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RESUME

Nous traitons deux problémes liés aux séries de Dirichlet. Nous étudions d’abord le
prolongement analytique d’une certaine classe de séries de Dirichlet & deux variables :

r(d
g(s1,82,a,1) = Z W,

d>1

ot a(d) est une fonction multiplicative strictement positive et 7(d) est une fonction mul-
tiplicative. Nous démontrons, sous certaines hypothéses, un théoréme général qui permet
d’approcher cette série de Dirichlet par une série connue, modulo une autre série pour
laquelle nous obtenons des majorations trés précises.

Nous utilisons ensuite cet outil pour obtenir des résultats quantitatifs sur la distribu-
tion des valeurs de fonctions arithmétiques. Sous certaines hypothéses sur les fonctions
a(d) et r(d), nous déterminons

) 1

)}131)0— 5 r(d) (0<z<X)
d<X

a(d)<z

et mesurons la vitesse de convergence vers la loi limite. La classe de fonctions a(d) est
beaucoup plus large que celle considérée jusqu’a maintenant. L’introduction de r(d) semble
nouvelle.

Mots clés : séries de Dirichlet, produits eulériens, fonctions multiplicatives, prolonge-
ment analytique, distribution limite, transformées de Mellin et de Fourier, fonction Zéta

de Riemann, fonction de concentration, crible pondéré.

Classification Mathématique primaire : 11M41, 11N25, 11N37, 11N60, 11N64,
30B50, 32A99

Classification Mathématique secondaire : 11K65, 11N35, 11N36






ABSTRACT

Dirichlet series with two variables and distribution of values of arithmetical
functions

We deal with two problems related to Dirichlet series. First we study the analytic
continuation of a class of Dirichlet series with two variables :

r(d
g(s1,82,a,1) = Z W,

d>1

where a(d) is a positive multiplicative function and r(d) is a multiplicative function. We
prove, under certain hypotheses, a general theorem which allows us to approach this Diri-
chlet series by a known series, modulo another series for which we get very precise upper
bounds.

Then we use this tool to get quantitative results on the distribution of values of arith-
metical functions. Under certain hypotheses on the functions a(d) and r(d), we determine

1
] — <
)}gnooX Z r(d) (0<z<X)
d<X
a(d)<z
and estimate the rate of convergence to the limit distribution. The class of functions a(d)
is much wider than that considered so far. The introduction of r(d) seems to be new.

Keywords : Dirichlet series, Euler products, multiplicative functions, analytic conti-
nuation, limit distribution, Mellin and Fourier transforms, Riemann Zeta function, concen-

tration function, weighted sieve.
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INTRODUCTION

2
. : s A p=(d)
Au niveau du crible pondéré, il apparait des sommes comme ——— 1
" o Z;; 2(d) + Xo(d)
est clair que cette somme dépend de la fagon dont les valeurs des fonctions ¢(d) et
o(d) se répartissent. Nous montrons plus loin que la quantité qui intervient est la fonc-
tion de distribution de o(d)/¢(d). Dans le méme esprit, Selberg utilise dans [Sel91]
d d
Z ;f(al)m (1 - M) (voir aussi Ramaré et Schlage-Puchta [RSP0S]).
a2z ¢(d) Z
Nous voyons aussi sur ce probléme qu’il est souhaitable d’utiliser ici des méthodes qui
s'intégrent plus facilement au milieu d’autres démonstrations.

Nous proposons ici d’aborder ce genre de problémes via des séries de Dirichlet d'un
type particulier :

g(s1,82,a,7) = Z%, (0.1)

d>1

ou a(d) est une fonction multiplicative strictement positive et r(d) est une fonction mul-
tiplicative.

Dans notre exemple, il faut prendre a(d) = o(d)/¢(d) et r(d) = p?(d)/o(d).

Ce n’est que dans la derniére décennie que les séries de Dirichlet sont intervenues de ma-
niere cruciale dans la résolution de certains problémes; le résultat le plus emblématique
étant de celui de Goldston, Pintz et Yildirim sur les petits écarts entre les nombres pre-
miers [GPY07].

Bateman, en 1972 [Bat72], a déja utilisé ce genre d’outils mais avec une seule variable ;
il considére

ou
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Dans une premiére partie, nous étudions la série de Dirichlet définie par (0.1). Nous dé-
montrons qu’avec certaines hypothéses sur les fonctions a et r, la fonction g(si, sq,a,r) se
prolonge analytiquement jusque sy > 0 et nous obtenons une majoration de |g(s1, s2, a, )|
dans le domaine a@ < Rs; < B, Ry = (v + 1)L+ net Nsy > 1/2¢7 + 9 (a et B deux
réels, p et v deux entiers > 0 et 7 > 0). Bien que ces résultats ne soient pas surprenants,
leur preuve est particulierement compliquée. Notons d’ailleurs qu’ils sont optimaux (au
moins lorsque v = 1). Dans le cas particulier de g(s) = Z ©(d)~*, Velasquez Castanon

d>1
[VCO08| a déja obtenu ces résultats ainsi quun prolongement au demi-plan s > —1 privé
d’un systéme de demi-droites horizontales.
Nous nous sommes ensuite demandés a quel point la théorie des distributions limites
de fonctions multiplicatives pouvait étre décrite par ces objets. L’outil classique est la
transformée de Fourier de la distribution limite (si elle existe) et la série g(s1, $2,a,7) est
certainement plus riche.
Nous arrivons effectivement mais avec des hypothéses assez fortes sur a et r (nous n’avons
pas essay¢ de les amoindrir) & calculer Z r(d).

d<X
a(d)<z

Nous obtenons par exemple, pour la classe de fonctions considérée, une mesure de la vi-
tesse de convergence vers la loi limite. Des résultats partiels avaient déja été obtenus par
Fainleib [Fai68] sous des conditions diophantiennes.

Notre méthode méne a un résultat plus faible mais optimal dans notre cadre (qui englobe
celui de Fainleib).

A partir de la troisiéme partie, nous considérons trois réels 0 < m < M et # > 0 ainsi
qu'une fonction 7(d) définie et bornée sur les nombres premiers. Nous supposons que les
fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses suivantes :

(H,(a, By)) :il existe une fonction b telle que Vp > 2, a(p) ™' =1+ b(p)/pet sup 1b(p)| < By ;
bz

(Hy(a,m, M)) :Vp = 2,Vk > 1,m < a(p®) < M;
(Hs(r,7,Q)) :1il existe une fonction q telle que Vp > 2, r(p) = 7#(p) + q(p)/p et sup |q¢(p)| < @;
p=2

(Hy(r,R)) : Vp > 2,Vk > 1,7(p*) bornée avec sup Ir(p*)| < R;
p/ yv=—

(Hs(a, R,Q,0)) :pour tout réel N > max(Q, R) et pour tout premier p tel que max(Q, R) <
p < N.N7? < |loga(p)|-

Nous allons, en particulier, étudier le cas ou 7(p) = 1 et #(p) = —1, c’est ce qui fait
I'objet des chapitres 8 et 9. Nous obtenons les théorémes suivants :

Théoréme 0.1
Supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses Hy(a, By), Ha(a,m, M),
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H3(r,1,Q), Hy(r, R) et Hs(a, R,Q,0). 1l existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle
que, pour X > 16, 0 < z < X et II(FPy, P) défini a la page 95,

1 _ 1 r(d) log log log X

=Y =1 1--) Y "o (- BVIogX) + B R )

X i @ ngopqa( p) AP d " (zexp oBx )+ (loglog X)1/2
N = 0, )
a(d)<z a(d)<z

La constante intervenant dans cette majoration dépend de ), By, R, m, M et 6.

Théoréme 0.2

Supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses Hy(a, By), Ha(a, m, M),
Hs(r,—1,Q), Hy(r, R) et Hs(a, R, Q,0). 1l existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle
que, pour X >3 et 0 < z < X,

1 1

— E T(d)‘<<Z€Xp<—B logX>+W.
d<X
a(d)<z

La constante intervenant dans cette majoration dépend de Q), By, R, m, M et 6.

La premiére étape de la démonstration consiste a séparer le comportement général de
I'effet des points sur le bord en introduisant une fonction lisse f; nous écrivons I'égalité
suivante :

S v =S (") o X Iral)

d<X d<X d<X
a(d)<z 1< o

L’essentiel de 'étude du terme d’erreur est réglé par les majorations obtenues par les
approximations faites dans la premiére partie.
La difficulté majeure est dans ’estimation de la somme

> @)
d<X
1<@<T

Nous l'obtenons grace a l'inégalité que nous nommons inégalité du produit oscillant et
démontrée au chapitre 5. Tout ceci nous méne au théoréme suivant :

Théoréme 0.3

Supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses Hy(a, By), Ha(a,m, M),
Hs(r,+1,Q), Hy(r, R) et Hs(a, R, Q,0). 1l existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle
que, pour X =2, 2> 0 et 7 un réel > 1,

Z r(d)] < X Xexp (— BylogX)

72" log T
d<x (log log(1/ log T)) )
1<@<7‘

La constante intervenant dans la notation < dépend de QQ, By, R, m, M et .
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Dans le chapitre 6, nous expliquons comment améliorer cette majoration en considérant a
la place de I'hypothése Hs(a, R, @, 6) une condition de séparation, introduite par Fainleib
dans [Fai68], que nous vérifions en général a 1'aide de propriétés diophantiennes :
|log a(n) —log a(m)| > (nm)~",

pour une certaine constante 6 > 1 et des entiers n # m, n et m sans facteurs carrés.
Davenport [Dav33] et Schoenberg [Sch28| avaient déja remarqué l'intérét des propriétés
diophantiennes dans ce genre de problémes.

L’hypothése Hs(a, R, @, 0) nous permet cependant de considérer une classe de fonctions
a(d) beaucoup plus large que celle de Fainleib. Dans la partie II, nous comparons ainsi

sur divers exemples notre hypothése Hs(a, R, @, 60) avec la condition diophantienne de
Fainleib.

Nous remarquons qu’il est possible d’appliquer cette méthode dans le but d’estimer

d’autres distributions limites comme X Z r(d) ou, par I'utilisation de la formule de

d<X
da(d)<Xz
Mellin-Barnes, des sommes pouvant apparaitre dans les problémes de crible Z —T<d)
) ]_ + Xa(d)

d<D
(D >1et X >0). Ces deux applications font 1'objet de la partie V.

Dans la derniére partie, nous étendons la notion de fonction de concentration a celle
de fonction de concentration pondérée en considérant :

1
r, X)=sup — r(d)|.
arX)=mpy| Y )
u<log a?d) <u+th

Nous obtenons, en particulier, un résultat analogue a celui de Halasz dans [Hal75| concer-
nant la distribution des entiers d < X tels que a(d) = z :

Théoréme 0.4
Supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses Hy(a, By), Ha(a,m, M),
Hi(r,£1,Q), Hy(r, R) et Hs(a, R,Q,0). Pour X > 3 et z > 0, nous avons

S ()| « ———
i Vl1oglog X
a(d)=z

La constante intervenant dans cette majoration dépend de ), By, R, m, M et 0.

Ce théoréeme est optimal.

Terminons cette introduction en énoncant des résultats bien spécifiques et nouveaux
qui sont des applications des théorémes 0.1 et 0.2 :
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Corollaire 0.5
Pour X >3 et 0 < 2 < X, nous avons

S uln) = oX).

d<X
a'gid) <z

Corollaire 0.6
Il existe une fonction F(z) telle que pour X >3 et 0 < z < X,

1 log loglog X
— 1=F O| ——=
X dg}; () + ( Vioglog X )’
@<z
HON

ot le O dépend de z.

Corollaire 0.7
Supposons que la fonction multiplicative r(d) vérifie les hypothéses Hs(r,1,Q) et Hy(r, R).
Pour z > 0 et II( Py, P) défini a la page 95, la limite, lorsque P +— oo, de

1 r(d)
| | 1— = E -~
( p) d
p<P d|II(Py,P)

o(d)
o) S

existe.
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CHAPITRE 1

EXTENSION DU DOMAINE

Les deux premiers chapitres sont issus d’un article soumis en décembre 2008 au Journal
of Number Theory.

1.1 INTRODUCTION

L’étude du prolongement analytique de produits eulériens a suscité et suscite encore un
grand intérét auprés de nombreux mathématiciens. En 1952, Dahlquist [Dah52| a prouvé
que si F' est une fonction analytique avec des singularités isolées a l'intérieur du cercle

unité et vérifiant F'(0) = 1, alors HF (p~%) posséde un prolongement méromorphe au

p=2
demi-plan Rs > 0. En 1972, la relation g(s) = Z e(n)~* = ((s)h(s), ou
n>1
1 1
his)=1] (1+—S——S> (1.1)
e (p=1¢ »p

fournit & Bateman [Bat72| un prolongement analytique de g(s) au demi-plan fs > 0 dont
la seule singularité est un pole simple, de résidu ¢(2)¢(3)¢(6)7!, en s = 1.
En 1991, Selberg [Sel91] utilise une approximation similaire de la série de Dirichlet

o) = X o) = ()
(n,Q)=1

ot 0(d) et ¢(d) représentent respectivement la somme des diviseurs positifs de l'entier d
et la fonction d’Euler, @) le produit de tous les premiers plus petits que ¢, avec ¢ premier,
et

1 1 1
p<q P/ 2 p—1 p
lui permettant d’obtenir, pour Z > 1, les estimations des sommes suivantes :
o(d) o(d)
> il (1- 7).
p(d) Z

o(d)<Z
(d,Q)=1
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o(d)<Z
(d,Q)=1
et )
1 o(d
> g (1- %)
ez ¢(d)
(d.Q)=1

Dans une autre direction, en 2007, Bhowmik, Essouabri et Lichtin [BEL07]| ont générali-
sé les propriétés de prolongement méromorphe a des séries de Dirichlet & plusieurs va-
riables qui possédent un développement en produit eulérien absolument convergent dans
un domaine ouvert de C", n > 2.

Dans cette partie, nous nous intéressons a une classe différente de séries de Dirichlet
a deux variables. Plus précisément, pour py un entier > 2, 0 < m < M, 7(d), b(d) et
q(d) des fonctions bornées sur les puissances de nombres premiers plus grands que py,
nous considérons la classe de fonctions C(pg, m, M, 7,b,q). Nous disons qu'un couple de
fonctions (a,r) € C(po,m, M,7,b,q) si a(d) est une fonction multiplicative strictement
positive et r(d) une fonction multiplicative vérifiant les hypothéses suivantes :

(1) Vp = po,Vk = 1,m < a(p*) < M ;

b k
(2) ¥p > po, ¥k > La(p") ™ =1+ (z ).

q(p")
—

(3) Vp = po, Yk > 1,7(p*) = 7(p*) +

Nous étudions alors, pour s; = g1 + it; et s9 = 09 + its, la série de Dirichlet :

r(d r(p"
9(81,82761,7”):2%:1_[(2%) :ng(sl,SQ,a,T). (1.2)

d>1 p>2 N k>0 p>2

Concernant les fonctions a et r, nous avons opté pour des conditions individuelles et non
en moyenne sur a(p¥) et r(p*) par simplicité et parce que c’est ce que nous trouvons
le plus souvent dans la pratique. Moralement, nous estimons que 7(d) est un modéle
connu de 7(d) et que a(d)®* va se comporter comme 1. De fagon plus précise, la fonction
7(d) apparait comme une approximation de la fonction r(d)a(d)~*'. L’uniformité de nos
résultats permettrait de changer la définition de 7 pour se ramener a ce cas-la.

Notons, pour v et p deux entiers > 0, & < 01 < 3 (o, # deux réels) et k > 1,

A=max(m=*,m™, M~*, M~P) sup |r(p")|+ sup [F(p")], (1.3)
p=po,k>1 p2po,k=1
ou+1 oH+2 v+l 342 v ou+1
P:max((2A) (v + 1272 A7 (30)1 2972 2(T o (1) AY) ,p(]). (1.4)

L’expression de ' () sera donnée au cours de la démonstration (chapitre 2, lemme 2.1).
Nous avons, par exemple I',(1) = T'(2) = 1.
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Ecrivons alors

g S1,892,a,T _
9(81,827(1 T H gp 31782’ 39(8178271 r)hgj(817827a7/r7r)‘
p y 925

Voici les théorémes que nous obtenons :

Théoréme 1.1
Soit (a,r) € C(po,m, M,7,b,q). Pour o < o1 < 3, si les produits eulériens

(51,52, 0,7) 7:) et g(s1,82,1,7) (1.5)

p<P gp(sh 52, ]-7 T)
se prolongent analytiquement jusque sy > max (2*“*1, (v + 1)*1) alors g(sy, s9,a,r) se
prolonge analytiquement jusque Rsy > max (27#71, (v 4+ 1)71).

En 2008, Velasquez Castanon [VCO08| démontre que le domaine maximal de méromorphie
d’une certaine classe de séries de Dirichlet est un ensemble dense, ouvert et simplement
connexe du demi-plan s > —1 (le demi-plan Rs > —1 privé d’un systéme de demi-droites
horizontales). Cependant, la classe de séries de Dirichlet qu'il étudie est plus restreinte
que celle que nous considérons ici. En effet, avec les notations que nous avons choisies ici,
Velasquez Castanon [VCO8| s’intéresse a la série de Dirichlet g(s, s,a,1) ou s € C et a(d)
est une fonction multiplicative positive vérifiant pour p premier et k£ > 1 entier

a(p®) = 1—5+O<%),

p p

ol A est une constante réelle non nulle. Sa technique est similaire & la notre : elle consiste
a multiplier le produit eulérien par des puissances de dilatations s — ((ns), n > 0 de la
fonction Zéta de Riemann, de fagon a forcer la convergence du produit résultant dans un
domaine plus large.

Théoréme 1.2
Soit (a,r) € C(po,m, M,7,b,q). Sia <oy <f,00=Ww+1)"+netoy>1/2 4,
avec n > 0, il existe une constante B = B(u,v,m, M, a, 3,1m,b,q,7,po) telle que

(2 4 [sa]) 12
(1 —o9)rlog(2 + \51]))
log (ylog(Z + ]31|))
vlog(2+ |s1|)
< sy (BB ).
log (v1og(2 + |s1]))
log (ulog(Q + |51|))
vlog(2 + |s1])

B (51, 52, 0,7, 7)| < BlogP(2 + [sa]) exp (B

st 09 < 1 — ,

St 09 21—
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1.1.1 Optimalité

Nous ne savons pas si ce résultat est optimal. A titre de comparaison, en 1980, Queffélec
o0 —
1— enpmffl

[Que80| considére le produit eulérien G(s) = H ou {p1,..., Pn, ...} désigne

—S

I’ensemble des nombres premiers rangés dans I’ordre croissant et (€, ) une suite de variables
de Rademacher € {£1} indépendantes; il obtient ce type de croissance :

0 sioc>1
1—0 s10<o <1,

MG, o) = {

ou pour une fonction f analytique dans un demi-plan vertical,
A(f,0) =inf{{ > 0/f(o+it) = O(eBlﬂg) quand |t| — oo},

pour une certaine constante B.
Historiquement, signalons que Bateman [Bat72| établit, par une méthode analytique et
pour s = o + it, la majoration (h(s) étant définie par (1.1))

h(s) < exp{50[¢|'~ log log ||}

pour |t| = 8,1/3 < o < 1. Il en déduit, a 'aide de la formule de Perron, 'estimation

¢(2)¢(3) _oylog ZToglog Z
2 A

p(n)<Z

pour toute constante ¢ < 1/\/§

En 1990, Balazard et Smati [BS90] ont montré que ’on pouvait retrouver cette majoration
par une autre méthode élémentaire, reposant sur la décomposition canonique n = ab ou
les facteurs premiers de a sont tous < y alors que ceux de b sont > .

Enfin, en 1998, Balazard et Tenenbaum [BT98| améliorent la majoration de h(s) grace a
I’étude de sommes d’exponentielles du type

Sy = Z (p— 1)it

M<p<N

avec M < N < 2M et |t| grand en fonction de M. Cela leur permet d’établir le résultat
suivant : il existe une constante positive a telle que

C(Q)CB) (log Z)3/5
¢§21_WZ<ZGXP<‘GW)'

Une hypothése de rationnalité en p concernant les g,(s1, s2, @, r) permettrait certainement
d’améliorer aussi notre résultat. Il est moins évident de pouvoir dire dans quelle mesure.
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1.1.2 Une expression plus détaillée

Nous pouvons donner une expression compléte de la fonction hgj(sl, Sg,a,r, 7). Définissons

k 0.
r i
Yk Yk p7 31 Z C gla"wgk)H <p ) (16)
(1,..0)/ i=
Zfﬂ ti=k

R, = R,(p,s1,82) = Z ( Z C(lyy s lwyrtn) H a?g(fzi;zl)pis? (1.8)

w20 N (b luti)/ i=1
ST imwtv 4

et

B = (8 Gl T 09) 0 09

w>=0 (@1,...,fw+u+l)/ =1
St G =wtr+1

i=1

ou les C({q,...,0;) sont des ccefficients entiers universels définis a la proposition 1.8. En
particulier, ils sont indépendants des fonctions a, r et 7, des variables s; et sy et des
parameétres p et v.

Nous avons alors

R -1 v Y2u+1 -1
hig(sl,SQ,a,T,f) = H |:<1+]m> <1 V+1 ) < 2H+1k32)
k=1

p>P
YT -V vy
pijQ - p2“+1k‘82 ’

1.1.3 Applications

Dans les applications que nous verrons par la suite, la forme précise sera rarement utile. Ce
sont les majorations, données dans le théoréme ci-dessus, qui seront surtout intéressantes,
mais nous donnons des exemples explicites a la section 1.2.

Cette approximation est trés utile dans beaucoup de problémes. Notamment dans la
méthode de convolution, que le lecteur pourra trouver dans [Apo76] : celle-ci consiste a
évaluer des moyennes de fonctions multiplicatives en les approchant par une fonction déja
connue.
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Les majorations permettent ensuite de combiner cette approximation a des méthodes de
variable complexe. Nous les utiliserons pour traiter des sommes comme

> uld), (1.10)

d<X
o(d)/d<z

ou o(d) représente la somme des diviseurs positifs de I'entier d, u(d) la fonction de Mébius
et 0 < z < X.

1.1.4 Meéthodes

La méthode utilisée ici est la suivante. Nous écrivons d’abord chaque facteur eulérien
définissant la série de Dirichlet comme un produit de facteurs élémentaires :

r®*) Y R,
Z a(pF)siphs2 H <1 + phs: L+ pEADs: ) (1.11)

k>0 k=1

ce qui fait apparaitre le produit eulérien hfW’ p(s1,82,a,r,7). Nous réussissons ensuite
a approcher chaque facteur 1 + Yip grace a lapproximation de r(p*)a(pF)=*1 par
7(p*). Nos hypothéses d’approximation font converger suffisamment le produit eulérien
hyv.p(s1,S2,a,7,7). Cette premiére approximation par 7 lorsque k = 1 se retrouve dans
les travaux de Halasz [Hal75], Montgomery [Mon78| et Ruzsa [Ruz80|; ces derniers ont
recours a une premiére approximation complétement multiplicative. Tenir compte des
puissances successives est plus difficile qu’attendu. Ce phénomeéne a déja été observé en
1996 par Friedlander et Iwaniec [F196] qui décident de se restreindre aux entiers sans
facteurs carrés pour limiter les difficultés techniques. La méthode employée dans ce papier
permet d’inclure toutes les puissances. Ce que nous utilisons permet de plus de traiter les
deux variables en traitant toute 'uniformité dans les coefficients. Par ailleurs, la preuve
est agencée de telle fagon qu’il est assez facile d’évaluer la constante B qui intervient dans
la majoration du théoréeme 1.2.

—kso

1.2 CAS DES ENTIERS SANS FACTEURS CARRES

Notons r*(d) = p?(d)r(d) et définissons, pour v un entier > 0,

r*(d r*
g(s1,82,a,1%) = ZW - H (1 i a(m%]l?;@)

d>1 p>2
~ -1 v ~ 27\ —1
. r(p rp
= hu(317 $2,Q,T )H (1 - (32>> H (1 + (2112 > ’
e p p>2 j=1 P

Dans le cas des entiers sans facteurs carrés, nous obtenons une expression explicite du
prolongement donnée par la proposition suivante :
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Proposition 1.3
Nous avons, pour v = 0,

Démonstration : Démontrons cette égalité par récurrence sur v.
Pour v = 0, nous avons

2s
P32 P/ 05 P
RY
* r\p
= ho(s1,s2,a,7 )H (1 + (25)2 )
p=2 p

B o @) (72 + 7 (p)?)
— 1 1+ p282 p352 G(p) 1 T(p)) a(p)81p452 )
- () 7 ) () -

) 11;[2 N (“(p)sl (p)) P (a(p)81 <p)>
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Soit v > 1 fixé. Supposons alors 'égalité vraie au rang v et montrons-la au rang v + 1.
Nous avons

O\ 7117 7(p)?
hy—H(Sl’SQ’a’T*) 29(81782,Q,T*)H (1 T se ) H (1+ 27 59 )
* f(p)2V+1
= hy(s1, 82,a,7 )H (1 + e
p=2
(10T I () e
p>2 k=1 pre: a(p)s a(p)sip? s P2 s )

par ’hypothése de récurrence.

Or
(=) T ) )R F(p)*"
(1 + ; pk52 <a(p)51 T(p)) a(p)s1p2’/+132 <1 + vtlg, )
LT e RS (=) T ) 7
- p*rre p>rre P pke2 (a(p)sl (p))
L A (O
a(p)p* "

B F(p)> i (— f(P))k_l r(p) e
=1+ P2 s + ; phs2 (a<p)51 r(p))

f(p)2u+1 ov+l_q (_ f(p))kfl T(p) o B T(p)f(p)yﬂ 1 r(p),,:(p)y-m 1
+ P2 s - phs2 (a(p)sl (p)) a(p)slp2u+ls2 a(p)51p2”+252
) T ) ) L )T T )
- ,; pks (a(p)s1 r<p)> " e~ plt2hse (a(p)sl T<p)>
o))

a(p)sip? e

Cela nous donne, par un changement d’indice dans la deuxiéme somme,

N L R I S 1)) A R I
1+ kz:; phs2 (a<p)sl r(p)) + k;ﬂ s (a(p)sl r(p))
e

a(p)p* e

soit
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ce qui représente exactement 1’égalité au rang v + 1. O

Remarque 1.4
Cette égalité nous permet d’affirmer que la fonction g(s1, s2,a,r*) se prolonge analytique-
ment jusque Rsg > 0.

Donnons des exemples plus précis de ces prolongements :

Exemple 1.5
Soit

91(s) :Zud(sd) =11 (1+l). (1.13)

g1(s) = ¢(s) Hf[ (1 + p;s)_l 11 (1 — pQ%) (1.14)

Exemple 1.6
Soit

gg(s):Z%ZH (1#;;11). (1.15)

& 1\ — (=D 1
92(s) = ((s) H H (1 + 2J‘s) H (1 - Z ks+1 2v+ls)‘ (1.16)
p>2 j=1 p P32 P p
Exemple 1.7
Soit

93(51,32)22%21_[ <1+(7;s_1—+?;1). (1.17)

Nous avons, pour v > 0,

g3(s1,82) = ((s2) H H (1 + p;sg

p22 j=1

-1 21/+171 s s
) H 1+ <_1)k<1_(1_1>1)_u
kso s1+2v+1lsy :
P52 1 P p p
(1.18)

Nous allons voir que le probléme est beaucoup plus délicat lorsque nous passons des en-
tiers sans facteurs carrés a tous les entiers.
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1.3 CAS DES PUISSANCES PLUS GRANDES

1.3.1 Enoncé du probléme

k
r
En considérant la variable s; comme une constante, il est raisonnable de noter p(p*) = (i )
a(p*)*
k
et d’é¢tudier la série suivante : Z p(g) )
P

k>0
Dans un premier temps, fixons le paramétre p et regardons la série Z Xk,
k>0
La démarche est la suivante : nous transformons d’abord la somme Z X" en un pro-
k>0
duit de facteurs, que nous qualifions d’élémentaires, puis nous approchons chaque facteur
¢lémentaire.

1.3.2 Conversion d’une somme en produit de facteurs élémen-
taires
Soit (Xj)k>0 une suite de premier terme 1. Nous désignons par facteur élémentaire tout

facteur de la forme 1+ Y,m*, ot Y} est un polynome homogeéne de Z[(Xy)xo)-

Proposition 1.8
Pour v > 0, il existe une série R, € Z[(Xy)r>o|[[7]] de la forme

w+v+1
R, =) ( > C(l1, o lusnin) 11 X&)ww = pust” (1.19)

w20 (1, lwgvy1)/ w20
ST imwtr 4

telle que
> Xt = T[(+ Vi) (1 + Ry, (1.20)
k>0 k=1
ou, pour k > 1,
k
Yk = P0,k—1 = Z C(Ehagk)HX& (121)
(€1,....0K)/ i=1
S

Remarque 1.9
0

Pour v =0, nous considérons par convention que le produit H(l + Vi)™ est égal a 1.
k=1

Remarque 1.10

Ce résultat n’est pas sans rappeler un théoréme classique de Ritt [Rit30] qui affirme que

toute série formelle 1 + Z X,.2* peut étre représentée comme produit infini H(l + Y325).

k>1 k>1
Nous analysons ici précisément cette transformation.
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Démonstration : Pour v = 0, nous avons E X,* =1+ 7Ry, avec
k>0

RO = E Xw+17Tw.
w>0
Pour v = 1, en choisissant Y; = X7, nous obtenons

(1+Xm) ) Xprh _(1+Z 1)FxFr k) 1+ 7Ry)

k>0 k>1

=1+7Ry+ Y (1) Xfrb + 7R Y (-1 Xfa"

k>1 k=1
=14 Z Xp1m + Z(—l)kaﬁk + Z X" Z(—l)kaﬂk
w>0 k=1 w>0 k>1
=14 Z Xy + Z(—l)kawk + 2 Z X" 2:(—1)””1)({“’17#C
w>1 k>2 w>0 k>0

=1 +7T2R1,

avec
Ry = Z X + Z(—l)kaHWk + Z Z (D" X X",
w>0 k>0 h>0 w+k=h
qui est bien de la forme (1.19).
Supposons alors les Y}, construits pour k allant de 1 a v satisfaisant la condition

v

[[a+va) ") Xurk =1+ Ra™!

k=1 k>0
En choisissant
YV+1 - pO,V7
nous obtenons
v+1
H(l + Ykﬂ'k)*l ZXkﬂ-k — (1 + Ryﬂ.wrl)(l + pO’VWqul)—l
k=1 k>0
=(1+ Ryﬂ.qul) (1 + Z(_l)kplg’yﬂ_k(wrl))
k>1

=1+ Z(—l)kﬂ’&ﬂ’“(”“) + Ry Ryn Y (1) g, mh Y

E>1 =

k;>2 w>1 w0 k>1

2 k k+2 __(k+1)v+k 2 2 k 1 k 1_(k+1 k
=1+ E ( 1) Pot (kD +at E Pw+1, N § Pw, T E * + LR
k>0 w>=0 w>0 k>0

=1 + Rl,+17TV+2
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avec
Ryi1 = Z( 1>kpk’t2 (k+Lv+k Z Pt + Z Z (_1)k+1pw Vplgtl h7
k>0 w>=0 h20 (k+1)v+k+w=h
qui est bien de la forme (1.19). O

Etablissons maintenant quelques inégalités qui vont nous permettre d’obtenir des majo-

-1
rations des produits eulériens H (1 + T) et H (1 + u+1 ) )

p>P p>P

Proposition 1.11
Supposons notre anneau muni d’une norme et qu’il existe A > 1 tel queVk >0, | Xi| < A
Alors Yh > 0, Yv > 0, nous avons

lpw| < (h+v+ 1D (v 4 1) AL (1.22)

Démonstration : Démontrons cette inégalité par récurrence sur v. Pour v = 0, nous
avons d’apreés la preuve de la proposition précédente :

E : w
= Xw+17T )

w >0
soit Vh > 0,
Ph,0 = Xh+1
et
om0l = [Xnii| < A< A
L’inégalité est ainsi vérifiée pour v = 0. Supposons alors que Vh > 0,
|ph,u| < (h + v+ 1)21/(]/ + I)QhAh-ﬁ-u—&—l'

La preuve précédente nous dit également que
Ru+1 = Z( 1>kpk1t2 (kL tk + Z pw+1 1/71— + Z Z (_1)k+1pw Vp(lgltl h7
k>0 w>0 h20 (k+1)v+k+w=h

soit

|Phwy1] < Z |/)0,1/|kJr2 + |pht1| + Z |pw,l/H:00,V‘k+1

(k+1)v+k=h (k+1)v+k+w=h
< Y (A 1PETACNER) 4 (g 4 2) (1 1)
(k+1)v+k=h

+ Z (w 44 1)21/(1/ + 1)2wAw+u+1(V + 1)2u(kz+1)A(V+1)(k+1)
(k+1)v+k+w=h

_ Z Al/k+2u+k+2(y+ 1)2u(k+2) +Ah+u+2(h+y+2)2u(y+ 1)2h+2
(k+1)v+k=h

+ Z Aw+21/+l/k+k+2(w +u+ 1)2V(V + 1)2w+2u(k+1)‘
(k+1)v+k+w=h
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Or,si (k+1)v+k=h,alors vk+2v+k+2=h+v+2et 2v(k+2) < 2h+2v. De méme,
si(k+1)v+k+w=halorsw+2v+vk+k+2=h+v+2et2w+2v(k+1) <2h
Cela nous donne

|ph,y+1| <Ah+y+2 ((V—i— 1>2h+2u Z 1+ (h—i— v+ 2)21/(1/—}- 1)2h+2
(k-+1)v+k=h

+ v+ 1) Z (w+v+ 1)2”).

(k4+1)v+k+w=h

Si h < v, les deux sommes sont nulles et nous obtenons
|,0h,1/+1| < Ah+u+2(h L4+ 2)21/(]/ + 1)2h+2.
Remarquons alors que

(h+y+2)2u(y+1)2h+2 g (h—l—l/—|-2)2y+2(l/—|—2)2h,

2 2h
v+1 v+1 <1
h+v+2 v+2

|ph,y+1| < Ah+u+2<h+I/+2)2y+2(l/+2)2h.

puisque

et donc

Ceci représente exactement 'inégalité voulue au rang v + 1.
Si h > v, nous avons

|phpi1| < APFVT2 <(1/ + 1) 4 (h+ v+ 2% (v + 1) (v + 1) Z w’2”) .
v+1<w' <h+1

Une sommation par parties nous donne

/

Z w'? = Z ((1/ + 1) + / 21/u2”_1du)
vH1<w! <ht1 v1<w! <h+1 v+l
ht1
=w+1)*"h-v+1) +/ ( Z 1) 2vu* " du
vl uw’ <h+1
ht1
<W+D¥h—v+1)+(h+2) / vu® tdu
v+1

<W+D)¥h—-v+1)+(h+2)(h+1)*

soit

’ph,u—i—ll < Ah+u+2 ((l/ + 1)2h+21/ + (h Yy 2)21/(1/ + 1)2h+2 + (I/ + 1)2h+2u(h — U+ 1)

+(w+1D*(h+2)(h+ 1)2V) :
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Nous espérons obtenir

(1/ + 1)2h+2u + (h Tu4+ 2)2u(y + 1)2h+2 + (I/ 4 1>2h+2u(h — v+ 1)
+ W+ 1D)"h+2)(h+1)* < (h+v+2)*2 (v +2)*,

soit
v+ I\ v+l ¥ 1 vt v+ 1\"
v+2 h+v+2) (h+v+2)? h+v+2 v+ 2
(vl Y h—v+1 u+12z_u+12h h+2 h+1 2”<1
h+v+2 (h+v+2)2)\v+2 v+2) (h+v+22\h+v+2) — 7
Notons F'(h,r) le membre de gauche de cette inégalité. Pour h > v, nous avons
1 2v 1 2v 1 1 2 1 2v
F(h,y)g v+ v+ n v+ v+
v+ 2 2v+2/) (2v+2)? 2v+2 v+ 2
(vt YrOwH1 \[(v+1 ”+ v+1\* v+2
2v+2 (Av+2)2)\v+2 v+2) (2v+2)?
V2 +50+5
(2v+2)2 7

en majorant simplement les termes a la puissance 2v par 1 et en minorant 4v + 2 par
2v 4+ 2.

Cette derniére expression est inférieure a 1 si v > 1.

Si v = 0, nous avons

1\*" 5+ 2h
F(h,0) = (5) mgl,

si h > 1. Enfin, la preuve précédente nous dit que

Ri=) Xuypor” + > (—D)FXF2 3 N (1) X, X P,

w>0 k=0 h>0 w+k=h
soit
po1 = Xo
et
lpo| = [Xa| <A< 447,
Finalement, VA > 0, Vv > 0,

lpho| < (h+v+ 1D (v + 1) AL
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Proposition 1.12
Pourv > 1, si A(v+ 1)?|n| < 1, alors nous avons

IR,| < A1 (3u) (1 — A(w + 1)) 7" (1.23)
Remarque 1.13
Avec || = p~2 (09 > 1/2/ et p > P, ou P est défini par (1.4)), nous avons
|R,| < AV (3v)12% L, (1.24)

Cela nous donne, si o9 > (v +1)7' + 1,

RV v+1 3v+1 1
11 (HW)‘ < exp (A (3v)12 ZW .

p>P p=>2

Démonstration : Rappelons que R, = E pwm". La proposition précédente nous per-
w=0
met d’écrire

|R,| < AT Z(w +v+1)*(A(v + 1)°|n])".
w=0
Considérons alors, pour 0 < x < 1, la série suivante Z(w + v+ 1),

w >0
Pour tout w > 0, nous avons

3v 3v
Z log(w +m) > Z log(w+v+1) > 2vlog(w+ v +1).

m=v-+1 m=v—+1

Par conséquent,

H(w+m) (w+ v+ 1)

m=1
et pour x = 0,
3v
S (TLew+m))a > St vs
w>=0 Nm=1 w >0
Or, pour 0 < x < 1, nous avons

S (Fltwm)er - (1) oL

k>0 “m=1

Cela nous donne la proposition 1.12 avec z = A(v + 1)?|x|. O
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Proposition 1.14
Supposons encore qu’il existe A > 1 tel que Vk >0, | X3| < A. Sioy = (v+1)"1 +n, avec
n > 0, nous avons alors

RV - v+1 3v+1 1 2u42 2 o6v+2 1
II (HW) < exp <A (3v)12 ZWH’) AP (3p)12 2602y oo

p>P p>2 p>2 P

Démonstration : Nous avons

H(1+WRTU>_126XP< Stos (14 e ))

p>P p>P

Rappelons I'estimation
log(1+a) = a+O(|al?),

si |a| < 1/2. Celle-ci nous donne

R -1 RV |Ru‘2
H (1 + p(V+1)S2> = eXp ( - Z p(l/+1)sz +0 <p2(u+1)02>

p>P p>P
soit
LT T R, o R, |?
H - p+1)sz S eXp Z pw+loz T Z p2v+1)o:
p>P p>P p>P
. 1 1
v+1 3v+1 2v42 2 o6v+2
<exp (A (3v)! 2 ZWJFO(A (3v)!122 meﬁ))’
p>2 p=>2

sioy = (v+ 1) +1. O

1.3.3 Approximation de chaque facteur élémentaire

Proposition 1.15
Soit K un corps de caractéristique 0. Pour >0, Y et Y dans K,

H 2ntl—1
(1 + Y’]T) (1 _ Y?T -1 H 1 + YQJ 2J (1 + Z ] lyj 1(Y Y/)ﬂ_]‘ N Y}}Qqul_lﬂ_Qer).
Jj=1 7j=1

(1.25)

Démonstration : Démontrons alors cette égalité par récurrence sur p.
Pour p = 0, nous avons

1+Ym)(A=Yn)=1-Yr+Yr-YYr?P=1+7n(Y -Y)-YV7%
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Pour p = 1, nous avons

(1+Ym)(1-Ynr)(14Y?r?) = (1+7(Y — Y)— Y§~/7T2)(1 +Y?27?)
=1+Y2 40y =YV)+ 7YY —-Y) - YYr? - YY3r
=147 =Y) =7V (Y -Y)+2Y3(Y -Y) - YY3ri

Soit 1 > 0 fixé. Supposons alors 1’égalité vraie au rang u et montrons-la au rang p + 1.
Nous avons

pt+1
1+Ym)(1-Ym) [J(1+Y¥7)
j=1
~ a ~97 j ~ 1 1
=(1+Ym)A-Ym) [[a+Y¥a)a+ V77T
j=1
|
— (1 + > ()TN Y =) — YW““%T?““) (1+ Y272
j=1
2ntt—1
— 14+ Y2#+1 out1 + Z ] IYJ 1(Y f/)ﬂj
7j=1
autl_g
+ Yy YYITNY = V)l -y Y2y y g2
7j=1
ontl_1

=1+ Z 7YY = V) =y Ny — )2

2ntl_1

+ Z ] 1yg+2#+1—1(y Y) (G+20tt) _ yy2etto1 et
7=1

Cela nous donne, par un changement d’indice dans la deuxiéme somme,

ou+1 ou+2_1
1+ Z YWY =Yl + Y (1YY = Y)Yy T e
j=2r+141
omt2_1

=1+ > ()WY =Yl vy
j=1

ce qui représente exactement 1’égalité au rang p + 1. O
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1.3.4 Application au prolongement analytique de la série de Di-
richlet d’une fonction multiplicative

Soit p(d) une fonction multiplicative vérifiant les hypothéses suivantes :
(4) il existe A > 1 tel que Vp > 2 et Vk > 1, |p(p*)] < A;

(5) il existe un entier py > 2 tel que Vp > py et Vk > 1, il existe une fonction p(p¥)
vérifiant la propriété suivante

p(P*) — p(p") = O(1/p).
En conservant les notations précédentes, nous notons
w—+v+1

puw = >, Ol lynn) T o) (1.26)
=1

(€1 lwtv1)/
SwR g =wtr+1

et Py, l'expression similaire associée a p.
Les propositions 1.8, 1.12 et 1.15 nous permettent d’obtenir le résultat suivant :

Proposition 1.16
Pour p et v deux entiers > 0, si les produits eulériens

II (Zp = ) et HH [( o 1) 11ﬁ[(1+i§£§;)1] (1.27)

p<P N k>0 p>P k=1 j=1

se prolongent analytiquement jusque Rs > max (2*“*1, (v+ 1)*1), alors le produit eulérien

1> Plp ks (1.28)

p>2 k>0

se prolonge analytiguement jusque RNs > max (2_“_1, (v + 1)_1).

Démonstration : (1) Nous décomposons d’abord chaque facteur via la proposition 1.8.
Ensuite nous approchons chaque facteur 1 + Y;p~*¢ via la proposition 1.15.

(2) Les hypotheéses de la proposition 1.16 garantissent le prolongement de chacun des
premiers facteurs.

(3) En choisissant Yj, = pg -1 et Y, = Po.k—1, nous avons 1'égalité

Z C(ly, ... 0) (ﬁp(p’fi) - ﬂﬁ(p"ﬂ)

(517
2 Z k
k
3 cwl,...,em{ﬂ(p@%—ﬁ(p%)+ ST T (™) — a6,
(Er,0ln)/ i=1 GAICA1L,...k} i€l je{l, kNI
Z?:lgi:k

L’hypothése (5) nous dit alors que le terme résiduel est absolument convergent pour
2hHIRs > 1, O
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CHAPITRE 2

MAJORATION DE LA SERIE DE DIRICHLET

D’UNE FONCTION MULTIPLICATIVE DANS
UN DOMAINE PARTICULIER

Nous conservons les notations du chapitre précédent. Dans la majoration

p(P*) — p(*) = O(1/p), (2.1)

il est cependant important de connaitre la dépendance en la fonction p dans le O. C’est
pourquoi nous supposons de plus qu’il existe deux réels A > 0 et A > 1 tels que Vp > py,
Vk > 1,

o) = ") < B/p s 1p(")] < Aet [5(p")] < A. (2.2)
Au cours de la démonstration, nous supposons que Vp < pg et Vk > 1,
p(P*) = p(p*) = 0. (2.3)

La variable m dépend maintenant de p, nombre premier > 2. Elle est alors notée m, et
vérifie

Vp>2:|m,| <7 (2.4)
Lemme 2.1

Pour p>1 etv > 1, il existe des constantes B = B(u,v, A, 7), B'= B'(A) et
B" = B"(u,v, A, ) telles que

v ont1_1

p22 k=1 Jj=1

< exp (B(l + B’h)”z |7;Tp‘ - B"Z |7Tp|2u+1>.

p=2 p=>2

Démonstration : Nous avons
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et

Cela nous donne

k
Yk - Z C(Elv 7£k’) Hﬁ(p&)
(C1rrli)/ i1
S b
Vil < ) (O, f)|AF
(L1,el)/
i ti=k

01,y ék)/
?:151:’“
A partir de I'égalité
) k k
V-tim 3l T[ot) - TTo05)
(C1,0sb1)/ i=1 i=1
i'tlei:k
k
- ¥ et TL6w i)+ X Tl TT )~
(01,101)/ i=1 GAICA1,..k} i€l FE{1, kNI
Zf:lei:k
nous obtenons comme majoration
- Bk o[ {1,...k}\I|
Mi-fils X cenle S an() .
(b1, 0k)/ p GAIC{1,..k} p
i b=k
Nous avons
{1,k )\ k || e k=1 t
3 qn(h _ > Ap :h_zk Ap
P k h pk t h
GAIC{1,...k} GAIC{1,...k} t=1

hk
P

(

Cela nous donne

Z All

GAIC(L,...k}

hk
— +
pkz

(

h

p

1+

A
1+ — ! uFLdu,

k
h) —A’“:kAk/
1

Ap
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soit

Kk I h {1, k| N
wr X an(G) s en

@AIC{1,..k}

et

j=1

A\*!h
14+ — -
+2A) Ap
Rl pk AR

T111 (1 Y (Y (Y VimE — Yk?g““lﬂg“k>

Rl pk AR
p

v out+1_1 J
, , h
g exXp |: ( Z |C(€17 agk)|) Ak(]_l)lﬂ—pwk (1 + ﬂ)
p22 k=1 - j=1 (€1,-,0%)/
fﬂéi:k
om+1
+ <Ak Z ’C<£17 ,gk)l) | p‘2#+1k:|
(L1yelr)/
S ti=k
Nous avons
v 2ontl_q J k=1 k-1
. A h hkA
D D O ) R U,
2A p
(31 ----- L)/
Ez 1£ =k

‘”p'thw \(Hi)( > Gt

Notons maintenant
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Nous avons alors

v o+l _q
log H(1+ T <_1>j—1y,g—1<yk_?k>wgk_m;““—lﬂg““k)‘
k=1 Jj=1
|7T |FL A k—12#t1_q . ' v e -
p Zk| p|k 1(1+_) Z T (v) A7 |7TP|(J_1)k+Z(AkFoo(V)) |7rp|2 k
j=1 k=1
I, |F B ontl_1 v
Tp n k—1 ik 1k on+l k 200 outl (k1)
<l T Zkr B Pl Al 3 ()

k=1

h |7T| 41
< BR[1+ — PLt Bylm,|?
1<+2A> p+ 2/

< Bl(l + CAFL)V|7;TP| + B2|7Tp|2u+l,

ou Cy = max (1,1/(24)),

1 2nt1_1
B = ferh! [ oo (v)! ATRFU=DE
k=1 j=1
et
By=3 (AT (v))” #2 " 1ED
k=1

Prenons alors 'exponentielle de cette quantité et effectuons le produit sur tous les p > 2,
ce qui permet de conclure. [l

Lemme 2.2
Pour p > 1 et v > 1, il existe une constante B = B(u,v, A, ) telle que

HH (1 + (_1)1*1}7}%7'71(}/}C - f/k)ﬂ_yk kazwl 17T§u+1k> ‘ < exp (BZ |7Tp|).

p=2 k=1 j=1 p=2
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Démonstration :

v |
log H <1+ Z (_1>j1}7151(Yk_}7k>ﬂgk_yk}7k2u+11ﬂ_gu+1k)‘
k=1 j=1
ontl_q ou+1
n+1
1ogH<1+2 > (X (et >|Ak) it (5 10 1) W*k)
] 1 (617 7&6)/ (élvvgk)/
Sy b=k Sk =k

v outl_1 j
(w’“ > ( > |0<€1,--.,£k>|Ak) |, |0k

k=1 j=1 (01,010)/
Zf:1ei:k’
ou+1
+ ’%VC( Z |C’(€1,...,€,€)|Ak> |7Tp|(2“+1—1)k)
(€1, 0k)/
Zﬁd&:k
S J
< |7TP‘Z’WP|]€_1( Z 51,---,&.@)]14]"’) |7,p| U~ DE
= =N Gt
Z L li=k
ou+1
+ < Z |C (¢, ...,fk)|A’f) |7Tp|(2”+1—1)k>
(€1,..,0k)/
li=k
v 2u+1_1
+1
< |7Tp| Z |7Tp|k_1 (2 Ak |7T |(] 1 ( OO(V)Ak;)Q'u |7Tp|(2M+1_1)k)
k=1 j=1
5; 133|757L
ou
v ou+1_1
 ~ (j +1
= Zﬁ'k_l <2 Z (Foo(y)Ak)Jﬁ(J—l)k + (FOO(V)AI“)W 7?(2H+1—1)k)'
_ o

Prenons alors 'exponentielle de cette quantité et effectuons le produit sur tous les p > 2,
ce qui permet de conclure. O

Pour simplifier les notations, posons
W =Hw(hAv)=(1+Cash)". (2.5)
Nous étudions le cas particulier ou 7, = p~* avec s = o + it et donc 7 =277,

Lemme 2.3

Si b < e eto>1/2"M 4y aveec n > 0, il existe une constante B = B(u,v, A, 0,n) telle
que

2ntl_1

v <_1)j_15~/j_1(yk—3~/k) kazwl—l
[IIT (1 > S ) <

p>2 k=1 j=1 p
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Démonstration : Nous utilisons la majoration du lemme 2.1 :

11 ﬁ (1 + 2%1 (—1 Y (Ve — Ya) Yk?ﬁwll) ’
ks o 2n+1Ls
p>2 k=1 j=1 P’ P
1 1
< exp (B1hlz o T BQZW) < By,
P22 p p=2 p

ol

. 1 1
B4:€Xp (6 BIZpl_JrT]_I_BZZW)

p>2 p>2

Lemme 2.4
Si W >=eeto>1/2"T +n avecn > 0, il existe trois constantes B = B(u,v, A,0,1),
B'= B'(u,v,A,0) et B" = B"(u,v, A, 0,n) telles que

1 (1S GO on s ey ’
ol — pjks p2l‘+1ks

: 1 R)(1=ov — 1
< B(log(1 + C’Ah)”)B exp (B” (1+ Cah) V).

(1 —0)log(l+ Cyh

Démonstration : Nous pouvons supposer que o < 2. En effet, si 0 > 2,

v ontl_1 i 1xrj—1 Y Crontl_q 2
(1)Y= V) VY 1 72Bs
[111 (1+ 2 s - )| Sew (B} o) <exp == ).
p=22 k=1 Jj=1 p>2

Etudions d’abord le cas ott o > 1 — loglog #’/log &'. Pour p < #/, le lemme 2.2 nous dit
que

v LR | i 1xrj—1 ¥ or2Htl
(1)Y= V) VY5 1
[III(1+ Y S M) o (Y 1),
p<h k=1 Jj=1 p<H

Ecrivons alors
11 " du WY T du T du
—=—%"1 1) — < —— "« e —
Z p° R Z + 0/2 (Z )u"+1 < log I/ +/2 u®ttlogu < +/2 u®ttlogu
p<H p<H psu

Si nous posons v = (1 — o) logu, la derniére intégrale devient

(1—0)log W ev
/ —dv.
(1-o)log2 U
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Si (1 —o0)logh' < 2, nous avons
(1— U)logh ) (1—0)log W dv
/ —dv L ell=o)log / — < e*(loglog i’ — loglog 2).
(1—o)log2 U (1-o)log2 U

Si (1 —o)logh' > 2, séparons l'intégrale en deux :

/(1 a)logh’ 2 (1—0) log W ev
—dv = (/ —l—/ )—dv.
(1-o)log2 U (1—0) log 2 2 v

Majorons la premiére intégrale de la fagon suivante :
2 v (1—0)log W d
/ v < 62/ @ e*(loglog i — loglog 2).
(1—o)log2 U (1-o)log2 U

Pour la seconde, une intégration par parties nous donne

(1—0)log W 1 1 e(1-0) log W/ e2
/ el-—=|dv= —— — —.
9 v v (1—-0)logh’ 2

Or, pour v > 2, nous avons l'inégalité suivante :

ce qui nous permet d’écrire

(1—o)logh v (1—0) log W 1 1 2 (1—0) log W
/ e—dv<2/ (=== o=
9 v 9 v (1—o0)logh

26(170) log W/ 2¢2 262(}1/170 _ 1)
< - < :
(1—o0)logh! (1—0)logh’ = (1—o0)logh’

Finalement, dans le cas ot 0 > 1 — loglog A’/ log i, nous avons

1 2
exp <B3 Z —U) < Bs(logh)¥ P si (1 —0)logh’ <2
p<H p
h/l—a -1

B5 (log h/)6233 €exXp (262Bgm

ou Bs = exp(Bz — Bse?loglog 2).
Pour p > A/, nous utilisons la majoration obtenue au lemme 2.1

exp (Blh, Z plio By Z 2M+1a>

p>h p>h

pour obtenir

- YT (Y - V) vy
H H (1 + p]ks( k k) _ /;;Hks >' < Bgexp (Blh’z

p>H k=1 j=1 p>H

) si(1—o0)logh’ > 2

140

)
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ou

1
B6 = exXp <BQ Z p1+277> .

p=2

De plus,

1+ > 1+
o Z/ u2+¢(77 _// ( Z 1> u2+;‘du

p>FL’ p>H W <p<u
du 1+o0 1 1+nt
1 < < .
<{1+0) / o logn S o Wologh S Welogl

Cela nous donne

1 , h/lfa' 1
exp (Blh’z p1+"> < exp (31(1 +1n )1ogh’ <exp | Bi(1+n77)).

p>H

Etudions maintenant le cas ot o < 1 — loglog #/ /log #/. Nous commengons de la méme
facon :

v 2p+l_ 1 Pl _ _
] 1yj (Yk _ Yk) ka2 1 B h/l o
HH(1+ piks ot 1fs )‘ < Bgexp <B1(1—|—77 1)10 ﬁ’)
p>H k=1 =1 p g
et
v oKt _ 1 1 Sroutl_q
Y= 1Y7 (Y — Yk) .Y, 1
ITT1 (1 et ) <o (B3 1)
p<H k=1 j=1 p p p<H p
Ecrivons alors
u du W' M du
— = 1 1 )

Etudions alors cette derniére intégrale. Par le changement de variables u = vY/(=?) nous

obtenons ) s
/h du /ﬁ dv
o ulogu  Joio logv’

Séparons alors cette derniére intégrale de la maniére suivante :

/h’“’ dv / dv /h dv
= =+ .
91-0 logv 91-0 lOg v . log v

Or, par la majoration du logarithme intégral, nous avons

Rl=c dv Bl-o S
/6 log v < log(R/*—) - (1—0)logh'
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Utilisons ensuite I'inégalité (logv)™' < 1/(v — 1) valable pour 1 < v < e. Ainsi,

/6 dv < /e dv ) e—1
=log| — |.
910 lOg v 910 U — 1 S\oto 1

Or, la condition 1 — o > loglog#//log ' et I'inégalité e* > 1 4+ x pour > 0 donnent
2179 —1 > (1 — o) log 2. Nous obtenons alors

/e dv <1 e—1 o 1
0
910 logv & log2 ©8 1-0
e—1 log i/ e—1
1 — 1 — 1 — log log I
< Og(log2> g <loglogh’) < Og(logQ) loglog

soit
1 Byt Byt e—1
B E — | < + Bsl —_— B3 loglog K/
eXp( ’ <h/p"> eXp( log 1/ +(1—0)logh’ 208\ Togz ) T BIB8
p<
2B h/l—a
< B (log B)P? St A
(log ) eXP((l—a)logh’)
ou

e—1
B; =exp (Bglog (10g2)>'

Lemme 2.5
Pour p > 1 et v > 1, il existe une constante B = B(u,v, A, ) telle que

-1
HH (1 _ Y2x+1 2u+1k> < exp (BZ |7Tp‘2#+1)_

p>2 k=1 p>2

Démonstration : Nous avons

v -1 v
100 [ERR R I ) S (R T

p22 k=1 p=>2 k=1

e 3 (7w o) )

p=22 k=1
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soit

v -1
[T (- 72w

p=22 k=1

g expz <Z (Akroo<y))2“+1‘ﬂ_p’2#+1k + O( (Akroo(y))2”+2yﬂp|2ﬂ+2k)>
p=>2 k=1

<exp Z ’ﬂ_p‘?“rl <Z (Akroo(y))wﬂﬁ_guﬂ(kfl) + 0 (ﬁ_guﬂ (Akroo<y))2ﬂ+2ﬁ'2u+2(k1))>
k=1 k=1

p=2

< exp <Bg > |7rp]2“+1> ,

p=2

v

k=1

ou

v v

B 3 (L) e o

k=1 k=1

(Akroo(y))2u+2ﬁ_2u+2(k_1)> '

Lemme 2.6
Pour p > 1 et v > 1, il existe une constante B = B(u,v, A, ) telle que

[T (17 ) <o (BX i)

p>2 k=1 p>2

Démonstration : De la méme fagon que dans la preuve du lemme précédent, nous avons

(-5

p=>2 k=1
4k N ~ 2+2 oy
éepo(Z(A Foo(V)) ’7Tp| _|-(’)( (AF ( )) | p‘ ))
p=2 \ k=1 —
exp Z |’/Tp| (Z Akroo(y))zu+l7~r2u+1k—1 + O(Z (Akroo(y))Q#HﬁQ“Hk—l))
p=>2 —
< exp (Bg Z |7‘(‘p|) ,
p=2

ou
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Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.7
Pour petv >0, la fonction

v )}Qu+1 -1 v oK+l _1 (—].)j_l};kj_l(yk o ?k;) Yk}"}Qu-&-l_l
H {H (1 o 25+1k;52) H (1 T Z piksz o 2f+1k32 )] (2.6)

p>P Lk=1 p k=1 j=1 p

est analytique pour o > max (2_“_1, (v+ 1)_1). De plus, pour o > 1/2*1 +n avecn > 0,
il existe trois constantes B = B(u,v,A,0,n), B' = B'(u,v,A,0) et B" = B"(u,v, A, o)
telles que, en notant H [’expression ci-dessus,

(2.7)

/ 1 h)=ov — 1
|H| < B(log(1 + CAh)”)B exp (B” (1+Cah) )

(1 —o0)log(l+ Cah)”

Conséquence : avec p(p*) = r(p*)a(pF) ' et s = 55, nous obtenons les théorémes 1.1 et
1.2 énoncés a la page 15.

Remarquons que nous avons choisi, dans cette partie, des hypotheses générales sur les
fonctions a(d) et r(d). Nous pouvons écrire des choses plus spécialisées en limitant la
taille du domaine, en particulier v = 1. Les hypothéses (2) et (3) définissant la classe de
fonctions C(po, m, M, 7, b, q) se simplifient alors de la maniére suivante :

N q(p - b(p
Vp = po,r(p) = 7(p) + a(p) et a(p)t =1+ Q
p p
Nous n’avons ainsi pas besoin d’estimation sur 7(p*) et a(p*) pour k > 2, mis & part leur
caractére borné.
Nous donnons ces résultats dans les théoremes 8.3 et 9.3 énoncés aux pages 81 et 108.
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BESTIAIRE
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CHAPITRE 3

BESTIAIRE

1
Plus tard, afin d’assurer l'existence de la distribution limite de % Z r(d), nous impo-

d<X
a(d)<z

serons aux fonctions a(d) et r(d) les conditions suivantes (pour trois réels 0 < m < M et
6 > 0 ainsi quune fonction 7(d) définie et bornée sur les nombres premiers) :

(H,(a, By)) :il existe une fonction b telle que Vp > 2, a(p) ™" = 1+ b(p)/pet sup 1b(p)| < By ;
b=z

(Ha(a,m,M)) :¥p>2,Vk>1,m <a(p*) < M;

(Hs(r,7,Q)) :1il existe une fonction q telle que Vp > 2,r(p) = 7#(p) + q(p)/p et sup |q¢(p)| < Q;
P22

(Hy(r,R)) : Vp > 2,Yk > 1,7(p") bornée avec sup |r(p")| < R;
p=22,k>1

(Hs(a, R,Q,0)) :pour tout réel N > max(Q, R) et pour tout premier p tel que max(Q, R) <
p< N, N < |loga(p)|.
3.1 EXEMPLES DE FONCTIONS a(d)

Comme nous le verrons dans le chapitre 6, a la place de ’hypothése Hs(a, R, Q, 6), Fainleib
[Fai68] utilise une condition diophantienne qui est :

|log a(n) — loga(m)| = (nm)~*, (3.1)
pour une certaine constante € > 1 et des entiers n # m, n et m sans facteurs carrés.

Il est alors intéressant de dresser une liste de fonctions a(d) qui peuvent répondre, ou
non, & 'hypothése Hs(a, R,Q,0) et a la condition (3.1). Pour toutes les fonctions a(d)
suivantes, les hypothéses H;(a, By) et Hay(a,m, M) sont facilement vérifiées.
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3.1.1 a(d) =] (1 + ]%)

pld

L’hypothése Hs(a, R, Q,0) est vérifiée pour § = 1. En effet, pour N > 1 et p < N, nous

avo1ns
1 1 log 2
| log ax ()] = log (1+];) > log (uﬁ) > g2

La vérification de I’hypothése de Fainleib se divise en deux sous-problémes. Le premier
est celui de la non égalité. Ici il faut démontrer que si n # m et n et m sans facteurs
carrés, nous avons

[1(13) 2100 5)

Notons {p1,p2,ps,...} 'ensemble des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant,
I ={ieN/pjn} et J={j € N"/pjln}. Nous avons alors

H(Pi+1) H](Pj+1)
H(1+%> :@Wet H(1+%> :KW.

pln plm
iel jeJ
Comme nous comparons ces deux quantités, nous pouvons supposer que Y(i,j) € I x J,
pi 7 p;. Les deux fractions précédentes ne sont pas forcément irréductibles car des nombres
premiers du dénominateur peuvent se simplifier avec certains entiers du numérateur. Nous
rendons alors ces deux fractions irréductibles, en les simplifiant au maximum, pour obtenir

Ey ot E,
sz‘ H pj’

iel’ JjeJ’

ou E; et Ey sont deux entiers > 1 et ) £ I' C I et ) # J C J (les plus grands facteurs
premiers de n et de m ne peuvent pas disparaitre car Vp > 2, p + 1 < 2p).

1 1
L’égalité H (1 + ];) = H (1 + 5) impliquerait alors que H Di = H Dj, ce qui est im-

pln plm iel’ jeJ’
possible car V(i,7) € I' x J', p; # p;.

Le deuxiéme sous-probléme est celui de la séparation : la quantité

nm(H(l—F%) —H(1+%)> =m[[p+1)-n]]+1)

pln plm pln plm

est donc un entier différent de zéro. Par conséquent,

wn(T1(+ ) -T1(+1))

pln plm
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soit

1) me )l

pln plm

Pour obtenir la condition (3.1), il suffit d’utiliser une inégalité qui nous est donnée par le
théoréme des accroissements finis :

|z —y|

|logz —logy| > ————,
max(z, y)

valable pour x > 0 et y > 0. Celle-ci nous permet d’écrire

|ay(n) — ai(m)] 1
max (a1 (n), ai(m)) g (nm)?’

[log a1 (n) — log ax (m)] >

la, derniére inégalité provenant du fait que a;(n) < n et a;(m) < m si n et m sont sans
facteurs carrés.

3.1.2 ax(d)=]] (1 + ]ﬁ)

pld
L’hypothése Hs(a, R, Q,0) est vérifiée pour § = 1. En effet, pour N > 1 et p < N, nous

avons
1 1 log 2
1 —log(1+——)>log(14+-—")> .
| log ax(p)] og( +p+1) og< + ) 5N

La condition (3.1) n’est plus vérifiee. En effet, si n # m et n et m sans facteurs carrés,

nous n’avons pas
10 550) A0 )

pln

Le raisonnement utilisé précédemment ne s’applique plus ici. Donnons un contre-exemple :
les entiers 3 et 65 = 5 x 13 sont sans facteurs carrés et

1 5 1 1 7 15 5
as(3) 1+3le 1 az(65) ( +5+1>( +13+1> 6 14 4

Il existe beaucoup d’autres contre-exemples.

3.1.3  ay(d) = %

L’hypothése Hs(a, R, Q,0) est vérifiée pour § = 1. En effet, pour N > 2 et p < N, nous

avons
a(p) p+1 N+1 2
1 —llog [ 222 ) =tog (22 ) 10 (2 ) » 2
o s (p) Og(so(p))' Og<p—1> Og(N—l N
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La condition (3.1) n’est pas non plus vérifiée ici. En effet, si n # m et n et m sans facteurs
carrés, nous n’avons pas

oln) , o(m)

p(n) "~ p(m)
Par exemple, les entiers 2 et 15 = 3 x 5 sont sans facteurs carrés et
2+1 3+1 5+1 4 6
@) =577 =3 wld) =gy gy =Xy =3

Il existe également beaucoup d’autres contre-exemples.

3.1.4 as(d)=]] (1 + LE)

pld b

L’hypothése Hs(a, R, Q,0) est vérifiée pour § = 2. En effet, pour N > 1 et p < N, nous
avons

ogaut) = o (157 ) 3108 (1437 ) > Y2,

b
L’écriture de a4(d) sous la forme H (1 + (—Z)> avec b(p) qui n’est pas a valeurs entiéres
p

pld
ne nous assure pas la condition (3.1).

3.1.5 as(d —eXpZ—
pld

L’hypothése Hs(a, R, Q,0) est vérifiée pour § = 1, car pour N > 1 et p < N, nous avons
|[log as(p)| = v2p~' > V2N,

Ensuite, grace a la factorisation de v/2, la condition (3.1) est vérifiée :

log as(n) — log as(m (Z——Z )

pln plm

. 1 .
En effet, si n # m et n et m sans facteurs carrés, nous avons g - # E — et lentier

p p
pln plm
nm(Z——Z ) _mz__nz_
pln plm pln plm

est donc différent de zéro. Par conséquent,

soit
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3.1.6 ag(d) =[] (1 + Si;p)

pld

Nous avons d’abord que Vp > 2,

' 21og(3/2)] si
| log ag(p)| = |log <1+ Slnp)’ > 0g(3/2)|sinp|
p

p

Démontrons alors le lemme suivant :

Lemme 3.1 1[I existe une constante 8 > 0 telle que

sin 1
p
Démonstration : Nous avons
. p
Vp = 2, [sinp| > 2||= |,
T
ou ||.|| représente la distance a Uentier le plus proche, c’est-a-dire
g/ L k‘
s keZ | T
Soit k € Z.
1k 1k si 1
Si ———‘20.3 alors B—k’zp———’)OB o Pl g5 1
T p ™ ™ p p p
Maintenant,
11k 1 k1
si |[———|<03alors0<—-—-03<-<—-—+03<1.
T P T p T
De plus, lirrationalité de 7 a permis & Mignotte en 1973 [Mig74] de démontrer que
m 1 ) .
T——|>—F5 S n =2, m et n entiers .
n n20-
Ainsi

™ Y% pm pT

1 k‘ p—kn| k
L K _lp=pm K|

(5 -03) s

et
|sinp| _ 2 /1 1
PRPES 22— 03) .
p o r\n ") o
O

Si p < N, nous obtenons donc que |logag(p)| > N~ et 'hypothése Hs(a, R, Q,0) est
vérifiée.

Par contre, la fonction p — sinp n’étant pas a valeurs entiéres, nous ne savons pas si la
condition (3.1) est vérifiée.
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3.1.7 ag(d) =[] (1 + eip)

pld
L’hypothése Hs(a, R, @, 0) n’est pas vérifiée. En effet, nous avons

1
Vo >0 li = .
" Neeo NO log(1+e=%) oo

Ensuite, la fonction p +— eP n’étant pas a valeurs entiéres, nous ne savons pas si la condition
(3.1) est vérifiée.

3.2 EXEMPLES DE FONCTIONS r(d)

Des exemples simples de fonction r(d) satisfaisant les hypothéses Hs(r, 7, Q) et Hy(r, R)
sont

ou
r3(d) = p(d)
. . . e dp*(d)
Un exemple plus original est celui de la fonction r4(d) définie par ry(d) = o) Nous
avons en effet
p q(p) p
Vp =2, m4(p)=—==14+—=avecq(p) = ——
o) =2 =14 T e ) = 2

et Vk > 2, r4(p*) = 0.

1
Par contre, nous ne sommes pas capables d’étudier la distribution limite de — Z r(n),

n<X
a(n)<z

par exemple dans le cas ou r(n) = d(n), d(n) étant le nombre de diviseurs positifs de n.
L’hypothése Hy(r, R) n’est d’abord pas vérifiée :

Vp>2,Vk>1,dp") =k+ 1.
L’hypothése Hj(r, 7, Q) est certes vérifiée avec

Vp =2, 7(p) =2 et q(p) =0,

. . r(d)
mais la fonction ¢(s1, s9,a,7) = _
; a(d)s1ds>

qui ne nous permet pas d’estimer la distribution limite (voir partie IV).

posséde alors un poéle double en s, = 1, ce
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CHAPITRE 4

INTRODUCTION

Nous considérons dans cette partie une fonction multiplicative strictement positive a(d)
ainsi qu'une fonction multiplicative r(d) et nous nous intéressons a la distribution pondérée

associée a a(d) donnée par — Z r(d). Deux questions se posent alors. La premiére

d<X
a(d)<z

est celle de lexistence d’une distribution limite. Le théoréme d’Erdos-Wintner [EW39|
répond a cette question dans le cas ot r(d) = 1. Celui-ci donne une condition nécessaire
et suffisante a l’existence d'une telle distribution :

Théoréme 4.1
Une fonction additive a valeurs réelles 1p(n) posséde une distribution limite si et seulement
si les trois séries suitvantes

2

1 Y) v (p
Zp’ p’zp

[¥(p)|>1 [¥(p)|<1 [¥(p)|<1

convergent. Si c’est le cas, la transformée de Fourier de la distribution limite est donnée

(- )1+ S ooy

p=2 m>1

De plus, la distribution limite est continue si et seulement si la série

Z_

¥(p) 750
diverge.

La deuxiéme question est celle de ’estimation de la vitesse de convergence. Des problémes
d’accumulation supplémentaires apparaissent. Dans 'exemple de la fonction ¢(m) =
log (p(m)/m), out ¢(m) est la fonction d’Euler, la condition d’Erdds-Wintner est sa-
tisfaite. L’estimation de la vitesse de convergence dans ce cas particulier a été considérée
dans [Tja66] et [Fai67]. Il a été démontré que

o /900 < o o L), o

n
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uniformément en z, ot ®(z) est une fonction de distribution.
Dans un cadre plus général, Fainleib estime en 1968 dans [Fai68] la différence entre des
fonctions de distribution en fonction de la différence entre leurs fonctions caractéristiques
respectives. Plus précisément, il obtient le théoréme suivant :

Théoréme 4.2
Soient F(z) et G(z) des fonctions de distribution et f(t) et g(t) leurs fonctions caracté-
ristiques. Alors, pour T > 0,

sup|F(2) = G(2)| < Gy (s(%) [ - g<t>r%),

o C1 est une constante absolue et

h
Sa(h) = sup % i (G(z +u) — G(z — u))du.

Ce théoréme lui permet alors d’améliorer le terme d’erreur dans I'égalité (4.1) :

1

2
—km<n mgz =d(2)+ 0 ! loglog n .
m logn \ logloglogn

n

Il ajoute d’ailleurs dans cet article une note précisant qu’il a récemment réussi a montrer
que cette estimation est la meilleure possible, c’est-a-dire :

o2 o] ()

sup
4

n

La notation Q(...) est expliquée a la page 146.
Fainleib étend ensuite ses résultats a des fonctions arithmétiques additives vérifiant une
condition diophantienne :

Théoréme 4.3
Soit 1 (m) une fonction additive réelle satisfaisant les conditions suivantes :

p

Z ¢2(£)r) < 0,

[¥(n) = w(m)| > (nm)™", (4.2)

sim #m, n et m sans facteurs carrés, et ou 0 est une constante > 1.
Alors, nous avons

o <npotm - S < Mooy o),

log pin log log log an

p<n
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ot F(z) est la fonction de distribution définie par sa transformée de Fourier :

=11 (1 _ %) (1 5 eﬁ;ipr?e—iw@vp

P r=1

et

pn = Z 1?]529)'

log n logloglogn

p>€xp 6loglogn

Dans le chapitre 5, nous étendons ces résultats a I'étude d’une distribution pondérée

1
e Z r(d) ou r(d) est une fonction multiplicative vérifiant les deux hypothéses sui-

d<X
a(d)<z

vantes :

(1) Vk > 1 et Vp > 2, r(p*) bornée;

(2) il existe deux fonctions 7(p) et ¢(p) bornées telles que Vp > 2, r(p) = 7(p) + —=.

Nous proposons également de nous affranchir de la condition diophantienne (4.2). Nous
avons alors besoin d’une hypothése plus forte sur la fonction a(d) qui est la suivante :

(3) il existe 8 > 0 tel que pour tout réel N > max(Q, R) et pour tout premier p tel que

max(Q, R) < p < N, N9 < |loga(p)| (Q et R représentant respectivement sup |q(p)| et
p>2

sup [r(p")]).
p2,k>1
Nous avons vu dans le chapitre 3 que cette hypothése s’appliquait & certaines fonctions
a(d) pour lesquelles la condition diophantienne (4.2) de Fainleib n’était pas vérifiée. Nous
remarquons plus loin (voir remarque 5.5) que nous pouvons remplacer (3) par une condi-
tion en moyenne.
Dans le chapitre 5, nous démontrons ainsi une inégalité appelée inégalité du produit os-
cillant qui va nous permettre plus tard de traiter les entiers d tels que a(d) est proche de
zZ.
Dans le chapitre 6, nous imposons la condition diophantienne de Fainleib sur la fonction
log a(d). Cela nous permet, en suivant la démarche de Fainleib dans la démonstration du
théoréme 4.3, d’améliorer la majoration obtenue dans I'inégalité du produit oscillant.
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CHAPITRE 5

NOTRE APPROCHE

Nous considérons ici deux fonctions a et r définies sur les puissances de nombres premiers
vérifiant les hypothéses suivantes :

(1) Vk > 1et Vp =2 a(p®) > 0;

(2) Vk > 1 et Vp = 2, 7(p*) bornée;

(3) il existe deux fonctions 7(p) et ¢(p) bornées telles que ¥p > 2, r(p) = 7(p) + @
p
Nous notons R = sup |r(p*)|, R =sup|#(p)|, R' = R+ R+ RR et Q = sup |q(p)|.
p22k>1 p>2 p>2

Théoréme 5.1

Soient T un réel positif et N un réel > max(Q, R). Supposons que Vp > max(Q, R),
1 - sgn(r(p))f(p)p‘l > 0, que pour tout premier p tel que max(Q,R') < p < N
|loga(p)|* < T etVp > Q, r(p) # 0. Nous avons alors

I S

p>Q k>1 p p

<on| S (b0 -snlre)i) - 5o )|

max(Q,R') <p<N

)

ol

SQ,R’,N = Z 1

max(Q,R')<p<N

La constante intervenant dans cette majoration dépend de R, R, de Q et de la constante
intervenant dans la magjoration |loga(p)|™ < T.

Remarque 5.2
Dans lutilisation que nous ferons par la suite de cette inégalité, nous choisirons N = T/9
avec T qui tend vers ['infina.
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Remarque 5.3

L’hypothése d’approximation concerne la fonction r(d) et linégalité énoncée au théo-
reme 5.1 ne fait intervenir que la fonction |r(d)|. Ceci s’explique par le fait que, dans
les applications que nous verrons par la suite, seule [’estimation des entiers d < X, affec-
tés d’un poids |r(d)| et tels que a(d) est proche de z est nécessaire.

Remarque 5.4
En particulier, en choisissant r(d) =1 et a(d) = Hp(p +1)7", nous avons pour T > 3,

pld
1 (7 p+1\"1 1 1
- 1+ (=) 2)[(1-2)|tt « ——.
T/o g( ( p ) p p VloglogT
Démonstration : Séparons le produit eulérien pour p > () en deux parties : p <

R et p > R. Pour p > R, nous comparons le facteur Zk>0|r<pk)|a(pk)fitp7k Al
|7(p)|a(p)~*p~!. La condition p > R nous permet de développer en série entiére le terme
(1+ ’T(P)W(p)_“p_l)_l. Nous avons donc

|r(p")]

p>Q k>1

r(p)]

a(p)’p

< 11

p>max(Q,R)

1+

)

ol la constante intervenant ne dépend que de R.

a(p)
p

Ensuite, I’hypothése r(p) = 7(p) + nous permet de réduire le produit eulérien aux

(=)
1

< H exp ( - ;)(sgn(r(p))f(p) — |r(p)] cos (tlog a(p)))),

max(Q,R’)

premiers plus petits que N :

I 0420« I

p>max(Q,R) max(Q,R)<p<N

ol la constante intervenant dépend de R, R et Q. La condition p > R’ nous permet
d’utiliser Destimation log(1 + A) = A + O(|A]?), |A] < 1/2, avec ici

r(p)l _ sen(r(p)7(p) _ [r(p)lsen(r(p))7(p)

\ = . :
a(p)itp p a(p)ip?

Par I'inégalité d’Holder et en introduisant des ccefficients ay, > 0 tels que Z 04;1 =1,
max(Q,R’)<p<N

nous obtenons

/OT H exp ( - %(sgn(r(p))f’(p) — |r(p)] cos (tlog a(p))))dt

max(Q,R)

< | /OTexp(—%(sgn(mp))f(p)—|r<p>rcos(tloga<p>)))dt]1/%.

max(Q,R)<p<N
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Notons alors

Qp

Z,(T) = /OT exp ( - ?(Sgn(r(p))'f’(p) — |r(p)| cos (tlog a(p))>>dt-

Le changement de variable v = tlog a(p) nous donne

24T = |log—1a(p)| /OTloga(P)l exp ( _ %(sgn(r(p))f(p) — |r(p)| cos v))dv.

Par périodicité, nous obtenons

Z,(T) < m (1 + M) /OW exp (- % (Sgn(r(p))f(p) — 7 (p)| cos v))dv.

™

Pour v € [0, 7], nous connaissons l'inégalité classique de convexité v/m < sin(v/2) ce qui,
par la relation cosv = 1 — 2sin?(v/2), méne a cosv < 1 — 2v%/7%. Nous obtenons alors,
pour v € [0, 7|, les inégalités suivantes :

sgn(r(p))7(p) — |r(p)| cosv = sgn(r(p))7(p) — |r(p)| + %Ir(p)l-

Par conséquent,

/oﬂ o ( = 2 (sm(r(®)7(p) ~ ()] cos v))dv
/Oﬂ exp ( - %(Sgn(r(p))f(p) —[r(p)| + 27T—U22]7‘(p)‘>>d1;_

N

Nous pouvons ainsi écrire

B <m . %)1/% . ( - sgn(r(p))f;p) - Ir(p)’) (/0” exp (_ %%

Ir(p)| — Sgn(r(p))f(p)) ( 1 N Z) 1/%( P )1/(2%)
p [loga(p)| = a,|r(p)] ’
la derniére inégalité étant obtenue par la majoration de 'intégrale de Gauss. De plus,

Z

p

(T)l/ap

<<exp<

ap|r(p)|

max(Q,R’) max(Q,R)<p<N p max(Q,R)<p<N p

1
Choisissons maintenant o, = pSg r/.n 00U Sg r/N = Z —, ce qui nous donne
max(Q,R)<p<N
’ . r] ) (s re) @) |,
H + Z a(ph)itph o p
0 Tp>Q k>1
1 _ log |r(p log So r/
<Tew| 5 (b0 sl - ge D) - oESer
; Q.R',N
max(Q,R)<p<N

I S (R e | o

250
max(Q,R)<p<N QRN Q,R',N

H<<N< p >1/(2%):“p< 2 ilog(%)‘ >t (i)
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0

Remarque 5.5

Nous avons choisi ici Uhypothése : pour tout premier p tel que max(Q,R') < p < N,
|loga(p)|™* < T. Cependant une condition en moyenne est en réalité suffisante :

1 T 1
2 ‘1°g<“Trloga<p>\)<< 2

max(Q,R")<p<N max(Q,R)<p<N p
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CHAPITRE 6

L’APPROCHE DE FAINLEIB

En s’inspirant de la démonstration de Fainleib et avec une hypothése supplémentaire sur
les fonctions 7(d) et a(d), nous pouvons améliorer la majoration obtenue dans I'inégalité
du produit oscillant.

Théoréme 6.1
Soient r(d) une fonction multiplicative et a(d) une fonction multiplicative strictement po-
sitive vérifiant les hypotheses suivantes :

(1) il exviste 0 < R< 1 tel queVk >1etVp =2, [r(p*)| < R;

(2) il existe deux fonctions 7(p) et q(p) bornées telles que Vp > 2, r(p) = 7(p) + —=

(nous notons Q@ = sup |q(p)|);
p=2

(3) Vp > max(Q, R), 1 — sgu(r(p))7(p)p~* = 0.

Supposons de plus que pour tout entier N > max(Q, R),

I (1 ~ sgu(r(p))r(p)

p )\<W

max(Q,R)<p<N

et que pour une certaine constante 0 > 1,
|log a(n) — loga(m)| = (nm)~",

sin #m etn et m sans facteurs carrés. Alors, nous avons

P T ( o) (-2 o< (s

p>Q k>1 p
La constante intervenant dans cette majoration dépend de R, sup |7(p)|, @ et 6.
p=2

Fainleib a besoin d’estimations de sommes de fonctions multiplicatives et d’une inégalité
que nous pouvons rapprocher de I'inégalité du produit oscillant démontrée dans le chapitre
précédent :
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Lemme 6.2
Soit a(n) une fonction multiplicative, avec a(n) = 0 pour tout n, et

> a(p)logp = O(),
a(p)=0((2p)") (r=2), 0<y<1/2.

Alors, si

1

(logz)™> <y <z,

nous avons

> aln) o I (1 + #) o)

n
n>x p<
n|my
et
Sam < ] (1 " @)B—A(izzz),
n<w 08Y Py p
”|7ry
ol

A(t) =tlogt + tloglogt + O(t)
et n|m, signifie que les diviseurs premiers de n sont tous inférieurs ou égaux a y.

Lemme 6.3
Soit 1¥(n) une fonction additive réelle telle que

Xp: ¢2]§p) < 00
et

[%(n) = ¥(m)| = (nm) ™",

pour une constante 8 > 1 et des entiers n # m, n et m sans facteurs carrés. Alors, s

g(t):H(l—]—))(l—i—Z pr )6 tp’

p r=1

nous avons

loglog T’

1 (T
— t)|dt .
T/O lg()ldt < log T'log log log T’
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Par conséquent, par le théoréeme 6.1, nous retrouvons le lemme 6.3 de Fainleib mais avec
un poids multiplicatif r(d).

Démonstration du lemme 6.1 : Les hypothéses (1), (2) et (3) du théoréme 6.1
entrainent que, pour tout réel N > max(Q, R),

(") _ sgu(r(p))7(p) r(@) | (,  sen(r(p))7(p)
g, (1 ' ; a(p’f)“p’“) (1 p ) ‘ < maX(Qg@gN T (1 p )
1 r) V| _ 1 w2 (n)r(n)]

(nrﬂ-max(Q,R))zl
ol nous utilisons la notation de Fainleib : (n, Tmax(o,r)) = 1 signifie que tous les diviseurs

premiers de n sont plus grands que max(Q, R).
Par conséquent,

I ma (=)
nlrn

1 T
< Ty
(nvﬂmax(Q,R) ):1

1 2” 2m r{n)jrim Tit log a(m)—loga(n
it Y > EEeri ){A t(togatm)togam) 4

5wl

a(n)in

n|tyn m|TN
(nvﬂ'max(Q,R))zl (mvﬂ—max(Q,R) ):1

! o) lr)lrm)] !
< (log N)2i Z Z nm <1’ T|loga(m )

n|wyn m|TN ) - lOg a(n)‘
(nvﬂ-max(Q,R))zl (mvﬂ-rﬂax(Q,R)):l
2

1 2(n)r(n
3 p*(n)r(n)

(log N )i n?

n|mTN
(nzﬂ-max(Q,R))zl

! e m)lrlrm)] !
N (log N)2E Z Z nm (1’ T|loga(m) — log a(n)|>

n|rTyn mlrN
(nvﬂ-max(Q,R)):l (mvﬂ-max(Q,R)):l

n#m
<« (14
(log N)2E
g mlrlirm) !
% % nm (1’T| log a(m) —loga(n)|>)'

(nvﬂ—max(Q,R)):l (mvﬂ—max(Q,R) ):1
n#m
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L’hypothese |loga(n) — loga(m)| = (nm)

1

~% nous donne

i 1
Im“(’ﬂngano

et

—mymm)gmm(L<

2. 2.

nm

n|mn mlry
(nvﬂ'max(Q,R) ):1 (mvﬂ'max(Q,R)):l
n#m

1
ST > “(m)|r(n)]|r(m)
nlrty  m|ry
(nm)?<T
n#Em

TS ST i)

nlry  miry
nm<T/0
n#m

Nous avons de plus

wmm%mWMManmm<L@@x>

w3 (
nm91+z Z o

)+ Y 3 eelml

> 2 wmEtm)rm)lireml < 3o 3 rm)llrte/n)
7’L|7TN m|7rN k‘ﬂ-N TL“C
nm<T/0 ESTY? nlmy
n#m 1?(n)#0
et
() (m) |r(n)||r (m
> X o LS 1 5 rolirtm)
nlry  mlrtn k|mn nlk
nm>T1/0 k>T1/9 n|TN
n#m 12 (n)7#0
Notons py, ..., p, les premiers plus petits que N et k = pi*...p%. Comme nlk et p?(n) # 0,
nous avons
n=pt. pt
avec Vi=1,...,7, 0 < p; < 1et 0< p; <y Cela nous donne
S lr@llrte/m) = D e g ey pl )|
nlk 0<ui<1
TL‘TK’]\/[ 0 <v;
1% (n)#0

<f1@§;v<> sl

‘:<&Mﬂ

= (2R)“™)

m)r(n)||r(m)|

nlry  m|Tn
(nm)f>T
n;ém

m)[r(n)|r(m)|

nlty  mlTN

nm>T1/0
n#m

@MV%*UO
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ot w(k) représente le nombre de diviseurs premiers de k.
Ainsi, nous obtenons

A () (m)|r(n)||r(m)| (nm)°
Z Z nm i <1’ T)

nlry m|Tn
(nzwrr\ax(Q,R) ):1 (mvﬂrnax(Q,R) ):1
n#m

2R« (k)
ST N @R+ Y @R R]z .

k<T/? E>T1/0
k‘|7rN k|7TN

En appliquant le lemme 6.2 de Fainleib & ces deux derniéres sommes, avec a(k) = (2R)~*)
et v = 0, nous trouvons que

A (n)p?(m)|r(n)||r(m)| (nm)’
Z Z nm H <1’ T)

1logT log T’
loe N R+R? - 1
< (og N exp | = 5o 108 | 10,

nlry m|rTn
(nvﬂ-max(Q,R) ):1 (mvﬂ-max(Q,R) ):1
n#m

et
1 T k 14
L (o ’Tﬁj’f’kxl_Sg“@“(p))?“(p))‘ »
TJo |26 = aP*)'p p
1 [T k F 2
< _/ (1+ !r(kpit)!k) (1_ Sgn(r(p))r(p)) "
0 = aP*)'p p
1 logT logT
1+ (log V) - — 1
10gN + (log exp( 20 log N o8 <logN>>>’
s
L log?T < N < TV
g2 0% SE
En posant
N — ox 1 log T logloglog T
~OP 8T loglogT ’

nous obtenons l'inégalité énoncée au théoreme 6.1. U
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Quatriéme partie

DISTRIBUTION LIMITE PONDEREE
ASSOCIEE A a(d)
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CHAPITRE 7

MISE EN PLACE

Le premier exemple de fonction de répartition limite apparu dans la littérature est celui
de Schoenberg [Sch28] qui établit en 1928 'existence et la continuité de :

B(t) = m l{n < N:nfp(n) > 1}

En 1933, Davenport [Dav33| démontre I'existence et la continuité de
1
= lim — < : > t.
A(t) = lim —|in <N:o(n)/n >t}
Un tel nombre est appelé t-abondant et simplement abondant si ¢ = 2. La meilleure
estimation de A(2) connue a ce jour est celle de Deléglise [Del98] en 1998 :
0.2474 < A(2) < 0.2480.

Erdos [Erd46b] et récemment Tenenbaum et Toulmonde [TT06] ont étudié le comporte-
ment de B(t) au voisinage de t = 1. Toulmonde [Tou06] a montré que le comportement
de B(t) au voisinage de t = 1 détermine le comportement local au voisinage de chaque
t dans I'image de n/p(n). Ce résultat est encore valable pour A(t) [Tou06]. Utilisant le
fait que les valeurs de n/p(n) et o(n)/n sont denses dans [1,00), Toulmonde [Tou06| a
obtenu des estimations des normes infinie et L, du module de continuité de A(t) et B(t).
Concernant la taille de A(t) et B(t), Andreas Weingartner [Wei07] établit en 2007 que

At),B(t)=exp{—€"“ "(1+0(t %)} (t— o0).
I1 améliore ainsi le résultat d’Erdos [Erd46b| de 1946 :
loglog (1/B(t)) =te (1 +0(1)) (t — o0).

Certains se sont intéressés a la répartition des valeurs de la fonction d’Euler , plus préci-
sément a la fonction ¢(Z) = Z 1. Erdés et Turan [Erd45] ont montré en 1945, comme

p(n)<Z
une conséquence simple du théoréme de Schoenberg, que

)(Z) ~AZ (2 — ),

pour une constante convenable A. L’étude de la série de Dirichlet

g(s) = 3" — = ((s)h(s) (Rs > 1)
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ou . .
h(s):H(ler—E) (Rs > 0),

permet alors d’évaluer cette limite A = ¢(2)¢(3)¢(6)"'. Dans [Dre70], Dressler donne une
preuve élémentaire du fait que Zlim (0(Z)/7) existe et calcule la valeur de cette limite.

En 1972, Bateman [Bat72] a entrepris I'étude du terme résiduel A(Z) = ¢(Z) — AZ. 1l
utilise pour cela une méthode d’intégration complexe. En effet la relation g(s) = ((s)h(s)
fournit un prolongement analytique de g(s) au demi-plan Rs > 0 dont la seule singularité
est un podle simple, de résidu A, en s = 1. Il établit, pour s = ¢ + it, la majoration

h(s) < exp{50[t|*~° loglog |t|},

pour [t| > 8 et 1/3 < 0 < 1, et en déduit, a l'aide de la formule de Perron, I'estimation

suivante :
A(Z) < Ze—c\/longoglogZ’ (71)

pour tout ¢ < 1/v/2.

En 1997, Stankus [Sta97], s’inspirant du travail de Bateman, démontre une formule asymp-
totique pour la répartition des valeurs de la fonction os(n) = -, (5 >0).

En 1998, Balazard [Bal98] améliore le résultat de Bateman en établissant que I’estimation
(7.1) est valable pour toute constante ¢ < v/2. La méthode employée est élémentaire et
fondée sur une application du théoréme de Diamond dans le probléme abélien de Beurling.
Le meilleur résultat concernant ce probléme est dit & Balazard et Tenenbaum [BT98|. En
1998, ils obtiennent la forme suivante pour le terme d’erreur

(’)(Z exp (— a(log 7)3/5(log log Z)’1/5)>.

La démonstration repose sur une amélioration de la majoration de la fonction h(s) grace
a I’étude de sommes d’exponentielles du type

SN = Z (p— 1)“

M<p<N

avec M < N < 2M et |t| grand en fonction de M.
Dans cette partie, nous nous intéressons a la limite , lorsque X tend vers l'infini, de

1
% Z r(d), 0<z<X,
d<X
a(d)<z
ou r(d) est une fonction multiplicative et a(d) une fonction multiplicative strictement
positive.
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Nous considérons trois réels 0 < m < M et 6 > 0 ainsi qu'une fonction 7(d) définie et
bornée sur les nombres premiers. Supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les
hypothéses suivantes :

(Hy(a, By)) :il existe une fonction b telle que Vp > 2, a(p)~" =1+ b(p)/p et sup |b(p)| < Bo;
b=z

(Hy(a,m, M)) :Vp = 2,Vk > 1,m < a(p®) < M;

(Hs(r,7,Q)) :1il existe une fonction q telle que Vp > 2,r(p) = 7#(p) + q(p)/p et sup ¢(p)| < @ ;
p=2

(Hy(r,R)) : Vp > 2,Vk > 1,7(p*) bornée avec sup |r(p")| < R;
p>2k>1
(Hs(a, R,Q,0)) :pour tout réel N > max(Q), R) et pour tout premier p tel que max(Q, R) <
p< NN < [loga(p)|.

Notre travail repose sur trois points. Tout d’abord, notre étude, inspirée du travail de
Bateman, repose sur des méthodes d’analyse complexe. Cela nous permet ensuite d’obtenir
des résultats quantitatifs sur la distribution des valeurs de fonctions arithmétiques. Enfin,
notre méthode se généralise a d’autres fonctions arithmétiques que la fonction d’Euler ou la
fonction o. En 1933, Davenport avait déja remarqué que ses résultats étaient valables pour
d’autres fonctions arithmétiques a(d), mais il avait besoin en particulier d’une dépendance
linéaire des nombres log a(p).

7.1 INTRODUCTION D’UNE FONCTION LISSE

La premiére étape consiste a séparer le comportement général de 'effet des points sur
le bord en introduisant une fonction lisse. Pour cela, nous considérons une fonction k de
classe C? sur R telle que

et

Choisissons un paramétre réel 7 > 1 et définissons

f@:):k(fj).

Par conséquent, f est de classe C2 sur R et satisfait
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et
0< f(z) <1

Lemme 7.1
Avec la fonction f définie ci-dessus, nous avons

> =S () o X wa).

d<X d<X d<X
a(d)<z 1<% o7

Démonstration : Les hypothéses sur la fonction f aménent a 1’égalité qui suit :

Y ord)f(ald)/z) = Y r(d)f(ald)/z)+ > r(d)f(ald)/z)

d<X d<X d<X

o 1 1< o7
= > r(d)+(’)( > |r(d)|).

d<X <X

a(d)<z 1<@<T

Désormais, nous utilisons les notations suivantes : pour 0 < z < X et 7 > 1,
SI(X7Z7Ta a, T) = Z |T(d)|7 (72)

1<—a(zd) <T

So(X,z,a,r, f) =Y r(d) f(M> (7.3)

et

Ss(X, z,a,r) = Y r(d). (7.4)
d<x
a(d)<z
Nous définissons de plus, pour s; = o1 + it1 et sy = 09 + ito, la série de Dirichlet :

9(81752a@>7’)22%—n(1+2 slkaQ)

d>1 p>2 k>1

7.2 ETUDE DE S,(X,2,7,a,7)

7.2.1 Transformées de Mellin et de Fourier

Lemme 7.2
Nous avons, pour u >0 et Kk > 0,

1 [ uwds  fl-u siu<l,
0 stu > 1.

27 Joino S(s+1)
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Démonstration : Tout d’abord, I'intégrale sur un chemin infini est la limite de I'intégrale
sur un chemin fini :

— lim iy

/n—l-ioo u=%ds K+iT u %ds
K—100 S(S+1) T—oo Jp 41 S(S_I_l)

ou s parcourt le segment du bas vers le haut et ou T tend vers 'infini.
Siu =1, il est facile d’évaluer I'intégrale

K+iT 1
/ L
k—iT S (S + 1)

et de déterminer sa limite lorsque 1" tend vers l'infini.
Siu > 1, il suffit de déplacer la droite d’intégration vers la droite. Comparons 'intégrale

sur le segment [k — T,k +iT] &
/E+iT u-sds
gor S(s+1)

pour un E > k que nous prendrons grand mais qui est pour 'instant fixé. Cette compa-
raison se fait en appliquant le théoréme des résidus sur le rectangle de sommets x — 7T,
k+1iT, E—1iT et E+iT. Les intégrales sur les segments horizontaux sont majorées par
u*lﬁ?

T Par ailleurs aucun résidu n’appartient pas a la zone enclose par le contour, donc

1 /eriT u=5ds _/E+iT u=5ds +O ucE
2 Joor s(s+ 1) Jp_ir s(s+1) T2 )

Ensuite l'intégrale sur Rs = E est un O(z~7) car

| [EHT
2m /EiT

est majoré indépendamment de T et E > k. Il suffit alors de laisser tendre T et E vers

I'infini.

Si u < 1, nous déplagons cette fois-ci la droite d’intégration vers la gauche et rencontrons

des contributions polaires en s = 0 et s = —1 qui donnent la valeur

ds
o)

1 —u,

comme attendu. O

Lemme 7.3
Nous avons la transformée de Fourier suivante : pour x € R,

/oo 1= cOS(47E) nimaey _ {1 s e < 2,

472¢? 0 si |z > 2.

—00
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Démonstration : Si [ € L'(R), nous définissons sa transformée de Fourier par la
formule :

(&) = /_ h e~ 2] (1) dx.

[ee]

Nous considérons ici la fonction

z(x)z{l_% sife] <2

0 si|z| > 2.

Un simple calcul d’intégrale nous permet alors de déterminer [(€). Nous trouvons

- 1—- 4
i) = o,

La transformée de Fourier inverse nous donne alors

l($) _ /_OO Z(f)@QiﬂaC&du — /OO 1— COS(47T§) €2iﬂ$£d€.

7.2.2 Ecriture intégrale de S;(X,z,7,a,r)

Nous utilisons la notation suivante :

(1—x)+_{1_x s?xgl,
0 six > 1.

Par les lemmes 7.2 et 7.3, nous avons

d/X)Jrzi/:Hoo (d/X)~

1 <2(1-—— - 2=55(s + 1)
(d/x<1) ( 9 i Jo e 27°5(s 4+ 1)
ou k> 0et
d
1 <1 L
(1< or) N (log UL |<logr) N 2log T

1 /oo 1 — cos(2tlog T) <a(d))“ "

T t?log T z

—0Q
Cela nous donne

wice X2 (1 — cos(2t log 7)) r(d)|a(d)
X,
51X,z 70,7) z7r2 / L Zt2- 5232(32 +1)t2log T (Z s> )dszdtl

d>1

wtice X2 (1 — cos(2t log 7))
h —ut ) 02, Wy dsadty.
Z7T2/ /l; th12 5282<82 + 1)t210g7'g( 1, S2,0 |T’) Sodlq

Nous arrétons l'évaluation de S;(X, z,7,a,r) ici puisque nous avons besoin de plus de
renseignements sur la fonction g(sy, s2, a, |r|). L’étude de S1(X, z, 7, a, r) se poursuit dans
les deux chapitres qui suivent.
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7.3 ETUDE DE So(X, z,a,r, f)

Continuons a préparer le terrain avec 1'étude de So(X, z, a, 7, f).

7.3.1 Formule de Perron tronquée

Théoréme 7.4 (Formule de Perron tronquée)

Soit F(s) = Zan/ns une série de Dirichlet convergeant absolument pour Rs > k,, et
n>1
soit Kk strictement plus grand que k.. Pour x > 1 et T > 1, nous avons

I xéds * |lan| 2%du
L F O 1] .
Za 27 Jo_ir () s + (/1 Z nt Tu? )

. /T 1og(x/n)|<u

Nous pouvons trouver la démonstration de ce résultat dans [Ram07].

7.3.2 Ecriture intégrale de Sy(X, z,a,r, f)

Proposition 7.5
Nous avons, pour T > 1 et k =1+ 1/log X,

K+100 /H—HT ZleSQMf(Sl)
k=T

. g(s1, 82, a,7)dsadsy
2

G2 )

[log(X/d)|<u

1
SQ(X,Z,(I,T’,f) = _H/

—100

Démonstration : Nous avons

So(X, z a,m, f) =Y r(d)f(ald)/z).

d<X

La formule de Perron tronquée nous donne, avec k = 1 + (log X)™! (d’ott X* = eX) et
T>1

Y

st = [T (D)X (X [T 5 )

um - s
=T 41 /T 1og(x/d)|<u

et la tranformée de Mellin de f nous permet d’écrire f(a(d)/z) sous la forme

() =i [ ) =
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Par conséquent,

K+100 k41T 51 X 52
So(X, z,a,r, f) = " /+ X Mf(sl)(z r(d) )d32d31

47T2 K—100 K a(d)81d82

d>1
X [ |r(d)| du
vo(z [ > KIS
ST Aoy P
K100 K+iT ZS1 X2 \f

= / / f<81)9(31,827a,7’)d82d81
4w f 52

+O(T /l/T 2 ‘;—”M%)

[log(X/d)|<u

O

Nous arrétons I'évaluation de Sy(X, 2z, a,r, f) ici puisque nous avons besoin (comme pour
I'étude de S1(X, 2,7, a,r)) de plus de renseignements sur la fonction g(sy, s2, a,r). L’étude
de S5(X, z,a,r, f) se poursuit dans les deux chapitres qui suivent. Terminons ce chapitre
en donnant une majoration de la transformée de Mellin de la fonction f qui nous sera
nécessaire pour évaluer le terme d’erreur dans 1'évaluation de Sy (X, z, a,r, f).

7.3.3 Quelques résultats sur la transformée de Mellin

Lemme 7.6

Soit o une fonction de classe C? sur R vérifiant pour tout 0 < m < 3 et pour tout k > 0,
o™ (t) <5 1/(1 4 |t])*. Pour Rs > 0,

1

Mol) =~ /0 1420 (1)t (7.5)

o Mo(s) représente la transformée de Mellin de o (voir (7.6)).

Démonstration : Nous nous intéressons a la transformée de Mellin de o :

Mo(s) = /000 tLo(t)dt (Rs > 0). (7.6)

Une premiére intégration par parties nous donne :

Mo(s) = Fgw] ! / gt = / et

o 0
Deux autres intégrations par parties nous permettent d’obtenir 1'égalité (7.5). U

Le lemme qui suit nous donne la dépendance en 7 de la transformée de Mellin de la
fonction f considérée au début de cette partie.
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Lemme 7.7
Pour Rs = k,

7_H+2 1

M f(s)| < GRS

ot la constante impliquée est absolue.

Démonstration : D’aprés le lemme précédent,

Mie) == e+ /OOO AR AL

1
)
T <s+1§<s+2> <7—1 1)3/ R (i— )dt
1
)

(s +1)(s+2) (7 _1 1)2 /0 ((T —1)x+ 1)s+2k;(3)(gg)dx,

la derniére égalité étant obtenue par le changement de variable z = (¢t — 1)/(7 — 1). Cela
nous donne, pour s = &,

M) < o |3 / 5O ()| d.
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CHAPITRE 8

TRAITEMENT DU CAS r(p) = 1+ O(1/p)

Dans ce chapitre, nous supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses
Hi(a, By), Ha(a,m, M), Hs(r,1,Q), Hy(r,R) et Hs(a, R,Q,0) introduites au début du
chapitre 7.

L’hypothése Hs(r, 1, Q) signifie donc qu’il existe une fonction ¢ telle que

Vp=2,r(p)=1+ M et sup|q(p)| < Q.
b p=2

(S ) (1 7)
h(s1,s2.a.|r)) = ] (1 - M) (1 - %)_lg@bsm [7[)C(s2) 7"

IS () [ e ) ()

p>Q k>2

Considérons alors les fonctions

h(s1,89,a,7) = g(s1,82,a,7)((s9) " =

la derniére égalité provenant du fait que si p > @ alors r(p) > 0.

8.1 DOMAINE DE MEROMORPHIE ET MAJORATION DE CES
FONCTIONS

8.1.1 Prolongement analytique et majoration dans la bande cri-
tique de la fonction Zéta de Riemann

Lemme 8.1

La fonction ((s) est prolongeable analytiquement en une fonction méromorphe sur C ayant

pour seule singularité un pole simple, en s =1, de résidu 1.
De plus, pour toute constante positive ¢ et pour s = o + it, nous avons

C(s) < loglt] (|t >2,0 >21—c/loglt]).

Nous pouvons trouver la démonstration de ce résultat dans [Ten95].
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8.1.2 Etude des fonctions g(s;, ss,a,7) et g(sy,s2,a,|r|)

Théoréme 8.2
Les fonctions h(sy, sy, a,r) et h(sy,s2,a,|r|) sont analytiques pour oo > 1/2. De plus,
pour trois réels «, 5 et n > 0, il existe trois constantes B = B(Q, By, R,m, M,n, a, 3),
"= B'(By,R,m,M,«,3) et B” = B"(R,m,M,«,[3) telles que pour sy = o9 + its,
oo =2 1/24+neta< o <P,
|h(s1, 89, a,7)] < Bexp (B'(1+ [s1])'772) log®" (2 + |s1])

et nous avons une magjoration similaire pour la fonction h(sy, se,a, |r]).

Démonstration : FEcrivons, pour tout premier p assez grand, chaque facteur eulérien
définissant h(s1, s9,a,r) sous la forme

(e g (14 5) (32

olt Ry est une série de Z[(r(pk)a(pk)_sl)k>0] [[p~*2]] défini dans la proposition 1.8. Soit

() o) ()

Nous remarquons alors que

r o b(o)
2= (1 + Z)(]Tp)) —l=r(p)—1+ slr(p)/o (14 2)" \dz

b(p)/p
~ I ) [ e
0

Et, pour a < 07 < 3, nous avons

b(p)/p
’ / (1+2z)" 'dx
0

Nous pouvons dorénavant agir comme dans la démonstration du théoréme 1.2 avec v = 1
et 7(p) = 1. Cela nous permet d’affirmer que la fonction h(s,ss,a,r) est analytique
pour oo > 1/2 et qu'il existe des constantes B = B(Q, By, R,m,M,n,«,[3), B =
B'(By, R,m, M, «, 3) et B” = B"(R,m, M, «a, 3) telles que

Bymax(m!=® m!=% M1~ M1-F)
< .
p

h(s1, 52,a,7)] < Bexp (B'(L+ [si])'72) log”" (2 + [su]).

En ce qui concerne la fonction h(sy, sq,a, |r|), nous majorons simplement les facteurs eu-
lériens correspondant aux premiers p < () et nous procédons comme précédemment pour
les facteurs eulériens correspondant aux premiers p > Q). O
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Corollaire 8.3

Les fonctions g(s1, S2,a,7) et g(s1,S2,a,|r|) sont méromorphes pour oo > 1/2 avec un
unique pole simple en sy = 1. De plus, pour trois réels o, B et n > 0, il existe trois
constantes B = B(Q, By, R,m, M,n,a, 3), B’ B’(BO,R m, M, «, 3) et B" = B"(R,m, M, «, [3)
telles que pour sy = 09 + ity, 09 2 1/24n, 09 21 —¢/ 10g(2 + |t2]) et @« < oy < G,

l9(s1,82,a,7)| < Bexp (B'(1+]s1)'77%) 1og®™" (2 + | 1) log (2 + [t2])
et nous avons une magjoration similaire pour la fonction g(si, sz, a, |r|).

Démonstration : 1l suffit d’associer le résultat du théoréme 8.2 & celui du lemme 8.1.
O

8.2 ETUDE DE S(X, z,7,a,r)

Reprenons I'étude interrompue a la fin de la section 7.2.

8.2.1 Résultats préliminaires

Lemme 8.4
Pour v > 2 et w > (log2)?,

/°° exp (— w/log(v +t))

1+1¢2

log(2 + t)dt < exp ( -

v
logv + w )’

ot la constante impliquée est absolue.

Démonstration : Séparons I'intégrale en deux parties :

[ o o= ([ ) SR g

1+t 1+t

ott T' est un paramétre réel positif. Etudions d’abord la premiére intégrale; pour ¢t < T,

nous avons
w w

Clog(v+t)  log(v+ T

soit

/OT exp (— w/log(v + 1)) log(2 + )d < exp (_ ﬁ) /OOO log(2+1) 4,

1412 v+ T) 1+

w
<o (_ log(v+T))'

La deuxiéme intégrale est majorée par

* log(2 +t) logT
dt .
/T e “ST7
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Si nous prenons alors T’ = V%, nous obtenons

/°° exp (— w/log(v + t))

1+1¢2

1 Vw
log(2 + t)dt < exp < — 2 + ogle ))

log(v + ev®) eV
Comme nous avons, pour x > 2 et y > 2,
log(z +y) < logz + logy,

nous en déduisons que

/°° exp (— w/log(v +t))

14 ¢2

log(2 + t)dt < exp (

B w +\/E
logv+yw — ev®

w
< - )
exp( logv—i-\/w)
car yw/eV"” < 1. O

Lemme 8.5
Pour 7> 1 et B > 0, nous avons

(1 — cos(2t;log 7)) log”(2 + 1)
/0 t2log T

1
dt; < log® (2 + 1og7)’

ot la constante impliquée est absolue.

Démonstration : Introduisons un parameétre positif 7. Nous avons :

/°° (1 — cos(2t; log 7)) log” (2 + tl)dt

0 t2log T !
Too o roo\ (1= cos(2t 1 log”(2 +¢

- </ +/ )( costPhilosT) log 1) g,
0 T tilog T

En utilisant I'inégalité 1 — cosu < u?/2, nous obtenons

/TO (1 — cos(2t;log 7)) log” (2 + tl)dt < /TO t?log® T
. 8 Nt N
0 0

log?(2 + t1)dt
t2log T t2log T 0g" (24 t1)dh

< log tTylog?(2 + Tp)

et, en majorant simplement |1 — cos(2¢; log )| par 2, cela méne a

/°° (1 — cos(2t; log 7)) log®(2 + t1) /°° log?(2 + tl)dt < 1 log®(2 4 Ty)
T t2log T n,  ilogT " log T To

dt; <

En prenant Ty = 1/log 7, nous en déduisons que

(1 — cos(2t1log 7)) log”(2 + 1)
/0 t2log T

1
dt, < log” (2 + logr)'
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8.2.2 Utilisation de l'inégalité du produit oscillant

Lemme 8.6
Soit un réel = > 1. Nous avons alors

/oo ‘1 — cos(2ty 10gT)h(_it1 La,|r])

dty <
t?log T !

(log log(1/ log 7'))1/27

ot la constante intervenant dépend de R de () et de 6.

Démonstration : Séparons l'intégrale selon que |t;| < T et [t1| > Ty ou T; est un
parameétre réel positif.

- 1 — cos(2t1 log 7) »
(/—oo +/— /Tl ) tQIOgT h<_'lt1,1,a,‘7“’)dt1.

Pour |t;| > T}, nous utilisons simplement l'inégalité |1 — cos(2t; log 7)| < 2 et le fait que

légalité r(p) =14+ —— aw) entraine que
p

h(—it1,1,a,|r|)
I (- Sa) (- =5 I (v s Samt) (-3)

~o(1).

Pour [t;] < T3, nous utilisons :
Ty
.
Pour T5 < T3, écrivons
n 1
/0 min (%, logT) |h(—it1, 1, a, |r])|dt,

(/T2 / )mm (m og T 10g7)|h(—75t1’1,@> )] dts.

T T
2 1 2
/0 min (%,logr)w(—itl,l,a, r|)|dt; < logT/O |h(—it1, 1,a, |r])|dt;

» Tylog T
(log log 15) 7%

1 — cos(2t; log 7)

T 1
dtl < / min (%, IOgT) ‘h(—Ztl, 1, a, ’T’)‘dtl

-Ty

h<_it17 17 a, ‘Tl)

t2log T

D’une part,

par le théoréme 5.1. D’autre part,

Ty 1 i 1
/ min (%, logr) |h(—ity, 1, a,|r|)|dt; < / ———|h(=it1, 1, a, |r])|dt;.

' n, t3logT
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En remarquant que

11 +/T1 2dt
t?logr  Tilogt = J,, tdlogT’

nous obtenons

Ty 1
/ |h(—it1,1,(l,|7”|)|dt1

7, tilogT

1 T T T 2
= h(—itq, 1 dt dt ) |h(—ity, 1 dt;.
TflogT/TQ ‘ (—ity, ,a,’rm 1—1-/T2 (/t1 Flogr )| (—ity, ,a,|7‘\)| 1

Nous vérifions que

T T 2 Ty t | D‘ 2
dt )|h(—1t1, 1, a, |r|)|dt :/ < h(—it1,1,a,|r dt>—dt
/T2 </tl t3log T )‘ (=it | m ! T Tz‘ (=it ! t3log T
Ty t 2 T Ty 2
= h(—ity, 1 dt dt — h(—ity, 1 dt —dt
[ (i)t [ hossein [ o

ot 2 = 1 1
= h(—ity, 1 dt; | =——dt — h(—1ty, 1 dt — :
/Tg (/0 (=it 1,a, ) 1) t3logT /0 [P(=iti, 1,a )] 1<T22 log T Tflog7>

Remarquons alors que le théoréme 5.1 nous donne

/Tl 2 /tW 1, )|ty ) dt < — /Tl dt
—i a,|r
n, tPlogT\ /o b ! log7 Jp, t*(loglogt)'/?

1 11
< logr(loglog 7)1 (72 - ﬁ)

De plus,
1 T Ty . .
h(—ity, 1 dty — h(—ity, 1 dt _
lelogT/Tz } ( 1 1, 7a/7 |r|>‘ 1 /0' | ( 1 1, 70/7 |T|>‘ I(Tglogq- Tflogfr)
1 Ty 1 T
— i [ it Lt = e [ bt L )t
1 T, 1 T,

< TZlog 7 (loglog T1)/2 * T3 log 7 (loglog Ty)'/2’

par le théoréeme 5.1 appliqué & nouveau. Nous obtenons finalement

Ty 1— 2t 1
/ Cozs( 1108 T)h(—itb L,a, |r])|dt,
=T tl IOgT
1 Trlog T ! 1

< TilogT * (log log T)1/? - Ty log T(log log Ty)1/2 + Ty log T(loglog Ty)'/2
En faisant tendre 7T} vers l'infini et en prenant 75 = 1/log 7, nous en déduisons que

[

1 — cos(2t; log 7)

h(—ity, 1, a, |r|)|dt; <

tilogT (loglog(l/logT))l/Q'
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Remarque 8.7
Sous les hypotheses du théoreme 6.1, nous obtenons la majoration suivante :

11— 261
| et it )
o tilogt

R
log(1/log 7)logloglog(1/ log 7')> '

log log(1/1
ity < ( oglog(1/log )

8.2.3 Estimation de S1(X,z,7,a,7)

Théoréme 8.8
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 2, z > 0 et 7 un réel
> 1,

X +Xexp(—B\/10gX)
(loglog(1/log 7'))1/2 log 7 .

Sl(X,Z,T,a,T) <

La constante intervenant dans cette majoration dépend de ), By, R, m, M et 6.

Remarque 8.9
Dans le cas particulier de la fonction a(d) = o(d)/d et r(d) = 1, nous pouvons améliorer
cette magoration en utilisant un résultat d’Erdos exposé dans [EIT9] :

o(d) 1 X
<X _< 1 - R
Hd Ja < 7 a( —|—t)}‘<< log

pour tout a >0, 2 <t < X.

Erdés wutilisait, pour cela, une méthode combinatoire particuliére o la fonction o(d)/d.
Dans ce probléme particulier, notre méthode est moins efficace mais elle se généralise a
d’autres fonctions.

Démonstration : La sous-section 7.2.2 du chapitre précédent nous donne :

K400 XS2 1 — cos(2t; log T))
S X \ —it ) 92y My dsdt;.
( 2,7, a, T’ 27_‘_2/ /ﬁ Sit19— 5282(32 + 1)t2 IOg g( i1, S92, 0 |T|) Sodly

En notant I'y(¢;) la courbe d’équation s, = 1+ ity — 1/log(2 + |t1| + |t2|), nous avons

K+ioco XS2 1— COS(2t1 log T))
—it dsadt
/ /n Zit19— 8252(32+ )t210g g( i, S2,Q, ’7") Sodlq

Xs2 1 — cos(2t; lo
/ / ( - gT)> g<_7‘t17 S92, Q, |T’>d52dt1 + 217
Ta(t1)

Zit1 Q- 5232(52 + 1)t?log T

avec

> X (1 — cos(2ty 1o
oo zhtilog T
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D’une part, majorons la premiére intégrale :

XS2 1 — cos(2t; log T
‘/ / it ( - )) g(_itlas%aa |7’Dd82dt1
Ty(ty) 27127 3252(52 +1)t2 logT

1 — cos(2t; log 7)) log 2 + |t1]) X —1/log(2+[t1|+t2)
< X log(2 + t9)dts ) dt;.
/ t2log T / 1+ t3 08(2 + t2)dty | dty

En appliquant le lemme 8.4 avec w = log X et v = 2 + |¢1|, nous obtenons

X 1/ log(2+(t1|+t2)
/ 1+

log(2 + ta)dts < ( log X )
O exX — .
ST R)IR S EP T g2 1 |0]) + vVIog X

Nous sommes alors amenés a étudier 'intégrale suivante :

/°° (1 — cos(2t;log 7)) log?" (2 + 1) ( log X )
ex
B t2log T P log(2 4+ t1) + log X

Séparons cette intégrale en deux parties :

exp(v/log X) 00
[ .
0 exp(v/log X)

Nous majorons la premiére intégrale par

exp [ — log X /exp(vlogX) (1 — cos(2t;log 7)) log?" (2 + 1) @t
log (2 + exp(y/log X)) + Iog X t?log T !
<exp | - log X /°° (1 — cos(2t1logT)) log?" (2 + t1) it
h log (2 + exp(v/log X)) + v/Iog X t2log T
10gX B 1
< - 1 24 ,
P < log (2 + exp(v/log X)) + \/logX) o8 ( 10g7’>

ou la derniére inégalité résulte du lemme 8.5.
Pour la deuxiéme intégrale, nous majorons l'exponentielle par 1 et |1 — cos(2t; log 7)| par
2 pour obtenir

1 /°° logB”(2+t1) 1 log?” (2+exp(\/10gX))
1087 Jexp(y/Iogx) 1 log 7 exp(y/Iog X) '

Finalement, nous obtenons la majoration :

)('s2 1-— 2t 1
’/ / COS( 1 OgT)) g(_it17527a7 |T’)d$2dt1
Ta(t

) 212- 5232(32 + 1)t?log T

log X B 1
< Xexp (  log (2 + exp(vIog X)) + \/logX) log (2 i logT)
N X log® (2 + exp(v/log X))
log 7 exp(y/log X)
< X exp ( B\/W)

log 7
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pour une certaine constante B > 0. D’autre part (voir (8.1)),

© 1 _ cos(2t1
o <<X/ cos(2ty OgT){h(—z'tl,l,a,|r|)|dt1 <

tilogT (loglog(l/logT))l/Q’

par le lemme 8.6. Cette derniére estimation et (8.2) nous permettent de déduire le théo-
reme 8.8. U

8.3 ETUDE DE S (X, z,a,r, f)

Reprenons I'étude interrompue a la fin de la sous-section 7.3.2.

8.3.1 Evaluation du terme d’erreur issu de la formule de Perron
tronquée

Dans un premier temps, nous énongons un résultat démontré par Shiu dans [Shi80| don-
nant une généralisation du théoréme de Brun-Titchmarsh a des fonctions multiplicatives
positives :

Lemme 8.10
Soit f une fonction multiplicative positive satisfaisant les deux conditions suivantes :
(i) il existe une constante positive Ay telle que

f(pH < AL, p premier, > 1.
(1) pour tout € > 0, il existe une constante positive Ay = As(€) telle que
fn) < Asn®, n>1.
Soient 0 < a« < 1/2, 0 < < 1/2 et a, k des entiers satisfaisant
0<a<k, (ak)=1

Alors, lorsque v — 00,

r—y<n<zx
n=alk]

y 1 f(v)
2 T < g p(; P )
ik

uniformément en a, k ety a condition que

E<yl™ 2’ <y<a.

Lemme 8.11
Pour X 2 e, k=1+1/logX et 1 <T < X1/4, nous avons
X [*> Ir(d)|du  XlogX  XlogT
= — =< L,
T ) T A
[log(X/d)|<u

ot la constante intervenant dépend de R et de Q).
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Démonstration :

~ |du _ r(d)| du

Z H - dn ?

YT |1og(X/d)|<u 1 T v/ log(X/d>|<u

Pour u > 1,
r(d r(d r(pk 1 + 2R
> s EO T (e M) < T (14 1+ 222E)
| log (X/d)| <u i1 P32 w1 P P32 p p

B 1 Q+2R 1 _ RS Q—|—2R_Q+2R
— C(H>Ig (1 + pn + p2 ) (1 pH) C(K;) H (1 p2/€ + p2+n )
11

Cela nous donne

Z r(d) < ((r) <K ﬁ =log X

d/-c
d>1
et

/1 v éﬁ)‘d“ X/ ~ log X.

|log(X/d)|<u

Pour u > 1, nous obtenons donc une contribution en (’)( T

XlogX>
Ensuite, si |log(X/d)| < wuet 1/T < u < 1, nous avons
Xet< Xe ™ <d< XeY,

donc

y My bl

[log(X/d)|<u Xe u<d<Xet

Appliquons alors le lemme 8.10 a la fonction multiplicative positive |r(d)|. L’hypothése
Hy(r, R) introduite au début de ce chapitre nous assure les conditions (i) et (ii) du
lemme 8.10. Choisissons k = 1, z = Xe“ et y = Xe* — Xe %+ 1. Les conditions 1 < y'=@
et 2° <y < x sont vérifices pour 0 < a < 1/2 et 0 < 3 < 3/4. En effet,

u>0et a<l=y™>1,

XZeetu<l=z=or—y=Xe“=-120

et I'inégalité e* — e > u valable pour u > 0 et u > 1/7T impliquent que

y = X(eu . ef’u) +1> Xu > % > X3/4 > X1/4€1/2 > X1/4€1/4 > ()(eu>1/47



8.3. ETUDE DE Sy(X, z,a,r, f) 89

les derniéres inégalités provenant du fait que T < X4, X > eet u < 1.
Cela nous donne

X(er—e )41 r(p)
> < X e (3 M)

p

Xe v<d<Xe" p<Xe¥
Xshu +1 lg(p
<o 3 2+ y o)
p<Xe p>2
Xu+1 1
S e, =,
oairer > ( 32 3)

p<Xet

la derniére megalité étant obtenue par convexité de la fonction sh. L’estimation bien

connue Z log lng' -+ O( ) pour iL‘ 2 entraine que
p<z

> r@d)] < Xu+1,

[log(X/d)|<u

Maintenant, nous avons

1
X 1
< XlogT+T.
yr U
XlogT
Si 1/T < u < 1, nous obtenons donc une contribution en (’)( ;g + 1). O

8.3.2 Approximation par un produit eulérien fini
Pour P> 2 et 2 < Py < P, posons
r(p") 1 r(p") 1
etorsnan) = TL(E st ) (1= 50) L (3 st ) (1= )
p<Po k>0 a(p ) e P Po<p<P k>0 CL(p ) e p

pk<P

L’entier Py peut étre choisi en fonction de R et de m de telle sorte que :

(8.3)

1
K o -1 -
p>P0=>ROr£13§2m (p—1) <3

Le lemme qui suit nous permet d’estimer le terme d’erreur dans ’évaluation de S5 (X, z, a, r, f).

Lemme 8.12
Il existe une constante A = A(R,Q, m, M, By) telle que pour Rs = k, avec 0 < Kk < 2,

h(s,1,a,r) A(1+s|)
< :
he(s, La,r)| = VPlog P

1 —
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Remarque 8.13
L’expression de A est donnée au cours de la démonstration.

Démonstration :

= I(Zifi)0-3) JL (B )

p<Po k20

T (%) () IL(X ) 1L (-5)

r(p")
car,sip > Palors Vk > 1, p* > P et E ——— =1.
a
Par conséquent,

e (ROEDIOEDY

p>P

I ((Samm(zam))
I (S (S ) )0

D’une part, la partie correspondant aux premiers p > P dans le produit eulérien ci-dessus

est majorée par
1B B

M( 2 it St (0)
( 1) 1+ Q + 23)
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A ce niveau, remarquons que

‘ /b(p)/p(l + x)l{—ldx‘ < BO maX(17 m17,€7 Ml*"'@)
S .
0 P

Cela nous donne

ou

A =(1+4+Q+2R) nax m™" + 2By max (1, m'™" M'"™").
<K<K

0<K<2

D’autre part, concernant la partie du produit eulérien correspondant aux premiers p tels
que Py < p < P, la condition p > F, nous permet de développer en série entiére le terme

k>1
pF<P
k\snk o k\spk |
E>1 (p ) >1 k>1 a(p ) D
A pF<P
soit
r(p") ) ( R ) R ( R )
1+ <1+ <1+ _
‘( ; a(p®)*p* h ; mi(p—1)) = mr(p—1) me(p — 1)
pF<P
<1+t
TR : o . 41
la derniere inégalité provenant du fait que p > P implique que Rornag(2 m " (p—1)"7" < 3
<K<
Maintenant,
'H ( 5 1) )(1+ 5 1) ) < HE(HE)ZL
k)spk k) spk = K K k
k>2 a(p ) p k‘}l a(p ) p m k‘)?p
ph>P ph<P
<1+ A—j,
p
ou

Ay = 2R max m (1 + 2R max m ").
0<k<K2 0<k<K2



92 8. TRAITEMENT DU CAS r(p) = 1+ O(1/p)

Notons Az = H(l + A1 /p*)(1 4+ Ay /p*). Nous avons alors
p=2

h(s,1,a,r)

<1+ A
hp(s,1,a,7)| t4

-

ce qui établit le lemme 8.12 si 1 + |s| > (1 + A3)v/Plog P.

Supposons donc & présent que 14 [s| < (1 + As)v/Plog P.
D’une part, la partie correspondant aux premiers p > P dans l'expression de h(s, 1,a,r)/hp(s,1,a,r)

se réécrit
M2 ) St -]

Utilisons encore

r s b(p)/p
D1+ M) s 1) [ e

a(p)*
)
p

Comme nous 'avons déja remarqué, nous avons, pour s = k
) )

1—k 1—k

By max(1,m' % M*'")

’/ 1+x81dx
p

(s ) e S (5]

k>2

(»)/p
+ sr(p) / (1+z)* 'dr.
0

\

Cela nous donne

II

p>P

3R
< H (1+Q2+R30max(1,m1”,M1”)|i2|—|— 2)
SRV D PP mEp

<HO+££%Q<HO+MHMU

2 2
oo P D p

ol

=Q+ 3R max m ", A = RBy max (1,m' ™ M'™") et Ag = max(Ay, As).

0<k<L2 0<k<2

D’autre part, concernant la partie correspondant aux premiers p tels que Py < p < P
dans lexpression de h(s,1,a,r)/hp(s,1,a,r), nous avons

r(p") )( r(p") )1 R( QR) 1
1+(§ — 1+§ — 1+ — (14 = § —
' = alt)pt = alph)pt me ) = Pt

pF>P pE <P pk>P

<;1'+WA7 2{: 527

E>2
pk>P
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ou

A; = R max m™"(1+ 2R max m™").

0<Kr<2 0<Kr<2

Poursuivons avec

Nous avons

p<P ’z%p r<Pagcltinl pPisler
pr> pk>p pk>P

(]
| -
(]
(]
|~

p
PSP och<REL +1 2<h LD 41 PR <pP

Nous utilisons 'égalité

et obtenons

> e Xtk

P
(2 )
1/k u +1

PYk<pgP Pk <pgp P Pk <pgu
1 P du 1 k P du
< Pk=1log P + k/_Pl/k: uFlogu < Pk=1log P * log(P1/k) /Pl/k uk
1 1 k1 1 1 kpPVk

< Pk-1log P + logPk—1p45t < Pk=1log P + logP P

Par conséquent, en sommant cette inégalité sur k,

1 1 1 1
Z Z ok < @ Z Pk-1 + Plog P Z i

2<h< PBE +1 PY/E<p<P 2<h<EL +1 2<h B 41

1 1
1+ —=——(PY?2+ PY3log’ P

< PlogP ZP T Plgp L T s )

2<k<1‘2)gg2+1

<<1+ 1 +logP<< 1

P /Plogp P23 VPlogP




94 8. TRAITEMENT DU CAS r(p) = 1+ O(1/p)

La deuxiéme somme de (8.4) est majorée par

> Y <Y s

121<<1
+2 P p2

p<Pk>10gP+2 p<P D '°%? p<P
Alinsi,
p<P k>2 \/_logP
pk>P
et
Ay ) A ( Az ) Ag
— )<l —="—exp| | <1 —
p(\/ﬁlogP \/ﬁlogP P \/ﬁlogP \/ﬁlogP
ou

A
Ag = Az exp <\/§lgg2).

A Aq(1
< (H_S) 11 (HM) 1
v Plog P ey D

En utilisant 'inégalité Z logp < 1.01z établie dans [RS76|, nous pouvons montrer, par

Finalement, nous obtenons

- h(s,1,a,r)
hp(s,1,a,r)

p<x
sommation par parties, que

H - Ag(1+ |s]) < exp 2.02A44(1 + |s])
p? = Plog P

p>P
202451+ |sl) _ (2.0246(1 +s])
Plog P P PlogP )

<1+

Si 1+ |s| < (1+ A3)v/PlogP,

<1+ As )<1+ 2.0245(1+ Jsl) (2.02A6(1+ |s|))> ¢ Aot Auls|

VPlog P Plog P Plog P \/_logP
A11(1 + |s])
\/_logP ’

ou
Ay = 2.02 A6 exp (2.02A6(1 + Ag)) . 2.02A6As (2.02A6(1 + Ag)),
V2 V2 2log?2 V2
Ay = 2.02 A exp (2.02A6(1 + A3)) n 2.02A6As ox (2.02A6(1 + Ag))
V2 V2 2log 2 V2



8.3. ETUDE DE Sy(X, z,a,r, f) 95

et
AH = IIlaX(Ag, Al(]).
O
Lemme 8.14
Il existe une constante A = A(R,Q, m, M, By) telle que pour Rs = k avec 0 < k < 2,
1 K+100
2—/ Z*Mf(s)(h(s,1,a,7) — hp(s,1,a,7))ds
T Jk—ico
Azfhp(k,1,a,]|r|) /”””“OO
< Mf(s)|(1+|s])|ds|.
el AL OGRS
Démonstration : Par le lemme précédent, la preuve est immédiate. Il

Pour un entier P > 2, notons v(p, P) le plus grand entier k£ > 0 tel que p* < P et val(p, P)
le plus grand entier k > 0 tel que p*|P.

Pour 2 < Py < P (nous choisissons P, satisfaisant la relation (8.3)), définissons I1( Py, P)
par la condition suivante :

d|Il(Fy, P) <— [p|d =p< P etsi p> P alors val(p,d) < v(p, P)} (8.5)
Lemme 8.15
Nous avons alors
| A 1 r(d) , { a(d)
o RS VG P G
p<P d|TI(Py,P)

Démonstration : Nous avons

hp(s,l,a,r>=H(ZJ;+3?pk>(l—%> 11 <Z%><l_%)

p<Fo k>0 Py<p<P k>0

SIS aphoe) T (S b)) ()
() > Main=T() > o
Cela nous permet d’obtenir

L K+i00 Zst(S)hP(57 1’ a, T)dS — H (1 _ 1) @L /NJrioo (i)st(S)dS
27 Jiso oty ey . a
11
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8.3.3 Estimation de S5(X, z,a,r, f)

Théoréme 8.16
Il existe une constante ¢’ > 0 telle que pour X > 3,0<2< X, 7>1, P > 2 et [I( R, P)
défini par (8.5),

So(X, 2, a,r, ):XH(l_z%)dn%»:m(T ( )

Xz Xz
+(’)(—( m—)E exp( \/ € ’logX> T—l)%/flogP)’

ot la constante intervenant dépend de @), By, R, m et M.

Démonstration : Rappelons que nous avons obtenu a la proposition 7.5 :

K+1i00 K+iT ~51 X 52 |
SQ(X,Z,&,T,f) ) / f(81)

47?2 Koo S
SR
VT | 1og( X/d |<u dv u?
K~+100 /n+zT lengf(sl)

A2
47T K—100 K

XlogX XlogT
(@) 1
- ( ——t =+ )

g(sla S2, @, T)d82d81

9(317 S2,Q, 7”)d552d31

par le lemme 8.11, pour k = 1 + (log X)tet 1 < T < XV4,
Vérifions d’abord, que nous pouvons ramener, 'intégrale par rapport a la variable s; entre
k —1T et kK 4+ 1T, & un terme négligeable prés.

/H—l-’ioo rk+1T ZSIXS2Mf<Sl)

+iT Jr—iT S2

9(51, S2, @, T)d82d81

k41T 10 2_|_ ¢ K+1i00 .
< pee [ OEEEI ) [ e (514 s o™ (2 + s DM (sl
k—iT |52 k+iT
K+100 2+ B
2 B 2 X (lOgT)
< X(ogT) [ log 2+ s M Flon) ] < o BT

les deux derniéres inégalités provenant du fait que x > 1 implique que exp (B' (1 +
|s1])'7") < exp(B’) et de la majoration de M f(s) obtenue au lemme 7.7.
Reste a étudier I'intégrale double :

k4T K+iT 251 X2 |
/ / f(81)9(51,82,a,7“)d52d81-
K— S2

Pour cela, appliquons le théoréme des résidus sur le rectangle de sommets k — 1", kK + 17T,
d+iTetd—iT,oud>1/2,6 >1—c/log(2+ |ta]) et 6 <1 < k. Nous avons alors, avec
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S1 = li"‘itl ol |t1| < T,
K+iT 6+iT 0—iT k—iT X 52
(/ —l—/ —l—/ +/ ) g(s1,82,a,7)dsy = 2im X h(s1,1,a,r),
k—iT k4T §+iT §—iT S92

Il +]2+]3 —I—I4 = QiWXh(Sl,l,CL,T).

soit

Le corollaire 8.3 nous permet d’obtenir les inégalités suivantes :

1

k+1T o
X 2 ) Y ) X —
L] g/ 91, 52,000 g ) (k= 6) 7 log Texp (B'(L+ [sa])'~*) log™ (2 + |su ),
1

+iT |52
o+iT o
X2|g(s1,82,a,T _ "
|I3] < /6 . l9¢ |;2|2 )||d32| <<X5(logT)2exp (B/(14—|31|)1 5) log? (2+ |s1])

et
X ! 1-6 B
|| < (/f—é)TlogTexp (B(1+|sl|) )log (24 |s1]).

Si nous posons ensuite, pour k = 2,3, 4,

k42T
Jk = / ZSIMf(Sl)]deh

—iT

nous avons les majorations suivantes :

k1T
< [ e sl

—iT

zX st "

< (k— (5)? logT/ exp (B'(1+ [s1])" %) log” (2 + |s1])| M f(s1)||ds1]
K—1iT

zX / 2 vy 1-6) [T g

<<(fi—5)TlogTexp <B (1+ (% +THY?) >/ log” (2 + [s1])|M f(s1)]|ds1]

—iT

< (k- 5)% log T exp (B’(l + (824 T2)1/2)1_5> (r—1)2

rk+iT
] < / 2 M (1)1 sl dsa )

—iT
k41T
< zX‘S(logT)2/ exp (B'(1 + |s1)') log?" (2 + si )| M £ (s1)]|ds|
rk—1T
1—s Kk+1T y
< 2X%(log T)? exp (B'(1+ (k2 +T2)12)" )/ logB”" (2 + |s1))|M £ (s1)]|ds1 |
rk—1T

< ZXé(IOg T)2 exp <B/(1 + </€2 + T2)1/2)1*5) (7_ i 1)—2
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et
X _
| 4] < (K — 6)% log T exp (B’(l + (k* + T2)1/2)1 6) (r—1)"2

En choisissant 6 = 1 — ¢/log(2 + T') et T de telle sorte que logT = clog X/log T, nous
obtenons

X k4T o X2 ,
So(X, z,a,r, f) = % o 2P M f(s1)h(s1,1,a,r)ds; + O(m exp < —\/c logX))
X K+100 o X2z /
=5 - 2 M f(s1)h(s1,1,a,r)ds; +O<m exp < —\/c logX>>
B 1 r(d) ,(a(d) Xz -
_XH <1 p> Z y < . +0 =12 exp( \/clogX>
p<P d|II(Po,P)

+O<(r— 1)5(\/Zﬁlogp)’

d’apres les lemmes 8.14 et 8.15 et pour une constante ¢’ > 0. O

8.4 ESTIMATION DE S3(X, z,a,7)

8.4.1 Elimination de la fonction f

Lemme 8.17
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour z > 0, P > 2, II( Py, P) défini
par (8.5), 7> 1 et a >0,

1 r(d) . {a(d) 1 r(d)
m(-;), 2, " (9)-10-5) = o7
p<P d|TI(Py,P) p<P dlil(g’gf)

1 o o
+0 7z T 7z T e
log P (loglog(1/log 7)) (loglog(1/logT))

exp (— ByalogP)  (log(1/log 7'))2
+ + .
log Plog T log P

La constante intervenant dans cette estimation dépend de QQ, By, R, m, M et 6.

Démonstration :
1 r(d) , (a(d) 1 r(d)
() > "H(")=1(-,) > 7
p<P p d|TI(Py,P) p<P P dIH((l;’o,P)
a(d)<z
()5 ()
p<P P7 amcep) ©

1<@<7‘
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Nous avons

r(d) . (a(d) r(d)]| r(d)]|

_~ 7 7 g ,
> ( . > ot X =
d|II(Po,P) d|II(Py,P),d<P% d|II(Py,P),d>P%
1<L(Zd)<’r 1<L(Zd)<7 1<L(Zd)<7

ol « est un réel strictement positif.
La premiére somme est égale a :

1 P du
LY s o) [
d|I1(Py,P),d<P* d|H(P0, ), d< P
1<d o7 1<“(d)<

Nous n’utilisons pas les inégalités strictes 1 < a(d) < z et tout ce qui suit reste vrai, a
quelques changements prés, si nous remplagons cette condition par 1 < a(d) < z.
Selon le théoréme 8.8, il existe une constante B > 0 telle que

X Xexp(— Bylog X
S )] < o + 2Rl BvloeX)
d<X (log log(1/ log T)) 08T

1<—++ a(d) <T

Par ce théoréme, nous avons donc

1 Z |r(d)|<i Z ir(d)| < 1 +exp(—B\/OzlogP)

“ @ 1/2
d[TI(Py, P),d<P* d<pe (loglog(1/logT)) log 7
1<M<T 1<@<7—
et
du
o= (S )
d\H(Po,P) d<pe ATy D) d<u
1< o7 j<ald)
PO{
du
<([+[ ) = ra)h
d<u
1<“(‘”<
avec

Si w > U, nous utilisons la majoration du théoréme 8.8 et si v < U, nous oublions
la condition 1 < a(d)/z < 7 et utilisons le lemme 8.10 avec x = y = u selon lequel

;v )| < u.
/1U( > \r(d)|>i—3</lU%:10gU:(W)2.
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P du 1 P du 1 P e=Bvlogu
S @))% < [y T
U u (loglog(1/logT)) voou o logT Jy u

d<u
1<EgQ<T

Par le changement de variable v = y/logu et une intégration par parties, nous pouvons
évaluer cette derniére intégrale ; nous obtenons

PO{
du alog P log(1/log T
/ ( Z |T(d>|>_2<< 1/2+ é; )
U d<u u (log log(1/ log 7'))

1<E%Q<T

Pour la deuxiéme somme, utilisons la méthode de Rankin. Soit # dans ]0,1/4] un para-
meétre que nous choisirons plus tard :

r(d r(d rd)|/ d\°® 1 r(d
>y zp)%(a “, 2 @

d|H(Po,P),d>P‘1 d|TI(Py,P) d|TI( Py, d|II(Py,P)
M d>PpP~
(v (o) ('
5 2 e = s T > I (25
d\H(PO k||d p<Py k>0 Po<p<P N k>0
k<P
H Z|7’pk)| H \7"29|+Z k
APaﬁ k(1-8) p
p<Py k>0 Py<p<P k>2
k<P
Ir(p
<<exp(—aﬁlogP+Z k(l ﬁ)
p<P p<P k>2
k<P
<<exp(_amogp+z DI )
p<Pp p=>2 p<P k>2
k<P
— exp ( (1)).
p<P
En effet,
1 1
)IDBEEED D) BT ED PE D PPl
p<P k>2 p<P k>2 p<P p=2
k<P
et

De plus, par une sommation par parties, nous obtenons :

Y=Y / B 10t = Gr(P) = (3=1) [ n(o" e

p<P p<P p<P




8.4. ESTIMATION DE S3(X, z,a,r) 101

ot m(x) est le nombre des nombres premiers n’excédant pas x. Par le théoréme des nombres
premiers, nous avons (voir [RS62|)

x 3
< 1 )
(@) log:c( * 210g:c)

Cela nous donne

1 1 P 3 Pt 3
< 1 1— 1 P24t
;plﬁ PlﬁlogP< + 210gP> + 6>/2 logt< * 2logt)
p? 3 Poodt 3(1— Pooat
log P 2log P o t'Plogt 2 o t1Blog”t
PP 3 PP du 31— P
< 1+ +(1—6)/ “ + ( ﬁ)/ — s,
log P 2log P 06 logu 2 o t1Blog”t

la derniére inégalité étant obtenue par le changement de variables u = t°.

Or,
/Pﬁ du /e du /P[3 du
= + .
9 logu 98 logu . logu

D’une part, la majoration du logarithme intégral nous donne une majoration de la deuxieme

intégrale :
/Pﬁ du P
. logu " log(P8)’
/e du /e du /e 1 1
= + — du.
98 logu 98 u—1 98 \logu u—1

) 1 1 1
lim — = —
u—1 \logu u—1 2

1 1 1
logu u—1 "2

c 1 1
_ —0(1
/2g<logu u—l)du O()
/e du b e—1
pu—1_ e\ 1)

Or, nous avons 2% — 1 > log2 donc

¢ du e—1
<1 —1 O(1).
/Qg log u Og(logQ) 0g 0 + ( )

D’autre part,

Comme

etsil <u<e,
0<

Y

nous avons

et
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Cela nous permet d’écrire

1 pe 3 pe
Zpl_ﬁ < logP(1+ 210gP) + (1 —ﬁ)(—logﬁJrO(mOgP) +O(1)>

p<P
N 3(1 - ) /P dt
2 5 t1Plog’t’

En prenant 8 = 1/log P, nous avons

Zpll_ﬁ < loglog P + O(l)

p<P
soit
d
Z @ < exp(—a + loglog P).
d[IL(P,P)
d> P
Finalement, nous obtenons

10-5),2, ) < o Fmtaaioam™* Gosott

1 1/2
p<P d|TI(Py,P) log log(1/log 7')) / (log log(1/log 7')) /

1< <7
Loy exp ( — By/alog P) N 1 (10g(1/10g7'))2
6 log 7 log P B log P ’
comme attendu. U

8.4.2 Théoréme principal et conséquences

Théoréme 8.18
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 3,0 < z < X, P un
parametre réel > 2, TI( Py, P) défini par (8.5) et y > 3,

%Zr(d)zH(l—%) > %luo(yexp(—B 10gX))

d<X p<P
a(d)<z a(d)<z

£ (ow (~ BV ) + ) )

( logloglogy  yexp (— By/logloglogylog P) N (log y)2)

(loglog y)1/2 log P log P

La constante intervenant dans cette estimation dépend de ), By, R, m, M et 0.
Le parametre y est a choisir au mieux de nos intéréts.
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Démonstration : Nous avons

Z T(d) - S2(X7Zaa'> T, f) + O(‘Sl(X?ZaTa a, T))
d<X
a(d)<z

Les théorémes 8.8 et 8.16 nous permettent d’écrire ’estimation suivante :

S ord)=xT] (1—}%) 3 %l)f(@>+0<<7)f—zl)2exp<—\/@)>

c(zdg))é p<P d|II(Po,P)
Lo Xz N X +Xexp(—B\/logX)
(t —1)2y/Plog P (loglog(1/log 7'))1/2 log T '

En utilisant le lemme 8.17 et en posant 7 = 1 4+ y~! avec y qui tend vers l'infini et

1
a=g log log log y, nous obtenons le théoréme 8.18. U

L’indépendance des deux parameétres X et P permet alors d’affirmer le corollaire suivant :

Corollaire 8.19
Les deuzx limites

1 : 1 r(d)

e X 1)) > 1P
d<X p<P d[II(Po,P)
a(d)<z a(d)<z

existent et sont égales.

Nous obtenons une distribution limite qui a une densité sous forme multiplicative.

Démonstration : Soit € > 0. Il existe yo(e) > 3 tels que pour tout réel y, y = yo,

log log log y
(loglogy)/2 =

Prenons alors y = yo(€). Nous pouvons trouver Py(e) > 2 tel que pour tout P > P,

2y8 L Yooxp ( — By/logloglogyo log P) N (logyo)® _ .
vPlog P log PP log P

Prenons alors P = Py(e). Nous pouvons trouver Xo(e) > 3 tel que pour tout X > X,

exp ( - B\/logX> (yo +y52) < e

Si X; et X5 sont deux réels supérieurs & X, nous avons

d<Xs
a(d)<z a(d)<z
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Cette égalité nous permet d’affirmer que la suite de terme général

1
X Z r(d)

d<X
a(d)<z

est de Cauchy. De la méme fagon, nous montrons que la suite de terme général

1 r(d)
| | 1— = § S
( p) d
p<P d|II(Py,P)
a(d)<z

est de Cauchy. Par conséquent, les deux limites existent. En faisant tendre successivement
X, P et y vers l'infini dans 1’égalité du théoréme 8.18, nous obtenons 'égalité des deux
limites. 0

Corollaire 8.20
Il eziste une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X >3,0<2< X,y >3 et
II( Py, P) défini par (8.5),

1 . 1 r(d)
% 2 rd= fim (1—;) >
d<X p<P d|IL(Py,P)

a(d)<z a(d)<z

loglog1
—|—O(exp<—B logX)(y+y2z)+ 08 08 ogy).

(loglogy)'/2

La constante intervenant dans cette estimation dépend de QQ, By, R, m, M et 6.

Démonstration : Nous faisons tendre P vers I'infini dans ’égalité du théoréme 8.18. [

Corollaire 8.21
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 16, 0 < z < X et
II( Py, P) défini par (8.5),

1 _ 1 r(d) log loglog X

=3 rd)=1 --) Yy &Y (—BlX) 087087082 )

X d<X " PE%O;KP( P) d|TI(Po,P d —i—O(zexp o8 + (loglog X )1/2
N = 0, )
ald)<z s

La constante intervenant dans cette estimation dépend de Q, By, R, m, M et 6.

B
Démonstration : Nous choisissons y = exp (Z v/I1og X ) dans I’égalité du corollaire 8.20.
O
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Remarque 8.22
Dans la plupart des cas, nous pouvons majorer a(d) par une puissance de logd, ce qui
permet de simplifier ’estimation du corollaire 8.21 de la fagon suivante :

1 , 1 r(d) log log log X

- =1 1—= ) 2605062

% 2 (@)= lm ( p) 2. +O((loglogX)1/2 :
p<P

d<Xx d|I(Po,P)
a(d)<z a(d)<z
p(d)2+" @

ot le O ne dépend plus de z. L’exemple a(d) = ouw™(d) = #{p / p*|d} montre

que cette hypothese n’est pas toujours satisfaite.
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CHAPITRE 9

TRAITEMENT DU CAS r(p) = —1+ O(1/p)

Dans ce chapitre, nous supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses
Hi(a, By), Hy(a,m, M), Hs(r,—1,Q), Hy(r, R) et Hs(a, R,Q,0) introduites au début du
chapitre 7.

L’hypothese Hs(r, —1, Q) signifie donc qu’il existe une fonction ¢ telle que

Vp>=2,r(p)=—-1+ @ et sup|q(p)| < Q.

p>2

Considérons alors les fonctions

h(s1, 89, a,7) = g(s1, S2,a,7)((s9) =

S
¥
VR
—_
+
=
e
RS
’B\_;j
ol
N
~_
N
—
|
T
N~
L

et

by, sp.1 r]) = <1 ; M) (1 _ i)lg<sl732,a, )¢ (s2)~"

52
p<Q p

p>Q k>2
la derniére égalité provenant du fait que si p > @ alors r(p) < 0.

9.1 DOMAINE DE MEROMORPHIE ET MAJORATION DE CES
FONCTIONS

9.1.1 Région sans zéros de la fonction Zéta de Riemann

Lemme 9.1
Il existe une constante positive ¢ telle que ((s) ne posséde aucun zéro dans la région du
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plan complexe définie par l'inégalité

c

o>1-—
log(2 + [t])

avec s = o +it. De plus, pour [t| >3 et 0 > 1 —c¢/log|t|,

1/¢(s) < log|t|.

Nous pouvons trouver la démonstration de ce résultat dans [Ten95].

9.1.2 Etude des fonctions g(sy, s3,a,7) et g(si, 52, a,|r|)

Théoréme 9.2

Les fonctions h(sy, sy, a,1) et h(sy, s2,a,|r|) sont analytiques pour oo > 1/2. De plus,

pour trois réels o, 3 et n > 0, il existe trois constantes B = B(Q, By, R, m, M,n, «, 3),

B" = B'(By,R,m,M,a,3) et B" = B"(R,m,M,«,[3) telles que pour sy = o9 + its,
oy 2 1/24neta<o; <0,

|h(s1, 52, a,7)| < Bexp (B'(1+ [s1])' %) log™" (2 + |s1])
et nous avons une magjoration similaire pour la fonction h(sy, se,a, |r|).

Démonstration : Le principe est semblable & celui utilisé dans la démonstration du
théoreme 8.2. Il suffit simplement de remarquer que pour tout premier p assez grand,
chaque facteur eulérien de h(sy, s9,a,r) s’écrit sous la forme

(@) (o) ) ()

ou Ry a été défini dans la proposition 1.8.
L’é¢tude de h(si, s2,a, |r|) se fait comme dans la démonstration du théoréme 8.2. O

Corollaire 9.3  La fonction g(si1, s2,a,7) est analytique pour oo > 1/2 et la fonction
g(s1, 82, a,|r|) est méromorphe pour oo > 1/2 avec un unique péle simple en sy = 1. De
plus, pour trois réels a, 3 et n > 0, il existe trois constantes B = B(Q, By, R,m, M, n, «, 3),
B = B'(Bo,R,m,M,a,3) et B = B"(R,m,M,«,[3) telles que pour so = o9 + its,
o9 =21/24m, 00 >21—c/log(3+|t2]) et @« < oy < B,

|9(s1, 52, a,7)] < Bexp (B'(1+ [s1])'~7) log™" (2 + [s1]) log(3 + |ta])
et nous avons une magjoration similaire pour la fonction g(s1, sz, a, |r|).

Démonstration : 1l suffit d’associer le résultat du théoréme 9.2 & celui du lemme 9.1.
OJ
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9.2 THEOREME PRINCIPAL ET CONSEQUENCES

Nous travaillons de la méme facon que dans le chapitre précédent pour obtenir le théoréeme
suivant :

Théoréme 9.4
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X >3,0<2< X ety >3,

1 1

LIS ] <o (- BVRER) ey + L

e g{ 7( )‘ < exp og X J(y+vy°z)+ (loglog 1)172
a(d)<z

La constante intervenant dans cette estimation dépend de @), By, R, m, M et 0.
Le parametre y est a choisir au mieux de nos intéréts.

Nous en déduisons les corollaires suivants :

Corollaire 9.5
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X >3, 0 < z < X,

1 1

LS | < s (- ByigR) 4 L

X r( )‘ K EZexp ©8 + (loglog X)1/2
(<

La constante intervenant dans cette estimation dépend de ), By, R, m, M et 0.

Corollaire 9.6
Il existe une constante B = B(m, M) > 0 telle que, pour X >3, 0< z < X,

1 1

— E d <—B 1 X) —_—.

X i >‘ < zexp ost) T (loglog X)1/2
i

La constante intervenant dans cette estimation dépend de By, m, M et 6.

Démonstration : Il suffit simplement d’appliquer le corollaire 9.5 & la fonction r(d) =
w(d). Nous avons donc

Vp 22, r(p) =pp) =—1 et q(p) =0,

soit R =sup|r(p)] =1 et @ =sup|q(p)| = 0. =
p=2 p=2

Remarque 9.7
Si la fonction a(d) est majorée par une puissance de logd, il est également possible de
rendre l’estimation du corollaire 9.5 indépendante de z (voir remarque 8.22).
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CHAPITRE 10

FORME EXPLOITABLE DE CES RESULTATS

Dans ce chapitre, nous supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses
Hi(a, By), Ha(a,m, M), Hs(r,1,Q), Hy(r,R) et Hs(a, R,Q,0) introduites au début du
chapitre 7.

A partir de I'estimation obtenue au corollaire 8.21, nous pouvons en déduire I'estimation

a(d
de la somme suivante E r(d)F (Q) , pour une certaine fonction F. Nous la donnons
d<X &
a(d)<z

dans le corollaire suivant :

Corollaire 10.1
Soit F une fonction telle que t — F'(t) et t — tF'(t) sont intégrables sur [0,1]. Alors il
existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X >3 et 0 < z < X,

L () I (1) 3 (1) ot
a(d)<z a(d)<z

ol

log log log X
Alzzexp< B\/logX> W+zexp< B\/logX>/t]F )|dt
logloglogX/ ,
F'(t)|dt
+ (loglog X)1/2 F(2)]

et II( Py, P) est défini par (8.5).
La constante intervenant dans le O dépend de Q), By, R, m, M et 6.
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Démonstration : Nous écrivons

3 r(d)F(aTd)> =3 r(d) (F(l)—/a1 F’(t)dt)

d<x d<Xx (d)/=
a(d)<= a(d)<
1
=F(1) ) rd)- ) r(d)/ F'(t)dt
d<X d<X a(d)/=
a(d)< a(d)<=
1
—r) Y r(d)—/ ( 3 r(d))F’(t)dt
d<X 0 d<Xx
a(d)<z a(d)<zt
. 1 r(d)
= F()X Jlim (ﬁ;) 2. &
p<P d|TI(P,,P)
a(d)<z

X logloglog X
Xzexp (= By/log X ) +
+ (’)< Z exp og (log log X172 )

1) f (3 s

d|T1(Po,P)
a(d)<zt
! Xlogloglog X
X (—B 1 X> L' (t)|dt + /F dt
+0(xzew (- ByIBX) [dre (B EED i)
Or, nous avons également
' r(d)\ r(d) [ :
/ > o) F(t)dt = y /1<a(d><zt)F(t)dt
0 0
d|II(Po,P) d|II(Po,P)
a(d)<zt
d 1
= %> / F'(t)dt
d[TI(Po,P) min(1,a(d)/z)
Sry Y M0 %F(m (I,g))
d[TI(Po,P) d|II(Po,P)
r(d) r(d) a(d) r(d)
= F(1 — — —F(—=| - F(1 —
m oy s (D) gy
d|I(Po,P) dII(Po,P) dII(Po,P)
a(d)<z a(d)>z
r(d) r(d) . (a(d)
Sry 2 Wy (0
d[II(Po,P) d[II(Po,P)
a(d)<z a(d)<z



10. FORME PLUS EXPLOITABLE DE CES RESULTATS 113

Cela nous donne

> ror("0) <xpm I (1-) 3 “e(")

d<x P< I(Po,P)
a(d)<z a(d)<z
X logloglog X
Xzexp (- By/log X )
—I—O( Z exp og + (10glogX)1/2)
! X logloglog X
/ /
—I—(’)(Xzexp(—B\/logX)/ D1+ B e / (1 |dt>

Une sommation par parties nous permet d’obtenir directement une estimation de la somme

r(d
Z Q donnée par le théoréme suivant :

d
d<X
a(d)<z

Théoréme 10.2

Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que pour X > 16, 0 < z < X et dy un
entier > 1,

Z r(d) = C1(2)log X + Cs(2) + O(Ay),

d
d<x
a(d)<z
o
. 1 r(d)
= I (1-1) ¥ "2
p<P d|TI(Py,P)
a(d)<z
r(d) 1
Coz) = 32 " ST () + (1 logdo)Ca(2)
d<dy 0 d<dy
a(d)<z a(d)<z
00 1
+ ( Z r(d)—ugim (1——) Z %?)d—g,
do d<u TP b d|TI(Po,P) "
(d)<z a(d)gz

log log log X o0 ool
A2:zexp< BMIOgX) M—i—z/ Ue—BvdU+/ 0g Ogvdv
1

(loglog X)'/2 Viog X og x (logv)t/?

et I1(Py, P) est défini par (8.5).
La constante intervenant dans le O dépend de ), By, R, m, M et 6.
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Remarque 10.3
Le corollaire 8.21 nous assure la convergence en linfini de ["intégrale

> _ 1 r(d) \ du
/ (ZW—“AE&O GHP> 7)?
0 p<P d|T1(Po,P)

d<u <
a(d)<z a(d)<z

loglog1
L’entier dy est choisi de telle sorte que l’expression 0808 08 U soit bien définie pour
(loglogu)'/2

u 2 do.
Démonstration : Nous avons
r(d) r(d) r(d)
P D D D D
d<X d<do do<d<X
a(d)<z a(d)<z a(d)<z
r(d) 1 X du
=2 0t X T(d>(}+/d ﬁ)
d<do do<d<X
a(d)<z a(d)<z
r(d) 1 X du
-y % > r(d)+/d ( > r(d))ﬁ
d<dp do<d<X 0 do<d<u
a(d)<z a(d)<z a(d)<z

Nous continuons en remarquant que cette derniére expression est égale a

r(d) 1 X du
>t 2= Y @) + D rld =Y r(d))—
d<dg <X d<dy do d<u d<dy
()<= a(d)<z a(d)<z a(d )<z a(d)<z
SO S D UI S SRCED IR A /( )%

d<dy d<dy d<X d<d0 do do d<u
a(d)<z a(d)<z a(d)<z
r(d) 1 1 X du
-3 2 —d—Zr(d)nLXZT‘(d)JF/ (Zr(d));-
d<dy 0 d<do d<X do d<u
a(d)<z a(d)<z a(d)<z

D’une part, le corollaire 8.21 nous dit qu’il existe une constante B > 0 telle que
logloglog X )

1 L 1 r(d)
X Z T(d)—]jlgf()lop<P (1—5) Z _+O(26Xp<—B 10gX> W

d<X d|TI(Py,P)
a(d)<z a(d)<z
D’autre part, en notant
1 r(d)
C = lim 1—- —
P—oo ( p) Z d ’
p<P d|TI(Py,P)
a(d)<z
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nous avons

X d X d Xd
/ (Zmo)ij:/ (Zr(d)—CU)—Z—FC =
do d<u u do d<u u do U
a(d)<z a(d)<z
X d X
:/ (Zr(d)—C’u)—u+Clog<—)
do d<u u do
a(djgz
o d o d X
:/ (Zr(d)—Cu)—u—/ (Zr(d)—cu>—2‘+01og(—
do d<u u X d<u do
a(d)<= a(d)<z
: . > du
Le corollaire 8.21 nous permet d’estimer / ( Z r(d) — C’u) —
X o U
azidg)gz
/X S (d) d—“—/oo S () - u ) 2 4 Clog [
. T 2, r u) s 0g i
d<u 0 d<u
a(d)<z a(d)<z

Lo (z/ exp ( Viogu) du+ / log log log u du)
u

x x u(loglogu)l/?

:/doo( > r(d)—cu>%+01og (%)

d<u
a(d)<z

+ (’)(z/ ve Bdy +/ bLO%Ude),
JIEX log x (logv)!/

la derniére égalité étant obtenue par le changement de variable v = /logu dans la pre-
miére intégrale et v = logu dans la deuxiéme. U

Corollaire 10.4

Soit F' une fonction telle que t — F'(t) et t — tF'(t) sont intégrables sur [0, 1]. Alors il
existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 16, 0 < z < X et dy un
entier > 1,

Z @F(@) = Ci(z, F)log X + Cs(z, F) + O(As),
ac(ldg))éz

cten=pII(1-3) > “pr(2)

p<P d|TI(Py,P)
a(d)<z
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(2, F) = @F(“(—d) _di 3 r(d)F(@> + (1= log dy)Ch (=, F)

z 0 z
d<dp d<dp
a(d)<z a(d)<z
> a(d) , 1 r(d) [ a(d)\ \du
—l—/ Z T(d)F(—) —u lim (1 - —) Z —F(— —
do v z P—oo <P P AELP) d z U
a(d)<z a(d)<z

! log log log X
As=1z(1 tE'(t)|dt - B 1 X 1 F'(t)|dt
3 z< —i—/o |F"(1)] )exp( og ( +/ |F7(2)] ) loglogX)W
! log log log X
1 t|F'(t)|dt — B4/l X 1 F'(t
(1 [P ) e (- ByisX) + (1+ [ 1Pl 2R

et II( Py, P) est défini par (8.5).
La constante intervenant dans le O dépend de ), B, R, m, M et 0.

Démonstration : La démonstration est similaire & celle du corollaire 11.3. O
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Cinquiéme partie

DEUX AUTRES TYPES D’APPLICATIONS






119

CHAPITRE 11

REMPLACEMENT DE LA CONDITION
a(d) < z PAR da(d) < X~z

Dans ce chapitre, nous supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses
Hi(a, By), Ha(a,m, M), Hs(r,1,Q), Hy(r,R) et Hs(a, R,Q,0) introduites au début du
chapitre 7.

Enoncons le théoréme principal qui sera démontré a la fin de ce chapitre :

Théoréme 11.1
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 3,0 < z < X, P un
parameétre réel > 2, TI( Py, P) défini par (8.5) et y > 3,

X ra=T1(1-3) z);j?j)+n(1—§) > S (-a)

d<X p<P d|IL(Py, P p<P d|TL(P,P)
da(d)<X =z a(d)<z
—B+/Tog X 2 1
+@(E+e 2 + Y + 12+y€_B logx)
y y VPlogP  (loglogy)/

La constante intervenant dans cette estimation dépend de ), By, R, m, M et 0.
Le parametre y est a choisir au mieux de nos intéréts.

Comme dans la partie précédente, nous pouvons, a partir de ce théoréme, en déduire les
trois corollaires suivants :

Corollaire 11.2
Les deux limites

d<X
da(d)<Xz
et
. 1 r(d) 1 r(d) z
I 1- - -] S 1
P [ H ( p) iy dad) 11 ( p> d " a(d)
S 0, ) p<P d‘H(P()vP)

existent et sont égales.
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Démonstration : La démonstration est similaire & celle du corollaire 8.19. ]

Corollaire 11.3
Il existe une constante B = B(R, m, M) > 0 telle que, pour X >3, 0<z< X,y >3 et
II(Py, P) défini par (8.5),

v % o= [T0-5) = SGTI(-5) 2 S0

d<X p<P p<P d|TI(Py,P)
da(d)<Xz a(d)<z

o 2z e BVleeX 1
" <§+ 2 Toglogy)? * ¥°

La constante intervenant dans cette estimation dépend de @), By, R, m, M et 0.

—B\/m)

Démonstration : Il suffit de faire tendre P vers I'infini dans I’égalité du théoréme 11.1. [

Corollaire 11.4
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 3, 0 < z < X et
II( Py, P) défini par (8.5),

% Z T(d):gi—%[ H(l__>d|H(PP)da +H<1__> ZP)%?)( _ﬁ)}

d<X p<P
da(d)<Xz a(d)<z

1
+(’)(zexp<—B logX) +W>.

La constante intervenant dans cette estimation dépend de @), By, R, m, M et 6.

B
Démonstration : Nous choisissons y = exp (5 v/ 1og X ) dans I’égalité du corollaire 11.3.
O

La méthode utilisée pour démontrer le théoreme 11.1 est identique & celle utilisée pour dé-

1
terminer la distribution limite de — Z r(d) dans les chapitres 8 et 9. Nous considérons

d<X
a(d)<z

la méme fonction f introduite au début de la section 7.1 et nous écrivons

> )= s (G2) ro( X Iral)

d<X d<X d<X
da(d)<X = 1<%D 7

Utilisons désormais les notations suivantes : pour 0 < z < X et 7 > 1,

&(X,z,mar)= > |r(d), (11.1)
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Ga(X, z,a,r, f) = Zr(d)f(dzéj)) (11.2)
et
S3(X, z,a,r) = Z r(d). (11.3)
da?d?i(Xz

11.1 ETUDE DE &,(X,2,7,a,7)

11.1.1 Ecriture intégrale de &,(X, 2,7, a,r)
Par les lemmes 7.2 et 7.3, nous avons

d/X) 1 /:HOO (d/X)"*

1 <2 _e/A)"
(@/X<D) ( 2 iT Jolino 275s(s+ 1)
ou k>0et

Ogdi—(?ly

|1
1(1<d§((j)<7') S Lo & | <log7) S 2( ~ 2logT

1 /oo 1 — cos(2tlog 7) (da(d>)“ "

7 t?log T Xz

—00

Cela nous donne

1 oo Xs2=it (1 — cos(2ty log 7)) |7(d)|a(d)™
G1(X, — dsadt
( 2, T, @, T 2 / /I‘i it19— 5282(82 +1 tQ 10g7— <Z d52 ’Ltl ) 52041

Ktico ysa—ity 1 — cos(2ty 10g7))
\ —it ) —t » Uy dsydty.
271'2/ /K Sit19— 5232(52+1)t210g7 g( 11,89 — 1l1,a |7’D Saaty

11.1.2 Un résultat intermédiaire

Lemme 11.5
Pourt; > 0 et ty > 0, nous avons
log(2 +t1) log(2 +t
log 2
log(2 +t t
Démonstration : Il suffit, pour cela, d’étudier la fonction t; — 0g(2+ 1 + 1) pour

log(2 + 1)
t1 € [0,400[ et ta € [0, +o0] fixé. La dérivée de cette fonction est égale a

(2+t)log(2 +t1) — (24 t1 + to) log(2 + t1 + t2)

2+t +t)(2+t1)(log(2 + 11))? (11.4)
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Or la fonction ¢ +— tlogt est croissante sur [e™!, +oo[. Par conséquent, I'expression (11.4)

1 2+t t
08(2 +t +1) est décroissante sur

est négative pour t; > 0 et t5 > 0 et la fonction ¢ —

log(2 + t1)
[0, +00[. Pour ¢; > 0, nous avons donc
log(2 + t1 + t2) o log(2 4 t1 + t2) _ log(2 +t2)
log(24+t1) — log(2+t) |, log2

11.1.3 Estimation de &,(X, z,7,a,7)

Théoréme 11.6
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que, pour X > 2, z > 0 et 7 un réel
> 1,

X X exp ( B+/log X )
(loglog(1/ log 7'))1/2 log 7

La constante intervenant dans cette majoration dépend de ), By, R, m, M et 0.

S1(X,z,T,a,1r) K

Démonstration : Nous avons obtenu dans la sous-section 11.1.1 :

ok Ktico Y s2— Ztl 1—005(2751 logT)) (—it 1t |7|)dsadt
27 a,r) < m? . Sit19— 5282(324_1)151 log T g{—uty, S2 — U1, @, |T'])@S20L7.

Notons I'y(t1) la courbe d’équation sy = 1 + ity — 1/log(2 + |t1] + |t2|). En appliquant le
théoréme des résidus sur un contour bien choisi, le corollaire 8.3 nous dit qu’il existe un
pole en s, = 1+ 1t;. Cela nous permet d’écrire

Koo X s2—ith 1 — cos(2t; log T))
—it — 1t dssdt
/ L Zth2- 8252(52 +1)2 logT g(=itr, 52 = ity, a, r[)dsadty

X 52— Zt1 COS(2t1 lOg 7'))
—ity, sy — it dsydty + %
/ /Fz (t1) ZM2- S2S2<52+1)t IOgT g( th, 52 v 1,a,|7’|) Soaty + 2o,

avec

o0 X (1 — cos(2t;log 7))
e =2 g1 h(—ity,1 dt1. 11.5
2 Zﬂ/—oo zzt127171t1<1_’_it1)(2_i_z-tl)t% lOgT ( i, 1, a, ’7”) 1 ( )

D’une part, majorons la premiére intégrale :
Xs2 1 — cos(2ty log T
'/ / it ( - Qg )) g(—it1782 —it1,a,T)d52dt1
Ty(ty) 20127 5232(52 + D)t log T
1 — cos(2tylog 7)) lo 24|t ooy —1/log(2+]t1|+t2)
<<X/ 1§))g( |1|>/ 2
t{log T 1415

(1 — cos(2t;log 7)) log? ™1 (2 + |t1]) X 1/ log(2+(t1]+t2)
< X log(2 + t2)dts | dty,
/ t?log T / 1+13 08(2 +t2)dt; | dts

10g(2 + ‘tl‘ + tQ)dtQ) dtl
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par le lemme 11.5.
En appliquant le lemme 8.4 avec w = log X et v = 2 + |t1], nous obtenons

ooy —1/log(2+|t1+t2) log X
[ e <o (- e
Nous sommes alors amenés a étudier l'intégrale suivante :
> (1 — cos(2t;log 7)) log? ™12 + ) log X
/0 ttlog 7 o ( log(2+t1) + W)

Séparons cette intégrale en deux parties :

exp(VIEX) oo
b e
0 exp(vIog X)

Majorons la premiére intégrale par

log X /exP(vlogX) (1 — cos(2t;log 7)) log?" 1 (2 + tl)dt
exp [ —
P log (2 + exp(v/Iog X)) + vIog X / Jo t2log T !
log X > (1 — cos(2t;log 7)) log? (2 + )
<exp | — 5 dty
log (2 + exp(vIog X)) + vIog X t3log T

log X > Bt ( 1 )
og 2+ )
log (2 + exp(v/Iog X)) + v/Iog X log 7
par le lemme 8.5.

Pour la deuxiéme intégrale, nous majorons l'exponentielle par 1 et |1 —cos(2t; log 7)| par 2
pour obtenir

<<exp(—

1 /°° log?" (2 +t1)dt < 1 logf"*t (2 + exp(v/Iog X))
10g7— exp(v/1og X) t% ' 1OgT exp (\/ lOgX) )

Finalement, nous obtenons la majoration :

X52 1 — cos(2t; log T
/ / ” (21 log 7)) g(—it1, 52, a, |r|)dssdt;
Ty (ty) 27127 5232(52 + 1)t3logT

log X ) log? ! (2 + ! )
log (2 + exp(vIog X)) + vIog X log 7
X log""*! (2 + exp(vIog X))
Tl en(ViosX)
< X exp ( — B\/W)

log T

<<Xexp(—

(11.6)

’

pour une certaine constante B > 0. D’autre part (voir (11.5)),

*® 1 —cos(2t; 1o
22<<X/ 2( ! gT){h(—itl,l,a,|r|)|dt1<<
N i log T

(log log(1/ log 7')) 2’
par le lemme 8.6. Cette derniére estimation et (11.6) nous permettent de déduire le théo-
réme 11.6. O



124 11. REMPLACEMENT DE LA CONDITION a(d) < z PAR da(d) < Xz

11.2 ETUDE DE Gy(X, z,a,r, f)

11.2.1 Ecriture intégrale de &5(X, z,a,7, f)

Proposition 11.7
Nous avons, pour X > e, 1 <T < XY4 k; =1/logX et ko =1+1/log X,

K1-+1%00 ko411 51X51+52M
Gy X, z,a,r, f) = ~1 2/ / f (s )g(sl,sl+82,a,r)d32dsl
7T K K

o—iT 592
XlogX XlogT
1].
+O< —+ +)

1—100

Démonstration : Nous avons

& (X, 2, [) =3 r(d)f<d§(<j)).

d<X

La formule de Perron tronquée nous donne, avec g = 1+ (log X)™' et T > 1,

Go(X, 2, a,7, f) = 2;/:2%2 ;?f(da(f))Xsd +O( //T > Vd(%)l%)?

2= > |log(X/d)|<u

da(d)

z

(5 =5 [ o) o

avec k1 = 1/log X. Par conséquent,

et la transformée de Mellin de f nous permet d’écrire f ( > sous la forme

K2+100 K1 +iT' 51X51+52Mf(81) T(d)
Gy(X, z,a,r, / ( )ds ds
2( f) 47_(_2 rp—ico )y —iT S9 ;a(d)sld81+82 2 1
X [~ r(d)| du
co(z [y
T I ogsrien &0
1 K1+i00 Ko+iT 51 XlerszM
= ——/ / f(sl)g(sl,sl + S9,a,7)dsodsy
42 K1—1i00 ko —iT S2
XlogX XlogT
@ 1
(oKX Kot )

par ’étude du terme d’erreur faite au lemme 8.11. O
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11.2.2 Résultats intermédiaires

Lemme 11.8
Soit G la fonction définie de la maniére suivante :

l x .
G(a:):{ifo f(u)du szlzxi(),
st x =0,

ot la fonction f est définie au début de la section 7.1.
Nous avons alors, pour s < 1,

Mf(s)
1—s

Démonstration : Par définition de la transformée de Mellin, nous avons

MG(s) = /OO (/f du)dx_/ (/:oxs_Qd-l")f(u)du
:/0 ls—l} f(“)d“:—/o _1( du—_/ .

et nous reconnaissons dans cette derniére intégrale 'expression de M f(s

MG(s) =

Lemme 11.9
Pour 7 > 1, nous avons

1 s10< > <1,
G(r) = 1 1 :
E+O(T) six > 1.

La constante intervenant dans cette majoration est absolue.

Démonstration : Rappelons que la fonction f vérifie

f(x):{l 51:1:\1,

et

Par conséquent, si 0 < x < 1,

Six > 1, nous avons

:i/Ozf(u)du:%/olf(u)dqu%[xf(u)du:éJr(’)(é/leu)

f(w)
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11.2.3 Estimation de Gy(X, z,a,r, f)

Théoréme 11.10
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour X >3,0<2< X, 7>1, P >2 et II(Py, P)
défini par (8.5),

Go(X, 2, a,7, f) = X<1 _ %) 3 %Z)G(@) —i—@(ﬁexp(— W))

z
d|II(Po,P)

*O(v—l)j;ﬁlogz?)’

ot la constante intervenant dépend de ), By, R, m et M.

Démonstration : Rappelons que nous avons obtenu a la proposition 11.7 :

K1+i00 ko+iT 31X51+52M
Sy (X, z,a,r, f) = e / f(81>9(81, 1+ 52, a,7)dsads
™ K1—100 ko—1T S2
XlogX XlogT
@ 1
+ ( o )

pour X >e, 1 <T <XV k= (logX) ‘et ky =1+ (logX)™?
Vérifions d’abord, que nous pouvons ramener, l'intégrale par rapport a la variable s; entre
— T et k1 + 4T, a un terme négligeable pres :

/n1+ioo /nz—i—zT 551 X s1+52 Mf(sl)
K K

14+14T o—1T S2
K K1+K
< BZ 1X 1 2

g(s1, 81+ $2,a,7)dsadsy

ko+iT K1+i00 , g |d82|
. exp (B/(1+ [s1])' ) 1og®" (2 + [s1]) log(2 + [t2] + [t2])| M f(s1)] ds]
ko —iT" k1+iT ‘ 2|
K2+l 10 2 —|— t K1 +i00 7
<X Log(2 F Jfal), 44, log”" (3 + |t2]) Iog(2 + |12]) [ M f (s1)|ds1 .
Kko—iT |82| k1+iT

par le lemme 11.5 et en utilisant le fait que k; + k2 > 1 implique que exp (B’ (1 +
|s1])!7*17%2) < exp(B’). Nous continuons cette majoration en utilisant la majoration de
M f(s) obtenue au lemme 7.7 :

ko+iT log(2 + |t t1+ico ”
D% MWM log™" (3 + [ta]) log(2 + [t1[)[ M f (s1)|ds1 |
ko—iT |S2| w1 il
XoT) [ 0l X (T
(r=12% Juiir t} GV S

Reste a étudier l'intégrale double :

/m—HT /m—HT 81X$1+82Mf(51)
K K

1—¢T

g(s1, 51 + S2,a,7)dsads; .
o—iT 52
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Pour cela, appliquons le théoréme des résidus sur le rectangle de sommets ko — i1, ko +1T,
d+iT et d —iT,oud >1/2, 6 > 1—c/log(2+ |t1] + |ta]) — K1 et § < 1 — K1 < Ka.
D’apres le corollaire 8.3, nous rencontrons un pole en s = 1 — s;. Nous avons alors, avec
S1 = K1 +Zt1 ol ’t1’ < T,

ko+iT o+iT o0—1iT ro—iT X82 X1—51
(/ —|—/ —|—/ —|—/ ) g(s1, 81 + S9,a,1)dse = 2im h(s1,1,a,r),
ro—iT Ko +iT §+iT §—iT S2 I—s1

soit

1—s1

]1+Ig+[3+]4=2i7’(’1 h(sl,l,a,r).

Le corollaire 8.3 nous permet d’obtenir les inégalités suivantes :

Ko+iT o9
(s1,81 + s9,a,7)||dss]

|| < (k2 — 5)/

—lg
§+iT ‘32|

X "
< Tlog(Q + [t 4+ T) log”?" (2 + |s1]) exp <(’)((1 + |31|)1—m—5>>’

o+iT o2
L) < / 951,51+ 59, 0,7)|dss|
6—iT |52’

< X" log T'log(2 + [tr] + ) log™ (2 + [sa]) exp (O((1 + |1 ])' ™))

et

ko+iT oo
I < / X7 g(s1, 51+ s9,0, )| dss|
S4iT |52|

X 1/
< (k2 — 5)?1%(2 + [t + T)log™ (2 + [ s1]) exp <(’)((1 + |51|)1_”1_5)>.

Si nous posons ensuite, pour k = 2,3, 4,

k1+iT

Jp = / 2 XM f (1) Irdsy,
k1—iT

nous avons les majorations suivantes :

k1+iT
o] < / XM f(52)| || ds.|

1—iT

Zme-‘rl Kr1+iT B s
< (ke — §)T/ log(2 + |t1| + T)log”™ (2 + |s1]) exp ((9((1 + |sg])t )>|]\/[f(31)Hd51|
k1—iT
X 2 2\1/2\1-K1—9 e
< (k2 =) log Texp ((O((1+ (k2 +7%)12) 77" / log?" (2 + 1)) M f (s1)llds |
k1—1iT

< (kg — 5)% log T exp ((9((1 + (K2 + T2)1/2)1_“1_5>> (r—1)2,
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k1+iT
< [ X M) s

1—T

k1+iT
<« FF1X I+ logT/ log(2 + [t1] + T) log?" (2 + |s1]) exp (0((1 + |31|)1_“1_52)) M f(s1)||ds1)|
w1—iT
l—ki—6 Kk1+iT .
<XW@ﬂ%mQ%O+M+WWﬂ“D/ log™’ (2 + [s1]) | M f(s1)]|ds:|
k1—1iT

< X*(log T)? exp (0((1 + (K + TQ)I/Q)””)) (r—1)72
et
|J4| < (ko — 5)%10gTeXp <(’)((1 (R + T2)1/2)1_’“‘5>> (r— 1)

En choisissant 6 = 1—xy —c/log(2+2T") et T de telle sorte que log(2T") = clog X/ log(27),
nous obtenons, avec ¢ une constante > 0,

Go(X, z,a,r, ) = X m+iTMh(sl,l,a,r)dsl +O<<Ti(—1>2 GXP<— V CquX))

2w w1 —iT 1—s5

X K1+100 s1 [ X
= — Z—]C(sl)h(sl,l,a,r)dsﬁr(’)(wexp(—\/c’logX)>.
-

2T i —ioo 1—s5

Ecrivons alors h(si,1,a,7) = hp(s1,1,a,7)+h(s1,1,a,7)—hp(s1,1,a,7), ott hp(si,1,a,7)
est défini au début de la sous-section 8.3.2. La démonstration du lemme &.15 nous donne
Iexpression de hp(sy, 1,a,7) :

1 K1+100 s1 N
—_— _Z f(81)hP(81717a7r)d81

2ir ) o 1-—s
1 d) 1 r1F-ico M
=IIC——) 2%5_/' (Z> 1700 g,
p<P P/ gucm P) U J k1 —ico -9

“3),%, o)

d’apreés le lemme 11.8.
Les lemmes 8.12 et 7.7 nous permettent ensuite de majorer I'intégrale suivante :

K1+100 51M
‘/ f(s1) ——————2(h—hp)(s1,1,a,7r)ds;

1—i00 ]_ — S1
Zhp(ky Lagfr]) (770 (L4 ]s1])[M f(s1)]
|ds1 |
\/ﬁlOgP K1—1%00 ’1 - Sll
< 1 /nl—i-ioo |d81’ < 1
(1 = 1)2/Plog P Ju,—ico 151> — (1 —1)2y/Plog P
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11.3 ESTIMATION DE &3(X, z,a,r)

11.3.1 Elimination de la fonction G

Lemme 11.11
Pour z >0, P > 2, II(Py, P) défini par (8.5) et 7 > 1, nous avons

p<P p d|TI(Py,P)
1 r(d) 1 r(d) z
=11 ( p> da(d) 11 ( p> 2 d a(d) +O(tr =)
p<P d|TI(Py,P) p<P d|TI(Py,P)
a(d)<z

La constante intervenant dans cette estimation dépend de ), By, R, m et M.

Démonstration : Nous avons

(-5), % el

)z ) (0)I0-), 2 e ()

p<P d|TL(Py,P) p<P dII(Po,P)

a(d)<z 1< a(d)

Le lemme 11.9 nous donne I'expression de G(x) pour 0 <z < let x> 1:

() 5, o)

p<P p d|T1(Py,P)
1 r(d) ( 1) r(d)
oty ( p) dH(ZPP d - p 2 (d)
< 0,P) p<P d|TII(Py,P)
a(d)<z 1<a(zd)
1 r(d)|
Oz(r-1 1- -
ro(ce-nIl (1) ¥ o
p<P dT(Po,P)
1< D)
1 r(d) ( 1) r(d) ( 1) r(d)
- 1— v 1- - 2 TIT (==
pll ( p) dn(zP:P H p 2 da(d) p 2 (d)
< 0,P) p<P d|TI(Py,P) p<P d|II(Py,P)
a(d)<z a(d)<z

+ (’)(z(r — 1)h (1, 1,a, ’TD)

— 1— =
: H ( p) da(
p<P d|TI(Py,P)

\_/
/\
—_
|

| —
~
=
=
VR
—
|
=
&
~
+
G
—
I
—~
\]
|
[
N~—
SN—
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11.3.2 Démonstration du théoréme 11.1

Nous avons

Z r(d) = 6s(X, z,a,1, f) + O(61(X,2,7,a,1)).
d<X
da(d)<Xz

Les théorémes 11.6 et 11.10 nous permettent d’écrire I’estimation suivante :

= 0-3{1-2) X 10(%4) oK)

ac(ldg))<(Z d|II(Po,P)
Lo X N X X exp (— By/log X)
(r—1)2V/Plog P (loglog(1/ log 7'))1/2 log T '

1

En utilisant le lemme 11.11 et en posant 7 = 1 4+ y~ avec y qui tend vers l'infini, nous

obtenons le théoréme 11.1.
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CHAPITRE 12

UTILISATION DE LA FORMULE DE
MELLIN-BARNES

Dans ce chapitre, nous supposons que les fonctions a(d) et r(d) vérifient les hypothéses
Hi(a, By), Hao(a,m, M), Hs(r,1,Q) et Hy(r, R) introduites au début du chapitre 7.

12.1 FORMULE DE MELLIN-BARNES

Une transformée de Mellin importante est donnée par la formule de Mellin-Barnes que
voici :
Théoréme 12.1
Soient s et A des nombres complezes tels que Rs > 0, arg\ < 7w et A # 0. Nous avons
1 K+100
L)1+ M) = — L(s+ 2)I'(—2)\dz,

2im K—100
pour tout réel k vérifiant —Rs < kK < 0.
Le cas s = 1 mérite d’étre explicité :

Corollaire 12.2
Soit A un nombre compleze tel que arg X < m et A # 0. Nous avons

1 1 1/24i00 A7
oy moeat
L+ X 20 Jij9 0o sin(mz)

Démonstration : Utilisons le théoréme 12.1 avec s = 1 et kK = 1/2. Nous pouvons
simplifier notre expression car

F14+2)0(=2) =z s I
r'(1) B —zF( )T —2) sin(rz)’

grace a la formule des compléments. Par conséquent,

1 1 —1/2+i00 .
L+ X 2im J g0 i sin(mz)

Le changement de variables z — —z nous permet de conclure. U
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12.2 ENONCE DU THEOREME ET DEMONSTRATION

Théoréme 12.3
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour D >3, P > 2 et X > 0,

1 r(d) 1 r(d)
Bd; 1+ Xa(d) 11 (1 p) 2 d(1+ Xa(d))

p<P d|II(Po,P)

+O<(X‘1/2+1)<exp<— @) +\/F+ogp)>’

ou II( Py, P) est défini par (8.5).
La constante intervenant dans cette estimation dépend de (), By, R, m et M.

Démonstration : La formule de Perron tronquée nous donne, pour s > 1,

d Il d D>
DR RY Gl "
= 1+ Xa(d)  2im ). = d (1+ Xa(d)) s2

AT )

VT | 1og(D/d)| <u

et le corollaire 12.2 permet d’obtenir une représentation intégrale du terme 1/(1+Xa(d)) :

1 1 /1/2+z'oo (Xa(d))_sld

HTG@ B 2_2 1/2—ioo Sin(ﬂ'sl) 51-
Cela nous donne, avec k =1+ 1/log D,
1/24i00 k+iT X —s1])s2 d
St 5D,
ng 1 + Xa 471- /2 P00 k—iT Sln 7T81 82 d>1 a(d)51d52

w( [y o

T |1og(D/d)|<u
1/24i0c0  pr+iT X 51 ])s2

= / ————9(s1, S2,a,7)dsads;

1/2—ic0 T sin 7T-Sl 52

D
+(’)(—10gD+TlogT+1)

par le lemme 8.11.

Montrons tout d’abord, qu’a un terme d’erreur négligeable prés, nous pouvons ramener
I'intégrale par rapport a la variable s entre 1/2 — T et 1/2 + 4T :

1/24ic0  pr+iT —s1 [)s2

< X 2D log? T/1/2+i°0 _IOgA(z + |s1])
1/2+iT | sin(7sy)]

< X V2Dlog? Te ™72,

————9(51, $2,a,7)dsads; |ds1]

1/24+4iT  Jr—iT sin(msy)s;
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La fonction h(sy, s9,a,7) = g(s1, 82, a,7)((s2) "1 est analytique pour oo > 1/2. Par consé-
quent, pour oy > 1/2, la fonction g est analytique sauf un pole d’ordre 1 en s, = 1 qui
provient de la fonction (. En appliquant le théoréme des résidus sur le rectangle de som-
mets Kk — i1, K +iT, 0 +iT et 6 —iT on d > 1/2,6 > 1 —c¢/loglts| et § < 1 < K, nous
avons alors, avec s; = 1/2 4 ity ou || < T,

k41T 0+iT 6—iT k—iT Ds2
(/ _|_/ -1_/ +/ ) g(81, 82,a,1)dsy = 2imDh(sy, 1,a,r)
k—iT Kit §+iT §—iT 52

]1 + .[2 + 13 + ]4 == 2i7TDh(81, 1,(1,7’).

soit
Le corollaire 8.3 nous permet de majorer les intégrales I, I3 et I :

K/-‘r’LT D0'2
wg/ D% g(s1, 52, a,7) | ds
§-+iT ’52|

D
< ZlogTexp (O((1+s1))' ") ) log™ (2 + [sal),

o+iT o
D%%|g(s1, 89,a,T _
|]3|</5 ; 9 |152|2 >’|d32|<<D5(1ogT)2exp (O((1+|31|)1 5)>logA(2+|81|)
et
D 1-5 A
|| < TlogTexp ((’)((1—1— |s1]) )> log™(2 + |s1])-

Si nous posons ensuite, pour k = 2,3, 4,
V24T xr—s1
I :/ ——Iidsq,
1

nous avons les majorations suivantes :

1/244T d
< xe [pde
1/2—iT | sin(7sy)]
X-12p 1/2+T log" (2 + [s1])
< logT/ exp <O 1+ |sy)t° )— ds
7 s SO0 e
X—1/2D _ 1/2+iT1 A )
< log T exp (O<(1+(1/4—|—T2)1/2)1 5))/ Musﬂ
1/2—iT | sin(7s1)]|
X~12p _
< log T" exp (O((1+(1/4+T2)1/2)1 5)),
| J5] < X~1/? v Iy — 1l XV2D%log?T O((1+ (1/4+ T2
3‘ X \ja—iT ’ 3”Sin(ﬂ'81)| < og exXp ( _'_( / + ) )
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et

1/2+4T |ds | x-12p -
J. <X1/2/ I ! logT (9< 14 (1/4 + T2)1/2 ) '
2 1/2—4T | 4‘|Sin(7r31)| < T 0g 1 exp ( +(1/44+1T77) )

En choisissant § = 1 — ¢/ log T, nous obtenons alors

Z T(d) B D 1/24i00 X1
1+ Xa(d) 2 Jyj9 joo sin(msi)

d<D

h(s1,1,a,7)ds;

~1/2

D D
+ O<X1/2Dlog2 Te ™1/% 4 T log D + TlogT +1+ log T 4+ X~ Y2D% log? T>.

En prenant T de telle sorte que

nous avons

D 1/24i00 X st
Z r(d) - = : h(sl,l,a,r)dsl+O((X_1/2+1)D8Xp<_VCIOgD))'

= 1+ Xa(d)  2i Jipi0e sin(msi)

Nous écrivons

1 1/2+i00 X—sl

— h 1,a,r)d
o7 ey

1 1/24ic0  yr—s1 1/2+ico  yr—s1
= —/ ——hp(s1,1,a,r)ds; + —/ - (h—hp)(s1,1,a,7)ds;.

2i J1/2i0o Sin(781) 1/2—ico SIN(T51)

Le lemme 8.15 et le corollaire 12.2 nous permettent d’estimer la premiére intégrale :

L s xo Y e 1 [ (Xal) ™
_ hp(si,Lar)ds, = TT (1= = ") L “yad)
2i J1/9—i0o sin(msy) pls1, 1 a,7)ds) H< p) Z d 21 / , sin(7sy ) o1

p<P d|T1(Po,P) 1/2—ico
r(d)
= H 1— —) Z S S’
p<P ( d|TI( Py, P) d(1+ Xa(d))

Et le lemme 8.12 nous permet d’estimer la deuxiéme intégrale :

1 1/2+4i00 X1
o N h/ — h , 1, , d <
20 /1/21'00 Sln(ﬂsl)( p)(s1,1,a,7)ds;

X~hp(1/2,1,0, !rl)/lmm LIl g
— " _lds;

\/ﬁlog P 1/2—ic0 | sin(msy)]|
X—1/2
L ——.
\/ﬁlogP
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Par conséquent,

r(d) 1 r(d)
I i (I o7

d<D |TI( Py, P)

+O<(X1/2+ 1)D(exp<— \/@> +\/]_3+0g13)>'

U

Corollaire 12.4
Les deux limites

1 r(d) . < 1) r(d)
hm—Z—et lim 1— - Z _—

D=oo D d<D 1+ Xa(d) e p d|TI(Py,P) d(l + Xa(d))
existent et sont égales.

Démonstration : Soit € > 0. Il existe Dy(e) > 3 et Py(€) > 2 tels que pour tout réel D,
D > Dy, et pour tout réel P, P > P,

1
-1/2 — -
(X +1)(exp< \/clogD> + ﬁlogP) <e

Prenons alors P = Fy(e). Si Dy et Dy sont deux réels supérieurs & Dy, nous avons

1 r(d) 1 r(d)
'E 2 1+ Xa(d) D, 2 1+ Xa(d) S

d<Dy d<Ds

2€.

Cette égalité nous permet d’affirmer que la suite
D = 1+ Xa(d)
est de Cauchy. De la méme facon, nous montrons que la suite
1 d
1 (1 _ _> 3 o rd)
p<P p d|TI(Py,P) d(l + Xa(d))

est de Cauchy. Par conséquent, les deux limites existent. En faisant tendre D et P vers
Iinfini dans ’égalité du théoréme 12.3, nous obtenons 1’égalité des deux limites. U

Corollaire 12.5
1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour D > 3 et X > 0,

%(KZD% :Pli_r,r;o P<1_%) dm%ﬂ%—i—@(()(lm—i—l)ex‘p(— \/@)),

ou I1( Py, P) est défini par (8.5).
La constante intervenant dans cette estimation dépend de @), By, R, m et M.

Démonstration : Il suffit de faire tendre P vers 'infini dans 1’égalité du théoréme 12.3. [J
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12.3 UNE SOMMATION PAR PARTIES

Par sommation par parties, nous pouvons alors estimer la somme suivante :
> i @)
< d(l + Xa(d))

Proposition 12.6
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour D > 3 et X > 0,

r(d) _ . 1 r(d)
Zm—(logl)—i—l)};g&on(l—ﬁ) Z m—i—C

d<D p<P d|TI(Po,P)
+ O((X_1/2 + 1)\/logDe_Vd°gD)
avec
> r(d) , 1 r(d) dt
o [(S T (1-)) &ty
1 d<t 1 + X&(d) P—>oop<P P d|TI(Po,P) d(l + X(Z(d)) t2

et I1( Py, P) est défini par (8.5).

La constante intervenant dans cette estimation dépend de QQ, By, R, m et M.

Démonstration : Posons pour cela

1 r(d)
o I(1-1) ¥
oo L p p d|H(P07P)d(1+Xa(d))

Nous écrivons :

r(d) B r(d) Dat 1
2 (1 + Xa(d)) =21 + Xa(d) (/d 2t E)

d<D d<D

() E b H(T%

d<st

:/1D<Z1+Xa _Cl> @ iZl—i—Tdc)L(d)

d<st d<D

:/100(21+Xa ) /( 1+X;(d)_01)dt (log D+ 1)Ch

d<st <t

—l—(’)(( X240 exp V/clog D )

dt % ¢velogt
(logD—l—lcl—i—/ (Z —Clt)t—2+(9(()(1/2+1)/D et dt)
<t
+(9(( 1/2—1—1 exp( \/clogD>>
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00 e—\/clogt

En évaluant l'intégrale /
D

r(d) B o0 r(d) dt
2 d(1+ Xa(d)) (log D+ 1)C: + /1 (Z 1+ Xa(d) Clt) )

d<D d<t

dt, nous obtenons que

+ (’)((X_1/2 +1) logDe_VdogD).
U

Remarquons enfin que des quantités similaires aux sommes étudiées dans ce chapitre ap-
paraissent au niveau du crible pondéré. Nous pouvons par exemple citer Riesel et Vaughan
[RV83].
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Sixiéme partie

FONCTION DE CONCENTRATION
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CHAPITRE 13

FONCTION DE CONCENTRATION

13.1 DEFINITION ET PREMIERS RESULTATS

La fonction de concentration Qr d’une fonction de répartition F est définie sur R* par
la formule

Qr(l) =sup (F(z+1) — F(2)).
z€R
Nous définissons la concentration Q(F') = Qr(1) et observons que, pour tout £ > 0, nous
avons Qr(¢) = Q(Fy), avec Fy(z) = F(¢z). La fonction F est continue si, et seulement si,
Qr(¢) — 0 lorsque ¢ — 0". La notion de fonction de concentration est particuliérement
bien adaptée a I’étude des convolutions de fonctions de répartition, et nous avons en effet

Q(F * G) < Q(F),

pour tout couple (F,G) de fonctions de répartition.
Une inégalité plus profonde entre la concentration d’un produit de convolution et celle des
facteurs a été donnée par Kolmogorov [Kol56] et [Kol58| puis affinée par Rogozin [Rog61] :

Théoréme 13.1 (Inégalité de Kolmogorov-Rogozin)
Soient {F;}_, une suite finie de fonctions de répartition et F' := Fy x...x I5,. Nous avons
pour £ >0

Qr(l) < 0/ 1+Z (1—Qr (1)),

ot C' est une constante absolue.

Certains mathématiciens se sont intéressés a la concentration de fonctions additives. Pour
une fonction f arithmétique additive, considérons

Ru,v,2) =z '{n:n < z,u< f(n) < v}
et

Qn(z) = sup R(u,u + h, ).

En 1946, Erdos [Erd46a] a démontré les résultats suivants :
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Théoréme 13.2
Q1(x) — 0 lorsque x — oo si et seulement si il existe un nombre A tel que

min <1, (f(p) — )\logp)2>
p

< OQ.

Théoréme 13.3
Qn(x) — 0 lorsque x — oo et h — 0 si et seulement si

> %<oo.

f(p)#0

Ce dernier théoréme a pour conséquence le résultat suivant :
Théoréme 13.4
La suite des solutions de f(n) = u a une densité asymptotique nulle, pour tout u, si et
seulement si Z 1/p < 0.
f(p)#0

Plus de 20 ans plus tard, Halasz [Hal75| donne une version quantitative de ce dernier
théoréme :

Théoréme 13.5
Nous avons

x
n:n<zx, f(n)=u} <K , 13.1
{ ) =)l < s (13.)
ol

1

E(z) = —.

P<ZT p

f(p)#0

La constante impliquée est absolue.

En modifiant quelque peu la méthode d’'Halasz, Ruzsa [Ruz80| démontre, en 1980, le
théoréme suivant :

Théoréme 13.6

ol
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Il améliore [Ruz80| ensuite cette majoration de la maniére suivante :

Théoréme 13.7

ol

W(z) = m/\in (N +U(z,\)).

13.2 FONCTION DE CONCENTRATION ASSOCIEE A r(d)

Nous étendons ici cette notion de concentration en considérant

1
Qn(r,X) =sup — Z r(d)
d<X
u<log a(d)<u+h

?

pour une fonction multiplicative strictement positive a(d) et une fonction multiplicative
r(d) vérifiant les hypothéses Hy(a, By), Ha(a,m, M), Hs(r, £1,Q), Hy(r, R) et Hs(a, R, Q, 0)
introduites au début du chapitre 7, c’est-a-dire que nous possédons des hypotheéses plus
restreintes sur nos fonctions mais nous introduisons un poids multiplicatif.

Nous obtenons alors un résultat analogue a celui du théoréeme 13.3 :

Théoréme 13.8
Qn(r,X) — 0 lorsque X — oo et h — 0.

Démonstration : Le théoréme 8.8 nous dit que

1 Z r(d)] < 1 +exp(—B\/1ogX)

X d<X (log log(1/ log 7'))1/2 log 7

log z<log a(d)<log z+log T

)

soit en choisissant h = log ™ > 0,

1 Z r(d)]| < 1 exp ( = B\/logX)

sup | = ) +
0 | X = (loglog(1/h))"* h

log z<log a(d)<log z+h

Il suffit alors de laisser tendre X vers 'infini et h vers 0. O

Ce méme théoréme nous permet également d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 13.9
Il existe une constante B = B(R,m, M) > 0 telle que pour X > 3,

1
Qexp(—Byiogx) (1, X) < (log log X)172

La constante intervenant dans cette majoration dépend de @), By, R, m, M et 0.
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Démonstration : Il suffit de choisir log 7™ = exp ( — By/log X/2> dans la majoration
du théoréme 8.8. O

Nous en déduisons alors I’analogue du théoréme 13.5 d’Halasz :

Corollaire 13.10
Pour X > 3 et z > 0, nous avons

> ord) < X
= Vl1oglog X

a(d)=z
La constante intervenant dans cette majoration dépend de Q), By, R, m, M et 6.

Démonstration : Pour X > 3 et z > 0, nous avons

1 1 1 1

N Q)| < sup 4)| < sup~ D« —L
Lorof<my T ordicmy X b0l g
<X d<x d<Xx
a(d)=z log a(d)=u u<log a(d)ute~BVIEX

d’apreés le théoréeme précédent. O

Remarque 13.11
En gardant les notations du théoréme 13.5, Halasz affirme dans [Hal75] que la borne de

Uinégalité (13.1) est atteinte si f(p) = 0 ou 1 et Z 1/p = E(x). Ceci nous assure

p<T
fp)=1
loptimalité du résultat du corollaire précédent et de l'inégalité du produit oscillant.
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NOTATIONS

La lettre p désigne un nombre premier > 2.
Pour s € C, Rs représente la partie réelle de s et s représente la partie imaginaire de s.

©(d) représente la fonction d’Euler, c¢’est-a-dire le nombre d’entiers entre 1 et d qui sont
premiers a d.

o(d) représente la somme des diviseurs positifs de 'entier d.
w(d) est le nombre de diviseurs premiers (sans multiplicité) de d.

p(d) est la fonction de Mébius. Nous avons

p(d) = (—1)% si d est le produit de k nombres premiers distincts
et

p(d) = 0 si d contient un facteur carré .

7(x) est le nombre de nombres premiers inférieurs a x.
Pour z € R, sgn(z) désigne le signe de z.

Pour s € C, ((s) représente la fonction zéta de Riemann. Nous avons

) =S =Ta-p"

nz1 p=2

+

Pour z € R, 'expression (1 — )" vaut 1 —z si 2 < 1 et 0 sinon.
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La notation de Landau f = O(g) signifie qu’il existe une constante C' telle que

|fl < Cg.

La notation f = O* (g) signifie que |f| < g, c’est-a-dire qu’il s’agit d’'un O mais avec une
constante implicite égale a 1.

Nous utilisons aussi la notation de Vinogradov f < ¢ qui signifie f = (’)(g). Ces deux
notations sont donc pour nous équivalentes (ce n’est pas toujours le cas en général car
les notations de Landau font appel a la notion de voisinage d’un point ; en ce sens, il est
correct de dire que la notation de Vinogradov correspond & une version uniforme de la
notation de Landau).

(n)

La notation f(n) = Q(g(n)) signifie que lim inf 7 > 0.
n—oo g n
Pour a et b deux entiers positifs, la notation (a,b) = 1 signifie que a et b sont premiers

entre eux.
p”||a signifie : p”|a et p*™ t a ou p|a signifie p divise a.

Pour n un entier et y un réel, la notation n|m, signifie que les diviseurs premiers de n sont
tous inférieurs ou égaux a y.

Pour n un entier et y un réel, la notation (n, w,) = 1 signifie que tous les diviseurs premiers
de n sont plus grands que y.

Pour k, m et n des entiers, la notation m = n[k] signifie que k divise m — n.
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RESUME

Nous traitons deux problémes liés aux séries de Dirichlet. Nous étudions d’abord le pro-
longement analytique d’une certaine classe de séries de Dirichlet & deux variables :

r(d
g(s1,82,a,7) :ZW,

d>1

ou a(d) est une fonction multiplicative strictement positive et r(d) est une fonction mul-
tiplicative. Nous démontrons, sous certaines hypothéses, un théoréme général qui permet
d’approcher cette série de Dirichlet par une série connue, modulo une autre série pour
laquelle nous obtenons des majorations tres précises.

Nous utilisons ensuite cet outil pour obtenir des résultats quantitatifs sur la distribution
des valeurs de fonctions arithmétiques. Sous certaines hypothéses sur les fonctions a(d) et
r(d), nous déterminons
.1
)}gnoo} Z r(d) (0<z<X)

d<Xx

a(d)<z
et mesurons la vitesse de convergence vers la loi limite. La classe de fonctions a(d) est
beaucoup plus large que celle considérée jusqu’a maintenant. L’introduction de r(d) semble
nouvelle.

Mots clés : séries de Dirichlet, produits eulériens, fonctions multiplicatives, prolongement
analytique, distribution limite, transformées de Mellin et de Fourier, fonction Zéta de
Riemann, fonction de concentration, crible pondéré.

Classification Mathématique primaire : 11M41, 11N25, 11N37, 11N60, 11N64, 30B50,
32A99

Classification Mathématique secondaire : 11K65, 11N35, 11N36
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