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Avant-propos

Ces travaux de recherche ont été réalisés dans le cadre d’une collaboration entre le labora-
toire SYMME localisé à Annecy et l’entreprise CTDEC située à Cluses. Ce projet émarge dans le
programme Tolérancement et Qualité Géométrique des Produits du pôle de compétitivité � Arve-
Industries Haute-Savoie Mont-Blanc�. Il est également soutenu par l’Assemblée des Pays de Savoie.

Créé en 2006, le laboratoire SYstèmes et Matériaux pour la MÉcatronique est l’un des quatre
laboratoires de l’École Polytechnique Universitaire de l’Université de Savoie. Ce laboratoire réunit
les compétences de 44 enseignants chercheurs avec pour buts la mâıtrise des matériaux et l’intro-
duction de l’intelligence dans des systèmes mécaniques pour en améliorer les potentialités et/ou les
performances.

Le Centre Technique de l’industrie du Décolletage (CTDEC) fut créé en 1962 à la demande
du Syndicat National du Décolletage (SNDEC) et de la profession. Il se compose de 68 collabo-
rateurs dont l’objectif est de promouvoir le progrès des techniques, contribuer à l’amélioration de
la productivité et à l’innovation dans l’industrie du décolletage. Le CTDEC est un pilier essentiel
du pôle de compétitivité � Arve-Industries Haute-Savoie Mont-Blanc �, labellisé en 2005 par le
gouvernement français.
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2.3.3.5 Étape 5 : Choix du moyen de mesure . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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2.5 Application à des exemples industriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
2.5.1 Étude d’une surface conique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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4.3 Vers la mâıtrise des procédés : emboutissage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
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4.4.2.2 Algorithme du calcul de débit de fuite . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

4.4.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Conclusion et perspectives 149

Bibliographie 153

A Les tolérances de forme selon ISO 1101 165
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Introduction

Tout est calculé de manière à produire le plus grand effet
avec la dépense et les dimensions les plus petites possibles

[ Jean-Baptiste Vaquette de Gribeauval ]
1715–1789

Préambule

Le concept d’interchangeabilité des pièces mécaniques est l’un des fondements de l’industrie
moderne. Jusqu’au XIXe siècle ce concept a été un vecteur d’innovation tant dans les domaines
de l’usinage que dans l’organisation des ateliers. Les premières tentatives de fabrication de pièces
interchangeables datent du début du XVIIIe siècle avec la normalisation de l’artillerie. Les progrès
les plus importants sont réalisés par Jean-Baptiste Vaquette de Gribeauval qui propose une nouvelle
normalisation. Il invente notamment � l’étoile �, appareil servant à mesurer avec exactitude la
dimension intérieure d’un canon. Il réduit ainsi les tolérances et donc l’espace entre le boulet et
le canon, ce qui améliore portée et précision. C’est en 1817 que l’américain John Hall réussit à
livrer une centaine de fusils à pièces interchangeables. En effet, la précision des pièces produites
a permis leur interchangeabilité. Pour atteindre cette qualité, il fallut modifier les méthodes de
travail, introduire de nouveaux outils, construire de nouvelles machines et instituer des contrôles
stricts. Les caractéristiques modernes de l’industrie se mirent ainsi en place à l’occasion de cette
quête de l’interchangeabilité [Peaucelle, 05].
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2 Introduction

Figure 1 – Platine à silex de fusil

Du concept à la réalisation

La définition d’un produit fait appel à l’utilisation d’un langage établi entre les acteurs interve-
nant dans le cycle de vie du produit : conception, fabrication et contrôle. Il peut s’agir d’un langage
commun, c’est le cas des normes ISO, ou spécifique. Les normes internationales ISO, utilisées cou-
ramment par le concepteur, définissent la manière dont doivent être spécifiées une cote, la ou les
tolérances ainsi que les défauts géométriques de forme, position et orientation qui lui sont associés.
La géométrie cible du produit, définie en conception, n’étant pas réalisable en production, il est
nécessaire de trouver un compromis entre le bureau d’études et les moyens de production permet-
tant de garantir le bon fonctionnement du produit. La mâıtrise des variations géométriques d’un
produit tout au long de son cycle de vie est donc l’enjeu majeur du tolérancement géométrique.

Depuis quelques dizaines d’années, cet enjeu anime un nombre important de travaux de re-
cherche en tolérancement. De plus, l’avènement de la simulation dans ce domaine a permis d’intégrer
une vue plus réaliste dans les modèles de conception des produits et dans les processus de fabrica-
tion, d’assemblage et de contrôle. La mâıtrise de la qualité géométrique des produits se décompose
en six ordres de défauts, définis selon des critères technologiques et mathématiques [ISO-8785, 98].
Si l’on s’intéresse aux expressions des variations d’une géométrie, on doit considérer le modèle qui
permet de la définir. Ces modèles de variations géométriques définissent alors des langages permet-
tant d’échanger sur les limites admissibles par la géométrie observable par rapport à l’idéale. Les
premiers ordres de défauts sur la position et la dimension des surfaces d’un produit sont traités
par des modèles de variations issus principalement de la théorie des mécanismes. Ces modèles
aboutissent à des méthodes d’analyse et de synthèse de tolérances de plus en plus utilisées dans
l’industrie. A l’opposé de ces ordres, nous retrouvons la caractérisation des états de surfaces où les
méthodes de traitement de signal donnent des résultats intéressants. Quant au défaut de forme, qui
se situe entre ces ordres de défaut, il est le parent pauvre de ces modèles de variations.

Ces modèles s’appuient sur un paramétrage de la géométrie et de ses instances. Il doit permettre
de décrire au mieux le réel observé. La capacité croissante des moyens de mesure a permis à de nou-
veaux paramétrages d’exprimer la géométrie mesurée avec une plus grande précision. L’émergence
des moyens de mesure d’une part et la nécessité d’un modèle de variations des formes géométriques
d’autre part nous ont poussés à définir un nouveau paramétrage. Introduit par des travaux de
recherche sur la corrélation entre les vibrations sonores d’une cloche et ses défauts géométriques,
le paramétrage modal permet de modéliser un élément géométrique dans un espace de formes
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géométriques, issues de la mécanique vibratoire.
Au cœur du modèle de variations, ce paramétrage nous permet de définir le tolérancement mo-

dal. Le déploiement de ce modèle de tolérancement est l’objet des travaux qui seront présentés dans
ce document. Introduit dans le domaine de la métrologie dans un premier temps, le paramétrage
modal est utilisé pour visualiser les défauts géométriques des surfaces : c’est la Métrologie Modale
des Surfaces (MemoSurf®). Au delà de la visualisation, la métrologie est également une étape
de vérification des spécifications géométriques. La définition d’exigences fonctionnelles est donc
indispensable à notre modèle de tolérancement. Nous essaierons donc de définir un langage de
spécification à travers le paramétrage modal.

L’objet des travaux

L’objectif global de ces travaux est de proposer un paramétrage des formes à partir duquel
nous essayons de définir un modèle de tolérancement. Le domaine de prédilection du paramétrage
modal étant le défaut de forme voire d’ondulation, les exigences fonctionnelles, que nous tentons
de définir, s’appliquent à des pièces ou des mécanismes où la forme des surfaces fonctionnelles est
essentielle à la fonctionnalité. Cependant pour pouvoir spécifier les surfaces fonctionnelles, il faut
être en mesure de caractériser les défauts géométriques de ces surfaces. Une grande partie de ces
travaux a donc été consacrée au développement d’un outil d’expertise métrologique de la forme des
surfaces.

Le chapitre 1 présente un état de l’art des différents paramétrages de formes que nous avons
pu recenser au cours de nos travaux. Ne pouvant pas être exhaustifs, nous proposons de classer les
différentes approches selon qu’elles soient dans une démarche de description ou de reconstruction.
Nous distinguons pour chaque approche le fait que le paramétrage caractérise globalement la sur-
face ou au contraire nécessite une partition de la surface permettant de réaliser un paramétrage par
morceaux, que l’on identifie comme étant un paramétrage local. Un paramétrage basé sur une ap-
proche descriptive caractérise la forme d’une surface dans un espace de paramètres de forme définis
explicitement. Quant aux paramétrages basés sur des méthodes de reconstruction, ils s’attacheront
davantage à la qualité de la modélisation de la surface qu’à la valeur des paramètres.

Le chapitre 2 introduit le paramétrage modal appliqué dans le domaine de la métrologie des sur-
faces. Ce paramétrage de type descriptif permet de caractériser des défauts géométriques de forme
de la surface considérée. Il résulte d’une méthode de décomposition que l’on nomme Décomposition
Modale Discrète (DMD). La DMD va décomposer la surface, connue de manière discrète, dans un es-
pace de descripteurs qui dérivent du domaine de la mécanique vibratoire, d’où le terme �modale �.
Une formalisation de l’application métrologique, dont a fait l’objet cette méthode de décomposition,
est déployée à travers 10 étapes. L’expertise d’un lot de surfaces nous amène à définir un ensemble
d’outils statistiques permettant ainsi de caractériser non seulement les défauts géométriques du lot
mais aussi la signature du procédé de fabrication et/ou mesure.

Nous proposons dans le troisième chapitre d’étudier la prise en compte du défaut de forme dans
un processus d’assemblage pour en évaluer sa précision. Nous présentons un bref état de l’art sur
les différents modèles et outils du tolérancement 3D qui abordent la problématique d’assemblage
sans jeux et à efforts imposés. Telles sont les hypothèses dans lesquelles nous nous plaçons. Nous
suggérons de compléter le paramétrage des surfaces associées par le paramétrage modal. La perti-
nence de la prise en compte des défauts de forme est alors présentée en évaluant la conformité d’un
assemblage de deux pièces puis celle d’un lot d’assemblages.

Enfin, dans le quatrième chapitre, nous présentons nos avancées sur les spécifications fonction-
nelles. De nos jours, nous constatons que les tolérances liées à ces exigences sont de plus en plus
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serrées compte tenu des fonctionnalités à garantir. Or, le tolérancement par zone ne fait pas la
distinction entre les ordres de défauts. Afin de spécifier au plus juste, nous introduisons deux ap-
proches construites à partir du paramétrage modal. La première va définir un ensemble de bilimites
sur chaque paramètre ou groupe de paramètres modaux et la deuxième tiendra compte des com-
binaisons possibles de ces paramètres modaux. Nous présentons ensuite deux démarches sur des
problèmes industriels qui nous permettrons d’estimer des variations admissibles sur les paramètres
modaux. L’une portera sur la mâıtrise d’un procédé de fabrication et l’autre sur la spécification
d’un besoin.



1
Comment décrire la forme géométrique d’un produit ?

Objectif du chapitre

L’objectif est de présenter au lecteur un ensemble

de paramétrages des formes géométriques. Tout

d’abord, nous rappelons les concepts généraux d’un

langage de spécification normalisée. A travers ce

rappel, nous introduisons la pertinence de ces pa-

ramétrages dans la spécification géométrique des

produits. Nous proposons, dans la suite, une clas-

sification de ces différents paramétrages extraits de

la littérature scientifique. Sans vouloir être exhaus-

tif, nous nous attacherons aux méthodes de pa-

ramétrage dont les applications peuvent être liées

au tolérancement géométrique.

1.1 Relation entre mesure et caractéristiques

Jusque dans les années 70, les dessinateurs disposaient d’un langage normalisé basé sur les
longueurs et les angles avec une tolérance minimale et maximale. Ce langage était à l’image des
moyens de mesure dimensionnels de l’époque. Par la suite, le concept de tolérancement géométrique,
qui consiste à définir les limites des variations des éléments géométriques, s’est développé tant dans
son utilisation que dans la production des normes. Face à ce langage normalisé, l’avènement des
moyens de mesure par points nous a amené à constater que les difficultés rencontrées par les
industriels apparaissent lors de l’étape de vérification de la qualité géométrique du produit. En
effet, le métrologue soulève des interrogations dans la vérification du produit que ne se posaient
pas le concepteur dans la spécification de celui-ci. Un langage univoque, appelé GeoSpelling, a
ainsi été introduit par Mathieu pour la spécification et la vérification géométrique des pièces et
des assemblages [Mathieu et Ballu, 03]. En 2005, il fait l’objet d’un document normalisé intitulé
� Spécification géométrique des produits (GPS) - Concepts généraux - Modèle pour la spécification
et la vérification géométriques � [ISO/TS-17450-1, 05].

Nous présentons, dans le paragraphe suivant, les principaux concepts du langage GeoSpelling.
Cette démarche univoque pour la spécification des produits ainsi que pour la vérification s’avère
être un langage référence dans les concepts généraux de la spécification géométrique des produits.

5
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Il nous parâıt intéressant de situer nos travaux de recherche, qui s’attachent à mâıtriser la qualité
géométrique des produits, par rapport à cette approche unifiée et systématique.

1.1.1 Les concepts du langage GeoSpelling

Le langage Geospelling repose sur deux idées [Ballu et al., 01]. La première idée définit un
modèle de pièces avec défauts pour le concepteur, appelé � skin� modèle (figure 1.1). Le concepteur
pourra ainsi simuler les variations de la surface au niveau conceptuel et optimiser les valeurs de
limites maximales tolérées (les tolérances) pour lesquelles le besoin fonctionnel de la pièce est
toujours assuré.

Figure 1.1 – Modèle nominal et � skin � modèle défini par [Ballu et al., 01]

La deuxième idée établit un processus de déclaration des éléments géométriques pour décrire
la dimension, que l’on souhaite spécifier ou vérifier. La définition suivante d’une spécification
géométrique en émane : une spécification est une condition sur une dimension définie par une
caractéristique. Cette caractéristique s’exprime sur un élément géométrique ou entre des éléments
géométriques identifiés par des opérations à partir du � skin � modèle (figure 1.2).

Figure 1.2 – Définition d’une spécification énoncée dans Geospelling [Ballu et al., 01]

Dans les concepts du langage GeoSpelling, les caractéristiques font référence à des grandeurs
dimensionnelles définies sur ou entre des éléments géométriques. Elles peuvent être de différentes
natures, par exemple le diamètre d’un cercle est défini comme étant une caractéristique dite in-
trinsèque et la distance d’un point d’un élément par rapport à un autre élément définira une
caractéristique de situation. Afin d’identifier les éléments géométriques sur lesquels sont définies
ces caractéristiques, GeoSpelling propose six opérations nommées : partition, extraction, filtrage,
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collection, association et construction (figure 1.3). La description de la géométrie des produits avec
ou sans défauts géométriques sera basée sur ces six opérations.

Figure 1.3 – Six opérations pour l’identification des éléments géométriques

En restant dans la généralité de ce processus de description,
� l’opération de partition est utilisée pour identifier des éléments géométriques non idéaux 1

et idéaux 2.
� L’opération d’extraction, qui suit, permet d’identifier des points spécifiques à partir d’un

élément géométrique, idéal ou non.
� Le filtrage permet de réduire le niveau d’information nécessaire à la définition d’un élément

non idéal.
� Les éléments non idéaux sont ensuite ajustés selon différents critères d’association par des

éléments idéaux.
� L’opération de collection identifie les groupes d’éléments idéaux ou non, conformément aux

fonctions du produit.
� Enfin, la construction est l’opération utilisée pour construire un ou plusieurs éléments idéaux

à partir d’autres éléments idéaux en respectant un ensemble de contraintes.
Une dernière opération d’évaluation permet d’identifier la valeur d’une caractéristique ou d’une
fonction d’une caractéristique pour évaluer une condition de conformité par exemple.

Comme nous venons de l’exposer, l’utilisation de GeoSpelling est un concept général qui peut
aussi décrire les processus de mesure. Les concepteurs et les métrologues disposent ainsi d’un
langage commun pour, respectivement, spécifier et vérifier la qualité géométrique des produits (cf.
figure 1.4).

1. un élément non idéal est un élément géométrique dont la définition dépend entièrement d’une pièce réalisée ou

imaginée

2. un élément idéal fait référence à un élément géométrique entièrement défini à un nombre fini près de ca-

ractéristiques
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Figure 1.4 – Dualité entre la spécification et la vérification [ISO/TS-17450-1, 05]

1.1.2 Le paramétrage de la géométrie

La notion de paramétrage géométrique permet de déterminer les caractéristiques utilisées dans
l’expression des spécifications. Soit elles caractérisent directement le défaut spécifié, soit elles sont
utilisées comme contrainte dans une opération ou comme un objectif à optimiser. Les documents
normatifs [ISO/TS-17450-1, 05], issus du langage conceptuel GeoSpelling, définissent trois types
de caractéristiques :

� les caractéristiques intrinsèques définies sur des éléments géométriques idéaux (cf. §1.1.2.1),
� les caractéristiques de situation définies entre des éléments idéaux (cf. §1.1.2.2),
� les caractéristiques de situation définies entre des éléments idéaux et non idéaux (cf. §1.1.2.3).

1.1.2.1 Les caractéristiques intrinsèques des éléments idéaux

Des exemples de caractéristiques intrinsèques sont donnés dans le tableau 1.1. Elles ont été
classées selon la classe d’invariance de l’élément idéal. Les classes d’invariance sont définies par les
degrés de liberté d’un élément qui le laissent géométriquement invariant. Par exemple, la rotation
d’un cylindre autour de son axe laisse invariant sa géométrie, on dira alors que c’est un degré
d’invariance [Clément et al., 98].
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Classe d’invariance Type Exemples de caractéristiques
intrinsèques

complexe
courbe elliptique longueur du petit et du grand axe
surface polaire position relative des pôles
. . . . . .

prismatique
prisme avec une base ellip-
tique

longueur du petit et du grand axe

prisme avec une base en
développante de cercle

rayon de la base

. . . . . .

de révolution

cercle diamètre
cône angle au sommet
tore diamètres de la génératrice et de la

directrice
. . . . . .

hélicöıdale
ligne hélicöıdale pas de l’hélice et rayon
surface hélicöıdale avec une
base en développante de cercle

angle d’hélice, angle de pression,
rayon de la base

. . . . . .

cylindrique
droite aucune
cylindre diamètre

plane plan aucune

sphérique
point aucune
sphère diamètre

Tableau 1.1 – Exemples de caractéristiques intrinsèques d’éléments idéaux [ISO/TS-17450-1, 05]

1.1.2.2 Les caractéristiques de situation entre éléments idéaux

Les caractéristiques de situation définissent la situation relative entre deux éléments idéaux
(position et orientation). Des éléments de situation sont définis pour situer les éléments idéaux
dans l’espace (une matrice de rotation et un vecteur translation). Chaque élément étant situé par
rapport à un repère global de l’espace, il est simple d’en déduire la position et l’orientation relative
entre deux éléments. Les caractéristiques de situation entre éléments idéaux peuvent donc se séparer
en caractéristiques de position et caractéristiques d’orientation (cf. tableau 1.2).

Caractéristiques de position
distance point-point
distance point-droite
distance point-plan
distance droite-droite
distance droite-plan
distance plan-plan

Caractéristiques d’orientation
angle droite-droite
angle droite-plan
angle plan-plan

Tableau 1.2 – Caractéristiques de situation [ISO/TS-17450-1, 05]
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1.1.2.3 Les caractéristiques de situation entre éléments idéaux et non idéaux

Les caractéristiques de situation définies entre éléments idéaux et non idéaux sont également
utilisées pour situer les éléments idéaux et non idéaux entre eux. Elles sont définies par les distances
ou des fonctions des distances, calculées entre chaque point de l’élément non idéal et l’élément idéal.
La figure 1.5 montre un exemple de caractéristiques de situation entre un élément idéal (un cercle)
et un élément non idéal (un cercle avec des erreurs de forme). Les fonctions généralement utilisées,
sont le maximum, le minimum, la somme des carrées des distances.

Figure 1.5 – Caractéristiques de situation entre éléments idéaux et non idéaux - Extrait de la norme
[ISO/TS-17450-1, 05]

En reprenant l’exemple de la figure 1.5, on peut imaginer qu’un métrologue chercherait à
évaluer la circularité telle qu’elle est décrite dans les normes sur le tolérancement géométrique
[NF-ISO-1101, 06]. Dans ce cas, la circularité est définie par une zone de tolérance t, limitée par
deux cercles concentriques situés dans la section droite considérée (cf. figure 1.6(a)). La valeur
de circularité sera donnée par la différence des deux rayons des cercles. Dans cet exemple, la ca-
ractéristique de situation est la circularité définie par la différence des rayons des cercles (éléments
de situation).

(a) (b)

Figure 1.6 – La circularité comme caractéristique de situation
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La figure 1.6(b) nous présente l’évaluation de la circularité sur un autre élément non idéal.
On constate que la zone de tolérance t peut avoir la même valeur, alors que l’élément non idéal
est géométriquement différent. Il nous parâıt donc nécessaire d’étendre l’expression de ces ca-
ractéristiques de situation pour différencier ces deux éléments.

La problématique, qui vient d’être soulevée, est justement le coeur des travaux de recherche
qui vont être exposés dans ce document. Lorsqu’il s’agit de spécifier la forme géométrique d’un
élément, la valeur de la zone de tolérance n’est pas une caractéristique de situation suffisante pour la
différencier. Nous proposons l’idée d’introduire un paramétrage de la forme géométrique permettant
ainsi de définir des caractéristiques, que l’on pourra utiliser dans l’expression des spécifications. Il
existe un nombre important de paramétrages de forme, dont certains ont d’ailleurs fait l’objet
de normes dans le domaine de la spécification géométrique des produits. Nous essaierons dans la
section 1.2 suivante d’établir une classification de ces différents paramétrages de forme.

1.2 Proposition d’une classification des paramétrages de forme

Dans les concepts normalisés de la spécification géométrique des produits liés aux tolérances
de forme, on peut identifier deux types de paramétrages de forme. On trouve, tout d’abord, un
paramétrage par des composantes harmoniques (ondes sinus et/ou cosinus) provenant de la trans-
formée de Fourier de la mesure [ISO/TS-12181-1, 03]. Nous détaillerons dans le §1.2.2.2 différentes
applications de ce paramétrage. Le deuxième paramétrage a fait l’objet d’une norme spécifique dans
le domaine de l’optique et des instruments d’optique [NF-ISO-10110-5, 08]. Il décrit la forme
géométrique des éléments avec des combinaisons linéaires des polynômes de Zernike (cf. §1.2.2.2).

Outre ces aspects de spécifications géométriques des produits, il existe une multitude d’autres
paramétrages de forme. En effet, durant ces dernières années, beaucoup de techniques de description
et de représentation des formes ont été développées. Et, au fur et à mesure, ces techniques ont trouvé
de plus en plus de domaines d’applications.

Parti du constat que, pour identifier, trier ou encore regrouper des images d’une collection
ou d’une grande base de données, une description de la forme visuelle de celles-ci pourrait avoir
un grand intérêt, Zhang présente un état de l’art de différentes techniques de représentation et de
description des formes [Zhang et Lu, 04]. Il propose une classification de différentes méthodes pour
décrire la forme des contours et des régions localisées sur les images. Ces techniques se généralisent
sur des objets 3D et la grande majorité de ces méthodes de description font appel à des méthodes
basées sur des modèles dits déformables. La notion de modèle déformable a été introduite par Kass
dans les années 80 [Kass et al., 88], avec des modèles 2D de contours actifs permettant la détection
et le suivi de frontières sur des images numériques. Un modèle déformable est défini par :

� une représentation géométrique de la surface déformable, qui constitue le paramétrage de la
surface,

� à laquelle on associe un modèle de déformation, permettant ainsi d’ajuster au mieux le pa-
ramétrage précédent à la surface déformée.

Pour des cas 3D, Terzopoulos et Metaxas proposent une représentation paramétrique des surfaces
par des superquadriques, associées à un modèle dynamique 3D qui se déforme localement et globa-
lement, qui sera développé dans la section 1.2.3.1 [Terzopoulos et Metaxas, 91].

McInerney et Terzopoulos dressent à ce propos un état de l’art sur les modèles déformables ap-
pliqués à l’imagerie médicale [McInerney et Terzopoulos, 96]. En effet, ces modèles s’avèrent
être très efficaces et robustes dans la segmentation, l’extraction et le suivi de contours et de sur-
faces. Montagnat et al. exposent une vision plus générale de ces modèles et leurs applications, en
proposant une classification des différentes représentations géométriques des surfaces déformables
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et un état de l’art des différents modèles de déformations [Montagnat et al., 01]. Cette clas-
sification fait la distinction entre les surfaces déformables ayant une représentation discrète et
continue. Chacune des familles est divisée en sous catégories, les surfaces continues peuvent être
paramétrées par des équations implicites ou explicites alors que les surfaces discrètes sont principa-
lement représentées par des maillages discrets ou par des réseaux de particules. Sur des applications
de reconnaissance de forme, Cheung et al. exposent une classification de type matriciel des modèles
déformables [Cheung et al., 02]. D’un coté, ils opposent les modèles déformables paramétrés avec
des caractéristiques locales et ceux paramétrés avec des caractéristiques globales. De l’autre, ils
font la distinction entre des modèles dit de description et des modèles basés sur des prototypes. Les
modèles, dit de description, décrivent explicitement la forme et ensuite sont ajustés avec un modèle
de déformation, modifiant ainsi l’espace des paramètres de forme. Les autres modèles vont chercher
à paramétrer directement les déformations de l’objet en partant d’un prototype particulier qui le
représente.

Le travail de synthèse, réalisé par les équipes de recherches citées précédemment, a permis de
mettre en évidence un certain nombre de paramétrages et de groupes différents de paramétrages de
forme. Tous regroupés par la notion de modèle déformable, les domaines d’applications, auxquels
font référence les auteurs précédents, touchent principalement l’imagerie numérique 2D et 3D.

Nous proposons dans la suite d’établir une classification des différents paramétrages (cf. ta-
bleau 1.3), principalement inspirée par cette littérature sur l’imagerie numérique. Sans vouloir être
exhaustif, nous énumérons et détaillons un certain nombre de paramétrages, qui nous paraissent suf-
fisamment caractéristiques pour décrire la forme d’éléments géométriques. Nous illustrons également
chaque paramétrage traité, par un bref état de l’art dont les travaux sont orientés dans le domaine
de l’ingénierie mécanique.

1.2.1 Proposition de taxinomie des paramétrages de forme

Nous avons fait le choix d’un classement de type matriciel : paramétrage local vs. global et
paramétrage descriptif vs. de reconstruction. Les méthodes de paramétrage local réalisent un
découpage de l’élément géométrique à caractériser et modélisent la forme de chaque partie découpée
avec des caractéristiques de forme, alors que les paramétrages globaux s’attachent à représenter la
forme de l’élément géométrique complet. Les paramétrages basés sur une approche descriptive
décrivent la forme dans un espace de paramètres de forme définis explicitement. Et d’un autre coté,
les paramétrages basés sur des méthodes de reconstruction se concentrent davantage sur la qualité
de la reconstruction que sur la pertinence des caractéristiques du paramétrage.

Cependant, on peut représenter ou identifier un élément géométrique autrement que par un
paramétrage géométrique. Dans une revue bibliographique, Iyer et al. exposent un ensemble de
techniques destinées à la recherche de forme 3D dans une base de données [Iyer et al., 05]. Ces tech-
niques sont basées sur les différents paramétrages des formes. Ils répertorient ces paramétrages dans
six catégories. On y retrouve les paramétrages de type géométriques ainsi que des représentations
basées sur des graphes (graphes squelettes, graphes de Reeb, etc.) ou encore des histogrammes de
distribution de points de mesure. Les techniques basées sur les graphes offrent effectivement une
grande rapidité dans ce type d’application mais la conversion qui permet de représenter la géométrie
en 3D est généralement limitée à des topologies d’éléments géométriques simples.
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Paramétrage Local Paramétrage Global

Description
– Transformée en cosinus discrète

(DCT) appliquée au JPEG
– Décomposition sous structurale

Par des descripteurs a priori :
– Décomposition de Fourier
– Décomposition en cosinus
– Harmoniques sphériques
– Polynômes de Zernike
– Polynômes de Chebyshev
– Décomposition en Ondelettes
– Décomposition modale

Par des descripteurs a posteriori :
– Analyse en Composantes Principales
– Décomposition Modale Empirique

Reconstruction

– Courbes et surfaces paramétrées
– Modèles de contours actifs
– Modèle local basé sur des super-

quadriques
– Surfaces fractales

– Surfaces de niveaux
– Modèle basé sur des superquadriques
– Enveloppe convexe
– Construction de formes technolo-

giques

Tableau 1.3 – Classification des paramétrages de forme

1.2.2 Approche descriptive

Nous qualifions les paramétrages de descriptifs, lorsqu’ils nécessitent l’utilisation d’un ensemble
de descripteurs. Nous définissons un descripteur comme étant un modèle de représentation des
éléments géométriques. La forme de l’élément géométrique peut ainsi être décrite dans un espace
de descripteurs. Les descripteurs sont définis explicitement, soit a priori, c’est-à-dire sans aucune
prévision de la forme de l’élément géométrique, soit a posteriori, à ce moment-là les descripteurs
sont estimés à partir d’un élément ou d’un lot d’éléments géométriques.

1.2.2.1 Paramétrage local

Dans la famille des paramétrages de type descriptifs, on distingue les paramétrages agissant
localement sur les éléments géométriques de ceux qui caractérisent globalement les éléments. Cette
méthode consiste à réaliser une partition de l’élément géométrique en plusieurs morceaux sur les-
quels seront appliqués le paramétrage descriptif choisi. Par la synthèse de ces paramétrages locaux,
on décrira la forme globale de l’élément géométrique.

Une application très répandue, qui utilise ce type de paramétrage, est la norme de compres-
sion JPEG [ISO/CEI-10918-1, 94] (acronyme de Joint Photographics Experts Group) employée
en imagerie numérique. Cette norme, née d’un rassemblement de professionnels de l’industrie de
l’image, est basée sur la DCT (Discrete Cosinus Transform). En résumé, le principe est le suivant,
chaque image numérique est découpée en carreaux, généralement 64 (8×8) ou 256 (16×16) pixels
(cd. figure 1.7). Ensuite, selon le type de codage des couleurs adopté, chaque � couleur � de chaque
carreaux de pixels subit une transformation numérique. La transformation numérique appliquée
est donc la DCT ou transformée discrète en cosinus en français. Cette transformation permet de
décrire chaque bloc par un spectre de fréquences et d’amplitudes plutôt qu’en pixels et en cou-
leurs. Une opération de quantification permet de compresser les données. La synthèse de chaque
transformation permet de compresser l’image totale.



14 Comment décrire la forme géométrique d’un produit ?

Figure 1.7 – Ordre de codage défini par la norme JPEG

Dans cette application, la transformée discrète en cosinus (cf. équation 1.1) réalise un pa-
ramétrage de chaque bloc de pixels, en décomposant l’information de � couleur � dans un espace
de description défini par une base de fonctions (cf. figure 1.8). Dans le cas de la DCT, les fonctions
sont des combinaisons d’harmoniques en cosinus.

C(u, v) = α(u)α(v)
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y) cos
(
π(2x+ 1)u

2N

)
cos
(
π(2y + 1)v

2N

)
(1.1)

pour u, v = 0, 1, 2, . . . , N − 1. La transformation inverse est définie par l’équation 1.2 suivante,

f(x, y) =
N−1∑
u=0

N−1∑
v=0

α(u)α(v)C(u, v) cos
(
π(2x+ 1)u

2N

)
cos
(
π(2y + 1)v

2N

)
(1.2)

pour x, y = 0, 1, 2, . . . , N − 1 et α(u) et α(v) sont définies par l’équation 1.3.

α(u) =


√

1
N pour u = 0√
2
N pour u 6= 0

(1.3)

Nous montrons sur la figure 1.8, la représentation de la base des fonctions cosinus pour N = 5. On
observe une progression de la complexité de la base dans les directions horizontales et verticales,
qui s’explique par l’accroissement de la fréquence des cosinus.



1.2 Proposition d’une classification des paramétrages de forme 15

Figure 1.8 – Base des fonctions cosinus de la DCT. La couleur verte représente une amplitude nulle,
le rouge représente les amplitudes positives et le bleu représente les amplitudes négatives

Il est intéressant de préciser que nous avons présenté la DCT bidimensionnelle, puisque les
objets à décrire étaient bi-paramétrés, mais sa première utilisation est monodimensionnelle.

Ce type de paramétrage rejoint les méthodes de sous-structuration en dynamique des structures.
En effet, ces méthodes permettent d’étudier le comportement d’une structure à travers plusieurs
sous-structures. La principale différence est que la sous-structuration peut garantir des conditions
de continuité (libre et/ou fixe) entre les sous-structures (cf. figure 1.9). On peut imaginer décrire la
forme des éléments géométriques par un comportement mécanique donné et le paramétrer par les
équations classiques de la mécanique. On retrouvera ce type de démarche dans des paramétrages
orientés reconstruction (cf. §1.2.3) qui, par application de contraintes mécaniques à la structure, se
conformera à la forme de l’élément géométrique.
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Figure 1.9 – Méthode de sous-structuration

En restant dans le domaine de la mécanique, on trouve dans la littérature des paramétrages
issus des équations de la dynamique. La résolution de ces équations permet d’obtenir les modes
naturels de vibration de la structure modélisée. Ainsi par une combinaison des formes particulières
des modes, on dispose d’un paramétrage de la forme. Initié par des travaux sur les techniques de
reconnaissance d’images, notamment par l’équipe américaine de Pentland [Pentland, 90] puis celle
de Nastar à l’INRIA [Nastar et Ayache, 93], nous considérons ce paramétrage original comme
un paramétrage descriptif dans notre classification. Pour en revenir à l’objet de ce paragraphe,
ce paramétrage par comportement dynamique peut s’associer aux méthodes de sous-structuration
pour définir des caractéristiques locales. Nous porterons une attention particulière à ce paramétrage
dans la suite de ce manuscrit puisqu’il est à l’origine des travaux qui y seront développés.

1.2.2.2 Paramétrage global

Les paramétrages globaux, que nous qualifions de descriptifs, reposent sur une base de des-
cription. Nous verrons qu’il existe plusieurs méthodes pour générer ces bases. Le principe est
simple, il s’agit d’identifier les descripteurs ou paramètres qui caractérisent au mieux la forme de
l’élément géométrique. En réalité, cette opération d’identification se traduit par une décomposition
de la forme dans l’espace des descripteurs définis par la base. Nous nous intéresserons moins aux
différentes méthodes de décomposition qu’aux différentes bases existantes, qui ont fait l’objet d’ap-
plications concrètes. Nous avons choisi de séparer les bases de description définies a priori, qui sont
complètement décorrélées de la forme de la géométrie, des bases définies a posteriori, c’est-à-dire
inhérentes à la forme de la géométrie.

� Descripteurs définis a priori

(a) Décomposition en cosinus. Ce paramétrage est basé sur la transformée discrète en cosinus
(DCT) décrite dans le paragraphe précédent 1.2.2.1. Contrairement à son utilisation locale pour la
compression d’image, les paramètres résultants de la décomposition (cf. équation 1.1) caractérisent
la forme globale de l’élément géométrique. Il permet d’avoir une description de la forme par une
combinaison des harmoniques en cosinus. Ces harmoniques, appelées communément modes, forment
une base orthogonale ce qui assure l’indépendance des paramètres. La transformée inverse (cf.
équation 1.2) permet de reconstruire la forme de la géométrie à des écarts près, compte tenu du
nombre de modes sélectionnés.
Dans la thématique du tolérancement géométrique, Huang et Ceglarek proposent justement de
modéliser les écarts de forme d’une pièce avec une méthode de décomposition basée sur la DCT
[Huang et Ceglarek, 02]. Selon les hypothèses de lissage, les écarts de forme mesurés f(x, y)
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peuvent être ajustés par le modèle suivant :

f(x, y) = c0 +
I−1∑
u=1

I−1∑
v=1

cu,v cos (uxπ) cos (vyπ) + ε(x, y) (1.4)

où I représente le nombre de modes considérés dans le modèle avec I < N , cu,v les coefficients de
la DCT et ε(x, y) le résidu. Ils présentent une application industrielle de ce paramétrage sur une
pièce emboutie. À partir de la mesure de la pièce emboutie, la décomposition par la DCT permet
de calculer les coefficients associés à chaque mode. Leur valeur permet d’estimer la pertinence de
chacun dans leur interprétation physique vis-à-vis du procédé de fabrication.

(b) Décomposition en série de Fourier. Ce paramétrage est construit à partir de la Transformée
de Fourier Discrète (DFT). Le lecteur aura remarqué que nous parlons de transformée de Fourier
discrète car dans la majorité des cas, la transformée de Fourier est appliquée à des objets discrets.
Plus générale que la transformée en cosinus, la transformée de Fourier permet de décomposer la
forme de la géométrie dans une base d’harmoniques en cosinus et sinus, ce qui permet d’obtenir un
spectre des amplitudes associé à un spectre de phase. Elle est définie par l’équation 1.5 suivante :

F (u, v) =
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y)exp
(
−2π

ux+ vy

N

)
(1.5)

L’opération de transformée inverse (cf. équation 1.6), comme pour la DCT, reconstruit la forme de
la géométrie.

f(x, y) =
1
T 2

N−1∑
u=0

N−1∑
v=0

F (u, v)exp
(

2π
ux+ vy

N

)
(1.6)

Lorsque l’on applique la DFT a un objet discret quelconque, par exemple la mesure d’un élément
géométrique, le nombre d’harmoniques maximum, qui peut la caractériser, est égal au nombre de
points de mesure de l’élément. Avec un nombre d’harmoniques inférieur à N , on obtient obligatoi-
rement un filtrage de l’objet, supplémentaire à celui déjà induit par la discrétisation. La quantité
d’informations nécessaires à la définition de l’objet est alors réduite.
Raja et Radhakrishnan appliquent justement la décomposition en série de Fourier pour analyser
des mesures de profils de rugosité [Raja et Radhakrishnan, 77]. L’objet de leurs travaux est
d’obtenir une bonne approximation de la mesure en réduisant le nombre d’harmoniques. Pour cela,
ils mettent en place un critère permettant de trouver ce nombre optimal pour garantir une précision
suffisante. Leur étude montre qu’en fonction du type de profils (de forme, de surface tournée ou
rectifiée), le nombre d’harmoniques utiles pour atteindre le même niveau d’approximation varie
fortement. Bien évidemment, plus on va tendre vers la surface rectifiée (défauts principaux de très
courtes longueurs d’ondes) plus le nombre d’harmoniques doit être important pour synthétiser et
assurer une bonne reconstruction.
Les travaux de Chien [Chien, 82] en 1982 puis ceux de Cho et Tu [Cho et Tu, 01] en 2001, pro-
posent des modèles de prédiction pour paramétrer les profils de circularité des pièces tournées. Ils
sont basés sur les séries de Fourier. Ces différents travaux montrent l’intérêt d’utiliser les séries de
Fourier pour modéliser la relation entre les mouvements de la broche d’usinage et le profil de circu-
larité de la pièce. En effet, les harmoniques en cosinus et sinus sont représentatifs des phénomènes
de vibrations entre l’outil de coupe et la pièce.
Toujours dans cet objectif de relier le procédé d’usinage avec la forme de la géométrie des pièces,
une équipe américaine [Henke et al., 99, Summerhays et al., 01] propose deux types de modèles
ou paramétrages pour caractériser la forme géométrique des pièces cylindriques. Le premier modèle
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est analytique et modélise les défauts géométriques radiaux par des séries de Fourier alors que les
défauts axiaux sont modélisés par des polynômes de Chebyshev, que l’on développera dans la suite
de ce paragraphe. Le second modèle utilise l’analyse en composantes principales qui permet d’ex-
traire une base de formes caractéristiques à partir des données géométriques mesurées. On abordera
dans le paragraphe suivant sur les descripteurs définis a posteriori ce type de paramétrage. Ces
travaux démontrent la polyvalence du modèle analytique pour paramétrer les défauts des pièces
cylindriques générés par la majorité des procédés de fabrication. L’autre modèle s’avère plus effi-
cace pour des problèmes de discontinuités sur la géométrie de la pièce, souvent produites par des
opérations successives d’usinage.
Capello et Semeraro, de l’école polytechnique de Milan, proposent un modèle d’association des
éléments géométriques pour mettre en évidence l’effet de l’échantillonnage, imposé par la me-
sure, dans l’évaluation de la conformité des spécifications géométriques choisies par le concep-
teur. Sur un exemple de profil circulaire [Capello et Semeraro, 99], ils montrent que les deux
principaux facteurs influents sur la qualité de l’association des éléments géométriques sont le
nombre et la position des points de mesure. Et une mauvaise association entrâınera une mau-
vaise estimation de la géométrie pour évaluer sa conformité. Pour améliorer la précision de l’as-
sociation entre l’élément géométrique mesuré et l’élément associé, ils proposent de représenter
l’élément mesuré par des harmoniques issues des séries de Fourier. Les travaux réalisés en 2000
dans [Capello et Semeraro, 00] sur une géométrie plane, ont permis d’établir une relation ana-
lytique entre l’erreur d’association estimée et plusieurs facteurs, tels que le nombre et la distri-
bution des points de mesure, l’erreur de mesure ou encore l’erreur de position de la pièce sur la
machine. Capello et Semeraro étendent leur modèle à d’autres types de géométrie compatibles avec
un échantillonnage uniforme rectangulaire, en l’occurrence ligne et cercle pour les éléments 2D
et pour les éléments 3D : plan, cylindre et cône. Dans [Capello et Semeraro, 01a], ils forma-
lisent la théorie sur ces géométries et définissent pour chacune les relations entre l’erreur estimée
et la géométrie associée, le plan de contrôle et le procédé de fabrication et de mesure. Les défauts
géométriques générés par la fabrication peuvent être dus à des phénomènes tel que la vibration de
l’outil de coupe ou encore à un retour élastique de la pièce. Dans la deuxième partie de leurs tra-
vaux [Capello et Semeraro, 01b], Capello et Semeraro supposent que les défauts géométriques
d’une surface peuvent se décomposer en défauts spécifiques créés par des phénomènes particuliers.
Ils classent alors les phénomènes élémentaires identifiés pour voir dans quelle mesure les classes de
phénomènes participent à la partie systématique et/ou aléatoire de l’erreur d’association estimée.
La décomposition en séries de Fourier fait partie des méthodes de paramétrage des formes les plus
répandues. La norme sur la circularité [ISO/TS-12181-1, 03] fait référence à des paramètres faisant
intervenir les composantes harmoniques de la transformée de Fourier, qui s’expriment comme une
amplitude et une phase pour chaque nombre d’ondulations par tour (UPR). Les séries de Fourier
sont aussi évoquées dans les annexes de normes concernant les stratégies d’extraction des éléments
géométriques. Pour l’évaluation de la rectitude, les documents normatifs [ISO/TS-12780-2, 03]
considèrent que le profil extrait peut se décomposer en série de Fourier. Pour satisfaire le critère de
Nyquist, il en résulte une stratégie d’échantillonnage en fonction de la fréquence de la plus haute
harmonique considérée. Il en sera de même pour la planéité [ISO/TS-12781-2, 03] et la cylindricité
[ISO/TS-12180-2, 03].
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(c) Harmoniques sphériques. Cette autre méthode de paramétrage permet de décrire des formes
complexes dans une base de description, composée d’harmoniques sphériques. Comme la base des
harmoniques de Fourier, cette base est orthogonale. Une surface bi-paramétrée par θ et φ peut alors
se développer sous la forme :

f(θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

cml Y
m
l (θ, φ) (1.7)

où cml sont les coefficients issus de la décomposition dans la base des harmoniques sphériques et
Y m
l (θ, φ) définissent les harmoniques sphériques [Wikipédia, 09]. Dans le tableau 1.4, les premières

expressions analytiques des harmoniques associées à leurs représentations sont présentées.

Expression analytique Représentation a

Y 0
0 (θ, φ) = 1

2

√
1
π

Y 0
1 (θ, φ) = 1

2

√
3
π cos θ

Y 1
1 (θ, φ) = −1

2

√
3

2π sin θeφ

Y 0
2 (θ, φ) = 1

4

√
5
π

(
3 cos2 θ − 1

)

Y 1
2 (θ, φ) = −1

2

√
15
2π sin θ cos θeφ

Y 2
2 (θ, φ) = 1

4

√
15
2π sin2 θe2φ

Y 0
3 (θ, φ) = 1

4

√
7
π

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)

Y 1
3 (θ, φ) = −1

8

√
21
π sin θ

(
cos2 θ − 1

)
eφ

suite sur la prochaine page. . .

a. on ne représente ici que la partie réelle de l’expression analytique



20 Comment décrire la forme géométrique d’un produit ?

Expression analytique Représentation a

Y 2
3 (θ, φ) = 1

4

√
105
2π sin2 θ cos θe2φ

Y 3
3 (θ, φ) = −1

8

√
35
π sin3 θe3φ

a. on ne représente ici que la partie réelle de l’expression analytique

Tableau 1.4 – Premières expressions analytiques des harmoniques sphériques et représentations
associées

Les harmoniques sphériques sont beaucoup utilisées pour reconstruire des objets 3D. Zhou et al.
présentent une nouvelle approche sur le filtrage des surfaces 3D, en utilisant les harmoniques
sphériques [Zhou et al., 04]. L’algorithme développé dans ces travaux permet de paramétrer des
formes très complexes en incluant un paramétrage local sur certaines zones de l’objet. Tout aussi
éloignés du domaine des défauts géométriques, Wang et Lai emploient cette base de description
pour décrire les conditions d’éclairage issues de photos de visage humain avec un nombre réduit de
paramètres [Wang et Lai, 08]. En la combinant avec un modèle capable de reconstruire le visage
en 3D à partir d’une seule image, Wang et Lai synthétisent avec peu de paramètres un visage en 3D
avec ses conditions d’éclairage. Une dizaine d’années auparavant, une équipe de recherche française
exploite dans ces travaux [Burel et Henocq, 95] les propriétés des harmoniques sphériques pour
reconstruire des objets 3D, principalement issus de l’imagerie médicale, et déterminer leur orienta-
tion.
Plus proche de notre domaine de recherche, Kanada développe une méthode sur l’évaluation des
défauts de forme sur des surfaces sphériques [Kanada, 95], autrement dit la sphéricité. Afin de
valider sa méthode, Kanada génère des éléments sphériques avec des défauts en exploitant les har-
moniques sphériques.

(d) Polynômes de Zernike. Issus du domaine de l’optique, les polynômes de Zernike ont été
définis pour décrire les défauts d’aberrations des instruments d’optique. Les polynômes de Zernike
constituent une base de description, dont l’expression mathématique des polynômes pairs (1.8) et
impairs (1.9) est donnée par :

Z−mn (ρ, θ) = pUmn (ρ, θ) = Rmn (ρ) cos(mθ) (1.8)

Zmn (ρ, θ) = iUmn (ρ, θ) = Rmn (ρ) sin(mθ) (1.9)

où la fonction radiale Rmn (ρ) est définie pour n et m avec n ≥ m ≥ 0 par

Rmn (ρ) =


∑(n−m)/2

l=0
(−1)l(n−l)!

l!( 1
2

(n+m)−l)!( 1
2

(n−m)−l)!
ρn−2l pour n−m pair

0 pour n−m impair
(1.10)

Ce paramétrage a fait l’objet de la partie 5 de la norme [NF-ISO-10110-5, 08] sur la représentation
des exigences de conception et des exigences fonctionnelles des éléments et systèmes optiques. Cette
partie concerne les tolérances de forme de surface. La spécification des défauts récurrents sur les
éléments d’optique peut être définie comme la combinaison linéaire d’un certain nombre de po-
lynômes de Zernike C0Z

0
0 (ρ, θ) + C1Z

1
1 (ρ, θ) + C2Z

−1
1 (ρ, θ) + . . . où les Ci sont appelés coefficients
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de Zernike. La norme distingue trois types de défauts de forme que l’on peut spécifier : le défaut
sagittal, de l’irrégularité et/ou de l’irrégularité à symétrie de révolution. Le tableau 1.5 présente
les premiers polynômes de Zernike.

Polynôme Type de défaut Représentation

Z0
0 = 1 Piston (translation)

Z1
1 = ρ cos(θ) Inclinaison selon x (tilt)

Z−1
1 = ρ sin(θ) Inclinaison selon y (tilt)

Z0
2 = 2ρ2 − 1 Défocalisation

Z2
2 = ρ2 cos(2θ) Astigmatisme

Z−2
2 = ρ2 sin(2θ) Astigmatisme

Z1
3 = (3ρ2 − 2)ρ cos(θ) Coma selon x

Z−1
3 = (3ρ2 − 2)ρ sin(θ) Coma selon y

Z0
4 = 6ρ4 − 6ρ2 + 1 Sphéricité

Z3
3 = ρ3 cos(3θ) Astigmatisme Tréfoil

Z−3
3 = ρ3 sin(3θ) Astigmatisme Tréfoil

Z2
4 = (4ρ2 − 3)ρ2 cos(2θ) Astigmatisme Sphéricité

suite sur la prochaine page. . .
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Polynôme Type de défaut Représentation

Z−2
4 = (4ρ2 − 3)ρ2 sin(2θ) Astigmatisme Sphéricité

Z4
4 = ρ4 cos(4θ) Astigmatisme Quadratique

Z−4
4 = ρ4 sin(4θ) Astigmatisme Quadratique

Tableau 1.5 – Premiers polynômes de Zernike et représentations associées

On peut se référer à quelques travaux réalisés sur ce paramétrage. Campbell de l’université de
Berkeley propose une nouvelle formulation des fonctions polynomiales standards de Zernike pour
décrire plus judicieusement les aberrations de l’oeil [Campbell, 03]. Plutôt que d’avoir deux coeffi-
cients de Zernike qui caractérisent le même type de défaut, Campbell propose de simplifier avec un
seul coefficient, auquel on associe une amplitude et une orientation. Sicam et al. ont mis en place un
algorithme qui calcule directement les coefficients de Zernike afin de caractériser la forme de la sur-
face antérieure d’une cornée [Sicam et al., 04]. La mesure de la cornée s’effectue par l’intermédiaire
d’un système optique et l’algorithme s’applique sur une image réfléchie de la cornée.
Une extension 3D aux polynômes de Zernike est décrite par Novotni et Klein [Novotni et Klein, 04].
Établis à partir des harmoniques sphériques, les descripteurs de Zernike 3D gardent les propriétés
d’orthogonalité de la base des harmoniques sphériques. Ils sont définis par :

Zmnl(ρ, θ, φ) = Rnl(ρ)Y m
l (θ, φ) (1.11)

où Rnl(ρ) sont des polynômes dits � radiaux � et Y m
l (θ, φ) les harmoniques sphériques (cf. ta-

bleau 1.4). Ce paramétrage va plus loin que les précédents puisqu’il va décrire entièrement l’objet
volumique 3D. Novotni et Klein en présentent justement quelques applications sur des objets 3D
dans [Novotni et Klein, 04]. Une équipe de recherche anglaise en micro-biologie s’intéresse à cette
méthode pour décrire et représenter des molécules dans [Mak et al., 08].

(e) Polynômes de Tchebychev. Il existe encore beaucoup de bases de description construites
à partir de polynômes. On peut en citer une dernière, formée avec les polynômes de Tcheby-
chev. Elle est intéressante car les travaux menés par Henke et Summerhays [Henke et al., 99,
Summerhays et al., 01] sur l’analyse des défauts géométriques de pièces créées par tournage font
intervenir ces polynômes. En effet, ils paramètrent la génératrice des pièces cylindriques par les
polynômes de Tchebychev. La fonction f(x) définissant la génératrice peut ainsi s’exprimer sous la
forme,

f(x) =
∞∑
n=0

anTn(x) (1.12)

et dont les polynômes de Tchebychev de la première espèce s’écrivent,

Tn(x) =
n

2

E(n
2 )∑

k=0

(−1)k
(n− k − 1)!
k!(n− 2k)!

(2x)n−2k pour n 6= 0 (1.13)

et se représentent :
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Polynômes
T0(x) = 1
T1(x) = x

T2(x) = 2x2 − 1
T3(x) = 4x3 − 3x
T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1
T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

Tableau 1.6 – Premiers polynômes de Tche-
bychev

Figure 1.10 – Représentation des premiers
polynômes de Tchebychev dans le domaine
−1 < x < 1

(f) Analyse par ondelettes. La décomposition en séries de Fourier, que l’on a vu précédemment,
est sans aucun doute l’un des outils les plus utilisés par les physiciens et les mathématiciens. Batie
sur la base du concept physique de fréquence, l’analyse de Fourier peut se révéler inadaptée, par
exemple pour des fonctions ou des signaux dont la fréquence est variable au cours du temps ou
avec des instabilités locales. Pour pouvoir décrire ce type de fonction, des décompositions temps-
fréquence ont été introduites. Ces décompositions permettent de décrire les fonctions étudiées dans
le plan temps-fréquence. Tout d’abord, l’analyse de Fourier à court terme (aussi appelée transforma-
tion de Fourier à fenêtre glissante ou transformée de Gabor) revient à réaliser une analyse de Fourier
locale en tous points de la fonction étudiée. Quant à l’analyse par ondelettes, elle agit comme un
microscope mathématique, c’est-à-dire qu’elle adapte sa résolution à la taille de l’objet analysé. Ces
méthodes font parties des méthodes de description qui visent à adapter l’outil d’analyse à l’objet
analysé. Dans leurs travaux sur l’analyse multi-échelle des surfaces usinées [Chen et al., 95], Chen
et al. exposent une comparaison des différentes bases de description et leur potentiel de description
dans le plan temps-fréquence (cf. figure 1.11).

(a) (b) (c)

Figure 1.11 – Comparaison des bases de description et de la résolution plan-fréquence de FT, STFT
et WT. (a) Transformée de Fourier (FT), (b) Transformée de Fourier à court terme (STFT) et (c)
Transformée en Ondelettes (WT).

D’un point de vue plus pratique, l’analyse par ondelettes se définit comme suit ; partant d’une fonc-
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tion ψ(x) bien localisée (dans le plan temps fréquence), on lui associe la famille d’ondelettes ψ(b,a)(x)
engendrées par des translations et des dilatations, respectivement quantifiées par les coefficients b
et a, de ψ(x).

ψ(b,a)(x) =
1
a
ψ

(
x− b
a

)
(1.14)

La transformée en ondelettes définit donc l’ensemble des coefficients :

Tf (b, a) =
〈
f, ψ(b,a)

〉
(1.15)

qui décrivent le contenu de f dans le plan temps-fréquence.
Chen et al. démontrent que la décomposition multi-échelle, appliquée aux surfaces usinées, se révèle
particulièrement intéressante pour décrire les aspects fonctionnels et la qualité de fabrication des
surfaces usinées. Lee et al. font le même constat lorsqu’ils appliquent ce paramétrage sur des profils
de rugosité [Lee et al., 98] et concluent que cette méthode de filtrage est très adaptée au domaine
de la tribologie. Des chercheurs américains appliquent l’analyse par ondelettes à des profils ex-
traits sur des surfaces pour filtrer et séparer la rugosité, les défauts d’ondulations et le défaut
de forme [Raja et al., 02]. Lingadurai et Shunmugam réalisent le même travail sur des surfaces
[Lingadurai et Shunmugam, 06]. Ils examinent les caractéristiques métrologiques de surfaces fa-
briquées par des procédés de tournage, de rectification et de polissage. Ils précisent que les ca-
ractéristiques métrologiques obtenues, en termes de longueur d’ondes et de phases, sont facilement
exploitables et représentent un apport incontestable dans l’analyse des textures de surface.

(g) Décomposition modale. Dans la littérature, on trouve un paramétrage original qui diffère
des précédents, la décomposition modale. La base de décomposition utilisée est un ensemble d’har-
moniques de fréquences différentes. Ces harmoniques sont issues de la résolution d’un problème
de dynamique des structures. Le paramétrage sera alors constitué de l’ensemble des coefficients
pondérateurs sur chaque harmonique, communément appelé mode de vibration en mécanique des
structures. La somme des modes, pondérés par leur coefficient, donnera une approximation de la
forme de l’élément géométrique.
Le chercheur américain Pentland est l’initiateur de cette méthode de décomposition [Pentland, 90].
L’objectif de ses travaux était d’obtenir automatiquement un modèle volumétrique 3D pour la
Conception Assistée par Ordinateur (CAO) et pour la reconnaissance d’objet. Premièrement, pour
simuler le comportement mécanique de l’objet à paramétrer, il choisit la méthode des éléments finis.
La variation de forme de l’objet est ainsi discrétisée en un nombre fini de déplacements, appliqués
à des points que l’on appelle noeuds. Les déplacements entre chaque noeud peuvent éventuellement
être interpolés par des fonctions de lissage. Et deuxièmement, l’originalité a été d’utiliser le com-
portement dynamique de l’objet, en l’occurrence les modes de vibrations naturels, pour décrire le
comportement déformable de l’objet et/ou sa forme. Les modes de vibrations sont les solutions(
φi, ωi

2
)

du problème aux valeurs propres suivant :

Kφi = ωi
2Mφi (1.16)

Le vecteur φi est appelé ie vecteur modal et ωi est la pulsation correspondante.
Pentland expose une méthode permettant d’extraire automatiquement un modèle déformable 3D
de l’objet à partir d’une image de celui-ci [Pentland, 90]. La première étape consiste à segmenter
l’image par des formes convexes qui représentent grossièrement les informations de celle-ci. Un
modèle déformable 3D est construit pour chaque forme convexe et la décomposition modale de
chacun permet de paramétrer l’objet photographié avec la précision souhaitée.
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Scarloff et Pentland présentent des applications de cette méthode sur les correspondances entre
deux objets et la reconnaissance d’un objet à un autre. Ils développent un algorithme permettant
de trouver le maximum de correspondances entre deux entités, en étudiant une matrice d’affinités
évaluée à partir des modes de vibrations de chaque entité [Sclaroff et Pentland, 93]. De la mise
en correspondance précédente, ils expriment le niveau d’erreur d’alignement et le niveau d’énergie
de déformation entre les deux entités. En minimisant la somme de ces deux fonctions, ils obtiennent
un jeu de paramètres désignant l’amplitude des modes qui permettent d’aligner l’objet référence
avec l’objet cible déformé. La valeur de ces amplitudes reflète directement le degré de similarité
entre les deux entités [Sclaroff et Pentland, 95].
Fortement inspirés par les travaux de l’équipe américaine, Nastar et Ayache appliquent ce type
de paramétrage pour suivre et analyser les mouvements d’entités déformables dans le temps sur
une séquence d’images médicales 2D et 3D [Nastar et Ayache, 93]. Nastar et Ayache montrent
l’efficacité de l’approximation modale en terme de qualité de description avec un faible nombre
de descripteurs et de surcrôıt sur des exemples complexes, tels que le mouvement d’un ventricule
gauche ou encore une tête humaine en 3D [Nastar, 94]. Un apport supplémentaire dans ces travaux
a été d’expliciter les solutions analytiques des modes de vibrations sur des éléments géométriques
classiques. En approfondissant leurs travaux sur l’imagerie médicale, Nastar et Ayache réalisent le
paramétrage modal d’un ventricule à chaque instant t et modélisent l’évolution de l’amplitude des
modes principaux avec des harmoniques de Fourier [Nastar et Ayache, 96].
A l’intersection de ces travaux [Moghaddam et al., 01], Moghaddam et al. proposent une tech-
nique de mise en correspondance d’images pour faire de la reconnaissance d’images dans une base
de recherche. Ils définissent un critère de similarité probabiliste basé sur des fonctions de probabi-
lités relatives à deux classes de mise en correspondance qu’ils ont définies. Tout d’abord, la mise
en correspondance de différentes images représentant le même individu ayant diverses expressions,
par exemple. Puis, la mise en correspondance d’images de deux individus différents. Les écarts
d(I1, I2) entre les deux images sont déterminés en calculant la différence entre l’intensité lumineuse
de chaque pixel de l’image 1 (I1) avec celle de l’image 2 (I2). Ces écarts sont ensuite paramétrés
par les modes de vibrations d’une surface plane.

� Descripteurs définis a posteriori

(a) Analyse en Composantes Principales. L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une
méthode mathématique qui transforme un certain de nombre de variables qui peuvent être corrélées
en nombre plus restreint de variables décorrélées, appelées composantes principales. Créée par Karl
Pearson, l’ACP est aussi connue sous le nom de transformation de Karhunen-Loève [Pearson, 01].
Les variables descriptives d’un ensemble de données vont être synthétisées en composantes princi-
pales. Ces composantes principales définissent un nouvel espace de description pour l’ensemble des
données, qui a la propriété d’être orthogonal (cf. figure 1.12). La projection des données dans ce
nouvel espace est telle que la première coordonnée (ou première composante principale) correspond
à la plus grande variance, la deuxième correspond à la deuxième plus grande variance et ainsi de
suite. D’une part, le tri décroissant des variances permet d’identifier les descripteurs les plus signi-
ficatifs et d’autre part, l’ACP permet de restreindre les variables descriptives aux variances les plus
grandes.
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Figure 1.12 – ACP d’une distribution normale multivariable

Mathématiquement, l’ACP se résume à un calcul de valeurs propres et vecteurs propres de la
matrice de covariance des données ou à une décomposition en valeur singulière de la matrice des
données. Pour une matrice Xp,n de données centrées, avec p caractères mesurés sur n individus
d’une population, l’ACP est définie par :

Y = W TX (1.17)

où Y est une matrice à n colonnes dont les colonnes sont le résultat de la projection des vecteurs
colonnes de X dans les vecteurs de bases contenus dans W . W est composée de l vecteurs colonnes,
qui sont les vecteurs propres de la matrice de covariance Cp,p avec l ≤ p et C = XXT .
À partir d’un ensemble de données, l’ACP permet de synthétiser ces données pour en extraire
un paramétrage judicieux, défini par les vecteurs colonnes de la matrice Y , dans un espace de
description orthogonal, constitué des composantes principales.
Une fois de plus, on retrouve beaucoup d’applications de l’ACP dans l’imagerie numérique. Dans
ce domaine, Samal et Iyengar appliquent l’ACP pour réaliser de la détection de formes et de
contours sur des familles d’images [Samal et Iyengar, 93]. Ils montrent que les formes peuvent
être détectées plus précisément en appliquant la transformée de Hough (technique de reconnaissance
de formes) sur les formes issues de l’ACP, plutôt que directement sur la famille d’images. Dans le do-
maine de l’imagerie médicale, beaucoup de modèles de reconstruction de formes ou de contours sont
élaborés. Pour que ces modèles soient généralisables et performants, ils sont définis sur les formes
ou contours les plus représentatifs d’un lot d’images. Pour ce faire, [Kotcheff et Taylor, 98] et
[de Bruijne et al., 03] utilisent l’ACP.
Dans les mêmes travaux [Henke et al., 99, Summerhays et al., 01] que nous avions introduits
dans le paragraphe sur les descripteurs définis a priori, Henke et Summerhays extraient une base
de formes caractéristiques du lot de mesure avec l’ACP. En faisant un parallèle avec le paramétrage
Fourier-Tchebychev, ils en concluent que le paramétrage issu par l’ACP se montre beaucoup plus
efficace pour des surfaces ayant des défauts géométriques complexes et des discontinuités. Les tra-
vaux menés par Colosimo et Pacella utilisent l’ACP pour identifier les formes systématiques d’un lot
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de mesures de circularité sur des pièces tournées [Colosimo et Pacella, 07]. Ils s’intéressent par-
ticulièrement à l’efficacité de l’ACP, en d’autres termes que les composantes principales soient iden-
tifiables et interprétables. Cela consiste à évaluer le nombre de composantes principales nécessaires
à retenir pour paramétrer le lot.

(b) Décomposition Modale Empirique. Introduite par Huang et al., la décomposition modale
empirique (ou EMD, pour Empirical Mode Decomposition) est une technique de décomposition
adaptée à des signaux non stationnaires, même champ d’application que l’analyse en ondelettes
[Huang et al., 98]. L’EMD est entièrement pilotée par les données à paramétrer et ne requièrent
aucune base de décomposition définie a priori, contrairement à l’analyse en ondelettes. Une com-
paraison avec la décomposition en ondelettes a d’ailleurs été faite par Flandrin et Gonçalvès
[Flandrin et Gonçalvès, 03]. Tout signal se décompose en une somme de modes (ou IMF pour
Intrinsic Mode Function). Un IMF est un mode dont la moyenne est nulle et dont le nombre de
ses maxima et minima est identique ou différent de un. L’EMD est définie par un processus dit
de tamisage, très bien décrit et synthétisé par Boudraa et al. dans [Boudraa et al., 03], dont les
principales étapes sont données dans le tableau suivant :

Étapes Illustrations

1 Fixer le seuil ε, j ← 1 (j ème IMF)

2 rj−1(t)← x(t) (résidu)

3

Extraction de L’IMF :

(a) hj,i−1(t)← rj−1(t), i← 1 (i nombre
de tamisage)

(b) Identifier les extrema locaux de
hj,i−1(t)

(c) Calculer l’enveloppe supérieure
Uj,i−1(t) et l’enveloppe inférieure
Lj,i−1(t) par interpolation (splines
cubiques) de hj,i−1(t)

suite sur la prochaine page. . .

où T est la durée du signal et ← est l’opération d’affectation
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Étapes Illustrations

(d) Calculer la moyenne des enveloppes :
µj,i−1(t)← (Uj,i−1(t) + Lj,i−1(t)) /2

(e) Mise à jour :
hj,i ← hj,i−1(t)− µj,i−1(t), i← i+ 1

(f) Calculer le critère d’arrêt :

SD(i) =
∑T

t=0
|hj,i−1(t)−hj,i(t)|2

(hj,i−1(t))2

(g) Décision : Répéter (b)-(f) jusqu’à ce
que SD(i) < ε et affecter
IMFj(t)← hj,i(t) (j ème IMF)

4
Mise à jour du résidu :
rj(t)← rj−1(t)− IMFj(t)

5
Répéter l’étape 3 avec j ← j + 1 jusqu’à
ce qu’il n’y ait plus d’extrema de rj(t)

Tableau 1.7 – Processus dit de tamisage (sifting process)

Le résultat du tamisage que l’on voit dans l’illustration de l’étape 5 conduit à la représentation
suivante :

x(t) =
N∑
i=1

IMFj(t) + rN (t) (1.18)

Boudraa et al. emploient la décomposition modale empirique pour caractériser les fonds marins
[Boudraa et al., 03]. Le résultat de la décomposition des profils bathymétriques simulés montre
que les IMFs obtenus caractérisent fidèlement les différents types d’ondulations des fonds marins.

1.2.3 Approche par reconstruction

Les méthodes de reconstruction de contours, surfaces ou volumes privilégient naturellement la
fidélité et la qualité de la reconstruction. Ces méthodes s’appuient généralement sur un nombre
important de paramètres et plus il y aura de détails à décrire, plus ce nombre sera élevé. De la même
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façon que les méthodes descriptives, on fera la distinction entre les méthodes de reconstruction qui
utilisent les propriétés locales de la géométrie étudiée et celles qui s’associent à la géométrie globale.

1.2.3.1 Paramétrage local

(a) Courbes et surfaces paramétrées. Les courbes de Bézier, les B-splines, les courbes et sur-
faces NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) sont les représentations paramétriques les plus
courantes. Elles sont citées dans l’ordre chronologique de leur développement et de leur évolution,
puisque les B-splines sont une généralisation des courbes de Bézier et les NURBS émergent d’une
généralisation des B-splines. Un état de l’art de ces trois évolutions est présenté par Dimas et
Briassoulis [Dimas et Briassoulis, 99].
Cubélès-Valade et Riviere proposent d’utiliser les pôles définis par les courbes de Bézier pour
spécifier position et dimension des surfaces dites complexes [Cubélès-valade et Rivière, 98].
Pour n + 1 points de contrôle (P0, . . . , Pn), une courbe de Bézier est définie par l’équation pa-
ramétrique

n∑
i=0

Bn
i (t)Pi avec t ∈ [0, 1] (1.19)

et où les Bn
i sont les polynômes de Bernstein. Pour un degré m, il y a m+1 polynômes (Bm

0 , . . . , B
m
m)

définis sur [0, 1], par

Bm
i (u) =

(
m

i

)
ui (1− u)m−i (1.20)

où les
(
m
i

)
sont les coefficients binomiaux. On présente sur la figure 1.13, la courbe de Bézier cubique

définie par quatre points.

Figure 1.13 – Courbe de bézier cubique défini par P0, P1, P2etP3

La forme paramétrique de la courbe s’écrit :

P (t) = P0 (1− t)3 + 3P1t (1− t)2 + 3P2t
2 (1− t) + P3t

3 pour t ∈ [0, 1] (1.21)

Une équipe autrichienne présente un modèle de contour actif appliqué à des courbes et surfaces
paramétriques, à savoir des B-splines [Pottmann et al., 02, Pottmann et Leopoldseder, 03].
Par une méthode d’optimisation itérative, qui minimise une fonction quadratique, ils déforment
les B-splines dans le but d’obtenir une meilleure approximation de la géométrie initiale. Beaucoup
employée dans l’analyse numérique en mathématique ou encore en Conception Assistée par Ordi-
nateur, une B-spline est une combinaison linéaire de splines de même degré (linéaire, quadratique,
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cubique, etc.) dont l’échantillonnage des noeuds est régulier. Si on se donne m + 1 noeuds ti avec
t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tm alors une B-spline de degré n s’écrit

S(t) =
m−n−1∑
i=0

Pibi,n(t) , t ∈ [0, 1] (1.22)

où les Pi définissent les m − n points de contrôles et les m − n fonctions splines de degré n sont
définies par la formulation récursive suivante :

bj,0(t) =

{
1 si tj ≤ t < tj+1

0 sinon
(1.23)

bj,n(t) =
t− tj

tj+n − tj
bj,n−1(t) +

tj+n+1 − t
tj+n+1 − tj+1

bj+1,n−1(t) (1.24)

La généralisation des B-splines a permis de construire les fonctions NURBS. Dans des travaux
récents [Pierce et Rosen, 08], Pierce et Rosen intègrent les défauts de forme des pièces dans
l’analyse des tolérances géométriques en modélisant les défauts de forme par des surfaces NURBS.
Pour m− n points de contrôle Pi, une courbe NURBS se définit par :

C(t) =
m−n−1∑
i=0

Ri,nPi (1.25)

dans laquelle, les fonctions

Ri,n =
wibi,n(t)∑m−n−1

j=0 wjbj,n(t)
(1.26)

sont appelées fonctions rationnelles de base de degré n. Les bi,n sont calculés par l’algorithme
récursif énoncé dans les équations 1.23 et 1.24.
Le lecteur aura remarqué que la forme mathématique des représentations paramétriques exposée
auparavant fait référence à des courbes. La formulation équivalente pour les surfaces paramétriques
existe et fait apparâıtre un paramètre supplémentaire, généralement (s, t) ou (u, v). De Casteljau
décrit une méthode permettant de décrire des facettes triangulaires avec des courbes de Bézier.
En utilisant cette description particulière des surfaces par ces facettes triangulaires dites de Bézier
[Gupta et Turner, 93], Gupta et Turner construisent un modèle géométrique variationnel des
surfaces d’une pièce. Ils décrivent ensuite l’utilisation de leur modèle pour faire de l’analyse de
tolérance.

(b) Modèles de contours actifs. Les modèles de contours actifs sont beaucoup utilisés pour
approximer des formes ou des contours d’objets sur des images et ils sont plus connus sous le
nom de Snakes. Introduits par Kass et al., ces modèles sont des splines paramétrées dans le plan
de l’image à énergie minimum [Kass et al., 88]. Le plan de l’image est défini par les coordonnées
(x, y) ∈ R2 et le contour est représenté par le vecteur v(s) = (x(s), y(s))T où s ∈ [0, 1] est le
domaine paramétrique. On cherche ensuite les fonctions x(s) et y(s) permettant de décrire la forme
du contour de l’objet identifié. Pour cela, la fonction E(v) est définie

E(v) = S(v) + P(v). (1.27)

Cette fonction représente l’énergie du contour et l’expression finale du contour correspond au mi-
nimum de cette énergie. Le premier terme de la fonction

S(v) =
∫ 1

0
w1(s)

∣∣∣∣∂v

∂s

∣∣∣∣2 + w2(s)
∣∣∣∣∂2v

∂s2

∣∣∣∣2 ds, (1.28)
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correspond à l’énergie interne de déformation. Elle est définie avec deux paramètres : w1(s) contrôle
la tension du contour alors que w2(s) contrôle sa rigidité. Le second terme de l’équation 1.27
représente l’énergie de la fonction P (x, y).

P(v) =
∫ 1

0
P (v(s)) ds (1.29)

La fonction P (x, y) représente en quelque sorte le critère selon lequel le contour va se conformer
pour approximer une zone de l’image. Kass et al. donnent plusieurs exemples, on peut citer une
fonction simple, celle qui représente l’intensité I(x, y) de l’image. Finalement, la minimisation de
E(v) permet de déterminer la fonction v(s).
Cohen et Cohen présentent une généralisation 3D des modèles de contours actifs avec un modèle,
qu’ils nomment ballon. Ils proposent une application de leur modèle sur de l’imagerie médicale
[Cohen et Cohen, 93].

(c) Modèle basé sur des surfaces superquadriques. Terzolpoulos et Metaxas introduisent un
modèle déformable des surfaces superquadriques, destiné à reconstruire ou reconnâıtre des formes
3D sur des images.
Les surfaces superquadriques dérivent des surfaces quadriques. Barr définit quatre types de surfaces
quadriques : les ellipsöıdes, les hyperbolöıdes à une nappe, les hyperbolöıdes à deux nappes et
les toröıdes [Barr, 81]. La généralisation des surfaces quadriques aux surfaces superquadriques
conserve ces quatre types de surfaces. Elles représentent la surface enveloppe du volume défini par
l’inéquation implicite générale suivante :

|x|r + |y|s + |z|t ≤ 1 (1.30)

Dans leur travaux, Terzopoulos et Metaxas considèrent des ellipsöıdes superquadriques définies par
la formulation paramétrée

x(u, v) =

a1C
ε1
u C

ε2
v

a2C
ε1
u S

ε2
v

a3S
ε1
u

 (1.31)

où −π/2 ≤ u ≤ π/2 et −π ≤ v ≤ π, et où Cεw = sgn(cosw) |cosw|ε et Sεw = sgn(sinw) |sinw|ε

[Terzopoulos et Metaxas, 91]. Dans cette formulation, les paramètres 0 ≤ a1, a2, a3 ≤ 1
sont des rapports de longueur dans les trois axes et ε1, ε2 ≥ 0 sont les degrés des superquadriques.
Nous montrons sur la figure 1.14, la représentation des ellipsöıdes superquadriques pour lesquelles
ε1 et ε2 varient de 0.3 à 3. ε1 contrôle la composante verticale et sa valeur augmente de gauche à
droite. ε2 contrôle la composante horizontale et augmente du bas vers le haut.



32 Comment décrire la forme géométrique d’un produit ?

Figure 1.14 – Représentation des ellipsöıdes superquadriques pour 0.3 ≤ ε1, ε2 ≤ 3

Ainsi, Terzopoulos et Metaxas établissent un modèle de déformations locales et globales, à partir
des paramètres intrinsèques des ellispöıdes superquadriques, de paramètres cinématiques, dyna-
miques et d’élasticités.

(d) Surfaces fractales. De nombreux travaux montrent que les surfaces peuvent être décrites
par des outils de la géométrie fractale [Gagnepin et Roques-Carmes, 86], [Hasegawa et al., 93]
et [Lopez et al., 95]. En effet, la caractérisation multi-échelle des surfaces, qu’apporte l’analyse
fractale, est très intéressante pour étudier les phénomènes tribologiques. Plusieurs auteurs ont
montré que de telles surfaces peuvent être décrites par deux paramètres fractals : la dimension
fractale et le facteur d’échelle [Majumdar et Bhushan, 90]. Nous n’expliciterons pas ici la théorie
des objets fractals, théorie développée par Mandelbrot dans les années 70 [Mandelbrot, 75].
Dans le domaine de la tribologie, Zahouani de l’École Centrale de Lyon emploie des modèles frac-
tals pour caractériser la topographie des surfaces afin d’analyser le comportement des surfaces
dans différentes conditions de contacts (frottement, adhérence, etc.). Dans [Zahouani et al., 98b],
Zahouani et al. simulent les surfaces fractales avec la fonction de Weierstrass

Zw(x) = A
∞∑

n=n1

cos (2πγnx+ φn)
γnH

, avec γ > 1 et 0 < H < 1, (1.32)

où A est un facteur d’échelle et γn la fréquence des modes cosinus. Le paramètre n1 correspond
à une basse fréquence de coupure. La fonction de Weierstrass a la particularité d’être continue
partout mais dérivable à aucun endroit (cf. figure 1.15) et d’avoir un comportement fractal.
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Figure 1.15 – Exemple de fonction de Weierstrass. N’importe quel zoom (cercle rouge) est similaire
à la représentation globale

Majumdar et Tien [Majumdar et Tien, 90] généralisent cette fonction pour les surfaces 3D avec
la formulation suivante :

Z(x, y) = A

nmax∑
n=n1

cos (2πγnx+ φn) cos (2πγny + ψn)
γnH

. (1.33)

Zahouani et al. montrent l’influence de la résolution des instruments de mesure de rugosité sur
l’estimation des paramètres de rugosité [Zahouani et al., 98a]. La mesure topographique des sur-
faces ne délivre malheureusement qu’une connaissance hypothétique de la surface réelle, donc des
propriétés de rugosités. Il s’avère alors difficile de prédire la qualité de mise en contact des sur-
faces (surface de portance, volume d’usure, force de frottements, etc.). De ce fait, Zahouani et al.
proposent de modéliser la topographie des surfaces par une géométrie fractale et établissent une
relation entre le paramètre de dimension fractale de la surface et l’aire de contact.
Toujours dans le domaine de la tribologie, Vallet et al. travaillent sur l’analyse de la diffusion et
de la viscosité d’un fluide à travers le champ d’ouverture du contact entre deux surfaces brutes
pressées l’une contre l’autre [Vallet et al., 08b]. Ces travaux mettent en évidence la robustesse
de la modélisation des surfaces en contact par une géométrie fractale. En effet, l’évolution des
coefficients de transmissivité et de diffusion en fonction de la pression de serrage des surfaces réelles
et des surfaces synthétisées (fractales) est équivalente.
Une équipe américaine montre la perspicacité d’utiliser les fractales comme base géométrique pour
synthétiser les défauts des éléments géométriques faisant référence aux tolérances de forme nor-
malisées (rectitude, circularité, planéité, etc.). Leurs travaux [Srinivasan et Wood, 97], montrent
aussi la faisabilité d’exprimer un besoin fonctionnel via les paramètres des fractales. Une étude
sur la spécification d’une rectitude d’une surface d’appui met en évidence l’impact de la dimension
fractale sur les paramètres de performance étudiés [Srinivasan et Wood, 92].

1.2.3.2 Paramétrage global

(a) Surfaces de niveaux. L’idée de la méthode des surfaces de niveaux est de décrire une surface
par une famille d’hypersurfaces S(p, t) dans R3, où p paramètre la surface et t le temps, qui évolue
suivant l’Équation aux Dérivées Partielles (EDP) suivante :

∂S
∂t

= βN (1.34)
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avec pour conditions initiales S(t = 0) = S0, où N est le vecteur normal unitaire pointant vers
l’intérieur de S, β une fonction de vitesse et S0 une surface initiale fermée.
Pour résoudre l’EDP, Osher et Sethian [Osher et Sethian, 88] ont introduit la méthode dite
des surfaces de niveaux. Une des clefs de cette méthode réside dans l’introduction d’une fonction
implicite u : R3 × R→ R telle que

u(S, t) = 0 ∀t (1.35)

Aprés dérivation par rapport à t et si N est tel que N = − ∇u|∇u| , on obtient l’équation de Hamilton-
Jacobi

∂u

∂t
= β |∇u| (1.36)

La résolution de l’équation 1.36 décrit alors la représentation implicite d’une surface en mouvement
tout en gérant les changements de topologie de la surface en évolution (cf. figure 1.16).

Figure 1.16 – Illustration de la méthode des surfaces de niveaux

Les travaux de Malladi et Sethian [Malladi et Sethian, 99] ont permis d’appliquer cette méthode
au domaine de l’imagerie médicale. On retrouve une fois de plus l’équipe américaine qui, dans des
travaux menés par Zhao [Zhao et al., 00], [Zhao et al., 01], reconstruisent des objets complexes
3D à partir d’un nuage de points.

(b) Modèle basé sur des surfaces superquadriques. Les surfaces superquadriques ont déjà été
présentées dans le paragraphe 1.2.3.1 comme un paramétrage local. Mais si l’on ne considère pas les
déformations locales appliquées par le modèle de [Terzopoulos et Metaxas, 91], les paramètres
intrinsèques, cinématiques et dynamiques définissent un paramétrage global.

(c) Enveloppe convexe. Les problématiques dans lesquelles nous trouvons les enveloppes convexes
sont principalement dans le traitement d’images, la reconnaissance de formes. L’enveloppe convexe
peut être comparée à la région limitée par un élastique, englobant tous les points contenus dans un
plan, qu’on relâche et qui se met en contact avec le maximum de points (cf. figure 1.17).
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Figure 1.17 – L’enveloppe convexe est la région délimitée par la courbe bleue

En traitement d’images, des algorithmes basés sur les enveloppes convexes sont appliqués pour
extraire des formes convexes ou non. Dans [Sonka et al., 93], les auteurs présentent un algorithme
permettant de détecter les concavités d’un convexe (cf. figure 1.18(a)) par un autre convexe et par
itération ils construisent un arbre des concavités (cf. figure 1.18(b)), qui définit finalement la forme
souhaitée.

(a) (b)

Figure 1.18 – (a) Enveloppe convexe et ses concavités, (b) Représentation de l’arbre des concavités
du convexe.

Plusieurs auteurs [Lee et al., 97], [Zhu et Ding, 02] et [Huang, 03] proposent d’utiliser les enve-
loppes convexes pour évaluer les tolérances de rectitude et de planéité. En générant une enveloppe
convexe autour d’un ensemble de points de mesure, ils cherchent la zone minimale qui encadre le
convexe.

(d) Construction de formes technologiques. L’idée de ce paramétrage est de reconstruire la forme
d’un élément géométrique avec une famille de formes technologiques, ayant un sens physique. Ces
formes peuvent être générées par des fonctions polynomiales, trigonométriques ou bien par les
définitions des bases descriptives que l’on a vu au paragraphe 1.2.2.2.
Gouskov et Tichkiewitch construisent une famille de neuf formes qui sont des caractéristiques
particulières des défauts du procédé de fabrication [Gouskov et Tichkiewitch, 98]. Ces formes
particulières, qu’ils appellent défauts, sont générées sur un élément géométrique cylindrique et sont
respectivement nommées : excentricité, conicité, tonneau-diabolo, ellipticité, ondulations orthora-
diales, ondulations en spirale, ondulations axiales, forme de l’axe du cylindre et parallélisme. Ils
mettent en évidence qu’il est possible d’établir une relation entre les défauts géométriques de la
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surface et les défauts spécifiques du procédé de fabrication.
Toujours dans cette démarche de relier les paramètres du procédé avec les défauts géométriques sur
les pièces, Zhang et al. énumèrent un ensemble de défauts géométriques qu’un procédé de fabrication
par tournage est susceptible de créer sur les pièces cylindriques usinées [Zhang et al., 05]. Ils les
classent selon trois catégories indépendantes :
� Les défauts de forme par section peuvent être créés par

– des défauts de rotation de la broche du tour
– et/ou les efforts de serrage de la pièce dans les mors.

� Les défauts axiaux créés par
– le défaut d’alignement entre l’axe de la broche et celui de la pièce,
– la flexion la pièce
– et/ou la dilatation thermique de la pièce.

� Les défauts de diamètre des sections principalement engendrés par
– la qualité du montage de la pièce
– et l’usure de l’outil.

Ils modélisent la représentation de ces défauts par des pôlynomes de Legendre (sur la génératrice
du cylindre) et des séries de Fourier (sur la section du cylindre). En effet, les travaux de Zhang et
al. font émerger une autre famille de polynômes, que nous n’avions pas décrit dans les paragraphes
précédents. Très succinctement ces polynômes peuvent s’exprimer par la formule de Rodrigues

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
((
x2 − 1

)n) ∀n ∈ N (1.37)

et les premiers polynômes s’écrivent et se représentent :

Polynômes
P0(x) = 1
P1(x) = x

P2(x) = 1
2

(
3x2 − 1

)
P3(x) = 1

2

(
5x3 − 3x

)
P4(x) = 1

8

(
35x4 − 30x2 + 3

)
P5(x) = 1

8

(
63x5 − 70x3 + 15x

)
Tableau 1.8 – Premiers polynômes de
Legendre

Figure 1.19 – Représentation des premiers po-
lynômes de Legendre

Zhang et al. vont même jusqu’à définir des nouveaux paramètres de tolérance pour caractériser des
défauts de forme sur un cylindre, par exemple un cylindre concave (forme diabolo). Ces paramètres
s’appuient sur les coefficients pondérateurs des polynômes de Legendre-Fourier.
Dans un dernier exemple, les travaux récents de Nicolas et al. proposent d’étudier les déformations
géométriques des pièces ayant subi un traitement thermique [Nicolas et al., 07]. À partir d’une
pièce référence, ils construisent un modèle géométrique variationnel : deux translations et une
variable d’ouverture définie par une fonction cosinus. Ils recalent ensuite leur modèle variationnel
avec des mesures de pièces traitées.
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1.3 Conclusion

Nous venons d’énumérer un certain nombre de paramétrages qui permettent de caractériser la
forme des éléments géométriques. Le lecteur aura remarqué que cette liste non-exhaustive s’attache
à des méthodes de paramétrage géométrique. En effet, ce fut une volonté de notre part d’expliciter
les paramétrages voisins de celui que nous avons développé et que nous exposons dans le chapitre 2.
De plus, nous pouvons constater que ces paramétrages ne s’inscrivent pas tous dans des applications
liées à la spécification géométrique des produits. Il est clair que certains paramétrages sont plus
naturellement employés que d’autres dans ce champ d’application. Néanmoins, le paramétrage le
plus simple et le plus utilisé dans ce domaine reste celui de la mesure brute de l’élément géométrique.





2
La métrologie modale des surfaces MemoSurf®

Objectif du chapitre

Après avoir effectué un état de l’art d’un cer-

tain nombre de paramétrages, nous proposons dans

ce chapitre d’introduire un paramétrage autour

duquel nous avons développé une démarche per-

mettant de caractériser les défauts géométriques

des surfaces. Appliquée dans un premier temps,

au domaine de la métrologie, cette caractérisation

géométrique se montre également pertinente dans

l’expertise d’un lot de surfaces mesurées. Ainsi

l’étude porte non seulement sur l’identification des

défauts géométriques des surfaces mais aussi sur la

signature du procédé de fabrication et/ou du moyen

de mesure.

2.1 Introduction

Dans le domaine de la spécification géométrique des produits, nous avons vu qu’il était nécessaire
d’élaborer de nouveaux paramétrages pour caractériser le défaut de forme des produits. En effet le
concept de zone de tolérance, introduit dans les normes notamment [NF-ISO-1101, 06], ne suffit
pas pour spécifier la forme géométrique des produits. Quelques concepts comme les spécifications
restrictives ou les zones de tolérances variables (cf. annexe A) ont permis d’enrichir ce concept de
zone.

Pour répondre à ce manque, nous avons vu qu’il existe une multitude de paramétrages pour
caractériser la forme géométrique des pièces (cf. chapitre 1). Nous proposons dans ce chapitre,
un paramétrage basé sur la Décomposition Modale Discrète (DMD). Initié par des travaux de
recherche sur la corrélation entre la vibration sonore d’une cloche et ses défauts géométriques
[Samper et al., 03], ce paramétrage a une approche similaire aux travaux de [Pentland, 90] et
[Nastar et Ayache, 93] dans l’imagerie.

Plusieurs raisons nous ont poussés à développer, dans un premier temps, ce paramétrage en
métrologie. En effet, les moyens de mesures actuels permettent avec une facilité croissante et des
coûts décroissants d’obtenir une mesure d’un produit par un grand nombre de points. Le traitement
de ces données permet à de nouveaux paramétrages d’exprimer les défauts mesurés et avec une

39



40 La métrologie modale des surfaces MemoSurf®

plus grande précision. Nous intitulons ce paramétrage modal appliqué en métrologie, la Métrologie
modale des Surfaces MemoSurf®.

2.2 Principe de la Décomposition Modale Discrète (DMD)

La Décomposition Modale Discrète s’inscrit dans la famille des paramétrages descriptifs et
l’espace des descripteurs est défini a priori (cf. §1.2.2.2). Autrement dit, la DMD va décomposer un
élément géométrique, connu de manière discrète (mesuré ou simulé), dans une famille de descripteurs
qui dérivent du domaine de la mécanique vibratoire, d’où le terme � modale �. Dans la suite, nous
décrivons la théorie de la DMD en faisant référence à son application sur les éléments géométriques,
bien évidemment ce choix est lié à la formalisation que l’on développe dans le §2.3.

2.2.1 Éléments de dynamique des systèmes discrets

L’espace des descripteurs est issu d’une analyse modale réalisée à partir du modèle mécanique
représentant l’élément géométrique nominal. Les descripteurs ne sont autres que les déformées
modales ou modes propres résultants de l’analyse.

La première opération est la discrétisation de l’élément géométrique nominal. Nous transformons
ensuite cet élément discrétisé en une structure mécanique discrète. La structure mécanique est alors
caractérisée par une matrice de raideur K et une matrice de masse M [Géradin et Rixen, 96]. La
détermination des modes propres, que nous qualifions de naturels, s’effectue en résolvant, pour un
système conservatif discret, l’équation matricielle dynamique :

M · q̈ +K · q = 0 (2.1)

Pour un système à n degrés de liberté, les matrices K et M ont pour dimension (n×n) et le vecteur
de déplacement dynamique q (n × 1). Les solutions (modes propres) de l’équation 2.1 sont de la
forme :

qi = Qi · cos (ωi · t) (2.2)

où Qi est le vecteur amplitudes associé à la pulsation ωi. Le calcul des modes naturels, définis par
(ωi, Qi), se fait en résolvant le système linéaire suivant :(

K − ωi2 ·M
)
·Qi = 0 (2.3)

Le système linéaire défini par (2.3) admet alors n solutions propres, les modes propres naturels.
Les pulsations propres associées sont obtenues en calculant les racines de l’équation caractéristique
suivante :

det
(
K − ωi2 ·M

)
= 0 (2.4)

Les modes sont alors triés selon les ωi croissants de telle sorte que l’on obtienne les déformées
modales les plus � simples � en premier.

Remarque. Il est à noter que la résolution d’un système dynamique dans le domaine continu
permet d’obtenir les solutions en déplacements en tout point du modèle mécanique de l’élément
géométrique. Néanmoins, les équations n’ont de solutions exploitables que dans des cas où le modèle
s’appuie sur des éléments géométriques simples. Les lignes et les plans pourront, par exemple, fa-
cilement se modéliser par des poutres et des plaques dont la théorie est bien connue [Leissa, 69].
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2.2.2 L’espace des descripteurs

2.2.2.1 Les modes naturels

Afin d’exploiter les propriétés géométriques des modes naturels, calculés pour un élément
géométrique nominal, nous avons choisi d’utiliser une méthode numérique, celle des éléments fi-
nis [Zienkiewicz et Taylor, 02]. Tout problème mécanique résolu par une modélisation éléments
finis nécessite de définir :

– le type d’élément,
– les propriétés mécaniques du matériau,
– les conditions aux limites.

Lorsque l’on effectue une analyse vibratoire, ce sont ces trois données qui vont influer sur le résultat
des modes naturels, aussi bien au niveau de leur fréquence que de leur déformée (Qi). Nous verrons
par la suite que notre intérêt par rapport aux valeurs des fréquences est limité, seul le tri qu’elles
effectuent sur les modes sera intéressant. Par contre, les propriétés géométriques des déformées
modales nous intéressent tout particulièrement puisqu’elles sont à l’origine de la construction de
notre espace de descripteurs. Dans le cas des modèles éléments finis, les déformées modales sont
définies par des champs de déplacement des points du maillage, que l’on appelle nœuds, complétées
par des fonctions d’interpolations associées au type d’élément utilisé. Les déformées sont donc des
fonctions discrètes (les déplacements nodaux) complétées par des fonctions continues (les fonctions
d’interpolation).

Remarque. Les déplacements nodaux des poutres et des coques contiennent six degrés de liberté
par noeud, trois translations et trois rotations. Nous n’utiliserons par la suite qu’une translation
(paramètre mesurable).

Hypothèse 1. Les éléments géométriques mesurés ou simulés que l’on cherche à caractériser ont
dans tous les cas leurs nominaux définis par des courbes, des surfaces, groupe de courbes ou de
surfaces. Le modèle éléments finis sera alors construit à partir d’éléments poutres pour les courbes
et par des éléments coques pour les surfaces.

Le comportement mécanique des éléments poutres et coques est défini, respectivement, par
la théorie des poutres et coques minces. Ces théories s’appliquent à des géométries élancées. On
considérera alors des poutres dont la largeur et la hauteur sont négligeables devant la longueur.
De la même façon pour les coques, l’épaisseur sera négligeable devant la largeur et la longueur. A
travers ces deux théories, sachant que la théorie des coques dérive de celle des poutres, on distingue
deux types de comportements mécaniques,

– un comportement de type � flexion �, où les contraintes mécaniques varient dans la hauteur
et/ou largeur de l’élément poutre (cf. figure 2.1(a)), respectivement pour l’élément coque, et

– un comportement de type �membrane �, où les contraintes mécaniques sont constantes dans
la hauteur et/ou largeur de l’élément poutre (cf. figure 2.1(b) et (c)), respectivement pour
l’élément coque.
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(a) (b) (c)

Figure 2.1 – Comportement de type flexion – (a) Poutre soumise à un moment fléchissant, Com-
portement de type membrane – (b) Poutre soumise à un effort de traction et (c) Poutre soumise à
un effort tranchant

Les déplacements nodaux, qui composent les déformées modales, résultent de la combinaison de
ces deux comportements. On parlera de modes de flexion et de modes membranaires mais certains
modes combinent les deux.

Si l’on revient sur les propriétés géométriques des modes, on peut supposer que les modes
formés uniquement par les déplacements nodaux, qui s’effectuent dans le plan tangent des éléments
coques ou selon l’axe de l’élément poutre, n’ont pas d’intérêt géométrique pour décrire la forme des
éléments géométriques (cf. figure 2.2). De plus, ce type de variation géométrique n’est pas estimable
par les moyens de mesure géométriques. C’est pourquoi nous formulons une deuxième hypothèse
concernant les conditions aux limites.

Figure 2.2 – Exemples de déformées modales avec des déplacements nodaux uniquement dans le
plan des éléments coques

Hypothèse 2. Pour éviter le déplacement des nœuds dans le plan tangent des éléments coques
ou selon l’axe de l’élément poutre, nous bloquons les degrés de liberté concernés (les rotations
sont libres). Pour les éléments coques, nous fixons les mouvements des noeuds à zéro dans le plan
orienté par la normale locale à la surface de l’élément géométrique nominale au noeud impliqué (cf.
figure 2.3(a)). De la même façon, pour les éléments poutres, les déplacements longitudinaux selon
l’axe de ces éléments sont bloqués (cf. figure 2.3(b)).
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(a) (b)

Figure 2.3 – Illustrations des conditions aux limites appliquées aux éléments coques et poutres

Nous venons d’énoncer deux hypothèses dans lesquelles nous avons défini le type d’élément
et les conditions aux limites que l’on sélectionne pour construire le modèle mécanique, il reste à
préciser les propriétés du matériau.

Hypothèse 3. Pour calculer les modes, nous modélisons notre structure mécanique avec un
matériau homogène et isotrope avec une loi de comportement élastique linéaire 1, définie par un
module de Young E et un coefficient de Poisson ν (0 < ν < 0.5).

Cette troisième hypothèse, arbitrairement choisie, permet de se placer dans des conditions
favorables à l’utilisation des théories des poutres et des coques minces. Nous verrons dans la suite
que l’on peut mettre en place une modélisation plus subtile pour générer des déformées modales
adaptées à un besoin particulier.

Finalement, la prise en compte de ces trois hypothèses pour le modèle éléments finis de l’élément
géométrique nominal permet de créer un ensemble de modes de vibration, qualifiés de � naturels �,
triés selon leur fréquence. Le nombre de modes maximum, que l’on puisse calculer, est égal au
nombre de degré de liberté du modèle éléments finis. La tableau 2.1 illustre le résultat d’un calcul
réalisé sur une structure mécanique d’un cylindre, on représente ici les premiers modes naturels.

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23 24

Tableau 2.1 – Les premiers modes naturels d’un cylindre

1. nous avons arbitrairement choisi d’utiliser un acier avec E = 200 GPa et ν = 0.3
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Sur le tableau 2.1, nous remarquons la complexité croissante des déformées modales qui évolue avec
l’accroissement de la fréquence. On discerne également sur cet exemple deux types de modes, que
l’on différencie par leurs propriétés géométriques :

– les modes à symétrie de révolution (1, 2, 7, 14) et
– les autres sont par paires avec un déphasage angulaire (3–4, 5–6, etc.).

Cette particularité est liée à la classe d’invariance à laquelle appartient l’élément géométrique
nominal. Les classes d’invariances sont issues de la théorie des surfaces associées technologiquement
et topologiquement (SATT), introduite par Clément [Clément et al., 91]. L’invariance topologique
par la rotation autour de l’axe du cylindre nécessite alors la génération d’une paire de modes
déphasés d’un angle pour définir l’amplitude et le positionnement angulaire du mode.

En suivant les trois pré-requis, suggérés par les trois hypothèses, nous venons de décrire la
méthode permettant de générer de façon automatique notre espace de descripteurs associé à son
élément géométrique nominal. De plus, nous avons vu que cet espace pouvait être créé à partir
de tous les types d’éléments géométriques puisque la modélisation éléments finis permet, avec
seulement deux types d’éléments (cf. hypothèse 1), de balayer l’ensemble des cas possibles.

2.2.2.2 Les modes technologiques

Nous venons de voir que les modes naturels définissent un espace de description exhaustif,
puisque n’importe quelle mesure d’élément géométrique nominal peut être complètement décrite
dans l’espace qui lui est associé. En effet, le nombre de modes calculés est égal au nombre de degrés
de liberté du modèle éléments finis. Néanmoins, cette exhaustivité peut s’avérer moins performante
lorsque des formes particulières que l’on cherche à identifier n’interviennent pas explicitement dans
l’espace modal. L’idée est alors d’enrichir l’espace naturel avec ces formes particulières, que l’on
appelle modes technologiques.

L’intérêt d’introduire ces modes résulte de la manière dont ces nouveaux modes ont été construits.
Nous exposons deux façons de procéder pour générer ces modes en fonction de la description
recherchée. Tout d’abord, nous pouvons intervenir sur la modélisation éléments finis et définir
un modèle expert pour caractériser un comportement particulier. Si l’on cherche, par exemple, à
modéliser un comportement anisotrope du matériau, il est facile d’adapter le modèle mécanique
pour obtenir un tel comportement. La figure 2.4 montre un type de modélisation, à base d’éléments
poutres, qui privilégie la souplesse de la structure mécanique dans une direction (un modèle avec
des éléments coques orthotropes aurait eu le même comportement).

Figure 2.4 – Exemple de modèle d’un structure anisotrope

Les premiers modes (figure 2.5) de ce modèle éléments finis privilégient naturellement les plus
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grandes souplesses. On peut observer que le septième mode possède entre une et deux périodicités
dans la direction souple du modèle alors qu’il faut attendre le dix-huitième mode pour avoir la
première ondulation dans la direction la plus raide.

(a) mode technologique n°7 (b) mode technologique n°18

Figure 2.5 – Modes d’une structure anisotrope

Un intérêt de cette modélisation est l’étude d’une surface plane usinée où les ondulations d’usi-
nage auront une longueur d’onde différente en fonction de leur direction.

La deuxième façon de créer des modes technologiques est de les générer manuellement avec des
outils mathématiques, comme des fonctions ou combinaisons de fonctions polynomiales ou encore
des fonctions paramétriques et bien d’autres (cf. §1.2.2.2 à la page 16). La création de ces modes
est généralement liée à des caractéristiques particulières d’un procédé de fabrication : telles que les
� stries � d’usinage, la flexion de la pièce due à un effort de l’outil trop important, etc. L’idée des
modes technologiques est de modéliser géométriquement la forme ou la déformation induite par le
procédé de fabrication. Un certain nombre d’exemples a fait l’objet de la section sur la construction
des formes technologiques au §1.2.3.2 à la page 33.

Nous avions notamment cité les travaux de Gouskov et Tichkiewitch qui construisent une famille
de formes technologiques reflétant les défauts potentiels d’un procédé d’usinage par tournage de
pièces cylindriques [Gouskov et Tichkiewitch, 98]. Sur le même type de procédé de fabrication,
Zhang et al. proposent une modélisation avec des séries de Fourier et des polynômes de Legendre
d’un ensemble de formes technologiques. On représente sur la figure suivante, les principales formes
obtenues par [Zhang et al., 05] :

Conique Concave Convexe Banane

A00 +A01z A00 +A02

(
3z2 − 1

)
/2 A00 −A02

(
3z2 − 1

)
/2 A00 +A12

((
3z2 − 1

)
/2
)

cos θ

Tableau 2.2 – Représentation et équation polynomiale de quatre formes technologiques typiques
définies par [Zhang et al., 05]

où les constantes Aij contrôlent l’amplitude de chaque forme.
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Les travaux, que nous venons de citer, s’inscrivent parfaitement dans la caractérisation de la
forme des éléments géométriques, liée au procédé d’obtention. Toujours dans le domaine de l’usinage
par enlèvement de matière, on trouve de multiples travaux complémentaires à ceux-ci, qui, par la
modélisation du procédé d’usinage, prédisent la forme des surfaces usinées. Cette modélisation peut
s’établir, premièrement, de façon géométrique en paramétrant le passage de l’outil en fonction de
sa forme [Tournier et Duc, 02] ou deuxièmement par une modélisation du couple outil–matière
[Landon et al., 04]. En plus de la forme, ces types de paramétrages prennent en compte les défauts
d’ondulation voire la rugosité à l’échelle de la pièce. Néanmoins, ces modélisations restent spécifiques
aux conditions de coupes et dédiées à un procédé de fabrication.

Avec une démarche inverse, en partant de la mesure d’élément géométrique, une équipe de
recherche de l’IRCCyN 2 caractérise la forme de surfaces planes fraisées à l’aide de la méthode
DCT (Transformée en Cosinus discrète) et identifient des formes technologiques, qu’ils corrèlent à
l’usinage, pour enrichir leur base DCT.

Ces formes définissent pour nous des nouveaux modes, que l’on qualifie de � technologiques �.
L’exploitation de ces modes technologiques peut s’effectuer en construisant un espace de descrip-
teurs technologiques, qui regroupe toutes les modes technologiques identifiés. Une alternative est
d’introduire ces modes technologiques dans l’espace des modes naturels. Pour ce faire, il s’agit
de soustraire leur contribution dans l’espace de modes naturels en rendant l’ensemble des modes
indépendants, opération présentée dans [Adragna et al., 06]. Une dernière alternative quant à
l’utilisation de ces modes technologiques est de les employer comme un filtre et décrire ensuite le
résidu dans l’espace naturel.

2.2.3 La projection vectorielle modale

L’espace des descripteurs étant défini, par les modes naturels et/ou technologiques, l’opération
à suivre consiste à décomposer la mesure ou simulation de mesure d’un élément géométrique dans
cet espace.

Mathématiquement, la famille des vecteurs modaux Qi forme une base vectorielle Q, appelée
couramment base modale. Le vecteur mesure mesV , issu de la mesure de l’élément géométrique,
peut être exprimé de manière unique comme une combinaison linéaire de vecteurs de cette base.
Autrement dit,

mesV =
n∑
i=1

λiQi (2.5)

où n est le nombre de modes égal au nombre de degrés de liberté du modèle éléments finis et
les λi ∈ R sont les coordonnées du vecteur mesV dans la base Q, que l’on appellera coordonnées
modales.

L’ensemble des coordonnées modales λi définissent le vecteur modal λ (n× 1). Elles sont obte-
nues par l’opération de projection vectorielle, que l’on peut écrire sous la forme matricielle suivante :

λ = Q∗ · mesV =
(
QT ·Q

)−1 ·QT · mesV (2.6)

La base modale Q est une base non-orthogonale au sens euclidien, cela signifie que le produit scalaire
Q ·mesV , défini dans un espace euclidien, ne donnera pas la bonne projection. C’est pourquoi, l’on
construit la base duale Q∗ tel que :

Qi ·Q∗j =

{
1 si i = j

0 si i 6= j
(2.7)

2. Institut de Recherche en Communication et en Cybernétique de Nantes
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Ainsi, nous calculons les coordonnées modales de mesV dans la base Q, comme l’illustre le cas 2D
de la figure 2.6.

Figure 2.6 – Illustration de la projection vectorielle dans une base non-orthogonale

On démontre dans l’annexe B que le résultat de la projection vectorielle, définie par l’équation 2.6,
est équivalent à rechercher l’ensemble des λi par un problème de minimisation, au sens des moindres
carrés, des écarts géométriques entre le vecteur mesure mesV et les déformées modales Qi. En
d’autres termes, les coordonnées modales λi caractérisent la contribution de chaque mode Qi, qui
permettent de recomposer le vecteur mesure mesV .

Afin de donner du sens à cette contribution, nous avons choisi de normer les vecteurs modaux
Qi tel que :

‖Qi‖∞ = 1 (2.8)

C’est-à-dire que le déplacement nodal maximal, en valeur absolue, du champ de déplacement de
chaque mode est normé à 1. De ce fait, la valeur des coordonnées modales représentera l’amplitude
� métrique � de chaque mode. On présente sur la figure 2.7, une illustration de l’incidence de la
norme infinie sur le champ de déplacement d’un mode.

Remarque. L’amplitude des coordonnées modales que l’on qualifie de � métrique � signifie que si
les coordonnées du vecteur mesure sont exprimées en millimètres alors les coordonnées modales
seront également exprimées millimètres.

Remarque. En normant la base modale Q avec la norme infinie, nous imposons à chaque mode une
représentation géométrique, qui restera inchangée si la coordonnée modale à laquelle il est associé
reste de signe positif. Dans le cas contraire, c’est-à-dire si la coordonnée modale est négative, sa
représentation est inversée (le cône changera de direction et le � diabolo � deviendra � tonneau �).
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(a) (b)

Figure 2.7 – Représentation géométrique du choix de la norme infinie, sur l’exemple du mode 1 et
7 du tableau 2.1 à la page 43

Le résultat de la projection vectorielle modale se présente sous la forme d’un vecteur λ que nous
exprimons par un spectre. Ce spectre, que l’on qualifie de modal, représente alors la contribution (en
amplitude) des composantes λi de la mesure d’un élément géométrique en fonction des composantes
(vecteurs modaux). La section suivante montre des exemples de la représentation graphique de ces
spectres.

2.3 Formalisation de la DMD en métrologie

Un des objectifs de ces travaux est de concevoir un outil d’aide à l’expertise géométrique
des pièces mécaniques, liée à un procédé de fabrication (par l’étude d’un lot de pièces) ou à
un procédé de mesure (par l’étude des erreurs de mesure). Pour ce faire, nous proposons de
déployer la Décomposition Modale Discrète (DMD) dans le domaine de la métrologie, sous le nom
de Métrologie Modale des Surfaces MemoSurf®. Avant de développer la formalisation de cette
méthode en métrologie et en guise de préambule, nous exposons un bref état de l’art des solutions
d’expertise existantes suivi de la définition des six ordres de défauts géométriques répertoriés dans
la norme.

2.3.1 Les solutions d’expertise existantes

Dans des travaux menés sur le tolérancement des mécanismes flexibles avec prise en compte du
défaut de forme, Perpoli propose une classification pertinente de ces solutions [Perpoli, 04]. Il est
à noter que les travaux de Perpoli font également partie des travaux initiateurs de la décomposition
modale.

Ces solutions apparaissent dans les critères d’analyse des logiciels de traitement de mesure. Per-
poli classe ces solutions selon trois catégories suivant qu’elles s’appliquent à des surfaces à étendue :
réduite (topographie), moyenne ou grande. Les mesures sont alors réalisées par des moyens avec ou
sans contact et les fichiers de données résultants sont analysés par différentes méthodes d’expertise.
Nous détaillons maintenant brièvement ces méthodes en fonction de leur domaine d’application.
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� Méthodes d’expertise orientées topographie
Les moyens de mesure utilisés pour la topographie regroupent des moyens avec ou sans contact.
On trouve des microscopes optiques ou mécaniques à balayage, des interféromètres, des capteurs
de type inductifs, etc. Une fois la mesure effectuée, il s’agit d’extraire les données utiles en fonction
de l’expertise que l’on souhaite réaliser (forme, ondulation ou rugosité), principalement par des
opérations de redressement et de filtrage. En règle générale, les méthodes d’analyses associées à ces
moyens de mesure sont de trois types :
– Analyse des paramètres de rugosité : on retrouve ici le calcul de l’ensemble des paramètres de

rugosité traditionnels définis dans les normes comme le calcul de taux de surface portante, l’écart
moyen arithmétique de la surface, etc.

– Analyse géométrique : elle concerne l’extraction de profil, la mesure de distances et d’angles,
mais aussi le calcul de surfaces et de longueurs développées. Aussi, pour déterminer des volumes
d’usure, de rétention ou d’endommagement, le calcul des caractéristiques des pics et des creux
peut être effectué.

– Analyse de paramètres fréquentiels : il s’agit le plus souvent d’une transformée de Fourier ap-
pliquée à la mesure discrète pour analyser l’anisotropie des états de surfaces par exemple.

Les méthodes d’expertise topographique sont, pour la plupart, vouées à l’analyse de structure de
la matière plus qu’à l’analyse de forme. Elles permettent de qualifier et de caractériser les états de
surface, de déterminer les propriétés de frottement et d’autolubrification, d’analyser un endomma-
gement, etc. Les échantillons mesurés ne peuvent excéder un carré de quelques centimètres.

� Méthodes d’expertise orientées mesure de surfaces à étendue moyenne
Ce domaine d’application concerne la majorité des pièces mécaniques puisque l’on entend par
surfaces moyennes, des surfaces dont les dimensions ne dépassent pas un cube de plusieurs di-
zaines de centimètres de coté. Les moyens de mesure utilisés sont, pour la plupart, des techno-
logies à contact avec des palpeurs inductifs. Ces moyens permettent de vérifier l’ensemble des
spécifications géométriques normalisées portées au plan, notamment les tolérances de forme qui
nous intéressent particulièrement. Les méthodes d’analyse les plus poussées, proposées par les ap-
plications de mesure, définissent un nombre d’ondulation par tour en utilisant la transformée de
Fourier pour caractériser des mesures de circularité voire de rectitude. On trouvera bien évidemment
le développement de méthodes d’expertise dédiées à certaines pièces mécaniques, par exemple dans
l’industrie du roulement, la qualité des chemins de roulement des bagues s’évalue en niveau d’ovalité
et de triangulation pour des besoins fonctionnels. Nous constatons que dans ce champ d’application
la caractérisation de la forme géométrique des pièces reste ouverte.

� Méthodes d’expertise orientées surfaces à grande étendue
La conception de surfaces de plus en plus complexes, associée à la production en grande série, est
à l’origine d’un besoin de mesure qualitatif et quantitatif de la forme de ces surfaces. Un certain
nombre de moyens de mesure ayant des fréquences de mesure élevées (technologie laser, palpeur
de scanning, etc.) ont été développés et les outils informatiques associés permettent d’exploiter les
nuages de points acquis. La démarche de traitement des données est similaire quel que soit l’outil
utilisé :
– création d’un maillage polygonal à partir du nuage de points,
– recalage de la surface polygonale par rapport à un système de référence,
– comparaison avec la Définition de Forme Numérisée (DFN) de la surface : les écarts entre la DFN

et la surface mesurée sont représentés par des niveaux de couleurs,
– contrôle des spécifications géométriques normalisées directement sur la surface mesurée,
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– possibilité d’extraire des sections, des contours pour vérifier des caractéristiques particulières.
Ces outils de traitement permettent d’obtenir aisément une visualisation des écarts géométriques
de la pièce par rapport à sa cible mais l’analyse reste assez basique.

2.3.2 Les six ordres de défauts

Le tolérancement géométrique est l’expression des variations admissibles de la géométrie réelle
autour du nominal défini par le concepteur. Les documents normatifs découpent ces variations en
six catégories [ISO-8785, 98].

(1) Taille
Ce type de défaut est généralement exprimé par les caractéristiques intrinsèques des éléments idéaux
associés aux points mesurés selon un critère d’association.

(2) Position
Le défaut de position est, quant à lui, exprimé par les caractéristiques de situation (distance et
angle) entre éléments idéaux, c’est-à-dire entre l’élément géométrique idéal associé à la mesure et
l’élément géométrique nominal.
Les quatre catégories de défaut suivants sont séparées par une opération de filtrage et s’expriment
par des caractéristiques de situation entre éléments idéaux et non idéaux, c’est-à-dire entre l’élément
géométrique idéal associé à la mesure et la mesure.

(3) Forme
Les défauts de forme sont de grandes longueurs d’ondes.

(4) Ondulation
L’ondulation est extraite de la rugosité puisqu’elle permet de définir le filtre de coupure.

(5) Rugosité
La rugosité caractérise des défauts géométriques de très courtes longueurs d’ondes et les suppose
périodiques.

(6) Micro rugosité
Sur ce dernier type de défaut, les � longueurs d’ondes � sont aussi très courtes mais n’ont aucune
périodicité évidente.

Il est nécessaire de définir des modèles pour chaque catégorie de défauts afin de pouvoir écrire
des spécifications géométriques claires et les vérifier. De plus, la notion de courtes ou grandes
longueurs d’ondes est subjective et souvent liée au procédé de fabrication (usinage). La notion de
périodicité est également relative au procédé (par exemple : l’avance par tour pour une surface
tournée, le passage des dents de la fraise en fraisage, etc.). L’étape suivante est la définition d’un
paramétrage. Les domaines de prédilections de nos travaux sont la forme et l’ondulation même si
le paramétrage introduit par notre méthode permet, en théorie, de toutes les étudier.

2.3.3 Le contenu des dix étapes de MemoSurf®

La métrologie modale des surfaces utilise donc la DMD pour décrire la mesure d’un élément
géométrique dans l’espace des modes naturels, construit à partir de son nominal. L’objectif de
cette formalisation est d’établir une démarche pratique robuste pour utiliser cette méthode. Cette
démarche est découpée en dix étapes, associée au vocabulaire spécifique que nous avons introduit.

Tout d’abord, nous ne parlerons plus d’espace des modes naturels mais de famille de défauts
élémentaires. D’une façon plus pragmatique, cette famille est établie à partir de la Définition
de Forme Numérisée (DFN) de l’élément géométrique nominal. Les écarts géométriques, qui ca-
ractérisent les défauts et issus de la mesure, sont ensuite décomposés dans cet ensemble de défauts
élémentaires. Il en résulte une représentation spectrale de la mesure, montrant ainsi la contribution
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de chaque défaut élémentaire trié selon leur complexité géométrique croissante. Nous pouvons alors
grâce à cette méthode,

– visualiser et identifier les défauts élémentaires prépondérants,
– aider le régleur dans les éventuelles corrections machines à effectuer pour obtenir des pièces

conformes (c’est-à-dire dans les tolérances),
– caractériser les défauts géométriques créés par le procédé de fabrication en étudiant un lot

de pièces,
– caractériser les défauts engendrés par le moyen de mesure et d’en évaluer la correction,
– vérifier la conformité d’une mesure de forme (cf. Chapitre 4).
Nous synthétisons dans le tableau 2.3 les dix étapes de notre démarche d’expertise des défauts

géométriques des pièces mécaniques que nous détaillons dans les sous sections suivantes.

Étapes Description Illustration

E1
Identification des

surfaces
fonctionnelles

Extraire les surfaces
fonctionnelles à caractériser et
identifier leur typologie dans la
classification des éléments
géométriques idéaux du
tableau 2.4

E2
Choix du niveau
� modal �

Déterminer le nombre de
points de mesure nécessaire
pour décrire la complexité du
défaut recherché : utilisation
du critère de Nyquist

E3
Création du

maillage

Construire un réseau de points,
uniformément répartis, sur la
(ou les) surface(s)
fonctionnelle(s) représentée(s)
par l’élément géométrique
nominal

E4
Construction de la

base modale
naturelle

Construire la base modale
naturelle à partir de l’élément
géométrique nominal identifié

E5
Choix du moyen

de mesure

Choisir un moyen de mesure
permettant d’acquérir un
grand nombre de points

suite sur la prochaine page. . .
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Étapes Description Illustration

E6
Acquisition et
exportation

Exporter un fichier contenant
les coordonnées XYZ des
points mesurés

E7 Association

Associer un élément
géométrique idéal à l’élément
géométrique mesuré (surface
fonctionnelle mesurée) à partir
de critères

E8 Décomposition
Décomposer les écarts résiduels
dans la base des modes
naturels (DMD)

E9
Visualisation des

résultats
Exploiter et visualiser les
résultats issus de la DMD

E10 Interprétation
Analyser les modes
prépondérants et rechercher les
causes potentielles

Tableau 2.3 – Les 10 étapes de MemoSurf®

Remarque. La métrologie modale des surfaces a fait l’objet du développement d’une maquette
numérique dans l’environnement MATLAB®. En effet, cette maquette est dédiée aux mesures
issues des MMT et permet à tout métrologue de traiter ces mesures par la DMD. Nous présentons
schématiquement en annexe C la maquette numérique exploitant cette démarche.

2.3.3.1 Étape 1 : Identification des surfaces fonctionnelles

Cette première étape consiste à extraire la (ou les) surface(s) fonctionnelle(s) à mesurer de la
DFN et identifier sa (ou leur) typologie à l’aide d’une classification, que nous proposons, basée sur
les tolérances de forme (tableau 2.4). Dans un souci de création de familles de défauts élémentaires
génériques, nous avons choisi de décliner les éléments géométriques idéaux, spécifiés par les tolérances
de forme, en trois catégories :
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– les éléments idéaux avec une géométrie dite � référence �,
– les éléments idéaux avec une géométrie dite � étendue�, sont des éléments dont les dimensions

géométriques sont disproportionnées ; par exemple on estime qu’un cylindre est court lorsque
son rapport diamètre sur hauteur est supérieur à 3

2 ,
– les éléments idéaux dont la géométrie est particulière sont principalement les profils de ligne

et les surfaces gauches.

Remarque. Dans le cas des géométries particulières, il est nécessaire de créer une famille de défauts
élémentaires spécifiques. Pour l’étude d’un lot de pièces, cette opération n’est effectuée qu’une seule
fois.

Tolérances
de forme

Géométries références Géométries
étendues

Géométries
particulières

Surfaces
fonctionnelles

extraites

Droite 2D Droite 2D

2
3 ≤

a
b ≤

3
2

a
b >

3
2

a
b <

2
3

Cercle 2D Cercle 2D

2
3 ≤

d
h ≤

3
2

Court : d
h >

3
2

Long : d
h <

2
3

Composition de

surfaces

cylindriques,

cylindre avec

perçage latéral, . . .

Composition de

surfaces

cylindriques,

cylindre avec

perçage latéral, . . .

Profil de ligne Profil de ligne

50◦ ≤ α ≤ 130◦

1
6 ≤

h
d ≤

1
2

α < 50◦

α > 130◦

Tore intérieur Tore intérieur
Tore extérieur Tore extérieur
Surface
hémisphérique

Surface
hémisphérique

Surface gauche Surface gauche

Tableau 2.4 – Classification des éléments géométriques idéaux par rapport aux tolérances de forme
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2.3.3.2 Étape 2 : Choix du niveau modal

Afin de déterminer le nombre de points de mesure que l’on souhaite acquérir sur la surface
fonctionnelle, il est nécessaire de connâıtre la complexité du défaut géométrique que l’on cherche
à caractériser. La complexité du défaut peut s’exprimer en nombre d’ondulations (ou en longueur
d’onde). Et plus le nombre d’ondulations sera élevé, plus le nombre de points de mesure sera
important. La relation entre le nombre d’ondulations et le nombre de points de mesure nous est
imposée par le critère d’échantillonnage de Nyquist, exploité entre autres dans l’annexe de la norme
[ISO/TS-12780-2, 03].

Théorème de Nyquist. Si l’on sait qu’un signal infiniment long ne contient aucune longueur
d’onde inférieure à une longueur d’onde spécifiée, le signal peut être reconstruit à partir des valeurs
du signal à des intervalles régulièrement espacés pourvu que l’intervalle soit plus petit que la moitié
de la longueur d’onde spécifiée.

Nous employons le critère d’échantillonnage de Nyquist pour éviter le phénomène de repliement.
Le repliement se produit lorsqu’une sinusöıde de longueur d’onde courte apparâıt comme étant une
sinusöıde de longueur d’onde plus grande car l’intervalle d’échantillonnage est trop grand pour
définir la vraie forme du signal (cf. figure 2.8).

Figure 2.8 – Repliement

Nous avons fait le choix d’utiliser au moins sept points d’échantillonnage par longueur d’onde.
Nous adaptons alors cette préconisation à notre méthode en écrivant la relation suivante :

N = 6×No +

{
1 si ligne ouverte (profil)

0 si ligne fermée (cercle)
(2.9)

où No désigne le nombre d’ondulations et N le nombre de points d’échantillonnage associé.
Si l’on souhaite caractériser le défaut élémentaire de la figure 2.9(a), N = 6 × 3 + 0 = 18

sur une section car il y a au plus 3 ondulations et sur la génératrice N = 6× 1
2 + 1 = 4 seulement

une demie ondulation. Nous pouvons alors créer un réseau minimal de 18× 4 = 72 points du type
cage à oiseaux, représenté sur la figure 2.9(b).
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(a) Défauts élémentaires à ca-

ractériser

(b) Réseau minimal de 72 points à

mesurer

Figure 2.9 – Réseau minimal de points à mesurer

Le réseau de points de type cage à oiseaux est le nom donné à une stratégie d’extraction de points
de mesure sur des éléments cylindriques. Il est clair que cette stratégie respecte l’échantillonnage
conseillée par le critère de Nyquist, permettant ainsi de garantir un niveau de filtrage satisfaisant
pour le besoin du métrologue dans la vérification des défauts géométriques. Cependant, la question
qui subsiste est : est-ce la stratégie optimale ?

On trouve dans la littérature un grand nombre de travaux sur l’évaluation du nombre et de la
répartition optimale des points de mesure en observant les incertitudes obtenues sur des paramètres
géométriques, caractérisant les ordres de défauts. Lee et al. évaluent l’influence de différentes
stratégies sur des caractéristiques géométriques et l’état de surface des éléments géométriques me-
surés [Lee et al., 97]. Quant à Yau, il estime le nombre de points de mesure, qui garantit que l’incer-
titude du recalage de l’élément idéal sur les points est inférieure aux tolérances spécifiées [Yau, 98].
Nous pouvons aussi citer les travaux de Capello et Semeraro [Capello et Semeraro, 99] et de
Weckenmann et Knauer [Weckenmann et Knauer, 98], qui mettent en évidence l’importance de
la stratégie de mesure (nombre et répartition) dans l’estimation du diamètre et du défaut de forme
des éléments circulaires. Depuis une dizaine d’années, une équipe de recherche de l’université Aix-
Marseille développe une modélisation statistique des incertitudes, causées par le moyen de mesure
notamment, qui se traduit sur les paramètres des surfaces par une variabilité géométrique. Mailhé
et al. [Mailhé et al., 09] montrent que cette modélisation offre au métrologue un outil de réflexion
supplémentaire pour répartir ces points de mesure.

Le lecteur aura compris que, dans notre formalisation, nous avons opté pour des réseaux de
points qui respectent le critère d’échantillonnage de Nyquist, tout en étant conscients d’un sur-
échantillonnage éventuel, mais qui augmente la qualité de la mesure.

2.3.3.3 Étape 3 : Création du maillage

Lors de cette étape, il s’agit de construire un réseau de points, qui va définir d’une part les
points de mesure et d’autre part le modèle éléments finis nécessaire à la construction de la base
modale naturelle (cf. étape 4). En fonction des préconisations de l’étape précédente sur le nombre
de points, on privilégiera un réseau de points répartis de façon uniforme et on préférera les maillages
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de type tensoriel (cf. tableau 2.5) pour respecter les hypothèses de travail des éléments finis.

Plan Anneau disque Cône Surface hémisphérique

Tableau 2.5 – Maillage tensoriel associé à quelques géométries usuelles

Nous faisons remarquer au lecteur que le choix d’avoir une grille de points de mesure identique
au maillage du modèle éléments finis tend à rendre robuste notre méthode d’expertise. Nous avons
alors une information de mesure pour chaque nœud du maillage. Ainsi, le vecteur mesure mesV

et la base modale Q ont des dimensions homogènes pour réaliser la projection vectorielle modale
(cf. équation 2.6 à la page 46). Mais nous verrons que cela impose d’utiliser des moyens de me-
sure spécifiques (cf. étape 5). Nous pourrions néanmoins envisager d’avoir deux réseaux de points
indépendants, le maillage éléments finis resterait le maillage tensoriel défini usuellement et le nuage
de points de la mesure serait quelconque. Le traitement de ces données serait légèrement différent
puisque pour retrouver l’information de mesure aux noeuds du maillage, une étape supplémentaire
d’interpolation serait à prévoir à l’issue de l’étape 7.

2.3.3.4 Étape 4 : Construction de la base modale naturelle

La base modale naturelle va définir notre famille de défauts élémentaires, associée à chaque
type de géométrie du tableau 2.4 de la page 53. Elle est calculée à partir du modèle éléments
finis, construit sur la DFN de l’élément géométrique idéal identifié. Nous avons choisi de décliner
les éléments géométriques idéaux en trois catégories pour pouvoir construire des bases modales
génériques, qui s’adaptent à tous les éléments idéaux de la même typologie et ayant des proportions
géométriques du même ordre.

C’est pourquoi, en pratique, une seule base modale est calculée par type de géométrie référence
avec leur proportion moyenne correspondante (pour le cylindre d

h = 1). Dans le cas où ce rapport de
dimensions géométriques (ou rapport d’élancement) ne respecte pas les limites fixées, une autre base
est calculée pour ce type de géométrie, que nous appelons étendue. Les limites que nous avons fixées
sur les proportions géométriques des éléments idéaux ont été arbitrairement choisies en fonction
de notre expertise. Nous introduisons cette différence entre géométrie référence et étendue puisque
ce rapport d’élancement influence l’ordre de tri naturel des modes dans la base. On représente,
dans le tableau 2.6, les bases modales naturelles d’un cylindre court, � normal � et long. Nous
constatons sur cet exemple qu’en fonction du rapport d’élancement appliqué au cylindre l’ordre
naturel des modes est modifié. La base d’un cylindre court privilégie naturellement les modes avec
des ondulations sur les sections (modes � trilobes � à la 9e et 10e position) alors que le cylindre long
favorise les modes avec des ondulations sur les génératrices (mode � diabolo � à la 5e position). À
la limite, pour un cylindre très court, la base modale serait constituée uniquement de modes, ca-
ractérisant la circularité et, dans le cas inverse, la base modale d’un cylindre très long caractériserait
la rectitude du cylindre. Hormis les cas particuliers, l’utilisation de l’élément géométrique nominal
pour construire la base modale permet d’obtenir des modes ordonnés naturellement par rapport au
procédé de fabrication.
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1 2 3 4 5 6 7 8

Cylindre court avec d
h = 2

Cylindre avec d
h = 1

Cylindre long avec d
h = 1

2

9 10 11 12 13 14 15 16

Cylindre court avec d
h = 2

Cylindre avec d
h = 1

Cylindre long avec d
h = 1

2

Tableau 2.6 – Les bases génériques d’un cylindre en fonction de son rapport d’élancement

Le nombre de modes à calculer dépend du niveau de filtrage ou niveau de description, que l’on
souhaite, pour caractériser les écarts géométriques, issus de la mesure. Il ne faut pas oublier que le
nombre maximal théorique de modes est lié au nombre de noeuds du modèle éléments finis. Mais
si l’on veut respecter le critère d’échantillonnage de Nyquist, le nombre de modes que l’on peut
décrire est bien inférieur. De façon empirique on estime que pour n noeuds du maillage, on pourra
décrire, selon Nyquist, un nombre de modes égal à n

5 .
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2.3.3.5 Étape 5 : Choix du moyen de mesure

Nous ne voulons pas soulever, dans cette étape, la problématique liée à la méthode de mesure
mais simplement préciser les moyens de mesure compatibles avec notre méthode d’expertise en
terme de sensibilité, résolution et d’étendue de mesure.

Il est clair que l’utilisation du moyen de mesure sélectionné doit satisfaire techniquement à
l’objet de la mesure relatif à la spécification à contrôler et avoir une incertitude de mesure (pas
nécessairement propre à l’instrument de mesure) compatible à la tolérance. Après avoir fait le
choix du moyen, il faut le confirmer � métrologiquement � en analysant le processus de mesure
afin d’estimer les incertitudes de mesure. Cette vérification est un travail généralement négligé
puisqu’il est réalisé expérimentalement, elle fait l’objet de l’opération d’étalonnage. L’étalonnage
d’un moyen de mesure fournit habituellement une incertitude sur la grandeur mesurée, corrigée
d’une erreur systématique. L’incertitude déduite sera alors une erreur aléatoire. De nombreux tra-
vaux de recherche, particulièrement sur des approches statistiques, ont été menés [Cox et al., 08,
Bachmann et al., 04].

Bachmann et al. proposent une approche différente au procédure d’étalonnage classique pour es-
timer les incertitudes de mesure. En effet, plutôt que rechercher ce qui est de l’ordre du systématique,
pour le corriger, leur modèle englobe tous les types d’erreurs (systématiques, non-systématiques
et aléatoires). Leur modélisation se traduit, sur les paramètres des surfaces, par une variabilité
géométrique qui est représentée par une zone spatiale dans laquelle se situe l’élément géométrique
étudié [Bachmann et al., 04]. Ce modèle permet, en autre, de déduire la méthode de mesure qui
améliore la qualité d’approximation de la surface mesurée.

Tout en étant conscients des problèmes liés aux incertitudes des moyens de mesure et sans
essayer de les contourner, puisque nous y avons été confrontés, l’objet de cette formalisation ne
s’est pas centré sur cette problématique. La capabilité de l’instrument de mesure, que nous avons
utilisé, comparativement aux tolérances à contrôler, nous a permis de nous affranchir des difficultés
à évaluer les incertitudes. Une autre exigence que l’on a sur le choix du moyen de mesure est sa
capacité à acquérir un grand nombre de points (de quelques centaines à quelques milliers). Il existe
de nos jours de plus en plus de technologies capables d’acquérir un nombre de points important et
dans un temps raisonnable :

– mesure avec contact : palpeur à contacts statiques ou dynamiques
– mesure sans contact : principalement les procédés optiques (interférométrie, triangulation,

photogrammétrie, etc.)
Malgré tout, nous avons principalement utilisé des résultats de mesure issus de Machines à Me-

surer Tridimensionnelles (MMT). Plusieurs raisons nous ont poussés à faire ce choix, premièrement
la flexibilité de la programmation du palpage point par point, deuxièmement la capabilité de me-
sure compte tenu des tolérances spécifiées sur les pièces mécaniques que l’on cherche à expertiser
et enfin la disponibilité des MMT de notre partenaire le CTDEC. Nous avons donc pu mettre en
place un pilotage de la MMT par la génération automatique de fichiers de commande.

2.3.3.6 Étape 6 : Acquisition et exportation

Comme nous venons de l’évoquer dans l’étape précédente, nous avons automatisé notre démarche
d’expertise avec des fichiers scripts dans un langage de programmation dédié au pilotage des MMT,
à savoir le langage DMIS pour Dimensional Measuring Interface Standard. On représente sur la
figure 2.10 la simulation du chemin de palpage, générée par un fichier de commande, pour mesurer
l’alésage de la pièce d’étude.
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Figure 2.10 – Simulation du chemin de palpage

Les données que nous exploitons dans la suite sont des fichiers contenant les coordonnées X, Y
et Z de chaque point mesuré. Lorsque les mesures proviennent d’une MMT, les coordonnées des
points sont généralement exprimées dans le repère de la DFN de l’élément géométrique.

2.3.3.7 Étape 7 : Association

Cette septième étape consiste à associer un élément géométrique idéal à un ensemble de points,
en l’occurrence celui exporté dans l’étape précédente. Depuis les années 70, de nombreuses méthodes
d’association sont basées sur une approche géométrique. Ces méthodes cherchent à minimiser une
distance en optimisant les paramètres de l’élément géométrique idéal associé. Selon le critère de
minimisation choisi, l’expression du problème de minimisation peut s’écrire de différentes manières.
Trois critères sont principalement cités :

– le critère des moindres carrés, il utilise la norme euclidienne des distances entre l’élément
géométrique idéal et la surface réelle, représentée par le nuage de points mesurés,

– le critère de Tchebychev (ou minimax) qui cherche à minimiser la norme infinie des distances,
– et le troisième critère minimise la norme algébrique des distances, critère de tangence matière.

Figure 2.11 – Méthode d’association géométrique d’un plan
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Selon le critère choisi, le problème à minimiser s’écrit alors :

n∑
k=1

|dk|N avec


N = 1 norme algébrique, tangence matière

N = 2 norme euclidienne, moindres carrés

N →∞ norme infinie, Tchebychev

(2.10)

Pour résoudre ce problème, il existe plusieurs méthodes mathématiques classiques comme la
méthode de Gauss pour le critère des moindres carrés ou la méthode du simplexe pour le critère
de Tchebychev et le critère de tangence matière, etc.

� La méthode de Gauss consiste à former la fonction W =
∑
dk

2, où les dk sont exprimés
en fonction des qp paramètres de l’élément géométrique idéal. La fonction passe par un minimum
que l’obtient en résolvant un système de p équations linéaires à p inconnues, obtenu par les dérivées
partielles :

∂W

∂q1
= 0,

∂W

∂q2
= 0, . . . ,

∂W

∂qp
= 0 (2.11)

� La méthode du simplexe consiste à exprimer le problème sous la forme de contraintes
linéaires et d’une fonction objectif.

Au milieu des années 70, Bourdet et Clémént introduisent le concept du torseur de petits
déplacements dont l’objectif est de résoudre le problème d’association d’un élément géométrique
idéal à un nuage de points en métrologie tridimensionnelle [Bourdet et Clément, 76]. L’idée
générale est de minimiser les écarts ei entre l’élément idéal et le nuage de points en effectuant
un petit déplacement

−−−→
DMthi

tel que la position finale de l’élément idéal soit globalement le plus
près possible des points mesurés Mi. Ainsi le problème d’association d’un élément idéal (ou groupe
d’éléments) peut être posé sous une forme générale,

ei = ξi −
−−−→
DMthi

· −→ni (2.12)

où −→ni et ξi sont représentés sur la figure 2.12.

Figure 2.12 – Petit déplacement en un point
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On obtient alors un système de n équations linéaires (n = nombre de points mesurés) pour r
inconnues, c’est-à-dire les r composantes du torseur de petits déplacements. La résolution d’un tel
système fait appel à la méthode de Gauss pour le critère des moindres carrés ou à la méthode du
simplexe pour les deux autres critères.

Quel que soit le critère d’association choisi, le résultat de l’association d’un élément géométrique
idéal à un nuage de points relève de différents facteurs :

– Il dépend du nombre de paramètres indépendants (paramètres de position, d’orientation et
intrinsèques) permettant à l’élément géométrique de s’adapter au nuage de points.

– Il est possible de mettre sous contraintes un certain nombre de ces paramètres, la formu-
lation du problème de minimisation est alors modifiée et le résultat de l’association le sera
nécessairement aussi.

– Les résultats de l’association dépendent également des algorithmes utilisés et de la précision
de calcul de l’outil d’optimisation.

Le résultat de l’association devra alors répondre au critère de la meilleure représentation de
l’élément géométrique réel, relativement à l’utilisation de l’élément idéal associé. Parmi les trois
critères cités précédemment, les normes de spécification [ISO-5459, 81] distinguent :

– Le critère de Tchebychev relatif à la forme de l’élément. Le défaut de forme t est alors
représenté par la zone minimale définie par deux enveloppes, formées par l’ensemble des
sphères ou des cercles de diamètre t, centrés sur l’élément idéal.

– et le critère de tangence matière relatif à la fonction d’assemblage. La fonction d’assemblage
se traduit par un élément idéal tangent au coté libre de la matière.

Bien que non prévu par les normes de spécifications, le critère des moindres carrés est actuelle-
ment le critère le plus utilisé en mesure tridimensionnelle. Ce critère a l’avantage d’être robuste
et fiable quels que soient le nombre de points et l’étendue de la surface. Comme nous l’avons vu
précédemment, l’élément idéal des moindres carrés est celui qui minimise la somme des carrés des
écarts dk (cf. équation 2.10), ce qui lui confère comme propriétés mathématiques :

– la somme des écarts dk nulle,
∑n

k=1 dk = 0,
– la répartition des écarts dk suit généralement une loi gaussienne, ce qui permet de détecter

d’éventuels points statistiquement aberrants.
Les travaux de Linares et al. sur l’influence du filtrage mécanique dans l’association des éléments

géométriques [Linares et al., 07], montrent que, dans le cas d’utilisation de palpeurs dynamiques
et statiques à contact, les points mesurés sont répartis suivant une densité de probabilité gaussienne
autour de l’élément idéal associé, avec comme hypothèse d’avoir un état de surface de la pièce de
bonne qualité (forme, ondulation et rugosité faibles). Dans ce cas, ils concluent qu’une estimation
correcte de la surface réelle est obtenue par le critère des moindres carrés. Et dans le cas, où
les mesures sont réalisées avec des technologies optiques, Linares et al. démontrent que les critères
d’associations géométriques sont insuffisants. Ils proposent alors une approche statistique qui utilise
la méthode du maximum de vraisemblance. La fonction de vraisemblance est constituée du produit
des probabilités conditionnelles des points à appartenir à l’élément idéal associé.

Dans le cadre de nos travaux, la majorité des expertises géométriques a été réalisée à partir
de mesures tridimensionnelles acquises par des MMT. Nous avons légitimement appliqué le critère
d’association des moindres carrés pour extraire les paramètres géométriques des éléments mesurés.
Nous extrayons notamment de cette association les écarts normaux résiduels que l’on représente par
le vecteur mesV . Nous présentons dans la suite les résultats de l’association d’un élément cylindrique
à un nuage de points mesurés.
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Figure 2.13 – Représentation du cylindre associé avec le
critère des moindres carrés

Point de l’axe
x y z

0.0014 0.0003 −8.2575
Axe

x y z
−0.0003 0.0002 1
Diamètre
15.895 mm
Défaut de forme
15.6 µm

Tableau 2.7 – Paramètres
géométriques du cylindre as-
socié

Nous pouvons représenter les écarts normaux résiduels par une distribution (cf. figure 2.14).
Néanmoins la cartographie multicolore (cf. figure 2.15) est beaucoup plus visuelle. La convention des
couleurs est la suivante, le bleu représente les écarts négatifs c’est-à-dire du côté intérieur matière
et le rouge désigne le coté extérieur matière avec des écarts positifs.
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Figure 2.14 – Représentation de la distribution des écarts normaux résiduels
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Figure 2.15 – Cartographie des écarts normaux résiduels exprimés en millimètres

Nous remarquons que la distribution des écarts normaux résiduels ne suit pas une loi gaus-
sienne, contrairement aux propriétés mathématiques annoncées pour le critère des moindres carrés.
Si l’on représente la répartition géométrique des écarts normaux résiduels par section autour du
cylindre des moindres carrés, nous constatons d’une part que la répartition sur chaque section n’est
pas toujours centrée et d’autre part que l’écart type varie fortement en fonction des sections (cf.
figure 2.16). Ces effets traduisent un défaut de forme important, plus particulièrement d’un fort
défaut de cône et d’un défaut trilobe significatif sur les sections du haut du cylindre, que l’on peut
observer sur la cartographie 2.15.
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Figure 2.16 – Répartition géométrique des écarts normaux résiduels par section
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Remarque. Dans les cas où le réseau de points palpés n’est pas identique, en nombre et en terme de
répartition, au maillage du modèle éléments finis construit à l’étape 3, nous proposons d’interpoler
le nuage de points mesurés pour obtenir les écarts normaux résiduels au noeud du maillage éléments
finis (cf. figure 2.17).

Figure 2.17 – Interpolation de la mesure

2.3.3.8 Étape 8 : Décomposition (DMD)

Nous allons chercher à décrire, ici, les écarts normaux résiduels issus de l’association précédente
avec la famille de défauts élémentaires constitués dans l’étape 4. Cette opération va être l’objet de
la projection vectorielle modale définie par l’équation 2.6 à la section 2.2.3 (page 46). Le vecteur
mesV , représentant ces écarts, est alors décomposé dans la base modale Q, formée des modes Qi
qui définissent les défauts élémentaires. Le vecteur λ, qui résulte de cette projection, définit alors
l’ensemble des contributions λi de chaque mode Qi. On peut ainsi écrire le vecteur mesV , comme
la combinaison linéaire suivante :

mesV =
NQ∑
i=1

λiQi + ε(NQ) (2.13)

NQ est le nombre de modes calculés dans l’étape 4
(
≈ n

5

)
et ε définit le résidu vectoriel de la

décomposition. Les coordonnées modales λi sont alors représentées sous la forme du spectre ci-
dessous :
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Figure 2.18 – Représentation spectrale de la projection vectorielle

Figure 2.19 – Signification géométrique de la coordonnée modale associé au défaut élémentaire :
cône

Dans le cadre de cette application à l’expertise métrologique, la DMD a plusieurs objectifs.
Tout d’abord, elle permet de filtrer la mesure au juste nécessaire pour décrire l’ordre du défaut
désiré (cf. §2.3.2, p. 50) par le nombre NQ. Et deuxièmement, elle réduit l’espace des paramètres
de description. En effet, d’un nombre n de points de mesure on pourra se restreindre à quelques
valeurs scalaires, correspondant aux défauts élémentaires prépondérants. Nous verrons dans l’étape
suivante dans quelle mesure nous considérons qu’un défaut élémentaire est prépondérant.
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2.3.3.9 Étape 9 : Exploitation et visualisation

Dans cette avant dernière étape, nous mettons en place plusieurs outils de visualisation afin
d’exploiter au mieux les résultats de la DMD. Au fur et à mesure des expertises industrielles à
réaliser, nous avons pu améliorer la qualité de ces représentations dans la perspective de donner du
sens à ces résultats.

� Représentation spectrale des résultats de la DMD
La représentation spectrale de la projection vectorielle permet d’identifier les coordonnées modales
λi les plus importantes, correspondant aux défauts élémentaires ayant les plus grandes amplitudes
(cf. figure 2.19). On qualifiera ces défauts de prépondérants, que l’on notera Qpi .
Comme nous l’avions introduit dans la section 2.2.2.1 (p. 41) sur l’expression des espaces de descrip-
tion, en fonction des invariances de l’élément géométrique sur lequel est construit la base modale
naturelle, des paires voire des triplets de modes de forme géométrique identique vont être générés.
Une paire de modes sera constituée de deux modes déphasés, respectivement, un triplet sera com-
posé de trois modes déphasés (cas d’une sphère). Pour exploiter les résultats de la meilleure façon
qu’il soit, nous devons dans ce cas dissocier le spectre modal en un spectre d’amplitude et un spectre
de phase, à la façon des harmoniques de Fourier.
Dans le cas d’étude que nous traitons depuis le début de cette formalisation, la base modale générée
sur le cylindre contient des paires de modes, compte tenu de l’invariance liée à l’axe du cylindre.
Ainsi, nous pouvons exprimer la combinaison linéaire d’un couple de modes Qi et Qi+1, pondérés
de leurs coordonnées modales λi et λi+1, avec un paramètre d’amplitude λ′j et un paramètre de
phase φ′j (cf. figure 2.20).

Figure 2.20 – Changement de paramétrage pour les paires de modes

Compte tenu de ce nouveau paramétrage attribué aux paires de modes, nous représentons sur la
figure 2.21 le spectre modal correspondant seulement aux amplitudes de chaque mode (ou défaut
élémentaire). Nous identifions alors les défauts élémentaires les plus significatifs.
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Figure 2.21 – Spectre modal des amplitudes

La problématique du spectre de phase se posant pour les cas où la base modale naturelle génère
des couples de modes déphasés, une interrogation se pose sur le type d’information à fournir. Nous
en distinguons deux en fonction du besoin � client �. Premièrement, on peut trouver un intérêt à
orienter un défaut élémentaire par rapport au repère de l’élément associé ou deuxièmement, lorsque
ce repère a été arbitrairement choisi lors de la mesure, l’intérêt est plutôt de quantifier l’orientation
relative entre chaque défaut élémentaire. La figure 2.22 présente le spectre modal de la phase φ′j
associé au spectre des amplitudes et orienté par rapport au repère de mesure.
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Figure 2.22 – Spectre modal de phase
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L’orientation de chaque défaut élémentaire Q′j a été calculée à partir des données de la première
section. Nous avons choisi de calculer l’angle de déphasage correspondant à l’angle entre l’axe x et
le premier maximum (cf. figure 2.23).

Figure 2.23 – Calcul du spectre de phase

� Visualisation des défauts prépondérants
Une fois ces défauts identifiés, nous les classons dans l’ordre décroissant de leurs amplitudes λ′j ,
accompagnés de leur représentation graphique. Ce tri va définir l’ordre de prépondérance des défauts
élémentaires, dont on visualise les huit premiers sur la figure 2.24. On notera l’ensemble des Q′j
triés par Q′pj

avec les amplitudes λ′pj
associées.

Figure 2.24 – Représentation des défauts prépondérants
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La pertinence de ces défauts prépondérants sera évaluée dans la suite par deux autres critères que
l’on propose. On trouvera aussi un grand intérêt à ces défauts prépondérants, dans la section 2.4
(p. 74), dans des applications sur des lots de pièces mesurées. En complément à cette représentation,
nous proposons d’introduire ici des informations sur les orientations relatives entre les défauts
prépondérants. Nous prenons le premier mode prépondérant, paramétrable par un angle, comme
référence et calculons les déphasages angulaires de chaque défaut élémentaire par rapport à celui-ci
(figure 2.25)

Figure 2.25 – Calcul des déphasages relatifs entre défauts prépondérants à partir de la première
section du cylindre

� Reconstruction
La reconstruction RNp consiste à calculer la somme des défauts prépondérants Q′pj

.

RNp =
Np∑
j=1

Q′pj
(2.14)

où Np désigne le nombre de modes prépondérants choisis. Sur la figure 2.26, la reconstruction RNp

est calculée avec les huit défauts prépondérants (cf. figure 2.24). Il est utile de préciser deux choses,
premièrement que l’échelle de couleur des deux représentations est différente et deuxièmement que
l’importante variation de couleur entre ces deux représentations provient des points aberrants qui
ne sont pas filtrés sur la mesure.



70 La métrologie modale des surfaces MemoSurf®

(a) Écarts normaux résiduels bruts (mm) (b) Reconstruction RNp (mm)

Figure 2.26 – Comparaison des cartographies entre les écarts normaux bruts et la reconstruction

La figure 2.26(b) nous montre alors une représentation visuelle et quantitative, avec l’échelle de
couleur, du filtrage appliqué par les défauts prépondérants. Pour évaluer la pertinence de ce filtrage,
nous exposons dans la suite deux critères d’évaluation.

� Évaluation de la qualité de la DMD
Afin d’évaluer la qualité de la DMD, nous mettons en place un premier critère qui calcule la moyenne
quadratique d’un résidu de forme et un deuxième que l’on appelle critère de zone. Nous avons vu
dans l’équation 2.13 que le résidu vectoriel ε est défini par la différence entre le vecteur mesV et le
vecteur filV qui s’écrit :

filV =
NQ∑
i=1

λiQi (2.15)

Le résidu vectoriel filtré filε se détermine alors par :

filε = filV −RNp =
NQ∑
i=1

λiQi −
Np∑
j=1

Q′pj
(2.16)

La figure 2.27 montre la représentation graphique de cette soustraction mathématique.

(a) filV (b) RNp (c) filε

Figure 2.27 – Représentation de la cartographie du résidu vectoriel filtré filε
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On définit alors la moyenne quadratique de filε :

filε =

√
filε

T · filε
n

(2.17)

Le deuxième critère que nous introduisons, nommé critère de zone, représente la taille de la zone,
calculée sur la reconstruction RNp :

ZNp = max
(
RNp

)
−min

(
RNp

)
(2.18)

Figure 2.28 – Illustration du critère de zone

Nous pouvons alors tracer l’évolution de ces deux critères en fonction de la reconstruction RNp

pour évaluer la pertinence des défauts élémentaires.
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Figure 2.29 – Évolution des deux critères

Le critère de zone 1− ρzone , tracé en vert sur la figure 2.29, est exprimé à partir du rapport ρzone

défini par :

ρzone =
ZNp

Z100%
où Z100% =max(filV )−min(filV ) (2.19)

Tout d’abord, nous vérifions la convergence vers 0 de la moyenne quadratique du résidu filε avec une
monotonie décroissante puisque la projection vectorielle utilisée est équivalente à la minimisation
des écarts quadratiques (cf. annexe B). Quant au critère de zone, il tend également vers 0 mais
sa convergence n’est pas toujours décroissante et le rapport ρzone peut dépasser la valeur de 1
(cf. figure 2.30), car d’une part, ce n’est pas notre critère d’optimisation et d’autre part, il y
a un phénomène de compensation lors de la combinaison des modes. Il est cependant intéressant
d’introduire ce critère pour montrer l’évolution du défaut de forme au sens de la norme. On peut tout
de même convenir que l’efficacité de reconstruction se corrèle relativement bien avec le tri par valeur
d’amplitude décroissante que l’on propose. Ainsi, la pente de la courbe de filε entre chaque point
traduit l’efficacité du défaut élémentaire Q′pj

ajouté à chaque itération. Nous pouvons conclure,
moyennant un seuil fixé, sur le nombre de défauts élémentaires significatifs pour représenter le
défaut géométrique de l’élément mesuré.
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Figure 2.30 – Illustration du rapport ρzone > 1

2.3.3.10 Étape 10 : Interprétation (modale et fonctionnelle)

L’objet de cette dernière étape est d’apporter des conclusions sur les résultats de l’expertise mo-
dale. En fonction du type d’étude menée, l’expertise métrologique réalisée permettra de caractériser
le procédé de fabrication ou de contrôler une conformité.

� Caractérisation des procédés
Ce type d’expertise s’inscrit dans l’étude d’une présérie de fabrication. Nous chercherons à mesurer
un échantillon de pièces pour, dans un premier temps caractériser une signature du procédé et dans
un second temps, identifier les causes potentielles liées au procédé à travers les défauts élémentaires
prépondérants. Une étude plus approfondie du procédé de fabrication permettrait de relier les
paramètres procédés aux défauts élémentaires et ainsi calculer des valeurs de correction pour ces
paramètres (cf. chapitre 4).

� Conformité à une spécification
Dans le cadre d’un contrôle de conformité, l’expertise modale permettra tout d’abord de mettre
en évidence les défauts élémentaires qui engendrent la non conformité. Et dans un second temps,
l’expertise permettra de vérifier si les spécifications modales définies sont conformes. Nous verrons
dans le dernier chapitre les pistes de recherche mises en place pour définir ces spécifications.

2.3.4 Estimation de l’incertitude de la DMD

Dans l’objectif d’estimer les sources d’erreur induites par la DMD seule (indépendamment du
moyen de mesure), nous avons effectué des tests de comparaison entre la reconstruction de la forme
et les écarts normaux initiaux mesV . Pour s’affranchir du résidu ε, nous avons utilisé la base modale
complète (matrice carrée, NQ = n où n est le nombre de degrés de liberté). Dans l’équation 2.20,
nous partons d’un vecteur mesV numérique que nous projetons dans la base complète. Puis nous
calculons le vecteur RNQ

=
∑NQ

i=1 λiQi que nous comparons à mesV .

∆ = mesV −RNQ
(2.20)
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La moyenne quadratique de ∆ relative à l’amplitude de mesV donne un réel très proche de
1.10−15, qui est la mantisse des réels utilisés dans l’application (erreur numérique minimale). Nous
en déduisons que la DMD n’introduit pas d’erreur quantifiable.

2.4 Méthode d’analyse statistique

La formalisation que nous venons de présenter permet d’expertiser les défauts géométriques
d’une pièce et de les représenter avec un certain nombre d’outils de visualisation. Nous proposons
dans cette section d’exploiter un lot de mesures avec la métrologie modale des surfaces. De cette
façon, nous pourrons remonter à la signature du procédé du point de vue des défauts géométriques
qu’il crée.

L’analyse statistique que nous allons déployer dans cette section a donc pour objectif de ca-
ractériser les défauts géométriques (forme et ondulation principalement) du lot d’écarts normaux
résiduels mesV . Pour ce faire, nous présentons le spectre modal des amplitudes du lot, à par-
tir duquel nous pouvons extraire le spectre moyen et écart-type du lot. Afin de rendre visuelle
cette caractérisation statistique, nous proposons de représenter les formes géométriques moyenne et
écart-type du lot correspondantes. Le passage du spectre à la représentation géométrique nécessite
quelques précautions. En effet, pour que les formes géométriques moyenne et écart-type aient un
sens, il faut s’assurer que toutes les mesures aient été réalisées dans un repère identique attaché à la
pièce. Dans le cas contraire, par exemple sur des pièces à symétrie de révolution où il est difficile de
définir un repère avec une orientation identique sur chaque pièce, nous proposons un pré-traitement
sur les écarts résiduels de façon à maximiser la corrélation entre ces écarts.

Nous présentons dans la suite le déploiement de ces outils statistiques sur un exemple pédagogique
d’un lot de mesures d’un étalon de circularité, acquis par une MMT.

2.4.1 Présentation des résultats des mesures

Dans cette section, nous avons choisi de réaliser des mesures d’un d’étalon de circularité avec une
MMT dans le but d’évaluer les défauts géométriques engendrés par le moyen de mesure. Nous avons
réalisé 25 mesures successives de l’étalon sans le déplacer. La mesure du profil de circularité est
effectuée sur l’équateur de l’étalon comme l’indique la figure 2.31. Chaque mesure est caractérisée
par 200 points, équirépartis sur le profil.

Figure 2.31 – Mesure de l’étalon de circularité

Nous représentons sur la figure 2.32 les écarts normaux résiduels, issus de l’association d’un
cercle par le critère des moindres carrés, de chaque profil. Nous utilisons une représentation polaire
rj (θk) tel que le je profil soit décrit par les n = 200 écarts résiduels et θk = 2π(k − 1)/n avec
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k = 1, . . . , n. Les mêmes écarts sont représentés dans un plan cartésien, ainsi nous mettons en
évidence la valeur de ces écarts.
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Figure 2.32 – Résultats des 25 mesures de profil de circularité. (a) Représentation polaire, (b)
Représentation cartésienne (valeur des écarts en mm). Sur chaque graphique, le profil en gras et
jaune représente le profil moyen.

Dans les conditions de mesure précédentes, l’étalon de circularité n’a pas été déplacé, nous
pouvons donc exploiter les données statistiques moyenne et écart-type pour caractériser le lot. Par
contre si l’on déplace l’étalon entre chaque mesure, les données statistiques sont inexploitables. Cette
opération revient à faire l’analogie avec un changement de pièce lorsque l’on souhaite caractériser
un lot de pièces issues du même procédé de production. Dans ce cas, nous proposons d’introduire
un algorithme mathématique permettant de maximiser la corrélation des écarts de chaque pièce
en ajustant le(ou les) degré(s) de liberté restant(s). Pour développer cet algorithme nous nous
sommes inspirés des travaux de Colosimo et Pacella [Colosimo et Pacella, 07] sur l’utilisation
de l’Analyse en Composantes Principales (ACP) pour identifier des formes géométriques récurrentes
sur des mesures de circularité.

En reprenant notre étude, dans le cas où l’étalon a été déplacé entre chaque mesure, nous
allons chercher l’alignement des profils qui maximise la corrélation entre les profils. L’algorithme
mathématique consiste, dans ce cas, à faire une permutation circulaire d’un profil j par rapport
à un profil i référence. Si chaque profil est caractérisé par un nombre n de points, le nombre de
permutations circulaires possibles est alors égal à n − 1. A chaque permutation, nous évaluons la
corrélation entre les ie et je profils, à l’aide du critère de corrélation donné par

rij =
σij
σiσj

, (2.21)

où σij = 1
n

∑n
k=1 (yi(k)− yi) (yj(k)− yj) est la covariance entre le ie et je profil, la variance associée

au ie profil est alors définie par σi2 = 1
n

∑n
k=1 (yi(k)− yi)2 et yi = 1

n

∑n
k=1 yi(k) est la valeur

moyenne de chaque profil i. Il est à noter que dans notre cas cette quantité est nulle puisque
les écarts résiduels des profils proviennent d’une minimisation des moindres carrés. La meilleure
permutation correspond alors à l’indice correspondant à la valeur de corrélation la plus grande.
En réitérant cette opération, d’une part avec les p − 1 profils restant hormis le je avec le ie profil
comme référence et d’autre part en faisant tourner l’indice i du profil référence, nous obtenons une
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matrice R de corrélation symétrique (p × p). Cette matrice définit sur chaque ligne les meilleures
permutations de chaque profil j avec le profil i comme référence.

Nous choisissons d’identifier la ligne i ayant la somme des moyennes des écarts quadratiques,
entre les p profils permutés pour corréler au mieux au profil i et le ie profil, la plus petite. C’est-à-dire
que pour i allant de 1 à p, on cherche :

min

 p∑
j=1

√∑n
k=1

(
mes per(i)Vkj − mesVki

)2
n

 (2.22)

où mesVi correspond au vecteur mesure du ie profil et mes per(i)Vj correspond au vecteur mesure du
profil permuté j, qui corrèle au mieux avec celui de i.

La figure 2.33 montre un lot de 25 profils de circularité pour lequel nous avons volontairement
déplacé l’étalon entre chaque mesure des 200 points. Le résultat de l’algorithme de corrélation
précédent sur ce lot est présenté sur la figure 2.34. On observe alors que les profils de circularité
ont un comportement géométrique commun, observation que l’on ne pouvait pas faire sur la fi-
gure 2.33. Ce comportement systématique indique que le procédé de mesure, que l’on a employé, a
une signature spécifique. Ce comportement sera par la suite analysé via la Décomposition Modale
Discrète.
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Figure 2.33 – Résultats des 25 mesures de profil de circularité sans permutation. (a) Représentation
polaire, (b) Représentation cartésienne (valeur des écarts en mm). Sur chaque graphique, le profil
en gras et vert représente l’un des 25 profils.
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Figure 2.34 – Résultats des 25 mesures de profil de circularité après optimisation des permutations.
(a) Représentation polaire, (b) Représentation cartésienne (valeur des écarts en mm). Sur chaque
graphique, le profil en gras et vert représente l’un des 25 profils.

2.4.2 La DMD d’un lot

La DMD permet de décomposer un ensemble d’écarts de forme résiduels, sous forme d’un
vecteur mesV , comme une combinaison linéaire de défauts élémentaires Qi. Le résultat de cette
décomposition forme un vecteur λ, composé des coordonnées modales λi. Après traitement, nous
extrayons un nouveau paramétrage des défauts élémentaires Qi, compte tenu des couples de défauts
générés. Ce nouveau paramétrage caractérise alors les défauts élémentaires Q′j , avec une amplitude
λ′j et une phase φ′j .

L’objectif de cette section est de proposer un certain nombre d’outils pour caractériser non
plus une seule mesure mais un lot de mesures. Dans un premier temps, nous caractérisons le lot
avec une approche spectrale et dans un second temps, nous interprétons cette approche de façon
géométrique pour faciliter la compréhension de l’univers spectral. Ces approches ont fait l’objet de
travaux sur des applications 3D [Favreliere et al., 07].

2.4.2.1 Représentation d’un lot par l’approche spectrale

D’une façon exhaustive, nous représentons, tout d’abord, l’ensemble des p spectres modaux
λ′ pour chaque mesure m. On obtient ainsi une succession de spectres représentés sur le même
histogramme (cf. figure 2.35). Visuellement, on peut identifier si l’ensemble des mesures traduisent
une signature spécifique liée au procédé d’obtention, en l’occurrence dans notre cas d’étude elle est
liée au moyen de mesure.
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Figure 2.35 – Spectre modal des amplitudes λ′j du lot

Pour les aspects visuels de l’exemple, nous représentons les premiers défauts de la base naturelle
Qi et les défauts Q′j que nous avons synthétisés suite à la DMD (cf. tableau 2.8). Sur l’histrogramme
3D, figure 2.35, sont représentées les amplitudes λ′j .

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7

Q′1 Q′2 Q′3 Q′4
λ1Q1 + λ2Q2 λ3Q3 λ4Q4 + λ5Q5 λ6Q6 + λ7Q7

(λ′1, φ
′
1) λ′2 (λ′3, φ

′
3) (λ′4, φ

′
4)

Tableau 2.8 – Base modale naturelle Q et sa synthétisation en un ensemble de défauts Q′j

De la même façon nous pouvons représenter la phase angulaire φ′j de chaque défaut Q′j et pour
chaque profil mesuré. On trace alors l’histogramme 3D sur la figure 2.36.
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Figure 2.36 – Spectre modal de phase du lot

Nous pouvons nous interroger sur les limites d’affichage de ce type de représentation. En effet
dès que le lot devient trop important il est difficile d’en retirer une tendance. C’est pourquoi dans
la suite nous proposons de travailler sur un spectre en deux dimensions, représentant la moyenne
des amplitudes et leur écart-type associé. Nous verrons que cette analyse statistique a malgré tout
des limites et nous envisagerons quelques pistes de travail pour y répondre.

2.4.2.2 Approche spectrale statistique

On propose dans cette section une analyse statistique du spectre modal du lot. Concernant
le spectre modal des amplitudes, le calcul de la moyenne et de l’écart-type ne nous pose aucune
difficulté. Par contre, l’étude statistique du spectre de phase d’un lot est plus délicate et notre
définition de la phase nécessite quelques modifications pour obtenir des valeurs de moyenne et écart-
type vraisemblables (cf. figure 2.37). De plus, ne voyant qu’un intérêt limité aux données statistiques
de la phase, nous nous limitons au calcul de la phase moyenne d’un lot à partir de la reconstruction
moyenne du lot. Les données concernant la phase relative entre les modes prépondérants semblent
avoir plus d’intérêt dans l’étude de lots de pièces. C’est une piste de recherche qui reste à explorer.
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Figure 2.37 – Problème posé par notre définition de la phase angulaire

La représentation du spectre modal statistique correspond donc à la moyenne et à l’écart-type
de chaque λ′j , que nous pouvons écrire :

λ′j =
1
p

p∑
m=1

λ′jm (2.23)

σλ′j =

√√√√1
p

p∑
m=1

(
λ′jm − λ′j

)2
(2.24)

Nous montrons sous la forme d’un spectre le résultat de ces deux quantités (cf. figure 2.38).
La première représentation figure 2.38(a) met en évidence les valeurs moyennes des amplitudes les
plus élevées, que nous avons appelées prépondérantes précédemment, enrichies par une information
supplémentaire sur sa variabilité, en l’occurrence ici plus ou moins un écart-type. Nous pouvons
ainsi conclure sur la pertinence de chaque défaut élémentaire Q′j à caractériser le lot. Le second
spectre figure 2.38(b) illustre les valeurs numériques des écarts-types associés aux λ′j . Pour faciliter
l’interprétation de cette approche spectrale statistique, nous proposons dans la section suivante,
d’en construire la représentation géométrique associée.
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Figure 2.38 – Représentation spectrale des résultats du calcul des moyennes et écarts-types des
amplitudes λ′j du lot. (a) Représentation de la moyenne avec la superposition de ±σλ′j , (b)
Représentation d’un écart-type.
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2.4.2.3 Écarts de forme géométriques moyens et écarts-types

Du point de vue de l’expert en métrologie modale des surfaces, l’approche spectrale statistique
peut s’avérer suffisante pour décrire la forme géométrique du lot. Cependant, confrontés à des
problèmes de compréhension avec nos partenaires industriels, nous proposons de représenter les
écarts de forme géométriques moyens et les écarts-types correspondants aux informations statis-
tiques issues de la DMD.

Ces représentations peuvent être obtenues de deux manières différentes, soit à partir des écarts
de forme filtrés ou reconstruits par la DMD, soit à partir des caractéristiques statistiques modales du
lot. Dans le deuxième cas, compte tenu des limites évoquées dans la section précédente (§ 2.4.2.2),
nous utilisons les moyennes et écarts-types des coordonnées modales naturelles λim de chaque
mesure m, obtenues initialement par la DMD. Si l’on définit les écarts de forme filtrés par la DMD
de chaque mesure m tel que,

filVm =
NQ∑
i=1

λimQi (2.25)

alors la moyenne et l’écart-type des écarts de forme filtrés du lot filV s’obtiennent simplement en
calculant la moyenne et l’écart-type de chaque écart filtré k sur les p mesures (cf. équation 2.26 et
2.27).

filVk =
1
p

p∑
m=1

filVkm (2.26)

σfilVk
=

√√√√1
p

p∑
m=1

(
filVkm − filVk

)2
(2.27)

À partir des caractéristiques statistiques des λim, nous obtenons aisément la moyenne de l’écart
de forme filtré k :

filVk =
NQ∑
i=1

λiQki (2.28)

En ce qui concerne l’ecart-type de chaque écart de forme filtré k, il est lié à la matrice de variance-
covariance λΣ des λim du lot. Par la relation matricielle,

filV Σ = QT · λΣ ·Q (2.29)

nous obtenons la matrice de variance-covariance
filV Σ des filVkm. La diagonale de cette matrice

est alors constituée des écarts-types au carré de chaque écart de forme filtrée k. On présente sur
la figure 2.39, les représentations géométriques de ces caractéristiques statistiques. Il a été choisi
ici de filtrer les écarts de forme mesurés avec les défauts élémentaires Qi correspondants aux dix
amplitudes moyennes λ′j les plus élevées.
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(a) (b)

Figure 2.39 – Représentation de la moyenne et écart-type de chaque écart de forme filtré par la
DMD du lot des 25 profils de circularité. (a) Représentation polaire, (b) Représentation cartésienne
(valeur des écarts en mm). Sur chaque graphique, le profil en gras et bleu représente la moyenne
et la zone verte ±σ.

2.5 Application à des exemples industriels

Dans le cadre de ces travaux, nous avons rencontré un certain nombre d’exemples industriels,
qui nous ont permis de développer et d’étendre notre démarche métrologique sur l’analyse de la
forme des surfaces [Adragna et al., 06, Favreliere et al., 09]. Nous en présentons trois exemples
dans la suite de cette section.

2.5.1 Étude d’une surface conique

� Problématique
L’expertise métrologique réalisée sur cet exemple a pour but de caractériser la qualité géométrique
de la forme d’une surface conique (cf. figure 2.40). Cette surface male est en contact avec une surface
femelle du même type pour réaliser une fonction d’étanchéité. Le respect de cette fonctionnalité
requiert nécessairement un défaut de forme le plus faible possible.

Figure 2.40 – Surface conique mesurée
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� Démarche
Pour paramétrer la forme géométrique de cette surface, nous appliquons notre démarche sur les
écarts normaux résultants de la mesure (cf. figure 2.41(a)). Nous caractérisons ainsi la forme
géométrique de la surface conique par un ensemble de défauts prépondérants (cf. tableau 2.9).
Nous avons alors proposé plusieurs types de représentation pour illustrer visuellement et qualita-
tivement les résultats de notre expertise (cf. figure 2.42). Il est clair que pour établir une relation
directe, au sens mathématique, entre les performances de l’étanchéité et les paramètres modaux, un
travail de modélisation sera nécessaire. Nous verrons dans le dernier chapitre les différentes pistes
de travail que nous avons étudiées pour lier la fonction à la forme.

(a) Cartographie des écarts normaux résiduels
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(b) Spectre modal des amplitudes

Figure 2.41 – Décomposition modale des écarts normaux

Q′3 Q′12 Q′5 Q′8 Q′44

Q′18 Q′21 Q′32 Q′11 Q′22

Tableau 2.9 – Représentation des 10 premiers modes prépondérants

� Commentaires
Dans le cadre de cette application, nous avons pu mettre en évidence une dizaine de modes
prépondérants dont la pertinence est confirmée par la convergence vers 0 des deux critères de
reconstruction. Nous avons également pu quantifier ceux-ci par l’intermédiaire de leur valeur d’am-
plitude (cf. figure 2.41(b)). Nous apportons donc ici un éclairage original sur les défauts de forme de
la surface conique. Il est clair que leur interprétation par rapport à la fonction est laissée au fabri-
cant, qui selon sa situation (client ou fournisseur) a plus ou moins connaissance de la fonctionnalité
de la pièce. La quantification de la performance de la fonction vis-à-vis des défauts géométriques
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nécessite une bonne connaissance de l’assemblage et une étude approfondie de la relation forme-
fonction.

(a) Cartographie des écarts normaux recons-

truits à partir des 10 modes prépondérants
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(b) Évolution des critères de reconstruction

Figure 2.42 – Caractérisation du défaut de forme

2.5.2 Étude d’un échantillon de surfaces cylindriques

� Problématique
Cette étude de lot s’inscrit dans une étude expérimentale du type suivi de production. Un lot de
plusieurs centaines de pièces (cf. figure 2.43) a été usiné et nous présentons ici le résultat d’un
prélèvement d’une pièce sur cinquante. A l’aide des outils mis en place dans la section précédente,
nous caractérisons les défauts de forme créés par le moyen de production à partir de la mesure
d’une surface cylindrique dressée.

Figure 2.43 – Surface cylindrique mesurée

� Démarche
Nous avons analysé un échantillon de 14 pièces. Nous avons mis en évidence les cinq premiers
défauts prépondérants (cf. figure 2.44), qui sont caractéristiques des écarts de forme mesurés sur
les surfaces cylindriques. La représentation du spectre moyen et écart-type de la figure 2.45, nous
montre que ces défauts élémentaires, identifiés comme prépondérants, sont relativement stables au
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cours de la production.

Figure 2.44 – Spectre modal des amplitudes λ′j du lot
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Figure 2.45 – Représentation spectrale de la moyenne et écart-type du lot

Nous représentons les écarts de forme moyens filtrés par les cinq défauts prépondérants, accom-
pagnés de la cartographie des écarts-types. On peut alors identifier le défaut de forme moyen et
son amplitude ainsi que les zones dans lesquelles on aura les plus grandes dispersions.
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(a) Forme moyenne (b) Forme écart-type

Figure 2.46 – Représentation de la moyenne et écart-type de chaque écart de forme filtré par la
DMD du lot

� Commentaires
Cette démarche permet aux industriels d’analyser avec une méthode rigoureuse et visuelle les
défauts de forme d’un lot de pièces. Dans cet exemple nous avons mis en évidence cinq modes
prépondérants, qui révèlent que le procédé de fabrication est répétable et reproductible. L’en-
treprise partenaire peut ainsi effectuer son expertise sur la criticité des formes prépondérantes
correspondantes.

2.5.3 Étude d’une pré-série de pièces plastiques

Cette dernière application montre notamment que la métrologie modale des surfaces s’applique
également à des géométries plus complexes, en l’occurrence à la forme gauche de capots de ba-
lances en plastique. Il est à noter cependant que la DMD doit être mise en œuvre par un expert
dans la mesure où nous n’avons plus affaire à un élément géométrique simple dont la base modale
générique est connue. Nous devons, dans ce cas, calculer les modes spécifiques à cette application
et ce, seulement pour la première pièce.

� Problématique
L’entreprise concernée met en œuvre un plan de surveillance de ces pièces plastiques à l’aide d’un
tableau de caractéristiques. Ce tableau n’est pas simple à déchiffrer (beaucoup de données) et ne
permet pas de voir les couplages de données.

� Démarche
En prenant un lot de capots (cinq pièces seulement), nous décrivons sa signature modale et en
extrayons les caractéristiques moyennes et écarts types. Notre collaboration a permis de propo-
ser [Favreliere et al., 07] plusieurs types de représentations d’un lot dont la figure 2.47 montre
l’exemple. Tout d’abord, nous mettons en évidence les défauts prépondérants du lot (graphiquement
et par leur valeur d’amplitude). Puis par troncature du spectre nous obtenons la forme moyenne
du lot de capots et la cartographie des écarts types (cf. figure 2.48). Nous pouvons, comme dans le
cas précédent, identifier les zones dans lesquelles on aura les plus fortes dispersions vis-à-vis de la
forme moyenne.
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Figure 2.47 – Spectre modal des amplitudes λi
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Figure 2.48 – Représentation de la moyenne et écart-type de chaque écart de forme filtré par la
DMD du lot

� Commentaires
Dans cette application nous voyons tout l’intérêt des représentations graphiques 3D qui sont bien
plus explicites que le tableau de caractéristiques de notre partenaire. La synthèse du lot par l’in-
termédiaire des cartographies moyenne et écart type offre la possibilité d’estimer les défauts en-
gendrés par le procédé d’injection ou par la géométrie du moule.

2.6 Conclusion

La métrologie modale des surfaces est une méthode d’expertise géométrique basée sur un pa-
ramétrage particulier, que nous avons appelé paramétrage modal. L’objectif de cette méthode est de
caractériser la forme des pièces avec une formulation mathématique, pour que la définition du défaut
de forme soit la moins ambiguë possible. Le paramétrage modal est issu de la Décomposition Mo-
dale Discrète (DMD) des écarts géométriques mesurés sur la surface que l’on souhaite paramétrer.
En effet, ces écarts sont décomposés dans une base de défauts élémentaires, appelés modes ou
déformées modales. Il en résulte ainsi un ensemble de coefficients pondérateurs, que l’on nomme
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coordonnées modales. Ce paramétrage a donc fait l’objet d’une application dans le domaine de la
métrologie.

Partis du constat que le défaut de forme est le parent pauvre du tolérancement, nous avons
déployé un outil d’expertise des formes. Tout d’abord, cet outil fournit un certain nombre de
représentations graphiques permettant de décrire la forme géométrique des surfaces mesurées. Ces
représentations graphiques s’appuient sur le paramétrage modal. Nous avons ensuite introduit les
outils statistiques traditionnels pour traiter des lots de pièces, nous permettant entre autres de
caractériser la forme moyenne et écart-type du lot. À travers la mise en place de ces outils, nous
pouvons :

– visualiser les défauts géométriques de forme prépondérants d’une surface,
– caractériser les défauts géométriques générés par un procédé de fabrication par l’étude d’un

lot,
– contrôler la conformité d’une mesure de forme sur une pièce ou un lot.
Dans le cadre de cette application métrologique, le paramétrage modal est un paramétrage parti-

culièrement intéressant puisque d’une part, il sait s’adapter à tous les types d’éléments géométriques
et que d’autre part, il fait partie de la famille des paramétrages dont les descripteurs sont définis
a priori, ce qui lui offre comme propriété de pouvoir décrire n’importe quel type de défaut (de la
même façon que la Transformée de Fourier). Nous allons voir dans le chapitre suivant que ce pa-
ramétrage peut également avoir un intérêt dans des assemblages de pièces, où les défauts de forme
des surfaces en contact ne peuvent pas être négligés.





3
Assemblage de surfaces avec défauts de forme

Objectif du chapitre

L’objectif de ce chapitre est de montrer l’influence

des écarts géométriques de forme dans l’assemblage

de composants. En enrichissant le modèle des petits

déplacements par le paramétrage modal, que nous

avons introduit au chapitre précédent, nous mettons

en évidence, sur un exemple simple d’assemblage

de deux pièces, l’intérêt de prendre en compte les

écarts de forme. Pour ce faire, nous proposons une

approche d’assemblage de composants, appliquée à

des cas d’assemblages sans jeux et à efforts imposés.

3.1 Modèle et outils de tolérancement 3D

D’une façon générale, un produit mécanique doit remplir des fonctions particulières définies
par le cahier des charges fourni par le client. Le travail du concepteur consiste alors à trouver
une solution à un moindre coût pour répondre aux exigences fonctionnelles fixées. Ces exigences
peuvent être, par exemple, des fonctions d’étanchéité, de guidage, d’assemblabilité, etc.

Lorsque l’on conçoit un mécanisme, l’aspect assemblabilité peut parâıtre évident mais c’est la
première fonction que doit vérifier le mécanisme. Dans des soucis d’interchangeabilité, le concepteur
doit alors être en mesure de définir les variations géométriques maximales de la pièce, qui assurent
l’assemblage du mécanisme. Ces spécifications doivent être compréhensibles par tous les acteurs du
cycle de vie du produit, c’est la vocation du tolérancement géométrique que propose la norme par
un langage graphique. Cependant, les aspects qualitatif et quantitatif du tolérancement ne sont pas
proposés. C’est pourquoi de nombreuses équipes de recherche, notamment françaises, travaillent sur
des méthodes d’analyse et de synthèse de tolérance, basées sur des modèles de tolérancement. Des
synthèses bibliographiques de ces méthodes ont été réalisées dans les travaux de Chase et Parkinson
[Chase et Parkinson, 91] puis ceux de Dantan [Dantan, 00]. Un modèle de tolérancement est
un support conceptuel permettant de transférer les exigences fonctionnelles d’un mécanisme vers
les composantes du mécanisme.

Compte tenu de ces innombrables travaux, nous renvoyons le lecteur sur des états de l’art
dressés, notamment par [Petit, 04, Germain, 07], et nous proposons une classification de diverses

91
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travaux dont la thématique commune concerne l’assemblage de composants sans jeux et à efforts
imposés. En effet, ces travaux font intervenir la plupart des méthodes de tolérancement auxquelles
nous faisions référence précédemment, et s’inscrivent dans le champ d’application de ce chapitre. La
classification présentée dans le tableau 3.1 est à double entrée, nous faisons d’une part, la distinction
entre une MIse en Position (MIP) avec et sans prise en compte du défaut du forme et d’autre part,
entre des composants déformables et indéformables.

Géométrie
déformable

[Merkley, 98]
[Samper et Giordano, 98,
Perpoli, 04]
[Sellem et Rivière, 98]
[Camelio et al., 03]
[Shiu et al., 03]
[Mounaud et al., 07]

[Huang et Ceglarek, 02]
[Cid et al., 04, Cid, 05]

Géométrie
indéformable

[Giordano et al., 92,
Giordano et al., 05]
[Ballot, 95]
[Teissandier et al., 99,
Ballu, 09]
[Anselmetti, 01]
[Davidson et al., 02]
[Laperrière et al., 02]
[Villeneuve et Vignat, 05]

[Gupta et Turner, 93]
[Anselmetti et Bisson, 01]
[Radouani, 03]
[Lee et al., 06]
[Ameta et al., 07]
[Huang et Kong, 08]
[Pierce et Rosen, 08]
[Morière et al., 09]
[Samper et al., 09]

MIP sans défaut de forme MIP avec défaut de forme

Tableau 3.1 – Classification des références bibliographiques sur les types d’assemblages

Sans vouloir être exhaustifs, nous proposons cet ensemble de travaux répondant à la problématique
d’assemblage de composants par différentes approches de tolérancement et modèles associés, en fai-
sant une distinction sur la prise en compte du défaut de forme.

3.1.1 Mise en position sans défaut de forme

� Géométrie indéformable
Dans le cas d’assemblage de composants, supposés indéformables, les approches sont nombreuses.
Anselmetti introduit et déploie la méthode CLIC (Cotation en Localisation avec Influence des
Contacts) [Anselmetti, 01]. Le concepteur définit les liaisons entre les composants dans des Ta-
bleaux de Mise en Position (TMP) et les exigences fonctionnelles du mécanisme. La détermination
d’une cotation ISO est ensuite générée dans un environnement informatique [Anselmetti, 05].
Le modèle des T-Maps, introduit par Davidson et al. [Davidson et al., 02], qualifie les varia-
tions d’une géométrie par rapport aux structures primitives de contrôles, qui identifient les degrés
de liberté et les invariants d’une structure. Une zone de tolérance peut ainsi être traduite en
région multi-dimensionnelle, appelée Tolerance-Map® (T-Map), en fonction de la nature de l’objet
tolérancé (plan, cylindre, etc.). L’accumulation des défauts des différents composants du système
est réalisée par la somme de Minkowski des T-Maps, représentant ainsi une analyse des tolérances
des composants.
Ballot et Bourdet proposent de s’appuyer sur la théorie des mécanismes [Ballot, 95] permettant
d’établir des relations torsorielles pour définir un assemblage. Ces relations s’appuient sur le torseur
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de petits déplacements, initié dans des applications métrologiques [Bourdet et Clément, 76], et
par la modélisation SATT [Clément et al., 98] des surfaces ou groupes de surfaces. Pour définir
le mécanisme, la théorie du torseur de petits déplacements introduit quatre types de torseurs :
– le torseur d’écart qui qualifie les défauts d’une surface associée par rapport à son nominal,
– le torseur défaut qui relie les écarts entre deux surfaces d’une pièce,
– le torseur jeu qui représente le jeu entre deux surfaces nominales de deux pièces différentes,
– et le torseur pièce qui relie tous les torseurs d’écart d’une pièce.
Teissandier et al. utilisent le torseur de petits déplacements pour définir le concept d’UPEL (Union
Pondéré d’Espace de Liberté). Une UPEL est un ensemble de six intervalles bornant les petits
déplacements admissibles de la surface tolérancée entre deux surfaces idéales représentant la zone de
tolérance [Teissandier et al., 99]. Ainsi, la position relative entre deux surfaces quelconques d’un
assemblage peut être caractérisée par des petits déplacements qu’ils représentent graphiquement
sous forme de polytopes [Teissandier et Dufaure, 02].
Avec une définition modifiée du torseur de petits déplacements, l’équipe de Laperrière utilise dans
leur modèle les matrices jacobiennes [Laperrière et al., 02]. Chaque composante du torseur de
petits déplacements n’est pas l’écart par rapport au nominal mais l’intervalle de tolérance de cet
écart.
Dans cette liste non-exhaustive, nous pouvons citer les travaux sur la méthode des domaines, initiée
par Giordano et Duret [Giordano et al., 92, Giordano et Duret, 93], qui repose sur la théorie
des mécanismes et du torseur de petits déplacements. Nous porterons une attention particulière
à cette méthode, puisque nous l’employons pour caractériser l’assemblage de notre cas d’étude
dans la suite de ces travaux. La méthode des domaines jeux et écarts consiste à traduire les zones
de tolérances en domaines de tolérances dans l’espace du torseur de petits déplacements. De la
même façon que les méthodes utilisant le torseur de petits déplacements, cette approche nécessite
la définition d’un repère attaché à un point d’application. Généralement, il est défini au centre de la
surface considérée. Nous pourrons de cette façon exprimer les écarts de mise en position simplement
et en n’importe quel point. La méthode définit d’une part, un torseur écarts lié à un domaine écarts
et d’autre part, un torseur jeux lié à un domaine jeux :
– torseur et domaine écarts. Le torseur écarts est constitué des composantes de petits déplacements

de la surface associée par rapport à sa position nominale. Le domaine écarts est la traduction de
la tolérance imposée à une surface dans l’espace des petits déplacements.

– torseur et domaine jeux. Le torseur jeux exprime les degrés de liberté possibles entre deux
pièces grâce au jeu d’une liaison définie par deux surfaces en contact. En considérant l’hy-
pothèse de pièces indéformables, les petites mobilités dues aux jeux sont limitées par la condition
d’impénétrabilité des pièces entre elles. Ainsi, dans un torseur de liaison, on distingue les mo-
bilités de la liaison qui sont les invariants de la liaison et les mobilités du jeu que l’on nomme
torseur jeux. Le domaine jeux d’une liaison définit l’ensemble des torseurs jeux respectant les
conditions de non interférence pour une liaison.

L’analyse d’un mécanisme consiste à exprimer les domaines écarts des surfaces tolérancées ainsi
que les domaines jeux des liaisons au même point. Par un ensemble d’union et d’intersection de
domaines, on trouve le domaine écarts résultant de l’assemblage des tolérances des surfaces, ainsi
que le domaine jeux résultant de l’assemblage des jeux des liaisons. On pourra se référer à différents
travaux [Giordano et al., 99, Petit, 04, Giordano et al., 05, Germain, 07] pour avoir des ex-
plications plus détaillées sur la mise en place de cette méthode.

� Géométrie déformable
Pour enrichir ce modèle, à l’étude des liaisons mécaniques avec la prise en compte des déformations
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élastiques des composants du mécanisme, Samper et al. proposent de définir les domaines jeux
élastiques [Samper et Giordano, 98]. On peut citer les travaux de Perpoli, qui propose une
application sur l’assemblage d’une aile de carrosserie [Perpoli, 04]. Dans cette thématique du
tolérancement des assemblages flexibles, bon nombre de travaux ont été menés durant ces dernières
années. En effet, la prise en compte du comportement mécanique des pièces souples dans le cadre
d’un assemblage est primordiale.
Dans ce domaine, Ceglarek et ses collaborateurs montrent l’influence et la propagation des écarts
dimensionnels dans des assemblages de pièces flexibles, avec des modélisations du comportement
mécanique par des poutres élastiques [Shiu et al., 03] et en utilisant des modèles éléments finis
[Camelio et al., 03]. Avec des modélisations similaires, Merkley lie les statistiques aux modèles
pour prédire les performances de ces types d’assemblage [Merkley, 98].
Dans le domaine de l’aéronautique, Mounaud et al. intègrent la flexibilité des composants dans
l’assemblage d’un système hydraulique [Mounaud et al., 07]. La prise en compte de la souplesse
est caractérisée par la détermination des efforts et des déplacements aux noeuds du modèle éléments
finis puis introduite dans la théorie du torseur de petits déplacements.
Sellem et al. montrent comment les SATT peuvent être étendues à l’analyse des systèmes souples
[Sellem et Rivière, 98].

3.1.2 Mise en position avec défaut de forme

La précision croissante des assemblages de composants nécessite de plus en plus la prise en
compte du défaut de forme dans les modèles de tolérancement. Au début des années 90, Gupta et
Turner construisent un modèle géométrique variationnel, à partir de triangles, permettant ainsi de
modéliser les écarts de forme de la surface géométrique. En établissant un ensemble de contraintes
sous forme d’inégalités, reliant les paramètres caractérisant la surface à la zone de tolérance, il est
possible de définir un espace limite des variations possibles de la géométrie [Gupta et Turner, 93].

Le modèle des T-Maps, que nous avons évoqué précédemment, est enrichi en considérant une
zone de tolérance supplémentaire pour le défaut de forme [Ameta et al., 07].

Lee et al. proposent une démarche itérative sur l’assemblage de deux pièces selon différentes
configurations avec la prise en compte de défauts d’ondulation et de la rugosité. Ils évaluent l’er-
reur de position et d’orientation de l’assemblage des deux pièces dans chaque configuration. En
implémentant cette démarche dans une approche statistique sur les défauts d’ondulation et de ru-
gosité, ils évaluent les variations des paramètres de positionnement et d’orientation [Lee et al., 06].

Pierce et Rosen génèrent des pièces dont les surfaces géométriques possèdent des variations de
forme de différentes précisions, en utilisant des modèles de surfaces NURBS. Le procédé d’assem-
blage des pièces est ensuite simulé et ils évaluent les paramètres qui caractérisent le fonctionnement
du mécanisme [Pierce et Rosen, 08].

Avec un algorithme d’assemblage basé sur des mouvements cinématiques, Huang et Kong
intègrent les défauts de position, d’orientation et de forme par simulation [Huang et Kong, 08].
Les variations d’écarts géométriques des pièces sont créées par une méthode d’analyse modale
statistique, basée sur des fonctions cosinus [Huang et Ceglarek, 02].

En modélisant les écarts de forme des pièces avec une description polynomiale, Morière et al.
identifient quatre configurations de contact possibles en fonction de la concavité ou convexité des
surfaces [Morière et al., 09]. Ils utilisent ensuite différentes fonctions objectifs et critères d’opti-
misation pour simuler l’assemblage.

À partir d’une étude expérimentale des contacts entre les pièces, Radouani montre l’intérêt de
prendre en compte le défaut de forme comparativement à la mise en position théorique réalisée avec
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les surfaces associées [Radouani, 03]. Il définit alors un paramètre de dépassement et un paramètre
d’interpénétration pour inclure le défaut de forme dans le calcul des tolérances.

Toujours sur la mise en évidence de l’influence du défaut de forme, Anselmetti et Bisson pro-
posent d’intégrer les défauts de forme et d’orientation d’une surface sur l’estimation d’indicateurs
d’aptitude (Ppk)[Anselmetti et Bisson, 01]. Pour ce faire, ils travaillent sur la répartition des
points et non sur les centres de gravité des surfaces calculés.

Finalement, nous pouvons citer quelques travaux intégrant le défaut de forme dans l’assem-
blage de pièces déformables, notamment ceux de Cid, basés sur le torseur de petits déplacements
[Cid et al., 04, Cid, 05]. Huang et Ceglarek caractérisent le défaut de forme par une transformée
discrète en cosinus pour évaluer des écarts d’assemblage et d’emboutissage des pièces souples
[Huang et Ceglarek, 02].

3.2 Étude d’un assemblage

Dans la suite de ce chapitre, nous proposons d’enrichir les méthodes classiques d’assemblage de
composants avec la prise en compte des écarts géométriques de forme. D’une façon générale, un
assemblage de pièces est caractérisé par les écarts de mise en position engendrés par la mise en
contact des surfaces associées, appartenant aux classes de surface du SATT. Cette association peut
être réalisée selon différents critères et l’expression des écarts selon différentes approches (cf. §3.1).

Pour illustrer notre approche, nous allons étudier un exemple d’assemblage de deux pièces,
représenté sur la figure 3.1. Il s’agit d’un mécanisme en boucle simple, fermée par une condition
fonctionnelle CFB entre la paire de surfaces Bi, définie par une spécification de localisation. La
spécification de localisation est vérifiée, si tous les points de la surface supérieure tolérancée sont
dans la zone de tolérance définie par l’espace compris entre deux plans parallèles distants de t et
centrés sur le plan théorique situé à une certaine distance du plan de référence B. Nous supposons
la paire de surfaces Bi parfaites, c’est-à-dire sans défauts géométriques. L’objectif de cet exemple
est de montrer comment les défauts géométriques des surfaces Ai en contact influent sur la position
relative des surfaces Bi. Nous nous plaçons dans des conditions de solides indéformables, à la fois
pour les pièces 1 et 2, et pour le dispositif de posage.

Figure 3.1 – Condition fonctionnelle de l’assemblage

Dans ce cas d’étude, la surface de contact A est carrée de 40 mm de coté (LAx = Lz). Les surfaces
fonctionnelles Bi sont rectangulaires de 20× 40mm (LBx × Lz) de cotés et la surface intermédiaire
est un carré de 40 mm de coté. Les autres dimensions des pièces n’auront pas d’influence dans notre
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analyse. Nous supposons que les pièces 1 et 2 sont différentes et qu’elles ont les mêmes types de
défaut.

Les conditions d’assemblage des deux pièces sont décrites sur la figure 3.2. Nous considérons
les deux surfaces en contact A1 et A2 avec des défauts de position, d’orientation et de forme.
La mise en position est réalisée par un dispositif de posage extérieur et le MAintien en Position
(MAP) est assuré par un effort. Ainsi nous supprimons toutes les mobilités dans l’assemblage. En
effet, l’assemblage est en appui plan primaire sur la surface inférieure de la pièce 1 (3 degrés sont
bloqués) et les trois tiges assurent le reste de la mise en position. L’effort de maintien F vient brider
l’assemblage et bloque les trois dernières mobilités. Compte tenu de ces hypothèses sur la MIP et
le MAP, nous calculons le torseur de petits déplacements relatif à l’écart de mise en position induit
par les défauts géométriques des surfaces en contact. Dans le cadre de cette étude, nous simulons
les défauts de forme de A1 et A2 par l’intermédiaire d’un spectre modal qui suit une loi décroissante
sur les valeurs des amplitudes des coordonnées modales. À la manière du spectre des harmoniques
de Fourier, nous observons une forme globalement décroissante des valeurs des coefficients modaux.
L’exception du Dirac en montre les limites.

(a) Vue 2D de l’assemblage (b) Vue 3D de l’assemblage

Figure 3.2 – Assemblage

Nous détaillons, tout d’abord, notre démarche en deux dimensions en supposant que les surfaces
A1 et A2 n’ont pas de défauts selon z. On pourra dans ce cas étudier l’assemblage dans (x, y)).
Ensuite, nous effectuons la même étude sur la liaison plan sur plan, réalisée par la paire de surfaces
Ai, en considérant des défauts sur l’axe z.

3.2.1 Assemblage en 2D

Afin de mieux appréhender notre démarche, nous choisissons tout d’abord, de présenter cet
assemblage en 2D en supposant qu’il n’y a pas de défauts sur l’axe z. L’assemblage des profils est
réalisé en deux étapes successives. Premièrement, nous ne tenons pas compte du défaut de forme,
les profils associés sont alors mis en contact. Deuxièmement, nous introduisons une méthode qui
intègre les écarts de forme des profils pour effectuer l’assemblage.

Nous déployons cette approche sur des profils dont les défauts de position, orientation et forme
sont simulés. Nous modélisons le défaut de position et d’orientation de chaque profil par les petits
déplacements ty et rz(translation suivant y et rotation autour de z), qui pourraient être représentés
par les modes Q1 et Q2 (cf. figure 3.3). Les défauts de forme sont paramétrés par les modes suivants,
de Q3 à Qn. Ces modes sont extraits de la base modale naturelle d’une poutre libre-libre dont les
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degrés de liberté du modèle éléments finis se restreignent à ty et rz (cf. figure 3.3). Nous pouvons
remarquer que les modes sont normés avec la norme infinie égale à 1.

Figure 3.3 – Base modale naturelle Q d’une poutre

Les défauts de position et d’orientation étant simulés par des petits déplacements, nous imposons
les coordonnées modales des deux premiers modes à zéro. Pour modéliser la forme, nous appliquons
une loi décroissante du type 1

x sur la valeur des amplitudes des coordonnées modales λA1i pour le
profil de la surface A1 et λA2i pour le profil de la surface A2. Le choix de cette loi est dicté d’une
part par notre volonté de privilégier les formes de grandes longueurs d’ondes et d’autre part c’est
une évolution caractéristique des éléments géométriques que nous avons mesurés. On représente sur
les figures 3.4 et 3.5 le résultat de la simulation du spectre modal et la représentation géométrique
du défaut de chaque profil. Le profil filtré de chacune des surfaces Ai, que nous observons sur les
figures 3.4(b) et 3.5(b), est calculé par la combinaison linéaire des 20 premiers modes du spectre
modal auquel il est associé. Ceci a l’avantage de filtrer tous les défauts qui ne sont pas de la forme.
Nous représentons également les surfaces associées, au sens des moindres carrés, en rouge sur les
mêmes figures. En 2D les deux surfaces associées sont paramétrées par une translation ty et une
rotation rz.
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Figure 3.4 – Surface A1
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(b) Représentation géométrique de la surface A2

filtrée

Figure 3.5 – Surface A2

3.2.1.1 Mise en position sans défauts de forme

Tout d’abord, nous réalisons l’assemblage en faisant cöıncider les surfaces associées (cf. fi-
gure 3.6). Nous pouvons observer que lorsqu’on ne prend pas les défauts de forme en compte,
il y a des zones de jeu et d’interpénétration.
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Figure 3.6 – Mise en position sur les surfaces associées (sans défauts de forme)

Nous pouvons ainsi évaluer l’écart de mise en position engendré par l’assemblage sur les surfaces
associées et vérifier la spécification de localisation. Pour ce faire, nous utilisons le paramétrage par le
torseur de petits déplacements et sa représentation par la méthode des domaines. Nous définissons
donc les torseurs écarts rigides ErA1 et ErA2 au centre de la paire de surface nominale de contact
A. Ces torseurs écarts correspondent à l’écart de mise en position respectivement entre la surface
associée à A1 et la surface nominale et entre la surface associée A2 et la surface nominale (cf.
figure 3.7). Le torseur écarts rigides, relatif à l’écart de mise en position entre les deux surfaces



3.2 Étude d’un assemblage 99

associées, peut alors s’écrire par une simple relation de Chasles Er1A2 = −ErA1 + ErA2. Nous
représentons sur la figure 3.8(a) ce torseur écarts dans l’espace des petits déplacements 2D (ty, rz).
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Figure 3.7 – Torseur écarts des surfaces associées

Le torseur écarts rigides Er1A2 étant calculé au centre de la surface A et la condition fonction-
nelle CFB au centre de la surface B, nous transportons ce torseur afin de le comparer au domaine
de la condition fonctionnelle CFB. Ce domaine est construit par quatre inéquations telles que tous
les points de B2 soient compris dans la zone de tolérance spécifiée. Dans le plan 2D (y, z), le tor-
seur écarts associé à la surface réelle B2, que l’on suppose sans défaut de forme, est défini par la
relation 3.1.

E =


0 0
ty 0
0 rz


PB

(3.1)

Le déplacement des points P , qui délimitent la surface B2, peut être calculé d’après la formule
de changement de point d’un moment :

−→
δP =

−−→
δPB +

−−→
PPB ∧

−→
δθ

=

 0
ty
0

+

±LBx
2

0
0

 ∧
 0

0
rz

 (3.2)

Pour chaque point P seul le déplacement suivant la normale à surface est à prendre en compte
pour vérifier la tolérance géométrique. Le calcul se limite à la composante :

−→
δP .−→y = ty ±

LBx
2
rz (3.3)

La spécification de localisation impose que cette composante
−→
δP .−→y soit comprise entre − t

2 et
t
2 . Nous obtenons ainsi un ensemble de quatre inéquations indépendantes pour définir le domaine
écart : {

− t
2 ≤ ty −

LBx
2 rz ≤ t

2

− t
2 ≤ ty + LBx

2 rz ≤ t
2

(3.4)
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Ces quatre inéquations définissent le domaine écarts de la surface B2 tolérancée avec une tolérance
de localisation de t. Nous représentons graphiquement sur la figure 3.8(b) le domaine dans l’espace
des petits déplacements (ty, rz). Nous pouvons alors vérifier si le torseur écarts Er1A2 transporté
est inclus dans le domaine écart de la condition fonctionnelle CFB.
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Figure 3.8 – Résultat de l’assemblage, réalisé sur les surfaces associées, dans l’espace des petits
déplacements

3.2.1.2 Mise en position avec défauts de forme

Nous considérons maintenant les défauts de forme des surfaces Ai pour réaliser l’assemblage
des pièces. Notre démarche suppose d’être dans des conditions d’assemblage statique : de pièces
indéformables, une mise en position réalisée par un dispositif considéré sans défauts géométriques et
l’assemblage bridé par un effort de maintien. Sous le couvert de ces trois hypothèses, notre approche
peut se résumer en trois étapes :

– le dispositif de mise en position contraint les degrés de liberté de la liaison considérée,
– on détermine ensuite l’ensemble des configurations possibles de contact,
– enfin la direction de l’effort de maintien permet d’identifier la configuration de contact des

deux pièces.

Figure 3.9 – Exemple de configurations possibles pour cet assemblage

La figure 3.9 précédente montre qu’en fonction de la direction de l’effort de maintien les points de
contact entre les deux surfaces changent. L’enjeu est donc de déterminer dans un premier temps, les
points de contact potentiels compte tenu du système de mise en position considéré, puis d’identifier
la facette reliant les points de contact grâce à la direction de l’effort.
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Pour déterminer les points de contact possibles, nous définissons une surface écart correspondant
aux écarts géométriques de forme entre les deux surfaces Ai (cf. figure 3.11(a)). Ce calcul revient
à considérer la surface A1 parfaite et à reporter les écarts de forme sur la surface A2 en vis-à-vis.
La détermination de la surface écart peut s’effectuer à partir des écarts de forme brutes de chaque
surface, mais si l’on veut conserver l’intérêt du filtrage, la soustraction des spectres modaux nous
conduit au bon résultat, c’est-à-dire aux écarts de forme filtrés de la surface écart. Le calcul du
spectre se définit par l’opération de soustraction 3.5.

λ1A2i = λA2i − λA1i (3.5)
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Figure 3.10 – Calcul du spectre modal de la surface écart

La seconde étape consiste à chercher tous les points de contact potentiels entre les deux surfaces.
Dans notre simplification en deux dimensions, nous cherchons un couple de points définissant la
facette de contact. Nous calculons dans ce cas l’enveloppe convexe de la surface écart représentée
figure 3.11(b). Cette enveloppe convexe définit l’ensemble des couples de points de contact possibles.
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(a) Représentation géométrique de la surface écart
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(b) Représentation du convexe associé

Figure 3.11 – Surface écart A2 −A1

Pour identifier la facette de contact, autrement dit le couple de points en contact, nous imposons
un effort de maintien en position dont les caractéristiques sont :
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– l’effort de type glisseur,
– sa direction, définie par les composantes de transmission d’effort de la liaison considérée,
– sa position, contenue dans l’élément géométrique nominal de contact.
Dans notre exemple, l’effort de maintien est localisé au centre de la surface nominale de contact

A dont la direction est perpendiculaire à cette surface. L’hypothèse de solides indéformables permet
de nous affranchir de l’intensité de l’effort. Par conséquent, la facette de contact est celle qui est
intersectée par la direction de l’effort (cf. figure 3.12). Les points appartenant à la facette de contact
sont donc les points sur lesquelles la mise en contact des profils extraits sera réalisée (cf. figure 3.13).

Nous définissons donc l’écart de mise en position entre la surface de contact des surfaces associées
(en rouge sur la figure 3.12) et la facette de contact détectée (en magenta sur la même figure) par
un torseur écarts de forme Ef1A2.
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Figure 3.12 – Détection de la facette de contact et torseur écarts associé

La figure 3.13 montre la mise en position des surfaces A1 et A2 compte tenu de la facette de
contact détectée précédemment. Nous pouvons observer dans ce cas qu’il n’y a plus interpénétration
des pièces. Si l’on souhaite maintenant caractériser l’écart de mise en position globale qui tient
compte des défauts de forme des surfaces, on définit le torseur écarts résultant, s’écrivant alors
comme la somme du torseur écarts rigides et du torseur écarts de forme (cf. équation 3.6).

E1A2 = Er1A2 + Ef1A2 (3.6)



3.2 Étude d’un assemblage 103

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Abscisse (mm)

E
ca

rt
s 

gé
om

et
riq

ue
s 

(m
m

)

Figure 3.13 – Mise en position sur la facette de contact détectée (avec défauts de forme)

En représentant le torseur écarts résultant E1A2 dans l’espace des petits déplacements (ty, rz),
nous remarquons que, selon la prise en compte ou non des défauts de forme, la condition fonc-
tionnelle CFB est respectée dans un cas et pas dans l’autre. En effet, dans notre étude, lorsque
l’assemblage des composants 1 et 2 est réalisé avec les surfaces associées, c’est-à-dire sans défauts
de forme, CFB n’est pas vérifiée alors que si l’on tient compte des écarts de forme des surfaces en
contact l’assemblage est conforme à CFB (cf. figure 3.14(b)).
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Figure 3.14 – Résultat de l’assemblage avec défauts de forme dans l’espace des petits déplacements

3.2.2 Assemblage en 3D

Nous présentons, dans cette section, le même assemblage que celui réalisé précédemment mais
avec l’hypothèse que les surfaces Ai en contact ont des défauts géométriques de position, orientation
et forme sur les trois dimensions. Les degrés de liberté exploités sont donc ty (translation suivant
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l’axe y), rx et rz (rotation autour des axes x et z).

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6

Q7 Q8 Q9 Q10 Q11 Q12

Tableau 3.2 – Premiers modes de la base naturelle d’un plan

De la même manière que dans le cas 2D, nous construisons des surfaces A1 et A2 contenant des
défauts géométriques. L’ensemble de ces défauts est alors paramétré par les composantes de petits
déplacements (ty, rx et rz) pour la position et l’orientation et par un ensemble de coordonnées
modales, définies par les spectres 3.15(a) et 3.16(a), pour les défauts de forme. Les coordonnées
modales λi sont associées aux modes Qi, issus de la base modale naturelle d’un plan (cf. tableau 3.2).
Le modèle éléments finis construit à partir de la surface carrée A possède des conditions limites
libre-libre et se limite aux degrés de liberté ty, rx et rz. Les figures 3.15 et 3.16 montrent la
représentation géométrique d’une paire de surfaces Ai, que l’on a simulée, et le paramétrage associé
(petits déplacements pour les surfaces associées et spectres modaux).
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Figure 3.15 – Surface A1
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(a) Spectre modal des amplitudes (b) Représentation géométrique de la surface A2 filtrée

Figure 3.16 – Surface A2

3.2.2.1 Mise en position sans défauts de forme

Dans un premier temps, l’assemblage est réalisé avec une mise en contact des surfaces associées
(cf. figure 3.17). On observe également que, dans cette hypothèse d’assemblage qui ne considère pas
les défauts de forme, les surfaces A1 et A2 s’interpénètrent. Sur la figure 3.18, on représente l’écart
de mise en position engendré dans ces conditions d’assemblage et défini par le torseur écarts rigides
Er1A2, dans l’espace des petits déplacements (ty, rx, rz). Exprimé au centre de la surface B, ce
torseur écarts est inclus dans le domaine écart de la condition fonctionnelle CFB, donc l’assemblage
est conforme à la spécification de localisation. Dans l’espace 3D, ce domaine est construit par huit
inéquations telles que tous les points de B2 soient compris dans la zone de tolérance spécifiée.
Autrement dit, la condition fonctionnelle est respectée si la relation suivante est vérifiée :

− t

2
≤
−→
δP .−→y ≤ t

2
(3.7)

Le domaine écarts est alors défini dans l’espace des petits déplacements (ty, rx, rz) par les huit
inéquations suivantes : 

− t
2 ≤ ty + LBx

2 rz + Lz
2 rx ≤

t
2

− t
2 ≤ ty + LBx

2 rz − Lz
2 rx ≤

t
2

− t
2 ≤ ty −

LBx
2 rz − Lz

2 rx ≤
t
2

− t
2 ≤ ty −

LBx
2 rz + Lz

2 rx ≤
t
2

(3.8)

La représentation graphique de ce domaine est donnée figure 3.18, par un polytope convexe à trois
dimensions (un octaèdre).
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Figure 3.17 – Mise en position sur les surfaces associées (sans défauts de forme)
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Figure 3.18 – Vérification de la condition fonctionnelle observée au centre de la surface B

3.2.2.2 Mise en position avec défauts de forme

Dans un second temps, nous effectuons l’assemblage des pièces en tenant compte des défauts
de forme des surfaces A1 et A2. En considérant les mêmes conditions de mise en position et de
maintien en position, nous déployons la même démarche que dans le cas 2D. Après avoir calculé
la surface écart par l’intermédiaire des spectres modaux, nous déterminons les points de contact
possibles (cf. figure 3.19(a)). Nous pouvons observer que les points de contact potentiels sont reliés
par des facettes triangulaires. En effet, trois est le nombre de points nécessaires et suffisants pour
que le contact plan sur plan soit isostatique. Finalement, si l’on conserve la position et la direction
de l’effort de maintien en position, nous identifions la facette par laquelle est traversée l’effort F
(en magenta sur la figure 3.19(b)). Nous déterminons ainsi les trois points de contact.
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(a) Vue de dessus de la surface écart A2 − A1 et du

convexe associé

(b) Vue de dessus de la facette de contact

Figure 3.19 – Détection de la facette de contact de l’assemblage

On montre sur la figure 3.20 le résultat de la mise en position sur la facette de contact détectée.
On observe alors que les deux surfaces Ai sont en contact sur les trois points identifiés sans s’in-
terpénétrer. Nous ajoutons cet écart de mise en position supplémentaire dû aux défauts de forme
à l’écart de mise en position calculé avec les surfaces associées, en appliquant la relation 3.6 sur
les torseurs écarts. Si l’on transporte et représente ces torseurs écarts dans l’espace des petits
déplacements (cf. figure 3.21), nous constatons que, lorsque l’on prend en compte les défauts de
forme des surfaces Ai dans l’assemblage, la condition fonctionnelle CFB n’est plus respectée.

Figure 3.20 – Mise en position sur la facette de contact détectée (avec défauts de forme)
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Figure 3.21 – Vérification de la condition fonctionnelle observée au centre de la surface B

3.3 Étude d’un assemblage de lots

En reprenant l’exemple d’assemblage de la section 3.2, nous proposons dans cette partie d’évaluer
la conformité d’assemblage de deux lots de pièces, ayant des défauts géométriques de position, orien-
tation et forme. Nous supposons les caractéristiques statistiques (moyenne et matrice de covariance)
de chaque lot connues. Elles pourraient être issues de la mesure d’un échantillon de pièces que l’on
appellera échantillon pilote. Nous évaluons alors les écarts de mise en position de chaque assemblage
avec et sans défauts de forme et nous en déduisons un Taux de Non Conformité (TNC) dans chaque
cas pour le lot considéré.

Dans une première partie 3.3.1, nous présentons une solution permettant de simuler un lot de
pièces à partir des caractéristiques statistiques de l’échantillon pilote. Puis, nous terminons cette
section en présentant les résultats de l’évaluation du TNC pour notre cas d’assemblage de lots en
2D et en 3D.

3.3.1 Simulation d’un lot à partir des caractéristiques statistiques d’un échantillon

pilote

Nous proposons, dans cette section, une démarche permettant de simuler un lot de surfaces
ayant des défauts géométriques à partir des caractéristiques statistiques (moyenne et matrice de
covariance) de l’échantillon pilote de ces surfaces [Samper et al., 09]. Pour ce faire, nous reprenons
le paramétrage des défauts géométriques établi dans la section 3.2 avec, d’une part, les défauts
de position et orientation qui étaient caractérisés par des petits déplacements, et d’autre part, les
défauts de forme qui étaient définis par les coordonnées modales. Les caractéristiques statistiques de
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l’échantillon pilote seront alors définies par la moyenne et la matrice de covariance de ces paramètres.
Notre cas d’étude étant un exemple académique, nous ne disposons pas de surfaces mesurées. C’est
pourquoi nous détaillons dans le paragraphe 3.3.1.1 une méthode pour simuler les caractéristiques
statistiques de l’échantillon pilote.

3.3.1.1 Génération des caractéristiques statistiques de l’échantillon pilote

Comme nous l’avions introduit précédemment, l’objectif de l’échantillon pilote est d’obtenir
des caractéristiques statistiques réalistes, au sens de la représentation de la réalité industrielle,
pour générer un lot beaucoup plus important. Nous proposons ici de générer ces caractéristiques
statistiques représentant un échantillon qui proviendrait de mesures. Nous pouvons ainsi caractériser
l’échantillon pilote par la moyenne des paramètres de position, orientation et forme et la matrice
de covariance de ces paramètres.

Tout d’abord, on définira la signature des défauts géométriques d’une surface par Λ, constituée
des paramètres de petits déplacements ER et des coordonnées modales restreintes à la description de
la forme forλ. Nous notons Λ la signature moyenne des paramètres géométriques et ΛΣ la matrice de
covariance associée. Nous décrivons ensuite la méthode employée pour obtenir ces caractéristiques
statistiques. Il est important de préciser que les figures qui illustrent la description de cette méthode
font référence à la génération de l’échantillon pilote d’une des surfaces de notre cas d’assemblage
en 2D.

– Premièrement, nous générons une signature moyenne des paramètres Λi. Compte tenu des
observations que nous avons pu faire lors des expertises réalisées, nous imposons aux Λi
une loi de distribution décroissante ayant une évolution du type µ0/i (sur la figure 3.22
µ0 = 0.06 mm). Afin d’assurer un filtrage de la forme géométrique des surfaces, nous limitons
à m le nombre de paramètres Λi.

– Deuxièmement, nous ajoutons à la signature moyenne précédente un bruit gaussien dont
l’écart-type varie suivant la loi décroissante σ0/i (sur la figure 3.22 σ0 = 0.007 mm). L’objectif
dans cette deuxième étape est de simuler un faible nombre de signatures de paramètres pour
intégrer l’existence d’une covariance entre les paramètres géométriques de notre échantillon
pilote. En effet, si l’on simule un grand nombre de signatures, la valeur de la covariance entre
chaque paramètre tendra vers 0.

– Finalement, nous pouvons calculer les caractéristiques statistiques de l’échantillon pilote (la
moyenne Λ et la matrice de covariance ΛΣ).

Nous avons volontairement choisi d’intégrer de la covariance entre les paramètres géométriques
dans le but de générer des lots de surfaces dont les défauts géométriques peuvent être à l’image du
comportement réel des procédés de fabrication.
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Figure 3.22 – Génération des caractéristiques statistiques de l’échantillon pilote

3.3.1.2 Génération d’un lot à partir de ces caractéristiques statistiques

Nous exposons ici la démarche permettant de conduire à la génération d’un lot de surfaces à
partir des caractéristiques statistiques d’un échantillon, que nous avons qualifié de pilote. Cette
génération s’effectue en deux étapes :

– Nous tirons aléatoirement N signatures aléaΛ de m paramètres géométriques. Chaque pa-
ramètre géométrique suit une loi de distribution normale tel que aléaΛi = 0 et σaléaΛi = 1 (cf.
figure 3.23(a)).

– Dans cette seconde et dernière étape, il s’agit d’appliquer aux signatures aléatoires précédentes
les caractéristiques statistiques de l’échantillon pilote (Λ et ΛΣ). Pour réaliser cette opération,
nous diagonalisons la matrice de covariance de l’échantillon pilote afin d’obtenir les variances
principales d’une part, et la matrice de passage P composée des directions des variances prin-
cipales d’autre part. En appliquant la relation 3.9, analogue à un changement de repère, nous
calculons les N signatures simulées simΛ avec les caractéristiques statistiques de l’échantillon
pilote (cf. figure 3.23(b)).

simΛ︸︷︷︸
m×N

= P︸︷︷︸
m×m

·
√

ΛD︸ ︷︷ ︸
m×m

· aléaΛ︸ ︷︷ ︸
m×N

+ Λ︸︷︷︸
m×1

(3.9)

où ΛD est la matrice diagonale, constituée des variances principales.
En simulant deux lots de N surfaces A1 et A2 avec la démarche que nous venons de décrire,

nous sommes en mesure de réaliser les N assemblages. Nous vérifions alors si les écarts de mise
en position du lot d’assemblages respectent la condition fonctionnelle CFB, ce qui nous permet de
calculer un TNC.
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Figure 3.23 – Résultats de la génération d’un lot de surfaces A1 à partir de son échantillon pilote

3.3.2 Cas 2D

Nous proposons dans cette section de réaliser les N assemblages des lots de N surfaces A1 et de
N surfaces A2. Dans des conditions industrielles, le fabricant va probablement produire un lot de
pièces 1 indépendamment du lot de pièces 2 et son objectif est de garantir un TNC minimal compte
tenu de la spécification à vérifier. Grâce à la méthode de génération de lots par simulation que nous
avons mise en place, nous pouvons, à partir d’un échantillon issu de la production du fabricant,
déduire les caractéristiques statistiques de sa production et ainsi générer un lot plus conséquent
pour estimer le TNC.

Pour illustrer nos propos, nous simulons deux lots de cent surfaces A1 et A2 (cf. figure 3.24), à
partir de deux échantillons pilotes simulés également. Nous réalisons ensuite les cent assemblages
pour estimer le TNC.
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(a) Lot de surfaces A1 filtrée
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(b) Lot de surfaces A2 filtrée

Figure 3.24 – Représentation géométrique des lots de surfaces et leur moyenne en rouge

Nous représentons dans l’espace des petits déplacements les écarts de mise en position au point
B des cent assemblages (cf. figure C.1). En fixant la tolérance t de la spécification de localisation
à 0.1 mm, nous comparons le TNC de la mise en position réalisée sans défauts de forme et celui
de la mise en position réalisée avec défauts de forme. Nous obtenons dans le premier cas un TNC
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de 72% et dans le second un TNC de 19%. L’ellipse représente le domaine d’isoprobabilité à 6σ
de la loi multi-normale des deux variables de petits déplacements (ty, rz), centrée sur l’assemblage
moyen (croix verticale noire sur la figure C.1).

L’importante différence entre les valeurs de TNC nous montre que la prise compte des défauts
de forme dans un assemblage est primordiale. Les échantillons pilotes étant simulés à partir des
paramètres géométriques du cas 2D de la section 3.2.1, on retrouve sur le TNC l’effet � positif� dans
ce cas, de l’écart de mise en position lié aux défauts de forme.
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(a) Mise en position sans défauts de forme
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(b) Mise en position avec défauts de forme

Figure 3.25 – Condition fonctionnelle CFB et torseurs écarts du lot d’assemblages

3.3.3 Cas 3D

Dans cette section, nous réalisons l’assemblage en trois dimensions de deux lots de cent surfaces
A1 et A2 simulées. En suivant la même démarche que le cas 2D précédent, nous évaluons le TNC du
lot d’assemblages, selon que les surfaces en vis-à-vis soient mises en position sur les surfaces associées
(cf. figure 3.26) ou selon qu’elles soient mises en position en considérant les défauts de forme (cf.
figure 3.27). Dans le cas des surfaces associées, nous obtenons un TNC de 15% et dans l’autre le
TNC est égal à 19%. Nous représentons l’ellipsöıde correspondant au domaine d’isoprobabilité à
6σ de la loi multi-normale des trois variables de petits déplacements (ty, rx, rz).

Nous pouvons établir la même conclusion que précédemment, avec une tendance inversée sur
les TNC. Cette tendance est en accord avec le constat que nous avions fait dans la section 3.2.2
puisque les échantillons pilotes des surfaces A1 et A2 ont également été simulés avec les paramètres
géométriques des surfaces A1 et A2 définis dans le cas de l’assemblage 3D.
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Figure 3.26 – Vérification de la condition fonctionnelle CFB du lot d’assemblage sans défauts de
forme
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Figure 3.27 – Vérification de la condition fonctionnelle CFB du lot d’assemblage avec défauts de
forme
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3.4 Synthèse de la méthode

Nous venons d’exposer dans ce chapitre une méthode d’assemblage de composants permettant
de prendre en compte les défauts géométriques de forme des éléments géométriques en contact.
Cette méthode est exploitable pour des assemblages de composants indéformables, sans jeux et à
efforts imposés.

Dans ce chapitre, notre approche est appliquée plus particulièrement à un assemblage de deux
pièces dont la mise en contact est réalisée par l’intermédiaire d’une liaison plan sur plan sans
jeux et le maintien en position est assuré par un effort de type glisseur. Les défauts géométriques
des surfaces en contact sont paramétrés par des petits déplacements, au sens du torseur de petits
déplacements [Bourdet et Clément, 76], en ce qui concerne les défauts de position et d’orien-
tation. Quant aux défauts de forme, ils ont naturellement été paramétrés par notre paramétrage
modal. Les écarts de mise en position engendrés par les défauts géométriques ont ensuite été évalués
par les composantes du torseur écarts [Giordano et al., 92] et représentés dans l’espace de ces com-
posantes. Ainsi, nous vérifions si l’assemblage considéré respecte la condition fonctionnelle initiale.
Dans un second temps, nous appliquons cette démarche à des assemblages de lots de pièces simulées
mais néanmoins représentatives d’une certaine production. Le modèle statistique que l’on propose
repose sur les caractéristiques statistiques d’un échantillon de pièces, que l’on appelle échantillon
pilote, et qui pourrait être issu d’une campagne de mesure. De ce fait, nos lots de pièces simulées
possèdent les caractéristiques statistiques de l’échantillon pilote correspondant. Nous pouvons alors
estimer le Taux de Non Conformité des assemblages et analyser par ce fait l’influence du défaut de
forme.

Tout en étant conscient que nous ne travaillons que sur un assemblage sans mobilités, nous
avons pu mettre en évidence l’influence des défauts de forme sur la conformité d’une spécification
géométrique. D’autre part, il s’avère intéressant pour un fabricant de pouvoir évaluer le TNC de
ses produits sans réaliser de contrôle 100%. La modélisation statistique que nous proposons dans
la deuxième partie de ce chapitre, répond à ce besoin.

3.5 Perspectives de la méthode

Cette méthode constitue, à notre sens, une approche intéressante qui peut s’étendre à bien
d’autres exemples d’assemblages. En effet, les hypothèses de travail sur lesquelles nous avons
construit cette méthode peuvent être remises en question pour la faire évoluer.

Nous pourrions explorer des assemblages de pièces avec des conditions de maintien en position
différentes. Plutôt que d’imposer un effort de type glisseur, on peut envisager un protocole de po-
sitionnement dans lequel un effort de type couple assurerait le maintien en position. Dans le cas
contraire, où aucun effort de maintien n’est imposé, on sous-entend des assemblages avec jeux donc
des mécanismes avec mobilités. C’est une perspective qui trouve de nombreuses applications indus-
trielles, notamment dans la transmission de puissance et dans le domaine fluidique en particulier
(pneumatique et hydraulique), d’autant plus que les défauts de forme ont un rôle déterminant dans
les performances de ce type de mécanismes. Il requiert une mâıtrise totale du jeu fonctionnel qui
généralement doit assurer à la fois une grande précision pour le guidage et une fonction d’étanchéité.
Le domaine des assemblages avec jeu sont des pistes de réflexions sur lesquelles nos travaux ont
d’ores et déjà suscité l’intérêt d’un certain nombre d’industriels.

Nous venons d’évoquer le domaine de l’étanchéité, un domaine dans lequel la forme géométrique
des pièces en contact a un rôle indispensable. Nous verrons, dans le chapitre suivant, la présentation
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de travaux que nous avons entamés sur ce sujet en coopération avec le laboratoire TREFLE 1 de
Bordeaux. Il s’agit d’évaluer les performances d’une étanchéité réalisée par des brides annulaires
sous fortes pressions de serrage en fonction des défauts géométriques potentielles des brides. Ces
fortes pressions nous imposent de considérer un certain comportement mécanique du matériau pour
modéliser les déformations engendrées par ces pressions au niveau du contact. Il en résultera un
champ d’ouverture qui, selon la loi d’écoulement envisagée, nous permettra d’évaluer les perfor-
mances de l’étanchéité.

Une troisième et dernière perspective, que nous pourrions intégrer dans notre méthode d’as-
semblage, est la prise en compte du comportement déformable des pièces en contact. Là encore,
plusieurs choix s’offrent à nous, puisqu’en fonction des applications rencontrées, l’hypothèse d’un
comportement plastique suffira, alors que pour d’autres un comportement élastique sera requis.
L’évolution du comportement mécanique au cours de l’assemblage peut également être envisagée.
Cet aspect déformable peut être intégré aussi bien dans les hypothèses liées aux conditions de
contact que dans le comportement global d’une pièce ou d’un assemblage déformable.

1. Transferts Écoulements Fluides Énergétiques





4
Vers les spécifications

Objectif du chapitre

Dans ce chapitre, nous abordons la nécessité de

définir l’expression d’un besoin fonctionnel, lié à la

forme, avec un langage de spécification non ambigu.

Ayant développé un paramétrage mathématique

pour caractériser la forme géométrique des pièces,

nous proposons d’exprimer des exigences fonction-

nelles liées à ce paramétrage. L’estimation de l’ac-

ceptabilité est également un des enjeux d’un langage

de spécification. Nous proposons d’étudier cette

notion d’acceptabilité à travers une étude sur la

mâıtrise d’un procédé d’emboutissage et une se-

conde sur la criticité du défaut de forme sur les

performances d’une fonction d’étanchéité.

4.1 Expression du besoin de spécification

Lors de la conception d’un produit, le concepteur définit une géométrie cible permettant de ga-
rantir son bon fonctionnement. La production des pièces n’étant jamais parfaite, il est nécessaire de
trouver un compromis entre le besoin du bureau d’études et les procédés de fabrication. Ce compro-
mis est arbitré par le tolérancement géométrique qui permet d’exprimer les variations admissibles
de la géométrie réelle autour de la géométrie cible.

La mâıtrise de ces variations géométriques se décompose en six ordres de défauts [ISO-8785, 98].
Ces ordres sont définis selon des critères technologiques et mathématiques. D’un point de vue pure-
ment mathématique, si l’on souhaite exprimer les variations d’une géométrie, nous devons considérer
le paramétrage qui nous permet de la définir. Même si les variations géométriques possibles sont
indépendantes du paramétrage, ce dernier est indispensable pour les appréhender.

De ce fait, nous constatons qu’il est nécessaire de définir des modèles de variations géométriques
pour tous ou chacun des ordres de défauts. Ces modèles définissent alors un langage permettant
d’échanger sur les limites admissibles par la géométrie réelle par rapport à sa cible. De plus, les
exigences des clients en qualité géométrique augmentent tant sur le plan quantitatif que sur le plan
qualitatif. Il est de plus en plus courant par exemple de voir exprimer des besoins en qualité perçue
sur de nombreuses pièces. Comment écrire ces besoins ? Les annotations au plan autorisent d’écrire
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noir sur blanc le besoin, mais leur signification peut parâıtre ambiguë pour un certain nombre
d’acteurs du cycle de vie du produit. On pense notamment à l’embarras du métrologue pour les
contrôler.

D’autre part, les pièces de petites dimensions, notamment, peuvent avoir des défauts géométriques
dont les dimensions ne permettent pas de faire la distinction entre les ordres de défauts. En effet, un
alésage de petite dimension aura des défauts de forme qui pourront être bien plus importants que
le défaut dimensionnel. Dès lors que le défaut de forme n’est plus négligeable, dans quelle mesure
doit-on utiliser les méthodes traditionnelles pour exprimer le besoin ? L’exigence de l’enveloppe et
l’utilisation de l’exigence du maximum de matière permettent de lier dimension et forme mais il
peut être utile d’employer un langage permettant de distinguer les différents défauts. Nous voyons
donc, dans cet exemple, les limites du langage normalisé actuel dans l’expression des défauts de
forme.

Le besoin de définir un nouveau langage de spécification se justifie d’autant plus, dès lors que
la forme géométrique a un rôle important dans la fonctionnalité du produit ou tout simplement
lorsque la forme est la fonction. Nous présentons dans le tableau 4.1, un ensemble de fonctions,
classées par domaines d’application, dans lesquelles les défauts de forme nécessitent d’être pris en
compte.

Domaine d’application Fonction réalisée Exemple
Électro-magnétique Guidage magnétique Entrefer
Mécanique Guidage de précision Roulements

Pression de contact Prothèse de hanche
Usure Phénomènes tribologiques

Fluide Étanchéité statique Brides en contact
Étanchéité dynamique Distribution hydraulique
Hydrodynamisme Portance et trâınée d’une pale de rotor

Optique Guidage d’ondes Accélérateurs de particules
Réflexion et transmission Théorie des aberrations

Perception Visuelle Carrosserie de voiture
Auditive Sonorité d’une cloche

Tableau 4.1 – Applications où la forme intervient dans la fonction

Nous identifions deux enjeux majeurs, relatifs à cette liste de fonctions, auxquels doit satisfaire
un langage de spécification :

– Estimer l’acceptabilité. C’est-à-dire être capable de prévoir dans quelle mesure les perfor-
mances de la fonction du produit sont entachées.

– Écrire ce qui est acceptable de manière univoque.
Nous avons justement introduit dans le chapitre 2 un paramétrage des formes, permettant de

caractériser la forme de tous les éléments géométriques. Nous avons également déployé, dans ce
chapitre, une méthodologie de contrôle relative à ce paramétrage MemoSurf®. Dans le chapitre 3,
nous avons ensuite utilisé ce paramétrage dans une application d’assemblage de composants pour
estimer la conformité d’une spécification géométrique � classique �. Nous verrons donc dans ce
dernier chapitre de quelle manière nous pouvons établir un langage de spécification à partir du
paramétrage modal.
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4.2 Spécifications modales

Comme nous venons de le voir, la mâıtrise de la qualité géométrique des produits est présente
depuis l’écriture des spécifications jusqu’à la métrologie. Une volonté des comités de normalisation
est de définir des outils permettant d’agir sur chaque type de défaut indépendamment les uns des
autres. Sans aller contre cette volonté, une première approche de nos travaux a permis de mettre en
évidence une manière de spécifier les défauts géométriques avec le paramétrage modal en unifiant
positionnement et forme [Samper et Formosa, 07]. L’évolution du paramétrage modal, comme
on peut le constater dans le chapitre 2, fait que notre volonté est de n’utiliser ce paramétrage que
pour caractériser les écarts de forme issus d’une association géométrique (en accord avec le principe
d’indépendance de l’ISO [ISO-8785, 98]). La zone spécifiée peut être divisée en deux zones comme
le propose [Ameta et al., 07], la première limite les déplacements de la surface associée et la seconde
celle des écarts de forme. Pour aller plus loin dans cette démarche, nous pouvons chercher à limiter
chaque forme, représentée par un mode, indépendamment à la manière de [Zhang et al., 05]. Nous
pouvons aussi chercher à les associer pour définir une combinaison de modes dont la somme vec-
torielle se partage l’espace des déplacements admissibles. Il est utile de préciser que ces approches,
présentées dans la suite, s’appuient sur une démarche � au pire des cas �.

L’écriture des spécifications avec notre paramétrage fait partie de nos travaux les plus récents.
Initiés par les travaux de Serge Samper et Fabien Formosa, nous illustrons nos approches de
spécifications modales avec l’exemple de la figure 4.1 [Samper et Formosa, 07]. Nous traitons
l’exemple en 2D dans un premier temps pour simplifier les expressions, puis nous montrons les
résultats du cas 3D.

(a) Spécification (b) Zone spécifiée

Figure 4.1 – Exemple de spécification

Nous considérons l’exigence fonctionnelle de planéité, définie sur la figure 4.1. Puis dans le cas
2D, nous simplifions cette exigence en appliquant la spécification fonctionnelle à un profil de la
surface (revient à considérer que les surfaces en contact n’ont pas de défauts sur l’axe z). Nous
prenons alors une base modale naturelle Q, associée à un modèle poutre en condition libre-libre
(cf. figure 4.2). Pour le cas 3D, nous utilisons la base modale d’un modèle plaque (cf. tableau 3.2
à la page 104).
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Figure 4.2 – Base modale d’une poutre libre-libre

Remarque. Il est important de préciser que les modes sont normés avec la norme infinie égale à 1,
définie dans l’équation 2.8 à la page 47. Les formes représentées ont alors toutes une limite égale à
1 ou/et -1. Multipliées par la valeur de la demi-tolérance elles tangentent la zone de tolérance.

4.2.1 Approche spectrale

La première approche d’écriture de spécifications modales que nous présentons ici, est la plus
naturelle et fait partie des approches que nous qualifions de spectrales. Nous définissons ce type
d’approche par rapport à l’écriture des spécifications. C’est-à-dire que ce type de spécification limite
par une valeur de tolérance chaque défaut ou ensemble de défauts de manière indépendante.

En s’inscrivant dans ce type de démarche, la norme sur la cylindricité propose une extension sur
l’évaluation des écarts de cylindricité [ISO/TS-12180-1, 03]. Elle classe ces écarts selon trois types
(cf. tableau 4.2), qui peuvent chacun être spécifié par des caractéristiques géométriques différentes.

Type d’écarts Spécification recommandée Illustrations

Écarts sur la ligne
médiane

Rectitude de la ligne médiane

ISO/TS 12180-1:2003(F)

© ISO 2003 — Tous droits réservés 13

a) Écarts sur la ligne médiane

b) Écarts radiaux

c) Écarts de sections

Figure B.1 — Écarts de forme cylindrique

SAGAWEB pour : CTDEC le 10/3/2005 - 9:43

Écarts radiaux
Parallélisme du profil de
génératrice par rapport à l’axe du
cylindre pris comme référence

ISO/TS 12180-1:2003(F)

© ISO 2003 — Tous droits réservés 13

a) Écarts sur la ligne médiane

b) Écarts radiaux

c) Écarts de sections

Figure B.1 — Écarts de forme cylindrique

SAGAWEB pour : CTDEC le 10/3/2005 - 9:43

Écarts de sections Circularité des sections

ISO/TS 12180-1:2003(F)

© ISO 2003 — Tous droits réservés 13

a) Écarts sur la ligne médiane

b) Écarts radiaux

c) Écarts de sections

Figure B.1 — Écarts de forme cylindrique

SAGAWEB pour : CTDEC le 10/3/2005 - 9:43

Tableau 4.2 – Écarts de forme cylindrique ©ISO 2003

Dans le domaine de l’optique et instruments d’optique, les défauts géométriques de forme sont
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primordiaux dans la fonction des produits. Ce domaine a donc fait l’objet de nombreux travaux dans
le contrôle des systèmes optiques. La volonté de caractériser les écarts de forme de ces produits
a abouti à une norme sur les tolérances de forme de surface appliquées aux surfaces sphériques
et asphériques [NF-ISO-10110-5, 08]. Le tolérancement de ces surfaces est alors défini par la
spécification des valeurs maximales admises par trois catégories de défauts : le défaut sagittal, le
défaut de l’irrégularité et/ou le défaut de l’irrégularité à symétrie de révolution (cf. figure 4.3). De
plus, les tolérances de trois valeurs quadratiques moyennes du défaut de forme de surface peuvent
être spécifiées. Ces valeurs représentent la valeur quadratique moyenne de la fonction restante
après soustraction de différents types de défauts de surface. Comme nous l’avions présentée dans
le chapitre 1, l’utilisation des polynômes de Zernike est une méthode qui permet de déterminer la
valeur du défaut sagittal, de l’irrégularité et de l’irrégularité à symétrie de révolution d’une surface
donnée.

a) Défaut de surface mesuré

b) Meilleure surface sphérique qui
     détermine le défaut sagittal

c) Fonction irrégularité qui détermine
    l'irrégularité

e) Surface restante après enlèvement
de b) et d) qui détermine l'asymétrie

quadratique moyenne

d) Meilleure surface asphérique (à symétrie 
de révolution) qui détermine l'irrégularité

de symétrie de révolution

Figure 4.3 – Exemple de surface mesurée et de sa décomposition en types de défauts ©ISO

On retrouve également des spécifications de type spectral dans des applications spécifiques, liées
à la circularité. La circularité d’une pièce peut être caractérisée par des composantes harmoniques
résultant d’une transformée de Fourier et s’exprimant par une amplitude et une phase pour chaque
ondulation par tour (Undulations Per Revolutions – UPR) [ISO/TS-12181-1, 03]. Il est alors
possible de spécifier l’amplitude d’un ou plusieurs nombre(s) d’UPR. Par exemple, les roulementiers
spécifient la circularité des chemins de roulements en fixant des limites de circularité différentes
pour un ou plusieurs nombre(s) d’UPR.

En suivant le même type d’approche, nous pouvons à l’aide du paramétrage modal établir
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des spécifications similaires. De la décomposition modale, il résulte un ensemble de coordonnées
modales qui représente l’amplitude du défaut modal considéré. Généralement représentées sur un
spectre, nous pouvons exprimer le besoin client en définissant un spectre admissible compris entre
deux spectres limites. La figure 4.4 montre trois façons de spécifier pour un spectre de coordonnées
modales :

– La spécification uniforme (a) impose à chaque mode de respecter la même zone de forme.
– La spécification par paliers (b) impose à chaque mode ou groupe de modes de respecter une

zone de forme pas nécessairement identique.
– La spécification hyperbolique (c) permet d’écrire avec une loi simple que l’exigence décrôıt

avec l’ordre du mode.
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(a) Uniforme
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(b) Par paliers
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(c) Hyperbolique

Figure 4.4 – Spécifications modales spectrales

Néanmoins, la description de cette approche � bilimites � ne nous restreint pas à une démarche
� au pire de cas �, l’approche statistique peut également être envisagée. En statistique, l’approche
spectrale revient à considérer un lot de caractéristiques non liées, chacune réparties suivant une
distribution identifiée (cf. figure 4.5).
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Figure 4.5 – Spécifications modales statistiques de type uniforme

Cette première méthode de spécification a l’avantage d’être simple à mettre en œuvre et très
visuelle. Elle a cependant l’inconvénient de ne pas combiner les modes entre eux ce que nous
proposons à travers la méthode des domaines modaux.
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4.2.2 Domaine modal

Dans le cas où la spécification couple les coordonnées modales, l’approche spectrale ne suffit plus
et il devient nécessaire d’utiliser l’espace des coordonnées modales pour exprimer la spécification,
c’est l’objectif du domaine modal. De la même façon que la méthode des domaines construit des
domaines dans l’espace des petits déplacements, nous calculons des domaines modaux dans l’espace
des coordonnées modales.

Comme dans l’approche spectrale, nous pouvons envisager de définir la spécification par une
approche � bilimites � (contraintes sur les coordonnées) ou par une approche � statistique �. La
première donnera un polytope dans l’espace des coordonnées modales, la seconde donnera une
enveloppe d’acceptation statistique (associée à un risque) d’un lot de caractéristiques représentant
un lot de formes.

4.2.2.1 Domaine modal d’une zone

Dans cette section, nous posons le problème de la relation entre les coordonnées modales et
la limitation des écarts de forme d’une surface à une zone (cf. figure 4.1(b)). Les défauts modaux
Q1 et Q2 ne sont pas pris en compte dans le calcul des domaines modaux car nous caractérisons
uniquement les écarts de forme de la surface. De surcrôıt la zone spécifiée, étant généralement
centrée sur la surface associée au sens des moindres carrés, la Décomposition Modale Discrète
(DMD) engendrera des coordonnées modales nulles sur les modes Q1 et Q2. Nous associons alors
les coordonnées modales entre elles, en utilisant la méthode des domaines pour calculer le domaine
modal associé.

Le domaine modal est donc défini par les inéquations :

− t

2
≤ δk ≤

t

2
, tel que (4.1)

δk =
NQ∑
i=1

λiQki (4.2)

Si l’on discrétise en 33 éléments (34 nœuds) le modèle poutre, dont les six premiers modes sont
représentés sur la figure 4.2, et que l’on écrit les relations liant les trois premiers modes de forme
(Q3, Q4 et Q5), on obtient les 68 inéquations 4.3 définissant la H-représentation du domaine modal
associé à la spécification de planéité.

Q3 Q4 Q5

Noeud 1 − t
2 ≤ +1 λ3 −1 λ4 −1 λ5 ≤ t

2

Noeud 2 − t
2 ≤ +0.86 λ3 −0.76 λ4 −0.66 λ5 ≤ t

2

Noeud 3 − t
2 ≤ +0.72 λ3 −0.51 λ4 −0.32 λ5 ≤ t

2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Noeud k − t
2 ≤ · · · λ3 · · · λ4 · · · λ5 ≤ t

2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Noeud 32 − t
2 ≤ +0.72 λ3 0.51 λ4 −0.32 λ5 ≤ t

2

Noeud 33 − t
2 ≤ +0.86 λ3 0.76 λ4 −0.66 λ5 ≤ t

2

Noeud 34 − t
2 ≤ +1 λ3 +1 λ4 −1 λ5 ≤ t

2

(4.3)

Nous représentons, sur la figure suivante, le H-domaine dans l’espace (λ3, λ4, λ5). Nous avons
choisi d’imposer t = 2.
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(a) Les 68 inéquations dans (λ3, λ4, λ5)
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(b) Les 28 sommets dans (λ3, λ4, λ5)

Figure 4.6 – Domaine modal spécifié

Plusieurs commentaires sont à faire sur le calcul des domaines modaux. Tout d’abord, si nous
avions utilisé les six premiers modes de forme (de Q3 à Q8), nous aurions eu 68 inéquations et 3848
sommets. Simplement en doublant l’espace de représentation, le nombre de sommets explosent.
Deuxièmement, chaque sommet est une combinaison des coordonnées modales qui donne une forme
en contact avec la zone spécifiée, l’ensemble des sommets est l’ensemble des combinaisons au � pire
des cas�. Nous pouvons apporter un dernier commentaire sur les valeurs maximales des coordonnées
modales. En effet, nous remarquons que λ3 peut valoir 1.27 si λ5 vaut 0.27 et que les autres λi sont
nulles. Cet exemple, représenté par les sommets rouge de la figure 4.6(b), montre les limites de la
spécification modale de type spectrale pour respecter une zone.

Nous montrons, sur la figure 4.7, le couplage des deux types d’approches. Dans cet exemple,
nous ajoutons au domaine modal spécifié, une contrainte spectrale sur la valeur de la coordonnée
modale λ3. Le résultat de l’intersection des deux domaines donne un domaine modal tronqué sur
l’axe λ3.

(a) Ajout de la contrainte |λ1| ≤ 0.8 (b) Intersection résultant de deux domaines

Figure 4.7 – Domaine modal spécifié et contrainte spectrale
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La résolution des équations 4.1 et 4.2 appliquées à la surface complète discrétisée par n nœuds
donnera 2×n inéquations dans un espace construit à partir deNQ modes. Le système d’inéquations 4.3
aura alors une taille n×NQ. Pour l’exemple de la figure 4.1, nous avons pris une grille de 10× 10
nœuds et nous représentons le domaine modal dans l’espace des (λ4, λ5, λ6), correspondant aux
trois premiers modes de forme. Le domaine modal est donc défini par 200 inéquations dans un
espace de dimensions trois et nous obtenons 92 sommets (cf. figure 4.8).

(a) Les 200 inéquations dans (λ4, λ5, λ6)
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(b) Les 92 sommets dans (λ4, λ5, λ6)

Figure 4.8 – Domaine modal spécifié

4.2.2.2 Domaine d’une spécification quelconque

Dans le cas où la spécification n’est pas définie par une exigence de zone et en fonction du type
d’approche considérée, nous pouvons énoncer plusieurs pistes de réflexions.

(a) Approche type bilimites. Si nous connaissons le modèle théorique (analytique ou déterminé
par un plan d’expériences) liant la spécification aux coordonnées modales, nous pouvons écrire des
inéquations (équation 4.3). Si nous procédons à des essais dans l’espace des coordonnées, nous ob-
tiendrons des sommets du domaine, calculé à partir du convexe associé.

(b) Approche statistique. De la même manière que pour toute démarche de tolérancement, nous
pouvons lier les coordonnées modales avec une exigence statistique. La traduction de cette dernière
se fera par une enveloppe dans l’espace des modes. Si nous utilisons des lois normales liées nous
obtenons des hyper-ellipsöıdes dont le centre est la moyenne du lot et les axes de symétrie définissent
le paramétrage non covariant.

4.2.3 Conclusion sur les spécifications modales

Nous pouvons imaginer que le concepteur souhaite limiter les défauts de forme de fortes périodicités
et utiliser l’approche spectrale qui permet d’écrire ces exigences de manière simple. Si au contraire
il désire respecter la notion de zone, associée au paramétrage modal, nous proposons une extension
de la méthode des domaines. Les domaines de spécification modale restent, cependant, dans une
logique combinatoire qui peut être rapidement chronophage, sans parler de la manipulation des
domaines qui est relativement lourde, mais informatisable et transparente pour l’utilisateur. Le
problème principal est le temps de calculs qui limite la dimension de l’espace d’analyse donc le
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nombre de coefficients à prendre en compte. Nous avons commencé à explorer des solutions sim-
plificatrices qui permettront de rendre les temps de calculs plus rapides. De plus, nous savons que
l’approche � au pire des cas � génère des coûts importants en sur qualité. Les approches statis-
tiques, notamment à l’aide du tolérancement inertiel proposé par Pillet [Pillet, 04], montrent une
voie intéressante qui a commencée à être explorée dans la thèse de Adragna [Adragna, 07] puis
celle de Denimal [Denimal, 09].

En proposant ces deux approches, qui permettent d’exprimer des spécifications par le pa-
ramétrage modal, nous venons de répondre à un des enjeux d’un langage de spécification. L’objet
du deuxième enjeu est d’être capable d’estimer l’acceptabilité. Pour parvenir à cet enjeu, il faut
être en mesure d’évaluer l’influence des défauts géométriques de forme par rapport au performance
du besoin fonctionnel. Cette évaluation passe par la mâıtrise des défauts géométriques de forme et
par conséquent la mâıtrise du procédé de fabrication. Nous proposons, dans la suite de ce chapitre,
une ouverture vers ces deux thématiques avec d’une part, des travaux réalisés sur la mâıtrise d’un
procédé d’emboutissage et d’autre part, des travaux menés, dans le cadre d’une coopération, sur la
criticité des défauts de forme sur les performances d’un système d’étanchéité.

4.3 Vers la mâıtrise des procédés : emboutissage

4.3.1 Problématique

Nous présentons, dans cette section, une démarche d’optimisation d’un procédé d’emboutis-
sage dont l’objectif est la mâıtrise des défauts géométriques de forme. Ces travaux font suite à
de précédents travaux de recherche dans lesquels il s’agissait d’optimiser un procédé d’emboutis-
sage constitué de plusieurs étapes [Ledoux, 05] [Ledoux et al., 06]. Les objectifs de ces travaux
étaient :

– de trouver les dimensions optimales du flan initial afin de minimiser la perte de matière tout
en garantissant les dimensions spécifiées et

– de déterminer le jeu de paramètres procédés (rayon des outils, force du serre-flan, etc.) qui
minimise la diminution d’épaisseur de la pièce.

La progression du procédé d’emboutissage était composée de quatre étapes : le découpage du
flan initial, l’emboutissage du flan, un opération de pliage et le découpage de la collerette résiduelle.
Ces deux dernières opérations étaient nécessaires compte tenu de l’anisotropie du matériau employé.
En effet, la texture cristallographique non-uniforme fait apparâıtre des ondulations, appelées cornes
d’anisotropie, au cours du procédé d’emboutissage sur la couronne extérieure de la pièce emboutie.

L’étude d’optimisation géométrique, que nous proposons, utilise les résultats obtenus sur la
configuration optimale de l’outillage (cf. figure 4.10) dans laquelle les paramètres procédés ont été
optimisés (cf. figure 4.11). Notre objectif est de supprimer les deux dernières opérations en modifiant
la forme géométrique du flan initial tout en garantissant les spécifications géométriques sur la pièce
finale (cf. figure 4.9).
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Figure 4.9 – Géométrie cible

Figure 4.10 – Progression optimale du procédé d’emboutissage

Figure 4.11 – Détail de l’OP1 et de l’outillage optimal associé

Classiquement, pour compenser la formation de ces cornes d’anisotropie, le fabricant procède par
une méthode essais-erreurs, c’est-à-dire qu’il réalise différents essais d’emboutissage en modifiant
la géométrie du flan initial. Cette méthode requiert beaucoup de temps, la mobilisation du procédé
et le découpage d’un certain nombre de flans.

Dans ces travaux, nous proposons une autre solution, dans laquelle nous pilotons la forme
géométrique du flan par des fonctions cosinus et les écarts de forme de la couronne extérieure de la
pièce emboutie sont caractérisés par le paramétrage modal. Les essais sont réalisés par des simula-
tions éléments finis. Nous utilisons la technique des plans d’expériences pour déterminer l’influence
de la modification géométrique du flan initial sur la géométrie finale de la pièce emboutie (ampli-
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tude des cornes d’anisotropie et hauteur finale). L’ensemble de ces essais nous permet d’établir des
relations polynomiales entre les paramètres et ainsi de calculer la géométrie optimale du flan pour
obtenir la conformité de la pièce finale.

4.3.2 Démarche

La pièce étudiée est une coupe cylindrique qui est obtenue avec une seule opération d’emboutis-
sage. Cette pièce est assemblée à une autre pièce par soudage, nous ne représentons pas ici la seconde
pièce. Afin d’assurer une certaine qualité dans le procédé de soudage, les écarts géométriques de
la couronne extérieure de la pièce emboutie doivent être faibles. La pièce emboutie est représentée
sur la figure 4.9 avec son tolérancement géométrique associé.

Le procédé d’obtention de cette pièce est montré sur la figure 4.10. Le flan initial est un
disque découpé dans une tôle d’acier USB (DC05) d’épaisseur 0.8 mm. Les travaux de recherche,
menés par Ledoux et al., ont permis d’optimiser les paramètres de ce procédé d’obtention afin
de minimiser la diminution d’épaisseur de la pièce tout en respectant la hauteur finale de 30 mm
[Ledoux et al., 06]. Il en résulte l’outillage optimal, montré sur la figure 4.11.

Nous nous focalisons, dans la suite, sur la réduction du nombre d’opérations pour obtenir la
pièce finale avec les opérations OP0 et OP1. Pour cela, il est nécessaire de définir précisément la
forme géométrique initiale du flan avec comme objectifs,

– une hauteur finale de la pièce de 30 mm et
– une amplitude des cornes d’anisotropie inférieure à 0.2 mm.

Remarque. Les travaux de recherche, menés par Ledoux et al. [Ledoux et al., 06], ont également
montré que la modification géométrique du flan initial n’a que peu d’influence sur l’épaisseur de
la pièce finale. Une augmentation de 6 mm sur le diamètre initial du flan diminue l’épaisseur de
la pièce de moins de 2 µm. Nous faisons légitimement l’hypothèse que l’on puisse trouver une
géométrie optimale du flan initial sans influer sur la valeur d’épaisseur finale.

4.3.2.1 Simulation numérique

Les simulations numériques sont réalisées sur le logiciel ABAQUS dans sa version explicite.
Le modèle éléments finis utilisé discrétise le flan initial avec des éléments de type coque à quatre
nœuds. Il y a sept points d’intégrations dans l’épaisseur. L’outillage est modélisé par des surfaces
rigides. Les principaux paramètres utilisés pour les simulations sont présentés dans le tableau 4.3.
Dans la réalisation de cette pièce, le retour élastique est faible, nous ne tiendrons donc pas compte
de cet effet.

Discrétisation du flan
Type d’éléments Coque (4 nœuds)
Points d’intégration 7
Nombre d’éléments 1428

Discrétisation de l’outillage
Type de surface Surface rigide

Paramètres de l’opération d’emboutissage
Vitesse du poinçon 3 m/s
Coefficient de frottement 0.1

Tableau 4.3 – Paramètres numériques de la simulation éléments finis
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Le matériau est une tôle d’acier USB (DC05) de 0.8 mm d’épaisseur. Une loi de comportement
élasto-plastique avec prise en compte de l’anisotropie selon le critère de Hill 48 [Hill, 48] est uti-
lisée. L’écrouissage du matériau est déterminé par un essai de traction et mesuré en utilisant un
extensomètre et un système d’analyse d’images [Dumoulin et al., 03]. La loi d’écrouissage est ren-
seignée point par point dans le code éléments finis. Les caractéristiques du matériau sont présentées
dans le tableau 4.4.

USB (DC05)
Module de Young 206.62 GPa
Limite d’élasticité 168.12 MPa
Coefficient de Poisson 0.298
Masse volumique 7800 kg/m3

Coefficients d’anisotropie r0◦ = 2.09
r45◦ = 1.58
r90◦ = 2.72

Tableau 4.4 – Principales propriétés du matériau

4.3.2.2 Validation du modèle numérique

Afin de déterminer si le modèle numérique est proche ou non du comportement réel, un essai
du procédé d’emboutissage a été réalisé. Les résultats de mesure sur la pièce emboutie et ceux issus
de la simulation sont comparés dans le tableau 4.5.

Figure 4.12 – Détail des mesures effectuées

e1 e2 ∅ext Circularité
(mm) (mm) (mm) (mm)

simulée 0.789 0.88 69.79 0.12
réelle 0.791 0.89 69.66 0.14

Tableau 4.5 – Comparaison des mesures effectuées

Nous pouvons constater que les résultats numériques sont très proches de la pièce réelle, ce qui
par conséquent valide la simulation numérique.

4.3.2.3 Réalisation de la simulation initiale

Dans une démarche d’optimisation, il est important de définir une configuration initiale proche
de l’optimale pour pouvoir justement la trouver. Par conséquent, une bonne estimation du diamètre
initial du flan D0 permettra d’obtenir une hauteur finale proche de la cible. Afin d’estimer cette
dimension D0, il est nécessaire de formuler deux hypothèses :
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– H1 : conservation du volume.
– H2 : épaisseur globalement constante.

Compte tenu des hypothèses H1 et H2, le calcul du diamètre initial D0 est alors estimé à 116.63
mm.

Dans la simulation numérique initiale, les hypothèses H1 et H2 ne sont pas prises en compte. À
partir du diamètre D0 et de la configuration optimale de l’outillage, nous obtenons par simulation
numérique une amplitude des cornes d’anisotropie égale à 1.72 mm (cf. figure 4.13). Sur l’essai réel,
effectué avec les mêmes paramètres, nous mesurons une amplitude d’environ 1.7 mm.

(a) (b)

Figure 4.13 – Simulation initiale et écarts de forme autour de la hauteur cible

4.3.2.4 Paramétrage modal des écarts de forme

Sur la figure 4.13(b), nous représentons les écarts de forme projetés sur l’axe y. Chaque segment
de couleur représente l’écart de forme local de chaque nœud autour de la hauteur cible de 30
mm. Nous proposons donc d’utiliser le paramétrage modal pour caractériser la forme de ce profil,
correspondant à un quart de la couronne extérieure de la pièce emboutie. Pour ce faire, nous
appliquons la DMD à ces écarts de forme, qui résultent de la simulation numérique. La base modale
est calculée à partir du modèle poutre de la figure 4.14.

Figure 4.14 – Modèle poutre avec des conditions limites de symétries

Les simulations numériques étant réalisées avec un modèle éléments finis d’un quart de la pièce
et avec les conditions limites adéquates, nous choisissons de calculer la base modale naturelle d’une
poutre avec des conditions limites de symétries pour caractériser la forme géométrique d’un quart
de la couronne extérieure. Le modèle poutre est alors discrétisé en 35 éléments de type poutre et le
résultat du calcul des cinq premiers modes est présenté sur la figure 4.15. Nous montrons que, dans
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ce cas particulier, le calcul des modes propres aboutit à des solutions sous la forme d’une série de
fonctions cosinus. Nous pouvons écrire que, pour un modèle poutre à un degré de liberté sur y, la
solution générale de l’équation de la dynamique 2.1 (page 40) est :

Y (x′) = A0 cosh(αx′) +B0 sinh(αx′) + C0 cos(αx′) +D0 sin(αx′) (4.4)

Nous pouvons exprimer les ie fonctions dérivées Y (i),

Y (1)(x′) = α
[
A0 sinh(αx′) +B0 cosh(αx′)− C0 sin(αx′) +D0 cos(αx′)

]
(4.5)

Y (2)(x′) = α2
[
A0 cosh(αx′) +B0 sinh(αx′)− C0 cos(αx′)−D0 sin(αx′)

]
(4.6)

Y (3)(x′) = α3
[
A0 sinh(αx′) +B0 cosh(αx′) + C0 sin(αx′)−D0 cos(αx′)

]
(4.7)

En appliquant les conditions limites de symétries, définies par

Y (1)(0) = 0, (4.8)

Y (3)(0) = 0, (4.9)

Y (1)(l) = 0, (4.10)

Y (3)(l) = 0, (4.11)

les solutions Yn(x′) s’écrivent :
Yn(x) = C0 cos

(nπ
l
x
)

(4.12)

Figure 4.15 – Base modale naturelle du modèle poutre défini

Nous venons de démontrer que, dans ces hypothèses de conditions limites, les modes propres de
notre modèle poutre sont des fonctions cosinus. La figure 4.16 présente le spectre modal, résultant
de la DMD des écarts de forme du profil de la simulation initiale (cf. figure 4.13). Il apparâıt
clairement sur ce spectre que les premiers modes sont les plus significatifs. En effet, avec les cinq
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premiers modes, la moyenne quadratique du résidu est de l’ordre de 1% de la moyenne quadratique
des écarts initiaux. Par conséquent, nous nous limitons aux cinq premiers modes pour paramétrer
la taille et les écarts de forme.

Figure 4.16 – Spectre modal de la simulation initiale

4.3.2.5 Choix des paramètres de pilotage

Pour piloter la forme géométrique du flan initial (taille et forme), nous utilisons des fonctions
cosinus. Pour limiter le nombre de simulations numériques, dans le cadre de l’optimisation, nous
prenons trois fonctions cosinus différentes (cf. figure 4.17). La première, appelée D, définit la valeur
du diamètre du flan, la seconde, appelée A1, caractérise un défaut d’ovalité (deux lobes) et la
troisième, appelée A2, décrit un défaut quadrilobé. Ainsi, par combinaison de ces paramètres de
pilotage, nous pouvons obtenir une forme géométrique plus complexe du flan initial.

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Figure 4.17 – Paramètres de pilotage de la forme géométrique du flan initial

Remarque. Les trois paramètres de pilotage (D, A1 et A2) correspondent exactement, dans notre
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cas particulier, aux trois premiers modes de la base modale du modèle poutre, que nous avons
défini.

4.3.3 Stratégie d’optimisation

Nous venons de définir les paramètres d’entrée (D, A1 et A2) du procédé. Nous souhaitons trou-
ver le jeu optimal de paramètres qui minimisera les écarts géométriques de la couronne extérieure
de la pièce une fois emboutie. Ces écarts sont caractérisés par les paramètres de sortie L1, L2, L3,
L4 et L5 (coordonnées modales).

Pour ce faire, nous utilisons la technique du plan d’expériences, qui nécessite de suivre les quatre
étapes suivantes :

– choisir les domaines de variation de chaque paramètre d’entrée du procédé (paramètre de
pilotage)

– choisir le modèle mathématique et réaliser les essais du plan d’expériences
– calculer les relations polynomiales et analyser l’influence des paramètres de pilotage sur la

pièce finale
– optimiser le modèle mathématique obtenu et vérifier.

4.3.3.1 Détermination des domaines de variation des paramètres de pilotage

Compte tenu des estimations obtenues sur le diamètre initial D0 du flan et des résultats de la
simulation numérique, il est possible de définir les domaines de variation de chaque paramètre de
pilotage (D, A1 et A2). Ces choix sont très importants puisqu’ils conditionnent le bon déroulement
du procédé d’optimisation.

En effet, nous pouvons évoquer deux cas extrêmes. Si l’espace de recherche est trop petit alors
la solution optimale peut être en dehors, et au contraire si l’espace de recherche est trop grand, la
précision de la solution peut être insuffisante.

Nous fixons donc l’amplitude des fonctions cosinus comprise entre ±1.5 mm. Cette variation
nous parâıt suffisante pour compenser les cornes d’anisotropie, l’amplitude initiale étant de 1.72
mm. De plus, lors de la simulation numérique initiale, nous avons obtenu une hauteur moyenne de
29.69 mm, ce qui est proche de la hauteur cible (30 mm). Nous choisissons alors un domaine de
variation de ±1.5 mm pour le diamètre initial du flan (cf. tableau 4.6).

Valeur initiale Valeur mini Valeur maxi
Paramètres (mm) (mm) (mm)
D : diamètre 117 115.5 118.5
A1 : amplitude 0 -1.5 1.5
A2 : amplitude 0 -1.5 1.5

Tableau 4.6 – Domaines de variation des paramètres de pilotage du procédé

4.3.3.2 Choix du modèle et plan d’expériences

Nous sélectionnons un modèle polynomial du second degré, ce qui suppose la prise en compte
des variations quadratiques des paramètres du procédé,

Y = a0 + a1X1 + a2X2 + · · ·+ a12X1X2 + aijXiXj + · · ·+ a11X
2
1 + annX

2
n (4.13)

Dans ce modèle, les termes XiXj sont des interactions entre les facteurs, ce qui signifie que l’effet
du facteur Xi va dépendre de celui de Xj .
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Pour réaliser ce plan d’expériences, nous utilisons un plan composite, constitué d’un plan
d’expériences fractionnaire de huit expériences (Exp. 1–8 dans le tableau 4.7) et d’une expérience
au centre (Exp. 9 dans le tableau 4.7). Pour obtenir le plan composite, nous complétons le plan
fractionnaire avec six expériences (Exp. 10–15 dans le tableau 4.7) pour évaluer les facteurs qua-
dratiques du modèle polynomial. Si l’on normalise le domaine de variation des facteurs du plan
fractionnaire à ±1, le domaine de variation des facteurs du plan composite est alors étendu à ±α
avec |α| > 1. La valeur optimale de α dépend des propriétés du plan et du nombre de facteurs
impliqués. Dans notre cas, la valeur optimale de α est 1.287.

Nous définissons alors le plan d’expériences permettant le calcul du modèle polynomial du second
degré. Chaque ligne du tableau 4.7 correspond à une simulation numérique tel que la géométrie du
flan initial soit définie par les valeurs des paramètres D, A1 et A2. Le résultat de chaque simulation
est un fichier de points qui caractérisent la position des points de la couronne extérieure projetés sur
l’axe y. Ces données sont ensuite traitées comme des écarts géométriques par rapport à la hauteur
cible de 30 mm. Ces écarts sont décomposés dans la base modale, définie par notre modèle poutre
(cf. figure 4.15), afin de calculer les coordonnées modales (L1–L5).

D A1 A2 L1 L2 L3 L4 L5

Exp. (mm) (mm) (mm) Prof. Val. cib. (0) Val. cib. (0) Val. cib. (0) Val. cib. (0) Val. cib. (0)

1 115.5 -1.5 -1.5 P 1 −1.35.100 1.68.100 8.72.10−1 −3.32.10−1 −9.07.10−2

2 115.5 -1.5 1.5 P 2 −1.24.100 1.65.100 −1.48.100 2.56.10−1 −6.70.10−2

3 115.5 1.5 -1.5 P 3 −1.22.100 −1.03.100 1.12.100 −1.29.10−1 −9.22.10−2

4 115.5 1.5 1.5 P 4 −1.12.100 −7.91.10−1 −1.33.100 8.71.10−2 −8.06.10−2

5 118.5 -1.5 -1.5 P 5 1.28.100 1.76.100 8.43.10−1 −3.86.10−1 −7.35.10−2

6 118.5 -1.5 1.5 P 6 1.34.100 1.74.100 −1.59.100 2.78.10−1 −6.45.10−2

7 118.5 1.5 -1.5 P 7 1.39.100 −9.37.10−1 1.15.100 −1.47.10−1 −1.05.10−1

8 118.5 1.5 1.5 P 8 1.52.100 −6.94.10−1 −1.42.100 1.16.10−1 −1.02.10−1

9 117 0 0 P 9 1.82.10−1 4.48.10−1 −3.02.10−1 −5.16.10−2 −1.99.10−2

10 115.07 0 0 P 10 −1.45.100 3.65.10−1 −2.67.10−1 −6.36.10−2 −3.62.10−2

11 118.93 0 0 P 11 1.97.100 4.47.10−1 −3.98.10−1 −9.28.10−2 −4.45.10−2

12 117 -1.93 0 P 12 4.32.10−2 2.00.100 −5.24.10−1 −7.16.10−2 −4.03.10−2

13 117 -1.93 0 P 13 2.49.10−1 −1.22.100 −1.82.10−1 −5.05.10−2 −2.41.10−2

14 117 0 -1.93 P 14 −1.02.10−2 2.98.10−1 1.38.100 −3.12.10−1 −1.23.10−1

15 117 0 -1.93 P 15 1.02.10−1 4.67.10−1 −1.74.100 −2.37.10−1 −1.52.10−1

Tableau 4.7 – Plan d’expériences central composite

4.3.3.3 Calcul des coefficients du modèle polynomial et analyse de leurs effets

À partir des résultats du plan d’expériences, nous calculons les coefficients du modèle polynomial
du second degré par une méthode de régression multi-linéaire. Nous obtenons alors des relations
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quadratiques entre les paramètres modaux (L1–L5) et les paramètres du procédé (D, A1 et A2).

L1 = −1.13 · 10−2 +7.07 D′ +1.69 · 10−3 A1′ +4.56 · 10−2 A2′

−1.64 · 10−2 D′2 −6.50 · 10−4 D′A1′ −1.29 · 10−1 D′A2′

−2.44 · 10−1 A1′2 +7.00 · 10−4 A1′A2′

−6.84 · 10−1 A2′2

(4.14)

L2 = −2.89 · 10−3 +7.56 · 10−4 D′ −7.56 A1′ −8.53 · 10−4 A2′

+2.73 · 10−5 D′2 +2.17 · 10−1 D′A1′ −8.25 · 10−4 D′A2′

−4.68 · 10−5 A1′2 −4.12 · 10−4 A1′A2′

+6.58 · 10−4 A2′2

(4.15)

L3 = −3.85 −1.21 · 10−1 D′ +7.96 · 10−5 A1′ −6.99 A2′

+1.46 · 10−1 D′2 +1.25 · 10−5 D′A1′ +1.44 · 10−1 D′A2′

−1.16 · 10−1 A1′2 −1.12 · 10−4 A1′A2′

+3.21 · 10−1 A2′2

(4.16)

L4 = 4.42 · 10−4 −8.42 · 10−5 D′ +1.69 · 10−1 A1′ −4.38 · 10−4 A2′

−3.85 · 10−4 D′2 +7.77 · 10−2 D′A1′ +3.75 · 10−6 D′A2′

+1.44 · 10−5 A1′2 −5.78 · 10−1 A1′A2′

+3.85 · 10−4 A2′2

(4.17)

L5 = −6.88 · 10−2 +3.27 · 10−2 D′ −1.23 · 10−4 A1′ −6.30 · 10−2 A2′

−2.39 · 10−2 D′2 −5.00 · 10−5 D′A1′ +4.80 · 10−2 D′A2′

+6.17 · 10−2 A1′2 +7.50 · 10−6 A1′A2′

−4.46 · 10−1 A2′2

(4.18)

où D′, A1′ et A2′ sont les variables centrées réduites qui correspondent respectivement à D, A1 et
A2.

Nous pouvons dans un deuxième temps tracer les graphiques d’effets des paramètres du procédé
(D, A1 et A2) en exploitant les résultats du plan composite. Ces graphiques permettent de quantifier
l’influence des paramètres du procédé par rapport aux paramètres géométriques. En l’occurrence
nous pouvons identifier lequel des paramètres D, A1 ou A2 sont les plus influents sur les paramètres
modaux L1–L5.

Nous remarquons sur la figure 4.18 que le paramètre le plus influent sur L1 est D. En effet, ce
paramètre est directement lié au diamètre du flan initial. De la même façon, A1 est le paramètre
le plus influent sur L2 puisqu’il pilote l’ovalité du flan initial. Et enfin, A2 est le paramètre le plus
influent sur L3 car A2 est le paramètre qui contrôle l’effet quadrilobé du flan initial. Quant aux
paramètres modaux L4 et L5, ils restent au voisinage de zéro. Nous constatons également que tous
les termes constants du modèle polynomial sont nul hormis celui de la relation de L3. Cela signifie
qu’avec un flan initial circulaire, le défaut géométrique principal de la couronne extérieure de la
pièce emboutie sera de la forme quadrilobée.
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(a) (b)

Figure 4.18 – Graphiques d’influence des paramètres de l’outillage sur les paramètres géométriques

4.3.3.4 Recherche de la configuration optimale des paramètres

Avec les relations obtenues 4.14–4.18, nous allons chercher à trouver la configuration optimale
des paramètres de pilotage permettant de minimiser les défauts géométriques de forme et de res-
pecter les valeurs cibles. Nous construisons alors une fonction objectif F (cf. équation 4.19). Le
minimum de cette fonction correspond aux écarts géométriques minimaux entre la pièce cible et la
pièce emboutie. En effet, si les coordonnées modales Li sont nulles, les écarts géométriques le sont
également.

F =
5∑
i=1

Li2

= L12 + L22 + L32 + L42 + L52

(4.19)

Les résultats de l’algorithme de minimisation nous donne un jeu de paramètres D, A1 et A2
qui minimisent au mieux la fonction F (cf. tableau 4.8). Nous réalisons ensuite la simulation
numérique correspondant à cette configuration optimale, dont les résultats de la décomposition
modale des écarts de forme obtenues sont également présentés dans le tableau 4.8. Au regard de la
comparaison du spectre modal de la configuration optimale avec celui de la configuration initiale,
nous constatons une forte diminution des coordonnées modales L1 et L3 (cf. figure 4.19). Nous
montrons sur la figure 4.20, la représentation géométrique des écarts géométriques, résultant des
simulations numériques avec les paramètres optimaux et initiaux. Avec cette optimisation, nous
observons que l’amplitude des cornes d’anisotropie a été divisée par 10.

Configuration optimale du plan quadratique
D (mm) A1 (mm) A2 (mm)
117.05 −4.51 · 10−4 −8.07 · 10−1

Résultats
L1 L2 L3 L4 L5

Optimum -0.01 8.21 · 10−4 −2.78 · 10−2 7.92 · 10−4 −8.13 · 10−2

Initial -0.030169 −1.06 · 10−3 −8.82 · 10−1 3.85 · 10−5 −2.39 · 10−2

Tableau 4.8 – Configuration optimale et décomposition modale des écarts de forme correspondant



4.3 Vers la mâıtrise des procédés : emboutissage 137

(a) Optimal (b) Initial

Figure 4.19 – Comparaison des spectres modaux du profil optimal et initial

Figure 4.20 – Comparaison des écarts de forme du profil optimal et initial

Nous avons pu mettre en évidence, à travers cette démarche d’optimisation, qu’avec seulement
15 simulations numériques, il était possible d’améliorer considérablement la qualité géométrique
de la pièce tout en diminuant le nombre d’opérations de fabrication. Nous constatons que les
spécifications géométriques (cf. figure 4.9) sont respectées. Si l’on souhaite améliorer cette solution,
il est nécessaire de prendre en compte des paramètres géométriques supplémentaires, des fonc-
tions cosinus d’ordre supérieur par exemple. En effet, nous observons sur le spectre modal de la
configuration optimale que la valeur la plus élevée est celle du paramètre L5. Ceci s’explique tout
simplement par le fait qu’aucun paramètre de pilotage n’a d’effet sur ce type de défaut.

4.3.4 Conclusion et perspectives

Dans le cadre de ces travaux de recherche, nous venons de proposer une approche, initiée par des
travaux de Ledoux [Ledoux, 05], permettant de mâıtriser la qualité géométrique d’une pièce issue
d’un procédé d’emboutissage. Avec une démarche basée sur la technique des plans d’expériences
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et par simulation numérique du procédé, nous avons obtenu le jeu de paramètres optimaux per-
mettant de réduire significativement l’amplitude des cornes d’anisotropie, qui apparaissent lors de
la première passe d’emboutissage. En effet, à l’aide du paramétrage modal, nous avons caractérisé
les écarts géométriques issus des simulations numériques puis relier les paramètres modaux aux
paramètres géométriques, qui définissent la forme géométrique du flan initial, par un modèle poly-
nomial du second degré. La minimisation d’une fonction objectif, formulée à partir de ces relations
quadratiques, a permis d’en déduire la configuration optimale.

Dans cette section 4.3, le paramétrage modal est utilisé dans l’objectif de mâıtriser la qualité
géométrique d’un produit à travers le pilotage d’un procédé de fabrication, en l’occurrence ici un
procédé d’emboutissage. Dans cette application, l’évaluation de la qualité géométrique est définie
par les spécifications géométriques imposées par le concepteur. On peut supposer que le concepteur
a choisi ces spécifications pour répondre à des exigences fonctionnelles. Mais l’on peut s’interroger
sur la façon d’estimer l’acceptabilité face un besoin et plus particulièrement lorsque le besoin est
lié à la forme du produit.

4.4 Vers la spécification d’un besoin : étanchéité

Dans cette dernière partie, nous abordons la problématique de l’estimation de l’acceptabilité
en étudiant le cas d’un besoin fonctionnel précis, en l’occurrence une fonction d’étanchéité réalisée
par deux pièces métalliques statiques. À l’origine de ces travaux, nous retrouvons une équipe de
chercheur du laboratoire TREFLE 1 de Bordeaux. Cette problématique a tout d’abord fait l’objet
d’une étude expérimentale approfondie [Marie et al., 03, Marie et Lasseux, 07] à l’aide de la
mise en place d’un dispositif expérimental complexe. Compte tenu de la durée des expérimentations
et de la nécessité de modéliser les phénomènes physiques engendrés, des travaux de modélisation
ont été menés en parallèle dont le but était de prédire les performances de l’étanchéité réalisée
[Vallet et al., 08b, Vallet et al., 08a].

L’objectif de la coopération avec le laboratoire TREFLE est de déterminer la criticité du défaut
forme sur les performances de l’étanchéité. Cet axe de recherche pertinent dans l’avancée de nos tra-
vaux, nous permettent de nous confronter à la spécification d’une exigence fonctionnelle. Néanmoins,
cette étude n’ayant démarré que très récemment nous ne présenterons pas, dans cette partie, de
résultats concrets, mais plutôt la démarche par laquelle nous avons entamé cette étude. Un projet
d’élèves ingénieurs, nous a d’ailleurs permis dans un premier temps de mettre en place un protocole
automatisé pour concrétiser nos simulations numériques.

4.4.1 Problématique

Ces travaux consistent donc à étudier l’étanchéité réalisée entre deux surfaces métalliques en
contact statique. La réalisation de ce type de fonction est issue d’une application rencontrée dans
les assemblages de turbomachines, ce qui signifie dans des conditions extrêmes de température et
de pression.

Les surfaces métalliques provenant d’un procédé d’usinage quelconque, les défauts géométriques
créés par ce procédé vont nécessairement engendrer un débit de fuite entre les deux surfaces en
contact. On se propose alors d’évaluer ce débit de fuite en fonction des défauts géométriques po-
tentiels des surfaces usinées. Cette évaluation sera réalisée à l’aide de l’algorithme de calcul mis
en place par l’équipe de recherche du TREFLE. Notre expertise sur le paramétrage des défauts

1. Transferts Écoulements Fluides Énergétiques
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géométriques permettra de générer ces défauts numériquement et l’application de l’algorithme de
calcul de débit de fuite permettra d’en évaluer la criticité.

Sur la modélisation des défauts géométriques, le laboratoire TREFLE s’est attaché principale-
ment aux défauts liés à l’état de surface. Leur première approche a été de modéliser les défauts de
rugosité des surfaces en contact par des surfaces fractales et de lier les performances de l’étanchéité
aux paramètres fractals [Vallet et al., 08b]. L’objet de notre coopération est donc d’établir le
même type de relation avec les paramètres modaux, qui caractériserons les défauts de forme et
d’ondulation.

Nous détaillons schématiquement, sur la figure 4.21, l’assemblage réalisant l’étanchéité. Deux
pièces cylindriques, supposées rigides, viennent en contact l’une sur l’autre. Le contact s’établit entre
la surface circulaire, supposée parfaitement plane, de la pièce 1 et la surface annulaire, dont nous
étudions les défauts, de la pièce 2. Par rapport au diamètre des pièces 1 et 2 de plusieurs dizaines
de millimètres, la surface annulaire est très mince (re − ri < 1 mm). Finalement, l’assemblage est
maintenu par un effort équivalent à un champ de pression de plusieurs centaines de MPa. Il a été
montré dans les travaux de Vallet et al. que la variation d’intensité de ce champ de pression a
beaucoup d’influence sur le résultat du débit de fuite [Vallet et al., 08b]. En effet, les pressions
de contact engendrées varient également et la prise en compte de lois de comportement mécanique
déformable, au niveau du contact, est indispensable.

(a) (b)

Figure 4.21 – Principe du système d’étanchéité étudié

La démarche que nous proposons de déployer pour étudier la criticité des défauts de forme et
ondulation est la suivante. N’ayant que peu d’éléments sur la forme des défauts critiques, nous
construisons dans un premier temps, une table d’essais, basée sur une matrice d’Hadamard, pour
identifier la criticité des formes introduites (défauts modaux). Dans un second temps, les simulations
numériques de débit de fuite des essais de la table sont réalisées. Nous pourrons finalement identifier
les défauts ou les combinaisons de défauts modaux critiques sur les performances de l’étanchéité,
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pour un champ de pression fixé.

4.4.2 Démarche

Avec une approche similaire à la section 4.3, nous proposons de générer un ensemble de défauts
géométriques, pilotés par une table d’essais, à l’aide des défauts modaux issus de la base modale
d’une surface annulaire. Compte tenu de l’élancement de la surface annulaire, nous calculons une
base modale sur un élément géométrique dont le rapport d’élancement est légèrement différent.
Une mise en position de la surface annulaire sur la surface supposée parfaite est ensuite réalisée.
Pour effectuer la mise en position, plusieurs hypothèses sont envisagées (cf. chapitre 3). Une fois
cet assemblage rigide réalisée, il en résulte un champ de hauteurs, qui, sous l’effort de maintien,
va � s’écraser �. En fonction du comportement mécanique déformable associé, nous définissons
finalement un champ d’ouverture grâce auquel nous pourrons calculer le débit de fuite associé. Le
modèle d’écoulement, permettant d’estimer le débit de fuite, a été caractérisé par les chercheurs du
laboratoire TREFLE.

Cette approche se conclue par la formulation d’une relation linéaire (hypothèse de la table
d’essais) dans un premier temps, entre le débit de fuite et les paramètres modaux. Les graphes
d’effet nous permettront d’identifier les plus critiques et de quantifier leur influence.

4.4.2.1 Génération des défauts de forme

Les défauts géométriques de forme et d’ondulation sont issus d’une combinaison linéaire des
modes naturelles d’une surface annulaire (cf. figure 4.22). Le modèle éléments finis, qui nous a
permis de calculer la base modale, n’a pas été construit à partir de la géométrie de la surface réelle
de contact. En effet, compte tenu de son élancement (anneau mince avec re−ri

ri
� 1), le calcul

de la base modale naturelle aurait privilégié les modes dont la déformée est représentée par des
ondulations orthogonales à la surface (cf. tableau 4.9). Or, les déformées modales faisant intervenir
des ondulations dans le sens radial, nous intéresse également. C’est pourquoi nous construisons le
modèle éléments finis sur une surface annulaire dont le rayon moyen est identique mais avec un
rapport re−ri

ri
≈ 1. Les modes avec des ondulations radiales ont alors des fréquences de résonances

plus basses et se retrouvent dans les premiers modes de la base (cf. tableau 4.10).

Tableau 4.9 – Modes dont les ondulations sont orthogonales à l’anneau

Dans le tableau 4.10, nous représentons les premiers modes naturels de la base, associés au
modèle éléments finis de la figure 4.22. Les modes de positionnement Q1 à Q3 ne sont volontairement
pas représentés puisque nous ne modélisons que des écarts de forme et ondulation.
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Figure 4.22 – Modèle éléments finis

Q4 Q5 Q6

Q7 Q8 Q9

Q10 Q11 Q12

Q13 Q14 Q15

Tableau 4.10 – Modes de forme de la base naturelle d’un anneau

Les combinaisons linéaires sont issues des essais de la table dressée dans le tableau 4.11. Pour
les 50 paramètres modaux, nous réalisons 64 essais plus un au centre. Construite à partir d’une
matrice d’Hadamard, cette table d’essais permet de détecter les paramètres modaux influents et de
construire un modèle polynomial du premier ordre entre les paramètres modaux et le paramètre
caractérisant l’étanchéité.
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Essais l1 l2 l3 l4 l5 · · · · · · · · · l46 l47 l48 l49 l50

1 1 1 1 1 1 · · · · · · · · · 1 1 1 1 1

2 -1 1 -1 1 -1 · · · · · · · · · 1 -1 1 -1 1

3 1 -1 -1 1 1 · · · · · · · · · -1 -1 1 1 -1

4 -1 -1 1 1 -1 · · · · · · · · · -1 1 1 -1 -1

5 1 1 1 -1 -1 · · · · · · · · · -1 -1 1 1 1

... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
61 1 1 1 -1 -1 · · · · · · · · · -1 -1 1 1 1

62 -1 1 -1 -1 1 · · · · · · · · · -1 1 1 -1 1

63 1 -1 -1 -1 -1 · · · · · · · · · 1 1 1 1 -1

64 -1 -1 1 -1 1 · · · · · · · · · 1 -1 1 -1 -1

65 0 0 0 0 0 · · · · · · · · · 0 0 0 0 0

Tableau 4.11 – Table d’essais pour 50 paramètres modaux

Nous montrons sur la représentation topographique 4.23(a) le résultat d’une combinaison linéaire,
issue d’un essai de la table. La table d’essais est construite avec deux niveaux possibles sur chaque
paramètre modal (+1 et −1). Une fois les combinaisons réalisées pour chaque essai, nous normons
les vecteurs, résultant de ces combinaisons, avec la norme infinie. Cette norme est définie par l’in-
termédiaire de l’essai qui a le plus grand défaut de forme au sens de la zone. Le défaut de celui-ci
est alors imposé (à 10 µm dans notre exemple figure 4.23(a)) et les autres essais en découlent.

En fonction du procédé d’usinage employé, nous pouvons également additionner une signature
caractéristique du procédé, si elle est considérée comme non négligeable. Si la surface annulaire est
obtenue par tournage, il est vraisemblable que les sillons de l’outil soient de l’ordre de grandeur du
défaut de forme exigé par ce type d’application. Avec des paramètres d’usinage sur l’avance et la
profondeur de passe de quelques dizaines de microns, la topographie de la forme de la pièce réalisée
pourrait alors être celle représentée sur la figure 4.23(b).

(a) Sans sillons de l’outil (b) Avec sillons de l’outil

Figure 4.23 – Topographie des écarts de forme d’un essai de la table
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4.4.2.2 Algorithme du calcul de débit de fuite

Nous présentons dans cette section, l’algorithme du calcul de débit de fuite développé par le
laboratoire TREFLE (cadre gris sur la figure 4.24). Pour faciliter le calcul de débit de fuite, la
topographie de la surface générée est mis sous forme cartésienne z(x, y) (cf. figure 4.25). Nous
réalisons tout d’abord une mise en position de la surface avec défauts. Un calcul de la déformation
de la surface sous serrage est ensuite réalisée, suivi d’une étape de préparation pour l’étape de
percolation. Finalement, le débit de fuite est calculé selon un modèle d’écoulement de Reynolds et
caractérisé par le tenseur de transmissivité K.

Figure 4.24 – Algorithme du calcul de débit de fuite

Figure 4.25 – Topographie des écarts de forme en coordonnées cartésiennes

� Mise en position
La mise en position des deux surfaces peut être réalisée de différentes manières. Nous pouvons dans
un premier temps envisager une simple translation sur z de la surface annulaire jusqu’au premier
contact avec la surface en vis-à-vis (cf. figure 4.26(a)). Nous pouvons également appliquer la même
démarche d’assemblage, qui a été décrite dans le chapitre 3 (cf. figure 4.26(b)).
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(a) Au premier contact suivant la direc-

tion de l’effort de serrage

(b) Sur la facette de contact intersectée

par la direction de l’effort de serrage

Figure 4.26 – Hypothèses de mise en position

En fonction du type de mise en position choisie, il en résulte un champ de hauteurs h(x, y), qui
sera ensuite exploité dans le calcul de débit de fuite (cf. figure 4.27).

Figure 4.27 – Champ de hauteurs après mise en position

� Modèle de déformation
Lorsque les surfaces en vis-à-vis sont en contact, un effort de serrage est appliqué. La tendance, qui
a été démontrée par Marie et al., est que plus on serre moins il y a de � fuite � [Marie et al., 03].
Cependant, ces efforts importants engendrent une déformation de la matière et donc une variation
du champ de hauteurs à considérer. Le modèle de déformation le plus simple qui a été envisagée
dans un premier temps est un modèle plastique (cf. figure 4.28). Nous pouvons également introduire
des modèles de déformations élasto-plastiques. Différents modèles ont été étudiés dans les travaux
du laboratoire TREFLE et il s’avèrent que les modèles élasto-plastiques employées respectent assez
bien la réalité. Cependant, leurs modèles s’appliquent sur des surfaces dont les défauts géométriques
ne résultent que de la rugosité. Il sera donc probablement nécessaire que nous envisagions d’autres
types de modèles, sachant que le comportement local au contact a de forte chance d’être différent
du comportement global de la pièce.
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Figure 4.28 – Champ de hauteurs après déformation plastique

� Percolation
Dans la suite, le champ de hauteurs résultant sera nommé champ d’ouvertures. À l’issue des étapes
précédentes, ce champ d’ouvertures peut posséder des cavités dans lesquelles le fluide ne pourra s’y
� infiltrer �, l’étape de percolation permet alors de détecter et d’éliminer les ouvertures correspon-
dantes pour que le calcul de débit de fuite converge plus rapidement.

(a)

(b)

Figure 4.29 – Détection des zones percolées

� Modèle d’écoulement
Le champ d’ouvertures entre les deux surfaces assemblées est désormais connu. En choisissant un
modèle d’écoulement tel que le modèle de Reynolds, nous pouvons lier le champ d’ouvertures h au
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débit fuite Q. Le modèle de Reynolds s’écrit,

Q

l
=
K

µ
.
(P2 − P1)

L
(4.20)

où K est la transmissivité liée à h3. La transmissivité K caractérise la performance de l’étanchéité
entre les deux surfaces. Plus la transmissivité sera faible, meilleures seront les performances de
l’étanchéité.

Figure 4.30 – Modèle d’écoulement

Bien évidemment, ce modèle n’est pas unique et nous laissons le choix de cette modélisation aux
experts de la mécanique des fluides, en l’occurence le laboratoire TREFLE.

En rassemblant les compétences du laboratoire TREFLE sur la modélisation des écoulements et
de la mécanique déformable et celles que nous avons acquises sur le paramétrage des formes, nous
avons pu ébaucher une démarche pour caractériser et quantifier l’influence des défauts de forme sur
un problème d’étanchéité.

4.4.3 Perspectives

Des études sont en cours (stagiaire ParisTech Bordeaux) pour lier les défauts de forme et
montrent que cette démarche semble plus que prometteuse. En effet, notre coopération avec le
laboratoire TREFLE se poursuit dans l’objectif de réaliser la table d’essais que nous avons mise
en place. La réalisation de ces essais permettra d’obtenir la relation polynomiale linéarisée entre
la transmissivité K et les paramètres modaux li. Nous pourrons ainsi étudier et quantifier l’in-
fluence des défauts géométriques de forme sur les performances de l’étanchéité entre deux surfaces
métalliques. Des exigences sur certains défauts modaux ou combinaisons de défauts pourront être
énoncées pour respecter un niveau de performance dans une fonction d’étanchéité. Cette approche
pourra alors se décliner dans tous les types d’applications, qui nécessitent une exigence fonctionnelle
sur l’étanchéité.

4.5 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous proposons d’exprimer un besoin fonctionnel avec le paramétrage
modal. Nous avons introduit ce paramétrage pour caractériser les variations géométriques d’une
pièce de l’ordre du défaut de forme. Les exigences, que l’on sera en mesure de spécifier, sont
destinées à un ensemble de fonctionnalités où la forme géométrique des pièces est la fonction
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(guidages de précision par exemple). La première approche que nous avons présentée, s’attache à
fixer un ensemble de bilimites sur les amplitudes des coordonnées modales. Cette approche naturelle
a l’avantage d’écrire simplement les exigences et d’avoir un certaine facilité de compréhension. Plus
proche du tolérancement par zone, la deuxième approche exploite la méthode des domaines dans
l’espace des petits déplacements [Giordano et al., 92] pour l’étendre à l’espace des modes dont
la dimension peut être très grande (ce qui rend coûteuse cette approche). Nous avons utilisé les
domaines modaux pour respecter ces exigences. L’écriture de ces spécifications nécessite d’être
capable d’estimer les variations admissibles de la géométrie réelle autour de la géométrie cible.

Ce deuxième enjeu pose des difficultés majeures. Les propositions de réponses que nous fai-
sons dans ce chapitre sont spécifiques aux applications traitées. En effet, la mâıtrise de la qua-
lité géométrique des produits passe par la mâıtrise du procédé de fabrication. Notre approche
sur ce point est donc dédiée au procédé de mise en forme que nous avons étudié. La deuxième
problématique, abordée en fin de chapitre sur la criticité des défauts de forme sur les performances
d’une fonction d’étanchéité, permettra d’estimer l’acceptabilité de certaines formes vis-à-vis des
exigences requises.





Conclusion et perspectives

La finalité des travaux présentés dans ce mémoire est de contribuer au développement d’un
modèle de tolérancement de forme. Pour y parvenir, nous avons introduit un paramétrage particulier
pour caractériser le défaut de forme des éléments géométriques mesurés ou simulés. Le paramétrage
introduit résulte de la décomposition des écarts dans un espace de formes géométriques, issues de
la mécanique vibratoire. Nous qualifions ce paramétrage de paramétrage modal et l’espace des
formes est en réalité l’espace des modes ou déformées modales. Nous avons choisi de déployer le
paramétrage modal depuis le domaine de la métrologie vers les spécifications fonctionnelles.

Le mise en place du paramétrage modal dans le domaine de la métrologie, nous a permis de
développer une méthode d’expertise des défauts géométriques des surfaces : la métrologie modale
des surfaces. Cette méthode repose sur la formulation de dix étapes que nous avons détaillées dans ce
mémoire. Le paramétrage modal s’appuyant sur un espace de descripteurs intrinsèques à l’élément
géométrique nominal, nous pouvons caractériser tous les types d’éléments géométriques. De plus,
la génération a priori des descripteurs permet d’étudier en théorie tous les ordres de défauts.
Néanmoins, nos travaux se sont focalisés sur les défauts de forme et d’ondulation. L’expertise
métrologique réalisée par le biais de cette méthodologie nous permet finalement de :

– identifier et visualiser les paramètres modaux significatifs qui correspondent aux formes
géométriques les plus contributives dans les écarts de forme mesurés,

– caractériser la signature d’un procédé de fabrication ou de mesure, à travers l’analyse d’un
lot de pièces et

– vérifier la conformité d’une pièce ou d’un lot.
Nous obtenons donc à l’issue de ces expertises, un paramétrage du défaut de forme des surfaces
mesurées.

Dans la suite, nous exploitons les résultats de ce paramétrage pour évaluer la conformité d’une
spécification géométrique dans un assemblage de deux pièces. En effet, un mécanisme nécessite
une certaine précision d’assemblage pour garantir son bon fonctionnement. Dans cette étude, nous
avons clairement mis en évidence que dans un assemblage précis la prise en compte des défauts de
forme est indispensable. Pour y parvenir, nous avons développé une méthode d’assemblage basée
sur le paramétrage modal. Cette méthode est exposée selon les hypothèses d’assemblage suivantes :
composants indéformables, assemblage sans jeux et un effort de maintien en position imposé. Notre
cas d’étude porte sur le contact réalisé entre deux surfaces planes. Les défauts géométriques de
chaque surface sont paramétrés d’une part, par un torseur de petits déplacements pour les défauts
de position et d’autre part, par les paramètres modaux pour les défauts de forme. Un calcul des
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taux de non conformité est réalisé sur un lot d’assemblages avec et sans prise en compte des défauts
de forme. L’écart entre les résultats obtenus justifie la prise en compte des défauts de forme dans
des assemblages précis. L’étude d’assemblage fut traitée avec un ensemble de formes géométriques
générées par une méthode de simulation basée sur les paramètres modaux d’un échantillon pilote.
Nous abordons ici un autre intérêt du paramétrage modal.

Hormis les assemblages, nous pouvons identifier de multiples domaines, dans lesquels nous
trouvons des fonctions où la prise en compte des défauts de forme est incontournable. Dans le
domaine de l’optique par exemple, le guidage d’ondes est entièrement piloté par la forme des
instruments d’optique mis en jeu. Le problème du tolérancement à l’aide d’un paramétrage riche
et couplé, comme celui que nous proposons, est sa complexité. Il est illusoire de demander au
concepteur de définir toutes les contraintes soit, paramètre par paramètre (espace spectral) soit par
des relations dans le domaine modal. Ces méthodes ne peuvent être mises en oeuvre qu’à l’aide
d’une méthode assistant le concepteur. De ce fait, nous proposons deux approches pour définir un
langage de spécification à partir du paramétrage modal. Dans le domaine spectral, la définition d’une
courbe enveloppe ou de paliers groupant des modes peut être utilisée. Dans l’espace des coordonnées
modales, le calcul automatique d’un domaine peut être réalisé en utilisant des relations liées à la
condition fonctionnelle à respecter. La décomposition modale d’une surface peut être vue comme
une châıne de cotes, mais avec des relations plus complexes. Dans une châıne de cotes, la valeur des
tolérances est donnée grâce à la connaissance des moyens de production à travers les capabilités.
De la même manière pour mâıtriser les formes, l’utilisation de données de production peut être
exploitée. Les exigences fonctionnelles sont alors représentées par des domaines modaux.

Après avoir défini un langage d’expression, nous proposons d’estimer les variations admissibles
par les paramètres modaux sur deux types d’applications. La mâıtrise de la qualité géométrique
des produits nécessite la mâıtrise du moyen de production. Dans ce cadre, nous avons fait l’étude
d’un procédé d’emboutissage, dans laquelle nous avons pu lier les défauts géométriques engendrés
par le procédé aux paramètres du procédé. Une phase d’optimisation a permis de calculer le jeu
de paramètres procédé optimal permettant d’améliorer significativement la qualité géométrique des
pièces embouties. L’estimation de l’acceptabilité est également liée à l’exigence du besoin fonction-
nel. La deuxième problématique, que nous avons développée, a pour objectif d’évaluer l’influence
du défaut de forme sur les performances de l’étanchéité réalisée entre deux brides. Pour ce faire
nous avons construit une table d’essais, combinant de manière linéaire les paramètres modaux, afin
d’obtenir la criticité de chacun sur l’étanchéité et ainsi, réduire l’espace des paramètres a priori,
aux plus influents d’entre eux. Finalement, ces deux cas d’études nous auront permis de montrer la
pertinence de l’utilisation du paramétrage modal dans la définition d’un langage de spécification,
dédié aux problématiques du défaut de forme.

Nos apports

Les apports de notre étude sont :

+ La proposition d’un paramétrage de forme.

+ La formalisation d’une méthode d’expertise métrologique des surfaces.

+ Une méthode d’assemblage de composants indéformables qui tient compte des défauts de
forme.
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+ La génération de formes géométriques paramétrées (par les coordonnées modales)

+ L’expression d’un langage pour spécifier les défauts de forme.

+ Une approche sur la mâıtrise de la forme géométrique des pièces embouties.

+ Une démarche vers la spécification d’une fonction d’étanchéité.

Les perspectives

Plusieurs perspectives de poursuites de nos travaux sont envisageables :

+ La formalisation de la méthode sur la métrologie modale des surfaces a fait l’objet d’une
première maquette numérique exploitable dans l’environnement Matlab®. Le déploiement
de ce type d’outil ne peut perdurer dans cet environnement. Plusieurs scénarios sont en-
visageables : le développement d’un outil numérique indépendant allant du pilotage de la
mesure jusqu’à son traitement ou une version � plugin � qui complète un logiciel hôte pour
lui apporter de nouvelles fonctionnalités.

+ La méthode d’assemblage avec défauts de forme que nous avons proposée est une approche
que nous jugeons pertinente. Il serait souhaitable de l’étendre à d’autres types de contact
(surfaces cylindriques, etc.). Nous pourrions également aborder les assemblages avec mobi-
lités afin de caractériser le jeu résiduel. Pour valider cette méthode, une expérimentation
permettrait de nous confronter à la réalité des défauts géométriques [Ballu, 09].

+ La déformation des pièces est une problématique incontournable dans les assemblages dès
lors que la géométrie des pièces est élancée ou que les efforts de maintien en position sont
importants. Dans le premier cas, il s’agira de tenir compte de la flexibilité des pièces sur le
comportement du mécanisme [Perpoli, 04, Mounaud et al., 07]. Dans le deuxième cas, une
modélisation du comportement mécanique des surfaces en contact est nécessaire. En fonc-
tion des pressions de contact engendrées, ce comportement pourra être plastique, élastique,
élasto-plastique, etc. [Vallet et al., 08b].

+ La mâıtrise d’un procédé de fabrication est un vaste sujet. L’approche que nous avons mise
en place avec la méthode des plans d’expériences mérite d’être approfondie, d’autant plus
que les procédés de mise en forme s’intègrent bien dans ce type d’approche. Complétée par
une démarche sur la Mâıtrise Statistique des Procédés (MSP), nous pourrions aborder le
pilotage de la production par les paramètres d’entrées du procédé d’emboutissage.

+ D’une manière générale, le paramétrage modal des formes peut être une entrée de simula-
tions diverses. Une famille de formes (lot de surfaces) estimées à partir d’échantillons pilotes
aura une criticité (ou une performance) selon le type de fonction considérée. La poursuite de
la coopération avec le laboratoire TREFLE permettra d’aboutir à la caractérisation d’une
fonction d’étanchéité. En exploitant les résultats de notre étude de criticité des défauts de
forme modaux sur l’étanchéité, notre objectif sera alors de pouvoir garantir un certain ni-
veau de performance en fonction de la forme géométrique des pièces en contact. La mise au
point du modèle de comportement mécanique des pièces sera l’un des points clés de l’étude.
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La fonction aspect de surface qui est au coeur d’un nouveau projet du SYMME utilisera lui
aussi ce paramétrage. D’autres types de fonctions pourront être testées selon les coopérations.

+ Le résidu de la projection modale est une information très intéressante pour ceux que la
texture intéresse. En effet, il est souvent difficile d’extraire la texture d’une surface et il est
fait usage, par l’expert, de diverses fonctions mathématiques (polynômes en particulier). Le
filtrage modal permet alors de soustraire la forme et ceci de façon automatique.
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[Dimas et Briassoulis, 99] E. Dimas et D. Briassoulis. � 3D geometric modelling based on
NURBS : a review �. Advances in Engineering Software, 30(9-11) : 741–751, septembre 1999.

[Dumoulin et al., 03] S. Dumoulin, L. Tabourot, C. Chappuis, P. Vacher et R. Arrieux.
� Determination of the equivalent stress-equivalent strain relation of a sample of copper in
tensile loading �. Journal of Materials Processing Technology, 133 : 79–83, 2003.

[Favreliere et al., 07] Hugues Favreliere, Serge Samper, Pierre-Antoine Adragna et Max
Giordano. � 3D statistical analysis and representation of form error by a modal approach �.
Proceedings of the 10th CIRP International Seminar on Computer-Aided Tolerancing, 2007.

[Favreliere et al., 09] Hugues Favreliere, Serge Samper et Pierre-Antoine Adragna. � Ca-
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1040, décembre 2001.
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A
Les tolérances de forme selon ISO 1101

A.1 Définition des tolérances géométriques liées à la forme

Les tolérances de forme sont au nombre de six selon l’élément géométrique auquel elles s’ap-
pliquent. On présente dans la suite de cette annexe la définition de ces six tolérances de forme,
conformément à la norme [NF-ISO-1101, 06].

A.1.1 Tolérance de rectitude

Des informations spécifiques liées à la tolérance de rectitude sont disponibles dans les documents
[ISO/TS-12780-1, 03, ISO/TS-12780-2, 03].

– La zone de tolérance, dans le plan considéré, est limitée par deux droites parallèles, distantes
de t, uniquement dans la direction spécifiée.

a Toute distance

– La zone de tolérance est limitée par deux plans parallèles distants de t.

– La zone de tolérance est limitée par un cylindre de diamètre t, lorsque la valeur de la tolérance
est précédée du symbole �.
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166 Les tolérances de forme selon ISO 1101

A.1.2 Tolérance de planéité

Des informations spécifiques liées à la tolérance de planéité sont disponibles dans les documents
[ISO/TS-12781-1, 03, ISO/TS-12781-2, 03].

– La zone de tolérance est limitée par deux plans parallèles distants de t.

A.1.3 Tolérance de circularité

Des informations spécifiques liées à la tolérance de circularité sont disponibles dans les docu-
ments [ISO/TS-12181-1, 03, ISO/TS-12181-2, 03].

– La zone de tolérance, dans la section droite considérée, est limitée par deux cercles concen-
triques ayant une différence de rayons égale à t.

a Toute section
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A.1.4 Tolérance de cylindricité

Des informations spécifiques liées à la tolérance de cylindricité sont disponibles dans les docu-
ments [ISO/TS-12180-1, 03, ISO/TS-12180-2, 03].

– La zone de tolérance est limitée par deux cylindres coaxiaux ayant une différence de rayons
de t.

A.1.5 Tolérance de profil d’une ligne non rapportée à une référence spécifiée

– La zone de tolérance est limitée par deux lignes enveloppes des cercles de diamètre t, dont
les centres sont situés sur une ligne ayant la forme géométrique théorique exacte.

a Toute section
b Plan perpendiculaire au plan du profil

A.1.6 Tolérance de profil d’une ligne par rapport à un système de références

spécifiées

– La zone de tolérance est limitée par deux lignes enveloppes des cercles de diamètre t, dont
les centres sont situés sur une ligne ayant la forme géométrique théorique exacte par rapport
au plan de référence A et au plan de référence B.
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a Référence spécifiée A
b Référence spécifiée B
c Plan parallèle à la référence spécifiée A

A.1.7 Tolérance de profil d’une surface non rapportée à une référence spécifiée

– La zone de tolérance est limitée par deux surfaces enveloppes des sphères de diamètre t, dont
les centres sont situés sur une surface ayant la forme géométrique théorique exacte.

A.1.8 Tolérance de profil d’une surface par rapport à une référence spécifiée

– La zone de tolérance est limitée par deux surfaces enveloppes des sphères de diamètre t,
dont les centres sont situés sur une surface ayant la forme géométrique théorique exacte par
rapport au plan de référence A.

a Référence spécifiée A
b Référence spécifiée B
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A.1.9 Spécifications restrictives

Ces tolérances de forme peuvent être appliquées à l’élément géométrique complet ou à une zone
restrictive, on parle alors de spécifications restrictives.

Si une tolérance est appliquée, pour la même caractéristique, sur une longueur restreinte, placée
n’importe où sur l’élément, la valeur de cette longueur restreinte doit être ajoutée à la suite de la
valeur de la tolérance et séparée par un trait oblique voir l’exemple de la figure A.1(a). Si deux
tolérances ou plus de la même caractéristique doivent être indiquées, elles peuvent être combinées
comme représenté à la figure A.1(b).

Si la tolérance est appliquée seulement à une partie restreinte de l’élément, cette partie doit
être indiquée comme sur les exemples des figures A.2(a) et A.2(b).

(a) (b)

Figure A.1 – Exemples de spécifications restrictives

(a) (b)

Figure A.2 – Exemples de spécifications sur une partie restreinte de l’élément

Cette norme ne permet pas d’exprimer sans ambigüıté certaines conditions fonctionnelles. Pour
pallier à ces éventuels problèmes de spécifications, il existe des extensions à la norme ou des normes
spécifiques par métier, par exemple la norme [NF-ISO-10110-5, 08].

A.2 Exemple d’extension à la norme

Cette norme [XP-04-562, 00] détaille la façon d’exprimer les exigences géométriques des sur-
faces complexes, prismatiques et de révolution, à l’exception des surfaces hélicöıdales et en précise
la signification. Elle précise notamment les exigences géométriques liées à la forme en définissant
un nouveau concept de la zone de tolérance.

L’élément tolérancé peut être tout ou partie du modèle de la surface réelle de la pièce (cf.
§A.1.9). La zone de tolérance est définie par rapport à la forme théorique de l’élément tolérancé.
C’est un volume limité par deux surfaces, lieux géométriques des extrémités du diamètre d’une
sphère, normal à la forme théorique. Ce diamètre est constant ou variable, et la position du centre
de la sphère par rapport à la forme théorique est constante ou variable, comme indiqué sur la
figure A.3. Sur cette figure, t est la valeur de la tolérance, d est la distance du centre de la sphère
à la forme théorique (suivant la normale à cette forme).
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Figure A.3 – Représentation de la zone de tolérance

Cette distance d s’exprime en valeur algébrique pour indiquer la position de la zone de tolérance
par rapport à la matière : par convention le signe � + � signifie que le décalage du centre de la
sphère se fait vers l’extérieur de la matière de la surface tolérancée, le signe � − � signifie que le
décalage du centre de la sphère se fait vers l’intérieur de la matière de la surface tolérancée (cf.
figure A.4).

Figure A.4 – Convention de signe



B
La projection vectorielle

L’objet de cette annexe est de montrer que l’opération de projection vectorielle que nous utilisons
dans la Décomposition Modale Discrète (DMD) est équivalente à une opération de minimisation
au sens des moindres carrés.

B.1 Opération de projection vectorielle

Soit un vecteur V , exprimé dans un espace vectoriel E, que l’on cherche à exprimer dans une
base vectorielle B quelconque de l’espace E. Les propriétés des espaces vectoriels nous assure que
le vecteur V peut s’exprimer dans la base vectorielle B de manière unique comme combinaison
linéaire de vecteurs de cette base, par le produit matriciel B.1.

V = B · α (B.1)

où le vecteur α, définissant les coordonnées de V dans la base B, sont calculés par l’opération
matricielle B.2 :

α =
(
BT ·B

)−1 ·BT · V (B.2)

B.2 Minimisation des écarts quadratiques

Dans cette seconde formulation du problème, nous cherchons toujours à décrire le vecteur V avec
l’ensemble des vecteurs de la base B, mais cette fois, par un problème de minimisation. Autrement
dit, nous allons chercher à associer le vecteur V avec une solution S, combinaison linéaire des
vecteurs de la base B, tel que S = B · β.

Le problème de minimisation est le suivant, nous recherchons l’ensemble des coefficients βi qui
minimisent la fonction

d = (V − S)T · (V − S)

= V T · V − 2V T · S + ST · S
(B.3)

qui définit la somme des écarts quadratiques entre le vecteur V et la solution envisagée S.
La solution de ce problème linéaire s’obtient en résolvant l’équation suivante :

∂d

∂β
= 0 (B.4)
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On peut alors développer l’expression de cette équation, pour en extraire la solution :

−2V T · ∂S
∂β

+
∂S

∂β

T

· S + ST · ∂S
∂β

= 0

−2V T ·B +BT · S + ST ·B = 0

− 6 2V T ·B+ 6 2BT ·B · β = 0

BT ·B · β = V T ·B

et finalement β =
(
BT ·B

)−1 ·BT · V

(B.5)

Ainsi, nous obtenons la solution du problème de minimisation des écarts quadratiques et nous
remarquons qu’elle s’exprime de la même façon que pour la projection. Le vecteur α, issu de
la projection vectorielle de V dans la base B, est aussi solution de la minimisation des écarts
quadratiques entre V et les vecteurs de la base B.



C
Développement informatique MATLAB®

Dans cette annexe, nous présentons schématiquement la démarche pratique de la métrologie
modale des surfaces. En effet, MemoSurf® a fait l’objet d’un développement informatique spécifique
dans l’environnement MATLAB®. Dédié à l’exploitation des mesures d’éléments géométriques dits
� simples� ce développement ne traite que les résultats de mesure provenant de Machines à Mesurer
Tridimensionnelles.

La maquette numérique développée est autonome et utilisable par n’importe quel métrologue.
Elle est composée d’un module de création (cf. C.2) suivi d’un module d’expertise (cf. C.3) :

– Le module de création génère le modèle éléments finis d’une part, et le programme de mesure
pour piloter la MMT d’autre part.

– Le module d’expertise, qui intègre la Décomposition Modale Discrète, traite les résultats de
mesure.

(a) Module de création (b) Module d’expertise

Figure C.1 – Maquette numérique
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Figure C.2 – Module de création
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Figure C.3 – Module d’expertise
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Revues internationales à comité de lecture
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Résumé

Tolérancement Modal :
De la Métrologie vers les Spécifications

La définition d’un produit fait appel à l’utilisation d’un langage établi entre les acteurs intervenant dans le cycle de vie du

produit : concepteur, fabricant et métrologue. Il peut s’agir d’un langage commun, c’est le cas de la norme ISO, ou spécifique.

Il permet de définir la manière dont doivent être spécifiées une cote, la ou les tolérances, ainsi que les défauts géométriques de

forme, position et orientation. La production des pièces ne pouvant être parfaite, il est nécessaire de trouver un compromis entre

le besoin du concepteur et les procédés de fabrication. La mâıtrise des variations admissibles de la géométrie réelle autour de la

géométrie cible est un enjeu du tolérancement géométrique. Les modèles définissant ces variations sont nombreux mais restent

incomplets pour caractériser le défaut de forme. L’objet des travaux présentés dans ce mémoire est de définir un nouveau

paramétrage des formes à partir duquel nous construisons un modèle de tolérancement de forme. Nommé � paramétrage

modal �, il modélise un élément géométrique dans un espace de formes géométriques, issues de la mécanique vibratoire.

Dans un premier temps, le paramétrage modal est utilisé pour visualiser les défauts géométriques des surfaces et fait l’objet

d’une méthode d’expertise des surfaces en métrologie, la Métrologie Modale des Surfaces (MemoSurf®).

Au delà de la visualisation, la métrologie est également une étape de vérification des spécifications géométriques. C’est

pourquoi dans un deuxième temps, nous développons une méthode permettant d’estimer la précision d’un assemblage avec

défauts de forme.

La définition des exigences fonctionnelles est indispensable à tout modèle de tolérancement. Nous proposons donc, dans la

dernière partie de ce document, de définir un langage de spécification à travers le paramétrage modal. Deux démarches sur des

problématiques industrielles sont présentées dans l’optique d’estimer les variations admissibles des paramètres modaux relatives

à la mâıtrise d’un procédé et à la spécification d’un besoin.

Mots clés
Défauts de forme, métrologie, paramétrage modal, assemblage, spécifications

Abstract

Modal Tolerancing :
From metrology to specifications

The product definition uses an established language between every actors of the product life cycle : designer, producer and

metrologist. It can be a common language, such as the ISO standard, or specific one. It allows to define dimensions, tolerances

and any kind of geometrical errors : form, position and orientation. The production of parts is never to be perfect, therefore it is

necessary to reach a compromise between the designer requirements and the manufacturing processes. Moreover, controlling the

acceptable variations of the real geometry around the target remains a major issue of geometrical tolerancing. Many existing

models aiming at defining those variations but appear to be insufficient to characterize the form error. The objective of the

presented work is to define a new form parameterization from which a model of form tolerancing is built. Resulting from

vibratory mechanics and namely called � modal parameterization �, it models a geometrical element in a geometrical form

space.

First, the modal parameterization is used to visualize the geometrical errors of surfaces and to characterize those surfaces

using tailor-made metrology, this latter approach is called Modal Metrology of Surfaces (MemoSurf®).

Beyond visualization, the metrology is also a checking stage of the geometrical specifications. As a consequence, in the

second approach, an assembly method allowing to assess the accuracy of an assembly exhibiting form errors.

The applicability of the presented tolerancing model is related to a proper statement of the functional requirements. Finally,

the last part of this document proposes to define a specification language throughout the modal parameterization framework. In

order to assess the acceptable variations of the modal parameters, two industrial examples are presented : the first is concerning

a process control and the second, a requirement specification.

Key words
Form errors, metrology, modal parameterization, assembly, specifications
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