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Introduction

Ce document présente une synthése de mes travaux de recherche dont le théme central est
la théorie du controle. Etant donné un systéme dont la dynamique dépend d’un paramétre
(appelé controle, ou commande), I’enjeu principal de ces travaux a été de prouver I'existence
d’une loi de commande telle que les solutions du systéme dynamique satisfassent certaines
propriétés de convergence (vers un équilibre par exemple) ou de performance (comme un rejet
de perturbations). Différentes structures de controle peuvent étre envisagées : dépendant du
temps et de la condition initiale (on parle alors de boucle ouverte), ou alors dépendant de 1’état
de la solution (on parle alors de boucle fermée, ou d’un retour d’état). De méme, lorsque I’état
du systéme dynamique est en dimension infinie, différentes propriétés de controle peuvent étre
obtenues selon la topologie et la régularité de la condition initiale considérées.

La réalisation de ces travaux a demandé des développements techniques importants. Ci-
tons quelques points-clés. Différentes études pour les systémes de dimension finie ont nécessité
I'utilisation de controles discontinus a des fins de stabilisation asymptotique et robuste. Nous
avons également développé la synthése de commandes (presque) optimales et robustes pour
des systémes non-linéaires. Parmi les résultats clés en dimension infinie, nous avons donné
une description précise de la vitesse de la stabilité en fonction de la position de ’actionneur
de structures flexibles. Nous avons aussi étudié le calcul de controle frontiére dépendant uni-
quement de la sortie pour la régulation de I’écoulement de I'eau dans des canaux. Pour ces
deux problémes de dimension infinie nous avons considéré des commandes simples dans leur
formulation, mais dont le calcul a nécessité des démonstrations sophistiquées.

Etant donné un systéme dynamique, suivant le nombre de modes dynamiques (en nombre
fini ou pas), nous considérons un modeéle écrit en terme d’équations aux dérivées ordinaires
ou partielles. De méme, suivant la largeur de la variation des paramétres (grande variation,
transition entre deux régimes de fonctionnement par exemple), nous devons prendre en compte
les effets non-linéaires ou pas. Nous obtenons ainsi différents types de modéles dynamiques.
Une constante dans ce travail a été de chercher a établir la performance optimale, et a dé-
velopper des techniques pour calculer explicitement ou numériquement les commandes. Par
exemple pour le controle de structures flexibles par des cellules piézo-électriques, nous avons
étudié précisément la vitesse de la convergence (polynomiale ou exponentielle). Nous pensons
aussi a la performance optimale de systémes soumis a des non-linéarités de type secteur, et
a la synthése de commandes mixtes (ou hybrides, avec une dynamique discréte et continue)
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Introduction

optimales (en temps minimal) et robustes. Un autre exemple, pour les systémes de dimen-
sion infinie, concerne un systéme d’optique adaptative pour lequel nous avons calculé une
commande optimale (au sens de la norme H).

Nous structurons ce document en deux parties distinctes en distinguant la théorie de la
commande pour les systémes de dimension finie, de la théorie du controle en dimension infi-
nie. Certains travaux annexes ont été omis. Nous donnons cependant une liste compléte des
publications a partir de la page 89

La premiére partie présente ’essentiel de mes résultats et de mes applications en théorie
du controle sur les systémes non-linéaires de dimension finie, c’est-a-dire dont les modeéles sont
des équations aux dérivées ordinaires non-linéaires.

Nous allons tout d’abord étudier le probléme général de la stabilisation de systémes non-
linéaires et nous envisagerons la classe de commandes hybrides qui permettent de garantir une
robustesse par rapport aux petites perturbations (voir le chapitre [M). Nous introduirons en
particulier 'exemple de I'intégrateur de Brockett. Ensuite, dans le chapitre Pl nous rajouterons
un critére d’optimisation et, avec cette méme classe de feedbacks, nous résoudrons le probléme
de stabilisation en temps minimal sous une contrainte d’amplitude de la commande, d’abord
pour l'intégrateur de Brockett et ensuite pour tout systéme controlable non-linéaire (mais
linéaire par rapport a la commande). Enfin, dans le chapitre Bl nous analyserons la performance
optimale d’une classe de systémes non-linéaires (plus précisément soumis a des non-linéarités
de secteur) et nous privilégierons une méthode constructive pour le calcul de fonctions de
Lyapunov.

La seconde partie de ce document concerne le controle de systémes a paramétres répartis,
plus précisément décrits par des équations aux dérivées partielles.

Nous souhaitons avoir une vision globale de ce type de systémes et étudier toutes les
questions classiques depuis la modélisation jusqu’a la simulation et I'application effective en
passant, bien entendu, par la commande de tels systémes. L’originalité de notre approche
réside dans le fait que nous souhaitons privilégier les modéles EDP qui présentent I'intérét de
modéliser une infinité de degrés de liberté. Tant que cela est possible, nous souhaitons réserver
la discrétisation au calcul effectif des solutions et des commandes.

Nous allons présenter plus particuliéerement des résultats de controlabilité et de stabi-
lité pour une EDP linéaire modélisant une structure flexible mono-dimensionelle (de type
poutre), controlée par des actionneurs ponctuels (voir le chapitre H). Ensuite nous dévelop-
pons des résultats de controlabilité et de stabilité plus spécifiques pour les structures flexibles
bi-dimensionnelles (de type plaque) et controlées par des actionneurs internes (c’est-a-dire ré-
partis sur les domaines non-réduits a un point). L’application visée sera étudiée a la fin du
chapitre B, et concerne la régulation de miroir déformable dans un systéme d’optique adapta-
tive. Dans le dernier chapitre de cette partie (chapitre ), nous étudions le contrdle frontiére
des systémes hyperboliques. Nous établirons des conditions suffisantes sur les conditions fron-
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tiére pour avoir une stabilité exponentielle vers I’équilibre en présence de petites perturbations.
Nous appliquerons ce résultat théorique a la synthése de commandes aux bords régulant 1’écou-
lement de I’eau dans un canal, avec une vitesse exponentielle et avec une robustesse par rapport
a la friction, et a la pente notamment.

Nous concluerons ce document par quelques perspectives de recherche en théorie du controle
des systémes de dimension finie ou infinie.

Les références alphanumériques [R*|, x € {1,...,27}, [C*|, * € {1,...,51} renvoient & mes
publications (voir a partir de la page BY). Les autres références sont citées dans la bibliographie
(a partir de la page [[9).
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Chapitre 1

Stabilisation de systémes non-linéaires

Dans ce chapitre nous allons étudier le probléme de la stabilisation des systémes non-
linéaires et nous rappellerons la nécessité d’utiliser des commandes discontinues (ou instation-
naires) pour résoudre des problémes de stabilité et de performance optimale. L’utilisation de
commandes discontinues peut introduire une grande sensibilité par rapport aux perturbations,
et peut méme créer une instabilité du systéme en boucle fermée en présence de petites per-
turbations (voir le paragraphe [[T]). Nous allons ensuite introduire I'intégrateur de Brockett
(voir le paragraphe [C2), ainsi que la classe de feedbacks hybrides (c¢’est-a-dire avec une dyna-
mique mixte discréte/continue) que nous allons étudier & plusieurs reprises dans ce document.
Nous verrons que, sous une hypothése de controlabilité, nous pouvons stabiliser les systémes
non-linéaires avec un controle hybride (voir le paragraphe [3)). Enfin nous verrons dans le
paragraphe [[4] que la robustesse par rapport aux petites perturbations (comme les bruits de
mesure et les erreurs de modéle) est intrinséque a la classe de systémes hybrides perturbés. Les
commandes hybrides peuvent donc étre utilisées pour d’autres problémes de controle, comme
le controle optimal. Cette question de la performance optimale fera I'objet du chapitre suivant

(chapitre £).

1.1 Controéle discontinu et robustesse

Considérons un systéme décrit par un modéle non-linéaire

T = f(x,u) (1.1)

ou f: O x U — R™ est une application continue, O et U sont des voisinages de 1’origine
respectivement dans R™ et R™. Dans ([LTl), « est appelé état du systéme, et u le controle.
Supposons que A est un équilibre de ce systéme, c¢’est-a-dire que A est un compact inclus
dans O tel que f(x,0) = 0 pour tout z € A. Nous noterons O = O \ A. Les solutions de ()
seront a valeur dans O. lI Les normes euclidiennes seront notées |.| (sans préciser la dimension

'On peut ajouter A & l'espace d’état, mais cela rend certaines hypothéses un peu plus compliquées &
formuler (en particulier la notion de rayon de perturbations admissible page [[H et ’hypothése (A4) page [F).



1.1 Controle discontinu et robustesse

lorsque cela ne sera pas nécessaire), et pour tout x € (5, nous noterons |x|4 = minge4 |Z — z|.

Le probléme de stabilisation par un retour d’état statique est le suivant : Trouver une
fonction u : z +— wu(z), appelée controle ou retour d’état, définie et continue sur un voisinage
de 0, nulle en 0, telle que le systéme

&= f(a,u(x)) (1.2)

soit localement asymptotiquement stable, c¢’est-a-dire qui vérifie les deux propriétes suivantes :
— (stabilité) pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que, si |z9|4 < 0 et zy € O alors toutes les
solutions de ([CZ) maximales sur [0,7") avec la condition initiale

x(0) = xg (1.3)

vérifient |z(t)|4 < e pour tout ¢t € [0, 7).
— (attractivité) il existe u > 0 tel que si |zg|4 < p et xy € O alors les solutions de (L) et
(C3)) vérifient |x(t)|4 — 0 lorsque t — T.

La propriété précédente est une propriété de boucle fermée puisque I'information sur ’état
est utilisée pour calculer I'entrée du systéme dynamique ([LI). Nous opposons a cette pro-
priété la suivante, dite de boucle ouverte : nous disons que le systéme de controle ([LI]) est
asymptotiquement controlable si les deux propriétés suivantes (4, B7]) sont satisfaites :

1. il existe p > 0 tel que pour tout |zg|4 < p et zop € O, il existe T' > 0 et une commande
Uz, : [0, T) — U mesurable telle que les solutions de

o= @ um(1))

#0) = oo (1.4)

maximales sur [0, 7), satisfont |z(t)|4 — 0, lorsque t — T';

2. pour tout € > 0, il existe ¢ tel que si |xg|y < 0 et zy € O, il existe une commande
Uz [0, T) — U comme dans 1. et telle que |z(t)|4 < € pour tout t € [0,7T).

Remarquons que cette propriété de boucle ouverte est impliquée par I’existence d'un bou-
clage d’état stabilisant asymptotiquement ([LT). De plus, suivant la structure du systéme
non-linéaire, il peut y avoir des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour établir la contro-
labilité asymptotique (voir [T2T] pour une caractérisation de la controlabilité en terme des
fonctions de Lyapunov assignables (Control Lyapunov Functions, CLFs), ou [43] par exemple
pour une condition sur l'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteur). De méme il
existe des conditions nécessaires pour I'existence d’un controle stabilisant comme la condition
de Brockett [23] (voir aussi [41]) :

Théoréme 1.1 (condition de Brockett, [23]) S’il existe un contréle continu et stationnaire tel
que le systéme (LQ) soit localement asymptotiquement stable, alors la fonction f est ouverte
en (0,0), c’est-a-dire que l'image par f de tout voisinage de (0,0) € R" x R™ est un voisinage
de 0 € R™.
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Chapitre 1 Stabilisation de systémes non-linéaires

Un exemple important de systémes qui ne vérifie pas cette condition est l'intégrateur de
Brockett introduit dans [23] :

Zi‘l = U
Zi‘g = U9y (15)
T3 = XUz — Tl

Cet exemple est trés souvent étudié dans la litérature (par exemple [39, A3, 02, 122]) car il a
des applications importantes en robotique mobile voir [29, 10T, 102, 114, (on parle alors
d’intégrateur non-holonéme). Voir d’autres types d’exemple dans [29, 92, O3, 97].

Il existe donc de nombreux systémes non-linéaires de dimension finie (méme réguliers et
asymptotiquement controlables a I'origine) pour lesquels il est nécessaire de considérer

— des controles instationnaires (mais périodiques en temps) ;

— ou des commandes discontinues (si on se restreint a la classe de retours d’état station-

naires)
pour stabiliser asymptotiquement localement 1’origine du systéme bouclé.

Nous ne considérerons pas le probléme de la stabilisation par des controles instationnaires.
Voir [A0, 99, 00, 98] ou [43, 97| pour des références plus récentes sur les études de commandes
dépendant du temps, mais périodiques en temps. En revanche nous nous focaliserons sur 1’uti-
lisation de controles dynamiques et discontinus qui peuvent étre utiles pour des problémes
de stabilisation. Citons par exemple [37] qui propose de calculer un feedback par un échan-
tillonnage (avec des sampling solutions), ou [4, T9] dans lesquels 'existence d’un retour d’état
constant par morceaux (patchy feedback) est établie. Notons que le systéme ([LI) en boucle
fermée avec une commande discontinue z +— u(x) peut se réécrire

&= F(x) (1.6)

avec F'(z) = f(z,u(z)) et est une équation dymanique discontinue. Ce type de systémes est
présent dans de nombreuses applications (comme en mécanique [25]). Notons que les solutions
(de Carathéodory) de (ICH) sont en général sensibles aux perturbations. Il est crucial d’étudier
I'effet des perturbations sur la stabilité puisque c’est pour avoir de la robustesse que 1'on
utilise des feedbacks de préférence a la boucle ouverte. En se limitant & des controles continus
stabilisants, il existe une fonction de Lyapunov pour le systéme bouclé (d’aprés [74]) et donc
un peu de robustesse. L’obtention de robustesse par rapport a des bruits de plus grande
amplitude est une question différente (voir [I16]), mais peut étre abordée par une approche
Lyapunov (voir par exemple [69]). Bien entendu introduire la possibilité de construire des
commandes discontinues nécessite d’étudier I'effet de la robustesse de facon systématique. Par
exemple pour le systéme de Brockett, il existe un retour d’état (discontinu) tel que le systéme
en boucle fermée soit asymptotiquement stable (et méme avec une vitesse de convergence
exponentielle) en Pabsence d’erreur sur la dynamique, et fasse apparaitre des cycles limite
(non réduits & un point) en présence de telles perturbations (voir des simulations dans [97]).

Nous notons que la classe de solutions de ([CH) est protéiforme et dépend de ’ensemble des
perturbations prises en compte dans la dynamique. Donnons quelques exemples de notions de
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1.1 Controle discontinu et robustesse

solutions possibles. Etant donné 7' > 0, nous rappelons que X : [0,7") — R" est dite solution
de Carathéodory de ([CH) si X est absolument continue et vérifie

pour presque tout ¢ € [0,7). On parlera alors de solutions nominales. Une autre classe de
solutions est celle des solutions d’'Hermes. Ce sont les limites de solutions du systéme perturbé
& = F(z+&,) lorsque la suite de perturbations (§,,) tend vers 0. Voir [64, 60] pour une définition
précise dans un contexte d’équations différentielles avec un second membre discontinu, ou
et [TT5] pour des généralisations aux systémes hybrides.

Deux autres notions de solutions sont celles de Krasovskii et de Filippov [50)]. Nous rappe-
lons que X : [0,7) — R™ est une solution de Krasovskii, respectivement de Filippov, de (L6
si X est absolument continue et vérifie, pour presque tout ¢ € [0,7T),

ﬂ con F(X(t)+ B(0,0)) ,

respectivement

e ﬂ con F((X(t) + B(0,8))\ N)

5>0 NA(N)=
ou B(0,9) est la boule fermée de R™ centrée en 0 et de rayon d, A est la mesure de Lebesgue
sur R”, et con(A) désigne I'enveloppe convexe fermée d’un ensemble A.

D’autres notions de solutions existent. Citons les m-solutions (celles obtenues par échan-
tillonnage de la commande) et les solutions d’Euler. Voir [31), 23] pour les systémes non-
linéaires classiques et pour leur généralisation aux systémes hybrides.

Nous comprenons que, lors de la synthése de controles stabilisants, il soit nécessaire de
préciser la robustesse et la stabilité que ’on obtient en utilisant telle ou telle classe de solutions.
Ainsi les références [123, B6] proposent l'utilisation d’un type de commandes discontinues
qui permettent de stabiliser le systéme pour les m-solutions et donc avec un certain type
de robustesse (une erreur de mesure uniquement aux instants d’échantillonnage). Voir aussi
[5] pour I'utilisation de contrdles définis par morceaux (patchy feedbacks). Nous souhaitons
considérer une classe de solutions plus large, en I'occurence les solutions de Krasovskii. Or il y
a des systémes asymptotiquement controlables tels qu’il n’existe pas de controle instationnaire
discontinu z — u(z) tel que le systéme bouclé soit asymptotiquement stable pour les solutions
de Krasovskii. Il suffit de penser de nouveau a I'intégrateur de Brockett ([LH) qui est un exemple
de tel systéme non-linéaire.

Il apparait donc naturel d’envisager des commmandes dynamiques u — wu(z, () ou ( est
une variable dynamique additionnelle. La plus simple des dynamiques est une dynamique
discréte pour ¢. On arrive donc a une commande mixte discréte/continue u — u(z,() ou
est I'état du systéme (donc avec une dynamique continue), et ¢ est une variable suivant une
dynamique discréte. La contrainte topologique de Brockett dans [23] (généralisée dans [I12]) ne
s’applique plus. Ainsi j’ai calculé avec Alessandro Astolfi, Imperial College, un controle hybride

12



Chapitre 1 Stabilisation de systémes non-linéaires

qui garantit une stabilité asymptotique pour l'intégrateur de Brockett (4 un changement de
coordonnées prés). Pour comprendre 'importance et la portée de ce résultat, précisons la classe
de controleurs hybrides que 1’on considére dans ce document.

Pour une présentation de ce type de feedbacks hybrides, voir [I35, BA, , ou
par exemple. D’autres formalismes existent (voir par exemple |22 [[30, 87, 88, T4T] pour des
travaux avec une approche moins systématique). Citons également [I47| pour une synthése de
controles avec commutation pour des systémes (de dimension finie ou infinie).

Un controleur dynamique hybride est la donnée d’un ensemble totalement ordonné () et,
pour tout ¢ € @, de la donnée de (ugy, ¢y, ¥y, Cyy Dy) telle que

~ C, et D, sont deux sous-ensembles de O x R¥, pour un certain entier k fixé;

~u,:C, = U;

- ¢, : C, — RF;

~ by Dy — R¥;

Le systéme (CTl) en boucle fermée avec ce controleur s’écrit

e
(@, x) = (f(@,uq(x, X)), gz, X)) si(z,x) €y (1.7)
g7 = Py, x) si (7,q) € D,

Donnons quelques idées intuitives sur ce controleur dynamique. L’état du controleur est
(x,q) € R* x Q, et I'état du systéme est donc (z, Y, q). Deux types de dynamiques ont lieu
pour I'état du contrdleur : 1) soit discréte pour la variable ¢ et décrite par la fonction v, si
le couple (z,x) est dans le sous-ensemble D, des états, 2) soit continue pour la variable y et
décrite par la fonction ¢,, si le couple (x, ) est dans le sous-ensemble C, des états. L’état du
contréleur soit suit un flot, soit effectue des sauts suivant la valeur de I’état.

1.2 Stabilisation par une commande hybride

Donnons un sens précis aux notions de stabilité et de solutions du systéme (L), et pré-
sentons le résultat principal de [[R18]| co-écrit avec Rafal Goebel, université de Washington
et Andrew Teel, université de Californie & Santa-Barbara. Pour cela nous fixons un ouvert
O C R" et un attracteur compact A C O. Notons O = O \ A. Nous allons considérer le
systéme non-linéaire ([CT]) défini sur 0] qui est asymptotiquement controlable a A. L’ensemble
O sera l'espace d’état de la variable continue du systéme hybride que nous analysons. Dans ce
paragraphe nous n’utiliserons pas de dynamique continue y du controleur et dans le formalisme
de (1), la variable continue est .

La classe des systémes hybrides qui nous intéresse dans cette partie est celle résultant des
systémes non-linéaires en boucle fermée avec un feedback hybride. Nous le noterons informel-
lement par

{ icre F(z) z€C, 18)
qt € Gy(z) z €Dy,

13



1.2 Stabilisation par une commande hybride

ol () est un ensemble totalement ordonné et pour tout ¢ € @, Fy et G, dont des fonctions
(éventuellement a valeurs dans les sous ensembles de C, et D, respectivement) tandis que C,
et D, sont des sous-ensembles de O. Le systéme hybride décrit par (L) sera noté (H).

Remarquons que pour (H), la variable continue x évolue uniquement de facon continue
et n’a pas de sauts, tandis que la variable ¢ n’évolue que par des sauts. Les ensembles C,,
respectivement D,, décrivent les ensembles dans lesquels la variable continue peut évoluer,
respectivement l’ensemble ou la variable discréte ¢ peut avoir des sauts. Rappelons quelques
concepts de [b6], et [R18]| pour donner un sens précis a la notion de solutions que nous allons
considérer. La premiére notion est celle de domaine de temps hybride qui est naturelle si on
remarque qu’il y a une dynamique mixte discréte/continue dans le systéme ([CH) et que la
"bonne" notion de temps est celle de temps mixte discret/continu.

Définition 1.2 — Un ensemble S C Ry x N est un domaine de temps hybride compact
518 = U}];ol ([t;,tj41],J) pour une certaine suite de temps 0 =1ty <t; <ty ... <t.
— S est un domaine de temps hybride si pour tout (T, J) € S, S N ([0,T] x{0,1,...J})
est un domaine de temps hybride compact ;
de facon équivalente, S est un domaine de temps hybride si S est la réunion d’une
suite finie ou infinie d’intervalles [t;,t;11] x {j}, avec le dernier intervale, s’il existe,
éventuellement de la forme [t;,T) avec T fini ou T = 4o00.

Dans ce qui suit, nous noterons sup,(S) pour le supremum par rapport a t tel que (¢,75) € S
pour un certain j, et sup;(S) pour le supremum par rapport a j tel que (¢,j) € S pour un
certain t. Introduisons maintenant la définition formelle d’une solution de (CH).

Définition 1.3 Une solution du systéme hybride (8) consiste en un domaine de temps
hybride non vide S, une fonction x : S — O telle que x(t,j) est localement absolument
continue en t pour tout j fizé, et constant en j pour tout t fizé tel que (t,j) € S, et une
fonction q : S — Q tel que q(t,j) est constant en t, pour tout j fixé pour tout (t,j) € S,
satisfaisant les conditions : 2(0,0) € Cyo,0) U Dg(o,0) €t

(S1) Pour tout j € N et pour presque tout t tel que (t,j) € S,
i(t, j) € Foup(2(t, 7)), x(tj) € Cyuy)-
(S2) Pour tout (t,j) € S tel que (t,j+1) €S,

Q(t,j + 1) € Gq(bj)(x(t’j))’ x(tvj) € DQ(tJ)‘

Etant donnée une solution de (LX) nous ne considérerons que des solutions maximales
(c’est-a-dire définies sur des domaines de temps hybrides maximaux), et nous ne mentionnerons
pas explicitement le domaine de temps hybride. Nous identifierons la solution par (z,q), et
lorsque cela sera nécessaire, nous noterons son domaine de temps hybride dom(z,q). Une
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Chapitre 1 Stabilisation de systémes non-linéaires

solution de ([CA) est dite compléte si son domaine est non-borné. Une solution compléte (z, q)
peut satisfaire sup, dom(x,q) < oo, dans ce cas la variable discréte doit avoir une infinité de
sauts.

Nous considérerons le cas ou la solution (ou plus précisément la composante continue de
'état) atteint A en temps continu fini ou infini (de méme que nous envisagerons plus bas la cas
de systémes non-linéaires controlables en temps fini ou infini). Dans le cas présent la notion
de stabilité asymptotique est la suivante :

Définition 1.4
— L’ensemble A est stable pour le systéme hybride (H) si pour tout € > 0 il existe § > 0
tel que toute solution (x,q) de (H), avec |x(0,0)|4 <0, satisfait |x(t,j)|a < € pour tout
(t,j) € dom(z, q).
— L’ensemble A est attractif pour le systéme hybride (H) s’il existe 6 > 0 tel que
— pour tout (xg,q) € O x Q avec |xo|la < 0, il existe une solution de (H) avec
(2, 0)(0,0) = (20,0 ;
— pour toute solution (z,q) de (H) avec |x(0,0)|4 < 0 nous avons |z(t,j)|4 — 0 lorsque
t — sup,(dom(z, q)).
— L’ensemble A est asymptotiquement stable, si A est a la fois stable et attractif. Son
bassin d’attraction, noté By, est [’ensemble des points xq € O tels que pour tout gy € Q,
il existe une solution de (H) avec x£(0,0) = x¢, q(0,0) = qo, et toutes les solutions ainsi
obtenues satisfont |x(t, j)|a — 0 lorsque t — sup,(dom(z, q)).
— A est (globalement) asymptotiquement stable sur O si A est asymptotiquement stable
et st By = 0.

1.3 Feedback hybride pour les systémes asymptotiquement

controlables

Pour l'ouvert (5, et le compact A C (5, considérons un ensemble compact de controles
admissibles U C R™, une fonction localement Lipchitz f : OxU — R", et le systéme non-
linéaire

(t) = f(x(t),u(t)), wu(t) €U, pour toutt > 0. (1.9)

Introduisons précisément la notion de controle hybride.

Définition 1.5 Un feedback hybride sur O consiste en
— un ensemble totalement ordonné @),
~ pour chaque q € Q,
— des ensembles C, C O et D, C O,
— une fonction ky, : Cy — U,
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1.3 Feedback hybride pour les systémes asymptotiquement controlables

— une fonction g, : Dy = Q.

Dans la définition précédente la notation = signifie que g, peut prendre ses valeurs dans
les sous-ensembles de @ (voir [I10]). La fonction k,, en boucle fermée avec (CJ), détermine
I'entrée de la dynamique continue, tandis que g, décrit le saut de la variable discréte. Nous
disons que le controleur hybride rend A asymptotiquement stable sur O pour (L9) si A est
asymptotiquement stable sur O pour le systéme hybride (Hfeeq) résultant de la définition
F,(x) = f(z,ky(z)) et Gy(x) = g4(z), c’est-a-dire le systéme hybride :

{ i = f(z, k,(x)) x€C,

1.10
q" € g,(2) z € Dy, ( )

Dans tout ce qui suit, les erreurs de mesure admissibles et les perturbations extérieures
admissibles sont des fonctions £ et ( qui vérifient

g('a ) ')aC('? * ) € L?:c(o X [0,—0—00) x N; Rn>7

. ‘ , (1.11)
g('at])vC('at]) € CO(Oan)’ V(t,j) € [0,+OO) x N.

En général les erreurs que nous considérons dépendent uniquement de z et ¢ (et sont constantes
en j), mais nous considérons aussi le cas ou les erreurs changent pendant le saut. Comme
remarqué dans [[6, Remark 1.4], a cause de la présence de ¢ et de la continuité de f par
rapport a u, nous pouvons omettre la référence explicite aux erreurs d’actionneur (c¢’est-a-dire
en remplagant k, par k, + e, dans ([LI0) ou e, est une petite erreur d’actionneur). De plus
comme I’ensemble () est discret, nous ne considérons pas le cas d’erreurs sur la variable discréte.
Considérer des erreurs de mesure et des perturbations extérieures nous oblige & considérer des
systémes hybrides instationnaires qui peuvent étre représentés par

{fzf(w,kq(w+£))+C r+Eed,

q" € gg(x+¢) r+& €Dy (112)

Nous noterons ce systéme par (Hfffed). Les solutions de ce systéme sont définies de fagon
analogue aux solutions du systéme ([C) (voir la définition [3).

Etant donnés £ et (, nous pouvons définir la notion de stabilité asymptotique de A sur
O pour le systéme (Hfffed) de maniére analogue a la définition [C4 (mais en considérant les
solutions de (Hfffed) a la place des solutions de (H)). Par ailleurs nous introduisons (voir
le rayon de perturbations admissible comme étant une fonction continue p : O — Ry telle que
x + p(x)B C O pour tout x € O (B est la boule unité fermée de R™).

Définition 1.6 Un feedback hybride sur O rend A asymptotiquement stable sur O pour (L9),
robustement aux bruits de mesure, auzr erreurs d’actionneur et aux perturbations extérieures
s’il existe un rayon de perturbations admissible p : O — Ry tel que pour tout bruit de mesure
admissible & et pour toute perturbation extérieure admissible ( satisfaisant

Sup(t,j)ERZOXN ‘f(l’, taj)‘ < p(x)a

‘ (1.13)
esSSUD e (2 1, 7)] < (),
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Chapitre 1 Stabilisation de systémes non-linéaires

A est asymptotiquement stable sur O pour le systéme hybride (chfed).

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de [[R18]| (voir aussi [R5]) :

Théoréme 1.7 Si le systéme (L) est asymptotiquement contrélable sur O en A, alors il
existe un feedback hybride sur O avec Q C Z (muni de la relation d’ordre naturelle) qui rend
A asymptotiquement stable sur O pour le systeme (L4), robustement auz bruits de mesure,
aux erreurs d’actionneur et auxr perturbations extérieures.

Ce résultat généralise la construction faite avec Alessandro Astolfi du controle hybride
pour les systémes chainés avec deux commandes (voir , et les simulations numériques dans
[CE).

Pour démontrer le théoréme [L7 nous construisons d’abord un feedback hybride stabilisant
le systéme nominal (Hfeq). Ensuite nous établissons un résultat de robustesse de la stabilité
des systémes hybrides. Ce dernier résultat de robustesse est intéressant en lui-méme puisqu’il
utilise uniquement les propriétés de la classe de systémes hybrides considérés. C’est pourquoi
nous le présentons dans le paragraphe suivant.

Le feedback hybride construit dans crée une hystérésis entre différents feedbacks
locaux. Un lien naturel entre cette construction et les fonctions de Lyapunov est donné dans
[R26[, ou a partir d’'une famille de fonctions de Lyapunov assignables (Control Lyapunov
Functions, CLF) avec une propriété d’ordre, nous construisons un feedback hybride stabilisant
asymptotiquement. Dans , nous établissons aussi la réciproque : a partir du feedback
hybride stabilisant, nous prouvons 'existence d’une famille ordonnée de CLF. Voirpour
plus de détails.

1.4 Robustesse intrinséque des systémes hybrides

Nous allons maintenant énoncer un résultat de robustesse pour tout systéme hybride ([CS)
qui est asymptotiquement stable et dont les données vérifient certaines propriétés de régularité.
Ce résultat généralise ce qui est connu par ailleurs pour les systémes classiques non-linéaires
(voir [38] et [76]). Ce travail est prometteur. Il permet en effet de “systématiser” 1'utilisation
de commandes hybrides pour la stabilisation de systémes non-linéaires, ce qui peut servir
pour obtenir des résultats de performance (par exemple pour controler un systéme en temps
minimal, comme dans le chapitre2l). Avant tout, définissons la notion de robustesse par rapport
aux perturbations stationnaires.

Définition 1.8 L’ensemble A est asymptotiquement stable sur O pour le systéeme (H), robus-
tement aux perturbations stationnaires, s’il existe un rayon de perturbations admissible p tel
que, pour le systéme (H”) donné par

{ i€ Fr(z), =0 xeCr, (114

qt € GH(z), vt =2 x € Df,
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1.4 Robustesse intrinséque des systémes hybrides

avec les définitions

FP(x) = con Fy((z + p(z)B) N Cy) + p(7)B,
Gh(x) = Gy((z + p(x)B) N D,),

(1.15)

Cl={xec O] (v+px)B)NC,# 0},

Df:={x €O | (x+p(x)B)N D, # 0},

q

I’ensemble A est asymptotiquement stable sur O.

En ce qui concerne (H), nous supposerons que les propriétés de régularité suivantes sont
satisfaites :

(A0) O CR™ est ouvert, A C O est compact, QQ C 7 ;
et pour tout ¢ € Q,
(A,1) C, et D, sont relativement fermés dans O ;

(A,2) F,: O = R" est semi-continu extérieurement et localement borné, et F,(x) est conveze

non-vide, pour tout x € Cy;

: est semi-continu extérieurement et localement borné, e x) est non-vide
A3) Gy O =Q est ' ti téri t et local t borné, et Gy t d
pour tout x € D,.

Rappelons que la fonction (& valeur ensembliste) F, : O = R™ est dite semi-continue
extérieurement (outer semicontinuous, osc) si pour toute suite convergente x; — x € O et
y; € Fy(x;) avec y; — y, on ay € F,(z). La fonction F, est dite localement bornée si pour tout
compact K C O, il existe un compact K’ C R" tel que F,(z) C K’ pour tout x € K. Pour
plus de détails et des formulations équivalentes voir [T10, Chapitre 5].

Les hypothéses précédentes sur les données du systéme hybride (H) sont celles suggérées
dans [b5] et étudiées plus particuliérement dans [b6]. En particulier elles nous permettent de
prouver l'existence de solutions (pour toute condition initiale dans (C, U D,) x @), et pour
satisfaire la convergence graphique des solutions (voir [56] pour plus de détails).

Pour le résultat de robustesse qui nous intéresse ici, nous avons besoin des hypotheéses

supplémentaires suivantes :

(A4) La famille {C,}4eq est une famille localement finie revouvrant O ;

(A5) Les fonctions G, : O = Q sont localement bornées en x uniformément par rapport
q;

(A6) Pour tout g € Q, C,UD, = O.

Rappelons que la famille {C,},co est une famille localement finie recouvrant O si O =
quQ C, et si pour tout compact K C O, il n’y a qu'un nombre fini d’indices ¢ tels que C; a
une intersection non vide avec K. Dire que G, est localement borné uniformément par rapport
a ¢ signifie que pour tout compact K C O il existe un compact K’ C @ tel que G,(K) C K’
pour tout g € Q.
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Chapitre 1 Stabilisation de systémes non-linéaires

Remarque 1.9 Grace a (A,1), (A,2), (A;3), pour tout ¢, et a (A6), on déduit que pour
toute condition initiale dans O x @, il existe une solution (non triviale) de (H). Et donc
avec [B6l Proposition 2.1, nous pouvons dire que toute solution maximale (z,q) de (LJ])
est soit compléte, soit |x(t,7)] — oo ou z(t,j) — 0O lorsque t — sup, dom(z,q) (et j —
sup, dom(z, q)).

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe :

Théoréme 1.10 Supposons que le systéme hybride (H) satisfasse (A0), (A4), (A5), (A6), et
(A1), (A,2), (Ay3) pour tout q dans Q. Si A est asymptotiquement stable sur O pour (LJ)
alors A est robustement asymptotiquement stable.

Ce dernier résultat peut étre utilisé pour différents problémes de controle, comme le calcul
de retours de sortie hybrides (comme dans , ou pour des objectifs de performance comme
la stabilisation en temps minimal. C’est justement cet objectif de performance que nous allons
considérer dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Controle optimal et robuste

Présentons maintenant nos résultats en controle optimal de systémes non-linéaires. La
synthése de commande optimale est un probléme ou les commandes sont naturellement dis-
continues méme pour des systémes linéaires (voir par exemple [24] pour des problémes en
controle optimal avec des contraintes sur I’état). Le probléme de la synthése de commande
optimale est trés important pour de nombreuses applications (citons [I25]), et il faut tenir
compte des contraintes sur le controle ou sur I'état comme dans [27]. Aussi leur sensibilité par
rapport aux perturbations doit étre prise en compte lors de la synthése, pour pouvoir mesurer
la dégradation de la performance en présence de bruits. Nous allons voir que le cadre des
controles hybrides (ou mixtes, avec une dynamique discréte et continue) est naturel et permet
de résoudre le probléme de la synthése d’'une commande quasi-optimale contrainte et robuste
aux perturbations.

Soient m et n deux entiers. Considérons le systéme de controle suivant sur R"
m
£(t) = Zui(t)fi(x(t))a (2.1)
i=1

ou fi,..., fm sont des fonctions analytiques sur R", et ou le controle u(-) = (ui(+), ..., un(+))
doit satisfaire la contrainte

iui(tf <1. (2.2)

Notons que () est affine par rapport a la commande et sans dérive. Soit Z € R". Pour
résoudre le probléme de stabilisation de (1) vers Z avec la contrainte (22, nous allons
considérer la classe des commandes hybrides décrite dans le chapitre [l qui, comme nous I’avons
vu, permet de considérer une classe de solutions plus large que celle avec les retours d’états
classiques discontinus (comme dans |5l 36l T23]). Nous allons chercher a calculer une commande
hybride optimale (c’est-a-dire en temps minimal avec la contrainte (Z2) qui soit robuste aux
perturbations). L’étude des systémes hybrides dans un contexte de commandes optimales est
peu courante (citons |20, B3] dans un cadre différent).
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L’idée de base de la synthése de commandes hybrides optimales est de combiner un controle
optimal, qui soit régulier sur une partie de ’espace d’état, a une autre commande, définie sur
le complémentaire de '’ensemble de régularité de la commande optimale, afin d’exhiber un
controle quasi-optimal et robuste en définissant une loi de commutation entre les différentes
composantes de commande. Grosso modo, cette propriété de quasi-optimalité signifie que 'on
peut approcher la synthése optimale avec une précision aussi grande que 'on veut (cette
précision est donnée par la quantité £ dans la définition ci-dessous). Le controle hybride
résoudra une propriété de temps quasi-minimal (parce que pas exactement égal a la synthése
optimale a priori discontinue, donc certainement sensible aux perturbations), mais robuste
aux (petits) bruits de mesure, aux erreurs d’actionneur et aux perturbations extérieures.

Plus précisément dans une premiére partie nous considérons le probléme du contréle sous la
contrainte (222) du systéme (ZT]) vers le point Z, en temps minimal. Ce probléme a une solution
sous une condition de controlabilité en temps fini. Comme le systéme (T est affine par
rapport au controle et sans dérive, si le rang de 'algébre de Lie pour les vecteurs (fi,..., fim)
est plein, alors on a la controlabilité en temps fini (voir [34} [[07] ou [43] pour une référence plus
récente). Bien sir il est difficile de calculer explicitement le feedback temps minimal. De plus
la condition de Brockett [23] implique qu’en général cette commande optimale est discontinue.
La régularité de la fonction temps minimal (et donc de la commande optimale) a été étudiée
dans [126]. Pour les systémes affines en la commande comme (ZT), il est prouvé dans [T} 2]
que la fonction temps minimal est sous—analytiqueﬂ, pourvu qu’il n’existe pas de trajectoire
singuliére minimisante non triviale partant de z. Cette hypothése est vraie génériquement deés
que m > 3 (voir [33]). En particulier cette fonction est analytique & I’extérieur d’une sous-
variété stratifiee S de R", de codimension supérieure ou égale a 1 (voir [I27]). Par conséquent,
a l'extérieur de cette sous-variété, il est possible de calculer un contréleur temps minimal
analytique pour le systéme avec la contrainte (Z2). En boucle fermée avec cette commande
optimale, les trajectoires ne coupent jamais S.

Dans un voisinage de &, nous pouvons prouver l’existence d’un ensemble de controleurs
satisfaisant la contrainte (Z2) qui font sortir les solutions du systéme (1) hors de S en temps
petit.

Enfin, pour résoudre le probléme de stabilisation robuste en temps minimal, nous créons
une hystérésis, et nous définissons une loi de commutation, et donc une commande hybride,
entre le retour d’état temps minimal et les autres controleurs définis au voisinage de S. Le
systéme hybride a la propriété intuitive suivante : si I’état est proche de la sous-variété S,
alors le feedback éloigne I'état de S, en temps petit ; si ’état n’est pas proche de S, alors le
feedback fait converger les solutions vers & en temps minimal. Par conséquent la stabilisation
est quasi-optimale et robuste.

Nous voyons ainsi que nous résolvons dans la conjecture [I7, Conj. 1, p. 101] dans le

1On dit qu’un ensemble est sous-analytique si localement il peut étre décrit comme une intersection d’en-
sembles de zéros et d’ensembles de niveau de fonctions analytiques. Voir [63, 66] pour une définition plus
précise de cette notion.
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contexte des feedbacks avec une dynamique mixte discréte/continue (voir aussi la remarque
2 ci-dessous). De plus nous estimons la dégradation de la performance optimale en présence
de perturbations. Cette conjecture a ensuite été résolue dans la classe des feedback constants
par morceaux (patchy feedbacks) dans [6] récemment.

Dans le paragraphe EZ1l nous étudions le cas particulier de l'intégrateur de Brockett et
nous explicitons un controle hybride quasi-optimal et robuste par rapport aux petits bruits de
mesures et erreurs de modélisation. Dans le paragraphe nous généralisons cette approche
a tout systéeme linéaire par rapport & la commande. Nous donnons quelques éléments de la
démonstration de ce résultat général dans le paragraphe L3 Le calcul numérique de la fonction
temps-minimal est étudié dans le paragraphe P24

2.1 Cas particulier de 'intégrateur de Brockett

L’étude de la stabilisation en temps optimal de l'intégrateur de Brockett ([CH) par un
controle hybride a fait I’'object de la publicationco—écrite avec Emmanuel Trélat, université
d’Orléans.

Signalons que pour ce cas particulier il existe d’autres approches possibles pour la stabili-
sation sous-optimale comme [3, [T05].

Dans ce cas il n’existe pas de trajectoire singuliére non-triviale, et la variété S est exacte-
ment I’axe (0Ox3). Il faut alors définir un controle qui permet de faire sortir toutes les trajectoires
hors d’un voisinage de I'axe (0,xz3) en temps fini (c’est le controle que nous définirons avec
1) ci-dessous).

La fonction temps minimal 7" pour joindre une condition initiale x a 0 avec un controle
satisfaisant la contrainte (222)) peut étre calculée explicitement comme indiqué dans le résultat
suivant (voir [T3]).

Proposition 2.1 La fonction temps minimal T (x) pour atteindre 0 a partir d’une condition
initiale v = (x1, T2, x3) € R® pour le systeme (L) avec la contrainte (ZA) est égale

0
\/0—|—sin20—sin00050

T(l‘la Zo, 1'3) -

Va4 a3+ 2as), (2.3)

ot 0 = 0(xq, x9,x3) est l'unique solution dans [0,7) de

6 —sinfcosd
sinZ 0 (27 + a3) = 2|xs]. (2.4)

De plus, la fonction T est continue sur R3, et est analytique hors de l'aze (0, x3).

Introduisons la fonction g : [0, 00) — [0, 00), définie par

6 — sinfcosf

g(e) = ) (25)

sin? 6
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2.1 Cas particulier de l'intégrateur de Brockett

pour 0 € [0,7), et par g(0) = 0. C’est une bijection strictement croissante de (0, 7) sur (0, 00).

Remarque 2.2 Le long de 'axe (0, x3), nous avons

T(O, 0, .%'3) =/ 27T‘l'3|.

L’ensemble des points ot la fonction 7" n’est pas différentiable est I'axe (0, x3).
Pour tout x3 # 0, il existe une infinité de trajectoires optimales qui permettent de rejoindre
l'origine a partir de (0,0, x3). Ces trajectoires sont données par (voir essentiellement [T3])

|3]

x1(t) = ¢/ == (sin(27t + ) — sin p),
2T
xo(t) = |2x—3|(cos(27rt + ) — cosp), (2.6)
71'
x3(t) = —wst — |§—73r| sin(27t),

pour ¢ € [0,1] et ¢ € [0, 27].

Les ensembles de niveau de la fonction T, ¢’est-a-dire 'ensemble {(z1, 22, 23) € R3 | T(xy, 19, 13) =
r}, pour un r > 0, ont l'allure de I’ensemble décrit sur la gauche de la figure EZI1 C’est un
ensemble de révolution autour de 'axe (0, z3).
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\ /
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Fic. 2.1 — Un ensemble de niveau {(z, 72, 23) € R® | T(x1, 72, 23) = r} & gauche, et a droite
une intersection d’'un ensemble de niveau avec un plan vertical.

Les intersections de ces ensembles de niveau avec les plans contenant 'axe (0, z3) sont
dessinées sur la droite de la figure 211

En utilisant le principe du maximum et la théorie d’Hamilton-Jacobi (voir par exemple
[T04]) on peut vérifier que le controle optimal pour ramener un point x = (1, 72, 73) € R® a
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Chapitre 2 Controle optimal et robuste

'origine en temps minimal est donné par la formule suivante (en notant fi(z) = (1,0, —x3)’
et fo(z) = (0,1, 29))

umwz—wﬂwjmmz—gg @gg
ar T (2.7)

us(x) = ~(VT(2), fola)) = —o—

X1
8x2 al'g’

pour tout z tel que T est C' (et donc & Uextérieur de I'axe (0,x3)). Plus précisément nous
pouvons calculer le controle optimal dans le cas particulier de I'intégrateur de Brockett. En
effet nous avons, pour tout x = (z, 19, 13) € R? tel que 2?2 + 23 # 0,

or = cosf i =1,2, o = —sin sign(zs)

a T = T S
dx; Vi + 23 O3 Vi + a3
ou 6 = 0(x1, x2, x3) est la solution unique dans [0, 7) de ().
Par conséquent le controle optimal w,,; pour rejoindre tout point z = (z1, x2, x3) € R? tel
que 72 + x32 # 0 a l'origine en temps minimal est donné par

uoptl(x) = —L cos (g1 ( §|x3|2> ) + W sin (gl ( 22|$3| 2) ),
Vat+ a3 Ty + x5 Va? + a2 a3+ a3

ummw:——:ﬁ_ﬂm(g1Q§ﬁg>>_§@@gﬂﬁn@1(2ua))7
Vi wtad) ) attad 7+ a3

ot la fonction g est définie par (E3).

A Textérieur de I'axe (0,x3), le controle optimal est régulier et donc, a I'extérieur d’un
voisinage de I'axe (0, z3), nous avons une robustesse naturelle de la stabilité. Pour préciser ce
voisinage, nous introduisons, pour tout M > 0 et r > 0, I’ensemble

Qrr = {(21, 29, 23) € R® | 2] + 25 < min(r, M|z3])},
et nous notons le fermé de son complémentaire dans R?® par 'y, :
Carr = clos(R?\ Q)

Au voisinage de l'origine, 2, est un cone, et plus loin, c’est un cylindre autour de l'axe
(0, z3) (voir la figure 2Z2).

Une propriété intéressante de I'j/, est la suivante (voir le lemme 2 de pour plus de
précisions) : pour tous My > 0 et ry > 0 suffisamment petits, ’ensemble 'y, est positivement
invariant pour le controle optimal w,y, et en utilisant la régularité de u,, sur cet ensemble,
nous avons une robustesse naturelle par rapport aux petites erreurs de mesure, et aux petites
erreurs de modélisation. C’est une continuité des solutions par rapport aux perturbations.
Plus précisément le temps ot les solutions perturbées arrivent a l'origine dépend de la taille
des perturbations, mais si les perturbations sont petites alors le temps pour arriver a 0 est
quasi-optimal (voir le lemme 3 de pour plus de précisions).
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2.1 Cas particulier de l'intégrateur de Brockett

X1

T2

F1G. 2.2 — Allure de Q.

Maintenant nous introduisons un autre controle qui sera régulier sur €25;,. Ce controle sera
noté u, (comme commande globale) et sera tel que toute solution sortira de €57, en temps
fini et petit si )/, a une taille suffisamment petite (voir le lemme 4 de [R7]). Ce controle est
défini par, pour tout z € R?,

ug(7) = (ug1 (2), uge(r)) = (1,0) . (2.8)

Une stratégie de commutation est proposée pour définir un controle quasi-optimal et in-
sensible aux petites perturbations. Pour la définir, numérotons les controles ainsi : u, = u,, et
Up = Ugpr avec l'ordre lexicographique a < b. Introduisons les ensembles suivants :

Ca = QM,T‘ 5 CYb = FM/,T/ )
Da = FM/,T/ ) Db = QM,T )

o M > M' et r > r’ sont des réels suffisamment petits. Nous pouvons comprendre 1'idée
intuitive de l'introduction de ces ensembles de la facon suivante : le lieu ot le contréle optimal
est intéressant est Cj, ¢’est-a-dire I'yy v, tandis que le controle u, est pertinent sur 2,7, (c’est
le plus gros voisinage de 1'axe (0,x3) entre Q7. et Q). Les ensembles D, et D, sont les
ensembles ou la variable discréte ¢ € {a, b} doit effectuer un saut de a a b (respectivement de
b & a). Maintenant décrivons le controle hybride proprement dit (en suivant les notations de
la définition [[H) :

Q ={a,b}; {Cu, Co}; {Da, Dp}; {ta, up} ;

Ga(z) =0, gp(z) =a . (2.9)

Nous pouvons démontrer que les solutions de U'intégrateur de Brockett (C3) en boucle
fermée avec ce controle hybride convergent vers ’origine en temps "presque" optimal. De plus
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Chapitre 2 Controle optimal et robuste

grace aux propriétés de ce feedback hybride, nous avons une robustesse par rapport aux petites
perturbations. Plus que de décrire exactement cette notion de convergence quasi-optimale et
robuste dans le cadre de l'intégrateur de Brockett uniquement, nous préférons le faire pour
des systémes non-linéaires plus généraux.

2.2 Généralisation aux systémes linéaires en la commande

Revenons au cadre du systéme (EZ1]) avec la contrainte (2). L’approche proposée dans le
paragraphe précédent peut étre généralisée aux systémes linéaires en la commande. Bien stir
certains calculs explicites ne sont plus valables, et nous n’avons alors qu’'un résultat d’existence.
Nous supposons que la condition de rang de l’algébre de Lie est satisfaite, c¢’est-a-dire que
I’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs fi,..., f,, est égale & R", pour tout x
de R™. On sait (voir [34, 07| ou [43] pour une référence plus récente) que le systéme ([ZTI) est
alors controlable en tout point et en temps fini avec la contrainte ([Z2).

Fixons T € R", et notons T;(x) le temps minimal pour relier un point x de R™ a z le long
du systéme (1)) avec la contrainte (Z2).

Faisons quelques rappels de théorie de controle optimal. Voir |15 [7T], [[37] par exemple
pour des introductions a ces notions. Pour tout 7" > 0, soit Uy I’ensemble ouvert des u(-) dans
L*>([0,T],R™) tel que la solution de (1], partant de Z avec le controle u(-) € Ur, est bien
définie sur [0, T]. La fonction, dite application entrée/sortie

E537T: Z/{T — Rn
u() — x(T),

qui & un controdle u(-) associe le point final z(7T") de la solution z(-) de (Il partant de z, est
appelée application entrée/sortie pour le point Z, en temps 7. C’est une fonction lisse.

Définition 2.3 Une solution x(-) de (Z1), avec la condition initiale x(0) = Z, est dite sin-
guliere sur [0,T] si le contréle associé u(-) est un point singulier de Uapplication entrée/sortie
E;r (c’est-a-dire si la dérivée de Fréchet de Ezp en u(-) n’est pas surjective). Le controle u(-)
est alors dit singulier.

Nous allons maintenant considérer le probléme de la stabilisation du systéme (Z1]) par un
controle hybride en temps minimal avec une robustesse par rapport aux bruits de mesure et aux
perturbations extérieures. Rappelons que nous noterons (ch’fed), le systéme hybride obtenu en
rebouclant le systéme (ZI)) avec un controle hybride @, {Cy, Dy, kg, 94} qeq comme introduit
dans la définition [CA en présence de bruits de mesure £ et de perturbations extérieures (.
Nous noterons également O = R™\ {z}.

Rappelons une fonction § : [0,00) — [0,00) est dite de classe K, si elle est continue,
strictement croissante, et satisfaisant 0(0) = 0 et limp_ o d(R) = +00. Par extension a la
notation | - | 4, nous utiliserons la notation |x|; = | — x|.
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2.2 Généralisation aux systémes linéaires en la commande

Définissons maintenant la notion de convergence en temps fini vers Z (en adaptant la

définition [F]).

Définition 2.4 Nous disons que nous avons une convergence uniforme en temps fini pour le
systéme (chfed) vers T s’il existe un rayon de perturbations admissibldlp : O — Ry et une
fonction 6 : [0,400) — [0, +00) de classe Ko, tels que pour tout R > 0, il existe T = 7(R) > 0,
pour tout bruit de mesure & et pour toute perturbation extérieure ¢ satisfaisant la régularité
(LZD) et les inégalités (LL3), pour tout o € O, |xolz < R, et pour tout gy € Q, les solutions
(x,q) de (Hfffed) partant de (xo,qo0) sont mazimalement définies sur [0,T) avec T < T, el
satisfont

(1, j)z < 6(R), ¥t =0, (£,)) €5,

et
x(t,j) — z, lorsque t — T, (t,j) € S.

Nous allons maintenant introduire la définition principale de ce chapitre. Il s’agit de la
convergence en temps quasi-optimal et de la robustesse.

Définition 2.5 Le point T est un équilibre robuste semi-globalement stable en temps quasi-
minimal pour le systeme (chfed) st, pour tout € > 0 et pour tout compact K C R", il existe
un controle hybride Q,{Cy, Dy, kq, 9 tqeq Satisfaisant la contrainte

|ky(z)] <1, Vg e, Ve eCy,

tel que
— on a une convergence uniforme en temps fini;
— il existe un rayon de perturbations admissible p. x : R" — R tel que, pour tout (x¢,qo) €
K x Q, pour tout bruit de mesure & et pour toute perturbation extérieure ( satisfaisant
la régularité (LID) et les inégalités (LL3) avec p = p. K, la solution (mazimale) partant
de (xg, qo) atteint T en temps inférieur a Tz(xo) +¢, ot Tz(x) désigne le temps minimal
pour rejoindre T depuis xo pour le systéeme (Z1) avec la contrainte |u| < 1.

Le résultat principal de [[R12] est le suivant :

Théoréme 2.6 Soit + € R™. Supposons qu’il n’existe pas de solution singuliere minimisante
non-triviale du systéme (Z), avec la contrainte (Z2) partant de T. Alors il existe une com-
mande hybride telle que T soit un équilibre robuste semi-globalement stable en temps quasi-
minimal pour le systéme (ch’fed).

2Nous avons défini cette notion a la page[[@l Dans le contexte de ce chapitre, il s’agit d’une fonction continue
p: O — Ry telle que p(x) # 0, pour tout = # .
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Chapitre 2 Controle optimal et robuste

Remarque 2.7 — Le théoréeme 28 résout la conjecture [I7, Conj. 1, p. 101]| dans la classe
des controles avec une dynamique mixte discréte/continue, avec en plus une estimation
de la dégradation de la performance optimale en présence de perturbations. Rappelons
que cette conjecture propose, pour tout € > 0, et pour tout compact K, I'existence d’un
retour d’état (de type patchy, c’est-a-dire essentiellement constant par morceaux) tel que
toute condition initiale dans K converge vers 0 en temps minimal, & € prés.

— Notons également que le probléme de stabilisation robuste et globale en temps quasi-
minimal (c¢’est-a-dire en prenant K = R” dans la définition Z3)) n’a pas de solution car
les bruits de mesure peuvent s’accumuler et peuvent ralentir les solutions approchant z
(voir aussi la discussion a ce propos aprés [I7, Conj. 1, p. 101]).

2.3 Eléments de démonstration du théoréme 2.6

Pour démontrer le théoréme LB, remarquons d’abord qu’avec I’hypothése d’absence de
solutions singuliéres minimisantes non-triviales, la fonction temps minimal 7% pour le systéme
(1), sous la contrainte (22), est sous-analytique, et donc analytique a 'extérieur d’une variété
stratifiee S de R", de co-dimension plus grande que 1. Par conséquent, le controle optimal est
continu (et méme analytique) sur R" \ S (voir la figure EZ3)).

Nous introduisons alors un voisinage €2 de S, et une famille de controleurs definis sur une
partition de 2 telle que les systémes en boucle fermée par ces controleurs sortent de €2 en
temps petit (si la taille de €2 est petite). Le comportement précis de ces solutions est donné
par le lemme 2.13 de .

Maintenant nous pouvons vérifier (voir le lemme 2.14 de que les solutions du systéme
en boucle fermée avec le controle optimal partant de R™ \ Q arrive en temps optimal vers
I’équilibre.

Enfin nous définissons un controleur hybride qui réalise le lien entre le controle optimal et
les autres retours d’états. Pour cela nous définissons un autre voisinage €)' de S inclus dans
) qui nous sert a définir une hystérésis entre le controle optimal et les autres commandes.
Notre stratégie est la suivante. Pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage ) de I'ensemble des
singularités, et il existe une famille de controleurs qui font sortir les solutions hors du voisinage
en temps plus petit que €. A lextérieur de ', le controle optimal est continu et donne des
solutions qui ne croisent jamais S et qui rejoignent Z en temps minimal. Avec ce feedback
hybride, le temps nécessaire pour atteindre z, & partir de tout point xy de R", est plus petit
que Ty (xg) + €.

Remarque 2.8 S’il existe des solutions singuliéres minimisantes non-triviales alors la fonction
T peut ne pas étre sous-analytique (voir [I6]) et nous ne pouvons a priori pas démontrer
que 'ensemble § de singularités est stratifié, qui est un point-clé de la construction de notre
controle hybride. En revanche nous avons démontré dans[[R11] que pour le cas de Martinet, qui
est un systéme en dimension 3 ot des solutions singuliéres minimisantes non-triviales existent,
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2.4 Calcul numérique de la commande optimale

controles autour de S

commutation

T~

commande optimale

FiG. 2.3 — Commutation entre les controles, définis autour de S, et le controle optimal.

nous pouvons utiliser la méme démarche pour calculer un controle hybride stabilisant. En
particulier nous pouvons démontrer que, dans ce cas, I’ensemble S des singularités est stratifié.

2.4 Calcul numérique de la commande optimale

Le probléme du calcul numérique de la commande optimale est un probléme difficile.
Citons [24] pour des systémes linéaires avec des contraintes sur 'état. Voir également [124]
pour des méthodes de tir ou [TT9]. Pour une comparaison entre les différentes méthodes nous
pouvons consulter [I37]. Nous n’avons pas abordé ce probléme dans sa généralité, et le résultat
principal du chapitre précédent est un résultat d’existence, et ne décrit pas comment calculer
effectivement le controle hybride considéré, sauf si nous pouvons décrire précisément 1’ensemble
S des singularités. Signalons tout de méme les deux points suivants.

Pour I'exemple de l'intégrateur de Brockett, nous avons réussi a appliquer la théorie
d’Hamilton-Jacobi pour expliciter la commande hybride, robuste et quasi-optimale. Nous pou-
vons faire des calculs analogues pour d’autres problémes de controle optimal et pour d’autres
systémes (voir [125, [137] par exemple).

Mentionnons également co-écrit avec Jean-Bernard Lasserre, Didier Henrion, LAAS-
CNRS et Emmanuel Trélat, université d’Orléans, ot nous calculons numériquement le temps
minimal pour atteindre 1’équilibre. Plus précisément nous écrivons une suite d’inégalités li-
néaires matricielles (Linear Matriz Inequalities, LMI) dont la solution donne asymptotique-
ment le temps optimal. Comme nous ’avons vu la régularité de cette fonction est trés im-
portante pour le probléme de synthése optimale et son calcul peut permettre de calculer un
controle optimal et un controle hybride stabilisant robustement quasi-optimal.
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Chapitre 3

Performance optimale de systémes soumis
a des non-linéarités de secteur

Nous allons maintenant envisager une classe de systémes non-linéaires particuliére, plus
précisément les systémes linéaires soumis a I’action de non-linéarités de type secteur, comme les
saturations et les backlash. Rappelons que les saturations sont présentes lorsque un actionneur
(ou un capteur) est limité en amplitude ou en vitesse. Les non-linéarités de type backlash
sont aussi présentes dans des systémes physiques, plus particuliérement lorsqu’il y a des jeux
mécaniques.

Dans ce chapitre, nous étudions I'estimation optimale du bassin d’attraction de systémes
soumis a de telles non-linéarités de secteur. Plus généralement, avec une approche similaire,
nous pouvons étudier la performance optimale en terme de rejet de perturbations. L’accent
sera mis sur les méthodes constructives et nous décrirons des conditions numériques pour
résoudre les problémes étudiés. Plus précisément les conditions seront écrites en terme d’in-
égalités linéaires matricielles (Linear Matriz Inequalities, LMI) qui peuvent étre couplées a
des méthodes d’optimisation afin de calculer la solution optimale aux problémes envisagés.

Dans le paragraphe B nous étudierons plus particuliérement les systémes non-linéaires
comportant des saturations emboitées. Dans le paragraphe nous analyserons la complexité
numérique de la solution proposée et nous la comparerons avec un autre résultat de la littéra-
ture. Enfin dans le paragraphe B3 nous donnerons des références étudiant d’autres types de
non-linéarités.

3.1 Cas des saturations emboitées

Dans ce paragraphe nous allons nous focaliser sur une certaine classe de systémes non-
linéaires, plus précisément les systémes non-linéaires avec des saturations emboitées du type :

& = Ayx + Bpsaty, (Ap_12 + B,_q1sat,_1 (Ap,_ox + - - - (A1 + Bisaty(Apz)) - - -) (3.1)
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3.1 Cas des saturations emboitées

ol x € R"™ est I'état du systéme. Les matrices Ay, A;, et Bj, pour j € {1,...,p}, sont de
dimension appropriée (dépendant éventuellement de 'indice j). De plus sat; est une fonction
saturation composante par composante R” — R™ définie par

(sat;(v)) @) = sat;(ve)) = sign(ve)) min(u;a), lvel) , Vi=1,..,m;

ou u;(;) désigne la borne de la j-iéme saturation.

L’intérét de ce type de systémes est multiple. Le premier est que ce type de systémes est
naturel lorsque 'on veut stabiliser des systémes en cascade (voir [I17] ou [T3T]).

Une deuxiéme motivation pour étudier ce type de systémes est qu’il permet de modéliser
des systémes linéaires controlés par des commandes saturées en amplitude, en vitesse, ou
en accélération (ou en dérivée supérieure) [07]. Ainsi une question naturelle est I'étude de
I'effet des non-linéarités sur la performance du systéme en boucle fermée. Dans ce contexte,
il est important de pouvoir quantifier la dégradation de la performance en présence de ces
non-linéarités. Négliger ces saturations peut entrainer une dégradation treés importante de la
performance, voire méme une instabilité (voir [28]).

Nous allons donner des conditions de type LMI pour décrire la performance optimale de
tels systémes. Plus précisément nous allons estimer le bassin d’attraction pour la stabilité
locale et donner des conditions suffisantes pour que le systéme soit globalement asymptoti-
quement stable. Notons qu’avec la méme méthode nous pouvons étudier le rejet optimal de
perturbations additives.

Décrivons tout d’abord le probléme étudié dans Pour cela définissons les non-

linéarités suivantes :

¢1(x) = saty(Apz) — Aoz,
Pa(x) saty (A1 + B1Ag)x + Bigi(2)) — [(A1 + B1Ao)r + Bioi(2)]
p3(x) = sats ((As + Ba(A1 + B1Ag)) & + Baga(x) + BaBi¢(x))

—[(A2 + Ba(A1 + B1Ag)) @ + Baga(x) + B2 Biohi(2)]

: (3.2)
op(x) = sat, (Ap-1+ Bp1 (Apa+ Bpa(Ap_s+ -+ Ba(A1 + B1Ay))))
+By1¢p-1(x) + Bp-1Bp2bp2(x) + -+ Bp-1Bya- - Biga(x))
— [(Apfl -+ Bp,l (Ap,Q -+ Bp,g (Apfg + -+ B2(A1 -+ Ble)))) xr
+Bp-1¢p-1() + Bp-1Bp-2¢p-2() + -+ By1Bp-a- - Bii ()] .
Définissons aussi les matrices :
A=A+ BiAy ,
:1%2 = AQ + BQ(Al + Ble) s (33)
Ap = Ap + B, (Ap—l + Bp-1 (Ap—2 +oot B2(A1 + BlAO))) .
Le systéme (B) peut ainsi étre réécrit sous la forme
&= Apx + Bpdp(z) + BpBy-1¢p-1(x) + -+ + BpyBy1- - Bigu () (3.4)
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Chapitre 3 Performance optimale de systémes soumis a des non-linéarités de secteur

Nous allons considérer les deux problémes suivants :

Probléme 3.1 Supposons la matrice A, Hurwitz. Trouver une estimation optimale de la
région de stabilité pour le systeme (B.2)).

Probléme 3.2 Calculer les gains A;, 7 = 0,...,p — 1 tels que A, soit Hurwitz et tel que la
région de stabilité pour le systéeme (B2)) soit maximale.

Ces deux problémes sont complémentaires. Le premier probléme est un probléme d’analyse,
tandis que le second est un résultat de synthése. Nous avons formulé ces problémes optimaux
en terme de taille de la région de stabilité. Ces problémes sont résolus dans écrit en
collaboration avec Sophie Tarbouriech, LAAS-CNRS et Joad Gomes da Silva Jr, Université
de Porto-Alegre. Bien siir, on peut aussi envisager le probléme optimal comme un probléme
de performance optimale (dans un contexte plus proche du chapitre Bl ot nous cherchions a
stabiliser le systéme en temps minimal). Par exemple nous avons étudions dans le rejet
optimal des perturbations, plus précisément le calcul du gain L? entre une entrée et 'état du
systéme (BJI).

Décrivons maintenant le résultat principal de [RI0] Pour cela nous devons rappeler un
lemme technique qui généralise les conditions de secteur (voir [72] par exemple) et le cas d’une
seule saturation étudié dans [58].

Soit la non-linéarité ¢(v) = sat,,(v) — v, avec p(v) € R™ et vy, i = 1,...,m désigne la
borne supérieure de la saturation sat,,(v), et définissons le sous-ensemble de R™ x R suivant :

S(vg) ={(v,w), v e R™";w € R™; —vg Rv—w < vg} . (3.5)

Lemme 3.3 Si (v,w) € S(vg) alors la non-linéarité p(v) satisfait l'inégalité
p(v)T(p(v) +w) <0 (3.6)
pour toute matrice diagonale définie positive T € R™*™,

Nous avons utilisé ce lemme pour résoudre le probléme d’estimation optimale comme
défini par le probléme Bl Le bassin d’attraction de (BJl) sera estimé par 'ellipsoide {z €
R, '/W 1z < 1}, on W est une matrice symmétrique définie positive a calculer. Pour maxi-
miser la taille du bassin d’attraction, nous avons choisi le critére suivant : calculer un réel
positif p solution du probléme optimal

min 4 sous les contraintes ( a ;; ) >0, r=1,....,n,, (3.7)
(%3
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3.1 Cas des saturations emboitées

ou v, sont des vecteurs fixés de R". Bien stir d’autres critéres sont possibles (par exemple la
maximisation du demi petit-axe de ’ellipsoide décrit par W).

Avec ce critére d’optimisation, une application récursive du lemme aux non-linéarités
[B2) permet de résoudre le probléme d’estimation optimale comme défini par le probléme Bl

Théoréme 3.4 S’il existe une matrice symétrique définie positive W, des matrices Zj;, j =
Lo,p, Yi, 7=2,..,p, l=1,...,p—=1, 5 # 1, j > 1, des matrices diagonales définies positives
Si, J =_1,...,p, de dimension appropriée et un réel p positif solutions du probleme optimal
suivant B :

min p
sous les contraintes

WA, + AW BB, 1...B1S\ — Ziy ByByp 1..B2Sy — Zby ... B,S,— 7!,

* —25, =Y Y
. . 25, .Y, <o,
* * * * —25,
(3.9)
/ !
W Wy = Zuw >0, i=1,..,m (3.10)
* u2 ' — Y Y ) Y
1(1)
W2y Zy o Zjaja WA 1)~ Zjja
* 25 Y2/1 Yj/—11 SlBi“' 3‘—23}71(1‘) _lel(z‘)
* x 25y ... Y S,B,..B:_,B" ... —Y/
. :2 | ].12 209 j—2 .] 1(2) 32(2) >0, i=1,..,mj, j=2,....,p,
ook 250 SiaBie — Y
* * 5 (3.11)
poovy
>0, r=1,...,n,, 3.12
< v, W ) - " " ( )

alors 'ensemble {x € R";2’'W 'z < 1} est une estimation optimale de la région de stabilité
pour le systeme ([(Z1).

INotons qu’en posant 3 = Lu’ une solution p du probléme (7)) donne une solution du probléme d’opti-

misation suivant : calculer un réel positif 3 solution de
max 3 sous la contrainte BEyCcEW 1), (3.8)

ou Zg = con{v,,r = 1,...,n,} est un polyédre de référence. (Rappelons la notation de la page : con(A)
désigne l'enveloppe convexe fermée d’un ensemble A.)

C’est une interprétation physique du critére d’optimisation (B7).

2Le symbole » désigne les termes symétriques.
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Chapitre 3 Performance optimale de systémes soumis a des non-linéarités de secteur

Le théoréme B4 est un résultat d’estimation optimale du bassin d’attraction pour le sys-
teme (B0)). Si la matrice A, est Hurwitz, on peut aussi établir une condition suffisante pour
la stabilité globale. Pour cela il suffit de spécifier les gains Z;; pour j = 1,...,p dans (EJ),
BI10),..., BI2) pour que les secteurs (BH) soient globaux. Voir pour plus de détails.

Nous pouvons également résoudre le probléme de synthése de gains optimaux tel que décrit
dans le probléme en utilisant des techniques analogues. Voir [R10|| pour plus de détails.

3.2 Analyse de la complexité numérique des conditions

Il est important de souligner que les conditions du théoréme Bl sont écrites sous forme LMI
par rapport aux variables de décision. Cela résulte de la forme de notre systéme non-linéaire
B2)) et de l'utilisation du lemme B3 L’utilisation de modéles polytopiques comme dans [12]
donne aussi des conditions LMI. Comparons le nombre de variables de décision et le nombre
de lignes, dans le théoréme Bl et dans les conditions de [T2, Th. 2.1].

La complexité des schémas numériques augmente lorsque le nombre de variables de décision
et le nombre de lignes augmentent. Voir par exemple la complexité numérique des méthodes
par points intérieurs [52]. Aussi la complexité est différente pour une méthode utilisant le
probléme primal (voir par exemple le théoréme 5.1 dans [48]) ou utilisant le probléme dual
(comme le théoréme 5.2 de [48]). A titre d’exemple nous pouvons comparer la complexité
proposée par le théoréme B4l avec celle proposée par [I2, Th. 2.1] en utilisant 1’algorithme
proposé par [52] de Matlab. La complexité est propotionnelle & D3L (ont D est le nombre de
variables de décision et £ est le nombre de lignes). C’est ce que nous avons dans ol
nous avons compté le nombre de lignes et le nombre de variables de décision en utilisant les
deux approches et ot nous vérifions que, pour les problémes de relative grande dimension,
il est préférable d’utiliser le théoréeme B4 plutot que [T2, Th. 2.1]. Voir la figure Bl pour la
variation de la quantité D3L en fonction de n pour deux valeurs de m.

3.3 Autres types de non-linéarités

D’autres types de systémes non-linéaires peuvent étre étudiés en utilisant des généralisa-
tions de conditions de secteur. Nous pensons aux systémes soumis a un backlash qui est une
non-linéarité avec mémoire dans la mesure ot nous devons connaitre le passé du signal d’entrée
pour calculer la sortie. C’est une non-linéarité qui est présente dans de nombreux systémes
mécaniques voir [26] 94, 128, R9).

Rappelons briévement la définition d’un backlash. Nous notons I’ensemble des fonctions
continues et continiment dérivables par morceaux w : [0, 4-00) — R™ par C,, ([0, +-00); R™).
L’opérateur ® est un backlash s’il est défini par : pour tout w € C’;w([(], +00); R™), pour tout
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3.3 Autres types de non-linéarités

10

F1G. 3.1 - D3L pour p = 2 en fonction de n avec le théoréme B4 (trait plein) et avec [T2, Th.
2.1] (ligne en pointillée) : pour m = 3 (a gauche) et pour m = n — 1 (a droite)

j € N, pour tout t € (t;_1,t;) et pour tout ¢ € {1,...,m} :

e Ly (t) , st (t) >0 et (Rlw](t))a) = Lu(wa(t) — ),
(@[w](t)i) = § Lop(t) , siwet) <0 et (Rw](t))w = Lo (we(t) — aa), (3.13)
0 sinon,
ou 0 =ty < t; < ... est la partition de [0, +00) telle que w est continiment dérivable sur

chaque intervalle (¢;_1,t;), 7 € N. Dans ([BI3) les vecteurs £y, i = 1,...,m, sont fixés dans
R, et les vecteurs c, et ¢; sont dans R™ tels que ¢; = 0 < ¢,.

Nous étudions dans I'analyse de la stabilité (ainsi que de la performance) d’un sys-
téeme avec backlash. Nous avons également étudié les systémes soumis a des backlash et des
saturations emboitées (voir [C34] et [C39]). Des travaux sont en cours avec Sophie Tarbou-
riech et Isabelle Queinnec, LAAS-CNRS, et seront développés dans le futur (voir la partie

perspectives).
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Deuxiéme partie

Controle en dimension infinie
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Chapitre 4

Controle de structures flexibles
mono-dimensionnelles

Les recherches sur les matériaux intelligents et sur les problémes d’automatique des sys-
témes comportant des matériaux intelligents s’intensifient depuis une dizaine d’année. Le prin-
cipal avantage des matériaux intelligents est de remplacer leur masse comme mode d’action
par une énergie. Comme 1’énergie est plus facile a transporter que la matiére, nous compre-
nons pourquoi les matériaux intelligents tendent a étre utilisés comme actionneurs et comme
capteurs dans de nombreux systémes physiques (comme les ouvrages d’art, les structures
subissant des contraintes mécaniques...). Parmi les exemples les plus usuels de matériaux
intelligents, citons les alliages & mémoire de forme, les matériaux électro-rhéostatiques ou
magnéto-rhéostatiques, et les corps piézo-électriques...

Je me suis intéressé a l'utilisation de cellules piézo—électriqueﬂ pour le controle de la forme
d’une structure mécanique (probléme de controlabilité) ou I'atténuation de ses vibrations
(stabilisation de I’état de la structure mécanique).

Il y a de nombreuses modélisations possibles pour les systémes comportant peu de cel-
lules piézo-électriques. Ces modéles sont souvent écrits en terme d’équations différentielles
ordinaires, c¢’est-a-dire avec un état vivant dans un espace de dimension finie. En revanche le
calcul d'un modéle EDP pour modéliser I’évolution d’une structure soumise a l’action d’un
grand nombre (ou d’une infinité) de cellules piézo-électriques et dont I’état est mesuré par un
grand nombre de capteurs piézo-électriques est plus délicat.

Nous allons nous intéresser au controle d’une poutre flexible dans le paragraphe Bl en
précisant ’ensemble des positions de 'actionneur piézo-électrique pour que nous ayons une
controlabilité. Nous donnerons quelques éléments de la démonstration des résultats principaux
dans le paragraphe (en insistant sur ceux qui nous seront utiles pour I’étude de la stabilisa-
tion étudiée dans le paragraphe E4)). Des simulations numériques illustreront la controlabilité

Lune cellule piézo-électrique est un corps qui délivre une quantité de charges lorsqu’elle est déformée et

réciproquement.
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4.1 Controlabilité d’une poutre flexible

et le calcul de la commande dans le paragraphe L3l Les résultats de stabilisation et les vitesses
de convergence seront détaillées dans le paragraphe 4l Enfin des éléments de la démonstration
de la stabilisation seront exposés dans le paragraphe

Pour une introduction sur les controles d’équations aux dérivées partielles et des liens avec
des systémes de dimension finie nous pouvons étudier [T46] pour les systémes linéaires, ou [43]

pour les systémes non-linéaires.

4.1 Controlabilité d’une poutre flexible

Considérons une structure flexible de type poutre munie d’un actionneur piézo-électrique.
Nous souhaitons étudier le probléme du contréle de la forme de la poutre sous I’action de la
cellule piézo-électrique. Il existe une grande variété de modéles pour de tels systémes. Citons
les modéles écrits en terme d’éléments finis (comme dans [I0]), d’approximations en dimension
finie (voir [T20, BT T36]). Les modéles qui nous intéressent dans ce chapitre concernent ceux
écrits en terme d’équations aux dérivées partielles (comme dans [49]).

Les résultats qui concernent plus particuliérement les propriétés de controlabilité sont [T09,
51]. Citons également [T38] qui utilise une approche proche de celle utilisée ici mais avec des
conditions aux bords différentes (celles d'une poutre simplement posée aux deux extrémités).
Comme nous avons en téte les applications concernant le controle actif des vibrationﬁ ou le
controle de structures flexibles, il est nécessaire d’utiliser les conditions aux bords suivantes :
celles d’'une poutre libre a une extrémité et encastrée a une autre extrémité.

Pour étudier la controlabité exacte de 'EDP modélisant une poutre actionnée par une cel-
lule piézo-électrique, nous utilisons la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) introduite
dans R0, BT] qui permet de démontrer des résultats de controlabilité. Cette méthode n’est
pas uniquement un résultat d’existence : elle permet aussi de calculer le controle qui résout le
probléme de controlabilité exacte. Notons comme dans [43] que cette méthode peut étre vue
comme un résultat de controle optimal puisque le controle donné par la méthode HUM est le
contrdle minimal pour la norme L2

En collaboration avec Emmanuelle Crépeau, université de Versailles, nous avons prouvé
dans que pour tout 7" > 0 nous avons une controlabilité exacte de la poutre si la position
de I'actionneur piézo-électrique est suffisamment bien choisie, pour une certaine régularité des
conditions initiales (voir les théorémes BTl et EL2 ci-dessous pour une formulation précise).

Le modéle que nous considérons est I’équation d’Euler-Bernoulli :

Ffw(z,t) + F-0w(x,t) = S=im(x,t) , € (0,L) (4.1)
w(0,4) = 0, yw(0,4) = 0 |
Pwee(L,t) =0, Bw(L,t) =0, (4.3)

2comme pour le dispositif expérimental disponible au laboratoire de mécanique de I'université de Campinas,

Brésil.
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Chapitre 4 Contréle de structures flexibles mono-dimensionnelles

avec les notations (voir la figure E.J))
— w(z,t) est la déformation au temps ¢ et au point x € [0, L];
p est la densité (linéique et uniforme) de la poutre;
— A, est I'aire de la section;
— Y est le module de Young;

I est le moment d’inertie;

— m est le moment exercé par la cellule piézo-électrique.

/

F1G. 4.1 — Poutre flexible munie d'un actionneur piézo-électrique entre x =7 et x = &.

D’autres modéles peuvent étre considérés (voir par exemple [7]). Les conditions initiales de

(ET) sont
w(.,0) = w’, dw(.,0) = w. (4.4)

Le moment exercé par la cellule piézo-électrique est fonction de la tension :
m(z,t) = K Vo(t)[H (x — &) — H(z —n)], (4.5)

ou K, est une constante physique dépendant des caractéristiques de la cellule piézo-électrique,
Va(t) est le controle, c’est-a-dire la tension & appliquer, z — H () est la fonction d’Heaviside :

H(z)=0siz<0 , Hx)=1sixz >0,

tandis que & et 1) sont les extrémités de la cellule piézo-électrique.

Dans le modéle précédent, 1’état est w, tandis que le controle est V.

En suivant les notations de [I38], nous introduisons les ensembles Yy = L?(0, ), pour tout
o€ R>07

Yo = {y € C=(0,m); w™(0) = w0 (0) = o (m) = @) =0}

et, pour tout o € Rg, Y,, = (Y_,)* avec Yy comme espace pivot.
Nous établissons dans [[R9]| les résultats de controlabilité & zéro suivants :

Théoréme 4.1 Soit € > 0. Il existe un ensemble A C (0, L)* avec une mesure de Lebesgue
égale a L? tel que, pour tout (£,7m) € A, toute condition initiale dans Yz . x Yi,. du systéme
H2)-[3) est exactement L*(0,T)-contrélable en temps T > 0, pour tout T > 0.
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4.2 Eléments de démonstration des théorémes et

Théoréme 4.2 [l existe un ensemble B C (0, L)? non dénombrable mais de mesure de Le-
besgue égale a 0 tel que, pour tout (§,n) € B, toute condition initiale dans Y3 X Y] du systéme
{1)-(-3) est exactement L*(0,T)-contrélable en temps T > 0, pour tout T > 0.

De plus nous calculons explicitement la tension qu’il faut appliquer a 'actionneur pour
avoir la controlabilité exacte. Nous illustrerons ces résultats par des simulations numériques
en choisissant comme parameétres physiques ceux classiquement utilisés en réduction active de
vibrations.

Notons que la méthode utilisée repose sur un résultat d’approximation diophantienne, issu
de la théorie des nombres, que nous avons établi dans . Il est important de noter que ce
résultat en lui-méme est nouveau et a été utilisé dans (en collaboration avec Lionel Rosier
et Pierre Le Gall, université de Nancy I) pour la stabilisation de la poutre (voir le paragraphe
E). Nous présentons ici les élements principaux de la démonstration de puisqu’ils nous
permettront de comprendre la démarche utilisée dans [[R17]

4.2 Eléments de démonstration des théorémes A.1] et

Dans ce paragraphe nous donnons quelques éléments de la démonstration des théorémes
et Pour une démonstration plus compléte voir Ces éléments de démonstration
de la controlabilité de (EI)-(E3) nous permettront d’étudier la stabilisation du méme modéle
comme étudié dans [RI7]

Faisons quelques rappels sur la méthode HUM (voir [80]), dans un contexte d’équations
du second ordre en temps (comme dans [T39]). Soit A : D(A) — X, un opérateur autoadjoint
coercif, oit X est un espace de Hilbert. Soit B € L(U, D(AY?)*), oit D(A'Y?) est le complété
de D(A) avec la norme z — +/(Az, x), et D(AY?)* est le dual de D(A"?) par rapport a X.
Etudions le systéme suivant

w(t) + Aw(t) = Bu(t) , Vt € [0,T]

w(0) = w(0) = 0 (4.6)

Supposons que nous ayons, pour tout u € L*(0,7;U), un résultat d’existence et d’unicité
d’'une solution w € C(0,T;D(AY?) N C*(0,T; X) de @H) qui dépende continiiment de u €
L*(0,T;U), autrement dit I'opérateur Lyu := (w(t),w(T)) satisfait Ly € £(L*(0,T;U); D(AY?)x
X).

Dans ce contexte la notion de controlabilité est la suivante :

Définition 4.3 Le systéme ([f.0) est exactement controlable en temps T > 0 si Ly est surjec-

tif.

La théorie de HUM permet de prouver une controlabilité a ’aide d’une inégalité d’obser-
vabilité du probléme adjoint.
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Chapitre 4 Contréle de structures flexibles mono-dimensionnelles

Théoréme 4.4 (voir [8] et [I39]) Le systéeme ([-0) est exactement contrélable en temps
T >0, si et seulement si la solution ¢ du probléme homogene

b+ Ap =0 sur [0,T] (4.7)
$(0) = ¢° € D(A) , $(0) = ¢' € D(A?)

satisfait l'inégalité d’observabilité :

T
/0 1B* ()35 > Mr(16°1% + [ loganay.) (4.9)

pour tout (¢°, ¢') € D(A) x D(AY?), avec My indépendant de (¢°, ).

Appliquons ce résultat a notre probléme. En normalisant la longueur de la poutre a L = ,
on introduit I'operateur A : H*(0,7) — L?*(0,7) défini par, Vw € H*0,7), Aw = dlw
Compte tenu des conditions aux bords (3)), son domaine de définition est D(A) = {w €
H*(0,7); w(0) = w'(0) = w’(r) = w®(x) = 0}. D’aprés ([T et @I, opérateur d’entrée
est défini par Bu = 0,(d¢ — J,)) u en normalisant la constante piézo-électrique a 1 et en notant
J¢ et d, les mesures de Dirac en £ et en 7 respectivement. Avec ces définitions, le systéeme (ETI)
se réécrit sous la forme de (EEH). Etudions l'inégalité d’observabilité (EL9).

Soit (¢°, ¢') € Y7 x Y_;. La solution du probléme homogéne (EET)-(ES) s’écrit :

“+00

1
o(x,t) = Z (gbg cos(ait) + % sin(ait)) Ui(x)
k=1 k
avec @) = fo O (z) Yy (z)dz, ot = fo oY () (x)dz et 1y, est le k®™¢ vecteur propre normalisé

de A, pour la Valeur propre a.

Nous calculons fOT | B*o||? = fOT|6$¢(§,t) — 0,¢(n, t)|*dt. Pour minorer cette derniére
quantité nous aurons besoin de

Lemme 4.5 (Inégalité d’Ingham [9]) Soit (vy)rez € RZ une suite de réels deux a deuz distincts
tels que :

lim (v — ) = +00

|k|—c0
Soit T > 0. Alors il eziste deuz constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que pour toute suite (Tx)rez
2 - Nt ; 2 S
dans I*(Z), la série f(t) = Y77 xe™ " converge dans L*(0,T) et satisfait

T +o©

+oo
O S fal 2/ \Zx 2t > CQZW

En appliquant ce lemme, nous en déduisons l'existence d’une constante C' > 0 telle que,
pour tout (¢° ¢') € Y1 x Y4,

T oo
/0 0:0(6,t) = Dud(n,1)|*dt > C (|¢g|2 ‘¢_2
k=1 Qg

)wk( )~ )
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4.3 Simulations numériques

Nous calculons, pour tout x € (0, 7) et pour tout k € N.,

1

Yr(z) = T(COS(akx) — cosh(agz) + pg(sinh(agz) — sin(agx))) |
T

racine positive de 1 + cos(aym) cosh(agm) = 0, et py = Z‘figg::;izf’;ﬁ((z::))

Avec les conditions aux bords w = w” = 0 en = 0,7, on calcule (voir [I38]) i (x) =

avec qy, la kfme
sin(kz), pour tout x € (0, ).

Avec les conditions aux bords (E2)-([3) nous avons une équation transcendante a consi-
dérer et aussi des approximations diophantiennes a établir. En effet un calcul permet de voir
V(&) — Vy(n) ~ arsin (i, 552) en négligeant certains termes (voir [R9] pour plus de détails).
La question d’approximation diophantienne naturelle est donc la suivante : quelle est la dépen-
dance par rapport a k de la distance de la suite {2 }ren.,, aux entiers relatifs ? Autrement
dit, peut-on estimer d(aki—ﬂ", 7).

En utilisant [30] et [75], Emmanuelle Crépeau et moi-méme obtenons les deux résultats

suivants (voir [R9[]

Proposition 4.6 Pour tout € > 0, il existe un ensemble A C (0,1) avec une mesure de
Lebesque égale a 1, et il existe C' > 0, tels que pour tout a € A, et pour tout k € Ny,

C
d(akaaz) > Llte .
Proposition 4.7 I existe un ensemble B C (0,1) non dénombrable mais de mesure nulle et
il existe C'> 0, tels que pour tout b € B, et pour tout k € Ny,

C
d(ozkb, Z) Z - .
k
Nous arrivons ainsi a minorer sin(aké%"), et & écrire une inégalité d’observabilité : pour
tout € > 0, il existe A C (0,7)? tel que pour tout (£,n) € A,

2
+

k=00 2

x

3+e
Qg

O

1+e
Qg

T

k=1

et nous en déduisons les théorémes 1] et

4.3 Simulations numériques

Ilustrons le théoréme BTl Nous allons vérifier que ce résultat est plus qu’un résultat d’exis-
tence puisque nous calculerons numériquement le controle.

Nous choisissons les constantes physiques suivantes du dispositif expérimental de [G1] dé-

crits dans [[R9|}
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Chapitre 4 Contréle de structures flexibles mono-dimensionnelles

10 10

w [m]
w [m]

-5 -5
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
x [m] x [m]
X 10’3 t=6s X 10’3 t=12s
10 10
5 5
E E
2 2

O\// °

0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
x [m] x [m]

F1G. 4.2 - Profil de la poutre a ¢t € [0,T] pour T = 12.

On considére lapplication A : (¢°,¢') € Y1 x Y 3 — (Qaw(.,0), w(.,0)) € Yic X Y3,
définie par les solutions aux deux problémes suivants.
Soit ¢ la solution du probléme homogéne

0+ 1030 = 0,
¢(0,.) =0, 0,¢(0,.) =0,

4.10
PO(L..) =0, O%6(L,.) = 0, (410
gb(,(]) = ¢0a at¢(ao) = gbl-
Soit w la solution du probléme en temps rétrograde
Ofw + S3- 0w = - K V()02 H (x = §) — H(z — ),
w(0,.) =0, 0,w(0,.) =0, (4.11)

O2w(L,.) =0, Bw(L,.) =0,
w(.,T)=0, duw(.,T) =0,

avec le controle donné par la méthode HUM : V,(¢) = 0,¢(&,t) — 0.0(n, t).
D’aprés notre résultat A est inversible (sauf pour un ensemble de mesure nulle de (£,7)).
D’apreés le théoréme EETl nous avons un résultat de controlabilité pour tous les temps de
controle T. Nous avons ainsi simulé le systéme (EJl) avec le controle donné par la méthode
HUM (et représenté a la figure E3)) pour 7' = 12s. Nous avons choisi un schéma d’Euler pour
la discrétisation des équations (EI0) et (EIT)). Nous vérifions a la figure que nous avons
bien une controlabilité a zéro pour T'= 12s. Le lien entre la controlabilité (ou 1’observabilité)
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4.4 Stabilisation de la poutre

Voltage on the actuator for T=12
400 T T T

300

100 b

-100 B

-200 B

-300 B

-400 1 1 1 1 1

F1G. 4.3 — Tension a appliquer pour 7' = 12s.

et le schéma de discrétisation est un sujet de recherche difficile (voir [T42} 143, 144 [T45)] pour
différentes classes d’équations).

Comme on peut s’y attendre, plus le temps de controle est petit, plus il sera nécessaire
d’appliquer des tensions grandes. Nous pouvons vérifier (voir que si le temps de controle
est trop petit, alors les tensions a appliquer sont trop grandes pour pouvoir étre physiquement
appliquées.

4.4 Stabilisation de la poutre

Dans ce paragraphe nous allons étudier le probléme de la stabilisation de la poutre, c’est-
a-dire le calcul d’'une boucle fermée, autrement dit d’un controle dépendant d’une partie de
I'état (appelée sortie) tel que le systéme en boucle fermée converge vers 1’équilibre. Comme
nous allons le voir, la principale difficulté réside dans I’estimation de la vitesse de convergence,
et il faudra spécifier quelles positions des cellules piézo-électriques donnent une vitesse de
convergence exponentielle ou polynomiale.

Dans toute la suite de cette étude, prenons le cas d'un actionneur piézo-électrique collé
a gauche (ce qui correspond a n = 0). Le modéle (ET))-(EZ) devient le suivant (aprés avoir
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Chapitre 4 Contréle de structures flexibles mono-dimensionnelles

normalisé toutes les constantes a 1 sauf la longueur qui est choisie égale a 7)

2w (z,t) + dw(z,t) = —u(t) 2 (z), (4.12)
w(0,t) = d,w(0,t) = Q*w(m, t) = Pw(m,t) =0, (4.13)
w(z,0) =w'(z), dw(x,0)=w(x). (4.14)

Supposons que 1’on ait placé un capteur piézo-électrique co-localisé avec I'actionneur qui
nous permettra de mesurer (une partie) des vibrations, plus précisément la sortie sera donnée
par

y(t) == 0,w(0,t) — Dyw(&,t) = —0,w(&, 1) .

Le dispositif expérimental que nous considérons est donc donné par la figure €4

Actionneur

723

I/ /Y

Capteur Poutre

/

F1G. 4.4 — Position des actionneurs et des capteurs sur la poutre.

En notant E(w,dw) = [ (|02w]* + |dw|?), un calcul informel le long des solutions de

(EET2)- (ETd) donne
T
E(w(t), dw(t)) — B(w’, w') = 2/ u(t)0,0pw (&, t)dt. (4.15)
0
Donc un controle candidat est, pour K > 0,
u(t) = =Ko, 0pw(&, t) . (4.16)

En boucle fermée avec ce controle, nous avons £ — 0, lorsque ¢t — +oc.

C’est pourquoi dans la suite nous étudions I’équation

d
OPw + Otw = K(’?gcatw%ég(:v). (4.17)
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4.4 Stabilisation de la poutre

Le but de ce paragraphe est de trouver I'ensemble des £ tel que nous avons un résultat de
stabilité pour (EEIT), et de préciser la vitesse de convergence (exponentielle ou polynomiale).

Soit 'opérateur en boucle fermée Az := (v, —9sw+Kd,v(£)-L4¢). Pour donner son domaine
de définition notons, pour tout w dans H'(0,&) N H'(&, ), le saut en & par [w]g, ie. [w]e =
w(éT) — w(§7). Nous obtenons (voir [R17]l co-écrit avec Lionel Rosier et Pierre Le Gall,
université de Nancy I)

D) = {z=(w,v)| (w,v) e H0,7)? we H0,&)NH ),
w(0) = d,w(0) = Pw(r) = Pw(r) =0,
v(0) = 0,v(0) =0, KO, v(§) = [éﬁw]g, [aiw]g =0}.

Soit H = V x L?, ou V est I'ensemble des fonctions de H? nulles en 0, et de dérivée
nulle en 0. Nous pouvons vérifier que 2 : D() — H génére un semi-groupe de contraction.
Etudions la stabilité forte de (EI1) avant de préciser les vitesses de convergences. Pour cela
nous rappelons que le systéme (EID) est dit fortement stable si [|w(t), w(t)||lg —t—100 O.
D’aprés ([EIH), si € est tel que 9, (§) = 0 pour un certain & alors (0,¢y) est une condition
initiale telle que I’énergie est constante, donc la solution ne converge pas vers 0. C’est pourquoi
nous introduisons les ensembles

Sp={& (&) =0}, §={Sk
k

Nous obtenons donc que si & € S alors nous n’avons pas de convergence. La réciproque est
vraie comme démontrée dans [|[R17]|:

Théoréme 4.8 Le systéeme ([{.17) est fortement stable si et seulement si K >0 et £ € S.

La démonstration repose sur 'utilisation du principe d’invariance de LaSalle (voir [86]). On
peut utiliser aussi le théoréeme d’Arendt-Batty [8] (comme [R6] pour un autre probléme de
stabilisation).

L’ensemble S est de mesure de Lebesgue égale a m et dense dans (0, 7).

Nous pouvons préciser la vitesse de convergence pour certaines positions de I’actionneur :

Théoréme 4.9 Soit £ € S tel que £/ € Q et tel que % #+ il};/:g’ pour tout k, k' dans Z. Alors

sup [[(i6 — 2A) 71| < co.
18121

Et donc d’aprés [677] ou [I06], A génére un semi-groupe exponentiellement stable i.e., il existe
C >0 etd>0 telles que

e 20l < Ce™||20] |

pour tout zy = (wo,vg) € H et pour tout t > 0.
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Chapitre 4 Contréle de structures flexibles mono-dimensionnelles

Bien siir ce résultat est théorique puisque la condition sur & n’est pas vérifiable sur une
installation physique. En revanche nous avons une convergence polynomiale pour presque tout

¢
Théoréme 4.10 Pour presque tout § € (0,7), pour tout | > 1

sup |61 — 2)7| < oc. (4.18)

181>1

Et donc d’aprés [87], pour tout k € N, il existe Cy, > 0 tel que

k
Int\7?
lealbe < G (%51) oy V0 € D)

Ce dernier résultat est le plus intéressant puisqu’il permet de dire avec quelle vitesse le

retour de sortie (EEI0) stabilise le systéme (E12)-(ET4).

4.5 Eléments de démonstration du théoréme 4. 10

Nous ne donnerons pas les éléments de la démonstration du théoréme (en revanche
nous établirons un autre résultat de stabilisation exponentielle, voir le théoréme B4 page
ci-dessous). Donnons cependant quelques éléments de la démonstration du théoréme qui
établit la convergence polynomiale de (EIT) pour presque tout £&. Comme nous allons le voir,
la méthode est celle des multiplieurs et utilise la proposition L6 (issue de l’article co-écrit
avec Emmanuelle Crépeau). Pour une démonstration compléte du théoréme BT, voir [R17].

Soit [ € (1,400) NQ, et £ € (0,7) que nous préciserons plus bas. Nous allons faire un
raisonnement par 'absurde. Si (BI8) est faux, alors il existe une suite {f3,}nen., de réels
strictement positifs et une suite {(wy,, v,,) }nen., de points dans D(A) telles que

(o, va)llvxe =1, By — 400, (4.19)
et telles qu’en notant (f,,, g,) := (18, — A)(wy, v,), nous ayons
Bh(far gn) — (0,0) dans V x H (4.20)

lorsque n — +o0. En définissant {w,, } = w,,—[w,]¢, nous avons ig,w, —v, = f, — 0dans V, et
iﬁnvnjt{w#)} = g, — 0 dans H, lorsque n — ~+o0o. Par conséquent i3, ||w,||? — (v, w, )y — 0
et i3, ||vall% — {wi}, v,) g — 0 lorsque n — +o0o. D’otu

1 1 1
lenlly = 5+ el = 5 » 8wl = 5 (421)
lorsque n — +o00. On peut en déduire
3/ jw, [*da + @3/ |wn|* = O(|Bawn(m)[?) + o(1) (4.22)
0 0
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4.5 Eléments de démonstration du théoréme [41{}

A la lumiére de (22T)) et (E22)), pour avoir une contradiction, il suffit de prouver 3, w,(w) — 0.
C’est le but du reste de la démonstration.
La fonction w, peut étre calculée explicitement en résolvant I’équation

_B?zwn + {wi} = Gn +1Bnfn

wn(0) = w;,(0) = w,(7) = w,(7) = 0.
On calcule w,(7) = N/D, avec

IN] < CB e (|| fullv + llgallar)
D =eYPmsing (V3,5 + 1) xsinm (VB.(1-£)+1) .

D’aprés la proposition B0l nous avons pour tout € > 0, et pour presque tout o € (0, 1),

(4.23)

I’existence d’un nombre fini de solutions ¢ € Ny de I'inégalité

1
q1+5 '

1 1
5/%n _7Z
d((Q+2)a +4 ) <

On en déduit avec ([E2Z3)) et (E20), et en choisissant e =1 — 1.

|Buwn(m)| < COYE(II fullv + 1lgallzr) — 0

quand n — 4o00. Ce qui donne une contradiction et conclut la démonstration du théoréme
4, 10
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Chapitre 5

Controle d’une plaque, application a
I’optique adaptative

Nous allons maintenant étudier le cas de structures flexibles soumis a ’action de matériaux
piézo-électriques. Plus précisément nous allons considérer le cas d’un miroir bimorphe dans
un systéeme d’optique adaptative. Les systémes d’optique adpatative permettent de corriger
les déformations du front d’onde incident sur un téléscope. Ces déformations sont dues a la
traversée de ’atmosphére par la lumiére. Pour les corriger, différentes techniques sont utilisées,
comme la correction numérique des observations. Nous allons nous intéresser a la déformation
du miroir secondaire par le controle de cellules piézo-électriques. Cette correction est calculée a
partir des mesures fournies par un analyseur de front d’onde : ’analyseur de Shack-Hartmann
qui analyse la phase résultante aprés réflection sur le miroir déformable (voir le schéma B.TI).
Différents types de miroirs déformables existent [T08 [ITT]. Nous nous intéresserons plus par-
ticuliérement aux miroirs bimorphes qui sont constitués de différentes épaisseurs : d’abord
une couche réflechissante, ensuite une couche de capteurs piézo-électriques, enfin une couche
d’actionneurs piézo-électriques. Le systéme comporte un grand nombre d’entrées (par exemple
une quarantaine sur le miroir déformable du banc expérimental SESAME [T1I8]| de I’Observa-
toire de Paris). De plus la tendance pour les téléscopes est d’augmenter la taille des miroirs et
d’augmenter leur nombre de degrés de liberté. C’est pourquoi nous souhaitons privilégier une
approche dimension infinie et que nous considérons un modeéle EDP pour ce miroir bimorphe.

Nous étudions tout d’abord la controlabilité d’un miroir bimorphe dans le paragraphe BTl
puis la stabilisation du miroir dans le paragraphe b2l Le paragraphe contient des éléments
de la démonstration de ce résultat de stabilisation. Enfin nous étudierons plus particuliérement
le systéme d’optique adaptative dans le paragraphe 41

Commencons par établir la controlabilité du modéle du miroir bimorphe considéré.
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5.1 Controlabilité d’'un miroir bimorphe

Plane Wavefront
Atmospheric Turbulence Q

Turbulent Wavefront

Command
Bimorph Mirror
1
‘/ Piezoelectric Sensors
1 ]
Tilt-Tip Mirror ) Wavefront sensor
Beam Splitter (Shack Hartmann)
- Corrected Wavefront
Camera

{High Resolution Image)

F1G. 5.1 — Différentes composantes du systéme d’optique adaptative.

5.1 Controlabilité d’un miroir bimorphe

Dans ce paragraphe nous étudions plus particulierement le modeéle du miroir bimorphe et
la controlabilité du modéle EDP. Nous rappelons qu’un miroir bimorphe peut étre composé
de trois couches, une couche purement flexible, une autre couche munie d’une distribution de
capteurs piézo-électriques, enfin une couche munie d’actionneurs piézo-électriques.

Le modéle que nous considérons ici a été calculé en collaboration avec Michel Lenczner,
professeur de mécanique a l'université de Belfort-Montbéliard [R13]] Nous avons utilisé des
techniques de limite & deux échelles, présentées par exemple dans [32], pour calculer un modéle
EDP. Pour cela nous utilisons des outils de mécanique et d’analyse, et nous obtenons un
modéle macroscopique décrivant la structure mécanique et le systéme entrée-sortie dans son
ensemble et un modéle microscopique pour décrire la répartition périodique des actionneurs
et des capteurs piézo-électriques.

1En réalité, pour que la fibre neutre soit au centre du dispositif expérimental, il est important de symétriser
les couches et donc d’utiliser six couches au total.
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Chapitre 5 Contréle d’une plaque, application a I'optique adaptative

Nous allons prouver d’abord la contrdlabilité pour un miroir bimorphe 1D (de type poutre),
puis la controlabilité pour le modéle 2D (de type plaque). La stabilisation exponentielle par
retour de sortie sera étudiée dans le paragraphe B2

Cas 1D Le modéle 1D calculé dans par des techniques d’homogénéisation est le sui-
vant :
—02u = —s0,p + ad’p,
OPw + w4+ w = H2p,
w(0,t) =w(L,t) = O,w(0,t) = O,w(L,t) =0,
u(0,t) = u(L,t) = 0.

(5.1)

ol

w est la déformation transverse;
— u est le déplacement longitudinal ;
— (o est la tension appliquée a la couche-actionneur;

a >0, L >0et s sont des réels constants (les autres constantes ont été fixées a 1).
Considérons les espaces V = H2(0, L) N HL(0,L), V = H2(0,L), H = L*(0, L)
et 'opérateur A(w,v) = (v, —w™® —w) défini sur le domaine D(A) = (H*(0, L) N HZ(0, L)) x
HZ(0,L) CV x H.
En controlant d’abord le terme en u dans la premiére équation de (BJI), puis le reste de
I'équation nous avons le résultat de controlabilité suivant (voir co-écrit avec Pierre Le
Gall et Lionel Rosier, Université de Nancy I) :

Théoréme 5.1 Toute paire ((w®, w'),u), (T, wbT), uT) de triplets dans D(A) x V peut
étre connectée par une solution de [&dl) avec un controle p € C([0,T]; H*(0, L)).

Cas 2D Nous avons maintenant a étudier le modéle 2D suivant :

(

—(A+ p)0rdiv U — pAuy = =505 + 445025,
—(A+ 1) 02div U — plAuy = —t50s0 + bysd250,

w4+ A*w +w = gopdlse, (5.2)
w = g_: =0 sur 01,

[ U1 =upy =0 sur 09Q.

avec les notations suivanteﬁ :
— 1 = (z1,79) € Q, ot Q C R? est Lipschitzien et borné;
— w est le déplacement transverse ;

U = (uy,us) est le déplacement longitudinal ;
— O1p = 0p/0xy1, Oap = Op/0xs, div U = Oyuy + Osus ;
— A >0 et u> 0 sont les coefficients de Lamé;

2Nous avons utilisé la convention d’Einstein pour la sommation des indices répétés.
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5.2 Stabilisation d’un miroir bimorphe

— A= (ay), B=(bys), et G = (gap) sont des matrices dans R?*? définies positives, tandis
que tq, to, S1, et sy sont des réels.
Le controle ¢ doit nécessairement étre solution du modéle elliptique

—5505 + a,50550 = fr, (5.3)
—t30pp + bys0550 = fo, (5.4)

ou fi :=—(A+ p)oidiv U — pAu; pour i = 1,2.
Nous obtenons donc que f; et fo doivent satisfaire la condition de compatibilité :

(—tp0s + bys035) fr = (=5305 + a,5055) fo. (5.5)

C’est une condition nécessaireﬁ pour l'existence d’une fonction ¢. Nous introduisons la défini-
tion suivante pour Iexistence d'un couple (f, fa) :

Définition 5.2 Un quadruplet (w°, w', uy,up) € (H*(Q)NHZ(Q))x HZ(Q) x (H*(Q)NH; (2))?
est compatible si le systeme ([B3)-E) a une solution ¢ € H*(Q), les fonctions fi, fo étant
définies par f; .= —(\ + p)0ydiv (u1, us) — pAu; pour i =1,2.

Dés que cette condition de compatibilité est satisfaite, nous pouvons établir la contrélabilité
du systéme (£2). En effet nous avons

Théoréme 5.3 Chaque paire (w°, w', ui, uy), (WO, wh?, vl ul) de quadruplets compatibles

peut étre connectée par une solution de (Z2) avec un controle ¢ € C([0,T]; H*(2)).

Maintenant que nous avons démontré cette controlabilité, étudions la stabilisation expo-
nentielle par un retour de sortie.

5.2 Stabilisation d’un miroir bimorphe

Dans ce paragraphe nous allons calculer un retour de sortie tel que le systéme en boucle
fermée est exponentiellement stable. Nous allons nous concentrer sur le modéle 1D du miroir
sachant que cette approche est généralisable au cas 2D. Revenons au cas du modéle (&) avec
une sortie [/ :

—0*u = 50,0 + ad?p , (5.6)
OPw + Obw +w = 02y (5.7)
w:g—::O sur 0S| (5.8)
up =ug =0 sur 0 , (5.9)
I = 0,(0*w + cOpu) . (5.10)

3(C’est une condition qui est aussi suffisante pour un rectangle (voir [R22]).
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Chapitre 5 Contréole d’une plaque, application a I'optique adaptative

Dans I'équation précédente, [ est le champ de courant mesuré par la couche-capteurs piézo-
électriques. Les conditions initiales sont

w(z,0) = w’(x), dw(z,0) = w'(x).
On souhaite imposer la condition suivante sur le controle
85(,0 = k‘@t&%w,

ol k est un réel. Pour tout f € L'(0, L), on note [f] :== L™! fo r) dw.
Il est possible de stabiliser exponentiellement vite le miroir blmorphe avec un retour de
sortie. En effet nous avons

Théoréme 5.4 Soit k > 0 et ¢ 'unique solution de

D2p = k0 0*w  dans (0, L)

p(0) = ¢(L), [¢]=0.
Pour tout (w® w') € (H*0,L) N HZ(0,L)) x HZ(0,L), il existe une unique solution (u,w)
de B&H)-ET) telle que u € C(RT; H*(0,L) N HY(0,L)), w € C(RT; H*(0,L) N HZ(0, L)) N
C'(R" (0, 1)).
De plus, il existe C > 0, p > 0 tels que pour tout (w® w') € (H*(0,L) N HZ(0, L)) x HZ(0, L)

()| 20,2y + llw®)| a0,y + [10w(t)|| 520,y < O (1wl ar20,0) + Nlw | 520,0)) e V> 0.
Enfin ¢ est un retour de sortie, c’est l'unique solution de

k1020 + 0,0, Kp =1 |
©(0) =p(L) , [¢] =0.

Présentons les éléments principaux de la démonstration de ce résultat.

5.3 Eléments de démonstration du théoréme 5.4

La démonstration du théoréme utilise la technique des multiplieurs et le théoréeme
de Huang-Priiss ([67] ou [I06]) que nous avons déja utilisé pour démontrer le théoréme E:Q],
page Nous ne donnerons que les éléments principaux de la démonstration (voir
pour une démonstration plus compléte). Nous considérons les espaces suivants V = HZ(0, L),
H = L*(0, L), et I'opérateur A(w, v) = (v, —w™ —w-+kv") sur le domaine D(A) = (H*(0, L)N
HZ(0,L)) x H3(0,L) CV x H, ainsi que le produit hermitien

(w,v), (@, 0))y s = /OL(w"Wﬂ@ dx+/0Lv5dx.
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5.3 Eléments de démonstration du théoréme [2.4

L’opérateur 2 est dissipatif, en effet nous avons

(A(w, ), (w,v))yxy = —k/o [v'|*dx <0 . (5.11)

D’aprés le théoréme d’Huang-Priiss ([67] ou [I06]), la stabilisation exponentielle dans V' x H
est équivalente a

iR C p(2A) , (5.12)
supge | (i3 — )| < oo. (5.13)

L’équation (BI2) n’est pas difficile & établir. Concentrons-nous sur la démonstration de
(ET3) que nous allons établir par ’'absurde.

Si (BT3) est fausse, alors il existe une suite {3, }nen., de réels, et une suite {(wy,, vy) bnen.,
d’éléments de D(A) telles que, pour tout n € Ny,

[|(wn, vo)|lvxe =1, 8] — +00 lorsque n — oo, (5.14)

et telles qu’en définissant (f,, g,) := (i3, — A)(w,, v,) nous ayons

(fn,gn) — (0,0) dans V' x H, (5.15)

c’est-a-dire
1Bpw, —v, = f =0 dans V (5.16)
10,0, + w,(f) +w, — kv =g, — 0 dans H. (5.17)

D’aprés la dissipativité, (14 et (IH), nous avons
L
k‘/ 10! |2dz = R{((iB, — A) (W, vp), (Wn, V) vxsr — 0 lorsque n — oo , (5.18)
0

ou R désigne la partie réelle. D’autre part, (18] et (1) donnent, quand n — oo,

iBnl[wnl[} = (vn, wn)v — 0, (5.19)
iBnl vnl 3 + (W + wp — kl), 00) g — 0. (5.20)

En prenant la différence de (BI9)-(E220), nous pouvons calculer
iBallwnl [y = lval[fr) — 2R(vn, wa)v — kllvn | — 0,

dont la partie imaginaire est 3, (||w,|[3 — ||va||%) — 0. Par conséquent avec (EId) on trouve
limy, oo ||wy][3 = limy,—c ||vp]|3; = 3 qui, combiné avec (EI8), donne une contradiction. Ceci
conclut la démonstration du théoréme B4
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Chapitre 5 Contréole d’une plaque, application a I'optique adaptative

5.4 Controle robuste d’un miroir bimorphe

Revenons au probléme de la régulation du miroir déformable dans un systéme d’optique
adaptative. Le dispositif est décrit par la figure Bl page b2

Nous allons considérer le cas du modéle (B22)) du miroir bimorphe en nous focalisant sur le
déplacement transverse qui est le terme dominant. En renotant ce déplacement transverse par
e (car la lettre w de 'équation (22) sera utilisée pour les perturbations dans ce paragraphe),
nous écrivons la dynamique du miroir bimorphe :

pdie + Q1A% + Qe = ngAu (5.21)

avec les notations suivantes :

— e est le déplacement transverse ;

— p est la densité surfacique;

— (@ est la rigidité flexionnelle, et ()2 est un terme correctif.
La variable spatiale x appartient & un disque €2 de rayon a. Les conditions aux bords pour le
miroir sont celles des conditions libres. Elles s’écrivent en coordonnées polaires :

1 1
De+v (—&e + —2836) =0,
r r

r=a

0, Ae + l(1 —v)0, <16¢96> =0.
r r

r=a
La théorie de Kolmogorov donne la modélisation de la turbulence atmosphérique ¢y,,.. Son
modéle est généré par un phénomeéne aléatoire. Plus précisément en notant wy,, un bruit blanc

gaussien de moyenne nulle, le modéle dynamique de la turbulence atmosphérique est
at(btur = F¢tur + thur ) (522)

pour des matrices F' et GG. Voir la publication [R21]| co-écrite avec Lucie Baudouin, Fabien
Guignard, et Denis Arzelier, LAAS-CNRS, et les références citées. Nous avons des approxima-
tions en dimension finie de cette turbulence en utilisant une famille de polynomes particuliére :
les modes de Zernike. Les premiers modes de Zernike sont donnés par le tableau 24l et nous
avons donc en coordonnées polaires :

Nz
Grur (r,0,1) > (1) Zi(r,6) |
=3

en omettant les trois premiers modes (qui sont corrigés par le miroir primaire).
En combinant (BZ1)) et (B2Z2) et en rajoutant la sortie donnée par l'analyseur de Shack-
Hartmann et les perturbations, nous obtenons le modéle EDP suivant

7 = Ax + Biw + Byu
z = leL‘ + Dlgu
y = Cox + Dyyw

avec
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5.4 Contréle robuste d’un miroir bimorphe

i Zi(r, 0) Nom

0 1 Piston

1 2% cos 0 inclinaison selon y
2 2% sin 6 inclinaison selon z
3 V3(2(£)2 —1) focus

4 V6(%)? cos 26 astigmatisme

5 V6(Z)? sin 26 astigmatisme

6| V8(3(£)*—2%)cosb coma selon

7| VB(3(£)? —2L)sind coma selon y

8| VB(6(2)*—6(2)+1) sphéricité

TAB. 5.1 — Premiers modes de Zernike.

I'état = est (e, Oie, Prur) ;
— W = (Wmods Wgpy, Wiur, Wpiezo) Téunit les perturbations (respectivement du modéle, de
I'analyseur, de la turbulence atmosphérique, des capteurs piézo-électriques) ;

u est la tension. C’est notre controle;

— 2 = (Pres, u) est la sortie a controler ;

— ¥ = (Ype, Yy ) réunit la sortie piézo-électrique et la sortie de I’analyseur;

— A, By, B, ... sont des opérateurs (voir [R21]| pour une expression).

Considérons un cadre général de synthése de commande robuste (voir [46]) et supposons
que X, U, W, Z et Y sont des Hilberts séparables, A générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-
groupe sur X, et que By, Bs... sont des opérateurs linéaires bornés sur leur espace. Le systéme
avec une sortie a controler est le suivant :

Z(t) = Ax(t) + Byw(t) + Bau(t), z(0) = o,
) Crx(t) + Drgu(t), (5.23)
) = Cox(t) + Dyw(t), t>0.

On cherche un controleur K qui stabilise ce systéme et garantisse un gain L, entre w et z plus
petit que 7 :||w +— z|| < 7. Le controleur robuste K est donnée par une EDP de la forme :

{p’(t) = Mp(t) + Ny(t), p(0)=po (5.24)

u(t) = Lp(t)+ Ry(t), =0,

avec M, N, L, et R des opérateurs a calculer. En notant le rayon spectral p, nous avons le
résultat suivant (voir [T40]) :

Théoréme 5.5 Il existe un controleur K tel que le systéme [(ZZ3) avec le contréle ([5-Z3))
satisfait ||w — z|| < 7y, si et seulement s’il existe deux opérateurs définis positifs P et Q € L(X)
vérifiant
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~ A*P+ PA+ P(y2BBf — ByB;)P+ C;Cy =0 et A+ (v 2B, By — ByB3)P génére un
semi-groupe stable,
— AQ + QA* + Q(v2CTC, — C5C)Q + BBy = 0 et A* + (v 72CC, — C5C,)Q  génere
un semi-groupe stable,
- p(PQ) <.
Dans ce cas, le controleur K est donné par

M A+ (y?BiBf — BeB3)P — Q(I =y *PQ)~'C3Cy,
N = —Q( —~*PQ)'Cs,

L = BP

R 0.

Nous pouvons vérifier facilement que le théoréme s’applique a notre situation, en in-
troduisant les espaces fonctionnels suivants : X = HZ(Q) x L*(Q), W = (L2(Q)*, U =
H2(Q) N HHQ), et Y = Z = (L2(Q))*.

Pour tronquer le systéme et calculer numériquement la commande robuste du théoréme .5
il faut une base de la déformation du miroir e et une base de la perturbation atmosphérique
®,,, séparément. Pour la variable e nous pouvons considérer les fonctions de Bessel qui nous
permettent de construire les fonctions propres de A? (avec bord libre) :

i i

Zl};j(ra 0) = QA (Jk; (%) + il (%)) cos kO
Aii Aii

Zl?:j(ra 0) = A (Jk (%T) + crjily (%T)) sin k6

— Jy (resp. I, ) : fonction de Bessel (resp. modifiée) de 1¢"¢ espéce et d’ordre k

avec

— Aij et cg; o coefficients liés aux conditions de bord du miroir;

ay; : coefficients de normalisation ;

Ak .,
2k ) sont les valeurs propres associées.

Pour la variable ®;,, nous pouvons utiliser les modes de Zernike (voir les premiers dans la

table .7]).

Dans [[R21]f nous avons calculé numériquement la commande robuste en minimisant le

H(bres”LQ
H(btur”L2

exemple. Nous avons ensuite effectué des simulations de Monte-Carlo et noté une atténuation

rapport : . Ce critére correspond justement au critére de performance de [77] par

comparable a [I03]. Cette comparaison prouve l'intérét de la méthode.
Ces simulations concluent notre étude sur les systémes d’optique adaptative. Beaucoup de
questions restent et nous proposons des pistes de recherche dans les perspectives (voir a partir

de la page [[J).
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Chapitre 6

Controle frontiére de systémes
hyperboliques

Dans cette partie nous allons revoir nos résultats en ce qui concerne le controle frontiére de
systémes quasi-linéaires hyperboliques. Une propriété trés importante pour nous est I'existence
de coordonnées de Riemann qui sont un outil pour I'analyse et la commande de tels systémes
(voir [I8, [78] par exemple). Nous étudions 'effet de perturbations sur la stabilité. Ces derniéres
sont vues comme des termes non homogénes dans le systéme hyperbolique et sont supposés
étre petits au sens de la norme C! (voir le paragraphe £ ci-dessous pour plus de détails). Nous
allons étudier une condition suffisante en terme de conditions aux bords pour la stabilisation
exponentielle des solutions.

Ce résultat est ensuite appliqué a la régulation de I’écoulement de 1’eau dans un canal, en
présence de petites perturbations. Les ouvertures des portes aux extrémités des biefs sont nos
commandes. Le modéle considéré n’est pas strictement hyperbolique a cause de la friction, de
la pente et de I'apport ou de la perte d’eau le long du canal. Notre condition suffisante de
stabilité exponentielle nous permet de calculer un controle frontiére (donc des commandes de
portes de vannes) pour que le niveau et le débit de ’eau dans le canal convergent vers I’équilibre
choisi. Ce controle est une fonction des paramétres physiques des vannes et uniquement des
hauteurs d’eau aux extrémités du canal. C’est donc un retour de sortie simple & utiliser sur
des applications réelles.

Nous illustrons ce résultat par des simulations numériques en utilisant les valeurs numé-
riques d’une riviére (en l'occurence la Sambre en Belgique), et par des expérimentations sur un
micro-canal (celui de 'Ecole d’ingénieurs en systémes avancés et réseaux (ESISAR), membre
de 'INP Grenoble, située a Valence).

Dans le paragraphe Bl nous introduisons les équations de Saint-Venant permettant de
modéliser un canal avec une petite pente, de la friction et éventuellement des fuites (ou de
I'apport) d’eau le long du canal. Nous énongons la condition suffisante de stabilité sur les
systémes quasi-linéaires non-homogénes dans le paragraphe Dans le paragraphe nous
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6.1 Equations de Saint-Venant en présence de perturbations

appliquons ce résultat au modele introduit dans le paragraphe et nous illustrons la conver-
gence par des simulations numériques. Nous concluons ce chapitre par le paragraphe avec

des résultats d’expérimentation sur un micro-canal.

6.1 Equations de Saint-Venant en présence de perturba-

tions

Comme motivation de cette étude, étudions le probléme de la régulation du débit et du
niveau de 'eau dans un bief. Voir la figure ou nous avons noté H(z,t) la hauteur de I’eau
dans un canal, et Q(x,t) son débit. Le controle est donné par les deux portes aux extrémités
du bief. Différentes expressions pour les conditions aux bords sont possibles en fonction de
I'installation hydraulique.

2

O\

; 0,1
uOi 4 éH t_ E ?
11T mo |
i Q1) i,
0 L

F1Ga. 6.1 — Controle frontiére de ’eau dans un bief.

Nous supposerons que le canal est horizontal, que le bief est rectangulaire (avec une section
constante), et que le canal a des pertes (ou des apports) en eau (avec une invariance par rapport
au temps) qui ne modifie pas 1’équation de conservation du moment.

Dans ce contexte les équations de Saint-Venant (ou shallow water equations) s’ecrivent
(voir le livre [BY], et I’article historique [IT3]), pour tout « € (0, L) et ¢ > 0,

a0+ 0Ly = g, 6.1)
8tQ(x,t)+8z(§;é;tg) +gBH;(x’t)> = GBH(I~ )+ kg (6.2)

La premiére équation décrit une conservation de la masse, tandis que la deuxiéme une conser-
vation du moment. Dans ces équations nous utilisons les notations suivantes :

— g est la constante de gravitation ;

— ¢(x) Papport (ou la perte) d’eau le long du canal ;

— B est la largeur du bief;
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Chapitre 6 Controle frontiére de systémes hyperboliques

— I est la pente;

- J(Q,H) = %, est la friction ;

— k =0 si ¢ est positif, et £ =1 sinon.
Les conditions frontiéres dépendent de la configuration physique. Voir [R23], ou [#7] pour
différentes possibilités. Le choix que nous allons faire ici est celui d’une porte laissant passer
I’eau par en-dessous en x = 0 et d’une porte laissant passer I'eau par au-dessus en x = L

(comme sur la figure E2)) :

Q0,1) = UsByioy/29(z0 — H(0.1)), (6.3)
ol 2, est le niveau d’eau en amont du bief, et

Q*(L,t)
H(L,t) = (22 P+ hy + U 6.4
( ) ) (Qng,u%) + +Ur, ( )
oul hg est la hauteur fixe de la porte aval. Les quantités pg et uy sont des coefficients hydrau-
liques.

F1G. 6.2 — Bief muni de deux portes décrites par (63) et (E4).

Le probléme que nous allons étudier est celui de la régulation des portes aux extrémités
pour que

— le controle ne dépende que des sorties, c’est-a-dire des variables H(0,t) et H(L,t)

— il existe une solution de notre modéle EDP ;

— l'état (H, Q) converge vers 1'équilibre (propriété d’attractivité) ;

— la solution reste proche de I’équilibre (propriété de stabilité).

Le probléme de la stabilisation de 1’écoulement de 1’eau dans un canal en présence de
perturbations a déja été étudié, voir par exemple [9T] pour un récent état de l'art. Souvent
des approximations en dimension finie des équations précédentes sont introduites comme dans
[54, 90]. Des commandes H,, ont été calculées dans |83 B4] et plus récemment dans [82].
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6.2 Controle frontiére de systémes hyperboliques quasi-linéaires non-homogénes

Une approche Lyapunov est possible pour aborder ce probléme, voir [#4), 47| pour le cas sans
perturbation dans (G1I)-(E2). Cette méthode a été utilisée pour les systémes quasi-linéaires
hyperboliques homogénes généraux dans [45]. Nous reviendrons plus bas sur ce dernier résultat
(voir le paragraphe plus bas).

Notons aussi que 'approche utilisée ici est I’étude de 'influence des termes non-homogénes
de (BI)-(E2) sur I'évolution des coordonnées de Riemann. Cette approche peut étre aussi
utilisée pour la détection de fuites dans des canaux d’irrigation ou la détection de pannes
de capteurs ou d’actionneurs. Voir par exemple [I4, B5]. Pour ce type de problémes on peut
calculer un observateur du systéme et stabiliser le systéme en erreur.

6.2 Controle frontiére de systémes hyperboliques quasi-

linéaires non-homogeénes

Avant de donner la formulation générale de notre résultat (co-écrit avec Joseph
Winkin, université de Namur, et Georges Bastin, université de Louvain-la-Neuve) concer-
nant le controle frontiére de systémes hyperboliques quasi-linéaires non-homogénes, présen-
tons quelques idées de la démonstration sur les équations de Saint-Venant (E1)-(G2). Pour
cela réécrivons notre systéme sous forme matricielle :

H HY\ q(x)
at( Q ) HAH Q)0 ( Q ) - <gBH<I—J>+kq% )

0 1/B
gBH — (Q*/BH?) 2Q/BH
sont \i(H,V) =(Q/H)—+/gH, et \o(H,V) = (Q/H)+ +/gH et sont appelées vitesses carac-
téristiques [I8]. On dira que 'écoulement est fluvial si A\, (H, Q) < 0 < A\o(H, Q). Calculons les
équilibres du systéme. Avec des conditions aux bords constantes, Q(0,t) = Qg et H(L,t) = Hy,
pour tout ¢, il existe un équilibre H(x,t) = H(z), et Q(x,t) = Q(x), pour tout x € [0, L], et
pour tout ¢, donné par les équations différentielles :

avec la définition A(H, Q) = ) . Les valeurs propres de A(H, Q)

Q'(z) = Bgq(x)
_ . sI-J Q (k-2B)
Hi{z) = i —img s,

Le probléme de controle est de rendre ces équilibres localement asymptotiquement stables.
Dans les coordonnées de Riemann &, = (Q/H)—2v/gH —(Q/H)+2+/gH, et & = (Q/H) +
2v/gH — (Q/H) — 2+/gH, le systéme (61)-([ED) peut se réécrire

01 + M (&1, 82)0:6 = hi(&1,&2)
O0r&o + Xa(&1,€2) 0.8 = ha(&1,&2)

64

(6.5)



Chapitre 6 Controle frontiére de systémes hyperboliques

avec des fonctions hy et ho qui sont données dans [[R23]} Nous choisirons notre controle pour
que les conditions aux bords soient équivalentes a & (L,t) = kr&a(L,t), et £(0,t) = ko&1(0,1).
Sans perturbation, nous avons h; = hy = 0, et donc le long des caractéristiques

i (t) = Ni(wi, 1) (6.6)

les coordonnées de Riemann sont invariantes. D’aprés les conditions aux bords, la condition
kokr < 1 est une condition suffisante pour la stabilité asymptotique locale. Ce cas sans pertur-
bation est étudié dans (voir aussi [78]). En présence de perturbations, le long des solutions
de (EH), nous avons

Gi(zi(t),t) = &(2:(0),0) +/0 hi(€1(wi(s), 5), Ea(wi(s), 8))ds

et donc les coordonnées de Riemann ne sont plus invariantes le long des caractéristiques.
En revanche nous pouvons démontrer que si kgk; < 1 et si les termes non-homogénes sont
suffisamment petits (par rapport a £) alors nous avons la stabilité asymptotique locale. C'est le

résultat principal de [R20]. Un autre type de termes non-homogenes a été considéré dans||[R27]
Enongons le résultat principal de [|[R20] dans le cas particulier d’un systéme de deux lois de
conservation avec des termes non-homogeénes. Pour cela considérons € : [0, L] x [0, +00) — R?
tel que :

& + A(€)0:§ = h(§) (6.7)

ot A : B(0,&9) — R?*? est une fonction C* telle que A = diag(\;, A2), B(0,&0) est la boule
fermée de R? centrée en 0 et de rayon &g, avec

A1(0) < 0 < X(0), (6.8)
et h = (hy, hy) : B(gy) — R? est une fonction C! telle que
h(0) =0 . (6.9)
Les conditions aux bords de (67) seront
L,t t
€1( ) ) =g EI(O’ ) ’ (610)
52((]’ t) €2(La t)
ot g : B(0,g9) — R? est une fonction C' satisfaisant g(0) = 0. Nous avons la définition
suivante de compatibilité des conditions initiales avec les conditions aux bords :

Définition 6.1 Une fonction €% € C*(0, L;R?) satisfait la condition de compatibilité C si

LY _ (&0
£7(0) ¢r(L) )’

65



6.2 Controle frontiére de systémes hyperboliques quasi-linéaires non-homogénes

et

M(EF(L)0.€7 (L) —mi(E7(L) | _ Ve &7 (0) A(€7(0))0:€7 (0) — hu(€7(0))
A2(€7(0))0:£5 (0) — ha(€%(0)) 4 Aa(€%(L))0.£7 (L) — ha(€7(L)) )

~—

Nous notons Be(gq) l’ensemble des fonctions continiment différentiables £ : [0, L] — B(0, &)
satisfaisant la condition de compatibilité C.

Nous introduisons aussi les notations classiques suivantes. Pour toute fonction ® continue
sur [0, L] et ¥ contintiment différentiable sur [0, L], nous noterons |®|co( ) = max,epo,z) |P(z)],
et [W|cr0,0) = [¥]coo,r) + ¥ cogo,r)- Pour toute matrice K € R**?, le rayon spectral sera noté
p(K).

En collaboration avec Joseph Winkin, université de Namur, Georges Bastin, université de
Louvain-la-Neuve, nous avons alors le résultat suivant (voir pour la démonstration) :

Théoréme 6.2 Si p(Vg(0)) < 1, alors il existee >0, H >0, > 0, et C' > 0 tels que pour
toute fonction contindment différentiable h : B(0,e) — R? telle que h(0) = 0 et [Vh(0)| < H,
pour toute fonction ¥ € Be(e), il existe une et une seule fonction & € C*([0, L] x [0, +00) ; R?)
satisfaisant 'équation ([672), les conditions auz bords (GI0) et la condition intiale

£(x,0) = &% () Vo € [0,L]. (6.11)
De plus, le systeme est localement exponentiellement stable pour la norme C! :
€0 )| cro.n) < Ce ™ |€¥|crory , VE > 0. (6.12)

Ce résultat généralise obtenu en collaboration avec Jonathan de Halleux, Georges
Bastin, université de Louvain-la-Neuve, Jean-Michel Coron, université Paris-Sud, et Brigitte
d’Andréa-Novel, Mines de Paris qui étudie plus particuliérement le cas des systémes de lois de
conservation homogénes.

Une autre condition d’amortissement a été récemment établie dans [45] pour les systémes
quasi-linéaires de dimension n. Pour énoncer ce dernier résultat (dans le cas particulier n =
2), nous avons besoin des notations : Pour toute matrice K € R?*?  nous noterons ||K|| =
max{|Kz|, z € R", |z] = 1}, et p(K) = inf{||]AKA™||, A € Dy, } ou Dy, désigne
I’ensemble des matrices diagonales de taille 2 x 2 définies positives. Nous pouvons alors énoncer
le résultat suivant :

Théoréme 6.3 ([45]). Sip1(Vg(0)) < 1 alors le systéme hyperbolique quasi-linéaire homogéne
est localement exponentiellement stable pour la norme H?.

Faisons quelques remarques sur ce dernier résultat :
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Chapitre 6 Controle frontiére de systémes hyperboliques

Remarque 6.4 — La démonstration repose sur le calcul d’une fonction de Lyapunov
comme dans [21], 44, @7]. La fonction de Lyapunov calculée dans [45] utilise un terme
exponentiel e #* comme dans [@2] pour la stabilité de 1'équation d’Euler. Elle utilise
aussi les dérivées spatiales de & d’ordre 2. C’est pourquoi le résultat de [45] est valable
pour la norme H?2.

— Comme le calcul de [45] donne une fonction de Lyapunov avec une décroissance stricte,
une piste de recherche naturelle est d’'utiliser 'inégalité de Lyapunov pour calculer une
marge de stabilité pour les termes non-homogeénes, et peut-étre démontrer un résultat
de stabilité pour le systéme hyperbolique quasi-linéaire non-homogéne (7). Cette dé-
monstration pourrait permettre de calculer la valeur H dans le théoréme

— Notons aussi que la condition de stabilité du théoréme est moins forte que celle de
[78] (qui est la méme que celle du théoréeme E2) : p(Vg(0)) < 1. En effet dans [45] il est
montré que pour toute matrice K, nous avons p;(K) < p(K) et qu'il existe une matrice
K d’ordre 2 telle que p(K) < p(K).

— Les théorémes et posent les questions ouvertes suivantes : est ce qu’il existe des
conditions aux bords telles que nous ayons la stabilité exponentielle pour la norme C*,
mais pas pour la norme H?? Et réciproquement est ce qu’il existe des conditions aux
bords telles que nous ayons la stabilité exponentielle pour la norme H?, mais pas pour
la norme C*?

6.3 Validation numérique

Les lois de commande calculées dans (en collaboration avec J. de Halleux, J.-M. Coron,
B. d’Andréa-Novel, et G. Bastin) par une approche invariants de Riemann sont utilisées et
implémentées dans le cadre d’un contrat industriel liant le CESAME (Université Catholique de
Louvain-la-Neuve) et le service d’Etudes Hydrologiques du Ministére Wallon de I'Equipement
et des Transports (Belgique), en charge de I'exploitation des canaux de la Basse Sambre.

Dans co—écrit avec Valérie Dos Santos, Université Lyon 1, nous appliquons le résultat
précédent aux équations de Saint-Venant (6I)-(62) en présence de perturbations pour tenir
compte de la friction, de la pente et d’éventuels fuites ou apports d’eau le long du canal.

Plus précisément, dans le cas des conditions frontiére (E3)-(E4), nous pouvons démontrer
que les controles suivants :

BQ—I_%—Q\/ZJGO (Vﬁo—\/ ﬁo)
Ho \/QQ(ZuP_H(Ovt))

U = H —h - (HL[BQHLLH\/g(:Lgx/HT\/H_L)])Q ’
g7,

Uy = Hp

I

1/3

%, ap = %, Hy = H(0,t) et H, = H(L,t), rendent le systéme en boucle fer-
meée localement asymptotiquement stable pour la norme C!. Notons que ce sont des controles

avec oy =
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frontiére qui ne dépendent que de la sortie (si on définit la sortie comme étant uniquement la
hauteur d’eau aux deux extrémités du bief). Cette commande est donc facilement implémen-
table pour des applications.

Nous avons effectué des simulations numériques en prenant les valeurs numériques de la
Sambre qui est une riviére entre Namur et Charleroi. Les caractéristiques physiques du bief
de la Sambre que nous avons considéré sont données dans le tableau Nous avons utilisé le

paramétres | B L 1 o nas
(m) | (m) = pr | (s:m”'7%)
valeurs 40 | 11239 | 7.92¢7° | 0.4 0.30

TAB. 6.1 — Données physiques de la Sambre.

schéma de Preismann pour discrétiser les équations.
Trois simulations numériques ont été effectuées (voir la figure E3) :

(S1) ko = —0.25, et k;, = —0.16, nous observons que nous avons une stabilité asymptotique;
(S2) ko = —0.92, et k;, = —0.59, nous observons que nous avons une stabilité asymptotique;

(S3) ko = —1.05, et k;, = —0.68, nous observons que le systéme est instable.

Upstream gate
15 T T T T T T T T

Water flow at upstream

1.4}F 4

(m)

m3s™h

-10 v v v v - - equilibrium
0 2000 4000 6000 8000t 10000 12000 14( (s1) 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 140( — (S1)
© - ==(s2 t(s) - == =(s2
Water level at downstream Downstream gate e (S3
475 : ‘ ‘ : (89 18 : : (s3)
17t E
o= == == ,\1'6 : : 4
E
15 /\\ g
14}
Y A S S S SR S SN S I R et et T PR R R
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000
t(s) t(s)

F1G. 6.3 — Simulations numériques : a gauche, du haut vers le bas : débit et niveau de I'eau en
amont ; a droite, du haut vers le bas : ouverture de la porte amont et aval pour S1 (en trait
plein), pour S2 (en trait discontinu) et pour S3 (en pointillés). L’équilibre & atteindre est en
trait mixte.

Nous pouvons vérifier que la vitesse de convergence augmente avec le produit |koky|. Cette
observation est logique en étudiant la démonstration du théoréme B2, et le calcul de p dans

'inégalité (E12).
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Chapitre 6 Controle frontiére de systémes hyperboliques

L’équilibre qui est représenté sur les graphiques de la figure est celui sans perturbation
(c’est le seul calculable en pratique). Pour éliminer I’écart entre 1’équilibre perturbé et 1’équi-
libre sans perturbation, il suffit de rajouter un petit terme intégral. C’est ce que nous avons
fait pour la simulation SI1 (voir la figure E4).

Water flow at upstream

Water flow at upstream

5 i i i i i i — 3 i i i i i i i i
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 equilibrium 0 2000 4000 6000 8000 10000 1200 equilibrium
t(s) (s1) t(s) —(s2)
Water level at downstream - == (Sl1) Water level at downstream | = = . (g2
4.75 \ ‘ ‘ ‘ ‘ 4.8 ‘ ‘ ‘ ‘ T T
PP et 4751
ATr =
~ - ~ T T T T T T T T e
£ rf E 477 Dmmem
4651
4.65
46 1 1 1 1 1 1 1 1 46 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

t(s) t(s)

F1G. 6.4 — Simulations numériques : a gauche, du haut vers le bas : débit et niveau de I'eau en
amont ; a droite, du haut vers le bas : ouverture de la porte amont et aval pour S1 (en trait
plein), pour SI1 (en traits discontinus) avec un petit terme intégral. L’équilibre & atteindre est

en trait mixte.

La stabilité asymptotique avec un controle frontiére proportionnel intégral n’a jamais été
étudié pour des équations hyperboliques quasi-linéaires. En revanche elle a été étudiée dans
47| pour des équations hyperboliques linéaires.

6.4 Validation expérimentale

Nous présentons dans des expérimentations effectuées sur le micro-canal du Labo-
ratoire de Conception et d’Intégration des Systémes, dirigé par Eduardo Mendes. C’est un
laboratoire de 'ESISAR, I’école nationale supérieure des systémes avancés et réseaux, située
a Valence. Cette école fait partie du groupe INP Grenoble.

Les caractéristiques physiques du micro-canal sont données par le tableau &4l

B(m) | L (m)
0.1 7

KL I
0.73 | 1.6e73

ny (s.m=1/3)
1.03

parameétres Lo

0.6

valeurs

TAB. 6.2 — Données physiques du micro-canal de Valence.
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Nous avons considéré les trois jeux de paramétres suivants :

(E1) ko = —0.0853, kz = —0.463;
(E2) ko = —0.2134, ky = —1.1575;
(E3) ko = —0.3414, k, = —1.852.

Dans chaque cas nous avons observé la stabilité asymptotique (voir les graphiques de la figure
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F1G. 6.5 — Expérimentations : a gauche, du haut vers le bas, débit de I’eau en amont, et niveau
de I’eau en aval ; a droite, du haut vers le bas, ouverture de la porte amont, et de la porte aval
pour E1 (en trait plein), pour E2 (en trait discontinu) et pour E3 (en pointillés). L’équilibre

A atteindre est en trait mixte.

De nouveau nous pouvons éliminer 'écart entre 1’équilibre désiré et celui perturbé en
rajoutant un petit terme intégral dans le calcul du controle. C’est ce que nous avons fait pour
la seconde expérimentation. Voir les graphiques de la figure [0 ot 'expérimentation (EI1=E2)
correspond a (E2) de la figure Dans l'expérimentation (EI3), nous avons utilisé un terme

intégral un peu plus grand et nous observons un grand transitoire.



Chapitre 6 Controle frontiére de systémes hyperboliques
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F1G. 6.6 — Expérimentations : & gauche, débit de 1’eau en amont ; et a droite, niveau de I'eau
en aval pour EIl (en trait plein), pour EI2 (en trait discontinu) et pour EI3 (en pointillés).
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Décrivons les pistes de recherche qui mériteraient d’étre étudiées a la lecture de ce docu-
ment.

Commande de systémes de dimension finie

Commandes hybrides Dans le contexte de la stabilisation de systémes non-linéaires, je
suis actuellement deux directions de recherche. La premiére est celle concernant la synthése de
retours de sortie hybrides. Dans le cas d’informations partielles sur I’état du systéme, créer une
hystérésis sur la sortie peut ne pas étre suffisant pour définir un controle hybride stabilisant.
Une solution peut étre de coupler cette construction avec un observateur (ou au moins un
observateur de la norme). Un premier résultat a été obtenu dans en collaboration avec
Andrew Teel, université de Santa-Barbara, pour le probléme de recollement de deux retours
de sortie. Nous utilisons une propriété de détectabilité qui nous permet d’établir I'existence
d’un estimateur asymptotique de la norme de 'état.

Toujours en collaboration avec Andrew Teel nous allons focaliser notre étude sur le cas d’un
systéme soumis a une saturation en entrée. Pour ce type de systéme, nous supposons que nous
pouvons calculer un retour de sortie local linéaire et une commande non-linéaire globale. Nous
essayons de calculer des conditions constructibles pour recoller la commande linéaire locale et
la commande non-linéaire globale en fonction de la sortie uniquement. Nous envisageons de
calculer des conditions écrites en terme d’inégalités linéaires matricielles. L’optimisation du
domaine, ot la commande linéaire locale est utilisée, est trés importante puisqu’elle permet
d’optimiser la vitesse de convergence du systéme bouclé. Ce dernier résultat peut étre vu
comme un résultat d’anti-windup puisqu’il permettra d’agrandir le domaine de stabilité d'une
commande linéaire locale.

Fonctions de Lyapunov assignables Une autre piste de recherche est celle de la synthése
de fonctions de Lyapunov assignables (Control Lyapunov Functions, CLF) a partir d’une
propriété de contrdlabilité locale (ou de la donnée d’une CLF locale) et d’une propriété de
controlabilité pratique (controlabilité & un ensemble). Nous avons vu au chapitre [[l qu’il n’était
pas toujours possible de calculer un retour continu et stabilisant a partir d’une propriété de
controlabilité, et donc a partir d’'une CLF. En collaboration avec Vincent Andrieu, LAAS-
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CNRS, je souhaite étudier des conditions suffisantes pour que I'on puisse calculer une CLF
globale & partir de ces deux propriétés de controlabilité. La difficulté principale vient du fait
que l'interpolation de deux CLF n’est pas nécessairement une CLF.

En collaboration avec Vincent Andrieu, Denis Arzelier, et Sophie Tarbouriech, LAAS-
CNRS, j’envisage d’étudier le cas d’un systéme soumis a une non-linéarité de secteur qui
dépend de la taille de I'état, autrement dit qui satisfait une certaine condition sur un com-
pact contenant l’'origine et qui vérifie une autre condition de secteur a I’extérieur d’un autre
compact. Sous une propriété de recouvrement de ’espace d’état, nous envisageons d’étudier
sous quelles conditions nous pouvons calculer une commande globale. Nous avons trouvé un
exemple pour lequel il ne suffit pas d’envelopper les deux conditions de secteur dans une seule
condition de secteur pour stabiliser le systéme non-linéaire. Au contraire, avec cet exemple,
nous espérons démontrer qu’il est nécessaire de conserver les conditions de secteur locale et
non-locale (a I'extérieur d'un ensemble) pour stabiliser ce type de systémes non-linéaires.

Systémes soumis a d’autres types de non-linéarité Je souhaite poursuivre mes tra-
vaux de recherche pour la synthése de commandes stabilisantes optimales pour des systémes
comportant des non-linéarités de secteur particuliéres. Plusieurs pistes méritent d’étre étu-
diées. En collaboration avec Sophie Tarbouriech et Isabelle Queinnec, LAAS-CNRS, j’étudie
différents problémes (comme la stabilité, ou la performance optimale) de systémes comportant
un backlash et une saturation en cascade. Ce type de non-linéarité est une premiére approxi-
mation des hystérésis présents dans de nombreux systémes mécaniques et dans les systémes
bouclés considérés au chapitre [Tl

Le probléme de la synthése de commandes comportant un backlash ou une hystérésis nous
semble aussi intéressant. Pour l'instant nous avons étudié des problémes d’analyse. Plus géné-
ralement, pour contrecarrer ou au moins limiter I’effet du backlash, je compte aussi étudier le
probléme de la synthése de boucle anti-windup. De telles boucles anti-windup existent pour les
systémes comportant des saturations en amplitude ou en vitesse [T29]. I1 est tout & fait naturel
d’étudier la synthése de gains anti-windup pour des systémes comportant ces autres types de
non-linéarités. Nous envisageons dans un premier temps de calculer des gains statiques, puis
des gains dynamiques (avec un ordre égal a l'ordre du systéme, ou avec un ordre réduit).
L’anti-windup peut étre en entrée ou en sortie du controleur.

Systémes avec réinitialisation En collaboration avec Thomas Loquen et Sophie Tarbou-
riech, LAAS-CNRS, nous nous intéressons a ’analyse de systémes avec réinitialisation. Ce
type de systéme est présent lorsque 1'on utilise une commande de type First Order Element
(FORE), on 'état de la commande est remis a zéro sous certaines conditions de la sortie et
de lerreur (par rapport a une référence) du systéme. Cette classe de commandes est parti-
culiérement intéressante lorsque ’on souhaite faire du rejet de perturbations, pour améliorer
la performance du systéme bouclé. On peut méme obtenir des performances qui ne peuvent
pas étre atteintes avec des commandes linéaires classiques. Le prix a payer est le suivant : la
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commande d’un controleur avec réinitialisation a des grandes amplitudes. On comprend alors
qu’il faille étudier I'effet des saturations en entrée du systéme pour voir si la performance est
vraiment améliorée. C’est ce que nous sommes en train d’étudier. Nous estimons la perfor-
mance (en terme de rejet de perturbation) ainsi que le bassin d’attraction d’un systéme soumis
a une saturation et controlé par un controleur a réinitialisation. Nous souhaitons également
voir l'effet d’une limitation en vitesse de I'entrée du systéme. Une question ouverte concerne
le cas d’un systéme avec une réinitialisation et une saturation en sortie. Cette derniére modifie
la condition de remise a zéro de 1’état du controleur.

Equation d’Euler-Bernoulli contrélée avec des commandes saturantes Dans le pro-
longement de ces travaux, et a l'interface des chapitres Bl et H, je souhaite étudier I’équation
d’Euler-Bernoulli avec des controéles limités en amplitude. A ma connaissance, ’estimation du
bassin d’attraction de tels systémes non-linéaires est un sujet encore peu exploré. Plus généra-
lement la prise en compte des limitations en amplitude et en vitesse dans le controle des EDP
linéaires est une question méritant d’étre étudiée a long terme.

Controle en dimension infinie

Prise en compte d’autres positions de I’actionneur et du capteur Dans le chapitre
A, nous avons calculé un ensemble des positions de I'actionneur et du capteur piézo-électriques
pour que notre retour de sortie donne une stabilité polynomiale ou exponentielle d'une struc-
ture flexible. L’étude a été faite pour le cas d’un actionneur et d’un capteur co-localisés et collés
a I’encastrement. Nous avons choisi cette configuration physique pour I'actionneur parce que
c’est celle qui est communément utilisée pour beaucoup d’applications de controle actif de vi-
brations [05]. 11 est en effet naturel de penser que la vitesse de convergence est plus grande pour
un actionneur localisé prés de ’encastrement plutdt que du coté libre de la structure flexible.
Il serait intéressant de reprendre notre étude pour toutes les positions de I’actionneur/capteur
(ayant une longueur fixe) et de vérifier qu’effectivement la vitesse de convergence est la plus
grande lorsque I'actionneur et le capteur sont du coté de ’encastrement. Il serait également
intéressant de voir le cas d'un actionneur et d’un capteur non-colocalisé.

Controle actif de vibrations d’un systéme fluide-structure En collaboration avec Lu-
cie Baudouin et Bogdan Robu, LAAS-CNRS, nous nous intéressons a la réduction active de
vibrations dans un systéme fluide-structure de type aile d’avion remplie de carburant. Nous
étudions plus particuliérement le controle de cellules piézo-électriques pour réduire les vibra-
tions de la structure flexible. Nous avons calculé un modéle EDP pour la structure flexible (de
type plaque) couplée a une autre EDP modélisant le mouvement du fluide. Nous envisageons
maintenant de calculer une commande H,, pour réduire les vibrations et rejeter les perturba-
tions extérieures (telles que 'accélération du bord encastré). Nous souhaitons illustrer notre
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approche et nos résultats sur des simulations numériques. Nous comptons aussi illustrer ces
résultats par des expérimentations sur un dispositif réel dont les premiers modes de vibrations
ont les mémes caractéristiques qu’une aile d’avion remplie de carburant. Ce dispositif expé-
rimental est présent a I'Institut Supérieur de I’Aéronautique et de I'Espace (ISAE), site de
I’ENSICA.

Controéle d’un miroir déformable dans un systéme d’optique adaptative Mes tra-
vaux sur les systémes d’optique adaptative ouvrent de nombreuses perspectives. La premiére
serait le calcul de la matrice d’'interaction dont les termes contiennent l'effet de chaque entrée
du miroir déformable sur chaque sortie de ’analyseur de front d’onde de Shack Hartmann.
Cette matrice d’interaction est mesurée expérimentalement réguliérement. Une piste naturelle
serait d’utiliser le modéle EDP que nous avons développé pour calculer cette matrice d’interac-
tion. Dans un contexte de commande robuste, comme celui qui a été considéré dans le chapitre
B, calculer 1a matrice d’interaction avec le modéle physique du miroir et de ’analyseur de front
d’onde permet de répartir et de quantifier les incertitudes dans la matrice d’interaction. Par
exemple la température modifie les propriétés physiques du miroir bimorphe et on pourrait
envisager de quantifier les variations de certains termes de la matrice d’interaction en fonction
de ce paramétre. De plus la synthése de la commande du miroir adaptatif peut tenir compte
de ces incertitudes.

Une autre piste de recherche serait de considérer les effets non-linéaires dans le systéme
d’optique adaptative. La premiére des non-linéarités qui peut étre active est la limitation
en amplitude des actionneurs piézo-électriques. Dans un second temps il faudrait étudier les
limitations en vitesse des actionneurs ainsi que I’effet mémoire des matériaux piezo-électriques
(qui pourrait étre modélisé par une hystérésis). Un autre travail de recherche important a
étudier est l'effet du retard dans la dynamique du systéme d’optique adaptative. Il existe
plusieurs sources de retard dans ce systéme. Par exemple ’analyseur de Shack Hartmann
intégre le front d’onde sur un certain intervalle de temps et donc fournit une information
sur le front d’onde avec un certain retard. Par ailleurs calculer la commande a appliquer sur
chaque actionneur peut introduire un retard qu’il faudrait également prendre en compte.

Controle frontiére de systémes hyperboliques Dans le prolongement de nos études sur
le controle frontiére de systémes hyperboliques, nous proposons de calculer des termes inté-
graux qui, combinés au terme proportionnel, permettent de stabiliser le systéme. Nous avons
vu l'intérét de tels termes sur des simulations numeériques ainsi que sur des expérimentations.
Nous proposons de prolonger les résultats théoriques sur les systémes hyperboliques linéaires
de [47] pour étudier les systémes hyperboliques quasi-linéaires. Une fois encore, une approche
utilisant les invariants de Riemann pourrait étre utile. En ce qui concerne les applications
des systémes hyperboliques, nous pouvons envisager d’utiliser nos résultats ou nos techniques
pour le trafic routier [62], ou pour le transport de gaz dans des pipelines [TT].
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A plus long terme, je souhaite aussi étudier les problémes de controle et de stabilisation
en utilisant la classe de solutions non-réguliéres. Nous pouvons en effet étudier les solutions
avec chocs qui se propagent le long des solutions. Les résultats de controlabilité et de stabilité
peuvent étre différents avec cette classe de solutions. Les applications concernent aussi les
systémes autoroutiers, et les réseaux de pipelines. Nous savons en effet qu’en périphérie des
villes, le flux de voitures peut présenter des discontinuités qui se propagent et qui peuvent
diminuer le flux moyen d’automobiles circulant.

Controle approché d’une EDP couplée & une EDO Un travail a débuté avec Emma-
nuelle Crépeau, université de Versailles—Saint-Quentin, sur le controle approché d’une équation
de la chaleur couplée & une équation aux dérivées ordinaires (EDO). Ce type d’équations cou-
plées peut modéliser de nombreux systémes physiques comme les pots catalytiques ou les gaz
nocifs sont captés dans des sites actifs le long du pot d’échappement et donc ne diffusent pas
autant que les gaz inoffensifs (ou moins toxiques). On peut aussi utiliser ce type de modéles
couplés pour I’épuration de boues dans des canalisations. Nous pouvons vérifier que ce type
de systéme n’est pas exactement controlable, il est donc intéressant d’étudier la controlabilité
approchée plus spécifiquement. Dans nous utilisons une paramétrisation de la solution
du systéme bouclé pour démontrer une propriété de controlabilité approchée. Ce résultat peut
permettre de faire du suivi de trajectoires. Toujours en collaboration avec Emmanuelle Cré-
peau, je souhaite étudier le cas d’une matrice de diffusion non-triviale (c’est-a-dire différente
de l'identité). La principale difficulté vient du fait que les calculs de paramétrisation de la
solution ne peuvent plus étre effectués explicitement. Il faut alors envisager des estimations
des solutions.
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