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Chapitre 1

Introduction

1 Capsules et encapsulation

L’encapsulation consiste a protéger une substance en l'entourant d’une en-
veloppe solide. Elle permet d’éviter sa dispersion dans le milieu ambiant ou sa
dégradation au contact de celui-ci. Elle sert également au controle du relargage de
la substance, la libération pouvant soit étre lente, soit instantanée, en fonction des
propriétés de 1’enveloppe.

L'unité de base du vivant, depuis les premiéres bactéries, est la cellule. Celle-ci
peut étre envisagée comme une capsule. Une membrane marque la limite entre le
milieu interne et le milieu externe et régule les échanges entre les deux, permettant
a la cellule de faire entrer ce dont elle a besoin et d’agir sur son environnement
extérieur en libérant des ions, des protéines, etc. Les transferts intra- et extra-
cellulaires d’acides nucléiques et de protéines sont eux-mémes souvent effectués a
l'aide de capsules, plus simples que les cellules : les vésicules. Les globules rouges
sont un exemple de capsules naturelles d’apparence tres simple (ne possédant pas
de matériel génétique, ils peuvent étre considérés comme des capsules passives)
mais permettant de remplir des fonctions trés complexes. En protégeant ’hémo-
globine et en maintenant sa concentration élevée en un lieu donné, ils favorisent
la fixation et la libération du dioxygene et du dioxyde de carbone. Les transferts
des gaz, fixés par '’hémoglobine, se font a travers la membrane de la cellule. Outre
sa capacités a assurer les échanges, la membrane a également des propriétés mé-
caniques qui permettent au globule rouge de résister aux écoulements, dans les
artéres comme dans la microcirculation, sans se rompre. Un globule rouge humain

atteint une durée de vie de 120 jours, durant laquelle il parcourt la circulation en-
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16 Chapitre 1 — Introduction

viron un million de fois sans étre excessivement endommagé.

Dans les dernieres décennies, I'encapsulation a petite échelle est devenu un
procédé omniprésent. Dans I'agro-alimentaire, par exemple, elle sert & protéger les
substances volatiles telles que les aromes. Dans l'industrie cosmétique, ainsi qu’en
pharmacologie, elle permet d’éviter la dégradation des substances actives par le
milieu ambiant. Dans ces domaines, les procédés de fabrication sont suffisamment
maitrisés pour pouvoir étre utilisés a grande échelle au quotidien. Il n’en est pas
encore toujours de méme dans le domaine biomédical, ot les applications sont
nombreuses mais la recherche encore tres active pour atteindre les niveaux de
fiabilité et de sécurité exigés pour faire pénétrer des capsules artificielles dans

l'organisme.

Parmi les applications biomédicales les plus prometteuses figure la vectorisa-
tion, qui consiste a protéger un médicament ou du matériel génétique, pour le
libérer localement, au niveau de la zone ciblée. La libération peut soit se faire
brutalement, par rupture, ou continiment, par diffusion, pour assurer une action
réguliére de la substance thérapeutique. Ce domaine de recherche est actuelle-
ment treés actif, et les techniques proposées sont nombreuses (Yih & Al-Fandi,
2006). Parmi les différentes méthodes d’encapsulation, on peut relever : les micro-
et nanospheres (cceur solide) et micro- et nanocapsules (cceur liquide) polymé-
riques (Johnston et al., 2006) ; les liposomes (Rivera, 2003) ; les microbulles de gaz
encapsulées dans un liposome (Liu et al., 2006). Les applications sont multiples.
Le traitement du cancer et la destruction de tumeurs cancéreuses est un domaine
d’application particulierement actif (Cho et al., 2008); la vectorisation est alors
intéressante, car elle vise a limiter les effets secondaires lourds d’une chimiothéra-
pie classique. L’encapsulation d’acides nucléiques pour la thérapie génique est un

autre domaine de la vectorisation exploré activement a I’heure actuelle.

D’autres applications biomédicales de 1’encapsulation concernent 1’encapsula-
tion cellulaire, qui vise a se substituer a un organe déficient, par exemple dans
l'attente d'une greffe (Kiihtreiber et al., 1999; Orive et al., 2004). L'idée est de pro-
téger des cellules étrangeres a 1'organisme. Des capsules a base d’alginate sont
des porteurs couramment utilisés. L'encapsulation doit étre optimisée pour que
la capsule laisse passer les nutriments nécessaires aux cellules et les molécules

synthétisées par celles-ci, tout en bloquant les immunoglobulines de 1’'hote, empé-
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chant ainsi la destruction des cellules par son systéme immunitaire.

L’encapsulation d’hémoglobine pour constituer du sang artificiel est également
un sujet de recherche actif depuis de nombreuses années (Chang, 1999). Les pro-
priétés mécaniques des capsules utilisées pour cela sont cruciales; des essais in
vivo ont montré que les globules artificiels utilisés pouvaient étre facilement en-
dommagés dans la circulation, et que cet endommagement était directement lié a
la forme et a la déformabilité des particules (Li et al., 2005).

Le sang artificiel est un exemple qui illustre I'importance du controle de la
rupture de la capsule, soit que 1'on cherche a 'empécher, soit que I’on souhaite la
provoquer dans des conditions précises. Des facteurs physico-chimiques tels que le
pH jouent évidemment un rdle important (Edwards-Lévy & Lévy, 1999). Mais les
sollicitations mécaniques sont également a prendre en compte. Ceci nécessite de
comprendre le comportement mécanique des objets utilisés pour I'encapsulation,
qui est souvent complexe. Des tests expérimentaux et des modeles numériques

sont ainsi nécessaires pour aider a la conception de ces objets.

2 Capsules, vésicules, cellules

Si les objets évoqués a la section précédente reposent sur des principes si-
milaires, leurs propriétés mécaniques sont souvent tres différentes. On s’intéres-
sera ici aux capsules a cceur liquide, constituées d'une paroi solide renfermant
un fluide. Dans toute la suite, le terme capsule désignera exclusivement ces objets.
On exclut ainsi de 1’étude les billes, couramment utilisées pour la vectorisation et
I'encapsulation cellulaire, qui sont entiérement solides ou gélifiées.

Le principal objet d’étude concernera les capsules artificielles a membrane po-
lymérique (Chang & Olbricht, 1993s; Edwards-Lévy & Lévy, 1999; Rehage et al.,
2002). La paroi d'une telle capsule est soumise aux lois de l'élasticité lagrangienne,
c’est-a-dire qu’elle possede une configuration de référence et que toute déforma-
tion par rapport a celle-ci a un cotit énergétique. Ce colit est quantifié par une
énergie de déformation, qui n’obéit pas forcément a la loi de Hooke car le mouve-
ment d'une capsule peut se faire dans le régime des grandes déformations. Comme
indiqué dans le tableau 2.1, la paroi de tels objets est généralement mince par

rapport au rayon de courbure. La mécanique de la paroi est alors dominée par
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la résistance aux déformations surfaciques : dilatation et cisaillement; pour des
membranes polymérisées, ces deux effets sont du méme ordre de grandeur. Du
fait de la faible épaisseur de la paroi, les efforts de flexion sont généralement
moins importants que les efforts plans, mais ils peuvent devenir dominants ponc-

tuellement si la courbure locale devient élevée du fait d’une déformation.

Les vésicules phospholipidiques sont des capsules particulieres. Leur paroi est
constituée d"une bi-couche lipidique (ou de plusieurs bi-couches dans le cas des
vésicules multilamellaires) ; au sein de celle-ci, les phospholipides sont totalement
libres de glisser les uns par rapport aux autres dans le plan de la bi-couche. La
paroi d'une vésicule a donc les caractéristiques d’une membrane fluide : elle ne
possede pas de forme de référence et a une résistance au cisaillement sensiblement
nulle. En revanche, les distances entre les phospholipides restent toujours a peu
pres constantes : ces membranes résistent trés fortement a I’laugmentation de sur-
face. Si la paroi n’a pas de forme de référence, elle a en revanche une courbure de
référence, ce qui se traduit par une résistance a la flexion. Cette derniére est parti-
culiérement importante pour déterminer la forme que prend au repos une vésicule
dont la rapport surface/volume est supérieur a celui de la spheére (Seifert, 1997).
D’un point de vue mécanique, un modele vésicule spécifique s’est ainsi développé.
Il décrit une paroi dont le comportement est piloté par la nécessité de conserver
sa surface constante, avec la prise en compte d’une rigidité de flexion ainsi que,
pour les petites vésicules, de la sensibilité aux fluctuations thermiques. Ce modele
a donné lieu a une abondante littérature, qui dépasse le cadre de cette these. Voir
par exemple Seifert (1999) et Vlahovska & Gracia (2007) pour une présentation du

modele vésicule et du formalisme associé.

Le cas du globule rouge est complexe, car il emprunte des caractéristiques aux
capsules polymériques et aux vésicules. Sa paroi se compose tout d’abord d'une
bi-couche lipidique, qui la rend tres résistante aux variations de surface; mais
cette bi-couche est reliée a un cytosquelette protéique (constitué de spectrine), le-
quel introduit une forme de référence et une résistance au cisaillement (Mohandas
& Evans, 1994). Comme indiqué dans le tableau 2.1, la résistance a la dilatation de
surface est tres supérieure a la résistance au cisaillement, et I'on pourra générale-
ment considérer que le globule rouge se déforme a surface constante. Toutefois,

son comportement est clairement différent de celui d’une vésicule. Fischer (2004)



3 — Capsules en écoulement : observations expérimentales 19

a ainsi montré que, aprés déformation de la cellule puis retour au repos, les points
matériels de la paroi retrouvaient la position qu’ils occupaient initialement sur
celle-ci. L'existence de cette forme de référence a des conséquences en écoulement :
les expériences d’Abkarian et al. (2007) ont mis en évidence un comportement en
écoulement, le régime de swinging, que 'on ne peut expliquer sans celle-ci. La
membrane du globule rouge présente par ailleurs des propriétés visco-élastiques

(Evans & Skalak, 1980).

Dans le cadre de ces travaux, on choisit de s’intéresser a des capsules dont
le comportement est piloté par 1'élasticité lagrangienne. Ceci exclut I'étude des
vésicules. De plus, on choisit d’étudier principalement les efforts élastiques dans

le plan de la membrane, que 1’on supposera dominants.

3 Capsules en écoulement : observations expérimentales

Dans la suite de ce travail, on s’intéressera au comportement mécanique propre
d’une capsule et non pas, par exemple, aux propriétés moyennées d'une suspen-
sion (viscosité apparente...). On étudiera une capsule a paroi mince, remplie d'un
fluide newtonien, soumise a un écoulement extérieur. On supposera de plus que le
fluide extérieur est aussi newtonien et que le nombre de Reynolds de I"écoulement
autour de la capsule est faible ; on a ainsi un écoulement de Stokes. Sous 'action de
cet écoulement, la capsule se déplace, se déforme, éventuellement jusqu’a rupture

de la paroi. Ce sont ces phénoménes mécaniques qui nous préoccuperont.

On présente maintenant les principales constatations expérimentales relatives
au comportement d’une capsule artificielle isolée en écoulement. On notera qu'il
existe une abondante littérature expérimentale relative au comportement méca-
nique du globule rouge. Toutefois, le globule rouge est une capsule tres particu-
liere, dont I'étude n’est pas I'objet de cette these, méme si des extrapolations a ce
cas pourront étre envisagées. On ne s’intéressera pas non plus aux cas d’interac-

tions entre capsules.

Deux types d’écoulement fréquemment utilisés pour 1’étude des capsules sont
ceux introduits par Taylor (1934) pour I’étude des gouttes en écoulement de Stokes :

I’écoulement hyperbolique plan et I’écoulement de cisaillement simple. Réalisées
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dans des systémes a quatre rouleaux ), les expériences en écoulement hyperbo-
lique plan (Akchiche, 1987; Barthés-Biesel, 1991; Chang & Olbricht, 19934) mettent
en évidence un allongement de la capsule dans la direction d’élongation jusqu’a
atteindre un état stationnaire. Dans cet état stationnaire, la paroi de la capsule
et le fluide interne sont immobiles ?; ceci implique que la viscosité du fluide
interne n’a pas d’influence sur 1’état stationnaire. Pour des écoulements suffisam-

ment forts, on arrive a provoquer la rupture de la capsule (Barthes-Biesel, 1991).

Des expériences de cisaillement simple ont été réalisées dans un écoulement
de Couette, avec des parois suffisamment éloignées de la capsule pour supposer
qu’elles n’agissent pas directement sur elle. Ces expériences (Chang & Olbricht,
1993b; Walter et al., 2000, 2001) montrent que la capsule s’allonge et s’incline par
rapport a la direction de 1’écoulement. Un état stationnaire peut étre atteint, pour
lequel la forme des capsule est fixe mais la membrane est en rotation autour de
cette forme, entrainée par la vorticité de I'écoulement (ce qui implique que la vis-
cosité du fluide interne a, dans ce cas, une influence sur l'état stationnaire); on
parle de mouvement de tank treading. En fait, toutes ces études expérimentales
notent, en régime établi, de faibles oscillations périodiques de la déformation et
de l'inclinaison de la capsule; ces phénomenes, qu'on appelle maintenant géné-
ralement swinging, s’expliquent par le fait que les capsules utilisées n’étaient pas
parfaitement sphériques®. Walter et al. (2001) notent aussi que la capsule pré-
sente des plis a faibles taux de cisaillement, tandis que Chang & Olbricht (1993b)
parviennent a provoquer la rupture pour des taux de cisaillement suffisamment
élevés.

Un troisiéme cas test rencontré dans diverses études (Risso et al., 2006; Le-

febvre et al., 2008) est I’écoulement de Poiseuille dans un canal dont la dimension

1. Plus récemment, Lee et al. (2007) ont développé un systéme microfluidique permettant de

générer un tel écoulement sans avoir recours aux rouleaux.
2. Notons que ceci est une des grandes différences entre le comportement d'une capsule et celui

d’une goutte. Cela tient a la différence entre une surface fluide, qui transmet les contraintes de

cisaillement, et une surface solide, qui peut les absorber.
3. On verra au chapitre 4 qu’il existe, pour les capsules non-sphériques, un régime totalement

différent de celui de tank treading / swinging, appelé tumbling. Toutefois, les études référencées ici
faisaient intervenir un fluide externe bien plus visqueux que le fluide interne ; on verra que ceci rend
nécessaire le travail a de tres faibles taux de cisaillement pour observer ce régime, ce qui explique

sans doute pourquoi ces études ne ’ont pas rencontré.
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radiale est proche de la taille de la capsule. Ce cas a aussi été considérablement
étudié pour les globules rouges, tant in vivo (microcirculation) qu’in vitro. Notons
aussi que l'étude de Lefebvre et al. comporte des travaux dans des canaux mi-
crofluidiques de section carrée. Dans le cas d"une capsule artificielle initialement
sphérique en canal cylindrique, on observe que la capsule migre vers le centre
du canal pour atteindre une configuration axisymétrique. Elle se déforme, en par-
ticulier a l'arriere, ot 'on note d’importants changements de courbure pouvant
aller jusqu’a l'inversion de celle-ci (forme de parachute). Un état stationnaire est
atteint, pour lequel la membrane et le fluide intérieur sont immobiles dans le ré-
férentiel de la capsule. Il ne semble pas y avoir de données expérimentales pour
des capsules artificielles non-sphériques en canaux. Toutefois, les observations sur
les globules rouges dans des capillaires montrent la possibilité de formes station-
naires non-axisymétriques (Skalak & Branemark, 1969).

Ces études mettent en valeur les phénomenes importants qu’il est intéressant
d’étudier avec un modele numérique : la présence de grandes déformations, pou-
vant aller jusqu’a la rupture; l'effet du rapport des viscosités des fluides; et 1’en-
richissement des phénomenes physiques observés, avec 'apparition de plusieurs

régimes, quand les capsules n’ont pas une forme de référence sphérique.

4 Capsules en écoulement : simulations numériques

4.1 Premiers travaux

Les premiers travaux théoriques sur la mécanique de capsules en écoulement
sont dus a Barthes-Biesel (1980) qui pose les hypotheses physiques du probléme :
écoulement de Stokes, prédominance des phénomeénes d’élasticité plane par rap-
port a la flexion, grandes déformations de la membrane. Elle choisit trois para-
metres principaux pour l'étude : le rapport des viscosités entre les fluides, un
nombre capillaire comparant élasticité de la membrane et forces visqueuses @, et

la loi de comportement de la membrane. Cet article fournit de premiers résul-

4. L'expression « nombre capillaire », quelque peu contre-intuitive, vient du fait que ’étude de la
mécanique des capsules en écoulement de Stokes s’est beaucoup inspirée de celle des gouttes, pour
lesquelles avait été introduit un nombre capillaire comparant forces visqueuses et tension de surface.

On ne prend évidemment pas en compte de forces capillaires dans la mécanique des capsules.
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tats pour une capsule initialement sphérique suspendue dans un écoulement de
cisaillement simple. Ces résultats sont obtenus analytiquement pour des faibles
valeurs du nombre capillaire (et donc de faibles perturbations par rapport a la
forme initiale) et sont limités au régime stationnaire. L'influence des études exis-
tantes sur les gouttes en écoulement de Stokes est perceptible dans le choix des
quantités étudiées : déformation dans le plan de cisaillement, quantifiée a l'aide
du parametre de Taylor, angle d’inclinaison du profil déformé..., tandis qu’au-
cun résultat quantitatif n’est mis en valeur pour la partie solide (tensions dans la
membrane, par exemple).

Peu apres, Barthes-Biesel & Rallison (1981) améliorent cette étude, en clarifiant
considérablement la présentation du probleme solide et en donnant une formule
générale pour la déformation d"une capsule initialement sphérique en suspension
dans n'importe quel type d’écoulement de Stokes. La méthode développée dans

cet article permet aussi d’étudier les phénomenes transitoires.

4.2 Modeles axisymétriques

Des que l'on essaie d’étudier de plus grandes déformations, le probleme de-
vient non-linéaire et il est alors impossible de le traiter analytiquement. La pre-
miere étude numérique est due a Li ef al. (1988) pour le cas d'un écoulement élon-
gationnel axisymétrique infini. Le probléme est préintégré analytiquement dans la
direction orthoradiale : il ne reste donc qu'un demi-contour de la capsule a discré-
tiser. Ceci est fait a l'aide de 48 points de collocation, les dérivées étant calculées
par différences finies. La méthode est raisonnablement précise et stable, méme si
du lissage est nécessaire. Ce méme probléme est ensuite étudié et appliqué au glo-
bule rouge par Pozrikidis (1990), en utilisant une méthode similaire. Par la suite,
Diaz et al. (2000) ont montré que la description du contour de la capsule avec des
éléments de frontiere, reposant sur des fonctions B-splines et permettant de cal-
culer plus précisément les dérivées spatiales, améliorait fortement la fiabilité et la
précision de la méthode par rapport a l'utilisation de différences finies.

Les modeles axisymétriques ne sont adaptés qu’a un nombre limité de pro-
blémes, mais ils restent utiles pour le cas de I’écoulement d’une capsule dans un
canal cylindrique. Des études récentes ont ainsi montré qu'un tel modele permet

une tres bonne corrélation avec I'expérience (Lefebvre & Barthes-Biesel, 2007) et



24 Chapitre 1 — Introduction

peut étre utilisé pour mesurer les propriétés mécaniques d’une microcapsule par
analyse inverse (Lefebvre et al., 2008).

Les modéles axisymétriques reposent sur ’hypothese de 'invariance selon la
direction orthoradiale. On montre toutefois que, pour divers choix de parametres,
la capsule est en compression dans cette direction. On peut s’attendre a ce que
la membrane flambe et que des plis apparaissent (ceux-ci sont observés expéri-
mentalement par Lefebvre et al., 2008). Les résultats des modeles doivent donc
étre questionnés. Comme des modeles tridimensionnels en écoulement confiné
commencent a étre développés (Doddi & Bagchi, 2008b), il pourra étre intéressant

d’éprouver la validité des modéles axisymétriques en présence de compression.

4.3 Modeles 2D

La déformation de capsules a aussi été étudiée avec des modeles purement
2D, réduisant la capsule a une ligne élastique en mouvement dans un plan. La
conservation du volume interne est remplacée par celle de la surface interne et
I'incompressibilité surfacique de la paroi est, le cas échéant, remplacée par la
conservation de la longueur du contour. De tels modeles permettent de traiter
des problemes non-axisymétriques tout en conservant une charge de calcul mo-
dérée; récemment, ils ont par exemple été utilisés pour modéliser la migration
latérale de vésicules (Coupier et al., 2008) et de globules rouges (Secomb et al.,
2007) en écoulement confiné. De tels modeles tres simplifiés ne peuvent évidem-
ment pas donner de résultats quantitativement exacts. Une capsule étant un objet
fondamentalement tridimensionnel, de taille similaire dans les trois directions, il
est permis de se demander si de tels modeles sont méme pertinents qualitative-

ment et sils ne risquent pas de manquer certains phénomeénes cruciaux.

44 Modeles 3D

La premiere modélisation en 3D du comportement d’une capsule dans un
écoulement infini est due a Pozrikidis (1995). S'inscrivant dans une tradition pas-
sant par l'article de Barthes-Biesel (1980) et remontant jusqu’aux travaux expéri-
mentaux de Taylor (1934) sur les gouttes, Pozrikidis choisit de s’intéresser au cas
d’une capsule dans un écoulement de cisaillement simple ; ce probléme est devenu

depuis le cas test par excellence pour tous les travaux numériques sur les capsules.
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A la suite de cette premiére étude, des stratégies numériques diverses ont été mises
en place pour modéliser le comportement d’une capsule en écoulement.

I faut noter un point commun : toutes ces méthodes emploient la structure
générale introduite par Li et al. (1988) dans le cas axisymétrique et résumée a la
figure 4.1. A chaque itération, pour une déformation donnée de la capsule, le pro-
bleme solide est d’abord résolu, afin d’obtenir le chargement élastique exercé par
la membrane sur les fluides. Celui-ci connu, le probleme fluide peut étre résolu,
pour obtenir le champ de vitesse, en particulier au niveau de la membrane. Il
est ensuite intégré de maniére explicite (souvent par une simple méthode d’Eu-
ler) pour obtenir le déplacement correspondant et la nouvelle déformation de la

capsule.

Chargement élastique

Probleme
solide

Probléme
fluide

Position
initiale

Intégration

temporelle

Vitesse Déplacement

Figure 4.1 — Structure générale des schémas numériques utilisés pour simuler la

mécanique de capsules.

La ou les diverses méthodes numériques different, c’est dans la discrétisation
et la résolution des problemes fluide et solide, et dans la maniére de transférer les
informations de 1I'un a l’autre. Les caractéristiques des principaux travaux récents
sont synthétisées dans le tableau 4.1.

On notera que cette stratégie est différente de celles généralement utilisées en
interaction fluide—structure. Le Tallec & Mouro (2001), par exemple, proposent une
stratégie dans laquelle ce sont les efforts qui sont imposés au solide, et non dé-
placements qui sont alors I'inconnue du probleme solide. De plus, les dérivées en
temps doivent étre traitées de maniére plus complexe, du fait de la prise d’inertie

dans le systeme.
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Résolution du probleme fluide

Au cours du mouvement de la capsule, la paroi subit des grands déplace-
ments, comme les deux domaines fluides. Ceci introduit des complications : par
exemple, mailler les domaines fluides (intérieur et extérieur) indépendamment né-
cessite alors de remailler fréquemment. Diverses méthodes ont été mises en place
pour éviter ce remaillage régulier. La méthode des intégrales de frontiere, déve-
loppée par Ladyzhenskaya (1969) permet, dans le cas d"un écoulement de Stokes,
de ne discrétiser que les frontiéres et non les domaines fluides. La vitesse de la
membrane est exprimée en fonction d’une intégrale sur les seules interfaces du
probleme (membranes des capsules et éventuelles parois extérieures). Toutes les
études ayant utilisé cette méthode ont de plus choisi, pour des raisons évidentes,
d’utiliser le méme maillage pour résoudre le probléme solide et pour calculer l'in-
tégrale sur la paroi de la capsule.

Une autre méthode utilisée pour ne pas avoir a mailler les fluides est la mé-
thode spectrale utilisée par Kessler et al. (2008). Les domaines fluides sont projetés
dans une base de fonctions spectrales, dont les fonctions de base ont la propriété
de vérifier les équations de Stokes (modes de Lamb). En écrivant les conditions
aux limites cinématiques et dynamiques aux points de collocation de la paroi, on
a suffisamment d’équations pour déterminer les coefficients dans cette base de
fonctions et ainsi résoudre le probléme fluide.

L’autre classe de méthodes utilisées pour éviter d’avoir a remailler les fluides
consiste a discrétiser ceux-ci a 'aide d’un maillage commun. Ainsi, dans la mé-
thode des frontieres immergées (proposée par Peskin ; voir Peskin, 2002 pour une
présentation de la méthode), les deux domaines fluides sont discrétisés a 1’aide
de la méme grille eulérienne fixe, tandis que l'interface utilise un maillage 2D
déformable séparé. Les vitesses et les efforts sont passés entre le solide et les
fluides a l’aide de fonctions de Dirac approchées. L'interface est donc moins pré-
cise avec cette méthode qu’avec les intégrales de frontiere ; toutefois, les frontieres
immergées permettent de s’affranchir de '’hypothese « écoulement de Stokes » et
de travailler a des nombres de Reynolds plus grands, ou avec des fluides non-
newtoniens. Dans ses travaux, Peskin résout le probleme fluide et la mécanique
de l'interface par des méthodes locales avec des différences finies, mais, pour les

capsules, d’autres techniques ont pu étre utilisées. Par exemple, Sui et al. (2008)
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utilisent une méthode de type lattice Boltzmann pour traiter les fluides.

Résolution du probleme solide

La résolution du probleme solide peut étre faite par diverses méthodes. Il a été
constaté avec les modeles axisymétriques qu’une simple résolution des équations
locales a l'aide de différences finies manquait de précision et de stabilité. L'utili-
sation d’interpolations ou de projections sur des bases de fonctions d’ordre élevé
permet de calculer analytiquement les dérivées spatiales et d’obtenir de bons ré-
sultats par résolution des équations locales. Ainsi, Lac et al. (2004) utilisent des
B-splines bicubiques, tandis que Dodson & Dimitrakopoulos (2008) font appel a
des éléments spectraux. De telles méthodes locales nécessitent la continuité des
dérivées spatiales de la position en tout point de la membrane © et peuvent donc
se révéler délicates a implémenter.

Pozrikidis (1995) a proposé une méthode utilisant une discrétisation plus simple
de la membrane, autorisant des dérivées discontinues entre les éléments. Cette mé-
thode consiste a supposer que le chargement élastique appliqué par la paroi sur
les fluides est constant par élément; on montre alors que 1'on peut se ramener a
une intégrale sur les contours des éléments. Toutefois, cette méthode fait interve-
nir diverses moyennes et approximations, et ne saurait donc donner des résultats
d’une grande précision. De plus, le chargement obtenu est discontinu au passage
d’un élément a l'autre. Pozrikidis (1995) et Ramanujan & Pozrikidis (1998) uti-
lisent le chargement calculé par cette méthode dans une intégrale de frontiere;
les discontinuités étant intégrées, elles ne posent pas de probleme. En revanche,
Li & Sarkar (2008), qui utilisent la méme méthode de calcul du chargement, se
servent de ce dernier dans une résolution locale du probléeme fluide; on peut alors
s’interroger sur l'influence des discontinuités du chargement, méme si elles sont
en partie lissées par les fonctions de Dirac approchées des frontieres immergées.

A coté des méthodes cherchant a résoudre localement les équations du mouve-
ment de la paroi, une autre classe de méthodes utilisées pour traiter le probleme
solide repose sur sa formulation en un probléme variationnel. L'équation locale est
multipliée par une fonction test, un déplacement virtuel, et intégrée sur 'ensemble

du domaine solide pour obtenir le principe des travaux virtuels. La formulation

5. On reviendra en détail sur ce point a la fin du chapitre 3.
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variationnelle du probleme solide est a la base de la technique de résolution par
éléments finis proposée par Eggleton & Popel (1998) et reprise a 'identique par
Doddi & Bagchi (2008b). Cette méthode, inspirée des travaux de Charrier et al.
(1989), présente quelques limites. Ainsi, toute la formulation repose explicitement
sur le fait que les éléments utilisés emploient une interpolation linéaire ; s’il était
nécessaire de changer de type d’interpolation, par exemple pour augmenter la pré-
cision ou pour enrichir la physique du modéle, toute la méthode serait a revoir.
Par ailleurs, le probleme étudié par Charrier et al. est différent du cas d"une cap-
sule : ces auteurs imposent un chargement, qui est uniquement normal (pression),
et cherchent le déplacement correspondant; dans le cas d"une capsule, on impose
le déplacement et on cherche le chargement, qui a une composante normale et une
composante tangentielle (du fait des frottements visqueux). Ni Eggleton & Popel
ni Doddi & Bagchi ne fournissent la moindre explication quant a la maniere dont
ils adaptent la méthode de Charrier ef al. a leur cas.

Enfin, la méthode utilisée par Kessler et al. (2008) différe significativement des
autres méthodes existantes, vu qu’elle repose sur la projection du domaine solide
sur une base de fonctions spectrales ©. Le probléme solide est résolu a ’aide du
principe des travaux virtuels, en utilisant des fonctions tests bien choisies, chacune
permettant d’obtenir une équation portant sur une seule des fonctions de base, ce
qui autorise une résolution simple du probléme. La méthode semble efficace, mais
n’a pour l'instant été utilisée que dans des domaines de petites déformations; elle

demande a étre validée pour de plus grandes déformations.

4.5 Au dela du modeéle de membrane

A I'exception de Kessler et al. (2008), tous les travaux présentés dans le tableau
4.1 traitent la paroi de la capsule comme une surface élastique sans rigidité de
flexion. On peut cependant se demander si ces hypotheses ne peuvent pas étre
remises en question et si d’autres comportements ne devraient pas étre ajoutés au
modele de la paroi. Par exemple, Secomb et al. (2007) et Barber et al. (2008) mo-

délisent des globules rouges en traitant la paroi comme une surface viscoélastique.

6. On parle bien ici d’une projection, et non d’une interpolation comme dans la méthode de
Dodson & Dimitrakopoulos (2008). Les positions et les dérivées sont continues d'un élément a

l'autre.
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Diaz et al. (2001) ont aussi étudié le cas d'une capsule & membrane viscoélastique
en écoulement élongationnel. Toutefois, il s’agit de modéles de capsules 2D ou
axisymétriques; il ne semble pas exister a 'heure actuelle de modeles de capsules

3D incorporant de la viscoélasticité.

L’argument de Barthes-Biesel (1980) selon lequel I'hypothese d'une paroi mince
justifie de négliger la rigidité de flexion de celle-ci (par rapport aux efforts de
cisaillement / dilatation surfaciques) n’est valable que tant que la membrane est en
traction. Si, en revanche, la membrane subit de la compression plane dans une
direction, elle va avoir tendance a plisser ou a flamber, et ce phénomene est piloté
par sa rigidité de flexion (Finken & Seifert, 2006). L'existence de tels phénomenes
pour une capsule en écoulement a été montré expérimentalement par Walter et al.
(2001) et étudié numériquement par Lac et al. (2004). Ainsi, il conviendrait de
modéliser la paroi d’une capsule non avec un modéle de membrane (sans rigidité
de flexion) mais avec un modele de cogue. Toutefois, mettre en place un modele
de coque fiable, en grandes déformations avec des lois de comportement non-

linéaires, est une tache complexe.

Pozrikidis (2001) a tenté d’étendre la méthode de Ramanujan & Pozrikidis
(1998) pour y incorporer une rigidité de flexion, suivant un simple modele li-
néaire. Les moments de flexion sont calculés a partir de la courbure des éléments.
Cependant, avec la discrétisation adoptée, les dérivées (et donc les normales) sont
discontinues d’un élément un l'autre, et ces contributions ne sont pas prises en
compte dans le calcul des effets de flexion. Pourtant, 'angle formé entre deux
éléments est relié a ces effets. Dans cet article, Pozrikidis utilise des éléments qua-
dratiques courbes mais, s’il avait utilisé des éléments linéaires plans, sa méthode
aurait calculé des effets de flexion identiquement nuls sur toute la capsule, quelle

que soit la déformation de celle-ci — ce qui est un non-sens.

Venus de la communauté des vésicules, ot1 la rigidité de flexion joue un role im-
portant, Kessler et al. (2008) ont pris en compte ce phénomene dans leur étude des
capsules ellipsoidales. Ils adoptent un modele simple, proposé par Helfrich (1973)
pour les bi-couches lipidiques, introduisant une énergie de flexion variant avec
le carré de la courbure moyenne locale. Toutefois, toute leur étude est conduite
dans un domaine de déformation modérée, et ils ne font aucune étude quant a

I'influence de cette rigidité de flexion sur leurs résultats. On voit ainsi qu’il est
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nécessaire, pour 1'étude des capsules en écoulement, de dépasser le modele de
membrane, mais qu’une étude compléte avec un modéle de coque reste a conduire.

En conclusion, il existe désormais un large choix de méthodes numériques uti-
lisables pour modéliser le comportement de capsules en écoulement. Toutefois,
celles-ci ne sont pas égales en précision et en fiabilité. Un autre point tres im-
portant a prendre en compte dans le choix d’'une méthode est sa capacité a étre

étendue a une physique plus riche qu'un modéle de membrane élastique.

5 Objectifs et plan de I’étude

Le code numérique utilisé au sein de 1’'équipe au début de ces travaux de thése
était essentiellement celui présenté par Lac (2003) (et amélioré par Lac et al., 2007),
utilisant des intégrales de frontiéres et une discrétisation de la paroi par des B-
splines bicubiques. Ce code a 'avantage de modéliser avec précision les grandes
déformations, mais il présente I'inconvénient de devenir extrémement instable en
présence de compression plane, car les fonctions splines se mettent a osciller et la
distance entre les nceuds a tendre vers 0. Ceci n’est problématique en cisaillement
simple que pour certaines gammes de parametres, mais devient rédhibitoire en
écoulement parabolique (infini ou confiné), le code échouant systématiquement
a rester stable lors de l'inversion de courbure a l'arriére de la capsule. Des pro-
blemes de stabilité se posent aussi pour des capsules initialement non-sphériques.
On pourrait souhaiter ajouter une rigidité de flexion a ce modele. Toutefois, les
équations locales d’équilibre de la paroi, méme pour un simple modele linéaire
de flexion, font intervenir les dérivées secondes des courbures, c’est-a-dire les
dérivées quatriemes de la position. Il n’est pas possible de décrire de maniere
raisonnable de telles dérivées avec des splines cubiques.

Il a donc été nécessaire de modifier tres profondément le code numérique et
de changer completement la discrétisation et le traitement du probléme solide,
en choisissant une nouvelle méthode qui puisse ensuite étre étendue a la prise
en compte d'une rigidité de flexion, d’effets viscoélastiques, etc. Le choix s’est
porté sur la méthode des éléments finis, qui est treés fréquemment utilisée pour
modéliser les coques (voir par exemple Batoz & Dhatt, 1992; Chapelle & Bathe,

2003). Toutefois, le cas a traiter est particulier : il est nécessaire de travailler a
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I'inverse des méthodes habituelles (déplacement imposé et non déplacement in-
connu), et de travailler en grandes déformations avec plusieurs lois de compor-
tement. Ceci rend malaisé le recours a des codes commerciaux ou classiques. On
a donc choisi de développer une nouvelle méthode de résolution du probleme
solide, tout d’abord en 1’absence de rigidité de flexion, mais en gardant 1'ajout ul-
térieur de celle-ci a l'esprit. Pour le probleme fluide, on conserve la méthode des
intégrales de frontiere, qui doit toutefois étre adaptée a la nouvelle discrétisation
de la paroi. Cette étude constitue la premiere tentative de couplage de ces deux
méthodes pour 1'étude d'une capsule.

Les grands objectifs de cette these sont donc :

— de développer une nouvelle stratégie numérique couplant éléments finis de
membrane et intégrales de frontieres, et de le valider;

— d’exploiter ce code pour traiter le cas de capsules non-sphériques, inacces-
sible & la méthode numérique de Lac et al. (2004) et présentant actuellement
un grand intérét;

— d’envisager 1'extension de ce code pour enrichir la physique du probleme.

Au chapitre 2, on présentera les hypotheses et équations du probleme, en cher-

chant a les formuler sous une forme adaptée au travail numérique : les intégrales
de frontieres pour le probleme fluide, le principe des travaux virtuels en coordon-
nées curvilignes pour le probleme solide. La méthode numérique sera détaillée
au chapitre 3. Par comparaison avec la littérature, on montrera qu’elle fournit
d’excellents résultats. Au chapitre 4, la nouvelle méthode numérique sera utilisée
pour étudier le comportement de capsules initialement non-sphériques (de forme
ellipsoidale). Ce sujet tres riche n’a été que peu étudié jusqu’alors, et ce travail
constituera, pour de telles capsules, la premiere étude détaillée de l'influence des
propriétés mécaniques de la membrane. Enfin, la méthode a vocation a étre éten-
due a des problemes plus complexes, tant du point de vue fluide que solide. Le
chapitre 5 sera largement consacré a ces extensions. Des résultats, préliminaires
mais treés encourageants, seront présentés pour deux problémes : I’étude de la dé-
formation d’une capsule en mouvement dans un canal de diametre hydraulique
proche de sa taille, et I'ajout d"une rigidité de flexion a la paroi de la capsule. La

possibilité d’études ultérieures, a plus long terme, sera aussi discutée.



Chapitre 2

Capsule en écoulement de Stokes

Dans ce chapitre, on présente le modéle mécanique utilisé pour décrire une
capsule en écoulement, en insistant tout d’abord sur les hypotheses physiques qui
vont sous-tendre tout le travail. Le comportement d"une capsule en écoulement
repose sur un couplage fluide-structure entre, d’une part, les écoulements interne
et externe et, d’autre part, la paroi de la capsule. On se propose ici de donner
les équations régissant chacun de ces domaines, en les mettant sous une forme
qui sera utile pour traiter le probléme numériquement : les équations de Stokes
formulées comme des intégrales de frontiere pour les fluides (§2); un modéele de
membrane hyperélastique écrit sous forme variationnelle pour la paroi (§3). Enfin,
on présentera quelques lois de comportement utilisées fréquemment pour décrire

la paroi de capsules (§4).

1 Présentation du probleme

Comme représenté figure 1.1, on considere une capsule, contenant un fluide
newtonien de viscosité y;,; et de masse volumique p;,;, suspendue dans un autre
fluide newtonien de viscosité u et de masse volumique p. On considerera par
la suite que p;,;y = p, de sorte que les effets gravitationnels seront négligés. On

néglige par ailleurs toutes les autres forces de volume. On introduit

Wint
A= —, (1.1)
M

le rapport des viscosités. On caractérise 1’écoulement du fluide externe par un
taux de cisaillement caractéristique 7. On utilisera 7~! comme échelle de temps
caractéristique du probleme. On se place dans un référentiel lié au fluide, muni

du repere cartésien (O, e1, €2, €3).

33
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IS}

Figure 1.1 — Capsule en écoulement de Stokes.

La capsule, de volume V constant, est caractérisée par le rayon de la sphere

équivalente :
ay = —_— (1 .2)

par l'épaisseur initiale ¢y de sa membrane et par la masse volumique p,,, de celle-
ci. On prend ay comme échelle de longueur caractéristique du probleme.
En utilisant cette échelle de longueur, le nombre de Reynolds de I'écoulement

autour de la capsule s’écrit :

2 A2
Re = %; (1.3)

il compare effets inertiels et visqueux dans les fluides. On suppose que ay est
suffisamment faible pour que Re < 1 : les écoulements interne et externe sont des
écoulements de Stokes, dans lesquels forces visqueuses et de pression s’équilibrent
en l'absence d’inertie. Les champs de vitesse interne et externe v;,; et vy et les

champs de contraintes ¢;,; et 0,y Vérifient les équations de Stokes :

y " Oint = 0/ y 'gz'nt = Q/ (14)
V0t =0, AY “Text = 0. (1.5)

Pour ce qui est de la paroi de la capsule, on supposera que ¢y < ay, de
telle sorte que 1’on sera amené a traiter la membrane comme une surface élastique.
On caractérisera les propriétés mécaniques de celle-ci par un module de cisaille-
ment surfacique G, et un module de dilatation surfacique K;, et 'on négligera
la résistance a la flexion devant la résistance a la déformation dans le plan de la

membrane. On utilisera ayGs comme échelle caractéristique de force.



1 - Présentation du probleme 35

La valeur de Re montre que l'on peut négliger les effets inertiels dans les
fluides. Une rapide analyse dimensionnelle permet de vérifier qu’il en est de méme
dans la membrane de la capsule. En effet, si 'on compare la dérivée de la quantité
de mouvement dans la membrane aux forces visqueuses dans le fluide extérieur,
on trouve :

inertie membrane oy ﬂoa%/"yzav
i T R
forces visqueuses ay,uyay,

(1.6)
~ @@Re.
p av

On a déja supposé que ¥y/ay et Re étaient petits devant 1. De plus, on s’inté-
resse dans ces travaux a des capsules dont la membrane est constituée d’un ma-
tériau organique et qui sont suspendues dans une solution aqueuse, de sorte que

Pmp/p ~ 1. Ainsi

Pmb 90 po < 1 (1.7)
p av
Le mouvement de la membrane est piloté par un équilibre entre efforts internes
dus a la déformation et efforts externes dus aux fluides.
On traite la paroi de la capsule comme une surface élastique S, identifiée a sa
surface moyenne. Les efforts internes seront donc représentés par les tensions de

Cauchy TV et les efforts externes par une force surfacique g. L'équation d’équilibre

de la membrane s’écrit ainsi :

YS‘

[

+g9=0, (1.8)

ou V- est 'opérateur divergence surfacique le long de la surface S.

La mécanique d'une capsule en écoulement est un probléme d’interaction
fluide-structure. Du fait de 1’absence d’inertie tant dans le fluide que dans le so-
lide, les effets de couplage sont tres importants. Le couplage se décompose en
deux effets. Du point de vue cinématique, on a la condition de non-glissement a la
paroi. Ainsi, la vitesse des points de la membrane est égale a celle des fluides au
contact. Pour ce qui est du couplage dynamique, on considére que la force surfa-
cique g exercée par les fluides sur la paroi est égale au saut de vecteur contrainte

entre les fluides :

g = (Gext — Gint) - 11, (1.9)

1. Les tensions de Cauchy sont I’analogue bidimensionnel des contraintes de Cauchy ; cf. §3.1.



36 Chapitre 2 - Capsule en écoulement de Stokes

ou 1 est la normale a S pointant vers 1’extérieur.
Enfin, pour caractériser 'interaction, on introduit le nombre capillaire qui com-
pare les efforts visqueux dans les fluides et la résistance élastique de la membrane :

_ Wyav
Ca="rt (1.10)

2 Formulation intégrale des équations de Stokes

On commence par examiner le probleme fluide et la résolution des équations
de Stokes qui le pilotent. Considérer un écoulement de Stokes revient a consi-
dérer le mouvement d’un fluide newtonien en 1’absence d’inertie. Cela signifie
que l'histoire du fluide est sans importance et que, en I'absence de singularités
(force ponctuelle...), I’écoulement a chaque instant est fotalement déterminé par les
conditions aux limites s’exercant a la frontiere du domaine fluide considéré. Cette
idée simple est a la base de la méthode des intégrales de frontiére, introduite par
Ladyzhenskaya (1969).

On rappelle quelques propriétés fondamentales des écoulements de Stokes,
et on formule le probleme fluide intervenant dans la mécanique d’une capsule
a l'aide d’intégrales de frontiére. Ces résultats sont désormais classiques, et on

renvoie a I'ouvrage de C. Pozrikidis (1992) pour plus de détails.

2.1 FEquations de Stokes, Stokeslet

Un fluide newtonien, de viscosité y, en écoulement a trés petit nombre de
Reynolds (Re < 1) en 'absence de force volumique extérieure est gouverné par

les équations de Stokes. Celles-ci s’écrivent en 1’absence de singularités :

IS
I
1o

ou v est le champ de vitesse (eulérienne) de l'écoulement, et ¢ le champ de
contraintes.

On remarque immédiatement une propriété tres intéressante des ces équa-
tions : elles sont linéaires. Notons aussi la disparition du temps, qui rend les équa-
tions réversibles : par exemple, pour un écoulement dans un canal, inverser le

signe du débit revient a revenir en arriere dans le temps.



2 — Formulation intégrale des équations de Stokes 37

Une solution particuliere des équations de Stokes sera utile par la suite : le Sto-
keslet. Considérons une force ponctuelle F, dans un écoulement infini immobile a

I'infini @, telle que

FE(y) =Fdé(x—y), (2.2)

ou ¢ désigne la fonction de Dirac. L'équation du mouvement dans le fluide est
ainsi :
V-a(y) =Féx—y). (2.3)

On montre alors que I'écoulement en un point y vaut :

o(y) = o—J(xy) - E, (2.4)

o(y) =K(xy) - E, (2.5)

1. 1
J(xy) =1+ 5rar, (2.6)
31

2.2 Principe de la formulation intégrale

Considérons maintenant un domaine fluide (), délimité par une frontiere d(),
avec 1 la normale a 9Q) pointant vers l'intérieur de Q) (fig. 2.1).

On montre alors que, en 'absence de forces volumiques, la vitesse en tout
point peut s’exprimer uniquement en fonction d’intégrales sur la frontiere 9Q). Si

x € ), on a (Pozrikidis, 1992, p. 27) :

1

v(x) = "8 /BQ i(g,y) -a(y) - n(y) dSy + /aQQ(y) .g(gc,y) -n(y) dSy.  (2.8)

2. Ceci correspond au cas d'une spheére en translation sous 'action de la force F équilibrée par

la trainée de Stokes, dans un fluide immobile, si I’'on cherche I'écoulement « loin de la sphere ».
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o0y

Figure 2.1 — Le domaine fluide () considéré. Ici, 002 = 9021 U 92 U 0Q)3.

Le passage a la limite pour x € d() est délicat, car le noyau K présente une
singularité quand y — x, ce qui se produit si x est sur la frontiere. On montre que

l'ona:
(2.9)

ou VP indique que l'intégrale est calculée au sens de la valeur principale de Cau-
chy®. Le tenseur Cx dépend de la régularité de la surface 9Q); si la normale est

continue au point x, alors on a :
Ci(x) = 71. (2.10)

En pratique, les discontinuités de la normale seront essentiellement liées a la pré-
sence de coins de parois (canal de section carrée, par exemple); mais la vitesse

sera alors nulle, ce qui dispensera du calcul de Cg.

2.3 Application au cas d’une capsule

On cherche maintenant a appliquer 1'équation intégrale (2.9) au cas d’une cap-
sule. Comme sur la figure 2.2, on note S la paroi de celle-ci (identifiée ici a sa
surface moyenne) et n la normale pointant vers 'extérieur. Les volumes occupés

par les fluides interne et externe sont notés (;,; et (2,y¢, le second étant délimité

3. La valeur principale permet d’associer une valeur a certaines intégrales impropres, en dtant
du domaine d’intégration un voisinage symétrique autour de la singularité et en faisant tendre la
taille de ce voisinage vers 0. On verra que, pour les problemes qui nous occupent ici, on n’aura
pas besoin de calculer explicitement de valeurs principales, et I’'on admettra donc les résultats les

concernant sans entrer plus dans la théorie.
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par une surface S,y (pas nécessairement matérielle) dont la normale pointe vers

l'intérieur.

Figure 2.2 — Capsule en écoulement.

Soit un point x € S. On considere que la surface restera toujours suffisamment
réguliere pour avoir Cx(x) = %;1 On écrit I'équation (2.9) en considérant tout

d’abord () = Qj;4, puis (2 = Q,x+. En combinant ces deux équations, il vient :

1+ A 1
vxes, 5ol =— g [y -l nyds,
VP
+ _A)/ o(y) - K(x,y) - n(y) dS,
L i - i (2.11)
B % /Sm:(zc,y) - Cext (y) - 1(y) dsy
+ / o(y) - K(x,y) -n(y) dSy,
ol [g] -n = (Gext — Cint) - 11 est le saut de traction au niveau de la paroi de la

capsule.

2.4 Capsule dans un écoulement infini

On s’intéresse ici au cas d'une capsule plongée dans un écoulement infini,
c’est-a-dire en I'absence de parois extérieures®. On note v""? le champ de vitesse
régnant dans 1'écoulement en 'absence de capsule et ¢"? le champ de contraintes

correspondant.

4. Expérimentalement, on aura évidemment des parois, qui contribueront a générer I'écoule-

ment, mais suffisamment loin pour ne pas avoir d’interaction directe avec la capsule.
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On considére St = Se, une surface située suffisamment loin de la capsule

pour retrouver sur S, I'écoulement non-perturbé. L’équation (2.11) prend alors la

forme :
Vx €S, 1?9@) =-— %/Sj@y) lg] - n(y) dSy
Fa-2) [ o) Ky i) ds
s T =R TR (2.12)

Pour simplifier cette équation, considérons un espace (), borné par S, en

I'absence de capsule. On a alors :

Vxe Y, v"(x)=- L/S J
@ (2.13)

En combinant ces deux dernieres équations, on peut éliminer les termes sur S, et

obtenir :

Vx €5, #9(5) =0"(x) — L J(x,y) - [g
- (2.14)

Cette équation met tres clairement en valeur le caractére linéaire des équations
de Stokes. Elle a en effet la forme d'un principe de superposition : la vitesse d'un
point de la membrane est la combinaison linéaire de deux contributions, 1'une due
a I’écoulement sans capsule et 'autre a la seule capsule.

Dans le cas ot les deux fluides ont la méme viscosité (A = 1), le terme faisant
apparaitre le noyau de double couche sur la capsule est éliminé, et cette équation

prend une forme tres simple :

Vxes, ou(x)=o"(x) - % J@y) g n(y)ds,. (2.15)

Dans ce cas, on notera que, si I’'on connait [g] -1 sur toute la surface de capsule,
I'équation précédente donne explicitement la valeur de la vitesse en tout point de

la paroi.
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2.5 Capsule dans un canal
Cas général

On considere maintenant le cas d'une capsule dans un canal (voir fig. 2.3).
L’écoulement entre dans le canal par la surface S; et sort par la surface S;; on
note vy, et p1, p2 les champs de vitesse et de pression sur ces deux surfaces.
Les parois du canal constituent une surface S, ; on note Iw = ¢ - n les efforts
surfaciques exercés par le fluide a la paroi (en posant que les normales a Si, S»
et S, pointent vers le domaine fluide). On considere évidemment que la vitesse
est nulle a la paroi. On conserve les notations introduites précédemment pour la

description de la capsule.

-’
e Sw f w

Q Z

T U2, P2

Figure 2.3 — Capsule dans un canal de section variable.

On peut alors écrire I'équation (2.11) pour un point x € S, avec Sext = S1 U S U

Sw:

Vx €8, #y(z) =— % /g(zf,y) la) - n(y) ds,
vp
. /\)/S v(y) - K(x,y) - n(y) ds,
1
s /S J(x,y) - fuly) dS, (2.16)
1
= G oo [0 20) 235,
- Sluszy(y) ‘K(x,y) -n(y) dSy,

Cette équation est tres compliquée, d’autant plus que, selon le cas précis étudié,
les termes dans les diverses intégrales peuvent étre inconnus (c’est en particulier
toujours le cas de la force pariétale fy), ce qui nécessite d’écrire des équations
supplémentaires. Elle a cependant été utilisée (avec une méthode numérique axi-
symétrique) par Diaz & Barthés-Biesel (2002) pour étudier 1’entrée d'une capsule

dans un pore cylindrique.
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Recherche d’un état stationnaire dans un canal de section constante

Certaines hypotheses permettent de diminuer le nombre de termes de 1'équa-
tion (2.16). C’est en particulier le cas de 1’étude d"un probléme précis : la recherche
d’un état stationnaire dans un canal de section arbitraire mais constante.

Tout d’abord, on note que, a l'état stationnaire, le fluide interne est immobile
dans le référentiel en translation avec la capsule et la viscosité du fluide interne
ne joue donc plus de role. On peut donc fixer le rapport des viscosités entre les
fluides interne et externe A a 1.

On considere un canal de section constante, de longueur élevée par rapport au
rayon de la capsule. On suppose que les surfaces S; et S, sont suffisamment éloi-
gnées de la capsule pour que I"écoulement sur celles-ci corresponde a I'écoulement
non-perturbé :

v =0 =0"". (2.17)
Sans perte de généralité, on décide de fixer la référence de pression sur Sj :

p1=p;" =0; (2.18)

la pression p», en revanche, est inconnue, car la présence de la capsule impose une
perte de charge additionnelle par rapport au cas non-perturbé.

Pour faire intervenir les pressions, on écrira sur S; U S5 :
g =2ud—pl, (2.19)
ou
i- L (Vv 4 VZ}T> (2.20)
= 2 _— _— :

est la partie symétrique du tenseur des gradients de vitesse.

L’équation (2.16) prend désormais la forme suivante :

Vx €S, Q(z)Z—i/

B % /Sl@@ [g] - n(y) ds, (2.21)
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On note que, dans le membre de droite, seuls les deux premiers termes comportent
des inconnues a déterminer lors de la résolution du probleme fluide : fw et pp. Le
saut [g] - n est quant a lui déterminé par le couplage avec le solide.

D’un point de vue numérique, le calcul des noyaux est long, et I’'on souhaite
simplifier encore I'équation. Pour cela, on effectue la méme opération que dans le
cas de I'écoulement infini de sorte a exprimer le champ de vitesse des points de S
en fonction du champ de vitesse non perturbé en ces mémes points. Si I’'on note

fo = ﬂzp + Afy et py = py’ + Apa, il vient finalement :

VxeS, o(x)=0"— %/l(zc,y) -lg] - n(y)ds,

1
" 8mu /Swl@'y) - Afu(y) dSy (2.22)

87t

+ % /52 Ap2(y)](x,y) - n(y) dSy .

On notera la disparition totale du noyau de double couche K, ainsi que des in-
tégrales sur S;. Notons aussi que, dans le cas d’un écoulement stationnaire dans
un canal de section constante, il est toujours possible d’obtenir analytiquement
l'expression de v"F ©).

Il reste a calculer les termes inconnus gw et Apo. A cet effet, on écrit I'équation
(2.9) sur Sy, et Sy; une fois encore, on 1’écrit en présence puis en 'absence de la
capsule pour éliminer les termes relatifs a 1’écoulement non-perturbé dans les

intégrales. On obtient sur S;, (en multipliant par 87ty) :

+/Uﬂ<£) J(x,y) - Afoly) dSy = —/Sﬂ(if) J(x,y) - lg] - n(y)dSy. (224)

Les équations (2.23) et (2.24) permettent d’obtenir Af,, et Ap, par résolution
d’un systeme linéaire. Les coefficients de celui-ci sont constants, vu que les sur-
faces Sy, et Sy sont fixes. Puis, on calcule explicitement () 1a vitesse v de la membrane

de la capsule a l'aide de I'équation (2.22).

5. Voir par exemple Brody ef al. (1996) pour la méthode et 'application au cas d’un canal de

section rectangulaire.
6. On notera le réle crucial joué ici par I'hypothése A = 1 en supprimant la contribution du
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3 Elasticité bidimensionnelle : modéle de membrane

On s’intéresse maintenant aux équations régissant le probleme solide. On fait
I'hypothése que I'on peut négliger tous les phénoménes mécaniques liés a I'épais-
seur de la paroi de la capsule (flexion, cisaillement transverse), et que la mécanique
de la paroi est uniquement pilotée par les déformations de la surface moyenne —
c’est-a-dire que l'on décrit la paroi de la capsule comme une membrane, et non
comme une coque. On supposera que la surface moyenne peut subir des grandes
déformations, et I’on ne fera donc aucune hypothese visant a linéariser les défor-
mations ou la loi de comportement du matériau.

La paroi de la capsule étant une surface courbe, on la décrira avec le forma-
lisme des coordonnées curvilignes. Quelques résultats essentiels sur le calcul en
base non-orthonormée sont rappelés dans 'annexe A. On considere la paroi de
la capsule comme un matériau purement bidimensionnel, c’est-a-dire une surface
S paramétrée par deux coordonnées, ¢! et ¢?, comme a la figure 3.1. Tout point
matériel est alors caractérisé par ses coordonnées (¢!, ¢?) dans la configuration de
référence, ce qui assure le caractere lagrangien du formalisme.

Le choix d’un formalisme bidimensionnel implique que l'on travaille toujours
le long de la surface et non dans le repere 3D (O, e1, €2, €3). Ainsi, la plupart des
tenseurs sont de rang 2, portés par les vecteurs tangents a S et les dérivées spatiales
sont des dérivées le long de S; les opérateurs gradient surfacique et divergence
surfacique sont définis dans 'annexe A.

ReM. : Quand on se place en coordonnées curvilignes, les lettres grecques
a,B,7v,0 € {1,2} tandis que les lettres latines i,j,k,I € {1,2,3}. Sauf mention
contraire, on applique la convention de sommation sur les indices répétés.

Les équations qui vont étre développées dans cette section sont classiques.
Pour plus d’informations, on renvoie a Salengon (2002) pour les principes géné-
raux, Green & Adkins (1970) pour le traitement des grandes déformations en coor-
données curvilignes, ainsi qu’a 'article de Skalak et al. (1973) pour le formalisme

bidimensionnel.

noyau de double couche sur S. Sans cette simplification, on ne pourrait pas découpler la vitesse des
points de la membrane et les deux autres inconnues ; on devrait alors déterminer simultanément A fy,,
Apy et v en résolvant un systéme linéaire plus gros et dont les coefficients changeraient quand la

capsule se déforme.
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Figure 3.1 — Surface décrite par les coordonnées (¢!, ¢?) et base covariante.

3.1 Déformations, efforts internes

On considere un champ de déplacement U faisant passer la surface S d'une

configuration de référence C* a + = 0 & une configuration déformée C* a t = 7 :

u
c0 — (CT

t=0 t=T1

On suppose que, dans la configuration de référence C°, la matériau est dans
son état naturel (c’est-a-dire qu’il n’est pas précontraint).
On note avec des majuscules les positions et les vecteurs de base dans C°, et

avec des minuscules dans C*. Par exemple :
(X, t) = X+ U(X,1) (3.1)

De méme, on distingue le gradient surfacique sur CY, noté Vg = 12 VY, etle

gradient surfacique sur C%, noté Vs = 1, - V. Ainsi, pour tout tenseur T, on a :

1,-dT = VIT - dX = V,T - dx. (3.2)

Dans cette équation, ainsi que dans toute la suite, les différentielles dx et dX sont
construites par rapport aux coordonnées (&!,&?); ces deux vecteurs sont donc

tangents a S.

Déformations, contraintes

On définit F, le gradient de la transformation, par la relation suivante :

dx=F-dX. (3.3)
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co Ct T
)
=
= - = — T
= I
i, = dly = ALy

Figure 3.2 — Rapports d’extension dans les directions principales et tensions prin-

cipales.

De maniére équivalente, on a :

I
I

L=

0+ vou, (34)

ott 17 est le tenseur identité sur la surface initiale.

Le tenseur F est un tenseur de rang 2 dont les deux valeurs propres, notées A,,
sont les rapports d’extension de lignes matérielles de la surface (voir fig. 3.2).

On introduit aussi s, le jacobien surfacique de la transformation, qui mesure

la variation locale de surface (J; = dS/dSp). On a ainsi :
Js = detE = A, (3.5)

On définit le tenseur des dilatations de Cauchy (tenseur lagrangien) :

C=F"F 56)
et le tenseur des déformations de Green-Lagrange (tenseur lagrangien) :
1 0
e=1(e1). 07
que l'on peut écrire de maniére équivalente :
1
e=> (v2u+v2uT+v2uT.v2u) . (3.8)

Les propriétés mécaniques du matériau sont caractérisées par une énergie libre
de déformation par unité de surface initiale, notée w;. En I'absence de liaisons

internes surfaciques ), celle-ci relie les tensions (lagrangiennes) de Piola-Kirchhoff

7. Sinécessaire, les liaisons internes surfaciques seraient traitées comme classiquement en faisant
intervenir une nouvelle inconnue scalaire, un multiplicateur de Lagrange. C’est par exemple ainsi
qu’est imposée I'incompressibilité surfacique dans les modélisations mécaniques des vésicules (voir

par exemple a ce sujet Seifert, 1999).
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71® et les déformations par :

0w,
de

(3.9)

IS}

Les tensions de Piola-Kirchhoff n’ont pas de sens physique direct. Celui-ci est

porté par leur pendant eulérien, les tensions de Cauchy :

I
I
I

.- FT. (3.10)

Pl

Le sens physique des tensions de Cauchy est analogue a celui de leur équivalent
tridimensionnel, les contraintes de Cauchy ©) . sur un élément de contour de la
configuration actuelle, de binormale b et de longueur infinitésimale dI, s’exerce

une force infinitésimale df vérifiant :

df = T-bdl. (3.11)

Invariants pour les matériaux isotropes

On fait maintenant une hypothese sur la structure du matériau constituant la
membrane : l'isotropie. 19 Alors, ’énergie ne saurait dépendre de l'orientation
des déformations décrites par le tenseur ¢, mais seulement des invariants géomé-
triques de celui-ci (1), Suivant Skalak et al. (1973), on choisit d’utiliser les deux

invariants suivants, construits a partir de C plutot que de ¢ :

L=ttC—2=A+A;-2, (3.12a)

L =detC—1=A{\3 1, (3.12b)

dont on note qu’ils sont tous les deux nuls en "absence de déformation.

Ona:

ol otre
— =2 = =21
e de =

o

(3.13)

8. Il s’agit du second tenseur de Piola-Kirchhoff.
9. On notera respectivement 7 et T les tensions de Piola-Kirchhoff et de Cauchy, et X et ¢ leurs

analogues en élasticité 3D.
10. Notons qu'il s’agit ici d’isotropie surfacique. D'un point de vue 3D, le matériau peut donc

étre pleinement isotrope, ou seulement isotrope transverse (comme c’est le case des membranes

cellulaires, par exemple).
11. Ce résultat d’algebre linéaire tres intuitif porte le nom de théoréme de représentation.
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et
%—I; = a(detaii,_l) : z—% =2j2Cc . (3.14)
Ainsi, avec les relations (3.9) et (3.10), on a :
7= 2%5;’5 19 + 2)2 ?;fs -1 (3.15)
I= i ?;ff +2)s aws (3.16)

ott B = F - FT est le tenseur des dilatations de Cauchy a gauche.

Ecriture en coordonnées curvilignes
Les coordonnées curvilignes fournissent une maniére élégante de formuler les

équations précédentes. Comme a la figure 3.1, on définit la base covariante par la

donnée de deux vecteurs tangents :

ox
Ay = @ (3.17)
et du vecteur normal
a1 X ap (3.18)

n=——-m.
a1 x ao|

On peut alors définir la base contravariante (gl,gz, n) comme indiqué a l'annexe

A. Ainsi, tout vecteur v peut s’écrire :
(3.19)

v="0a =va =vxe,

ol a3 = a°> = n et o1 I'indice X indique les composantes cartésiennes. L'élément

de surface a alors pour expression :

dS = \/|auplde'de>.

Les deux bases locales sont définies de maniere analogue sur la configuration de

(3.20)

référence et notées alors avec des lettres majuscules

Avec dx = dg%a, et dX = dZ* A,, E s’écrit tout simplement :

F=ua,®A®". (3.21)

On a ainsi :
(3.22)

C=ay A" ® AP



3 — Elasticité bidimensionnelle : modeéle de membrane 49

On en déduit1? :

trC = a,g AP, (3.23)

detC = J2 = |aqp||A"P|. (3.24)
Ainsi, les invariants I; et I, s’écrivent :

L = a,p A" -2, (3.25a)

I = |agp]|AP| — 1, (3.25b)

et I’équation (3.16) prend la forme :

_ 20w,
]s aIl

0w,
ol

TP AP 4o —=2g%F (3.26)

On voit alors tout l'intérét de 1'écriture en coordonnées curvilignes : toutes les
informations utiles quant a la déformation sont contenues dans les variations du
tenseur métrique a,4. Et l'on peut ainsi calculer les tensions a l'aide uniquement

de la métrique dans la configuration de référence et dans la configuration actuelle.

3.2 Equation d’équilibre, principe des travaux virtuels

En I’absence d’inertie dans la membrane, la forme locale (ou forme forte) de

I'équation d’équilibre du matériau s’écrit de maniere classique :

Vs-

[

+q=0, (3.27)

ol g est une force surfacique, correspondant pour une capsule au saut de traction

[c] - n entre les fluides interne et externe.

Dans la base locale, 1’'équation (3.27) s’écrit :

o+ §
T TR <0, e =12

b T +q" = 0.

(3.28)

On peut reformuler I'équation (3.27) sous forme variationnelle (forme faible).
Soit 1 un champ de déplacement virtuel. On fait le produit scalaire de 1'équa-

tion (3.27) avec il et on integre sur la surface de la capsule dans la configuration

12. On rappelle que |a,4| désigne le déterminant de la matrice de terme général (a,p).p et vaut
donc ajax — (a12)?. Cette quantité n’est pas égale a det(a, p), déterminant du tenseur identité, qui

vaut bien entendu 1. De méme pour |A%P|.
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actuelle, obtenant le principe des travaux virtuels :

Vi déplacement virtuel,

(3.29)
J2-qds = @) : T(W)as,

ol £(11) = % (&ﬁ + &IQT) Le membre de gauche correspond au travail virtuel
des efforts externes, tandis que le membre de droite correspond aux travaux vir-

tuels des efforts internes.

3.3 Lien avec l’élasticité tridimensionnelle

L’élasticité bidimensionnelle que 1'on a développée ici peut s’envisager comme
un cas particulier de 1’élasticité tridimensionnelle. Considérons maintenant la pa-
roi de la capsule comme un matériau 3D. La surface moyenne est décrite comme
précédemment par les deux coordonnées ¢! et ¢2. On ajoute une troisiéme coor-
donnée, &, pour décrire 1'épaisseur, en supposant que, dans la configuration de
référence, les lignes &3 = cste sont orthogonales a la surface moyenne.

Le modele de membrane repose alors sur trois hypotheses :

— les contraintes planes : ¥ = 0 (on rappelle que T est la forme 3D des

contraintes de Piola-Kirchhoff) ;

— l’absence de cisaillement transverse : les composantes e3, = e,3 du tenseur

des déformations sont nulles;

— l'absence de variation des déformations a travers 'épaisseur, qui conduit a

négliger les phénomenes de flexion.

Sous ces trois hypotheses, le tenseur des contraintes prend la forme simple :
o(g", &, 8) = "G, ) a2 ap. (3.30)

On est alors fondé a intégrer a travers I'épaisseur pour retrouver les tensions uti-

lisées dans le cadre de 1'élasticité 2D :
T= 0P a, ® ag, (3.31)

ou ¢ est I’épaisseur dans la configuration actuelle.
De la méme maniére, on peut intégrer a travers 1'épaisseur 1'énergie de défor-

mation 3D w, pour directement aboutir aux tensions comme précédemment :

ws = Gow. (3.32)
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Ainsi, du point de vue des efforts internes, I'élasticité 2D est strictement équi-
valente a I'élasticité 3D dans le cadre des trois hypotheses « membrane » données
plus haut. Pour retrouver de plus I'équation d’équilibre, il faut faire une hypothese
supplémentaire : supposer que 'épaisseur est suffisamment faible pour pouvoir
considérer que les efforts exercés par les fluides s’exercent sur la surface moyenne
plutot que sur les faces interne et externe de la membrane.

Cette opération permet aussi de voir comment on peut adapter une énergie

de déformation 3D au cadre de I'élasticité 2D. Pour un matériau isotrope 3D, on

adoptera les invariants suivants s .
[=ttC—-3=A+Aj+Aj-3, (3.33a)
1
h=> <(tr C)2 - tr(g)) — 3= A2A2 4 A2A2 4 A2A2 -3, (3.33b)
I5 =detC—1=A{A3A] — 1. (3.33¢)

Pour un matériau incompressible en volume (I} = 0), ce qui est une hypothese
fréquemment utilisée pour les matériaux polymériques et pour les matériaux bio-
logiques, et dans le cadre du modele de membrane (%), on peut relier ces invariants
aux invariants 2D construits a partir de la déformation de la surface moyenne (éq.

3.12) :

[1 = I] —1+m, (334:&)
L+2

I, = L —2. 3.34b

2=tk (3.34b)

4 Lois de comportement

4.1 Quelques lois usuelles

On présente maintenant quelques lois hyperélastiques communément utilisées
pour I'étude des capsules, en s’attachant a mettre en valeur les idées physiques

ayant présidé au développement de ces lois. Ces lois peuvent s’organiser en deux

13. En notant bien que C est maintenant un tenseur de rang 3.
14. Notons que ce lien repose sur l'idée que les rapports d’extension A, Ap du cas 3D sont les

mémes que ceux du cas 2D, c’est-a-dire que deux des directions principales des déformations sont

tangentes a la surface moyenne — ce qui ne serait plus le cas en présence de cisaillement transverse.
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grands types. Tout d’abord, les lois utilisées en élasticité tridimensionnelle, dont
on peut chercher la limite 2D dans le cadre du modele de membrane. Puis, les
lois intrinsequement 2D, souvent développées a l'origine pour étudier de maniere

simple des matériaux complexes tels que les membranes biologiques.

Loi de Hooke généralisée

La loi de Hooke est une loi de comportement postulant une relation linéaire
entre les tensions de Piola-Kirchhoff et le tenseur des déformations de Green-
Lagrange. C’est ainsi la linéarisation de I'équation (3.9) en petites déformations,
mais peut aussi étre une loi raisonnable a plus grande déformation pour certains
matériaux. On parlera alors de «loi de Hooke généralisée ».

Cette loi peut étre formulée en 2D ou en 3D. Commencons par le cas surfa-

cique. On a alors par hypothese :

(4.1)

1]

Il
lli~S
T

e

H:

ott #H ne dépend pas de e. Ainsi, I'énergie de déformation w, e: 7:—lH : e est

N =

d’ordre 2 en ¢ et (du fait de l'isotropie) ne dépend que des invariants de ce tenseur.

La forme la plus générale satisfaisant ces deux conditions est :
H 2y As 2
s = pstr(e”) + = (tre)”, (4.2)

ol A et us sont les coefficients de Lamé. Elle conduit a ’expression bien connue des

contraintes de Piola-Kirchhoff :
7T =2pse + As(tre) L. (4.3)
La stabilité mécanique du matériau 1> exige :
ps >0, As+ps > 0. (4.4)
Avec les invariants définis a I’équation (3.12), la loi de Hooke s’écrit :

1
wh = % (211 2h + 17— 11> , (4.5)

15. Plus précisément, 1'état naturel doit étre en petite déformation 1'unique minimum absolu
d’énergie interne ; c’est-a-dire que I'énergie w!! doit étre nulle en I’absence de déformation, et stricte-
ment positive pour toute déformation non nulle. La forme bilinéaire associée a 7:-[H doit étre définie

positive.
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ou l'on a introduit le module de cisaillement surfacique Gs = p; et le coefficient

de Poisson surfacique vs = A5/ (As + 2p5), qui doivent vérifier :
Gs >0, —1<wvs <1. (4.6)
Les modules surfaciques de Young et de dilatation sont obtenus par :

1
ES:2G5(1+V5), KSZGSli_ZS'
S

(4.7)
La loi de Hooke 2D peut donc aussi s’écrire directement dans la base locale :
P = 2G, <A"‘7Aﬁ‘5 + %A“ﬁmﬁ) €5 - (4.8)
— Vs

Par un raisonnement similaire, on peut aboutir a la forme 3D de la loi de

Hooke :
L =2ue+ Atre)1, (4.9)

ou ¢ est alors la forme 3D du tenseur des déformations.

Dans le cadre du modéle de membrane (cf. § 3.3), on peut déterminer e33 a par-
tir de I'hypothese des contraintes planes et intégrer dans 1'épaisseur pour trouver
la loi bidimensionnelle, qui est évidemment I'équation (4.2). On a alors G; = Gty
et s = v. On peut toutefois noter une différence entre ces deux approches au

niveau des conditions de stabilité; si I'on part de la loi 3D, on trouve :
G>0, -1<v <05, (4.10)

ce qui est plus restrictif au niveau du coefficient de Poisson. Ainsi, si 'on impose
au matériau d’obéir a la loi de Hooke 3D, le coefficient de Poisson surfacique
dans le cadre du modele de membrane ne peut dépasser 1/2. En revanche, si l'on
suppose juste qu’il obéit a la loi de Hooke 2D (ce qui est une hypothése moins
forte, entre autres parce qu'il ne faut que l'isotropie dans le plan), vs; peut aller

jusqu’a 1.

Loi de Mooney-Rivlin

La loi de Mooney-Rivlin (MR) est une loi volumique bien adaptée aux matériaux
caoutchouteux. Elle repose sur les deux hypotheses suivantes :

— l'incompressibilité volumique, c’est-a-dire Ié =0;
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— une énergie de déformation dépendant linéairement des invariants I{ et I.
Ainsi, I'énergie de déformation s’écrit :
MR GMR / !
W = —— L+ 0-9)L), ¢o1]. (4.11)
L'incompressibilité volumique est imposée en ajoutant un terme dans le calcul

des contraintes de Piola-Kirchhoff :

S MR _ owMR oIl

py % P35, (4.12)
ou la nouvelle inconnue p est un multiplicateur de Lagrange (pression interne).

Le cas ¢ = 1 correspond a la loi néo-hookienne (NH) :
wNH = G—MRI{. (4.13)
2
La loi néo-hookienne a une interprétation statistique simple : elle peut s’interpréter
en considérant une expérience de traction sur une chaine polymérique emmélée.
En tirant, on ordonne la chaine, ce qui diminue I'entropie du systeme et a donc
un cofit énergétique, correspondant a w™NH,
I1 existe diverses autres lois plus ou moins proches de la loi de Mooney-Rivlin
utilisées pour décrire des matériaux comme le caoutchouc. On renvoie a Treloar
(1976) pour une présentation synthétique de ces lois.

Dans le cadre de I'hypotheése « membrane », on peut obtenir la forme 2D de la

loi de Mooney-Rivlin :

MR
wéVIR:G 2190 {4]([1_14_#)4_(1_4;)(21?4_[2—2” , Peo,1].

L+1
(4.14)
La loi néo-hookienne prend ainsi la forme :
GMRy 1
NH _ 0 — .
ws = (Il 1+ Iz+1> . (4.15)

Il faut noter que '’hypothese I} = 0 est utilisée pour construire la forme 2D et
est donc incluse dans celle-ci. Il n’est pas nécessaire en 2D de faire intervenir un
multiplicateur de Lagrange dans le calcul des tensions.

I faut noter que, méme si 'on peut la formuler de maniere bidimensionnelle,
la loi de Mooney-Rivlin décrit une mécanique tridimensionnelle; par exemple,
une augmentation de surface est compensée par une diminution d’épaisseur de
maniére a conserver le volume. On va voir maintenant quelques lois reposant sur

une mécanique véritablement bidimensionnelle.
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Loi de Skalak

Pour I'étude du globule rouge, Skalak et al. (1973) ont proposé la loi 2D sui-
vante (Sk) :

Sk

G
wk = : (F+2L —2L+C), C>-1/2. (4.16)

Pour comprendre la physique décrite par cette loi, il peut étre utile d’écrire la

loi de Hooke 2D dans les directions principales :

2
m = G (261 + 1 st (e1 + ez)> (de méme pour 717).

S

On voit que 'on a deux termes : le second donne des contraintes isotropes, pro-
portionnelles a la variation de surface (on rappelle qu’en petites déformations
Js & 1+ tre), tandis que le premier donne un champ de contraintes anisotrope, nul
en moyenne si la surface reste constante. Ces deux termes peuvent étre d’ordres
de grandeur distincts, selon la valeur de vs. Cette distinction est intéressante pour
étudier la membrane du globule rouge, pour laquelle vs — 1.

L’'idée de Skalak et al. était de généraliser cette distinction aux grandes dé-
formations. On comprend alors 1'origine de 'équation (4.16) si I'on calcule les

tensions de Piola-Kirchhoff dans les directions principales :
11 = GS¥ (21 + C(J2 = 1)(1+2¢;))  (de méme pour 7).

On retrouve bien deux termes similaires a précédemment, le second étant nul a
surface constante (J; = 1). Plus C est élevé, plus le matériau résiste a 'augmenta-
tion de surface (on verra plus bas que K;/Gs = 1 4 2C).

Skalak et al. s’intéressaient au globule rouge, donc a des valeurs élevées de
C (ils mesurent C = 1 - 10% 19), mais leur loi peut étre utile pour décrire d’autres
matériaux, avec d’autres valeurs du rapport K,/ G;. Par exemple, Carin et al. (2003)
trouvent que le comportement mécanique de capsules bioartificielles 8 membrane
d’albumine réticulée placées en compression est correctement décrit par la loi Sk

avec C = 0.

16. Comme on I'a vu en introduction, le consensus actuel sur les valeurs de K et Gs devrait plutot

conduire a C ~ 10%.
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Loi d’Evans-Skalak

Dans leur ouvrage consacré a la mécanique des membranes biologiques, Evans
& Skalak (1980) reprennent l'idée introduite par Skalak et al. (1973) d’utiliser une
loi distinguant cisaillement surfacique et dilatation surfacique. A cet effet, ils in-
troduisent deux invariants, traduisant respectivement les effets de cisaillement et

de dilatation surfaciques :

trC A2 473 L+2
— = _ 1= —l=—-1, 4.17
=7 2A1A5 2Vh 1 (t.172)
=)—-1=Ml—-1=vL+1-1, (4.17b)
a partir desquels ils formulent une nouvelle loi (ES) :
]2
zﬁSZG?<h+A§>, A>0. (4.18)

Pour comprendre cette loi, il est utile d’écrire la forme des tensions qui en

découlent. On a :

g:c?<%§+A@—lﬂQ,

s
ouB=B- %(tr B)1; est la partie déviatorique du tenseur de Cauchy a gauche.

On remarque les similitudes avec les tensions obtenues par la loi de Skalak :

une composante isotrope augmentant avec la variation de surface et une compo-
sante de cisaillement, I'importance relative des deux composantes étant ajustable
via le parametre A. On peut toutefois noter quelques différences :

— le mode de cisaillement et le mode de dilatation sont mieux séparés dans la
loi ES, avec un mode de cisaillement pur porté par B, symétrique et de trace
nulle, et un mode de dilatation pure porté par 1;; la loi d’Evans-Skalak est
ainsi plus élégante que la loi de Skalak;

— le terme correspondant a la résistance a la dilatation est en J# dans wS,
tandis qu’il n’est qu’en J2 dans wF®, ce qui signifie que la loi Sk résiste plus
vigoureusement a 'augmentation de surface.

On peut récrire cette loi avec les invariants I; et I, obtenant :

L+2 A
ES ES 1
w,” =G — =14+ = (Lb+2-2vLb+1)]), A>0. 4.19
s s <2 /—IZ+1 +2(2+ 2+ >> ( )
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4.2 Linéarisation de la loi de comportement

Les lois de comportement présentées ici sont non-linéaires. Il peut toutefois
étre intéressant de linéariser ces lois pour le cas d'une petit déplacement par rap-
port a un état donné, éventuellement pré-contraint. On considére donc maintenant

la transformation suivante :

On suppose que || Vsu|| < 1, et on travaillera a ’ordre 1 en Vu. On cherche le

tenseur d’ordre 4 H tel que :

T (1 +dt) = T*F (1) + H" 7,5, (4.20)

<&u + LuT> . 4.21)

e
N =

Calcul de H

En t = 7, on définit d, le tenseur des taux de déformation par :

d= % (&v +&vT) , (4.22)

oU(X,t)
ot
sont calculés sur CT (c’est-a-dire que d est eulérien). On montre classiquement

ouv = est le champ de vitesse a t = T, et ou I'on note que les gradients

que :
ddt =¢. (4.23)
On a pour les tensions :
T (T +dt) = T*F(1) 4+ T*Pdt. (4.24)
Or T*f ne dépend que du tenseur métrique. On a pour celui-ci :

Gup = 2dup - (4.25)
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En dérivant I'équation (3.26), il vient :

. 2] ow 2 (ws.  Pw, . .
wp _ SIS TS aap 2 5 8 ap
B T k(a@“+ammb>A 2

?w, .  w, . ow
2 i I ) a*f +2]—=a%F .
+2]s (811812 1+ 2)“ +2]s Iza

Or, a partir des résultats de I'annexe A, on montre que :

j1 = A75ﬂ75 ’ iz = ]5211750'75, (426&)
Jo = %a”"séznﬂ;, af = —a"1aPq,;. (4.26b)

On aboutit finalement a la forme recherchée :

T (T +dt) = T*F(7) + H¥ %5, (4.27a)

_20ws 4 9w,

. ow . .
N apyé _ Aa,B Yo 2 YWs o 2a4%Y Bo Aa,BA'yé
ou H R a’® + 2] 1A (a a a*a ) + RETE
+ 4]3 azws a"‘ﬁaw + 4] aZZUs <Aa,3afy(5 + aa,BA’M) (4 27b)
oD oLl S

Petites déformations depuis 1’état initial naturel

L’équation (4.27) peut étre écrite pour une petite déformation depuis 1'état
initial naturel. Il apparait alors que toutes les lois de comportement isotropes dans

le plan conduisent dans ce cas a une équation de la forme :

2V

T = G, <2A”‘”’Aﬁ‘5 +1 A“ﬁA"ﬂf) €5 - (4.28)

Vs

Evidemment, on reconnait dans I’équation (4.28) la forme 2D de la loi de Hooke.

Cette linéarisation permet de comparer les différentes lois de comportement,

en ajustant leurs coefficients de telle sorte a ce qu’elles aient le méme comporte-
ment en petite déformation.

— La loi de Mooney-Rivlin conduit, pour toutes les valeurs de ¢, a G, = GMR¢,
et v; = 1/2. Cette valeur de v; correspond bien a un matériau incompressible
en volume, ce qui est conforme aux hypotheses de la loi.

— Laloi de Skalak méne a G; = Gfk etvy; =C/(1+C).Onaainsi Ks/Gs = 1+
2C. On note que élil:o Vs = 1, c’est-a-dire que le comportement se rapproche

de l'incompressibilité surfacique quand C augmente.
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— Dans la limite des petites déformations, la loi d’Evans-Skalak conduit a la
forme (4.28), avec Gy = GFS et v; = (A —1) /(A +1). On a ainsi K;/Gs = A.
On note que /{im vs = 1, c'est-a-dire que le comportement se rapproche

—00

effectivement de 1'incompressibilité surfacique quand A augmente.

4.3 Comparaison des lois : sphére sous pression

Pour mettre en valeur la différence entre les lois, on peut observer la maniére
dont elles se comportent dans quelques cas simples. On trouvera une comparaison
de ce type dans 'article de Barthes-Biesel et al. (2002), ot diverses lois sont compa-
rées quand soumises a une traction simple et & une dilatation isotrope. On effectue
ici une variante de ces comparaisons sur le cas d"une sphere sous pression.

On considere une sphére de rayon initial 2 passant a un rayon a, = (1+ «)a
sous l'effet d’'une surpression interne p. Localement, la membrane de la sphere
subit une dilatation isotrope de rapport d’extension A = 1 4 a. On peut calculer

analytiquement les tensions (isotropes) pour les diverses lois de comportement.

On trouve :
1+v 1
H _ S a2 NH _ _
= Gy (P = 1), TNH = G, <1 A6> , (4.29a)
TSk = G, (/\2 — 1+ CAZ(A* - 1)) , TES = GLA(A2 —1). (4.29D)

Pour passer a la pression, on applique la loi de Laplace :

p= % = ﬂ<127‘f’1:0() . (4.30)

Les résultats sont donnés dans la figure 4.1. On a ajusté les parametres des
différentes lois pour avoir le méme comportement en petite déformation (vs = 0.5).
On peut, au vu des courbes, faire plusieurs remarques :

— les lois H et ES ont un comportement identique : le mode de dilatation
surfacique de la loi d’Evans-Skalak est une loi linéaire;

— avec la loi NH, la pression atteint un maximum pour a = 71/6 _ 1; cela
signifie que, si l'on impose une pression supérieure a cette pression maxi-
male, la sphere gonfle sans atteindre d’état stationnaire (en pratique, jusqu’a
la rupture);

— la loi Sk présente une propriété intéressante : elle est durcissante (strain-

hardening), c’est-a-dire que la courbe se trouve au-dessus de la tangente a
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14

12

10

--------- Petite déformation i
Sk, C=1 |
H/ Vs = 05
ES 43
.................... NH |
0.1 02 03 N |

Figure 4.1 — Pression adimensionnée ap/Gs en fonction du facteur de gonflement

« pour quatre lois : Hooke généralisé, v; = 0.5; néo-hookien; Skalak, C = 1;

Evans-Skalak, A = 3. Les parametres sont choisis de sorte a ce que les lois aient le

méme comportement en petite déformation.

I'origine ; on voit ainsi que, méme si elle a été congue dans le méme esprit

que la loi ES, elle est en pratique tres différente; cette différence de compor-

tement est essentiellement due a la dépendance en J# dans wgk.

Sk



Chapitre 3

Couplage entre éléments finis de membrane

et intégrales de frontiere

Comme expliqué au chapitre 1, la discrétisation de l'interface par B-splines
bi-cubiques mise en place par Lac (2003) se montre tres instable en présence de
compression et se préte mal a l'incorporation d’une rigidité de flexion. On a choisi
d’utiliser plutot pour le probléeme solide une méthode par éléments finis, tou-
jours dans le cadre du modele de membrane, tout en conservant la méthode des
intégrales de frontiéres pour le probleme fluide. Ce chapitre vise a détailler la mé-
thode numérique employée et a la valider sur plusieurs cas tests : le gonflement
d’une sphére, une capsule dans un écoulement de cisaillement simple, puis dans

un écoulement hyperbolique plan.

1 Description du probleme, contraintes de modélisation

On cherche a modéliser le comportement d'une capsule en écoulement de
Stokes. Les équations et hypotheses du probléme ont été détaillées au chapitre
2, de méme que les notations, et I'on se contente ici de rappeler les points les plus
importants. La capsule est décrite comme une surface fermée S. Les inconnues du
probléme sont :

— la position x(X,t) des points de la paroi de la capsule (ot X désigne la
position du point matériel dans la configuration de référence), ou de maniere
équivalente le champ de déplacement U(X,t) = x — X;

— le champ de vitesse a la paroi v(x, t);

— le chargement a la paroi q(x, t).

61
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Le probleme fluide consiste a résoudre les équations de Stokes dans les milieux
interne et externe. On supposera dans la suite que la capsule est plongée dans un
écoulement infini et que les fluides interne et externe ont la méme viscosité. Le

probléme fluide peut alors se formuler comme une intégrale de frontiere :

Vxes, o) =2 - o [ Iy ld w@ds, (D

On peut écrire cette équation de maniere formelle sous la forme :

v—v"=Jq. (1.2)

Pour ce qui est du probléme solide, on traite la paroi de la capsule comme une
membrane hyperélastique. Celle-ci est a I'équilibre, les efforts internes équilibrant

le chargement g exercé par les fluides. Le principe des travaux virtuels s’écrit alors :

Vi déplacement virtuel,

(1.3)
[ a-qas = [ e(@):T(Wyas,
S - S~ -
ce que l'on écrit formellement sous la forme :
Mg =R(U). (1.4)

Enfin, les deux problemes sont couplés. Le couplage cinématique est la condi-

tion de non-glissement :

LX) =0, 19

Quant a la condition de couplage dynamique, elle identifie le chargement au saut

de traction visqueuse entre les fluides :

g=|c]-n. (1.6)

Avant de détailler la nouvelle méthode numérique que 1'on propose pour ré-
soudre ce probleme, il peut étre intéressant d’insister sur le fait que le probleme
a résoudre est tres peu classique. Tout d’abord, 'inertie est completement absente
du probleme, tant du coté solide que du coté fluide. On a ainsi une succession
d’états d’équilibre, mais sans certitude quant a leur stabilité. Par ailleurs, il faut
rappeler que le probleme solide est trés fortement non-linéaire : le modéle doit
non seulement décrire des grands déplacements mais aussi des grandes défor-

mations. Par exemple, des études expérimentales de capsules écoulement dans un
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pore trouvent des rapports d’extension moyens allant jusqu’a 1.2 (Risso et al., 2006;
Lefebvre et al., 2008).

Enfin, les capsules considérées se déplacent librement dans le fluide : il n’y
a pas de conditions aux limites cinématiques (encastrement, déplacement im-
posé...). Ceci complique l'application de la méthode des éléments finis au pro-
bleme solide. En effet, dans la plupart des utilisations des éléments finis en élas-
ticité (voir par exemple Batoz & Dhatt 1992 ou Chapelle & Bathe 2003 pour le
cas des membranes et coques), y compris en interaction fluide-structure, le champ
de déplacement est l'inconnue du probleme solide. Toutefois, ceci nécessite des
conditions aux limites cinématiques pour empécher les mouvements rigidifiants
et assurer 1'unicité de la solution. En 1’absence de ces conditions aux limites, il
serait nécessaire de filtrer les déplacements rigidifiants, ce qui est délicat. On choi-
sit donc de résoudre le probleme solide a déplacements imposés, le chargement
étant la solution du probleme fluide. Ce choix permet aussi d’avoir une résolution

explicite du probléme fluide par la méthode des intégrales de frontiere.

2 Méthode numérique

La méthode numérique utilisée ici suit dans son organisation générale les mé-
thodes classiquement employées pour I'étude des capsules. La capsule est placée
dans son état de référence a sa position initiale et ’écoulement est démarré. A
chaque pas de temps, le chargement g sur la membrane est déterminé a partir
de la déformation par une méthode éléments finis. Ayant ce chargement, la vi-
tesse v des points de la membrane peut étre calculée explicitement par la méthode
des intégrales de frontiere. Enfin, le champ de vitesse est intégré pour obtenir la

nouvelle position. On va maintenant détailler ces étapes.

2.1 Discrétisation de 'interface

La surface de la capsule est discrétisée a 1'aide d’éléments triangulaires. On
utilise une interpolation isoparamétrique, c’est-a-dire que toutes les inconnues
(x, U, y,g) sont interpolées en utilisant la méme discrétisation. On reviendra sur
ce choix dans la section 2.3. On implémente deux types d’éléments : des éléments

Py, triangles plans a 3 nceuds, utilisant une interpolation linéaire (fig. 2.1a), et des
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éléments P,, triangles courbes a 6 nceuds, utilisant une interpolation quadratique
(fig. 2.1b). Toutefois, la méthode développée ici est tres générale et pourrait étre

utilisée avec d’autres choix d’interpolation.

1 &3 (a) 1

Figure 2.1 - Eléments P; (a) et P> (b).

On repere la position d'un point au sein d'un élément donné a l'aide de deux
coordonnées (171, 17%) telles que 11!, ? et 1 — 5! — % appartiennent a [0, 1]. La valeur
d’une quantité interpolée en un point, par exemple une fonction vectorielle J_’, est
calculée a partir des valeurs nodales de cette quantité. Si 'on note f)(g;) la j-iéme
composante cartésienne de f au nceud p (p € {1...nn}, ot nn est le nombre de
noeuds de 'élément) et N (P)(Ul,nz) la fonction de forme associée a ce nceud, on

a .
for ) = ¥ AN ) e 2.1)
p=1

Avec la numérotation des noeuds donnée a la figure 2.1, les fonctions de forme
pour les éléments P; sont données de maniere classique (voir par exemple Batoz

& Dhatt, 1990) par

NUG@L ) =1—4' — 42, (2.2a)
N 2) =t (2.2b)
NG (', ) = 4. (2.2¢)
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On a pour les éléments P, :

NG ) = 1=yt =) (1= 21" = 2¢%), (2.3a)
N p?) = 725" = 1), (2.3b)
NGt ) = (2> = 1), (2.30)
NG ) = 4" (=7 =17, (2.3d)
NO (', ) = 4", (2.3¢)
N ) = 4> (1 =7 =17 (2.3f)

La spheére initiale est maillée selon la méthode utilisée par Ramanujan & Pozri-
kidis (1998). On inscrit un icosaédre (V) dans la sphere. Le maillage est construit en
plagant un nouveau nceud au milieu de chaque c6té et en divisant chaque élément
en 4; les nouveaux nceuds sont ensuite projetés sur la sphere. La procédure est ré-
pétée jusqu’a atteindre le nombre d’éléments désiré. Les éléments P, sont obtenus
a partir des éléments P; en coupant a nouveau les cotés en deux et en projetant
les nouveaux nceuds sur la sphére. Le maillage de la capsule initiale est montré
sur la figure 2.2. On note respectivement Ng et Ny le nombre total d’éléments et
de nceuds. La taille caractéristique du maillage est notée Ax, ou h = Ax/ay sous

forme adimensionnée.

Figure 2.2 — Maillage typique de la capsule avec des triangles plans (éléments P;).
Ng = 5120, Ny = 2562.

Pour les besoins de 1’analyse de stabilité et de convergence, on quantifiera & en

1 [4na?, 1 [4ma3,
I’ll = E NE et hz = E NE P (24:)

1. Polyedre régulier a 20 faces triangulaires.

utilisant :
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pour les éléments P; et P>, respectivement. Cette définition permettent d’avoir la
méme valeur de /1 pour les deux types d’éléments quand le nombre de degrés de

liberté de l'interface discrétisée est le méme.

2.2 Schéma temporel et structure de la méthode numérique

Le probléme couplé que 'on étudie ici peut étre vu comme une équation dif-
férentielle du premier ordre en temps (eq. 1.5), dont I'inconnue est le champ de
déplacement U. Cette équation décrit I’évolution cinématique de la membrane et

donc du maillage éléments finis. Elle peut se mettre sous la forme :

ou
5 =FW), (2.5)
ou F est une fonction connue de U donnée par 1'équation du fluide (1.1), dans
laquelle le saut de traction [¢] - n = q est obtenu en résolvant le probleme solide

(1.3). Formellement, on a ainsi :
F(U) = I MR(U) (2:6)

On fait appel a un schéma de Runge-Kutta explicite du deuxieme ordre pour
résoudre ce probleme. La convergence en temps exige alors que le pas de temps

At vérifie :

3
At < = 2.7
<3 (2.7)

ou L est la constante de Lipschitz de la fonction F (Stuart & Humphries, 1998).

On peut évaluer I'ordre de grandeur des différentes fonctions composant F :

Ax
T~ =, (2.8)
u
M~ i, (2.9)
2
R(U) ~ %a x %u (2.10)

On notera que, pour l'évaluation de I'ordre de grandeur de J, le noyau | varie
en 1/r et que la partie dominante de l'intégrale correspond donc a y proche de x;
l'ordre de grandeur spatial pertinent pour cette équation est ainsi Ax plutdt que

ay. On a ainsi pour la constante de Lipschitz de F :

Gs _ ay ¥
L~ = Axca: (2.11)
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Avec I'ordre de grandeur de L obtenu a 1’équation (2.11), la condition de stabi-

lité peut étre écrite sous forme adimensionnée comme :
yAt < O(hCa). (2.12)

Ainsi, un schéma explicite peut étre utilisé pour étudier le mouvement de
particules déformables en écoulement de Stokes, car les forces visqueuses sont
comparables aux forces élastiques, c’est-a-dire Ca = O(1). Le pas de temps limite
est gouverné par la discrétisation spatiale, et I'on peut obtenir des résultats nu-
mériques avec des temps de calcul raisonnables. Inversement, pour des structures
trés rigides, pour lesquelles Ca < 1, la condition (2.12) conduit a des pas de temps
minuscules et des temps de calcul inacceptables. C’est pourquoi les schémas tem-

porels explicites ne sont généralement pas utilisés dans de tels cas.

2.3 Eléments finis de membrane

Pour un état déformé donné de la capsule, on résout d’abord le probleme
solide, construit a partir du principe des travaux virtuels (éq. 1.3). Soit V' l'espace
de Sobolev H!(S), auquel appartient la fonction test 7. La fonction test doit en
effet appartenir 8 H!(S) pour permettre le calcul et l'intégration de la déformation
virtuelle £(£) de maniére directe. En revanche, ni le principe des travaux virtuels ni
lintégrale de frontiere (éq. 1.1) ne nécessitent que q appartienne a H 1(S). Pour le
probleme solide, ga seulement besoin d’étre dans l'espace dual V'. En revanche, il
est commode de choisir g € L?(S) pour pouvoir calculer explicitement I'intégrale
de frontiere.

On discrétise V en un espace élément fini V), correspondant au maillage dé-
crit plus haut. On choisit d’utiliser aussi cet espace pour approximer q € L% Le

probleme solide devient alors :

Trouver g € V), tel que, Vi € V),

(2.13)
/sﬁ 1qds = /Sé(ﬁ) L T(U)dS.

Le principe de la méthode est de formuler le probleme solide sous la forme
d’un systeme linéaire mettant en jeu les valeurs aux nceuds de I'inconnue g et de la
fonction test 7. Les intégrales sur S sont décomposées en une somme d’intégrales

sur les éléments. Pour le calcul de la métrique au sein d'un élément donné, on
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remplace les coordonnées (¢!, ¢2) par les coordonnées locales (171, %2) de ’élément.
On a ainsi par exemple :

2
N ), agy = 2N o),
o~ v ontonP

a, = (2.14)

formules a partir desquelles on peut calculer directement le tenseur métrique et
les symboles de Christoffel.

Le membre gauche de 2.13 devient

1 p1-92
/5 i-qds =Yy al) ( /0 /0 INCQINIGIVITIN d;yld;72> 7 (2.15)
el

On peut le récrire sous forme vectorielle comme :

[ 05 = C{ia) (Mol (g} (2.16)

ou les vecteurs {g.} et {il,}, de taille 3nn, correspondent respectivement aux
composantes cartésiennes du chargement et du déplacement virtuel discrétisés

aux nceuds de 'élément :

{aa} = {aklaidaxs - ol a0}
1 1 ~(nn) ~(nn) A(nn
{a} = {uxyu%z),u%ﬁ ”g(l )r”ga )f”g(s )} .

La matrice [M,;]| correspond a l'intégrale dans 1’équation (2.15). On notera qu’elle
fait intervenir le jacobien \/@ pour prendre en compte la déformation de la
surface locale, et doit donc étre recalculée a chaque pas de temps.

On peut assembler les vecteurs et matrices élémentaire pour construire les
quantités globles {g}, {1} et [M] (de taille 3Ny pour les vecteurs, 3Ny x 3Ny
pour la matrice) (Batoz & Dhatt, 1990). Le membre de gauche du probleme (2.13)

J

En utilisant une méthode similaire, le membre de droite de 1'équation (2.13)

devient ainsi :

I

-qdS = {a}"[M]{q} . 2.17)

prend la forme :

/ (8) : TS Z/ /1 S«ﬁTﬁmdnldn (2.18)

Les tensions T* sont calculées directement a partir du tenseur métrique sur la
configuration déformée et sur la configuration initiale en utilisant I’équation (3.26)

du chapitre 2.
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Il est ensuite nécessaire d’exprimer le tenseur €,5 en fonction des composantes

cartésiennes de il. Ce tenseur est lié a la représentation covariante de 7 par :

. 1/, " P
fap = 5 <ua,ﬁ g, — 2r;ﬁui) ) (2.19)

ot1]’on a noté le tenseur des courbures b, sous la forme I'} g par souci de concision.

Les représentations covariante et cartésienne du déplacement virtuel iI sont reliées

par :
. Xj Xj .
;= a; ]qu = N(”)ai ]ugf].) , (2.20)
X Xj L . .
ot les a;’ sont les composantes cartésiennes de g;. Le tenseur des déformations

virtuelles prend donc la forme :

b = 0 10, (2.21)
ou
xR = %Ng)ai‘f + %N,&P)ag‘f +NWall —Ti NPl (2.22)

On peut noter que, dans le cas particulier des éléments P;, plusieurs termes de

X,Ef;z) sont nuls et I'on a simplement :

. 1 . 1 .
Xi;;)] _ EZ\]’(ﬁp)aiﬁ i E1\],(057)51;;]_ (2.23)

En séparant les valeurs nodales de iI des termes dans 'intégrale, le membre de

droite de (2.13) devient :

1 192 ‘
/ &(0):Tds =Y aff) < /0 /0 T \aaﬁydqld;y2> . (29
el

La forme vectorielle de 1’équation est

/g(g) 1 TdS =Y {0} {Ru} (2.25)

h el

= {0n}7{R}. (2.26)

Le vecteur {R} varie avec la métrique et doit donc étre calculé et assemblé & chaque
pas de temps.

Finalement, le probléme solide discret devient :

{2} Ml{q} = {a}"{R}, V{a}T €V, (2.27)
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L’équation se simplifie en :
[M{q} = {R}, (2.28)

étant donné que {g} vérifie I'équation (2.27) pour tout déplacement virtuel {1} €
V.

Notons que, avec cette méthode numérique, la configuration déformée est
connue au moment ol I'on résout le probleme solide. Ceci simplifie considéra-
blement les choses par rapport aux méthodes utilisées usuellement en élasticité
non-linéaire, comme par exemple la méthode de Wriggers & Taylor (1990). Les
intégrales de surface sont calculées en utilisant 6 points de Hammer sur chaque
élément (Hammer et al., 1956). Le systéme linéaire creux (2.28) est résolu a l'aide

de la librairie PARDISO (Schenk & Gartner, 2004, 2006).

2.4 Probléme fluide

Une fois le chargement q obtenu, le champ de vitesse aux nceuds est obtenu
explicitement & partir de I’équation intégrale (1.1), que 1'on discrétise sur le méme
maillage que pour le probleme solide. On utilise 12 points de Hammer par élé-
ment pour l'intégration. Il faut noter que le noyau | (gc,g) varie en 1/7 et devient
trés grand quand y — x, ce qui peut conduire a des erreurs numériques. Pour
traiter ce probleme, on suit Ramanujan & Pozrikidis (1998) et on passe en coor-
données polaires (centrées sur x) quand x et y appartiennent au méme élément. Ce
changement de coordonnées introduit un jacobien qui tend vers 0 aussi vite que r,
ce qui élimine la singularité. Dans ce cas, on utilise pour l'intégration 6 points de

Gauss le long de chacune des coordonnées (soit 36 points par élément).

3 Validation

3.1 Spheére sous pression

Avant d’étudier le probleme couplé, on souhaite commencer par tester les élé-
ments finis de membrane et vérifier qu’ils se comportent correctement en grande
déformation. Pour cela, on cherche a résoudre numériquement le probleme de la

sphere sous pression présenté au chapitre 2, § 4.3.



3 — Validation 71

On impose un déplacement normal de la forme
U(X) = aX, (3.1)

et on cherche la surpression p correspondante (définie comme la valeur moyenne
du chargement normal, apres avoir vérifié que la composante tangentielle du char-
gement est bien négligeable).

On donne a la figure 3.1 les résultats obtenus pour la loi néo-hookienne et la
loi de Skalak (C = 1) avec les deux types d’éléments considérés (P; et P»). Pour
« compris entre 0 et 0.5, on trouve une erreur relative maximale par rapport a la
solution analytique de 0.3% avec les éléments P; et de 0.09% avec les éléments P,.
Ceci montre que les deux types d’éléments se comportent correctement quand ils

sont soumis a des grandes déformations isotropes.
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Figure 3.1 — Pression adimensionnée en fonction du facteur de gonflement pour

les lois NH et Sk (C = 1). Ny = 2562 pour les deux types d’éléments.

3.2 Convergence

Passons maintenant a la résolution du probleme couplé. Il faut d’abord vérifier
que la procédure numérique est stable est converge par rapport a la discrétisa-
tion en temps et en espace. On considere un test classique : le comportement
d’une capsule initialement sphérique dans un écoulement de cisaillement simple.

On s’intéresse au cas d'une membrane obéissant a la loi néo-hookienne, pour un
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nombre capillaire Ca = 0.6, et on se penche sur l'influence du pas de temps et de
la taille du maillage. Une étude compléte du comportement en cisaillement simple
sera effectuée en § 3.3.

L’écoulement non perturbé est donné par :

0" (x) = Tx2er. (32)

Dans un tel écoulement, la capsule s’allonge dans une direction contenue dans le
plan de cisaillement. La forme déformée de la capsule peut étre approximée par
un ellipsoide et la déformation quantifiée a 'aide du parametre de Taylor D;; :

D;; = M (i,j =1,2,3), (3.3)
Li+1L;

ot les L; sont les longueurs des axes principaux de l'ellipsoide (du fait de la sy-
métrie de I'écoulement, Ly et L, sont dans le plan de cisaillement). En pratique,
suivant Ramanujan & Pozrikidis (1998), on calcule le tenseur des moments d’iner-
tie de la capsule. En faisant '’hypothese que 'on a affaire a un ellipsoide, il existe
une relation entre la longueur des axes et les valeurs principales de ce tenseur, que
I'on utilise pour calculer les L;. Cette méthode présente 1’avantage d’étre systéma-
tique et largement répandue dans la littérature, mais ne donne que des valeurs
approximatives si la forme de la capsule n’est pas ellipsoidale. Pour Ca = 0.6 avec
la loi NH, la capsule atteint un état stationnaire; DJ; désigne alors le paramétre
de Taylor dans le plan de cisaillement a I'état stationnaire.

On étudie tout d’abord l'influence du pas de temps adimensionné At sur
la stabilité de la procédure numérique avec un maillage tres fin (Ny = 10242
neceuds, h = 2.5 x 10*2). Cette taille de maille correspond a Nr = 20480 éléments
P; et Ng = 5120 éléments P,. Comme prédit par 1'équation (2.12), la procédure
est conditionnellement stable. On trouve que, pour ce cas précis, la condition de
stabilité sur le pas de temps est At < 6 x 1072 pour les éléments P; et At <
5 x 1073 pour les éléments P,. Au dessus de ce pas de temps critique, le volume
interne de la capsule augmente exponentiellement et le calcul doit étre arrété. En
dessous, le volume interne varie faiblement et la déformation de la capsule atteint
un état stationnaire.

Pour I'étude de la convergence, on notera que 1'on ne connait pas la valeur
théorique de la déformation attendue, car le probleme n’a pas de solution ana-

lytique. On choisit d’utiliser comme référence pour chaque type d’éléments P;
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(i = 1,2) la valeur de D73, notée Dfef , obtenue avec le pas de maillage mentionné
plus haut et pour un pas de temps faible yAt = 1 x 10~%.

On commence par augmenter le pas de temps et par calculer l'erreur €; =
) ref
DI —D;” |
re
D}/
montré sur la figure 3.2, la méthode numérique converge linéairement en temps

relative a la valeur de référence, pour chaque type d’éléments. Comme

pour les deux types d’éléments. On note aussi que 1’erreur demeure faible (¢; <
2 x 10~%) pour toutes les valeurs du pas de temps suffisamment faibles pour sa-
tisfaire I'équation (2.12).

On étudie ensuite 1'influence du pas du maillage en augmentant /;, avec un pas
de temps faible de yAt = 1 x 10~%. Comme le montre la figure 3.3, la méthode
converge par rapport a h, approximativement en h*. La précision des résultats

reste bonne méme pour des maillages plus grossiers (¢; < 2 x 1072). La figure 3.3
|D2 — Dy
D,
avec les éléments P; et P> quand on diminue h. Les résultats obtenus avec les deux

montre aussi que la différence relative 6 = entre les valeurs obtenues
types d’éléments convergent donc vers une solution commune.

On trouve ainsi que la procédure numérique est conditionnellement stable et
converge en temps et en espace. Au vu des résultats de convergence, on choisit
d’utiliser pour tous les calculs des éléments P, avec Ny = 2562 nceuds et N =
1280 éléments (h = 5 X 10*2). Pour Ca > 0.5, on utilise un pas de temps YAt = 5 x
103 en suivant I'équation (2.12), on réduit le pas de temps proportionnellement

a Ca pour Ca < 0.5.

3.3 FEcoulement de cisaillement simple

On étudie le comportement d’une capsule initialement sphérique dans un
écoulement de cisaillement simple avec la nouvelle méthode numérique détaillée
précédemment. Afin de valider la méthode, les résultats sont comparés avec trois
études précédentes :

— les travaux de Lac et al. (2004), qui utilisent la méme méthode que ce travail
pour le probleme fluide (éléments de frontiere), mais une approche locale
pour le probleme solide, reposant sur une discrétisation de l'interface par
B-splines bicubiques ;

— les travaux de Li & Sarkar (2008), qui utilisent la méthode des frontieres
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Figure 3.2 — Erreur relative ¢; sur le paramétre de Taylor D7} en fonction du pas

de temps pour des éléments P; et P, a Ca = 0.6. Dans tous les cas, Ny = 10242,

h = 25 x 1072 (c’est-a-dire 20480 éléments P;, 5120 éléments P,). La valeur de

référence Dz-mf pour chaque type d’éléments est prise pour 7At = 1 x 10~*.
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Figure 3.3 — Erreur relative ¢€; sur le parametre de Taylor DJ; en fonction de la

taille du maillage pour des éléments P; et P, a Ca = 0.6, et différence relative ¢

entre les valeurs P; et P,. Dans tous les cas, YAt = 1 x 10~%. La valeur de référence

D:ef pour chaque type d’élément est prise pour & = 2.5 x 1072 (c’est-a-dire 20480

éléments P;, 5120 éléments P,).
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immergées avec des différences finies pour 1’écoulement et une approche
locale avec un chargement constant par élément pour le probléeme solide ;

— les travaux de Doddi & Bagchi (2008b), qui utilisent aussi les frontieres im-
mergées pour le fluide, mais des éléments finis pour modéliser la mem-
brane, quoiqu’avec une méthode sensiblement différente de celle présentée

ici, comme mentionné au chapitre 1.

Le champ de vitesse non-perturbé est donné par 1'équation (3.2). Le comporte-
ment de la membrane est modélisé soit par la loi néo-hookienne, soit par la loi de

Skalak avec C = 1.

La capsule est initialement dans son état de référence. Quand l'écoulement est
démarré, la capsule subit une élongation, tandis que la membrane est en rotation
le long de la forme déformée (mouvement de tank-treading). Durant les premiers
instants de la déformation, des plis apparaissent a proximité du plan orthogonal
a la direction d’élongation (on appellera ce plan I'équateur). Ces plis sont liés a la
présence de tensions compressives dans la membrane. Selon la valeur du nombre
capillaire Ca, on trouve trois régimes stationnaires distincts, comme décrit par Lac
et al. (2004). Pour Ca < Car, la membrane reste en compression dans la zone
équatoriale et les plis persistent a I'état stationnaire (fig. 3.4a) @), Pour des valeurs
supérieures du nombre capillaire, la capsule devient plus allongée par 1'écoule-
ment; la valeur de la composante isotrope des tensions (reliée a v;) augmente, ce
qui aboutit a la présence de tensions positives a I'équateur et a la disparition des
plis (fig. 3.4b). Enfin, pour Ca > Cap, la capsule déformée se comporte comme
un corps élancé soumis a un couple (du fait de la vorticité de I’écoulement); des
tensions négatives sont de nouveau présentes a 1’état stationnaire et la membrane
flambe aux pointes (fig. 3.4c). Comme noté au chapitre 1, ces trois régimes ont été
observés expérimentalement.

On peut alors comparer les valeurs de DJ; avec la littérature pour la loi NH
(tig. 3.5) et la loi Sk (fig. 3.6). Nos résultats sont en bon accord avec les travaux pré-
cédents pour toutes les valeurs du nombre capillaire. En particulier, nos résultats
présentent toujours moins de 1% d’écart avec ceux de Lac et al. (2004) tant pour

la loi NH que pour la loi Sk, ce qui valide la nouvelle méthode. En revanche, on

2. Comme on peut le remarquer dans l'équation (3.28) du chapitre 2, g - n change de signe en

méme temps que la courbure; c’est donc une quantité intéressante a tracer pour repérer les plis.
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Figure 3.4 — Déformation stationnaire d"une capsule dont la membrane suit la loi
NH, pour différentes valeurs de Ca : (a) Ca = 0.3, (b) Ca = 0.6, (c) Ca = 1.2. Les
couleurs représentent la composante normale du chargement. L’échelle de couleur

est commune aux trois figures.

trouve un écart de 5% avec Li & Sarkar (2008) pour les deux lois. Ceci est pro-
bablement dii a la description grossiére du chargement adoptée par ces auteurs.
Les résultats de Doddi & Bagchi (2008b) sont proches des notres pour les faibles
valeurs du nombre capillaire, mais semblent diverger quand Ca augmente. Cette
différence est surprenante, car ces auteurs utilisent aussi des éléments finis pour
modéliser la membrane.

Les valeurs critiques Cay, et Cay séparant les trois régimes restent un probleme
ouvert, au sujet duquel les études précédentes ne sont pas parvenues a un consen-
sus. Ces nombres capillaire critiques sont définis comme les valeurs de Ca entre
lesquelles la capsule atteint un état stationnaire dépourvu de tensions négatives.
La figure 3.7 représente les extrema des tensions principales a 1’état stationnaire
(notés Ty et Tyux) pour les deux lois considérées et permet de repérer les valeurs

critiques de Ca données par notre nouvelle méthode. On trouve :
Cap =045, Cay=0.63, (3.4)
pour la loi NH et
Cap =04, Cayg=24, (3.5

pour la loi Sk (C = 1) ©). Ces valeurs sont égales a celles trouvées par Lac et al.
(2004). Doddi & Bagchi (2008b) trouvent aussi des tensions négatives a faible Ca,
mais n’ont pas quantifié les nombre capillaire critique Cay. Ils n’ont par ailleurs

pas étudié de grandes valeurs de Ca et n‘ont donc pu commenter 1’existence de

3. On notera que Cay, ne dépend que faiblement de la loi, car les lois sont équivalentes a faibles

déformations.
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Figure 3.5 — Valeurs de D} en fonction de Ca pour une capsule dont la mem-
brane suit la loi NH dans un écoulement de cisaillement simple. Les résultats sont
comparés avec Lac et al. (2004), Li & Sarkar (2008) et Doddi & Bagchi (2008b). Les

lignes verticales indiquent les nombres capillaires critiques Cay, et Cap.
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Figure 3.6 — Valeurs de DY en fonction de Ca pour une capsule dont la membrane
suit la loi Sk (C = 1) dans un écoulement de cisaillement simple. Les résultats
sont comparés avec Lac et al. (2004) et Li & Sarkar (2008) ; ce cas n’a pas été traité
par Doddi & Bagchi (2008b). Les lignes verticales indiquent les nombres capillaires

critiques Cay et Cag.
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Figure 3.7 — Extrema des tensions principales pour la loi NH et la loi Sk (C = 1).
(2) Tension minimale, (b) tension maximale. Les lignes verticales représentent les

nombres capillaires critiques Cay, et Cap.
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Cap. Quant a Li & Sarkar (2008), ils observent les trois régimes, mais sont inca-
pables de caractériser Caj et Cap, car ils trouvent des tensions négatives pour
toutes les valeurs de Ca; ils attribuent ce phénomeéne au manque de précision de
leur méthode numérique. Ainsi, la présente étude est la seule avec celle de Lac et
al. a déterminer Cay, et Cay ; il est remarquable que, bien qu’utilisant des méthodes
numériques différentes, ces deux études trouvent les mémes valeurs.

La méthode numérique utilisée par Lac et al. (2004) devient instable et finit
par faire diverger le calcul quand des tensions négatives apparaissent : dans les
zones de compression, la distance entre les nceuds tend a devenir tres faible ce qui
fait osciller les splines et aboutit a I'échec du calcul. Avec cette nouvelle méthode
numérique, des plis se forment aussi pour Ca < Cay, ; toutefois, ils ne compro-
mettent pas la stabilité numérique du calcul. On note aussi que Li & Sarkar (2008)
rencontrent des problémes de stabilité pour Ca > Cay. A l'inverse, notre méthode
demeure numériquement stable pour toutes les valeurs de Ca essayées, y compris
pour des valeurs bien au-dessus de Cay (on est allé jusqu’a 1.2 pour la loi NH et
3.0 pour la loi Sk sans rencontrer des problemes de stabilité).

Cette méthode présente donc I'avantage de permettre une étude compléte du
comportement de la capsule en écoulement, y compris pour des nombres capil-
laires hors de l'intervalle [Car, Cay|. La méthode demeure aussi stable pour des
temps de calcul longs. Ceci permet d’étudier le mouvement de tank treading, qui
est un phénomeéne lent : par exemple, pour une capsule obéissant a la loi NH a
Ca = 0.6, la déformation stationnaire est atteinte a ¢t = 7 tandis que la période
de tank treading est de ¥T = 22. Les calculs ont pu étre prolongés pendant plus
de deux périodes de tank treading sans rencontrer de problémes de stabilité (ceci

correspond a 10 000 itérations).

3.4 Ecoulement hyperbolique plan

On s’intéresse maintenant au comportement d’une capsule dans un écoule-

ment hyperbolique plan. Le champ de vitesse non-perturbé est donné par :
0" (x) = (x1e1 — x282) - (3.6)

Deux études numériques ont été consacrées a un tel probleme :

— les travaux de Lac et al. (2004) mentionnés plus haut;
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— l'étude récente de Dodson & Dimitrakopoulos (2008), qui discrétisent 1'in-
terface a l'aide d’éléments spectraux, sur lesquels ils résolvent 1’équation
d’équilibre local pour la membrane et calculent le champ de vitesse par la

méthode des intégrales de frontiére.

Dodson & Dimitrakopoulos n’ayant pas encore publié les résultats complets de
leur étude, l'article de Lac et al. sera la principale référence utilisée ici pour com-

paraison.

Une fois encore, on décrit le comportement de la membrane a 1'aide de la loi
néo-hookienne et de la loi de Skalak (avec C = 1). Placée dans un écoulement hy-
perbolique plan, la capsule subit une élongation selon la direction ¢;. Comme dans
le cas du cisaillement simple, des tensions compressives et des plis apparaissent
pendant le régime transitoire dans le plan orthogonal a la direction d’élongation.
Pour les valeurs du nombre capillaire inférieures a une valeur critique Cay, ces plis
persistent a 1’état stationnaire. Pour des valeurs de Ca plus élevées, un état station-
naire sans tensions négatives peut étre atteint. On définit Ca; comme la valeur en
dessous de laquelle on a des tensions négatives a I'état stationnaire. Quand on
augmente encore Ca, on trouve que le comportement de la capsule dépend de la
loi utilisée pour décrire la membrane. Avec la loi NH, il existe un nombre capillaire
critique Ca, au dela duquel la capsule continue a s’allonger sans plus atteindre
d’état stationnaire. Cette valeur critique Cas n’existe en revanche pas pour la loi

Sk, pour laquelle on trouve toujours un état stationnaire .

Figure 3.8 — Déformation stationnaire d’une capsule dont la membrane suit la
loi Sk (C = 1), pour différentes valeurs de Ca : (1) Ca = 0.1, (b) Ca = 1.0. Les
zones blanches sont en traction, tandis que les couleurs représentent 1'intensité

des tensions négatives.

4. On notera la similarité avec le cas de la sphere sous pression, dans lequel il existe une pression

critique au dela de laquelle la loi NH donne une extension infinie.
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On compare les valeurs obtenues pour DY) a celles de Lac et al. (2004) dans les
figures 3.9 (loi NH) et 3.10 (loi Sk). Pour la gamme de nombres capillaires pour
laquelle ils avaient obtenu des résultats, les valeurs sont en trés bon accord (une
fois encore, moins de 1% d’écart). On notera que le léger écart observé pour la
loi NH a faible Ca est dii a la présence d'importants plis dans 1’état stationnaire
trouvé par notre méthode, qui rendent difficile une définition précise de D33.

Comme dans le cas du cisaillement simple, les nombres capillaires critiques
entre les régimes demeurent un probleme ouvert. Avec la nouvelle méthode, les

valeurs critiques que 1’on trouve pour la loi NH sont

Car =014, Cae =0.35, (3.7)
et pour la loi Sk (C = 1)

Cap =0.15, pasde Caw . (3.8)

On obtient les mémes valeurs de Ca;, que Lac et al. (2004). En revanche, les
résultats different pour Ca., : Lac et al. trouvent une valeur plus basse pour la loi
NH (Cas = 0.22) et une valeur finie pour la loi Sk (Cas = 0.7). On peut trouver
une explication pour cette différence de comportement dans les travaux de Dod-
son & Dimitrakopoulos (2008), qui montrent qu'une capsule placée en écoulement
hyperbolique plan présente des courbure trés élevées aux extrémités durant la
phase transitoire, avant de retourner a des courbures plus faibles a I'état station-
naire. On observe aussi ce phénoméne avec notre méthode (comme illustré en fig.
3.11), méme si notre discrétisation de l'interface ne permet pas une quantification
précise de la courbure aux pointes. On peut penser que la méthode numérique de
Lac et al. a été rendue instable par ces courbures élevées, et qu’ils ont incorrecte-
ment interprété ce probleme purement numérique comme un signe d’extension
infinie, qui peut effectivement se produire a plus fort Ca pour certaines lois de
comportement, mais certainement pas pour une loi durcissante comme la loi de

Skalak.

4 Bilan et discussion

Le couplage d’éléments finis de membrane avec des intégrales des frontiere est

une technique qui n’avait jamais été tentée précédemment pour étudier le compor-
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Figure 3.9 — Valeurs de DJ; en fonction de Ca pour une capsule dont la membrane
suit la loi NH dans un écoulement hyperbolique plan. Les résultats sont comparés
a Lac et al. (2004). Les lignes verticales indiquent les nombres capillaires critiques

Cajy, et Cae.
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Figure 3.10 — Valeurs de D7} en fonction de Ca pour une capsule dont la membrane
suit la loi Sk (C = 1) dans un écoulement hyperbolique plan. Les résultats sont
comparés a Lac et al. (2004). La ligne verticale indique le nombre capillaire critique

CLZL.
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Figure 3.11 - Profils transitoire (7t = 1.5) et stationnaire (7t = 10) dans le plan
(x1,x2) pour une capsule dans un écoulement hyperbolique plan a Ca = 1.0. La
capsule de la membrane obéit a la loi Sk (C = 1). On observe que la courbure aux

pointes est plus élevée durant le régime transitoire qu’a I'état stationnaire.
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tement d"une capsule. Les résultats que I'on a présentés ici montrent clairement
que cette méthode numérique est viable et précise. On se propose maintenant de

revenir sur quelques points importants soulevés durant cette étude.

4.1 Limites des méthodes locales

L’écriture de 'équation d’équilibre de la membrane sous forme de probleme
variationnel (eq. 2.13) plutdt que comme une équation d’équilibre local impose des
conditions différentes sur la discrétisation du probléme. Quand on utilise I'équa-
tion locale, le chargement g est égal a la divergence surfacique des tensions T. On
désire ensuite utiliser q dans l'intégrale de frontiere du probléme fluide. Ainsi,
pour que cette intégrale ait un sens, le tenseur T doit étre continu sur la surface
entiere de la capsule. Du fait de la définition de T, la position (et le champ de
déplacement) doivent donc étre de classe C! sur toute la surface.

Une telle description C! n’est pas possible pour une sphere®. Ce probléeme
topologique est inévitable quand on utilise I'équation d’équilibre local pour traiter
une capsule, et a été rencontré par toutes les études reposant sur cette équation.

Lac et al. (2004) maillent la sphére a l'aide de B-spline bicubiques le long de
coordonnées similaires aux coordonnées sphériques habituelles. Si cette méthode
offre une description C? de la position sur une grande partie de la surface, elle
introduit deux points singuliers — les poles — ot la base locale covariante ne peut
pas étre définie et ou les tensions ne peuvent donc pas étre calculées. De plus,
comme les symboles de Christoffel tendent vers l'infini quand on s’approche des
poles, les erreurs numériques deviennent importantes autour de ces points. Lac
et al. (2007) sont parvenus a diminuer le probleme en introduisant un deuxiéme
maillage, dont les poles sont orthogonaux a ceux du premier maillage. Ils résolvent
alors le probleme solide une fois sur chaque maillage et calculent une moyenne
pondérée du chargement, de sorte a réduire la contribution des zones proches
des poles. Cette méthode donne généralement de trés bons résultats, mais elle
est coliteuse en temps de calcul, car elle nécessite de résoudre le probleme solide
deux fois et de faire régulierement des projections de la position et du chargement
d’une grille sur I'autre. De plus, elle présente toujours des instabilités numériques

dans certains cas, comme par exemple en écoulement hyperbolique (eq. 3.6) quand

5. C’est un corollaire classique du théoreme de la « boule chevelue » de Poincaré-Brouwer.
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l'axe des poles d'un des deux maillages est dans la direction d’élongation.

Une autre technique utilisée pour mailler la sphere dans le cadre d’une ap-
proche locale est d’utiliser des éléments entre lesquels les dérivées premieres en
espace sont discontinues. Il est alors nécessaire d’implémenter une méthode ad
hoc pour traiter ces discontinuités. Un exemple d'une telle méthode est fourni par
Wang & Dimitrakopoulos (2006). Ils discrétisent 'interface avec un faible nombre
d’éléments spectraux (entre 6 et 14) qui offrent une représentation tres réguliere
de la position au sein de chaque élément, mais avec des discontinuités entre ceux-
ci. Ces auteurs font alors appel a une méthode de lissage du premier ordre pour
imposer la continuité de la position et de ses dérivées premieres d'un élément a
'autre. A la différence du faible nombre d’éléments (et donc du faible recours né-
cessaire au lissage) utilisé par Wang & Dimitrakopoulos, Ramanujan & Pozrikidis
(1998) utilisent un maillage déstructuré avec 512 éléments triangulaires de type
P> entre lesquels les tensions sont discontinues. Ces auteurs ont mis en place une
technique complexe pour moyenner le tenseur T a chaque nceud a partir de ses
valeurs sur les éléments contigus et pour ensuite le réinterpoler entre les nceuds
pour calculer le chargement — lequel est supposé constant par morceaux. Les effets
de tant de moyennes sont difficiles a prédire ou a contrdler.

A la différence des méthodes reposant sur ’équation locale d’équilibre, celles
résolvant le probleme variationnel ne sont pas soumises a ces complications to-
pologiques. Comme on I'a vu, 'équation (2.13) permet a i d’étre dans H', ce qui
signifie que le probleme solide peut étre discrétisé a ’aide d"un espace d’éléments
finis présentant des discontinuités des dérivées premieres entre les éléments. On
peut ainsi obtenir le chargement sans avoir a recourir a une technique de lissage ou
de moyenne mal contrdlée. Il apparait ainsi que les méthodes variationnelles sont
une maniere plus robuste de traiter le mécanique de la membrane d"une capsule

que les méthodes reposant sur 1'équilibre local.

4.2 Comparaison avec les méthodes existantes

La nouvelle méthode présentée ici donne des résultats en bon accord avec la
littérature dans le cas d’un écoulement de cisaillement simple. En particulier, elle
donne des résultats remarquablement proches (moins de 1% d’écart) de ceux de

Lac et al. (2004). Ceci est d’autant plus intéressant que ces auteurs sont ceux qui ont
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employé la discrétisation la plus précise. On trouve de plus les mémes nombres
capillaires critiques Cay, et Cap, bien qu’utilisant des méthodes numériques diffé-
rentes. On peut donc supposer que ces valeurs sont bien liées a la physique du
probléme et non a un choix de méthode numérique.

On trouve des résultats tout aussi proches a ceux de Lac ef al. en écoulement
hyperbolique plan. Les deux études trouvent la méme valeur du nombre capillaire
critique Car, ce qui semble la aussi indiquer que cette valeur est physique. En re-
vanche, Lac et al. rencontrent des problemes numériques pour les grandes valeurs
de Ca dus a la présence de courbures élevées pendant la phase transitoire. La plus
grande rigidité numérique de nos éléments, comparés aux B-splines bicubiques,
permet a notre méthode de demeurer stable pendant le régime transitoire et d’at-
teindre 1’état stationnaire, quand il existe. Cependant, notre discrétisation ne per-
met pas d’avoir une description précise de la courbure locale aux pointes quand
la capsule est trés allongée. La méthode de Dodson & Dimitrakopoulos (2008) est
sans doute plus adaptée a I'étude de ces courbures. D’autres études avec une mé-
thode numérique différente seraient nécessaires pour confirmer les différences de

comportement observées entre les lois NH et Sk et les valeurs trouvées pour Cac,.

4.3 Rigidité de flexion, limites du modele de membrane

Si les résultats trouvés avec la nouvelle méthode sont souvent tres proches de
ceux de Lac et al. (2004), il faut toutefois noter une différence importante : le com-
portement de la membrane en présence de compression. La ot1 la méthode de Lac
et al. finit par diverger en présence de tensions négatives (Ca < Car, ou Ca > Cay
en cisaillement simple, Ca < Cay, en écoulement hyperbolique plan), la nouvelle
méthode reste stable et méne a un état d’équilibre stationnaire. Cette différence
de comportement est probablement due a la plus grande rigidité numérique des
éléments utilisés ici comparés aux splines cubiques. En effet, d'un point de vue
théorique, quand une coque mince est soumise a de la compression, elle tend a
flamber et a présenter des plis. La longueur d’onde de ceux-ci est déterminée par
la rigidité de flexion de la coque. Dans le cas ou cette rigidité de flexion tend vers
0 (modéle de membrane), la longueur d’onde des plis doit faire de méme et le pro-
bleme n’a plus de solution. Numériquement, toutefois, la discrétisation introduit

toujours une rigidité numérique (un élément P;, par exemple, reste nécessaire-
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ment plan), qui agit localement comme une rigidité de flexion et détermine la
longueur d’onde des plis. Si cette rigidité numérique est suffisamment élevée, elle
permet de maintenir une distance suffisante entre les nceuds pour empécher la
méthode de diverger. C’est le cas avec la discrétisation que 1’on utilise ici, et géné-
ralement pas pour les splines cubiques. Notons d’ailleurs que ni Doddi & Bagchi
(2008b) ni Li & Sarkar (2008), qui utilisent une discrétisation similaire a la notre,
ne constatent d’instabilités a faible nombre capillaire. Cette rigidité introduite par
la méthode numérique permet d’obtenir des résultats stables dans les cas ou 1'état
stationnaire présente des tensions négatives, rendant possible 1'étude de ces cas.
Malgré ces avantages, il faut garder a 1'esprit que cette rigidité introduite par
les éléments n’est qu'un artefact de la méthode numérique; elle ne peut pas étre
contrdlée ou obéir a un modele mécanique décrivant la rigidité de flexion d’une
paroi expérimentale. Ainsi, par exemple, les plis observés pour Ca < Ca; dé-
pendent du maillage et de l'orientation de celui-ci lors du mouvement de tank-
treading. On ne dispose que d’'un modéle de membrane, stabilisé par une rigidité
numérique, et non d'un vrai modele de coque. Toutefois, si un modeéle de mem-
brane ne peut prévoir I'état plissé, il est suffisant pour traiter les zones ot la paroi
est tendue, ainsi que pour déterminer, par le calcul des tensions négatives et des
directions principales associées, la localisation des plis et 1’orientation de ceux-ci.
De plus, la rigidité introduite par les éléments a un effet essentiellement local,
sans influence sur l'allure générale de la capsule. La figure 4.1 montre la méme
capsule (méme Ca, méme instant) pour deux valeurs de & différentes. On remarque
que, quand / est divisé par 2, la longueur d’onde des plis diminue d’autant, mais
sans influer sur la forme globale de la capsule. Ainsi, on peut supposer que le
modéle numérique développé ici donne une bonne description globale du com-
portement d’une capsule réelle qui ne présenterait qu'une faible rigidité de flexion
(y compris pour la détermination de Cay, et Cap), seule I'allure des plis n’étant pas
décrite correctement. Ceci justifie ’adoption de ce modeéle dans la suite du travail.
En revanche, si I'on veut conduire une étude complete des plis, ou étudier des
capsules dont la résistance a la flexion est du méme ordre de grandeur que la
résistance aux déformations dans le plan, il convient de développer un véritable

modeéle de coque prenant en compte physiquement cette rigidité de flexion.



Figure 4.1 — Allure d'une méme capsule a Ca < Caj, pour deux tailles de maille : (a)
h=5x1072,(b) h = 2.5 x 1072. Dans les deux cas, Ca = 0.15 et la membrane obéit

a la loi NH. L'échelle de gris correspond a la composante normale du chargement.



Chapitre 4

Capsules ellipsoidales

en écoulement de cisaillement simple

La nouvelle méthode numérique présentée au chapitre précédent a montré son
efficacité sur des cas classiques. On se propose maintenant de l'utiliser pour traiter
un probleme différent et encore peu exploré : le cas d'une capsule dont la forme de
référence n’est pas sphérique. En particulier, on s’intéressera ici aux capsules dont
la forme de référence est un ellipsoide de révolution (sphéroide), dans un écoule-
ment de cisaillement simple. Les motivations pour une telle étude sont multiples.
Tout d’abord, le comportement mécanique de capsules non-sphériques présente
un certain nombre de caractéristiques absentes chez les capsules sphériques. Or,
Chang & Olbricht (1993b) et Walter et al. (2001) ont observé expérimentalement
ces phénoménes méme pour des capsules ne présentant qu'un tres faible écart a
la sphéricité (rapport d’aspect de 0.97); ainsi, la capsule initialement sphérique
n’est pas un modele totalement satisfaisant pour des capsules réelles. De plus, les
avancées technologiques permettant de fabriquer des capsules en canaux micro-
fluidiques (Xiang et al., 2008; Liu et al., 2009) permettent d’imaginer de fabriquer
celles-ci en faisant polymériser une membrane autour de gouttes fortement non-
sphériques. De telles capsules peuvent avoir un grand intérét, car elles présentent
un plus grand rapport surface/volume que les capsules sphériques, ce qui favo-
rise la diffusion trans-membranaire. Un modéle est nécessaire pour de tels objets.
Enfin, des capsules naturelles peuvent ne pas étre sphériques : c’est en particulier
le cas du globule rouge, dont la surface est de 44% supérieure a celle d'une sphére
de méme volume. Comme mentionné au chapitre 1, des phénomenes typiques des

capsules non-sphériques ont été observés expérimentalement avec des globules
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rouges par Abkarian et al. (2007), et il faut chercher a les mieux comprendre.

1 Travaux précédents et objectifs

Les études numériques tridimensionnelles du comportement de capsules non-
sphériques sont peu nombreuses. Ramanujan & Pozrikidis (1998) ont étudié le
comportement de sphéroides aplatis en cisaillement simple et montré l'existence
d’un régime, généralement appelé swinging, dans lequel le parametre de Taylor et
l'inclinaison de la capsule oscillent au cours du temps. Leur étude porte essen-
tiellement sur des sphéroides faiblement aplatis (rapport d’aspect 0.9); quelques
résultats sont donnés pour un rapport d’aspect de 0.5, mais sans atteindre un ré-
gime établi (les temps de calcul nécessaires pour cela étaient sans doute trop élevés
pour les moyens de 1'époque).

Les études suivantes sont plus récentes, motivées par les travaux expérimen-
taux d’Abkarian et al. (2007) sur les globules rouges. Sui et al. (2008) ont, comme
Ramanujan & Pozrikidis (1998), étudié un certain nombre de cas particuliers pour
des sphéroides aplatis (rapports d’aspect : 0.5, 0.67, 0.9) dont la membrane obéit
la loi néo-hookienne avec la méme viscosité pour les fluides interne et externe. Ils
montrent que, pour des valeurs suffisamment faibles du nombre capillaire (plus
faibles que celles explorées par Ramanujan & Pozrikidis), la capsule est soumise a
un autre régime, appelé tumbling, au cours duquel elle se comporte essentiellement
comme un ellipsoide rigide, le phénomene de tank treading disparaissant. L'étude
est limitée a quelques cas et ne donne 'amplitude des oscillations en fonction du
nombre capillaire que pour le rapport d’aspect 0.67. Elle montre que I'amplitude
des oscillations du parametre de Taylor est maximale autour de la transition et
que, en régime de swinging, les oscillations de l'inclinaison diminuent quand le
nombre capillaire augmente.

Il n’existe qu'une seule étude numérique explorant systématiquement 'influence
d’un jeu de parametres : celle de Kessler et al. (2008). Ces auteurs ont principale-
ment cherché a examiner la validité d'un modele analytique simplifié proposé
par Skotheim & Secomb (2007), censé prévoir le régime du comportement de la
capsule en fonction du nombre capillaire et du rapport des viscosités. L'étude de

Kessler et al. se limite a des sphéroides aplatis présentant initialement de faibles
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écarts a la sphéricité (rapport d’aspect : 0.9) et subissant des déformations mo-
dérées; la seule loi considérée pour la paroi de la capsule est la loi de Hooke
généralisée, complétée par une légere rigidité de flexion. Ils établissent un dia-
gramme de phase déterminant le régime en fonction du rapport des viscosités et

du nombre capillaire pour le rapport d’aspect 0.9.

Le modele analytique de Skotheim & Secomb (2007) cherche a déterminer I'ef-
fet du rapport des viscosités et du nombre capillaire. Il repose sur une hypothese
tres forte : la forme tridimensionnelle de la capsule reste constante au cours du
mouvement. Ainsi, soit les points matériels restent fixes par rapport a cette forme
et celle-ci tourne dans l"écoulement (tumbling), soit les points tournent autour de
la forme tandis que l'inclinaison de celle-ci oscille (swinging). Le modele postule
que le comportement de la capsule est dominé par une compétition entre, d"une
part, I'énergie apportée par 1'écoulement, qui a tendance a mettre en mouvement
les points autour de la forme de la capsule et, d’autre part, 1'énergie de défor-
mation de la membrane, qui tend a les maintenir dans leur position de référence.
Ainsi, le tumbling a lieu a faibles nombres capillaires, tandis que le swinging
correspond a des nombres capillaires plus élevés. Le modele donne aussi une ex-
pression de I'amplitude et de la valeur moyenne des oscillations de l'inclinaison
en fonction du nombre capillaire et du rapport des viscosités. Si ce modele ana-
lytique permet de comprendre la physique générale du phénomene, Kessler et al.
(2008) montrent qu’il ne rend qu’imparfaitement compte du comportement de la
capsule et que I'hypothése d'une forme constante n’est pas vérifiée. Par ailleurs,
ce modele ne prend pas en compte 1'expression de I'énergie de déformation de
la membrane (la loi de comportement), et prédit donc que ni la transition, ni les

oscillations de l'inclinaison ne dépendent de la loi — ce qui semble surprenant.

La présente étude vise a étre une étude systématique du comportement de
capsules ellipsoidales en cisaillement simple. On choisit de s’intéresser a des cas
résolument différents de ceux étudiés par Kessler et al. (2008) : on travaillera avec
des capsules initialement trés éloignées de la sphere (en considérant aussi bien des
sphéroides allongés qu’aplatis), et dans des domaines de grandes déformations.
Ceci conduira en particulier a se pencher sur !'influence des propriétés mécaniques
de ln membrane : loi de comportement, rapport entre module de cisaillement et

module de dilatation surfacique, nécessité d"une rigidité de flexion. .. En revanche,
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on se limitera a un rapport des viscosités A = 1, et I'on renvoie aux travaux de
Kessler et al. pour une étude plus détaillée de 'influence de ce parametre.

Apres avoir introduit les notations nécessaires a la description des phénomeénes
(§2), on présentera sur des exemples les différents régimes du mouvement (§3).
On effectuera ensuite une étude systématique en fonction du nombre capillaire
pour deux lois de comportement et deux rapports d’aspect (§4), puis on étudiera
I'influence relative des modules de cisaillement et de dilatation (§5). Enfin, on

conclura par quelques remarques sur les points saillants de 1’étude (§6).

2 Présentation du probleme et notations

On étudie une capsule dont la forme de référence non-contrainte est un ellip-
soide de révolution. On note a la demi-longueur de son axe de révolution, et b la
demi-longueur de 'axe orthogonal. Ainsi, dans un repére orthonormé (O’, X, Y, Z)

bien choisi, I'équation de la forme de référence est :

HRGROS

On définit le rapport d’aspect a/b de 1’ellipsoide initial. Si a/b < 1, on parle de
sphéroide aplati et de sphéroide allongé sia/b > 1.

Le volume de la capsule a pour expression
4
vzgm#. (2.2)

On choisit pour I'échelle de longueur du probleme (intervenant entre autres dans
la définition du nombre capillaire) le rayon ay de la sphere de méme volume que

Iellipsoide :
ay = vVab? . (2.3)

Dans un écoulement de cisaillement simple, les points de la membrane sont
continuellement en mouvement, du fait de la vorticité de 1’écoulement. Pour une
capsule initialement sphérique, tous les points sont équivalents et la capsule prend
une forme fixe stationnaire autour de laquelle la membrane est en rotation (phé-
nomene de tank-treading évoqué au chapitre précédent). Pour une capsule ellipsoi-

dale, dont la forme de référence ne possede pas la symétrie sphérique, les points
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de la membrane ne sont pas équivalents. Une telle capsule ne peut atteindre un
état stationnaire et un régime périodique se met en place, comme on le verra par
la suite. On se propose donc tout d’abord d’introduire les notations nécessaires
pour décrire le mouvement périodique de la capsule.

Dans toute 1'étude, 'axe de révolution de la capsule sera placé dans le plan de
cisaillement (ej, 7). Par symétrie, les points matériels initialement présents dans
ce plan y demeureront durant le mouvement. On s’intéressera particulierement a
ces points et a l'intersection de la capsule avec le plan de cisaillement; il s’agira
approximativement d’une ellipse, comme représenté figure 2.1. Si I'on note L; la
longueur du grand axe et L, celle du petit axe, on rappelle que la parameétre de
déformation de Taylor s’écrit :

Li—Ly

Dpp = 22
L P N

(2.4)

Contrairement au cas de la sphere, D1, n’est pas nul a I'état initial pour une cap-
sule ellipsoidale. Un autre parameétre utile pour décrire la déformation est A, la
variation relative de surface. Si 'on note A(t) la surface de la membrane au temps

t, on a alors :

(2.5)

Figure 2.1 — Notations utilisées pour décrire la capsule déformée.

La dynamique de la déformation de la capsule est complexe : d'une part, la
forme globale évolue dans le temps (variation de la déformation et de 1'orienta-

tion) et d’autre part la membrane est en rotation. Ces deux phénoménes doivent
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étre quantifiés simultanément. Pour décrire le mouvement, on adopte donc les no-
tations de Kessler et al. (2008). On suit la position d'un point matériel P situé dans
le plan de cisaillement, et 'on note a I'angle que fait O? avec e1. Par ailleurs, on
note B I'angle que fait le grand axe de l'ellipse avec ¢;. Enfin, on pose § = a — .
Notons que la valeur initiale de ¢ est arbitraire, selon le choix du point P.

Quand on atteint un régime périodique établi, la période T du mouvement
est prise comme étant celle de I’évolution de 1’angle «. Il est alors intéressant de
caractériser les variations de diverses quantités (D1, B...) au cours d"une période.
On surmontera d"une barre la valeur moyenne de la quantité considérée, et on écrira
entre crochets son amplitude créte i créte. Par exemple : B, [B].

On s’intéressera aussi aux variations des efforts dans la membrane, en particu-
lier aux extrema des tensions principales T; et T,. Il conviendra alors de distinguer
extrema spatial et temporel. Par exemple, le maximum de tension & un instant

donné est :

Tnax(t) = I{}}%X(Tv@/t)) ;v € {12},

et sa valeur minimale sur une période est dénotée

min Ty = mtin (Trnax(t)) = mtin <max (Ty(gc,t))> ,v € {1,2}.
Xy

3 Tumbling et swinging

Pour une capsule ellipsoidale donnée, on rencontre deux régimes, selon la
valeur du nombre capillaire Ca. On note Ca* le nombre capillaire critique séparant
ces deux régimes. Pour Ca < Ca*, la capsule se déforme peu et a un comportement
proche de celui d'un ellipsoide rigide soumis a la vorticité de 1'écoulement. On
parle de tumbling. A l'inverse, pour Ca > Ca*, on retrouve un régime proche du
tank-treading connu pour les capsules sphériques, avec la membrane en rotation
autour d’une forme déformée donnée. Toutefois, pour une capsule ellipsoidale,
la déformation et l'orientation de cette forme varient périodiquement. On parle
alors de swinging. On se propose tout d’abord de montrer les caractéristiques de
ces deux régimes sur des exemples. On considére une capsule dont la forme de
référence est un sphéroide allongé, dont le rapport d’aspect initial vaut a/b = 2 et

dont la membrane obéit a la loi de Skalak, avec C = 1.
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3.1 Tumbling

On considére ici le cas d'une capsule soumise au régime de tumbling, a un
nombre capillaire de Ca = 0.1; on verra par la suite que, pour cette loi et ce
rapport d’aspect, on a Ca* = 0.29. On donne a la figure 3.1 I’état de la capsule a

différents instants.

Figure 3.1 - Capsule dans le plan de cisaillement aux instants jt =
16.5,19,21.5,24,25. La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 0.1. Les
couleurs correspondent a la composante normale du chargement, g - n. Les points
colorés permettent de suivre deux points matériels ; dans la configuration de réfé-

rence, le point bleu est sur le grand axe et le point rouge sur le petit axe.

Le mouvement de la capsule a les caractéristiques générales d'un mouvement
de corps rigide. En effet, les points matériels bougent peu par rapport a leur posi-
tion initiale relativement aux axes principaux de I’ellipsoide. La mesure des angles,
figure 3.2, permet de quantifier ces caractéristiques. L'orientation de 1’ellipsoide,
représentée par f, fait un tour complet, tandis que le petit mouvement des points
matériels par rapport a leur position initiale se traduit par de faibles oscillations
de é.

II est toutefois un peu abusif de dire que la capsule a exactement un mouve-
ment de corps rigide. Le parametre de Taylor, montré figure 3.3, varie au cours
du mouvement, oscillant autour de sa valeur initiale. L’écoulement tend a étirer la
capsule dans la direction 71/4; ceci se traduit par des valeurs maximales de Dy
quand g vaut 71/4 ou —37/4, et minimales quand il vaut 377/4 et —7t/4.

Les tensions minimales et maximales sont données figure 3.4. On note que, a
I'exception des instants ol elle est alignée avec la direction d’élongation, la cap-
sule présente des zones de tensions négatives. Comme on le voit a la figure 3.5,

les tensions négatives recouvrent une grande partie de la surface de la capsule.



98 Chapitre 4 — Capsules ellipsoidales

o6+ |\ 5
0.4 B

02 | R

SRS

SRS
[en]

Yt

Figure 3.2 — Angles 3 et 6 durant le régime de tumbling. La membrane suit la loi

Sk(C=1),a/b=2,Ca=0.1.
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Figure 3.3 — Parameétre de Taylor D;, durant le régime de tumbling. La membrane
suitlaloi Sk (C = 1),a/b =2, Ca = 0.1. La déformation oscille autour de sa valeur

initiale, repérée par la ligne pointillée.
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Figure 3.4 — Maximum et minimum des tensions durant le régime de tumbling.

La membrane suit la loi Sk (C =1),a/b =2, Ca =0.1.
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Figure 3.5 — Capsule dans le plan de cisaillement aux instants -yt
16.5,19,21.5,24,25. La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 0.1. Les
zones blanches sont en traction, tandis que les zones colorées subissent des ten-
sions négatives. Les points colorés permettent de suivre deux points matériels;

dans la configuration de référence, le point bleu est sur le grand axe et le point

rouge sur le petit axe.
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Toutefois, le modele numérique demeure stable.

3.2 Swinging

On étudie maintenant la méme capsule, mais pour un nombre capillaire Ca =
1.2 > Ca*. On est alors dans le régime de swinging. L'allure a divers instants est

montrée a la figure 3.6.

Figure 3.6 - Capsule dans le plan de cisaillement aux instants jt =
21,23,25.5,28,32.5. La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 1.2. Méme
légende que la figure 3.1.

On observe ici un phénomene de tank-treading, la membrane tournant autour
d’une forme déformée. Cette rotation s’accompagne d’une variation de la forme
de la capsule ainsi que d'une oscillation de I'angle d’inclinaison. Comme pour le
tumbling, on peut quantifier ces phénomenes en mesurant 1’évolution des angles,
comme représenté figure 3.7. Cette fois-ci, § oscille, tandis que ¢ fait un tour com-
plet.

Le parametre de Taylor varie aussi au cours de la rotation, comme montré
sur la figure 3.8. La capsule atteint sa déformation maximum quand les points se
trouvant sur le grand axe de l'ellipsoide de référence (le point bleu de la figure 3.6)
sont dans la direction d’élongation. Inversement, le minimum de D, est obtenu
quand les points sur le petit axe de 'ellipsoide de référence sont dans la direction
d’élongation. On note que la déformation est toujours supérieure a la déformation
initiale, contrairement a ce qui est observé pour le tumbling. Cela est dt au fait
que les forces visqueuses sont plus importantes que dans le cas précédent.

Les tensions oscillent avec la méme période que la déformation, comme montré
sur les figures 3.9 et 3.10. Quand les axes principaux des ellipsoides initial et
déformé concordent (c’est-a-dire quand un point matériel initialement sur le grand
axe est sur la grand axe de l'ellipsoide déformé), I'élongation est maximale et

les tensions sont partout positives ; dans le cas contraire, de nombreuses tensions
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Yt

Figure 3.7 — Angles 8 et 6 durant le régime de swinging. La membrane suit la loi

Sk(C=1),a/b=2,Ca=1.2.
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Figure 3.8 — Parameétre de Taylor D, durant le régime de swinging. La membrane
suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 1.2. La déformation est supérieure a sa valeur

initiale, repérée par la ligne pointillée.
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\\\\\\

Figure 3.9 — Maximum et minimum des tensions durant le régime de swinging.

La membrane suit la loi Sk (C =1),a/b =2, Ca=1.2.

Figure 3.10 - Capsule dans le plan de cisaillement aux instants ¢t =
21,23,25.5,28,32.5. La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 1.2. Méme
légende que la figure 3.5.
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négatives et des plis apparaissent. Si 'on compare au cas du tumbling, on note
que les valeurs de T,y sont bien plus élevées (car Ca est plus grand), tandis que

les valeurs de T, sont du méme ordre de grandeur.

3.3 Transition

Le passage d'un régime a 'autre est un phénomene complexe, qui s’accom-
pagne de fortes oscillations des angles et du parametre de Taylor, comme on va
maintenant le voir. On rappelle que, pour la capsule étudiée, Ca* = 0.29, et on se

place a un nombre capillaire légerement supérieur, a savoir Ca = 0.4.

L’allure de la capsule dans le plan de cisaillement est donnée a la figure 3.11.
On remarque en particulier une phase (7t = 26.5 sur la figure 3.11) lors de la-
quelle la longueur des deux axes devient tres proche : D1, devient donc tres faible.
Comme montré sur la figure 3.13, I'amplitude [D1;] est plus élevée que dans les
autres cas étudiés précédemment (fig. 3.3 et 3.8). Les instants ott D1, devient tres
faible correspondent a une variation brusque de l'inclinaison f, comme montré
figure 3.12. On note aussi que I'amplitude [B] est nettement supérieure a celle ob-
servée a plus grand nombre capillaire (fig 3.7). Ainsi, la transition se caractérise

par des oscillations brusques et de forte amplitude des angles et du parametre de

Taylor.
@) - , | |
[ 4
Pl v ]
L J
-

b) . i
®) r‘M v) PR e,
). L - . / , J

o - = (g
e e il
Figure 3.11 - Capsule dans le plan de cisaillement aux instants jt =

19,21,24,26.5,28.5. La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 0.4. (a)
Chargement normal. (b) Tensions négatives. Méme légende que les figures 3.1 et

3.5.
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Figure 3.12 — Angles B et § durant le régime de swinging, proche de la transition.

La membrane suit la loi Sk (C =1),a/b =2, Ca = 0.4.
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Figure 3.13 — Parametre de Taylor Dy, durant le régime de swinging, proche de la

transition. La membrane suit la loi Sk (C =1),a/b =2, Ca = 0.4.
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4 Influence de Ca et de la loi de comportement

On a décrit les deux régimes et vu qu’ils pouvaient étre distingués a 1'aide
des angles B et 4. On se propose maintenant de conduire une étude systématique
en fonction du nombre capillaire. On étudie deux lois de comportement, déja
utilisées pour la sphere et ayant le méme comportement en petite déformation :
la loi néo-hookienne et la loi de Skalak avec C = 1. On travaillera avec deux
rapports d’aspect : a/b = 0.5 et a/b = 2, ce qui permettra de voir les différences
de comportement entre sphéroides aplatis et allongés. Toutefois, on ne conduira

pas ici d’étude systématique de l'influence du rapport d’aspect.

4.1 Détermination de Ca*

La transition entre les deux régimes est caractérisée par un passage d’une si-
tuation ot I'angle d’inclinaison p fait un tour complet a une situation ou c’est
I’angle ¢ qui le fait. Les amplitudes [B] et [#] des oscillations de ces deux angles
permettent donc de délimiter les régimes, comme montré aux figures 4.1(a) et
4.1(d) : on a [B] = 27 en tumbling et [§] = 27 en swinging. Les valeurs de Ca*
déterminées par cette méthode pour les quatre cas considérés sont données dans
le tableau 4.1. Pour a/b = 0.5, Ca* est tres petit; travailler a de tels nombres capil-
laires nécessite d’utiliser des pas de temps trés faibles ce qui implique des temps
de calcul élevés. On constate pour les deux lois que la capsule est en tumbling a
Ca = 0.02 et est en swinging a Ca = 0.03, sans chercher a déterminer avec plus
de précision Ca* a ce rapport d’aspect. Pour a/b = 2, on note que Ca* dépend
faiblement de la loi considérée (25% d’écart néanmoins) ; ceci s’explique par le fait
que Ca* correspond ici a un régime de déformations modérées, ott la loi NH et la

loi Sk avec C = 1 ont un comportement proche.

4.2 Evolutions des caractéristiques du mouvement

L’évolution des caractéristiques du mouvement en fonction du nombre capil-
laire est donnée dans les figures 4.1, 4.2 et 4.3 pour les deux lois et les deux
rapports d’aspects considérés.

On note tout d’abord que l'on retrouve en régime de swinging des compor-

tements similaires a ceux observés pour les capsules sphériques : quand Ca aug-
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a/b = 0.5 alb =1 alb =2
NH Ca* =~ 0.03 * Ca* =022
0.03 < Ca; < 0.10 Ca;, =045 0.02 < Cay, < 0.05
Cayg = 0.70 Cayg = 0.63 Cay =0.32
Sk,C=1 Ca* =~ 0.03 * Ca* =0.29
0.04 < Cay, < 0.07 Ca;, =040 0.02 < Cay, < 0.05
CIZH =25 CﬂH =24 CﬂH =14

Tableau 4.1 — Valeurs des nombres capillaires critiques Ca*, Cay, et Cay pour les

cas étudiés, ainsi que, pour rappel, les valeurs pour les capsules sphériques.

mente, la période §T et la déformation D, augmentent, tandis que 1’angle d’in-
clinaison B diminue. On remarque que les évolutions du parametre de Taylor Dj,
permettent de retrouver la transition. En effet, I’amplitude [D;,]| des oscillations
est maximale a la transition. La valeur moyenne D;, présente un point d’inflexion
pour a/b = 2, et méme une inversion de pente pour a/b = 0.5 a la transition.
Comme dans le cas des capsules sphériques, on observe que les lois NH et Sk
(C =1) ont le méme comportement en petites déformations, puis se différencient
quand Ca augmente. Le caractére durcissant de la loi de Skalak est apparent, un
nombre capillaire plus élevé étant nécessaire pour atteindre la méme période ou
la méme déformation moyenne qu’avec la loi néo-hookienne. Enfin, il est remar-
quable que, pour les deux rapports d’aspect considérés, on n’observe pas de dif-
férences qualitatives entre le comportement d'un sphéroide allongé et celui d'un
sphéroide aplati. Méme si les résultats sont quantitativement différents, 1’allure
générale des courbes (angles, période, parametre de Taylor au dela de Ca*) est

trés similaire.

4.3 Ftude des tensions

Les tensions maximales!) et minimales sont tracées aux figures 4.2(d—f) et
4.3(d—f). 1l est intéressant de noter que, contrairement au cas des capsules ini-

tialement sphériques, T),;, conserve une valeur négative a un moment du cycle,

1. La valeur de max Ty peut étre intéressante pour prévoir la rupture; en revanche, min Ty

n’a pas d’intérét particulier et n’a donc pas été tracée.
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quel que soit le nombre capillaire. On a vu de plus a la section 3 que les zones
de tensions négatives étaient généralement tres étendues. On peut donc s’inter-
roger sur la pertinence d'un modele de membrane pour traiter de tels cas. On y

reviendra a la section 6.

Les valeurs de max T}, sont particulierement intéressantes. Elles permettent
de déterminer si les tensions négatives persistent durant toute la période. On voit
qu’il existe une large plage de valeurs ot1 ce n’est pas le cas et ot la capsule est en
traction en tout point pendant une partie du cycle. Mais on remarque que, pour les
grandes valeurs de Ca, max T,,;, devient négative, c’est-a-dire que 1’'on a des ten-
sions négatives pendant toute la période. On observe alors le méme phénomene
que celui connu pour les capsules initialement sphériques quand Ca > Cap : les
pointes de la capsule flambent du fait de la vorticité de I'écoulement. Ce phéno-
mene est illustré figure 4.4. Par analogie avec le cas des capsules sphériques, on
choisit de définir pour les capsules ellipsoidales Cay comme le nombre capillaire
a partir duquel max T,,;, < 0. Les valeurs de Cay pour les cas étudiés ici sont

données dans le tableau 4.1.

Figure 4.4 — Capsule dans le plan de cisaillement aux instants ¢ = 25,27, 30, 36, 38.
La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 2, Ca = 2.4. Méme légende que la figure
3.5.

On remarque aussi sur les figures 4.2(f) et 4.3(f) que max T,;,, est négatif a tres
petit capillaire, avant de redevenir positif a partir d’environ Ca ~ 0.05 (pour les
deux rapports d’aspect). Il s’agit évidemment du phénomene de plis a 'équateur
déja repéré pour les capsules sphériques quand Ca < Cay, et 'on peut dong, par
analogie, définir pour les capsules ellipsoidales Ca; comme la valeur a partir de
laquelle max T}, est positif. On remarque que le Ca trouvé ici est considérable-
ment plus faible que dans le cas des capsules sphériques (on avait alors Car ~ 0.4
pour les deux lois considérées). Ceci est dii au fait que la spheére doit s’étirer dans
une direction pour se déformer, tandis qu'une capsule ellipsoidale a de la surface

disponible. Comme pour la détermination de Ca* quand a/b = 0.5, les temps
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de calcul a de si faibles valeurs de Ca deviennent rédhibitoires. On ne cherche
donc pas a déterminer plus précisément les valeurs de Cay, et 'on se contente des

intervalles donnés dans le tableau 4.1.

5 Influence du coefficient de Poisson

Les deux lois considérées jusqu’ici ont le méme comportement en petite dé-
formation, c’est-a-dire qu’elles correspondent au méme coefficient de Poisson sur-
facique vs = 0.5, ou encore au méme module de dilatation surfacique K; = 3Gs.
Toutefois, un des intéréts de ’étude des capsules ellipsoidales est qu’elles peuvent
constituer un modele mécanique pour le globule rouge; or, pour celui-ci, on a
Ks/Gs ~ 6 x 10%. 11 peut donc étre intéressant d’étudier l'influence d’une variation

de K;/Gs, en faisant varier le parameétre C de la loi de Skalak. On rappelle que :

C K
Vs = o=/

— =14+2C. Nl
iic’ G T (1)

5.1 Evolution des caractéristiques du mouvement

On étudie 'influence du parametre C sur la déformation de capsules, pour des
valeurs allant de C = 0 (< 1, = 0 < Ki/Gs =1)aC =20 (& v, = 095 <
Ks/Gs = 41).® On consideére les deux rapports d’aspects, a/b = 0.5 et a/b = 2,
a un nombre capillaire fixé¢, Ca = 1.2. On verra que tous les cas considérés sont
dans le régime de swinging, et on s’intéresse aux résultats en régime établi.

Les résultats sont présentés figure 5.1. Quand C augmente, la capsule est plus
rigide : en conséquence, A, Dy, et T diminuent, tandis que B augmente. On note
que ces valeurs moyennes continuent d’évoluer pour les grandes valeurs de C, et
il serait donc hasardeux d’extrapoler leurs valeurs pour une paroi tendant vers
I'incompressibilité de surface, c’est-a-dire v; — 1 (4 part évidemment A, qui tend
alors vers 0 par définition). En particulier, il n'y pas de raison de penser que le
parametre de Taylor Dy, tende vers sa valeur initiale (0.33 pour les deux rapports
d’aspects considérés), car il faut prendre en compte les phénomenes 3D : la conser-

vation de la surface de 1’ellipsoide n'implique pas la conservation de la géométrie

2. Pour les valeurs importantes de C, la stabilité du schéma numérique nécessite de diminuer le
pas de temps proportionnellement a 1/C. Les temps de calcul deviennent donc rédhibitoires pour

de plus grandes valeurs de C.
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du contour de I'ellipse dans le plan de cisaillement.

Si les valeurs moyennes ont un comportement attendu, il n’en est pas de méme
pour les amplitudes, en particulier [D1,] et [B]. Dans les deux cas étudiés, [D1;]
a un comportement complexe, passant par un maximum en vs = 0.5 (C = 1)
avant de décroitre. On voit la encore combien le comportement de la capsule est
un phénomene tridimensionnel et qu’il ne peut se réduire a la déformation dans
le plan de cisaillement. L'évolution de [B] est un des rares cas pour lesquels on
note une différence de comportements entre sphéroides aplatis et allongés. Pour
les seconds, [B] passe par un maximum puis décroit. En revanche, il semble conti-
nuer d’augmenter quand vs augmente dans le cas du sphéroide aplati. Dans les
deux cas, 'amplitude [B] ne tend clairement pas vers 0 quand v; — 1; ceci ex-
plique par exemple que le mouvement de swinging soit parfaitement détectable

expérimentalement pour un globule rouge (Abkarian et al., 2007).

5.2 Evolution de Ca*

Pour le cas d’une capsule de rapport d’aspect a/b = 2 dont la membrane obéit
a la loi de Skalak, on cherche & déterminer comment Ca* varie en fonction de vs.
Les résultats obtenus sont représentés figure 5.2. On remarque immédiatement un
phénomene intéressant : a partir de v; = 0.5 (c’est-a-dire C = 1), Ca* n’évolue
plus @. 11 faut bien noter que ce phénomene dépend de la construction du nombre
capillaire : on a choisi de le définir a partir de G;, mais on aurait aussi pu utiliser
des définitions faisant intervenir le module de dilatation K; ou le module d"Young
E.® .

Cag = M, oubien Car = M. (5.2)
Ks Es

On observe alors a la figure 5.2 que 'on ne retrouve pas le méme phénomene si
I'on adopte ces définitions.

Le phénomene visible a la figure 5.2 est donc le suivant : a partir de v; = 0.5,
la transition ne dépend que de G;, et pas du tout de v; ou de K;. Pour comprendre

ce résultat, il faut considérer ce qui différencie les deux régimes. Dans le cas du

3. Pour étre précis, pour tous les tests effectués avec C allant de 1 & 20, la capsule est en tumbling

a Ca = 0.28 et en swinging a Ca = 0.29.
4. On notera que Cag est utilisé régulierement dans la littérature, depuis Barthes-Biesel (1980)

jusqu’a Doddi & Bagchi (2008b).
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Vs

Figure 5.2 — Valeurs du nombre capillaire a la transition tumbling—swinging, en
fonction du coefficient de Poisson surfacique, pour un sphéroide allongé (a/b = 2)
obéissant a la loi de Skalak avec C = v5/(1 — v5). Les nombres capillaires alternatifs

Cag et Cag sont définis a I'équation (5.2).

(b)

Figure 5.3 — Définition de 1’angle Ad pour le point matériel P. (a) Configuration de

référence; (b) configuration actuelle.
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tumbling, les points matériels ont une position par rapport aux axes principaux
de I'ellipsoide déformé qui est proche de celle qu’ils avaient par rapport aux axes
principaux de l'ellipsoide de référence. Par exemple, un point matériel situé ini-
tialement sur le petit axe demeure proche du petit axe de l'ellipsoide déformé. En
revanche, dans le cas du swinging, le point matériel tourne autour de l'ellipsoide
déformé. Pour quantifier la variation de position relativement aux axes principaux
de l'ellipsoide, on introduit, pour un point matériel dans le plan de cisaillement,
la quantité Aé = 5(t) — 6(0), comme représenté figure 5.3. Dans le régime de tum-
bling, Aé oscille autour de 0; dans le régime de swinging, il fait des tours complets
au cours du mouvement de tank treading.

Le changement de régime correspond a une plus grande quantité d’énergie
apportée par I'écoulement. On s’intéresse donc maintenant a 'énergie de défor-
mation d"un point matériel en fonction de Ad. Celle-ci est représentée® a la figure
5.4 pour la capsule considérée, avec C = 1, pour différentes valeurs du nombre ca-
pillaire proches de Ca* = 0.29. Dans le cas du swinging (Ad non-borné), I'énergie
est maximale quand AJ = +7/2, c’est-a-dire quand le point matériel considéré,
initialement sur le petit axe de l’ellipse, passe sur le grand axe. Ainsi, le swinging
a un colt énergétique supérieur au tumbling et la transition correspond au fran-
chissement de la barriére d’énergie en A6 = £ /2. On observe sur les courbes en
tumbling (Ad borné) que le point ne parvient pas a franchir cette barrieére d’énergie
et oscille autour de 0.

On cherche maintenant a étudier l'influence du cisaillement et de la dilata-
tion dans la formation de cette barriere. On rappelle 1'expression de I'énergie de

déformation dans le cas de la loi Skalak :

ws = % (I +2I —2L + CI3) . (5.3)

Comme expliqué au chapitre 2, cette énergie est composée de deux termes :

we = % (I +2L —2,) qui correspond principalement au cisaillement surfa-
cique, et wx = GjLC I% qui correspond a la dilatation de surface. On donne a la

figure 5.5 la décomposition de ws en ces deux termes pour Ca = 0.4 > Ca*.

Il apparait clairement que w¢; est quasiment 1'unique responsable de la barriere

5. En pratique, avec notre méthode numérique, ws est, comme la métrique, discontinue aux
neeuds. On donne donc ici une moyenne des valeurs calculées en ce noeud sur chaque élément

touchant le nceud.
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6 — Discussion 117

d’énergie en Ad = +71/2, puisque wk est presque nulle en ces points. Cette der-
niére constatation n’est pas surprenante : si 'on observe la figure 3.11(b) pour
Jt = 26.5, il est visible que la membrane de la capsule n’est pas du tout tendue
quand Ad ~ £7/2, et donc que I'énergie de dilatation de surface est alors tres
faible. On conclut donc que la transition entre tumbling et swinging est détermi-
née par I'énergie de cisaillement, et donc par G;, et non par 'énergie de dilatation,

c’est-a-dire par K ou v ; ceci explique les résultats observés figure 5.2.

On notera que le mécanisme de la transition tumbling /swinging décrit ici cor-
respond qualitativement a celui postulé dans le modele analytique de Skotheim &
Secomb (2007), méme si 'hypothese [D1,] = 0 utilisée dans ce modele n’est abso-
lument pas valable a proximité de la transition. En revanche le modele analytique
n’étudiait pas l'influence relative de la résistance au cisaillement et a la dilatation

dans le déclenchement de la transition, ce qui a été effectué ici.

6 Discussion

L'étude numérique effectuée ici confirme la robustesse de la méthode numé-
rique présentée au chapitre 3 et présente de nombreux résultats nouveaux sur le
sujet encore mal exploré que constituent les capsules non-sphériques. Elle a per-
mis de retrouver les principales caractéristiques du mouvement de telles capsules
telles que décrites expérimentalement et numériquement, en particulier 'existence
de deux régimes : le tumbling a faibles nombres capillaires, et le swinging pour
des valeurs plus élevées. Les cas étudiés ne correspondent que trés rarement a ceux
traités par les études de Ramanujan & Pozrikidis (1998), Sui et al. (2008) et Kessler
et al. (2008), qui n‘ont généralement pas étudié les mémes rapports d’aspect. Il
n’est donc pas possible de faire des comparaisons quantitatives avec celles-ci, sauf
dans un cas : pour un sphéroide aplati de rapport d’aspect a/b = 0.5 obéissant
a la loi NH, Sui et al. trouvent 0.0375 < Ca* < 0.075, ce qui est cohérent avec
la valeur Ca* ~ 0.03 trouvée ici. Si 'on ne peut pas faire d’autres comparaisons
quantitatives, on note que l'on retrouve qualitativement les phénomenes décrits
par les études précédentes quant aux évolutions des oscillations des angles et du

parametre de Taylor en fonction du nombre capillaire.
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6.1 Limites de I’étude

Le comportement en écoulement des capsules non-sphériques est un sujet trées
riche, et I'étude effectuée ici ne prétend pas 'épuiser. Kessler et al. (2008) avaient
principalement cherché a comparer leurs résultats numériques au modele analy-
tique de Skotheim & Secomb (2007); ils ont donc travaillé a déformations modé-
rées et établi un diagramme de phase déterminant la transition entre les régimes
en fonction du rapport des viscosités A et du nombre capillaire Ca. IIs ne consi-
derent que la loi de Hooke et des capsules dont la forme initiale differe peu de
sphére (a/b = 0.9). On a choisi ici de travailler dans des domaines de plus grandes
déformations, avec des capsules initialement tres éloignées de la sphere, et d’ex-

plorer I'influence de la loi de comportement de la membrane.

Cette étude s’est limitée a deux rapports d’aspects : a/b = 0.5 et a/b = 2.
Une étude explorant systématiquement l'influence de ce parametre reste donc a
conduire. On imagine évidemment que le nombre capillaire critique Ca* sépa-
rant les deux régimes augmente plus la forme initiale de la capsule s’éloigne de
la sphere. Mais une étude complete est nécessaire pour préciser ces intuitions. ©)
Toutefois, notons que I'étude menée ici est, a notre connaissance, la seule a étudier
des sphéroides allongés. On montre qu’ils se comportent qualitativement comme
les sphéroides aplatis, mais avec des différences significatives sur le plan quanti-
tatif, tant pour la valeur de Ca* que pour les oscillations des diverses caractéris-
tiques du mouvement. Remarquons en particulier que les deux cas traités ici ont
le méme parametre de Taylor initial, mais se comportent quantitativement trés dif-
féremment. Pourtant, du point de vue d’'un modele 2D du type de ceux de Barber
et al. (2008), ils seraient identiques; on voit bien 1a la limite de tels modeles pour
I’étude d’objets comme les capsules.

On n’a pas cherché a comparer les résultats obtenus au modele analytique de
Skotheim & Secomb (2007). Ce modele prend en effet en compte A mais pas la
loi de comportement, et ne se préte donc pas bien a I'étude conduite ici. Kessler

et al. (2008) ont mené une telle comparaison et ont montré les limites du modele

6. Il est important de noter qu'une étude systématique de I'influence du rapport d’aspect néces-
site de réfléchir a la définition du nombre capillaire. En effet, I'échelle de longueur ay, construite a
partir du volume, varie avec le rapport d’aspect. Il peut donc étre nécessaire, dans 1'optique d'une

telle étude, de construire un nombre capillaire dont la définition ne varie pas avec a/b.
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analytique. En particulier, ils notent que ce modéle suppose que la forme de lellip-
soide reste fixe au cours du mouvement, c’est-a-dire en particulier que [D1p] = 0.
Comme mentionné par Kessler et al., cette hypothése n’est absolument pas res-
pectée a proximité de Ca*. On voit avec les résultats présentés ici que I’hypothese
[D12] = 0 n’est jamais vraiment valable, méme si 1’on s’éloigne de la transition. On
pourrait penser que 'hypothese de forme constante aurait une meilleure validité
pour des capsules & membrane incompressible, c’est-a-dire vs — 1, ce que ne pou-
vaient vérifier Kessler et al. qui travaillaient a v; = 0.5. Les résultats obtenus ici
pour de plus grandes valeurs de vs montrent que les réserves de Kessler ef al. res-
tent valables et que Dj, continue a osciller. Par exemple, pour a/b = 2 et v; = 0.95
(loi Sk, C = 20), on a [Dy5] = 0.41 quand Ca = Ca*; on a aussi [D1,] = 0.17 pour
Ca = 1.2, soit plus d’un tiers de la valeur moyenne Dy, = 0.42. Cette étude montre
donc les carences des hypotheses du modéle analytique, méme pour les grandes

valeurs de vs.

6.2 Importance des propriétés mécaniques de la membrane

Cette étude est la premiere a considérer l'effet des propriétés mécaniques de la
membrane d'une capsule ellipsoidale en écoulement. Elle montre que celles-ci ont
une influence considérable sur le comportement de la capsule, y compris pour des
nombres capillaires relativement faibles. Comme dans le cas d'une capsule initia-
lement sphérique, on note que la loi néo-hookienne et la loi de Skalak avec C =1
ont le méme comportement en petites déformations mais conduisent rapidement
a des différences quand Ca augmente. On remarque une fois encore le caractere
durcissant de la loi Sk, qui nécessite plus d’énergie pour conduire & une défor-
mation équivalente a celle obtenue avec la loi NH. De méme, les oscillations des
angles et du parametre de Taylor faiblissent plus rapidement quand on s’éloigne
de Ca* avec la loi NH qu’avec la loi Sk.

Dans le cas de la loi Sk, on a aussi effectué une étude de l'influence du coeffi-
cient de Poisson vs. Ce parametre est important, car il est tres différent selon que
l'on considere une capsule artificielle avec une membrane protéique (on trouve
généralement v; ~ 0.5) ou un globule rouge (v; — 1). Alors que les grandes va-
leurs de v; n"ont pas beaucoup d’intérét pour les capsules sphériques (qui doivent

augmenter leur surface pour se déformer), les capsules ellipsoidales peuvent se
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déformer a surface constante. La loi de comportement régissant le mode de ci-
saillement joue alors un role important. Les simulations conduites au cours de
cette étude montrent que, si 'on fixe a/b, la loi et G;, le coefficient de Poisson
a une influence sur la plupart des caractéristiques du mouvement, mais pas de
maniere homogene. Ainsi, vs influe fortement sur T et Dy, faiblement sur g, et,
pour vs > 0.5, pas du tout sur Ca*. Ce phénomene peut étre intéressant dans la
perspective de la détermination des propriétés de capsules par analyse inverse :
la détermination de Ca* permet de trouver G, vs pouvant ensuite étre obtenu en

examinant d’autres valeurs de Ca.

6.3 Tensions négatives, rigidité de flexion

On remarque sur les cas testés I'importance des tensions négatives. S'il existe
pour les capsules sphériques une gamme de nombres capillaires au sein de la-
quelle les tensions négatives disparaissent a 1’état stationnaire, ce n’est pas le cas
pour les capsules ellipsoidales, pour lesquelles on a toujours min T}, < 0. Il existe
une gamme de nombres capillaires, Ca;, < Ca < Cap, pour laquelle les tensions
négatives ne persistent pas pendant la période complete. Les valeurs de Caj, sont
tres faibles et ne sont donc sans doute pas intéressantes en pratique; en revanche
Capy joue un role important, car la capsule commence alors a flamber aux pointes
au dela de cette valeur. Il convient donc de se demander quelle importance a la ri-
gidité de flexion de la capsule et si le modele de membrane employé ici a un sens.
On notera que Kessler et al. (2008) incorporent une légere rigidité de flexion dans
leur modeéle, avec une énergie de flexion proportionnelle au carré de la courbure
moyenne, mais ils ne font aucune étude quant a l'influence de celle-ci sur leurs
résultats.

Comme dans le cas de la capsule sphérique, la méthode numérique employée
ici introduit une faible rigidité de flexion non physique, qui stabilise les calculs.
On sait que, dans les cas ou des plis apparaissent, les déformations locales calcu-
lées par cette méthode (longueur d’onde des plis...) sont fausses, mais on peut
supposer qu’elles nont pas de grande influence sur le comportement global de
la capsule. Ainsi, pour Ca < Capy, on s’attend a ce que les résultats obtenus avec
notre méthode numérique donnent pour les caractéristiques globales du mouve-

ment (angles, D17) des résultats tres proches de ceux que 1’on obtiendrait avec une
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méthode incorporant une rigidité de flexion physique mais modérée. La transition
tumbling-swinging étant, comme on 'a montré précédemment, pilotée par le ci-
saillement de surface, on peut aussi supposer que Ca* serait peu modifié. Enfin,
un modéle de membrane est parfaitement suffisant pour déterminer les zones ou
apparaissent des tensions négatives, et 'on trouverait donc les mémes valeurs de
Cay, et Cay. Ainsi, pour Ca < Cap, on peut considérer que le modele de membrane
employé ici fournit une trés bonne approximation du comportement d'une capsule
ayant une résistance a la flexion faible devant la résistance au cisaillement de sur-
face ; un modele plus complet aurait principalement pour effet de régulariser et de
préciser les plis dans les zones de compression. En revanche, si I'on s’intéresse a
des capsules pour lesquelles la résistance a la flexion est comparable a la résistance
au cisaillement, un modéele de coque complet est indispensable.

Le modéle de membrane employé ici est par contre beaucoup moins satis-
faisant au dela de Cay. La capsule commence alors a flamber aux pointes et la
rigidité de flexion en vient a déterminer sa forme globale. Pour mettre en valeur
ce phénomene, on peut s’intéresser a une capsule plus élancée, avec a/b = 4. On
trouve alors que ce phénomene apparait pour des nombres capillaires modérés, a
partir de Cag ~ 0.37). On montre figure 6.1 le comportement d"une telle capsule
pour Ca = 0.9 > Capy. On voit que le phénomeéne de flambage devient majeur, et
que l'on ne peut méme plus définir D;; ou les angles sur de tels profils. Ainsi, au
dela de Cap, la rigidité de flexion de la capsule devient cruciale pour déterminer

le comportement de celle-ci.

Figure 6.1 — Capsule dans le plan de cisaillement aux instants §t =
18,22,26,28,30,32. La membrane suit la loi Sk (C = 1), a/b = 4, Ca = 0.9. Méme
légende que la figure 3.5.

Le comportement de capsules ellipsoidales en écoulement est donc un pro-
bleme intéressant et complexe, qui mérite d’étre exploré plus avant. En particulier,

il faut considérer plusieurs effets distincts et complémentaires pour completement

7. On comprend sans mal que Cay diminue quand le parametre de Taylor initial augmente.
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cerner le comportement de la capsule : la résistance de la paroi de la capsule au
cisaillement, a la dilatation de surface et a la flexion; le rapport des viscosités; et

la forme de la capsule.



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

1 Bilan général

Les travaux effectués durant cette these ont été marqués par la nécessité de
remplacer le code numérique utilisé jusqu’alors au sein de 1’équipe. Celui-ci repo-
sait sur une discrétisation de la paroi de la capsule a ’aide d’"une base de fonctions
B-spines cubiques. Il présentait ’avantage d’étre trés précis, mais devenait instable
en présence de compression plane, sans qu’il soit possible d’étendre le code pour
prendre en compte une rigidité de flexion.

Pour résoudre le probleme, on a mis en place une méthode numérique diffé-
rente, jusqu’ici inédite pour le traitement des capsules, couplant des intégrales de
frontiere et des éléments finis de membrane. La méthode utilisée pour résoudre
le probleme solide est peu classique : d"une part, elle décrit des grandes déforma-
tions, avec diverses lois de comportement non-linéaires, et, d’autre part, elle fonc-
tionne avec des déplacements imposés, et non des déplacements inconnus comme
c’est généralement le cas avec les éléments finis. On a montré que cette méthode
donnait d’excellents résultats; elle est aussi précise que la méthode par B-splines
quand la membrane est tendue, mais présente 1’avantage d’étre considérablement
plus stable en présence de compression plane. Elle est de plus générale et pourra
servir de base a I'ajout d'une rigidité de flexion.

L’introduction de cette nouvelle méthode a permis de parfaire 1'étude de la dé-
formation d"une capsule sphérique dans un écoulement infini, en confirmant ou en
précisant les valeurs données précédemment pour les nombres capillaires critiques
Car, et Capy. Surtout, elle a permis d’effectuer une étude du comportement d'une

capsule ellipsoidale dans un écoulement infini. Ce sujet est particulierement inté-

123
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ressant, non seulement pour mieux comprendre la mécanique du globule rouge,
mais aussi parce que les capsules artificielles présentent souvent un faible écart
a la sphéricité. On observe alors des phénomenes suffisamment prononcés pour
étre quantifiables expérimentalement, mais dont un modéle de capsule sphérique
ne peut rendre compte. Il semble ainsi que le modele de capsule sphérique soit
trop idéalisé pour rendre compte completement du comportement d"une capsule
expérimentale, méme lorsqu’elle semble quasi-sphérique. De plus, le développe-
ment des techniques microfluidiques permet d’envisager la fabrication de capsules
artificielles présentant un fort écart a la sphéricité, ce qui augmente le rapport sur-

face/volume et présente donc de fortes applications pratiques.

L’étude conduite sur les capsules ellipsoidales est la premiere étude systéma-
tique de tels objets hors du domaine des petites déformations. Elle met en valeur
la richesse et la complexité des phénomenes qui apparaissent quand la symétrie de
la forme de référence de la capsule est brisée. Deux régimes différents ont pu étre
distingués et la limite entre eux a pu étre établie avec précision pour les cas testés.
La détermination de caractéristiques cinématiques (les angles) et dynamiques (les
tensions) du mouvement et l'observation de leur évolution ont permis d’étudier
I'influence de certains parameétres de 1'écoulement tels que le nombre capillaire,
la loi de comportement et le coefficient de Poisson. Il serait intéressant de tenter
d’imposer l'incompressibilité surfacique, comme cela est fait pour les vésicules,
pour étudier ce cas limite qui présente un grand intérét pour la mécanique des

cellules.

Les travaux menés sur les capsules ellipsoidales, plus encore que ceux sur les
capsules sphériques, ont montré que les phénoménes de compression plane étaient
tres souvent présents et mettaient en doute la pertinence du modele de membrane.
I est remarquable que la méthode numérique employée parvienne a rester stable
en présence de compression; néanmoins, le modele physique qui la sous-tend est
alors faux et ne peut donner qu’une solution approchée. On peut considérer que,
tant que les zones de compression ne sont pas étendues, l'erreur commise reste

locale et n’affecte pas la déformation générale de la capsule.

L’étude sur les capsules ellipsoidales est intéressante aussi parce qu’elle montre
un cas oul les modules de cisaillement G; et de dilatation K, ne jouent pas un role

équivalent : la transition entre les régimes de tumbling et de swinging dépend
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essentiellement de G, et non de K. De maniere générale, I'augmentation de 1'un
ou de l'autre ont des effets similaires : la capsule est plus rigide, et ainsi la dé-
formation diminue, I'angle d’inclinaison augmente (en cisaillement simple), etc. Il
peut ainsi sembler difficile, dans un contexte expérimental ou d’analyse inverse,
de séparer les deux effets, et il est donc important de connaitre les cas pour les-
quels un seul des deux intervient. On peut s’interroger sur l'effet global qu’aurait
I'ajout d’une rigidité de flexion dans le cas ot la résistance a la flexion serait com-
parable a la résistance au cisaillement ou a la dilatation. Ceci aurait pour effet de
rigidifier encore la capsule, et il sera donc nécessaire de trouver des situations per-
mettant de distinguer les trois rigidités. Une telle étude nécessite auparavant de
parvenir a incorporer cette rigidité de flexion dans un modele de coque en grande
déformation.

Dans tous ces travaux, on s’est attaché non seulement a expliquer la physique
des phénomenes observés mais aussi a obtenir des résultats ayant une valeur quan-
titative. C’est pourquoi on s’est employé a mettre en place une méthode numérique
fiable, qui ne fait pas intervenir de techniques de lissage ou de moyennes reposant
sur des coefficients arbitraires. C’est pourquoi aussi on a cherché a mettre en va-
leur les différences entre les lois de comportement en grande déformation, méme
si ces différences sont rarement qualitatives (). C’est pourquoi enfin des contacts
sont en cours avec plusieurs équipes extérieures pour envisager des comparaisons
entre de nouvelles expériences et les modeles numériques; sans des confronta-
tions régulieres et quantitatives avec 'expérience, les modeles numériques n’ont

que peu de valeur scientifique.

2 Perspectives

Les perspectives des travaux effectués lors de cette these sont nombreuses, la
robustesse et la flexibilité de la méthode numérique développée encourageant a
enrichir le modele. On se propose dans cette section de présenter deux extensions
de ces travaux actuellement en cours de mise en ceuvre : I'étude du comportement
d’une capsule dans un écoulement confiné et l'incorporation d’une rigidité de

flexion par couplage avec un autre code solide.

1. A I'exception notable du cas de l’extension infinie dans 1’écoulement hyperbolique plan.
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Avant cela, on peut envisager d’autres sujets d’étude qui pourraient étre exami-
nés a I'avenir. Une grande priorité semble étre la possibilité de prendre en compte
des viscosités différentes pour les fluides interne et externe. Avec la méthode des
intégrales de frontiere, cette hypothese alourdit les équations, la vitesse des points
de la paroi de la capsule devenant la solution d"un systeme linéaire. On peut néan-
moins supposer quune méthode itérative devrait permettre de résoudre celui-ci
dans un temps raisonnable. Il ne semble en tout cas pas pertinent d’abandonner
la méthode des intégrales de frontiere, qui a montré sa grande précision et son
adaptation face aux grands déplacements des domaines fluides. Elle est limitée
au cas des écoulements de Stokes, mais la richesse des applications vérifiant cette
hypothese semble suffisante pour ne pas nécessiter de changer cette méthode dans
I'immédiat.

Parmi les autres perspectives a envisager en priorité se trouve 1'étude des inter-
actions entre capsules. Méme s'il reste encore des phénomenes a explorer sur le cas
d’une capsule isolée, on peut penser que la mécanique d"une capsule commence a
étre suffisamment maitrisée pour pouvoir traiter les interactions de maniere fiable.
Lac et al. (2007) ainsi que Doddi & Bagchi (20084) ont étudié 'interaction de deux
capsules en écoulement de cisaillement simple, mais il reste encore beaucoup a

explorer.

2.1 Capsule en écoulement confiné

Les techniques microfluidiques offrent de nombreuses perspectives pour la
synthese de capsules et leur analyse mécanique. Le passage de capsules dans des
canaux dont la section est de taille proche de la leur est une technique utilisée
pour la caractérisation des propriétés mécaniques de capsules par analyse inverse
(Lefebvre et al., 2008). Toutefois, les techniques de stéréolithographie, couramment
utilisées pour fabriquer des canaux microfluidiques, leur conferent une section
rectangulaire et non circulaire. Il peut donc étre intéressant d’étudier le mouve-
ment et la déformation d’une capsule dans un tel canal. Ceci ne peut étre effectué
avec un modele axisymétrique. On a donc étendu le modele numérique 3D dé-
veloppé au cours de cette thése pour prendre en compte des parois extérieures.
On choisit d’étudier en premier lieu le cas d"une capsule sphérique dans un ca-

nal cylindrique, afin de valider le nouveau code a partir des résultats du code
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axisymétrique utilisé au sein de 1'équipe (Diaz & Barthes-Biesel, 2002; Lefebvre &
Barthes-Biesel, 2007). On présente ici brievement la méthode employée, avant de
montrer quelques résultats préliminaires mais encourageants.

On s’appuie sur les équations développées a la section 2.5 du chapitre 2, dans
le cas d’un canal infini de section constante, avec le rapport des viscosités A =
1. Le probléme est donc défini par les équations (2.22)—(2.24) du chapitre 2. On
rappelle ces équations, ou S, Sy, S1 et Sy sont respectivement la paroi de la capsule,
la paroi du canal, 'entrée et la sortie du canal. On a fait I’hypothese que S; et
Sy étaient suffisamment éloignées de la capsules pour y retrouver 1’écoulement
non-perturbé. Les équations prennent alors une forme simple, faisant intervenir
deux inconnues intermédiaires (définies comme des perturbations par rapport a

la situation sans capsule) : la force pariétale Af;, et la perte de charge Ap,.

Vx €S, Q(z)zy”p—% Sl(zc,y)-[g]ﬂ(y)dsy
- % / wl(zf,y) D fuly) dSy 2.1)

s L O] (9) 1) 5,

Vx € Sy, Ap2(y)](x,y) - n(y) dSy
” 2.2)
+/wl(zf,y) Afuw(y)dSy = —/Sl(gc,y) o] - n(y)dSy;
vxeSy — [ Ap(yn() I(xy) nly)ds,

+ [ @) J(xy) - Afoly) dSy = - [ 1@ Iy -lel-nds,. @3

On se place dans un canal cylindrique de rayon R; 'écoulement non perturbé a

donc pour expression en coordonnées cylindriques (r, 0, x3) :

2
" =2V, (1 — R_> e3, (2.4)

ou V,, est la vitesse moyenne de 1'écoulement non perturbé.

On suppose le chargement sur la paroi de la capsule, [g] - n = g, connu, obtenu
par la résolution du probleme solide comme dans le cas de 1'écoulement infini.
Pour obtenir la vitesse des points de la paroi de la capsule, il faut d’abord calculer

la perte de charge Ap; et la force pariétale Af;,. On choisit de discrétiser la surface
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Sw du canal et les faces Sy et S, d’entrée et de sortie avec des éléments triangulaires
P;. Les termes des équations (2.2)—(2.3) dépendent linéairement de Af,, et Ap, ; ces
équations peuvent donc étre écrites en considérant comme points x les positions

des nceuds de S, et Sy et discrétisées sous forme matricielle :

]ww ]wZ Afw _ ch ‘ (2‘5)

Jow J2| | Ap2 Qoc

Dans cette équation {Af,} et {Ap>} désignent les valeurs nodales de, respective-
ment, Afy, et Apa (cf. chap. 3, §2.3); les [J;j] sont des matrices correspondant aux
intégrales des membres de gauche des équations (2.2) et (2.3), les indices indi-
quant les surfaces auxquelles appartiennent les points x et y dans les intégrales;
les {Qjj} correspondent aux membres de droite et dépendent du chargement g
sur la paroi de la capsule ainsi que de la position de celle-ci. On note que, dans ce
systeme linéaire, la matrice ne fait intervenir que les positions de S; et Sy, qui sont
fixes. Elle peut donc étre calculée et inversée une fois au début du calcul plutdt
qu’a chaque itération.

La méthode adoptée est donc la suivante. Connaissant g par résolution du
probleme solide, on calcule le membre de droite de 1’équation (2.5), puis on résout
cette équation a l'aide de la matrice précédemment inversée. On obtient ainsi les
valeurs de Afy, et Apy. La vitesse des points de la paroi de la capsule est alors
donnée explicitement par 1'équation (2.1).

Pour tester la méthode, on considere un canal cylindrique de rayon R et de
longueur 20R, orienté selon 1’axe e3 et s’étendant de x3 = —10R & x3 = +10R. On
maille la paroi du canal et la face de sortie avec des éléments triangulaires P; ; on
a 2880 éléments sur S, et 50 éléments sur S;. Le maillage de S;, est raffiné entre
x3 = —2R et x3 = +2R (taille de maille ~ 0.1R) et plus grossier ailleurs (taille de
maille ~ 0.5R). A I'instant initial, une capsule sphérique (maillée avec Nr = 1280
éléments P>), de rayon ay = 0.8R et dont la membrane obéit a la loi de Skalak
avec C = 1, est placée dans le canal, centrée sur l'origine. A chaque itération,
on résout les problemes solide et fluide et 'on calcule la nouvelle position de la
capsule. Apres chaque déplacement, on calcule la position du centre de masse
de la capsule et, le canal étant supposé infini, on translate la capsule de sorte a
ramener son centre de masse en x3 = 0. Ainsi, la capsule reste toujours éloignée

des faces d’entrée et de sortie S; et S, et se trouve toujours dans la zone ot1 S, est
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maillée finement.

On présente a la figure 2.1 la comparaison entre 'allure de la capsule a I'état
stationnaire obtenu par cette méthode et le profil calculé par le code axisymé-
trique, dans un régime de grandes déformations. Notons que, suivant la littéra-
ture relative aux capsules en canaux, on utilise ici la rayon R du canal plutot que
celui ay de la capsule comme échelle de longueur du probleme, de méme que
I'on utilise R/V;, comme échelle de temps. Le nombre capillaire est donc défini

comme :

Ca = ‘uGﬁ . (2.6)

0.8 4

06T

041

=R

-0.81 .

=1

X3/R

Figure 2.1 — Capsule sphérique de rayon ay = 0.8R dans un canal cylindrique de
rayon R, pour Ca = 0.3. Les couleurs correspondent a la composante normale du
chargement, tandis que la ligne rouge correspond au profil obtenu avec le code

axisymétrique.

Les résultats obtenus montrent une bonne correspondance entre le code axi-
symétrique et la nouvelle méthode 3D. Des tests supplémentaires sont néanmoins
nécessaires pour pleinement valider la méthode; en particulier, il faudra étudier
la convergence des résultats par rapport a la longueur et au maillage du canal.
I faudra aussi étudier le cas de capsules de rapport de taille ay /R > 1. Il n’est

pas possible de placer de telles capsules a 1'origine dans leur état de référence,
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car elles dépasseraient des bords du canal. Pour résoudre ce probléme, Diaz &
Barthes-Biesel (2002) modélisent le processus d’entrée de la capsule dans le canal
a travers un convergent. Cette opération a un cout de calcul élevé. On envisage
plutodt d’utiliser comme condition initiale une capsule pré-déformée, étirée suffi-
samment dans la direction e3 pour ne pas dépasser — la forme de référence restant
la sphére. Cette technique permettrait d’économiser un temps de calcul considé-
rable, mais demande & étre validée minutieusement.

Une fois la nouvelle méthode numérique validée, de nombreuses études pour-
ront étre conduites : comportement d'une capsule dans un canal de section carrée
ou rectangulaire; étude de la migration d’une capsule placée hors de 'axe du
canal; comportement d'une capsule non-sphérique — les expériences sur les glo-
bules rouges montrent en effet 'existence de phénomeénes plus riches que dans le
cas des capsules sphériques (déstabilisation de la forme axisymétrique). Il pourra
aussi etre intéressant de généraliser la méthode pour étudier des canaux de section

non constante : constrictions, etc.

2.2 Couplage avec Modulef, introduction d’une rigidité de flexion

L’'incorporation d’une rigidité de flexion a notre méthode numérique est une
opération complexe. Divers points délicats doivent étre traités, a commencer par la
formulation du probleme. Traditionnellement, les éléments finis de coque font in-
tervenir deux inconnues cinématiques : le déplacement U de la surface moyenne
et les rotations 6 de lignes matérielles initialement normales a celle-ci (Batoz &
Dhatt, 1992; Chapelle & Bathe, 2003). Pour le cas d'une capsule, il faut travailler
avec le déplacement U imposé par le fluide tandis que le chargement et les rota-
tions sont inconnus. Par ailleurs, il faut choisir des éléments de coque évitant les
phénomenes de verrouillage numérique. En effet, quand on traite une structure
mince avec des éléments finis incorporant plusieurs modes de déformation (élas-
ticité plane, rigidité de flexion, cisaillement transverse), certains types d’éléments
peuvent inhiber numériquement un des modes et donc conduire a une rigidifica-
tion artificielle de la structure (Bathe, 1996). Certaines classes d’éléments finis de
coque, comme les MITC, sont adaptées au traitement de ce probléme; toutefois,
le choix du meilleur élément a utiliser dépend du probléeme physique considéré et

de I'importance relative des modes de déformation.
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Pour avancer dans le traitement de ces problemes complexes, une collaboration
a été mise en place avec D. Chapelle et M. Vidrascu (INRIA Rocquencourt) et avec
P. Le Tallec (Ecole Polytechnique). L’objectif est de coupler la méthode numérique
développée pendant ces travaux de thése (qu'on désignera dans cette section par
code UTC) avec le code Modulef de I'IINRIA, qui incorpore des éléments de coque.

Toutefois, Modulef doit étre modifié pour s’adapter au probleme considéré.
En effet, il ne prend actuellement en compte qu’une loi de comportement linéaire
(la loi de Hooke généralisée). De plus, il faut 1'utiliser pour résoudre le probleme
solide a déplacements imposés et non a déplacements inconnus. On notera aussi
que Modulef calcule le travail virtuel des forces interne sur la configuration de
référence, plutot que sur la configuration actuelle (comme effectué au chapitre 2).
Le principe des travaux virtuels peut en effet s’écrire de maniere équivalente (on
donne ici les expressions pour un modéle de membrane, mais la méme opération

est possible pour un modeéle de coque) :

Vi déplacement virtuel,

2.7)
/ﬁ-qu:—/;é:IdS,
0

ou bien

Vi déplacement virtuel,

/g-quz— Se:SdSo,
S - So—  —

2.8)

ol l'on rappelle que Sy et S sont respectivement la surface de référence et la sur-
face actuelle et que S et T sont respectivement les tensions de Piola-Kirchhoff (de
seconde espéce) et de Cauchy. Si 'on note U le champ de déplacement pour pas-
ser de Sp a S et i1 le déplacement virtuel, on définit la variation du tenseur de

Green-Lagrange :

>,

e =

e

(U+1a)—e(U) (2.9)

ou l'on note que tous les gradients surfaciques sont calculés sur la surface de
référence Sy. L'expression du probleme solide repose sur 1’équation (2.8) dans Mo-
dulef. Dans les cas ot les efforts extérieurs sont connus et peuvent étre exprimés
sur la configuration de référence, on peut alors travailler uniquement sur celle-ci,
sans avoir a recalculer la métrique a chaque itération. Dans le cas d"une capsule,

ou il faut calculer les efforts externes sur la configuration actuelle, le choix de la
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configuration sur laquelle on exprime les travaux des efforts internes est indiffé-
rent.

Une premiere étape a consisté a effectuer le couplage des deux codes dans
le cas d’'un modele de membrane (c’est-a-dire sans rigidité de flexion), pour la
loi de Hooke généralisée. Un programme maitre a été créé, pour transférer, via
I'architecture PVM (parallel virtual machine), les informations nécessaires entre le
code UTC, chargé de la résolution du probléme fluide, et Modulef, chargé de
la résolution du probleme solide. La résolution du probleme fluide dans le cas
couplé est identique a celle présentée au chapitre 3. Pour ce qui est du probléme
solide, des modifications ont été effectuées par M. Vidrascu dans Modulef pour
permettre la résolution a déplacement imposé et le calcul du travail virtuel des
efforts externes a chaque itération sur la configuration actuelle.

Les résultats donnés par ce nouveau code couplé en I'absence de rigidité de
flexion sont identiques a ceux obtenus avec le code UTC, comme apparent sur
la figure 2.2. Ceci montre que le couplage entre les deux codes est faisable et
prometteur. Des travaux sont maintenant en cours pour incorporer une rigidité de
flexion, en faisant appel tout d’abord aux éléments de coque MITC3 (Lee & Bathe,
2004) pour tester la faisabilité de 1’opération. Une étude plus théorique doit aussi
étre conduite pour s’assurer de la capacité de la méthode a fournir une solution
fiable a ce probleme numérique tres particulier.

Si cette méthode fonctionne, une étude tres intéressante peut étre conduite
comparant modeles de membrane et de coque pour décrire le comportement d"une
capsule en se limitant a la loi de Hooke généralisée, comme c’est le cas de Modulef.
Toutefois, la prise en compte ultérieure de lois de comportement non-linéaires (et
éventuellement isotropes transverses) sera de toute évidence complexe a mettre en
ceuvre dans le contexte d"un modele de coque.

S’il reste, donc, encore beaucoup de travail a effectuer, les premiers résultats
obtenus montre que le choix des éléments finis pour décrire la paroi de la capsule
était judicieux et va permettre d’enrichir la mécanique de la capsule. A I'heure
ol les recherches sur les capsules s’intensifient, avec I'entrée dans le domaine de
plusieurs nouvelles équipes au cours des cinq dernieres années, on peut espérer
que le code numérique développé au cours de ces travaux de thése constituera

une fondation solide pour les travaux a venir au sein du laboratoire.
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Figure 2.2 — Parametre de Taylor dans le plan de cisaillement a I'état stationnaire
en fonction du nombre capillaire pour une capsule dans un écoulement de cisaille-

ment simple infini. La membrane de la capsule obéit a la loi de Hooke généralisée.






Annexe A

Surfaces courbes, calcul tensoriel

On donne ici quelques éléments relatifs a la description des surfaces courbes et
au calcul tensoriel en base non-orthonormée. On se contente d’un certain nombre
de résultats utiles pour les travaux développés dans ce manuscrit, sans souci d’ex-
haustivité, et 'on renvoie a I’annexe I de Salengon (2002) et au chapitre 1 de Green
& Zerna (1968) pour plus de détails.

ReM. : Quand on se place en coordonnées curvilignes, les lettres grecques
a,B,v € {1,2} tandis que les lettres latines i,,k, I € {1,2,3}. Le symbole de Kro-
necker est noté 4. Sauf mention contraire, on applique la convention de sommation

sur les indices répétés.

1 Description d'une surface

1.1 Représentation paramétrique

On considere S une surface, potentiellement courbe, dans 1'espace a trois di-

mensions. L'espace est muni d’un repeére cartésien (O, e1, €2, €3).

Figure 1.1 — Surface décrite par les coordonnées (¢!, &?) et base covariante.

On parametre S par deux coordonnées indépendantes &' et &2, telles que la

135
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position OM = x de chaque point M de la surface s’écrive sous la forme (fig. 1.1) :
OM — x(&,&) YMeS. (1.1)

1.2 Bases locales, tenseur métrique

Pour tout point M de S, on souhaite construire une base (a1, 42, a3) telle que le
plan (M, aj,a;) soit tangenta S en M. A cet effet, on pose :

ox
Ay = = - 1.2
5= 5 12)
Si les deux premiers vecteurs de base sont tangents a S, il peut alors étre com-
mode que le troisieme soit normal a la surface. On choisit de poser :

a1 X az

= ———=_ 1.3
a1 % 2] 1.3)

a3

Si az est normé et orthogonal aux deux autres vecteurs de base, a; et a;, eux,
sont a priori de norme quelconque et non orthogonaux entre eux. On pourrait or-
thonormer la base, mais sa définition actuelle se révélera particulierement adaptée
a l'écriture des lois de la mécanique, et on la conserve donc.

On définit le tenseur métrique a,p par :
Agp = Ay - 4g - (1.4)

On note que, si la base est orthonormée, on a a,p5 = dyp-
Labase (a1, a2, a3) n’étant généralement pas orthonormée, il va se révéler néces-
saire pour les calculs d’introduire une base duale (a!,4?,4°) définie par le produit

de dualité :

On vérifie sans peine que, défini ainsi, a® = a3, et on posera dorénavant :
.3
n=a;=a. (1.6)

On appellera (a1,a, 1) la base covariante et (a',a?,n) la base contravariante (voir
fig. 1.2).
Comme pour la base covariante, on peut définir la représentation contrava-

riante du tenseur métrique, a*h

a* - af = a*P . (1.7)
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Figure 1.2 — Bases covariante et contravariante dans le plan tangent.

On montre alors sans mal que :
a* = a”‘ﬁgﬁ , (1.8)
et que:
y = agpal . (1.9)
Il ressort de ces deux dernieres équations que :

-1

11 12

a a a1 arn
= , (1.10)
a2 422 Ay axn
c’est-a-dire :
a; a1 an N
1 =22 a22 = 2__ =2 ou a“ﬁ’ = a11dp2 — aipaq2 . (1.11)
’”rxﬁ‘ ‘“aﬁ’ ’”rxﬁ‘

1.3 Représentations d’un vecteur

Soit v = vy, e; un vecteur, ou vx; désigne la i-eme composante cartésienne de
v. Il peut étre représenté dans les bases covariante et contravariante. On note alors

ses composantes .

v="va; =va, (1.12)

ot (v!,v?,0v") est la représentation contravariante de v et ot (vy,v2,0;) est la repré-
sentation covariante.

Le calcul de v - g; montre que

Uy = a,xﬁvﬁ , (1.13)
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et que
" =v,. (1.14)
On montre de méme que
vt = a”‘ﬁvﬁ. (1.15)

Il existe plusieurs formules pour le calcul du produit scalaire u - v, selon les
bases dans laquelle on exprime les vecteurs. D’aprés (1.5), la manieére la plus éco-
nome est de faire intervenir le produit de dualité; on a alors simplement :

i i

u-v=uv; =uv. (1.16)

2 Tenseurs d’ordre 2

2.1 Représentations d’un tenseur d’ordre 2

Soit T un tenseur euclidien d’ordre 2. Ce tenseur adment plusieurs représen-
tations, correspondant aux différentes bases. Ainsi, on note la représentation car-

tésienne de T sous la forme :
T =Txijei®e¢j. (2.1)

Avec les coordonnées curvilignes, on peut représenter T par le tenseur deux fois

covariant T;; ou par le tenseur deux fois contravariant T, tels que :
T=Tijd®d, (2.2)
T=TVa;®a;. (2.3)
On introduit aussi les tenseurs mixtes Tij et Tz.j tels que :
T=Ta®d, (24)
T=T'd®a. (2.5)
L'intérét des tenseurs mixtes est que Ti]- et Tij sont les coefficients de matrices re-
présentant T. Ceci permet par exemple de calculer aisément les invariants de T :

le polyndme caractéristique de T (et donc sa trace, son déterminant, ses valeurs

propres, etc.) est aussi celui de la matrice de terme général (Ti]-),-]-, ainsi que de

la matrice de terme général (Ti] )ij, et il peut donc étre calculé aisément par les

méthodes classiques du calcul matriciel (V.

1. Ce résultat n’est absolument pas valable avec les matrices de terme général (T'/ )ij et (Tij)ij!
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2.2 Transposition

La transposition du produit tensoriel de deux vecteurs revient a échanger la

place des deux vecteurs dans le produit tensoriel. Ainsi :
(a@b)’ =b®a. (2.6)

La transposition étant distributive, on peut calculer la transposée d"un tenseur

d’ordre 2. Ainsi, si B= Bl-]- a @ al, alors :
IZST = Bjj d®a (= Bj; a ®a en jouant sur les indices muets) .

Sil'on note T = B”, on montre que :

Ti; = Bji, (2.7a)
Ti = BJ*, (2.7b)
T, = B, 2.70)

Si BT = B, on dit que le tenseur B est symétrique.

2.3 Produit contracté

Le produit contracté est une opération, notée « - », sur deux tenseurs, d’ordre
respectivement m et 11, dont le résultat est un tenseur d’ordre m +n — 2. Le produit
doublement contracté est une opération, notée « : », sur deux tenseurs dont le résultat
est un tenseur d’ordre m + n — 4. Ces deux opérations sont distributives.

On se propose de donner quelques formules utiles de calcul de produits (dou-

blement) contractés.

Produit contracté de deux vecteurs

Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 1 (vecteurs) est égal au produit

scalaire de ces deux vecteurs :

u-v=uv; =uo. (2.8)
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Produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2

Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2 suit la formule suivante :

(@®b) (cod)=(b-caxd. (2.9)

En exploitant la distributivité, on obtient sans mal les formules de calcul pour
diverses représentation d’un tenseur. Par exemple :
B-C=(Biai®d) (Cha®a)
= Bijckz (@ ap)a; @4
= Bijlegz- Qa .
Ainsi, si A = B - C, alors :

Al = B0, (2.10)

ce qui est la formule classique du produit matriciel : pour les tenseurs mixtes,

calcul tensoriel et calcul matriciel se confondent.

Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2
Le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 (dont le résultat

est un scalaire) suit la formule suivante :

(a®b):(c®d)=(b-c)(a-4d). (2.11)
Par distributivité, on établit la formule utile suivante :
B:C = BIC; = B;Cl". (2.12)

Produit doublement contracté d'un tenseur d’ordre 4 et d’un tenseur d’ordre 2
Le produit doublement contracté d"un tenseur d’ordre 4 et d"un tenseur d’ordre

2 suit la formule suivante :
(@@bocod): 0f) =@ o Naob. 213

Par distributivité, on a la formule utile suivante :

D:B=DMBy, (2.14)

ol 'on note que 1'on a bien By, et non By ; cette différence disparait si le tenseur

B est symétrique.
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2.4 Tenseur identité
On note 1 le tenseur identité, qui possede les propriétés suivantes :
Vo, 1-v=v-1=0, (2.15a)

VI, 1-T=T-1=T. (2.15b)

La matrice représentative de 1 est la matrice identité, de terme général (5;)1']'-

On a donc:
1=70le®e, (2.16a)
=8la;0d, (2.16b)
=sld ®a;. (2.16¢)

Application aux formules de passage

L'écriture du tenseur identité permet de retrouver aisément les formules de

passage entre les représentations d’un méme tenseur euclidien. Par exemple :

Y

I
lli=

v

= U Ql

I
IS

® a; - vx;e;

= v = (g 'Ej)UXj a.
Si I'on note 4; I =g, ej et a’X]- = 4a' - ¢j la j-itme composante cartésienne de, respec-
tivement, a; et a, on a donc

v; = alxjvxj . (2.17)

De méme, on montre que :

Ux; = aé(ivj. (2.18)
Prenons maintenant I'exemple d"un tenseur d’ordre 2 :
T=1T-1
= Tigee=60d Teu'od Jdog

= Tig®a=dadTyae®a,

et donc :

=

T = a*al' Ty, . (2.19)
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Opérateur de projection surfacique

On définit I'opérateur 1 par :

Iyi=1-n®mn, (2.20)

ce qu’on peut représenter par :

1, = 3k a* @ ag (2.21a)
= 5 a, @ aP (2.21b)
=afa, ® ag (2.21¢)
= a5 ®aP. (2.21d)

Ainsi, 1, n’est autre que le tenseur métrique introduit plus haut. On peut voir
ce tenseur de deux manieres : du point de vue de l'espace tridimensionnel, c’est
Vopérateur de projection sur S ; du point de vue surfacique, c’est le tenseur identité.

On décide alors d’appeler tenseur surfacique tout tenseur T d’ordre 2 vérifiant :
1,-T-1,=T. (222)

Il est clair qu'un tel tenseur est de rang 2.

2.5 Dérivation par rapport a un tenseur d’ordre 2

Soit T un tenseur d’ordre 2 et f(T) une fonction scalaire. On définit la dérivée

de f par rapport a T par la relation suivante :

of . (0
vy, aT U= (a“f(yag))a_o : (2.23)
. of ,
Ainsi, 5T est un tenseur d’ordre 2.

On p:eut montrer les formules utiles suivantes :

d

s (rT) =1, (2.24)
d 2 T
(1% =21, (2.25)

(detT) = (detT)T . (2.26)

I
I

15| @
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On considére maintenant F(T) une fonction tensorielle. On définit la dérivée

de E par rapporta T par :

vu ag-u— a1—"T u 2.27
4, @':—<$:(z+“z)>ro' (2.27)
oF
Ainsi, ﬁ est un tenseur d’ordre 4.
On a les formules utiles suivantes :
ol =0 2.28
o1 1 2.29
@ - i 7 ( . )
(T 1
vU, L) :U=-T'Uu-T'. (2.30)

3 Dérivées spatiales

3.1 Gradient

Soit y(gl, §2) un tenseur d’ordre n > 0. Le gradient de v est un tenseur d’ordre

n+1, noté Vo, tel que :

dv=Yv-dx. (3.1)
En remarquant que dx = %dé”‘ = a,d¢*, on trouve que 1’on peut poser de maniere
équivalente :
v
X0 = 5a ®a". (3.2)

Pour les besoins de la mécanique des membranes, on est amené a définir aussi

le gradient surfacique du tenseur v, noté Vv et défini par :
Voo =1, V. (33)

A titre d’exemple, considérons u = ui(él, Cz) a' un vecteur et cherchons a cal-

culer son gradient surfacique. On a tout d’abord :

= — ﬁ
Vi = o5 ®a’, (3:4)



144 Annexe A — Surfaces courbes, calcul tensoriel

d’ot1 l'on tire :

<
=
I

<za : a%) a*®af. (3.5)

Ceci donne :

sl = <%Za¢ -2’ + Ui -zf,;) " ®af

ce que l'on va écrire :

0
s = <a—gg - Fzﬁu’y - bzxﬁ“n) a" ®Zﬁ/ (3.6)

ot l'on a introduit les symboles de Christoffel de seconde espece :

Tl =aep-d", (3.7)
et le tenseur des courbures :

bup = dap-11. (3.8)

Comme leurs noms respectifs I'indiquent, le tenseur des courbures a une struc-
ture de tenseur (c’est-a-dire qu’on peut définir un tenseur euclidien b = b,pa" ®

aP), ce qui n’est pas le cas des symboles de Christoffel.

3.2 Divergence
Soit Q(Cl, Cz) un tenseur d’ordre n > 1. La divergence de v est un tenseur d’ordre
n—1,noté V - v, défini par :

V-v=YVo:1. (3.9)

On définit aussi la divergence surfacique de v, notée V, - v, définie par :
Vs-v=Vo: 1. (3.10)

Par exemple, soit T = T (&, &) a, ® ag un tenseur surfacique d’ordre 2. On a

tout d’abord :

- = Y
g_a&@g

oT*P
= (Wza ® ag + T (a,, ® ag + a4 ®zm)> ®a’.



3 — Dérivées spatiales 145

On en tire :
oT™
ZS : I = W@a + Twyﬂac,'y + rg,yTa‘BZa . (311)
En notant que :
Ay,p = FZ‘B a, + ba,B n, (3.12)
il vient
O 1a v 4 [ Top ap
3.3 Courbures
Notons que :
b"‘ﬁ = a”bwg.

On peut alors déterminer les invariants de é) :

trb = a*Pb,g, (3.14)

deth = [a*F||byg]. (3.15)

On définit alors la courbure moyenne « et la courbure gaussienne x* telles que :

R = %trg, (3.16)
k" = detb. (3.17)

Soit k1 et x, les valeurs propres de b, appelées courbures principales. Par défini-

tion du polyndme caractéristique de b, ce sont les racines de 1’équation :

K2 — 2fK +xk* = 0. (3.18)
On a donc:
f= ;Kz , (3.19)

K* = K1k . (3.20)
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