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Chapitre 1
Introduction

Le fonctionnement cellulaire au niveau moléculaire implique des interactions
et de phénomeénes trés complexes. Par exemple, les événements et les composantes
impliqués dans ’expression de génes ont été étudiés en détail pour différents or-
ganismes : des protéines (activateurs) s’attachent a PADN et recrutent PARN
polymérase pour un géne spécifique. Ensuite, une molécule de ARNm est crée.
Cette derniére molécule est transformée dans une protéine fonctionnelle par les
ribosomes. D’autre part, quelques protéines (represseurs ou activateurs) peuvent
s’attacher & I’ADN et empécher (ou au contraire, stimuler) le recrutement de la
polymérase et I'initiation de la transcription. Ces protéines de régulation, activa-
teurs et represseurs, sont elles-mémes, produites par d’autres génes. La capacité
d’attachement des protéines & ’ADN peut étre modifiée de multiples fagons. Une
protéine posséde des sites permettant ’ajout de groupement fonctionnels (phos-
phoryl, acetyl, etc). Ces réactions sont catalysées par des molécules spécialisées
(par exemple des kinases). Lors de la signalisation cellulaire, les modifications des
protéines peuvent s’enchainer en cascades, initiées par des signaux extérieurs a la
cellule.

Simuler et comprendre de tels phénomeénes représente un défi pour la modéli-
sation. Assez souvent I'information sur les systémes de régulation est incompléte
et le modélisateur doit émettre des hypothéses. Aussi, prendre en compte toutes
les interactions moléculaires connues par les biologiste peut s’avérer un mauvais
choix. Beaucoup de ces détails compliquent inutilement le modéle et alourdissent
les analyses et 'inversion des parametres. L’art de la modélisation est donc de
faire les simplifications nécessaires et suffisantes pour rendre le modele le plus
proche possible de la réalité et analysable.

Les modéles auxquelles nous nous intéressons dans cette thése sont des réseaux
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de réactions biochimiques. Ces modéles utilisent non seulement des interactions
(activation, répression) mais aussi les mécanismes par lesquels les interactions sont
mis en place. Reconstruire un mécanisme de réaction est une question difficile que
nous n’abordons pas ici. Des techniques expérimentales, permettant d’enlever des
composantes et d’enregistrer les effets produits peuvent servir a cette fin. D’autres
techniques (par exemples I'inférence bayesienne) permet d’estimer les parameétres
cinétiques en comparant la dynamique prédite par le modéle et la dynamique
observée expérimentalement.

Suivant le type d’application, la dynamique des réseaux de réactions biochi-
miques peut étre modélisée de plusieurs fagons.

La modélisation purement déterministe des réseaux de réactions biochimiques
donne lieu a la résolution de systémes d’équations différentielles ordinaires. Cette
approche prend en compte les effets macroscopiques mais néglige le caractére mi-
croscopique, stochestique (souvent trés relevant) [19],[52],[82] des réactions. Du
point de vue numérique, les différents solveurs déterministes permettent de calcu-
ler rapidement la solution des équations différentielles et, ainsi, de la dynamique
macroscopique. Toutefois, cette méthode est essentiellement basée sur une limite
thermodynamique (systéme de grande taille), hypothése qui se trouve étre loin de
la réalité biologique pour une classe suffisamment importante de systémes. Ainsi,
pour les systémes contenant des espéces en petit nombres, les molécules peuvent
présenter des changements discontinus d’état.

Pour rendre compte de la nature discréete et aléatoire des phénomeénes a 1’échelle
microscopique, des méthodes moléculaires et stochastiques ont été proposées. La
dynamique moléculaire (Moleculaire Dynamics -MD) représente une maniéres pré-
cise pour décrire I’évolution temporelle d'un systéme. Cette approche décrit la
position de chaque molécule dans le systéme et simule toute réaction. Ainsi, il
est possible de suivre ’évolution temporelle et spatiale de chaque molécule. Le
grand désavantage de cette méthode réside justement dans sa précision car pour
I’algorithme est extrémement long méme pour les systémes les plus simples. De
méme, les effets de ’environnement (agitation thermique, effets en solution) sont
difficiles a représenter.

Une approximation importante consiste de considérer que le systéme est bien
meélangé ou homogene spatialement. De plus, les interactions entre molécules sont
traitées de manieére stochastique en définissant les probabilités par unité de temps
pour que différentes réactions se produisent. Dans cette approche les réactions sont

considérées indépendantes dans leur ensemble. La méthode est connue sous le nom



de l'algorithme de Gillespie [44] (Stochastic Simulation Algorithm - SSA). Cette
méthode a été largement utilisée en biologie moléculaire. Dans [10], les auteurs
étudient le role des phénomeénes stochastiques dans la bifurcation du développe-
ment du bactériophage lambda. (Garcia-Olivares, 2000) applique P'algorithme de
Gillespie pour des simulations stochastiques de la dynamique du cycle glycolytique
et gluconéogénétique. Le méme algorithme est utilisé aussi pour donner la relation
entre les fréquences initiales de traduction et transcription et la magnitude des
fluctuations stochastiques dans ’expression de génes procaryotes [69].

Au vue des nombreuses applications de I'algorithme de Gillespie, un logiciel
pour la simulation des systémes biochimiques a été développé par [10] SIMU-
LAC. [70] écrit, a son tour, un logiciel STOCKS en langage C++ dédié a la
simulation des processus cellulaires. Plus tard, [1] ont développé un logiciel pro-
posant une interface graphique qui permet a l'utilisateur de spécifier le type de
variable (continue ou discréte) pour chaque espéce présente dans le systéme.

L’inconvénient majeur de ’algorithme SSA réside dans le fait que son cotit
(en temps d’exécution) est élevé. Comme SSA simule une réaction a la fois, la
simulation des réactions fréquentes nécessite un effort de calcul considérable. Par
exemple, une enzyme 60 kDa avec une activité de 100 U/mg et une concentration
de 1 pL in vivo produira, en moyenne, 60.000 molécules par seconde (voir, dans
ce sens, [61]). D’autre part, la transcription se produira assez rarement. Un tel
systéme, dans lequel les deux événements se produisent simultanément (bien que
ayant des échelles différentes), peut étre modélisé avec SSA. Toutefois, une telle
approche s’avere extrémement longue.

Des nombreuses améliorations de cet algorithme ont été proposées. On peut
citer [46] qui propose une procédure d’approximation tau-leap avec une perte
acceptable de la précision du résultat. Cet algorithme utilise une approximation de
diffusion du processus moléculaire. Dans cette approximation les fluctuations dans
les concentrations deviennent, en utilisant le théoréme central limite, Gaussiennes
et peuvent étre modélisées par I’équation de Langevin.

Un autre algorithme pour la simulation des réactions biochimiques est Next
Reaction Method [43]. Il utilise un seul nombre aléatoire pour chaque événement
simulé. La gestion du calcul de taux de réaction permet d’avoir un temps de
simulation qui est proportionnel au logarithme du nombre de réactions et pas au
nombre de réactions lui-méme comme pour 'algorithme de Gillespie. En plus, la
méthode est adaptée pour inclure des taux de réaction dépendants du temps.

Pour prendre en compte la nature multi-échelle des processus, quelques algo-
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rithmes hybrides ont été proposés. [88] proposent un mélange de tau-leap et de
Next Reaction Method pour la simulation d'un systeme de réactions : Maximal
Time Step Method . Tandis que les réactions « lentes » sont implémentées avec
lalgorithm proposé par [43], les réactions « rapides » sont actualisées avec la
méthode développée par [46]. Cet algorithme permet la simulation de systémes
contenant simultanément des réactions métaboliques intenses ainsi que des proces-
sus de régulation impliquant des molécules en petit nombre. D’autres algorithmes
hybrides traitent des variables continues en utilisant 1’équation de Langevin [98],
ou équations différentielles ordinaires [116]. Le premier travail propose une par-
tition du systéme en deux sous-ensembles : réactions « lentes » et réactions «
rapides ». L’ensemble des réactions rapides est approché par un processus de Mar-
kov continu, en utilisant une équation Langevin. L’ensemble des réactions lentes
est simulé avec ’algorithme stochastique Next Reaction. En 2008, [111],[116] pro-
posent les processus Markov déterministes par morceaux comme une alternative
raisonnable pour la modélisation des réseaux de régulation de genes. Ils montrent
que de tels processus sont bien adaptés pour révéler les effets du bruit intrinseéque.

Des méthodes similaires basées sur le partionnement des réactions ont été dé-
veloppées par [51],[18],[66],[89],[53],[55],[64]. Des partitions dynamiques, adaptés
ont été proposées par [47]. Dans cette méthode, par défaut, toutes les réactions
sont discrétes. Une réaction est considérée comme rapide si elle est au-dessus d’un
seuil actualisé de maniére dynamique.

[96] décrivent l'application de I’algorithme hybride introduit par [6],[5] pour le
systéme de signalisation du calcium.

Nombreuses synthéses de résultats et des applications en biologie moléculaires
sont disponibles dans la littérature : [111],[85],[62].

Dans une perspective mathématique, la modélisation stochastique des sys-
témes de réactions biochimiques par des processus de Markov a sauts a été pro-
posée par [32] et formalisée mathématiquement par [13], [95].

La dynamique des processus de Markov a sauts est simplifiée lorsque les sauts
sont petits et rapides. Il s’agit d’'un passage a la limite dans lequel 'intensité des
sauts converge vers l'infini, la taille des sauts converge vers zéro et le produit entre
la taille et 'intensité reste constant. Sous ces conditions, les trajectoires des pro-
cessus de Markov & sauts convergent, vers des trajectoires déterministes, solutions
d’équations différentielles. En théorie des files d’attente cette limite est appelée
limite fluide. En cinétique chimique elle est appelée limite thermodynamique. Les

techniques nécessaires pour prouver ces résultats sont essentiellement des inégali-



tés de martingales [29],[71],[72],[81]. Il s’agit de la loi des grands nombres pour les
processus de Markov. Sous les mémes conditions, il existe aussi un théoréme cen-
tral limite qui permet 'approximation des processus de Markov par des diffusions
[71],[7],[45].

Plus récemment, quelques résultats concernant la modélisation hybride par
[51] ont été rendu rigoureuses par [16].

L’objectif principal de cette these a été de développer des nouveaux outils
mathématiques pour ’étude des phénomeénes stochastiques en biologique molécu-
laire. Les modéles mathématiques pour la dynamique stochastique des réseaux de
réactions biochimiques sont basés sur les processus de Markov a sauts. On propose
des approximations hybrides pour les processus de Markov & sauts multi-échelles.
En utilisant comme argument heuristique un développement limité du générateur
du processus a sauts (procédé connu en chimie et en physique sous le nom de
développement de Kramers-Moyal) nous identifions plusieurs types d’asympto-
tiques hybrides : processus déterministes par morceaux et diffusions hybrides. Le
développement de Kramers-Moyal permet d’obtenir de maniere systématique des
modeles hybrides, qui sont simulés par la suite avec des algorithmes adaptés.

Les approximations déterministes par morceaux sont étudiées avec des mé-
thodes mathématiques rigoureuses. On montre la convergence faible du processus
de Markov a sauts vers deux types de processus déterministes par morceaux : avec
et sans sauts dans les variables continues. Les approximations hybrides peuvent
étre simplifiées davantage en utilisant des méthodes de moyennisation. On propose
aussi quelques résultats dans cette direction.

Ces résultats sont a la base d'un algorithme de réduction de modéles sto-
chastiques qui a été testé sur plusieurs exemples issus du cadre biologique : un
modele de happloinsuffisance [27], un modeéle de fonctionnement stochastique de
neurones (Stein), un modele de phage A [52] et deux modéles pour la production
de protéines dans les procaryotes [38],[70].

Cette thése est composée de deux parties indépendantes : une partie modéli-
sation et une partie mathématique.

Dans les deux premiers chapitres de la partie modélisation nous présentons
plusieurs méthodes de modélisation des systémes biologiques (chapitre 2 et cha-
pitre 3). Cette approche nous permet notamment de mettre en évidence les points
faibles et d’envisager une autre méthodologie dans 1’étude des systémes issus de
la réalité biologique.

Dans le chapitre 4 nous mettons en évidence des phénomenes d’intermittence



6 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

pouvant apparaitre dans des réseaux de réactions biochimiques, qui conduisent a
un fonctionnement bruité. Ces phénoménes apparaissent lorsque plusieurs condi-
tions sont satisfaites : des conditions sur les concentrations (certaines espéces
sont en faible nombre) et des conditions sur les échelles de temps. Selon les diffé-
rentes conditions discutées, on peut rencontrer plusieurs types de comportements
hybrides : avec switch (sauts des taux de réaction) et avec breakage (sauts des
concentrations).

Dans le chapitre 5 nous proposons une solution générale pour la simplifica-
tion des réseaux de réaction. Cette méthode peut étre appliquée pour simplifier
les réseaux stochastiques et pour éliminer les cycles rapides. Dans le chapitre 6,
les méthodes d’obtention d’approximations hybrides sont illustrées sur quelques
modeles biologiques.

Dans la partie mathématique, nous montrons que les processus de saut corres-
pondant a I’ensemble des réactions chimiques avant simplification convergent en loi
vers les processus déterministes par morceaux associés aux divers modeles réduits.
On justifie ainsi les modeéles PDP continus - ou avec "switching" -, discontinus -
ou avec "breaking". On justifie aussi le passage & la limite par moyennisation ou

par "switching" singulier.



Premiére partie

Modélisation






Chapitre 2

Réseaux de réactions

biochimiques

Plusieurs méthodes pour la représentation d’un systéme biologique sont dis-
ponibles. Les biologistes ont favorisé les diagrammes accompagnés d’explications
concernant les mécanismes de fonctionnement. D’autre part, les mathématiciens
préferent travailler avec systémes d’équations différentielles ordinaires (EDO).
Cette approche est plus compléte du point du vue quantitatif et beaucoup plus pré-
cise. Toutefois, cette méthode présente nombreuses désavantages. Dans certains
cas, les EDOs captent seulement une description trop évasive des mécanismes

d’interaction entre les acteurs biologiques.

Entre les deux extrémes, les systémes de réactions biochimiques peuvent étre

représentés comme des réseaux des réactions chimiques couplés.

Les réseaux de réactions biochimiques offrent une maniére simple et compré-
hensive pour la description des interactions entre les molécules. Pour utiliser ces
modeles, on doit supposer que la systéme est bien mélangée, autrement dit, toute
molécule se trouve avec probabilité égale a tout endroit dans le systéme. De fagon
équivalente, on pourra supposer que le taux de diffusion moléculaire est beaucoup
plus important que les taux de réaction. Dans cette situation, ’état physique du

systéme peut étre décrit par un ensemble de variables intrinséques de base :

— pour les modéles microscopiques, I’état est donné par le nombre de molécules
de chaque type,
— pour les modéles macroscopiques, ’état est ’ensemble des concentrations de

chaque type chimique.

La modélisation de la dynamique au niveau macroscopique est déterministe

9
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et continue. Elle utilise les équations différentielles ordinaires (ODEs). Au niveau
microscopique la dynamique est discréte et stochastique. Plusieurs techniques sont
présentes dans la littérature : réseaux de Petri [87], modélisation stochastique [44],
modélisation booléenne, pi-calcul etc.

Dans cette these nous discuterons aussi un niveau mésoscopique, qui représente
en fait le cadre habituel des processus cellulaires. A ce niveau, certaines variables
sont des concentrations (pour les espéces en grand nombre), d’autres des nombres
de molécules (pour les espéces en petit nombre).

Par la suite on présente deux modeles mathématiques les plus utilisés. Les

réseaux de réactions stochastiques seront introduites dans le chapitre suivant.

2.1 Modélisation déterministe

La modélisation déterministe est basée sur des systémes d’équations différen-
tielles qui sont obtenus & partir des réactions biochimiques.

Une réaction bio-chimique est une transformation de la forme suivante

m1R1 + ngg + ...+ mTRT — n1P1 + n2P2 + ...+ inp,

ou r représente le nombre de réactants et p le nombre de produits. Ri, 1 <
i < r représente la iéme molécule réactante et P;,1 < j < p représente la jéme
molécule produit. m; est le nombre de molécules de R; consumées dans une seule
réaction et n; est le nombre de molécules produites par une seule réaction. Les
coefficients m; et n; sont appelés coefficients stoichiométriques. Les coefficients
stoichiométriques sont, en général, des nombres entiers. Les constantes Ri, 1 <
i < retP;,1 < j < p peuvent avoir la méme valeur et il est parfaitement
raisonnable de considérer qu’une certaine molécule est consumée et produite par
la méme réaction. Autrement dit, une réaction décrit, de maniére précise, quelles
especes chimiques interagissent et dans quelle proportion et aussi quelles espéces
sont produites et dans quelle proportion.

Pour donner un exemple, on considére la dimérisation d’une protéine P. Cela
s’écrit de maniere formelle

2P — PQ,

ce qui signifie que deux molécules de P interagissent pour produire une seule
molécule de type Ps.

La molécule P a une stoichiométrie d’ordre 2 et la molécule P, a une stoichio-
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métrie d’ordre 1. Les constantes stoichiométriques d’ordre 1 ne sont pas écrites
explicitement. De la méme maniére, la réaction pour décrire la dissociation du
dimére s’écrit

PQ — 2P

Une réaction peut se produire dans les deux directions et dans ce cas on appelle

cette réaction réversible. Ainsi, on écrit une telle réaction avec une fleche double

2P<—>P2,
2P <— P,

Donc, une méthode convenable et flexible pour décrire un modeéle est d’écrire
une liste de réactions correspondant au systéme choisi. Toutefois, les réactions
elles-mémes donnent seulement la structure qualitative du modéle et doivent étre
complétées avec une information additionnelle. La description du modéle est com-
pléte si on spécifie les taux correspondants a chaque réaction ainsi que les quantités

initiales existantes dans le systéme.

Soit le systéme de réactions suivantes

Y, -5 2y,
Y1+ Y, 422y,

k
1/2 3

Le modeéle ci-dessus nous indique que les nombres de molécules Y; et Y5
changent par des quantités discréte quand un événement se produise (i.e. une
réaction a lieu). De maniére classique chaque molécule sera caractérisée par sa
concentration, mesuré en M (moles per litre), qui peut varier de maniére conti-
nue dans le temps. Par convention, la concentration d’une espéce X est notée
[X]. Méme si les molécules peuvent se rencontrer rapidement, les réactions biochi-
miques n’ont pas lieu instantanément. En effet, pour qu'une réaction biochimique
puisse avoir lieu, une barriére de potentiel doit étre dépassée. Ceci demande de
I’énergie qui peut venir par exemple de I’énergie thermique. Les constantes de
réaction k;, 1 < i < 3 spécifient le temps nécessaire aux molécules pour interagir.
Ces constantes dépendent de la température.

En général, les taux instantanés de réaction sont proportionnels avec les concen-

trations (i.e. avec la masse) de chaque réactant. Cette "loi" cinétique est appelée
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loi d’action des masses. Pour le systéme introduit, la deuxiéme réaction se produit
avec un taux proportionnel a [Y7][Ys]. Par conséquence, sous 'effet de cette réac-
tion, [Y;] décroit avec le taux instantané ks [Y7][Ys] et [Y3] croit avec le méme taux.

En considérant toutes les trois réactions on peut écrire le systéme d’équations
différentielles (ODEs) :

M) atvi) — ko], (21)
;)
2 = o [Yi][Ya] - ka[Y).

Les trois taux de réaction ki, ko, k3 et les concentrations initiales du systéme
doivent étre spécifiés. Ainsi, la dynamique du systéme est complétement détermi-
née et peut étre étudiée soit analytiquement soit numériquement.

Le systéme (2.1) s’écrit sous forme matricielle

ki [Y1]
d | ] 1-10
n = ko Y1) Y2 )
T - N [Y4][Y2]
koY3]

ou la matrice 2 x 3 est la matrice stoichiométrique associée au systéme.

2.2 Les réseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP), autres grands classiques des outils de modélisa-
tion, sont également mis & contribution pour modéliser les réseaux moléculaires.
Inventés par Carl Adam Petri, en 1962 [87], ils représentent un formalisme gra-
phique et mathématique qui permet de représenter des systémes (informatiques,
industriels) travaillant sur des variables discrétes.

Un RdP classique se compose de places, de transitions, d’arcs et de jetons.
L’idée de Reddy et al. [112] est de faire correspondre une place & une popula-
tion de molécules d’une espéce chimique, une transition & une réaction, un arc a
un coefficient stochiométrique, et finalement, un jeton & une molécule. Ainsi, il
devient possible de décrire qualitativement un réseau moléculaire au niveau mi-
croscopique. L’état d’un systéme représenté par un RdP correspond a la position

des jetons dans les places du réseau. En fonction de I’état, certaines transitions
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peuvent étre valides. Le franchissement d’une transition valide est un événement
indivisible qui entraine le déplacement, la création ou la suppression de jetons.
Un franchissement d’étape correspond donc & un changement d’état. Lorsque plu-
sieurs transitions sont simultanément valides, il est impossible de déterminer la-
quelle sera franchie. Le formalisme des RAP n’est pas déterministe, il y a plusieurs
états futurs possibles. Si on étend le formalisme aux RdAP stochastiques, il devient
alors possible de prendre en compte les différentes probabilités de réaction entre
les molécules et d’écrire quantitativement un réseau moléculaire biochimique sto-

chastique au niveau microscopique.

Un réseau de Petri, N est un n-uple (P, T, Pre, Post, M), ou P = {p1, ..., pu},
(u > 0) est un ensemble fini des états, T = {t1,...,t,}, (v > 0) est un ensemble
fini de transitions et PNT = ¢. Pre est une matrice v X u contenant les poids de
chaque arc (I’élément (i, j) de cette matrice représente le poids de I'arc entre ’état
Jj et la transition 7). Post est aussi une matrice v X u contenant les poids entre les
transitions et les états (I’élément (i, j) est le poids de l’arc entre la transition i et

létat j). M est in vecteur u-dimensionnel représentant I’état courant du systéme.

[’état initial du réseau est désigné par M,. La forme de Pre et Post garantie
I’existence d’un arc entre nceuds de différents types. Ainsi, le réseau résultant est

un graphe biparties. Une transition t;, peut avoir lieu si M; > Pre;;,j =1, ...u.

On considére le méme systéme d’équations

v, 2y, (2:2)
Yi+Y, 2% 2y,

k
Yy =

Les taux stochastiques s’écrivent

h1(y, 01) =11,
h2(y7 02) = C2Y1Y2,
h1(y, 01) = C3Y2.

Le réseau Petri correspondant au systéme (2.2) s’écrit

N = (P, T, Pre, Post, M, h,c),
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ou P = (3/173/2> 9 T = (R17R27R3)7

10 20

Pre=|11|,Post=1|02|,

01 00

et h(y, c) = (c1y1, Cay1ye, c3y2). Il reste juste a spécifier I’état initial du systéme

M et le vecteur de constantes pour finir la description du modéle.



Chapitre 3

Modélisation stochastique de

réseaux biochimiques

Plusieurs observations nous conduisent & introduire une approche stochastique
dans la dynamique des réseaux de génes en biologie moléculaire. 1) La variabilité
épigénétique : dans les mesures par des méthodes de fluorescence des niveaux
d’expression du méme géne dans des cellules du méme type, on constate des
distributions statistiques des niveaux d’expression, dépendantes des conditions
externes [92]. 2) Les phénomeénes de faible dosage : certains génes de faible activité
peuvent étre exprimés par certaines cellules et ne pas I'étre par d’autres cellules
du méme tissu. C’est le phénomeéne de haploinsuffisance [27], mais aussi le cas des
promoteurs transcriptionels de faible activité [62]. 3) La production intermittente,
par paquets, des protéines [83],[19], [103]; 4) Les phénomeénes de bistabilité :
dans le cas de la bistabilité du phage-\, des distributions bimodales du niveau
du géne lytique cro sont observées et attribuées a la dynamique stochastique
[10], [52],[107]. De méme, la différenciation cellulaire en morphogénése peut étre
abordée de fagon stochastique [76]. 4) Dans le cas du cancer, sous 'incidence du
méme stimulus, certaines cellules développent le cancer, d’autres non [57]. Ces
différents phénoménes montrent 'importance d’une approche stochastique pour

I’étude du fonctionnement des systémes moléculaires complexes.

La compréhension des phénomeénes de réponse aux signaux, différents en fonc-
tion du contexte cellulaire, ne peut étre réalisée que par une approche systémique
des réseaux de signalisation et des réseaux de genes en interaction. L’hypothése
courante de modélisation est de considérer que la dynamique de tels systémes est

essentiellement déterministe et que le bruit est une perturbation sans conséquence

15
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[109]. Néanmoins, les exemples présentés plus haut suggérent que les aspects sto-
chastiques jouent un réle important dans le fonctionnement des réseaux complexes
rencontrés en biologie moléculaire. Il est donc nécessaire d’approfondir la modé-
lisation et les techniques d’analyse de la dynamique stochastique de ces réseaux.
Il est aussi nécessaire de développer des outils informatiques permettant 1’étude
du comportement des réseaux biologiques & grande échelle tels que les réseaux de

génes et les réseaux de signalisation.

La maniére classique de modéliser le bruit dans des systémes de réactions chi-
miques a été introduite par [32] et a été formalisée plus tard par [13],[95]. Dans
ces modeles, I’évolution d’un systéme chimique ou biochimique est markovienne
et consiste a produire différents types de réactions chimiques aléatoires, avec des
intensités qui dépendent du type de réaction et de ’état du systéme. L’ensemble
des types de réactions définit le mécanisme de réaction. L’état du systéme est
un vecteur aléatoire dont les composantes sont des nombres entiers, représen-
tant le nombre de molécules des différentes espéces. Les fluctuations relatives des
nombres de molécules sont en général plus importantes pour les espéces de faible
concentration.

Cette représentation markovienne des systémes de réactions chimiques a été
appliquée dans un algorithme de simulation connu sous le nom de méthode de
Gillespie [44]. L’algorithme de Gillespie simule un processus de Markov a sauts
dont I'état est le vecteur des nombres de molécules des différentes espéces et
dont les sauts sont représentés par les vecteurs stoichiométriques des différentes
réactions. Lorsque les nombres de molécules sont importants, ’effet d’une seule
réaction est négligeable. Il faut beaucoup de réactions pour changer 1’état du
systéeme. Ce phénomeéne conduit & des temps d’exécution importants. Au lieu
de générer les réactions les unes apres les autres, séparées par des intervalles
de temps aléatoires, Gillespie [46] propose aussi des algorithmes accélérés, dans
lesquels plusieurs réactions sont générées en une seule étape avec une discrétisation
déterministe du temps. Le choix du pas de discrétisation peut étre difficile.

Les trajectoires des processus de Markov & sauts convergent vers des trajec-
toires déterministes, solutions d’équations différentielles, lorsque le nombre de
chaque type de réaction par unité de temps est important [71],[72]. Dans cette
limite, appelée limite fluide par analogie avec le méme concept en recherche opéra-
tionnelle, les phénomenes stochastiques disparaissent. 1l s’agit de la loi des grands
nombres pour les processus de Markov [29],[30]. Dans les mémes conditions, il

existe aussi un théoréme central limite qui permet ’approximation des processus
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de Markov par des diffusions [72],[7],[45].

Lorsqu’une ou plusieurs espéces moléculaires ont des faibles concentrations
tandis que toutes les autres espéces ont des fortes concentrations, on ne peut plus
appliquer la limite fluide, ni "approximation par diffusions. Le cadre décrivant
cette situation est celui des processus de Markov déterministes par morceaux
[20],[79],[31],[5], ou celui des diffusions & sauts [114], ou celui des diffusions a
plusieurs échelles de temps [40]. Les processus déterministes par morceaux sont
particulierement faciles & simuler et offrent une économie importante en temps
de calcul par rapport a la méthode de Gillespie lorsque leur application est justi-
fice [5]. De méme, il existe de nombreux résultats [79],[31] sur les propriétés des
trajectoires qui peuvent s’appliquer en théorie du contréle ou pour expliquer les

observations expérimentales.

3.1 Modéeles de Markov a sauts pour systémes

de réaction chimiques

3.1.1 Processus de Markov a sauts, quelques rappels

A tout processus de Markov X (t) € E, E étant un espace métrique, on associe
sa filtration naturelle (son passé et présent) FX = o{X(s),s < t} et une fonction
probabilité de transition P : Rx Ex Rx B(E) — [0,1] (B(F) est 'ensemble des
boréliens), P(s,z,t,A) = P [X(t) € A|[F] = P[X(t) € A|X(s) =z], t > s, la
derniére égalité étant la propriété de Markov (le futur d’un processus de Markov
dépend du passé uniquement par le présent). P satisfait les propriétés suivantes :

1) P(s,z,t, A) est mesurable en x et représente une mesure de probabilité en
A.

2) P(t,x,t,) = J, (masse de Dirac en x).

3) P(ty,x,t3,A) = /P(tl, x,te, dy) P(ta,y, t3, A) (équation de Chapman-Kolmogorov).

Les processus de Markov a sauts sont définis par 'existence de la limite sui-

vante [41] :
lim P(‘Sv z,t, A) — 53:(14)
[ANE] t—s

= A(s,x)u(s,z, A)

quel que soit t € R, x € E, A € B(E).
La fonction A : R x E — R, est l'intensité (nombre moyen de sauts par

unité de temps). u(s;z; A) est une mesure de probabilité en A nommeée loi des
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sauts. Elle représente la probabilité qu’on choisisse de sauter de x en A. Pour des
processus homogenes en temps, l'intensité et la loi des sauts ne dépendent pas
du temps s. Lorsque E est séparable (ce qui est le cas de R™), tout processus de
Markov & sauts est équivalent & un processus cad-lag (continu a droite et possédant
une limite & gauche) et il existe presque stirement une suite d’intervalles donnés

par de temps aléatoires 7; qui suivent des lois exponentielles et tels que lim
n—ao~o
n n n+1

ZT,- = 0o et X (t) soit constant sur ZTZ', ZTZ' [41]. Ainsi, un processus de
i=1 =1 =1
Markov a sauts peut étre défini d’une fagon équivalente a partir d’un processus de

comptage v(t) (d'intensité A) et d’une chaine de Markov X,, de noyau de transition
p: X(t) = Xo).

Notons I'importance de la loi exponentielle des intervalles de temps dans la
description markovienne. En effet, remplacer la loi exponentielle par une autre
loi avec mémoire, conduirait a la perte du caractére markovien de la dynamique.
Ceci est néanmoins possible dans des modeéles semi-markoviens o les intervalles

de temps peuvent étre choisis quelconques [65].

L’intérét du choix markovien réside aussi dans la simplicité et la puissance
des techniques mathématiques permettant leur étude. Ainsi a tout processus de
Markov homogeéne on peut associer un semi-groupe d’évolution, c’est-a-dire un
opérateur sur l'ensemble B(FE) des fonctions bornées sur E, T(t) : B(E) —
B(FE) défini par T'(t)f(z) = E[f(X(t))|X(0) = z]. Son générateur est défini par
Af = lim %, pour toute fonction f dans le domaine D(A) ou cette limite

T—0

existe. La relation suivante va étre utilisée par la suite [37] :

dT (1) f
dt

— AT(t)f = T(t)Af

Un processus de Markov a sauts homogeéne peut étre ainsi caractérisé par son

générateur [37] :

Af(z) = Az) / (F(2) — (@)l dz).

E
Systémes de réactions chimiques

Les systéemes de réactions chimiques sont modélisés par des processus de Mar-
kov a sauts homogenes [95],[13]. Lorsqu’il y a n espéces chimiques Ay,..., A,

n

I’espace d’états est £ =", un état étant un vecteur X indiquant les nombres de

molécules de chaque espeéce.
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A chaque réaction chimique du type

on associe un saut 0; = 3, — o; €",i = 1,n, ( n, est le nombre de réactions ). On
consideére également la réaction inverse ce qui correspond au saut —6;. L’intensité

et la loi des sauts sont :

Ny

A(X) = ZM(X) + V(X)) (3.2)
WX, = i[qu)ém(.) +q-i(X)dx—0,(.)] (3.3)

Vi, V_; sont les vitesses des réactions (nombre moyen de réactions par unité
de temps) dans un sens et dans I'autre. Les probabilités ¢; = V;/ > 7", (V; + V)
satisfont » 1", (q—; + ¢;) = 1.

Plusieurs choix sont possibles pour les vitesses de réaction [49]. Le choix cou-
rant est d’utiliser la loi d’action des masses. Selon cette loi, les vitesses de réaction

sont des fonctions polynomiales de concentrations :

n

Vi(X) = Vui(e) = k; [ [ 28, Voa(X) = Vo) = ki [ [ 22 (3.4)

ou V est le volume de réaction, qui en biologie moléculaire est de ’ordre du volume
d’une cellule ou plus petit, x = X/V est le vecteur des concentrations et v; sont

les vitesses de réaction par unité de volume.

Le générateur du processus est :

AF(X) = > [F(X +7) = FOOIVA(X) (3.5)

+ie[l,n,]

L’opérateur adjoint du générateur définit I’équation maitresse (chemical mas-
ter equation, CME) décrivant I’évolution temporelle de la distribution p(X,t) du

processus

(X 1) = Ap(X, 1) = —p(X, DAX) + Y ViX =7)p(X —7;,1)  (3.6)

+i€[l,n,]

Ce choix de modélisation s’applique sous les conditions suivantes :
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— diffusion rapide, systéme bien mélangé,
— chaos moléculaire (absence de corrélation entre les positions des molécules

ou entre les réactions).

3.2 Algorithme de Gillespie

L’algorithme de Gillespie (Stochastic Simulation Algorithm-SSA) décrit
I’état du systéme comme un vecteur dont les composantes sont les nombres de
molécules impliquées dans les réactions. L’algorithme a été congu pour répondre
a deux questions "quelle est la prochaine réaction a étre effectuée et quand cette
réaction a-t-elle lieu?". Deux nombres aléatoires sont générés. Le premier sera
utilisé pour déterminer la réaction a exécuter et le deuxiéme pour déterminer le
temps d’attente avant que cet événement se réalise. La simulation d’une réaction
a la fois fait que cette méthode soit tres lente.

Dans ce qui suit on présente de maniére détaillée ’algorithme de Gillespie [44].

On considére N > 1 espéces moléculaires {51, ..., S, }. L’état du systéme est
donné par le vecteur X (t) = (Xy(¢),..., Xn (1)), o X;(t) représente le nombre de

molécules de type S; au temps t. L’état initiale du systéme est donné par
X(tg) = Xo. (3.7)

Soit {Ry,..., Ry}, M > 1 réactions. Les vitesses de réactions sont V;(X) et
dépendent de I’état X.

Pour tout j, j = 1,...,M, V;(X(t))dt est la probabilité que, sachant que
X(t) = X, la réaction R; est effectué dans l'intervalle de temps [t,t + dt). Soit
soit A(X) la somme de toutes les V;(X (%))

Pour toute réaction biochimique on construit le vecteur stoichiométrique as-
socié. Par exemple, (—1,—1,1,0,...,0) est le vecteur stoichiométrique associé a la

réaction chimique

A+B—C.

A chaque fois qu'une réaction R; est exécutée, X (¢) change d’état. La quantité
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par laquelle X; change est donnée par le vecteur stoichiométrique associé a la
réaction R;. La matrice N x M : (mj;), est appelé matrice stoichiométrique.
Chaque colonne de cette matrice représente une réaction. En particulier si la
réaction R; est exécutée dans l'intervalle de temps [¢,t + dt), la jéme colonne v,

de la matrice stoichiométrique est utilisée pour effectuer le changement d’état
X(t+dt) = X(t) + ;. (3.8)

L’algorithme de Gillespie est décrit par les étapes suivantes :

1. On fixe la condition initiale X (tg) comme dans (3.7),

2. Trouver le premier temps 7 aprés t lorsque la prochaine réaction sera exé-
cutée. Ce temps est généré en utilisant une loi exponentielle,

3. Choisir de maniére aléatoire une réaction a effectuer au tempst+7. Tirer un
nombre aléatoire uniformément distribué entre 0 et 1. Si le nombre tombe entre 0
et V1/ la réaction 1 est choisie, entre Vi /A et (V4 + V3)/A la réaction 2 est choisie
et ainsi de suite,

4. Changer l’é¢tat de systéme X (¢) en X (¢ + 7) en utilisant la relation (3.8)
avec dt = T,

5. Réitérer a partir du pas 2) avec le nouveau état X (¢ + 7) jusqu’a ce que le
temps T M AX soit atteint.

3.3 Algorithmes accélérés

Des nombreuses améliorations de ’algorithme de Gillespie ont été proposées.
Citons [46] qui propose une méthode approchée tau-leap plus rapide et avec une
perte acceptable de la précision du résultat.

Quelques stratégies pour la sélection des parameétres de controle et pour ’amé-
lioration de ’erreur de I’algorithme sont présentées.

Cette méthode utilise un temps 7 prédéfini qui peut inclure plus d’un événe-
ment (i.e. plus d’une réaction). La valeur de 7 est limitée par une condition : les
changements introduit dans les propensités V; pendant le temps 7 doivent étre
petits. Soit N;(t,t + 7) représente le nombre de réactions du type R; qui vont se
produire entre t et t + 7. Soit X (¢) = x. Ainsi, si 7 est considéré tel que V;(X (t))
est & peu pres constant sur l'intervalle [t, ¢ + 7], alors le nombre des réactions N;
suit une loi de Poisson P(Vj(x)7). Il y a deux version de tau-leap, une qui uti-

lise des variables de Poisson, ’autre qui approche ces variables par des variables
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normales.

Il vient,

M
X(t+7)=z+Y PVj(x)r)y;
j=1

ou P(V;(z)T) sont des variables de Poisson ou normales indépendantes.

Pour résumer, I'algorithme de simulation 7—leap est décrit par les étapes sui-
vantes :

1. Dans I’état X, choisir 7 tel que le changement dans toutes les fonctions de
propensité dans [t,t + 7] est < eA(z).

2. Générer le nombre k; des réactions R; a exécuter dans [t,t + 7|, avec

ki ~P(Vi(x)r), j=1,....M,

M

3. Remplacer t «— t+ 717 et x «— z + Zkﬂj

4. Réitérer a partir de pas 1) avec le 1Jr101uveau état (z,t) jusqu’a ce que le temps
TMAX est atteint.

Un autre algorithme pour la simulation des réactions biochimiques est Next
Reaction Method [43]. Il utilise un seul nombre aléatoire pour chaque événement
simulé.

L’algorithme de Gillespie n’est pas adapté a des réseaux a plusieurs échelles
de temps. Si, par exemple, on rencontre des réactions R; plus fréquentes que
d’autres réactions ou quelques especes X; en nombre plus important par rapport
aux autres, on doit utiliser utiliser ces caractéristiques particuliéres pour dévelop-
per un algorithme hybride.

[88] propose un mélange de tau-leap et de Next Reaction Method pour la
simulation d’un systéme de réactions : Maximal Time Step Method. Tandis que
les réactions « lentes » sont implémentées en utilisant 1’algorithme proposé par
[43], les réactions « rapides » sont actualisées avec la méthode développée par
[46]. Cet algorithme permet la simulation de systémes contenant en méme temps
des réactions de forte propensité (réactions métaboliques) ainsi que des processus
de régulation impliquant des molécules en petit nombre.

La méthode est implémentée pour modéliser le métabolisme central chez la
bactérie Escherichia Coli. L’expression de génes, la traduction et les activités
enzymatiques sont intégrées dans le méme modele.

La présentation détaillée des modeéles hybrides est donnée dans le chapitre
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suivant.
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Chapitre 4

Modeéles stochastiques hybrides

4.1 Introduction

Les processus stochastiques hybrides sont des couples (0(t), z(t)), ou 0(t) re-
présente une composante discréte (constante par morceaux) et x(t) est un vecteur
avec composantes continues par morceaux. La composante discréte 0(t) peut étre
considérée comme une chaine de Markov controlée. La matrice de transition as-
sociée a la chaine de Markov dépend de la variable continue x(t). La composante
discréte 6 prend valeurs dans ’ensemble fini ou dénombrable ©. Par exemple, pour
un systeme de réactions biochimiques, le variables discrétes sont les especes molé-
culaires "rares", qui se trouvent en petits nombres dans le systéme. Soit r variables
discretes représentant des espéces moléculaires "rares". On suppose que le nombre
de chaque espéce moléculaire ne dépasse pas une valeur N. Alors, © C {0, ..., N}"
a, au plus, N” états. D’autres exemples, c’est quand les valeurs de # dénombrent
les modifications possible d’une molécule. En particulier, une protéine avec r sites
de phosphorylation posséde 2" états possibles (chaque site peut étre phosphorylé
ou pas). Finalement, une autre classe d’exemples est représentée par I’existence
d’interactions moléculaires complexes. Ainsi, la transcription de ’ARNm peut étre
controlée par un ou plusieurs facteurs. Lorsque N facteurs peuvent s’attacher a r
sites sur la molécule de ADN, le nombre d’états possibles est au plus (N + 1)".

Il y a plusieurs maniéres équivalentes pour décrire les transitions entre les
états discrets. En général, les transitions sont données par la matrice stochastique
Aij(z,t) ot A; jdt 4 o(dt) est la probabilité de transition de I’état i & 'état j, dans
I'intervalle [t,t + dt). Toutefois, cette représentation n’est pas pratique quand les

matrices ont de grandes dimensions. Dans ce cas, la description la plus appropriée
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est de définir les caractéristiques du processus de Markov a sauts. Notamment,
définir les vecteurs stoichiométriques v, correspond & spécifier les sauts possibles.
La dynamique est complétement spécifiée par 'intensité (appelée propensité par
les chimistes) \;(6, x) représentant la probabilité par unité de temps de faire un
saut de 'état 0 a 1'état 6 + v, [44]. La probabilité de faire un saut quelconque
entre t et t + dt est U'intensité (propensité) totale \(0, z)dt + o(dt), ot A = > _\;.
L’inverse de I'intensité totale représente le temps moyen d’attente entre deux slauts
successifs.

L’évolution des variables continues peut étre de plusieurs types, chacun condui-

sant vers un classe différente de processus hybrides.

4.1.1 Processus déterministes par morceaux

L’état d’un processus déterministe par morceaux (piecewise deterministic pro-
cess - PDP) est un couple ¢ = (6, x) ou 6 € O représente la variable discrete et
xr € R” représente la variable continue. Un PDP est décrit par trois caractéris-
tiques locales, notamment :

— un champs de vecteurs (),

— Dintensité de saut A(0,x) et

— une mesure de transition Q7 définie telle que Q7 (6, ) soit la distribution

de probabilité des positions apres saut sur © x R". La distribution de sauts
Q'(;0,7) = QT(. + (0,7);0, ) est obtenue & partir de Q7 par translation
dans l'espace des phases.

Un tel processus implique un mouvement déterministe interrompu par une
séquence de temps d’attente aléatoires ;. Sur Uintervalle [t;, t;11 = t; + 7;[, tandis
que la variable discréte reste constante 6 = 6;, la variable continue évolue selon la

dynamique donnée par 1’équation différentielle :

d_f = X@i(x)v (4.1)

z(0) = ;.

Supposons que ¢(t; (x;,0;)) est la solution de (4.1). Le temps d’attente 7; est une

variable aléatoire

Plr; > t] = F(t,0,,3;) = exp[— [y M0, ¢(s; (w1, 0;))ds].
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Apres une évolution déterministe sur le (i 4 1)—eéme intervalle, la variable discréte
change d’état vers 6,,,. La variable continue et la variable discret changent d’état
selon la relation :

ott 7§ et vP sont tirés avec la probabilité Q7(.; 0;, x;).

Supposons que 7¢ = 0, pour tout i. Alors, la variable continue ne change
pas lors des sauts. C’est uniquement sa vitesse de variation qui change via le
changement de parameétre discret 6 dans ’équation différentielle. Dans ce cas,
les trajectoires des variables continues sont continues partout. On appelle cette
possibilité "switch". Si v¢ n’est pas nul, alors la variable continue a des sauts et
la trajectoire est continue uniquement par morceaux. On appelle cette possibilité

“breakage”. Dans la modélisation, on rencontre les deux cas.

Un PDP peut aussi étre caractérisé par son générateur A, défini sur des fonc-

tions de classe C! en z
Af(0,2) = xo(2). Vo f + Az, 9)/[f(9 +97 2499 = £(0,2)]Q7(dy", dy"; 6, z)

L’opérateur adjoint du générateur est utilisé pour obtenir I’équation Fokker-

Planck décrivant ’évolution temporelle de la distribution du processus

Ip (0, z,1)

9y A'p(0,z,t) = =V [xp(2)p] — A0, 2)p(0, z, 1)+

+ /A(H — AP 2 =)0 — AP, 2 — 49 1)Q7 (AP, dy ;0 — 09,z — 1)

Un processus PDP peut étre simulé par 1’algorithme suivant :
(1) Choisir la condition initiale z(ty) = g, = vy ; imposer une durée maxi-

male du processus tpyax,
(2) Geénérer une variable aléatoire u qui suit la loi uniforme 4|0, 1],

(3) Intégrer le systeme d’équations différentielles

;

ar = —)\(t, 01‘, JZ)F,

dt
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dans lintervalle [t;, t; + ;] avec la condition d’arrét F'(¢; + 7, v, x;) = u,

(4) Générer une deuxiéme variable aléatoire v de loi U[0, 1] et I'utiliser pour
choisir une réaction (la décision se fait de la méme maniére que pour l’algorithme
Gillespie).

(5) Changer I’état du systéme (z(¢;),6;) en (x(t;) +~¢,0; +P),

(6) Reéitérer le systéme a partir du pas 2) avec le nouveau état jusqu’au temps

tmax défini avant.

4.1.2 Diffusions hybrides

Une classe trés générale de diffusions hybrides est introduite par [48]. Une
version légérement moins générale est suffisante pour étudier les approximations

des systémes de réactions biochimiques. On introduit :

— un champs de vecteurs x(6, ),
— une matrice de diffusion o (¢, x),
— une intensité de sauts et une mesure de transition définies de la méme ma-

niére que pour un PDP.

Entre deux sauts consécutifs a ¢; et a t; + 7;, la variable continue z(t) satisfait

I'équation différentielle stochastique de It6 [58] :

dy(t) = x4 (0, 2)dt + > o (6, 2)dW(t) (4.2)

J

ou W;(t) sont des processus Browniens indépendants. Le temps d’attente est dé-

terminé de la méme maniére que pour un processus PDP. Ainsi, on doit intégrer

d(t) = xi (0, ) + 22 o (6, 2)dW;(0),

dF = —\(0, z)Fdt,

(4.3)

avec la condition initiale donnée par F(t;) = 1, x(t;) = x; et avec la condi-
tion d’arrét F(t; + 7;) = wu, ou u est une variable aléatoire uniforme dans [0,1],

indépendante de (0;,x;), j <i.Le générateur d’un tel processus est donné par :

AF(0.2) = Xo(@) Vo + 30(0.2) s V2F + 3ONIFO +700) = F(0.0)] (44
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ot : est le produit tensoriel contracté (o : V2f = > i aij%). Le lecteur est
10Tj
invité a remarquer qu'un PDP est un cas particulier de diffusion hybride lorsque

oc=0.

4.2 Simplifications hybrides d’un processus de

Markov a sauts purs

Les processus de Markov & sauts pur ont été présentés dans le chapitre pré-
cédent. Ces processus, entierement discrets, sont & la base du formalisme de
Delbriick-Rényi-Bartholomay pour la dynamique stochastique de réactions bio-
chimiques et peuvent étre simulés par l'algorithme de Gillespie (SSA). Les in-
convénients de cette méthode ont été discutés précédemment. Nous montrerons
comment on peut approcher les processus de Markov a sauts purs par des proces-
sus hybrides. L’approximation hybride est bien adaptée aux systemes de réactions
biochimiques multi-échelles et permet la diminution du temps d’exécution des
simulations ainsi que I’étude analytique du comportement intermittent des tra-
jectoires.

Il existe plusieurs algorithmes hybrides pour la dynamique stochastique des ré-
seaux de réactions biochimiques. Ces algorithmes cherchent a réduire le nombre de
sauts a effectuer pour simuler une trajectoire, en traitant les réactions rapides en
tant que variables continues [51],[16],[5],[6]. Malgré des avantages incontestables
(facilité de I'attribution adaptative des degrés de liberté continus) ces algorithmes
ne sont pas adaptés a rendre compte de phénomenes d’intermittence le plus sou-
vent rencontrés en biologie moléculaire. En particulier, 1'utilisation des nombres
de réactions rapides en tant que variables continues conduit & des modeles réduits
difficiles & interpréter. Une décomposition des variables basée sur des espéces mo-
léculaires rend mieux compte de la nature des processus.

Ainsi, I'activité de certains promoteurs et la production des protéines corres-
pondantes peut présenter le phénomeéne de rafales, caractérisé par courtes périodes
d’activité intense suivies de périodes d’inactivité [115]. Dans ce cas, une croissance
abrupte du nombre de transcrits est suivie par une dégradation exponentielle en
général plus lisse. Dans cet exemple les variables continues sont naturellement
les concentrations des transcrits ou les produits des génes (protéines), tandis que
Iétat d’activité de PADN définie par la présence ou ’absence d’un facteur de

transcription est la variable discréte. Dans les réseaux de génes le bruit est pro-
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duit au niveau microscopique des espéces en petit nombre et transmis par des
phénomeénes d’intermittence au niveau mésoscopique des produits de genes. L’am-
plitude du bruit au niveau mésoscopique n’est pas reliée au nombre de molécules
(& ce niveau les molécules sont en grand nombre) mais a la nature intermittente,
discontinue du processus. Contraire a I'intuition il est possible d’avoir des ampli-
tudes de bruit qui augmentent, au lieu de diminuer avec le nombre de transcrits
dans une rafale.

L’utilisation des espéces moléculaires pour définir des variables lentes et ra-
pides est proposé aussi dans [78]. Ce travail, trés proche de nos approches propose
une combinaison des perturbations singulieres pour I’équation maitresse et des
développements €2 de Van Kampen pour obtenir des solutions approchées pour la
dynamique stochastique [117]. Néanmoins, dans [78] on s’intéresse moins a l'inter-
mittence (on discute uniquement la quasi-stationnarité qui dans notre approche
représente un cas de moyennisation traité plus loin) et on ne couvre pas toutes
les situations qu’on peut rencontrer lorsque des espéces en petits nombres trans-
mettent le bruit a des espéces en grands nombres. De méme, les approximations
proposées ne sont pas caractérisées en tant que processus hybrides.

Notre méthode comporte les éléments suivants :

— Une partition binaire des especes et ternaire des réactions.

— Un développement du générateur du processus Markov a sauts pur. Ce déve-
loppement correspond en premier ordre au développement (2 de Van Kam-
pen et en deuxiéme ordre au développement de Kramers-Moyal.

— Certains cas a plusieurs échelles de temps doivent étre traités séparément

par des techniques de perturbations singulieres.

4.2.1 Partition des espéces et des réactions

Tout d’abord, les espéces sont partagées en deux sous-ensembles X = (Xp, X¢),
ou X p sont les espéces en petits nombres et X sont les espéces en grands nombres.
Cette partition, basée sur les espéces, differe d’autres partitions proposées dans
la littérature [51],(6],[5],[105],]99],[47], qui sont basées sur des réactions. Les tra-
vaux cités se proposent comme objectif la réduction du temps de simulation. Par
rapport a cet objectif, toutes les schémas qui évitent la simulation individuelle
de réactions trop fréquentes en les regroupant dans des variables continues, sont
plus ou moins équivalentes. Nous cherchons & satisfaire aussi un autre objectif,

notamment trouver une représentation naturelle pour les processus simplifiées.
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De ce point de vue, une partition basée sur des espéces est plus adaptée qu’une
partition basée sur des réactions.

Dans notre approche, la partition des réactions est secondaire. Elle résulte du
choix de la partition des especes. Soit M ’ensemble de toutes les réactions dans
le systéme. On définit la partition M = Rp U Rpc U Re. Les réactions Rp
impliquent uniquement les réactants et les produits en petits nombres (de Xp).
De méme, les réactions R impliquent uniquement des composantes en grand
nombres (de X¢). Les réactions Rpe impliquent au moins un réactant ou un
produit dans chacun des sous-ensembles Xp et Xc.

Le deuxiéme pas vers un processus hybride est de rescaler les variables conti-
nues en les divisant par le volume pour obtenir des concentrations rc = X¢/V.
Les variables discrétes X p resteront inchangées. Leur évolution est décrite par de

transitions discrétes.

4.2.2 Développement de Kramers-Moyal partiel

Le troisiéme pas est de considérer un développement Taylor de ’équation mai-
tresse pour les variables continues x¢ et par rapport aux quantités -, /). Ce dé-
veloppement peut étre effectué de maniére équivalente sur le générateur (3.5) ou
sur I’équation maitresse (3.6). Pour simplifier la présentation, on utilise le généra-
teur. Les fonctions de test dépendent de deux variables (z¢, Xp) et on considére
qu’elles sont deux fois différentiables par rapport aux variables xo. On suppose
que les taux des réactions R¢ sont proportionnels au volume (conséquence directe
de la loi d’action des masses), V; = Vv;(z¢), i € Re. Le développement de Taylor

au second ordre du (3.5) par rapport a z¢ donne :

AP f(zc, Xp) = Y [flze, Xp+7P) — f(ve, Xp)] Vi(Xp)+ (4.5)

i€ERp

> [flee+5/V. Xp +77) — flze, Xp)| Vi(ze, Xp) + | X2 77 vi(wc)| Ve f (we, Xp)+

1€Rpc 1€ERc
1
w % VZ(IC)KYzC@’YZC : v?xcyxcf(l‘CaXD)
1€R¢o

ol ® est le produit tensoriel ((Y®Y)u = 7,7,)- Le générateur approché correspond

a une diffusion hybride avec le champs (terme de dérive) x(rc) = > _;cp.. Yui(xe)

et de matrice de diffusion o(z¢) = )% S vilae)Vy @ 4¢.

1€ERc
On appelle Eq.(4.5) développement de Kramers-Moyal partiel a 'ordre deux.
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Les termes de dérive et de diffusion pour les variables 2 ne dépendent pas des
variables discrétes X p. Ainsi, le switch n’est pas présent dans cette approximation
et les variables discrétes peuvent étre oubliées si elles ne sont pas observées. En
plus, les sauts 7¢/V disparaissent dans la limite VV — oco. Cela implique que les
variables continues ne subissent pas des sauts (il y a absence de breakage). Tou-
tefois, les deux types d’événements sont présents dans beaucoup d’exemples dans
la biologie moléculaire. Pour introduire les possibilités de switch et breakage, on
doit considérer que certaines réactions dans R pc ont des propriétés particuliéres.

Ainsi, on considére deux types de réactions spéciales :

1. réactions dans Rpc qui sont assez fréquentes pour affecter les taux de va-

riation des variables continues et induire, ainsi, le switch,

2. réactions dans Rpc avec un vecteur stoichiométrique assez grand pour in-

troduire un breakage.

On appellera ces équations "super-réactions". Le premiére type de super réac-
tions correspond a l'ensemble S C Rpc et le deuxiéme type de super réactions
correspond Sy C Rpc. Comme conséquence, on distingue entre deux types d’ap-

proximation suivant un des deux types de super réactions.

4.2.3 Approximation hybride avec switch

Le premier type de processus approché est induit par les super-réactions S; C
Rpc avec des vecteurs stoichiométriques d’ordre zero, mais avec des taux de
réaction d’ordre un dans le volume : V; = Vv;(Xp,z.), i € S;. Les réactions
dans S; induisent des transitions rapides dans les variables continues. L’ensemble
Sy est considéré vide. Pour cette approximation, méme si les taux des réactions
dépendent des variables discrétes, on suppose que les super réactions ne changent

pas les variables discrétes. Autrement dit,
P =0, pout tout i € S;.

Si cette condition n’est pas satisfaite, un troisiéme cas survient : quelques variables
discrétes changent de maniére rapide et on peut les moyenniser. Cette situation
sera discutée par la suite. L’évolution des variables discretes est déterminée par des
sauts lents (réactions de Rp). La composante x¢ a des sauts rapides mais, leurs

amplitudes sont relativement petites. Ainsi, entre deux transitions consécutives
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de la variable discréte, les variables continues peuvent étre approchées par une
trajectoire déterministe. Les variables continues ont des trajectoires continues,
mais des vitesses discontinues. Un développement au premier ordre de Kramers-
Moyal correspond a une approximation déterministe par morceaur définie par le

champ de vecteurs

X(Xp,zc) = Ziesl%‘cviDC(XDvmC)‘f‘Zz‘eRC%‘CUz‘C(fEC)a (4.6)

l'intensité de saut

MXp,20) = 2ien, ViP(XD) + Yicrpors Vi O (Xp, 2e), (4.7)

et la probabilité de saut donnée par

1 ‘/ZD(XD),le S RD,
PXp — Xp+9P] = —— x (4.8)

MXp,zc) VPO (Xp, ), if i € Rpe\S1,

ou %D , yic sont les projections de «y; sur les composantes continues, respectivement
sur les composantes discrétes. La relation (4.7) montre que lintensité de saut
dépend des variables continues et des variables discrétes. Néanmoins, seulement
les variables discrétes sont changées par les sauts. Le développement & I’ordre deux
de Kramers-Moyal correspond & une approximation par diffusion hybride avec la

matrice de diffusion :
1
o(Xp, w0) = 7 [Eies, v (X, 2077 @1+ Lien 5 (re)i @77, (4.9)

Pour des résultats rigoureux concernant ce processus voir section 8.3.1.

4.2.4 Approximation hybride avec breakage

Ce type d’approximation est induit par les super réactions avec un vecteur
stoichiométrique significatif (i.e. réactions de type S2). On suppose également
que 'ensemble S; est vide. Autrement dit, pour avoir cette approximation, on
suppose qu’au moins une réaction ¢ dans ’ensemble Rpc posséde un vecteur
stoichiométrique assez grand : (v,);/V est comparable avec |z;| pour i € Sy et pour
des espéces j € C. Une super réaction de Sy peut changer les deux composantes :

continues et discrétes. La différence majeure par rapport a S; consiste dans le fait
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que les concentrations des composantes x¢ sont changées de maniére significative,
dans un seul pas, par une réaction S,.

Les réactions de type S ne contribuent pas au flot déterministe. Elles appa-
raissent comme des sauts. Comme avant, on écrit les caractéristiques locales pour
un processus PDP (développement Kramers-Moyal au premier ordre), notamment
le flot

x(ze,t) = ZieRc”YicUic(l’c)y (4.10)

l'intensité de saut

)‘(XD7IC) = ZieRDV;D(XD) + ZieRDCV;DC(XDv xc)v (4'11)

les probabilités de saut pour les variables discretes

1 ‘/l-D<XD),Si7;€RD,
P Xp — Xp+7P] = ——— X (4.12)

/\(XD7$C) ‘/iDC(XDvxC)7 sig € RDC\527

et les probabilités de saut pour les variables continues

1

Plzc —>:EC+%C/V] = —)\(XD o)

V:P(Xp), pour tout i € Ss. (4.13)
Si, pour les super-réactions ¢ € Sy on a VED) # 0, alors les sauts se produisent
simultanément dans les variables continues et dans les variables discrétes. Le flot
déterministe défini par le champs de vecteur x x, (7¢) (équation 4.10) montre que
seulement les variables continues contribuent a 1’évolution déterministe. Dans le
développement & l'ordre deux de Kramers-Moyal, seulement les réactions de R

contribuent & la diffusion :

1

o(zc) = VzieRCUiC(XD,ﬂUC)%C ® %C, (4.14)

Si les deux ensemble S7, S5 sont non-vides, alors les deux types de discontinuités
apparaissent dans la trajectoire de z¢ :
— switching : discontinuité des vitesses (saut dans Xp), sans discontinuité de
la trajectoire,
— breakage : discontinuité de la trajectoire (saut dans les variables z¢).
Tandis que le premier type de discontinuité est induit par les réactions de

S1, le second cas est induit par les réactions de S;. Pour des résultats rigoureux
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concernant ce processus voir section 8.3.2.

4.2.5 Approximation hybride avec switch singulier

Du point du vue mathématique le breakage et le switch sont distincts. Cepen-
dant, dans certains cas les deux situations peuvent étre indiscernables. En effet,
le saut dans la variable continue peut étre déterminé par ’application répétée
d’un ou plusieurs types de réactions appartenant & I’ensemble S35 C S; et qui sont
beaucoup plus rapides que les autres réactions dans S;. Pour éviter que le sys-
téme explose, nous considérons que les réactions super-rapides dans S3 n’agissent
que pendant un trés court intervalle quand certaines variables discrétes sont non-

nulles. Ainsi,

Yui(Xp, ), si Xp, #0,
Vi= (4.15)

0, si Xp, = 0.

avec 0 < € << 1 un petit parametre positif et ou Xp,, i € S3 représente des
espéces discrétes (substrats des réactions 7). De la méme maniére que pour les

réactions appartenant a ’ensemble S, on suppose que

pour tout ¢ € S3. Pour toute réaction ¢ € S3 on considére deux sous-ensembles

dans Rp. Ainsi, dénote par Rgi I’ensemble des réactions produisant les espéces

Xp, et par R, 'ensemble des réactions qui consomment les especes Xp,. Soit
7?’D - LZ.JRDN

Rp = UR},.

On considére que toutes les réactions dans Rp, sont rapides :

1
V; = —v;(Xp), pour tout j € R .
6 2

Le processus contient deux petits parameétres 1/) et €. Nous allons considérer
successivement les limites V — oo et ¢ — 0. La premiere limite correspond au

développement Kramers-Moyal partiel et permet d’obtenir un PDP avec switch
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ayant le champ de vecteurs

1
(Xp,2) = xo(@) + 1 (Xp, 2), (4.16)
ou
Xol@) = > A uiw), (4.17)
1€ERCc
et
Xi(Xp,z) = 4 vi(Xp, x) (4.18)
i€S3

L’intensité de saut du processus PDP est donnée par

AXp.x)= Y Vi(Xp)+ Z v;(Xp). (4.19)

i€ERD\R ]ERB

La deuxiéme limite est singuliére et doit étre traitée différemment. Pour la
simplicité des calculs on considére que les espéces discrétes X p,, composantes des

réactions de type Ss, prennent seulement deux valeurs Xp, € {0, 1}.

Lorsque € — 0, le PDP converge vers le processus dont le générateur est :

Af<XDvx) =
Xo@).Vef + > ViXp)[f(Xp+v,2) — f(Xp, )]+ (4.20)

i€Rp\(RpURP)

+ ) VilXp) ) /Ooo[f(XD +77 477, ®(s;2, Xp +9P)) = f(Xp, 2)|py(s)ds

i€RF JERL

ot p;;(s) = v;(Xp+~7) exp[—v;(Xp +~/)s] est une densité de probabilité sa-
tisfaisant [~ p;;(s)ds = 1 et ®(s;x, Xp) est la solution de 'équation différentielle
suivante ®s = x; (Xp, ), ®(0) = z.

Ce résultat est justifié heuristiquement dans la sous-section suivante et prouvé

rigoureusement dans la deuxieme partie de la thése.

Le processus limite est un PDP avec breakage. Contrairement au cas précé-
dent, quand le breakage résulte de super réactions S, et les tailles des sauts sont
constantes, les sauts sont maintenant aléatoires et leurs tailles sont distribuées
contintiment. Les transitions Xp, = 0 — Xp, = 1 et au retour disparaissent
dans la limite singuliere (les variables X p, restent avec probabilité un dans ’état

Xp, =0). Pour des résultats rigoureux concernant ce processus voir section 8.5.
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4.2.6 Justification de la limite singuliére

On peut obtenir le processus limite par deux méthodes. La premiére méthode
utilise un changement d’échelle, la deuxiéme méthode utilise un développement
de I’équation Fokker-Planck.

L’état du systéme est (x, Xp, X})) ot x sont les espéces continues, Xp les
espéces discréte, et X, les espéces discrétes qui sont substrats des réactions du
type Ss. On considére que X, prennent seulement deux valeurs X, € {0,1}. Si
X}, =1, alors les espéces = sont produites rapidement par les réactions Ss, et si
X5 = 0 la production des espéces x s’arréte. Une fois arrivé dans 'état X}, = 1

le systéme revient rapidement a I’état X}, = 0 par les réactions rapides Rj,.

Premiére méthode, changement d’échelle Considérons les processus dans
un état (Xp, X, = 0,2). Avec intensité V;(Xp) on saute dans l'état (Xp +
vP. X%, = 1,2), ol on reste un temps trés court. Dans cet état les variables
continues subissent la dynamique rapide :

dre 1 D B
dt - EXl(XD +7i 7375)7 ‘T6<0) =T

pendant un temps aléatoire 7. qui satisfait

Plro> 1] = exp[—%vj(XD + 4P (4.21)

jusqu’au saut Xp + P + 7?, X} = 0 induit par une réaction j € R_.

Soit ®(s;x, Xp) la solution de I’équation
v
dt

En changeant 1’échelle de temps s = t/¢, on peut montrer facilement que la

X1(®, Xp), @(0) ==

variation de la variable continue partant de x et apreés le temps 7, est :

Az, =z (1) —x = ¢(§;x,XD+’yiD) -

ou le temps aléatoire § satisfait

P[5 > s] = exp|—v;(Xp +7)s]

La variable aléatoire Az, devient le saut (breakage) des variables continues.

On remarque a partir de 'Eq.(4.21) que 7. — 0 (presque strement). On obtient
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le générateur du processus limite :

Af(XDwr) =
Xo@) Vaf + Y ViXp)f(Xp+v,2) — f(Xp,2)|+ (4.22)

i€Rp\(RLURY)

LY ) Y / F(Xp 470 + 92,852, Xp + 1)) — F(Xp,2)]pyy(s)ds

i€ERF JERT

ou py;(s) = vj(Xp 4+ P)exp[—v;(Xp + 7P)s] est une densité de probabilité
fooo pij(s)ds = 1.

A partir du générateur on peut obtenir I’équation de Fokker-Planck (on uti-
lise 'opérateur adjoint). Dans 1’adjoint, les trajectoires partant de x doivent étre
remplacées par des trajectoires arrivant en x, le temps s devient —s et la densité
doit étre rénormalisée pour prendre en compte la transformation de volume dans

I’espace de phase. On peut ainsi écrire I’équation de Fokker-Planck hybride :

Jp
ot
i€Rp\(RpURY)

— p(Xp,x,t) Z ZVi(XD)—i-

i€Rp\(RpURE)

+ 3> VilXp—+P =] >/ p(Xp =77 =7 ¢(=s;2, Xp — 77, 1)pj(s)ds

zERDJER

(XD,JJ t)

—p(Xp,a,t) Y Vi(Xp)

ot
1ERT,

ou p(s) = v;(Xp—77) exp[— [; A (Xp—7)+Vex1(Xp—77, (=52, Xp—
77)))ds'].

Deuxiéme méthode : développement de I’équation de Fokker-Planck

Pour simplifier les formules on considére sans perte de généralité que Rp = R, U

R},
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L’équation de Fokker-Planck pour le PDP avec switch singulier est :

P (Xp, L, 1) = Ve p(Xp, Lo ) o) + o (Xp, o)+ (4:24)

ot
1
> p(Xp =77,0,2,)Vi(Xp — 7)) — “A-(Xp)p(Xp,1,2,1)
16R$
Ip
a(XD707xat) = _vx'[(p(XD>07x7t)X0(x)]+
1
- p(Xp — 7?, Lz, t)v;(Xp — %D, 1) = A (Xp)p(Xp,0,z,t)
jER],

ou

)‘f(XD) = ZJGRB Ujs )\+(XD) = ZjeRB V}

Développons la solution en puissances dee, p(Xp, Xy, z,t) = po(Xp, X, x, 1)+
ep1(Xp, X, m,t) + ...

Par développement de Taylor dans ’équation de Fokker-Planck 4.24 il vient :

A Vordre ¢!
p0<XD7 1,ZE, t) - O

A Vordre €°

¢

_vx[pl (XDa 17 z, t)Xl (XD7 I’)]
+ Zieh“% pO(XD - 7?7 O7xat)‘/;(XD - 71D> - )‘f(XD)p1<XDa 1737’t) =0
%(XD,OJUJ) = —V.[po(Xp, 0,2, 1)x0(2)]

\ + ZjERB pl(XD - 7;37 17 Z, ZS)Uj(AXvD - 7]D7 1) - )\+(XD)p0(XD7 07 T, t)
(4.25)

A partir de la premiére équation Eqgs.4.25 il vient

dpl(*7 17@;_57337*7 *)) — [A—(*)_’_val(XD,@(_Syx) **))]pl(*y17¢(_S7$)**)7t)_
(&

et
1ERT,
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L’équation différentielle linéaire (4.26) a la solution :

pl(*a 17 Zz, t)
= p1(x, 1, ®(0; 2, %x),t) =

= [ 3 o= AP 0,0 ) OV — 2 (4.27)
0

-t
1ERT,

exp|— /08(/\_(*) + Vo1 (Xp, ®(—5"; 2, xx)))ds'|ds

En remplacant (4.27) dans la deuxiéme équation 4.25 on obtient de nouveau
I'éq.(4.23).

4.3 Critéres pratiques pour l’identification des

parameétres petits et des super-réactions

La loi des grands nombres s’applique dans la limite (V — oc). Cependant,
dans le cadre de la biologie cellulaire, I'idée du volume infiniment grand doit étre
considérée avec précaution. Ainsi, on va remplacer cette condition par des critéres
concernant I'ordre de parametres des modeéles. Les critéres proposés définissent le
domaine d’applicabilité des approximations déterministes par morceaux.

Tous nos critéres sont basés sur deux références de base. La premiére référence
est le plus petit nombre N de molécules appartenant aux espéces continues. N
doit étre un grand nombre. La deuxiéme référence est un temps 7. Ce temps
est le minimum entre le temps caractéristique de la dynamique déterministe des
variables continues et le temps entre deux sauts successives de la variable discréte.
Le temps 7 peut étre relié aux parameétres cinétiques par des méthodes proposées
dans [50],[91].

L’approximation déterministe s’applique aux variables continues sous deux
conditions. La premiére condition concerne 'amplitude des sauts dans la variable
discréte. Ainsi, les sauts doivent étre petits par rapport aux nombres de molécules,
i.e. 7Y << N pour tout i € R¢. La deuxiéme condition concerne le nombre de
sauts sur 1’échelle de temps 7. Ce nombre doit étre trés grand, i.e. V;7 >> 1 pour
tout ¢ € R¢. Les deux conditions sont automatiquement satisfaites dans la limite
YV — oo car N, V; ont le méme ordre de grandeur que V et 4¢, 7 ne dépendent

pas de V. Une condition similaire doit étre satisfaite par les super-réactions de
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type 1 : V; >> 71 pour tout i € S;.

Les super-réactions de type 2 ne satisfont pas la condition de sauts petits, i.e.
|v¢| doit étre comparable & N pour tout i € Ss.

Pour obtenir une approximation avec switch singulier on introduit un nouveau
parametre 0 < € << 1 et les conditions suivantes :

a) Il existe de super-réactions de type 3, c’est a dire des super-réactions de
type 1 trés rapides.

b) Le temps d’action des super-réactions de type 3 est limité par les ré-
actions R, . Ce 7. = er, ie. V; = (e7)™! >> 77! pour au moins un i € R, .
Les réactions dans Rp,. qui inhibent les super-réactions de type 3 peuvent étre
aussi rapides que les réactions dans R¢ ou dans S; (mais pas aussi rapides que
les réactions dans Ss).

c) Les super-réactions de type 3 sont suffisamment rapides pour produire
un saut comparable avec N dans les variables continues, pendant le temps 7, i.e.
Vier ~ N pour tout i € S3.

Les conditions du type V; >> 77! peuvent étre simplifiées si les réactions sont
de premier ordre par rapport aux espéces discretes. Dans ce cas V; = k; Xp avec
Xp ~ 1, ainsi la condition dévient k; >> 7.
le Table2 (voir page 93).

Tous ces critéres sont décrits dans

4.4 Conclusion

Des théorémes limites permettent d’approcher les processus de Markov & sauts
utilisés dans la modélisation des phénoménes moléculaires en génomique, par des

processus déterministes par morceaux, ou par des diffusions hybrides.

Nous avons montré que des phénomeénes d’intermittence peuvent apparaitre
dans des réseaux de réactions biochimiques, conduisant & un fonctionnement
bruité. Ces phénomenes apparaissent lorsque plusieurs conditions sont satisfaites :
des conditions sur les concentrations (certaines espéces sont en petits nombres) et
des conditions sur les échelles de temps. Selon les différentes conditions discutées
on peut rencontrer plusieurs types de comportements hybrides : avec switch (sauts

des taux de réaction) et avec breakage (sauts des concentrations).






Chapitre 5

Moyennisation de la cinétique

chimique stochastique

Les performances des approximations hybrides peuvent étre trés mauvaises
lorsque le mécanisme de réactions discrétes contient des cycles qui sont au moins
aussi rapides que la dynamique déterministe des variables continues. En effet,
dans ce cas, l'intervalle de temps entre deux réactions succesives du cycle dis-
cret rapide est échantillonné inutilement par le solveur déterministe. De plus, le
nombre de sauts des variables continues entre deux réactions du cycle discret peut
ne pas étre grand et I'approximation hybride n’est pas justifiée. Finalement, 1’al-
gorithme de simulation passe la plupart de son temps a générer les réactions du
cycle rapide. Dans ce cas, utiliser ’algorithme hybride est un mauvais choix, car

ses performances sont inférieures a celles de ’algorithme de Gillespie.

Il est donc important d’éliminer les cycles rapides des variables discrétes. Ceci

est possible par moyennisation.

Les principes de moyennisation sont largement utilisés pour les systémes dyna-
miques déterministes (le lecteur peut consulter les ouvrages classiques de [11],[100],
ou les articles plus récents de [12]) et pour les systémes dynamiques stochastiques
(équations différentielles stochastiques [40], chaines de Markov [114],[110].).

L’idée classique de la moyennisation est d’identifier des variables rapides er-
godiques et de moyenner la dynamique des variables rapides par rapport a la
distribution quasi-stationnaire des variables rapides. Pour un probléme donné, la
difficulté principale consiste dans 'identification des variables lentes et rapides.
Pour des systémes dynamiques hamiltoniens les variables action-angle offrent le

cadre naturel pour la moyennisation [11].

43
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Dans le cas de la cinétique chimique, il y a deux types de variables lentes
qu’on doit considérer pour la moyennisation. Il y a d’abord les composantes lentes
(composantes discrétes qui varient rarement ou des composantes continues qui ont
un temps de relaxation trés long) Le deuxiéme type de variables lentes sont les
combinaisons linéaires de composantes conservées (les lois de conservation) par
la dynamique des cycles rapides. Ces variables lentes, qui jouent un role similaire
aux variables action dans les systémes hamiltoniens, conduisent & des variables
agrégées dans le systéme moyennisé.

L’agrégation d’états a déja été utilisée pour les chaines de Markov [114],[110].
L’agrégation d’espéces qu’on propose ici est adaptée au cas de la cinétique chi-
mique. L’agrégation de variables pour quelques cas particuliers de modeles réactifs
est utilisée dans certaines applications, notamment en écologie (voir par exemple
[4]). Dans [50],[91] on propose une solution générale pour la simplification des
réseaux de réactions, qui s’applique a tout mécanisme mono-moléculaire avec des
constantes de réaction bien séparées. L’agrégation est une étape particuliere dans
cet algorithme qui contient d’autres étapes telles que la chirurgie des cycles. On
montre ici que le méme algorithme s’applique également pour simplifier les réseaux

stochastiques et pour éliminer les cycles rapides.

5.1 Approximations hybrides moyennisées

Le cas le plus général d’approximations hybrides moyennisées implique deux
paramétres. Un grand parameétre V (représentant le volume) ou son inverse qui
est un petit parametre est utilisé pour le développement Kramers-Moyal. Un
deuxiéme parameétre €, petit, est utilisé pour séparer la dynamique rapide a 1'in-
térieur du cycle de la dynamique lente entre les cycles. Dans certains cas, la
moyennisation s’impose méme avec un seul paramétre asymptotique.

On peut considérer les cas suivants :

Cas 1 : Cycles rapides discrets produisant des espéces continues. Dans ce cas il y
a des super-réactions du type 1 qui agissent sur les espéces discrétes vP # 0

for i € §;. On peut considérer un seul parameétre n = 1/V, petit.

Cas 2 : Cycles rapides discrets. Dans ce cas, il y a des transitions rapides entre
espéces discretes. Le petit parameétre est € le rapport entre les échelles de

temps de la dynamique intra- et inter-cycles.

Cas 3 : Une combinaison de ces deux cas. Il y a deux petits parameétres, n and
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€.

Nous discutons ici uniquement les deux premiers cas.

Cas 1 Les cycles rapides agissent en méme temps sur des variables discrétes
et continues. Les especes discrétes changent cycliquement leurs valeurs dans un
ensemble fini, leurs nombres restant petits et bornés supérieurement. Les es-
péces continues sont produites continiment et leurs nombres peuvent croitre sans
bornes.

Soit . = nX. le vecteur de concentrations des espéces continues. Soit Xl%
les especes discretes affectées par des super-réactions du type 1 et X}, les autres
espéces discretes.

Partons de ’équation maitresse :

dp
E(xch]l)vXéaﬂ
= > viwe = mp(we =, X by Xi,t) — 0 plae, X, X, 1) Y vilwe)+
1€ERc 1€ERC
+ Y ViXh =0 XD =4 (e, Xb =40 XD — 4702 t) (5.1)
i€Rp
- p(xm X}b X%? t) Z V;<Xéa X%)
i€Rp
+ Y o0 tvilee = e Xb, XE =20 p(we — i, X, Xp — 772 1)
i€Rpc
- n_lp(xcv X117’ X%? t) Z Ui(xcv X117’ X%)
1€ERpCo

Développons p en série des puissances de 7 :
1 w2 4 1 yv2 1 2
p(meDaXDa t) - pO(xC7XD7XDa t) + 'f]pl(l'(;,XD, XD7t) +.

Cette série donnera la solution en temps longs de la I’équation maitresse. En
utilisant un développement de Taylor de I’équation (5.1) nous obtenons aux ordres

successifs :
A Yordre !

> vilwe, Xb, Xp=v7")po(e, X, Xp =712, 1) —po(e, X, XB, 1) > vilwe, X, Xp) =0

i€Rpc 1€Rpo

Ceci signifie qu’a ¢, z., X1, fixés, py est la distribution quasi-stationnaire du
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processus défini par les réactions rapides Rpc. Considérons que ce processus
soit ergodique. Cette derniére condition assure 'unicité de la distribution quasi-

stationnaire et on peut écrire :

ou p(X?) est 'unique distribution stationnaire du processus rapide et ¢(x., X3, t)
est la distribution dépendante du temps des autres variables.
A P’ordre 7°

9po

Erae — Vo [Xe(Te)po] +

- Z V;(Xb o fyiDJ’X% - VZD’QM?O(:COXE - 7?717)(% - inD’27t>

i€Rp
— polwe, Xp, X, 1) ) Vi(Xp, XD)

i€Rp
Vo[ > vilwe, Xb, XD =70 p(ae, Xb, Xp =172 01+ (5.3)
1€ERpc

+ Z Ui($c’ij’X% - 7?72)]91(1‘0,)(11),)(% - 71‘D7Q>t)

i€Rpc

— (e, X5, XD t) Y vire, XD, X7)

i€ERpc

Ol X(Te) = Diep, VIS -
En utilisant (5.2) et en sommant (5.3) par rapport a toutes valeurs possibles
de X% on obtient :

0
O Ve l(elw) + Xpelre, b)) (e X, 0}

ST VD = AP e X = AP 1) — e Xbot) ST VXD)  (5.4)
i€Rp

1€Rp

ou ‘Z(Xé> - ZXQD V;(lejv X%)p(X%), XDC(va X%) - ZX% ZieRDc Ui(xcv Xba X%)Vzc
sont des taux moyens.

Eq.(5.4) montre que I’approximation d’ordre zéro est un PDP moyennisé.

Cas 2 Considérons qu’il y a des réactions rapides R, et des réactions lentes R;.
Considérons aussi que V; = e 1v; pour i € Ry. Comme dans le Cas 1 on considére
deux types d’especes. X% sont les espéces affectées par les réactions rapides et X7,

les autres espéces.
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Nous appliquons le méme schéma que dans le cas précédent. Nous partons de

I’équation maitresse :

dp
S (XD XD ) = 3 Vil =P Xp =P p(Xh =P XB P2 8)
1€ERy
1€ER;
+ > ui(Xp = XD = (X = XD =0 )
1€ER2

(5.5)
- p<Xll)7 XJ2D7 t) Z 6_1Ui(X1177 X%)

i€ Ro
Supposons I'ergodicité du processus défini par les réactions rapides. Il vient p =
V(Xh, H)p(X3) + ep1 (X}, X3, t). En ordre zéro, p(X?%) est la distribution quasi-

stationnaire du processus rapide et 1)(X},, t) représente la dynamique moyennisée :

O (Xht) = VX AP P 1) — v(Xh, 1) S VXE)  (56)

1€R 1€ERy

ot V;(X}) = sz Vi(X}, X3)p(X?%) sont des taux moyens.

Lorsque le mécanisme Ry est composé d’un seul cycle A? — A2 — .. A2 — A%
sa distribution stationnaire peut étre facilement calculée. Cette distribution est
paramétrée par la masse totale du cycle N = " X2 qui est une variable
lente. Considérons que les constantes de réaction du cycle sont séparées et que la
derniére réaction est limitante. Alors, la masse est concentrée avec une probabilité
1=, 4m kiim/k; proche de un, au début de la réaction limitante et avec petites
probabilités Ky, /k; au début de la réaction i # m. La moyenne de Xf par rapport
a la distribution stationnaire p est X J2 = Nkiim/k;. En conséquence, le taux moyen

de la réaction A? — B de constante de réaction k ott B est extérieur au cycle est
V; = k)_(]? = Nkkiim/k;.

5.2 Reéduction de cycles linéaires

L’argument de la section précédente justifie un algorithme de réduction pour
les cycles linéaires rapides d’un mécanisme autrement quelconque. Cette méthode
est une extension pour le cas stochastique de la méthode utilisée dans [50],[91]

pour le cas déterministe.
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Il existe deux types de réseaux linéaires : réseaux de réactions mono-moléculaires
et réseaux de réaction de premier ordre. Les réseaux de réactions mono-moléculaires
peuvent étre complétement définies par un graphe orienté. Dans ce graphe, les
sommets sont des espéces chimiques A;, les arréts sont des réactions A; — A;
dont les constantes cinétiques sont k;; > 0. Pour chaque sommet, A;, on définit
une variable positive réelle ¢; (concentration).

La dynamique déterministe d’'un réseau de réactions mono-moléculaires est

définie par

801‘
815 = Z kijcj — (Z kji)cia (57)
J J

Les réseaux de réactions de premier ordre, contiennent des réactions avec un
seul réactant et dont les taux de réaction sont proportionnels a la concentration
du réactant. Les réseaux de premier ordre peuvent contenir des réactions qui ne
sont pas mono-moléculaires, par exemple des réactions du type A — A + B, ou
A— B+C.

On se restreindra aux réactions de premier ordre pseudo-conservatives, c’est
a dire aux réactions qui ne changent pas le nombre total de molécules dans le
sous-mécanisme rapide. Les réactions A — A + B seront permises, a condition
que B soit extérieur au sous-mécanisme ; de méme les réactions A — B+ C' seront
admises, a condition que B ou C' soit extérieur au sous-mécanisme). Avec de telles
contraintes, le nombre total de molécules dans le sous-mécanisme est conservé et
les équations cinétiques sont les mémes que celles dans le cas mono-moléculaire
(5.7).

Les réactions de dégradation peuvent étre étudiées dans ce cadre en incluant
une composante spéciale (sink) qui collecte les molécules dégradées. D’autres ex-
tensions sont possibles. Par exemple le systéme peut étre ouvert en permettant
des termes source constants ou lentement variables dans Eq.(5.7). Ces termes
changeront 1’état stationnaire, mais n’aurons pas d’impact sur les temps de re-
laxation du systéme. Finalement, les sous-mécanismes linéaires peuvent étre consi-
dérés comme parties d'un systéme non-linéaire plus grand avec lequel ils sont cou-
plés par des entrées lentement variables (frontiere). Par exemple, méme pour des
systémes contenant des réactions binaires, on peut définir des réactions pseudo-
monomoléculaires quand un des substrats de la réaction binaire ne change pas (ou
change trés lentement). Cette condition est satisfaite notamment si le substrat est

€n exces.
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Nous allons considérer que les constantes de réactions sont bien-séparées, c’est
a dire qu’on ait soit k; << kj, soit k; >> k;, pour tout i # j.

La dynamique stochastique d’une seule molécule dans les réseaux linéaires
pseudo-conservatifs est définie par la probabilité p(j,t) que la molécule soit en A;
au moment ¢. On peut facilement montrer que I’équation maitresse pour p(j,t) et
I’équation cinétique déterministe (5.7) sont identiques. Considérer une seule mo-
lécule ne restreint pas la généralité, car lorsque plusieurs molécules sont présentes
dans un réseau linéaire, celles-ci se comportent de maniére indépendante.

Ainsi, I’algorithme de réduction proposé pour des réseaux de réactions détermi-
nistes [91],[50] peut étre aussi appliqué a des réseaux stochastiques. L’algorithme
est basé sur un ensemble d’opérations transformant le graphe orienté de réactions
dans un graphe acyclique sans bifurcation (il n’y a pas de réactions distinctes qui
ont le méme substrat). Pour ce type de graphe, les vecteurs propres et les valeurs
propres de la matrice cinétique peuvent étre calculés facilement. Ce calcul résout
complétement le probléme de la dynamique déterministe. On pourrait utiliser le
méme schéma pour simplifier et résoudre la dynamique stochastique. Toutefois, on
n’utilisera que certaines étapes de l'algorithme, suffisantes pour réduire le temps
de calcul de la méthode SSA (algorithme de Gillespie) et pour obtenir des ap-
proximations hybrides efficaces.

Rappelons ici I'algorithme introduit dans [91],[50] Cet algorithme utilise deux
types d’opérations :

I. Construction d’un réseau auxiliaire (par dominance).

Pour chaque composante A; du sous-mécanisme linéaire, définissons x; comme
la plus grande constante cinétique des réactions A; — A, : k; = max;{k;; }. Pour
la composante j correspondante on utilise la notation ¢(i) : ¢(i) = arg max,{kj;}.
On dit que la plus rapide réaction domine toutes les autres réactions qui ont le
méme substrat. Le réseau de réactions auxiliaire V¥V est ’ensemble de réactions
A; — Ay avec constantes cinétiques x;. Un réseau auxiliaire ne posséde plus de
bifurcation car parmi toutes les réactions avec le méme substrat on ne garde que
la plus rapide.

IT. Réduction de cycles (par agrégation). Les cycles rapides sont remplacés par
un seul noeud. Les réactions partant du cycle sont remplacées par des réactions
avec des constantes rénormalisées selon la recette proposée par la moyennisation
dans la section précédente.

Nous présentons 1’algorithme de réduction & l'aide de deux exemples simples.

D’abord, considérons une chaine de réactions A; — Ay — ...A,,. La constante
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de la réaction A, — A;;q est k;. Toutes les constantes de réaction sont bien
séparées.

La plus petite constante de réaction dans la chaine est appelée limitante et
notée par k. Si 1/kym << 7 (chaine rapide), alors pendant 1’échelle de temps 7
toutes les molécules A; sont transformées en molécules A,,. On peut ainsi ignorer
les réactions de la chaine et considérer que toute la masse est dans A,,. Le nombre
de pas pour transférer la masse au bout de la chaine est limité par la longueur
de la chaine et par le nombre total de molécules. Ainsi, les chaines transformant
des variables discrétes (en petit nombre) peuvent trés bien étre simulées par la
méthode SSA, sans perte de vitesse de calcul.

En tant que deuxiéme exemple, considérons le cycle C' composé de réactions
mono-moléculaires A; — Ay — ...A,, — A;. Considérons que les constantes des
réactions sont bien séparées et soit kj, la plus petite constante, comme dans
I’exemple précédent. Ajoutons au cycle une réaction de sortie du cycle : celle-ci
transforme une composante du cycle A; en une composante B externe au cycle.

On considére les situations suivantes :

(I) la réaction de sortie est A; — B de constante k et k >> k;,
(IT) la réaction de sortie est A; — B et k << kj,
(IIT) la réaction de sortie est A; — A; + B, ou

IV) la réactions de sortie est A; — A1 + B de constante k;.
J J J

Dans la premiére situation (I), la réaction de sortie est rapide et domine la
réaction A; — Ajy; du cycle. Cette situation a été déja étudiée [91],[50] comme
un cas de "cycle bris¢". La réaction A; — A;,; peut étre éliminée et ainsi, le cycle
est ouvert. La dynamique multi-échelle résultante est celle d'une chaine.

Dans la situation (II), la réaction de sortie est beaucoup moins rapide que les
réactions du cycle. Les molécules de l'intérieur de cycle ont des transformations
rapides et la distribution de masse atteint le quasi-équilibre a I'intérieur du cycle.

Dans [91],[50], [49] on montre que le temps de relaxation d'un cycle avec des
constantes séparées est I'inverse de la deuxiéme plus lente constante k2 >> k() =
kiim - Pour comprendre ce résultat, il faut s’imaginer les deux chemins équilibrer les
différences de masse entre deux points sur un cycle, un chemin qui passe par la plus
lente réaction et ’autre chemin qui passe par la deuxiéme constante la plus lente.
Le chemin le plus rapide court-circuite 'autre. Ainsi, un cycle peut étre considéré
quasi-stationnaire si k) >> 1/7. Un cycle rapide non-moyennisé cofite cher en

temps d’exécution si une molécule peut effectuer un nombre important d’étapes
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sur le cycle dans 1’échelle de temps déterministe 7. La condition correspondante
implique le flux quasi-stationnaire du cycle (et non son temps de relaxation) et
s'écrit kM = Ky >> 1/7.

A la quasi-stationnarité un cycle perd lentement sa masse de maniére sto-
chastique, par les réactions de sortie. L’intensité du processus de perte peut étre
calculée en remplacant X; par sa moyenne. La moyenne de X; par la distribution
quasi-stationnaire du cycle est X; = N (¢)kum/kj, ot N(t) est la masse totale du
cycle N = Z;”Zl N;. On obtient l'intensité moyennée A\ = kX'j = N(t)kkim/k;.

Dans les situations (III) ou (IV) les intensités moyennées des réactions de sortie
sont kX; = N(t)kkym/k; et k;X; = N(t)kym, respectivement.

Toutes ces opérations servent a définir un algorithme de réduction qui élimine
les cycles rapides non-brisés.

Algorithme de réduction

Entrée :

mécanisme G des réactions du premier ordre avec constantes bien séparées

Sortie :

un mécanisme simplifié de premier ordre de réactions

tant il y a des cycles rapides non-brisés

pour tout cycle dans G sans réaction de type (I) avec un flux suffisamment
rapide (kym >> 1/7) do

— remplacer le cycle par un seule noeud C' ayant comme masse totale N

— remplacer la réaction de sortie de type (II) A; — B avec le taux de réaction

k par la réaction C' — B de constante effective k' = kkyin /k;.

remplacer la réaction de type (IIT) A; — A; + B de taux k par la réaction
C — C + B de taux effectif ¥’ = kkyn /k;.
— remplacer la réaction de type (IV) A; — A;1+ B de taux k; par la réaction
C — C + B de taux effectif &' = kyp,.

La condition d’agrégation portant sur le flux du cycle et non sur le temps de
relaxation du cycle nous permet d’itérer ’algorithme jusqu’il n’y ait plus de cycle
rapide non-brisé. Une condition sur le temps de relaxation créerait des compli-
cations. En effet, le temps de relaxation d’un cycle est donné par sa deuxiéme
constante la plus lente. Cela peut cacher une possibilité surprenante : des cycles
lents intégrés dans des cycles rapides. Par exemple, un cycle rapide ayant comme
neceuds des cycles rapides peut avoir un noeud moins rapide comme origine de sa
réaction limitante. Ainsi, des réactions internes de ce noeud sont sans doute plus

rapides que la réaction limitante du cycle entier mais ils peuvent étre moins ra-
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pides que la deuxiéme constante qui donne le temps de relaxation du cycle entier.
Les échelles lentes sont perdues par agrégation. Cette difficulté peut étre résolue
en complétant I’agrégation par une étape de récupération. Les techniques de récu-
pération sont présentées dans [91],[49]. Dans cette opération, tous les cycles sont
restaurés sans leurs réactions limitantes. Dans notre cas, cette opération n’est pas
nécessaire car tous les cycles moyennisés sont plus rapides que 1’échelle de temps

déterministe 7.

5.3 Réseaux bruitées et régles de design pour

hiérarchies de cycles

Le bruit intrinséque des réseaux biochimiques est généré au niveau "microsco-
pique" par les variables discrétes et il est visible au niveau "mésoscopique" des
variables continues par des événements comme le "switch" ou "breakage". Ainsi,
dans le cas ou toutes les espéces moléculaires sont en grande nombre (i.e. un réseau
sans variables discrétes) le bruit intrinséque est relativement faible. De méme, si
les événements de switch sont plus rapides que I’échelle de temps déterministe, la
moyennisation est applicable et le bruit n’est pas transmis aux variables continues.
Ainsi, une approximation déterministe est applicable dans les deux situations pour
des raisons différentes (grands nombres, transitions rapides).

Le seul moyen de transmettre le bruit par un événement de switch du niveau
microscopique au niveau mésoscopique est par le phénomene d’intermittence. Cela
implique une combinaison de réactions lentes qui changent les valeurs des espéces
discrétes et des réactions rapides qui changent les espéces continues. Le transfert
du bruit entre niveaux d’organisation demande des principes de design car seules
la présence de molécules en petits nombre et d’échelles de temps lentes et rapides
ne suffisent pas a un fonctionnement bruitée du réseau.

Une condition favorable a la possibilité de transfert de bruit est ’organisation
hiérarchique du réseau. En particulier les hiérarchies de cycles sont particuliere-
ment intéressantes dans ce contexte. Par hiérarchies de cycles on comprend des
mécanismes de réaction contenant des cycles reliés par des réactions de sortie dans
des cycles plus grands au niveau supérieur. Génériquement, dans les hiérarchies
de cycles, les constantes effectives des réactions de sortie sont plus lentes que
les réactions limitantes du cycle d’origine. Coupler des cycles de maniére hiérar-

chique permet d’obtenir des phénomeénes de relaxation de plus en plus lentes et
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de l'intermittence.

Bien évidement, certaines situations sont & éviter si on souhaite un fonctionne-
ment bruitée. Nous pouvons énoncer quelques régles de design. Ainsi, les réactions
de sortie des types (II), (III), mais pas (IV) peuvent générer de 'intermittence
lorsque la composante de sortie est au début d’une étape limitante d’un cycle
non-brisé. En effet, a moins que k; soit la constante limitante du cycle, on a
kim/k; << 1. Alors, I'intensité moyenne de la réaction de sortie du type (II) ou
de type (III) est faible et représente une source d’intermittence dans le systéme.
Cette situation doit étre évitée pour diminuer le bruit ou crée, si on souhaite un

fonctionnement bruité.






Chapitre 6

Exemples d’applications

6.1 Meéthodologie pour obtenir des simplifica-
tions hybrides

Dans cette section on montre comment on peut obtenir, & partir des processus
de Markov & sauts associés aux réseaux des génes, des processus hybrides sim-
plifiés. Les processus hybrides ainsi obtenus préservent les principales propriétés
stochastiques des processus de départ.

La procédure de simplification comporte quatre étapes :

1. Identification des variables discrétes et continues; partition des réactions;
2. Moyennisation des cycles rapides non-brisés.
3. Identification des super-réactions.

4. Construction du modeéle hybride simplifié.

Pour justifier 'utilité de notre approche on montre, a ’aide des exemples, que
tous les types de processus hybrides discutés sont représentés dans le fonctionne-
ment stochastique des réseaux des genes.

Les notations suivantes seront utilisées pour tous les modéles illustrés. Si la
i-eme réaction est réversible, alors R est la i-éme réaction dans le sens directe
et R, représente la i-eme réaction dans le sens inverse. Les réactions irréversibles
sont tout simplement représentées par R;.

Les unités de mesure pour les taux des réactions de premier ordre sont en
s~tet en s71(nM)~! pour les réactions bi-moléculaires. Pour obtenir les taux de

réaction pseudo-monomoléculaires a partir des taux des réactions bi-moléculaires

95
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on utilise la formule suivante :

X [molécules]

kmono[s_l] = kbinaire[s_l (nM)_l] W

ou N4 représente le nombre d’Avogrado. Pour une bactérie, N4V ~ 1(nM)~1.
De la méme maniére, les taux de réaction sont obtenus par les formules :
Vinono| (réactions)s ™ | =kyono[s 1] X [molécules],
A 3 — k inaire -1 M -1
Vbimm[(reactlons)s 1]: : NAV[T(M\(/?)A)] }X

Par la suite on présente deux modéles simples, un modéle avec switch et un

[molécules|Y [molécules].

modele avec breakage. Puis, deux modéles plus complexes sont présentés qui illus-

trent la moyennisation.

6.2 Modéele hybride avec switch : modéle de Cook

L’haploinsuffisance est un terme utilisé lorsque la présence d’un seul exemplaire
actif d’un géne donné (ou d’un groupe de génes) est insuffisante au fonctionnement
normal de l'individu. L’haploinsuffisance a lieu quand un organisme diploide a
un seul géne fonctionnel (avec un autre géne inactivé par une mutation) et le
fonctionnement d’un seul géne ne produit pas assez de protéine. Le fonctionnement
intermittent, stochastique de la production de protéine a été modélisé dans [27].

Dans le modeéle de Cook, on considére qu'un géne peut commuter au hasard
entre l'état inactif (G) et 1'état actif (G*) suivant des réactions cinétiques de
premier ordre ou k; est la constante d’activation et k_; est la constante de désac-
tivation qui détermine combien du temps le géne reste dans I’état actif. Quand le
géne est actif, il exprime un produit (P) avec la vitesse k. Le produit est dégradé
selon une réaction de premier ordre de constante cinétique ks.

Le modele de Cook pour la modélisation du phénomeéne de haploinsuffisance
peut étre décrit par les réactions suivantes :

(

k1
G = G¥,

k_1
G2 G 4+ P,

k
P =
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Le systéme conserve la quantité G + G* = Gy. Dans ce modéle, le régime

d’haploinsuffisance correspond & Gg = 1.

Soit X = (Xp, X¢) le vecteur d’état. Dans ce cas on considére la partition
suivante : les espéces en grand nombre sont Xo = {P} et les espéces en petit
nombre Xp = {G, G*}. Cette partition des molécules impose naturellement, une
partition des réactions. Avec les notations introduites on décrira I’ensemble de ré-
actions impliquant des variables discretes R p, ’ensemble des réactions impliquant
les variables continues R, respectivement 1’ensemble de réactions impliquant des

variables continues et discrétes Rpc

Rp =A{R{, R},
RC = {R3}a
RDC - {RQ}

Ainsi, la famille des réactions est R = {Rp UR¢c U Rpc}-
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Figure 1a. Modéle de Cook pour haploinsuffisance. L’évolution temporelle de la

concentration de la protéine avec la méthode Gillepie et ’approximation PDP

L’échelle de temps déterministe est 7 = (k3) . Les vecteurs stoichiométriques

sont tous d’ordre un, beaucoup moins importants que le nombre de protéines N.

Pour les valeurs des parameétres utilisées dans [27] on a ko/ks >> 1 et Ry

est une super-réaction de type S;. De maniére similaire, la réaction R3 satisfait
V. = Nk?g >> ]{?3.

Avec un développement Kramers-Moyal de premier ordre on obtient une ap-
proximation PDP avec switch. On dénote par = [P] la variable continue et par

0 = G* la variable discréte. Le modéle approché est un PDP avec ’espace d’états

(0,z) € {0,1} x R.
Le champs définissant le flot déterministe x (6, z) est défini par

X(‘g, (L’) = —]{331’ + kg@,
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et l'intensité de sauts \ est
Ao = km1(1—0) + k0.

Le PDP résultant est identique au modéle ON-OFF utilisé en recherche opéra-
tionnelle [20]. Le méme modéle a été proposé ailleurs en tant que modéle abstrait
de production stochastique de protéine [111],[63].

En utilisant 1’algorithme hybride on simule des trajectoires de ’approximation
PDP. L’état initial du systéme utilisé pour illustrer les trajectoires est z(to) = 0, 6.
En plus, on considére que le systéme est dans I’état inactif (i. e. § = 0). La méme
condition initiale est utilisé pour la simulation du modéle initiale avec I’algorithme
SSA. Tandis que le temps moyen de simulation en utilisant I’approche stochas-
tique PDP est de 2,6 secondes, le temps moyen de simulation avec I'algorithme
SSA est de 14,5 secondes. Les trajectoires obtenues sont similaires du point du
vue qualitatif : les intervalles de production sont suivis par des intervalles de dé-
gradation. Toutefois, la variable continue ne présente pas de discontinuités (voir
Figure 1a).

Pour tester, du point du vue quantitatif, ’exactitude de ’algorithme PDP, on
calcule d'une part la distribution stationnaire du nombre de protéines a partir
des trajectoires obtenues avec l'algorithme PDP et, d’autre part, la distribution
stationnaire obtenue avec les trajectoires SSA. Cette démarche est justifiée par
Iergodicité du processus exact et de son approximation PDP.

La distribution théorique pour le modéle PDP est une loi beta. Plus préci-
sément, la variable x = P/(kqo/ks) suit la loi beta B(ki/ks, kmi/ks) : p(z) =
mxkl/ki”_l(l — x)kmi/ks=1 o0 B est la fonction beta [111]. La compa-
raison entre les différentes distributions est illustrée dans la Figure 1b.

Le modeéle de Cook fonctionne dans le région ky >> k,,1, ce qui correspond

a un cycle brisé dans les variables discrétes. Si 'inégalité opposée est valable

k1

ko << k1, alors la moyennisation est nécessaire. Le cycle G = G* doit étre
kml

remplacé par une nouvelle composante G de masse G = Gy = 1 et la réaction de

sortie Ry dévient G —> G + P, ou kY . Le modéle résultant est un

= ki
modele de naissance et de mort avec le taux effectif de naissance k,Gq et avec la
constante du taux de mort k;.

Si ko/ks >> 1 (signifiant que Ry reste super-réaction du type &), la dyna-
mique du modele peut étre approchée par une dynamique déterministe définie par

le champs x(z) = —ksz + k5,Go.
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Figure 1b. Distribution de probabilité estimée & partir d’une trajectoire
Gillespie vs distribution stationnaire estimée a partir d’une trajectoire PDP. La

distribution théorique beta a été ajoutée.

6.3 Modéle hybride avec breakage : neuroscience

et site opérateur chez les bactéries

Les neurones fonctionnent de maniére stochastique. Ce type de fonctionnement
facilite des phénomeénes utiles pour leur comportement collectif tels que la syn-
chronisation. Stein [104] propose un modele simple pour ’évolution du potentiel
de membrane neuronal.

Dans ce modéle, le comportement du potentiel de membrane d’un neurone
est décrit par un processus de Markov déterministe par morceaux avec breakage.
Les potentiel V() subit des sauts avec une intensité constante A\ et d’amplitude
constante.

Dans le modéle proposé par Stein les sauts peuvent étre de signe positif
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ou négatif correspondant aux excitations ou inhibitions synaptiques. Dans notre
exemple on considére seulement des sauts de signe positif. Si ¢ est un instant de
saut, alors,V (t5) — V(t;) = a. oil a est Pamplitude de saut.

Entre deux sauts V' décroit exponentiellement suivant la dynamique donnée

par % = —aV/, ol « est une constante.

Le générateur d’un tel processus est :
Af(z) = —axf'(x) + Mf(z + a) — f(2)).

La distribution de probabilité invariante du processus est la solution de I’équa-

tion différentielle avec délais suivante
azp' () + ap(x) + AMp(x — a) — p(z)) = 0.

et p(z) = 0, pour tout = < 0.

On ne connait pas de solution analytique pour cette équation avec délais.
Pour trouver numériquement la solution sur [0,00), on utilise une méthode de

différences finies.

La comparaison entre les distributions de probabilité, estimée par la méthode
Monte-Carlo et calculée numériquement, est illustrée dans la Figure 2c¢,d. Dans la

Figure 2a,b on montre quelques trajectoires du systéme.

Le modeéle de Stein peut étre utilisé aussi pour modéliser la production in-
termittente d’une composante moléculaire par un réseau de géne. Mieux encore,
I’absence d’une période réfractaire, qui est un défaut du modéle en neuro-science,
n’est plus un probléme pour les réseaux de genes. Des généralisations de ce modéle,
permettant des distributions continues de tailles des sauts pourrait étre utilisées

pour modéliser 'activité intermittente d’un site promoteur.

Nous avons montré dans une section précédente que des modeles hybrides
avec breakage peuvent résulter en tant que limites singulieres de modéles hybrides
avec switching. Nous allons montrer par des exemples comment passer de modéles
moléculaire & des modeles PDP avec breakage. Un exemple typique est le fonc-
tionnement d’un site opérateur chez les bactéries. Ce type de modele a été discuté
par des nombreux auteurs. Nous allons revenir plus loin sur le modele moléculaire
détaillé introduit par [69],[70] pour un site opérateur réprimé. Une version sim-

plifiée de ce modele a été proposée par [38]. Ce modeéle simplifié est défini par les



62 CHAPITRE 6 EXEMPLES D’APPLICATIONS
réactions biochimiques suivantes :

DNA ™ mrNA B Protein,mRN A Lk 0, Protein L 0,

La premiére réaction est d’ordre zéro, toutes les autres réactions sont de pre-
mier ordre. Les paramétres satisfont k1 = aky, ko = bks, ky = €ks. On considére
que b>>1,e<< 1.

A partir de 'aspect des trajectoires (celles-ci présentent des rafales), les auteurs
[38] lancent I’hypothése que le processus peut étre approché par un PDP avec
breakage. Ils résolvent ’équation de stationnarité et trouvent la distribution de
probabilité invariante de la concentration de protéine.

Montrons maintenant que 1’équation de Fokker-Planck hybride proposée dans
[38] pour la distribution invariante, est une conséquence de notre approche.

Tout d’abord, on remarque que le processus de Markov a sauts peut étre
approché par un PDP avec switching. La partition des espéces est Xp = mRN A,
X¢c = Protein. La composante discréte nRNA suit un processus de naissance
et mort avec intensité constante k; de naissance et intensité de mort (ks + ko) X
mARN A. En utilisant I’équation maitresse pour des processus de naissance et mort
[23] et en considérant que k1/(ks + ko) = ae/(1 + b) << 1, on trouve que la
probabilité d’avoir plus d’une molécule de mRNA est beaucoup plus petite que la
probabilité d’avoir une seule molécule de mRNA dans le systéme.

La partition des réactions est Rp = {R1, Rs}, Rpc = {R2}, Re = {R4}.
L’échelle de temps de la variable continue est 7 = (ky)™t. Vo = kyX >> 771
ou X est le nombre de protéines, a condition que X >> 1. Cette condition,
permettant I'application de I’approximation PDP, est satisfaite car b >> 1 (on
verra plus loin que la signification de b est le nombre moyen de protéines produites
dans une rafale). Ainsi, la réaction Ry est une super-réaction du type Ss.

Pour montrer que le switching est singulier il faut montrer aussi la satisfac-
tion des conditions sur les réactions discrétes rapides. La réaction Rf, = {R;}
correspond & la transition 0 — 1, tandis que la réaction R, = { R3} correspond a
la transition 1 — 0 de la composante discréte mRN A. L’intensité de la réaction
R3 satisfait V3 = (e7)~!. Ainsi, la durée moyenne d’une rafale est e7. Selon les
critéres présentés dans le chapitre antérieur, le processus approché est un PDP
avec breakage.

La variable discréete mRN A peut étre considérée nulle presque tout le temps,

sauf pendant la durée négligeable d’une rafale quand mRN A = 1.
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L’évolution de I'unique variable continue x (concentration de protéine) est
décrite par le générateur hybride suivant (obtenu aprés un simple changement de
variables dans l'intégrale de I’Eq.(4.20)) :

ad
b

Af(2) = ke f'(2) + by / T+ ) — f@) expl-a Y] di

b

On peut remarquer que la distribution des amplitudes de breakage est continue
(il s’agit d’une loi exponentielle de parameétre %) Le parameétre b représente le
nombre moyen de protéines produites dans une rafale (amplitude moyenne d’un
breakage). Cette situation est différente du modele de Stein quand I'amplitude
de saut est constante. L’équation de Fokker-Planck stationnaire peut étre résolue

et la distribution invariante de la variable continue = est la loi Gamma p(z) =

1 a—1_,—x2V/b
VT le=2V/b [33].

3-5 T T T T T T

2.5

0100 200 300 400 500 600 700
Time

Figure 2a. Modeéle de Stein. Trajectoires simulées avec les parameétres
a=1,a=0.15 X =0.1
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Figure 2b. Trajectoires simulées avec les paramétres a = 1, = 0.05, A = 0.1.

L’erreur sera définie comme la différence entre la solution approximé et la
solution analytique exacte. Deux sources d’erreur sont possibles dans la méthode
des différences finies : la perte de précision due aux approximations sur ’ordinateur

et I’erreur introduite avec la discrétisation de 1’espace.
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Figure 2 d. Distribution empirique vs distribution estimée pour le modeéle de Stein.

Les parametres utilisés sont ¢) a = 1,a =1,A=0.1;d) a=1, a = 0.05,A = 0.1

En rouge, on pourra distinguer la distribution de la dynamique du modéle de
Stein obtenue a partir de la méthode des différences finies et en noir, la distri-
butions empirique obtenue par les réalisations des trajéctoires déterministes par
morceaux. La condition initiale utilisée pour la simulation est X (tg) = 0.2 et elle

a été la méme pour les deux méthodes.

6.4 Premier exemple complexe : lambda-phage

Dans cette section on présente un exemple classique de commutateur molé-
culaire. Le systéme biomoléculaire bistable basé sur le répresseur-cro (cI) a été
étudié par un nombre considérable d’auteurs [94],[10],[52],[107], etc..

Le cycle de vie des phages peut prendre deux voies distinctes, la voie lysoge-
nique quand le phage se mutiplie en méme temps que I’ADN de son hote, et la
voie lytique quand le virus produit des grandes quantités de son propre ARNm.

Le passage d’un état a I'autre s’effectue suite & un stress extérieur et est controlé
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par le niveau de protéine cl. La voie lytique correspond & des niveaux importants
d’inhibiteur cI, tandis que la voie lytique correspond & des niveaux faibles de cl.
Un dimeére cl peut s’attacher & un des trois sites opérateurs dans 'ordre ORI,
OR2, OR3. Par coopérativité les sites OR1 et OR2 sont presque simultanément
occupés par cl. Le troisiéme site OR3 sera occupé seulement lorsque la concentra-
tion de cl est suffisamment importante. Un modéle plus simple, sans le site OR1
a été proposé dans [52]. Soit cI, cly et D le répresseur, le dimeére répresseur et le
promoteur non-occupé. La dynamique des sites opérateurs peut étre décrite par
le systeme suivant de réactions biochimiques :

ko ks ky

D +cly &= Dcly, D+cly &= Dcl;, Dcly+ cly &2 Dclyels,

Ko kms Foma
ou Dcly et Dclj sont des complexes sur ADN signifiant 'attachement du dimere
inhibiteur au site OR2 ou OR3, ou aux deux sites, respectivement. Les autres
réactions représentent la production et la dégradation des molécules c/,cls :

k1

9l = cly, Dely ™2 Dely +nel, oI 220,

kml
ou n est le nombre de protéines traduites par mRN A transcrit.

La propriété intéressante du systeme phage A\ est sa bistabilité. La méthode
naive pour trouver les états stationnaires stables de ce systéme est de résoudre
les équations de stationnarité du systéme déterministe. Ceci consiste a considérer
I'équilibre des réactions réversibles R;, ¢ € [1,4], ainsi que la stationnarité de
Pespéce cl. A ces équations il faut ajouter la loi de conservation. On caractérise
les solutions par les valeurs = de la concentration c/ a stationnarité. x = 0 est une
des états stationnaires stables, notamment 'attracteur lytique. Cet état est aussi
état absorbant du processus de Markov (le systéme ne peut pas quitter I’état une
fois qu'il y arrive). L’état lytique peut étre rendu non-absorbant en incluant dans
le modele, une réaction de faible taux de production basale du facteur c/. Cette
réaction perturbe faiblement la position de I’état stationnaire mais elle permet de
sortir de cet état car elle fonctionne méme si la concentration de ¢/ est nulle. Nous
n’avons pas considéré ce type de réaction dans notre approche, car le caractére
absorbant ou non de I’état lytique n’est pas important pour illustrer les possibilités
de notre approche. Lorsque ko /kpne = k3/kns on montre que I’état stationnaire
doit satisfaire :

out +2u* —au+1=0 (6.1)
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s _ [ _kiko __ nksDo k1ko __ kakmo
ouu = kmlkm2x, a k6 NAV \/ kmikm2’ o kokma®

Rappelons que I’échec de ’approche naive pour trouver les état stationnaires a

été démontré dans le cas de certains systémes non-linéaires par [78]. Le probléme
qui peut apparaitre est du au fait qu’on impose des équations moyennes d’équilibre
sur des espéces qui sont en petit nombre et dont la dynamique continue a la
stationnarité aussi (de maniére stochastique). Toutefois, on montre que ceci n’est
pas un probléme pour le modele étudié igi. Les calculs de stationnarité pourront
étre justifiés par la moyennisation de cycles de réactions linéaires.

Selon ’approche déterministe la bistabilité apparait quand ’équation quar-

tique (6.1) posséde deux racines positives réelles, ce qu’est le cas lorsque o est pe-

2+y1+30
(14++/1430)1/4 "

Comme dans [52] nous avons utilisé ¢ = 5. Pour avoir la bistabilité nous avons

tit et a grand. Plus précisément, le modele est bistable lorsque av > %

choisi a = 7.

1. Partition des espéces.

Le vecteur d’état est X = (Xp, X¢) oo Xp = {D, Dcly, Dely, Delsels}, Xo =
{cI,cly}. Le choix de variables discrétes est dicté ici, comme dans le premier
exemple (modele de Cook), par les lois de conservation. En effet, on a D+ Dcly +
Dcl;+ Dclyely = Dy. Si Dy est petit (ce qui est le case car il y a un seul promoteur
cl sur PADN), alors les nombres de D, Dely, Dely, Delscls sont petits aussi.

La partition des espéces induit la partition suivante des réactions :
RD:(Da RDC:{R;,R§>R;7R§7RLRLR5}, RC:{RfaRfaRG}

1I. Moyennisation des cycles.

Le sous-mécanisme Rp¢ contient des cycles rapides non-brisés qui doivent étre
moyennisés avant tout autre approximation du systéme. Ces cycles rapides (voir
Figure 3) correspondent & des attachements et déattachements rapides du dimeére
cl, 4 TADN.

On passe du modele initial Modele 1 au modéle moyennisé Modéle 2 (voir
Figure 3) :

1.1 Le cycle Dcly, Delycly est non-brisé. Il est agrégé en un seul noeud Del, dont
la masse totale est la somme de Dcly et de Dclycls.

1.2 L’étape limitante de ce cycle est kj;, = kg << kycls.

1.3 La réaction de sortie Dcly — nX + Dcl, est remplacée par Dely, — nX + Del,
de constante effective ki = Fma fo - Ta réaction de sortie Dely — D + cly est

kaclo

remplacée par Dcl, — D + cl, de constante effective k! o = kﬁ%kmg.
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Apreés moyennisation, on reste avec deux autres cycles dans le Modeéle 2. Néan-
moins, les ordres des constantes cinétiques des réactions dans ces deux cycles ne
sont pas séparés et ne permettent plus ’application des nos approches. De méme,
les réactions lentes Dcly — D, Delox — D produisent de Uintermittence et ne

peuvent en aucun cas étre moyennisées.

model2

k2 cl k3 cl,
1 1

e
D.cI2*
D.CI23\_’ D | S

AY km2 kmdd(ka o) kma

kg kma/(ka cl,)

Figure3. Les cycles & moyeniser sont en rouge. Le modélel est le systéme de
depart. Le modele2 est obtenu a partir modelel par moyenisation. Les indices
entiers représentent les ordres des constantes de réaction (1 indique les

réactions les plus rapides).

111, Approximation hybride

Le processus moyennisé peut étre approché par un PDP avec switching obtenu

par un développement de Kramers-Moyal en premier ordre.

Les réactions R¢ et la super-réaction R5 € S contribuent au flot déterministe
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des variables continues, défini par les équations différentielles suivantes :

d

% = —2k1a} — kw1 + 2k, 2 + ks Dely

dJTQ

E = klﬂ?% - kmlx? (62)

ou les variables continues x; et x5 sont les concentrations de ¢/ et de cls

respectivement.
Les autres réactions, produisent les sauts des variables discrétes (switching).

Dans la Figure 3b,c nous avons représenté les trajectoires s’approchant d’un
attracteur lysogénique pour le modéle de Markov a sauts non-réduit (Modeéle 1)
et pour le PDP (Modéle 4). On peut remarquer le comportement intermittent des

variables cI, cl5 qui est bien représentée dans le PDP avec switching.

Les distributions de probabilité invariantes dans le voisinage de ’attracteur
lysogénique sont représentées dans la Figure 3d, pour tous les modeéles utilisés

dans cette étude.

cl cl2
50 50
0 : : : 0 - : :
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
4 4
x 10 x 10
D DcI2
00 05 1 15 2 00 05 1 15 2
4 4
* x10 Dcl cl x10
Dc:l2 P
0 . . 0
0 05 1 15 2 0 05 1 1.5 2
x10° x10°

Figure 3b. Trajectoires Gillespie-SSA (Modelel)
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50 50
W W
% 05 1 15 2 % 0.5 1 15 2
x 10" x10*
1 D 1 Dcl2 +Dc:|2c:I2
05
% 05 1 15 2 % 0.5 1 15 2
x 10" Del * x 10"
2
1
% 05 15 2
x10*

Figure 3c. Trajectoires avec 'approximation PDP (modéle4)
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cl cl
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Figure 3d. Distributions stationnaires pour les modeles 1-4.

6.5 Deuxiéme modéle complexe : fonctionnement
en rafales d’un opéron réprimé chez les bac-

téries

Sous forte répression, la production de protéine par un site opérateur chez
une bactérie présente le phénoméne de rafales. Un modéle stochastique pour la
production d’une protéine chez les procaryotes a été proposé par [69]. Le com-
portement du site opérateur sous la régulation d’une molécule répresseur a été

modélisé par [67]. Le modele correspondant est présenté dans la Table 1 et dans
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la Figure 4a.
Table 1 . Paramétres pour le modéle de [67]
Réaction Paramétére
Attachement du répresseur et initialisation de la transcription/traduction
k1 k1 =108M 151
1)D+R= D.R
km1 kml =1s71!
k2 k2 =108M~1tst
2)D+ RNAP = D.RNAP
hm2 kml = 10571
3)D.RNAP 22, TrRNAP k3 — 0,151
OTrRNAP % RBS + D + RNAP 4 — 0.351
Traduction
5)RBS =2 k5 = 0.351
k6 k6 = 108M~1st
6)RBS + Rib = RibRBS
Fm6 km6 = 2.2557"
T)RiVRBS -5 ElRib+ RBS 7 = 0.5
8)ElRib 2 Protein k8 = 0.0155 !

Repliement et dégradation

9) Protein M, FoldedProtein
10) Protein LA

11) FoldedProtein LitN

k9 = (In2/5400)s*
k10 = 107551

k11 = 1075571
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Dans ce modéle, la bactérie est dans une phase de croissance exponentielle,
ce qui signifie qu’elle se divise a des intervalles de temps réguliéres. La croissance
cellulaire est simulée par une croissance linéaire du volume en fonction du temps.
Pendant la phase de réplication du cycle cellulaire, le matériel nucléaire est doublé
(les variables D, D.R, DRNAP doublent leur nombre). A la fin du cycle cellulaire,
le matériel nucléaire est divisé par deux et les autres composantes sont divisées
de maniére aléatoire. On utilise une loi binomiale pour décrire la répartition du
matériel cellulaire entre les deux cellules résultantes.

1. Partition des espéces et des réactions

Tenant compte de la loi de conservation D + D.R+ D.RNAP +TrRNAP =
const., quelques composantes ( D, D.R, D.RNAP,Tr RN AP ) sont en petit nombre.
Deux composantes RBS et RibRBS se dégradent vite (le temps de vie de ces com-
posantes est d’environ 2s) et ne peuvent pas s’accumuler en quantités importantes.

Ainsi, les variables discretes sont :

Xp = (D,D.R,D.RNAP,TrRN AP, RBS, RibRBS).

Les autres composantes du systéme sont en grands nombres et forment les

variables continues :

X¢ = (ElRib, protein, Foldedprotein).

Finalement, les composantes Rib, RN AP et R sont pratiquement constantes.
Cela justifie une approximation du premier ordre pour le mécanisme Rp. L’en-
semble des espéces discretes D, D.R,D.RNAP et RBS, RibRBS forment des
cycles non-brisés et ainsi, doivent étre moyennisés.

1I. Moyennisation de cycles

On applique la procédure de moyennisation trois fois.

1.1 Le cycle D, D.R est non-brisé. Il est remplacé par le nceud D* ayant comme
masse totale la masse de D et D.R.

1.2 La constante limitante du cycle est ki, = k1 << k1.

1.3 La réaction de sortie D — D.RN AP est remplacée par D* — D.RNAP
ayant comme constante effective k} = %kg.

2.1 Le cycle D*, D.RN AP est non-brisé. Il est remplacé par le nceud D** ayant
comme masse totale la masse de D et D.R et D.RNAP.

2.2 Comme k) << k2, la constante limitante du cycle est k.

2.3 La réaction de sortie D.RNAP — TrRNAP est remplacée par D** —
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TrRNAP ayant comme constante effective k§ = %%k&

3.1 Le cycle RBS, Rib.RBS est non-brisé. Il est remplacé par le noecud RBS*
ayant comme masse totale la masse de RBS et de Rib.RBS.

3.2 La constante limitante du cycle est ks << kgRib.

3.3 La réaction de sortie Rib. RBS — ElRib+ RBS est remplacée par RBS* —
ElRib+ RBS* avec la constante effective k7' =~ k7.

3.4 La réaction de sortie RBS — est remplacée par la réaction RBS* — de

kskme NaV
ke  Rib

Le troisiéme pas de moyennisation implique une perte de précision. La sé-

constante effective ki =

paration des constante des réactions de sortie et des réactions du cycle n’est
pas assez satisfaisante. Ainsi, en théorie on a besoin de k7/k,6 << 1 alors que
k7 /kme =~ 0.22.

1II. Identification des super-réactions

Apres la moyennisation, on reste avec la réaction lente D* — T RN AP. Cette
réaction induit de l'intermittence dans le fonctionnement stochastique du sys-
téme. Le mécanisme réduit est représenté dans Figure 4b. La partition des es-
péces discrétes/ continues dans le mécanisme réduit est la méme que dans le
modéle initial. Dans le mécanisme réduit, la réaction RBS* — RBS* + ElRib
est trés rapide, encore plus rapide que les réactions continues FlRib — Prot,
Prot — FoldedProt, FoldedProt — (). En conséquence, on peut la considérer
comme une super-réaction de type Ss.

1V. Approximation hybride

Le développement de Kramers-Moyal au premier ordre appliqué au processus
de Markov moyennisé conduit & un PDP avec switching. Un développement de
second ordre peut étre effectué si une précision supplémentaire est nécessaire (dans
ce cas on obtient une diffusion hybride).

Les variables continues évoluent selon la dynamique :

d
%ElRib = k7 — ks ElRib
d
Eprotem = kg EIRib — kgprotein
d
%Foldedprote'm = koprotein — ki Foldedprotein (6.3)

Les trois variables discrétes (D*, TrRN AP, RBS*) forment un processus de
Markov & sauts. Dans ce contexte, il existe une chaine rapide de production de

TrRN AP passant par RBS* et jusqu’a ElRib. La réaction de production pour
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TrRN AP alimente cette chaine et est extrémement lente. Ainsi, la variable dis-
créte RBS* est différente de zéro seulement rarement et pour une période tres
courte. Ceci conduit & la production par rafale de ElRib. Les parties croissantes
des trajectoires de ElRib sont raides et de courte durée. car la variable discrete
RBS* change trés rapidement d’état et devient nulle par la réaction RBS* —.
Les courts intervalles de croissance sont suivies d’une relaxation exponentielle plus
lente. Ainsi, le comportement de ElRib est un exemple de PDP avec switching

dans lequel la croissance peut étre assimilée avec un breakage (see Figure 5a).

Pour conclure, on a traité cinq modeéles : un modele de Markov non-réduit,
deux modeles de Markov a sauts réduits (le deuxiéme modeéle obtenu apres les
étapes de moyennisation 1 et 2, le troisieme modele aprés 'application de toutes
les trois étapes) et deux modeles PDP avec switching (obtenus chacun a partir
d’'un des deux modeles de Markov & sauts moyennisés). Tandis que, les deux
premiers modeéles sont simulés avec l'algorithme Gillespie, les modeles hybrides

sont simulés avec 1’algorithme PDP.

Pour comparer les performances des modeéles (en termes de complexité tempo-
relle) on représente les intensités de sauts totales comme fonctions du temps sur
une trajectoire. Le modéle le plus rapide, du point du vue computationnel, est
le modele avec la plus petite intensité de sauts. Dans la Figure 5b, on note une
décroissance de quelques ordres de magnitude de cette intensité pour le modele
moyennisé par rapport & 'intensité totale du modéle Gillespie non-réduit.

La méme méthode peut fournir une estimation erronée pour le temps de calcul
dans le cas de 'algorithme PDP. Ainsi, méme si le temps de calcul sur I'ordina-
teur dépend du nombre d’opérations & faire, le nombre d’opérations & faire dans la
partie déterministe de ’algorithme dépend du type de solveur utilisé. Si une pré-
cision élevée n’est pas demandée, on peut réduire le temps de calcul en choisissant
des solveurs moins précis. Pour réduire le nombre d’opérations par pas de temps
nous avons privilégié les schémas a un pas (méme si ceci n’est important pour les
grands systémes ou la principale difficulté est le calcul de la fonction définissant
le flot) Nous avons également favorisé les solveurs implicites pour des problémes
raids, qui peuvent fonctionner avec des grands pas de temps. Tous les calculs ont
été effectués avec le solveur ode23 de MATLAB (un solveur implicite pour des
problémes raids qui utilise la formule de Rosenbrock d’ordre 2). Une comparaison
du temps de calcul nécessaire pour calculer les trajectoires pour 20 cycles cellu-
laires est présentée dans la Table3. Cette comparaison montre les avantages de

chaque approximation. La moyennisation permet une réduction impressionnante
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des temps de calcul. Ainsi, on a un temps de calcul de presque 50 fois mois im-
portant pour un répresseur en faible concentration et une réduction d’ordre 10*
pour un répresseur en forte concentration (dans ce cas, les effets stochastiques sont
plus fortes). Le développement de Kramers-Moyal, conduisant & une approxima-
tion PDP permet d’obtenir une réduction supplémentaire d’environ deux fois du
temps de calcul. Cette réduction n’est valable que si le répresseur est présent dans
une faible concentration et aprés la moyenisation des cycles rapides.

Un modeéle hybride qui n’a pas été encore moyennisé ou qui a été moyennisé
que partiellement peut avoir des performances trés mauvaises. Par exemple, le
modéle PDP M4 est moyennisé partiellement et la performance de ce modéle
est moins bonne que celle du modele Gillespie non-réduit. Une des raisons pour

avoir une telle situation est liée & la discrétisation beaucoup trop fine de la partie

déterministe.
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Figure 5a. Trajectoires dans le modéle d’expression de génes pour un répresseur
R=2500.

Pour des tests plus quantitatifs des approximations proposées on calcule la

distribution stationnaire de la protéine et de la protéine repliée en utilisant les tra-



78 CHAPITRE 6 EXEMPLES D’APPLICATIONS

jectoires obtenues avec les cinq modéles. La distribution obtenue avec le modele de
Markov a sauts est considérée comme exacte. On note une meilleure précision du
second modéle par rapport au troisiéme et quatriéme modele ( Figure 5c). Toute-
fois, méme si du point de vue quantitatif elles sont moins exacts, le troisieme et le
quatriéme modeéles fournissent une représentation qualitative correcte des carac-
téristiques stochastiques des trajectoires (rafales). Tous les modeéles reproduisent
correctement le phénomeéne de rafale du systéme initial. Un avantage important du
modeéle simplifié consiste dans la réduction du nombre de paramétres. Le modéle
initial SSA contient 14 parameétres. Aprés deux pas de moyennisation, le nombre
de parametres est réduit a 9 et apres encore un pas de moyennisation on arrive a
un modele avec seulement 7 parametres. Le PDP a exactement le méme nombre de
parametres que le modeéle Markov correspondant, c’est-a-dire 9 et respectivement
7 parameétres. En plus, les parameétres des modeéles simplifiés sont de monémes de
paramétres du modeéle non-réduit. Cette observation peut étre utilisée dans I’ana-
lyse de la sensitivité. Ainsi, aprés 'identification de des mondémes critiques pour
une propriété d’intérét il faut rebrousser le chemin vers les parameétres du modéle
initial. L’influence du parameétre initial sur la propriété considérée est spécifiée par
la puissance du parameétre correspondant dans le mondme critique. Cette méthode
est décrite dans [91].
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Figurebb. Intensités de sauts pour les trois modéles SSA pour un répresseur
R=2500. Modelel (sans moyenisation), Modéle2 (moyenisation D, D.R,
D.RNAP), Modeéle3 (moyenisation D, D.R, D.RNAP, RBS, RibRBS).
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Figure5c. Distribution stationnaire pour la protéine et pour la protéine repliée avec
les cinq versions de modele, R=2500. M3 et M4 sont des approximations PDP
obtenues des modeles M2 et M3.
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6.5.1 Table 2 - Critéres pratiques pour différentes approxi-

mations
Ensemble de réactions Approximation Conditions
R¢ hybride 7Y << NetV;>>(r)!
Sy hybride avec switching 7 << N, V;>> 771
Sy hybride avec breaking v~ N
Rp, hybride avec breaking comme limite singuliere V; = (e7)™! >> 771
S3 hybride avec breaking comme limite singuliere V; >> (er)™!
cycle de réactions hybride moyennisée Kii >> (1)71

réactions de sortie hybride moyennisée k << kj, j cycling
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Table 3 - Temps d’exécution [s|] pour 20 cycles de division
cellulaire pour les modéles M1-M5 (3.6 10's temps biolo-
gique).

Le modéle M4 est obtenu & partir du modele M2 et le modele M5 est obtenu

a partir de modele M3, avec un développement Kramers-Moyal.

R M1-SSA M2-averaging+SSA M3-averaging+SSA M4-PDP ode23s M5-PDP ode23:
50 7.4 10° 2.9 103 1.5 102 1.1 104 6.7 10!

100 6.8 10° 6.4 10? 4.0 10 3.710° 3.6 10!

200 5.4 10° 1.6 102 1.4 10 1.6 103 1.9 10

300 4.910°  8.410! 8.5 8.0 102 1.3 10!

2500 3.710° 3.8 8.3 107! 1.0 10? 4.0

5000 3.610° 1.51072 2.5 1071 4.7 10 3.0

10000 3.6 10> 1.51072 9.7 1072 3.1 10¢ 1.7




Annexes

Méthode numérique pour calculer la distribution de probabilité pour

le modéle de Stein

Le générateur d’un tel processus est :

Af(z) = —axf'(x) + Mf(z +a) — f(2)).

L’opérateur adjoint associé au générateur est

A'f(x) = axf'(z) + af(z) + A(f(z — a) — f(z)).

On sait par la théorie générale des processus de Markov que la distribution inva-

riante est liée de la solution de I’équation intégro-différentielle suivante
A" f(x) =0.

Pour trouver la solution sur [0, o), on utilise une méthode numérique de diffé-
rences finies. La méthode des différences finies consiste a remplacer les dérives de
I’équation différentielle par des différences finies et ensuite les approximés. On doit
réduire le probléme a une forme équivalent posée sur l’ensemble compact [0, 1].

On fait le changement de variable

T
1+=x

zZ = 5

et I’équation équivalent & résoudre s’écrit

ag(z) + a1 - 9 (2) + | (S22 - g2 o,

pour tout z € [0, 1]. On utilise une discrétization équiuniforme de l'intervalle [0, 1]

(z; = ip,p = 1/n,n € N*). On doit résoudre le systéme linéaire

i 91—
g (%O —g(ip)] =0,

pour tout 0 < i < n — 1. On désigne par X; = ¢(ip) et le systéme & résoudre

ai(1 —ip) [g((i + 1)p) — g(ip)] + ag(ip) + A

devient
[—ai(l —ip) + a — AJX; + ai(l —ip) Xip1 + AX; =0,
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i+ (1—-ip) )

pour tout i < n—1 (ou l'indice j est la partie entiére de la quantité réelle T )



Méthode numérique pour estimer la distribution stationnaire

La distribution invariante peut étre estimée a partir des réalisations du pro-
cessus déterministe par morceaux étudié avec une méthode de type Monte Carlo.
Tout d’abord, on considére un horizon de temps fixé TM AX . Une simulation pour
obtenir une trajectoire est effectue. Pour réduire I'erreur la premiére partie de la

trajectoire [0; TMIN] est éliminée. On considére une discrétisation de 'intervalle

de temps [TMIN,TMAX]

La trajectoire est constituée d’une série de moments et des états correspondantes
X, ..., xn. Dans le cas ol le processus est constant entre deux instants de sauts t;
et t;11 la distribution peut étre tracée par une histogramme de valeurs z; avec le
poids t;11 — t;. Cette procédure est convenable pour les processus de saut pur qui
sont constante par morceaux. Pour le processus déterministe par morceaux cette
hypothése n’est plus satisfaite. Ainsi, dans le cas des processus déterministes par
morceaux dans le cadre donné par la regle du trapéze x; doit étre remplacé par
(x; +x;11)/2. Pour réduire le temps de calcul de I'ordinateur on choisie parfois de
re-échantillonner la trajectoire en utilisant une discrétisation équidistante et une

fonction d’interpolation spline.



Simulation cellulaire dans le modéle pour I’expression de génes pro-

caryotes

— un cycle cellulaire a une durée de 7" = 1800s [67]

— Volume : croisance linéaire, V = 10715

— Le niveau d’expression de géne trouve un équilibre apres 12 générations

Condition Initiale :

— la simulation commence avec un seule promoteur D ;

— la condition initiale pour RNAP est de 35 et le nombre de ribosomes est
fixe & 350.

— on fixe toute les autres molécules a zéro.

Protocol de Simulation

On utilise un algorithme de simulation Gillespie :
1. Simulation Gillespie jusqu’au temps 1",

2. Au temps T une division cellulaire est simulée. La simulation continue avec
le nombre de molécules divisée par 2 et avec un seul promoteur. Le volume

de la cellule est également divisé par 2.



Deuxiéme partie

Partie mathématique
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Chapitre 7

Les processus déterministes par

morceaux

Les processus déterministes par morceaux interviennent dans de nombreuses
modélisations. Dans ce travail, nous nous intéressons a leurs applications & la
biologie. On trouvera de nombreuses autres applications dans le livre [31]. Ce livre
propose d’ailleurs une étude approfondie de ces processus. Ce chapitre présente
divers aspects de cette théorie, nécessaires a notre étude.

Dans la suite, si F' est un espace métrique, on notera By(F') (resp. Cy(F))
'espace des fonctions boréliennes (resp. continues) et bornées sur F. Si F' est un
espace vectoriel normé, Cf(F') est I’espace des fonctions bornées de classe C* sur

F telles que toutes les dérivées jusqu’a ’ordre k sont bornées.

7.1 Définition et construction

Nous considérons ici des processus déterministes par morceaux - PDP pour

"piecewise deterministic process" dans la suite - de variables d’état
= (y,v) € E=R" x N°

Leur évolution est déterminée par une famille de champs de vecteurs (,,),en¢
de classe C!' sur R", une intensité de saut A : E — RT et une mesure de
transition () définie sur E et a valeur dans les mesures de probabilités sur E.

Nous ferons systématiquement I’hypothése suivante sur les caractéristiques du

PDP.

89
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Hypothése 1 Pour tout v € N?, y, est de classe C* et I’équation différentielle

dy
pri X (1Y),
y(O) =%

a une unique solution globale pour tout yo € R". L’intensité de saut A\ est bornée

sur I/ et de classe C* par rapport & la variable y € R™. La mesure de transition
Q vérifie

1. z— Q(A,x) est mesurable pour tout borélien A de E.

2. Q({x},x) =0 pour tout x € E.

3. Pour tout ¢ € Bb( ) de classe C* par rapport & la variable y et v € N¢,
y = Ay, v) [p0( y,v)) est de classe C*

On note alors ¢, le flot associé & cette équation différentielle et on sait que
¢, : RT x RY — R? est de classe C.

Remarque 2 FEn pratique, c’est souvent [’évolution de y qui est intéressante a

étudier.
Pour certains résultats nous aurons besoin de ’hypothése plus forte suivante.

Hypothése 3 Les fonctions x,, v € N4, X et v — \(x fE Q(dz,z), ou
Y € By(E) est de classe C' par rapport a la variable y, sont bornees ainsi que

leurs dérivées par rapport a y.

Lorsque ’hypothése 3 sera satisfaite, on notera

M = sup [|x,llee; L = sup [[Dyx, [|co;
reNd reNd

My = [|Allee; L = [[DyA[co-

et Lg une constante telle que pour ¢ € C}(F) :

2, (o) [ w100z Hm < Lol + L)

ou Ly, est la constante de Lipschitz de ¢ par rapport a la variable y.
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Un PDP de caractéristiques (x, ), end, A, @ et démarrant en zo = (yo, Vo)
évolue de la fagon suivante : y évolue suivant le flot ¢, sur [0,77) ou 7 désigne
le premier temps de saut et a pour taux \. A I'instant 77, la variable d’état saute

suivant la mesure (). Ensuite, on recommence la méme évolution.

Pour construire mathématiquement un tel processus, on proceéde de la fagon
suivante. On se donne deux suites (Ug)ren €t (Vi)ren de variables aléatoires in-
dépendantes uniformes sur [0, 1] sur 'espace de probabilité canonique (2, F,P).

Pour un point de départ z¢ = (yo, v0) € F, on pose

F(t, 29) = exp (- /0 Ay, (5. 0), yo)ds> |

On définie ensuite pour u € [0, 1], = € [0, 1],

inf{t>0 : F(t,z) <u
byl 7) { (t,z) <u}

00, si F(t,x) > u, pour tout ¢t > 0.

On prend alors le premier temps de saut

T1 = 1/)1((]1,%)-

De cette fagon, on a
]P(Tl > t) = F(t, l’o).

On pose aussi
Sy =1Ti.

Pour construire la valeur du processus apreés le saut, on se donne une fonction
mesurable
¢y [0,1]x E— E

telle que, pour tout borélien A de F et z € E,

m{u € [0,1] : Py(u,z) € A} = Q(A, x).

On a noté m la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Alors sur [0,77), la trajectoire du PDP est donnée par

Ty = (9251/0 (t> yO)? VO)’
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Si 77 < o0, on a ensuite

I = ¢2(‘/1? (¢ll0 (Tla ?Jo)a VO))'

On recommence cette construction en partant de x7,. On pose
52 == Qﬂl(Ug,l‘TI), T2 = T1 + 52.

Sur [T3,T5)
Ty = (¢VT1 (t =T, yn),vr).

Si Ty < o0, on a ensuite

Ty, = 1/]2(‘/27 (¢VT1 (527 yT1)’ VT1))'

On construit ainsi le processus de maniére récurrente sur chaque intervalle [Ty, T11).

Notons qu’il peut étre utile de considérer la chaine de Markov suivante
Zk =TTy, k € N.

Si on pose
Ne=> g, t>0,

qui représente le nombre de sauts avant l'instant ¢, une hypothése de base et
nécessaire pour la validité de nombreux résultats du livre [31] est que, pour tout

point de départ xy € F, on a
E(N;) < o0, t > 0.

Ceci sera vérifié des que 'hypothese 1 le sera. (Voir Proposition 24.6 de [31]).
Il est démontré dans [31] que le processus que nous venons de définir a la

propriété de Markov forte.

7.2 Le générateur et le probléme de martingale

associé

Le générateur du processus de Markov construit dans le paragraphe précé-

dent est décrit de maniere treés précise dans [31]. Nous n’avons pas besoin d’une
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description aussi précise. Nous utiliserons néanmoins la conséquence suivante du

Théoréme 26.14 de ce livre.

Définissons
& =1{f : E— R, bornée et, pour tout v € N4, f(-,v) € C}(R")
et ses dérivées sont bornées uniformément en v}.

On notera Ly la constante de Lipschitz par rapport a la variable y d’une fonction
feé&:
Lf = Dy fllss, f €€,

et on peut munir £ de la norme

[flle = [[flloo + Ly

qui en fait un espace de Banach.

Pour f € £, on pose

Af(x) = x,(y) - Vyf () + Ax) / (f(z) = f(2))Q(dz,x), x = (y,v) € E.

E

Alors, si (x1)i>0 est un PDP de caractéristiques (x,,),end, A, @ et démarrant en x,

f(a) — fo) - / Af(22)ds

est une martingale locale. Sous ’hypothése 3, cette martingale locale est en fait

bornée.

De fagon équivalente, si on note (Zt)i>0 = (U, U+)1>0 le processus canonique
sur I'espace de Skohorod D(R"; E) et P, la loi de (z¢)¢>o0,

F(@) — fla) - / Af(7,)ds
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est une P, martingale pour tout f € £. Ce qui est encore équivalent a

E, Kf(it) — flx) — /Ot .Af(@)ds) O(Tpyy . ,fw)]

— . | (760 = 1)~ [ AT ) )

pour tout f € &, o € G <(R”+d)£>, re0,t] et ty,...,t, €[0,7].

On dit que P, est solution du probléme de martingale pour le PDP de carac-

téristiques (), end, A, @ et de donnée initiale z.

Dans la suite, nous ne nous intéressons qu’aux distributions des PDP consi-
dérés. Nous ne ferons donc pas la distinction entre le PDP construit dans le
paragraphe 1 et le processus canonique de loi P,. Autrement dit nous omettrons

de mettrons le symbole™ pour le processus canonique.

Nous allons maintenant démontrer que, sous certaines hypothéses, P, est
I'unique solution du probléme de martingale. Auparavant nous avons besoin de

certains résultats préliminaires.

Soit (P;)>o le semigroupe de transition associ¢ au PDP (z;);>9. D’apres le
Théoréme 27.6 de [31], on sait que si I'hypothéese 1 est vérifiée alors (P;):>o vérifie
la propriété de Feller. Nous utilisons le méme type d’argument pour démontrer le

résultat suivant.

Proposition 4 Supposons [’hypothése 3 vérifiée alors, pour toutt > 0, P, envoie
E dans €. De plus il existe des constantes ¢ et K ne dépendant que des caracté-
ristiques du PDP telle que, si f € &,

Pef (y1,v) = Pof (2, )| < e ([ flloo + L) € lyn — 1], 11, 92 €R”, v € N
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Preuve. On définit pour f € £ et U € By(RT x E) :

wa(t7 'I) = Eac (f('rt)]lt<T1 + 1/1@ - T17 'TT1>]1tZT1>
= f(¢u(t7 y)? V)F(tv l‘)

t
+ / / Bt — 5, 2)Q(dz, by (5,9)s VNG, (5. ), v) F (s, 2)ds
0 E
pour (t,z) € R x E. Alors, grace au Lemme 27.3 de [31] :

}Lw(ta l‘) = Eaz (f(xt)]lt<Tn + ¢(t - Tna xTn)]ltZTn>

et
lim G(t,x) = Pof(x).

On en déduit par convergence dominée

Pif(x) = f(,(t,9), V) F(t,2) + [g [ Prsf(2)Qd2, 6, (5,9), V)NS, (5, 9), V) F (5, 7)ds.

Pour T' > 0, définissons 1’espace de Banach & = L*°(0,7T; £) muni de la norme
[lle, = sup ™™ ([[v(t,)lloo + Luce.)
te[0,T]

ou K sera fixé plus loin. Avec nos hypothéses, on vérifie que ¢ : (y,v) —

f(o,(t,y),v)F(t,y,v) est dans € pour tout ¢ > 0. De plus on montre facilement :

Dyo, (t,y)| < €™, (y,v) € E,
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mﬁﬁwwﬂg/L%M%@wka
0
SMKW@@MW

S%(e“—l), (y,v) € E

et
|F(t,y,v)| <1, (y,v) € E.

On en déduit
Lt L Lt
Dy (F(u (), )E (Wt y, )| < | Lpe™ + [ floo7e™| s (y:v) € B
Donc q : (y,v) — q(t,y,v) est dans Ep et si K > L

Ly
laler < (2s+ )

Si ¢ € Ep, on vérifie facilement que Gy € Er. De plus si ¥y, ¥, € &, on a

|G (t, ) = Gyt )] < MA/O [01(t = 5,-) = Palt = 5, ) ||oods

et donc

G i (ts ) = Grdalts oo < MA/O 11t = 5,-) = Palt = 5, )loods.  (7.1)

De méme

|Dywa1(t> Y, I/) - Dywa2(t7 Y, l/)|
t
< LQ/O (1 (t = 5,-) = ot = 8, Moo + Ly (t-s.)—wy(t—s.)) €73

L t
+ 2 [ st =5 = nlt = e
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et on obtient aprés un calcul simple

¢ ¢
|Gy — Gihylle, < K sup e K1 (/ K= ds +/ eK(t_S)eLst) |1 — Usller
0 0

t€[0,7
1 1
v+ o) I ol

ol k ne dépend que des caractéristiques du PDP. Donc, en choisissant K suffisam-

ment grand, on montre que Gy a un unique point fixe dans 7. En remarquant
que (7.1) entraine l'existence d’un unique point fixe dans les fonctions bornées,
on en déduit que ces points fixes sont les mémes et égaux a P, f qui est donc dans
8T~ |

Nous introduisons maintenant le générateur infinitésimal A de (P;);>o qui peut

étre défini par

t
(u—fl)‘lf:/ e MP,fdt, up >0, f € By(E).
0

En utilisant la Proposition 4, on montre que si ’hypothése 3 est vérifiée, (u—.A)~!
envoie £ dans lui-méme si p > K. En effet, si f € £ alors ¢ = (u — A)7Lf est
clairement borné. De plus, on montre que c’est une fonction de classe C! de
y grace aux théorémes classiques de dérivation sous le signe intégrale. Enfin, si

(yhy)? (y2’V) € E, on a :

(Y1, v) — (Yo, V)| = /O e (Pof(yr,v) — Pif(yo,v)) dt

< (|l + Ly) / CH Gty — gl
0

< el flloe + Ly) ly1 — v2]

1
uw—K

Donc,si feEet p=(u—A) 7 f:

o) — o) - / Ap(z.)ds
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est une P, martingale. On en déduit en particulier

Pap(a) — pla)| = / B, (Ag(z,)) ds

< UM Ly + 2My ][]l o0)-

Donc
Py —¢
t

reste borné quand t — 0. De plus, comme Ay est continu et borné, on a

bip() = o()
t

— Ap(z), v € E.

D’autre part, comme ¢ = (g — A)~1f, on a ¢ € D(A) et en particulier :

Bip(r) — o(x)
t

— Ap(z), v € E.

On en déduit
Ap(z) = Ap(z), = € E.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat donnant 'unicité du

probléme de martingale.

Théoréme 5 Si [’Hypothése 3 est vérifiée, alors pour toutx € E, P, est ['unique
solution du probléme de martingale associé au PDP de caractéristiques (X,),end,

A Q.

Preuve. Soit P, une autre solution du probléme de martingale. Comme ci-
dessus, on prend f € € et, pour p > K, o = (u— A)7Lf. Alors p € € et

o) — pla) - / A () ds

est une P, martingale. En particulier

B (1l — [ Actri)ds) = ol

Multiplions cette identité par pe ** et intégrons sur [0, 00). On obtient aprés un
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calcul élémentaire

B ([ e (upl) — Aple)ds ) = (o),

Or, nous avons vu que Ap = Ay, donc (1 — A)p = f et

B, ([~ et stedas) = pto) = [ e ns)

Cette identité est vraie pour tout p > K et 'injectivité de la transformée de

Laplace nous permet d’affirmer

E.(f(z:)) = P.f(z), t > 0.

La marginale a t fixé de ]595 coincide donc avec celle de P,. Il est classique que cela

implique que P, = P,. [ ]

7.3 L’espace de Skohorod

Les processus déterministes par morceaux ne sont en général pas continus. Ils
sont par contre cadlag. On rappelle ici la définition de ’espace de Skohorod et
quelques unes de ses propriétés.

Si F' est un espace métrique et I est un intervalle de R, on note D(/; F') 'espace
des fonctions cadlag de I dans F', c’est a dire I'espace des fonctions continues &
droite et ayant une limite a gauche en tout point ¢ € I.

On rappelle qu’une suite (f,),en converge vers f dans ([0, T]; F') si et seule-
ment si il existe une suite de fonctions (\,),en de fonctions continues strictement
croissantes de [0, 7] dans lui-méme telle que

= lim, o sUp; (o 7y [An(t) =t = 0.

— 1limy, 0o SUPepo 7 A (fu(Mn(2)), f(1)) = 0.

De fagon équivalente, on peut introduire la métrique dr telle que dr(f, g) est
I'infimum des € telle qu’il existe A continue strictement croissante de [0, 7] dans
lui-méme vérifiant

= supyepoq) [A(E) —t[ < e.

~ subyeon de(FAD). 9(1)) < .

Une suite (f,,)nen converge vers f dans D(R™; F') si et seulement si elle converge
dans ([0, T]; F) pour tout 7" > 0.
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L’espace de Skohorod peut étre muni d’une métrique qui définit la méme to-
pologie que ci-dessus et qui le rend complet.
Nous utiliserons d’autres propriétés de cet espace. Elles seront rappelées lorsque

nous en aurons besoin.



Chapitre 8

Convergence des processus de
Markov a sauts vers des
Processus déterministes par

Imorceaux

8.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous justifions rigoureusement les modeéles obtenus formelle-
ment dans les chapitres précédents. Nous montrons que les processus de saut cor-
respondant & l’ensemble des réactions chimiques avant simplification convergent
en loi vers les processus déterministes par morceaux - PDP dans la suite - associés
aux divers modeles réduits. On justifie ainsi les modeles PDP continus - ou avec
"switching" -, discontinus - ou avec "breaking". On justifie aussi le passage a la

limite par moyennisation ou celui par "switching" singulier.

On part d’'un ensemble de réactions R,, r € R. Elles font intervenir des espéces
dans un ensemble S = 1,..., M. Le nombre de molécules de i sera noté X; et
X € NM est le vecteur formé par ces X;. Une réaction chimique fait intervenir
certaines espéces dont le nombre de molécules est modifié quand la réaction se
produit. Chaque réaction R, est caractérisée par un taux \.(X) qui dépend de

I'état du systéme X et induit le changement X — X +7,, ot v, € NM,

L’évolution du systéme est décrite mathématiquement par un processus de

saut. Chaque réaction induit un saut de la variable d’état. Elles se produisent a

101
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des instants (7;);>¢ définis par
T0:07 E:Tl_‘_"'—{_’]—ia

ol (T )k>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielles.
Sur chaque intervalle [T}, T;_1), ¢ > 0, X est constant. La variable aléatoire 7,4
a pour paramétre AN(X(T3)) = > .x A (X(T3)) :

P(riyn > t) = eXP(Z A (X(T7))t.

A Tinstant T}, 1, on choisit la réaction r € R avec la probabilité A.(X (7;)) /N X (T;))

et I’état du systéme change de la fagon suivante :
X(Ty) = X(T3) + 7,
Ce processus de Markov a pour générateur :
AF(X) =Y [F(X +7,) = FX)]A(X).
reR

Nous n’avons pas besoin d’une description précise du domaine de ce générateur.

On peut prendre f borélienne bornée sur NV,

8.2 Limite déterministe

La situation la plus simple et étudiée depuis longtemps est celle ot toutes les
espéces sont en grande quantité et les taux de réactions sont grands. On fait alors
un changement d’échelle pour se ramener a des variables qui restent de I'ordre de

I'unité. On suppose que 'on peut isoler un parameétre N tel que si on pose
r=—=X
N

et

. 1
A (z) = N)\T(X), reR, X e NV,

alors x et 5\7, sont de l'ordre de 'unité.

Remarque 6 I est trés important pour ce qui suit que les facteurs d’échelles de

X et de \. soient du méme ordre. Nous les prenons exactement égaux, ce qui
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peut paraitre restrictif. Il est trés facile de voir que la situation apparemment plus
générale ot on pose S\T(x) =an\(X), re€R, X e N qvec Nay — 1 se traite
exactement de la méme maniére. Par contre si Nay — 0 ou oo, les résultats
présentés ici ne s’appliquent pas. On considérera cependant une situation de ce

type au paragraphe 8.5.

Apres changement d’échelle, le générateur devient

Avfla) =N [z + ) = f@)] Alo).

reR

La limite N — oo a été étudiée par Kurtz ([71], [72], voir aussi [29], [30]). On

peut résumer les résultats essentiels de la fagon suivante.

Théoréme 7 Soit (xy) une suite de processus homogénes de Markov a sauts

d’espaces d’états Ey C R*, intensités Ay (z) et lois de saut puy(x,dy). Soit
Fle) = (@) [ (= 2y (.2
En

la fonction débit et supposons qu’il exviste F' : R*¥ — RF Lipschitzienne et xy € RF

telle que :
1. imy_o SUP,ep, |[Fn(z) — F(x)| = 0.
2. 11mN~>oo \xN(O) — .1’0‘ = 0, p-S.

8. iy oo SUP,epy AN (2) [ |2 — 2Py (2, dz) = 0. Soit (x(t))>0 l'unique so-

lution du systéme d’équations différentielles

&= F@),

(8.1)
z(0) = .

Alors

N—oo te[0,7)

lim P < sup |zn(t) —x(t)| > 5) =0

pour tout § >0 et T > 0.

Définissons la matrice de diffusion

G (z) = Az) / (2 — 2)(2) — ;)i (3, d2)

En
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Si il existe ay — 00, € — 0 et G : R¥ — My(R) tels que
1. imy_oo SUP,ep, |0 Gn(z) — G(x)]| =0
2. imy oo SUPepy ORAN(E) [ oy jay 12 — 2P 1n(dz) =0
alors an(xy — x) converge en loi vers le processus d’Ito défini par V(t) =

Jy G(a(s)2dB(s).

Remarque 8 L’hypothése que F' est Lipschitzienne peut paraitre restrictive pour
les applications. En fait, elle n’est pas nécessaire et il est facile de la remplacer
par Uhypothése plus naturelle que le systéme d’équations différentielles (8.1) a une

unique solution globale.

La premiére partie du théoréme est la plus importante. Elle montre que le
praticien peut simuler le systéme différentiel (8.1) a la place du systéme com-
plexe de réactions chimiques. L’ingrédient principal de la preuve est I'inégalité de

martingale suivante :

P (supycio [o(t) = 23 (0) = fy Fiv (e (s))ds

> )

S 6i2 SuprEN >\N fE’ /'LN(x dZ)

La deuxiéme partie est un théoréme central limite et quantifie la vitesse de
convergence. Des inégalités de concentration (voir [30]) ont aussi été utilisées.

Ce théoreme s’applique a notre cadre en posant

= NZ:\T(x)

reR
et
(,dz) 25 +'w (dz) )\( ) .
‘= ZTERA (x)
Alors
= Z/YTAT(J:)
reR
et
ZA T)Viyh.
TGR

Les hypotheéses du Théoréme 7 sont vérifiées si on suppose par exemple que les
taux de réactions \,, r € R sont bornés et Lipschitziens. Comme nous 1’avons

déja dit, cette hypothése peut étre remplacer par une hypotheése plus naturelle.
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Nous détaillons maintenant une autre méthode pour justifier le modéle limite
(8.1). Elle est aussi due a Kurtz (voir [73], [37]). Nous généraliserons cette méthode
dans la suite de ce travail. On suppose encore que les taux de réactions \,, r € R
sont bornés et Lipschitziens. Soit (Y}),cx une famille de processus de Poisson
indépendants. Par le Théoréme 4.1, chapitre 6 de [37], on sait qu’il existe des

processus (7 )yen dans D(RT, RM) tels que

i) = an(0)+ Y %YT (N /Ot S\T(iN(s))ds) .

reER

De plus, pour tout N € N, x a la méme loi que le processus xy décrivant les

réactions chimiques et de générateur Ay.

Posons

Fle) = 33,2 ().

reR
Alors

Fn(t) —an(0) — [ F(in(s))ds
= er ¥ [ (N 5 Alin())ds) = N [y (i (5))ds |

Utilisons maintenant la loi des grands nombres suivante

1
lim sup |NYT(Nt) —t| =0,

N—00 4ci0,1]

Comme nous avons supposé que les taux de réactions A\, r € R sont bornés, on

peut écrire

Lm0 SUD,c(0 71 )iN(t) —an(0) — [ F(an(s))ds
< My oo Y- ep SUPe(o 117 %Yr(Nt) - t} (82)

=0

presque stirement. Ici, M est un majorant des A
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Soit (x(t))i>o0 la solution de

a = F) (8.3)
z(0) = xo.
Alors
Ty (t) = o(t) = axn(0) — 20+ fy F(in(s)) = F(a(s))ds
+an(t) — on(0) — [3 F(an(s))ds
et

in (1) — ()] < |en(0) = zo| + L [y [Zn(s)) — z(s)| ds
+[an(t) = an(0) - Jy Flan(s)ds|.

Il suffit maintenant d’utiliser le Lemme de Gronwall pour obtenir

[En(t) — 2(t)] < ebr (len(0) — zo| + supyeo 7y [En () — 2n(0) — [§ F(@n(7))dr]) .
En utilisant (8.2), on obtient

lim sup |Zy(t) —x(t)] =0

N—00 40,7
presque strement si |Ty(0) — zo| — 0 presque sirement. On retrouve donc la
premiere partie du théoréme précédent. Ces arguments peuvent étre prolongés
pour obtenir aussi un théoréme centrale limite et retrouver la deuxiéme partie des
résultats (voir [37] chapitre 11).

Ces résultats sont encore vrais si on suppose seulement que (8.3) a une unique

solution globale, il faut pour cela introduire des troncatures. Nous détaillerons

cette méthode sur les cas plus complexes traiter ci-dessous.

8.3 Limite décrite par des PDP

Comme on ’a vu dans les chapitres précédents, la modélisation n’est pas réa-
liste pour certaines applications. Les molécules intervenant dans le systeme de
réaction peuvent étre en nombre présentant plusieurs échelles. Certaines molé-

cules sont en faible nombre et le passage a la limite ci-dessus n’est pas valable.
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On est amené a séparer ’ensemble des espéces en deux classes D et C' de de
Mp et M¢. Les molécules dans la classe D (resp. C') sont en faible (resp. grand)
nombre. Cela induit la décomposition du vecteur X représentant les nombres de
molécules pour chaque espéce en X = (Xp, X¢). De méme, les vecteurs de saut
sont décomposés en v, = (v2,7Y). Le vecteur Xp est de I'ordre de I'unité tandis
que X est grand et on suppose que I'on peut isoler un paramétre N tel que si on
définit

To = %XC

alors x¢ est de 'ordre de I'unité. On pose
x = (xc,Xp).
L’ensemble des réactions est lui aussi divisé en plusieurs sous ensembles :
R=RpURcURpe

Les réactions dans Rp (resp. R¢) ne font intervenir que des espéces de type D

(resp. Re).

Une réaction dans Rpc a au moins un réactant dans D et un autre dans C.

De méme que dans le paragraphe précédent, les taux des réactions dans R¢

sont grands et doivent étre mis & ’échelle. on pose

< 1
)\r = N)\T, re RC-

Les autres réactions ont a priori un taux de ’ordre de 1'unité.

Les taux des réactions dans Rp (resp. R. ne dépendent que de Xp (resp. z¢).

Par contre le taux d’une réaction dans Rpc dépend en général de Xp et de z¢.
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Apres le changement d’échelle, le générateur a la forme suivante

AvflecXp) = 3 [flao-+ 315 Xo) = (oo, Xo)| N (oc)

+ Z [f(zo, Xp +77) = f(ze, Xp)] M(Xp)

r€ERp

Pour deviner le systéme limite lorsque N — oo, on peut prendre formellement la

limite du générateur. On obtient pour f assez réguliére :

Avoof(xC7XD) = (Z ’YES\T(Q:C> : chf(I'C)XD)

reERc

+ Z [f(ze, Xp+77) = f(ze, Xp)] Ar(ze, Xp)

+ 3 [flae. Xp+9P) = f(zc, X)) Ar(Xp).

r€ERp

On observe que les évolutions des types d’espéces se découplent. La variable conti-
nue x¢ évolue par un systéme d’équations différentielles comme dans le paragraphe
précédent. La variable discréte X p n’a aucune influence sur celle-ci. Il serait facile
de justifier rigoureusement ce passage a la limite en utilisant les mémes argument

que dans le paragraphe suivant.

8.3.1 PDP continus

Nous étudions maintenant un premier cas ol les comportements limites des
variables x¢ et Xp ne sont pas découplés.
Dans certaines applications, certaines réactions dans un sous ensemble S; de

Rpc ont un taux de réactions grand et du méme ordre de grandeur que les réac-
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tions dans R¢. On est donc amené & poser

-1
A= A T € St

On suppose que pour ces réactions, la variable discréte n’est pas modifiée :
VP =0,r€es. (8.4)

Si cette hypothése n’est pas vérifiée, le comportement limite est différent et doit
étre étudié par une méthode de moyennisation. Nous étudierons ce cas dans le

paragraphe 8.4.

Le générateur a maintenant la forme :

Avfee.Xo) = 3 | floc + 37, X0) = e, Xo) | N (ac)

N
reRc

+ Z |:f(QfC + %’Yf, XD) — f(:L‘C, XD>‘| N)‘T(xC,XD)

1
+ Y {f(fﬂc + NVf,XD +77) - f(xc,XD)} Ar(cs Xp)
TERpc\Sl

T Z [f(zc, Xp +77) = flze, Xp)] Ar(XDp).

(8.5)
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Formellement le générateur limite est donné par

Avwf(xca XD) = ( Z S‘T(xc)%q> ' vxcf(xC7XD)

+ Z [f(zc, Xp +77P) — flzc, Xp)] Mr(wc, Xp)

r€ERpc\S1

+ 3 [flwe, Xp +7P) = fze, Xp)] A(Xp).

reRp

C’est le générateur d’'un PDP. Celui-ci aura des trajectoires continues pour la
variable x¢. En effet, seule la composante discréete Xp présente des sauts. Par
contre, la dérivée en temps de x¢ n’est en général pas continu aux instants ot Xp

change car le champs de vecteurs dirigeant z¢ change. On dit qu’il y a "switching".
Le résultat suivant établi rigoureusement la convergence vers ce PDP.

On suppose que les taux de réactions \,, r € Ro U Sy, et A\, 7 € Rpc \ S,

sont des fonctions C* de la variable z,. On pose

F(z., Xp) = (Z/\ :170%—}—2/\ (xc, Xp)y )

reERc reSy

C’est donc une fonction C* de 2. On suppose que, pour tout Xp € NMp et tout

zoo € RMC | le systéme différentiel

e — F(ze, Xp),

(8.6)
ch(O) = JIC,().

a une unique solution globale. Enfin, on suppose que A, est borné pour r € (Rpc '\
S1) URp. Ainsi, le PDP de générateur A, vérifie I’Hypotheése 1.

Nous définissons aussi un ensemble de fonctions tests pour lesquels les géné-
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rateurs sont bien définis et que nous utiliserons dans la preuve :

E={f : RMc x NM> — R, bornée, pour tout Xp, f(-, Xp) € CL(RMc;R)

et les dérivées sont bornées uniformément en Xp}

Théoréme 9 Sous les hypothéses ci-dessus, soit la famille de processus ¥’ =
(2N, XN) de générateur Ay démarrant en zV(0) = (2N(0,XN(0)), décrivant

l’évolution du systéme de réactions chimiques. Si

2™(0) = (2¢(0), X5 (0)) — 20 = (zc,0, Xpyo)

en distribution dans RMc¢ x NMp qlors o = (zX, XN )converge en distribution

dans D(RMc x NMp) vers z = (., Xp), le PDP de générateur Ay démarrant en

zo = (xc0, XDyo)-

Preuve. Comme dans le paragraphe précédent, on utilise le fait que les

processus ¥ ont la méme loi que les processus #V = (#¥, XJ) vérifiant

20 =20+ Y 0 (¥ [ Sadonas)

reERc

3 v (¥ [, X s )

resS;

+ Yy %’VTCYT(/OtAr(fg(S),Xﬁ(S))dS)

reRpc\S1

et

0 = x50+ 3 v ([ rleo 1)

r€Rpc\S1

3 v ([ .

r€ERp

Ou (Y;).er est une famille de processus de Poisson indépendants. Etant donné

que l'on ne s’intéresse qu’aux distributions des procesus, nous ne ferons pas dans
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la suite de la preuve la distinction entre ZV et 2”V. Autrement dit, nous omettons
le symbole tilde. Cela ne créera aucune confusion.

Dans un premier temps, nous faisons ’hypothése que les tous les taux de réac-
tions sont bornés. De plus, S\T, r € Re et, pour chaque Xp € NMp, 5\7,(-, Xp), r €
Si, et \(+, Xp), 7 € Rpc \ Si sont dans C}(RMe) et leurs dérivées sont bornées
uniformément par rapport a Xp. De cette fagon, le PDP limite vérifie ’'Hypothése
3. Cette hypothese sera levée a la fin de la preuve.

Etape 1 : Tension de la famille (") yey dans D(RT, RMe x NMp),

On commence par montrer la tension (X5 )yey dans D(RT, N¥p). Définissons

X0 =, ([ AR XE 6 ) € Ran'\ 5

XNy =Y, (/Ot )\T(Xg(s))ds) L reRp.

1l suffit clairement de montrer que chaque X est tendu dans D(R™; N).
Rappelons qu’un sous ensemble A C D(R™, N) est relativement compact si et

seulement si

1. Pour tout t > 0, il existe M; > 0 tel que |y;| < M, pour tout y € A.

2. Pour tout 7" > 0, lims_gsup,c 4 w'(y,9,T) = 0.

Dans 1), il suffit de prendre ¢t € Q. Cette remarque est en fait peu utile. Dans
la pratique, M; peut méme souvent étre le méme sur tout intervalle borné [0, 7).

Dans 2), w’ est une généralisation du module de continuité :

w'(z,6,T) =infmax sup |z(t) — z(s)],
() 7 ste(titivr)
ou z € D(RT,NMp) § > 0 et l'infimum est pris sur toutes les subdivisions :
0=ty <ty <---<t, =T de pas supérieur a 0 : min; |t;;1 — t;| > J. Clairement
w’ est une fonction croissante de 9.

Soit M; un majorant des taux de réaction de (Rgp \ S1) U Rp, alors

sup [XN(8)] < sup |V, ()]
t€[0,7 te[0,M1T)]

et
w5, T) < w'(Y,, M5, M, T).
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La tension est maintenant immeédiate.

Pour (2Y)nen, on adapte Pargument présenté dans le paragraphe 2. On écrit :

20 =20+ 2 1% (N [ ataienas)

reERc

DIE A Y PYS TR

res;

+ / F(ad(s), X2 (s))ds

b3 ([ e s ).

r€Rpc\S1

ol maintenant Y, (u) = Y,.(u) —u, r € R¢US), est un processus de Poisson centré.

Il est classique que pour tout K > 0 :

1
sup —Y,(Nu) — 0, a.s.
u€[0,K]

On en déduit, grace a 'hypothée de bornitude des taux de réactions, que pour
tout 7' >0 :

> 3 (v [

r€ERc

sup
te[0,7)

2 %%CYT <N /Ot /\r(fg(s),Xg(S))dS) ’ — 0, a.s.

TESl
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lorsque N — oo. De plus

o | 3 2o ([ a6

t€[0,T] reRp\S1

1
<5 DL o sw V()
reRpo\S1 te[0,M1T)
— 0, a.s.

On peut donc écrire

£(t) = 2(0) + / F(a(s), XN (s))ds + en(t)

Ky = sup |en(t)] — 0, n — o0, a.s.
te[0,7

Soit M, un majorant de F' :

|F(zc, Xp)| < My, (z¢, Xp) € RMe x NMp,

On a alors
2] < [2X(0)] + Mot + K, a.s.

De plus, pour ty,ts € [0,T]
20 (t1) — x¢ (t2)] < Moty — to] + 2Ky, a.s.

La tension de (z¥)yen dans D([0, 00); RMc) en résulte. De plus, toutes les lois

limites sont portées par C([0, 0o); RMe).
Etape 2 : Identification des points limites et convergence dans le cas borné

On suppose toujours que les taux de réactions sont bornés et dans C} (RM¢)

par rapport a la variable z¢.

On note (z;);>0 le processus canonique sur D(RT; R) et, pour N € N P, y la
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loi de (xx(t));>0 dans D(RT; RM). Alors pour ¢ € €

() — pla) - / Awep(z.)ds

est une P,y martingale. De maniere équivalente, pour tout n € N, #,...,¢, €
0,7, t>7>0,1 € (CLRY)" et p € &

Bry, (o) - ola) = fy Avele.)ds) oo, a1,))

(8.7)
=By, (pla,) = plao) = J; Avela.)ds) .

Soit (Py,)r une suite qui converge faiblement et P, un point limite. On sait
que 7 is P, presque sfirement continu en chaque ¢ € RT sauf sur un ensemble
dénombrable D(x). De plus, pour ti,...,t, n’appartenant pas & D(x) la loi de
(xn, (t1),...,xN, (t,)) converge vers (x(t1),...,x(t,)) ou (x(t)) est un processus
de loi P,. On peut maintenant prendre la limite & — oo dans (8.7) selon la sous

suite Ny et obtenir pour ¢, ¢y, ...,t, n’appartenant pas & D(x) :

Br, (i) = plao) = [y Awip(a)ds) Yz, )

= Ep, (@(IT) - 90<x0> - foT AOOQD(xS)d*S) )

(8.8)

Si t € D(x), on prend une suite (t*) en dehors de D(x) telle que t* — t et z(t¥)
converge en distribution vers z(t). Alors, en utilisant (8.8) avec t* a la place de
t et en prenant kK — 0o, on montre que (8.8) est encore vrai pour t € D(z). En

procédant de méme, on montre que ’on peut prendre ¢y, ..., ¢, dans D(x).

On a montré que P, est solution du probléme de martingale associé au PDP

de générateur A, ot les fonctions tests sont prises dans €.

Or, avec les hypotheses faites sur les taux de réactions, on peut appliquer
le Théoreme 5 et en déduire qu’il y a une unique solution & ce probléeme de
martingale. On en déduit que toute la suite (Py)yen converge vers la loi du PDP

de générateur A
Etape 3 : Conclusion

Il reste & montrer que ’hypothése supplémentaire sur les taux de réactions

n’est pas nécessaire. Pour cela, on utilise une fonction de troncature § € C§°(R)
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telle que

6(x) =1, = €0,1],

6(x) =0, z € [2,00),

et pour K > 1 on définit

Alors, les A, vérifient les hypotheses des étapes précédentes. On définit -’ZM K et
.»Z(OO, K les générateurs ot les taux de réactions ont été tronqués, c’est a dire ot les A
ont été remplacé par 5\,{( On considére aussi des processus 25 = (:cg K X g k), N €
Net xx = (zox, Xp, k) associés a ces générateurs. D’aprés ce qui précede, on sait
que pour tout K € N (z%¥)yen converge en loi vers (zf) dans D(RT; RMc x NMp),
Donc ((z¥)ken)nen converge en loi vers (7 )gen dans (D(RT; RMe x NMp))N,
Par le théoréme de Skohorod, on peut donc supposer, aprés avoir pris un nouvel

espace de probabilité, que pour tout K € N (z%) converge presque stirement vers
(rx) dans D(RT; RMe x NMp),

Définissons le temps d’arrét
™ =inf{t > 0, |zg(t)] > K}.
Alors on vérifie alors facilement que pour K, L € N
rr(t) = xr(t), t € [0, 75 ATE]
et donc 7X est croissant.
De plus si x le PDP associé a Avoo, alors
rr(t) = 2(t), t € [0,75).

De méme, si
K _ . N
Ty = inf{t >0, |z (t)] > K}.
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alors
ai(t) = 2™ (t), t € [0,7}).

On remarque que si 757! > T et dp (2, xx) < €, ot dr est la distance sur ’espace
de Skohorod ([0, T']; RMc x NMp)  alors pour € assez petit :

sup |x%(t)| <K
te[0,7

et donc 78 > T et z¥ = 2z sur [0,7]. Comme 7% > 7571 > T': on a aussi

xrx = x sur [0,7] et donc

dp(z™,z) < e.

Il en ressort que

P (dT(xN,x) > 5) <P (TK_I < T) +P (dT(xlj\([,xK) > 5) )

On prend K grand puis ensuite N grand pour en déduire que 2"V converge en

probabilité vers z. m

Remarque 10 FEn utilisant la preuve que nous venons d’exposer et le Corollaire
6.4 chapitre 4 de [37], on montre que le PDP limite a une solution unique au sens

des martingales.

8.3.2 PDP discontinus

Maintenant, nous considérons le cas ou il existe aussi des réactions dans un
sous ensemble Sy de Rpc telles que 7¢ est grand et du méme ordre que Xc. On

est alors amené a poser ﬁf = %yf pour r € Sy. On définit S = S; U Ss.
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On obtient ainsi le générateur

l%ﬁ Xp) = f(zc, Xp)| NA(z¢)

Anfze, Xp) = > {f(xc-ir N

reRc

+ ) [flae+35, Xp +77) = f(we, Xp)] Ar(ze, Xp)
-+ Z |:f<l’c + %VS;XD + ’7?) — f(.Tc,XD):| NS\,«(ZL’C,XD)
- Z {f(iﬂc + %79,)@ +77) - f(ﬁo;XD)] (7o, Xp)

+ 3 [flae. Xp +4P) = flae, Xp)] M(Xp).

(8.9)

Formellement, pour N — oo, on obtient le générateur limite

oof 'TC7XD = (Z /\ .’L‘C fyr +Z)\ ‘TC7XD ) 'V$Cf<xC7XD)

reRc resi

+ Z [f(xC +77,Xp+77) — f($c,XD)] (e, Xp)
+ Z [f(zo, Xp +77) = f(ze, Xp)] Ar(ze, Xp)

+ 37 [flwe. Xp +9P) = flae. X)) Ar(Xp).

rERD

On voit que le PDP limite peut présenter des discontinuités dans la variable x¢.

On dit alors qu’il y a "breakage".
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La justification rigoureuse de ce passage a la limite résulte directement du
travail déja fait dans le paragraphe précédent. Pour voir cela, introduisons le
systeme artificiel faisant intervenir les variables (25", 22", X ) dans RMc x RMe x
NMp .

Sl e RC’; ('IlCN?xC 7XD) ('rlcN + nyc’xc ’XD)

Sir e .S, (xo ,xc ,XD) (xéN,xc +’70,XD)
SITERDc\SQ, (IC ,Z’C 7XD) ( +N70:$C 7XD+7D)
Sir e Rp, (:L'lcN,xC ,XP) — (xlcN,fUc , XP 4 95).

Les taux de réactions correspondant sont donnés par A (xlcN,xC ,XP) =
M (x5 + 23N, XP). Si on prend pour donnée initiale (z5" (0), 25" (0), XN (0)) =
(X(0),0, XX (0)) alors les deux systémes sont équivalents. En effet, partant du

systéme auxiliaire, on retrouve les valeurs du systéme original en posant

(¢8, Xp) = (wg" + 28", Xp).

Réciproquement, si on a le processus de saut (z¥, XY), alors pour N assez

grand on peut construire (xc + xC X p) en isolant les grands sauts de z2.
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Le systeme auxiliaire correspond au générateur suivant

Aaumf(xlc’u ‘T;%? XD)

1 ~
- Z [f<xlc+ﬁ'ygal%vXD) _f(xé‘aq%vXD> N)\T(I‘é-i-l%«)
reRc

+ > [f(@e 2t + A7, Xp +77) = f(at, 28, Xp)] Ar(at + 28, Xp)
reSy

1 N
+ Z {f(ﬁlc + NVE, v, Xp) — f(ag, 23, XD)} N (zg + 28, Xp)

resSi

1
+ Z |:f<33'10 + nyrqa 33%, XD + 77’D) - f(xlCa 33%, XD):| )\r(@“}) + x%’a XD)

+ 3 [flab a2, Xp +9P) — flab, a2, Xp)] A(Xp).

r€Rp

(8.10)
Ce générateur est presque de la méme forme que dans le paragraphe précédent
en prenant pour variable discréte (2%, Xp). Les seules différences sont que les
taux de réactions de R font intervenir la variable discréte et que les taux des
réactions de S, qui sont maintenant vues comme des réactions sur la variable
discrete, dépendent de la variable continue. Il est cependant immédiat de voir que

la preuve ci-dessus se généralise immédiatement et on obtient la convergence en
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loi de (5", 25", Xp) vers le PDP (24,22, Xp) de générateur

Aaum,oof(xICH .73%, XD)

r€ERc resy

+ > [t 2t + 45, Xp +77) — f(ab, 28, Xp)] M(at + 23, Xp)
r€Sy

+ Z [f(xlc'>$%7XD+7£)) _f(xlc'wr%aXD)] )\r(xé—i_x%’aXD)
TGRDc\S

+ 3 [flab a2, Xp +1P) — flab, a2, Xp)] A(Xp).

r€Rp

Pour cela, il faut supposer que les hypothéses suivantes sont vérifiées
— Pour r € SyU(Rpc\ S)URDp, les taux de réactions A, sont bornés, de classe
C! par rapport a z¢.
— Pour tout ¢, le systéme (8.6) a une unique solution globale.

En effet, traduites en termes de (z¢, 7%, Xp), on a exactement les hypotheses

du Théoréme 9.

En posant ¢ = x} + 2%, on obtient finalement la convergence en loi des

processus (7, X&) vers le PDP de générateur A...

8.4 PDP obtenus par moyenisation

Lorsque 'hypotheése (8.4) n’est pas vérifiée les résultats précédents ne sont plus
valables. On étudie maintenant ce qui se passe dans ce cas. On suppose que (8.4)
est vraie pour une partie des variables discretes mais pas nécessairement pour

toutes. On est donc amenés & décomposer Xp en

Xp = (X}, X3) € NMpa x NMp2,
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Cela induit une décomposition des sauts en

vp = ().
L’hypothese (8.4) est remplacée par
P =0,r € 9.

La variable discréte X? change trés rapidement. Ses sauts sont fréquents et non
petits. Leur fréquence est de I'ordre de N, leur taille de I'ordre de l'unité. On
ne s’attend pas a ce que le processus décrivant ’évolution de cette variable ait
une limite. Sous des hypotheses adéquates d’ergodicité, les autres variables dont

I’évolution est plus lente ne verront l'effet de cette variable qu’en moyenne.

On va donc chercher le comportement limite des processus décrivant I’évolution
de (ch, X%)

On a vu au paragraphe 8.3.2 que les réactions de type S; peuvent étre trai-
tées simplement en introduisant un systéme auxiliaire. Afin de ne pas alourdir la
présentation, nous nous plagons dans le cas ot il n’y a pas de réactions de type
Ss.

Le générateur du processus a la forme suivante
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AVNf(£C’7 X%)a X%)

= Z |:f(xC + %’Ygan;X%) - f(l’c,Xé,X%)} NS\T’(xC>

reRc

+ Z |: ro + 7r 7XD7XD + ,711")’2) - f('rCJXll)aXlZ)):| NS\T'<I07X11)7X%)

resS

1
D {f(ﬂfc+ 0 XD+ XD 4 ) —f(xc,X};,X%)} M(ze, Xp, X3)
TERpc\Sl

+ Z [f(l'CaXb + 71{)717)(%) + 7?’2) - f(ﬂ?c,Xb,X%)} )\T‘(X_%NX%)
r€Rp

(8.11)
Contrairement aux cas déja étudiés, on ne peut pas prendre directement la li-
mite formelle dans le générateur. Comme on ne s’intéresse qu’au comportement
des variables z¢ et X}, il est naturel de considérer des fonctions test ne dépen-
dant que de celles-ci. Le probléme vient du fait que le générateur appliqué a de
telles fonctions fait intervenir des termes d’ordre 1 dépendant de la variable X?,.
Cette difficulté est classique pour les problémes de moyenisation. Une fagon de la

surmonter est de prendre des "fonctions tests perturbées" (voir [74], [84]).

Encore une fois, nous commencons par travailler formellement. Soit f une

fonction de (z¢, X}), on cherche fy(zc, X1, X%) de la forme

1
fN(xCaXé)aX%) = f(xCaXé) + NJM({EC?X}NX%)

telle que Ay [ ait une limite ne dépendant que des variables (z¢, X},). La fonction

f! sera choisie de facon a éliminer les termes d’ordre 1 dépendant de la variable
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X%.0n a

Anfn(zo, Xb, XB)

= Z |:f<CUC + —’7?, Xll)> — f(xc, Xll)):| N)\T(;pc)
+ Z {fl(fvc+ %vf,X}),Xl%) — fl(xC,X}j,Xl%)} M(zc)

- ~
+ 3 | loc+ 57, Xb) = Floe, Xb)| Nlac, X, X3)

o ~
+3 [#1o0 + 28 Xb Xb +92%) = fac, Xb, XB)| Koo, Xbe X3)

1
+ 0y [f(ﬂic + N%C,X}J +y700) - f(a:C,X}j)} Mo, Xp, Xp)
r€Rpc\S1

1 1
+N Z |:f1(xC+N’7$7Xé+’77j?’1aX%+7?’2)_fl(xC7X1137XJ2D) /\T(wC’X}D?X%)
r€ERpc\S1

+ > [floe, X+ 47 Xp) = flae, XB)] A (XD, XD)

(8.12)
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En prenant N — oo, on obtient

JZl/oof(‘rC’ lej)

= < Z S\T(SL’C)’VS + Z :\T<‘TC= Xll)vX%)fYrc) ’ V:Bof(xCVXb)

reRc resS;

+ D [ oo, Xp, Xp +977%) = [Hwe, Xp, Xp)] Ml Xp, Xp) (313

reSy

+ Y [flae, Xh 42N = flae, Xp)| M(we, Xp, X7)
r€Rpc\S1

+ Y [flae, Xp+47" Xp) — flwo, Xb)] M(XD, XD).

T€ERp

On va prendre f! telle que

Z [fl(x07 Xll)v X12) + ’YTDQ) - fl<x07 Xll)7 X%)} S‘T(ZE(% Xb? Xlz)) = 9zc.x} (X%)
resSi

(8.14)
ou g permet d’éliminer la dépendance en X%. Pour que cela soit possible, il faut
que certaines hypothéses soient satisfaites par les taux de réactions et par la

fonction g. Pour tout (z¢, X},), on définit le générateur

Apexs H(X3) =D [h(XD +P%) = h(X})] Ao (e, Xb, X3).

r€S1

On suppose que pour tout (z¢, X}), le processus associé est ergodique, de mesure

invariante v, x1. De plus on suppoce que pour tout g € B,(N*1:2) telle que

— 2 2\ _
9= /NMD,z Q(XD)VzC,X,13<dXD) =0

I’équation

Azc,th(Xl%) =g
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a une unique solution, notée A;CI +19- Ces hypotheses sont classiques et naturelles.
2D

On peut maintenant prendre

gmg,X}J (X%)

= <Z /_\r<m07 Xll)> — S\T(.Tc, Xll), X%))) : Vrcf(xC7Xll))

res

+ Z [f(l’c,Xé + ,77“D71) - f(xC’a X%)} (j\r(l‘Ca Xé) - /\T(:BCv X£7X2D))

reRpc\S1

+ Z [f(xe, Xp + 42" X3) — flze, Xp)] (M(we, Xp) — M(Xp, X3))

r€Rp

(8.15)
et f! définit par (8.14). Ou on a noté

3w, xh) = |

NMD,2

3w, xh) = |

NMD .2

M(ze, XD, XP),e x1 (dX7), 7 € R U(Rpe \ Sh),

A(X by XD)Wae x1 (AXD), 7 € Rp.
(8.16)

Alors, on a le générateur limite :

Avoof(xCU X11)>

reRc resSy

+ > [flae, Xp+Ph X)) = fxo, Xb)] Mo, Xp).

r€(Rpc\S1)URDp

C’est le générateur d’'un PDP dont les coefficients ont été moyennés par rapport

a la variable rapide X?,.

Nous aurons besoin d’hypotheéses supplémentaires pour justifier tout cela. Nous
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supposons que les taux moyennés définis en (8.16) sont de classe C! par rapport a
xc. De plus, si les taux initiaux sont a dérivées bornées uniformément par rapport
aux variables X7, et X% alors les taux moyennés sont & dérivées uniformément
bornées par rapport & X7,. Nous supposons aussi que si g,,., X3, (X?%) est bornée

par rapport aux trois variables, il en est de méme de h,, x1 (X?%) la solution de

2y _
AsextPoe x1 (XD) = G x1, -

De plus, si g, XL (X?%) est de classe C! par rapport & z¢, il en est de méme pour
hoo.xi (XD). Enfin si les dérivées de g, x1 (X7) par rapport & z¢ sont bornées

par rapport aux trois variables, il en est de méme pour h, XL (X2).

Remarque 11 Ces hypothéses seront vérifiées par evemple si X% wvit dans un
ensemble fini et
i) les taux des réactions de Sy sont bornés, C' par rapport & xc et de dérivées
bornées
it) la premiére valeur propre mon nulle de Aggaxb est uniformément éloigné
de 0.
Dans i), on pourrait en fait affaiblir les hypothéses de bornitude. Il suffit en
effet qu’elles soient vérifiées pour les taux de réactions tronqués (voir Etape 3 de

la preuve du Théoréme 9).

Nous supposerons aussi que les taux des réactions de Rp¢ \ S7 et de Rp sont
bornés, que tous les taux de réactions sont de classe C'! par rapport & z¢ et enfin

que si on définit

{Ec,XD Z)\ xc —I—Z/\ l’c,XD

reRc resSt
alors le systéme différentiel
dwc —
=F X}
o~ FleeXp),

zc(0) = zcy,

a une unique solution globale pour tout X},

Nous énoncons et démontrons le résultat rigoureux pour ce passage a la limite.
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Théoréme 12 Sous les hypothéses précédentes, considérons la famille de proces-

sus 2N = (z, XN XN2) de générateur Ay et démarrant en =V (0) = (z(0), X3 (0), X32(0)).

Supposons

(260, Xp(0)) = (zc, Xp )

. . . N.1 . . .
en distribution dans RMc x NMpa - glors (zl, X7,") converge en distribution dans

D(RMe xNMp.1) yers (z,, X1), le PDP de générateur Ay démarrant en (z¢(0), X5(0)).

Preuve. On procéde de la méme maniére que dans la preuve du Théoréeme
9. On commence par supposer que tous les taux de réactions sont bornés et a
dérivées bornées.

La preuve de la tension des lois des processus (22, X 1) gobtient de la méme

N1
fagon. Comme on ne s’intéresse qu’aux lois, on reécrit (2, X)) sous la forme

20 =520+ 3 7 (¥ [ telo)as)

+ZN7 ( /t)\r(ﬂfg(s)aXg’l(S%Xg’Q(s))ds)

resSy

r€Rpc\S1

et

XE = XM 0+ Y 7?%(/ M9, X5 6. X 9)as )

T’ERpc\Sl

+ 7Y (/ (Xﬁ’l(s),Xﬁﬁ(s))ds.)

r€Rp

Les processus Xg’2 vérifient une équation similaire et (Y,),er est une famille
de processus de Poisson indépendants. En utilisant les mémes arguments que
précédemment, on obtient la tension.

Soit maintenant f(zc, X}) bornée, de classe C! par rapport a x¢ et a dérivées
bornées uniformément en X},. On définit f! par (8.14) et (8.15) et fy = f+ %fl.

Alors, si P, y est la loi de (¢, X', XD?),
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fv(@o(t), Xp(t), X (1) — fn(zc(0), Xp(0), X5(0)

_ / A fw(we(s), X5(s), X2(s))ds

est une P, y martingale.

Avec les hypothéses faites, il est facile de voir que f! est bornée, de classe C!
par rapport & r¢ et & dérivées bornées uniformément en X}, et X%. On en déduit
que fy converge uniformément vers f et que Ay fn converge uniformément vers
JZOO f. En procédant comme dans la preuve du Théoréme 9, on montre que tous
les points d’accumulation de la suite (P, y) des lois de (z, X'') sont solution
du probléme de martingale associé a A

De plus, nos hypotheses et le Théoreme 5 implique que le PDP associé a ce
générateur est I'unique solution a ce probléme de martingale et donc toute la suite

(P,.n) converge vers la loi de ce PDP.

Finalement on reproduit 1’étape 3 de la preuve du Théoréme 9 pour enlever

I’hypothése supplémentaire faite sur les taux de réactions. m

8.5 PDP discontinus obtenus par "switching" sin-

gulier

Nous traitons maintenant une situation différente ot le comportement du sys-
téme n’a pas la méme échelle de temps suivant la valeur d’une des variables dis-
créte. Nous ’appellons 6 et supposons qu’elle ne prend que deux valeurs 0 et 1.
Pour simplifier la présentation, on suppose qu’il n’y a pas d’autre variable discreéte.

On suppose toujours que les nombres de molécules des espéces dans C' sont
I’ordre de N et on travaille avec la variable xo = %Xc.

Lorsque 0 = 0, les vitesses de réactions de R¢c U Rpc sont 'ordre de N mais
elles sont beaucoup plus grandes lorsque § = 1. On introduit donc un nouveau

parametre € et on suppose

Ar(70,0) = O(N), 7 € Re U Rpe,

N
)\r($c, 1) =0 <?) , 7€ RcURpe.
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Il est immédiat - et cela ressortira de la preuve ci-dessous - de voir que ce systéme
ne peut avoir de limite que si on suppose que le systéeme ne peut pas rester plus
longtemps qu’un temps de 'ordre de € avec § = 1. Autrement dit la vitesse de

1
réaction pour passer de # =1 & # = 0 doit étre de 'ordre de — :
€

1
M(zo,1) =0 (E) , T E€Rp.

On note

1
)\r(xc,O) = N)w(ito,()), r € ReURpe,

M(ze,1) = %/\T(mc, 1), r € Re URbpe,

et

Mze,0) = D M(zc,0),

re€ERp

Mze, 1) =€ > Mlze.1).

r€Rp
Le générateur a alors la forme
~ 1 -
Avefac,0) = 3 |flae + 1£.0) = Floe,0)| Na(oe,0

reRc

+ [f(xCa 1) - f(l'c,())] )‘(330>0)7

Avefae,1) = 2 3 | flac + 328.1) = flae. )| NiGac,)

N
reERc

- [f e, 0) = flae, D) Alwe, ).

Pour comprendre vers quel comportement limite converge ces processus, prenons
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d’abord la limite N — oo. On obtient le générateur :

Aocf (20,0 (Z Ar(zc, 0 ) +Vao f(2c,0)

reERc

+[f(ze, 1) = f(zc,0)] Mze, 0),

A cf(z0,1 (Z Ar(zc, 1 ) Vo f(xc,1)

A la limite ¢ — 0, la variable 6 ne prend plus la valeur 1 et on cherche le com-
portement limite de la seule variable discréte x¢. De la méme facon que dans le
paragraphe 8.4, on va chercher un générateur limite sur des fonctions de z¢, la
méthode est cependant un peu différente. Etant donné une fonction f(z¢), on

pose
f(zc,0) = f(zo)

ce qui est assez naturel car la variable 6 est identiquement égale a 0 a la limite.

Pour obtenir un générateur qui reste borné, il est naturel de choisir f(-, 1) tel que

Fi(zc) - Voo f(xe, 1) = Mae, 1) f(ze, 1) = Mz, 1) f(2c,0) (8.18)

ol on a noté

Z YN (e, 1). (8.19)

reRc

Formellement, (8.18) est vérifié si on prend

a1 / F(61(t.20), )M (y (1, 20), e~ B A@sa)Ddsgy (8.90)
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ol ¢, est le flot associé au champs de vecteur F}. Alors, on a

Avoqaf(xC'? ]-) =0

et

Accf(ac,0 (Z r(zc, 0 ) Vae f(zc,0)

R

+A(zc,0) /0 T (61 (t,20),0) — (@ 0)) Ay (1, zc), e B Aoy

On a ainsi deviné le générateur du processus limite

A f(z0) (Z A (70,0 )Vch(xc)

reERc

+A(zc, 0) /Ooo (f(o1(t,ze)) = f(xe)) Aoy (t, zc), 1)e = Jo M1 (s,20), 1ds ¢

C’est encore le générateur d’un PDP mais il y a une discontinuité de la variable
continue qui n’est pas du au méme phénoméne qu’au paragraphe 8.3.2. Il y a en

fait "switching" mais sur un temps trés court et cela engendre la discontinuité.

Théoréme 13 Supposons que tous les tauz de réactions sont bornés, C par rap-

port & xc et & dérivées bornées et que \(-, 1) est minoré :
Mze,1) > a >0, 2¢ € RMe,

Soit (x5~ ,0°N) un processus o valeurs dans RMc x {0,1} de générateur Ay et
démarrant en (z3"(0), 07 (0)). Supposons aussi que 3" (0) converge en distribu-
tion dans RM¢ vers xc(0) quand ¢ — 0 et N — co.

Alors la suite de processus (z3") converge en distribution dans LP(0, T; RMe)

pour tout 1 < p < oo vers le PDP de générateur Ao et démarrant en zc(0).

Remarque 14 En prenant d’abord la limite d’abord N — oo puis € — 0 comme
ci-dessus, on voit que le processus associé 4 A est a trajectoires continues. Ce

qui n’est pas le cas du processus associé 4 As. Il y a donc création de discontinuité
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dans le passage a la limite ¢ — 0. La convergence dans l’espace de Skorohod ne
permet pas la création de discontinuité, c’est pour cela que nous obtenons un
résultat de convergence pour la topologie LP. Notons aussi que nous montrons la

convergence quand on prend simultanément la limite sure et N.

Preuve. Pour N > 1, € > 0, on prend (a:EC’N, 95N ), processus a valeurs dans
RMc x {0,1} de générateur Ay..

On montre d’abord la tension de la famille des lois de ses processus.

On note M un majorant des taux de réaction et de leurs dérivées par rapport
axe.

Choisissons d’abord la fonction test
f(‘/ECJ ]-) = ]-7 f(Ic,O) - 07 Tc S RMC-

~ 1
Alors, comme Ay f(z¢,0) = Mzc,0)1lp—o — —A(z¢, 1)1p—1, on sait que
€

]l@e,N(t):l - ]].96,]\1(0):1

t
€ 1 €
—/0 )\(xc’N(S%O)]leeﬁN(s):o - E)‘(xc’N@)? D) 1gen (gy—1ds

est une martingale. On en déduit

t
°® ( / ]196,N(S)1ds> < MT +1. (8.21)
0

€

Et donc, 85" — 0 dans L*(Q x [0,7]; {0,1}. On écrit maintenant

72" (1) = 25 (0)

C t
~¢ - N: .
+y SRl (/O N (2™ (5),0)Agev (=g + — Ar(%%),1)]196,N(5):1ds>

reRc

Alors

E c L
) < et N O+ Db (war (042 [ npaas))

reERc
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Comme supyy 7y 7Y, (Nt) est borné presque stirement, en utilisant (8.21) et (8.22),

on montre que pour tout K >0

P(sup |z, N(t)] > K) < e(K)
[0, 77

o e(K) — 0 quand K — o00. De méme si 0 = tg < t; < --- < t, = T est une

subdivision de [0, 7], on obtient en utilisant la croissance des processus Y. :

n—1
Z 25" (tisa) — 2" (4:)]
=0

n—1 |,70| tit1 5 N N - N

S r |:}/T' </ N}\T(Qﬁg (S), 0) 19€’N(S)=0 + _)\r(xgv (S), 1)196,N(s):1d8>
N 0 €
=0 reR¢c
i 3 e,N N < e,N
-Y, N7 (8),0)Lgen (g9 + ?/\T(a:C (8), Dlpen (gy-1ds
0
|77q T s e,N N+

- Z N Y, i N (28 (5), 0)Dgen (g2 + ?)\T(xce, N(s), 1)1gen 41 ds

reRc

On obtient donc que les processus (3" ) sont bornés en probabilité dans BV (0, T; RMe)n
L>=(0, T; RMc) et, leur lois sont donc tendues dans LP(0, T; R¢) pour 1 < p < occ.

En utilisant le théoréeme de Skohorod, quite a changer d’espace de probabilité,
on a donc une sous suite (a:ec"',Nk,He’“N’“) qui converge presque strement dans
Lr(0,T;RMe) x L1(0,7T;{0,1}) vers (¢, 0) ot 6 est constant égal a 0.

Soit ¢ une fonction test dans C}}(RM¢). Comme on prend la limite simultanée

sur N et €, on construit f de maniére différente de ci-dessus. On pose

f(zc,0) = p(zc), zc € RMC
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et on prend f(x¢, 1) vérifiant

5 [flac + 98.0) = floe )| Moo, 1) = Ao, D, )
r€ERc
(8.23)

= )\(zc, 1)f<$c, O)

Pour construire f(z¢, 1), on considére le processus yn/(+, ") de générateur

Ap)= 3 [wy FRLIVC w<y>] N3y, 1)

N
reERc

et démarrant en y°. On définit aussi le semi-groupe (S);>q sur By(RM¢) défini
par
S 00°) = B (vlun(t, ) 200 Digt)
Alors, on peut prendre f(z¢,1) défini par
flac1) = [ SN O D) (o)
0

Il est classique de vérifier que f(xc,1) est bien défini grace a ’hypothése de
minoration sur A\(z¢, 1) et que (8.23) est bien vérifié. De plus, si ¢ € CL(RM<), il

en est de méme pour f(-,1).

On a alors

-/ZN,ef(x07 1) =0
et
Anef(ze,0)= Y {f(ﬂic +—77,0) — f(xc,o)l N, (z¢,0)

reRc

+ UOO S (AC De(+, 0)) (we)dt — f(wc,O)] Azc,0).

0

En utilisant les résultats de la section 8.2, on montre que pour tout o € RMc
SM A De(-,0)) (z¢) — F(¢y(t 20), 0)e™ o Aor(sae)Dis

presque partout en ¢ > 0 et en restant majoré par |f(-,0)|.e™*". (Rappelons que
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¢, est le flot associé¢ au champs de vecteur Fi(zc) = ), cr.. YA (xc,1).) On en
déduit que
-AN,ef(IC> 0) - AOOSO(‘TC')

pour tout xc en restant borné.
Ecrivons maintenant que pour 0 < t,...,t, < t et ¢ € Cy(RMc*f)

E([f(as;N(t), 0N (1)) — (25" (0),6° (0))

t ~
[ A 6.0 | 0 1) ,xzw)) 0.

" N
La convergence presque str de zg;" vers z¢ dans LP(0, T; RM¢) permet d’affirmer

que, quitte & extraire une nouvelle sous suite,
€k, N
ze () — zo(t)

presque partout par rapport & ¢ et & w. On peut donc prendre la limite dans

I’égalité ci-dessous et obtenir

B ( [oteeto) — otao0) ~ [ Auptrc)is]vlacttn.....aclt)) =0

pour presque tout ¢, ¢, ..., t,. On remarque maintenant que la preuve du théoréme
5 se généralise immédiatement au cas ot une solution du probléme de martingale
dans ce sens affaibli est considéré. On en déduit que z¢ est en fait a trajectoire
dans D(R*, RM) (o1 plus exactement qu'il existe une version de x¢ & trajectoires
dans D(R*, RMc)),

On conclut donc comme dans les preuves précédentes que toute la suite 26

converge en loi vers r¢ dans LP(0, T; RMc). m

Remarque 15 Comme nous obtenons la convergence en loi dans LP(0,T; RMc),
et non dans l’espace de Skohorod, nous n’avons pas de bornes a posteriori uni-
formes en temps et nous ne pouvons pas appliquer le raisonnement utilisé aupa-

ravant pour enlever les hypothéses de bornitudes sur les taux de réactions.
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