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2 Introduction

1. Contexte

Dans les réacteurs de fusion par confinement magnétique (tokamak), des neutrons tres
énergétiques sont libérés par les réactions de fusion dans le plasma. Ce flux neutronique,
ainsi que les ruptures incidentelles de confinement du plasma, provoquent une érosion des
parois de I'enceinte et sont & Porigine de la formation de poussieres. A Parrét du réacteur,
celles-ci se déposent sur les parois de ’enceinte & vide, notamment dans sa partie inférieure
appelée divertor. Dans le futur réacteur ITER (International Thermonuclear Experimental
Reactor), on estime que le diameétre de ces particules de poussiére, composées essentielle-
ment de carbone, béryllium et tungsténe, sera compris entre 10 nm et 10 um [GO].! La
présence de ces poussieres activées dans le réacteur souleve divers problémes : risque chi-
mique (possibilité de réaction explosive sur les surfaces chaudes au contact d’hydrogene),
risque de rétention (piégeage du tritium par les particules carbonées), et enfin risque ra-
diologique. En particulier, ’entrée d’air accidentelle dans I’enceinte a vide du réacteur a
larrét (événement appelé “accident de perte de vide”) pourrait provoquer la mobilisation
de ces poussieres, créant le risque d’une dispersion atmosphérique de particules activées.
L’un des enjeux des études de siireté d’ITER est donc de pouvoir caractériser et décrire la
mobilisation et le déplacement de ces poussieres lors d’un accident de perte de vide. Nous
proposons dans ce travail un modele cinétique pour la description d’un aérosol dans un gaz
raréfié complétant les modeles existants, que nous appliquons a la simulation numérique
du transport de particules de poussiére lors d’un accident de perte de vide.

Avant d’expliciter plus précisément nos objectifs et notre démarche, nous présentons ici
la théorie cinétique des gaz, sur laquelle s’appuie notre modélisation, ainsi que les différents
modeles d’aérosols.

F1G. 1 - Schéma du futur réacteur ITER (source : www.iter.org).

!D’autres valeurs caractéristiques sont également utilisées dans le cadre des études de siireté d’ITER.
Les résultats d’analyse de la distribution en taille de poussiéres provenant de trois tokamaks en activité
présentés dans [MP] font apparaitre une taille de poussiéres comprise entre 0.3 et 3 pm.



2. La théorie cinétique

Cette présentation est en partie inspirée de la synthese de Cédric Villani, A review of mathe-
matical topics in collisional kinetic theory [V1].

2.1. Description mésoscopique d’un gaz

Commencons par présenter les différentes approches permettant la description d’un
gaz. D’un point de vue microscopique, ce gaz est constitué d’un ensemble de N parti-
cules en interaction. L’application des lois de la mécanique newtonienne a ces particules
aboutit a I’établissement d’un systéme d’équations décrivant les trajectoires des parti-
cules. Cependant, en raison du trés grand nombre de particules, ce systeme se révele tres
compliqué a étudier tant analytiquement que numériquement. D’un point de vue macro-
scopique, ce gaz peut étre vu comme un milieu continu ; I’établissement de bilans pour un
volume infinitésimal de fluide aboutit a ’établissement des équations hydrodynamiques
(équations d’Euler pour un gaz non visqueux, ou de Navier-Stokes pour un gaz visqueux).
Ces équations aux dérivées partielles décrivent I’évolution spatiale et temporelle de para-
metres macroscopiques du gaz (masse volumique, quantité de mouvement, énergie). Pour
plus de détails concernant ces équations hydrodynamiques, le lecteur pourra consulter les
ouvrages de Landau et Lifshich [LL] ou de Lions [Li]. Cependant, cette approche suppose
que le gaz est a ’équilibre thermodynamique local, au sens ou les vitesses des particules
contenues dans un volume infinitésimal de gaz sont réparties suivant une loi gaussienne.
Or, une condition nécessaire pour que le gaz soit a I’équilibre thermodynamique est que la
dimension caractéristique L du systéme considéré soit tres grande devant le libre parcours
moyen du gaz A, qui est la distance moyenne entre deux collisions de molécules (nous
reviendrons sur le terme de collision dans le paragraphe suivant). Ce critére se traduit a
I’aide du nombre de Knudsen défini par

A
Les équations hydrodynamiques ne sont donc valables que sous la condition nécessaire
K, <1.

La théorie cinétique, introduite par Maxwell et Boltzmann, permet de décrire le gaz
a une échelle dite mésoscopique, intermédiaire entre 1’échelle microscopique et ’échelle
macroscopique. Cette théorie consiste a décrire ’évolution des particules constituant le
gaz, que I'on suppose ici identiques 2, par une fonction de densité f(t,z,v) on x € Q C R3
désigne la position de ces particules, v € R? leur vitesse, et ¢ € Rt le temps. D’autres
variables, comme I’énergie interne ou le rayon des particules, peuvent étre ajoutées a f pour
décrire des phénomenes plus complexes. Cette fonction f, positive, peut étre interprétée
de deux manieres différentes : on peut voir f(t,z,v)dxdv comme une approximation de
la densité réelle en particules dont la position et la vitesse sont situées dans I’élément de
volume généralisé dxdv centré en (x,v) au temps ¢, ou comme la densité de probabilité de
présence de la particule sur espace des phase © x R3. On peut alors définir, sous réserve
d’existence, des grandeurs macroscopiques locales, comme la densité locale n(t, z) définie

2Nous reviendrons sur le cas de gaz composés de plusieurs espéces au §2.4 B
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par

ng(t,x) = ft, z,v)dv, (1)
R3

la vitesse macroscopique locale ug(t,x) définie par

ng(t,x)ur(t,x) :/

vf(t,x,v)dv, (2)
R3

et la température cinétique T(t,x) définie par

np(t, 2)Ty(t, z) = % [/RS (v — ug(t, )2 f(t,2,0)do| , (3)

ol m est la masse d'une particule, et kp la constante de Boltzmann (égale & 1, 3806-1023
J-K~1). On suppose a minima sur f que pour toute partie bornée K de €, on a

/ ng(t,x)dr < 400, (4)
K

ce qui traduit le fait qu'un domaine fini de ’espace ne contient qu’une masse finie de
matiere (autrement dit, f est une mesure finie sur K x R3).

Lorsque les particules ne sont soumises a aucune force extérieure et qu’elles n’inter-
agissent pas entre elles, les positions z; et vitesses v, de chaque particule vérifient

da;p

Yy _

dt P

o (5)
—£ = 0.

dt

On peut alors montrer que la densité f est constante le long des lignes caractéristiques
d’équations données par les relations (5). Si 2 = R3, la fonction f vérifie donc la relation

Ve e R} Yo e R3Vt e R, f(t,z,v) = f(0,z — vt,v).

On en déduit que f est solution de I’équation de transport libre

of
— +0v-V,f=0. 6
o 0 Vel (6)
Lorsqu’un champ de force extérieur F.,; agit sur ces particules, ’équation (6) est modifiée
pour devenir I’équation de Vlasov linéaire :
of

E+U-V$f+Fewt~va:0. (7)

2.2. L’opérateur de collision de Boltzmann

Supposons maintenant que les particules interagissent entre elles. Le potentiel d’in-
teraction entre deux particules entraine une déviation de leur trajectoire durant un bref
intervalle de temps. Ce phénomeéne est appelé, par abus de language, collision. Introduisons
quelques hypotheses, qui permettent la dérivation de 'opérateur de Boltzmann élastique
[Bi4, Ce2].



1. Hypotheése de collisions binaires entre les particules. Cette hypothese consiste
a supposer que le gaz est suffisamment dilué pour pouvoir négliger les collisions
faisant intervenir plus de 2 particules. Cela revient a supposer que le diametre d des
particules est tres petit devant la distance moyenne entre deux particules. Si n°® est
'ordre de grandeur de la densité locale en nombre de particules (en m~3), la distance
moyenne entre deux particules ¢ s’exprime par la relation :

1
0= T (8)
(n°)3
On suppose donc que
n°d® < 1. (9)

2. Hypothése de collisions localisées en temps et en espace. Cette hypothese
signifie que la durée typique d’une collision est négligeable devant le temps carac-
téristique considéré, et que I’étendue spatiale de la collision est négligeable devant
I’échelle d’espace considérée. Mathématiquement, on suppose donc que la collision a
lieu en un point z a un instant ¢.

3. Hypothése de chaos moléculaire. Les vitesses de deux particules sur le point de
collisionner ne sont pas étre corrélées. Cette hypotheése implique que la densité de
probabilité jointe de deux particules de vitesses v et v, en un point x est donnée par
le produit de la fonction de distribution f en v et en w,.

4. Hypotheése de collisions élastiques. La quantité de mouvement et 1’énergie ci-
nétique sont préservées lors d’une collision. Ainsi, si on considére deux particules de
vitesses pré-collisionnelles v et v, et de vitesses post-collisionnelles v" et v’ ces lois
de conservation se traduisent, compte tenu de la masse identique des particules, par

les relations :
v + vi = U + Uy,
(10)
)7+ [l = ol + o]

On déduit des équations (10) que la norme de la vitesse relative est conservée durant

la collision, c’est-a-dire :
o = o] = o — . (11)

De plus, ces équations permettent d’exprimer les vitesses post-collisionnelles v’ et v/,
en fonction des vitesses pré-collisionnelles v et v, et d’'un parametre. On utilise deux
types de paramétrisation, représentées sur la figure 2 :

> la paramétrisation dite en o : elle consiste a utiliser comme parametre le vecteur

v =

de la sphere unité o = Les expressions des vitesses post-collisionnelles

=
sont alors, compte tenu de la relation (11),

R N |v—v*|0
2 2 ’
;o vt vl v —

vl = — .

¥ 2 2
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> la paramétrisation dite en w : on utilise cette fois comme parametre le vecteur
/
v — (V)w

v = (V)wl

collisionnelles associées a v et v, dans cette paramétrisation. Leurs expressions
sont données par :
/
{ (Vo =v+ ((vx —v) - w)w,

(W) =0s = (v = 0) - ) w.

de la sphére unité w = , en notant (v'), et (v)), les vitesses post-

(13)

En notant vg = v, —v , on observe a partir des formules (13) que la vitesse relative
post-collisionnelle est I'image de la vitesse relative pré-collisionnelle par la symétrie
plane par rapport au plan orthogonal & w, c’est-a-dire que (v)w = Vg —2[w-VRjw
De plus, en introduisant 'opérateur linéaire T, agissant sur R? x R3 par

T (v,04) = ((V)w; (V2)w) » (14)

on a, pour tout w € S?, les propriétés suivantes :

T,oT, =1d, (15)
|detT,,| = 1, (16)
T (vs,0) = ((V)w, (v)o) - (17)

5. Hypothése de microréversibilité des collisions. On peut interpréter cette hy-
potheése de maniere probabiliste : la probabilité que le couple de vitesses (v,vy)
se transforme en (v, v}) (ou ((v')y, (v})w), suivant la paramétrisation choisie) lors
d’une collision est la méme que la probabilité que le couple de vitesses (v/,v}) (ou
((v")w, (Vh)w)) se transforme en (v, v,).

A partir de ces hypotheses, on peut établir de fagon heuristique ’expression de 1’'opé-
rateur de collision de Boltzmann (voir [Cel]). Celui-ci s’exprime, en paramétrisation o,
sous la forme :

QUf, (¢, z,v)
— /R3 . [f(t,:n,v')f(t,x,v;) — f(t,z,0) f(t,z,04)] B (Jv — vy, cos(x)) doduy, (18)

ou v’ et v, sont données par (12) et ou x € [0, 7] est 'angle de déviation (représenté sur
la figure 2), tel que
(v—vy) -0
cos(x) = ——
(x) —

En paramétrisation w, 'opérateur de collision s’écrit

Qf, f)(t,z,v)
/]R:a /S2 [z, (V) f(tz, (v))w) — f(Ex,0) f(t,2,0.)]
X 2B (|v — vi|, — cos(20)) |cos (0)| dwdv, (19)

/R3 /S2 [tz (V) f ez, (V)w) — ftz,0)f(t,z,v.)] By (Jv — v, cos(h)) dwduy,
(20)



FiG. 2 — Lien entre les paramétrisations w et o des vitesses post-collisionnelles.

ou (v'), et (v)), sont données par (13) et

cos(0) = v-v)-w

—.

Remarquons que lopérateur Q(f, f) ne dépend des variables = et t que par I'intermédiaire
de f. La fonction B, positive, est appelée noyau de collision. L’expression de B est reliée
au parametre d’impact p par la relation

P |dp
B — Ux|, - o dx
(Jv = sl cos(x)) = [v —v ‘SiH(X) ‘dx
Le terme
__p |dp
sin(x) |dx

est appelé section efficace de collision (cf. Annexe A). Le parametre d’impact p dépend
du type d’interaction entre les particules, c’est-a-dire du potentiel d’interaction U entre
celles-ci. Pour ce potentiel d’interaction U(p), différentes formules ont été proposés.
> Dans le modele dit de sphere dure, chaque particule est considérée comme une sphere
rigide de rayon r, et la collision a lieu par contact entre les spheres. Ce cas correspond
au modele d’un “jeu de billard”. Le potentiel est alors infini pour p = r, et nul pour
p > r. Dans ce cas, le noyau de collision est donné de fagon simple en paramétrisation
o par I'expression
B (Jv = vl cos(x)) = r?|v — vl

et en paramétrisation w par

B, (Jv — vy, cos(0)) = 2r% |(v — vs) - w| = 22 |v — v, |cos(8)] .
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On peut aussi définir de facon équivalente B, par
By ([v = v ,cos(6)) = 47 [(v = ve) - 0] L(p—0.) w0}

> Dans le modele d’un potentiel dit “dur” d’interaction entre molécules, les molécules
sont considérées comme des centres répulsifs, et ’expression de ce potentiel est de
la forme

K
Ulp) = ——, avec K >0ets>2.
P
Dans ce cas, le noyau de collision B peut étre mis sous la forme [Ce2]

B (v = vs] ,cos(x)) = b(cos(x)) [v —vs]”,

S —

ouy = . La fonction b présente une singularité non intégrable lorsque x — O.

Celle-ci est la conséquence des collisions rasantes durant lesquelles les molécules
sont tres peu déviées. Pour remédier a cela, on utilise 'hypothése simplificatrice
connue sous le nom de troncature angulaire de Grad [Grl] qui consiste a négliger les

interactions a longue portée de telle sorte que

/07r b (cos(x)) sin(x)dx < +oo.

Un cas intéressant est obtenu lorsque v = 0, c’est-a-dire s = 5 : dans ce cas, le noyau
de collision ne dépend plus de la vitesse relative. Ce modele est appelé modele de
molécules maxwelliennes. C’est un modele théorique, mais qui permet souvent de
mener a bien des calculs explicites.

> On peut citer également le potentiel de Lennard-Jones

12 6
o=+ [)"- )]
p p
qui est un modele plus proche de la réalité que les modeles de potentiel dur dans le

cas des gaz rares.

Les propriétés (15), (16) et (17) permettent d’intégrer, au moins formellement, 'opérateur
Q(f, f) contre une fonction test ¢(v), ce qui permet d’obtenir la relation :

/ QU 1)t 7, 0)p(v)dv
RS

1 . , )
= 2/// ff (go’—i—go —p— )B(\v—’u*|,cos(x))dadvdv*, (21)
R3XR3 xS?

*

o 'on note f = f(t,2,v), f* = f(t,z,v:), o = p(v), " = p(vs), ¢ = p(V'), ™ = p(v)).
Cette expression permet de déterminer les invariants collisionnels de @, c’est-a-dire les
fonctions ¢ telles que pour toute fonction f,

[, Q. pita e =o.



On remarque que les fonctions v — 1, v — v, v +— |v|2 sont des invariants collisionnels.
Réciproquement, il est possible de montrer [DM] que tout invariant collisionnel appartient
au sous espace vectoriel engendré par ces trois fonctions. Par ailleurs, I'expression (21)
peut étre symétrisée (et appliquée a une fonction ¢ qui dépend également de ¢ et ) pour
donner

et nweetaa == Il (£1 = 557) Bl = vl cost)
X ((p’ +o" —p— cp*) dodvdu,, (22)

et on obtient en particulier I’expression suivante :

L et nuieaaa =3 [l (55 = 1) Bl costo)

X In (‘};JJZ: ) dodvdus.

On en déduit la propriété suivante [DM], équivalente du Théoréme H de Boltzmann (cf.

23.0) :

Théoréme 0.1 Soit f = f(t,z,v) positive telle que l'expression (23) soit définie. L’in-
égalité suivante :

Vr e R3, VteRT, / Q(f, /)In(f)(t,z,v)dv <0, (23)
R3

est vérifiée. L’égalité a lieu si et seulement si

_3 2
2kpT\ ~ 2 m|v — ul
= Myur. = L L 24
f(taxv U) n,u,T n ( m ) €xXp ( 2]€BT > ) ( )

oun=n(tzx), u=u(tx), T =T(tzx).

La distribution obtenue dans la propriété précédente est appelée maxwellienne locale de
densité n , de vitesse macroscopique u et de température 7' (ou seulement mawellienne si
n, u, T ne dépendent pas de z et t).

2.3. L’équation de Boltzmann

Intéressons nous maintenant a ’équation de Boltzmann vérifiée par la densité en mo-
lécules d'un gaz soumis a un champ de force Fe,y :

O vVl 4+ Fewt -Vl = QU ). (25)

Dans la suite, on dira qu’une vitesse est dans la classe |v,v + dv], oi v a pour coordonnées

(v',v?,v3), si sa i-eme coordonnée est située dans I'intervalle [v?, v’ 4 dv’] pour i = 1,2, 3.
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A. Conditions initiales et conditions aux limites
L’équation de Boltzmann est associée a la condition initiale
VreQ, YoeR f(0,z,v) = fin(z,v),

et & une condition aux bords de 'ouvert €. Dans le cas d’un ouvert borné €2, la frontiere
02 du domaine représente généralement une surface sur laquelle les molécules sont réflé-
chies ou absorbées. Le flux entrant dans €2 est relié au flux sortant a travers un noyau
K (v — ' x,t,t + 7) représentant la probabilité qu'une molécule heurtant la surface avec
une vitesse dans la classe |v,v + dv| au point x et au temps ¢ en ressorte au méme endroit
au temps ¢t + 7 avec une vitesse dans la classe [v',v" + dv’|. On suppose ici 7 suffisamment
petit comparé au temps caractéristique d’évolution de f, de sorte que K (v — o', x,t,t + 7)
ne dépend pas de 7 [Ce2]. La condition de réflexion est alors modélisée par la relation

(n(a) - v) f(t, 2, ) = / n(@) - ul f(t o, 0)K (w— v,z ) du,  (26)
n(z)-u<0

pour z € 99, n(x)-v > 0, ou n(x) est le vecteur normal a 9 dirigé vers l'intérieur du

domaine. Le cas ou K (u — v, z,t) = 0 correspond a une absorption totale des particules

a la frontiere du domaine. Dans ce cas, la condition aux limites s’écrit

V(t,z) e RT x 9Q, Yo eR3/n(z)-v>0: f(tz,v)=0.

Lorsque la surface restitue toutes les molécules, la probabilité totale pour qu'une particule
soit réémise est égale a 1, c’est-a-dire

/ K((u—wv,x,t)dv=1 pour n-u<0. (27)
n-v>0

Les conditions de réflexion les plus courantes vérifiant (27) sont les conditions de réflexion
spéculaire et réflexion diffuse. Dans le modele de réflexion spéculaire, le noyau K est donné
par

Ku—vzt)=6(v—u—2n(n-u)),

ce qui correspond a imposer la condition aux limites
V(t,z) eRT x0Q, YweR¥/n(z)-v>0: f(t,z,v)=f(t,z,v—2(n(x)- v)n(x)).

Dans le modele de réflexion diffuse, le noyau K est défini avec

1 m \2 —mu?
K (u—wv,x,t) = o (k’BT> (n(x) - v)exp (2]{:3T> Lin@)-v>0} (28)

ou m est la masse d’une molécule et kp la constante de Boltzmann (voir 'annexe B pour
une preuve de cette expression). D’un point de vue physique, cela revient a supposer
que les molécules incidentes sont absorbées par le mur et réémises avec une vitesse dont
la distribution est une demi-maxwellienne a la température T de la surface de la paroi.
Celle-ci ne dépend donc pas de la vitesse incidente de la molécule. Ainsi, d’apres (26), on
obtient

V(t,x) € RT x0Q, Vo€ R/n(x)-v>0: f(i )—1<m)2 2y exp [ 272
, T , Yov n(x) v : )T, 0) = o T w(t, ) exp SknT |’
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ou

wu(t,x) = /( st |n(x) - ul f(t, z,u)du.

On considére également parfois la condition dite de Maxwell, qui consiste a supposer
qu’une fraction o des molécules est réflechie spéculairement, tandis que le reste subit une
réflexion diffuse. On a alors

VteRY, Vxed, YweR3/n(z) v>0:

1— 2 —mp?
F(t0) = af (0 =2 (nla) o) ) + 2 (L) u(tw)exp(%”;;).
B. Conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de ’énergie
cinétique
Les fonctions v +— 1, v + v et v + |v|? étant des invariants collisionnels de Q(f, f),
on peut en déduire, dans le cas ou Fepy = 0, les relations (formelles) de conservation
suivantes :

0
anf -+ d’il}x (’I’Lfllf) = 0, (29)
0
g (npuy) + divy (/ flt,z,v)v® vdv) =0, (30)
R3
gt (nfEf) + divy (/ f(t,x,v)]v[%dv) =0, (31)
R3
N 2 3k'B . . oz
ou Ey:= |us|” + WTf' En particulier, la masse totale, la quantité de mouvement et

I’énergie sont conservées au cours du temps lorsque lim f=0:
|z| =00

P ng(t,x)
/ ng(t,x)ur(t,xz) |dx=0.
ot s

C. Theoréme H de Boltzmann

Posons ici

S(t,z) = - flt,z,v)In (f(t,z,v))dv,

n(t,z) = /]R3 vf(t,z,v)In (f(t, z,v)) dv,
et
H(t) = /R3 - ft,x,v)In (f(t,z,v)) dvdx.

On déduit alors du Théoréme 0.1 que

O (t,2) + div, (n(t,2)) <0

et donc en particulier que 'entropie H est une fonction décroissante. Cette propriété est
connue sous le nom de Théoréme H de Boltzmann.
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2.4. Extension a des milieux plus complexes
A. Gaz constitués de molécules polyatomiques

Le modele précédent peut étre affiné dans le cas de gaz composés de molécules di-
atomiques ou polyatomiques. En effet, il convient dans ce cas d’introduire une énergie de
rotation et éventuellement une énergie de vibration pour chaque molécule. On ajoute alors
a la fonction de densité une variable supplémentaire correspondant a 1’énergie interne.
Lors d’une collision, 1’énergie totale (somme de Iénergie interne et de I’énergie cinétique)
est conservée, et on distingue les collisions élastiques (ot chacune des énergies, interne et
cinétique, est conservée) des collisions inélastiques (dans lesquelles s’effectue un échange
entre ces deux types d’énergie). Le modele de Larsen Borgnakke [Bi4] est couramment
utilisé dans cette situation.

B. Mélanges gazeux

On peut également étendre le modele précédent a un mélange de gaz en introduisant
une fonction de densité f; par espece, les interactions entre les différents types de molécules
étant prises en compte dans des opérateurs R; ;(f;, fj). Si les molécules constituant le
mélange posseédent des masses différentes, les relations de conservation de la quantité de
mouvement et de 1’énergie (10) sont dans ce cas modifiées en conséquence. Nous renvoyons
a [Gio] pour plus de détails.

C. Milieux granulaires

Le terme de milieux granulaires (ou encore gaz granulaires) désigne un systéme de
particules dont I'interaction est accompagnée d’une dissipation d’énergie due par exemple
a des frottements entre particules. C’est le cas entre autres du sable et de la neige. L’utili-
sation de modeles cinétiques pour décrire de tels matériaux est relativement récente. Dans
ces modeles de gaz granulaire, les particules sont considérées comme des spheres dures
de méme rayon r qui collisionnent de facon inélastique. Cette dissipation d’énergie en-
traine des effets tres différents de ceux habituellement observés dans les mélanges gazeux
classiques. On observe notamment des états d’équilibre qui ne sont pas des distributions
maxwelliennes, et pouvant méme, dans certains cas, étre des masses de Dirac localisées a
la vitesse moyenne des particules [To|. De ces états d’équilibre non maxwelliens découlent
des comportements remarquables. Ces effets surprenants en dynamique des gaz granulaires
sont décrits dans article de Barrat, Trizac et Ernst [BT]. Nous renvoyons également le
lecteur & larticle de Pulvirenti [Pu2], ainsi qu’a ceux de Cercignani [Ce3] et de Villani
[V2] pour une présentation des aspects mathématiques des gaz granulaires.

De maniere générale, la distribution f de particules du gaz granulaire est solution de
I’équation
of

aJrv.vanJrclivv(Ff) = Qalf, f),

dans laquelle Qg (f, f) et F sont respectivement 'opérateur de collision inélastique entre
les particules et une force (de friction par exemple) agissant sur les particules. L’aspect
granulaire est pris en compte via l'introduction d’un parametre de restitution e compris
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entre 0 et 1, défini par

(W) — (W) - = —e(v—0.) -,

ol (v, vy) et ((v')w, (v)),) sont les vitesses des particules respectivement avant et apres la

collision, et ol w est la direction d’impact (w = (¢, —c¢)/|cs —c| o ¢ et ¢, sont les centres
des particules). Ce coefficient e peut dépendre du module de la vitesse relative |v — vy]
ainsi que de la température cinétique du gaz. Les vitesses post-collisionnelles peuvent alors
étre exprimées dans cette paramétrisation par

()o = v+ 2 (s =) - w)w,
1+e (32)
(¢ =00 = 3 (0 = ) ).

2

v 2 'U/wZ 1)2 U*z — 2
L ML 1l (1) (gt

Remarquons que la valeur e = 1 correspond au cas d’une collision élastique et que la valeur
e = 0 correspond au cas de collisions dites collantes (les particules restent collées apres la
collision). On peut également utiliser une paramétrisation de type o. Les expressions des
vitesses post-collisionnelles sont dans ce cas définies avec

" 1— 1
(o)o = LY +( 46)<v—v*>+( f)w—v*w,

2
" 1-— 1
(v;)gzvzv —( 46>(1}—U*)—( Ze)\v—v*w.

L’opérateur de collision de Boltzmann granulaire s’exprime en fonction des vitesses pré-
collisionnelles données par :

U+ Uy 1—e 1+e
(Iv)o': 2 +( 46 )(U_U*)+( 46 )|U_U*’U7

U+ Uy 1—e¢ 1+e
(va)o = —( - )(v—v*)—( : )|u—v*|a.

Contrairement au cas de collisions élastiques, les expressions de ("v), et ('vs), ne coincident

par avec celles de (v'), et (v))s : la transformation (v,v.) — ((v')s, (v))s) n’est pas

involutive. L’opérateur de collision Q¢ s’exprime alors sous la forme :

(33)

(34)

Qatr.N =12 [ [ (ZH05(C0) = £ 1)) [0 = | dordv..

ou r est le rayon de particules. Le noyau de collision |v — v,| est caractéristique du modele
de spheres dures. Les collisions sont supposées ici étre localisées en temps et en espace :
ainsi 'opérateur Q¢ ne dépend des variables x et t qu’a travers la fonction de densité f.
De plus, la forme de I'opérateur reflete ’hypotheése de chaos moléculaire (les vitesses pré-
et post-collisionnelles ne sont pas corrélées). Ces hypotheses de chaos moléculaire et de
collisions localisées en espace sont cependant moins légitimes dans le cas des gaz granulaires
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que dans le cas de mélanges gazeux, en raison de la taille macroscopique des particules.
On peut alors tenir compte de délocalisations en espace des collisions en introduisant une
fonction de corrélation G(x,y) entre les points x et y, définie par la relation

F@ (2,05 y,w) = Gz, y) f(t, 2, 0) f(t,y,0), (35)

ot f2) est la fonction de distribution jointe de deux particules. On obtient ainsi 'opérateur
de collision d’Enskog, d’expression :

astr.n="[ |, (;G@c,x —r0) (e ) (= ) v.)

—G(z,z+rw)f(x,v)f(z+ rw,v*)> |v — vi| doduvy,

dans lequel w est la direction d’impact et r le rayon des particules. Cet opérateur est
cependant beaucoup plus difficile & étudier d’'un point de vue théorique que 'opérateur de
Boltzmann granulaire Q¢ .

3. Les modéles d’aérosols

Présentons maintenant les modeles développés pour 1’étude des aérosols (ou sprays).
Un aérosol est un ensemble de particules solides ou de type gouttelettes en suspension dans
un gaz. On peut distinguer différentes approches suivant le type d’équations aux dérivées
partielles utilisées pour décrire le gaz et les particules.

Modéles fluides

Une premiére approche consiste a décrire le mélange gaz-particules comme un fluide
diphasique et a utiliser des équations hydrodynamiques (Euler, Navier-Stokes ou Stokes)
pour décrire chacune des deux phases. On peut citer par exemple le modele de Gidas-
pow [Gid], ou le modele de Baer-Nunziato [BN], utilisé pour les situations de détonation-
déflagration de gaz chargés en poussieres. Cette approche a été utilisée au laboratoire
LTMF du CEA par J.R Garcia-Cascales, J. Mulas-Pérez et H. Paillere [GM], notamment
pour éventuellement modéliser la mobilisation de poussieres dans le réacteur ITER. En
supposant que les poussieres sont des particules solides sphériques et incompressibles et
que la pression est négligeable dans la phase constituée de particules, alors les équations
du modele de Baer-Nunziato se simplifient pour conduire au systéme fluide suivant :

0 .
— (agpg) + dive (agpguy) = 0,

Ot
0 (agpou .
(ga'igg) +div, (agpgug @ ug + agpl) = pVeag + agpeg — Fyq,
0 . da
g (agpgEq) + divy (agpgugHg) = —pa—tg + agpgugy - g — Fyq - uy,

0 .
9t (appp) + divy (apppuy) =0,
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0 .
9t (apppuyp) +dive (apppuy, @ 1p) = apppg + Fya,

0 .
ot (pppEyp) + divy (apppupEp) = apppuyp - g + Fig - u,.

ou pgy(t,z) et py(t,x) sont les densités de chaque phase, ag4(t,z) et ap(t,x) sont leurs
fractions volumiques (ay + o = 1), uy(t,z) et up(t, =) sont leurs vitesses, Ey(t,z) est
Dénergie totale du gaz (E; = e4 + 3 \ug|2, oll e4(t, x) est I'énergie interne spécifique du
gaz), E,(t,x) est I'énergie totale de la phase de particules (E, = ¢, 1) + & lu,|?, ot ¢
est la chaleur spécifique des poussieres et T}, leur température), p est la pression du gaz,
Hgy(t,z) est Penthalpie totale du gaz (Hy = hy + & lu,|?, ott Ry, est enthalpie spécifique
du gaz), g est le vecteur gravité, et Fgq est la force de trainée du gaz sur les particules.
Plusieurs expressions empiriques ont été proposées pour décrire cette force de trainée,
comme par exemple la formule de Otterman et Levinet [OL] :

Qgpg Td
Fq,.=-"22"2Cp (u,—u,)|u, —u,l,
gd m, 8 D (ug p) [ug pl
ot le coefficient de trainée Cp est ici pris égal & Cp = 0,48 + 28R %% (R, étant le
nombre de Reynolds défini avec les grandeurs caractéristiques ad hoc). Dans I’étude [GM],
la fraction volumique en particules est considérée comme négligeable devant celle du gaz
(ce qui conduit a prendre oy (t,z) = 1), et le gaz est modélisé par un gaz parfait, c’est-a-dire
p — L
I (79 — Deg’
oll 74 est une constante qui définit le rapport entre les chaleurs spécifiques du gaz (v, > 1).
Les simulations numériques dans [GM] sont réalisées a partir du code CASTEM, qui est
un code basé sur une méthode de type volume fini.

Modeéles fluides-cinétiques

Une seconde approche consiste a coupler une équation cinétique et une équation hy-
drodynamique. Cette approche est dite fluide-cinétique, ou gaz-particules, ou encore Eu-
lérienne/Lagrangienne. Dans ce contexte, I’évolution des particules est décrite par une
équation cinétique, et celle du gaz par des équations hydrodynamiques. Parmi ce type de
modele, on peut citer :

> les sprays dits fins polydispersés dans lesquels la fraction volumique de particules est
négligeable devant celle du gaz. La masse de chaque particule n’est cependant pas
négligeable. D’autre part, 'interaction entre le fluide et les particules est modélisée
par la force de trainée de Stokes sur les particules

Dy
my(r)
ou D, est un coefficient empirique dépendant du fluide et des particules, appelé
coefficient de trainée, uy(t, x) la vitesse du gaz et my,(r) la masse d’une particule de

rayon 7. De plus, les interactions entre particules sont négligées. Les équations de ce
modele s’écrivent alors :

F(U’ T) = (ug - U) )

8;;7 + div, (pguy) =0, (36)
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a(;(;g:g) + divy (pguty ® ug) + Vap = _/ myp(r)f(t, @, v, 1)F (v, r)dvdr, — (37)
%+U~fo+vv'(Ff):0a (38)

ou f est la densité en particules, p,(t,z) la densité du gaz et p sa pression. Nous
renvoyons le lecteur a [H, Dul, Du2| pour plus de détails concernant ce modele.

> les sprays modérément épais, dans lesquels les interactions entre particules ne sont
plus négligées. Dans ce cas, les collisions entre particules sont prises en compte dans
I'équation (38) par I'intermédiaire d’un opérateur de collision. Ce modéle est notam-
ment utilisé pour ’étude des moteurs Diesel dans le code KIVA II [OA]. L’étude de
solutions réguliéres pour les sprays modérément épais a été faite dans [Ma].

Modeéles de sprays raréfiés

Dans ces modeles, le gaz est décrit par un modele cinétique. On peut citer dans ce
contexte des modeles proches de ceux utilisés pour les gaz granulaires, comme celui intro-
duit par E. Ferrari, et L. Pareschi [FP] pour 'étude de la diffusion d’impuretés dans un
gaz. Dans celui-ci, le gaz est supposé étre a 1’équilibre thermodynamique, et la densité en
molécules est alors une maxwellienne f, = M, u, 1, Par ailleurs, la densité f en impuretés
est solution d’'une équation de Boltzmann linéaire donnée par

2
SV =15 [ o= w)nl [F 00 ) ~ F)(w)] dudn

oud = @ est la distance entre le centre d’une molécule et d'une impureté collisionnant,
¢ le nombre de Knudsen associé a ces collisions, et e le coefficient de restitution. La densité
en impuretés a ici été supposée suffisamment faible pour pouvoir négliger les collisions entre
ces impuretés.

Une autre approche pour décrire le transport de particules dans un gaz raréfié est
utilisée par Frezzotti, Ostmo et Ytrhus dans [Fr]. Dans ce modéle, ’évolution du gaz y est
décrite par une équation de Boltzmann tandis que celle des particules par une description
eulérienne d’une équation de Vlasov.

4. Objectifs de ce travail et démarche

Les travaux de Takase [Ta], qui s’appuient sur une modélisation du transport de pous-
sieres par une approche Eulérienne/Lagrangienne ont mis en évidence numériquement le
déplacement des particules de poussiere déposées dans ’enceinte lors d’un accident de
perte de vide. Il apparait par ailleurs dans cette étude que les premiéres millisecondes
suivant I'accident jouent un role décisif dans I’étude des phénomeénes mis en jeu. Or, le gaz
a lintérieur de I’enceinte du réacteur se trouvant initialement a I’état raréfié, I'utilisation
des équations hydrodynamiques se révele mal adaptée pour décrire I’écoulement du gaz au
moment de la perte de vide (et durant un certain laps de temps consécutif a cet accident).
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On peut en effet calculer divers nombres de Knudsen associés a cette situation, comme
par exemple

>

g

K, =—=
n 5p7

%/3 la distance moyenne entre deux

(n9)

particules de poussiere, considérée comme une dimension caractéristique de I’écoulement
du gaz (les particules constituant des “obstacles” de taille macroscopique pour les molé-
cules), et n§ 'ordre de grandeur de la densité en particules de poussiére. Dans le cas d’une
densité en nombre de particules n$ = 10*® m~—3 et d'une densité en nombre de molécules
ng = 102! m™3 on a K! ~ 10%. On ne peut donc pas considérer le gaz comme un milieu
continu dans ce contexte. Par ailleurs, dans le cas d’un accident de perte de vide, le gaz
n’est pas a I’équilibre thermodynamique, et le modele étudié par E. Ferrari et L. Pares-
chi dans [FP| semble donc lui aussi inadapté. De plus, ce modéle ne permet pas de tenir
compte de l'influence des poussieres sur ’évolution de la distribution en molécules.

ol )4 est le libre parcours moyen du gaz, ¢, =

D’un point de vue numérique, le déplacement de particules macroscopiques en atmo-
phere raréfiée a été simulé par des méthodes DSMC (Direct Simulation Monte-Carlo),
comme dans [Cr| dans le cas des poussieres de cometes, ou dans [BZ| dans le cas de
gouttelettes dans un environnement & haute température. Cependant, dans ces modeles,
I'influence du gaz sur le déplacement des poussieres est prise en compte par une force de
trainée, et la rétroaction des particules de poussiere sur le gaz n’est pas prise en compte.
Dans [Cr], cette force de trainée a pour expression

1 2
Fa(v) = 57“%21 lug —v|" pyCp (ug —v),

ou u, est la vitesse macroscopique du gaz, a4 le rayon des particules de poussiere, et
Cp = Cp(S,T4/Ty) le coefficient de trainée, déterminé en fonction des températures du
gaz et des poussieres Ty, et Ty et de S = |uy —v| /\/2kpTy/my, & partir de ’hypothese
que la distribution en gaz est une maxwellienne. Cette hypotheése n’est pas vérifiée dans
notre situation. Dans [BZ], une correction (empirique) de la force de trainée de Stokes
due & Cunningham [Cu] est utilisée, permettant d’étendre la validité de celle-ci lorsque
le nombre de Knudsen augmente. Cependant, la validité de cette correction est discutée
[Ts, LL, Ph].

Nous développons donc dans ce travail un modeéle purement cinétique pour la mobilisa-
tion et le transport de particules de poussiére en atmosphere raréfiée, que nous appliquons
a la simulation numérique du début d’un accident de perte de vide.

Dans une premiere partie, nous proposons des modeles basés sur un couplage de deux
équations de type Boltzmann, dont les opérateurs de collision sont établis au Chapitre 1.
Nous établissons les équations sous I’hypothése que les collisions entre molécules et par-
ticules de poussiere sont élastiques, puis en modélisant ces collisions par un mécanisme
de réflexion diffuse sur la surface des particules. Nous prouvons au Chapitre 2 que dans
le cas de collisions élastiques, le systéme homogene en espace possede des solutions qui
vérifient des propriétés de conservation de 1’énergie et de décroissance de I’entropie. Nous
nous intéressons ensuite a la mise en ceuvre numérique du couplage au Chapitre 3 par
une méthode de type Monte-Carlo. Nous faisons en particulier apparaitre les difficultés
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soulevées par la simulation de I'opérateur de collision entre les particules de poussiere et
les molécules (du point de vue des particules), qui sont liées a la grande différence de taille
entre ces deux especes.

Pour cette raison, nous introduisons dans la deuxieme partie de ce travail un modele
asymptotique dans la limite ou le rapport de masse entre les molécules et les particules
de poussiere tend vers zéro. Dans le Chapitre 4, nous procédons, aprés avoir introduit
les différents ordres de grandeur intervenant dans le systéme, & un adimensionnement
des différentes variables et grandeurs du systéme. Un couplage constitué d’une équation
de Vlasov et d’une équation de type Boltzmann est obtenu a partir d’un développement
asymptotique formel de 'opérateur de collision entre particules de poussiére et molécules.
Nous montrons au Chapitre 5 que, sous certaines hypotheses, les solutions du systéme
de type Boltzmann/Boltzmann homogeéne obtenues au Chapitre 2 convergent (dans un
certain espace) vers un couple de densité solution du systéme asymptotique homogene.
D’un point de vue mathématique, cela nécessite 1’établissement d’une nouvelle variante
de 'inégalité de Povzner [W1], adaptée & des collisions entre particules de masses tres
différentes. Dans le Chapitre 6, nous comparons numériquement les modeles de type
Boltzmann/Boltzmann et Vlasov/Boltzmann précédemment obtenus. Ces modéles sont fi-
nalement simulés en 3D dans une situation d’accident de perte de vide. Le systéme asymp-
totique Vlasov/Boltzmann nous permet notamment de proposer une étude du décollement
de particules de poussiere adhérentes aux parois.

Partie I. Etude d’un couplage de type Boltzmann /Boltzmann
Chapitre 1.

Nous proposons dans ce Chapitre un premier modele décrivant 1’évolution spatio-
temporelle du systéeme gaz-poussieres sous la forme d’un couplage de deux équations de
type Boltzmann, dans lequel 'interaction entre les particules de poussiére et le gaz est
décrite a travers deux opérateurs de collision. On introduit pour cela la densité en nombre
de particules de poussiére fi : (t,2,v,7) € RT x R3 X R X [rmin, Tmaz) — f1(t, z,v,7) >0,
ou r est le rayon des particules, supposées sphériques, et celle en molécules de gaz fo :
(t,z,v) € RT x R3 x R3 = fo(t,x,v) > 0. Les équations décrivant le systéme s’écrivent
alors :

f1

E +v- fo1 = Rl(flafZ)a
2 (39)
87t2 +v - Vafo = Ra(f1, fo) + Q(f2, f2).

L’opérateur Q(f2, f2) modélise les collisions entre molécules de gaz, et est donné sous la
forme classique

Q(anf2)(t7x7v>
= / / [fg(t,x,v/)fg(t,x,v;) - f2(t’$’v)f2(tvxav*)] b(
R3 Js2

|0<v—v>|> v — wa]Y dodos,

(40)

v — vy
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ou
,:v—l—v* |v—v*|a
2 2 ’
o :v+v* B ]va*|0
* 2 2

Les collisions entre particules de poussiere et molécules de gaz sont modélisées a travers les
opérateurs Ri(f1, f2) et Ra(f1, f2). Notons I’absence dans notre modeéle d’un opérateur de
collision entre particules de poussiere : nous supposons en effet que la densité en nombre
de particules de poussiere est faible comparée a la densité en nombre de molécules, ce qui
entraine que le temps moyen entre deux collisions de particules de poussieres est beaucoup
plus grand que les autres échelles de temps du probléme. L’objectif de la modélisation
proposée dans ce Chapitre est d’établir les expressions des opérateurs de collision entre
molécules et particules de poussieére Ry (f1, f2) et Ra(f1, f2). Nous nous intéressons a deux
types de modéles :

Dans un premier modele, nous considérons que les collisions entre molécules et par-
ticules sont élastiques. Les opérateurs Ry (f1, f2) et Ra(f1, f2), que 'on notera sous cette
hypothese R§(f1, f2) et R5(f1, f2), sont alors similaires aux opérateurs de collision inter-
venant dans la théorie des mélanges gazeux. Nous supposons que la section de collision
est une section de spheres dures, ce qui est le plus acceptable d’un point de vue physique.
Ces opérateurs sont donnés par

Ri(f1, fo)(t, @, v1,7) :/R3 /82 [fi(t, @, v),7) fa(t, 2, 0h) — fi(t, 2, v1,7) folt, 2, v)]

X %(Q + 72 |w - (vg — v1)| dwdvs, (41)
et
Byt = [ ) e ) = A o) ot )]
X %(g + )2 |w - (vg — v1)| drdwduy, (42)
ou
o=+ 12+2‘()) o (02— 1)) "
vy = vy — TE(T)[W’(W — 1) w,

e(r) étant le rapport de masse entre une molécule et une poussiere de rayon r, et o le
rayon des molécules.

Nous proposons ensuite un second modele qui se veut plus adapté a la grande différence
de taille entre une molécule et une particule de poussiere. Pour cela, nous supposons que
lors d’une collision entre une molécule et une particule de poussiere, la vitesse relative
post-collisionnelle de celles-ci est obtenue par un mécanisme de réflexion diffuse. De plus,
nous supposons que la section de collision pré-collisionnelle est une section de sphéres
dures. A partir de ces hypothéses, nous établissons les expressions de ces opérateurs, notés
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R{(f1, f2) et R4(f1, f2), en calculant les termes de gain et de perte lors d'une collision. On
obtient celles-ci sous la forme :

Ril(fl,fg)(t,m,vl,r) :/R3 . fi(t,x, v, 7) fa(t, z,v5) (r + Q)ZBp(Uf,vg,m)dvgdv;

- /3 filt, z,v1,7) f2(t, z, v2)m (r + 0)% [ug — v1|dvg, (44)
R

avec

By (o2, 05, 1) = /34(”(5;5))4 [ﬁ(”(jig)f(w—m)ﬂ

< [ 0 = o5 (08 = 00l s Lo tom-mpsordn, (45)
dans le cas de l'opérateur de collision entre particules de poussiére et molécules de gaz, et

R3(f1, f2)(t, 2, v2)
/ / / (2,03, 1) fa(t, 2, 05) (r + 0)% B (v5, 05, v2)drdvS dvs
R3 JR3 Jr

min

—/ / Lt 2,01, 7) fot, @, v9)m (1 + 0)% |vg — v1|drduy, (46)
R3

Tmin

avec
Bn(05,03,02) == (14 () exp [~ (1 4 <(r))? (v — )]
X /S2 (n . (’US — 1)(13)) (n (’UB — UQ)) ]l{n-(vgfq}g)zo}]l{n-(vavz)ZO}dnv (47)

dans le cas de 'opérateur de collision entre molécules et particules, ou

1 o e(r)

— 5 4
A T L R (48)
et
mo
= [— 49
ﬁ 2kB,Tsurf ( )

La température de surface Ty,,y des particules de poussiere est supposée identique pour
toutes les particules de poussiere et constante au cours du temps. Il est ensuite possible
d’obtenir des formes faibles de ces opérateurs, présentant des similarités avec ’expression
d’un opérateur de Boltzmann Qp du modele des gaz granulaires. Celles-ci sont données
par

/RS RA(f1, fo)(t, z,v,7) dv—/]RS /R3 /R3 /S2 (v1)] f1(t, 2, v1,7) falt, z, v2)

(T‘ + Q h ) [ (1}1 - 7)2)] ]l{n (v1— v2)>0}dndwdvgdvl,
(50)
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dans laquelle v] correspond & la vitesse post-collisionnelle d’une particule donnée par
1
o=
1+e(r)
h, une densité de probabilité, définie par
2

[v1 + e(r)ve —e(r)w], (51)

hn(w> = ;/84 (TL ’ w) exp (_62’11]‘2> ]l{n-wZO}v (52)
et
/ Rg(fl,fg)(t,fl‘ U dU—/ / / / / SO(UQ)] fl(t,!E,Ul,T)fQ(t,l',UQ)
R3 R3 JR3 JR3 S2 Tmin
X (r 4+ 0)%hn(w) [n - (v1 — v2)] 1. (v, —v) >0y drdndwdvy dva,
(53)
ou v4 correspond & la vitesse post-collisionnelle d’une molécule donnée par
1
Ug = Tg(’r) [Ul + 5(7")’()2 + w] . (54)

On peut finalement déduire de ces formes faibles une autre expression des opérateurs

R{(f1, f2) et R§(f1, fo) :
R{(f1, f2)(t 00, /Rd /}Rd /SQ (01 = v2)] [ - W] Ly 0 —02)>03 Lm0}
< 4 0 [fit )l o) exp (~ (01 - )

— fi(t,z,v1,7) fat, x,v2) exp (—52(1)3/ — vg)2)] dndwdve,  (55)

et

RY(f1, f2)(t, 2, v2) /RS /R3 /S2 /rmm v —v1)] [1 - W] L g0y —01)>0} L {naw>0}
<+ 02 [ fut 0, 1) ot ) e (B2 (0]~ o)

— fi(t,z, 0], 7) fo(t, z,vY) exp (—52(1}1 — v2)2>} drdndwdvy,  (56)

dans lesquelles (v, vY) est donné par (51) et (54). Comme dans le cas de 'opérateur Qp,
les collisions sont inélastiques. Mais contrairement a celui-ci, les collisions ne sont pas
planes. Par ailleurs, nous introduisons également une variante de ces opérateurs, inspirée
des opérateurs & section maxwellienne, que I'on notera RI™(f1, f2) et RI™(f1, f2). Ces
opérateurs, dont la vocation est de valider les calculs numériques effectués au Chapitre 3,
sont donnés sous forme faible par

[ R )6 v
R3
:/ / / Cin(r) [p(v]) — @(v1)] f1(t, 2, v1,7) fa(t, T, v2) hyy (W) dndwdvaduy
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et

[ B8 G o)t o)p(o)do

— /R3 /R3 /]1@3 /S2 /T:L:I Cn (1) [p(vy) — @(v2)] f1(t,v1,2,7) fa(t, v2, T) hy (w)drdndwdvaduy,
ou Cy, est une fonction positive de la variable r et (v{,v4) est donné par (51) et (54).

Chapitre 2.

Nous nous intéressons dans ce Chapitre a I’étude de 'existence de solutions au systeme
homogene en espace composé des équations

Oh _ R{(f1, f2),
;} (57)
87752 = R5(f1, f2) + Q(f2, f2),

d’inconnues f; := fi(t,v,7) > 0 (la densité en grains de poussiéres) et fo := fa(t,v) > 0
(la densité en molécules), avec t € R*, 2 € Q un ouvert borné et régulier de R3, v € R3, et
T € [Fmins Tmaz) avec 0 < Tmin < Tmaz- Les opérateurs de collision @, RS, et RS sont ceux
introduits au Chapitre 1 : @ est I'opérateur de collision entre molécules de gaz, donné par

Qo o)(t0) = [ [ 10 0)a0) = falt0) olt00)]

X b ((v—v*)o> v — v*\‘s doduvy,

|0 — v

ot le noyau b vérifie b € L2(] — 1,1]), 6§ €]0,1] et

, vt v v — v
v =
2 2 ’
, vt v U — v (58)
Ve = - g,
2 2

et R{ et RS les opérateurs correspondant au modele de collisions élastiques entre molécules
et particules de poussiere, donnés par

Rilfftonr) = [ [ T o) = filtonn) (6 02)]
X %(r +0)? |w - (v — v1)| dwdvg,
et

Rt = [ [ [ A A0 — At )

1
X 5(r +0)% |w - (vg — v1)| drdwduy,
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v = v1+12f%[w-(v2—v1)]w,
vh = vglfg(r)[w-(wvl)]w.

Nous avons ici supposé que la section de collision entre les molécules et les poussiéres était
une section de spheres dures, alors que la section de collision entre les molécules est issue
d’un potentiel d’interaction dur.

L’étude de I’existence et de 'unicité de solutions a 1’équation de Boltzmann homogene
en espace a été amorcée par Carleman dans [Cal. Une théorie plus moderne, basée sur
I’étude des moments de f a ensuite été introduite par Arkeryd [Ar]. Une référence générale
pour cette théorie est [Cel], ou plus récemment [CeP]. Dans celle-ci, la conservation de
I’énergie cinétique repose sur une inégalité introduite par Povzner [Po], qui permet de
controler les moments de la solution : si celle-ci possede a l'instant initial un moment
d’ordre s > 2 bornée, alors le moment d’ordre s de la solution est borné a chaque instant.
Cette inégalité a ensuite été raffinée par Elmroth [El] dans le cas du modele VHS, puis par
Desvillettes [De2] dans le cas plus général d’un potentiel dur ou de sphéres dures. Cette
inégalité de Povzner améliorée permet de montrer que si la donnée initiale possede un
moment d’ordre s > 2 initialement borné, alors tous les moments de la solution le sont a
tout instant. Ce résultat a ensuite été généralisé par Wennberg [W2] sous ’hypothése d’'un
moment d’ordre 2 borné. D’autres méthodes pour montrer la conservation de ’énergie
cinétique a partir d’'une donnée initiale possedant un moment d’ordre 2 borné (et sous
I’hypothese de troncature angulaire de Grad sur le noyau de l'opérateur de Boltzmann)
ont par ailleurs été fournis dans [MiW] ou [Lu]. Sous ces méme hypotheses, [MiW] prouve
également 'unicité de la solution.

Nous prouvons ici l'existence de solutions au couplage (57) dans le méme esprit que
dans [Ar]. Plus précisemment, nous montrons la Proposition suivante :

Proposition 0.1 Soit fi i, = f1.in(v,7) > 0 une condition initiale telle que

/ / Jiin(v,7) (1 + |v\2 + |In flm(v,r)]) drdv < +00,
RS Tmin

et fa,in = fo.in(v) > 0 une condition initiale telle que

/ f2,in(v) (1 + [v]* + |[In fQ,m(v)I) dv < +o0.
R3

Alors pour toutes constantes 0 €]0,1], 0 < rmin < Tmaz (apparaissant dans la définition
de RS, RS, Q) et tout noyau b € L2 (] — 1,1]), il existe une solution faible (f1 : (t,r,v) €
RY x R3 X [Prins Tmaz] — f1(t,v,7) >0, fo: (t,v) € RT x R3 = fo(t,v) > 0) a (57) telle
que

Tmafl:
sup/ / fi(t,v,7) (1 + o2 + | lnfl(t,v,r)]) drdv < 400,
t>0 JRR3

Tmin

et

op [ falt,0) (1410 + [ ot 0)) do < oo
>0 JR3
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De plus, cette solution satisfait, pour toutt € R, les relations de conservation de la masse
suivantes : pour presque tout T € [Fmin, Tmaz)s

filt,v,r)dv = / frin(v, 1) dv, (59)
R3 R3

Folt, v)dv = / Fain(v)dv, (60)
R3 R3

et l'inégalité d’entropie suivante :

/ /T’"“z fit, v, r) In(fi(t, v, 7)) drdu +/ fa(t; va) In (f2(t, v2)) dvs
R3 Jrmin “

' 61
< /RS Amm:w Jrin(v1,7) In (f1in(v1,7)) drdvy + /R3 foin(v2) In (fa,in(v2)) dvy. (61
Pour finir, s’il existe s > 1 tel que
/R3 /T’f““” (1 + |v‘2>s [f1in(v,7) + f2,in(v)] drdv < 400,
alors on peut trouver (f1, f2) tels que pour tout T' > 0
. / /rma”” + |U\ [fl (t,v,7) + fat,v)] drdv < +oo, (62)
t€[0,7] JR3 J i

et la relation de conservation de ’énergie suivante est vérifiée pour tout t > 0 :

Tmaz 3
T
/ / Wt v,7) o) ( ) drdv—i—em/ fo(t,v) |v|* dv
R3 Jr T'min R3
e 7 (63)
= frin(v,r ]v[ drdv + g, f2,in(v) ]v|2dv,
R3 Jr Tmin R3

min

0l €, = €(Tmin). Par solution faible de (57) nous entendons ici que

(f1, f2) € Lip (R*, L' (R X [ryin, Pma] ) ) x Lip (RT, L (R?)) (64)
et que (f1, f2) vérifie, pour tout t > 0, et pour presque tout v € R3, r € [Pmin, "maz|,
t
Altr) = fun(v) + [ R )0 ds (65)
t
fa(t,v) = fain(v) +/0 (Q(f2, f2)(s,v) + R5(f1, f2)(s,0)) ds. (66)

La preuve de cette Proposition est divisée en plusieurs étapes. Dans un premier temps,
nous introduisons des opérateurs de collision a sections tronquées Q", R} et Ry, et nous
montrons que le systéme

off _ RYUT, 3 v,7)

ot 1+ gl f3)lle(®)

afy _Q"(f3, f3)(t,v) + Ry (ST, f3)(L,v)
ot L+ gl G f3)]1e(t) ’
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Iz ey = [ [ i bl [,
muni des conditions initiales
A0, = Frin(o gy oz + - exp(—IoP), (67)
70, = om0 g, ey + - exp(~IoP), (68)
posséde une unique solution
(1 f5) € C* (R, LYR® X [in, Tinaa], (1 + [v]?)dvdr) x LY(RE, (14 o]*)dv)

Nous montrons que cette solution est (strictement) positive en introduisant un autre sys-
teme, du type

og n
at +,U191 :F1(91792)7
(69)
992 _n
ot + p2g2 = I'3 (91, g2),

de méme conditions initiales (67)—(68), et ou I'! et I'y sont choisis de telle sorte que
(f1', f3) soit solution de (69) munis de ces conditions initiales, et qu’ils vérifient

Osgr<gi _ ) TM(91,92) < T (g1, 92)
0<g2<¢2 I'%(g1,92) <T'%(q1,92)

On peut alors exprimer (f{', f3) comme la limite d’une suite croissante de fonctions pos-
tives. De plus, (fT, f3') vérifie des relations de conservation de la masse et de I’énergie, et
de décroissance de I’entropie.

Dans un second temps, nous montrons, grace au théoreme de Dunford-Pettis, que ’on
peut extraire de la suite (f{, f3)nen ainsi formée une sous-suite convergeant faiblement
dans Pespace L' (]0, t{xR®X]rmin, Tmaz |, (1 + |v]7)dtdvdr) x L (]0,¢[xR3, (1 + |v|?)dtdv),
pour tout t € R™ et pour tout v < 2, vers un couple de densités (fi, fo). On montre
ensuite que (f1, fo) vérifie (64), (65) et (66).

La troisieme étape consiste & prouver la relation d’entropie (61). Pour cela, nous
montrons que pour tout 7' > 0, on peut extraire de la suite (f{’, f5')neny une sous-
suite telle que pour tout ¢ € [0,T], (f7'(¢,-,-), f3(t,"))nen= converge faiblement dans
LY (R3X]7mins Tmazls (1 + [v]7)dvdr) x L1 (R3, (1 + |v]7)dv). Nous prouvons ensuite I'inéga-
lité (61) en majorant, pour ¢t € [0,T] et n >0 ,

/R3/ - fl(t’v’T)ln(fl(t’U’r))ﬂ{fl(t,w)e[m%]}dvdr

+/RB fa(t,v)In (fz(t,v))]l{fz(t,v)e[n,ﬂ}dv’

et en passant a la limite lorsque n — 0.

Finalement, on montre grace a une inégalité de Povzner que sous ’hypothese (62), la
relation (63) est vérifiée.

La question de 'unicité des solutions n’est pas abordée dans ce Chapitre et est reportée
a une étude ultérieure.
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Chapitre 3.

Nous présentons dans ce Chapitre la mise en ceuvre numérique du systeme de type
Boltzmann/Boltzmann

88.];1 + v - V fl Rl(fbf?)a (70)
65;2 +0-Vofo = Ro(fi, f2) + Qualfo, f2), (71)

dans lequel f1 := fi(t, z,v) représente la densité en particules de poussiere, fo := fo(t, x,v)
la densité en molécules du gaz. On se restreint ici au cas de particules de poussiére de méme
rayon, noté r,, et on note ¢ le rapport de masse entre une molécule et une particule de
poussiere. Nous nous placons de plus dans la situation physique ou ’ordre de grandeur de
la densité en nombre de particules de poussiere nj est treés inférieure a celle en molécules
nsy, et ou le rayon des particules r, est tres grand comparé a celui des molécules .

Les collisions entre molécules n’étant pas le point central de notre étude, nous mo-
délisons celles-ci par un mécanisme collisionnel de sphéres dures, ce qui correspond a un
opérateur Qsq(f2, f2) donné par

Qsd(f2, f2)(t,z,v)
= / / [fa(t, z, V) fa(t, z,v)) — fa(t,z,v) fa(t, 2, vy)] 0° |v — vi| doduvy, (72)
RS SQ

v+ vV—U v+ v—
N ! * * / * * o . ’7.
ou v = + | ‘O’, et v, = — | |0’. Nous choisissons pour modéliser

le mécanisme collisionnel entre les particules de poussiére et les molécules le modele dit
de réflexion diffuse que nous avons introduit au Chapitre 1. Les opérateurs de collision
Ri(f1, f2) et Ra(f1, f2) sont donnés dans ce cas sous forme faible par

/R3 Ri(f1, f2)(t, z,v)p(v)dv —/R5 /Rd /Rd /s2 o) — o(vy)] f1(t, z,v1) fa(t, T, v2)

X ¢(v1 — v2,n)hy(w)dndwdvyduy, (73)

pour ¢ = 1,2, ou I'expression de h,, est donnée par

() = 2" (- w)exp (<00 ) Lz,

et ot vf et vf sont les vitesses post-collisionnelles, d’expression :

1
"
= +evg —ew),
vy 1_’_6(1)1 vy — EwW)
" ]'
vy = (v1 +eve + w).

14¢

Dans le cas d’une section de collision de sphéres dures, la fonction ¢ est donnée par

<(v,n) = (rp+0)* - v)] Loy
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et les opérateurs Ry et Ry correspondent aux opérateurs Ril et Rg introduits au Chapitre 1.
Nous nous intéresserons aussi au cas ol les opérateurs R; et Rs sont a section pseudo-
maxwellienne, c’est-a-dire lorsque

§(’U, n) = Cm7

ou Cy, est une constante strictement positive (les opérateurs R; et R correspondent
alors aux opérateurs R{™ et RI™ introduits au Chapitre 1). Ce modele, qui n’a pas de
signification physique, conduit par contre a des calculs explicites, ce qui nous permettra
de valider notre méthode numérique.

Différentes méthodes numériques existent pour la simulation de 1’équation de Boltz-
mann. Le nombre d’inconnues tres élévé, le caractére non-linéaire de cette équation et les
multiples intégrales apparaissant dans 'opérateur de collision aménent a utiliser dans de
nombreux cas des méthodes probabilistes de type Monte Carlo. Celles-ci présentent ’avan-
tage de réduire notamment le cott de calcul par rapport aux méthodes déterministes et de
ne pas avoir a introduire de discrétisation dans I’espace des vitesses. Cependant, I'un des
inconvénients majeurs de ces méthodes réside dans les importantes fluctations des résultats
dues a leur caractere aléatoire. Des méthodes déterministes sont par ailleurs développées,
parmi lesquelles on peut citer les méthodes spectrales. Nous renvoyons a [PeR1] pour une
présentation générale des méthodes de résolution numérique de I’équation de Boltzmann.

Nous utilisons ici pour résoudre le couplage (70)—(71) une méthode DSMC (Direct
Simulation Monte-Carlo). Celle-ci est basée sur un splitting & chaque pas de temps entre
la partie transport, qui correspond a la résolution des équations

af

8t1 v Vafi =0, (74)
0
%-}-U Vzfo =0, (75)

et les parties de collision, qui correspondent a la résolution des équations spatialement
homogeénes

% = Ri(f1, f2), (76)
8@]22 = Ra(f1, f2), (77)

et 8f
2 = Qualfo, f2)- (78)

De plus, on approche, comme dans les méthodes particulaires, les densités initiales fi sy
et fo, par des sommes de masses de Dirac :

fz in l‘ U Z wi 0 Z; zn)(s(v - Uzk,in)‘

Cette approximation est faite grace a une méthode d’intégration numérique : méthode de
quadrature, ou, dans notre cas, méthode de Monte-Carlo. Heuristiquement, cela revient a
remplacer les distributions en molécules et particules de poussiére par un nombre fini Ny
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de molécules numériques (ou macro-molécules) et un nombre N; de particules numériques
(ou macro-particules) respectivement. Les coefficients w; sont appelés représentativités
(ou poids numériques) des molécules ou particules numériques. Nous les choisissons ici
identiques au sein de chaque espeéce, c¢’est-a-dire indépendants de k. Les densités fi et fo
sont alors approchées a chaque instant par une somme de masses de Dirac :

N;
fi(t,z,v) = Z wi 6(z — x(t)o(v — vk (1)).
k=1

Les équations (74) et (75) sont résolues en déplacant les positions 2% le long des lignes
caractéristiques, c’est-a-dire en résolvant pour ¢ = 1,2 et pour tout k
dx? p doF

a "V g =0

Les équations (76), (77) et (78) sont ensuite résolues localement dans chaque maille
d’espace, c’est-a-dire en représentant localement f; et fo par

Nic
filt,v) = Z w; o(v — vf(t))
k=1

Pour résoudre I’équation (78), nous utilisons une méthode de Bird [Bi4] (méthode de Bird
sans compteur de temps et avec collisions fictives). La résolution des équations (76) et
(77) n’est elle pas classique, car les opérateurs Ry et Ry correspondent & un mécanisme de
réflexion diffuse. De plus, en raison de la grande différence de densité entre la distribution
en molécules et celle en poussieres, les représentativités wi et wo ne peuvent pas étre prises
identiques. Nous utilisons donc une méthode de Nanbu [N] pour la simulation de la partie
négative de ces opérateurs (c’est-a-dire les termes de perte R et R, des opérateurs). La
simulation de la partie positive (c’est-a-dire des termes de gain R et R des opérateurs)
consiste & déterminer les nouvelles vitesses fu’f, 1 < k < N; (dans le cas de I’équation
(76)) ou v&, 1 < k < Ny (dans le cas de I’équation (77)). Nous avons pour cela élaboré
une méthode de tirage des vitesses post-collisionnelles basée sur la modélisation de ces
collisions établie au Chapitre 1.

Les méthodes de Bird et de Nanbu dites sans compteur de temps imposent de choisir
un pas de temps inférieur au plus petit des temps moyen de collision ; dans les conditions
physiques dans lesquelles on se place, cela revient a prendre

At < 1/112,

ou v est la fréquence moyenne des collisions de type particules-molécules. De plus, dans le
contexte inhomogene en espace, la résolution des équations (74) et (75) amene & introduire
les conditions

73 At < Az,

et
71 At < Az,

ou Az est la taille caractéristique d’une maille, 77 et T3 la vitesse moyenne des particules
et des molécules respectivement a l'intérieur de la maille c.
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Par ailleurs, le nombre moyen de collisions entre particules de poussiere et molécules

N12 (1) durant un temps 7, le nombre moyen de collisions entre molécules et particules

de poussiére N21 (7) et le nombre moyen de collisions entre molécules N22 (1) vérifient les
estimations

coll

N21 (7’) N2C n(1)

coll

Neg(7) M1 13

et

N2,(1)  Noc 2v2

coll

Negu(r) | Mie 1 (7“10)2
o

En supposant Ni. ~ Na., on remarque que le nombre de collisions de type particules-
molécules est, d’apres les hypothéses effectuées sur la densité et le rayon des particules,
largement plus grand que le nombre de collisions de type molécules-particules ou molécules-
molécules. Autrement dit, la simulation de I'opérateur R; est beaucoup plus coliteuse que
celle des deux autres; elle se révele de plus déraisonnable dans les conditions de rayon de
particules et de densités caractéristiques d’ITER. Pour cette raison, on introduira dans la
seconde partie de la thése un modeéle asymptotique permettant de s’affranchir du calcul
de Rl.

Nous présentons finalement le résultat de simulations numériques effectuées dans le
cas d’un systéme spatialement homogene (afin de s’affranchir de I'influence des conditions
aux limites), pour des rayons de particules de poussiére moins grands que ceux considérés
dans le contexte d’ITER (afin d’avoir des temps de calcul raisonnables). Nous présentons
en particulier I’évolution temporelle des vitesses macroscopiques des espéces, définies pour
1=1,2 par

. f]R3 fi(ta U) vdv

ufz(t) - fR3 fi(t,’l))d’l) ’

(qui nous permet de vérifier que la quantité de mouvement est bien conservée en moyenne),
et celle des températures cinétiques des especes, définies pour 7 = 1,2 par

. m; 1
 3kp [gs filt,v)dv

1y, (t)

/ (v —uy, () fi(t,v)dv| .
RS

Dans le cas d’une section de spheres dures, on constate que ces températures convergent au
bout d’un certain temps vers la température de surface des particules de poussiere T, s, ce
qui correspond bien a ce que ’on pouvait attendre a partir de considérations physiques. De
plus, dans le cas du modele avec section pseudo-maxwellienne, il est possible d’établir des
expressions analytiques formelles décrivant ’évolution des vitesses macroscopiques ainsi
qu'un systeme d’EDO vérifié par les températures cinétiques. La comparaison entre ces
expressions formelles et les résultats obtenus numériquement nous permet de vérifier la
validité de la méthode numérique utilisée pour les équations (76) et (77).
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Partie II. Etude d’un modeéle asymptotique de type Vlasov/Boltzmann
Chapitre 4.

Nous considérons dans ce Chapitre le couplage

% +v1 - Ve fi + mf‘(lr)'vvlfl = Ri(f1, f2)
()4 o (79)

F:
5 T2 Vaefo+ m722 -V, fo = Ra(f1, f2) + Q(f2, f2),

r €R3 vy €R3, vg €R3, 7 € [Ponin, Trmaz), t € RT,

dans lequel Fi et Fy sont les forces s’exercant sur les particules de poussiere et les mo-
lécules de gaz respectivement, Q(fa2, f2) est Uopérateur (40), R1(f1, f2) et Ra(f1, f2) sont
les opérateurs de collision entre molécules et particules de poussiére, donnés par (41) et
(42) ou par (55) et (56), et nous proposons d’introduire des modeles asymptotiques ap-
prochant celui-ci dans la limite ou le rapport de masse entre les molécules et les particules
de poussiere tend vers zéro. Cela nous permet notamment de procéder ensuite a une étude
du systeme gaz-poussieres a différentes échelles de temps et d’espace.

La limite pour des rapports de masse faibles dans le contexte d’équations cinétiques
a été étudiée dans [DL1, DL2, CD, DL3] dans le cas d’'un mélange de deux gaz de diffé-
rentes masses ou d’un plasma. Dans ce contexte, un adimensionnement, différent pour les
particules légeres et les particules lourdes, est opéré sur le terme de collision et le terme
de transport. Un développement de Chapman-Enskog est ensuite effectué sur les densités
des deux espéces, conduisant a un couplage entre une équation cinétique et une équation
de Navier-Stokes incompressible ou un couple d’équations de Navier-Stokes compressible,
suivant ’échelle de temps considérée. Cette étude est effectuée d’un point de vue formel
dans le cas spatialement inhomogene dans [DL2], et rigoureusement dans le cas homogene
en espace dans [DL1].

La premiere approche que nous développons ici présente des similarités avec celle in-
troduite dans ces articles, en particulier au niveau de ’adimensionnement des grandeurs
du systeme. Nous supposons comme dans ceux-ci que les deux especes possedent une tem-
pérature cinétique commune, notée 7°. Cependant, contrairement au contexte dans lequel
se placent les articles [DL1, DL2, CD, DL3], ni les densités des deux espéces ni les sections
de collisions ne peuvent étre supposées du méme ordre de grandeur. Nous introduisons
alors un autre parameétre que le rapport de masse entre les especes, défini par

o_ M

o’
LG

oul n et ng sont les ordres de grandeur des densités spatiales en nombre de particules de
poussiére et molécules respectivement.

L’adimensionnement des vitesses est effectué de fagon différente pour les deux especes,
a partir des vitesses thermiques moyennes V;° et Vi de celles-ci, en posant

N U1
V1 = =
‘/‘10
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la vitesse adimensionnée relative aux particules de poussieres, et

V2
- o
V3

v

V2

la vitesse adimensionnée relative aux molécules. Ces ordres de grandeur V}° et Vi sont
reliés par la relation

‘/10 — /?m ‘/'20 ,

ol €y, = €(Tmin) est le rapport de masse entre une molécule et une particule de rayon r.
On introduit également les variables d’espace, de temps, et de rayon
T t T

T=—, t=—,et 7=
Le’ o’ Tmin

ou t° est I’échelle de temps choisie, et L° celle d’espace. Les fonctions de densité sont
adimensionnées différemment en posant

AT - A — fl(t,[]f,U,r) \ o ni
T, 01,7) = ——F—=, oOu = —
fl( s by UL, ) 10 ’ 1 (‘/,10)3 Tm,m?
et ( )
.o fa(t, z,v9 . o ng
fo(t,z,09) = =—"=5 ou fy = .
5 (V)

On introduit par ailleurs une échelle de force, égale & F° = kgT°/L°, par laquelle on
adimensionne les forces F; et Fs. Nous supposons ici que F} et F5 correspondent aux
forces de pesanteur exercées sur les particules et les molécules, et on note respectivement
P et Py ces forces de pesanteur adimensionnées. Les équations adimensionnées s’écrivent
alors sous la forme

a/\ Voto N " Voto _ R o o o = . . . ~
%—i_ zo Ul'vi‘f1+ 20 Pl'v'f)lfl =t No (rm’in)QVQ Rl(fl,fg)(t,l','l)l,?“% (80)
et
ofs VEt© . _ . VSt L [
%-ﬁ- zo U9 - Vzfo+ zo Py - Vi, fo =t°n3 (rmin)* Vs’ Ra(fi1, f2)

—|—47rt°n(2)‘/2002Q(f27f2)7 (81)

ou Q( fg, fg), Rl( fl, fg) et Ro fl, fg) correspondent aux opérateurs de collision adimen-
sionnés. L’expression des opérateurs Ry et Ry est explicitée dans le cas de collisions élas-
tiques Rf et RS, et pour les opérateurs correspondant aux collisions avec réflexion diffuse
RA(f1, f2), RA(f1, f2) d’une part et RY™(f1, f2), R4™(f1, f2) d’autre part. Dans 'expression
de ces opérateurs, les vitesses post-collisionnelles adimensionnées sont données par

Wy . 2\/Emi 3 " .
o o= o (e (T — V)],
14+epr (82)
2

Iv)é = 172 — [w . (732 — V{:‘m@l)] W,

1t EmT 3
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dans le cas élastique, et

~ 1 ~ __ 3. __ 3.
v/ll = 1773 - (vl + VEMT “Ug — \/EmT w) ,

” (83)
% o= {ro (VEmin + emr 32 + 10) ,

dans le cas de collision par réflexion diffuse.

Le caractére rasant des collisions subies par les particules de poussieres avec les mo-
lécules (qui s’exprime par le fait que 9] — 01 = O(\/&y,) et 0] — 01 = O(\/&y,)) nous
permet ensuite d’effectuer un développement asymptotique formel de 'opérateur de colli-
sion Ry ( fi, fg) al'ordre 1 en ,/g,,. Nous montrons que pour toute fonction test ¢ € C2(R3),
on a formellement

/R1(f1,f2)(ﬂﬂfﬁ1ﬂ“)<ﬁ(@1)d@1Z@a(f2)(f,$7r)' V(i) fi (L, %, 01, T)ddr+0 (\/em)

_ « - T - _ .
La(f2)(t,2,7) = = Jo(t, 2, 02) || D2dy
T JRr3
dans le cas de I'opérateur R¢(f1, f2),
_ « - T - . . .
Yosalf2)(t,2,7) = — | fo(t,2,02) |[U2] + S = | T2dr (84)
R
dans le cas de l'opérateur Rii(fl, fg), et
- v - 4 ~ -
Tom(f2)(t,2,7) = —5 Cin(r) f2(t ; U )Tady (85)

dans le cas de I'opérateur RI™(f1, f2).

Ce développement asymptotique nous conduit alors & introduire un systéme asympto-
tique sous la forme d’un couplage de type Vlasov/ Boltzmann, donné par

0 Viete | Vete o o o - «
8];1 + z 1 vxf1+ Lo Pl vvlfl +t o (T‘mzn) ‘/2 V Em CL(fQ)(t,l’,T)'V@lfl = 07 (86)
et
3f2 Vot Ve to o . o s
n + z By - Vifa + z Vi fo =t°n5 (Pmin)? Vs Ra(f1, f2)

+ 47t°ngVs 0% Q(fa, f2). (87)

Une étude a différentes échelles des équations (86) et (87) met en évidence que 1’échelle
la plus adaptée pour I’étude (notamment numérique) du mélange gaz-poussieres est 1’échelle
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relative aux molécules de gaz, c’est-a-dire lorsque t° est égal au temps moyen de collision
entre molécules, et que L° correspond au libre parcours moyen entre molécules. En posant

o 2/3
a® (1
= (L) 88
= <€m> : (88)

les équations (86) et (87) s’écrivent :

8/\ “ — o A/ Em ~ - _ o
%""\/am@l'V:Efl+\/5mpl'vﬁ1f1+c 0480 a(f?)(taxvr)'v’fnflzoa (89)
et .
9 o y . L
s Vafat Py Ve fo = e B5(fr, ) + QU o). (90)

De plus, en notant

o

a
Vem
on peut passer formellement & la limite & la limite dans le systéme (4.75)—(4.76) lorsque

em — 0 et que le rapport £ reste fixé. Le systéme limite prend la forme suivante, dans le
cas spatialement homogene, en ’absence de gravité :

=

ﬁ + g a(f?)(gv'i'af) : Vﬁlfl = 0? (91)
% = ¢ Roimite(f1, f2) + Q(f2, f2),

ou l'opérateur Rg,limm est obtenu en passant a la limite lorsque £, — 0 dans les ex-
pressions de la vitesse post-collisionnelle 05 donnée par (82) ou 95 donnée par (83). Nous
justifierons rigoureusement ce passage a la limite (au sens faible) au Chapitre 5 dans le
cas des opérateurs de collision élastique.

Cependant, une étude formelle de 1’évolution des vitesses macroscopiques pour le sys-
téme composé des équations (86) et (87) spatialement homogenes avec a(fz) = Tam et
P, = P, = 0 montre que ce modeéle n’a pas un comportement similaire en temps long
a celui du modeéle composé de deux équations de Boltzmann (79) homogenes en espace.
Nous proposons alors un second adimensionnement, dans lequel les vitesses des molécules
et des particules sont adimensionnées a partir du méme ordre de grandeur V°. Il est
ensuite équivalent d’opérer un développement asymptotique de opérateur R;(f1, f2) adi-
mensionné sous cette hypothése ou d’opérer le développement asymptotique directement
sous sa forme dimensionnée. On montre alors que pour toute fonction test ¢ € C2(R3), on
a formellement

/]]{3 Rtli(fh f?)(ta I,’U]_,T)QO(U]_)d’Ul =&m /RS b(f2)(t7 x, V1, T)'V()O(”Ul)fl(t, I,Ul,T)dU1+O (E’m) )

ol £,b(f2) est donné par

T3 ;
()b, v1,r) = 72 0 [ ot e — o] (00 = 1)
R
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dans le cas de 'opérateur RS(f1, f2),

ﬁ

30

Tmin 2
Tb,sd(fQ)(tvxvvlv’r) =TEm ( r ) /3 fQ(t,SC,’UQ) |/U2_Ul‘+
R

] ('U2 — Ul) d’UQ

dans le cas de I'opérateur R{(f1, f2), et

Ponin \°
Tom(f2)(t, z,v1,7) = dmey, Cn(r) ( ”;m) nyg, (t,x) (uy,(t,x) —vi)

dans le cas de Popérateur R{™(f1, f2). Remarquons qu’a la différence du terme a(fs), b(fo)
dépend de la variable v;.

On obtient finalement un second systéme asymptotique sous la forme

3(9];1 +v1-Vif1 + mlF(lr) Vo fi + emdive, (b(f2)f1) =0,
df2

F
5 T2 Vafo + m722 -V, fo = Ra(f1, f2) + Q(f2, f2).

Remarquons que le terme b(f2) permet d’introduire une force de trainée
Fd(ta z,v1, T) = ’I?’Ll(?") Em b(fZ)v

qui, contrairement aux modeles de forces de trainée utilisés dans [Cr, BZ] par exemple, ne
contient pas de coefficient empirique.

Chapitre 5.

Nous nous intéressons dans ce Chapitre a la convergence des solutions du couplage
de type Boltzmann/Boltzmann homogeéne en espace, muni des opérateurs de collision
élastique R{ et R$, vers une solution du premier modele asymptotique lorsque le rapport
de masse &, entre une poussiere de rayon 7,,;, et une molécule tend vers zéro.

Nous considérons pour cela le premier adimensionnement introduit au Chapitre 4,
dans lequel les vitesses des espéces sont adimensionnées différemment a partir d’ordres de
grandeurs V° et Vy vérifiant V> = /g, V5. Les densités fi et fo sont adimensionnées en
posant

P T = A = Ve grmin
fl( 71"1}1’7‘) = (1)nofl(ta$7var)a
1
et 5
v o Ve
fa(t, 7, 02) = (n2o)fz(tvl",vz),
2

et on introduit comme dans les Chapitres précédents le rapport a® = n{/ng. Les densités
adimensionnées f et fy vérifient, dans le cas homogene en espace, le systéme

oh 1 (VP
ﬁ _E <€m) Rl(f17f2)7 (92)

o r a® 2/3 .
g - (;Zn) Ro(fr, o) + Q(fos o), (93)
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ot Ry, Ry et Q sont les opérateurs de collision adimensionnés, et 7 une constante dépen-
dant de la masse volumique des particules de poussiere. Les opérateurs Ry, Ry corres-
pondent aux opérateurs élastiques Rf, _5, et on se place dans les conditions physiques
(déja invoquées au Chapitre 4) telles que

o 2/3
o n
¢ 41 <€m) (94)

On suppose de plus que
a® ~ \/Em.
On pose alors

pi=—
a°’

et £ > 0 tel que = ¢ p. En écrivant ensuite f1(¢,v,7) au lieu de fi (t,01,7), fa(t,v) au

m
lieu de fo(t, ¥2), Q% au lieu de Q, R*? au lieu de R¢, et R%P au lieu de R, les équations
1 1 2 2
(92) et (93) se mettent alors sous la forme :

8fl,p

ot
0
g?p = CRLQMD(pra f2,p) + Qa(fQ,pa f27p). (96)

Les opérateurs Q%, R{"?, R5" sont définis par
Qa (f27 f2) (ta ’U)
= [ [ ] ettt = fotteo)fa(t, )] Cpglo oo dodon,
R3 JR3 Js2

=pc R?’p(fl,p7f2,p)v (95)

ou C¢y est une constante strictement positive et sans dimension, et v, vl vérifient (58),

R )tonr) = [ [ [ ot tg,) = it o ot o)
2
1 1 V1
X 3 <2\/ﬁ —|—7“> <v2 - p) -w‘ dwdvs,
RV fo)ten) = [ [ [ (Aot ) fath) = filtonr) )]

(. 2
— T
2\ 2/pc

ol ¢ est une constante adimensionnée, ro = tmez et

Tmin

2pr—3 VU1
vy, = v+{w-<v)]w,
1,p 1 p2 —|—’I"73 2 D

0 = UQ_W[W.@_MHW_
2,p p2+r3 P

et

(Ug - Ul) -w‘ drdwduv,
p

(97)
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Nous montrons dans ce Chapitre que les solutions de (95)—(96) données par la Pro-
position 0.1 convergent lorsque p — oo vers les solutions du systéme Vlasov/Boltzmann
suivant :

%‘?Jr?f K(f2) Vof1 =0, (98)
(AL () + Q" ), (99)
ot §
m(fin) = /R ) /1 frin(v1,7) r2drdvy,
L) = [ [ (6w =20 0)e) = fat0)] o -] o
et

Mmeéﬁwmmmw (100)

Plus précisément, nous prouvons le théoréme suivant :

Théoréme 0.2 Soient a €]0,1[, ro > 1, C¢ erp > 0 (apparaissant dans la définition de
RY"P Ry™P,Q), et soient fiin = fi, m(r v) > 0, foum = fain(v) > 0 des conditions
initiales telles que

)
/ / fi,in(v,7) (1 + |v\4 + |In fl,m(v,r)\) drdv < 400,
R3 J1

/ f2,in(v 1+ w* + | In fo,in (v )|) dv < +o0. (101)

En appellant (f1,p, fop) une famille (indexée par p) de solutions faibles des équations (95)
- (96) données par la Proposition 0.1 (avec f1,(0,-,-) = fi,in, fop(0,°) = foun), on peut
extraire de cette famille une sous-suite (toujours appelé (f1p, fop)) qui converge pour tout
T > 0 dans L>=([0, T]; MY (R3 x [1,79]) x L*(R®)) faible* vers une solution faible (f1, f2) €
L0, T); MY (R3 x [1,70]) x L*(R3)) des équations (98) — (99). Par solution faible, nous
entendons ici que pour tout 1 € C2 (R x R3 x [1,7¢]), on a

—/OOO /RS /lm fl(t,v,r)%(t,v,r)drdvdt :/RB /lm Frin(v,7)06(0, v, 7)drdo

-i—E /OO/ /’"OK(fQ)(t,r)‘szp(t,v,r)fl(t,vl,r)drdvdt, (102)
™ Jo JRr3J1

et pour tout ¢ € C2 (RT x R3), on a

//fgtv tvdvdt_/ Fa.in(0)(0,v)dv

+cm (fl,m)/o /R3 L(f2)(t,v)p(t,v)dvdt —i—/o ” Q(fa, fo)(t,v)p(t,v)dvdt. (103)
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Notre preuve est basée sur une nouvelle variante de 1'inégalité de Povzner, spécialement
adaptée au cas de particules de masses tres différentes. Celle-ci nous permet d’obtenir une
estimation uniforme en p du moment d’ordre 3 de f5 . Plus précisemment, nous montrons
que sous les hypotheses du Théoréme 0.2 et pour tout 7" > 0, on a

sup /RS/ < fip(t,v,r) + fap(t, v)) (1 + |v|*) drdv < 4oc0.

te[0,T],peN*

Malheureusement, 1’estimation d’entropie n’étant uniforme par rapport a p que pour
f2,p, et non pour fi,, le passage a la limite lorsque p — oo n’est effectué qu’au sens
des mesures pour f1,. Rappelons que les solutions au sens des mesures de 1’équation de
Boltzmann ont été introduites dans le contexte de solutions stationnaires, comme dans
[Ce2] par exemple. Cependant, nous n’avons pas besoin ici d’introduire cette notion si
les données initiales sont suffisamment régulieres. En effet, méme si la suite (f1,)pen+ ne
converge que dans un tel espace, I’équation obtenue a la limite propage la régularité de la
donnée initiale.

Ce résultat nous permet de valider rigoureusement dans un cadre spatialement homo-
gene le développement asymptotique formel effectué au Chapitre précédent dans le cas de
I’opérateur de collision R{ avec section de sphere dure.

Chapitre 6.

Nous présentons dans ce Chapitre la mise en oeuvre numérique du couplage Vla-
sov/Boltzmann introduit au Chapitre 4 et son application a la simulation d’un accident
de perte de vide dans des conditions physiques (rayon de particules et densité) représen-
tatives du réacteur ITER.

Dans la premiere partie de ce Chapitre, nous étudions numériquement le couplage
Vlasov/Boltzmann

of
ot

+ w2 - Vo fo = Ra(f1, f2) + Qsa(f2, f2),

+v1 - Ve fi +div, (1Y(f2)) =0,
o, (104)

ot

dans lequel Q54 est un opérateur de collision de Boltzmann muni d’une section de spheres
dures (donné par (72)), Ra(f1, f2) Popérateur de collision entre molécules et particules
de poussiere du modele dit de réflexion diffuse (donné par (73)), noté R3(f1, f2) dans
le cas d’'une section de spheres dures ou RY™(f1, f2) dans le cas d'une section pseudo-
maxwellienne. Le terme Y(f2) décrit I'influence des molécules sur les particules de pous-
siere. Celui-ci provient du développement asymptotique formel de 'opérateur de collision
entre particules de poussiére et molécules du modele de réflexion diffuse R¢(f1, f2) (dans
le cas d’une section de sphéres dures) ou R{™(f1, f2) (dans le cas d’une section pseudo-
maxwellienne) opéré au Chapitre 4, pour lequel nous avions considéré deux adimensionne-
ments. Nous introduisons alors, pour chacune des sections considérées, deux modeles pour
Y (f2), correspondant aux expressions re-dimensionnées des équivalents asymptotiques de
Iopérateur RY(f1, f2) ou R{™(f1, f2) adimensionné. Nous supposons dans ce Chapitre que
les particules possedent toutes le méme rayon 7,, et on note € le rapport de masse entre
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une molécule et une particule de poussiére. Dans ce contexte, les différentes expressions
de Y(f2) sont données dans le premier modele par

|va| + vo dvo,

Ta,sd(f?)(tv .f) = 71—67'127 /1%5 f2(t7x7v2)

i
30
pour la section de spheres dures et

Tom(fo)(t,2) = A7 Co / Falt, @, v2)vs dvs,
R3

pour la section pseudo-maxwellienne, et dans le second modéle par

Yo sa(f2)(t,x,v1) =mer, / fa(t, x, v2) [|v2 vy] + \3?] (v2 — v1) dug,

pour la section de sphéres dures et
Tb,m(f2)(tv x, Ul) =4re Oy, nfy (tv :C) (uf2 (t’ I) - Ul) )

pour la section pseudo-maxwellienne.

Le systéme (104) est résolu en couplant les méthodes de Bird et de Nanbu avec une
méthode de type PIC pour I’équation de Vlasov. Les méthodes PIC sont couramment
utilisées depuis les années 1980 pour la résolution des équations de Vlasov-Maxwell ou
Vlasov-Poisson [Br, So|. Dans ces équations, les champs électriques et magnétiques dé-
pendent de la densité en particules, ce qui rend leur résolution plus compliquée qu’avec
une méthode particulaire classique.

Dans le cas du systéeme (104), on approche a chaque pas de temps les densités f; et fo
par des combinaisons linéaires de masses de Dirac :

i(t,z,v) sz x—fU ))5(1}—1}'“(25)),

et on résout I’équation sur la densité fo comme au Chapitre 3 par splitting entre la partie
transport et les parties collisions (résolues grace aux méthodes de Bird et de Nanbu). On
utilise ensuite dans chaque maille une approximation locale de la densité fa (obtenue par
interpolation de celle-ci avec la fonction indicatrice de la maille) pour calculer le terme
d’accélération appliqué aux particules de poussiere. Dans le cas du premier modele, le
terme Y a(f2)(t", 2%) est approché par

Ton, = mr‘i “VQ’J’ L YTy,

a,sd — V 36

ou V;’j représente I’approximation de vg (t) au temps t", la sommation étant effectuée sur
les molécules numériques situées dans la maille ¢, et Yo m(f2)(t", 2}) est approché par

w2 < ;
TC N =dreCy E A
e Vc = 2
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Dans le cas du second modele, le terme Yy sq(f2)(t", 2%, v}) est approché par

cn k.n 9 W2 ER n,j k,n n,j k.n ﬁ
Thsa(V1 )—“5Tp72(v2 -V ) ’V2 -V ‘JF@

et le terme Yy, (f2) (", 2%, v¥) est approché par

NQc
c,n w2 ,
Tyr (VP = dme Cry = E:VQJ Ny V] (105)

C

La figure 3 présente le schéma général de résolution du couplage (104).

Numériquement, le systéme Vlasov/Boltzmann permet de s’affranchir de la simulation
de Popérateur R1(f1, f2), qui, comme on ’a vu au Chapitre 3, est largement plus cofiteuse
que celle des autres opérateurs. On remplace donc dans chaque maille ¢, sur un temps de
simulation 7, un nombre moyen de collision N{§"(7) par 7/At calculs (ot At est le pas de
temps) dont la complexité est en O(NT) dans le cas de Y 54, Yam €t Lpm, et en O(NT NS)
dans le cas de Ty 44. De plus, le temps caractérique d’évolution des vitesses des particules
de poussiere étant supérieur a celui des molécules, nous introduisons un parametre na; tel
que nous ne modifions la vitesse des particules de poussiere numériques que tout les na;
pas de temps, tandis que les opérateurs Qg4 et Ro(f1, f2) sont eux résolus a chaque pas de

temps. On n’effectue alors plus que
-

nAtAt

calculs, ce qui permet de réduire significativement le temps de résolution du systéme
Vlasov/Boltzmann. Nous constatons au travers des essais numériques dans le contexte
homogene en espace présentés dans la section 6.2.3, et des essais numériques dans le
contexte inhomogene en espace présentés dans la partie 6.3, que celui-ci est beaucoup
plus faible que celui du systéme Boltzmann/Boltzmann. Ce temps ne dépend quasiment
plus du rayon des particules de poussiere (alors que le temps de calcul devient exorbitant
lorsque 7, > 107% m dans le cas du systéme Boltzmann/Boltzmann).

Nous présentons ensuite des simulations numériques dans le contexte homogene en
espace. Nous comparons les différents modeles a travers 1’évolution des vitesses macro-
scopiques : d’une part le modele Boltzmann/Boltzmann (présenté au Chapitre 3) avec le
modele Vlasov/Boltzmann pour T = T ¢4, et d’autre part le modele Vlasov/Boltzmann
pour T = Ty 54 avec le modele Vlasov/Boltzmann pour T = T, ;4. Nous mettons alors en
évidence que I’évolution des vitesses est similaire entre les modeles Boltzmann/Boltzmann
et Vlasov/Boltzmann pour T = T 44, tandis que celle du modele Vlasov/Boltzmann pour
T =T, sq differe des deux précédentes apres un certain temps. Par ailleurs, nous validons
les méthodes numériques mises en ceuvre a l'aide du modele a section pseudo-maxwellienne.

Dans la seconde partie de ce Chapitre, nous présentons des simulations avec visuali-
sation en trois dimensions du transport de particules de poussiére dans le contexte d’un
accident de perte de vide. Nous considérons pour cela une boite (de géométrie cubique ou
en cylindre torique) au fond de laquelle reposent des particules de poussiére, et dont I'une
des parois présente un trou émissif de molécules. On considére deux types de conditions
aux limites. Pour la premiére condition aux limites, I'un des c6tés de la boite est muni
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Initialisation

Approximation particulaire des densités initiales fi i, et foin

N;
Sun(v) = Y wis(e — b, )80 — vl),
k=1

et initialisation des positions et vitesses des particules et molécules numériques :
g A kO Lk Uk ok
Pour k=1...Ny, X" =y, et V" =uv,,

lin

) 5.0 73,0 3
Pour j=1...Na, Xj :l‘é‘m: et VY :1"5):»7-

Transport
> Déplacement des particules et molécules numeériques :
Pour k=1...Ny, XFm"=xkn=tapyfn-t
Pour j=1...Ny, XFm=xkr=t L apypr—t

&> Gestion des conditions aux limites.

Localement dans chaque maille ¢ :

af.
Résolution de % = Qsd(f2, f2) par méthode de Bird
i . [P .
Résolution de e Ra(f1, f2) par méthode de Nanbu
. . dfi . _
Résolution de o +div,, (fiT(f2)) =0 lorsque n = 0 [mod ny,]
Dans le cas on T =7, 44 Dans le cas ot T=Tp 44 :
& Caleul de TO7, Pour k=1...Ny.:
Na. = > Caleul de Ty (Vk'") :
W - - i bsd\ "1
T =wert 223 vy |+ 4 .
=0 ' . W S frrin k| ik
Tl =mer 32 ) (W7 =) @"2 MRS
&= Modification des vitesses : pour k=1... Ny, =0
'[4"lk'n+l _ ‘/-lk,n + T;'"AT. > Modification des vitesses :
VT = VR T (VT A

F1G. 3 — Schéma de résolution du couplage Vlasov/Boltzmann.
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d’une condition d’absorption (ce qui permet aux molécules de gaz de “s’échapper”; et de
garder ainsi une densité en molécules relativement faible a 'intérieur de la boite). Pour la
seconde, tous les c6tés sont munis d’une condition de réflexion diffuse, engendrant ainsi
une mise en pression a l'intérieur de la boite. Nous choisissons de plus des parametres
physiques proches de ceux d’ITER. Cependant, la taille des géométries utilisées reste tres
modeste (de I'ordre de 107! m).

Enfin, dans une troisiéme partie, nous proposons une modélisation du décollement de
particules de poussiere adhérentes a la paroi horizontale constituant le fond d’une boite.
Nous supposons pour cela, comme dans les travaux de Breitung, Travis et Xu [XT], qu'une
particule de poussiére immobile sur une paroi est soumise, en plus de son poids P et de
la force de trainée

VT

3p

Fy(t,z) = ’I?’LQTFT‘IQ) /3 fa(t, z,v9) ||| + vadug
R

exercée par le gaz, a une force adhésive exercée par la paroi

Fadhesive = adhesifuejv

ou j est le vecteur normal & la paroi. Décomposons la force de trainée exercée sur la
particule sous la forme suivante

Fg=Fyi+ Fyyj,

avec la convention Fjy, > 0. Nous établissons alors le schéma de mobilisation suivant : la
particule de poussiere est mobilisée si et seulement si

Fdx > _fs (de + Fadhesive - ml(rp)g) 5

ou fs est le coefficient de friction. Dans le cas ou elle est mobilisée :
> si Fagy + Fadhesive — M1(rp)g < 0, alors la particule glisse et la résultante des forces
exercées sur la poussiere est

F = (Fdx + fs (de + Fudhesive — M1 (rp)g)) i

> si Fygy + Fadhesive — m1(rp)g > 0, alors la particule décolle et la résultante des forces

exercées sur la poussiere est
F = Fd + P.

Notre intention est d’intégrer dans le futur ce modeéle au code que nous avons développé
et de confrontrer les études de mobilisation a celles présentées dans [XT] pour le code
GLASFLOW (code Lagrangien/Eulérien).
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Publications

Le travail présenté dans cette thése a donné lieu aux publications suivantes :

> Kinetic modelling and numerical simulations using particle methods for
the transport of dust in a rarefied gas [Ch]. Proceedings du 26th symposium
"Rarefied gas dynamics” (RGD), publié dans la revue American Institute of Phy-
sics (2008). Cet acte de congres est constitué d’une partie des résultats numériques
présentés dans les Chapitres 3 et 6.

> Small Mass Ratio Limit of Boltzmann Equations in the Context of the
Study of Evolution of Dust Particles in a Rarefied Atmosphere [ChDe].
Cet article, écrit en collaboration avec Laurent Desvillettes, a été accepté pour pu-
blication dans la revue Journal of Statistical Physics (2009). Il présente le Théoreme
démontré au Chapitre 5.
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48 Etablissement d’un modele cinétique de type Boltzmann/Boltzmann

1.1 Hypotheses et présentation du modele

Nous proposons dans ce Chapitre un premier modele cinétique décrivant le transport
de particules macroscopiques de poussiere dans un gaz. Dans ce modele, chacune des deux
phases de gaz et de poussieres est décrite comme dans la théorie cinétique des gaz par une
fonction de densité, notée f1 := fi(t,z,v,r) pour la phase de particules de poussiére et
f2 := fa(t,x,v) pour le gaz, o t € RT est le temps, = € Q la variable d’espace (2 étant un
domaine borné de I'espace R?), v € R la vitesse et 7 le rayon des particules de poussiere.
Le point central de notre modélisation consiste a décrire les collisions entre les différentes
espéces au travers d’opérateurs cinétiques de type Boltzmann.

1.1.1 Hypotheses

Commencons par présenter quelques hypotheses de modélisation. Pour simplifier, nous
supposons le gaz composé d’une seule espéce, et les particules de poussiere sphériques, de
divers rayons compris dans un intervalle borné [rmin, "maz|, avec Tmin < Tmaz. De plus,
dans le contexte qui nous intéresse, nous pouvons faire les hypotheses suivantes :

Hypothése 1. La densité en nombre de particules de poussiére est trés faible devant
celle en nombre de molécules. Soit nj l'ordre de grandeur de la densité en nombre de
particules

Tmazx
ns (0,2) = / / f1(0, 2, v, r)drdv,
R3 Tmin
et ng celui de la densité en nombre de molécules

ns,(0,2) = ” f2(0,z,v)dv.

Dans le contexte considéré, nous supposerons généralement que ng =~ 104 m=3 et n§ ~ 102°
m~3. On peut donc faire I’hypothése suivante :

nj < ng. (1.1)
Nous noterons par la suite
ny
°= 1.2
@ ng (1.2)

Hypotheése 2. Les particules de poussiére de rayon 7 € [Fmin, T'maz] SONt macroscopiques
comparées aux molécules de gaz de rayon o, ce que l'on peut traduire par

o < Tmin- (13)

En effet 'ordre de grandeur du diametre des particules de poussiere est dans le contexte
d’ITER compris entre 1078 et 107 m, tandis que celui des molécules est de 'ordre de
10719 m (4-1071° m pour des molécules d’azote par exemple). En notant m;(r) la masse
d’une particule de rayon r et mg la masse d’une molécule, on a de plus :

Vr € [Tmina Tmaa:]y mo < My (T) (14)
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On notera par la suite
mo

e(r) = 1.5
) = ot (15)

le rapport de masse entre une molécule et une particule de poussiére de rayon r, et
Em = 5(Tmin) (16)

le rapport de masse associé aux particules de poussiere de plus petit rayon. On a alors

Tonin \ >
V1 € [Fmins Tmaz), €(r) =éem < n:”) , (1.7)

et, en particulier, e(r) < &, pour tout r > 7y, : 'hypothese (1.4) d’un rapport de masse
tres faible entre les particules de poussiere et les molécules se traduit donc par :

Em < 1. (1.8)

Par ailleurs, en introduisant la masse volumique p de ’élément chimique constituant les
particules de poussiére, et 7 la constante (sans dimension) égale a

3ms
= 2 1.
= ol (1.9)
I’hypothese (1.3) se traduit par la relation
o \1/3
(;“) <1, (1.10)

puisque

1/3 1/3

41 pEm Em

Hypothése 3. Les températures cinétiques des deux especes, définies par

Ty (t,x,r) = W { - filt,z,v,r) (v —uy (t7$7r))2 dv} ,
et
- ma o 2
Tht.) = s | [ lt) (g,

sont du méme ordre de grandeur. On note 7° l'ordre de grandeur de ces températures.

1.1.2 Estimation des fréquences de collision

Nous introduisons ici les fréquences de collision. Nous distinguons pour cela différents
types de collisions : les collisions entre molécules de gaz, les collisions entre particules
de poussiere, les collisions entre molécules et particules (du point de vue des molécules),
et enfin les collisions entre particules et molécules (du point de vue des particules de
poussiere). Notons la distinction entre ces deux derniers types de collision : celle-ci est due a
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la différence de densité en nombre entre les deux espéces (hypothese (1.1)). Nous montrons
en particulier que sous les hypotheses présentées dans la section (1.1.1), la fréquence de
collision entre particules de poussiére est négligeable comparée aux autres fréquences de
collision. Ces estimations nous permettent alors de ne pas prendre en compte les collisions
entre particules de poussiére dans notre modele.

Nous estimons pour cela les vitesses moyennes et vitesses relatives moyennes a partir
de la vitesse moyenne d’un gaz a I’équilibre (¢f. Annexe A). Soit

< vy >i= (8kBTO>1/2 (1.12)
Mg
I’ordre de grandeur de la vitesse moyenne des molécules,
<vhg >i=V2< vy > (1.13)
I’ordre de grandeur de la vitesse relative moyenne entre molécules,
o 1/2
<d(r) >= [8kfrT (mll(m + w;)} / (1.14)

I’ordre de grandeur de la vitesse relative moyenne entre molécules et particules de poussiere

de rayon r, et
1/2
SkBTO 1 1
R 1.15
<wii(ri,ry) > [ T <m1(7“i) * ml(rj))] ( |

I'ordre de grandeur de la vitesse relative moyenne entre particules de poussiere de rayon
r; et rj. Par ailleurs, on définit (¢f. Annexe A)

S5% = dmo? (1.16)
la section totale de collision de sphéres dures entre molécules,
() = 7(r + 0)° (1.17)
la section de collision totale entre particules de poussiere de rayon r et molécules, et
23 (riyry) = mri +75)? (1.18)
la section de collision de spheres dures entre particules de rayons r; et r;.
La fréquence de collision entre molécules est donnée par
vor = ng L5HV2 < vy > . (1.19)

Pour les collisions entre particules de poussiére et molécules, il nous faut distinguer la
fréquence de collision 19, qui correspond a la fréquence a laquelle une particule de pous-
siere située dans un fond de molécules subit une collision, de la fréquence de collision
Vo1, correspondant a l'inverse de la fréquence a laquelle une molécule située dans un fond
de particules de poussiére subit une collision. On peut alors définir (cf. [Bi4] p. 16) ces
quantités par

vip = nj Bi4u%, (1.20)
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ot X3%07s! est la moyenne sur tous les rayons de particules de Y54 (r) < vi2(r) >. De fagon

similaire, on définit vo; par
vo1 = nj Li%hul%. (1.21)

On définit également la fréquence de collision entre particules de poussiere par
v = ”121 1 Uﬁl» (1.22)

ot X34 19 v{ell est la moyenne sur tous les rayons de particules de E‘{fll (riyrj) <wvia(rs,ry) >.

De plus, sous les hypotheses (1.3) et (1.4), on a
<vi2(r) >r< vg >

et
E{‘é(r) ~ mr.

En supposant que la distribution des rayon uniforme sur l'intervalle [rpin, "maz), On peut

alors estimer Zs%v{% par

X9 QUIEQZ ~ § <wg > (r 3%1; + r?nin + TmazTmin)- (1.23)

Par ailleurs, on peut montrer grace a une étude de la fonction (z,y) — (z+y)2v/z =3 + y=3,

quavec Tmin = 51072 m et 70, = 51075 m, on a, pour tout (r;7;) € [Fmin, "maz] X
[rm'in7 Tmaz]

W(Ti + Tj)Z < Ul,l(ri, Tj) ><Am (Tmin)2 < Ul,l(rminv Tmin) >,

et donc /2

8kpT*°

vt < nSAT (Fnin)2 V3 [B] .

7rTnl(rmz’n)

Effectuons une estimation de ces fréquences de collision en fonction des densités nj et ng
pour les valeurs numériques suivantes (qui correspondent a des particules de poussieére en
tungstene et des molécules d’azote) :

Tmin =5-10""m
Tmaz =5-10"%m
0 =2.10"10
mi(rmin) =107 kg
mo =4,6-10"%0kg.
On obtient : .
. } (1.24)
V99 U
2. 1078, (1.25)
Vi2
et y
Al <3.10°8 (1.26)
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L’hypothese (1.1) couplée aux estimations (1.24), (1.25) et (1.26) nous permet donc d’éta-
blir que
v K g2 L V2

et
1 < vo.

De plus, I’échelle de temps a laquelle on s’intéresse dans le contexte d’un accident de
perte de vide (avant que les modeles fluides ne retrouvent leur validité) est inférieure a
une seconde (a comparer & 1/v17 & 40 s pour n§ = 10** m=3 et n§ = 10%! m~?). Dans ce
contexte, on peut donc négliger les collisions entre particules de poussiére.

1.1.3 Ecriture du modéle mathématique

Le systeme régissant ’évolution des densités f et fo s’écrit sous la forme

aa? +v-Vafi = Ri(f1, f2),
% = (1.27)
ot +v-Vafo = Ro(f1, f2) + Q(f2, f2),

r€Q, veER3 7€ [rmin,Tma], tERT,

ot Q(f2, f2) est Popérateur décrivant les collisions entre les molécules, Ry (f1, f2) celui dé-
crivant les collisions entre particules de poussiére et molécules, et Ra(f1, f2) celui décrivant
les collisions entre molécules et particules de poussiere.

On supposera que l'interaction entre les molécules correspond a un potentiel dur. L’opé-
rateur Q(fa, fo) s’écrit dans ce cas sous la forme :

Q(f?an)(taxﬂj)
- /RB /S2 [fa(t,z, V") fa(t,z,v)) — fo(t,z,v) f2(t, 2, v.)] b (cos(x)) |v — U*\‘sdadv*, (1.28)

avec cos(y) = 2=l 5 €10, 1], et

|[v—vx |

;U Uk |v — vy

- 5 &
v,_v+v* [v — vy
2 2

Nous considérons ensuite deux modeles de collisions entre les molécules et les particules
menant a deux types d’expression pour les opérateurs Ri(f1, f2) et Ra(f1, f2). Le premier
modele que nous décrivons est similaire aux modeles existants dans la théorie des mélanges
gazeux et est basé sur un mécanisme collisionnel élastique entre molécules et particules de
poussiére. Nous proposons ensuite un nouveau modele basé sur un mécanisme collisionnel
de réflexion diffuse sur la surface des particules de poussiere.
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1.2 Modele de collision élastique

1.2.1 Présentation de R{(fi, f2) et R5(f1, f2)

Nous supposons dans ce premier modele que les collisions entre les molécules et les
particules de poussiére sont élastiques. Cette hypotheése, physiquement peu réaliste en
raison de la grande différence d’échelle entre les molécules et les particules, nous permet
cependant de disposer d’un modele pour les opérateurs R et Ro relativement simple.
Nous avons dans ce cas les relations suivantes liant les vitesses pré-collisionnelles (v1, v2)
et post-collisionnelles (v}, v}) d’une particule et d’une molécule :

mavy 4 my (r)v] = mavg + ma(r)v1, (1.29)
mg\vé\Q + ml(r)\vll\Q = mg\vg\Q + ml(r)\mP. (1.30)

A partir de (1.29) et (1.30), on montre qu’il existe w € S? tel que que l'on ait

2m2
vp=v1+ ——— [w- (v2 — )] w,
mg(glz;;” (1.31)
vy = vy — [w - (vg —v1)]w.

my(r) +ma
On peut alors introduire, comme dans le cas de collisions entre deux particules de méme
espéce, Popérateur linéaire 722 agissant sur R? x R? par

TL}Q(’Ulv U2) = (,Uiv Ué)
Cet opérateur vérifie les propriétés suivantes :
1,2 pl,2
T2 6T!? = 1d, (1.32)

et
‘det Tj’Q’ = 1. (1.33)

De plus, en notant v, := v9 — v; la vitesse relative entre les deux particules, on observe
que v). = v, — 2[w - v;]Jw. Autrement dit, la vitesse relative post-collisionnelle est I'image de
la vitesse relative pré-collisionnelle par la symétrie plane relativement au plan orthogonal
a w. En particulier, la norme de v, est conservée.

Les opérateurs R;(f1, f2) et Ra(f1, f2), notés ici R§(f1, f2) et RS(f1, f2), prennent la
forme suivante :

RT(fo?)(tJl‘)vl)T) :/R3 /82 [fl(t,.’[‘,’l)i,?")fg(t,ﬂ?,’l)é) - fl(t,l‘,Ul,T)fQ(t,LU,Uz):l
X q(|lvg —v1|,|w - (v2 — v1)|, r)dwdvs, (1.34)
et
Rt = [ [ [ [padn) ) - Ao ol )

X q(Jva — v, |w - (va —v1)|, r)drdwdvy, (1.35)

ot (v}, vh) = T12(v1,v2). On supposera que cette section de collision ¢ est une section de
spheres dures, donnée par :

i€l &l,7) = 50+ 0 o €] (1.36)
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1.2.2 Propriétés des opérateurs R{(f1, f2) et R5(f1, f2)

On établit facilement, grace au caractére involutif de 7.}, les propriétés (formelles)
suivantes.

Proposition 1.1 On considére les opérateurs de collisions d’expressions (1.28), (1.34)

et (1.35) avec fa = fa(t,x,v), f1 = fi(t,z,v,7r), ¢ = @(v,r) et Y = p(v) des fonctions
“convenables” (telles que les intégrales suivantes existent). Alors, on a, au moins formel-
lement,

[ R ) wnr)p(on.r)don

:/ / / [o(v],7) —p(v1,7)] fi(vi,r) fa(v2)q(Jva — vi], Jw - (v2 — v1)],7)dwdvaduy,
R3 JR3 JS2
(1.37)

/R3 R3(f1, f2)(v2)¥(v2)dva

= /R3 /R3 /gg /Téaz [P (vg) = h(va)] f1(v1,7) fa(v2)q(lve — v, |w - (va — v1)], r)drdwdvidvy,
- (1.38)
et

J.

=5 L L L (e ) = ) ] ol = e (=)

x [p(v1,7) + 9 (vy) — p(v1,7) = Y(v2)] drdwdvidus, (1.39)

ou (vi,vh) = T22(v1,v2), et ot l'on a omis les variables x et t dans fi et fo pour alléger
lécriture.

l/ri"“z RS (f1, f2) (v, m) (v, r)dr + RS(f1, f2)(v)¥(v) | dv

En particulier, on peut en déduire que v — 1 est un invariant collisionnel des opérateurs
R$(f1, f2) et RS(f1, f2), et que v — v et v — |v|> sont des invariants collisionnels de
I’opérateur

S(f1, fo) = / T VRS f2) (o )+ maRE(fr fa).

Tmin
Autrement dit, sous réserve d’existence des intégrales suivantes, on a pour tout ¢ > 0 et
tout x € Q :

Vr € [Tmins Tmaz] : / RY(f1, f2)(t, z,v,7r)dv = 0,
R3
/ R§(f1, fo)(t, 2, v)dv = 0,
R3

/]R3 [/Tmax ma (r) RS (f1, f2)(t, z, v, 7)dr + maRS( f1, fg)(t,:c,v)] vdv = 0,

/RS l/rmax ml(T)R?(fla f2)(t, x,, T‘)dT‘ + mzRS(fl, f2)(t,$,v)] |U|2d’U —0.

Tmin
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1.3 Modele de collision par réflexion diffuse

1.3.1 Hypothéses de modélisation

Les particules de poussiere étant macroscopiques comparées aux molécules, on consi-
deére la surface d’une particule comme localement plane du point de vue d’une molécule
incidente. Par analogie avec le modele de condition aux limites de type réflexion diffuse,
on suppose alors que la vitesse relative entre une particule et une molécule apres une col-
lision est donnée de facon probabiliste par une réflexion diffuse sur le plan tangent a la
particule au point d’impact. Dans ce contexte, il parait cohérent de considérer les parti-
cules de poussiere et les molécules comme des spheres dures entrant en contact avant la
collision (autrement dit, la section efficace (¢f. Annexe A) pré-collisionnelle est une section
de spheéres dures). De plus, nous sommes amenés a introduire la température de surface
des particules de poussiére, que 'on va supposer identique pour toutes les particules et
constante au cours du temps. On note celle-ci T, s. La probabilité qu'une molécule heur-
tant la surface de la particule au point x et a I'instant ¢ avec une vitesse incluse dans la
classe vy, v, + dv, | (c’est-a-dire que chaque coordonnée w’ de la vitesse w de la molécule
est située dans l'intervalle [v%, vl + dvl]) dans le référentiel 1ié & la particule en ressorte
pratiquement au méme endroit apres un temps 7 négligeable avec une vitesse dans la classe
|v), vl + dvl.] est, d’apres (28),

T Yr

2
1 ma ma|vl.|?
K —v ot = — | —=— ! = )1 -
(v — vl z,t) 5 (kBTsurf> (n(z) - o)) exp( i Toury ) Ln@) 20}

ou n(xz) est la normale au plan tangent & la particule de poussiére au point x dirigée
vers l'extérieur de celui-ci. Cette probabilité ne dépendant que de v). et de n(x), nous
introduisons la densité de probabilité de la vitesse relative, notée

2
1 mo ma|s|?
ho(s) = — [ —22 ) (n. LI 1.4
(s) =5 <kBTsurf> (n s)exp< STy ) L2 (1.40)

Remarquons qu'il s’agit bien d’une densité de probabilité puisque pour tout n > 0, h,(s) >
0et

/ b (w)dw = 1. (1.41)

Nous pouvons deés maintenant tirer quelques conséquences des hypotheses effectuées :

> Les collisions entre molécules et particules ne sont pas planes : en effet,
la direction de la vitesse post-collisionnelle relative est tirée de facon aléatoire dans
tout le demi-espace limité par le plan tangent a la particule.

> Pour cette raison, les collisions ne sont pas micro-réversibles.

> La norme de cette vitesse relative post-collisionnelle étant elle aussi aléatoire, I’éner-
gie cinétique n’est pas conservée lors d’une collision.

> Cependant, le systéme particules-molécules pouvant étre considéré comme isolé dans
le référentiel barycentrique (sous I'hypothese de collisions binaires), la quantité de
mouvement est conservée lors d’une collision.



56 Etablissement d’un modele cinétique de type Boltzmann/Boltzmann

molécule

Vi
Surface de la poussitre

a la température T'
I \

Fia. 1.1 — Réflexion diffuse d’une molécule sur la surface d’une particule de poussiere

1.3.2 [Etablissement des opérateurs de collision

Nous allons maintenant établir I’expression des opérateurs de collision associés a cette
modélisation, notés R¢(f1, f2) et R(f1, f2). D’aprés les remarques ci dessus, on ne peut pas
écrire ceux-ci sous une forme classique comme (1.34) et (1.35). Nous allons alors reprendre
la démarche introduite dans [Cel] pour les déterminer, c’est-a-dire effectuer le bilan de la
variation due aux collisions du nombre de molécules ou de particules de poussiere dans un
élément de volume généralisé élémentaire dxdv.

1.3.2.1 Expression de R¢(f1, f2)

Proposition 1.2 On se place dans le cadre physique décrit aux paragraphes 1.1 et 1.3.1.
Alors lopérateur de collision modélisant ’interaction entre les particules de poussiére et
les molécules, du point de vue des particules, prend la forme suivante :

Ril(fl,fg)(t,x,vl,r) :/R3 . filt, x,v],7) fa(t, x09) (r + Q)2BP(UT,U§,U1)dv§dvf

B /3 Filt, 2,00, 7) folt, 2, 00)7 (7 + 0)2 o1 — valdvs,  (1.42)
R

avec

X /S2 [0 (o1 = )]l - (vB —v)[Lg, (e ug)>0) Lin-(up—vn)z0ydn,  (1.43)

L )
T+e(r) ' 14e(r)

ma
= |—Z 14
ﬂ 2kBTsurf , ( 5)

et e(r) le rapport de masse défini par (1.5).

vp vy, (1.44)
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Preuve de la Proposition 1.2. Dans I’élément de volume généralisé dxdv, la variation
du nombre de particules de poussiére pendant le temps dt peut s’exprimer par

d 0
%dwdvdt = (8; +v-V, fl) drdvdt.

Introduisons R‘i”( f1, f2) et Ril_ (f1, f2) les densités de probabilité des particules qui entrent
ou qui sortent de la catégorie considérée : R‘{H( f1, f2)dvdzdt représente le nombre de
particules dont la position entre dans la classe |z,  + dz| et dont la vitesse entre dans la
classe |v, v+ dv], et R‘llf( f1, f2)dvdzdt le nombre de particules dont la position sort de
la classe |z, z + dx| et dont la vitesse sort de la classe |v, v+ dv|. Le bilan collisionnel
s’écrit :

dfr

Edasdvdt = R (f1, fo)dvdzdt — Ry (f1, fo)dvdzxdt. (1.46)

L’opérateur R{(f1, f2) s’exprime donc par la relation :

R(f1, f2) = RIT(f1, f2) — R~ (f1, f2)- (1.47)

Détermination de Ril_( fi,f2) +  On considére une particule cible de vitesse ap-
partenant a la classe |v1, v1 + dvy |, de centre C appartenant & la classe |x,z + dz] et de
rayon 7. Une molécule de gaz, de centre (5, rencontrant cette particule, est repérée par
une vitesse vy (& dvy pres), un parametre d’impact p, un angle azimutal e (angle entre
un plan de référence et le plan (C1,C01C2,v3 — v1) : voir la figure 1.2). Cette molécule a
alors une vitesse v, = v9 — v1 (& dvy; + dvy pres) dans le référentiel 1ié a la particule. Le

vy dt

— y pdpde
P e R
// . N
/ R0 Y
c‘ A w( ~
\ Cq | )

."I €

\

NP

F1G. 1.2 — Détermination du nombre de molécules de vitesse vo (& dvy pres) et de pa-
rametres d’impact p et € arrivant sur une particule de poussiere cible pendant le temps
dt.

nombre de molécules de vitesse appartenant a la classe |vg, vy + dvs| et de parametres b
et € arrivant sur cette particule cible pendant le temps dt est égal a

fa(t, x,v2)|va — v1|dt pdp de dv,.

De plus, puisque les molécules et les particules sont considérées comme des spheres dures,
on ap = (r+ p)sinf. Le nombre total de molécules dont la vitesse appartient a la classe
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| va, v2 + dva] et entrant en collision avec la particule cible est donc

w/2 2w
/ falt, z,v9)[v1 — va| (7 + 0)? sin 0 cos fdOdedvadt
0 0

= fo(t,z,vo)mw (r + Q)2 |vg — v1|dvadt.

Le nombre de particules de vitesse appartenant a la classe |v1,v1 + dv | dans I’élément de
volume dz étant égal & f1 (¢, x,v1, r)dvdz, le nombre de collisions de type (v1,ve) — (v}, v})
est alors

AN = fi(t,z,v1,7) f2(t, ,v2)7 (r 4 0)* |vg — v1|dvoduv dad.

D’ou finalement,
R‘li*(fl, fo)(t,z,v1) = /3 fi(t, z,v1,7) folt, xyva)m (r + Q)2 |vg — v1|dvs. (1.48)
R

Remarquons que ce terme R‘li_ (f1, f2) ne dépendant que de la section efficace pré-collisionnelle
considérée (section de spheres dures ici), on retrouve la méme expression que dans le cas
d’un opérateur classique de méme section de collision.

Détermination de RYT(f1, f2) : A une vitesse post-collisionnelle (de particule) vy
donnée, on va maintenant déterminer le nombre de collisions de type (v{,v5) — (v1,v2)
(& dvy et dvy pres) pendant le temps dt. On considére pour cela une particule cible de

F1G. 1.3 — Réflexion diffuse d’une molécule sur le plan de normale n tangent a la particule
de poussiere.

vitesse appartenant a la classe [v] + dv] et de rayon r. Comme précédemment, le nombre
de collisions avec des molécules de vitesse appartenant a la classe [v§ 4 dvs], de parametres

0 e {0, ﬂ et € € [0,27] pendant le temps dt est

ANy = fi(t,z,05,7) fo(t, 2, v9)|vS — 03] (r + 0)? sin 0 cos OdOdedvSdvS dadt.

En introduisant le vecteur n = ‘%_g%l, ou C] et Cy sont les centres des deux particules, on
1L2
a

n - (05 — v§) = [vf — v cos b,
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et les conditions d’intégration pour les angles 6 et € deviennent

0 e [0, g] et e € [0,2n] & n(x) € S® et n- (v§ —vg) > 0. (1.49)

On peut alors exprimer dN; en fonction du vecteur n et de I’angle solide dn = sin 8dfde

ANy = fi(t,z,05,7t) fo(t, z,05) (r + 0)* [n - (v —v3)] ]l{n,(vf_vg)zo}dndvgdv(fdxdt.
(1.50)
D’autre part, dans le référentiel centré en Cj (le centre de la particule), une molécule
de vitesse v5 dans le référentiel absolu arrive sur la particule avec une vitesse relative
v, = v5 — ] et ressort apres collision sur la particule avec une vitesse relative v, = vo —vy.
Cette vitesse v, est, rappelons-le, donnée par réflexion diffuse sur le plan de normale n. La
collision est inélastique, mais en considérant le systéme molécule-particule comme isolé, la
vitesse barycentrique vp, et par conséquent la quantité de mouvement, est conservée. On
a donc
mq(r) o mo R mq(r) mo

v = v + Vo = v + V. 151
B mg + mq(r) 1 mg + mq(r) 2 mg + mq(r) ! mg + mq(r) 2 ( )

Cela nous permet d’écrire les vitesses post-collisionnelles en fonction de vp (qui est connue),
et de v, = vg — v1 de densité de probabilité h,(s) définie avec (1.40) :

e(r)

—vp — —) 1.52
VI=UB T g +&(r) Urs ( )
= + L
V2= BT Y +&(r) Ur

D’apres la relation (1.52), la densité de probabilité de la variable aléatoire v; correspondant
a la vitesse post-collisionnelle de la particule de poussiére s’exprime en fonction de celle
de v, par la relation :

lh(s) = (1;?&:;7”))3 ha (—lj(igr)(s - vB)> ,

Ainsi on a :

1 m ? 1+e(r)\*
h(s) :%(kBTjw) (552) - ws—s)

1 + 5(7’))2 mo 5
X exp [ < €(T) 2kBT3u7~f (UB S) ]l{n.(vB—s)ZO}. (153)

La probabilité que cette vitesse appartienne a la classe |v1, v + dvy]| étant [(vy)dvy, le
nombre de collisions pendant le temps dt entre des particules de vitesse v (& dv{ pres)
et des molécules de vitesse v§ (& dvs pres) et de parametres 6 et €, telles que la vitesse
post-collisionnelle de la particule soit v; (& dv; pres) et celle de la molécule soit vy (& dvg
pres), est alors :

dN = l(vl)dvlle. (154)
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Le nombre de particules dont la position est dans la classe |z, z + dx] et dont la vitesse
entre dans la classe |v1, v1 + dvi | pendant le temps dt est donc :

R‘#(fl,fg)dxdvldt:/ / / I(v1)dN1dv;. (1.55)
nes? JvgeR3 JugeR3
On obtient finalement
R ) = [ [ filta i) fatoa o) o + 0 Bylof o, o)t (156
R3 JR

ou By(v],vs,v1) est donnée par (1.43). &

1.3.2.2 Expression de RY(f1, f2)

Proposition 1.3 On se place dans le cadre physique décrit aux paragraphes 1.1 et 1.3.1.
Alors Uopérateur de collision modélisant l'interaction entre les particules et les molécules,
du point de vue des molécules, prend la forme suivante :

RY( f)tan) = [ A0 ) alt2,05) (0 00 B0, 0, o)
R R Tmin

_ /3 / f1(t,z,v1,7) fo(t, x,ve)m (r + 9)2 |vg — v1|drdvy, (1.57)
R Tmin
avec
2
B (v, 08, v2) =~ " (1 + (1) exp =82 (1 +2(r)” (vp — v2)?] (1.58)
e 05 = Dl (0 = )L o120} Km0,
ot vp est donné par (1.44) et B par (1.45).

Preuve de la Proposition 1.3. On considére cette fois RIT(f1, fo) et RS (f1, fa) les
densités de probabilité des molécules qui entrent ou qui sortent d’un élément de volume
généralisé drdvs ; Rg+( f1, f2)dvadzdt représente ainsi le nombre de molécules dont la po-
sition entre dans la classe |z, x 4+ dz| et la vitesse entre dans la classe |v2, v2 + dvz], et
Rgf( f1, f2)dvadzdt le nombre de molécules dont la position sort de la classe |z, x + dz] et
la vitesse sort de la classe |ve, vy + dva] en raison de collisions avec des particules. Ainsi,
a linstar de RY(f1, f2), R3(f1, f2) s’exprime par la relation

R§(f1, f2) = RS (1, f2) — RS (f1. fo)-
Détermination de Rg*(fl, f2) :  La détermination du terme de perte de RI(f1, f2)

est similaire a celle effectuée pour Ril( f1, f2); et comme ce terme ne dépend que de la
section efficace de collision, on obtient facilement :

Rg_(fl, f2) = /R3 / filt,x, v, 1) fa(t, z,vo) (r + Q)2 |vg — v1|drduv. (1.59)
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Détermination de Rng( f1,f2) : A une vitesse post-collisionnelle de molécule vy
donnée, on va maintenant déterminer le nombre de collisions de type (vf,v5) — (v1,v2)
pendant le temps dt. On considére une molécule cible de vitesse v§ (& dvs pres). Comme
précédemment, le nombre de collisions avec des particules de vitesse v, de rayon appar-

tenant & [r,r + dr| et de parameétres 6 € [0, g] et € € [0, 27] pendant le temps dt est

ANy = fi(t,z,05,7) fa(t, 2, 09) |5 — o3| (1 + 0)? sin(6) cos(0)ddedv; dvgdrdadt,

—
CaCq

ou encore, avec n = ==L,
|C2C1 |

2

dNy = fi(t,z,v],7) fo(t,z,0v3) (r + 0)° (n - (v3 —0v])) 1{n_(vg7v§)20}dndvfdv§drda:dt.
Par ailleurs, en tenant compte de l'expression (1.40) de la densité de la variable aléatoire
correspondant a la vitesse relative post-collisionnelle v, = v1 — v9 et de la relation

1

Ur,

on trouve que la densité de probabilité de la variable aléatoire v9 correspondant a la vitesse
post-collisionnelle de la molécule dans le référentiel initial est donnée par

la(s) = hn (1 +&(r))(vB = 9)),

c’est-a-dire :

2
has) =5 <,€B?f> (145(r)" (n- (va = 5))

m
X exp | =222 (14 <) (v = 51| Lgnon-120)- (1.60)

Le nombre de molécules dont la position sort de la classe |z, x + dx| et dont la vitesse
sort de la classe |va, v2 + dvy| pendant le temps dt est alors :

R (f1, fo)dwdvadt = / / / / Iy (02)d N dvs.
neS? Jre[rmin,rmaz] J v ER3 JvgeR3

On obtient finalement :

Rg+(f17f2) :AS /RS/ fl(t,l',’l)i),r)fQ(t,x,'Ug)(T+Q>2Bm(’l)i,’l)§,’l)2)d’l)i)d’l)§d’r,

(1.61)
ot By, (v],v5,v2) est donné par (1.58). &

1.3.3 Autre formulation des opérateurs de collision

Nous nous proposons maintenant d’obtenir des formulations faibles des opérateurs
R{(f1, f2) et R4(f1, f2) obtenues précédemment, qui soient proches des formulations faibles
(1.37) et (1.38) obtenues pour les opérateurs élastiques R$(f1, f2) et R5(f1, f2). On a la
Proposition suivante :
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Proposition 1.4 Soit ¢ une fonction test (par exemple ¢ € CO(R3)) et R{(f1, f2) 'opé-
rateur d’expression (1.42). Alors on a, au moins formellement,

/}R3 RA(f1, f2) (v, m)(v)dv = /R3 /]12{3 /R3 /S2 r+0)? [p]) — o(v1)] f1(v1,7) fa(va)

) (1)1 - 1)2)] ]l{n (v1— U2)>0}dndwdv2dvl, (1.62)

ol
1 1

v] = 70 [v1 + e(r)ve — e(r)w], (1.63)

avec hy, donnée par (1.40), et

[ B o010 = /R L L[ e 02 o) = )] fin o)

’U)) [ (1}1 - ’1)2)] ]l{n (v1— v2)>0}d7“dndwdvldv2, (1.64)

ol

vl = 1—|—1€(7°) [v1 +e(r)va + w], (1.65)

en omettant les variables t et x dans les formules (1.62) et (1.64) pour les alléger.

L’expression (1.62) fait apparaitre la quantité ¢(v))—p(v1) ol les vitesses v; et v, données
par (1.63), peuvent s’interpréter comme étant respectivement les vitesses d’une particule
avant et apres une collision avec une molécule. Remarquons que 'on a

v — o1 = O(e(r)),

ce qui s’explique physiquement par le fait que la vitesse d’une particule est peu modifiée
lors d’une collision avec une molécule en raison de leur grande différence de masse Cette
remarque n’est par contre plus valable pour la différence v5 — vy, ol la vitesse v4 est donnée
par (1.65) : en effet, la vitesse post-collisionnelle v d’une molécule n’a, elle, aucune raison
d’étre proche de sa vitesse pré-collisionnelle vs.

Preuve de la Proposition 1.4. Soit ¢ une fonction test et R¢11+ le terme de gain de
opérateur R{, donné par (1.56). On a

[ R (. )t
R
—(r+0) / / / o(00) 1 (2, 02, 1) falts 2, 03) By (02, 05, v )dusdeldvr,  (1.66)
R3 JR3 JR3
ou B, s’exprime en fonction de h,, par :

Bp(v(lja ’U;,Ul)
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On pose

w = (o5 — v1) (1 —!(i?“)) _ (1 i(zzr) v+ - +15(T)UT — U1) <1 ::(:.:;r)) ;

et on considere dans l'intégrale (1.66) le changement de variables suivant :

(v1, 07, v5) = (w, v7,v3),

] = (1;?;”)3.

dont le jacobien vaut :

On a par suite

/R3 Lp(v)R‘f+(f1,f2)(t,x,v r)dv = (r + o) /]R5 /]1&3 /Rd . fi(t,x v1,7) fa(t, 2, ve)(v))

X h ( 1)1 — ’UQ)] ]l{n (v1— v2)>0}dndwdv2dvl
(1.68)

(en renommant v§ en v; et v5 en vg), avec

of = - +1€(T) [v1 + e(r) (v2 — w)] .

Par ailleurs, comme pour tout vecteur n

/ hp(w)dw =1,
R3

et que pour tout vecteur k € R3 (voir calcul 1 de Annexe C)

/SQ (n- k) Lppsoydn = k], (1.69)
alors on a

[ oRi G fav=r+07 [ [ po0ita oot o m)lor = velndoadon
R
=(r+o) //// (v1) f1(t, 2,01, 7) f2(t, T, v2)
X hy(w) [0+ (v1 = v2)] L. (0) —0p) >0y dndwdvaduy. (1.70)

On déduit finalement (1.62) de (1.68) et (1.70). Ensuite, pour ¢ une fonction test et R3"
le terme de gain de 'opérateur Rg, on a

/ R (f1, f2) (1, 2, v2)p(v2) vy

/ /IR3 /RS - fi(t,z, 07, r) fa(t, x,v5)(r + Q) By, (v], vs, v2)p(vg)drdv]dvsdus,
. (1.71)
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ou By, (v],v5,vs) est donné, d’apres (1.58), par

B (05,15, 03) = (1 + £(r))? /

[ (1 42(0)) (o = 2)) (- (05 = 0)) Ly 520

On pose

e(r) o L
w=(1+&(r)) (02— vg) = (1 +(r) (m - - +€(T)v1> ,
et on effectue dans l'intégrale (1.71) le changement de variable :

(v2, 01, 03) — (w,0f,v3),

dont le jacobien vaut :
[J] = (1+e(r))*.

Alors, en renommant v] en vy et v5 en v, on obtient :

/]1%3 Rg+(f1,fg)(t,&?,@g)(ﬁ(’vg)dvg :/r::jz /]Rd /l‘{k‘ /Rg(r—i_Q)Qfl(tam.vvlvr)fQ(t7$7v2)(p<vg)

X /2 by (—w) (n - (v2 = v1)) L. (vp—vy)>01dndrdvrdvadw,
S

(1.72)
ol
_ [v1 + e(r)va + w]
2T ™ 2 '
De plus, comme h,, (—w) = h_,(w), le changement de variable n — —n donne :
. b, (—w) [ (V2 — v1)] L. (vy—vy) >0 A7
= [ ha(w) [n- (01 = v2)] L. (0 —vp)>0ydN0- (1.73)

SQ

Par ailleurs, grace a (1.69), on a

LR G opaden = [ [ ] o fim o et

Tmin

X /2 by (w) [+ (v1 — v2)] L. (v) —vm)>01dndrdvr dvadw.
S
(1.74)

On déduit alors (1.64) de (1.72), (1.73) et (1.74).$

Les propriétés (1.62) et (1.64) montrent que v — 1 est un invariant collisionnel de
R{(f1, f2) et R4(f1, f2), ce qui correspond & la conservation du nombre de particules. De
plus, remarquons que

1 " 1 1
——o] vl = ——v; +vg,

e(r) e(r)
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ou v} et v4 sont donnés par (1.63) et (1.65). On en déduit que v — v est un invariant
collisionnel de 'opérateur

e(r)

On déduit ensuite de la Proposition 1.4 une autre expression des opérateurs de collision

R{(f1, f2) et R4(f1, f2).

Proposition 1.5 Les opérateurs de collision (1.42) et (1.57) peuvent s’écrire sous la

[ R )+ R £2)

forme :
R{(f1, fo)(t, ,v1,7) = /R3 /R3 /S2 (v1 = va)] [ W] Ly (0 —3) >0} L w0}
x (r + 0)* [fl(t, z, vy, 1) fat, T, vY) exp (—ﬁQ(Ul — v2)2)
— fi(t,z,v1,7) fao(t, T, v2) exp (—52(0'1’ — vg)Q) dndwdvg}, (1.75)
et

RY(f1, f2)(t, @, v2) /Tmaz /]R3 /R3 /82 (v1 —v2)] [n - W] L (0 —02)>0} L {nw>0}
X (T + Q) |:f1(t,l‘,Ul,T)fg(t,I‘,UQ)eXp (_/82(U1 - UQ) )
= filt,z,v1,7) fo(t, @, v2) exp (—ﬁg(vi' — Ué’)2>}dndwdv1dr, (1.76)

v = 1—#15(7")(?}1 +e(r)ve — e(r)w), (1.77)
o = 1+15(7~)<”1 +e(r)vs + w), (1.78)

et B donnée par (1.45).

Remarque 1.1 Notons que v§ — v = w dans (1.75) et (1.76).

Preuve de la Proposition 1.5. Reprenons I'expression (1.68) dans laquelle on effectue
le changement de variable :
(Ula V2, w) - (/Uila 'Ug, ’LL)

avec u = v9 — v1. Autrement dit, on a

I3 e(r)ls —e(r)Is

v} T+e(r) 1—(i-€)([r) T+e(r) U1 U1
4 — 1 e(r I _

L0 Bl I v o B e o B e vz | =M vy

u —I3 I3 0 w w

ot I3 désigne la matrice identité de M3(R). Cette transformation est involutive (M? =
1). Par conséquent la valeur absolue du jacobien de la transformation est égal a 1, le
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changement de variable est bijectif entre R? x R? x R3 et R? x R3 x R3, e

t (v1,v2,w)
, . ; I, .
s’exprime en fonction de (v}, v), u) par :

1
v = 1+ 6(7") (Ulll + E(T)Ug - E(T)U),
1
vz = g =) (v] +e(r)vl +u),
w = vy —v]. (1.79)

Alors, en utilisant (1.68), on obtient

/ @) RIT(f1, f2)(t, @, v,7)dv

/ / / / ( vi’—ksvé’—eu 7’) £, (t . Uﬂl-i-&vlgl-f-u)
R3 Rs Rs S2 1+€() ’ T 1—1—5(7’)

X hy (V5 — vf) —u)] Ly, (—u)>0ydndudvy dvy

/1R3/RS/R<3 Szfl (t, v}, 7) f2 (8,2, 05) ©(v1)hn(v2 — v1)

X (=n - w) Ly_p.p>oydndwdvadun,

grace au caractére involutif de la transformation (vq, v, w) — (v}, v4,u), et en renommant

(vf, v, u) en (vi, v, w). Ensuite, par le changement de variables n — —n, et grice au fait
que h_p(ve — v1) = hy(v) — v2), on obtient :

/R3 (V) RIT(f1, f2)(t, z,v,7)dv

4
B % r+ o / / /R (o) fi(t 2,01, 7) falt, 2, 05) exp (=3 (v1 — v2)?)

X /S2 (n-w) [n- (v1 = v2)] L {naw>0} L {n-(v;—ve) >0y dndwdvadovr . (1.80)

Par ailleurs, d’apres (1.70), on a

/11@3 e()RT (f1, f2)(t, z,0,7)dv

4
- % r+oy /Rs /Rz /Ra‘ p(v1) fi(t,z,v1,7) fo(t @, v2) exp(—F2w?)

X /82 (n-w) [n- (v1 —v2)] L0y Lin. (v —v0) >0y dndwdvaduvy. (1.81)
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En remarquant que v§ — v{ = w, on obtient finalement la forme faible (1.75) pour
R{(f1, f2). Puis, d’aprés (1.72) et (1.73), on a

/ REF (o, f2) (1,2, v2) o (v)dv

L L1 /mm (r+ 02 fa(t, 3, 01, 7)oty v2) p(05)

/ b (05 — 07) [+ (01 — 02)] L (01 —0g) >0y dndV1 dV2dW

Lol /mm (r+ 0 itz v or) falt 2, 0o (v2)

/ by (v —v1) (—n - u)]l{ n-u>0ydndvidvadw,
SZ

grace au caractére involutif de la transformation (v, v, w) — (v{, v, u). Grace au chan-
gement de variables n — —n, on obtient

LG e = [ [ 0 0wt e

X / hy (v1 = v2) [n - u] 1.0y dndrdvy dvaduw.
S2 -
(1.82)

On déduit finalement (1.76) de (1.82) (dans laquelle on renomme u en w) et de (1.74). <

1.3.4 Modele “pseudo-maxwellien”

Nous introduisons maintenant un modele “pseudo-maxwellien” pour les opérateurs
R{(f1, f2) et R3(f1, f2). Ce modele n’a pas de justification physique. L’objectif de celui-ci
est uniquement de valider les calculs numériques des Chapitres 3 et 6. Les opérateurs de
collision, notés R{™(f1, f2) et RI™(f1, f2), sont définis sous forme faible par :

/ RI™(f1, )1, v, P)p(0)du

/Rd /]Rd /Rd /SQ — ()] fi(t, z, v1,7) fa(t, 2, v2) hn (w)dndwdvadoy,

et

/ RI™(fy, fo)(t, 2, 0)p(0)du

/3 /3 /3 /2/ (vé’) — o(v2)] fi(t, m, v1,7) f2(t, 2, v2) h (w)drdndwdvaduy,
R3 JR3 JR3 Js2 Jr i

ou C), est une fonction positive de la variable r et v{ et v5 sont données par (1.77) et
(1.78).
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1.3.5 Améliorations possibles du modele
Prise en compte de la température des particules de poussiére comme variable.

Dans le modele présenté dans cette partie, nous avons supposé que toutes les particules
possédaient la méme température de surface T, . Or, nous pouvons aussi introduire la
température de surface T, s comme variable dans la fonction de densité f; des particules.
Avec ce type de modélisation, f; est une fonction de la forme

fi: (2,0, Tourp) € RT xR X R X R™ v f1(t, 2,0, T p)-

L’opérateur de collision R;(f1, f2) dépend alors lui aussi de cette variable Ty, ¢. Quant a
Ra(f1, f2), il s’écrit sous la forme

R§(f1, f2)(t, 7, v9)
Tmazx o0
_/3 /3/ / (T+Q>2f1(t7mvvi7Tsturf)fQ(taxvUg)Bm(v%U§7U27Tsurf)deurfd7adrU§dvg
R3 JR3 Jrpmin 0

Tmax o0
[ Ao T o) 4 01 o — 3T
R3 Jrpmin JO

avec

o
Vg, V2, surf)

B (vi,v
= ; <2k'BTsurf> (1+¢e(r)*exp [— (14e(r))? (%) (v — UQ)Q]

S2 ’ ( 1 - UQ)] [TL : (/U2 - UB)] ]]‘{n~(’uf—y(2))>0}]l{n'('UZ_'UB)>0}dn'

Si on fait ’hypothese que la température de chaque particule reste constante au cours du
temps, alors les densités sont encore solutions du systéme d’équations (1.27).

Prise en compte de la gravité.

On peut choisir de tenir compte des forces extérieures dans notre modele. Le systéme
(1.27) se réécrit alors de la facon suivante :

0
ajll U Ve f1+m1<r> Vufi = Ri(f1, f2),
% +v-Vyfo+ % -Vofa = Ra(f1, f2) + Q(f2, f2),

ou Fp est une force s’exercant sur les particules de poussiére, et Fo une force s’exercant
sur les molécules. On s’intéressera en particulier au Chapitre 4 au cas ou le systéme est
soumis & un champ de gravité.
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70

Etude de I’existence de solutions au couplage B/B homogéne en espace ...

2.1 Notations

Dans ce qui suit, © désigne un ouvert de R%, E un espace de Banach, 7, Tmin €t Tmaz
des réels tels que v > 0 et 0 < Tmin < Tmaz-

Espaces fonctionnels et normes

e (©)

c

LlogL

L;logL;

Ll

’y7r

1%, @) le

1
LT,W

1
LTmr

L% (Q; B)

00
LT,v

00
Tw,r

Ensemble des fonctions €2 — R de classe CP et a support compact sur 2.

Ensemble des fonctions h : R? — R positives p.p. et telles que

/ h(v)|1In (h(v)) |dv < co.

R3

Ensemble des fonctions h : R? x [Tmins Tmaz] — R positives p.p. et telles que

Tmax

/ / h(v,r)|1In (h(v,r)) |drdv < co.
R3 Tmin

Espace L (R3; (1 + |v|7)dv), que 'on munit de la norme

ey = /R3 ()1 + [v]7)dv.

Espace L' (R? X |7min, "maz[; (1 + [v]7)dvdr), que 'on munit de la norme

olee, = [ [ i iy
Norme sur ’espace Lir x L3}, définie par :
1)l = blly + el (2.1)
Espace L! (]0, T x R3; (1 + |v[?)dtdv).
Espace L' (]0, T x R? X |rmin, Tmaz[; (1 + [0]7)dtdvdr).

Espace des fonctions u mesurables sur €2 a valeurs dans (E, ||.||g) pour les-
quelles il existe une constante C' telle que pour presque tout z € €,

[u(z)][z < C.
Espace L™ (]0,T] x R% R).

Espace L (]0, T[ x R3 x 17min, Tmaz|; R).

Lip ([0, T'], E)Ensemble des fonctions lipchitziennes sur [0, 7] a valeurs dans (E, ||.||z).
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Masse et entropie

Pour h: R? — E € L'(R?), on définit la masse de h par

wu(h) = /RS h(v)dv. (2.2)

Pour (hi,h2) € Lylog L, x LlogL, on définit 'entropie du couple (hy, he) par

H(ha, ho) :/

[hg(v) In (ha(v)) + / T o, r) In (b (0, 7)) dr | dv. (2.3
R3

Tmin

La convention de signe utilisée ici est celle des mathématiciens : 'entropie y est une fonction
décroissante.

2.2 Introduction

Nous nous intéressons dans ce Chapitre a ’étude de l'existence de solutions a un
couplage de deux équations de Boltzmann spatialement homogenes, d’inconnues

fl : (t,v,r) S R—i— X Rg X {Tmin7rma:r:] = fl(t,U,T) >0
la densité en particules de poussiere, ol 0 < rpmin < Tmaz, €t
fo:(t,v) €Ry xR fo(t,v) >0

la densité en molécules de gaz. Ce couplage s’écrit :

ON _ ety ),
88; (2.4)
87752 = R5(f1, f2) + Q(f2, fo),

avec les conditions initiales :

fl(o,’l),T) = fl,in(v7r)v f2(ovv) = f2,m(v)-

Ici, Q(f2, f2) est I'opérateur de collision entre les molécules, donné par

Qb t(00) = [ | [ 7010 = Pt 0) ot )] Bl = ] cos()) o
(2.5)

= low=v)l o (v',v}) sont les vitesses post-collisionnelles

[v—vx|

ou y est 'angle définit par cos(x)
données par
;U Uk |v—v*]0
2 2 ’
, vt v v — vy
v, = -
2 2

(2.6)
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Rappelons que pour toute fonction test ¢, on a formellement :

[, Qe )t o)t o)
— 1 [ )ttt = falto) ol ) B (o = ] cos(0)
X (p(t,v") + p(t,vy) — @(t,v) — @(t,vi)) dodvdus,. (2.7)

Les opérateurs RS(f1, f2) et RS(f1, f2) de collision entre particules de poussiere et molé-
cules sont donnés par

Ri(flan)(ta ’01,7’) _/]R3 /S2 [fl(t7vll7r)f2(ta Ué) - f1<t,1}1,7“)f(t, 02)]
X q(lvy — val, |w - (v1 — v2)|, 7)dwdvs, (2.8)
et
Rt = [ [ A e ) = At o) alt o)
X q(|lvg —v1|,|w - (v2 — v1)|, 7)drdwdoy, (2.9)

ol v] et vh sont les vitesses post-collisionnelles relatives aux particules de poussiéres et
molécules respectivement, données par

vy =v + ﬁ%[w (v — v1)]w, (2.10)
5= 2 2.11
02—02—m[‘0'(7}2—vl)]% (2.11)

dans lequel £(r) représente le rapport de masse entre une molécule et un grain de poussiére
de rayon r. Rappelons que

Talz72 : (’1)1,1)2) = (U/bvé)v

définie par les relations (2.10) et (2.11), est une involution. De plus, on vérifie a partir des
relations (2.10) les égalités suivantes :

e(r)vh +v] = e(r)vy + vy, (2.12)
e(r)|wy]? + v} [* = e(r)]oaf” + o1 |2, (2.13)
et en écrivant 'expression de la vitesse e(r)va + v1 sous la forme

1 e(r)

e(r)|va]® + 1] = T e (e(r)vg 4+ v1)? + e (v — v2)?,

on en déduit que la norme de la vitesse relative est également conservée, c’est-a-dire :

[v] — vh| = |v1 — val. (2.14)
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Notons que la relation (2.13) est équivalente & la suivante :

112 r\? 12 2 % 2
Em|va|” + V1|7 = emlv2|” + lv1 |7, (2.15)
T'min T'min

dans laquelle &, = &(Tmin) = (7/Tmin)3e(r). On peut déduire du caractére involutif 7,12
et de (2.14) les relations formelles suivantes, valables pour toutes fonctions tests ¢ et 1) :

/ [/Tm‘”” 1(f1, f2) (v, m)ep (v, r)dr + Ry (f1, fa) (v) (v )1 "

/Rs /R/S /m 2(v2) fr(vi,m)a(|va — vl jw - (v2 = 01)],7)

man

x [p(vl, 1) + P(vy) — p(v1,7) = Y (v2)] drdwdviduy, (2.16)

et

/RS l/nﬁaz Ri(fl,f2)(v,r)¢(v,r)dr+R;(fl,fQ)(v)wv)] do

- _% ///Rngg,Xs2 /T::f [f1(v], ) fa(vh) — fa(v2) fi(v1,7)] q(|ve — w1, |w - (V2 — v1)],7)
x [p(vi,r) +1(vh) — p(vr, ) = 1(v2)] drdwduvidvs. (2.17)

En particulier, on obtient a partir de (2.15) et de (2.16) la propriété formelle suivante :
pour tout £ > 0

/Rd /r’r‘maz 1(f1, fo)(t,v r)!v]z (n:”) drdv +6m/ RS(f1, f2)(t, U)Mde —0. (2.18)

min

Par ailleurs, v — 1 est un invariant collisionnel des opérateurs R{(f1, f2) et R5(f1, f2) :
pour tout ¢t > 0, pour tout 7 € [Tmin, "maz), O0 &, au moins formellement,

[ et =0 e [ B(hp)E0d=0.  (219)
R3 R3

Nous supposons dans ce Chapitre que I'interaction entre les molécules et les particules
de poussiere est de type spheres dures; le noyau des opérateurs R{(f1, f2) et R5(f1, f2)

est ainsi donné par

1

le+n)?e (2.20)

Dans ce Chapitre on notera, pour alléger 1'écriture, Ry (f1, f2) et Ra(f1, f2) ces opérateurs.
L’interaction entre molécules est modélisée par un potentiel dur. Le noyau B est dans ce
cas de la forme

q(y,z,7r) =

B(y,z) =b(2)y’

avec § € ]0,1]. On supposera également que b € L? (]—1, 1[). Nous allons dans ce Chapitre
montrer le Théoréme suivant :
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Théoréme 2.1 Soit (f1.in, foin) € (L;r NL, logLr) x (LY NLlogL) vérifiant f1 i > 0,
f2,in > 0 p.p, et Q, R1, Ry les opérateurs de collisions définis par (2.5), (2.8), (2.9). Alors
il existe un couple (f1, f2) défini sur R, tel que

(f1, f2) € Lip (R+, L;,T) x Lip (R+, L;)

pour tout v € [0,1], et vérifiant ’équation (2.4), au sens suivant : pour tout t € R, pour
presque tout v € R? et presque tout r € [rmm, rmm] :

t

filt,v,r) = f17m(v,r)+/0 Ri(f1, f2)(s,v,7)ds, (2.21)
Rt = fan)+ [ @50+ Ralfi )0 ds. (222

De plus, (f1, f2) € L™ (R*,L%,T NL;logL; x L3 N Llog L), et vérifie les estimations sui-
vantes : pour tout t > 0, pour presque tout r € [Fmin, F'maz),

,U(fl)(ta 7“) = (fl(ta ',’l“)) = M(fl,m(w 7‘))7 (2'23)
u(f2) (@) = p(f2(t, ") = p(fa,mn), (2.24)

et
H(fla f2)(t) =H (fl(ta B ')7 fQ(tv )) < H(fl,ina f2,in)a (225)

ot u est Uopérateur défini par (2.2) et H lopérateur défini par (2.3). En outre, s’il
existe s > 1 tel que (f1,in, f2,in) € L%s7r x L, alors il existe une solution (fi,f2) €
L (R"’,L%s’r X L%S) vérifiant, en plus des propriétés précédentes, I’équation de conserva-

tion de l’énergie suivante : pour tout t € R,

E(f1, f2)(t) = E(f1in; f2,in), (2.26)

ou E est Uopérateur énergie, défini par :

3
) drdv.

La preuve de ce Théoreme, inspirée en partie par la preuve donnée par Arkeryd pour
I’équation de Boltzmann spatialement homogene [Ar], est divisée en plusieurs étapes.

B 2O = e [t oloPdo+ [ [ pceol?

Tmin

> Nous commencons, dans la section 2.3, par introduire des opérateurs R}, Ry et Q™
a sections de collision tronquées et nous prouvons que le probléme (2.4) associé a
ces opérateurs de collisions admet pour tout n € N une unique solution

(1 £5) € €' (RT; L' (R®  [rmin, Tmas]) x L' (R?)).

Nous montrons de plus que pour tout n € N la solution (f], f3') est positive, appar-
tient a l’espace
L (R*, L3, x Ly N Lylog Ly xLlogL),

et vérifie des relations de conservations de la masse, de I’énergie et de décroissance
de 'entropie.
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> Nous montrons ensuite dans la section 2.4 qu’il est possible d’extraire de la suite
(f1", f3)nen une sous-suite (encore notée (f1', f3')nen) convergeant faiblement dans

L%A/T X L%W pour tout ¢ > 0 et pour tout v < 2 vers un couple (f1, f2), puis
que les opérateurs RY(f', f3), RE(f1', f3), Q"(f%, f3') convergent faiblement vers
Ri(f1, f2), Ra(f1, f2), et Q(fa, f2) respectivement. On en déduit que (fi, f2) satis-
fait les relations (2.21)—(2.22).

> Nous montrons 'inégalité d’entropie (2.25) dans la section 2.5. Nous prouvons préa-
lablement que pour tout 7" > 0, on peut extraire une sous-suite de (f{, f3)nen+,
encore notée (fi', f)nen+, telle que pour tout ¢t € [0,T), (f7'(¢,-,-), 3 (t,))nen
converge faiblement dans L#r X L%.

> Finalement, nous montrons dans la section 2.6, grace a une inégalité due a Povzner
[Po], que sous I'hypothése d’existence d’'un moment d’ordre strictement supérieur
a 2 pour (f1,in, f2,in), la suite (fT', f3')nen converge faiblement dans L, . x Li, (&
extractions pres). Ceci nous permet d’obtenir la relation (2.26).

2.3 Existence d’une solution pour le systéme avec sections
de collisions tronquées

2.3.1 Opérateurs de collisions a sections tronquées

Pour n € N*, on introduit les sections de collision tronquées

Bn(‘a”g.g):min{ ( €] )’f‘é n}

n . 1 n
(1, - €l,) = min { (e + 7o €l -}

ainsi que les opérateurs de collisions a noyaux tronqués, définis par :

= /RS /S2 [R(")I(VL) = R()l(va)] B (| — v, |0 - (v —v.)|) dodvs, — (2.27)

et

R (k,h)(v,r) = /R3 /SQ [k, r)h(vh) — h(ve)k(v,7)] ¢" (Jv — val, |w - (v — v2)],7) dwdvs,

) (2.28)
Rk 1 /R/S/m o r)h(v) - h(v)k(w)]q“(rvv1|,|w~<vv1>|,r2:;;f;)dm.

Nous commencons par établir des estimations sur les opérateurs ", R} et RS, prouvant
que ceux-ci envoient L3 x L} dans L (dans le cas de Q"), L} x L%yr dans L} (dans le cas
de RY), ou Ly x Ly dans L}, (dans le cas de RY).

Lemme 2.1 Soienth € L, 1€ Ll etk € L%’r. Alors pour tout n € N, on a les majorations
suivantes :

1Q" (. 1)1 < 20 1A 1l (2.30)

n 1 T'max 3
|5 (k. )y < (2+ = () )thHL;HkHL;,, (2.31)

5m mwn
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et

IRk )ly, < 2+ 2m) 1By Kl (2.32)

Preuve du Lemme 2.1. En utilisant le caractére involutif de 'application (v, v,) —
(v',v)) et la relation

[0 < Jou? + Jof?, (2.33)

/ Q" (h, 1)|(v)(1 + [v]*)dv
= / / /82(1 + |v)?) |h() (W) = h(v)l(v.)] B" (Jv = val, |0 - (v — v)]) dodv.do

< / / / (2 + |[v* 4 [V')?) |h(v)l(vs)| dodv.dv
47 R3 JR3 JS§2

< n/ / / (2 + 20 + |vs]?) |h(v)I(v4)| dodvedv d’aprés (2.33)
4 R3 JR3 JS2

<2n

[ L@+ Py o))l de.do,
R3 JR3

et on obtient donc (2.30). La relation (2.13) et la décroissance de r +— ¢(r) entraine ensuite
les deux relations suivantes :

1 /r 3
w2 < ’U22+ 1)12< vzz_l_(max) U12, 2.34
o5 < ool + sfonl < ool + — (2222) (234
et
01 < Jui? + e(r)|oal* < [or]? + emlvaf*. (2.35)

On obtient donc, grace au caractére involutif de la transformation (vy,ve) — (v}, v5) :

/ (RE (k, 1) (02)|(1 + [va?)dv

//// 1+\U2])|k vh, r)h(vh) — h(va)k(v1, )| drdodvidos
R3 JR3 JS2? Jrpin

< n/ / / 2 + |va|? + |uh] ) |k(v1, r)h(ve)|drdvydus
R3 JR3 Tmin
<n / / (2 + 2|vg|? + o )\v1]2> |k(v1,7)||h(v2)|drdvidvy d’apres (2.34)
R3 Jrmin Tmaz
<n <2 i !

" ( mafﬂ) )/ / / (14 [oal?) (1 + o1 ]2) [k(v1, 7) [ (vo) | drduvs dus,
Em \Tmin R3 JR3 Jr

min
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d’ott 'on déduit (2.31), et ensuite
B3 0k, ),

- / / Ry (h, k) (0, 1) (1 + [o]?)drdv
Rg Tmin

n/// (2+ 20012+ [or]?) [k(vr, 7)h(v2) | drdvsdoy
47T R3 Rg

Tmin

4n/ / / (2 + 2o * + Em‘”QP) |k(v1, r)h(ve)|drdvaduy d’apres (2.35)
& R3 JR3 Tmin

2+ ) Al ¥l

IN

IN

IN

d’ot I'on déduit (2.32).$

2.3.2 Existence de solutions approchées (f]', ')

Nous introduisons maintenant I’approximation suivante du couple d’équations (2.4) :

ofy _ R £)
ot~ 1+ LI Nl

8f2 — Q (f27f2)+R2(f1 7f2)
ot L+ S ICA £l

o [|(f1' f)le(t) == [[(f1'(E, ), f5'(2,-)) [|e est défini par (2.1), Q", Ry et Ry sont les
opérateurs a sections tronquées définis par (2.27), (2.28) et (2.29), de conditions initiales

1
f{l(oa Yy ) = fl,z'n(vvT)]l{fLmSn}('UaT) + E eXp(—|’U|2), (2'37)

n 1

f300,) = fain()Lg, <ny (v) + —exp(=fol*). (2.38)

Afin de montrer I'existence d’une solution (f{*, &) a (2.36) — (2.37) — (2.38) pour tout
n € N*, on introduit 'application ¢, définie pour n € N* de la facon suivante :

RY (¢, ) Q”(%s@)JrR’%(w,sO))
L+ 2, o)l 1+ 51w, )l

Proposition 2.1 L’application ¢y, : (¢, ) € Lé’r x L — L%’r x L est globalement lip-
schitzienne : il existe une constante K ne dépendant que de n, €., Tmin €t Tmaz telle que
pour tous couples (11, 1) € Ly X Ly, (th2, p2) € Ly, x L -

¢n:<w,w>eL5,rxL5H(

16 (¥2, 02) = I (1, 01)lle < K|[(¥2,02) = (41, 01) - (2.39)
Preuve de la Proposition 2.1. Pour (¢, ¢) € L%,r x Li , on note
Ri (Y, ¢)
On(, ) =
L+ 211, 0)le

et
_ Q" p) + B3 (Y, 0)

2
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> Montrons que Im(¢2) C L} et que

H(ﬁi(w% 902) - Qs%(i/’la QOI)HL%
1 Tmazx 3 2 2 T'max

6+em+ — b2 = rllpy +n" |10+ — 2 — prllLr-
IS 2T Em \Tmin 2

<n?
m \Tmin

On commence par faire le découpage suivant :

167 (2, 02) = &7 (1, 01) Ly
< |17 (W2, p2) — & (%1, 02) Ly + 163 (Y1, 02) — &7 (W1, 01) Iy

On a d’une part :

|62 (12, @2, ) — @%Wh@)”i;
_ /R3 Qn(()o%@?)(U) +R721(¢27§02)(v) _ Qn(SOQﬂ(p?)(v) + Rg(wbSOQ)(U) (1 + ‘U|2)d’0

1+ 2[[(¥2, 2, ) e L+ 241, 92)le
1 1
1+ (W2, 02)llc 1+ LlI(w1, 02)lle
1 1
1+ (@2, 02)llc 1+ L1, p2)lle
o L B = e 0] 1+ o),

Q" (02, 02) (0)| (1 + [0]*)dv

R3

L, B I+ oo

+

+
L+l

d’ot, d’apres (2.30) et (2.31),

162 (12, p2) — 2 (1, 902)”55

sl — ooy |

1
n 1+ Ll + lwallis |11+ Llloalls
n ¥2 L2 n 2 L2,r n 2 L2

1 /r 3
2llp2llfy + (2 +— (rm“"”) ) IIwznglwzllL;r]

IN

X n
m man

24cem)n
SR el — iy
1+ Liealln | ’

2 1 Tmazx 3
<n“|6+4+¢em+ — |’¢2_¢1HL1 .
IS T 2,r

m min

D’autre part, on a

162 (Y1, p2) — o2 (1, tpl)Hi;

_ / Qn((p27()02)(v) + Rg(wla (/32)(’0) _ Q"((pl’gpl)(v) + Rg(wlv()ol)(v) (1 + |U|2)d’U.
R3 1+ L1, 92) . 1+ 2w, 1)l
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Or, on a
Q"(p2,02)  Q"(¢1,41)
L4+ 2@ e2)lle T+ 210101 lle
_ Q2,2 —¢1)  Q"(p1 — 2, 1)
L+ 2@ e2)lle T+ 511, 01)lle
1 1
+ Q" (2, ¥1) < — ) ;
L+ (W e2)lle 1T+ 21100
et ainsi

167 (01, 02) = 3 (W1, 1) 1
1

S T
L+ 2141, @2)lle
1

T+ L1 el
il = ezl | 19702, 011y
|1+ Ellealluy + enlly | [1+ 2lerlly + 2lenlley |

1Q™ (2, 02 — ¢1)lILy

_l’_

1Q™(¢1 — 2, 01) Ly

1 1
+ - 1R3 (br. 02) Iy
‘1 @ elle 1+ L@ 0l :
1
- |RS (br. 02 — @)y

L+ 2l e)le
d’ott, d’apres (2.30) et (2.31),

197 (1, 02) — & (W1, 1)

< ———2nlleally ez — @il
T+ Lzl : 2

el lles — el
1T+ Lerl; : :

sl = @2l
1+ 2lleally] [1+ 2l

L1 — ’

01 — 2|l 1

+ - = (2 T <:«maw) ) 2nlvnlLy lle2lly
[1"‘%”902”@} {1%—;“#&”%&} e

1 1 /r 3
S <2 +— ( mw) > il ller — @2l

1+ %Hd}lHL%,r Em \Tmin

2 2 Tmax 3
<n (10+ — | — 2 — p1llLs-
Em \Tmin 2

> Montrons ensuite que Im(¢;,) C L, et que

16k (2. 02) — S o))y, < 22+ em)n? (i — lly + llez — ey )

]2nusol||L;||soz||L;




80 Etude de I’existence de solutions au couplage B/B homogéne en espace ...

On effectue de fagon analogue au paragraphe précédent le découpage suivant :

167 (2, 02) = dp (1, 1)y,
< |l (W2, p2) — dp (1, 2)llny, + 6% (11, 02) — ¢ (11, e1)ly -

On a d’une part

[ (2, 02) — bn, (¢1,¢2)||L1
/ /T”“” Ry (Y2, 02)(v,r) Ry (Y1, 02)(v,7)
RS Jrin |1+ 2] Q/)27902)||c 1+ (w1, 2) |l

N 2) drd
S /RS /7'm7,n 1+ 1” w2,€02)”c |R (1/) ¢17902)(U T‘)‘ (1+’U| ) rdv

/ /”’"“ Ry (Y1, 02)(0,7) R (1, 92)(0,7)
8 Jrpin |14 2@y 02)lle 1+ 2101, 02)lc

soit, d’apres l'inégalité (2.32),
164 (e, 2.) — B (b1, 02 Iy

1
< ———||RY (W2 — 91, 902) |12
1+ g2l o

Lln = iy,
+ - - I
1+ Zleally] [1+ 2lenlley |
< 2n% (24 em) [z — Willpy -

(1 + \v[2> drdv

(1 + [v]?)drdo,

R (. 02y,

D’autre part, on a

H¢n 1/)17902 ¢1 (wlugol)HLl

:/ /rm” Ry (Y1, 2)(v, 1) RY(¢1,1)(v,7)
B Jrin |1+ 2 wmpz)Hc 1+ L@ el

< - RY(¢1, 02 — 1) (v,7)| (1 + |v|*)drdv
/R/m ] wl,mnc' i el

/ /r’"‘”” Ry (1, 1) (v,r) — Ri (¥, 91)(v,7)
B Jrin |14 21102 1+ 21 @101
soit, d’apres (2.32),

[l (1, 2) — (Y1, vl

IR} (W1, 02 — o)y,

(1 + |v*)drdv

(1 + |v]?)drdv,

1
S T
1+ g”ﬂ)l”Lir
aler — o2l
[+ Elnluy] [1+ Fllenlley,
<20%(2 +em)llp2 — @1y

| IRY (. o1,
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> On obtient finalement

[én (b2, 02,) = &n(h1, 1)l
= llgn(¥1, 02) = n, (1, 1)llLy + 16 (41, 02) = I (1, 01)lILy |

2 1 Tmazx 3 ) 2 Tmazx 3
<n”|6+em+ — [th2 = hfly +n" |10+ — 2 — @1l
Em \Tmin 2r Em \Tmin 2
£ 2@+ e s — tnlly 422+ eI 2 — il

< Kl[(th2, p2) = (¥1, 1) lles
d’ott découle 'inégalité (2.39). &

Le systeme (2.36) se met sous la forme d’un systeme autonome

0
a (ffv f%l) = ¢n (f{L(t7U)7 fg(tv U,T)) )

(2.40)
(f1n<07 ')7 f§(07 ) )) - ( ?7 hg) ’
ou l'on note .
h?(’U, ’I”) = fl,in(va T)ﬂ{fl,mﬁn} (Ua T) + g exp(—|v|2), (241)
W0) = FosnL 1oy (0) + - exp(— o). (2.42)

L’intérét de se donner une donnée initiale (hY, h%) différente de (f1in, f2,in) €t approchant
celle-ci dans la limite n — oo apparaitra par la suite. La Proposition 2.1 et le Théoréme
de Cauchy-Lipschitz global permettent alors d’obtenir la Proposition suivante :
Proposition 2.2 Soit (fin, foin) € L%yr x L wvérifiant fiin >0, foin > 0 p.p. Alors
pour tout n € N* le systéme (2.36) muni des conditions initiales (2.37) et (2.38) posséde
une unique solution

(ff', f3) € CH(RT, Ly, x Ly). (2.43)

2.3.3 Conservation de la masse et de I’énergie

Nous commencons par montrer les propriétés de conservation suivantes :

Proposition 2.3 Soit n € N*, (fi,in, f2,in) € L%’r x L} wvérifiant fiin >0, foim >0

p.p., et (fI', f3) la solution du systéme (2.40). Alors pour tout t > 0, pour presque tout
re [Tmina rmaac];

n(f1)(E,r) = p(ht)(r), (2.44)
n(f2)(t) = p(hy), (2.45)
et
E(fT, f2)(t) = E(hy, hy), (2.46)
" et B étant définies par (2.41) et (2.42). De plus,
Jim pu(hy) = p(fa,in), (2.47)
Jim E(hy, hy) = E(fin, f2,in), (2.48)
et

Jim [p(hy) = p(frin) L2 Grminrmas) = O- (2.49)
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Preuve de la Proposition 2.3.  On déduit immédiatement de (2.43) et du Lemme 2.1

que RY(ff, f3)(t,-,-) € Ly, RE(fT, f5)(t,-) € Ly et Q"(f3, f3)(t,-) € Lj pour tout t > 0.
Comme v +— 1 est un invariant collisionnel des opérateurs R} (f1, f3) et RS (f{", f3), on a
alors

o 1
d _
B Jgo 1100 = T

d’ott 'on déduit la relation (2.44); on obtient la premiere égalité de la relation (2.45) de
la méme fagon. De plus, puisque (f7, f) € C}(R™, L%J x LY), on a

En <5m/ 13 (t,v)|v] dv—l—/ /maz (t,0,7)|v]? (r) drdv)

mn

1 n/n Tmaz r e en
T IO () (/R (amRz(fl,fg)(t,vH/rm (rmm) Rl(fl,f2)(t,v,r)dr> dq;)
=0,

/ RO St v, ) = 0,
Ra

la relation (2.18) étant valable pour les opérateurs de collision & sections tronquées. Par
ailleurs, comme f ;, € LY(R3)

(13) = i) = [ Ponl0 gm0 = [ oo+~ [ exp(=fofo

tend vers 0 lorsque n — oo par convergence dominée. De méme, comme (f1in, f2,in) €
L3, x L3,

|E(hT, hy) = E(f1in; fo,in)]
[, oo mloPo = [ o)l

r Tmazx Tmazx
+ ( mw) / / frin(t, v, 7)1y, <n}\v\ drdv —/ / Ji,in(t,v ) |v|2drdv

1
+ E (1 + Tmaz — Tm'm) 7T3/27

SeEm

ce qui permet d’obtenir (2.48) par convergence dominée. Enfin, puisque

/ " W) — i fran) ()] dr < / " / Frin(o,7)] (1= N, cny)drdo

min min

/flmvrdvdr+ / /exp \v| )dvdr,

min

alors p(hY) tend vers p(f1,n) dans LY (J7min, Tmaz|) lorsque n — oco. $

2.3.4 Propagation de la positivité

Proposition 2.4 On suppose que fiin > 0, fain > 0 p.p. Alors pour tout n € N*, la
solution de (2.36) munie des conditions initiales (2.37) et (2.38) vérifie : pour tout t > 0,
pour presque tout v € R3 et presque tout r € [Tmin, Tmaz), fl(t,v,7) >0 et fR(t,v) > 0.
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Preuve de la Proposition 2.4. Nous introduisons, pour n € N* fixé, le probleme
suivant :

0g1
8gt + p1g1 = I'7 (91, 92),
9o (2.50)
Y92 B
5p 1292 5(91,92),
de conditions initiales
gl(oa v, T) = h?(vv T)a 92(0’ U) = hg(’l)), (251)

et d’inconnues ¢; : (t,v,7) — g1(t,v,7) € Ret ga: (t,v) — ga(t,v) € R, ou I'? et T'y sont
des opérateurs définis par

t 2}2 dvg

R™(q1, / g2(

F?(91,g2) 11 (91 92 T g R3 ,
L4 21 f2)le / h3(t, ve)dvs

3

=

et

Fg(gl, 92)

. . g1(t,v1,r)drdv; / t, vo)dv
_ Q"(92,92) + R3(g1,92) | p2ge /R3/rmm ( ) R392( .
TRl 2 " ’
U1 J2)lle / / hi (v, r)drduv; / hy (v2)dvy
R3 Tmin R3

ou i1 et po sont des constantes qui seront précisées par la suite. D’apres (2.44) et (2.45),
il est clair que (f]", f3) est solution de (2.50), quelques soient les constantes p; et p2. De
plus, I’application

)

(91,92) — (TP (91, 92) — p191, 15 (g1, 92) — p2go)

étant localement lispschitzienne, le Théoréme de Cauchy-Lipschitz nous assure que cette
solution est unique. Il suffit donc de montrer que pour tout 7' > 0, la solution (g1, g2) du
probléeme (2.50)—(2.51) est positive sur [0,7] pour obtenir la positivité (presque partout
en v et r) de (ff, f3'). Soit T' > 0. Introduisons les suites (g1 x)ren €t (g2,k)ren définies par

t
grk+1(t,0,1) = exp(—put) hy (v, 7) +/ exp(—pa(t — $))TT (9%, 92,6) (5, v, 7)ds,
0

gi1,0 = 07
(2.52)
et

t
927k+1(ta U) = exp(*:th) hg(v) + A exp(—ug(t - 8))F3(91,k792,k)(5» v)dsa (2.53)
92,0 = 07

et montrons par récurrence que ces deux suites sont croissantes. L’initialisation est immé-
diate car hl et hf sont positives. Il suffit ensuite de montrer que pour tout k£ > 1

0<g1h-1 < g1k N 'Y (g1,k-1592.k—1) < (91,85 92,)
0<gok-1< 92k I'8(91,k-1,92.k—1) < I5(91.%: 92,)
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On a, pour tout k£ > 1,

'Y (91,5, 92.%) — T (91,6-1, 92.6—1)
_ RY (91,5, 92.6) — RY (91 615 92,6—1)
L+ 207 )l

1
o [gl,k/[ 92,k (-, v2)dv2 — g1 k-1 / gz,kl(v?&)dw}
/ hy (v2)dve R? R?
RS
1
= [RY (91,6 — 91.k—1,92.%) + R (91,6—1, 926 — 92.6—1)]
L+ 2107, ) lle
" [(gl,k — g1,k—1)/ 92,5 (-, v2)dvg + g1,k—1/ (92.6(-sv2) — g2.k—1(-,v2)) dva| .
hg(UQ)dUQ R3 R3
RB

Or, pour toutes fonctions ¥ et ¢ positives p.p, 'opérateur R} (v, ¢) peut étre minoré par
Ry (4, ¢) = —nw/3 p(v2)dvs. (2.54)
R

Ainsi, en supposant 0 < g1 ;-1 < 914 et 0 < g2 ,—1 < ga i, on obtient, pour tout t € [0, 7]
et presque tout v € R3 et 7 € [Fmin, Tmaz)

1'\711(917]“ g2,k)(t7 v, T) - F?(gl,k—lv g2,k—l)(t’ v, T)

2
n M1
Z - n n —"_ n
< n A |7 f)lle(t)  fgs b (’02)d02>
X ((gl,k — g1k-1) (t,0,7) /3 92.5(t,v2)dva + g1 k—1(t,v,7) /3 (92,6 — 92,k—1) (t,v2)d02> .
R R
Comme (7', f) € C! (R*, Lo, x Lg), on peut introduire

Cp = (flnafg)HC(t)’

sup ||
t€[0,T
et il suffit alors de choisir de choisir u; tel que

n2 Jrs W5 (v2)duy
H1 = ntC,

)

(n étant fixé) pour obtenir :

[T (91k-1,920-1) < TT (91,85 92,8)-



Existence d’une solution (f7, f') 85

De méme, on a

Ly (91,5, 92.6) — I3 (91,6—1, 92,5—1)
1

L

+ K2 (92,k/ g2,k(‘av2)dv2—92,k—1/ 92,k—1('702)d02>
2/ hg(vg)dvg R3 R3
R3

1
L+ LI e

+ Tmax MZ
2/ / hi (v, r)drdov;
R3 Jr

Tmax Tmax
X g2,k/ / g1,k('»vl,7“)d7“dv192,k—1/ / G1k—1(-yv1,7)drduy |,
R3 Tmin R3 Tmin

que 'on peut encore écrire sous la forme

(Q" (92,65 92.%) — Q" (92,k-1,92,k—1))

+

(R (91,6 92.k) — Ry (91,k—1,92,6—1))

'y (91,6, 92.%) — I'5(91,k-1, 92,k—1)
1

T )l

+ 12 <(92,k - 92,k1)/ 92.5(+, v2)dvs + 92,k1/
2/ hi (ve)dvg R? R
RS
. 1
L+ 2107, ) lle

Tmaz
+ Tmax MZ <(92,k - gQ,k—l)/ / 91,]4(',’1)1,7”)de1}1
2/ / hY (vy, r)drduv RS Jrmin
R3

Tmin

(Q" (926 — 92,k—1,92.k) + Q" (92,61, 92,k — 92.6—1))

, (92,6(-,v2) = g2 k—1(+,v2)) dvz)

(R5(91,k, 92,k — 92.6—1) + Ry (91,6 — 91,6—1,92,k—1))

Tmax
+92,k—1/3/ (91,5(-,v1,7) —gl,k—1('7U177’))d7’dv1> -
R Tmin

De plus, comme pour toutes fonctions v, ¢ et o positives p.p, les opérateurs Ry (¢, @) et
Q" (v, p2) peuvent étre minorés par

Ry (¢, 0) > THP/Rs Y(vy)doy, (2.55)

et

Q" (¢, 2) 2 —nSD/S(PQ(UQ)dW, (2.56)

R



86 Etude de I’existence de solutions au couplage B/B homogéne en espace ...

alors

Ly (91,55 92.6) — T3 (91,61, 92,k—1)

2
n 25

RS [ P [
R?’

X <(92,k — 92k—1) /3 g2.k(-;v2)dva + g2 -1 /3 (92,5 — 92,5—1) (- vz)dvz>
R R

2
n 2

- n n + Tmaz
n+[|(f7 )l 2/ / R (v, 7)drdoy
R3 Tmin

+

Tmax Tmax
((92 k= 92,k—1 / / 91,k (, v1, 7)drdvy + g2 k-1 /3 / (916 — 91,k—1) (-, v1,7)drdvy
T R3 Jr

min min

Ainsi pour

2n? / By (vg)dvy 2n? / / hY (v1, r)drdv
R3 R3 Tmin

2 2 max ,

on obtient, sous les hypotheses 0 < gy 1,1 < g1 et 0 < g2 k-1 < g2k, que

[5(916-1,928-1) < T5(91,8, 92,%)-

Les suites (g1,%)ken et (92,x)ken sont donc croissantes. Par ailleurs, v — 1 étant un invariant
collisionnel de R} (f7, f3), Ry (', f3') et Q" (fT', f3'), on a les égalités suivantes :

Tmax
/ / 91.k+1(t, v1,7)drdvy
R3 Jr

min

Tmaac
= exp( ,ult// (v, r)drdvy
R3 Jr

min

+M1/ exp(—p1(t — s)) / / g1.k(s, 01,7 )drdvl/ 92.5(8, v2)dvads,
/ hg(UQ)d'UQ R3 T'min
R3

et

/R3 g2,k+1(t, v2)dva
= expl—pat) [ W3oa)dos + 2 / exp(~ia(t )

Tmax
/ / glk S,V1,T )drdvl / 92,143(571)2)6&)2
R3 Jrmin R3
Tmax
/ / hi (v, r)drduv; / hy (ve)dva
R3 J7rmin R3

></ 92,k(5,v2)dvs ds,
R3

)



Existence d’une solution (f7, f') 87

qui permettent obtenir par récurrence que

Tmazx Tmax
sup sup/ / 91,k(t, v1,7)drdvy §/ / hi(v1, r)drdvy,
tG[O,T] keENJR3 Jroin R3 Jrmin

et

sup sup/ g27k(t,vg)d1)2§/ hi (vg)dvs.
te[0,7] keNJR3 R3

On peut donc appliquer le Théoreme de convergence monotone, qui nous assure que

g1 = lim g1
k—o0

et
g2 = lim goy
k—o0
existent, sont positives, et que

(77, 7) € L ([0, 7], L' (R®) x L (R X [rmin, Tmaal) ) -

De plus, d’apres (2.52) et (2.53), on voit que (g1,g2) est la solution de (2.50), et par
unicité on en déduit que g; = g1 et go = g2 (pour tout ¢t € [0,7], et pour presque tout
7 € [Fmins Tmaz), v € R?). Ainsi on a bien montré la positivité de fJ et f3.$

On peut maintenant déduire des relations (2.44), (2.45) et (2.46) que

Tmax
M, := sup sup / / fiut,v,r) (1 + Jv]?)drdv < oo, (2.57)
teR* neEN* JR3 Jrpp
et
My := sup sup 2t 0)(1+ |v[*)dv < occ. (2.58)

teR+ neN* JR3

2.3.5 Décroissance de ’entropie

Proposition 2.5 Soit (f1.in, fo.n) € (L;r AL, log Lr> x (L NLlog L) vérifiant f1.n > 0,
f2,in = 0 p.p., et pour tout n € N* (fI', f3') la solution du systéme (2.40). Alors pour tout
n € N*, pour tout t > 0,

(7', f3) € L (RF, L log L, x LlogL), (2.59)
et ’entropie est décroissante : pour tout 0 < s <'t,
HUT ) ) < HUT £2)(s). (2.60)

De plus, il existe une suite numérique (un)nen positive telle que lim w, = 0 et pour tout
n—oo
t >0, pour tout n € N*,

HfS £2) @) < H(frin, f2.n) + Un. (2.61)
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Preuve de la Proposition 2.5. Soit n € N*.

> Commengons par montrer que ¢t — H(fT", f5)(t) est bien définie. Il nous faut pour

cela obtenir des bornes sur f* et f3'. Plus précisemment, nous montrons que ces
densités sont bornées inférieurement (afin de pouvoir contréler In(f{") et In(f3))
et supérieurement. D’apres 'inégalité (2.54) et grace a la positivité de fi* et f3,
Vopérateur RY(f', f&) vérifie la propriété suivante :

1
L+ G 3 le

RY(f1, f3) = —n® fi.

Ainsi f' vérifie, d’apres (2.37),

of
ot

F0,5) > —exp(-[of?)

+n2ff20,

et on peut en déduire que f{* admet la borne inférieure suivante : pour tout ¢ > 0,
pour tout v € R? et tout r € [Fmin, "maz],

1
fi(tv,r) > ﬁexp(—IUIQ)eXp(—HQt) (2.62)
L’intérét de “relever” la donnée initiale en ajoutant a fi, un terme strictement

positif nous apparait donc ici clairement. De la méme facon, et grace aux inégalités
(2.55) et (2.56), on obtient que pour tout ¢ > 0 et pour tout v € R3 |

F3(t,0) > - exp(~[of?) exp(~20%). (2.69)

Par ailleurs, 'opérateur de collision R} (f{", f3') vérifie 'estimation suivante :

1

RY n’ > y Tyt o < 2 I s 5 ") lloos
1+%||(f{‘,f5‘)HcH LTS )@ ) leo < 07 LT (E )

qui nous permet d’obtenir, d’apres (2.36),

£t oo < 1A [loo + 12 /Ot 1/1°(s5 -5 ) loods.
Finalement, on en déduit grace a l'inégalité de Gronwall que pour tout ¢ > 0,
£t oo < 1AT o exp(n?t). (2.64)
On peut remarquer ici I'intérét de remplacer fi ;, par f17m]l{f17m§n} afin d’avoir une

donnée initiale A" bornée en norme || - ||o. De la méme fagon, on montre que pour
tout n € N* et tout ¢ > 0, || f3'(¢,-,)|[|c < 00. On peut maintenant en déduire que
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pour tout ¢t > 0, (f{(¢,-,-), f3(t,-)) € Lylog Ly x LlogL : en effet
Tmax
L[ 1o mpe o) drdo
RS Tmin

R L)
{rp=1}
+ //{ oy [1007) (ST o) i
<lIn|fi( ,,-Hoo/ /Tm(w tvrdrdv—l—/ /Tmax (t,v,7) (|U|2+nt+ln( ))drdv

Tmin

< (2n% +(n) +In [} o) M1,

d’apres (2.57) ; et de fagon similaire on peut montrer que pour tout ¢ > 0

/11&3 |fo' (t,v) In(f3'(t,v))| dv < Cst(n, t, fan).

> Montrons ensuite la propriété de décroissance de I'entropie. On remarque que

1
L+ gl 8 @)l

2 () = (1 4+ In (f) RYCE 13,

et

1
L+ 1107 O

O (5m() = (1 +n(f5)) (@Q"(F F5) + ol F5):

de plus grace aux inégalités (2.62), (2.63), et (2.64), on peut montrer que

In (ffb) (t7 "y )R?(fln7 fgl)(t, B ) € Ll(RB X [Tmimrmax])v

et
In(f3)(t,) (Q"(f3, ) + Ra(fT, f3)) (t,-) € L' (R?).

Ainsi
Tmazx t 8 . a
:/ / /a(f?ln(f?))(r,v,r)derdv+/ 8—(f§1n(f§))(7—,v)d7—dv
R3 Jrmin s ®3 /s

¢ 1 . :
:/s L4 Sl (s f2) ()l /R3 /rmm (L+1In(f1)) BT (f1', £2)} (7,0, 7)drdv

4 [ A 0 @3 55) + Ralhf, 1) (7.0 dodr
RS
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Or, en utilisant la Propriété (2.7) pour 'opérateur a section tronquée Q" (f3, f3),
on obtient

[ ) (@5 )
=/, In(f3") (7, v)Q"(f3, f3)(7,v)dv

R

=3 Lo BENBE) - B0 |2

x B" (Jv — vil, |0 - (v — v4)]) dwdvdu,.

De l'inégalité (x — y)In(x/y) > 0 valable pour tous x et y positifs, on déduit alors
que pour tout 7 > 0,

[, @m0 Q. ) v)de <o,

Posons ensuite
7= [(1 AU BT )0 + [ () R Ao, e | do

En prenant ¢ =1+ In(f7*) et ©» = 1+ In(f3") dans (2.17), on obtient

1 s / n / n n
J=- 5 /R?’ /]R3 /S2 /"’min [f{L(T’ ’Ulﬂr)fQ (T’UQ) - f2 (T,UQ)fl (T,’l)l,’r‘)}
ST (T, 01, 7) f3 (7, v5)

| 00) Fp (o)

} q" (Jv — va|, |w - (v1 — v2)|,r) drdwdvidvs,

et ainsi J < 0. Finalement la propriété (2.60) est donc vérifiée. On obtient donc en
particulier que pour tout ¢ > 0,

HOT £2)(t) < H(RY, hy).

> Montrons maintenant qu’il existe une suite (uy),,cy positive de limite nulle telle que

H( 7117 h’g) < H(fl,ina f2,in) + Up.

On utilise pour cela la relation suivante : pour z > 0, y > 0,

zln(z) —yln(y) = -z <i In (i) +1-— i) + (z —y)(In(z) + 1)
< (z—9y)(In(zx) 4+ 1), (2.65)

reposant sur I'inégalité de convexité classique uIn(u) +1—u > 0 pour v > 0. On a
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alors
H (T, hy)(t) = H(frin, fo,in)
< /R3 <f2,m(v) (ﬂ{fz,mSn} — 1) + :Le_“"z) [ln (fz,m(v) + ie‘“) + 1} dv

Tmax 1 2
. _ Z eIVl
* /Rs <f1,m(v,r) (]l{flv"”gn} 1) T ne )

Tmin

1
X {ln (fl,m(v, r) + e_l”lQ) + 1] drdv.
n
Pour tout v € R3 tel que fan(v) + %e—|v\2 <1l,ona

[ ) (Lg ey ()~ 1) + ;e—vﬂ [m ( Fron(v) + ;e—w) + 1}

1 1
In (f2,m(“) + eW)‘ + —e P
n n

< f2,in(v>]1{f2,m2n} (U)
< Lo,
n

car Iy, >py(v) = 0. Puis pour tout v tel que f2,(v) + %e"”'Q >1,0na

[ ) (Lg ey ()~ 1) + ie—m} [m ( Fron(v) + :Le—w) + 1}

1 1 1

< e P <f27in('v) + 6|v2) +—e P
n n n

1 e 1 _

e P (fgym(v) + el ) + € v

1 1 _
< —frin(v) + —e
n n

| 2

IN

2
‘ ’

grace a la croissance de In puis a la propriété x In(x+y) < y pour z € [0,1] et y > 0.
De la méme facon, on obtient

]‘ —|v 2 1 —lv 2
(fl,m(v,r) (]l{anSn} — 1) + ﬁe vl ) {ln <f17m(y,7«) 4 E@ [v] ) + 1}
< lfl,z'n(v,r) + l(3"”‘2.
n n
Finalement on a

H( 7117 hg)(t) - H(fl,ina f2,in)
1 Tmax

<= </ f2,in(U)dU + / / fl,in(U, ’I”)dUdT + 2(1 + "maz — Tmin)ﬂ-g/2> >
n R3 R3

Tmin
et on obtient la propriété (2.61).
> De plus, d’apres la relation (2.65) appliquée a x = exp (— |v|) et y = f3(f,v), on a

Yo eRP/0 < fot,v) <1, f3(t,0) In (3 (t0))] < exp (= [v]) + f3(t,0) (Jo] = 1).
(2.66)
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De méme, pour tout (7,v) € [Fmin, Tmaz] X R? tel que 0 < f1(t,v,7) < 1, 0n a
f?(t,’[),’l“) |1n (f?(t,’U,’l")” § €xXp (_ |U|) + f{L(t’U’r) (|U| - 1) . (267)

Les inégalités (2.66), (2.67), (2.57) et (2.58) nous permettent d’en déduire que pour
tout ¢t > 0

L7 o e mldrdo+ [0 g o)
R3 “

(st O +2 [ [ ) I ) ey
R3 J i '
=2 [ B3 I3 o) gy
< H(f1ins f2,in) + tn + M1+ Mo + (1 + rmae — rmm)/ exp (— |v]) dv.
R3

Finalement on obtient donc :

sup sup / / i In(fM)] (¢, v, r)drdv < +o0, (2.68)
teR+ neN* JR3 Jr,,,
et
sup sup 3 In(fH)| (¢, v)dv < +o0. (2.69)

teR+t neN* JR3

2.4 Existence d’une solution (fi, f2) pour le couplage B/B

2.4.1 Extraction d’une sous-suite convergente de (f]', f3)nen

La Proposition 2.2 nous permet de définir une suite (f{*, f3')nen+ de solutions au sys-
téme (2.36) muni des conditions initiales (2.37)—(2.38) ; nous montrons maintenant ’exis-
tence de solutions au probléme (2.4) par extraction d’une sous-suite convergente. Pour
cela nous prouvons que pour tout t € RT, la suite (f5'),en est contenue dans un compact
faible de Lt177 et que la suite (f]")nen est contenue dans un compact faible de Ltlmr grace
au critére de compacité de Dunford-Pettis que ’on rappelle ici [Br] :

Théoréme 2.2 (Dunford-Pettis) Soit Q un sous-ensemble mesurable de R?, F un sous-
ensemble de L'(Q, ). Alors F est relativement compact dans L' (2, i) pour la topologie
o(LY, L) si et seulement si :

1. F est borné dans L1(Q, i),

2. on a équiintégrabilité uniforme :
Vn > 0,37 > 0/VA C Q, A mesurable, u(A) <Y, VfE€EF, / fdu <mn, (2.70)
A
3. on a équitntégrabilité o linfini :

Vn > 0,3K C Q, K compact/ Vf € F, / fdu <mn. (2.71)
Q-K



Existence d’une solution (fi, f2) pour le couplage B/B 93

Proposition 2.6 Soit (f1.in, fo.n) € (L5r AL, log Lr> x (LY NLlog L) vérifiant fomn > 0,
fiin >0, et t € RT™, v € [0,2]. On considére, pour tout n € N, le couple (f1, f3) €
CHR™T,Lj, x Ly) solution de (2.36). On peut alors extraire des suites (f{")nen €t (f3)nen

deuz suites, encore notées (f{')nen et (f5)nen, qui convergent faiblement dans L%mr et L%ﬁ

pour tout t € R vers deuz fonctions notées f1 et fo (indépendantes de~y ett), c’est-a-dire :

¢ ¢
Vo e Ly, lim // <p(s,U)fg(s,v)(lﬂv\”)dvds:// ©o(s,v) fa(s,v)(1+|v]7)dvds,
e Jo JR3 0 JR3

et

t Tmax
Vi€ Lysy,  lim / / / P(s,v,7) f1(s,0)(1 + |v|7)dvdrds
n—oe Jo R3

Tmin

= /Ot /rmax /R3 ¥(s,v,7)f1(s,v)(1 + |v|")dvdrds.

Tmin

De plus, f1 >0, fo >0 p.p, et pour tout v € [0, 2]

(f1,f2) €1 (RY,LL x L1},

sup / / filt,v,r) (L + |v|7) drdv < M, (2.72)
tZO R3 Tmin
et
sup [ folt,0)(1+ [o)do < Mo (2.73)
>0 JR3

ot My et My sont les constantes introduites dans (2.57) et (2.58).

Preuve de la Proposition 2.6. Vérifions les trois points du critére de Dunford-Pettis.
> D’apres (2.57) et (2.58), les suites (f7)nen €t (f3')nen sont bornées dans Ltl,%r et
L%m respectivement.

> Equiintégrabilité uniforme. Soit A C]0, t[xR? mesurable, a > 1, et

E= {(s,v)/fgl(s,v) > a} :

Alors
/ f3(s,v)dvdt < alAl, (2.74)
ANE<
et y
f3(s,v)dvds < —— sup sup [ fo'(7,v) [In(f3(7,v))|dv, (2.75)
ANE In(a) rer+ nen Jrs

ce qui permet d’obtenir la propriété (2.70) pour la mesure du = dvds. On vérifie
ensuite cette propriété pour du = |v|7dvds : soit b > 1; en distinguant les cas |v|? < b
et [v]Y > b, on obtient

1
/fg(s,v)\vpdvdtgb/ fg(s,v)dvdt—k_/ fi(s,v)|v]2dvdt
A A b*=7 Ja

n 1
< b/Af2 (s,v)dvdt + szMg,
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ce qui permet d’en déduire, en utilisant (2.74) et (2.75), que la suite (f})nen est
aussi équiintégrable pour la mesure du = |v[Ydvds. On procede de fagon similaire
pour montrer I’équiintégrabilité de la suite (f1")nen.

> Equiintégrabilité a Pinfini. Pour M > 1 et K = B(0, M) x [0,], on a

/ 13 (s,0)(1 + |v]7)dvds < (]\;2 + e 7)/ / (s, v)|v>dvds

< = Mst,
ce qui permet d’en déduire I’équiintégrabilité & linfini de la suite (f3)nen+. On
procede de maniere analogue pour obtenir 1’équiintégrabilité a l'infini de la suite

(f{l)nEN-

De plus fi et fo sont positives presque partout en tant que limites faibles de fonctions
positives. Par ailleurs, pour ¢ € C.(R™) positive et v € [0,2], on a d’apres (2.57) et (2.58) :

sup / / / " s, 0,m) (14 o) drdod(s)ds < My | é(s)ds, (2.76)
neN JR+ JR3 Jrpmin R+
et
Sup/ f;(s,v)(l—l—|v|7)dvd8§Mg/ o(s)ds, (2.77)
neN JR+ JR3 R+

d’apres (2.57) et (2.58). Par passage a la limite on obtient alors, puisque fi et fa sont

positives,
/ / / fi(s,v,r) (L + |v|7) drdve(s)ds
R+ RS Tmin

< lim inf/ / /max f(s,v,r) (L+ |v|7) drdve(s)ds
" IR IR Jrin

< [ o),
R+

/ / a5 0)(1+ [o]")dvs(s)ds
R+ JR3

< lim inf/ / 13 (s, v)(1 + |v|7)dve(s)ds
R+ JR3

n

et

< MQ/ ¢(S)d87
R+
pour tout v € [0,2]. On en déduit finalement (cf. [Br] p. 38) (2.72) et (2.73). &

2.4.2 Convergence des opérateurs de collision

Nous utiliserons dans la suite la propriété suivante :
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Lemme 2.2 Il existe deuxr constantes C1 > 0 et Co > 0, telles que pour tout v € [0,1],
pour tout h > 0

Sup sup ”f{l(t + hv K ) - f{b(tv K )HL% v < Clha (278)
teRt neN ’
sup sup || f3'(t +h,-) = f3'(t,-) ||y < Coh. (2.79)
teR+t neN

Preuve du Lemme 2.2. Puisque (ff', f3') € C'(R", L} x L}), on a pour tout ¢ > 0

L3+ ho) = 60 1+ o) do

:/R3 /Hh éfQ(s v)ds

t+h
= / /R (1Q™(f3 13) (s, 0)| + [RE (F1' £3) (s, 0)]) (1 + [o]) dods

(1 + Jof7) dv

t+h
: Cl/ / £3(5,0)£5 (s, 00) (L4 [v = wal) (L o] + [0']7) dvdo,
t R3 JR3

t+h 7"maa:
+ C’g/ / / / (s,v1) f5 (s, v2)|v1 — va|(1 + |1 |Y + [} [")drdvdu,
t R3 JR3 Jr

min

t+h
<y / / S35, 0) f2(5,02) (1 + [0 — va]) (1 + [0 + [0.]7) dud,
R3 JRR3

t+h rmaz
- 04/ / / / (s,v1) f3' (5, v2)[v1 = vo|(1 + [v1]" + |v12|")drdvdu,
R3 JR3 Jr

min

<C5M2 M2+M1 h,

d’apres (2.57) et (2.58). De méme, on montre que pour tout n € RT et tout t € Rt

/ /W L+ hyo, 1) — f1E 0, )| (14 [o]?) drde < Cst h.$
RS Tmln

2.4.2.1 Convergence de 'opérateur Q"(f3, 1)

Proposition 2.7 Soit (f3)nen la suite extraite dans la Proposition 2.6, Q™ lopérateur
définie par (2.27) et Q celui définie par (2.5). Alors pour tout p € CL(R3), et t € RT, on

a .
t t
Jim [ /0 Q3. £)(s0)ds p(oydo = [ /0 Qfar £2)(s, v)ds p(v)dv

Preuve de la Proposition 2.7. Soit ¢ € C.(R3), t € RT, Q"T(f7, f%) le terme de gain
de lopérateur Q" (f7', f3') défini par

Q" (3, f3)(tv) = /RS . f3 (60N f3 (6, 02) B™ ([v = vl o - (v = vs)|) dodu,
et QT (f2, f2) le terme de gain de l'opérateur Q(f1, fo) défini par

QT (f1, f2)(t,v) / / fa(t, ") fa(t,05) B (Jv — vil, |0 - (v — v4)]) dodvs.
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Apres un changement de variable, on a
t
L, | @ oasew

/ /R3 /R3 /S2 N (s,0) f2(s,v4) B (Jo — vsl, o - (v — v4)|) dodvsdvds, — (2.80)

et en exprimant la section de collision B™ (|[v — vi], |0 - (v — v4)|) sous la forme

n n
B" (v — vy, |0 (v —v,)|) = {4# — v —v|°b (cos (x)) ]l{|v—v|5b(cos(x))2ﬁ}+|v_v|§b (cos(x)),

on peut écrire l'intégrale précédente comme la somme de trois intégrales :

t
/ / QU3 f3) (s, 0)dsp(o)do = T+ JB 4+ I
R3 JO

ou
n n
Jit = // / / V) (5,0) F3(5,00) | 1= o = v b cos (x)
R3 JR3 J§2 ™
X ]1{|v v|b(cos(x }dadv*dvds
/ / / / V)3 (s,0) fals, vi) | — 0| (cos (x)) dodvdvds,
R3 JR3 Js2
et

/ / / / V) (s, 0) (f2(s,v4) — fa(s,v4)) [ — v*\‘sb (cos (x)) dodv.duds.
R3 JR3 Js2
Puisque 6 € [0,1] on a pour tout v € R3
o = v.]” < (14 o)) (1 + [ou]),
et donc pour tout n € N et o € S?
{wv/bleos () o= v = 1}
T =Y
n n
c {00/ (eos (60) (4 ol) 2 g b { (w0 /b (eos () (1 o = -
Ainsi par symétrie sur v et v,, on obtient
! 19
ER TR A I I I 1O TR
x b (cos (x)) ]l{b(cos(x DAt o }dadv*dvds
Par ailleurs, comme

o=l (14 [o]) <3 (1+[of2) (14 ]0.]?)
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on a
24
5 2 2
|v — vy ]l{b(cos(x))(lﬂv\)zg’jr} < " b (cos (x)) (1 + |v| ) (1 + vy ) :

De plus, d’apres 'hypothese effectuée sur le noyau b, on a

0 := [ b(cos(x))*do < +oc. (2.81)
SQ

On obtient donc Cst
s
74| < == lelloct,

ce qui prouve que lim J7'" = 0.
n—-—+00

Ensuite, en écrivant J2+ sous la forme

t
3= [ [ fls k(s o)duds,
0 JRr3
ol
(s,v) / / V') fa(s,v4) |0 — 0.]°b (cos (x)) dodv,,

on obtient immédiatement d’aprés la Proposition 2.6 que

t
iim 73 = [ [ @F (s sl

n—oo

Montrons finalement que liIJIrl J§‘+ = 0. Soit > 0. On peut écrire :
n—-roo

5= = [ [0~ ol6,0) (s, 02 s,
avec o
(s,v4) /R3/ )3 (s, 0) v — v | (cos(x)) dodv.
Pour tout v, € R3, pour tout s € [0,¢], on a
[hin (s, 04)] < Ol pllocMa(1 + [04]), (2.82)
et puisque f3 € Lit, fo e Lit, il existe K un compact de R3 tel que

1
sup (f” S, )|+ | fa(s, v ) 14+ |vg])dveds < = ———
S92 [ o U501 20 U e < 5o

On a donc
‘// (fg(s,’l)*) - fZ(SaU*)) hn(s,v*)dv*d S
[0,t] x [R3NK<]

Il reste ensuite majorer le terme

/Ot/K (f3(5,0) — fa(s,v4)) (8, vi)dvsds.

Montrons pour cela que la suite (hy)nen converge uniformément sauf sur un ensemble
de mesure arbitrairement petite. Nous allons pour cela appliquer le Théoréeme de Riesz-
Fréchet-Kolmogorov [Br] :

(2.83)

Wi
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Théoréme 2.3 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov) Soit Q C RY, w un ouvert tel que @ C Q,
w compact. Soit F un sous-ensemble borné de LP(Q2), avec 1 < p < oco. On suppose que

V> 0,37 >0, T < dist(w,Q°)/Vh € R |h| <Y et Vf € F, |mnf — fll1r(w) < i
(2.84)
Alors F est relativement compact dans LP(w).

D’apres (2.82),
t
sup/ / hp(s,v)dvds < A||g0|]ootM2/ (14 |vi])dvs < 400,
neNJo JK K

et donc F = {hy, n € N} est borné dans L!(K x]0,¢[). De plus, comme ¢ € C}(R3), on a
pour tout v, v, et u :

v+v*+]v—v*\a v+v*+u+\v—v*—ula
7\ 2 2 4 2 2

1 1
< el (3l + (1o =l = o = v~ u))
< ¢/l

Ainsi, grace au Lemme 2.2, on a, pour tout n € N, pour tout s € [0,¢] et h > 0 tels que
s+ h < t, pour tout u € R3 tel que v, +u € K :

t

/ / (5 -+ s + 1) — hn(s, 02| dvads
0 JK
t t
< / / |hn (8 + hyvi + 1) — (8, 04 + u)|dvids +/ / [P (8, v + 1) — B (8, Vi) |dvsds
0 JK 0 JK
t
< Cstllpl sup {1+ 10ul} [ 15+ 0) = 35 lugaoyds
t
+ C’S7§Hg0||oo/ / / f2'(s,v) ’|v — v, —ul’ — v — U*P’ dvdv,ds
0 JKJR3

t
+ Cstll ool / / / F2(5,0)(L+ [o])(1 + [ox])dudu,ds
0 K JR3

< Cstllelloo sull)({l + |vi|} bt + Cst|| || oo | K| Mo ]u\‘s + Cst]|¢ || oo su%{l + [vi|} Mo |ul.
(S O S

La condition (2.84) est par suite vérifiée, et JF est relativement compact dans L}, .(K x]0, ¢[).
On peut donc extraire de la suite (hy,)nen une sous-suite qui converge dans L}, (K x]0, ¢[),
puis une autre sous-suite, encore notée (hy,)nen, qui converge presque-partout dans K x|0, ¢,
vers une fonction que ’on notera h. Pour obtenir une convergence uniforme, appliquons

finalement le Théoréme d’Egorov, que I'on rappelle ici [Br] :

Théoréme 2.4 (Egorov) Soit (X, B, 1) un espace mesurable, 2 un ensemble mesurable,
avec p(§2) < +o00. Soit (f")nen une suite de fonctions mesurables de Q0 dans R telle que
f"— F p.p sur . Alors

Vn >0, 3F C Q, E mesurable, avec (2 \ E) < n/f" — F uniformément sur E.
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Nous savons que
Vanll (sexfosg) < AllgllooMo /K (1+ [ou])dv. < +o0.

De plus, d’apres le critere d’équiintégrabilité uniforme du Théoreme de Dunford-Pettis
appliqué a lensemble F' = {f'} U fa, il existe T > 0 tel que pour tout A C Q, A
mesurable, u(A) < Y, on a

Wn € N, / (\f;(s,v*n + \fg(s,v*)>dv*ds < n L (2.8))
A 3Pl Les (5 xj0,0))
Par ailleurs, d’aprés le Théoreme d’Egorov, il existe un ensemble E C K x [0,t] tel que
p(K x [0,t]\ E) < T et h, — h dans L°°(E). Le produit scalaire entre h,, et le terme
fat — fa vérifie donc d’une part (en écrivant hy, = h + (h, — h))

Ing € N/n > ng = ‘// (F2(3,05) — fo(5,04)) hn(s, ve)dv,ds| < g (2.86)
E
et d’autre part (d’apres (2.85) appliqué a A = K x [0,t] \ E)
I e = fas o) sy docds
KX[0,\E
< thHL‘X’(KX[O,t])/ (1f2' (5, v4)| + | f2(s, v4)|) dvids
Kx[0,\E
n
< . 2.
<3 (2.87)

Finalement on déduit de (2.83), (2.86) et (2.87) que

t
Vo zng, [ [ (00 = fals0) hals. v)dveds < .
0 JR3

Par ailleurs, le terme de perte

Q" (1 f2)(t,v) = f3'(t,v) / / It v) B ([ — v, o - (0 = v,)]) dodu,,

de opérateur Q™ (f3, f3'), converge vers le terme de perte

Q™ (f1, fo)(t,v) = fa(t,v / / fo(t,v) B" (|[v — vy, |0 - (v — vy)|) doduy,

de 'opérateur Q(fa, f2). En effet, comme

[, [ @ odse

/ /Rg /Rg /S2 ) f3(8,0) f3'(8,v4) B" (|v — vl |0 - (v — v4)|) dodv,dvds,

la démonstration précédente s’adapte immédiatement, avec ¢(v) au lieu de p(v') dans
(2.80). Ceci acheve la démonstration de la Proposition 2.7. {
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2.4.2.2 Convergence des opérateurs R} (fT, f3) et Ry(f]', f3)

Proposition 2.8 Soient (f3)nen+ et (f1')nen- les suites extraites dans la Proposition 2.6,
et Ry et Ry les opérateurs définis en (2.8)et (2.9). Alors pour tous p € C}(R3), ¢ €
CL (R3 X [Tmins Tmaz)), o0 a :

Tmax t
lim / / / RY(f1, ) (s,v,7m)ds (v, r)drdv
R3 Jrmin 0

n—-4o0o

:/Rs /mm/o Ru(fr, f2) (5,0, 7)ds (v, r)drdo,

im [ [ mr st = [ [ Rt s s

n—-+00

Preuve de la Proposition 2.8. Montrons que

Tmax t
i [ [ REGR 8)n)ds (o, rdrd
R3 J7min 0

n—-4o0o

:/RS /Tmaz/o Rii_(fhf2)<87v77l)d8w(v,7”)d7’d1}7

ot R (f1, f3) et RY (f1, f2) sont les termes de gain des opérateurs R} (7, f3) et Ri(f1, f2)
respectivement. On peut écrire

Tmax t
L r e ndsvto.narao

min

_/ /3/3/ (s,v2) f1'(s,v1,7)¢" (Jv1 — V2, |w - (v1 — v2)] / (v, r)dwdrdv dveds
R¢ R 7"’rnz'n

R e

:At/RsAS/SQA;T:I (s,v2) f1'(s,v1,7) ;T_;(Ul—UQ)‘w‘(Q"i‘T)z]

X ]l{|(U1_U2)'W|(Q+7')22%}w(v1’ r)drdwdvidvads,

1 t rnw@
= / / / / / (s,v2) f1'(s,v1,7)|(v1—v2)w| (0 + T)Zw(vi,r)drdwdvldvgds,
2 Jo JrsJrs Js2 Jr

p-f /R L L[ s = o) frts, vt )

x B} (Q + 7”) |(v1 — v2) - w|drdwdvydvads.

avec

On peut majorer ‘J{”’ par

4] < C et
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ce qui prouve que lim J1”+ =
n—-+o00

De plus, la Proposition 2.6 nous permet d’obtenir immédiatement que

Tmaz t
lim Jot = R (f1, f2)(s,v,7)ds(v, r)drds.
2 s ),

n—-+o0o

Ensuite, en écrivant J§L+ sous la forme

t
Jg+:/0 /R?» (f5(5,v2) — fals, v2)) hn(s, va)dvads,

avec

(s,v2) / / / (s5,01,7)|(v1 — v2) - w| (0 + 7)YV}, r)drdwdu,
RS SZ m'Ln

on peut montrer, de facon similaire a ce qui a été fait dans la démonstration de la Propo-

sition 2.7, que, quitte & extraire une sous-suite de (J§L+> , lim Jg“r =
neN’ n—-+oo

Les démonstrations de la convergence faible du terme de perte Ry (fT, f3') de 'opé-
rateur RY(f, f2), puis des termes de gain et de perte Ry (f7, f3) et RY™(fT, f3) de

Vopérateur R5(f', f3') sont similaires.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir les relations vérifiées par f; et fo. La
suite de solutions (f], f3)nen+ du systéme (2.36) muni des conditions initiales (2.37) et
(2.38) vérifie : pour tout ¢ € CL(R?), pour tout ¥ € CL(R3 X [Fmin, Tmaz]), pour tout ¢ > 0,

/ / - it v, r)p(v, r)drde —/ / " (v, ) (v, r)drdv
RS Tmin Rg Tmin

e 1 n n n
N LI )l S et rdrdeds

/f2 (t,v)e dv—/ hy (t,v)p(v)dv

/ / (Q” 1o fa (s, U)+Rn(f?’f2n)(5’v)>dsgo(v)dv.
R3

L+ G f5)le(s)

Comme
RY(fT, 13)(s,v,7)

/]R3/mmn/ 1+ 20 f17f2)H (s)

LI (1 AT 1>R?<f 1 78 (s, v, 7)ds b (0, 7)o

Tmax t
4 / / / RY(P 12) — Ry (frs £2)](5, 0, 7)ds (v, 7)drdo,
R3 J7rmin 0

- Rl(fl,fg)(s,v,r)] ds (v, r)drdv
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et que

L+ 2O ) e(s)
<‘4%NE+A@NWHJﬂN6t

Tmax t 1
/ / ( - 1>R?(f{”,fé‘)(s,v,r)dsw(v,r)drdv
]R3 T

min

d’apres (2.57) et (2.58), on peut en déduire grace a la Proposition 2.8 que pour tout ¢ > 0

i e f! 1 n e rn
B[] T T R A e ot

= /R3 /Trm(w /Ot Ri(f1, f2)(s,v,7)ds (v, r)drdv. (2.88)

min

De méme, grace a la Proposition 2.7 et a (2.57) et (2.58), on a

. Qn f2>f2 (S ’U)+Rn(f1n>f§)(5av)
lim /RB/ ( )dsgo(v)dv

oo L+ S ICAS £ lle(s)
= [ [ (@160 + Rl f)5,00) ds o (2.59)
R3 Jo
Par ailleurs, on montre grace au Théoreme de convergence dominée que
lim / hn (v, 7)Y (v, r)drdv —/ / fl in (v, 7)Y(v, 7)drdv, (2.90)

et
lim h” dv—/ f2,in(v (2.91)

n—oo

Finalement, d’apres la Proposition 2.6 et les relations (2.88), (2.89), (2.90) et (2.91), (f1, f2)
vérifie les relations suivantes : pour tout ¢t > 0,

/ 1(t, v, 7)) (v, r)drdv
R3

Tmin

Tmax Tmazx t
:/ / frin(v,m)(v,r d’rdv—i—/ / / Ri(f1, f2)(s,v,7)ds (v, r)drdv,
R3 Jr R3 Jr 0

min min

/ fa(t, v)p(v)dv
R3

_ / Fo.in(v)p(v)dv + / / QU F2)(5,0) + Ra(fr, f2)(s,v)) ds o (v)ds.
R3 RrR3 Jo

et

On en déduit que les relations (2.21) et (2.22) sont vérifiées pour presque tout v € R? et



Etablissement de I'inégalité d’entropie 103

presque tout 7 € [Tmin, Tmaz]. De plus, pour tout ¢t > 0 et pour tout v € [0,1], on a
||f1(t +hy, ) - fl(t> K ')HL%’r
Tmaz t+h
=L i s 0+ o) dsdrae
R rm’Ln

t+h Tmacc
< Cstl/ /3 /3/ (s,v1,7) fa(s,v2)[v1 — va| (1 + |v1|” + [v1]?) drdvidvads
R R T

min

t+h Tmaz
< C’stg/ /3 /3/ fi(s,v1,7) fa(s,v2) v — va| (1 + |v1|7 + |v2|7) drdvidveds
R3 JR3 Jrpmin

t+h Tmax
< Cstg/ / / fi(s,v1,7m) (1 + \U1]2) drdvl/ fa(s,v2) (1 + "02’2) dvads,
t R3 Jrmin R3

d’apres (2.10). Ainsi, d’apres (2.72) et (2.73),
||f1(t + h’v ) ) - fl(ta ) ')HL'Iy,r < Csth.

De méme,

I fo(t + R, ) = fa(t, )|y < Csth,
et ainsi (f1, f2) € Lip (R*,L#yr) x Lip (R*,L}Y)'

2.5 KEtablissement de I’inégalité d’entropie

Nous prouvons dans cette partie 'inégalité d’entropie (2.25) relative a (f1, f2) a partir
de l'inégalité (2 61) relative a (f7, f3'). Comme la convergence de la suite (f]", f3')nen~
dans l'espace L} o X L;V faible ne suffit pas a passer a la limite dans I'inégalité d’entro-
pie (2.61), nous montrons préalablement que pour tout 7' > 0, on peut extraire une
sous-suite de (f{', f3)nen=, encore notée (f7', f3')nen+, telle que pour tout t € [0,7],
(fir(t, -, ), f3(t,-))nen= converge faiblement dans L%’r X L}/. C’est 'objet des deux Lemmes
suivants.

Lemme 2.3 Soit (f1,in, f2,in) € 2r x LY wérifiant fiin > 0, foin > 0 pp, T > 0,
(f1)nen et (f3)nen les suites extraites dans la Proposition 2.6 et (fi1, f2) les fonctions
introduites a la Proposition (2.6). Alors on peut extraire des sous-suites, encore notés
(f1)nen et (f3)nen, telles que pour tout t € [0,T], fi'(t,-,-) converge vaguement vers
filt, ) € LYR3 X [Pmin, Tmaz)) €t f3(t,+) converge vaguement vers fa(t,-) € L1(R3).

Preuve du Lemme 2.3. Les espaces C. (R?) et C. (R3 X [Fimin, "max]) étant séparables,
on considére une famille (@), oy dense dans C. (R?) et une famille (), dense dans
Ce (R3 X [Timin, "maz))- On pose, pour t € [0,7] et k € N,

ka / / Mt v, )R (v, r)dodr,  FF(t / / L (t, v, )R (v, 7)dudr,
RS Tmin RS Tmin

et
FR(t) /3/ v, m)* (v, r)dodr,  F¥(t / fa(t,v)pr(v
R mln
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Pour prouver le Lemme 2.3, il suffit de montrer que I’on peut extraire de la suite (f{, f3'),,cx-
une sous-suite ( flA (n), f2A (")) . telle que la suite (FIA (n)’k, F2A (n)’k) o Comverge sim-
neN* neN*

plement sur [0,7] vers (F{‘“,sz) pour tout k € N. En effet, pour n > 0 fixé et (¢, ) €

Ce (R? X [Pimins Tmaz]) % Ce (R?), il existe (k1,k2) € N x N tel que || — ¥p,]l0 < 1,
| = @rylloo < 7, et on a alors

[ 030 = falto) plo)do

< / |f3(t,0) — fo(t,0)] [0, (V) — o(v)| dv +
R3

/Rs (f2(t,v) = f2(t,v)) P, (v)dv

L, (500) = Rt o) g o)

< 2Msn +

)

et

L] T ) — ol o)) (v, r)drdy
R3 J7rmin

< 2M>on +

)

/ / T Fr ) — Fultv, ) b (0,7 drdo
R3 Jrmin

ce qui permettra de conclure. D’apres (2.78) et (2.79), les ensembles {Flnk, ne N} et
{FQ" ’k, ne N} sont relativement compacts dans L' (]0,T'[) pour tout k € N. On peut ainsi
appliquer le Théoréme 2.3, et extraire de (Fln k) .
n *
, n,k n,k
notées (Fl )neN

et (FQ ) N qui convergent dans L'([0,77]). Or d’apres la Proposi-
n *

tion 2.6, la suite (Fln’k,FQn’k) e COnverge faiblement vers (Flk,sz) dans L1([0,T]) x
n *

k .
et (FQ" ' ) des sous-suites, encore
neN*

L'([0,T]) : par unicité de la limite on en déduit que (Fln - F k) e COnverge fortement
n *
vers (Flk , ng) dans L1([0,T]) x L*([0,T]) . Grace & une extraction diagonale, on peut en-
; ; A(n)  ¢A(n) n fn A(n)k A(n)k
suite trouver une sous-suite (f; , fo  )nen+ de (fT', f3' )nen- telle que (F1 , F ) .
n *

converge pour tout k € N (fortement dans L'([0, T]) x L1([0,77])) ; on extrait finalement de
cette derniére une autre sous-suite convergeant presque partout vers (Flk, Ff) sur |0, T'[.

&

Lemme 2.4 Soit (f1in, f2,in) € L%,r x LiNLlogL x L; log L, vérifiant fiin =0, foin >0

p.p, T € R, (f1)nen et (f¥)nen les suites extraites obtenues dans le Lemme 2.3. Alors
pour tout t € [0,T],

ft,-,) = fi(t,-,-) pour la topologie o (Ll(R3 X [Tmin, "maz)), L™ ((Rg) X [Tmm,f’max])) ,

et
f3(t, ) = fa(t,-) pour la topologie o (LI(R3),L°°(R3)) .
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Preuve du Lemme 2.4. La preuve étant similaire pour (f)nen+ et (f3)nen=, considé-
rons une suite (hy)pen+ telle que hy, : RT x E — R* ou E est un sous ensemble de R? |
vérifiant

sup sup {/ hn(t,y)dy} < 00, (2.92)
t>0 neN E
sup sup [ To(t,9) I (b (t,9)] dy < K. (2.93)
t>0 neNJE
et
Ve [0,7], halt,) = hit,-) dans o (LY(E),C.(E)), (2.94)

ot h € LY(E,(1+ |y)dy). Les suites (f7")nen et (f3)nen vérifient la condition (2.92)
d’apres (2.57) et (2.58) (avec E = R X [Fmin, Tmaz] o0 E = RT respectivement), la
condition (2.93) d’apres (2.68) et (2.69), et la condition (2.94) qui vient d’étre prouvée
dans le Lemme 2.3. Soit ¢ € L>(E) et ¢t € [0,7]; montrons que

lim hn(t,y)w(y)dyZ/h(t,y)w(y)dy- (2.95)
E E

n—oo
Il existe une suite (pp),cy de fonctions de Co(E) et une constante A telle que

sup [|ploc < A,
peEN

et ¢, — @ presque partout. Soit > 0; d’apres le Théoréme 2.4, il existe un ensemble F;
tel que |F7ﬂ < n et ¢p — ¢ uniformément sur F,. On effectue le découpage suivant, pour
tout pe N :

’/ n(ty)e(y)dy — /h(t,y)w(y)dy‘

< ] / (hn(t, ) — Bt 9)) (2(0) — 0p(1) dy\ 4
E

/E (hnlt, ) — B(t,0)) 9p()dy| . (2.96)

D’apres (2.94),

lim
n—0

/E (nt, ) — h(t, ) sop<y>dy\ —0

pour tout p € N, et on majore 'autre terme de (2.96) de la facon suivante :

’/E (hn(t,y) = 1t ) (2(y) — p(y)) dy‘

<

/F (it ) — Bt ) (9(4) — o)) du| +

/FC (hn(t,y) = h(t,y)) ((y) = ¢p(y)) dy

)

< (e = ¢p) 1k, lloo (Sgg 1PnllLr ey + HhHLl(E)>

+ (l¢lloo + A) <‘/Fc ha(t,y)dy| +

h(t,y)dy
Fg
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Or, pour tout R > 1, on a grace a (2.93) :

/ ha(t,y)dy
FC

n

< b
~ In(R)

[l i ) Ly s

mn

_|_

/ b (t, Y) L yeE/0<h (y,t) <R} DY
FC

n

1
< K+R
S )t

et comme h € L1(E), alors

lim = 0.

n—0

/ h(t,y)dy
Eg

Soit 8 > 0. En choisissant d’une part p € N tel que

=~

(= #p) 1r, o (Sgg 1l () + ||h||L1(E)> <

ng tel que pour tout n > ng

[ atteo) = hit. ) ep | < 5.
E

et d’autre part R > 1 tel que

(el + ) (507 ) < 5

et n tel que

)

= >

/Fc h(t,y)dy

n

(lelloe + A) (Rn +

) <

/E (hn(t, ) — h(t,v) so(y)dy\ <.

on obtient finalement

On a donc prouvé (2.95). &

Nous aurons également besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.5 Soit (f1,in, f2,in) € (Lir N L, log Lr> x (LiNLlogL), avec f1in >0, foin >0

presque partout, et (f1, f2) le couple de solutions défini a la Proposition 2.6. Alors il existe
des constantes Cy et Cy telles que pour tout t > 0, pour presque tout v € R3 et presque

tout r € [Tmina Tmax],

filt,v,r) > frin(v,r)exp (—C1 (1 + |v|)t), (2.97)

et

fa(t,v) > fon(t,v)exp (—Co(1 + |v])t). (2.98)
En particulier, si fim > 0 et fain > 0 p.p, alors pour tout t > 0, fi(t,-,-) > 0 et

fg(t, ) >0 D.p.
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Preuve du Lemme 2.5. D’apres (2.21) et (2.22), f et fo vérifient au sens faibles les
équations suivantes :

R3
et
W(t’W) =R3 (f1, f2) + Q7 (f2, f2) — fa(t, uz)/Rs Fi(t,v1, 7)oy — vo|(r + 0)%dur

— fa(t,v2) /]R3 /S2 Fa(t, v:2)b(Jva — vs, cos(x)) vz — v dwdv,,

ott Ry (f1, f2), Q1 (f2, f2) et Ry (f1, f2) sont des termes positifs correspondant aux termes
de gain des opérateurs Ry(f1, f2), Q(f2, f2) et Ra(f1, f2). De plus, d’apres (2.72), (2.73)
et (2.81), on a les majorations suivantes :

/3 fa(t,va)mwlvy — vel|(r + Q)2d'l)2 < Cst (14 |v1])Ma,
R

/ fi(t,v1,r)mvr — ve|(r + Q)del < Cst (14 |va|) My,
]R3

[ [, fattobos = vl cos(lea — v v < Cst (14 |ua)) 320,

R3 Js2

ou O est défini par (2.81). On en déduit donc les minorations (2.97) et (2.98).{
Proposition 2.9 Soit (f1,in, f2,in) € (L%,r NL, logLr) x (L3N LlogL), avec fi1in > 0,
f2,in > 0. Soit (f1, f2) le couple de solutions défini a la Proposition 2.6. Alors pour tout

T >0,
(f1, f2) € L*>°([0,T], Ly log L, N LlogL),

et (f1, f2) vérifie l'inégalité d’entropie :
vVt >0, H(f1, f2)(t) < H(frin, f2,in)-

Preuve de la Proposition 2.9. Soient (f]")nen et (f5)nen les suites extraites dans le
Lemme 2.4 et t € RT. En appliquant I'inégalité (2.65) avec z = fo et y = f2, puis z = f;
et y = f{', on obtient :

f3(f3) = faln(f2) = (1 +1n(f2)) (f2' = fa), (2.99)

et
ST In(f7) = filn(f1) = (1 +In(f)) (f1 — f1)- (2.100)

Pour n > 0, on introduit les sous-ensembles

ay={ve®/ntoe 0]},
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) B, = {(v,r) e R3 x [Tmins Tmaz]/ f1(t,v,7) € [77, 717] } .

Les fonctions fi(t,-,-)In(f1)(t,-,-) et fo(t,-)In(f2)(t, ) sont intégrables sur B, et A, res-
pectivement. En posant

T (t1) =/ [1+ I (fo(t, )] [f2(t,0) = fo(t, 0)] La, (v)dv,
R3

et
T%(t? 77) = ﬂJ : | [1 + In (fl(tv U, 7“))} [fil(tv v, T) - fl(ta v, r)] an (’U, r)d’udr,
R3 X [rmin,Tmax
on a d’apres (2.99) et (2.100) :

om0 do> [ fot o) (bt o) do+ Thitn), (2100
An AN
et
/ 1) In (f{'(t,v)) dvdr > / fit,v,r)In(fi(t,v,r)) dvdr + Ti(t, n), (2.102)
B B

pour tout t > 0 et tout n € N*. Par ailleurs, on a

f3 (8 0) In (3 (¢, v)) dv

An
= [ Beom@e = [ geome) e
< [ Aeomugeondas [ B e (2103

et

/ ) In (f{(t,v)) dvdr</ /Tmm (t,v,r)In (f{'(t,v,r)) dvdr
R3 Jr

min

+f F(t0.7) I (F7 (1 0,7) | v
B1Cn{(v,r) /0 [T (v,r)<1}
(2.104)

Ainsi, on déduit des inégalités (2.101), (2.102), (2.103), (2.104) et de l'inégalité d’entropie
(2.61) sur (fT', f3') :
| Aot o) st [ o) in Galt, o) do
B An
S H(fl,ina f2,in) + Up — T}L(t7 77) - T%},(t> 77)

+ // £t v, In (f2(E v, 7)) dudr
B"Icﬂ{(v,r)e]R?’ X [Tminvrmaw] /ng{b (’U,’I‘)Sl}

" /14"Cﬂ{veR3/0§f§1(v)§l} fi (o) [ (75 (5 0) dv (2.105)
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De plus, grace a 'inégalité (2.66), on a

/ S5t ) [In (F2(t, 0))] do
AnCn{veR3/0< f3 (tv)<1}

< / exp(—|v\)dv+/ f3(t,v) (Ju| + 1) dv
AnC AnCn{veR3/0< fp (tw)<1}

Or, pour tout R > 0, on peut écrire
/ £ 0) (14 [o]) do
AnCn{veR3 /0<f3 (v)<1}
f2(t,v) (14 [v]) dv

73,0 (1 + o)) D

<
N /AnCm{ueRiﬂ/Mff?(vK1}m{|v|<R}

<,
AnCn{veR3/0< f3 (v)<1}N{|v|>R}

t
g/ (1+ [o]) dv + <L 0.
AnCA{Jv|<R} R

De fagon analogue, on obtient pour tout R > 0 :

[t v, r) In (f*(t,v,7))| dvdr

(2.106)

\//Bncﬂ{(U,T)GR3 X [Tminzrmaz] /ng{L (’U,?")Sl}

t
< // (14 |v]|) dvdr + C—SMl + // exp (— |v|) drdv. (2.107)
B1CN{[v|<R} R BnC

On déduit alors de (2.105), (2.106) et (2.107) :

/ f1(t,v,r)1n(f1(t,v,r))dvdr+/ fo(t,v) In (fo(t,v)) dv
By o
< H(f1ins fo,in) +un — Yo (t,m) — Y2(t,m) + %

+/ (1+|U‘)]l{|v|<R}d’U+/ exp (— |v]) dv

// (1+ o)) ]l{v<R}dvd7"+// exp (— |v]) drdv. (2.109)

Le Lemme 2.4 nous assure que pour tout n > 0, pour tout 7' > 0 et tout ¢ € [0,7] :

(2.108)

lim YL(t,n) = lim Y2(t,n) = 0.

n—oo
De plus, le Lemme 2.5 nous assure que
[{fi=0}=[{fa=0}[=0,

et comme la fonction v +— exp (— |v|) est intégrable sur R?, on a donc

lim exp (—|v|)dv =0,
n—0 J gnc
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lim// exp (— [v]) drdv = 0.
n—0 JJ gnc

Par passage a la limite lorsque n — oo on déduit donc de (2.109) que pour tout n > 0,
pour tout ¢ € [0,7] et tout R > 0 :

/Bnfl(t,v,r)ln(fl(t,v,r))dvdr—I— Folt ) In (fo(t, v)) do

AN

1
< H(f2,in, f1,in) + = (M + My) +/ (14 [v]) Lo j<rydv
AnC

+// (1 + |v]) Lqjp)<rydvdr. (2.110)
B¢

Nous pouvons déja en déduire que pour tout t € [0,T], fa(t,-) € LlogL et que fi(t,-,-) €
L, logL,. En effet la relation (2.110) permet d’obtenir en particulier une majoration de
[ g it v, ) In (fi(t, v, 7)) dvdr + [ 4, f2(t,v) In (f2(t,v)) dv indépendante de ¢ et de 7 :

/ filt,v,r) In (f1(t, v, 7)) dvdr—i—/ fa(t,v)In (fa(t,v)) dv
B

< H(fl,im f2,in) (Ml + M2) + 2/ 1+ ”U‘) 1{|v|<R}d'U (2.111)

Cst
'R
De plus, comme on a

/A Dot ) I (foft,0)) do
folt, o)l (fa(t,v)) do + 2 / folt, v) [In (falt, v))]| do

An AMN{veR3 /0< fo(t,v)<1}

fa(t,v)In (fa(t,v)) dv + 2 </R3 exp(—|v|)dv+Mg> ,

AN

et

fl(ta v, T) ‘ln (fl (t, v, 7'))| dUdT
Bn

< /B77 filt,v,r) In (f1(t,v, 7)) dodr + 2 ((rmam — T'min) /]R3 exp (—|v|) dv + Mg) ,

on déduit de (2.111) qu’il existe une constante C' telle que pour tout n > 0 et pour tout
tel0,7T]:

filt,v,r) [In (fi(t,v,r))|dvdr +/ fa(t,v) |In (fa(t,v))| dv < C. (2.112)
Bn An

Un passage a la limite lorsque 7 — 0 dans I'inégalité (2.112) nous permet de déduire que
pour tout t € [0,T], fi(t,-,-) € Lylog Ly, fa(t,-) € LlogL, et par conséquent que

lim filt,v,r) In (f1(t,v,r)) dvdr :/ / 1(t,v,r) In (f1(t, v, 7)) dvdr,
n—0 Bn R3 Tmin
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fim [ falto)n (b)) do = [ falto) n(fa(t,0))do

n—0 An

De plus, la fonction v — (1 + [v]) 1f,|<g) étant intégrable sur R3, on déduit par passage
a la limite lorsque n — 0 dans (2.110) que pour tout R > 0 :

Cst

H(f1, f2)(t) < H(f1ins f2,in) + 3 (M + Ms),

puis, par passage a la limite lorsque R — +00, on obtient finalement l'inégalité (2.25). {

Remarque 2.1 Dans [PuW], A. Pulvirenti et Wennberg prouvent que dans le cas de
I’équation de Boltzmann spatialement homogéne et sous I’hypothése classique de troncature
angulaire de Grad, I’hypothése d’une donnée initiale positive ou nulle est suffisante pour
montrer que la solution est minorée par une mazwellienne et est strictement positive pour
t > 0. On peut donc espérer pouvoir affaiblir les hypothéses de la Proposition 2.9 et
supposer seulement f1in > 0 et fo, > 0.

2.6 Etablissement de la relation de conservation de ’énergie
cinétique
Lemme 2.6 Soit a, b deux réels strictement positifs, v € [0,1], s > 1. Alors

a® +0° < (a+b)° <a®+b° 4+ 250" Va" +2°a570. (2.113)

Preuve du Lemme 2.6. Supposons 0 < a < b. Alors pour tout k > 1, (%)k < (%)7. De
plus, d’apres la formule du binéme généralisée, on a

+oo
(a+b)°=>" ( Z ) akpsk

k=0
a\? X s
<b* + () Y ( >
b = k
<b® +2°6° T’

On obtient ensuite (2.113) en symétrisant. {

Pour a > 0, et (k, h) € Laq» X Lag, on pose

Ma(k, h) :/Rs (14 1P)° ((57”)0‘ h(v)+/r::m( r )Sa k(v,r)dr) dv.

Tmin

Lemme 2.7 Soit s > 1, (k,h) € Las, x Las, Q, R1 et Ry des opérateurs d’expressions
données par (2.5), (2.8) et (2.9), dans lesquels les sections de collisions B et q vérifient
respectivement

/ B (v = v.],cos(x)) do < r1(1+ o] + [va]), (2.114)
SQ



112 Etude de I’existence de solutions au couplage B/B homogéne en espace ...

et
V7 € [Fmins Tmazs /2 q(Jvr — val, |w - (v1 — v2)|,r)dw < Ko(1 + |v1| + |val). (2.115)
S

Alors il existe une constante C(s) > 0 telle que

L (1) (G QU k) @) + ()" Rk ). r)) do

Tmazx 3s
/ / 1 + ]v < ! ) Ry (k, h)(v,r)drdv
R3 J7in T'min
(s)M (k, h) M, (k, h). (2.116)

Preuve du Lemme 2.7. Commengons par majorer [ps (1 + |v|2)s Q(h, h)(v)dv. Grace
a (2.7), on peut écrire ce terme sous la forme

/ (14 1o)" Q(h h)(w)do
/RS /R /S (L[l P) o (1 0P) = (1 o) = (1 o))

X B (|v — v, co8(x)) h(v)h(vy)dwdvdu,.

D’apres le Lemme 2.6 et I'expression de (v, v}) donnée sous la forme (2.6), on a
(14 l?) + (1 )
2 S
(1)
<(
<(1+ yv*|2) + (1) 2 (1 +1e?) T (14 1P
_l’_

2 (14 u) (14 1P)" 7, (2.117)

et on obtient, par symétrie entre v, et v, en prenant v = 1/2 dans (2.117), et d’apres
I'hypothese (2.114) :

(em)’ / (14 10P)" QU f2)(t0)do

—1/2 1/2
(em) 25 1n1/ / (Wt fol+ fo) (14 0?) 7 (14 02) 7 B0 (0. )dvdo,
< K1(s)Mi(k, )M, (2.118)
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Ensuite, en utilisant la propriété (2.16), on peut écrire

/ (1+f?)° {( )® Ra(k, ) (v) + /mm (T;n)gsRl(k,h)(v,r)dr}dv
L L L e =)
x {(am> (o) () () = () () = e (14 rv2|2)s}

X k(v1,r)h(ve)drdwdv, dvs.

Or, d’apres la relation (2.15), on a

(em)” (1 1e3”)"+ r,n)ss (1+[o4)’

T'mi

3 3 S
T T 712
<5m+5m|v2’ +( ) +< > v )
T'min T'min
r 3 r 3 9 s
€m + Em |va|* + + vy |
T'min T'min
€

IN

’ ) L for?)" + (em)® (14 [oaf?)”

Tmin

28

) (em)*™ (14 [on? ) (1+|v2\2)s_”’
>3(S K em)” (14 |0r?) 7 (1+10a?) (2.119)

Ainsi, d’apres le Lemme (2.113) en prenant vy = % et d’apres I'hypothese (2.115), on
obtient :

/RB (14 1P’ {(sm)s Ro(k, 1) (v) + /m (r;n)s Ruk, 1) (v, r)dr} dv

S \/52852

(o
(5

Tmin

1
VEm

x {(/RS (em)® h(v) (1+ |v2)sdv) (/Rg /mmn (rn:m>3k(v,r) (14 02) drdv)

(2.120)
+ (/]R3 (em) h(v) (1 + v]? dv) (/}1@3 /r:l:m (T;n)gskz(v T) (1 + || ) drdv)}
< Kao(s)My(h, k)Ms(h, k). (2.121)

On obtient alors (2.116). $

Proposition 2.10 On suppose qu’il existe s > 1 tel que (f1in, f2,in) € Lig, x Lig, avec
fiin >0, fain > 0. Soit (fI', f3)nen la suite extraite obtenue d la Proposition 2.6, solution
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de (2.36), de conditions initiales données par (2.41)-(2.42). Alors, pour tout t € RT,
Si@t,.,.) € Ly, et f3(t,.) € Ly,. De plus, on peut extraire une sous-suite de (ff, f§)nen,
encore notée (fI', f3)nen, qui converge faiblement vers (fi, f2) dans L%zs’r X L%,2s? et le
couple (f1, fo) vérifie ’équation de conservation de l’énergie (2.13).

Preuve de la Proposition 2.10. Comme (f{", f3) est solution de (2.36), on peut écrire

Ms(flna an)(t) = Ms(fln(tv ) ')v f2n(tv ))

sous la forme

ML A
_ ) ) 1 ! 1)2 s c S AN/ m pfn T v
= Ml i) + T i ooy (1) <( n)" QUE, )

r

T'min

Tmaz 3s
+(em)® Ry (f1', f2)(T,0) + / ( )R’f(f{‘,fg‘)(r,v,r)>drdvdr.

Tmin

Les sections de collisions des opérateurs Q", R}, RY vérifiant les conditions (2.114) et
(2.115), on déduit du Lemme 2.7 que :

t
M(f1' £2)(t) < Ms(f1,ins fo,in) +/0 C(s)Mi(f1', 2)(T)Ms(fr, f2)(7)dr.
De plus, d’apres (2.57) et (2.58), on a

sup My (f1', f3)(1) < My + Mo,
TERT

et par suite on obtient :

Mu(FP, F7)(8) < Mo(froms foum) + C(s) (M + M) /0 M. (1, f2)(r)dr.

D’apres le Lemme de Gronwall, on en déduit alors qu’il existe une constante K (s) telle
que pour tout t € R

M (1 f3) () < Ms(frin; f2,m) exp(K(s)t).

Par conséquent, pour tout T > 0, la suite (T, f3'),,cy- est bornée dans L™ ([0, T],L, x L%SJ).
Gréce a cette estimation, I’égalité (2.46) nous donne finalement la conservation de 1’énergie
(2.13) par passage a la limite.<)

Remarque 2.2 Dans le cas de I’équation de Boltzmann spatialement homogéne

of
E_Q(fmf)’

ou
_ Il T ‘(U_U*>'w’
N0 = [ (=11 lo—o ) ddo,

[0 — v



Etablissement de la relation de conservation de ’énergie cinétique 115

avec 0 €]0,1] et sous Uhypothése de troncature angulaire faible de Grad pour le noyau b
(i.e. b € LY(] — 1,1])), Mischler et Wennberg [MiW] ont prouvé que I’hypothése

fin € L} (2.122)

sur la donnée initale f;;, €tait suffisante pour prouver la relation de conservation de l’éner-
gie
Vit >0, / f(t,v)|v>dv :/ fin(v)|v]2dv. (2.123)
R3 R3

Pour cela, ils montrent ’existence d’un instant tg > 0 tel que
/ Flto, v) |02 dv < 400.
R3

Ils en déduisent alors, de la méme fagon que Desvillettes dans [De2], que pour tout t' > 0,
s> 2,

sup [ f(t,v)|v|dv < Cy s

t>t" JR3

Par ailleurs, dans [Luf, la relation de conservation de l’énergie (2.123) est prouvée de
facon différente a partir de (2.122) (toujours sous U’hypothése de troncature angulaire de
Grad sur le noyau b), en utilisant le fait que

hn% In (1 + €|v] ) = |v]?,

—

et en montrant la relation :

/1R3 ft,v)|v]Pdv = /R3 fo(t,v)|v*dv + hm/ /R3 RSK v, vi) f(7,0) f (T, vs)dvsduv,

e—0

1 (v —vy) - w\) 2|2 |vL ]2
K g) = — — Uy op (=2 (1 * dw.
(o) =50 J lo = ( F Y e S =T (R AT i Rt

On peut donc espérer pouvoir affaiblir les hypothéses de la Proposition 2.10, et supposer
seulement (f1in, f2.in) € L%,r x LY. Cependant, nous nous cherchons pas d le faire dans ce
travail, car dans l’asymptotique que nous considérons au Chapitre 5, nous aurons de toute
facon besoin de supposer que les données initiales possédent un moment d’ordre 4 borné.
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3.1 Introduction

Nous présentons dans ce Chapitre la simulation numérique de I’évolution d’un mé-
lange composé de gaz et de particules de poussiere, basée sur le couplage de type Boltz-
mann/Boltzmann introduit au Chapitre 1. Nous adoptons ici le modele dit de réflexion
diffuse : la vitesse relative post-collisionnelle entre les deux particules est obtenue par
réflexion diffuse sur le plan tangeant a la particule de poussiére au point d’impact. Par
ailleurs, nous nous restreignons a une distribution de particules de poussiere de rayons
identiques.

Nous avons pour cela utilisé un code de type DSMC (Direct Simulation Monte-Carlo)
développé au laboratoire LSET du CEA de Saclay dans le cadre des mélanges gazeux, que
nous avons adapté au mélange gaz-poussiere. La méthode DSMC, développée au cours
des années 70 par G.A. Bird [Bil] est basée sur un splitting de ’équation de Boltzmann
entre une phase de transport des particules et une phase “terme source” se traduisant
pas une simulation probabiliste des collisions entre celles-ci. La modification apportée a ce
code pour 'adapter & un mélange gaz-poussiere réside principalement dans la gestion des
collisions entre les particules de poussiere et les molécules. L’application de ce code aux
conditions relatives au réacteur ITER, c’est-a-dire sous I’hypothese d’une grande différence
de taille entre les particules de poussiere et les molécules d’une part, et d’une grande
différence de densité en nombre entre ces deux especes d’autre part, souléve des difficultés
de simulation que nous allons mettre en évidence dans ce Chapitre.

Nous commencgons par présenter les équations de notre modele dans la section 3.2,
puis nous explicitons dans la section 3.3 la méthode numérique utilisée pour simuler ces
équations. Nous exposons dans la section 3.4 les difficultés de simulation liées a la grande
différence de taille et de densité entre les deux especes. Nous présentons ensuite dans la
section 3.5 quelques résultats de simulation montrant 1’évolution des vitesses macrosco-
piques et des températures cinétiques des deux especes dans le cas homogene en espace.
En particulier, nous proposons dans la section 3.5.2 de valider notre méthode numérique
en I'appliquant aux opérateurs de collisions R{™(f1, f2) et RI™(f1, f2) & section pseudo-
maxwellienne. En effet, il est possible pour ce modele d’obtenir formellement dans le cas
homogene en espace des expressions explicites décrivant 1’évolution des vitesses macro-
scopiques et des températures cinétiques, que ’on peut alors comparer avec les résultats
obtenus numériquement.

3.2 Modele mathématique

Le modele étudié s’écrit sous la forme :

0
%‘Fv'vzfl:Rl(fl,fé)a (3.1)
dfs B
dans lequel f; := fi(t,x,v) représente la densité de répartition des grains de poussiére

et fo := fao(t,x,v) la densité de répartition des molécules du gaz, t € RT représente le
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temps, v € R3 la vitesse et € Q la position. Le domaine de 'espace Q, évidemment borné
pour pouvoir introduire ici un maillage spatial, est par ailleurs supposé quelconque. En
particulier, nous n’introduisons pas dans ce Chapitre de conditions aux limites particulieres
sur son bord J€2. Nous noterons fi;, et f2, les données initiales : pour i = 1,2, on a

fi(O,SL',’U) = fi,in(l‘a U)'

Les collisions entre molécules n’étant pas le point central de notre étude, nous avons
fait I'hypothese simplificatrice que la section efficace de collision entre celles-ci était de
type spheres dures. L’opérateur de collision entre les molécules Qq( f2, f2) est alors donné
par

Qsd(f2, f2)(t,z,v)
= / / [fa(t,z, ") fa(t, 2, 0L) — fo(t, 2, 0) fo(t, 2, vi)] 470% [0 — 04 Z—Udv*, (3.3)
R3 J§2 s

ou ¢ est le rayon des molécules de gaz, et

P A [v — vy

5 5 O (3.4)
v;:”‘”;”* _ ’”‘2”*‘ (3.5)

Les opérateurs Ri(f1, f2) et Ra(f1, f2) correspondent aux collisions entre particules de
poussiere et molécules. Le modele que nous nous proposons d’étudier dans ce Chapitre
correspond aux opérateurs de réflexion diffuse avec section de spheres dures R{(f1, f2) et
R4(f1, f2), donnés sous forme faible par

[ Rl e opldo =ty +o? [ [ ] et = elo] Atk o) st )

X [ (v1 = v2)] Lin. (v, —vg) >0y in (w)dndwduvaduy, (3.6)
et
[ R e opoldo =ty +oP [ [ ][ Teth) = elon] At fata.on)
X [ (v1 = v2)] Lin. (v, —vg) >0y in (w)dndwdvy dvz, (3.7)

pour toute fonction test ¢, dans lesquels 7, est le rayon des particules de poussiere, h, la
densité de probabilité d’expression

234

hn(w) = = (n - w) exp (=6 [w]?) Lnazop. (3.8)
et 0 une constante donnée par
mo
f=|omm—,
2kBTsurf

dans laquelle my est la masse d’une molécule et T, s est la température de surface des
particules de poussiere, supposée constante. Nous renvoyons au Chapitre 1 pour plus de
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détails concernant cette modélisation. Les vitesses post-collisionnelles (v{,v4) ont pour
expression

1

v = 152 (v1 + evg — ew), (3.9)
1

vl = 1+E(v1+€vg+w), (3.10)

ou € est le rapport de masse entre les molécules et les particules de poussiére. Dans la
section 3.5.2, nous nous intéressons aux opérateurs de collision R{™ et RI™ & section
pseudo-maxwellienne donnés sous forme faible par

/ RI™(f1, fo) (¢ 0)p(0)do

=Cp /R3 /Ri% /R3 /S2 (v1)] f1(t, v1) fa(t, v2) iy (w)dndwdvaduy,, (3.11)

et

/ RI™(f1, f2) (¢, v)p(0)do

o [ [ [ ) = pto] it o o) dndudender. (312

ou Cy, est une constante, et (v{,v4) est donné par (3.9)—(3.10). Ces opérateurs, qui n’ont
pas de signification physique, nous permettront de valider la méthode numérique utilisée.

Par ailleurs, rappelons que ’on suppose, comme au Chapitre 1, que

o
(67

[¢]
1
= n—; < 1, (3.13)
ou nj est 'ordre de grandeur de la densité en nombre de particules de poussiere et ng celui
de la densité en nombre de molécules, et que le rayon des particules et celui des molécules
sont tels que
oL 1p. (3.14)

3.3 Méthode numérique

Nous présentons la méthode numérique de type DSMC que nous avons utilisée pour
résoudre le couplage d’équations (3.1)—(3.2). Nous présentons dans un premier temps le
principe général de la méthode, qui repose sur une approximation particulaire des densités
f1 et fo et un splitting en temps entre la partie transport et la partie collision de chacune
des équations (3.1) et (3.2). Nous détaillons dans un second temps la simulation des opé-
rateurs de collisions Qsq(f2, f2), R(f1, f2) (ou RI™(f1, f2)) et R4(f1, f2) (ou RI™(f1, f2)).
Nous exposons ici les algorithmes numériques de ces méthodes, sans en aborder leur justi-
fication probabiliste (nous renvoyons le lecteur & 'ouvrage de Lapeyre, Pardoux et Sentis
[LP], & [Pe] ou a [PeR2| pour plus de détails concernant ces méthodes). Pour finir, nous
présentons les conditions qu’imposent ces méthodes sur le choix des pas de temps et d’es-
pace.
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3.3.1 Principe général
3.3.1.1 Approximation particulaire

La méthode DSMC, qui repose sur le méme principe que les méthodes particulaires
(¢f. Annexe D), consiste a écrire les densités fi et fo sous la forme d’une combinaison
linéaire de masses de Dirac

i(t,x,v) Zwké (x — :/c (t)o(v —’Uk(t)),

pour ¢ = 1, 2. Heuristiquement, cela revient & approcher les distributions réelles en parti-
cules de poussiére (respectivement en molécules) par un nombre fini N; (respectivement

N3) de particules numériques de représentativité (ou poids numérique) w¥ (respectivement

wk), de position 2¥(t) (respectivement z5(t)) et de vitesse v§(t) (respectivement v%(t)).

Les densités initiales f;;, sont approchées par

fz n H? U Zwk(s L= T zn)5<v - vzkm)

pour i = 1,2, les positions :c’fm et les vitesses U’f,m (respectivement xlgm et Ug,m) permet-
tant l'initialisation des positions et vitesses des particules numériques de chaque espece.
Les approximations particulaires de fi;, et f2, sont obtenues par une méthode d’inté-
gration numérique (méthode de Monte-Carlo dans notre cas).

Remarque 3.1 Dans le cas des équations (3.1) et (3.2), la représentativité des particules
ne dépend pas du temps, ce qui peut ne pas étre le cas en général (cf. Annexe D).

3.3.1.2 Splitting en temps

Les équations (3.1)—(3.2) sont ensuite résolues grace a un splitting en temps de I’équa-
tion entre la partie transport et la partie collision. Celui-ci repose sur le principe suivant :
une équation du type

of

=A B

A et B étant deux opérateurs, est résolue numériquement en calculant successivement les
solutions des équations

of

E_Af’
et of

E:va

sur des pas de temps At, et en utilisant comme condition initiale la valeur finale donnée par
la résolution de 1’équation précédente (on renvoie a [LM] et [Del] pour une présentation
des algorithmes de splitting). Cette méthode repose sur une extension aux opérateurs A
et B figurant dans I’équation de Boltzmann de la formule de Trotter [Tr], valide pour A
et B éléments de M, (R) :

explt(4+ ) = lim (esp (1) e (7))
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Dans le cas de I’équation de Boltzmann

of

S v Vel = QD). (3.15)

ou Q est un opérateur de collision de Boltzmann de la forme (18), ce splitting consiste
donc & discrétiser le temps en n pas de temps At et a résoudre successivement 1’équation
homogene en espace correspondant a la phase de collision

of i
G = eid (3.10
f(O,x,v) = fm( )

sur un intervalle de temps At, puis 'équation de transport en utilisant f (At,x,v) comme
condition initale :
0
8—{4—1) V.f = 0, (3.17)
fO,z,v) = f(At,z,v).

Le processus est ensuite itéré pour obtenir la solution de 1’équation (3.15) sur un inter-
valle de temps quelconque. Desvillettes et Michler [DeMi] ont montré que sous certaines
hypotheses sur le noyau de collision B de l'opérateur Q le splitting converge, lorsque
At — 0, vers la solution de (3.15) (solution au sens des solutions renormalisées définies
par Di-Perna-Lions [DiPL]).

Nous appliquons ce procédé au couplage (3.1)—(3.2), en effectuant un splitting en temps
entre la partie transport et la partie collision d’une part, et également entre les différents
opérateurs de collision d’autre part. Cela revient donc a résoudre successivement les équa-
tions

N R fo), (318)

L) (3.19)
et 9

f2 = Qualf1, f2), (3.20)

(ou1 Ry et Ry correspondent respectivement & R{ et R$ dans le cas d'une section de sphéres
dures ou a R‘fm et Rgm pour le modele a section pseudo maxwellienne) lors de la phase
de collision, puis ensuite a résoudre simultanément les équations de transport

ofi

o T Vafi =0, (3.21)
)
ajf +v-Vafa=0. (3.22)

Les équations (3.21) et (3.22) sont résolues comme dans les méthodes particulaires
(cf. Annexe D) en déterminant 1’évolution des positions z¥(t) et vitesses v¥(t), qui sont
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solutions du systeme :

dxk
xz _ ’Uég’
dt
dvf _o.
dt

Autrement dit, les particules numériques sont déplacées en ligne droite, leur vitesse restant
constante au cours de cette phase.

Pour la résolution des équations (3.18), (3.19) et (3.20) correspondant aux phases de
collisions, on procede localement dans chaque maille d’espace ¢ de volume V.. Pour cela,
on remplace les valeurs de f; et fo en une position x par leur moyenne sur la maille ¢
contenant cette position (ce qui revient a effectuer une convolution de f; et fo avec la
fonction indicatrice de cette maille). En effet, I'idée repose sur le fait que les opérateurs
de collision n’agissent pas directement sur les positions des particules, mais uniquement
sur leurs vitesses. Ainsi, dans chaque maille, f1 et fy seront localement représentées par

1 Nic
filtv) = o >~ who(w— ok (1),
€ k=1

ou N;. est le nombre de particules numériques de ’espece i présentes dans la maille c. La
densité locale dans chaque maille ¢ est donc définie par

&

Wk (3.23)
1

1
Vck

Njc =

Résoudre les équations (3.18), (3.19) et (3.20) sur un pas de temps At revient alors a
déterminer les nouvelles vitesses v¥ (¢ + At) des particules numériques.

3.3.2 Simulation de Q(fs, fo) par une méthode de Bird

Nous utilisons la méthode dite de Bird sans compteur de temps et avec collisions fictives
pour résoudre 1’équation

9fs

vl Qsd(f2 f2),

ou Qg est donné par (3.3), c’est-a-dire déterminer les vitesses post-collisionnelles des
particules numériques représentant les molécules (que I'on appellera pour simplifier “mo-
lécules numériques”). Cette méthode permet une conservation de 1'énergie cinétique et de
la quantité de mouvement (si on ne tient pas compte des conditions aux limites), et bien
entendu de la masse. En revanche, elle impose que toutes les molécules numériques aient
la méme représentativité. On notera woy cette représentativité, ¥ o la section totale de col-
lision (cf. Annexe A), ici égale & $5% = 4mg?, et N le nombre de molécules numériques
dans la cellule c.

Le principe de la méthode est le suivant :
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> On sélectionne (de maniere aléatoire) un nombre de paires de molécules numériques
[qui seront soumises & une collision éventuelle] égal &

1 w
~Nae (Ngo — 1) ?2

B At Y92 |U£f21‘maza

ou v%ﬂmaz désigne la borne supérieure des vitesses relatives des molécules numé-
riques.

> Pour chaque paire (i,j) sélectionnée, on détermine s’il y a effectivement collision
avec la probabilité

Fo_ vi— vl
pij - ‘,Urel :
2,2 |mazx

Cette technique est appelée technique de la collision fictive (ou de la particule fictive).
En pratique, on tire une variable aléatoire p suivant une loi uniforme sur [0, 1]; si
p < p{j, il y a collision, sinon il n’y a pas collision.

> S’il y a collision, on modifie les vitesses des partenaires de collision d’apres (3.4) et
(3.5), c’est-a-dire en posant

gty = v+ () — o;(t7)]

Ui< = B B a,
Uj(tn+1) _ ’U,;(t”) _|2-’Uj(t”) B ‘vi(tn) ; Q}j(tn)‘o_’

oll o est un vecteur tiré aléatoirement sur la sphére S2. En pratique, on détermine
les coordonnées sphériques (cos(#), sin(6) cos(y), sin(f) sin(y)) du vecteur o en tirant
deux variables aléatoires u et v suivant une loi uniforme sur [0, 1], et en posant

cos(f) =1—2u, sin(f) =2y/u(l —u), (3.24)
© = 27v. (3.25)

Remarque 3.2 Le nombre moyen de collisions de type 2-2 (c’est-a-dire entre molécules
numériques) pendant un temps T, dans la maille ¢, est alors égal d

N22

coll

w2

v Yo v5% T, (3.26)

1
(r) = 5Nac (Nac = 1)
arel

ot vy% est la vitesse relative moyenne des molécules (dans la cellule c, sur lintervalle de
temps [t,t +7]).

Remarque 3.3 La technique de la collision fictive serait sans intérét si l’on devait éva-

luer toutes les vitesses relatives entre molécules numériques au temps t™ pour déterminer

]1)5:32[ maz- On estime alors initialement cette valeur a 2v/2 < vy >, ot

8]€BTO 1/2

< vy >= < > ,
mm,

et on réajuste celle-ci a chaque pas de temps lorsqu’un couple (i,j) vérifie

vi — ;] > ’ngl maz-
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3.3.3 Simulation de R;(f1, f2) et Ra(f1, f2) par une méthode de Nanbu

Les équations (3.18) et (3.19) sont résolues numériquement grace a la méthode de
Nanbu avec collision fictive. Remarquons que si 'on considére un couple de particules
(i,7) de représentativités w; et w; et de vitesses v; et v; respectivement, la probabilité que
la particule % collisionne avec la particule j est

Wy
pij = 3 At Biglvi = vjl;
>; ; étant la section totale de collision entre les particules, tandis que la probabilité que
la particule j collisionne avec la particule ¢ est
W

! At Zw’\’ui — ?)j|.

Pji = V.

L’utilisation d’une méthode symétrique telle que la méthode Bird [Bi3] nécessite de pou-
voir définir la probabilité de collision du couple, et impose donc en particulier que les
représentativités des particules soient toutes égales. En supposant que toutes les parti-
cules de poussieres numériques et molécules numériques aient la méme représentativité w,
les nombres de particules Ni. et Na. doivent vérifier, d’apres (3.23)

N.. — nicVe
ic — )
w

pour ¢ = 1,2, et par conséquent Ni. et No. sont liés par la relation

N2c
NQC = 7Nlc-
Nic
Dans le cas par exemple d’une densité locale en particules de poussiere égale a nqi. =
10" m~3 et d’une densité locale en molécules égale & no. = 102! m~3, on obtient

Ny = 107 Nye..

Dans cette situation, le nombre de molécules numériques seraient beaucoup trop élevé si
’on souhaite avoir une statistique correcte sur les particules de poussiere (dans [Bil], il est
évoqué le nombre minimum de 20 particules par cellule). Il nous faut donc pouvoir choisir
des représentativités différentes pour les deux especes.

Nous avons alors choisi d’utiliser la méthode de Nanbu, qui est une méthode linéaire
(par opposition aux méthodes symétriques telles que la méthode de Bird) et qui revient a
simuler de fagon successive les équations (3.18) et (3.19) (et non simultanément comme le
ferait une méthode de type Bird). L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne préserve
exactement que la masse et non la quantité de mouvement ; celle-ci est cependant conservée
en moyenne [LP]. Notons qu’il existe d’autres approches pour aborder les collisions de
particules de représentativités différentes, qui consistent par exemple a faire collisionner
des fractions de particules [H]. On choisit ici de prendre la méme représentativité w
pour toutes les particules de poussiére numériques, et la méme représentativité wy pour
toutes les molécules numériques, mais la méthode s’adapterait au cas de particules de
représentativités différentes (voir [Ba] par exemple).
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Donnons ici une explication heuristique de la méthode de Nanbu, qui montre pourquoi
nous appliquons celle-ci aux opérateurs R‘li , Rg, R‘fm et Rgm (ces opérateurs étant non
classiques, rien ne prouve a priori que cette méthode puisse étre appliquée & ceux-ci).
Placons nous dans le cas spatialement homogene et considérons tout d’abord 1’équation

0
% - Rtlim(fl)fZ))

ot RY™ est donné par (3.11). Cette équation peut s’écrire sous la forme

OB Pl ) - .27

ou P(f1, f2) est donné sous forme faible par

/]RB P(f1, f2)(t,v)p(v)dv = Cp, /RS /]RB /R3 /82 (V) f1(t, v1) fa(t, v2) by (W) dndwdvaduy

pour toute fonction test ¢, et ou
p(t) = 47TCm/3 fa(t, va2)dva.
R

A Dinstant nAt (ot At est le pas de temps choisi), le coefficient p est approché dans la

maille ¢ par

N-
u" = 4rCpnge = 4wChy, WQV 2.

C

Soit f1'(v) une approximation de f(v, nAt). Le schéma d’Euler appliqué a I’équation (3.27)

donne P(fn
1n+1 — (1 _MnAt)f{L+MnAt (fl;Lf2)

Lorsque p"At < 1, on peut alors interpréter ce schéma de la fagon suivante [PeR2] : une
particule de vitesse v; collisionnera avec la probabilité u"At et sa vitesse sera modifiée
suivant la loi donnée par P(f7, f3')/u", et ne collisionnera pas avec la probabilité 1 —
p™At. Ainsi, a l'intérieur d’une cellule de densité en molécules ny,, il suffit de sélectionner
aléatoirement un nombre de paires (formées d’une particule numérique et d’une molécule
numérique) égal a Ni. u™ At (qui correspond au nombre moyen de collisions attendues), et
de modifier la vitesse de la particule de poussiére numérique suivant le terme P(f{*, f3)/p".
On voit donc en particulier que la méthode de sélection des paires ne dépend que du terme
de perte des opérateurs (autrement dit, la partie négative), qui est bien la méme que celle
d’un opérateur de collision classique avec section maxwellienne. Dans le cas d’une section
de collision de sphéres dures, ’équation

on

o0 = Rilfi ), (3:28)

ol RY est donné par (3.6), peut se réécrire sous la forme (3.27) avec

pu(t) = Ele U{ezl maz /3 fa(t, v2)dvy
R
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et
P(f1, f2)(t,v1) = R (f1, f2) (8, 01) + fult,v1) 2% /RB fa(t,v2) (|'UI,62l|maa: — |1 — v2|) dvg,

R‘{H( f1, f2) étant le terme de gain de l'opérateur R$(f1, f2). Ce schéma mene alors &
la méthode de Nanbu avec collision fictive (également appelée dans [PeR2] méthode de
Nanbu-Babovsky), dans laquelle seul le tirage des vitesses post-collisionnelles différe d’'un
opérateur classique.

3.3.3.1 Meéthode de la collision fictive

L’algorithme numérique de sélection des paires de collision dans le cas de ’équation
(3.28) est le suivant :
> On sélectionne aléatoirement un nombre de couples (i, ) constitué d’une particule
de poussiére numérique et d’une molécule numérique égal a

NQc Nlc V Atz 71"62l max

ou ]v{%’ |maz correspond a la borne supérieure des vitesses relatives entre une molécule
et une particule de poussiére numérique, et %54 o =m(rp+ 0)? est la section totale de
collision entre une molécule et un grain de poussiére.
> Pour chaque paire (i,j) sélectionnée, on détermine s’il y a effectivement collision
avec la probabilité

fo_ il
Dij = ‘vrel
1,2 lmazx

S’il y a collision, seule la vitesse de la particule de poussiere numérique est modifiée.
Nous exposons dans la section suivante la fagon dont est déterminée la vitesse post-
collisionnelle v{.

La sélection des paires de collision dans le cas de I’équation (3.19) est similaire, le
nombre de paires de particules sélectionnées étant cette fois égal a

w1 sd |, rel
Noe Ny V At E12 V1,2|maz>
c

et les vitesses modifiées en cas de collision étant celles des molécules numériques.

Remarque 3.4 Le nombre moyen de collisions de type 1-2 pendant un temps T dans la
maille ¢ est alors égal a

Nclgzz( )= N2cN1c V., 2121’{%7’ (3.29)

ot 0{621 est la vitesse relative moyenne entre molécules et particules de poussiére (dans la

cellule ¢, sur lintervalle de temps [t,t + T]), et le nombre moyen de collisions de type 2-1
pendant un temps T dans la maille ¢ est égal a

N21

coll

() = NQchc V. E12 fele (3.30)
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3.3.3.2 Tirage des vitesses post-collisionnelles (cas des opérateurs Ril et Rg)

Présentons maintenant la méthode de tirage des vitesses post-collisionnelles, qui est
spécifique au mécanisme de collision par réflexion diffuse que nous avons considéré pour
modéliser les opérateurs de collision R{(f1, f2) et RI(f1, f2). Lors d'une collision entre
deux particules numériques de vitesses v; et v, les vitesses post-collisionnelles v{ et v§
de celles-ci sont déterminées, d’apreés (3.9) et (3.10), a partir de la vitesse relative post-
collisionnelle. Celle-ci est tirée de facon probabiliste suivant la densité de probabilité A,
donnée par (3.8), le vecteur normal au plan de réflexion diffuse n étant préalablement tiré
dans la demi-sphere unité telle que n - (v; — v2) > 0.

A
v

Fia. 3.1 — Méthode de tirage de la vitesse relative post-collisionnelle.

Tirage du vecteur n. On introduit un repére orthonormé B; = (i,j, k) tel que
i = (v —wvg) /|1 — ve|, et on appelle (0,¢€) les angles tels que n ait pour coordonnées
(cos(), sin(0) cos(e), sin(0) sin(e)) dans ce repere (cf. la figure 3.1).

> x = cos(f) a pour densité ¢(z) = 2w 1,50y, dont la fonction de répartition est
Y(t) = 12, qui s’inverse en 1~ (u) = \/u. On tire donc en pratique I'angle 6 € [0, 7 /2]
en prenant cos(f) = /Ui, ou U suit une loi uniforme sur [0, 1].

> L’angle azimutal € est indépendant de 6 et suit une loi uniforme sur [0, 27]. On tire
donc en pratique € en prenant e = 27Uy, ou Us suit une loi uniforme sur [0, 1].

On construit ensuite & partir de n un nouveau repere orthonormé By = (n,ng,ng), en
prenant par exemple ny de coordonnées (— sin(f), cos() cos(e), cos(f) sin(e)) dans la base
Bi, et ng =ni A no.
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Tirage des coordonnées de la vitesse post-collisionnelle relative v/.  La vitesse
v/ = vl — o] est tirée selon la densité de probabilité
234
n(s) === (s n) exp (= Fs]?) Lians0
T
234
=——xexp (—BQ:L'Q) Liz>0y exp (—ﬁQyQ) exp (—ﬁQZQ) ,

T
ou (x,y,z) sont les coordonnées de s dans le repére Bs. Ainsi la densité de probabilité
de la composante suivant n de v est indépendante des densités de probabilité des deux
autres coordonnées, et est donnée par :

p1(z) = 20%x exp(—F22”) Lz
Sa fonction de répartition 11 (t) = 1 — exp(—/3?2?) est inversible, d’inverse
1

U (W) = gy~ Il - ).

Ensuite, puisqu’on ne peut pas déterminer explicitement (ni donc par conséquent inverser)
la primitive de y — exp(—3%y?), on utilise la technique classique pour simuler une variable
aléatoire gaussienne, qui correspond a effectuer le changement de variable (y, z) — (R, ¥)
dans la densité jointe du couple (y, z), ot y = Rcos(¥) et z = Rsin(?). On obtient alors
_ 572 2.2 2.2

P2(y)ps(z)dydz =— exp (—B%?) exp (—62%2)
dy
%7
ce qui permet d’inverser la fonction de distribution de la variable R. Finalement, on effectue
le tirage de trois variables indépendantes Us, Uy et Us suivant une loi uniforme sur [0, 1]
et les coordonnées de la vitesse relative post-collionnelle v/ sont données par

<;\/_ In(1 — Us), ;\/— In(1 — Uy) cos(2rUs), ;\/Msin(%r%))

dans le repére By. On exprime finalement les coordonnées de v/ dans le repére d’origine
By par

=26°Rexp(—R%)dR

vy |By = M(By — B1)M(B1 — Ba)v)|B,,

ou M(By — Bi) et M(B; — Bs) sont respectivement les matrices de passages de By a
Bl et de Bl a B2.

Modification de la vitesse de I’'un des deux partenaires de collision. Dans le
cas de la simulation de I'opérateur R‘f( f1, f2), la vitesse post-collisionnelle de la particule
numérique de poussiére est donnée, d’apres (3.9), a partir des vitesses pré-collisionnelles

par
" € 1 € "
v = Vg + V1 — V.
Lo er1 2 et ex1 T

tandis que dans le cas de la simulation de I’opérateur Rg( f1, f2), la vitesse post-collisionnelle
de la molécule numérique est donnée, d’apres (3.10), par

! = € v + 1 vl + 1 V"
27 12T e
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3.3.3.3 Tirage des vitesses post-collisionnelles (cas des opérateurs Rilm et Rgm)

Dans le cas des opérateurs R{™ et RI™ d’expression (3.11) et (3.12), le vecteur n est
tiré de fagon uniforme sur la sphére (ses coordonnées polaires sont données par (3.24) et
(3.25)), et la vitesse post-collisionnelle de la particule de poussiére numérique est ensuite
tirée comme dans la section 3.3.3.2.

3.4 Conditions sur le pas de temps et coiit de simulation

3.4.1 Condition sur At dans le cas d’un systéme homogéne en espace

Commencons par le couplage homogene en espace

68{;1 = Rl(fluf?)a
% = Ro(f1, f2) + Qualfo, fo),

qui est résolu avec les méthodes numériques de Bird et de Nanbu sans compteur de temps
aux sections 3.3.2 et 3.3.3. On vérifie immédiatement que dans le contexte spatialement
homogene, les densités en nombre de particules de poussiere et molécules, définies pour

1=1,2 par
nfl / fi(t,v)d

sont constantes. Autrement dit, il n’y a pas d’échange de particules entre les différentes
mailles. Nous notons ni et no les densités, et N1 et No les nombres de particules de pous-
siere numériques et molécules numériques respectivement. Remarquons que les nombres
Nj et Ny peuvent ici étre fixés (ou, de fagon équivalente, on choisit les représentativités
w1 et wa).

En reprenant les méthodes décrites dans les sections 3.3.2 et 3.3.3, exprimons la pro-
babilité pour qu'une particule donnée subisse une collision pendant le temps At. Pour une
molécule numérique i de vitesse v;, la probabilité de collision avec une quelconque autre
molécule numérique (dans la simulation de I'opérateur Qgq(fo2, f2)) est égale a

No
n
P (v;) = VZ AtD5h S v — v, (3.31)
=1

et la probabilité de collision avec une particule de poussiére numérique est égale a

Pgl('l}i) = AtZ Z ’UZ - . (332)

La probabilité pour qu’une particule de poussiere numérique k de vitesse v collisionne
avec une quelconque molécule numérique est ensuite égale a

Ny

n
Pio(vg) = FZ AtS5h S Jue — vy, (3.33)
=1
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Le fait que les valeurs de Pa, P71 et Pjo doivent étre inférieures a 1 impose alors des
conditions sur le pas de temps At . Estimons que

Py (v;) ~ ng At £5% 5 < vggl >,

Pgl(vz) ~ny At El 2 < >,

et
P12(Uk) = N9 At 21 2 < >,

ol < 1)5621 >et < vrel > sont les vitesses relatives moyennes entre les molécules, ou entre les

molécules et partlcules de poussiéres respectivement. On peut ainsi exprimer la condition
max (Pa2(v;), Po1(vi), Pra(vg)) <1

en fonction des fréquences moyennes de collision introduites aux Chapitres 1, données ici
par

Voo = ng B5% < 054 >, (3.34)

vor = n1 Bi% < ofg >, (3.35)
et

vip = na B3 < of9 > . (3.36)

On obtient alors la condition suivante sur le pas de temps

1 1 1
At <min (o ). (3.37)
Vig V22 Va1

Or, d’apreés l'expression des sections de spheres dures s

comme au Chapitre 1 que

1o et nsd %, et en estimant

< b >=V2< vy >
et

rel

<U12 > vy >,

les fréquences de collision vi2, 22 et vo; sont liées d’apres (3.34), (3.35), et (3.36) par les
relations

2
Voo 4\& (f) V12, (338)
p

et n
Vo1 = 71 V19. (339)
n2

Compte tenu des hypotheses (3.14) et (3.13), on en déduit que
Vig > 199 et vig > 9 (3.40)
et la condition (3.37) devient donc

At é 1/V12. (341)

Considérons I’exemple suivant : on choisit comme parametres physiques
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rp = 1076 m,

0 =2,085-10"0m,

ng = 1014 m—3 (342)
ny = 10*'m=3.

On obtient alors
1/1/12 ~6-10713 S,
1/vo1 ~6-1075 s,
1/ves ~2-1076 s,

Dans ce cas, la condition (3.41) impose donc de prendre
At <6-10713s.

Remarque 3.5 Cette condition sur le pas de temps At est imposée par la méthode dite
sans compteur de temps (“No Time Counter”) que nous avons utilisée. Dans la méthode
originelle de Bird [Bi2], appellée “Time counter”, aucune condition n’est en revanche
imposée sur le pas de temps. Le principe de celle-ci est de n’effectuer qu’une seule collision
a la fois, et de générer au fur et a mesure une suite de temps en suivant une loi de Poisson
Jusqu’a arriver au pas de temps désiré. Cependant, bien que le pas de temps puisse étre
choisi plus grand, cette méthode n’est pas plus rapide : en effet, le cott de la simulation
est lié au nombre total de collisions effectuées (qui est en moyenne le méme dans les deux
méthodes) et non au pas de temps choisi. De plus, cette méthode n’est pas applicable pour
un code paralléle. Dans Uoptique d’obtenir ensuite une version paralléle de notre code (cf.
Chapitre 6), nous avons donc utilisé la méthode sans compteur de temps.

3.4.2 Condition sur At dans le cas d’un systéme inhomogeéne en espace

Dans le cas d’un systéme inhomogene en espace, les équations de transport (3.21) et
(3.22) imposent aussi une condition sur le pas de temps. On peut interpréter celle-ci en
disant qu’il est nécessaire que le pas de temps soit inférieur au temps moyen de “séjour”
d’une particule dans une maille ; autrement dit, si on note Az la dimension typique d’une
maille (son c6té dans le cas d’une maille cubique), on doit avoir

vy At < Az, (3.43)

et
71 At < Az, (3.44)

ou Ty et U1 sont les vitesses moyennes des molécules et des particules de poussiere a
I’intérieur de la maille. On peut interpréter cette condition comme une condition de type
CFL.

Remarque 3.6 En approchant U1 et U3 par les vitesses thermiques moyennes < v; >
et < vg > (cf. Annexe A), qui sont lides par < vy >= /e < vy >, on voit que la plus
contraignante des conditions (3.43) et (3.44) est la condition (3.43). Par exemple, dans
les conditions physiques données par (3.42), et pour une maille de 1072 m de coté, la
condition (3.43) correspond d

At <2-107° s,
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tandis que la condition (3.44) correspond a

At <3-10' s

Par ailleurs, remarquons que dans le cas d’un systeme inhomogeéne en espace, on ne peut
plus se fixer les nombres Ny, et No. dans une maille ¢ : ceux-ci sont imposés par I’évolution
du systeme et le transport des particules et molécules numériques d’une maille a 'autre.
On peut cependant fixer les représentativités wy et wo (dans ’étape d’initialisation).

3.4.3 Nombre de paires de collision

Le temps de simulation du systéme (3.1)—(3.2) dépend principalement du nombre de
collisions effectuées lors de la simulation des opérateurs de collisions Qsq( f2, f2), R1(f1, f2)
(1) et

N2L (1) pendant le temps 7 comme ci-dessus (c¢’est-a-dire en remplagant vggl par < v§€2l >

et Ra(f1, f2). En approchant les nombres moyens de paires de collision N, (}OZH(T), NCQOQU

rel rel

et v]% par <v{% >), on a

Negu(7) M1 13

coll

NZL (7)  Noc ng’

coll

et

Nclo2ll(7—) N Ni. 1 <7ﬂp>2

N2 (1) N2 2v2 \ o
Ainsi si les nombres Nao. et Nj. sont tels que Nij. ~ Ny, alors les conditions (3.13) et
(3.14) impliquent

N12

coll

(1) > Nigu(7),
et

N12

coll(T) > N0202ll(7—)'
C’est donc le nombre moyen de collisions de type 1-2 (particules-molécules) qui est le plus

important.

Dans le cas d’un systeme homogene en espace, le temps caractéristique auquel on
s’intéresse (pour étudier la convergence des grandeurs caractéristiques telles que la vitesse
macroscopique et la température cinétique) correspond au plus grand des temps moyen

entre collision, c’est-a-dire
( 1 1 1 >
max (| —,—,— | .
Vig V22 V21
Pour I'exemple des conditions physiques données par (3.42), ce temps est égal a vo; ~

6 - 107% s. Les nombres moyens de collisions durant le temps 7 = 1075 s est alors (en
prenant N; = No = 10%)

N2 (1) ~3-10'

N21

coll

(1) ~3-103,
et

N22

coll

(1) ~4-103
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Dans le cas d’un systéme inhomogene en espace, le temps typique auquel on s’intéresse
est par contre fixé par le contexte de la simulation. Considérons I’exemple d’une simulation
d'une durée 7 = 1073 s, avec des conditions physiques données par (3.42). En estimant
que Ni. ~ Ny ~ 103, les nombres moyens de collision sont de I'ordre de :

N12

coll

(1) ~3-10"2,

N21

coll

(1) ~3-10°,

et

N22

coll

(1) ~4-10°.

Ces exemples confirment donc que le nombre moyen de collisions 1 —2 est prédominant
sur les autres collisions. De plus, ce nombre est excessif pour espérer obtenir un temps de
simulation raisonnable (au moins dans le contexte inhomogene en espace). Par exemple, le
temps CPU d’une simulation numérique d’une durée réelle de 10™2 s sur monoprocesseur
dans les conditions précédentes, dans une unique cellule de volume 10~% m3, avec un pas
de temps At = 5-107!3 s est alors de Iordre de 4,5 - 10% s (soit 1250 h, c’est-a-dire 52

jours).

La simulation de opérateur de collision R;(f1, f2) peut donc se révéler extrémement
coliteuse en temps de calcul lorsque le rayon des particules de poussieres est trop important
(typiquement, dans le cas d'une densité en molécules de I'ordre de ng = 10%! m, lorsque
le rayon des poussiéres est supérieur & 1077 m).

3.5 Exemples de simulations numériques du couplage ho-
mogene en espace

Présentons maintenant quelques résultats de simulations numériques dans un contexte
homogene en espace (afin de s’affranchir des conditions aux limites). Dans toutes les simu-
lations présentées dans ce Chapitre, nous considérerons un gaz formé de molécules d’azote
(de rayon o = 2,085-1071Y m) et des particules de poussi¢re de tungsténe (de masse volu-
mique p = 19300 kg-m~3) dans une unique cellule de volume V' = 1075 m3. Les paramétres
physiques r, et a® choisis permettent ici d’obtenir des temps de calcul raisonnables, mais
ne correspondent pas tout a fait aux valeurs caractéristiques du contexte d’ITER. Nous
examinons I’évolution de plusieurs quantités : la vitesse macrocopique des especes d’une
part, définie pour ¢ = 1,2 par

1
uy,(t) = g Jas fi(t,v)vdo,

et la température cinétique des especes d’autre part, définie pour i = 1,2 par

1mi

Ty, (1) fi(t,v) (v —uy, (t))2 dv| .

R3

" ny, 3k
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3.5.1 Cas des opérateurs a section de sphéeres dures

On s’intéresse dans cette section au systéme

15)
% — R o),
aaff = Rg(fl,fg)‘f‘Qsd(fQ?fQ)?

dans lequel I'opérateur Q,q est donné par (3.3), et les opérateurs R{(f1, f2) et R4(f1, fo)
sont donnés par (3.6) et (3.7).

3.5.1.1 Evolution temporelle des vitesses macroscopiques

La figure 3.2 représente I’évolution des vitesses moyennes des molécules et des particules
de poussiere de rayon r, = 2 - 10~ m. Les distributions en molécules et particules de
poussiéres sont initialisées a partir de distributions maxwelliennes :

fl,in(”) = Mnhul,m,Tl,mv

ot Uy i, = (0,0,0) m-s™t, Ty 4, = 100 K, ng =510 m=3,
f2,in(U) = Mn2,u2,m,T2,m’

Uz in = (300,300, 300) m-s~1, T, = 400 K, ny = 10%° m=3. Le pas de temps est pris égal
a At = 1079, et le nombre de particules et de molécules numériques respectivement égal
a Ny = 10% et No = 10%.

vant I'axe Ox (en m/s)
N N w
(=] o (=]
o o o
T T T
L L L

piques sui

Vitesses macroscopic
(=] w
o o

o
S

0 Il Il Il Il Il Il Il
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
Temps (en s)

FIG. 3.2 — Evolution des vitesses macroscopiques suivant Oz des deux espéces.

On constate que les vitesses macroscopiques des espéces convergent vers une unique
vitesse correspondant &

(nlufl,in + EnQqu,in) 177 -1
Uy = [ m-sS
o ny + €ng ’
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comme dans le cas des mélanges gazeux. Cela nous permet en particulier de vérifier que
la quantité de mouvement est bien conservée en moyenne.

3.5.1.2 Evolution temporelle des températures cinétiques des espéces

Les figures 3.3 et 3.4 présentent ’évolution des températures cinétiques des molécules
et des particules de poussieres pour différentes valeurs de la température de surface T, s
et de la vitesse macroscopique initiale des molécules. Les autres conditions sont les mémes
que dans le paragraphe précédent.

450

: :
— T, pour N,=1- 10*

! 2
400y \ T, pourN,=5.10% [

Temperature cinétique (en K)

100 4

50

Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Temps (en s)

FIG. 3.3 - Evolution des températures cinétiques des deux espéces pour 7. surf = 300 K,
uz i, = (300, 300, 300) m-s~L.

On constate a travers ces exemples que les températures cinétiques des espéces convergent
vers une température commune correspondant a la température de surface des poussieres.
Cela correspond a ce que 'on pouvait attendre a partir de considérations physiques.

Remarque 3.7 Dans le cas des mélanges pour lesquels I’énergie cinétique est conservée
(c’est le cas par exemple du systéme (3.1)—(3.2) homogéne en espace et avec les opérateurs
de collision RS et RS introduits au Chapitre 1), les températures cinétiques convergent vers
une température limite donnée par

n1Th in + n2Ton

Thimite =
mate n1+n2
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Fic. 3.4 — Evolution des températures cinétiques des espéces pour Ty, =500 K, ug i, =
(0,0,0) m-st.

3.5.2 Validation du code
3.5.2.1 Modele a section pseudo-maxwellienne

On considere le systeme homogene en espace

on

50 = R"(f1 £2) (345)
oL Quallo. )+ R™ (. 1), (3.46)

de conditions initiales

o v € R3 t € RY, RI™ et RI™ sont les opérateurs de collisions de réflexion diffuse
a section maxwellienne introduits au Chapitre 1, donnés sous forme faible par (3.11) et
(3.12). L’opérateur Qsq est donné par (3.3), mais ’expression de sa section de collision n’a
pas d’importance pour I’étude que nous allons mener puisqu’on a (formellement)

- Q(t,v)dv = /R3 Q(t,v)vdv = /R3 Q(t,v)|v|*dv = 0, (3.47)

pour tout opérateur  d’expression de type (1.28).



138 Simulation numérique du couplage Boltzmann/Boltzmann

3.5.2.2 Evolution des vitesses macroscopiques
Evolution théorique.

Les calculs qui suivent sont effectués de fagon formelle. On voit immédiatement d’apres
(3.45) et (3.46) que les densités ny, et ny, définies par

”f, /fltv

dnfi
dt
pour i = 1,2 et sont donc constantes. On note n; et ny ces valeurs.

vérifient

=0, (3.48)

Proposition 3.1 L’évolution des vitesses macroscopiques des distributions fi et fo véri-
fiant le systéme (3.45)—(3.46) est donnée, de fagon formelle, par

s, (1) = (uy,,, —u®) exp (—t/7.) + v, (3.49)
et
g, () = (up,, —u®) exp (~t/7.) + v, (3.50)
ol on a posé
1 niuy, ;. +enguy, .
_— +e€ u® — ( f f2 ) '

A7Crp(ny +eng)’ n1 + € ng

Preuve de la Proposition 3.1. Les expressions des vitesses post-collisionnelles (3.9)
et (3.10) permettent de vérifier la relation de conservation de la quantité de mouvement
suivante :

v] + vl = vy + evs.

On en déduit, d’apres (3.11) et (3.12) :

/R3 (Rilm(fl, f2)(t,v) 4+ RI™(f1, f2)(¢, v)) vdv = 0,

puis
jt (n1uy, +enouy,) = 0. (3.51)
Ainsi pour tout t > 0,
niug, (t) + engup, () = (n1 + e ng) u. (3.52)

De plus, d’apres (3.9) et (3.11), on a

=Cm /RB /R3 /S2 /RB v —v1) f1(,01) fa (-, v2) b (w) dwdndvadvy

1+/R/R/S/R (12 = 01 = ) Fi(v1) ol v2) o (0) oo

duf 1

ni
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d’apres (1.41) et grace au fait que / / why, (w)dwdn = 0, d’ou Pon déduit
S?2 JR3

duy, 4w o
W = mcm (nl + 8712) (ug U.fl) . (354)
On obtient finalement (3.49) et (3.50) & partir de (3.52) et (3.54).0

Remarquons en particulier que pour tout ¢ > 0,

ur (t) —uf, (t) = (ufl,m - uf2,m> exXp (_t/TE) . (3'55)
De plus, nous aurons besoin dans la suite de I’égalité suivante, déduite de (3.51), (3.52),
et (3.54) :

duy, 4nCy,
dt  1+4¢

ni (ufl - ufz) : (3.56)

Comparaison avec les résultats numériques.

La figure 3.6 montre la comparaison entre les expressions explicites des vitesses ma-
croscopiques données par (3.49) et (3.50) et celles obtenues par simulation DSMC des
distributions en molécules et particules de poussieres. Dans cet exemple, nous avons pris
Tp = 107 m, et des densités initiales égales &

fl,in(v) = Mﬂi’yul,inyTLin’
ott uy i = (0,0,0) m-s™L, Ty 4, =100 K, n§ =5-10° m™3, et &
fQ,in(U) = Mng,uzm,Tz,m’

ot ug i, = (300,300,300) m-s~1, Ty, = 400 K, n§ = 5- 10 m™3. La constante Cy, est

choisie égale a
1 8kpTh; a
Con = = (rp+ 0)%y) 222" — 13710 0m® . 571,
4 Tmso

Les parameétres numériques sont At =4-1076s | Ny =2-10% et Ny =2 - 10°.
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FiGc. 3.5 — Evolution de la premiere composante de la vitesse macroscopique : comparai-
son entre les résultats numériques et les expressions explicites dans le cas d’une section

maxwellienne.

3.5.2.3 Evolution des températures cinétiques

Evolution théorique.
Compte tenu de (3.48), les températures cinétiques des espéces sont données par

_1m ( 1 Angfl(t,u)dv—u}I(t)>,

Tr(t) = ———
fl( ) € SkB ny
et )
_ M2 2 2
Ty, (t) = 3 <n2 /R3 v” fa(t,v)dv — ufg(t)) :
Proposition 3.2 Les températures cinétiques des distributions fi1 et fo vérifiant le sys-
téeme (3.45)— (3.46) sont solutions des équations différentielles suivantes
A y= 2 _com (5T (8) — (€2 +2)T, (£) + 2 ¢ (up, (t) — uy, (8) + 27”25)
dt fl - (1+€)2 m7t2 f2 fl 3kB f2 fl 3kB/82 ’
(3.57)
et
d 47 mo 2mo
2Cmn1 |:€Tf1 (t) - (1 =+ 25)Tf2 (t) + % (uf1 (t) —uf (t))Q + W] )
(3.58)

S (t) = ————
ot uy etuy, sont données par (3.49) et (3.50). De plus, siuy, ., =uy,, , alors
1 4

= 77, N oltsurf-
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Preuve de la Proposition 3.2. D’aprés (3.45) et la formulation faible (3.11) de R{™,
on a

d

o7 fl(t v)v dv —/ 2Rdm(f1,f2)(t v)dv

=Ch /Rd /R5 /]R3/ v} |2 ]v1|2) f1(t,v1) fa(t, v2) hy (w)dndwdvaduv; .

Or, d’apres (3.9), la différence entre les carrés des vitesses pré- et post-collisionnelles est
donnée par

[v] 12 — |v1]? = 202 — (% 4 2e)v? + 2evy - vy + 2w? — 2ew - (v1 + 51}2)} )

1
=

Comme on a (c¢f. Annexe C)

// w?hy, (w)dwdn = 8% (3.59)
R3xS2 ﬂ
// whyp(w)dwdn = 0, (3.60)
R3xS2
et
// b (w)dwdn = 4, (3.61)
R3xS?
on obtient
d 47 C,,
fl(t v)v 2dv —L // 6 U% (5 + 2&)1}1} f1(t,v1) fa(t, vo)dvadvy
dt ( R3xR3

87T€C
(1+¢)

// (A ’szl(t ’Ul)fg(t Ug)dvgdvl
R3xR3

E

+C /] t (%] fg(t Ug)dvgd’ul
"1 +e)? Rded

dre?
:mcmnlw < By, (t) + i, (¢ ))
47 (2 + 2¢) 3kp 5
S22 T, =B
(1+¢)? Cmiamn (6 mg L) T, (t)>

8me Cne? 8m
+ mcmTIinufz (t) ‘g (t) + (17—:75)2?”2”1'

De plus, d’apres (3.53), on a

3kp d 1d d

BT () = H)v2dv — 2 g (t

— 7 (t) T f1(v Jvidv — 2uy, (t) - dtufl()
1d

=i f1 (v, t)v’dv — 87 C,y, Tre" (uﬁ (t) - up, () — uy, (t)z) ’
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et ainsi
3kp d 4rre? 3kp 4m(e? + 2e)e , 3kp
e———T¢ (t) = Cm T (t) — Cm T (t
mey dt fl() (1+€)2 ma ng fz() (1—|—E)2 ma n2 fl()
2 2 62 8
4 'm t) — t m
O () ()~ g (0 + s On e

On obtient finalement (3.57). Ensuite, d’apres (3.46), (3.12) et grace a (3.47), on peut
écrire

jt/ﬂ@ fa(t, U)Uzdv :/]R3 ’U2R2(f1,f2)<t7v)dv

:Cm/ / / / (|v§'2—|v2|2) f1(t, v1) fa(t, vo)hp(w)dndwdvaduy,
Rr3 JR3 JR3 Js2

avec, d’apres (3.10),

1
o2 = Jug|? = a +5)2 {v% — (1 + 26)v3 + 2ev; - vg + w? 4 2w - (vy —|—€'U2)}.

Ainsi, d’apres (3.59) et (3.60), on a

C;lt/Rg f2(t,7))v2dv _ 4w Cp, //]RBXRS Ul (1 + 28)1}2} fl(t Ul)fQ(t UQ)dUdel

(I+¢)
8me Cy 8
———=Cpnoniuy, (t) -uyr (t) + ———
(1+6)2 2701 f2() fl() ( + ) /82 nany
4 3kp
:mCannl (Emngl + uf1 )
4 3kp
_ m(}’mngnl(l + 2¢) (szf2 (t) + u?e2 (t))
e C,, 87

5Cmnoniug, (t) - uy, (t) +

+ (1 n 5) (1 I 5‘)2 @”2”1,

puis, grace a (3.56),

3kp d 1d d
—TYy,(t) = t dv — 2 — t
Mo dt f2(t) - at f2( U)U v uy,(t) - dtqu( )
1d 87 )
= ot fo, Pttt T 2O (ur (0 —up (1) - up (1)

On obtient ensuite

3kp d 3kp 4m
— T (t) =———=5Cp, Te (t) — (14 2e)T%, (t
My di fz( ) Mo (1+€)QC n (5 fl( ) ( + 6) f2( ))
4 2 Cm 81
4+ —5Cp t) — t) 4+ —=—=n1,
13 ECmm (ug, (t) —up,(t)) Tt 2™

et finalement (3.58). De plus, si uy, ,, = uy,

2> alors d’apres (3.55), [Ty,; T',] est solution
du systeme différentiel

dt
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ou
Ao 47 C —ny(1+ 2¢) niE
1+ " nge —na(e? +2¢) |’
et
& mso ny
= Cr )
‘ (1+¢)* " 3kpp? [ eng ]

Les valeurs propres A et u de A sont distinctes et réelles, strictement négatives. En effet

det(A=XT) = 0 4 X2+ (ni (1 + 26) + no(e? + 22) ) X1 (1+26)na(e422) —namie? = 0,
(3.62)
et le discriminant de ’équation (3.62) est égal a

2 2 2
A= (ma(1+2¢) = na(e? 4 26) )+ dngmi? > 0,
ce qui prouve que les valeurs propres sont réelles et distinctes. De plus A < 0 et u < 0 car :
A p=— (n1(1 + 2¢) 4 na(e? + 26)) <0,

et
A = 2ngnie (14 €)% > 0.

La matrice A est donc diagonalisable. Soit D = diag(A, 1) et P la matrice de passage telle
que
A=PDP .

La solution de (F) s’écrit

Ty, (t) | _ M0 1 (| Tr(0) -1 1
[Th(t) o e [P\ mo [T ) A
et ainsi
: TfQ(t) g1
tllgloo [ Tfl (t) =4
Par ailleurs, comme 3 = %:;iurf, on a

IR 2m2[11

Comparaison avec les résultats numériques.

Les équations (3.57) et (3.58) décrivant 1’évolution théorique des températures ciné-
tiques sont résolues par une méthode de Runge-Kutta. La figure 3.6 montre la comparaison
entre ces solutions et les températures obtenues par simulation DSMC des distributions
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en molécules et particules de poussieres. Dans cet exemple, nous avons pris r, = 1079 m,
Toury = 200 K, et des densités initiales égales a

fl,in(v> = Mnhul,inaTl,in )

ott uy jn = (0,0,0) m-s™!, Ty, =100 K , ny =5- 10" m™3,
fZ,in(U) = an,uz,m,Tz,m’

ug i, = (0,0,0) m-s~ !, Toin =400 K, no =5 - 10""m~3. La constante C,, est choisie telle
que
(T‘p + Q)2 8]€BT27m

C pu—
m 4 Tmso

=1,37-10"1%m3 . s7 1.

Les parameétres numériques sont At =4-107%s, Ny =2-10% et Ny = 2-10°.
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F1a. 3.6 — Evolution des températures cinétiques des especes : comparaison entre les résul-
tats numériques et les expressions “semi-explicites” dans le cas d’une section maxwellienne.

3.6 Conclusion

Les expressions explicites des vitesses moyennes et des températures cinétiques dans
le cas des opérateurs R{™ et R$™ d’expression (3.11) et (3.12) sont cohérentes, dans le
cas homogene en espace, avec les résultats numériques obtenus, ce qui est un élément
important de la validation de la méthode numérique utilisée.

Cependant, nous avons pu constater que la simulation de opérateur R;(fi, fo) était
beaucoup trop cofiteuse lorsque le rayon des particules était trop élevé. En effet, le temps
moyen de collision entre les particules de poussieres et les molécules (lié¢ a la section de
spheéres dures entre ces deux especes, et donc au rayon des particules de poussiére) impose
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de prendre un pas de temps tres faible. Le modele établi au Chapitre 1 apparait donc peu
utilisable en pratique pour des poussieres de rayon supérieur & 10~7 m. Nous allons alors
dans la seconde partie de ce travail dériver a partir de ce modele un modele asymptotique
pour les particules de grande taille, a travers le rapport de masse €.

Par ailleurs, nous présenterons un exemple de simulation du systéme (3.1)—(3.2) (spa-
tialement inhomogene) dans le contexte d’un accident de perte de vide au Chapitre 6.
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4.1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous partons du systéme

%‘1‘”1 :tf1+ }171(>

ot vmfl Rl(flan)a
— + vy foz—kf; v2f2 RQ(f17f2)+Q(f27f2)

(S)¢ Of2 (4.1)
ot

x € R?’, V1 € R3, V9 € Rg, re [Tminvrmax]a te R+7
décrivant I’évolution d’un systeme gaz-poussiere, et nous nous proposons d’introduire des
modeles asymptotiques approchant celui-ci dans la limite ou le rapport de masse entre les
particules de poussiere et les molécules tend vers 0. Rappelons que f; := fi(t,z,v,7) et

f2 := fa(t,xz,v) sont respectivement les densités en particules de poussiére et molécules.
L’opérateur Q( fo, f2) modélise les collisions entre molécules et est donné par

Q(f??fQ)(t7x’v) :/]R3 [fQ(tv'rﬂvl)fQ(tax?Ufk) - fg(t,l',’l))fQ(t,a?,U*)]

x b ("(”“)'> v — v,|* dodw,, (4.2)

v —o]

ou (v/,v]) est donné par
;U Ue v — v

0-7
2 2
, vt v v —
S —
2 2

L’opérateur Ry(f1, f2) modélise les collisions entre les particules de poussiére et molécules
et Ra(f1, f2) modélise les collisions entre molécules et particules de poussiére. Dans le cas
du modele dit de collisions élastiques, ceux-ci sont donnés par :

RT(fl?f?)(taxyvlvr) :/Rg s2 [fl(tvxavia’r)fé(txvvé) _fl(taxavlar)fQ(taxaUZ):l

X q(Jvg — v1], |w - (va —v1)|, r)dwdva, (4.3)
et
Rg(fl,fZ)(t7xva) :/3/2/ [fl(t’xaviar)fQ(txavé) —fl(t,ﬁﬂ,vl,T)fQ(t,l',UQ)}
R S Tmin
X q(Jva — vi], |w - (v2 — v1)|,r)drdwduy, (4.4)

ou q est la section de collision de spheres dures, donnée par

1
q([&l; |w - &],7) = ('r+0) w - €], (4.5)
v} et v} sont les vitesses post-collisionnelles, données par

V] :vl—i-lifg()r)[w-(w—vl)]w,

vh :vg—m[a}-(vg—vl)]w
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et £(r) est le rapport de masse entre une molécule et une particule de poussiére de rayon
r. Dans le cas du modele dit de réflexion diffuse, les opérateurs sont donnés par :

R{(f1, f2)(t, z,01,7) = _% /]RB /R3 /82 (v1 —v2)] (0 W) L —) >0} L{n-ws0}
X (o4 02 [t vl ) folt o) exp (~ 5201 — )
— At v ) folt, 2, va) exp (—B2(0f vg))} dndwdvs, (A7)
et
w2 [ e o e 000 Lo
< (4 0 | Atz o0, ) falt o) exp (-] — o))

— filt,x,v],r) folt, x,v5) exp (—ﬂz(vl = 02)2)] dndwdvidr, (4.8)

o= +1€(r) (v1 + e(r)vg — e(r)w), (4.9)
vy = 1 +1€(T) (v1 + e(r)va + w), (4.10)

dans le cas ou la section efficace pré-collisionnelle est issu d’un modele de spheéres dures.
Nous introduisons également les opérateurs R{™ et RY™, dits & section pseudo-maxwellienne,
donnés sous forme faible par

/ Rdm(fl,fg)(t x,v,7)p(v)dv
/RS /R3 /11@3 §2C [p(v]) — @(v1)] fl(t,:U,vl,r)fg(t,x,vg)hn(w)dndwdvgdv(l, |
4.11

et

/R3 Rgm(fla f2)(t7 Z,v, T)go(’l))d’l)

— /Rs /R3 /RS /52 /rmz [p(v) — @(v2)] f1(t, v1,2,7) f2(t, v2, ) I (w)drdndwdveduy,
- (4.12)

ou C,, une fonction positive de la variable r, v{ et v§ sont données par (4.9) et (4.10), ¢
est une fonction test, et h,, est définie par

_2754 220,12
hn(w)_ T (n'w)eXp( B ‘w’ )]l{n-wzo}‘ (4‘13)
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Notons que par rapport au systéme (1.27), nous avons introduit dans le systéme (4.1)

des forces F) et F5 s’exercant sur les particules de poussiére et les molécules de gaz res-
pectivement, afin d’en discuter I'influence a différentes échelles de temps et d’espace. On
s’intéressera en particulier au cas ou les champs de forces Fy /m(r) et Fy/mq correspondent
au champ de gravité G.

Afin de mettre en évidence la différence entre les vitesses de relaxation vers I’équilibre
iso-therme et iso-vitesse de la poussiére et du gaz, phénomeéne déja décrit par Grad [Gr2]
puis par Degond-Lucquin [DL1, DL2, DL3, CD] pour un mélange de particules de masses
trés différentes, il est intéressant de travailler sur des quantités adimensionnées. A la dif-
férence de ’étude menée dans ces articles, les densités des deux especes sont ici également
tres différentes. Nous supposons comme dans les Chapitres précédents que le rapport de
masse €, = &(min) entre une molécule et une particule de poussiére de rayon 7, est
trés petit :

em < 1, (4.14)

et que le rapport caractérisant les ordres de grandeur relatifs entre les densités en particules
de poussiere et en molécules ng et ng est aussi tres petit :

a® =nj/ng < 1. (4.15)

De plus, le faible rapport de masse entre les molécules et les particules de poussiere est lié
a la grande différence de taille entre celles-ci, que I'on a traduit par la relation

1/3
¢ :(5’“) <1, (4.16)
T'min n
ou 3
ma
= 4.17

est une constante sans dimension dépendant de la masse volumique p des particules. Par
conséquent, les sections totales de collision Z‘ifg(r) et 25?2, définies par (1.17) et (1.16),
ne pourront pas étre considérées comme dans [DL1, DL2, CD, DL3] du méme ordre de
grandeur.

Par ailleurs, nous effectuons dorénavant deux hypotheses supplémentaires.
> Nous supposons dans ce Chapitre que les particules de poussiére ont des rayons du
méme ordre de grandeur, c’est-a-dire que

Tmin ™~ Tmazx- (418)

Cette hypothese nous permet d’introduire un unique ordre de grandeur de vitesse
relatif aux particules de poussiére, et une unique fréquence de collision entre mo-
lécules et particules de poussiere. Nous choisirons r,,;, comme rayon de référence
pour la définition de ces grandeurs.

> On supposera que les parametres a°, €,, et n vérifient

o7 (”)2/3 1. (4.19)

A \em
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En effet, cette estimation est généralement vérifiée dans le contexte d’ITER et cor-
respond par exemple au cas de molécules d’azote et de particules de poussiere de
tungsteéne (on a alors n =~ 6-1072), de rayon minimum 7,,;, = 5- 10" m (on a alors
em ~ 4-10712), et pour un rapport de densité a® = 1076,

Nous développons ici deux approches, conduisant a deux modeles asympotiques différents.
Dans la section 2, nous introduisons, dans le méme esprit que [DL1, DL2, CD, DL3],
un ordre de grandeur des vitesses, propre a chacune des especes. Nous effectuons ensuite
une analyse dimensionnelle des différentes variables et fonctions de densité intervenant
dans le systéme. Celle-ci nous conduit & un premier adimensionnement du systéeme (4.1),
dans lequel les densités fi et fo sont adimensionnées de fagon différente. A partir de ce
systéme adimensionné, nous proposons un modele asymptotique dans la limite €,, — 0.
L’idée est d’utiliser le caractere rasant des collisions entre les particules de poussiére et
molécules (du point de vue des particules), et d’effectuer un développement asymptotique
formel de 'opérateur de collision R;(f1, f2) adimensionné. Ce systéme asymptotique nous
permet ensuite d’effectuer au paragraphe 4.2.5 une analyse du comportement du systéme
a différentes échelles de temps.

Nous introduisons ensuite dans la section 4.3 un second développement asymptotique
de 'opérateur R;(f1, f2). Celui-ci est obtenu apres avoir cette fois adimensionné les vitesses
des molécules et des particules a partir du méme ordre de grandeur.

4.2 Premier modele asymptotique

Nous établissons dans cette section un premier adimensionnement des variables et
fonctions de densité afin d’aboutir a un systéme faisant apparaitre les échelles de temps
et d’espace décrivant I’évolution des densités. Dans cette optique, nous commencons par
analyser les différentes vitesses, longueurs et temps caractéristiques du systeme.

4.2.1 Echelles caractéristiques du systéme

Vitesses caractéristiques.

Nous introduisons ici les échelles de vitesse. Pour cela nous définissons les vitesses
caractéristiques des molécules et des particules de poussiére a partir des vitesses thermiques
moyennes d’'un gaz a I’équilibre (¢f. Annexe A). Grace a ’hypothese (4.18) relative aux
rayons des particules de poussiere, nous n’introduisons qu’une seule vitesse caractéristique
pour celles-ci, définie a partir des particules de plus petit rayon. On appelle

8kpT*°

VEi=<v >=/————, 4.20
! ! 7"'Tnl("“min) ( )
et
SkpT°
VS =< vy >= | —2—, (4.21)
Ty

les vitesses caractéristiques des deux espéces. Celles-ci sont liées par la relation suivante :

Vlo = \Em ‘/20. (422)
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Nous utiliserons V}° et V5’ comme échelles caractéristiques des vitesses des particules de
poussiere et molécules pour I'obtention d’une forme adimensionnée du systeéme (4.1). De
plus, la vitesse relative entre les molécules et les particules de poussiere peut étre caracté-
risée par la vitesse relative moyenne < v{%l > qui, compte tenu de ’hypothese (4.14), est

telle que
<ofY >m< vy > (4.23)

On utilisera donc Vi’ comme ordre de grandeur de la vitesse relative entre les espéces.

Temps caractéristiques.

Nous allons, en reprenant ’analyse menée sur les fréquences de collision dans la sec-
tion 1.1 du Chapitre 1, définir les différents temps caractéristiques intervenant dans le
systéme. Compte tenu de ’hypothese (4.18), les fréquences de collision v11, 112, V29 et vog
sont liées comme au Chapitre 3 par les relations (cf. (3.38) et (3.39))

]
V11 ~ & V22,

0 \2
Vg ~ 4\/5( ) 12,

T'min
et

o
V91 = & V192.

De plus, 'hypothese (4.19) nous permet d’établir dorénavant une comparaison entre les
fréquences 199 et v91 : on a

Vo2 ~ V21.

Sous I’hypothese (4.19), on peut donc mettre en évidence trois échelles de temps relatives
au systeme : celle relative aux collisions entre particules de poussiere et molécules, ca-
ractérisée par 1/v;9, celle relative aux collisions des molécules avec les autres particules
(molécules ou particules de poussiere), et celle relative aux collisions entre particules de
poussiere, caractérisée par 1/v1; (que 'on ne prend pas en compte dans le contexte d’'un
accident de perte de vide dans le réacteur ITER). Nous posons donc

1
12 '= 579>
”SVQOW(Tmin)?
et
trg 1= ——
22 - — ngVYQO47TQ27

les échelles de temps relatives au systéme (4.1), qui sont liées d’apres (4.19) par la relation
tia ~ a’t.
Cependant, I’adimensionnement de la variable de temps du systéme ne peut étre effectué

qu’a partir d’un seul temps caractéristique de référence ¢t°. On s’intéressera donc successi-
vement aux deux cas t° = t19 et t° = to9.
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Echelle d’espace.

Dans le cas non homogéne en espace, il nous faut introduire une échelle d’espace L°
identique pour les deux especes. Cependant, nous considérons deux échelles possibles.
Celle-ci sont définies en fonction de 1’échelle de temps t° choisie, et correspondent aux
distances moyennes parcourues par chacune des espéces durant le temps t°. On définit
alors

Ly :=t°Vy, (4.24)

et
Ly :=t°Vy), (4.25)

qui, d’apres (4.22), sont liées par la relation

Ll = \/EmLQ. (4.26)

Dans le cas ou t° = t19, L1 correspond au libre parcours moyen des particules de poussiere
(pour les collisions avec les molécules) ; et lorsque t° = t99, Lo correspond au libre parcours
moyen des molécules.

4.2.2 Adimensionnement

Variables d’espace, de vitesse et de temps.

Nous commencons par adimensionner les variables d’espace, de temps, de vitesse et
de rayon dans le cas de la densité fi, en suivant approche de [DL2]. Pour cela, nous
définissons les variables adimensionnées z, t et 7 par
T -t _ T
ﬁ’ t= t r= s

T'min

T = 7 e
ol t° est I’échelle de temps choisie et L° celle d’espace. Ces échelles seront fixées par la
suite parmi {ta2,%12} pour ¢° et parmi {L1, Lo} pour L°. Nous adimensionnons ensuite les
vitesses relatives aux particules de poussiere et aux molécules de facon différente a partir
des échelles de vitesse V° et Vy en définissant :

U1

@1 - F, (427)
1
pour les vitesses des particules de poussiére, et
.« CP)
Vg = Vo (4.28)
2

pour les vitesses des molécules. Remarquons que la relation de conservation de la quantité
de mouvement (1.29) devient, d’apres (4.22),

P30, 4 \/Emilhy = P01 + /EmUa, (4.29)
et dans le cas de collisions élastiques la relation de conservation de I’énergie (1.30) devient

P30+ U5 = 707 + U3, (4.30)
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Champ de force extérieure.

Pour les forces dérivant d’'un potentiel, comme dans le cas de la force de gravité,
I’échelle de force F° qui s’introduit naturellement est définie par

F°L° = kpT°,

kpT® correspondant a ’énergie cinétique commune aux deux especes. De plus, dans le cas
ou Fy et Iy correspondent aux poids P; et P exercés sur une particule de poussiere de
rayon r et une molécule respectivement, on peut écrire, compte tenu de (4.20) et (4.21),

F° sous la forme )
_ T (V) ma(rimin)

F_s Le° ’
Oou encore
o T (V3)* mo
8 L°

On définit alors les forces de gravité adimensionnées P et P, par :

— s P1 PILO
Pl = 770 = o 2 ’
8 F (V)" ma(rmin)
et
— > PQ PQLO
Ph=—-—=—5—
8 F (V3')" ma

Fonctions de densité

Pour obtenir des fonctions de densités spatiales adimensionnées f; = fi (¢, 2, 01,7)
et fo := fo(t,Z,02), il nous faut déterminer les échelles d’adimensionnement f et f5
dépendant des échelles t°, L° et 7., telles que

AT = A — 1 t,x,v,r
fl(taxavla’r) — -]6(70)’
Ii
et
v t
folf 7,52 = 202 02),
f3

Par définition de fi, le nombre de particules de poussiere dans 1’élément de volume dx
centré en x dont la vitesse appartient a la classe |vi,v1 + dv1 ] et dont le rayon appartient
a Uintervalle [r,r 4+ dr] a 'instant ¢ est égal a

filt, z, vy, r)dedordr = fi(t°, L°%, V201, rminT) (L°) (V) Pindzddy dF
= O T, 00, 7) (L°) (V)P rindzddy di. (4.31)

Le nombre de particules de poussiére dans 1’élément de volume dx étant de l'ordre de
n9dz = n$ (L°)* di, on est donc amené & poser

ni

= m (4.32)
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De méme, le nombre de molécules dans 1’élément de volume dx centré en x dont la vitesse
appartient a la classe |vy, vo + dvg| & U'instant ¢ est égal &

folt, @, vo)dadvy = fo(t°, L°Z, VSvy) (L°)2 (Vi) dzdv,
I3 fo b, T, 02) (L°)® (Vi)? dzdivy, (4.33)

fs = : (4.34)

Opérateurs adimensionnés

Opérateur ) : Pour des raisons d’homogénéité, on adimensionnera la section de colli-
sion b de 'opérateur () en posant

- ~ b(cos(x)) (V)
b(COS(X)) - 47I'Q2V20
On obtient alors
Q(f2, fo)(t, 2, v) = 4Amo® (f3)> (V) Q(fa, fo)(E, 7, 12), (4.35)
d’apres (4.2), ou
Q(.f?v.fv?)(ﬂ"iaij) - 2 Jgs [fQ(ﬂj?’b;)fQ(ii’a{);) - fVQ(iviaﬁ)fQ(jjvlb*)}
x b (cos(x)) |0 — 04| *dodi,, (4.36)
avec L Py
I + V4 UV — Vg
= Ty T
» O+ Vs |0 — Oy
v, = - o.
2 2

Opérateurs R{ et RS : Comme
1 2 2ol (L (em\V? ’ y .
5(7“ + 0)%|w - (v2 —v1)| = (Tmin)” Vs U + | — |w - (V2 — \/Em01)],
on adimensionne la section de collision ¢ en posant
. X § N B A S R
252~ VEmbnl, - (2 — Vi) ) = 5 7+ () w - (B2 — v/Emn)|.
Alors

RT(flv f2)(t,l‘,’01,’l") = fff2o (Tmin)2 (‘/20)4 Ri(fla f?)(fa f761’ f)v (437)
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A

R{(f1, fo)(01,7) Z/R3 /S2 [fl(ﬂfa@iaf)fz(iiﬁé) - fl(ﬂﬂ_?,@hf)ﬁ(ﬂﬂ_?ﬂv)z)}
xq(|02 = Em1|, [w - (U2 — \/EmD1)], 7)dwds. (4.38)

De méme, on obtient

<

RS(f1, fo)(t 2 v2) = f7 f5 (rmin)” Vs (V) RS (fr, f2) (E, 2, B2), (4.39)

ou

Rith ) = [ [ [ [AEa 0 R - A5 000 5, 0)]
R3 JS2 J1
X (j(”lv)z — \/%@1’,01 : (QV)Q — \/af)l),f)dfdwd’f)l, (4.40)

en notant 7o = Tmaz/Tmin. Dans (4.38) et (4.40), (9}, 0}) est défini par

~f A~ 2 Em/Fiz)) v A
0 = 0t —— =g w (02— Vemh)]w,
L+emr (4.41)
y . 2 y .
'Ué = V2 — W [(A) . ('UQ - \/Em'l)l)] w.

On remarque notamment que
’lA)& - ’ﬁl =0 (\/é“m) .

On va donc pouvoir effectuer un développement asymptotique (formel) sur la quantité
©(0]) — p(01) & Pordre 1 en /g, ol ¢ est la fonction test dans la formulation faible (1.1)
de Rf.

Opérateurs R{ et RY : On considére maintenant les opérateurs de type “réflexion
diffuse”, d’expressions RY(f1, f2) et RI(f1, f2) données par (4.7) et (4.8). Tout d’abord,
puisque

Tmso

B=\arr =\ &kt Tours

on adimensionne la constante (3 par

_ B
=1 (4.42)

4T°

ol 3=
7"-T:;urf

est une constante sans dimension. De plus, la vitesse w apparaissant

dans I'expression de R{(f1, f2) correspond  la vitesse relative entre une molécule et une
particule de poussiére v§ — vf, ou (v}, v§) est défini par (4.9)—(4.10). On adimensionne
donc w a partir de I’échelle de vitesse V5 en posant w = Vy’w. On pose ensuite

Rtli(flv f2)(t,l‘,’01,’l") = fff2o (Tmin)2 (‘/20)4 R(Ii(fla fv2)(t_7i‘a ’015 ’F)v (443)
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ou
R%(flvf?)(gvi’aﬁlaf)
23 . .
T r3 JR3 Js2 [n - (VEmtr = 02)] (- ) L. (/zmin —v2)20) L{nw=0)
1/3\ 2
Em /T = A N F /T = ™ P ~ v
X (7’—1— <77) ) {fl( L, 01 7) fa(t, T, 05) exp (—52(,/57”1)1 — v2)2>
—fl(_,i,ﬁl,f)fg(t_,:i,{)g) exp( 52 )}dndwdvg, (4.44)
avec
1
o = Tp—— (01 + VEmr 0 — VEmr ), (4.45)
N/ 1 ~ __ 3. "
Vy = W (\/Emvl + EmT U2 + w) s (446)
et
R4(f1, f2)(t, 2, v2) = fL 5 (rmin)® (V5) (V) R3(f1, f2) (£, 2,v2), (4.47)
avec
(f17f2 75

= 254 /R3/ / / (Vemb = 02)] (1 @) L. ( oy —o2) >0} L{nw>0
x <r+ (m> ) (6,00, a3, 8) exp (5 (B — 52)°)
— f1&, 7, 01, 7) folE, T, U )exp( 32 2)}dfdndﬁ)d@1, (4.48)

ou 97 et ¥§ sont donnés par (4.45) et (4.46). Remarquons que comme dans le cas élas-

tique, on a ici 9] — 91 = O (\/m). Dans le cas d’une section pseudo-maxwellienne, la
constante Cy, (1) apparalssant dans (4.11) et (4.12) est adimensionnée, par cohérence avec
Pexpression de opérateur RY(f1, f2)(t, Z, 01, 7), en posant

Cm(r) = ém(T)‘/QO(Tmin)z‘
On pose alors
RI™(fr, f2) (.2, 00,7) = F7 15 (rmin)? (V) BRI (fr, f2) (£, 2, 61, 7), (4.49)

et
R3™(f1, f2)(t, @, 09) = [Lf5 (rmin)” (V) (V) RE™(f1, fa) (£, &, 102), (4.50)

ot les opérateurs adimensionnés RY™(f1, f2)(t, Z, 01, 7) et RI™(f1, f2)(t, %, ¥2) sont donnés
sous forme faible par
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/ Rim(fy, Fo) (£, 7, 01, )p(1)dv

_ 23! e
= O B R AOIPCAREC FAGER NS
X fg(t,x,vg) (n-w)exp(—ﬁ2]w| M >0y dndbdvadin, (4.51)

et
/3Rgm(fl,]FQ)(t»fﬂ)vQ)(P(%)dv
R
264 o » 5 L
= Cn(r) [p(3) — @(¥2)] f1(2, 2, 01,7)
™ R3 JR3 JR3 JS2 J1
X fo(t,2,02) (n - W) exp(—B2[0]*) 1,050y dFdndibdadiy (4.52)
ol ¢ est une fonction test, et ot 9] et 05 sont donnés par (4.45) et (4.46).

Equations adimensionnées.

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les équations vérifiées par les densités
adimensionnées f1 et fy en fonction des échelles de temps et d’espace t° et L°. On a

P P (oh Vi VPt 5 2
%4‘@1 fol‘Fm'mel ffl ( ajil + ll; : ;tfl + 70 Pl : Vﬁlfl) ) (4'53)
et
0 Py S (0 Vote Vot
O v Vet 2V = f2< O Y vafor Bl vm) (4.5

Ainsi, d’apres (4.32), (4.34), (4.35), (4.37), (4.39), (4.43) et (4.47), on obtient les équations
suivantes :

0 Viot° Viot° A o o B T SV
8ft1 + 11-1 1 vxf1+ 11—/ Pl @1f1 =t Ny (rmin)QVQ Rl(fl,fQ)(t,I’,Ul,T),
(4.55)
ofa Vt° c = Ay
v L afa + s Vi fo =t°nS (Fmin)? Vs Ra(f1, f2)
+ 4mt°n3Vy 0* Q(fa, fo), (4.56)

ot Ry correspond & RS, R ou RY™, et Ry correspond & RS, RS ou R4™. Nous remplagerons
par la suite t° par t92 ou t12, et L° par L1 ou Lo afin de faire ressortir les échelles caracté-
ristiques d’évolution des densités adimensionnées fl et fg en fonction des parameétres e,,,
a’ et .
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4.2.3 Développement asympotique de Rl(f ,f)
4.2.3.1 Développement asympotique de RT( f f )
(4.38).

Proposition 4.1 Soit ¢ € C2(R?) et R§ donné par
on a

Alors, au moins formellement,

— v —

RS(f1, f2)(t, 2,01, 7)p(01)dd1 = \/em Da(f2) (£, 2,7) | V(1) fi(E, T, 01,7)db1+0 (vEm) |

RS R3
ou fa(fg) a pour expression

v - i v - _ o o o o
Co(fo)(t,z,7) = = fa(t, z,09) |02] V2dDs. (4.57)
R

Preuve de la Proposition 4.1. Remarquons déja que la transformation (01,v2) —
(0], 05), ou (0}, 05) est donnée par (4.41), est encore involutive. En effet, on vérifie d’apres
(4.41) que

W (D — \/EmD]) = —w - (V2 — \/Em01),

d’oul 'on déduit le caractere involutif de cette transformation. Ainsi,

Re(fl fg)(f :i’ ﬁ f 2}1 dv1 / / / )} fl (E, 3_}, ’01, f)fvg (1?, (f}, QV)Q)
R3 R3 JR3 J§2
X q |’02 — \/€m1)1| |w (Ug - \/8m61)|, f)du)d’[v)gdf}l,

olt 9] est donné par (4.41). Comme cela a déja été remarqué, la propriété o) —o1 = O (\/em)
liant les vitesse pré- et post- collisionnelles adimensionnées nous permet d’effectuer un
développement limité en /g, de ¢(0]) — p(?1), c’est-a-dire

(01) = (01) = (31 = &1) - Vop(or) + O (|81 — 01 %)
=2y/EmT " [ (B2 = VEm01)] [w - Vip(01)] + Olem) (4.58)
=2\/Emi 2 [w - Vo] [w - Vep(91)] + O(em).

De plus, d’apres (4.16), on a

BN
Q+<;vlj\w«@—¢%mn=ﬁwwﬂ+dm (4.59)

On a alors

[p(01) — (91)] 4(|2 — VEmbrl, lw - (T2 — \/Emt1)],7)
= VEmr ! w - O] [w- Ve (i1)] |w - B2 + o(v/Em).

Or, pour tout élément u de R? on a (c¢f. Calcul 4 de I’Annexe C)

/ (u-w)u- wlwdw = 2/ (u-w)? wly.,>opdw = mlulu. (4.60)
S? S2 -
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On obtient ainsi

d’ot I'on déduit (4.57). &

4.2.3.2 Développement asympotique de R‘f(fl, fg) et de R‘lim(fl, fg)

Proposition 4.2 Soit ¢ € C3(R?) et R¢ et RI™ donnés par (4.44) et (4.11). Alors, au
moins formellement, on a

/RS @(@I)Rlli(fla fQ)(t_a ii7 é)la f)dﬁl == \/57mTa,Sd(f2)(E7 jv ’F) vgp(ﬁl)fl(t_a ii7 é)la f)dﬁl—l_o(\/%))
(4.61)

— v

ot Yo sa(f2)(t,T,7) a pour expression

— v

- _ - _ i v - _ o o o
Yo salfo)t, z,7)(t, 2,7) = = fa(t, &, 02) ~— | Vada, (4.62)

/]R3 Rilm(flafVQ)(ﬂj?@l?F)(p(@l)d@l - @Ta,m(fz)(t,j:j)-/w V(P(@l)fl(gvjﬂﬁlﬂf)dﬁl"i_o (gm) s

— v

ot Yom(f2)(t,Z,7) a pour expression

_ . 4 — _

Yam(fo)(t, 2, 7) = gCm(ff)n];2 (t, Z)ug, (t, 7). (4.63)

Preuve de la Proposition 4.2. Soit ¢ une fonction C2(R?), et R donné par (4.44).
Grace a un changement de variable similaire a celui effectué dans la section 1.3.3 du
Chapitre 1, on montre que R{ se met sous la forme faible :

/3 Rtli(fb fv2)(f7 ja @1’ f)@(@l)dﬁl
R

234 em \ /3 2 o o
=7 (r-l— () ) / / / / [o(0]) — @(91)] f1(t, 7, 01,7) falt, 7, Uo)
™ n r3 Jr3 Jr3 Js2
X exp (_BQwQ) (n-w)[n- (Vemds — U2)] ]l{n,w>0}ﬂ{n.(ﬂﬁl_@2)>0}dndwd62dﬁ1,

ou Pexpression de 9] est donnée par (4.45). Puisque 0] — 01 = O(y/em), on effectue ici
encore un développement limité au premier ordre en /e, de p(9)) — ¢(01), c’est-a-dire

=\/EmT 3 (g —w) - Ve (t1) + O (em) . (4.64)
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Ainsi on a formellement, d’apres (4.59),
Rd(f17f2)(£3_7 1, 7)p(01)d1
2 34 _ R -
ﬁ / / / Vg —w) - Vo (01) fl(t z,01,7)f2(t, T, V2) exp (—ﬂ2w2>
r3 JR3 JR3
X /2 (TL . w) [TL . (\/Emf)l — 152)] ]l{w.n>0}]1{n_(\/aﬁl,ﬁ2)>0}dndwd'ﬁgd@1 + 0(\/5m)
S
234 S e NF e . . - e
= ?\/sm oo s f1(t, &, 01,7) fa(t, Z,02) Vi (01) - [I(01,02) — J(01, V)] dUoddy + o(\/Em),
ou
I(01,02) =0g /S2 [ (Vem1 — 02)] Lin.(/emor—)>0)
—B*w?) (n-w)1 dwd
X/Rsexp( fw )(n U)) {n-w>0}aWAar,
et
J (01, Vo) :/§2 [ (VEm®1 — U2)] Lin.(/emor—2) >0}
22, 2
X /]R3 w exp (—B w ) (w - 1) Loy dwdn.

Or, pour tout élément n € S, on a

72, 2
/R3 (n - w) Lgp.aps0y €XP ( B w ) 2ﬁ47 (4.65)
d’apres (1.41), et
3/2
52, 2 _T
/R3 w (n - w) Lpp.ps0) €XP (—ﬁ w ) dw = 17 n, (4.66)

d’apres le calcul 5 de I’Annexe C. Ainsi,

Ay T N o
I(vl,vg) = v /§2 [n (vemvl — Ug)] ]l{n.(\/aﬁl_{a)x)}dn

ﬁz

U2 |\/€mU1 |

2ﬁ4
d’apres le calcul 1 de I’Annexe C, et
32
Hint) =T [t (Vo = ) oy
75/2

:6765 (\/&%@1 - 172) .
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On obtient donc

- i@//RSXRS fl(_,i,ﬁl,f)fg(t_,:ﬁ,ﬁz)Vgo (Ul) UQ ’/U2| + \?)/ﬁ»

dUad1 + o(\/Em),

d’ott Pon déduit (4.61) et (4.62). Ensuite, pour R¥™(f, fo) donné sous forme faible par
(4.51), on a formellement, d’apres (4.64) et (4.66) :

[ B ) 6301, 7)o o0)de
R3

254 3 Com( /RS /R3 /Rs /S2 ¥y —w) - Vo (01)] f1(t, Z, 01,7)

X fg(t T, 09) (n - ) exp(—B2w|? M >0y dndidiediy + O (em)

=4 5mr_3ém(r)nf2(t_,x)/ uj, (t,2) - Ve (i) Fit, 2,01, 7)doy + O (g)
R3

car [s ndn = 0. On en déduit donc 'expression (4.63). <

4.2.4 Premier modéle asymptotique Vlasov/Boltzmann

Les propositions 4.1 et 4.2 nous aménent a remplacer formellement 1’équation (4.55)
par

88];1 (171 Vifi + P - Vi, f1>+{t°n§ (Tmm)2 VQO] [\ﬁ (f2)( z,T)- V@Ifl + 0(\/571)] =0,

dans laquelle a(fy) représente soit T'y(f2), donné par (4.57), soit Ty sal f2), donné par
(4.62), soit Yam(fg), donné par (4.63). Notons que le terme a(f5) ne dépend plus ni de la
variable 01, ni de gy,.

Nous introduisons alors un systeme asymptotique, couplant une équation de Vlasov
et une équation de Boltzmann, dans lequel I’équation de Vlasov approche formellement
I'équation (4.56) au premier ordre en ,/g,,. Celui-ci nous permettra d’étudier formellement
le comportement du systeme gaz-poussiere a différentes échelles de temps.

of,  ver ver . . o .
8{51 + 11_/ 1 - Vz f1 + o Py -V, fi+1°n5 (Tmm)2 Vovema(fe)(t,z,7) - Vi, f1 =0
(4.67)
afg Vte | Vot® - v o o o ;5 ¥
v + z by - Vafo + o Py - Vi, fo =t°n$ (rmin)* Vs Ra(f1, f2)
+4mt°nsVy 0® Q(fa, f2), (4.68)
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Remarque 4.1 Supposons que fl et fz ne dépendent plus de ¥ ni de T, et considérons le
systéme homogéne en espace composé des équations

O Vo TumlF) Vo fi =0
of L L
% = Q(f2, f2) + R§™(f1, f2),

Ta,m(fz)()— 3 Cong, (), (D),

Alors, on a formellement :

d d
7i'h =0 R0
ce qui permet d’obtenir, toujours formellement
d
7= \/am C’mn ug, (4.69)
et p
P 47TCmTL ( Emuj — uﬁ) . (4.70)

On observe alors que si u; et ui possedent des limites finies lorsque t — oo, celles-ci
sont, d’aprés les équations (4.69) ol (4.70), nécessairement identiques et nulles. Ce modéle
n’a donc pas en temps long un comportement similaire a celui du modéle

B
4£#Wmﬁ%
%};1 —RI™(f1, f2) + Q(far f2),

pour lequel les vitesses macroscopiques convergent lorsque t — oo vers une unique vitesse
limite u2® non nécessairement nulle (cf. Chapitre 3).

4.2.5 Etude du systéme a différentes échelles de temps
4.2.5.1 Casout’°=tgo et L°=L;.

On se place ici aux échelles de temps et d’espace relatives aux particules de poussiére.
Ces deux échelles sont les plus petites du systeme molécules-poussiere. Rappellons que 12

est défini par
1

NV (rmin)?’
et que L est définie par L; = V°t°. Compte tenu de (4.22), les équations (4.67) et (4.68)
deviennent :

t1o =

o1
o7 .
afz 1 « 1 - « a® = Ay Em
O by Vafotr —Py Vi fo = S Ra(fi o) +4
ot Tt Vet =P Vo= TR )

+@1'ij1+p1'

, (4.71)

2/3
) Q(f2, f2).
(4.72)
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D’apres les hypotheses (4.15) et (4.14), on constate que 1’équation (4.71) est proche de
I’équation
o1

a7 + 07 - if1+p1‘V@1f1:0

qui correspond a 1’équation de transport de particules de poussiére uniquement soumis a
la gravité. De plus, d’apres I'hypothese (4.19), on a

2/3 o
4 (5m> ~L <«
77 ™

Ainsi, I'équation (4.72) est proche de ’équation de transport non collisionnelle

8f2 1 ¥ 1 - -
by Vafot ——Py Viyfo =0,
8t+\/@v2 sz—l—\/% o - Vi, f2

dans laquelle la rétroaction des particules de poussiere sur le gaz est en particulier inexis-
tante. Ce choix d’échelle spatiale et temporelle est donc inadéquat pour I’étude du systeme
gaz-poussiere.

4.2.5.2 Cas ou t° = t12, L° = Lg

On se place encore ici a ’échelle de temps des collisions entre particules de poussiére et
molécules (vue des particules), mais cette fois a I’échelle d’espace des molécules (Lo, définie
par Ly = Vy’t°, correspond ici a la distance moyenne parcourue par les molécules durant
le temps t12). Compte tenu de (4.25) et (4.22), les équations (4.67) et (4.68) deviennent :

a ~ — A 1 M — A
fl +\/5mvl :Ef1+\/5mPl'v@1f1+;\/8ma(f2)(t7jaf)'vﬁlfl:Oa (473)

o 23
aaf2+v2 Vifo+ Py Vi, fo=— Ro(f1, fo) + <6m> Q(f2, f2), (4.74)

D’apres (4.14), (4.15), ces équations sont proches des équations suivantes :

oft
o
et
0
af2 + Uy - fo2+P2 VUQfQ—O

A cette échelle de temps et d’espace la densité fl est donc constante, et la densité fg
est solution d’une équation de transport non collisionnelle. Ce choix d’échelle est donc
également inadapté.
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4.2.5.3 Cas ou t° =ty et L° = Lo.

Les échelles choisies ici sont celles relatives aux molécules. De plus, on pose

a® ( n >2/3
c=—|— )
41 \em
D’apres (4.19), cette constante est de l'ordre de 1. Compte tenu de (4.22) et (4.25), les
équations (4.67) et (4.68) deviennent :

O Vet Va4 Em P Vo i+ e Y a() 0, 2,7) Vo fi =0, (475)
88f2+v2 Vifo+ Py Vi, fo = ¢ Ro(f1, f2) + Q(fa, f2). (4.76)

Dans le contexte déja évoqué de molécules d’azote et de particules de poussiere de
tungstene de rayon minimum r,,;, = 5-1077 m, et pour un rapport de densité a°® = 1076,

W

pour I’étude, tant théorique que numérique, du systéme gaz-poussiere. On peut de plus
remarquer qu’en raison du facteur /e, devant le terme de variation spatiale o - V3 fl,
le déplacement des particules de poussiére sera faible comparé a celui des molécules. Par
ailleurs, le facteur /g, devant le terme P - Vs, fl nous suggere que l'influence sur les
particules de poussiére de la gravité est (puisque a® < 1) minime comparativement &

r a(f2) - Vi, fi.

le rapport est de l'ordre de I'unité. Ce choix d’échelle semble donc étre le plus adapté

I'influence du gaz, qui correspond au terme ¢

De plus, en notant

ao

VEm'
on peut passer formellement a la limite dans le systéme (4.75)—(4.76) lorsque &, — 0

et que le rapport £ reste fixé. Le systéme limite s’écrit alors, dans le cas spatialement
homogene et en I’absence de gravité,

£E=

% L ¢ (f2)(t,%,7) - Vo, fL = 0,

ot &

v (4.77)
aé];—Q = CR2 lzmzte(fla fVQ) + Q(f2’ f2)

ou Rng‘mite est obtenu en passant a la limite lorsque em — 0 dans les expressions de la
vitesse post-collisionnelle ¥, donnée par (4.41) ou ¥5 donnée par (4.45). En particulier,
dans le cas du modele élastique, 'opérateur Rz( f1, fg) a formellement pour limite

R;,limite(fla f2) = =m(f1)L(f2),

m( / / f1 (t,01,7)7 drdvl
R3

ou
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Lo - [

S2
Nous justifierons au Chapitre 5 ce passage a la limite de fagon rigoureuse : nous montrerons
que les solutions du systeme homogene en espace

[fQ (2?, i‘,f/g — 2(w . ’LV)Q)UJ) — fg(t_, 7, 172)} |w : 172‘dw.

o e
5 5@31(f1,f2)7 )
o,

a{ = CRS(fl7f2)+Q(f27f2)7
(dont nous avons prouvé l'existence au Chapitre 2) convergent faiblement lorsque €, — 0
pour un rapport & constant vers un couple de solution du systéme (4.77).

Remarque 4.2 Remarquons qu’on a (formellement)

Com(f) =0,

Ainsi, la seconde équation du systéme (4.77) ne dépend pas de fi (t,01,7) mais de fi (0,01,7).
La densité fo évolue donc, dans le cas de ce systéme, indépendemment de la densité fi.

4.3 Second modele asymptotique

Le modele asymptotique précédent ne semble pas présenter, comme on ’a montré dans
la remarque (4.1) dans le cas particulier d’une section pseudo-maxwellienne et dans le cas
homogene en espace, un comportement satisfaisant en temps long du point de vue des
vitesses macroscopiques. Nous confirmerons ce point numériquement au Chapitre 6.

Nous proposons dans cette partie d’adimensionner les vitesses des particules et des
molécules a partir du méme ordre de grandeur, noté V°.

4.3.1 Second adimensionnement

On adimensionne dans cette section les variables relatives aux molécules de gaz de la
méme facon que celles relatives aux particules ; seules les densités fi et fo sont adimension-
nées de facon différente en raison des ordres de grandeur des densités nj et n5 différents.
Soit t° I’échelle de temps et L° I’échelle d’espace que ’on choisit pour simplifier telle que
L° = V°t°. On adimensionne les variables en posant ici

pour les vitesses des particules de poussiére et les molécules, et

x ~ t r
T =

o’ 40 :
L t T'min

Les densités fi et fo sont adimensionnées en posant

fl(t,x,'l}l,r)

ne (Vo)3 T'min,
1

[t E,01,7) =
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et
NP t,x,v o
P 7.) = 2D (o
Ny
On peut ensuite écrire
o, 0 1 Dt PN(T == >
Rl(fh f2)(ta z,v, T) = nanWrminR(fly f2)(t7 z,v1, T’),

ou lopérateur adimensionné R(f1, f2) est donné par

Rtz = [ [ [AEE0 05 - ACT50hEE. )

1 2 _ _
« L <%+ 0 ) W - (T — o) dwdds, (4.79)
2 T'min
dans le cas de l'opérateur élastique R§(f1, f2), avec
23 _
v =01 + ] IFj’Zm [w- (v —v1)]w,
2
— —~ —~ —~
v == e W (- vlw,

et

e 234 I _
Rith ) Eaan) =5 [ ] e =@ e 0 g o)

(1 f«)>2 @07 7,5 exp (501 - 1)°)

—f1(&,&,51,7) fo(F, 7, 52) exp (201" — 03")?) dndivdvy)
(4.80)

ou B est défini par B =pBV°, et

= — 3 {571 + 773,05 — F*‘ggm@} ,
14 r=2e,

— 1 — ~—3 — ~

() :~7_3 ’U1+7‘ Emw—i-w,
1+7 %,

dans le cas de opérateur de réflexion diffuse R¥(f1, f2). On constate alors qu’il est équi-
valent d’effectuer le développement asymptotique en e, de 'opérateur R; a partir des
formes adimensionnées (4.79) et (4.80) ou a partir des formes non-adimensionnées (4.3) et
(4.7). Pour alléger I’écriture, nous raisonnerons donc dans la suite a partir des formes non
adimensionnées des densités et des opérateurs.

4.3.2 Développement asymptotique de R;(fi, f2)

4.3.2.1 Développement asymptotique de R{(f1, f2)

Proposition 4.3 Soit o € C*(R?), et R donnée par (4.3). Alors, au moins formellement,

/]1&3 R{(f1, fo)(t,x,v1,7)(v1)dv; = /]R3 Ty(f2)(t,z,v1,7) - Vo(v) fi(t,z,v1,r)dvy +0 (em) ,
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ot Ty(f2) a pour expression
rs.
Tu(fo) (1, v1,7) = e 02 / folt,z,v0)lvs — 1] (v — v1) dva. (481)
R

Preuve de la Proposition 4.3. On procede de la méme fagon que dans la Proposi-
tion 4.1. Pour ¢ € C2(R3), on a

[ Rt e nedo = [ [ ] T0d) = o] st ot o)
(

s2
2 1/3\ 2
I3
Tmln) r + (m) ‘w . (’1}2 — Ul)|deU2dU17

2 T'min n

avec 3
2emrs
Ui — 4 - m mZ:)T’l [w.(v2—1}1)]w-
r +€mrmin

Ainsi

T'mi 3
p(0h) = p(o0) = 26 (722 ) o+ (12— w1)) [0+ Vip(on)] + O,

et on a formellement, d’apres (4.16),

/R3 e(v1) RS (f1, f2)(t, z,v1,7)dvy

- ("”min)3
=Eem—— Ji(t, z,v1,7) fo(t, z,v2)
R3 JR3

r

x V(vr) - /S2 wlw - (vg — )] |w - (v2 — v1)|dwdvadvr + o(er,).
On obtient, d’apres le calcul (4.60),

[, o0 B )t 01, )y

T'min 2
=Tem ( " ) /3 \ filt,z,v1,7) fo(t, z,v2)Vp(v1) - (v2 — v1) |v2 — v1|dvador + o(em),
R R

d’ott I'on déduit (4.81).

4.3.2.2 Développement asymptique de R{(fi, fo)

Proposition 4.4 Soit ¢ € C2(R?), et RY donné sous forme faible par (4.7). Alors, au
moins formellement,

/3 R(li(fh f2)(ta z, vy, T)@(Ul)dvl = /3 Tb,sd(fQ)(ta z, vy, T)'V@(Ul)fl (t7 x, vy, T)dvl+0 (5m) )
R R
ot Ty 54(f2) a pour expression

ﬁ

35 (vg — v1) dvg, (4.82)

Tmin 3
Tb,sd(f?)(t7x)vl)r) =TEm (’I") /3 fQ(t,ﬂf77)2) ‘UQ - Ul| +
R




Second modéle asymptotique 171

et
/R (o) RIM (o)t 00, )y = /R Tam (o) 2,01, 7) Vip(on) fults 01, 7) e +0 ()
ot Tpm(f2) a pour expression

Yo (o) (t, 2,01, 7) = Amem Con(r) (’"”;Z’")s ng, (1 2) (ug, (f,2) — v1). (4.83)

Preuve de la Proposition 4.4. D’aprés la Proposition 1.4 du Chapitre 1, on a

[, Rl )t o)

x fa(t, 2, v2)hn(w) [+ (V1 — v2)] L. (0, —up)>01dNdwdvadoy,

1 Pnin \ > Pnin \ >
v = —_— v1+6m( mm) U2€m( mm) w |,
L+ &y, (Fran) r r

et hy, définie par (4.13). Ainsi

ou

Tmi 3
P(uf) = pon) = (722) (o2 = w = 0) - Vo) +O(E), (484)

et on a, formellement,

/ Ri‘(fl,f»(t,x,v,r)so(v)dv

_ ., rmin)” /R/R/R/S vz —w— 1) - Vp(u) fult,, 01, 7) falt, 2, v2)

X hp ( (v1 — vo ]]l{n (v1—v2)>0}dndwdvadvy + o(em)

rmln
_ / / v1,02) — J(v1,02)) - Viplon)
R3 JRR3

X fl(t,:v,vl, r) fa(t, x, v2)dvadvy + o(em).

De plus,

Hory00) = (2 = 00) [0 01 = 02)] Loy [ B()dudn
S R
=7 (vg — Ul) !112 - 01!7

d’apres (1.41) et le calcul 1 de ’Annexe C, et

J(’Ul,’UQ) = /2 [ (U1 — 1)2)} ]l{n (v1—v2) >0}/ wdwdn
S

7T3/2
- (Ul - U?) )

3
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d’apres les calculs 2 et 5 de I’Annexe C. Ainsi

RS Rt

)3
=Em (Tmm) s / f1 (t, x,v1, T’)fg(t, Z, 1)2) |1)2 — ’U1’ + ﬁ (2)2 — 1)1) . Vgo(vl)dvgdvl
r R3 JR3 30
+ o(em),

d’ot 'on déduit (4.82). Par ailleurs, on a d’apres (4.84)

/ Rdm(fl,fz)(t x,v,1)p(v)dv

— Cu(r) m(’") /R/R/R/S vy —w = v1) - Vep(on)] fi(t 7, 01,7) folt, 2, 02)

x hp(w)dndwdvadvy + O(e2,

Tmin 3
= 47‘('Cm(7‘)6m ( r ) nfy (tvx) /R3 [(qu(tvx) - Ul) : V@(vl)] fl(t’xvvlvr)dvl + 0(531)7

d’ott I'on déduit (4.83).¢

4.3.3 Second modele asymptotique Vlasov/Boltzmann

Les propositions 4.3 et 4.4 nous conduisent a remplacer formellement 1’équation

0

ot Vo fi = Ri(f1, f2) (4.85)

Fy
ma(r)

par ’équation

8f1 F
5 +o1-Veft + —— )

dans laquelle ey, b(f2) a pour expression I'y(f2), Yo sa(f2) ou Yy m(f2), données respec-
tivement par (4.81), (4.82) ou (4.83). Nous introduisons alors un systéme asymptotique,
couplant une équation de Vlasov et une équation de Boltzmann, dans lequel ’équation de
Vlasov approche formellement 1’équation (4.85) au premier ordre en &, :

Vo f1 + emdive, (b(f2)f1) +olem) =0,

OR o Vo4 D i+ emdive, (b(f2)f1) = 0
ot mi(r)
%wa vzf2+ﬁ Vola = Q(fa, f2) + Ralf1, f2).

Le terme
Fd(t,.’IJ,Ul,T) = ml(r) E€m b(fg)(t,l‘,’l}l,?“)

définit une force de trainée exercée par le gaz sur les particules. Notons que contrairement
aux modeles de forces de trainée utilisés dans [BZ, Cr| par exemple, ces expressions ne
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contiennent pas de coefficient empirique, et restent valable quelque soit la distribution du
gaz fo. Par ailleurs, ces expressions de b(f2) permettent, sous certaines conditions aux
limites (ou dans le cas spatialement homogene) de préserver la quantité de mouvement du
systéme, contrairement au systéme (4.67)—(4.68). En revanche, elles dépendent cette fois
de la variable v1, ce qui rend leur simulation numérique plus cotliteuse que les expressions
a( fg) introduites dans la section 4.2.4. Nous comparerons numériquement ces deux modeles
au Chapitre 6.
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Ce chapitre est constitué en partie d’un article écrit en collaboration avec L.
Desvillettes!, Small Mass Ratio Limit of Boltzmann Equations in the Context of the
Study of Evolution of Dust Particles in a Rarefied Atmosphere, accepté pour publication
(sous réserve de modifications mineures) a la revue Journal of Statistical Physics.

5.1 Introduction

In this Chapter, we give a rigorous proof of the passage to the limit in a spatially
homogeneous setting of the coupling of Boltzmann equations introduced in Chapter 2 to
the Vlasov-Boltzmann coupling (4.75)—(4.76) introduced in Chapter 4, when the ratio of
masses between a molecule and a dust speck tends to zero.

The unknowns are the density fs := fa(t,x,v) > 0 of molecules (of radius ¢ and mass
mg) which at time ¢ and point x move with velocity v, and the density fi := fi(t,z,v,r) >
0 of specks of dust (assumed to be spherical for the sake of simplicity) which at time ¢, point
x, have velocity v and radius r. Here t € RT, x € Q an open bounded and regular subset
of R3, v € R® and r € [Fmin, "maz] With 0 < 7pmin < Tmaez. The coupling of Boltzmann
equations describing the gas-dust mixture writes :

N v Vafi = i1, 1), 61
88? +v-Vafa = R5(f1, f2) + Q(f2 f2), (5.2)

where R$, RS, () are the collision kernels introduced in the previous Chapters, defined by

RY(f1, f2)(v1,7 // [f1(v1,7) f2(v5) — fi(v1, )f2(02)]( )

lw - (vg — v1)| dwdva,

(5.3)
Rt = [ [ 04005 - Ao fateo)]
HTT |w - (v2 — v1)| drdwdvy, (5.4)
with -
2e(r
v = v+ —=[w- (v2 —v1)w,
1 1 L+elr) S (5.5)
vh = vy — Te(r)[w (vg — v1)|w
and

LCMLA, ENS Cachan, CNRS & IUF, PRES UniverSud, 61 Av. du Pdt. Wilson, 94235 Cachan Cedex,
France. E-mail : desville@cmla.ens-cachan.fr
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Q1)) = [ [ 152000 = 20)fal0)) B (o= vl = ) dod,
(5.6)
with
o V4. v — vy
2 2 7
A (5.7)
BT T T

In relations (5.5), (r) represents the ratio of mass between a molecule and a dust speck

of radius 7 (that is, €(r) = (Tmin/7)> €(Pmin)). We have assumed that the collision kernels

¢, R$ corresponding to the interaction between molecules and specks of dust are of hard

sphere type. This assumption is however not typical for collisions between molecules, and
we consider instead that the cross section B is of variable hard sphere (VHS) type :

B(y,2) = Cespyf, (5.8)

with Cepy > 0 and ¢ €]0,1]. This cross section is widely used in DSMC methods. Note
that the rest of our paper would still hold if Cess were a (smooth) function of z (that is,
in the case of smoothly cutoff hard potentials). For the sake of readability, we now denote
R; and Ry the operators given by (5.3) and (5.4) instead of R{ and RS.

The mathematical study of spatially homogeneous solutions to eq. (5.1) — (5.2) can be
done in the same spirit as in [Ar]. It leads to the following Proposition, which is a direct
consequence of the Theorem 2.1 of Chapter 2 (where the kernel B is more general than

(5.8)) :

Proposition 5.1 Let fi i := fiin(v,7) > 0 be an initial datum such that

/(/ Frin(07) (1+ [0 + |10 frin(v, 7)) drdv < +o0,
]R3

Tmin

and fain = foin(v) > 0 be an initial datum such that

[, in) U+ o+ 10 fain()) o < o

Then for all Cepp >0, § €]0,1], 0 < rmin < Tmae (constants appearing in the definition of
Ry, Ry, Q), there exists a spatially homogeneous weak solution (fy : (t,r,v) € RT x R3 x
[rminyrmaz] = fl(t,U,T) Z 07f2 : (t,?.}) € R+ X RS — fZ(tav) 2 O) to €q. (51) - (52) such
that

sup/ / filt,v,r) (1 + |v\2 + | In f1(t,v,7)|) drdv < +o0,
RS Tmin

>0
and

sup [ fa(t,v) (1 + o> + | In fo(t,v)]) dv < +o0.
>0 Jrs

It satisfies moreover (for all t € RT ), the conservation of mass

for a.e. v € [Fiin, T'maz)s / filt,v,r)dv = / fi,in(v,7) dv, (5.9)
R3 R3
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/R ha{tv)do = /R ain(v) do, (5.10)

and the following entropy inequality

/ /r’”"z filt, v, r) In (fi(t, v, 7)) drdo +/ fa(t; va) In (f2(t, v2)) dvs
R3 J7min R3

s A1
< /R 3 / mm Frin(u1,7) I (Frin (01, 7)) didoy + /R Frin(02) 10 (foin(v2) . o1
Finally, if for some s > 1,
/R?» /me 1+ |v)2)* [frin(v,r) + foin(v)] drdv < +oo,
Tmin
then (one can find f1, fo in such a way that) for all T > 0,
sup / /rmz (1 + [v]?)* [fi(t,v,7) + fa(t,v)] drdv < 400, (5.12)
t€[0,7] JR3 Jrpin

and the following relation of conservation of energy holds :

/ / filt,v,r) |v]? ( ! ) drdv—l—em/ fo(t,v) |v|* dv

R3 Tmmrmaz 7ﬁmmr (513)
/ / fiin(v,7) \v[ ( ) drdv+€m/ f2,in(v ]v| dv,
R3 Jrin T'min

where £p = (Tmin). By a weak solution, we mean here that for all T > 0,

(f1, f2) € Lip (R*, L' (R X [rynin, 7ma] ) ) x Lip (RT, L (R?))

and (f1, f2) satifies for allt > 0, and a.e. v € R, 7 € [Fomin, Tmaz) s

t
fit,v,r) = frin(v,T) —l—/o Ri(f1, f2)(s,v,7)ds,

falt0) = foin(v) + / (QUfar 12)(5,0) + Ral(fr, f2)(5,0)) ds.

The set of (spatially inhomogeneous) eq. (5.1), (5.2) can be simulated at the nume-
rical level by a DSMC method (Cf. [Bi3], [N] for example). We refer to Chapter 3 for a
presentation of this method and numerical results. However, we show in Chapter 3 that
when the mass ratio between the molecules and the specks of dust becomes too small, the
simulation becomes too expensive. It is therefore necessary when the dust specks are “too
big” (in practice, for the applications that we have in mind, when their typical radius is
bigger than 1078 m) to write down a model in which the mass ratio £(r) vanishes.

In order to do so, we perform a dimensional analysis leading to a non-dimensional form
of the equations. Our assumptions concern cases in which the number of dust particles is
very small in front of the number of molecules, and in which the radiuses of different dust
particles are of the same order of magnitude. We introduce, like in Chapter 4 a time scale
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t°, which is here the typical collision time of two molecules (denoted 99 in the Chapter 4),
a typical length scale L which corresponds to the mean free path of molecules (denoted
Lo in the Chapter 4), and, like in [DL1], two different scales V}° and Vi for the velocities
of particles of dust and molecules respectively (they correspond to the thermal velocities
of the species). We assume here that the order of magnitude of the kinetic temperature of
the two species are identical and we denote them by 7. Under this assumption, V;° and
Vy are defined by (4.20) and (4.21), and are related by the formula

Vlo = \Em ‘/20. (514)

Contrary to the assumptions made in [DL1], we introduce here two different orders of
magnitude nj and ng for the number density of the species, and we define by

a’=— (5.15)

the ratio of these magnitudes. In the applications that we have in mind, this ratio is very
small. Then, we introduce the adimensional densities in the phase space :

P T = A = Vosrm'in
fl(,l‘,vl,’/’):(l?nofl(t,]?,’(),?“),
1
and 5
< - Ve
hat a9 = 2 ot 0, 09),
2

where T, t, 91 and ¥, are the adimensional variables defined by

_ T 7 t _ r R V1 . V2
r=—, =—, = , D1 =-—=, D
L to Pmin” VR 2TV
where 1
t°=——e— L=tV
47 ng 0 Vy 2

and f1, fo are solutions to eq. (5.1) — (5.7). The densities (f1, f2) are then solutions to the
following system of equations

afl 1 n )2/3 _
—f-\/i'l)l Vi fl 47_(_(87” Rl(f17f2)7
o a® 2/3 .
af2+v2 Vifo = 47r(€7n) Ro(fr, f2) + Q(f2, f)-
Here, Ry, Ry and Q are defined by
ooz Cepr(VE) o s
- )| T ao U — Uk|°dodv”,
Q(fa) ) = [ [ (R = R@fae)] G- 15— 0. Pdads
with
» V4 0y |0 — Oy
v = + o,
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Rl o) = [ | [ [650A(S) =~ fion i)

o \1/3 2
><§ ((m) + ’l“) |(’LV)2 — @@1) . w| dwdvo,

n
and
Rl o)) = [ [ 7[00 A0) = fion 0 ()
1 em\ /3 2
x5 ((7’7”) +7~> |(V2 — Vem 1) - w| drdwdby,
with 5
2\/Emr™
N AN m (Vo — 0
v = Ul+1—|—€m7’_3 W+ (V2 — \/EmD1)]w
2
v/ _ NI (e N
Uy = U ] [w- (V2 — \/EmD1)]w

m
and rg = Lmaz Flnally, 7 is an adimensional constant defined by n = Trord 2 , where p is the
TP

18 _
volumic mass of particles of dust and p the radius of molecules (that is, (g) fmin ),

From now on, we also denote

o . Cepp (V5)
eff- AT r3 Vy

(this parameter is of order 1 under our assumptions).

We now put ourselves in a spatially homogeneous context, and we establish the adi-
mensional versions of various estimates (mass, energy, entropy).

We first notice that the adimensional versions of the relations of conservation of mass
are similar to formulas (5.9) and (5.10) : we get indeed, for a.e t € R and for all 7 € [1, 7] :

fi(t, 01,7) doy = / £1(0, 01, 7) doy, (5.16)
R3 R3
(where ro = {maz), and
fg(ﬂ?ﬁg)di;g:/ F2(0,02) dvs. (5.17)
R3 R3
We also get
Tmax 9 r 3
/ / fl(t,vl,'r)\vﬂ ( ] ) dT’d’Ul
=ny (V7) / / Fi(E, 01, 7) |01 |? 7P drdoy,
and

/ fo(t,v2) [va|* vy = n3 (Vzo)g/ o (t, 02) [0 dvs.
R3 R3
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Thanks to (5.14), (5.15), one deduces from the relation of conservation of energy (5.13)
the following relation :

T0 o o
aO/ fi(t,01,7) |l71|2 773d77d@1 +/ fa(t,02) |{)2|2 dvs
1 JRrs -
T0 R 5
= ao/ /3 F1(0, 01, 7) [01) 7 drdo, +/Sf2(0,;}2) a2 disy. (5.18)
1 JR R

Moreover, since

/Rd /mm (1,01, 7) In (fu(t, o1, 7)) drdn
_ni/Rg/l it o0, 7) I (fi(E 01, 7)) drdin
+nf (In (n9) = In (Vi°)* rmin " Fu(E i, P)drdin,
- ( ( DL
/RS Falt, v2) In (fa(t, v2)) dvy =n3 /RS Fo(t, 52) In (fo#, 5) ) dis
05 (In (n5) =In ((05)%)) [ Folf 52)die,

[and thanks to relations (5.16) and (5.17)], the entropy inequality (5.11) leads to the
following inequality :

70 . . . .
a// A on, ) (fuo1,7)) drdoy + | Folf, 52) In (fo(, 52) ) diy
R3 J1 R3

" (5.19)
= /Rg/l f1(0,01,7) In (f1(0,01,7) ) drdin + /Rg F2(0,52) In ( f2(0,3) ) dio.

In the experiment that we consider, the typical value of a° is 107°, that of &, is 1072,
and that of 7 is 6 - 1072, Therefore, we consider, like in section 4.2.5.3 of Chapter 4, that

(0%

o n 2/3
ci=— () ~1, and o~ /en. (5.20)

47 \em
We set

b= 5,

1
2 /Tpc
We now write fl(t v,7) instead of fl(t 01,7), fat,v) instead of fg(f U2), Q® instead of

Q, R}? instead of Ry, RQ’p instead of Ry. We obtain the following equations (in a spatially
homogeneous context) :

m

1/3
and we write \/%? = ¢ p, with € > 0 fixed. Then we have <77) =

0

Do e R (f1p o) (5:21)
0

S20 _ o pa (0 ) + Q% U Fap), (5.22)

ot
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where Q%, R{"", Ry" are defined by

Q f2af2 / / f2 f2 fg(v)fg(v*)] Cgff‘v_v*|5d0dv*,

where C¢;, is an adimensional constant [and v', v} satisfy (5.7)]

RYP(f1, f2) (v, 7 /RS /S2 1(V) ) fa(vy ) — fi(v1,7) fa(vz)

[A—

and

Rt = [ [ [ aleh,) - Alennfe)]

2
X % <2\/7177pc —|—r> (vg — g;) - w| drdwduvy,
where ¢, £ are adimensional constants, r¢g = ::‘ZZ, and
o= W)’{w.@_”l)]w
’ (sm £ &)l 52

We rigorously show in this Chapter that in the limit p — oo, the solutions to eq
(5.22) given by Proposition 5.1 converge towards the solution of the following

(5.21)
Vlasov-Boltzmann coupling :
88];1 + E K(fg) -Vuofi =0 (5.24)
%}? = gm<f1,in)L(f2) + Q(f2, f2), (5.25)
where "
m(fiin) = /Rs/l frin(v1,7) rdrdvy,
L 0) = [ U (0 =20 0ho) = fot0)] -] do
and
K(f2)(t) = / [v2| v2 fa(t, v2)dvs. (5.26)
R3

More precisely, we shall prove the
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Theorem 5.1 Letc >0, £ > 0, C¢ erf > 0, d €]0,1], 7o > 1 be the parameters appearing
in Q% RY", RYP. Let also fiin = f1in(r,v) >0, foin := fain(v) > 0 be initial data such
that

T0
/ / Frin(0,7) (14 [o]* + |10 fran(v, 7)) drdv < +o0,
R3 J1

/ f2,in(v) (1 + |’U|4 + |1Il fg,m(v)|) dv < +o0. (527)
R3

Then, if (fip, fop) denotes a family (indexed by p) of weak solutions to eq. (5.21)
- (5.22) giwen by Proposition 5.1 (with fi1,(0,-,-) = frin, f2p(0,) = fain), one can
extract a subsequence (still denoted by (fip, f2,p)) which converges for all T > 0 in
L>([0,T); MY(R3 x [1,70]) x LY(R3)) weak* towards a weak solution

(f1, f2) € L ([0, T]; M*(R® x [1,7o]) x L'(R?))

to eq. (5.24) — (5.26).
By a weak solution, we here mean that for all ¢ € C2 (R* x R3 x [1,7¢]), we have

/ / / fltvr (tvr)drdvdt / / f1,in(v,7)(0,v,7) drdv
R3 ot R3

/ / /TOK(fg)()- Vbt v, 7) fi (£ o1, 7) drdudt, (5.28)
R? r
and for all p € C? (R+ x R3), we have
/ / f2(t,v) 5t t v) dvdt = [gs f2,in(v)e(0,v) dv
0o Je .
wem () [ [ Lot dvdte [T ] QU )t 0)ptto) dui.

Note that in the formulas above, we have used the notation f(-,v,r)drdv instead of df (-, v, ).
This is justified in particular by the fact that this measure has a density, as stated in the
Remark at the end of this Chapter.

(5.29)

Our method of proof is based on uniform w.r.t. p a priori estimates including in parti-
cular moments estimates based on a new variant of Povzner’s inequality, especially suited
for collisions of particles with disparate masses. We refer for previous versions of this
inequality (including inequalities devised for non cutoff or energy-dissipating kernels) to
[Po], [Bo], [Lu], [De2], [MiW], [DeMo], [W2], [GP].

Unfortunately, the entropy estimate for fi, is not uniform w.r.t. p (this uniformity
holds only for f5,), so that the passage to the limit when p — oo is done only in the
sense of weak measures. Note that measure-valued solutions to the Boltzmann equation
have been introduced in the context of steady solutions, (Cf. for example [Ce2]). Our own
context is somehow more favorable, since when the initial datum is smooth enough, the
equation obtained at the limit preserves in the evolution this smoothness.

The remaining sections of this Chapter are devoted to the proof that when p — oo in
(5.21), (5.22), the solutions of this system converge towards the solutions of a Boltzmann-
Vlasov coupling given by eq. (5.24), (5.25) [that is, Theorem 5.1]. For the sake of reada-
bility, we only consider the case £ = 1 (this changes nothing in the Proof).
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5.2 Relations of conservation of mass, energy and entropy

We first express what remains of the relations of conservation of mass, energy (and
of the evolution of entropy) when p — oo in eq. (5.21), (5.22), under the assumptions of
Theorem 5.1. According to relations (5.16), (5.17), (5.18), (5.19) and to assumption (5.20),
the following estimates hold, for all p € N, for all ¢ € R*, and for a.e r € [1,7¢] :

[ fsttondo= [ ot i, (5.30)
R3 R3

/ fap(t,v)dv :/ f2,in(v) dv, (5.31)
R3 R3

1 o
p/ues/l fip(t,v,r)In (f1,p(t,v,r))drolv+/]RB fap(t,v)In (fap(t,v)) dv
< 119/]1@3/1 frin(v,7) ln(fl,z'n(v,r))drdvJr/Rg Fo.in(©) I (fo,im(v)) dv, (5.32)

and

1 [
/ / fip(t,v,m) |U\2r3drdv+/ fap(t,v) |U\2 dv
pJ1 R3 R3 (533)

1 [To
= / / frin(v,7) ]v|2r3drdv+/ f2,in(v) ]v|2dv.
pPJ1 R3 R3

We consequently obtain the following bounds (for all 7' > 0)
sup sup / (1 + |v| + \v|2) Jap(t,v)dv < +o0, (5.34)
peN* t€[0,T] JR3

and

0o 2
sup sup / / <1 + Jv| + M) fip(t,v,7)drdv < +oo. (5.35)
R3 J1 p

pEN* ¢t€[0,T]

Estimate (5.34) is indeed a direct consequence of relations (5.30), (5.31) and (5.33). So is
also the bound

sup sup / / 1—|—— fip(t, v, 1) drdv < +o0.
peN* t¢[0,7] /R3

In order to obtain (5.35), we only have to prove the following bound :

ro
sup sup // [v| f1,p(t,v,7r)drdv < +o0. (5.36)
peN* tef0,7] Jr3 J1

Let p € N* and ¢ € [0,7]. We have

7o
/ / fip(t,v1,7) Jvi| drdu;
1 R3

0 0 t
=/ / f1,m(U1ﬂ“)|Uld7”dvl+PC/ / / RYP(fips fap)(s,v1,7) |v1| dsdrduy,
1 Jgs 1 JrsJo
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with

T0 T0
/ / fl,m(vl, T‘) |’U1| d’l“d’Ul < / / fLm(’UL ’I“) (1 + ‘Ul|2) drd’Ul < 4o0.
1 R3 1 R3

Thanks to the involutive character of the transformation (vy,vy) — (v’ljp,vém), one can
get :

t T0
p [ [ R G ) o) ] drdonds
0 1 R3

:p/ot/RS/RS/S2/1T0fl,p(svvlar)fZ,p(Szv2) w- <Z)1—vz)‘

2
X % (2\/;7]90 + r> (’vll,p‘ — ]v1|) drdwdvydvids.

Noticing that

o (5 = o2) (ptol 1)

U1
— — vy

IN

/
s =

Cst vy |?
Gt (14 190 (14 ).
P p

IN

we get

t 0
p / / / REP(fy.p1 fop)(s, 01, 7) dsdrdu,
0 1 R3

70
< Cst sup sup / / 1+
peN*¢€[0,T] JR3 J1

X sup sup / (1+]v2|2) fap(t,v) dv,
peN~* te[0,T] JR3

vy |?
p

) fip(t,v,r)dvdr

and estimate (5.36) (and therefore (5.34)) holds.

5.3 Boundedness of Moments of order v > 2

We now show that higher order moments can be bounded for f;, (uniformly w.r.t. p),
provided that they initially exist. More precisely, we define for v > 1, and g; := g1(¢,v,7r) >
0, g2 := g2(t,v) > 0, the quantities

M, (g1, 92)(t) = /

1 [
, (L4 |v]") {92(t>71) + p/ 7”%91(75,11,7“) dr} dv,
R 1

and
7o
Sy(g1,92)(t) = /3 (14 |v|7) g2(t,v) dv + /3/ (1+ |[v|") g1(t,v,7) drdv.
R R3 J1

Then the following Proposition holds :
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Proposition 5.2 Let s > 1. Then there exist constants Ky, Ko, K3 > 0 which only depend
on 8,T,r9,¢,§ and Cgpp > 0, 0 € [0,1] in the cross section of Q°, RYP, RSP, such that
(for all g1 := g1(t,v,7) >0, go := ga(t,v) > 0 such that the integrals make sense)

/ (1 T MQS) Q" (g2, 92)(t,v) dv

R3

< K1 Mo p(g2, 92)(t) (M2 (g2, 92)(t) + Mas—25(g2, 92)(1)) (5.37)

L, (el (Bt mieo + [ m o me o dr} do
< Ko [Mas p(g1,92)(t)S1(91, 92) (t) + pMas—1 (91, 92) (t) M2 p(g91, 92)(t)], (5.38)

and
To
[ ) (R g0+ [ R g, ga) e, dr o
R 1
K
< K3Ms (91, 92) () Mas—1(91, 92)(t) + ?351(91,92)(15)M25,p(91,92)(t)

K3 K3
+ pTM2s+1,p(917 g2)(t) + ?MB,p@l,92)(t)M2s—2,p(91, g2)(t). (5.39)

Proof of Proposition 5.2. We use the classical Povzner’s inequality to prove inequa-
lities (5.37) and (5.38). More precisely, the inequality for (5.37) can be found in [De2] for
example. We have, for inequality (5.38) :

T0
/3 (1 + |v|2s) <R§’p(gl,gg)(t,v) +/ r?’sRiL’p(gl,gg)(t,v,r) dr) dv
R 1

T0
S/ / / / <<r3’vip’2+‘U/QP‘Z)S—T38|U1’28_|’UZ|2S>
r3 JR3 J1  Jg2 ’ ’

2
1 1
X — ’w . (vl — 1)2)‘ (2\/7170 + r) g1(t,v1,7) g2(t, ve) drdwdvaduy,

and since the couple of velocities (vy ,,v5,,) given by (5.23) satifies the relation

2 2
P |+ [on,| = el + feal?,

7p‘

we get

((r1of ol + [ p2) = r o = o)

< Cst(s,ro) <IU1|2871|U2| + ‘U1HU2|2871>

1 1 _ _
< Cst(s,ra) (fon ezl + onlloaf™ + o ezl + P oal?)

and estimate (5.38) holds. This estimate only depends on moments Mj, with k& < 2s, but
is not uniform w.r.t p. So it is not possible at this level to use it to establish a uniform
estimate on the moments M.
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Therefore, we establish inequality (5.39) thanks to a new variant of Povzner’s inequa-

lity. We use for that an other parametrisation of the post-collisional velocities in the
operators R{"? and Ry? (Cf. [De2] again) :

2

1 1 V1
R™P(g,, tou, :/ / 1 ‘ _
1791, 92)(t, v1,7) o Jo 2\ 2 ﬂ_pc-i-r » (25

% [g1(t,0] ) ga(t v ) = g1(t,01,7) ga(t, va) | dordos,

and
2
0] 1 U1
[, [tz -
5" (91, 92)(t,v2) o) ) 1\3 ﬂpc+r , v
X {gl (t,vlll’p,r)gg(t, v;p) — g1(t, v, r)gg(t,vg)] drdodvy,
with )
_ P 3 U2 1 U1
= e [0+ 5) 53]

(5.40)

2
p 1 3, 2 3 U1
vl = [(vr > rlvg — — }

We now establish the new variant of Povzner’s inequality. We define, for (vy,v2) € R3 x R3,
o €S2 re[l,r) and s > 1, the quantity

2s
U, oy (0,1) =1 +

n
Y1p

s
_ 7’35‘?)1’25 _ ’1}2‘257

"
Y2.p

where v,

and vé”p are given by (5.40), and we begin by introducing the vector oq € S?
defined as :

Noticing that r3 — ]% >0 for all p € N*, r € [1,7¢], we get

wil ,UV2 (007 T)

2 2s 2s
- (1 +pr3p2> r — %oy |* — Jug|*
2 2s 2s 3 2s
) VA ) g el ()
<\|\v7=3 T == | |u|+ —fvel| +[— |+ (17— 5 ) |v2
(1”3},2) { oz ) ol 2l Pl 5 | [z

p
_ 7,,35‘,UI|28 _ |U2‘28

2s

(=)
== v+ -v
p p

< (as(p) = 1) (r* Jor]** + [v[**) + F(v1,09),

with
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and
F(Ul,'l}g)
p2 2s
< Ost(s) <1+3p>
1\2 12 (o) " 1
x djor 2 oa| |50 (r?’ _ 2) R <r3 _ 2>
p p p p
+ |vy ||og]?57 1 |38 (r3 — 1> <2)281 + 2773 <r3 - 1>251
p*/) \p p p?
< Gopr (01 Mozl + Jon a1,
with
2 2s 25—1 25—1
_ p 3(25—1) <3 1) 2 <2> (3 1)
Gapy = Cst e I -
< Cst(s,ro)'
p
Moreover,
302 _ 1)2 4 4p3p2]°
ap) < |CE =D ATy
(1+73p?)
consequently we have
Cst(s,r _ _
2 (0,7 < EEETO) [ 2o 2] (5.41)

We then study the quantity ¢y ,.(o,7) =95, ,,(00,7) for any o € S2. We denote here
Y, » and vy, o the post-collisional velocities given by (5.40) corresponding to this vector
o, and vy, ;. and vy, . the post-collisional velocities given by (5.40) for o = o. We can
write

3 2 2 2 2
wil,vz((LT) —¢51,uz(00,7°) =7 (|vlll,p,a| * - l,p,o()’ S) +’ po’ " - U2,p,ao| °
with
2s 2s
1,]),0" - 17p’00|
2 2s 2s 2s
P [ s 1\ 2 s 1 2
(2 Lt (5 1) 2 = - L) bl - 2
<1+T3p2> {|| )+ 2l ) ol = 2 el .
and
2 2
Ug,p,o ’ 27p,00| ’

273 (3 1)
— V1| = |\T — — (%)
p\ | e |v2]

2 2s 2s 2s
p 27‘ 1 3
§<1+3p?> {[p'““(pz“)'“?‘] ) }
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Using the inequality
(a+b)
(a+0)* — (a—b)* = s/ 25 Vda < 4s (a + b)**2ab,
(a—b)?
with a,b > 0 and s > 1, and the inequality
(a+b)* <27 (a® +b7),

with & > 0, we obtain :

2s 2s
ol |

17p7 U17p700

2 25 .3 25—2
P 4sr [ (3 1) 2 ] {1 }
< vi[ (7 + =)+ —|v vi| | = o] + 21w
— <1+T3p2> P ‘ 1| pz p’ 2| | 1’ p| 1‘ | 2‘

2 2s 25—2 25—2
D Cst(s,ro) 25—2 ( 3, 1 > <2> 25—2
< + = -
- <1 + 7“3192) p o] T p [z

1
X |211’ *|Ul‘ +2|U2| s
b

| ES—

and
|U2,p 0‘28 - Ug,p70'0|25
2 2s 3 3 25—2
P 4sr° | 2r 1 3 3
2 > Cst(s.r 2r3\ > 1 252
S D — ( ’ 0) “r |Ul‘2372_’_ <2+T3> |U2‘2372
1+rp p D p
3 1
X |2r |U1‘ + - |U2‘ ’U2| .
p
Then
2 2 2 2
A e N L B e e o (5.42)
< bs(p) [ 38\’01’28 + [v]? } + H(v1,v2),
where )
Cst(s, ) P>
bs(p) = 7 3,2
p 14+ rop
and
H( ) _ p2 ? CSt(S,T()) (| | ’ 2s—1 2s—1
vrve) = | a0 S va o127+ Jvr| Jvg] )

Cst(s,rg) (2\%*2 _ _
+ (2 ) () |:|'U1|2 |U2|28 2 + |’U2|2 |U1|28 2:| )
p p
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Finally we estimate vy, ,,(0,7) 1;,1

‘. Thanks to (5.41) and (5.42), we obtain, for s > 1

and using the bound 1 < r < 7,

Cst(s,rg Cst(s,rg _ _
2171)2(0,7“) SI()z)(’v1|28+ ‘02’25)_'_ # [”01‘28 1‘1}2’ + |Ug‘25 1 ”Ulﬂ
Cst(s,rg _ _
+ 7(2’ ) [|v1!28 % Jug|* + |vg|?72 |v1|2] .
p
Then
V1
1/}18)1,1)2 (0-7 T) ; - U2
Cst(s,rg) [1 Cst(s,rg) [1
< 7(2 ) {|U1|28+1—|—|v2|25+1 | Osileim) [|v1|25|vg|+|v1||v2|25
p p
Cst(s,r 1 _ _
+ (p 0) |:|U1‘2"l)2’28 1+|U2‘2"l)1’28 l:|
Cst(s,r _ _
# LT TR 22 4?2

and we finally obtain (5.39). This ends the Proof of Proposition 3.1.

Thanks to Proposition 5.2, we can prove the following (uniform w.r.t. p) bounds for
the solutions of eq. (5.21), (5.22) :

Proposition 5.3 Under the assumptions of Theorem 5.1, the moment of order 3 of fa,
is uniformly bounded (w.r.t. p) for all T > 0, more precisely :

sup /R3/ < Jip(t,v,r) + fap(t, U)> (1 + |v]?) drdv < +oo. (5.43)

€[0,T),peN*

Proof of Proposition 5.3. Thanks to (5.34), (5.35), we know that (for all 7' > 0)

S = sup sup S1(fip, fop) < +o0, (5.44)
te[0,T] peEN*
and
My := sup sup May, (f1p, fop) () < 4o0. (5.45)
te[0,T] peEN*

The Proof will be divided in several steps. We first notice thanks to (5.37) and (5.38) used
with s = 3/2 that (for all T > 0)

sup sup M3,p(f1,p,f2,p)()<+00- (5.46)
peN* t[0,T] P

Using the same inequalities, but with s = 2, we then obtain :

sup sup M47p(f17p,f27p)( ) < +o0. (5.47)
peN* t€[0,T) p?

This allows us to prove, thanks to inequality (5.39) used with s = 3/2 that :

sup sup Ms,(fip, f2p)(t) < 400. (5.48)
pEN* ¢t€[0,T)

Let us now give a few more details about the successive bounds :
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1
Bound on —Ms3,(f1p, fop)(t) : Since fi, and fy, are solutions of the equations
p

(5.21) and (5.22), we have, for all s > 1 :

MQs,p(fl,pv flp)(

— Magy (Frim foin) / / L [00]*) Q°(f1.ps fo) (7, v2) dundr
+c / / 1 + |’02|28> Ry (f1py fop)(T,v2) dvadT
o Jr3
t 70
—I-C/ / / r3s (1+ ]v1|2s) RLll’p(fl,p,fQ,p)(T, vy, 1) drdvidr.
o Jr3J1

Thanks to (5.37) and (5.38), we obtain the following bound when s € [1,2] (with the
notations (5.44) and (5.45))

t
Mas p(frs fo) (1) <Mosp(Frims foim) + pe KoM / Mas_1p(frps fop)(7) dr
0

t
+ (K1M2 + CKQS) /0 M257p(f17p, f27p)(7') dr. (549)

3
Taking s = 3 in (5.49), we obtain

Msp(f1p, fop)(t) <Msp(f1in, foin) + pec KoaMZT

t
+ <K1M2 + CK2S)/O M37p(f17p, f27p)(7') dr

Then, thanks to Gronwall’s Lemma, we can deduce that for all ¢t € [0,T7] :

1M3,p(f1,p, fap)t) < {C KoMET + M3 (f1.m, fz,m)} exp [(K1 M + cK2S)t],  (5.50)

so that relation (5.46) holds.

1
Bound on PM4,p(f1’p,f2,p)(t) : Using now inequality (5.49) with s = 2, we see
that for some constant K, > 0, for all ¢ € [0, 77,

My p(f1.ps f2.p)(t) — Map(fip, f2)(0)
t t
< Ky {/ My, (frp, fop) (T)dT +p/ M3, (fi,p, fop) (T) dT} .
0 0

Using (5.50) and Gronwall’s Lemma, we see that estimate (5.47) holds.
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Bound on Ms,(f1p, f2,)(t). We here use the bound (5.39), and obtain, for all
s € [1,2], the following estimate :

Mos p(f1,p, f2,p)(t)
Ks [t
< Mo p(f1,in, f,in) + ij ; Mogsi1p(f1p, fop)(T)dT
K ¢
—+ (C ?S + M2K1 MZS,p(fl,pa f2,p)(7—) dr
0
t
+ chMz/ Mos_1p(f1p, fop)(T)dT
0

Ky

t
+c p3 /O M3,p(f1,p7f27p)(7')M25_27p(f1,p,fg,p)(T) dr. (5_51)

3
Taking s = 5 in the previous estimate, we get :

K. t
M3 p(f1p f2,0)(t) <M3p(frin, f2,in) + € ?; /0 Muyp(frp, fop)(T)dT
K3 ! )
+ (CpS+M2K1> MS,p(fl,pafZ,p)(T) dT+CK3M2T
0

K t
+cp:)’5/ M3p(f1,p, fop)(T)dT,
0

so that thanks to (5.47) and Gronwall’s Lemma, we get estimate (5.48) (and (5.43)). &

5.4 Weak convergence of equations (5.21) — (5.22)

We now are in a position to pass to the limit in (the weak form of) eq. (5.21), (5.22). We
first notice that thanks to estimates (5.32), (5.34) and (5.35), the sequences (f1, f2,p) pen-
converge up to extraction to measure-valued functions (f1, f2) in L= (R™; M (R3x[1, rq]) x
L'(R?)) weak* and the following estimate holds :

o
sup / / (14 |v]) f1(t, v, 7) dvdr < oo, (5.52)
te[0,T] JR3 J1
sup / (14 o) falt, v) dv < oo, (5.53)
t€[0,T] JR3

In the sequel, we keep the notation fi(t,v,r) for the measure-valued function f; : R —
MY(R3 x [1,70]) as in (5.52), though this measure might a priori not have a density w.r.t.
Lebesgue’s measure.

Moreover, thanks to assumption (5.27), and bound (5.43), moments of order lower or
equal to 3 of fy, are bounded w.r.t p.

In order to conclude the Proof of Theorem 5.1, it remains to show that (fi, f2) is a
weak solution to eq. (5.24), (5.25). We study for that the convergence of the weak form
of kernels RYP(f1p, f2p), RSP (f1p, fo,p) and Q%(f2,p, f2p), when p — oo, in the following
Proposition.
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Proposition 5.4 Under the assumptions of Theorem 5.1, we can extract from (fip, fo,p)pen=
a subsequence such that (for allT >0) :

1. for all ¢ € C2 ([0, T] x R® x [1, 7)),

T ro
EHCEO/ / / pR(ll7p(f1,p7f2,p)w drduvdt
] y (5.54)

T kv

2. for all ¢ € CL([0,T] x R3),

T T
im [ [ B hogodvit= [ [ i Lipodudt,

p—00 0

3. for all ¢ € C([0,T] x Rg);

i [ [ @G o= [ [ Qs poav

pP—00

Proof of Proposition 5.4. 1. Let ¢ € C? ([0,7] x R? x [1,70]). Denoting

Iy = / / / (s, v,7)RYP (f1p, f2p)(s,0,7) drduds,
R3
and
70
I = / / / EK (f2)(r,s) - Vyto(s,v,7r) fi(s,v,r) drdvds,
R3
where K (f2) is given by (5.26), we prove that

lim Ilp = Il

p—0o0

Thanks to the involutive character of the transformation (v1,va) — (v}, v ), I1 can be
written under the form :

Iy = / L] /g / (2 N ) Frp(s, v1,7) (5, 02)

y 2’ . <p _02) p ($(s. 0 7) — (s, 01.7)) drdwdvsdunds,

2pr_3 |: < Ul):|
/
Vi, =V +—5——=|w: |v2—— || w,

and thanks to the relation

with

/ (@ w)(b-w)la-w|dw=mla|(a-b),
SQ
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for a € R? and b € R3, I; can be written under the form :

n=[ [ L e ) e @ Vbt )

1
x —=fi (v1,7,8) drdwdvidvads.
r
We now write the difference I, — I; as the following sum :

Lyp—Ti=Jl,+Ji,+ T}, + J, + 7,

Ji, p/ /}R3 /Rs/sﬂ/ {(2\/@ )2—7“2] frp(s,v1,7) f2,p(s,v2)
<3l (5 )

ton [ LL L Gl

x 57 (s, 01,7) [15,08 ) — (s, 01, 7)] drdwdundosds,

Bo= [ L L st gt o

X = lp <w(s vy, 7) — Y (s, 01,7 )) r2 w - Vi, ¥(s,v1,7) (ve - w)] drdwdvidvads,

2
J4p / / / / —w - Vi, ¥(s,v1,7) f1(s,v1,7r)drdv;
’ s2 JR3

/]R (f?p(S UZ) f2(5 U2)) (112 w) |w vg|dv2dwds

where

[w(s vy )= w(s,vl,r)} drdwdvodvyds,

T ro 1
J15,p :/ / / / —w -V, (s, v1,7) (fip(s,v1,7) — fi(s,v1,7)) drdo
0 Js2Jr3J1 T
. / f2,p(577)2) |w - va] (V2 - W) dvadwds.
R3

Noticing that

p (85,01 407) = 6(5,01,7)) <pIIVE ] [0, — 01

U1

< 2|Vl |v2 — N

9
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and thanks to bounds (5.34) and (5.35), it is easy to prove that

lim Ji = lim J2 =0.
p—00 P p—00 P

Moreover,

1/1(3,1/147,7’) — (s, v1,7)
- <v/l,p - Ul) ' VUN/J(&UIJ") + T(Ulv V2,7, Svp)
2pr

= W {w‘ <U2 - pl)] (w - Vs, v1,7)) + T(v1, 02,7, 5,p),

with, since ¥ € C2 ([0, 7] x R3 x [1,7¢]),

/

D3]l
2 17p B

|T(U1> V2, T, 37p)’ <

<CotlDvl |,

Then

2 (505201 r) — b5, 00,1)) = 5 (0 Tl 0,7)) (02 0) o

Cst(rg) || D 1 v
< CHeID bl (11,2, I,
r p b
Cst(rg) || D? valvg|? v1||vg]?
| Coteo I8l <|Uz|3+zg2lr 4 olullP)

and thanks to bounds (5.34), (5.35), and (5.43), we see that plirgo J3, = 0. Morever, one

can write

T
Jﬁp = /0 /]R3 h(s,v2) (f2,p(s,v2) — fa(s,v2)) (1 + |v2\2) dvads

with h € L ([0,T] x R3); so that thanks to the weak convergence of (fa,)pen+ and to
the bound (5.43), we get lim pr = 0. It remains to prove that lim J15p = 0. We write
p—00 g p—00 .

for that

T To 1
J15,p = /0 /RS [ ;vvﬂ/’(savlﬂ") ’ kp(s) (fl,p(57vla T) - fl(S,Ul,T')) deUldS,

kp(s) = /R3 /S2 wfap(s,v2) |w - va| (V2 - w) dwdvs.
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Thanks to estimate (5.34), the sequence (kp) . is bounded in L ([0, 7). Moreover, for
all h > 0 and t € [0,7T] such that ¢t + h < T, the following estimate holds for all p € N* :

/0 k(s + h) — ko (s)] ds

s+h

< Cst , {CRg,p(fl,zw Jap)(T,v2) + Q%(fap, fop) (T, 1)2)]

></ w |w - ve| (ve - w) dw dvadrT|ds
S2
< htCst  sup fo,p(T,v2) (|v2]3 + 1) dvy
T7€[0,T],peN* JR3
3
X{ sup fip(mo,r) | 1+ @ + |U1| + |v13| drduvy
7€[0,T],peN* JR3 p p b

+ sup / Jap(T,v2) (|v2]3 +1) d1)21|.
T7€[0,T],peN* JR3

Using estimate (5.43), we deduce then from Riesz-Fréchet-Kolmogorov’s Theorem that
{kp, p € N*} strongly converges (up to a subsequence) in L! ([0, 7). But

/ / " LG5, 01,7) (Frp(s,00,7) — fu(s, 01, 7)) drdvy
rR3J1 T

tends to 0 in L>°([0,7T]) weak*. This allows us to conclude that plirgo J157p =0.

2. Let ¢ € C} ([0,7] x R3). We can write

T
L, | s 0B g o)) dvds = 1, 1,

/ /]R3 /]R3 /SQ/ (5,09.) f1p(8,01,7) fo,p(s, 02)

where we denote

< ) ‘w . <v1 - U2> drdwdvidvads,
2mpc p
and
IQ,p / / / / / 3 (%] flp S, V1, )f2p(5 U?)
R3 JR3 Js2
’w (Ul —v ) drdwdvidvads.
5 /777']?6 » 2 10V2
Denoting

=2 ([ oo
e

(s,v2 — 2 (w - v2)w) fa(s,v2) |w - va| dwdvads,

c%

2
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and

3 1 T 0 )
I, =3 ( t r flm(v,r)dvdr)
0 R3 J1

X/ / ©(s,v2) f2 (5,v2) |w - v2| dwdvads,
RS SQ

we prove that lim I ; =1 2+ (the proof can then be easily adapted to show that lim I, =1y ).
p—oo p—oo

Thanks to relation (5.30), we notice that for all ¢ € [0, 77,

ro 0
/ / fl,p(t,’l),T’)T2 drdv = / / f1,m(v,7")7“2 drdv,
R3 J1 R3J1

and we write the difference I;f p I, as the following sum :
1 2 3 4
Iy = I = Jop+ I3 + T3y + o,

where

1 ro
J21p 2/ / fl,m(vl,r)errdvl
T2 rs s

T
X /0 /R3 /82 lw - va| @ (5,02 — 2 (w-v2) W) [fop(s,v2) — fals,v2)] dwdvads,

o 1T "o
Bo=y [ [ ] et fiats o oo
2 Jo JrsJrsJszJ1

2
+ 7") _ 7«2) |w - va| drdwdvidvads,

1
(=

2
1 /7 "o !
3
T2 :2/0 /R /R /5/1 (5, 0.p) fLp(5,01,7) fop(s, v2) (2\/77)(:”)
U1

MR,
J%/OT/R//R/S (p(s05,) = 0 (5,0 — 2 (- v2) )

x 72 lw - va| fap(s,v2)f1p(s,v1,7)drdvidwduads.

— |w - 112|> drdwdvi dvads,

Firstly we have :

1 /7
J21p :/ frin(v1, r)dviridr
? 2 1 R3

T
X /0 /RS b(s,v2) [fap(s,v2) — fa(s,v2)] (1 + |v2|) dvads,
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with

b(s,ve) = ! )/2¢(5,U2—2(w.02)w)|w.v2|dw,

(1 + Jva]) Js

and since b € L>®([0,T] x R3), the convergence of (fa,)pen+ in
L ([0, T); LY(R3, (1 + |v|) dv)) weak* implies that plingo J21’p =0.

Then, we can observe that

Cst
[ia| < 5 el / / frin(or,r)drdvy sup fop(,v2) [v3] v,
7€[0,T],peN* JR3

and

3 CSL‘ ro
| <= el T sup Srp(r,v1,7) [or| drdoy
p 7€[0,T],peN* JR3 J1

X sup fop(T,v2) dva,
T€[0,T],pEN*

so that lim J2p =0 and lim J2

p—)m p—)OO
Finally, we have the following estimate :

T 70
it <2ivel [ [ [ [ it fastosia)

X /S2 vy, — (V2 — 2 (w - v2) w)’ dwdrdvedvyds,

[0, — (02— 2 (- v2) ) :|—2p2 o (v 2)}w+2<w-v2>w

with

p2 + T'_3

Cst
<=5 W o) (1 Jeal)

We conclude that lim Jj »=0.
p—oo &
3. Let p € C. ([0,T] x R3). Let us write :

/ / (5,v2) [Q*(f2,p, f2p)(5,v) — QU(f2, f2)(s,v)] dvds = Ay, — Asy,

where we denote

o= [ [ [ oo ) faatsne) - s, ol

x p(s,0") Cpplv — v,|° dodv,dvds,

and

T
Aoy =[] i) fans,00) = s o))

x @(s,v) Cgpyplv— v.|° dodv,dvds.
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We prove here that plin(r)lo Ay, = 0 (the proof can easily be adapted to show that plirrolo Ay p =0).

We write Ay, as the following sum :
A17p = J:%vp + ngp’

where

T
Jé’p = / / / T2(5,0) [fap(s,v5) — fa(s,v0)] p(5,0") Cesrlv— v*]5 dodv.dvds,
0o JrsJRr3 Js?
and
T
By= [ ] sl aplovo) = fls. o) dvas,
with
Kp(s,v) = / / o(s,0") Cepylv — v,[° fa.p(s,v4)dodv,.
R3 J§2
Since (fap)pen+ converges to fo in L®(([0,T]; L' (R3, (1 + |v|) dv)) weak*, it follows that

lim Ji =0.
p—»ooJ?”p 0

Then, using the weak formulations of Q% and R5”, we observe that

s 5 Vs U1
|0skip (s, v)| <Cst ||| [v]° + |v2|° + | —] lva| + |—|
RrR3 JR3 J1 b p

X fip(s,v1,7) f2,(s,v2) drdvadu
+ Cstllpllim [ [ (1ol +loal? + wl®) (Joaf + ul?)
R3 JR3
X fap(s,w) fop(s,v2) dvadw

+ st 0upllaoe (15 1ol [ foplsen) (14 [ual?) don
R

As a consequence, we can extract from (kp)pen+ @ subsequence which converges a.e. in
[0, 7] x R3. Since moreover

kp(5,0)| < Cist [ pl o= (1 + [0]") /R fap(sv2) (14 |oof”) dva,

the weak* convergence of (fa ) pen+ in L*°([0, T); LY(R3, (1 + |v|) dv)) implies that pli_)r{;O Jip =0.
This ends the proof of Proposition 5.4. {

We can then deduce from Proposition 5.4 that f; and fo are weak solution of (5.24) —
(5.26), in the sense given by (5.28) and (5.29). This ends also the Proof of Theorem 5.1.

Remark 5.1 Note that fi, being a function (that is, not only a measure), the solution
of the equation

df1 div. (K B

T iy (K(f2)f1) =0

is itself a function, given by

filt,v,7) = frin (v —/0 K(fz)($,7’)d8,r> )
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6.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre la simulation numérique d’un accident de perte de
vide dans des conditions de densité et de rayon de particules de poussiere comparables a
celles du réacteur ITER. La modélisation utilisée est basée sur les modéles asymptotiques
établis au Chapitre 4.

Pour cela, nous commencgons dans la section 6.2 par comparer numériquement les
modeles dits Boltzmann/Boltzmann (B/B) et Vlasov/Boltzmann (V/B). Pour le modeéle
Boltzmann/Boltzmann, dont nous avons présenté la mise-en-6euvre numérique au Cha-
pitre 3, le mouvement des particules de poussiére est régi par une équation de Boltzmann

0f1
O o Vi = Rali fo), (6.1)
et celui des molécules est également régi par une équation de Boltzmann. Pour les modeles

de type Vlasov/Boltzmann, 1’équation (6.1) est remplacée par une équation de Vlasov du

type
O o Ve dive (X(2) =0, (6.2)

dans laquelle Y(f2) = Y(f2)(t, x,v,r) est une accélération s’appliquant sur les particules
de poussiere. Nous présentons ces modeles au paragraphe 6.2.1. L’équation (6.2) est résolue
par une méthode déterministe de type Particles In Cell (PIC). Nous validons comme au
Chapitre 3 cette méthode dans le cas homogene en espace sur ’exemple du modele a section
pseudo-maxwellienne. De plus, nous comparons 1’évolution des vitesses macroscopiques des
deux espéces dans le cas homogene en espace pour les différents modeéles.

Nous utilisons ensuite dans la section 6.3 ces modeles pour simuler la mobilisation et
le déplacement de particules de poussiere lors d’un accident de perte de vide.

Dans la section 6.4, nous présentons un modele de mobilisation des particules de pous-
siere adhérentes aux parois. Celui-ci est basé sur ’équation (6.2) pour la description du
mouvement des particules. Nous prévoyons d’intégrer prochainement ce modele au code.

Les simulations numériques présentées dans les Chapitres 3 et 6 ont été réalisées au CEA de
Saclay avec la collaboration de Philippe Roblin. Nous avons pris pour base un code DSMC
non paralleéle (développé par Philippe Roblin pour le cas des mélanges gazeux) dans lequel
nous avons implémenté la méthode de Nanbu et le mécanisme collisionnel par réflexion
diffuse pour les collisions entre particules de poussiére et molécules présenté au Chapitre 3
(correspondant au systéme Boltzmann/Boltzmann). Nous avons ensuite effectué a par-
tir de ce code des essais numériques, d’'une part dans un cadre spatialement homogene
(présentés dans la section 3.5 du Chapitre 3), et d’autre part dans un cadre spatialement
inhomogene dans le contexte d’un accident de perte de vide. Nous avons ensuite amélioré
le code en y ajoutant la simulation du couplage Vlasov/Boltzmann présenté dans ce Cha-
pitre, pour les différents types de terme de trainée Y. L’étude numérique de ce modeéle dans
le cadre spatialement homogene est présenté dans la section 6.2.3. Enfin, la parallélisation
de ce code a été effectué au cours du stage de Pierre Barthelet (étudiant en deuxiéme
année a Supélec) a partir d'une version parallele du code DSMC pour mélanges gazeux
dévéloppée par le Centre de Calcul Recherche et Technologie (qui est une des composantes
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du complexe de calcul scientifique du CEA localisé sur le site de Bruyeres-le-Chatel). Nous
avons alors pu mener d’autres études a partir de cette version paralleéle, comme avec des
boites de plus grandes tailles ou une nouvelle géométrie en cylindre torique (présentée au
paragraphe 6.3.2).

6.2 Comparaison des modéles Boltzmann/Boltzmann et Vla-
sov/Boltzmann
6.2.1 Modeles mathématiques

Nous supposons comme au Chapitre 3 que les particules de poussiere ont toutes le
méme rayon noté r,. Rappelons que le modele dit Boltzmann/Boltzmann s’écrit

0
N o Vi = Rai fo), (6.3)
0o _
5 T2 Vaf2 = Ra(f1, f2) + Qsalf2, f2), (6.4)
ou f1 := fi(t,z,v) est la distribution en particules de poussiére, fo := fo(t,x,v) est la

distribution en molécules de gaz, t € RT représente le temps, v € R? la vitesse et € 2 la
position, ) étant un domaine borné de l'espace. L’opérateur de collision entre molécules

Qsa(f2, f2) est donné par
Qsd(f27 f2)(t’ €Z, ’U)
— [ 1t oltnd) = o) ot 0] o = vl dode, (69
R3 J§2
ou ¢ est le rayon des molécules de gaz et ou

P S [ TN

5 5O (6.6)
PRSI IS o1

Les opérateurs de collision entre molécules et particules de poussiere Ry (f1, f2) et Ra(f1, f2)
correspondent, comme au Chapitre 3, au modele dit de réflexion diffuse. Ceux-ci sont don-
nés sous forme faible par

/ Ri(fl,fQ)(t,fL’,U d’l)_/ / / / // - )] fl(t7x7vl)f2(tax7'02)
R3 R3 JR3 JRS J§2

X ¢(v1 — vg, n)hy(w)dndwdvaduy (6.8)
pour i = 1,2, ot v} et v} sont les vitesses post-collisionnelles données par

"

V] = V1 + EVg — W),
! 1+5(1 2 )
et 1

vl = (v1 +eve +w).

1+e¢
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La fonction ¢ est donnée par

((U, n) = (T;D + 9)2 [TL ) 2}] ]l{n-v>0} (69)
dans le cas d’une section pré-collisionnelles de sphéres dures, et par
s(v,n) =Cn (6.10)

dans le cas d’une section pseudo-maxwellienne .

Nous nous intéressons dans ce Chapitre a des modeles asymptotiques de type

0 .
% + o1 - Ve fi +divy, (f1T(f2)) =0, (6.11)
Of2
5 Tvz Val = Ro(f1, f2) + Qsa(f2, f2), (6.12)
ou le terme d’accélération Y(f2) := Y(f2)(t,z,v1,7) peut prendre différentes expres-

sions. Celles-ci proviennent des différents développements asymptotiques de l'opérateur
Ri(f1, f2) effectués au Chapitre 4. Rappelons que nous avions considéré deux adimension-
nements différents.

Dans le premier cas les vitesses sont adimensionnées a partir de deux ordres de grandeur
de vitesses différents, notés V;° et Vy’, liés par la relation

Vi =eVy, (6.13)

ou ¢ est le rapport de masse entre une molécule et une particule de poussiére. Le dévelop-
pement asymptotique de 'opérateur Ri(f1, f2) adimensionné permet alors d’obtenir un
terme de trainée noté Y, (f2) qui, ré-exprimé en variables dimensionnées, est donné par

N3
|va] + —

36
dans le cas d’une section de sphéres dures (cf. (4.62) pour expression adimensionnée
T4 sa(f2) de ce terme, et ’Annexe E pour le détail de son re-dimensionnement), et

Yom(f2)(t,z) =4meCp, /R3 fa(t, x, v2)vaduvy (6.15)

Yasa(f2)(t z) = WET% /RS fa(t, @, v2) vaduvy (6.14)

dans le cas d’une section pseudo-maxwellienne (cf. (4.63) et Annexe E). Remarquons que
les termes Y, sq(f2) et Yo m(f2) ne dépendent pas de la variable v1. Nous verrons que cette
propriété simplifie la résolution numérique des équations (6.11) et (6.12). Cependant, la
quantité de mouvement n’est pas conservée.

Dans le second cas, le développement asymptique est effectué a partir de I’hypothese
que les vitesses moyennes des especes sont du méme ordre de grandeur V°. On obtient, en
variables dimensionnées, un terme de trainée noté Yp(f2) donné par

ﬁ

3,6 (1)2 - 1)1> dvg (6.16)

Yo,sa(fo)(t, z,01) =mer; /3 fa(t,z,v2) [!1)2 — | +
R

dans le cas d’une section de sphere dure, et

Tom(f2)(t, x,v1) = 4dme Cpung,(t, x) (uy, (t,x) —v1) (6.17)

dans le cas d’une section pseudo-maxwellienne. Sous des conditions aux limites adéquates
(ou dans le cas d’un systéme homogene en espace), la quantité de mouvement est cette
fois conservée, & O(?) pres.
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6.2.2 Méthode numérique

Nous présentons maintenant la méthode numérique utilisée pour résoudre le couplage
(6.11)—(6.12) muni des conditions initiales

f1<07xvv) = fl,in(xvv)7
fQ(O,LU,’U) = f2,in($7v)'

Comme dans le cas du systéeme Boltzmann/Boltzmann, celle-ci consiste a effectuer tout
d’abord une approximation particulaire des conditions initiales fi ;, et fa2:n sous la forme

f’L in l' U Zwké - zzn)é( ,Uzk,in)a

puis un splitting entre les différents opérateurs. L’équation (6.12) est résolue de la méme
facon qu’au Chapitre 3, c’est-a-dire en résolvant I’équation de transport libre

0
a{f g Vafy = (6.18)

puis en résolvant localement dans chaque maille d’espace les équations

% = Qsa(f2, f2) (6.19)
par la méthode de Bird, et

0

L~ B ) (6:20)

par la méthode de Nanbu. Les densités fi; et fo sont approchées par des combinaisons
linéaires de masses de Dirac

a2(t, z,v) ngé z — 2 (t))8(v — vi (1)),
(les poids wo de fo sont tous égaux si l'on utilise la méthode de Bird) et
1(t, z,v) waé (z —28()d(v — vk (1)).

Les poids wlf, qui peuvent a priori dépendre du temps, sont constants grace a la forme
conservative de I’équation (6.11) (¢f. Annexe D). Nous utilisons une méthode de type PIC
pour résoudre I’équation (6.11). Les positions et les vitesses des particules numériques de
poussiere sont modifiées en résolvant le systéme (cf. Annexe D)

d k
% = oF, (6.21)
dvk
—L =T (fo)(t, 2, ). (6.22)

dt
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Le terme YT(f2) est approché au temps t" en utilisant ’approximation particulaire de la
densité fo. Pour cela, on approche fs par sa moyenne locale dans chaque maille, ¢’est-a-dire

par
NQc

fa(t,z,v) ngé (v —vi( ) zeey (6.23)

dans chaque maille ¢ de volume V. (contenant Ns. molécules numériques). En écrivant
ensuite Y (f2) sous la forme

T(f2)(t, z,v1) = /R3 h(vi,v2) fa(t, z, v2)dvy,

ot h est une fonction continue, on approche alors Y(f2)(t", z¥, v¥) localement dans chaque
maille ¢ contenant la position x’f par

NZC
T(f2)(t" $17U1)~Tcn —WZZh 017”2

la sommation étant effectuée sur toutes les molécules numériques contenues dans la maille c.

Dans le cas du premier modele, le terme Y, ¢q(f2)(t", x%) est approché par

a,sd —

T = rerl 2 ZVQ’J “VQ g

ot V" est 'approximation de v2(¢) au temps t", et Yom(f2)(t™, zF) est approché par
2 1YY 2 p , 1 1YY p

Le systeme (6.21)—(6.22) est alors résolu par le schéma numérique suivant :
pour tout k € {1,..., Ni.},

Xk n+1 X{f,n

— ‘/'1]9,71’
At (6.24)
kn+1 k.n
Vl B Vvl — Yon
At @

o Yo" désigne Y0, ou ToT,, et X K et V"™ sont les approximations des fonctions 2% (¢)

et v§(t) & Pinstant ¢".

Dans le cas du second modele, le terme Yy sq(f2)(t", 2%, v}) est approché par

Nac
Tz:d<v’”>—mgvz(v2a i) Uvzw vir|+ 7
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et le terme Yy, (f2) (", x¥, vF) est approché par
N2c
g;g(v " =AdneCy, ZVZ J Ny V™| (6.25)
Le systeme (6.21)—(6.22) est alors résolu par le schéma numérique suivant :

pour tout k € {1,..., N1} :

Xf,n—l—l _ X{c,n

_ Vk,n
At to
Vk:,n—H _ Vk,n (626)
0
t )

N cen 1z . cn c,n
ou T, désigne Tb,sd ou Tb,m'

Remarque 6.1 Lorsque Y(f2) = Ypsa(f2) ou Y(f2) = Ypm(f2), la résolution numé-
rique de l’équation (6.2) nécessite a chaque pas de temps le calcul du terme d’accélération
TZ’"(Vlk’") pour chaque particule de poussiére numérique, chacun étant calculé en effec-
tuant une sommation sur No. termes dans chaque maille. On aura donc un codt de calcul
en O(N1cNae) dans chaque maille c. Lorsque Y(f2) = Yo sa(f2) ou Y(f2) = Tam(f2), le
terme d’accélération est le méme pour chaque particule de poussiére numérique. Le cotut
de calcul est alors dans ce cas seulement en O(Na.) dans chaque maille c.

Condition sur At relative a la résolution de I’équation (6.4). Comme au Cha-
pitre 3, la résolution de la partie transport (6.18) de 1’équation (6.4) impose dans le
contexte inhomogene en espace la condition suivante sur le pas de temps

73 At < Az, (6.27)

ol Ax correspond & la longueur d’une maille, et T3 est la vitesse moyenne des molécules &
I'intérieur de la maille. En approchant celle-ci par la vitesse thermique moyenne < vy >,
on peut estimer que dans les conditions physiques dans lesquelles on se place, on a

D3~5-10°m-s~
Ainsi, dans une maille de cellule de 5-10~* m de c6té, la condition (6.27) correspond &

At <1070 s, (6.28)

Par ailleurs, la résolution des équations homogene en espace (6.19) et (6.20) par des mé-
thodes de Bird et de Nanbu sans compteur de temps dans chaque maille ¢ amene la
condition suivante (c¢f. Chapitre 3) :

At <min (1/v§;, 1/v5,), (6.29)

ou v§; est la fréquence des collisions de types molécules-particules de poussiere, et vs,
la fréquence des collisions entre molécules dans la maille ¢. En supposant les densités
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locales ni. et ng. a 'intérieur de chaque maille sont uniformes et de 'ordre de nj et n5
respectivement, on peut alors (cf. Chapitre 3) ré-exprimer la condition (6.29) sous la forme

1 o 7'2
At < —————— min n—g, —pQ . (6.30)
T < V2 > Tpng niy 4o

Dans le cas de particules de poussicre de rayon 7, = 1077 m et de densités moyennes
égales & n§ = 10" m~3 et n§ = 102! m~3 par exemple, on trouve une condition sur At du
type At < 2-107% s, c’est-a-dire du méme ordre de grandeur que la condition (6.28).

Condition sur At relative a la résolution de I’équation (6.2). La premiére équation
du schéma numérique (6.24) ou (6.26), correspondant a la partie transport de 1’équation
(6.2), impose comme précédemment de prendre

1 At < Az, (6.31)

ou Ax correspond & la longueur d’une maille et 77 est la vitesse moyenne des particules
de poussiere a l'intérieur de la maille. En approchant celles-ci par la vitesse thermique
moyenne < v; >, on peut estimer que dans les conditions physiques dans lesquelles on se
place, on a

1074 m-s! <71 <1 m-s L.

Ainsi, dans une maille de cellule de 5-10~* m de c6té la condition (6.27) sur le pas de
temps est au pire
At <5-107%s. (6.32)

De plus, dans le cas du schéma (6.26), le terme d’accélération Y™ dépend de VE™ et le
schéma numérique sur les vitesses des particules

1
‘/'1143,71“1‘ _ V'lk,n

c,n k.n

peut donc également imposer une condition sur le pas de temps. Celle-ci étant délicate a
3 . N c,n c,mn . N c,n c,n
déterminer dans le cas ou Y, = T°_,, raisonnons sur le cas ou T,»" = T’ . On a dans
b b
ce cas

Nac .
Vi = dmeCy, %At STVET| + (1 — AmeCi noAt) VI
¢ 1=0

On peut estimer que pour que le schéma reste stable, il faut avoir
|1 — dweC), nocAt] < 1,
c’est-a-dire .
At < meCo i

Pour obtenir une approximation de la condition sur le pas de temps dans le cas d’une
section de spheres dures, nous prenons, d’apres (6.9) et (6.10), C,, égal a
2

szzp<’02>.
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De plus, en remplacant la densité locale ng. par n3, on aboutit a la condition

2
At< —— . (6.33)
TrHe Ny < Vg >

Dans le cas de particules de poussicre de rayon r, = 10" m et d’une densité n§ = 10%! m~3
par exemple, on obtient la condition At < 10~! s. De facon plus générale, si on se place

dans le contexte déja considéré aux Chapitres 4 et 5 ol
2
0 B < c ) 2/3 ol
) \n 47’

aON\/ga

on constate alors la condition (6.30) est plus restrictive que la condition (6.33). Nous

supposons dans la suite que cette analyse est encore valable pour le schéma (6.26) lorsque
TC,’VL — TC,TL .
b b.sd

et

On constate donc que la condition la résolution de I’équation (6.4) impose un pas de
temps plus petit que la résolution de I’équation (6.2). On peut donc imaginer que I’équation
(6.2) puisse étre résolue avec un pas de temps plus grand que celui imposé par ’équation
(6.4). De plus, comme on 'a évoqué dans la Remarque 6.1, le cotit de la simulation de
I'équation (6.2) lorsque Y(f2) = Ypm(f2) ou Y(f2) = Yy sa(f2) est relativement élevé, et
ne dépend pas du pas de temps At mais des nombres Ni. et No. dans chaque maille. Nous
avons donc introduit un parametre entier na; tel que I'équation (6.2) ne soit résolue que
tous les na; pas de temps, tandis que I’équation (6.4) est résolue a chaque pas de temps.
Bien entendu, ce parameétre na; doit vérifier, d’apres les conditions (6.31), (6.30) et (6.33)

1ng 140
na; < max <ncl>, é;) , (6.34)
eny’ € 1l

et
Ax

nAtAt S <o >.

L’introduction de ce parametre na;, bien que non légitimée de fagon rigoureuse, sera
validée numériquement.

6.2.3 Simulations numériques

Nous présentons ici les résultats de simulations numériques dans le cas spatialement
homogene. Le but de ces simulations est de comparer numériquement, au travers de 1’évolu-
tion des vitesses macroscopiques, les différents systémes : d’une part le systeme (6.3)— (6.4),
avec Ry = R{ et Ry = R4, d’autre part le sytéme (6.11)—(6.12) avec Y(f2) = Yy sa(f2), et
enfin le syteme (6.11)-(6.12) avec Y(f2) = Ypsq(f2) ('équation (6.11) étant résolue par
une méthode PIC). Nous comparons de plus le temps CPU d’une simulation (sur mono-
processeur) avec les différents modeles. Cette étude fait 'objet des paragraphes 6.2.3.1 et
6.2.3.2.
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Par ailleurs, nous examinons au paragraphe 6.2.3.3 la validité de la méthode numérique
décrite précédemment grace au modele dit pseudo-maxwellien. Pour cela, nous comparons
I’évolution des vitesses macroscopiques des espéces obtenues via la simulation du systéme
6.2-6.4 homogene en espace par couplage PIC/Nanbu aux expressions établies de facon
formelle.

6.2.3.1 Comparaison des systémes (6.3)-(6.4) et (6.2)-(6.4) avec Y(f2) = Yp sq(f2)

300 i
U; avec B/B
Uf1 avec B/B
2
Uf1 avec V/B et vasd pour n, ‘=10
Ufz avec V/B et vasd pour n, ‘=10
f1
f
2

250} & — H
_ U avecV/Bet Yy sq POUF N, 100
U, avec V/B et vasd pour n, ‘=100

[N)
=3
S

"\»\»M’N . o T 2

Vitesses macroscopiques suivant Ox (en m/s)

-50
0

Il Il Il Il
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Temps (en s)

F1G. 6.1 — Comparaison de I’évolution de la composante suivant Ox des vitesses macro-
scopiques déduites des systemes (6.3)-(6.4) et (6.2)-(6.4) avec Ty sq(f2).

Nous comparons ici la résolution numérique dans le cadre spatialement homogene du
systéeme (6.3)—(6.4) (par la méthode de Nanbu introduite au Chapitre 3) avec celle du
systeme (6.2)-(6.4) pour Y(f2) = Yps4(f2). On se place dans les conditions physiques
suivantes :

Tp = 5-107% m,
ni = 10 m~3,
i 00 e (6.35)

Tourp = 500K.
Les densités initiales sont données par des Maxwelliennes
fl,in(v) = Mm,ul,m,TLin’

et

f2,in(v) = an,u2,m,T2,m )
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dans lesquelles

u i, = (0,0,0) m- s~h

uzin = (300,300,300) m-s~L,
Tvin = 100K,

Ty = 300K.

On choisit les nombres de particules et molécules numériques égaux a

N = 5-102,
Ny, = 5-10%

Dans le cas du systéme (6.3)-(6.4), on choisit At = 1077 s. Dans le cas du systéeme
(6.2)-(6.4), At doit cette fois vérifier la condition (6.30). On peut donc choisir celui-ci plus
grand, égal & At = 1075 s. De plus, nous prenons un rapport de pas de temps n; vérifiant,
d’apres (6.34), nas < 1500.

La figure 6.1 montre 1’évolution des vitesses macroscopiques suivant I’axe Ox des deux
especes pour le systeme B/B (6.3)-(6.4) avec ¢ donnée par (6.9), pour le systeme V/B
(6.2)-(6.4) avec Y(f2) = Ypsa(f2) et na; = 10, et pour le systeme V/B (6.2)-(6.4) avec
T(f2) = Ypsa(f2) et na; = 100. On peut alors constater que I’évolution des vitesses
macroscopiques est similaire dans les trois cas.

Le tableau 6.1 montre la comparaison des temps CPU des simulations des systémes
B/B et V/B, avec les parameétres présentés ci-dessus (pour un calcul sur monoprocesseur).
On constate que pour cet exemple, la simulation du systéme (6.2)-(6.4) est plus rapide
que celle du systeme B/B, a condition de choisir un rapport de temps na; suffisamment
grand.

Modgle | Temps CPU |
Systeme B/B (6.3)-(6.4) 709
Systeme V/B (6.2)-(6.4) avec Ty sq(f2) et nar =1 1683
Systeme V/B (6.2)-(6.4) avec Ty sq4(f2) et na, = 10 193
Systeme V/B (6.2)-(6.4) avec Ty 5q(f2) et na; = 100 31

TAB. 6.1 — Comparaison des Temps CPU (en s) pour les systemes (6.3)-(6.4) et (6.2)-(6.4)
avec Y(f2) = YTy(f2), pour des valeurs de densité et de rayon de particules données par
(6.35).

Cet écart de temps de simulation est plus flagrant dans d’autres situations. Le ta-
bleau 6.2 montre la comparaison des temps CPU pour les systémes B/B et V/B pour les
conditions physiques

rp, = 2-107% m,
ni = 5-1018 m3, (6.36)
ny = 10 m=3,

pendant un temps 7 = 107! s (correspondant au temps caractéristique de convergence
des vitesses) et des nombres de particules et molécules numériques égaux a Ny = 10% et
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Ny = 10*. Pour le systeme B/B, le pas de temps est pris égal & At = 1078 s, tandis que
pour le systéme V/B, on choisit At = 2-107° s. Les nombres moyens de collision effectués
pendant le temps 7, donnés par (3.26), (3.29) et (3.30), pour la résolution du systéme
B/B, valent

N2 (1) =1,4-10,
N2L (1) =17-10%
et
N22,(1) =4,2-10".

On constate alors (cf. tableau 6.2) que la simulation du systéeme V/B est dans ce cas
largement plus rapide que celle du systéeme B/B, méme avec na; = 1.

’ Modele ‘ Temps CPU ‘
Systeme B/B (6.3)-(6.4) 11410
Systeme V/B (6.2)-(6.4) avec Yy sq(f2) et na; =1 589
Systeme V/B (6.2)-(6.4) avec YTy s4(f2) et na, = 10 92
Systeme V/B (6.2)-(6.4) avec Ty sq(f2) et na; = 100 43

TAB. 6.2 — Comparaison des Temps CPU (en s) pour les systemes (6.3)-(6.4) et (6.2)-(6.4)
avec Y(f2) = Yu(f2), pour des valeurs de densité et de rayon de particules donnés par
(6.36).

6.2.3.2 Comparaison des systémes (6.2)-(6.4) avec Y(f2) = YT, s4(f2) et (6.2)-(6.4)
avec T(fg) = Tb,sd(fZ)

300

250 —_ Uf1 du systéme V/B avec Ya,sd

—_ Uf2 du systéme V/B avec Y, sd
1 du systéme V/B avec Yy sq

P du systéme V/B avec vasd

— Uf
—— Uf

N
=3
S

o
S
T

o
S
T

Vitesses macroscopiques suivant Ox

.50 I I I I I I I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Temps (en s)

F1G. 6.2 — Comparaison de I’évolution des vitesses macroscopiques des systemes (6.2)-(6.4)
avec Y sq(f2) et (6.2)-(6.4) avec T4 sq(f2).
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Nous considérons ici les conditions physiques suivantes :

Tp = 5-107% m,
ni = 10" m™3,
12 = 10! m~3,

Towrf = B500K.

Les densités initiales sont données par des Maxwelliennes

Jrin(v) = M, juy 30,1 i (6.37)
et
fQ,m(U) = MnQ,uz,m,T2,m’ (6-38)
dans lesquelles
u i, = (0,0,0) m- s~h
uz;, = (300,300,300) m - s~h
Tvin = 100K,
Ty = 300K.

Les parameétres numériques sont pris égaux a

At = 1-1076s,

Ny = 5103,
Ny = 5-102%

Nous comparons I’évolution de I'une des composantes des vitesses macroscopiques des es-
peces pour le systeme V /B (6.2)-(6.4) avec T, s4( f2) et le systeme (6.2)-(6.4) avec Yy sq(f2)-
On observe que si I’évolution de ces vitesses est similaire durant 5 ms environ, elle ne ’est
pas apres un temps suffisament long. Cela s’explique par le fait que la quantité de mou-
vement n’est pas conservée dans le modele avec T 5q(f2).

La comparaison des temps CPU entre ces deux modeles est faite dans le tableau 6.3.
On constate que, comme attendu, le terme YT, 54(f2) est plus rapide a simuler que le terme
T4 s4(f2). Cependant, cette différence de temps devient assez faible lorsque na; augmente.

’ \ V/B avec Ty sq( f2) ‘ V/B avec Ty sq(f2) ‘

nap = 1 613 1710
na; = 10 118 1478
na; = 100 114 243

TAB. 6.3 — Comparaison des Temps CPU (en s) pour les systémes V/B (6.2)-(6.4) avec
Yo sa(f2) et Ty oa(fo).

6.2.3.3 Validation dans le cas d’une section pseudo-maxwellienne

Nous présentons ici une validation de la méthode numérique proposée précédemment
dans le cas spatialement homogene, grace au modele a section pseudo-maxwellienne. On
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considere pour cela les deux systémes

aaﬁ +divy, (fiTam(f2)) =0,
t
(A4) s
2 = Balf1. 12) + Qualf2. f2),
% + divy, (fiTem(f2)) =0,
(B) oty
a = Ro(f1, f2) + Qsa(f2, f2),

dans lesquels Y., (f2) et Ty, (f2) sont donnés par (6.15) et (6.17). On vérifie immédia-
tement que, dans chacun des cas, les densités ny, et ny,vérifient formellement

dny, _ dny, _0
dt dt ’

et sont donc constantes. On note nq et ng ces densités.

Evolution des vitesses macroscopiques dans le cas du systéme (B).

300

T T
—— U avec methode PIC
u. avec méthode PIC

i
fZ

U analytique
i
2

U analytique

250

IN)
=3
S

100

Vitesses macroscopiques (en m/s)
o
o

50

=

0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Temps (en s)

Fi1G. 6.3 — Comparaison entre les vitesses macroscopiques obtenues via la résolution numé-
rique du systéme (B) par une méthode PIC/Nanbu et les expressions des vitesses données
par (6.39) et (6.40).

On montre de facon formelle via des calculs similaires ceux menés au Chapitre 3, que
les vitesses macroscopiques uy et ug, déduites du systeme (B) sont solutions du systeme

du
dgl = 47r5C'mn2 (Uf2 - Ufl),
duy, 4m

a mcmnl(ufl —up,).
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Cela nous permet d’obtenir, toujours formellement, I’évolution de ces vitesses macrosco-
piques :

s, () = (uy,, —u®) exp (~t/7.) + v, (6.39)
up, () = (up,, — ) exp (~t/7.) + v, (6.40)
ou
o 1+¢ ot u® — (nlufl,m +e(l+e¢) n2uf2,m)
T 4nCh(ng + (14 €) na) © ny+e(l+e)ng ’

En particulier, on remarque que uy, et uy, convergent vers une unique limite donnée par
u®, qui, a O(e) pres, correspond a la vitesse limite des vitesses macroscopiques déduite du
systéme (6.3)—(6.4) homogene en espace (c¢f. Chapitre 3). Nous présentons sur la figure 6.3
les vitesses macroscopiques suivant Ox obtenues via la résolution numérique du systeme
(B) et via les formules analytiques (6.39) et (6.40) avec les valeurs physiques suivantes :

Tp =5-107% m,
n1 = 10" m~3,
12 =10%' m—3,
Toury = 500K.

Les densités initiales fi i, et fa i, sont données par (6.37) et (6.38), avec

Ui in = (0, 0, 0) m - Sfl7
uzin = (300,300,300) m-s !,

Tiim = 100K,
Toim = 300K,
Toury = 500K,

et les parametres numériques égaux a

At =1-10""s,
Ny =5-10%,
N1 =5-102%
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Evolution des vitesses macroscopiques dans le cas du systéme (A)

300

250 — Y via la résolution par PIC/Nanbu de (A)
J— uf1 via la résolution par PIC/Nanbu de (A)
- via la résolution de (6.39)
i
2

.y
___ Y vialarésolution de (6.39)

200

100 4

Vitesse macroscopique suivant Ox (en m/s)
o
o
T
L

0 I I I I I I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Temps (en s)

F1a. 6.4 — Comparaison entre les vitesses macroscopiques déduites du systeme (A) obte-
nues par la méthode PIC/Nanbu et les solutions du systéeme (6.41).

On montre, de fagcon formelle, que les vitesses macroscopiques uy, et uy, déduites du
systéme (A) sont solutions du systéme

d
;ltfl = 4reCpna uy,,
(6.41)
duy, 4w na(up, —uy,)
dt — Te ™A ER

Nous présentons sur la figure 6.4 les vitesses macrocopiques obtenues via la résolution
numérique des systemes (A) et (6.41) pour les valeurs physiques suivantes :

rp, =5-10"% m,
ni =10" m3,
ny = 102! m™3,

Les densités initiales fi i, et fa i, sont données par (6.37) et (6.38), avec

ui i, = (0,0,0) m- s~h

Uy = (300,300,300) m-s?,
Tvin =100K,

Trin = 300K,

Toury =500K,
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et les parametres numériques égaux a

At =1-10"6s,
Ny =5-10%,
N, =5-10%

6.2.4 Conclusion

Nous retirons de I’étude numérique des différents modeles les conclusions suivantes.

> Les figures 6.1 et 6.3 montrent que I’évolution des vitesses macroscopiques des especes
dans le cas spatialement homogene est similaire pour les systemes V/B (6.2)—(6.4)
avec T = Tp et B/B (6.3)-(6.4). Le modele avec section pseudo-maxwellienne met
en évidence cette propriété grace a 1’évolution théorique des vitesses. Nous considé-
rererons alors que ces modeéles sont équivalents du point de vue de I’évolution des
vitesses macroscopiques, qui est I'une des grandeurs importantes dans 1’étude de la
mobilisation et du tranport de particules de poussiére en cas d’accident de perte de
vide.

> De plus, la résolution numérique du modeéle composé des équations (6.2)—(6.4) avec
T = T} [par couplage entre une méthode de type PIC pour I’équation (6.2)] est plus
rapide que la résolution numérique du modele composé des équations (6.3)—(6.4)
avec une méthode de Nanbu. Elle permet en effet de s’affranchir de la simulation
de lopérateur Rj, qui, comme nous l'avons montré au Chapitre 3, peut se révéler
trés cotiteuse. De plus, alors que le colit de cette derniere augmente avec la taille des
particules de poussiére, le cofit de la méthode PIC ne dépend lui pas directement de
la taille de celles-ci, mais seulement des nombres de particules et molécules numé-
riques Np. et No. dans chaque maille (autrement dit, des représentativités wi et wo
choisies et des densités locales ni. et ng. dans chaque maille). Enfin, la méthode de
simulation de ’équation (6.2) étant déterministe, les résultats numériques donnant
I’évolution de la vitesse macroscopique des particules de poussiere présentent moins
de fluctuation comparativement aux résultats obtenus avec la méthode de Nanbu
(les fluctuations résiduelles viennent du couplage de (6.2) avec (6.4)).

> Le modele composé des équations V/B (6.2)—(6.4) avec T = T, est encore plus
rapide & simuler. En effet, le terme d’accélération Y., (ou Yg'h) est identique pour
toutes les particules de poussiere numériques, et n’est donc calculé qu’une fois dans
chaque cellule, a chaque pas de temps. Cependant, les vitesses macroscopiques des
especes ne sont proches de celles du systéme (6.3)—(6.4) que sur un certain intervalle
de temps (dépendant des parametres physiques du systéme). L’évolution de celles-ci
differe ensuite, comme le met notamment en évidence le modéle a section pseudo-
maxwellienne. Ce modele n’est donc utilisable que sur des temps assez courts. Le
temps typique de la mobilisation et du transport de particules de poussiere lors de
la simulation d’un accident de perte de vide étant lui aussi assez bref, I'utilisation
de ce modeéle n’est donc pas a exclure.
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6.3 Etude du transport de particules de poussiére dans un
scénario d’accident de perte de vide

Nous présentons ici des simulations numériques avec visualisation en 3 dimensions du
transport de particules de poussiere lors d’un scénario d’accident de perte de vide. Nous
utilisons pour cela les modeles B/B (6.3)—(6.4) ou V/B (6.2)—(6.4) précédemment décrits,
dans lesquels nous ajoutons la force de gravité s’exercant sur les particules de poussiere.
Nous considérons une boite au fond de laquelle reposent des particules de poussiere. Celles-
ci sont uniformément réparties dans les mailles adjacentes a la surface représentant le fond
le boite. Nous supposons dans cette partie que les particules de poussiére ne subissent pas
d’interaction avec la paroi lors de leur mobilisation. Une arrivée d’air (composé de molé-
cules d’azote) sur I'une des parois entraine une augmentation de la densité en molécules
a lintérieur de la boite. Afin de s’affranchir de 'augmentation du temps de calcul lié a
I’augmentation de la densité, nous considérons tout d’abord le cas ou 'un des cotés est
muni d’une condition d’absorption.

6.3.1 Boite ouverte

Nous considérons dans cette exemple un cube de 1 cm de c6té. Les conditions aux
limites sur les cOtés de ce cube sont des conditions de réflexion diffuse, excepté sur le coté
supérieur (muni d’une condition d’absorption) et sur un carré de 5-10~* m de coté (par
lequel sont émises des molécules de gaz) (cf. figure 6.5).

C6té muni d’une
condition d’absorption

|
v

oo _f g}
emissif ol

F1G. 6.5 — Schéma du cube ouvert.

Le cube est découpé en 8000 mailles gérées par 64 processeurs. Les particules de pous-
siere, de diametre 0,1 pum, sont réparties dans les 400 mailles inférieures, avec une densité
de n1 = 10" m~3 dans ces mailles (et nulle ailleurs). La densité en molécules est initiale-
ment nulle & 'intérieur du cube. La densité de la source de molécules est de ny = 102! m=3,
et les molécules sont émises selon une maxwellienne avec une vitesse macroscopique de 300
m-s~! dans la direction perpendiculaire au trou. Pour les détails pratiques de gestion des
conditions aux limites, nous renvoyons a [Ro].

La figure 6.6 présente la simulation du déplacement des particules griace au modele
Boltzmann/Boltzmann (6.3)—(6.4). Le temps simulé est de 45 ms pour un temps de simu-
lation de 24h. Nous représentons ici les particules de poussiére par des sphéres vertes, et
les molécules par des points rouges.
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t=1 ms t=24 ms

t=27 ms t=36 ms

t=45 ms

Fi1G. 6.6 — Scénario d’accident de perte de vide dans un cube ouvert, avec le modele
Boltzmann/Boltzmann.
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La figure 6.7 présente la simulation du déplacement des particules griace au modele
Vlasov/Boltzmann (6.2)—(6.4) avec T} et un coefficient na; = 100. Le nombre initial de
particules de poussiére numériques représentées est plus important que pour le cas-test de
la figure 6.6. Le temps simulé est ici de 247 ms, pour un temps de simulation de 24h. Les
molécules de gaz ne sont pas représentées visuellement dans cette simulation.

6.3.2 Boite fermée

La parallélisation du code nous a ensuite permis d’envisager le cas d’une boite fermée,
dans laquelle la densité en molécules augmente au fur et a mesure que 'air entre. Les
particules de poussiére sont comme précédemment initialement réparties dans les mailles
inférieures, avec une densité de n; = 10> m™3. Le diameétre de celles-ci est de 0,1 p m.
Ces essais suivants ont été réalisés durant le stage au LSET de Pierre Barthelet, étudiant
a I’école Supélec, entre Juin et Aot 2008.

La figure 6.8 présente le cas d’un cube de 10 cm de coté. La densité de la source est
de ny = 2,45 -10% m™3. La densité initiale en molécules est nulle, et atteint en moyenne
6-10%3 m~3 apres 3,15 ms. Le calcul est effectué sur 500 processeurs pendant 24 h.

La figure 6.9 présente une simulation d’accident de perte de vide avec le modele Vla-
sov/Boltzmann et une géométrie un peu plus complexe en cylindre torique. Cette géométrie
est similaire a celle utilisée dans les simulations numériques effectuées par Takase dans [Ta)]
(les dimensions ne sont cependant pas tout-a-fait identiques). Le cylindre a une hauteur de
10 cm, des rayons intérieur et extérieur de 2,5 cm et 5 cm respectivement, pour un volume
total de 5,89 - 10~% m?. Le maillage est ici plus élaboré : celui-ci est réalisé en découpant
la hauteur du cylindre en 30 secteurs et la base en 60 secteurs angulaires et 8 secteurs
suivant le rayon (soit 14400 mailles au total). Le calcul est effectué sur 480 processeurs
pendant 24 heures. Les molécules de gaz ne sont pas représentées visuellement dans cette
simulation.

Dans ces exemples, le cotit du calcul des collisions entre molécules devient rapidement
prédominant sur les autres types de collision. L’interét du modele asymptotique sur le
modele Boltzmann/Boltzmann est alors moindre que dans les exemples de la section 6.3.1;
il nous permet cependant de diviser le temps de calcul par un facteur 3 environ.
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t=1 ms t=27 ms

t=45 ms t=100 ms

t=150 ms t=247 ms

FI1G. 6.7 — Scénario d’accident de perte de vide dans un cube ouvert, avec le modele
Vlasov/Boltzmann ou T = Y.
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Air density/6.6.10% m* Air densityi6.6.10%° m®

087
033
089
085
031
077
073
069
0865

0861
057
053
048
044
040
0.36
032
0.28
0.24
0.z20
0.16
012
0.08
0.04
0.00

Air densityi6.6.10° m?®

097
093
089
085
081
077
073
069
065
0861
057
053
D48
044
040
036
032
028
024
020
016
012
oos
004
ooo

Air density/6.6.10% m*

097 047
093 003
0389 089
085 085
081 081
077 077
073 073
069 069
065 065
061 061
057 057
053 053
048 043
D44 044
040 040
036 036
032 032
028 028
024 024
020 020
016 016
012 012
008 003
004 004
000 0.00

t= 2,5 ms
Air density!6.6.10% m*

097
003
089
085
081
077
073
069
065
061
057
053
048
044
040
036
032
028
0.24
0.20
0186
012
008
0.04
0.00

t= 3,15 ms

F1G. 6.8 — Scénario d’accident de perte de vide dans un cube fermé, avec le modele Vla-
sov/Boltzmann ou T = Y.
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t= 0,4 ms

”-l
t= 0,8 ms t=1,1 ms

L]
'im, *n

F1G. 6.9 — Scénario d’accident de perte de vide dans une boite de géométrie en cylindre
torique, avec le modeéle Vlasov/Boltzmann ou T = Y.
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6.4 Modele de mobilisation des particules de poussiere sur
les parois

Nous présentons dans cette section une modélisation de la mobilisation des particules de
poussiere sur les parois. Ce modele nous permettra d’étudier le décollement des particules
adhérentes aux parois. Il pourrait étre notamment intéressant de confronter les résultats
obtenus avec ceux de Breitung, Travis et Xu [XT] avec le code GASFLOW (basé sur une
description lagrangienne des particules et un modele fluide pour le gaz) dans le contexte
d’ITER.

Nous utilisons pour cela le modele décrivant le transport des particules de type Vla-
sov/Boltzmann, dans lequel la densité f; vérifie ’équation :

%J;l +v1 - Vi f1 + div, [fl (Te,sd(h) + mlf()ﬁ:)ﬂ -

o Ye sq(f2) est donné par (6.16), mi(rp) est la masse des particules et P le poids exercé
sur celles-ci. On peut assimiler 'effet du gaz sur les particules a une force de trainée,
donnée par

Fd(t, x, 1)1) = ml(Tp)Te,sd(fQ)(t, Z, 1)1).

Dans notre modele de mobilisation, nous supposons qu’une particule de poussiere re-
posant sur la paroi (supposée horizontale) est soumise, en plus de la force de trainée Fy
et du poids P, a une force adhésive F,gpesive normale a la paroi. De plus, nous supposons
que la vitesse de celle-ci est nulle avant qu’elle ne soit mobilisée. Dans ce cas, la force de
trainée F; a pour expression

VT

30

Remarque 6.2 On trouve alors la méme expression qu’en définissant la force de trainée
a partir du terme Y sq(f2) défini par (6.14).

F,(t,x,0) :mgﬂ'rf,/ fa(t,z,va) ||vo| + vg dvs.
R3

A Dinstant ¢ et & la position z, on décompose la force de trainée Fy(t,z,0) en Fy =
F 4, + Fgy, ot Fg, est normale a la paroi, et on se place dans le repére (i, j, k) donné par

Fdw . Fadhesive

‘Fd:c| ' |Fadhesive‘

On note Fy,, Fyy, Fadnesives les valeurs algébriques des forces correspondantes dans le
repere (i,j,k) (Fyy est de signe quelconque, tandis que Fugpesive < 0 et Fg, > 0). Soient
R, et R, les composantes de la force de réaction exercée par la paroi sur la particule
suivant i et j, et F = F,i + F,j la résultante des forces exercées sur celle-ci.

> Si Fyy + Fadhesive — m1(rp)g < 0, alors la particule de poussiere exerce une force sur
la paroi; la force de réaction normale R, est donc égale a 'opposé de ce terme, et la
résultante verticale des forces F, est nulle. Il n’y a donc pas de mouvement vertical.
De plus, il existe dans ce cas une force de friction qui est la composante horizontale
R, de la force de réaction de la paroi, et qui s’oppose au mouvement horizontal de la
molécule. Cette force de friction est une force a seuil. On distingue donc deux cas :
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o si By < fs|Fay + Fadhesive — m1(7p)g|, c’est-a-dire ici si
Fd:r S _fs (de + Fadhesive - ml(rp)g) )

ou fs € [0,1] est le coefficient de friction, alors la friction est plus importante
que la force de trainée horizontale : il n’y a donc pas de mouvement horizontal,
autrement dit 7, = 0 et donc R, = —F},.

o si Fyp > —fs (Fay + Fudhesive — m1(7p)g), alors la force de trainée horizontale est
plus importante que la force de friction, et

R, = fs (de + Fadhesive —my (Tp)g) .
Il y a donc un mouvement de glissement horizontal, et

faz = Fdx + fs (de + Fadhesive - ml(rp)g) > 0.

> Si Fagy + Faghesive — m1(rp)g > 0, alors la particule de poussiere est soulevée. Par
conséquent, la réaction de la paroi est nulle :

R, = R, = 0.

En considérant qu’une fois décollée la particule de poussiere ne subit plus 'influence
de la force adhésive, celle-ci est alors est alors uniquement soumise a

F=F;+P.
Remarquons que dans ce cas, on a nécessairement
Fdz 2 _fs (de + Fadhesi'ue - ml(rp)g) ’

puisque Fy, > 0.

Fadhfﬁ.@i@!c

L J p
En résumé : la particule de poussiere est mobilisée si et seulement si
Fdz > _fs (de + Fadhesi'ue - ml(rp)g) .

Dans le cas ou elle est mobilisée :
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> si Fagy + Fodhesive — M1(rp)g < 0, alors la particule glisse et la résultante des forces
exercées sur celle-ci est

F = (ng; + fs (de + Fudhesive — M1 (Tp)g)) i;

> si Fay + Fadhesive — m1(rp)g > 0, alors la particule décolle et la résultante des forces
exercées sur celle-ci est

F=F;+P.
Nous pouvons en déduire I'algorithme 1.
Remarque 6.3 Dans le cas ot les particules de poussiére n’ont pas toutes le méme rayon,
Palgorithme s’en trouve légérement modifié. En effet, le terme Y. oq dépend du rayon r

des particules. Par conséquent, la force de trainée Fy n’est plus identique pour toutes les
particules de la cellule c.

Force adhésive. Z. Xu, J.R Travis et W. Breitung [XT] proposent la formule suivante

_Ady [, A?K?d, j
1222 10825 )

Fadhesive =

ou dp, = 2r, est le diametre des poussieres, zg la distance de séparation a I’équilibre entre
la poussiere et la surface (29 = 7, dans notre modele), A un nombre aléatoire entre 0 et
1, K une constante empirique.

Coefficient de friction f;. Pour un contact acier/acier par exemple, sa valeur est
estimée a fs ~ 0, 2.
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Algorithme 1 Modeéle de mobilisation et de transport des particules de poussiére.

A chaque temps ¢" , et dans chaque cellule ¢ adjacente & la paroi inférieure :

> On calcule 'approximation F; de F4(t", z,0) dans la cellule ¢
=0
e pour i =1 a No. :

i= 3+V5’”“ "+

o Fi=mam 7“ v F

e on décompose F en Fl) = F}' i+ F, gfy j, ou j est le vecteur normal & la paroi.

> Pour k=14a Ny, :

e si la particule indicée par k est située sur la paroi (c.a.d si la coordonnée suivant z de
la position X f "™ est nulle), alors on détermine si celle-ci est mobilisée et on modifie le
cas échéant sa vitesse :

—si F} < —fs (FCZ’J + Fudhesive — ml(rp)g>, alors il n’y a pas de mobilisation de la
particule numérique
Vvlk,nJrl =0;

— sinon, il y a mobilisation et
* 81 Fy + Fadhesive — mi(rp)g > 0, alors la particule décolle

1
Vk,nJrl — At F? — gil -
1 ’m1(7"p) d gl s

* si By + Fadhesive — M1(rp)g < 0, alors la particule roule

At
kn+1 ) .
V1 — my (Tp) (Fc’lng; + fs (Fg@ + Fadheswe —m (rp)g)) 1.
e sinon :
— on calcule 'approximation Fg’k de Fy(t", z, Vlkn) dans la cellule c :
* Fg’k =0,

* pour t =1 a No. :

n,k n,k n k,n i,n k,n ﬁ
F,m=F;" + (V" =Wy )“VQ - ‘4‘%

nk 2 W2 nk
* K, —mgﬂ'?”vad .

(&
— on modifie la vitesse de la particule

1
Vk,n+1 _ Vk,n + At Fn,k - )
1 1 4m1(rp) d g
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Annexe A. Rappel de quelques grandeurs physiques utilisées

Sections de collision

Nous précisons ici les notions de sections efficace de collision et section totale de col-
lision. Considérons une collision entre une particule appelée « (de position C,, de vitesse
vo et de rayon 7,) et une particule appelée § (de position Cjg, de vitesse vg et de rayon
rg), c’est-a-dire une déviation des trajectoires des particules durant un bref intervalle de
temps. On peut associer a cette collision deux parametres d’impact p et € : p est défini
comme la distance entre les trajectoires incidentes des deux particules, et € est 'angle
entre un plan de référence et le plan défini par (Cy, CTC,B)’ vq — vg). La section efficace
de collision ¢, g est alors définie par

Sor,3d8Y = pdpde, (6.42)

ou df? est 'angle solide autour de la vitesse relative post-collisionnelle. Dans le cas ou les
collisions sont planes (c’est le cas des collisions élastiques), on peut définir un angle de
déviation y (qui est 'angle formé entre les vitesses relatives pré- et post-collisionnelles)
et relier celui-ci & l’angle solide df) : on a df2 = sin(x)dxde. On obtient alors la relation
suivante :

§a7ﬁ -

P ’ dp
sin(x) |dx

La section totale de collision est définie ensuite par

Ea,ﬁ:/ Ca’ng.
S2

Dans le cas particulier d’'un mécanisme collisionnel de sphére dures, on notera ces sections

respectivement g;dﬁ et Egdﬁ; on peut montrer (cf. [Bi4]) que celles-ci sont égales a

sd __ (’I"a + Tﬁ)Q
gOé,/B - 4 ’

et
Eg‘fﬁ =7(ra + 7‘5)2.

Dans le cas du systéme gaz-poussiére, on introduit
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> la section de collision de sphéres dures entre deux particules de poussiere de rayons
r; et r;, donnée par
ij1 (ri,rj) = w(ri +15)% (6.43)

Dans le cas ou les rayons des particules sont du méme ordre de grandeur (ou sont
tous égaux), on appellera
E‘f‘fl = 47 (Tmin )%,

I’ordre de grandeur de cette section de collision.
> la section de collision de spheres dures entre une particule de poussiere de rayon r
et une molécule (ou entre molécule et particule de poussiére), donnée par

i) =m(r+ 0)* (6.44)

Dans le cas ou les rayons des particules sont du méme ordre de grandeur (ou sont
tous égaux), et en tenant compte de ’hypothése o < 7y, on appellera

Zile = 7r(Tmm)za

I’ordre de grandeur de cette section de collision.
> la section de collision de spheéres dures entre molécules de gaz, donnée par

25h = dmo?. (6.45)

Remarque 6.4 Notons que la section efficace 5o g est reliée au noyau de collision q (avec
la paramétrisation dite en o) du terme de perte d’un opérateur décrivant les collisions
entre les particules o et les particules (3, par la relation

q = Sa,8lVa — vgl.

Dans le cas de collisions élastiques, le noyau de collision du terme de gain de l'opérateur est
égal a celui du terme de perte. Cependant, lorsque les collisions ne sont pas microréversibles
(comme dans le modéle de réflexion diffuse donné par les opérateurs RS et RS établis au
Chapitre 1), ce n’est pas le cas.

Vitesses moyennes et vitesses relatives moyennes

Les vitesses moyennes et vitesses relatives moyennes des molécules et particules de
poussiére utilisées tout au long de notre travail sont évaluées a partir de celles d'un gaz a
I’équilibre. Nous rappellons ici la définition de ces quantités.

Remarque 6.5 Les vecteurs vitesses sont ici notés sous la forme U pour éviter toute
ambiguité et confusion avec les modules des vitesses.

Vitesses moyennes

La vitesse moyenne d’une distribution en particules (molécules ou particules de pous-
siére) est définie a partir de la fonction de distribution ¢ des modules des vitesses par

<v>= /Oo v)(v)dv,
0
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la fonction 1 étant reliée a la distribution en vitesse F' par

Y(v)dv = /S ) F(0)v?dvdQ.

Dans le cas ou la distribution en vitesse F' est une maxwellienne & la température cinétique

T, c’est-a-dire
3/2 |—»‘2
m m|v
F e fr— [e—
(@) <27T7€37 > P ( 2kp1 ) ’

ou m est la masse des particules, on peut montrer qu’alors

T 1/2
8k3> . (6.46)

oo (
™m

Nous choisissons alors dans ce travail d’estimer les vitesses moyennes des particules de
poussiére et des molécules a partir de la relation (6.46). On pose donc

8/€BTO>1/2

< vy >= (
Tmso

comme ordre de grandeur de la vitesse moyenne des molécules de gaz, et, lorsque les rayons
des particules de poussieres sont du méme ordre de grandeur (ou identiques),

8kpT° >1/2
)

< v >= (
mi (Tmin

comme ordre de grandeur de la vitesse moyenne des particules de poussiere.

Vitesses relatives moyennes

Si 'on considére un mélange composé de deux especes dont les distributions en vitesse

sont notés F, et I, la vitesse relative moyenne < vgelﬁ > est définie par

< vl >= / \ / 1 = | Fo (1) Fp(52) AT .
RS JR

Dans le cas ot les les distributions en vitesses F,, et Fjg sont des maxwelliennes a la méme
température cinétique T', c’est-a-dire

m; 3/2 mZ\U\Q
Fi v) = - )
() (2wk3T> PN Tk LT

alors on peut montrer que la vitesse relative moyenne est égale a

1/2
8kpT [ 1 1
<Lt >= l = < - )] . (6.47)

T Mo Mg

En particulier, si les especes sont identiques, alors

<v2€l >=2 < v, >,
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ou < v, > est la vitesse moyenne de I'espece a. On choisit dans ce travail d’estimer les
vitesses relatives moyennes intervenant dans le systéme gaz-poussiére a partir de la relation
(6.47). On pose donc

1/2
8kpT*° 1 1
< rel i) >= 6.48
Ul,l("nZ r]) - (ml(ri) + ml(rj))] ( )
pour la vitesse relative moyenne entre deux particules de rayons r; et r;,

8kpT° [ 1 1\1Y2
<% (r) >= ( )] 6.49
Vi (r) e (6.49)

pour la vitesse relative moyenne entre une particule de poussiere de rayon r et une molécule,
et

RknT° 1/2
<vbY >= V2 <y >= \/5( & ) (6.50)

TIms9

pour la vitesse relative entre deux molécules.
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Annexe B. Noyau de réflexion diffuse K (u — v, x,t)

On se propose ici de justifier 'expression du noyau de réflexion diffuse

1 m \? —mu*
K (u N v’m,t) = g (M) (n(x) . 'U) exp (M) ]l{n(x)~v>0}7

introduite en (28). Cette densité de probabilité, qui ne dépend pas des variables u et ¢, et
ne dépend de la variable x qu’a travers le vecteur n, sera encore notée hy,(v).

Pour cela, on suppose que les molécules réfléchies sur la surface 9€) de vecteur normal
n (dirigé vers le demi-espace d’ou proviennent les molécules) proviennent d’un réservoir
virtuel de gaz (de densité notée ng) a l'équilibre thermodynamique (de température 7T')
situé derriere la surface 9€2. De plus, on suppose le temps de collision 7 négligeable.

On se place dans un repeére orthonormal (O, n, j, k), et on note (v1, ve, v3) les coordon-
nées de la vitesse post-collisionnelle v de la molécule dans ce repere. Par hypothese, la
fonction de distribution des vitesses des molécules du réservoir virtuel est celle d'un gaz a
I’équilibre, c’est-a-dire

f(v) = F(vi1,v2,v3) = ¥ (v1)¥(v2)¥(v3),

1 2

m 2 muv;
v i) = - : )
(v:) (27rkBT> eXp( 2/~cBT>

m étant la masse d’une molécule du gaz. Ainsi le nombre de molécules du réservoir ayant
une vitesse dans la classe |v,v + dv| est donné par :

avec

dn = nof(v)dv = ngF(v1, va, v3)dvidvadus.

Le flux d® de molécules ayant une vitesse dans la classe|v,v + dv| émis par le réservoir
au niveau de la paroi est égal a :

d® = (v-n)dn = novV(v1)¥(v2)¥(v3)dvidvadvy si n-v >0,
= 0O0sin-v <0,

et le flux total émissif est donc :

“+o0o “+o0o +00
i) :no/ vl\I'(vl)dvl/ \I’(vg)dvg/ U (vg)dvs.
0

—00 —00

Sachant que fj;o U(w)dw = 1, et que

+o0 kpT\ 2
U(v1)doy = ( 2BL
/0 ¥ (vr)dvy (27Tm) ’

1
kT 2

on a alors
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Finalement, comme la probabilité H(vy,vs,v3) pour que la vitesse d’une molécule émise
appartienne a la classe |v1,v1 + dvy | X |va, v2 + dva | X |v3, v3 + dvs] est liée au flux emissif

par la relation :
dd

H(vl, V2, ’Ug)d’l)ldUQd’Ug = K,

on obtient alors

1/ m \?2 m(v? + v3 + v3)
H('Ul,UQ,'U,?,) = % (M) U1 €Xp <_ ( 12kB2T‘ 3 ]1{U1>0}7

ou encore

1 m\? m|v|?
hn(v) - % (k‘BT> (U : n) eXp <_2k‘BT ]1{U~n>0}'
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Annexe C. Quelques calculs d’intégrales

Nous justifions dans cette annexe quelques résultats utilisés. Soit u € R3.

Calcul 1 : [, (n-u) Lpusopdn.

%‘
coordonnées sphériques dans ce repere (cos(6), sin(€) cos(p), sin(0) sin(y)), avec 6 € [0, 7]
et ¢ € [0,27]. Alors

On se place dans un repére othonormé (i,j, k) tel que i = ; le vecteur n a pour

2 ™
L0 Csaydn =l [ [ (01 sin) 0o

/2
= 27r|u|/ cos(0) sin(#)db,
0

et donc

/SQ(n “u)lgps0ydn = mlul. (6.51)

Calcul 2 : [, n(n - u)Lusoydn.
Dans le méme repeére que précédemment, on a cette fois
/82 n(n - u)]l{nu>0}dn

2m /2
= |u| /0 /0 (cos(0)i+ sin(0) cos(p)j + sin() sin(p)k) cos(#) sin(0)dOdp

/2
= 2m|u| </0 cos?() sin(&)d9> i,

et donc

27
)1 = . .52
/S2 n(n - u)l,.s0pdn 5 U (6.52)

Calcul 3 : [, (u-n)ndn.
D’apres (6.52), on a
/ (u-n)ndn —/ (u-n)nli,.s0pdn +/ (w-n)nli,.,<opdn
SQ SQ SQ

= /S2 (u-n)nli,.,s0pdn — /S2 (—u-n)nli,. —ysopdn
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Calcul 4 : [, n(n - u)*L{nys01dn.

En se plagant toujours dans le méme repeére othonormé (i, j, k) tel que i = |—Z|, on a
2
/82 n(n - u) Ly, .s0pdn

2 /2
= |ul? /0 /0 (cos()i + sin(6) cos(p)j + sin(6) sin(p)k) cos? () sin(0)dfdp

/2
= 27|ul? (/ cos>() sin(ﬁ)d@) i,
0

d’out
9 ™
n(n - u) Li,sopdn = 5 lulu. (6.53)
- 2

Calcul 5 : [y, uh,(u)du, pour n € S?.
23

Soit (i, j, k) un repére orthonormé tel que i = n, et hy,(u) = —(n - u) exp(—ﬁ2u2)]l(n,u20).

T
/ why, (u)du
R3

2 4
:/ iu(n-u)exp (—52u2) Lp.usoydu
R3

s

L) s () () e (82)
o 2
— 25-4 </R exp(_52y2)dy>2 /O+ z2 exp (—ﬁ2x2> dxi = 254 (?) gi’
et ainsi

/ whp(u)du = ——n. (6.54)

Calcul 6 : [[o5, o u*hy,(u)dwdn.

Soit (i,j, k) un repére orthonormé tel que i = n. On a

/R3 Py, (u)du —254 /0+OO x5 exp (—ﬁsz) dx - (/R3 exp (—ﬂzyz) dy>2

+ 454 - y® exp (_5292> dy'/0+ooxeXp (—ﬂQZEQ) dx /]R3 exp (—ﬁ2z2> dz
25t 1 (vE\T 4t 1R 1 VA
e

et donc

8w
u?hy,(w)dudn = — .
//RSXSQ ( ) ﬁz
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Annexe D. Principe des méthodes particulaires

Nous précisons ici le fondement des méthodes particulaires utilisées dans les Chapitres
3 et 6. Cette présentation est inspirée de l'article de P. A. Raviart [Ra]. On considere le
probleme de Cauchy pour I’équation d’advection sous forme conservative :

ou
— +di = RY, >0
) + div (au) + agu = f, reRY t> (6.55)
u(0,z) = ug(z),
oita = (a1,...,aq) : RT x R? — R? . Cette équation peut étre résolue en utilisant la
méthode des caractéristiques. En supposant que
a; € L™ (O,T; Wwhee (Rd)> pour 1 <1 <mn, (6.56)

ol 0 < T < oo, on peut introduire les courbes caractéristiques associées a opérateur

0 0
différentiel En + E Gig étant donné x € R? et s € [0, 7], il existe une unique solution
x
—

)

t— X(t;z,8) € [Whe(0, T)]d au systéme différentiel

dX
{dt —a(t, X(1)),

X(s) ==
Soit Ty : R — R? lopérateur défini par
Tsi(z) = X(t;x, 9),

et J le jacobien de cette transformation, égal a

J(t;x,s) = det <gXi(t;:U, s)) .

L
On introduit aussi L 'opérateur différentiel défini par

0
Lv = 8711: + div, (av) 4 agv,

et L* son adjoint formel :

0
L*v:—a—:—a~Vv+aov.

On peut alors montrer le lemme et le théoréeme suivants (nous renvoyons le lecteur a [Ral
pour une démonstration) :

Lemme 6.1 Sous ’hypothése (6.56), t — J(t;-,-) € C° (O,T, L> (]Rd X (O,T))) et

%t] (tyz,s) = J (t;x,s)div(a).
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Théoréme 6.1 Soit ug € Lloc ( ) - on suppose, en plus de l'hypothése (6.56), que ay €
Lis. ((0 T) x Rd> et que f € L}, ((0 T) x Rd> Alors le probléme (C) admet une unique
solution faible u € Lloc ( (0,T) x ]Rd) donnée par

t
u(t, z) =ug (Ty0(x)) J(0; z,t) exp (—/0 ap (s, Tt s(z)) ds)
+ /Otf (s,Tis(x)) J(s;x,t) exp (— /: ap (0, Ty (x)) da) ds. (6.57)

Par solution faible, on entend ici une solution u € L}, ((0, T) x Rd> vérifiant

T T
/ / u(t, 2) (L) (£, 2)dadt / £t 2) (L, 2)dadt + / wo(@)p(0, x)dadt,
0 JRrd 0 JRrd Rd

pour tout fonction ¢ € C} ([O, T x Rd).

Intéressons nous maintenant aux solutions de (C') dans ’espace des mesures de Radon
M ((O,T) X ]Rd) sur R? (c’est-a-dire les formes linéaires continues sur C. ([O,T[ X Rd)).
On définit ces solutions de la facon suivante :

Définition 6.1 Soit ug € M (Rd>. On dira qu’une mesure u € M (((),T) X Rd> est solu-
tion de (C) si pour toute fonction p € C} ([0, T x Rd),

<u,L'o >=<f,p >+ < ug,p(0,) >.
On généralise alors le Théoréme 6.1 par le théoréme :

Théoréme 6.2 Soit uy € (Rd> ; on suppose, en plus de U'hypothése (6.56), que a; €
C ([O,T] X Rd) pour 1 <i<mnetquefecM ((O,T) X Rd). Alors le probléme (C') admet
une unique solution faible u € M ((O,T) X Rd) donnée par

T t
<u,p >= < ug, T — / @ (t,To(x)) exp (—/ ao (S,T()ﬁ(.%'))dS) dt >
0 0

T ¢
+ < f,(s,2) — / @ (t,Ts+(x)) exp (—/ ao (0,Ts o (x)) da) dt (6.58)

pour toute fonction ¢ € C, ([0, T x }Rd).

Donnons brievement 1’idée de la preuve de I'existence de la solution en supposant ag = 0
et f = 0 pour simplifier (la preuve s’adapte facilement au cas général ). La formule (6.58)

définit bien une mesure u, et on a, pour ¢ € C} ([0, T] x ]Rd),

T
<wu,L*p >=<wup,z — / (L*p) (t, To+(x)) dt > .
0
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En remarquant que

d

2 Lo (0. Tos(@))] = = (L*9) (1, Tos())

on a, comme ¢ est & support compact dans [0, 7] x R?,

T
/0 (L) (1. To () dt = (0, Too(x)) = (0, 2),

et finalement
< wu, L*¢ >=< ug, p(+,0) > .

Par ailleurs, remarquons que la solution (6.58) coincide bien avec celle donnée par 'ex-
pression (6.57) du Théoréme 6.1 lorsque ug € L}, ((0, T) x Rd) (en supposant ici encore

ap = 0 et f = 0 pour simplifier, mais le cas général s’obtient immédiatement). En effet,
dans ce cas

T
< u,p >:/ uo(x)/ o (To (), t) dtde,
R4 0

et en remarquant que Tps o Ty g = Id, le changement variable x = T;o(y) de jacobien
J(0;y,t) donne

T
<ugs= [ [ o) IO (5.t) ity (6.59)

L’expression (6.59) coincide donc bien avec I'expression de u donnée au sens des fonctions
Lh, (R? % (0,7)) de (6.57).

On peut déduire en particulier du théoreme 6.2 le corollaire suivant, dans le cas ou la
donnée initiale est une masse de Dirac.

Corollaire 6.1 On suppose que f =0 et que la donnée initiale est donnée par
uo(z) = wod(x — xp).
Alors la mesure solution de l’équation (C') est donnée par
u(z,t) = w(t)d (z — To(xo)),
ot
t
w(t) = wpexp (—/ ao (s,To,s(z0)) ds) .

0

Autrement dit,

T
<up >:/0 () (£ Tos(0)) dt

pour toute fonction ¢ € Ce ([0, T x Rd>.
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La solution u(t,-) est donc proportionnelle a chaque instant ¢ € [0,7] & une masse de
Dirac se “déplacant “ le long de la caractéristique issue de zg. On appelle solution parti-
culaire une telle solution. Partant de cette observation, I’idée des méthodes particulaires
est d’approcher la donnée initiale ug par une combinaison linéaire de masses de Dirac :

N
uo(x) ~ Zw?é (r —x;),
i=1

cette approximation pouvant étre réalisée en pratique par une formule de quadrature ou
une méthode de Monte-Carlo. La solution u(z,t) de (C) avec f = 0 est alors donnée par

N
u(t,x) = Zwi(t)é (x — X;(t)),
i=1

ou, pour 1 <i < N, X; est la solution du sytéme différentiel

{dX“' —a(t, X(1),

dt
X(0) =uz,

et w;(t) la solution de ’équation différentielle
wl{(t) + ag (t, X;(t)) =0,

de condition initiale w;(t) = wy. Ces solutions sont généralement obtenues numériquement,
avec une méthode d’Euler ou de Runge-Kutta.

Considérons maintenant I’exemple de I’équation de Vlasov

o) [ v Vel Hdiv (BN =0, veR, scB >0, (6.60)
f(0,z,v) = fo(z,v),

ou F = F(t,z,v). On se rameéne alors aisément & un probléme de la méme forme que le
probléme (C) avec agp = 0 et f = 0 en posant Z = (z;v) € RS. La densité initiale est
approchée par

N
fo(t,z,v) =~ Zw?(s (x — ;) (v —v;),
=1

de sorte que, sous les bonnes hypothéeses de régularité sur F, la densité est alors approchée

au temps t par
N

flt,,0) = Y wis (z = Xi(t) 8 (v = Vi(t)

i=1
ou (X;(t),Vi(t)) est solution du systéme

dx;
dt

dv;
dt

(6.61)




241

avec la donnée initiale
{X,(O) = x;,
Heuristiquement, cette méthode consiste donc & aprocher la distribution initiale fy par un

nombre fini de particules numériques de représentativités w;, et de déplacer ces particules
suivant les équations du mouvement déterminées par (6.61).
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Annexe E. Etablissement des expressions de Tosi(f2) et Tom(f2)

Nous justifions dans cette Annexe les expressions de Y sq4(f2) et Yo (f2) utilisées
au Chapitre 6, qui proviennent du re-dimensionnement des termes Y, sq(f2) et Lom(f2)
introduits au Chapitre 4. Rappellons que les variables sont adimensionnées par

_ x 7 t _ r
X I = —, T = s
Le t° T'min
et
N U1 -« (%]
V1 = 750 V2= 55,
Vi Vs

ou les vitesses caractéristiques V| et Vi vérifient

Ve = em V. (6.62)

Les densités f1 et fs sont adimensionnées en posant

fi(t, T, 01,7) fl(t,z;v,r)7
1
et
folt, T, 09) = f2(t,xo,v2)
2
D’apres (4.43) et (4.49), on a
Rl(f17 f2)(t,l', Ulvr) = flOfQO (Tmin)Q (‘/20)4 Rl(fl, f/Q)(t: f,@l, f>7 (663)

ou R; représente Ril ou Rfm, et Ry représente }_?,‘11 ou Rilm. Par ailleurs, d’apres la Propo-
sition 4.2, on a formellement

Em HO

/RS e(01)Ri(fr, f2)didy Vem Yol f2)(E, 7, 7) / Vo, o(01) 1L, &, 01,7)dor, (6.64)

u T f ) a pour expression

Yasa(f2)(t, 2,7) / fa(t, 2,52) |02 + \3/2 UodUs,

lorsque Ry = Ril, dans laquelle on a posé 8 = 8 Vy, ou

_ L A -

Yam(f2)(t2,7) = Z5Cn(r) | Ja(t, &, 02) 02,

lorsque Ry = Rilm, dans laquelle on a posé

Cpn(7) = W (6.65)
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D’apres (6.63), on a
[, o0 B )t 01,y
= [T 15 (rmin)® (V) (V1) /R3 (VP01 Ra(fr, fo) (F, &, 61, 7)dbn, (6.66)

puis d’apres (6.64), on peut écrire

R3
o Vem Ta(f2)(£,2,7) / (V)Y (V7 01) fi(F, 2, 01, 7)din. (6.67)
m R

De plus, on a

ol 4 YT | v, (6.68)

30

f3 (VQ) (Tmm)2 T, sd(f ), z,7) = (Tmm / fa(t, @, v2)

15 V)P (i) TR 6. 57) = (i) 55 Conr) [ faltiz vahadve, (6.60)
d’apres (6.65), et
fLe)? /]R (Vo) fih 7,01, 7)dn = /R V(o) fi(t, @, 01, m)dvr
Ainsi, d’apres (6.66), (6.67), (6.68), puis (6.62), on obtient :

/]R3 @(vl)Ril(fl, fg)(t, xT,v1, T)dv1

o FEE (i) (V) 04 VB Taca R E.7) - [ VaroVEon) 6., 7)o
0 “2 \/%(Tmzn / fa(t,x,v2) ||v2| + == 35 ’UQdUQ'/RS Vo o(v1) fi(t, z, v, r)dvy

~ Em Tmin)37;/RS fz(t,:b,vg) [|U2‘+£

em—0

vadvy - /R3 Vo, o(v1) fi(t, z, vy, 7)dor,
et d’apres (6.69) :
/]R3 (V1) RI™ (f1, fo)(t, z, vy, 7)dvy
~ o B85 (i ) O VEm T (RE20) - [ (VWi oV 00) 0,2, 007

m

~ 5m(rmzn)3 7’73 Cm(r) s f2(t7 z, U2)”2d1)2 : /3 vm W(Ul)fl <t7 z, vy, 7a)d'Ul-
R R

em—0

On pose donc, puisque £(7) = &y (Tmin/7)?

™
lva| + L vadva,

30

Ta,sd(fQ)(t7$>,U’r) = 5(7“)7rr2 /]R?’ f2(t>xav2)

et
Tom(fo)(t,z,v,1) = e(r)4m Cp(r)ny, (t, x)uy, (¢, x).
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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons a des modeles cinétiques décrivant un aérosol constitué de particules
solides dans un gaz raréfié. Ces modeles sont constitués d’un couplage de deux Equations aux Dérivées Partielles
décrivant ’évolution spatio-temporelle des distributions en molécules de gaz et en particules de poussiere.

Le modele présenté dans la premiere partie de ce travail est constitué d’un couplage de deux équations de
type Boltzmann, dans lequel 'interaction entre les molécules de gaz et les particules de poussiere est décrite
par deux opérateurs de collision. Nous proposons deux modélisations de ces opérateurs. Dans la premiere, les
collisions entre particules et molécules sont supposées élastiques. Dans la seconde, nous modélisons ces colli-
sions par un mécanisme inélastique de réflexion diffuse sur la surface des particules. Nous établissons alors des
opérateurs de collision d’expressions non classiques. D’un point de vue mathématique, nous montrons que le
couplage homogene en espace muni des opérateurs de collision élastiques possede des solutions faibles préservant
la masse et ’énergie, et vérifiant une inégalité d’entropie. Nous proposons ensuite une mise en ceuvre numérique
du modele dit de réflexion diffuse, basé sur un code de type Direct Simulation Monte Carlo. Celle-ci met en
évidence un cotlit de simulation de I'opérateur particules-molécules trop élevé lorsque les particules ont un rayon
trop grand.

Nous introduisons alors dans la deuxiéme partie de ce travail un modeéle constitué d’un couplage (par 'in-
termédiaire d’une force de trainée) entre une équation de Vlasov et une équation de Boltzmann. Pour cela, nous
effectuons un adimensionnement du premier systéme, suivi d’'un développement asymptotique de 'opérateur de
collision particules-molécules adimensionné en fonction du rapport de masse entre une molécule et une particule
de poussiére. Nous justifions ensuite rigoureusement ce développement asymptotique dans le cas homogene en
espace et pour le modeéle de collisions élastiques en prouvant que les solutions du couplage Boltzmann /Boltzmann
convergent faiblement vers des solutions du couplage asymptotique Vlasov/Boltzmann. Nous établissons pour
cela une nouvelle variante de 'inégalité de Povzner, adaptée au cas de particules de masses trés différentes.
Par ailleurs, nous comparons numériquement les systémes Boltzmann/Boltzmann et Vlasov/Boltzmann pour
le modele dit de réflexion diffuse. La mise en ceuvre numérique du systéme Vlasov/Boltzmann est réalisée par
couplage entre une méthode de type Particle-In-Cell et une méthode Monte-Carlo.

Enfin, nous présentons I’application de ces modeles a la simulation numérique de la mobilisation et du trans-
port de particules de poussiere au début d’un accident de perte de vide, dans le cadre d’étude de stireté pour le
réacteur ITER.

Mots clés : équation de Boltzmann, équation de Vlasov, inégalité de Povzner, méthodes particulaires, simula-
tion 3D d’écoulements raréfiés.

Abstract

The thesis deals with kinetic models describing a rarefied spray. These models rely on coupling two Partial
Differential Equations which describe the spatio-temporal evolution of the distribution in molecules and in dust
particles.

The model presented in the first part is described by two Boltzmann-type equations where collisions between
molecules and particles are modeled by two collision operators. We suggest two modelings of this collision ope-
rators. In the first one, collisions between dust particles and molecules are supposed to be elastic. In the second
one, we assume those collisions are inelastic and given by a diffuse reflexion mecanism on the surface of dust
specks. This leads to establish non classical collision operators. We prove that in the case of elastic collisions,
the spatially homogeneous system has weak solutions which preserve mass and energy, and which satisfy an
entropy inequality. We then describe the numerical simulation of the inelastic model, which is based on a Direct
Simulation Method. This brings to light that the numerical simulation of the system becomes too expensive
provided that the typical size of a dust particle is too large.

We therefore introduce in the second part of this work a model constituted of a coupling (by a drag force
term) between a Boltzmann equation and a Vlasov equation. To this end, we perform a scaling of the Boltz-
mann/Boltzmann system and an asymptotic expansion of one of the dimensionless collision operators with
respect to the ratio of mass between a molecule of gas and a particle. A rigorous proof of the passage to the
limit is given in the spatially homogeneous setting, for the elastic model of collision operators. It includes a new
variant of Povzner’s inequality in which the vanishing mass ratio is taken into account. Moreover, we numerically
compare the Boltzmann/Boltzmann and Vlasov/Boltzmann systems with the inelatic collision operators. The
simulation of the Vlasov equation is performed with a Particle-In-Cell method.

Starting from these models, we perform some numerical simulations of a loss-of-vacuum event in the frame-
work of safety studies in the ITER.

Keywords : Boltzmann equation, Vlasov equation, Povzner’s inequality, particle simulation.



