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NOTATIONS

O addition dans un dioide (max, plus).

[’ addition dans un dioide (min, plus).

O multiplication dans un dioide.

® borne inférieure dans un dioide.

\ soustraction a gauche dans un dioide.

/ soustraction a droite dans un dioide.

€ elément neutre pour la Iai.

e élément neutre pour la Iqi

E matrice identité dans un dioide D.

T plus grand élément dans un dioide.

A matrice a coefficients dans un dioide.

AT transposée de A.

A étoile de Kleene de la matrice A (A0 A O A’ ...).
A* dérivée de I'étoile de Kleene AA* = A0 A% 0O ...).
Aj élément de la matrice A°{I®ligne et f™colonne).
A.j j°™colonne de la matrice A.

A. i*™ligne de la matrice A.

D dioide.

p™m dioide matriciel.

Rmax algébre (max, plus) : dioide (max, plus).

Rmin algébre (min, plus) : dioide (min, plus).

Idp application identité dans un dioide D.

A valeur propre.

A vecteur propre associé a la valeur propre

Sp{A} spectre de la matrice A (I'ensemble des vatguropres).
Card(J) nombre d’éléments de I'ensemble J.

1{”‘;’5 fonction indicatrice dans un dioide.

P ensemble des plac®s= {P;, P,, ..., R}.

T ensemble des transitiofis= {T4, T, ..., T}

W fonction poids associée aux aresx(T) O (T x P).
Mo vecteur marquage initial.

T ensemble des places en amont de la transition T.
T ensemble des places en aval de la transition T.
‘P ensemble des transitions en amont de la place P.
P ensemble des transitions en aval de la place P.
G(A) graphe de précédence de la matrice A.

T (ouT) temporisation associée a une placB R)).



Notations

vecteur de commande.

composante du vecteur de commande.
vecteur d’état.

composante du vecteur d’état.

date de K"tir de la transition x

vecteur de sortie.

matrice de transition.
matrice de transfert.
sortie désirée d’'un systéeme.



Introduction générale

Elément capital dans le fonctionnement des écoreomizdernes, le transport doit faire
face a la demande d’une société toujours plus arigede mobilité et une opinion publique
qui supporte de moins en moins les retards chresi@t la médiocre qualité des prestations
gu’offrent certains services. Face a une demamussante des transports et de leurs services,
les organismes et les collectivités responsables tdensports collectifs ainsi que les
compagnies de transport ont mis en ceuvre desquagicommunes de gestion pour préserver
ou améliorer la qualité des transports en commun.

Le principal atout des transports en commun régdaies leur capacité a transporter des
passagers au sein d’'une agglomération dans lekeares conditions et avec le moindre codt.
Le transport public occupe déja une place impoet@oiur un bon nombre des voyageurs. En
effet, il constitue, pour la plupart d’entre eug,rhoyen le plus sdr et le plus efficace pour se
déplacer.

Plusieurs questions pertinentes se posent audijiet gestion des systémes de transport
public (STP). Les exploitants visent essentielleim&nrépondre a ces questions dans les
meilleures conditions tout en optimisant des resssudes systémes sous des contraintes bien
définies. Pour ce faire, plusieurs études ont é&@ées dans ce domaine. Leur but est de
proposer des améliorations qui peuvent assureollifon et la rentabilité des systémes et
contribuer a I'efficacité de différents servicesposeés aux voyageurs.

Parmi les STP dont I'importance ne cesse d’évolneus considérons les réseaux de
bus. Dans ces réseaux plusieurs problématiquesepeudtre envisagées. Nous nous
intéressons dans ce mémoire aux points suivants :

» l'évaluation des performances des réseaux notamiasrdates de passage des bus aux
différents arréts, les temps de parcours des passay les temps d’attente des passagers
effectuant une ou plusieurs correspondances tolongude leur trajet.

» l'amélioration de la qualité des services offertsx ausagers. Nous proposons des
planifications d’horaire pour les bus permettariynd part, de minimiser les temps
d’attente excessifs des passagers aux points aigehdu réseau, d’autre part, d’optimiser
les ressources matérielles en termes de nombréhieuwes nécessaires pour assurer toutes
les correspondances dans des tolérances d’atteuéfimies.

Ces problématiques s’inscrivent dans le cadre dgetdion des correspondances aux
points d’échange de passagers dans les réseauxisdeEles concernent les actions de
mobilité des voyageurs qui changent de bus undusigpirs fois durant leurs déplacements.

Les systemes de transport public peuvent étre vnsm®e une classe des systemes
dynamiques a événements discrets (SDED). La dynsnie cette classe est gouvernée par
I'occurrence d’événements dans un espace d'étatedigpar exemple l'arrivée et le départ
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d’'un bus dans un arrét). D’'une facon similaire autfes classes de SDED tels que les
systémes de production et les systéemes informatjdas STP ont une dynamique régie par
différents phénomeénes dont la synchronisationalalfglisme et la concurrence. La diversité
de ces phénomenes rend I'étude des STP plus ldifétinécessite I'exploitation de plusieurs
théories complémentaires permettant de décrirsyiemes d’'une facon concrete.

Les travaux présentés dans cette these constitieme contribution a la
modélisation, a l'analyse et a la commande des réaex de transport public”. Cette
contribution concerne plus précisément I'adaptatpmur I'étude de ces réseaux, des concepts
et des résultats théoriques formalisés graphiquepeeres réseaux de Petri (RdP) [Ren et al,
92] et mathématiquement par I'algébre des dioides [t al, 92] [Gaub, 92]. Notre étude se
concrétise donc par le développement de modeleabtesp d’apporter des solutions aux
problémes d’évaluation des performances et d’amsdlan de la qualité des services des
réseau de bus. Ces modeles graphiques et mathaesafagilitent I'analyse structurelle et
comportementale de ces réseaux de bus, ainsi guedsmande.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Damselmier chapitre, nous situons le
contexte général de cette étude en faisant le pamtotre problématique. Tout d’abord, nous
donnons quelques généralités sur les STP en sp¥ciies deux composantes qui les
constituent, a savoir le systéme physique et l&Bys de gestion. Ensuite, nous décrivons
guelques méthodes de modélisation développées ldacadre des systemes de transport
public. Par ailleurs, nous faisons le point surdasils utilisés pour ces modélisations, ainsi
gue sur un ensemble de travaux effectués danslte da ces études.

Dans le deuxiéeme chapitre, nous nous intéressdasrideélisation d’un STP par les
réseaux de Petri et l'algébre (max, plus). Deux @asfonctionnements possibles y sont
etudiés :

» le fonctionnement dit synchronisé pour lequel leshigules s’attendent aux points
d’échange de voyageurs ;

et le fonctionnement non-synchronisé pour lequel/&hicules ne s’attendent pas.

Pour chacun de ces deux fonctionnements, nousantsliune classe des réseaux de Petri qui

répond aux exigences et hypotheses gouvernantstérsg. Nous construisons les modéles

graphiques et les représentations (max, plus) éerivent le comportement du systeme. Nous

nous intéressons ensuite, en appliquant la théesesystemes linéaires dans les dioides, a la

résolution des modeles d’état obtenus. Ceci notegied’évaluer les performances du réseau

considéré. Une étude des propriétés spectraleanddrices caractéristiques des modeéles

(max, plus) linéaires est effectuée.

Le troisiéme chapitre aborde le probleme de la canda des STP. Nous proposons
deux structures de commande qui permettent d’ameélies performances des réseaux de
bus. La premiere de ces structures se base sutdad de la résiduation dans les dioides. La
deuxiéme utilise des résultats de simulation.

L'objectif de la commande étudiée est double :’alge dans un premier temps, de
concevoir une planification “horaires” du réseéau éventuellement améliorer les horaires
déja existants) tout en minimisant les temps deespondance des passagers. Et dans un
second temps, de minimiser les ressources utilisées
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Nous validons nos structures de commande notampanapplication sur un réseau
réel constitué d’'une partie du réseau de bus @3 RM (Compagnie de Transport du Pays de
Montbéliard).



Chapitre 1

Etude des systemes de transport

1

Introduction

L'importance des systemes de transport public (S7Presse de croitre. D’'une part,

ces systemes doivent répondre a une demande citeissa mobilité d’'une population qui se
montre de plus en plus exigeante face a des retdémdmiques et & une faible qualité des
performances de certains des services actuelleprepibsées. D’autre part, les transports
individuels présentent une flexibilité évidentedaaux transports collectifs et ont donc pris
ces dernieres années une part de plus en plustanpar Ceci explique en partie la forte
croissance du trafic constatée notamment en milibain. Les problémes de congestion, de
pollution (atmosphérique et sonore) et d’insécurdétiere qui en découlent, incitent les
pouvoirs publics et les compagnies de transporubiptier les efforts pour maintenir, voire
ameliorer la qualité des services offerts aux usagdin de rendre les modes de transports
collectifs plus attractifs. L’étude et I'analyse tds systémes sont ainsi devenues parmi les
préoccupations majeures des chercheurs dans lamdes transports publics, dans le but de
remédier aux problemes identifiés en apportantaeéliorations et des changements. Ces
derniers portent notamment sur linfrastructuregleantité et la qualité des ressources, les
horaires. L'étude des systémes de transport steffezn trois importantes phases :

la premiére phase est celle de la collecte desnr#tions sur tous les parameétres influant
sur I'évolution du systéme et qui sont nécessaites son exploitation. Cette phase, qui
permet d’acquérir une bonne connaissance du sysjeaeun role important dans cette
étude en termes de modélisation, analyse et comenand

la deuxieme phase est celle de la modélisatiorte @hpe mobilise les chercheurs et les
experts du domaine pour trouver des modeles singilexfficaces pour les STP. Les
résultats obtenus dépendent de la prise en coreptmfibrmations de la premiére phase.

la phase finale concerne l'analyse du systéme goitant le modéle décrivant son
comportement. Cette phase se fait en deux étaegrémiére consiste a évaluer les
performances du systéme afin d'identifier ses foreeses faiblesses. La seconde étape
s’intéresse a l'amélioration de ces performances optimisant, par exemple, les
ressources afin de réduire les colts des compagaigansport. Cette phase vise a fournir
a la clientéle des transports publics un maximuraeteices : la régularité de passage des
entités de transport, le respect des horairesithés, la rapidité de déplacement, etc.

Dans ce chapitre, nous définissons la problématigigenous allons aborder dans notre

étude. Nous rappelons quelques généralités susyeemes de transport considérés, en
décrivant les principaux éléments qui les compogdeatis établissons une analogie entre un
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systeme de type a événements discrets (les systéengsoduction) et les systémes de
transport en mettant en évidence I'appartenanceede derniers au réseau de systémes
dynamiques a événements discrets (SDED). La sudteced chapitre est consacrée aux
définitions et aux rappels sur les outils de maddion que nous allons utiliser tout au long de
ce travail sur I'étude des systemes de transpdutiqu

2 Probléematique

La planification des horaires est une tache prina¢égden raison d’'une complexité
croissante des conditions de travail, de la négesgicrue d'adapter les ressources aux
besoins de I'entreprise et de l'utilisateur en tesnde qualité de service. La planification et
I'optimisation sous contraintes des horaires somtfacteur clé de la performance des
entreprises (compagnies de transport, postes, bangtc.), que ce soit :

» pour améliorer la qualité du service : gestionrdéd, gestion des files d’attentes aux

guichets, durée de réponses aux appels télephanigice ;

» pour optimiser l'utilisation des véhicules : buamntdon, train, avion, etc..

Dans le domaine des transports publics, que ceisaiseau de bus, trains ou autres, la
planification des horaires joue un réle importden. effet, aprés la configuration du réseau
routier, on s’intéresse a la conception d’horageisdoivent obéir a de nombreuses regles. lls
doivent satisfaire, d’'une part, les régles des eations collectives, et d’autre part, les régles
ayant pour but I'optimisation de la qualité desviems. Les gestionnaires essaient ainsi
d’obtenir une planification réalisable sous lestraintes liées a l'infrastructure du systeme,
aux ressources en véhicule et en personnel elentande de transport.

La problématique abordée dans ce travail portelsspianification des horaires d’'un
systeme de transport public composé de lignes deNnire objectif est double : d'une part,
nous évaluons les performances du systeme au relgatd qualité des correspondances ;
d’autre part, nous concevons les horaires du systépao ameéliorons les horaires déja
existants) tout en assurant les correspondancesusiegers avec des temps d’attente
minimaux aux points d’échange du réseau, en opimisi possible le nombre de bus a
utiliser.

3 Geénéralités sur les systéemes de transport public

Le principal objectif de I'étude des systemes dmdport public est de trouver des
solutions a de nombreuses questions pertinenteseqposent au sujet de leur fiabilité et de
leur efficacité. Parmi ces questions, on trou@omment répondre de facon optimale aux
besoins des usagers des transports publics, dansédleures conditions tout en procédant a
I'optimisation des ressources disponibles vis a de&s divers criteres de performance
concernant la mobilité et la sécurite Afin de répondre a ce genre de questions,til es
nécessaire tout d’abord de disposer de systemeediat efficaces en termes de services
proposés aux utilisateurs. Or, I'accroissement ’dffidacité d’'un systéeme de transport
nécessite la réalisation et la gestion d’infrastries et d’équipements affectés au transport
public et leur mise a la disposition des usageeuxDcomposants principaux sont donc a
considérer :

¢ le systeme physique
¢ le systeme de gestion
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Dans ce qui suit nous définissons ces deux compesabun systeme de transport
public et donnons leurs caractéristiques.

3.1 Systéme physique

Le systéme physique est représenté par deux élémentipaux : I'infrastructure (ou
la topologie qui représente la structure du sysj@nkes entités de transport (bus, train, etc.).

3.1.1 Infrastructure

Cette partie du systeme physique concerne les éténueii permettent de décrire le
réseau routier physique, c’est a dire l'intégraldés voies carrossables ouvertes aux
véhicules. Il s’agit des entités arréts et troncgos éventuellement zones), lignes et

itinéraires (figure 1.1). Chacune de ces entitésl&fnie de la fagon suivante :

Ligne 1 Légende
. arrét
© : terminus
) e—e : troncon
Ligne 2 <-» : itinéraire d'ur
© < passager
Ligne 3

Figure 1.1: Composition de l'infrastructure d’'un STP.

¢ Arréts et trongcons (ou zones)

Ce sont des éléments de base de la représentaitinle du réseau. Dans une telle
description, les arréts (ou les stations) représegries nceuds du réseau, et les troncons
représentent des connexions unidimensionnelles égrarréts. Chaque trongon est limité
par deux arréts (appelés arréts extrémités ou neshi Les troncons sont considérés
comme des liaisons orientées (sens unique ou daeble) entre leurs arréts extrémites.
L’ensemble des troncons dans un réseau peut &oeng@sé en plusieurs classes : certains
trongons présentent la particularité d’étre assoai@les couloirs réservés aux transports
publics appelésoies propresu sites propregTran, 00]. Les autres, correspondent a des
voies partagées par plusieurs modes de transpétiic(ues particuliers, transports
collectifs, transport de marchandises). Un tronesh caractérisé par sa longueur, et la
vitesse commerciale de déplacement de I'entitéatesport. Ceci permet de déterminer un
temps de déplacement entre deux arréts.

Un arrét est caractérisé par un espace ou lesuléhieffectuant une tournée s’arrétent
pendant un certain temps afin de permettre auxagass de descendre ou de monter dans
les véhicules. Les arréts peuvent étre classésratidn des objectifs opérationnels qui
leurs sont assignés. Ainsi, selon [Des, 02], ib&xi
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- des arréts simples (ou arréts de montée) ou I'éehde passagers ne s’effectue pas
(cas desservis par une seule ligne) ;
- points d’échange des passagers : points de corréapoe desservis par au moins
deux lignes, et centres d’échanges desservis paombre important de lignes ;
- points de retournement (demi-tour) : lieux ou umiggle a la possibilité de faire
demi-tour. Ce sont en général les points de dépediarrivée des lignes (terminus).
Grace a ces arréts qui ont un réle fonctionnel @b dans le déplacement des passagers
dans le transport public, on peut définir la notémparcours d’'une ligne par le déplacement
d’un véhicule entre deux terminus opposés. Le temegsarcours est le temps s’écoulant entre
le départ d'un véhicule d'un terminus et son aeiveu terminus opposé. Ce temps de
parcours inclut :
- les conditions de circulation (temps dattente afeux, aux stops, temps
d’accélération et décélération des véhicules, gtc.)
- les temps d’arrét incluant les temps d’ouverturs gertes, ainsi que les temps
d’attente hors échange de passagers.

¢ Lignes

Une ligne est un ensemble fini d'arréts et de tomsc alternés regroupés par
I'exploitant du réseau en une entité d’exploitatioes arréts extrémités de cette entité sont
appelés terminus de la ligne (c’est a dire lestaué début et de fin). La structure d’une
ligne peut étre plus au moins complexe suivanolabre d’éléments qui la composent, le
réle de ces éléments par rapport au reste du rgseanexions assurées avec d'autres
lignes). La conception d’'une nouvelle ligne se faituvent en concertation avec les
instances communales concernées et les différeniissateurs (écoles, centres
commerciaux, hopitaux, etc.). Elle doit tenir comge la demande et des contraintes liées
a la circulation des véhicules et aux possibildésménagement. Sur chaque ligne, un
véhicule réalise un circuit (ou une course) au salg laquelle il s’arréte aux stations qui
constituent cette ligne. Ceci se fait suivant utanification d’horaires imposée par les
exploitants du systéme, et avec une fréquence euii §tre constante (dans le cas ou le
passage du véhicule est périodique) ou variabtsin

¢ ltinéraires

Dans un systéme de transport, nous définissomsérdire d'un usager comme une
suite alternée d’arréts et de troncons d’une lignede plusieurs lignes (figure 1.1). Un
itinéraire peut contenir une partie d'une ligneladigne entierement. Une ligne peut étre
un itinéraire d’un usager si ce dernier n’effechas de correspondances au cours de son
trajet. Chaque itinéraire permet donc d’assurdradesport en commun de passagers d’'un
arrét origine a un arrét destination. Selon [L&], 0l existe deux types d'itinéraires :
commercial et spécial. Dans un itinéraire commértaamontée et la descente des clients
s’effectuent aux différents arréts de cet itin@ralfandis que dans un itinéraire spécial, la
montée et la descente des clients s’effectuenuenignt aux terminus.
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3.1.2 Entités de transport

Le deuxieme élément composant le systéeme physi@se tinsports publics est
représenté par les entités ou ressources de trandmas, trains, tramway, etc. Dans un
systeme de transport public, un exploitant disptisee flotte de véhicules caractérisée par :

- le nombre global de véhicules ;

- le type de véhicule et ses caractéristiques (igeesi pour toutes les entités dans le
cas d'une flotte homogene, variables pour une efldtétérogéne : minibus, bus
articulé, etc.): capacité, dimensions (longueucgractéristiques dynamiques
(accélération, décélération) et environnementaexlé d’énergie, bruit, etc.).

Dans cet élément nous pouvons également consitEsepersonnes qui conduisent les
véhicules (conducteurs ou chauffeurs). Leur gedtioibh prendre en compte des contraintes
|égislatives, tels que les temps de repos physmles.

Chaque ligne d’'un STP est desservie par des editésansport, selon son importance
(zones desservies, tranche horaire du déplacenmmdidéré au cours d’une journée,
fréquence de passage souhaitée, niveau de la depeng, de sorte a renforcer le service sur
les lieux ou la charge en usagers est importante.

3.2 Systéme de gestion

Le deuxieme composant des STP est le systeme tlengdispilote le systeme physique
pour qu’il atteigne certains objectifs, en assumramie autres la conception des horaires et
I'information des usagers.

Plusieurs travaux de recherche dans le domaineratsport public portent sur la
conception et le développement d’outils d’aide aémstion qui permettent aux exploitants
d’intervenir dans la résolution de différents peobks. Parmi les questions principales
auxquelles ces recherches tentent de répondregwret:

* Quels sont les objectifs “pertinents” que doives fixer les exploitants afin de

gérer efficacement ces systemes de transport ?

* Quelles sont les méthodes et les outils a mettreeaare par les exploitants pour

atteindre leurs objectifs ?

Notons que méme si les exploitants sont les prategpentités citées ici intervenant dans la

gestion d’'un STP, il est utile de rappeler que ttesiacteurs sont également concernés, de

pres ou de loin, par cette gestion. En effet, etésnes de transport public sont souvent

exploités, en tenant compte de 'ensemble des parasliés aux différents acteurs. Le but de

cette exploitation est d’assurer la coordinatios dervices et leur qualité et de résorber les

perturbations survenues sur une partie du syst@noés types d’acteurs collaborent ainsi

entre eux ou interagissent au sein d'un méme systintransport public :

= |es usagers: ce sont les utilisateurs et les loiméés des services offerts par les
transports en commun. On peut les répartir en diasses : usagers captifs et non captifs.
Les usagers captifs sont ceux qui ne disposent’jpiternative de transport. Tandis que
les usagers non captifs ont d'autres moyens dspaahpossibles (véhicule personnel par
exemple). C’est cette catégorie de clientele gest plus difficile de capter et pour
laquelle les plus gros efforts d’amélioration seotivent réalisés ;

» |es autorités organisatrices de transport. Cetua&eterne représente divers organismes
civils, a différents niveaux de juridiction localeonseils régional et général, ministére
des transports, villes, communautés urbaines, €&s organismes interviennent
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notamment dans la définition des stratégies oupdéisques de transport au niveau de
I'exploitation des transports publics [Its-actif)]9

= |es exploitants ou opérateurs de transport : cesmivent des sociétés et des compagnies
de transport du secteur privé a qui une colleétivitcale confie la responsabilité de
I'exploitation des transports collectifs. Ainsi isogroupes majeurs se partagent plus de
70% du marché des transports urbains : Via GTI (8@% réseaux), Transdev (17%) et
CGEA-CGFTE (14%) [GART, 93].

La gestion opérationnelle du transport public opélassiquement a deux niveaux
temporels différents [Tran, 00] : lors de la phdseplanification réalisée en temps anticipé, et
lors de la phase d’exploitation a proprement padertemps réel. Celles-ci sont schématisées
par la figure 1.2 [Lai, 02]. La limite entre cesudephases est fixée arbitrairement dans la
plupart des cas. Elle peut se situer au début djonenée d’exploitation, deux jours a
I'avance, etc. Cette limite est souvent marquéd’ipatant ot un "plan” est "gelé".

” t B
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2l &
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Figure 1.2: Phases de planification et d’exploitation d’urPS
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3.2.1 Planification

Il s’agit de la conception et la construction dhoraire de référence. Cette référence est
définie pour une période donnée (par exemple "dérde pointe", vacances d’été) et pour un
type donné de jour d'exploitation (par exempleaur de la semaine). L’horaire de référence
décrit I'offre de transport théorique. Il est opisé pour répondre aux objectifs de qualité de
service en tenant compte d’'une part, des facteéssal la nature du réseau, des temps de
parcours des lignes, des poids des lignes, etauti® part, de la demande des usagers et des
éléments liés a la gestion des moyens nécessagbiifles et conducteurs) pour satisfaire
cette demande.

Plusieurs études ont été développées dans le budéfieir plus précisément ces
objectifs de qualité de service [Bus et al, 97tp[Et al, 89], [Riz et al, 97] et [Tran, 00]. Elles
visent a construire un ensemble d’indicateurs déopeances pertinents relatifs a la qualité
de service rendu aux usagers. Ces indicateurqyuetpour la satisfaction des clients, se
répartissent selon quatre logiques liées a la gordtion de la demande de transport [Riz et
al, 97] :

* Reégularité: la régularité est un objectif ou on s’intérestams un premier temps a
réduire les temps d’attente aux différents arrétgabeau, et dans un deuxiéme
temps a équilibrer les charges entre les véhictlesffet, on montre que l'attente
en un point donné du réseau et le taux de charggemdes véhicules sont
minimaux lorsque les intervalles en ce point s@au& (exemple : passage toutes
les 5 minutes). En un point donné du réseau (amét)intervalle représente le
temps entre les départs ou les passages de deigxledrsuccessifs circulant dans
le méme sens. Cet objectif de régularité rentres darcadre de I'optimisation du
confort des voyageurs a bord des véhicules.

» Ponctualité: un systeme de transport public est souvent mume planification
d’horaires programmée et annoncée au public. Méerides voyageurs aux arréts
du réseau s’effectue donc en fonction de ces lesaita ponctualité est une
logique ou l'exploitant cherche a respecter lesaines théoriques planifiés.
Toutefois en pratique, des phénomenes aléatoiresréourrents (accidents,
congestions, etc.) rendent difficile a atteindreatgectif.

» Enlévement de la chargependant les heures de pointe, la densité desgenys a
certains arréts devient plus forte. L'objectif ekt prendre en charge tous les
voyageurs en concentrant les moyens de transpolésarréts les plus importants
(en termes de niveau de demande).

» Correspondance cette logique concerne l'assurance des corrgspaes entre
deux lignes d'un réseau ou bien entre une ligna ddgeau et un autre mode de
transport (cas d'une ligne desservant une stateotaxis, une gare de chemin de
fer, un métro, etc.). Le ou les exploitants visanfassurer la coordination et
I’'harmonisation des horaires aux points d’échangepdssagers. Leur objectif
consiste donc a minimiser I'écart entre les argvdes véhicules aux stations de
correspondance. Ceci permet aux passagers en ttrafeifectuer leurs
correspondances avec un temps d’attente minimal.

Il est évident qu’un exploitant d’'un systeme densgort public ne peut pas atteindre
tous ces objectifs d’'une fagcon univoque. Pendard période de travail (une journée
d’exploitation par exemple), ces objectifs integfdlr entre eux selon des priorités qui se
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modifient suivant différentes circonstances, a saes zones critiques du réseau, les heures
de voyage dans la journée, etc. Selon ces pripfiggloitant est incité a pratiquer un
arbitrage entre les différents objectifs.

Au cours de la phase de planification, le conceptdargé d’élaborer I'horaire de
référence regroupe un ensemble de données, contérfanctionnement du systeme durant
une période de travail, dans un document appaleau de March¢TM) qui peut étre vu
comme un plan ou un programme de production. Laéesdde départ et d'arrivée des
véhicules aux différents arréts du réseau sontaiskés et enregistrées dans ce tableau. Selon
[Tran, 00], un horaire planifié dans un TM comprend

- des activités composant strictement la carte déd'ale transport (les activités des

véhicules couvrant des parcours le long desqualspéssagers sont autorisés a
voyager a bord, les services spéciaux, etc.) ;

- les temps couvrant des parcours haut-le-pied (sassagers) entre des terminus ou

en provenance ou a destination des arréts derstatirent ;

- les périodes de stationnement ;

- les pauses veéhicules ;

- les temps annexes liés a l'exploitation des vébiutemps de préparation des

véhicules).

Pendant une année par exemple, il y a plusieursdius pour une ligne donnée d'un
réseau [Lal, 02]. La construction du TM comprenas@urs taches distinctes [Riz et al, 97] :
tout d’abord la définition de l'offre de service'est-a-dire des courses. Cette définition
nécessite au préalable une analyse de la demanttandgport, afin de cerner les objectifs
poursuivis et leurs priorités tout au long d’'unerrjgée d’exploitation : niveau de charge
(enlevement de la charge), départs et passagesigerasnpérativement (ponctualité), heures
de correspondance a respecter, etc. La principfileutté rencontrée dans cette phase est la
variation de la demande d’'une ligne a une autidet moment a un autre. Puis on analyse
les conditions de circulation qui permettent notanthde déterminer les temps de parcours a
allouer pour les différentes périodes. A particds données, I'exploitant définit les courses a
effectuer avec leur mission et leurs horaires. doarse relie un terminus départ a un
terminus arrivée en desservant des points d’@uét.une ligne donnée, il y a donc plusieurs
missions (types de courses) possibles selon legspdiarrét desservis, I'itinéraire emprunté
ou les consignes d’exploitation. Les courses sosuige découpées en services voiture et
services agent, ou un service peut englober plissenurses : c’est la phase d’affectation des
moyens matériels et humains.

Dans la pratique, les taches associées a la adistid’'un TM sont regroupées dans les
fonctions de graphicage et d’habillage [Giro, 79hacune de ces taches aboutit a
I'élaboration d’'un graphique ou le temps figure ascisse et la distance en ordonnée. Le
graphicage permet de planifier les véhicules stfémintes courses, tandis que I'habillage
permet d’affecter les conducteurs sur une ou plusiégnes au cours d'une méme journée
d'exploitation, afin de couvrir les courses plaes au colt minimum. L'habillage doit
respecter la législation sur les temps de trat@ihps de conduite maximale sans pause,...).

Parmi les outils informatiques d’aide a la plardfion existants, nous pouvons citer
ALLEGRA, mis en place et utilisé depuis 1985 paRTP (Régie Autonome des Transports
Parisiens). Ce projet vise a renouveler les outilssés pour élaborer les horaires des bus et
des agents de conduite. ALLEGRA est concu pour agtad aux différents types
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d’exploitation des systemes de transport publicdiéfiérentes conditions de travail des
personnels de conduite. Il contient les modulegasiis :

- description des données topologiques et environnt&ies du réseau ;

- saisie des paramétres d’un tableau de marche ;

- analyse des chronométrages ;

- gestion des conditions de travalil ;

- graphicage manuel et automatique ;

- habillage manuel et automatique.

La phase de la planification se déroule en tempEip@ avant I'implémentation en
ligne (mise en exploitation). Les horaires concliavance sont en principe valables pour une
longue période. Le succés des concepteurs regafdizua prouver en faisant la comparaison
entre les données théoriques (TM) et les conditiéelies obtenues lors de I'exploitation.

3.2.2 Exploitation

BN

On s’intéresse ici a l'exploitation du systéme atx adifférentes fonctions
opérationnelles liées au transport des usagergesmbjectifs de base poursuivis lors de cette
phase est d’effectuer un suivi des véhicules en deigéaliser diverses actions : suivi du
service, actions correctives de régulation, adbwatdes mécanismes d’information des
usagers ou des priorités aux feux de signalisagtn, En particulier nous détaillerons plus
spécifiguement la partie qui consiste a adapterdiime de référence décrit dans le tableau de
marche aux conditions réelles d'exploitation, damplan constamment remis a jour en cours
d'exploitation. Cette démarche est connue sou®ne 'ftontrole en temps réel" [Trans, 00],
ou encore "régulation se déroulant en temps réaf' ¢t al, 97].

L’élaboration du TM se fait en temps anticipé etessite en particulier la formulation
d’hypotheses sur les conditions de circulationvéite:, accidents,...), sur I'état des véhicules
et du personnel conducteur (panne, absentéisme)refa demande de transport. Or ces
facteurs sont des phénomeénes complexes, souveratuie aléatoire. Le TM est donc défini
pour des conditions moyennes d’exploitation. Deg don s'écarte de ces conditions
moyennes, il devient nécessaire de réguler poue face a la dégradation de la qualité de
service qui découle de cette dérive. Des agenteléppégulateurs sont ainsi incités a
modifier, si nécessaire, les données dont ils dspb (TM de base) en les adaptant aux
conditions réelles du trafic. Différentes actiomsrdgulation sont envisageables pour essayer
de «revenir a I'horaire de référence » malgré gesgturbations : création/suppression de
courses, échange de véhicules et/ou de conductaeadification d’horaire de course (heure
de départ), changement de parcours,... Dans letcées retour du réseau a I'état initialement
prévu est difficile, les modifications et les arméditions apportées sur le systeme conduisent a
la conception d’'un nouveau tableau de marche.

Comme nous venons de lI'expliquer, les données ssdad’exploitation (contréle en
temps réel) viennent alimenter en permanence lexiéh sur le programme théorique et sont
ainsi susceptibles de se traduire par des modditsitdu tableau de marche de base valable
pour la période considérée (représenté sur ladi@t par une fleche montante du module
régulation vers le module TM). Toutefois ces dosnpeuvent également étre utilisées en
temps différé lors de la prochaine phase de ptatitin, pour la constitution du TM de la
période suivante. Elles permettent donc d’assuresuivi aposteriorides opérations réalisées
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en temps anticipé (graphicage et habillage). Ca sancerne plusieurs fonctionnalités parmi
lesquelles on trouve :
» l'utilisation du matériel et du personnel : véh&si(consommation, remplacement en
cas de panne), chauffeurs, régulateurs, etc. ;
* le recueil de données sur le trafic voyageur etesupoints de charge importante ;
* le recueil de données sur les temps des parcaelsssdr un trongon, sur un itinéraire
ou sur I'ensemble d’'une ligne ;
» [l'offre de service en termes d’analyse des relguésnaliers d’exploitation et les
incidents de I'exploitation.

Les réseaux de transport public sont équipés dsoatitomatiques capables de faciliter
le contrble en temps réel. Ces outils sont habéoeint appelés Systémes d'Aide a
I'Exploitation (SAE). Leurs fonctions principalesrd :

- la localisation de véhicules ;

- le traitement des alarmes ;

- des fonctions d’activation variées (par exemplprlarité aux feux de signalisation)

[Sou, 00] ;

- le contrle des valeurs limites relatives aux diffeadde service, afin d’aider le
régulateur dans la détection des perturbationssetdnducteurs dans I'adaptation de
la conduite ;

- I'élaboration de données pour I'information desgesa et leur diffusion en temps
réel (exemple : systeme AGORA utilisé par la SNE&rvice d’'infobus concrétisé
par des bornes d’'information présentés aux principg@réts du réseau et mises en
place par la Compagnie des Transports du Pays a¢bklard) ;

- la collecte des données dans un but statistique ;

Parmi les outils d’exploitation des transports mgkbus, trains, etc.) nous citons le
projet ECLER. Ce projet a pour objectifs d’'une mhrtsuivre ou d’adapter I'offre de transport
en optimisant I'exploitation des ressources enasibm normale comme en situation
perturbée, d’autre part d’accompagner les actieshrtiques par des actions commerciales
(information, assistance, ...) en prenant en comge dttentes des voyageurs dans
I'adaptation en temps réel du plan de transporprgmoent dit lorsque la circulation est
perturbée.

Notons que de nombreuses sociétés de transpornmi@fd désormais leur clientéle via
I'InterNet. Ce service permet aux utilisateurs desulter les horaires qui les intéressent.
Mais étant donné que I'InterNet et le Web représsinties technologies assez nouvelles, les
méthodes utilisées ne sont pas encore standard&éigse d’exemple nous citons le réseau
des transports en commun lyonnais (TCL) qui a latads les dernieres années un site
Internet, le plus abouti pour I'instant, pour l'ammation des voyageurs des transports publics.
Parmi les tous premiers en France, le réseau TE@Léagrésent sur le Web, et riche en
information. De plus son site propose un systemeedberche d’itinéraire, une véritable
information voyageurs interactive. A partir d’'uniptode départ et d’arrivée de passagers, le
systeme détermine le meilleur itinéraire, les hhesgiainsi que le temps de parcours estimé.

La fiabilité des SAE réside dans le fait qu’ils saouplés avec des réseaux de
communication radiotéléphonique qui facilitent héonge des informations entre les
exploitants et les autres acteurs du systéme.r@@sriations concernent les appels radio vers
les véhicules pour assurer une tache donnée @atisine demande, assurer une permanence,
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etc.), la demande de dépannage d'un véhicule enepda demande d’acheminement de
véhicules d’'un point de ligne (le dépét en génévalbs un arrét de la ligne en prévision du
remplacement d’un véhicule ou pour assurer uneespandance.

Nous venons de détailler les deux phases de gedtiersystemes de transport public.
Toutefois les travaux que nous avons effectuésuet pus décrivons dans ce mémoire
concernent exclusivement un probleme de planificatiles horaires et de gestion des
correspondances dans un réseau de transport poblktitué de lignes de bus. Nos objectifs
se concrétisent essentiellement par le développedeeméthodes et de modeéles qui visent a
apporter des solutions aux différents problemesisageés au niveau de la gestion des
correspondances et qui permettent de décrire lepadement des systémes de transport
public étudiés et d’analyser leurs propriétés stmetles. Pour cela nous avons pris le parti de
considérer le systéme de transport public commesysteme dynamique a évenements
discrets (SDED). Le paragraphe suivant permet stefigr ce choix.

4 Description d’'un systeme de transport public vu etant que SDED

Les systemes de transport public sont caractépaésin espace d’état discret et un
changement d’état produit par des événements. @Gt des systemes pour lesquels les
variables d’état changent seulement a certainantstassociés a des événements ponctuels.
Les STP sont composés de ressources (entitésrparg, infrastructure, etc.) partagées par
plusieurs utilisateurs (passagers par exemple) riboant tous aux mémes objectifs
(transporter des passagers, transmettre des irtiomsaetc.). Le fonctionnement des STP est
caractérise par :

- le parallélisme: de nombreux événements peuventdé®uler simultanément et
indépendamment dans diverses parties du systemexemple, I'arrivée ou le départ de
deux entités de transport d’'un arrét du réseau) ;

- la synchronisation : c’est un phénomene qui néedai disponibilité simultanée de
plusieurs ressources ou la vérification simultadéeplusieurs conditions afin d’exécuter
une tache. Par exemple, pour qu’un passager psesgéplacer entre deux arréts, il faut
d’'une part la présence du passager, et d’autrdgdrsponibilité d’'un véhicule qui assure
son déplacement ;

- la concurrence : elle apparait au moment ou uisat#ur doit choisir une ressource parmi
plusieurs. Citons par exemple le cas d’'un passagmett plusieurs choix d’itinéraires pour
se rendre a une destination sur un réseau de transp le cas de n utilisateurs (n>1)
ayant besoin simultanément d’'une méme ressourceaplacité inférieure a n. Pour ce
phénomene, certains événements excluent I'appargimultanée d’autres événements.
Par exemple, a la SNCF, les voies sont diviséesraons appelés “cantons”. Le
“cantonnement” consiste a exclure par un systéimdeux rouges la présence simultanée
de deux trains sur le méme canton.

Les STP peuvent ainsi étre considérés comme destsys a évéenements discrets, voire
comme des systemes dynamiques a événements di§SERED), au méme titre que les
systemes de production et les systemes informajdiaspect dynamique d’'un STP étant
décrit par I'évolution de son comportement au codustemps [Gaub, 99] et [Gauj, 94].
D’ailleurs d’une maniére générale, les systemesradesport et ceux de production ont
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plusieurs caractéristiques communes. Dans le taldlg nous décrivons I'analogie entre les
éléments qui composent ces deux types de systegwemaments discrets.

Composants Systémes de production Systémes de transport
Ressources |* machines, moyens de transperimoyens de transport (bus, trgin,
(palettes, robots, chariots), métro), infrastructure, hommes

hommes  (exploitants,  main- (exploitants, régulateurs,
d’ceuvre). conducteurs).

Taches » usinage d’un produit, assemblagetransport de passagers,
des produits, maintenance desnformation de passagers,
machines. maintenance des moyens |de

transport.

Evénements|+ début de traitement d’'un produit, départ d’'un véhicule d’'un arrét,
fin de traitement, arrivée d’'yn son arrivée a un arrét, dép6t |de
produit au stock amont ou aval passagers, échange de passagers.
d’'une machine.
disponibilit¢ d'un produit oue attente d'un véhicule a un arrgt,
d’'une machine, machine en panneattente d’'un passager, véhiculel en
traitement d’'un produit, attenLe panne, en circulation ou en pause.
d’un produit dans un stock.
Prise de * traiter un produit sur une machine,affecter un véhicule a une ligne,
décision faire varier la capacité d’'une faire varier la fréquence d'ume
machine, faire fonctionner une ligne, modifier les données du
machine ou non. réseau (TM, infrastructure, ...).

Etats

Tableau 1.1: Analogie entre un systéme de production et gtesye de transport.

Parmi les problématiques qui préoccupent les cleershdans le domaine des SDED,
notamment les STP, nous citons :
» la spécification des systémes a événements discrdescription de leurs
comportements que ce soit logique ou temporel ;
» la conception de ce type de systemes : implantadiomensionnement, etc. ;
» l'étude et l'analyse de leur comportement, et lasanen évidence d'un régime
stationnaire/non-stationnaire et périodique/nonegiigue de leur fonctionnement ;
» l'évaluation de leurs performances: par exempléyaluation des temps de
correspondance pour un systéme de transport ;
» l'optimisation : optimisation du nombre de processepour réaliser une tache
donnée ;
» la stabilité, la robustesse des systemes : rechatel solutions pour lesquelles des
perturbations ne modifient pas les performancasaeere trop importante.
Pour analyser et résoudre ces problématiques deenat de complexité diverses, de
nombreuses techniques et méthodes ont été dévekplBes s’appuient sur divers outils
reconnus, tels que les réseaux de Petri, 'algéesedioides, les chaines de Markov, les files
d’attente, les langages et les automates, etc.
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Compte tenu de l'analogie identifiée entre leséldhts éléments d’'un systéme de
production et un systéme de transport, et en railohappartenance de ces deux types de
systémes a la classe de systemes dynamiques ar@mésaliscrets, nous cherchons a adapter
les formalismes de modélisation, les techniquéssetnéthodes développées dans le domaine
des systemes de production, pour I'étude des sgstéimtransport. Dans un premier temps, il
faut réaliser une représentation abstraite du mstésous forme d’'un modele. Cette
représentation est certes réductrice de la réatigés elle doit étre suffisamment compléete
pour rendre compte au mieux des différents asglecte systeme.

5 Modélisation et étude des systemes de transport plito

5.1 Introduction

La modélisation d’'un systeme (que ce soit un systélm production, un systeme de
transport ou autres) est une transition primordead&e la réalité et un objet graphique ou
mathématique qui le représente. L'idée de la msditin est de représenter de maniere
simplifiée le monde réel afin que 'homme puissagutier et I'analyser. Le but de cette phase
importante, dans I'étude des systemes, est norreeunt de comprendre le systeme et de
prévoir son comportement mais aussi de pouvoir sigircelui-ci (commande). Néanmoins
I'assimilation du STP étudié a un SDED ne simpldas pour autant la phase de modélisation
préliminaire a toute résolution de probleme. Erteffette modélisation peut étre abordée de
différentes facons. Par exemple, notre premieratibjest de minimiser les temps d’attente
des passagers en transit aux différentes statiensodrespondance sélectionnées, donc
d’harmoniser au mieux les horaires de passage ueglés différentes lignes assurant ces
correspondances. Ainsi un modeéle peut prendre t& gda représenter les passagers se
déplacant sur le réseau, ou bien uniquement legegculation, ou encore ces deux entités
simultanément. Chaque choix possible présentedegages et des inconvénients qu'’il n’est
pas évident d’évaluex priori. Nous verrons au chapitre 2 que nous avons claoisbisieme
option présentée ici.

Comme dans le cas des systemes de production osystésmes informatiques, la
modélisation des systémes de transport est aiesétape difficile. Cette difficulté est accrue
par la complexité du systéeme étudié due par exemjdediversité des parametres a prendre
en compte lors de la modélisation, aux conditioasables de la circulation et a I'aspect
aléatoire de la demande de transport. Plusieutserelzes ont été menées dans ce cadre
[Bar, 91], [Bus et al, 97], [Ols et al, 98], [Vri al, 98]. Elles utilisent différents outils et
méthodes de modélisation et d’analyse dont lalfiaket I'efficacité varient suivant la nature
de la problématique étudiée. Les modeles obtenysésentent sous une forme graphique
(modélisation par un outil graphique) et/ou anglye (modélisation par des équations
mathématiques). Parmi les outils utilisés poumutiét des systemes de transport public, nous
citons :

 lintelligence artificielle, en particulier la thée des systemes flous [Sou, 00] et

[Hay et al, 97] ;

» les systémes multi-agents [Boc et al, 01] et [Bf],;

* les réseaux de Petri, notamment les graphes d'gwamte temporisés, les RdP

hybrides et les RdP stochastiques [Ols et al,[F8] et al, 98] et [Wan et al, 99] ;

» l'algébre des dioides [Bar, 91], [Rob et al, 98]Sath, 96] ;
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* le processus de Markov [Wan et al, 91].
5.2 Modélisation des systemes de transport public

Dans ce qui suit nous rappelons brievement queltjaeaux qui ont été développés au
sujet de la modélisation et I'analyse des systahedsansport public.

Les travaux de recherche présentés dans [Sout (I9he et al, 97] ont pour objectif la
modélisation de la régulation du trafic d’'un résel®utransport urbain collectif en utilisant
guelques méthodes de l'intelligence artificiellédamoment la théorie des ensembles flous. Les
travaux présentés dans [Sou, 00] concernent la lisatién de I'information incertaine dans
un systeme de transport urbain, ainsi que I'élalmrad’'un modéle d’aide a la décision. Ce
modéle propose des stratégies de régulation sousefale classes de décisions aux
régulateurs qui restent les maitres de la situatigtude présentée dans [Hay et al, 97] traite
I'utilisation de la théorie des sous-ensemblesdlpour la régulation des lignes de métros
VAL a Lille et MAGGALY a Lyon.

Un autre outil de modeélisation et d’analyse utils®ur I'exploitation des systéemes de
transport public est les systémes Multi-agents ($MActude réalisée dans [Bdc et al, 01] a
porté sur la conception d'une planification desames d'un réseau de trains par les
techniques des SMA. Ces horaires concernent esbement :

» les dates de départ et d’arrivée des trains adérdiftes stations du réseau ;

» les dates de début et fin de chargement et déahargales passagers ;

» les temps d’accouplement ;

* les temps d’attente des passagers.

Les réseaux de Petri Hybride (RdPH) constituent alasse des réseaux de Petri dont
I'utilité réside essentiellement dans la modélmatil’évolution des systemes tres variés. lls
sont largement admis en modélisation et en évaluate performances. Plusieurs travaux de
recherche apportent une contribution a I'étude fyssemes de transport par les RdPH. Par
exemple, I'étude présentée dans [Feb et al, 98ua pbjectifs la modélisation et I'analyse
des performances d’'un systeme de transport pibsiayoir :

* modéliser d'une facon convenable toutes les vanatiapportées a I'écoulement

d’un trafic ;

e agir d'une facon ou d'une autre sur le systeme dénrécupérer des situations
dégradées et reconstruire le fonctionnement duesystnominal aussitdt que
possible.

La partie continue du modele RdPH représente letifrmement du systeme de
transport lorsque aucun changement de comportechertafic ne se produit. La partie
discréte sert a la modélisation et a la gestiontales les changements apportés au
comportement du trafic ou encore toutes les peatiohs qui peuvent se produire au cours du
temps.

Une autre classe des RdP utilisée pour I'étudesgstemes de transport public est celle
des réseaux de Petri stochastiques (RAPS). Cétestisouvent utilisé pour la modélisation,
I'évaluation de performances et la simulation de®blgmes lies a la sdreté de
fonctionnement. Quelques études ont porté sur ladétiwation et I'évaluation de
performances des systemes de transport par catigectie RdP. Nous citons par exemple les
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recherches effectuées par [Wan et al, 99] dontteebt de contrdler les feux de signalisation
de toutes les rues d’'un secteur de trafic donné.

Les graphes d’événements temporisés (GET) repefgerdgalement une classe
intéressante des réseaux de Petri pour la modélisde certains systémes de transport
public. L'utilisation de cet outil pour la modéligan et I'analyse de ces systemes remonte aux
années 60 et s’est maintenant généralidéas le contexte de I'utilisation de cet outil pdaur
modélisation de STP, des études ont été faites [d2les 98] et [Ols et al, 98]. Il s’agit de
I'étude et I'analyse d’'un réseau de transport femogposé de plusieurs lignes de trains
(réseau Hollandais). Afin d'étudier ce réseau aimpalune représentation d’état, il est
modélisé dans un premier temps par un graphe dwénts temporisés. Cette étape de
modélisation constitue un état intermédiaire avgeua entre le systeme physique et le
modéle mathématique. L'analyse du comportement ddete GET obtenu permet d'étudier
guelques propriétés structurelles du réseau tellesla commandabilité et I'observabilité,
comme cela a été fait pour les systemes de prasiuf@ipa, 98].

La derniére approche que nous évoquerons iciedlst de I'algebre (max, plus) dédiée
a la détermination et a I'analyse des propriétésattains systemes dont le comportement
peut étre représenté sous forme de modéles maikhé@emt{max, plus) linéaires.

L’étude réalisée par J.G. Barker dans [Bar, 9liarde la modélisation et de I'analyse
d’'un réseau de train liant trois villes. La ligmedle de chaque ville est liée au réseau global,
cette liaison permet aux passagers de changeaids.tt.’objectif de cette étude est d’évaluer
la propagation des retards des trains du réseaasiague :

 la planification des horaires des trains est péyiosl;

» toutes les correspondances doivent étre assueesrdins doivent s’attendre pour

effectuer les correspondances) ;

e un train ne peut pas quitter une station du réagaant la date prévue dans le tableau

de marche.

Dans la premiere phase de cette modélisation '&GHT est utilisé pour décrire le
comportement graphique du réseau étudié. Dans Uaiagiee phase de modélisation, le
comportement du modéle graphique est représentdide Ide I'algebre (max, plus), sous
forme d’'un modele mathématique (max, plus) linédies retards des trains aux différents
arréts du réseau sont évalués en analysant leiadtudu modele obtenu. Cette évaluation
est faite a I'aide d’un algorithme itératif dansstaucture algébrique (max, plus).

Toujours dans le cadre de I'étude du réseau desttallandais par Olsder, un modéle
mathématique (max, plus) linéaire est déduit aimpattt modele GET décrivant le
comportement graphique du réseau [Ols, 98]. L'a®ljes équations de ce modéle a permis
d’évaluer les dates de passage des trains aus du&eseau. L’analyse des résultats obtenus
a montré qu'’il n’est pas possible de concevoir medleure planification d’horaires du réseau
avec les mémes données initiales. Il a été monteél'gtude des propriétés spectrales de la
matrice caractéristique du modele (max, plus) pedianéliorer la planification du réseau en
incrémentant le nombre de trains sur la ligne ifiéet comme étant critique (ligne sur
laquelle il faut augmenter le nombre de trains passurer certaines correspondances, ou
stabiliser les perturbations survenues sur le tBsdans le but d’attribuer les trains aux
lignes du réseau d’'une facon optimale, une stratégfi proposée aux régulateurs du réseau. Il
s’agit de chercher, dans le réseau, la ligne de padite fréquence (ligne critique) et la ligne
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de plus grande fréquence. Alors au lieu d’ajouternouveau train (introduire un train
externe) a la ligne critique, on en retire un diigiae de plus grande fréquence et on I'ajoute a
la ligne critique. On répéete le méme processusujasce qu’on rééquilibre le réseau et ainsi
on optimise l'utilisation de trains sur le réseau.

Dans [Vri et al, 98], la modélisation d'un réseautdain par I'approche (max, plus) a
été proposée. Cette étude a un objectif double’agit dans un premier temps d’évaluer les
performances du réseau (temps d’attente des passagestations de correspondance, dates
de passage des trains aux stations du réseau jg$ tBattente des trains pour effectuer les
correspondances) ; et dans un deuxieme temps, dmirdéne fonction objectif
proportionnelle au retard des trains qui s’attengenr effectuer les échanges de passagers.
Une procédure de minimisation de cette fonctiorectifj est proposée. Dans cette procédure
la notion de poids sur les stations est introdafte de prendre en considération les stations
utilisées par des flots importants de passagers.

Le paragraphe suivant est consacré aux deux deroienalismes de modélisation que
nous venons d’évoquer et que nous allons utilisesaette thése. En effet, notre objectif est
d’adapter les outils réseaux de Petri et algebsedd®des, ainsi que les techniques associees
développées pour I'étude des systemes de produciiolm modélisation et I'étude des
systemes de transport public. Nous allons nousrseour cette adaptation, de I'analogie qui
existe entre ces deux types de systéemes. Il a @éérénque I'algebre (max, plus) est un outil
bien adapté a I'étude et a 'analyse des systeragwatiuction grace a la possibilité qu’elle
offre pour la description mathématique de telsésysss afin d’évaluer leurs performances, et
dans une certaine mesure, de les optimiser. Damgiee contexte et de la méme maniére,
nous essayons d’adapter cette approche mathématiqud’'étude analytigue des systémes
de transport en traduisant le comportement des le®dgaphiques qui les représentent en
modeéles d’équations (max, plus) linéaires. Nousgmtons donc tout d’abord ces deux outils
et en introduisons les principaux éléments.

6 Les réseaux de Petri et I'algébre des dioides

6.1 Introduction

L’étude d'un systeme (notamment I'évaluation de gedormances) peut se faire en
plusieurs phases qui se distinguent selon I'owihtbdélisation utilisé et la nature du modele
obtenu. D’une facon générale, deux phases d’évatude performances sont envisageables :
la premiéere s’applique dans le cas de la représemtdu systeme sous forme d’'un modéle
graphique. Elle permet d’'une part, d’étudier le portement structurel du systeme, et d’autre
part de dégager les propriétés qualitatives duesyst La deuxieme phase se consacre a
I’évaluation analytique qui se fait a partir desdales mathématiques retenus. Cette méthode
permet d'effectuer une analyse algébrique et uni@ateon des modeles. Notons que
'analyse et I'évaluation de performances d'un &y correspondent a l'analyse et
I’évaluation des caractéristiques suivantes :

» les composants du systeme : infrastructure, erdgdsansport, acteurs, etc. ;

» le contexte d’exploitation de ces composants : ledgun, maintenance, sdreté du

fonctionnement, etc. ;

» I'économie du systeme : colt d'une tache, etc.
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6.2 Réseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) permettent de constaé®e modeles graphiques de
systemes logiques. lls constituent un outil riclme termes de propriétés et de résultats
analytiques [Pro et al, 95] et [Ren et al, 92]. Raport a d’autres modeles, leur principal
avantage est de proposer une modélisation graphsimele, et qui permet de plus,
I'utilisation d’'une algébre mathématique (algebnéaire usuelle ou algébre des dioides) pour
I'analyse du systeme étudié. On constate alordsgfdrment un outil puissant qui permet
d'utiliser des techniques algébriques qui dépengent du modéle sous-jacent avec des
considérations plus structurelles pour établiratest résultats.

Les réseaux de Petri constituent un formalisme ladapté a la modélisation de
systemes discrets qui permet d'inclure de facomrelé leurs modes de fonctionnement.
Plusieurs classes de réseaux de Petri ont étgéaslipour la description du comportement des
systémes de transport. Nous rappelons ici la gegori de ce formalisme graphique et ses
guelques définitions ainsi que son principe de tionoaement. Pour plus de détails a propos
de cet outil voir [Ren et al, 92], [Gauj, 94] et¢ret al, 95].

Définition 1.1 Un réseau de Petri est un graphe biparti fait dex tgpes de sommets :
places (représentées par des cerclesjransitions (représentées par des barres).
orientés relient certaines places a certaines iti@ms, ou certaines transitions a certaines
places (voir figure 1.3). A chaque arc on assoa@aids (entier positif). On associe 1 par
défaut aux arcs sur lesquels il ne figure aucudgpddans un RdP, le nombre de places (resp.
de transitions) est fini, et non nul. Chaque plaoeyt contenir un ou plusieujstons
(représentés par des points) qui modélisent lardimee du systéme.

L

Figure 1.3: Exemple de réseau de Petri.

D’une facon plus formelle, un RdP est un 5-upleP(®,T, A, W, Mo) ou :
P ={P1, P,, ..., R} est un ensemble fini, non vide de places ;
T={T1, Ty, ..., T} €st un ensemble fini, non vide de transitions ;
AO(PxT)0O (T xP) est 'ensemble fini des arcs ;

W:A - {1, 2,..} est la fonction poids associée aux arcs ;

Mo:P - {0, 1, 2,...} est le marquage initial (nombre totk jetons qui se trouvent
initialement dans les places du RdP).

Définition 1.2 Un graphe d’événements (GE) est une classe dep&dRaquelle :
(i) chaque place a exactement une transition ddergt une transition de sortie ;
(ii) tous les arcs orientés place-transition ongigon-place sont pondérés a 1.
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Dans le cas ou on associe aux places (resp. aosittoas du modeéle) des entiers,
appelés par la suitemporisationsle graphe d’événements sera appelé graphe d’éndris
P-temporisés (resp. T-temporisés). Dans notre gnmlés allons nous intéresser a la classe
graphe d’événements P-temporisés que nous appelansimplement graphes d’événements
temporisés (GET).

Dans la suite, nous considérons les notations st&Esa

‘T : I'ensemble des places amont de la transitionurencore I'ensemble des places P telles
que (P,TJA;

T  : I'ensemble des places aval de la transitionuTemcore I'ensemble des places P telles que
(T.POA;

P : I'ensemble des transitions d’entrée de la pRiceu encore I'ensemble des transitions T
telles que (T,PH A ;

P : I'ensemble des transitions de sortie de la pRceu encore I'ensemble des transitions T

telles que (P, T A.

Définition 1.3 Une transition T dans un RdP est dite franchissab quelque soit

PO'T, M(P)= W(P,T), c-a-d, si toute place d’entrée P de T comnti;mn nombre de jetons au
moins égal au poids associé a larc quirelieRPaT

Dans un GE, pour qu’une transition soit franchigsabsuffit que toutes ses places
d’entrée contiennent au moins chacune un jeton.

La représentation graphique d’'un systeme apportaspect visuel qui peut faciliter la
compréhension du systeme et de son fonctionnerh&mtalyse de certaines propriétés des
outils de modélisation notamment les réseaux de, Patticipe a I'évaluation graphique du
systeme modélisé. Parmi ces propriétés, ily a :

» Les propriétés structurelles qui dépendent uniqueme la structure du modele, et non
des intervenants dans la gestion de cette struddares le cas des réseaux de Petri, nous
citons parmi ces propriétés :

* lavivacité ;
* le blocage ;
* la bornitude.

> Les propriétés comportementales qui dépendenfaislale la structure du réseau et de
ses états dont :
* la commandabilité ;
* ['observabilité ;
» [l'atteignabilité ;
* laréversibilité.

6.3 Algebre des dioides

Plusieurs systemes complexes, dont les systemdsadgport public, peuvent étre
définis comme des systémes dont la dynamique etisbxement gouvernée par un modele
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d’équations mathématiques dans une structure adgebrL’'évaluation de performances de
ces systemes se fait a partir des solutions du leo@e&rtaines caractéristiques du modeéle
mathématique peuvent influencer (simplifier ou ctgquer) son analyse, et par suite
I'évaluation analytique du systéme en questionmiP@es caractéristiques nous citons : la
non-stationnarité, la non-linéarité, la non-péraitéi, etc. Donc pour faciliter I'analyse et
I'étude d’'un modéle complexe (non-linéaire par egks)) on essaye souvent de simplifier ses
équations en les approximant par d'autres équatmn®n les exprimant a l'aide d’une
structure algébrique adéquate. Parmi les struchlggbriques qui répondent a ces exigences,
nous citons l'algebre des dioides. Son efficacitgide essentiellement dans la simplicité
d’étude et d’analyse qu’elle offre lors de la margpion d’un modéle.

Avoir un modéle théorique linéaire dans une stmgctlgébrique non usuelle (algebre
des dioides par exemple) contre un modéle nonrfwné linéaire dans I'algebre usuelle est
certainement un atout, encore faut-il que celaceapagne d’'une puissance de modélisation
raisonnable. Les modeles (max, plus) ou (min, plugaires réalisent ce compromis pour
certains systemes complexes. Il a été justificuaiplrs reprises que la théorie des dioides est
une théorie riche en propriétés pour I'étude etdlgse des SDED ainsi que I'évaluation de
leurs performances. Notre but ici est d'utilisette¢héorie ainsi que ses techniques de calcul
et d’analyse pour représenter et étudier le cormpwnht d’'un systeme de transport public par
une représentation d’état dans I'algébre des dsoide

Comme nous l'avons deéja exposé, nous allons notéesser a la planification
d’horaires des réseaux de transport public, domxc“dates” de passage des véhicules aux
différents arréts d’'un réseau. Nous allons doncisahalans la structure algébrique, sur
laguelle nous allons travaliller, les représentatidiétat de type (max, plus) linéaires ou les
eéguations manipulent les dates d’occurrence deseéwvents (départ ou arrivée d’un bus a une
station). Dans le cas contraire, si nous nousdsgions au comptage des événements (par
exemple : nombre de passage d’un veéhicule a ut),ancdis manipulerions les modeles (min,
plus). La recherche des solutions de ces modélésntea déterminer, & un instant donné,
combien de fois un événement est exécuté. Dansucesudt, nous allons nous servir
uniquement des équations (max, plus) linéaires Baligebre des dioides.

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons un d&hseta définitions et de résultats
relatifs & la théorie des dioides. Nous décrivoasrdprésentation d’état des modeéles
graphiques sous forme d’équations (max, plus) ireéadans un dioide. Pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur aux références suivaifiBze et al, 92], [Gaub, 99] et [Sch, 96].

6.3.1 Dioides : définitions et exemples

Définition 1.4. On appelle un dioide un ensemble D muni de deisxitdernes, une
premiere loi notée additivementI” et une deuxiéme notée multiplicativementl”, telles
que, pour touta, betcdansDon a:

» laloi 0 est associative : (@ b)d c=al (b0 c);

* laloi 0 est commutative : @ b=b0 a;

» laloi 0 etidempotente :@ a=a;

» Jaloi 0 admet un élément neutre not&’‘et appelézéro: alle=cda=a;

» laloi O est associative : (@ b) 0 c=all (b0 c);

» Jaloi 0 admet un élément neutre noté “e” et appdkntité: alle=ella=a;



CHAPITRE 1 : Etude des Systémes de Transport 28

» laloi O est distributive par rapport ala lgi : ald (b0 ¢) = (al b) O (ald c), idem
pour la multiplication a droite ;

= |'élément “g” est absorbant pour la multiplicatioe {1 a=all e =¢;

= pour tout élément & D, et nOJ N nous avons :d=al al ... 0 a, (n fois).

Si aucun risque d’ambiguité n’existe pas, le signdtiplicatif [0 sera parfois omis
comme dans l'algébre classique, et nous écrivor{swah.b) au lieu de @ b. De méme, nous
pouvons écrire"aau lieu de &".

Nous citons, par la suite, quelques exemples ddeha

* L'ensembleR O {-»} muni de deux opérations “max” (notée) et I'addition
usuelle “+” (notéell) est un dioide commutatif. Les éléments neutre fesulois]
et ] sont respectivemento-=cet 0 =e (10 € = 1, 200 e = 2). Ce dioide notRmyax
est appelé traditionnellement “algebre (max, plus)

e L'ensembleR O {+}, muni de “min” (notée ') et de I'addition usuelle est un
dioide isomorphe au dioid®&ax (10’ 2 =1, e[’ +o0 = €). |l est notdRy,, et appelé
“algébre (min, plus)”, 'élément ¢ est noté T (Top).

« L’ensemble des parties ®' (y comprisd etR" lui méme) muni de 'union{ = O)
et de la somme vectoriellél (= +) a une structure de dioide. Cette somme distielé
par : A + B =0ypa{X + B} ou x + B est le translaté de B par le veot.

» Un dioide matriciel (B, O, ) est 'ensemble des matrices carrées de dimemsion
a coefficients dans le dioidealaireD. La somme et le produit de deux matrices ou
d’'une matrice avec un scalaire sont définies par :
pour A, BO D™ et pour d&1D :

(A O B)j = Aj O By;
(A.B)j = kﬁ_lAik-Bkj;
a.(Ay) = (a.Ay).

Les éléments neutres pour les deux [Giset 0 dans un dioide matriciel ™' sont
respectivement : la matrice nulle composée exchmsent dee et notée auss, et la matrice
identité notée E et composée de e sur la diagotadepartout ailleurs. D’'une facon générale,
la somme et le produit des matrices (non forceroamées) dans un dioide matriciel sont bien
définis a condition qu’ils soient compatibles, asa:

O A0 anm’ B[O anm; (A O] B)ij = Aij O] Bij ;
m
ODADD™, BOD™; (AB) = [ Ai.By.
Il est évident que cette structure obéit bien axinraes des dioides. En revanche, on

observe que le dioide matriciel associé a un dietddaire commutatif n’est pas en général
commutatif.

6.3.2 Structure ordonnée dans un dioide

La nature de la loi additivel permet de définir une relation d’ordre naturel lam
dioide ; nous la définissons ci-dessous.
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Définition 1.5 Dans un dioide (D1, [0), une relation d’ordre naturel notée’™ est
définiepar: &b = al b=h.

Pour le dioiddRmax cette relation correspond a la relation d’ordnagdl’algébre usuelle
(1<2 - 10 2 =2). Dans le dioidBn,, I'ordre “<” défini par: 2<1 < 102=1estle
dual de I'ordre naturel défini dafs,ax

A partir de la compatibilité de cette relation avacstructure des dioides et avec les
deux lois etd nous pouvons déduire la proposition suivante :

Proposition 1.1 Soit un dioide commutatif (00}, 0). La relation d’ordre< vérifie les
implications suivantes :
Oa, bOD, a<b=0cOD,alc<sbOc;

a<b=0cOD,a.csb.c.

Comme dans l'algebre usuelle, plusieurs notiong si@finies dans la théorie des
dioides. Nous pouvons parler, par exemple, d'ufiddicomplet, d’'une borne inférieure et
d’'une borne supérieure d’'un dioide, des treillpleations, etc.

Définition 1.6 Un dioide (D,, O) est ditcompletsi toute somme infinie d’éléments
de D est définie, et si la lal est distributive (a gauche et a droite) par rappda loi[] et
cette distributivité s’étend aux sommes infiniesesta-dire pour tout &l D et pour tout
S D, nous avons :

® )gsx 0D;

(i) (ESX).a = ES (x.a) et a.(gsx) = Es(a.x).

En rajoutant I'élémente aux ensembl&max Zmax Nmax On obtient des dioides complets.

Définition 1.7
» Pour toute paire d’éléments a et b dans un diddJé&l( 0), il est possible de définir
la borne inférieure, notée, par: a® b= O X ;

{x/x<ax<t
e Tout dioide complet (D], ) admet une borne supérieure, noté T, qui correspon

la somme de tous les éléments de D, T]=.
xOD

6.3.3 Théorie de la résiduation dans les dioides

La théorie de la résiduation est utilisée d’und paur manipuler les applications, dites
résiduables, définies sur des dioides completd,aettre part pour caractériser les solutions,
ou les solutions extrémes (la plus grande et la pktite solution) des équations de types
a.x< b ou x.a< b. Plus de détails sur cette théorie et ses eswdinsi que les démonstrations
des propositions et des théoremes présentés dgraagraphe sont donnés dans [Bac et al,
92].

Définition 1.8 (Applications résiduabl@sSoient deux dioides complets (b1, 00) et
(D2, O, O). Une application croissante D; —» D, est dite résiduable si 'inéquatidfx) < b
admet une plus grande solution dangbur tout élément b dans.D
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Proposition 1.2 Une application croissanfe D; — D, est résiduable si, et seulement si,
pour tout sous ensemble S dedh a :

fF(Ox)=0f(); (1.1)
xas xas
f(e) =¢. (1.2)
Théoreme 1.1 Soit f: D; - D, une application croissante. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
0] f est résiduable ;
(i) il existe une applicatiog : D, — Dj, croissante telle que :
ng < |dD2 ; (13)
gof= Idp;. (1.4)

Exemple 1.1 L’'applicationf: D; — D, définie parf(x) = a.x est une application résiduable.
Considérons I'inéquatiof(x) < b, si 'élément a est inversible (c.-a-d. il egist® 0 D; tel
que a 4P = & a = e), alors la plus grande solution (en x) déedeéquation est de la
forme :

a™@p=a\b. (1.5)

Le signe “\" apparait dans cette expression cgpoad a la soustraction a gauche dans les
dioides. Le signe de la soustraction & droite @shd par “/” eta /b = a'f’¥.

Extension aux dioides matriciels

Comme dans le cas précédent ou nous avons trasaillées dioides scalaires, il est
possible d’appliquer toutes les techniques et tesigésultats de la théorie de la résiduation
dans le cas des dioides matriciels. Nous considé&lonc dans cette extension, des dioides
matriciels complets.

Théoréme 1.2 Soit D™ un dioide matriciel complet, soitaLune application définie
par Ly : D™ - D™ (X = A.X), et une matrice B] D™ La plus grande solution de
A.X < B est la matrice To(B) O D™", définie par Ca(B) = A\B. Les coefficients de cette
matrice sont donnés par I'expression :

(A\B)ij = k@lAki\Bkj (1.6)

Remarque : La plus grande solution d’'une inéquation de typ¥ AB ou A0 D™, X et B
sont deux vecteurs (B D™ et X1 D™, est le vecteur A\BI D™ dont les coefficients
sont :

(A\B); = El Awi\Bi (1.7)
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6.3.4 Résolution d’équations dans les dioides

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a lautiésolde certains systemes
d’équations (ou d’'inéquations) linéaires dans Bdligg des dioides. Parmi ces systemes on
trouve :

» les équations implicites de type : & =c.xO d; (1.8)
» les inéquations de type : dXb< c.x d. (2.9)

La résolution de ces équations (ou inéquations) @iee faite dans le cas scalaire, ou a,
b, c et d sont des scalaires dans un dioide congtldans le cas matriciel, ou a et ¢ sont des
matrices nxn a coefficients dans un dioide complet,d sont des n-vecteurs.

Dans le cas de la résolution d’'un systeme linéaagiciel (1.8) de type x = AKX B, il
s’avere nécessaire de calculeglasi-inversale la matrice A. C’est une matrice connue dans
I'algébre des dioides sous le norétdile de Kleerieet notée A.

Définitions 1.9 Dans un dioide complet D, I'application étoile kleene définie sur D,
et notée K est donnée par :

K:D D
X X =[x
k=0

La dérivée de I'étoile de Kleene est une applicationnée par :

P:D-D

X X" =[] x
o1

Les applications K et P sont croissantes et séeslpar la relation suivante™ x e x".
Dans la proposition suivante nous donnons quelglaions vérifiées par les applications K
et P.

Proposition 1.3 Soit D un dioide complet. Pour tout a et b danadis avons :

a<a; (1.10)

(@) =a; (1.11)

@)y =4a; (1.12)

(@l b) =(b.a)b ; (1.13)
Si en plus D est commutatif :

(ad by =a.b. (1.14)
Théoréeme 1.3 Soient a et b deux éléments dans un dioide corbpléa plus petite

solution de I'équation implicite x = alX b est donnée sous la forme suivante :

Théoréme 1.4 Soit D un dioide complet, et soient a et b ddéménts dans D. La plus
grande solution de I'équation a.x = b existe, etlesanée par :
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x = b.ak.

D’'une fagcon générale, pour une équation linéairaféhe a.xO b = c.xO d, la
résolution dépend de la relation existant entreetedficients a, b, ¢ et d. Nous donnons a ce
propos le théoreme suivant.

Théoréme 1.5 Soit D =Rpax La solution de I'équation linéaire et affine (JL.&st
obtenue comme suit :
* si (c<a et b<d) ou (a<c et d<b), alors la solutest unique et donnée par:
x=(bOd)/(all c);
* si(az c), (b# d) et le premier point n'est pas vérifiée, alats8] n'admet pas de
solution dans D ;
* si(a=c) et (bt d), la solution existe et non unique. Toutes Estons vérifient :
x=(bOd)/a;
* si(a#c) et (b =d), la solution est non unique et tedes solutions sont données
par :x< b/(all ¢) ;
* si(a=c)et(b=d), alors quelque soiihD, x est une solution.

Remarque : Une inéquation de type X A.x [0 b, ou les vecteurs x et b, la matrice A sont
définis sur des dioides complets, admet la quaatité comme plus petite solution.

6.3.5 Graphe associé a une matrice

Dans certains cas ou la manipulation des matrieggedt difficile ou impossible, on se
base sur la théorie des graphes pour I'interpostagt la manipulation de ces matrices. Dans
ce paragraphe nous donnons quelques rappels qu Beront utiles a propos des
interprétations des systéemes étudiés en termesagpdes des matrices qui les représentent
[Bac et al, 92] et [Coh et al, 85].

Définition 1.10. On appelle graphe associé a une matrice A (nxegedficients dans
Rmax le graphe G(A) formé d’'un ensemble S = {1, 2,.}.da sommets (ou nceuds) et des
arcs (i, )0 . On associe a chaque arc du grapheijle poids @ (coefficient non nul de la
matrice A). Si a=¢, alors il n’existe aucun arc liant les deux nodugty. On appelle G(A) le
graphe de précédence de la matrice

Exemple 1.2 Nous donnons dans cet exemple une matrice A aiceefs dandRy.x et son
graphe de précédence (figure 1.4).

3
5
€
€

o oo N O

R W m o™

m m om m
w
®

Figure 1.4 :Une matrice et son graphe de précédence.

Dans le cas ou le coefficienf ast non nul (g# €), on dit que i communique avec j, et
on associe a l'arc i le poids @ Et dans le cas contraire, oy &€, on dit que i ne
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communique pas avec j. Soit un ensemiileS, on définit 'ensemblE(l) des successeurs de
| de la fagon suivante :

ri)={ OStelquedidl, i j

On note . | s'il existe dans le graphe un chemin allant d& j. On définit alors
'ensemble :

F)={ 0S telquediOl, i@ j}
Définition 1. 11 On définit une relation d’équivalen€esur 'ensemble S par :
idj-imd jetjod i

Les classes d'équivalence pour la relation seront appeléeslassesou composantes
fortement connexedu graphe.

Sionnote C = (¢ ..., G) 'ensemble des classes dans un graphe assoni matrice,
la relation M. induit une relation d’ordre entre les différentéssses C

Ci<C - G m GC.

A partir de cette équivalence il est clair que $emble des classes supérieures a la classe C
est donné par :

"(CJ) = {C;i O C tel que Qo Ci.

Une classe Cest dite finale si elle est maximale pour I'ordfg.  (C. est supérieure a
toutes les autres classes).

Exemple 1.3 Les classes de la matrice A donnée dans I'exempledht G, C; et G, avec
C, ={1, 2}, C, = {3} et C;3 = {4}. Dans la figure 1.5 on représente les trolasses qui
composent le graphe de précédence de la matrice A.

Ci |

Figure 1.5 :Les classes du graphe associé a la matrice A.

On remarque a partir de ce graphe que la classstGa classe finale (Cy) = {C1, C,, C3},
et les relations entre les autres composantes aphgrG(A) en utilisant I'opératelir sont
données parli’ (Cy) = {C,, C3} et ' (Cs) = {C3}.
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6.3.6 Propriétés spectrales des matrices dans les dioides

Dans ce paragraphe nous rappelons quelques réscttaternant la théorie spectrale
dans les dioides [Gon et al, 77]. Nous donnonseéuaht quelques conditions sur I'existence
et I'unicité des éléments propres d’une matrice.

La recherche des éléments propres d’'une matricéec@nxn) A revient a la recherche
d’'un couple K, v), ou v est un n-vecteur non nulXeet un scalaire, qui vérifie le systeme
suivant :

AOv=A0Ov. (1.15)

Définition 1.12. Une matrice carrée (nxn) a coefficients dans uniddioest dite
irréductible si son graphe de précédence G(A) est fortememteo@n

On constate a partir de cette définition que leplyeade précédence d’'une matrice
irréductible ne contient qu’une unique classe Gréament dit : G(A) = C).

Théoréme 1.6 Une matrice irréductible B(Rma)™"

notéep(A), et donnée par :

admet une unique valeur propre,

1
o(A) = [ (tr A% D (1.16)
k=1

En relation avec son graphe G(A), l'unique valewoppe d’'une matrice A peut
s’exprimer, en fonction des poids et des longudasscircuits qui constituent G(A), par :

1
p(A) = O (w(c) D', (1.17)

ou w(c) représente le poids d'un circuit du gra@{@) de longueul(c). p(A) s’interprete
donc comme le poids moyen maximum des circuitsrdptge G(A). Pour la matrice donnée
dans I'exemple 1.2, nous avop@) = 3.

Proposition 1.4 Si A est une matrice irréductible, alors il exigtevecteur propre de A
dont toutes les composantes sont non nulles (diftés de).

6.3.7 Extension au cas des matrices non irréductibles

Dans le cas ou une matrice est réductible, il essiple de chercher les éléments
propres, mais cette fois-ci I'unicité de la valpuopre n’est pas garantie. Nous rappelons que
toute matrice non irréductible B peut s’écrire slauorme suivante :

B = P'AP, ou P est une matrice de permutation et A estroatrice bloc triangulaire, les
blocs étant associés aux classes de A. Chaque ddota matrice A est une matrice
irréductible, donc on peut appliquer le théorénte(tas irréductible) a chaque bloc de A. Par
conséquent, les valeurs propres de B seront forecties valeurs propres des matrices blocs
de A.

Soit une matrice non irréductible B, et soit P umatrice de permutation telle que :
B = P'AP. La matrice A peut s'écrire alors sous la forme
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M C
A—L N} (1.18)

ou M et N sont des blocs irréductibles.

Le graphe G(A) associé a la matrice A est donnélgpdigure 1.6. Les blocs M, N et C
présentés dans ce graphe représentent les comgodartement connexes du graphe de
précédence G(A).

C
MCdT TooN
Figure 1.6 :Le graphe associé a la matrice A.

Théoréme 1.7 La matrice (1.18) admet deux valeurs propres dissp(M) et p(N)
si, et seulement (M) < p(N). Sinon, elle admet I'unique valeur projm@M).

Nous constatons, d’aprés ce théoreme, que la valeumaxp(M), p(N)) est toujours
une valeur propre, méme si la matrice étudiée@siméductible.

Exemple 1.4 Dans I'exemple suivant nous reprenons la matrlcgé8) et sa transposée, ou
les blocs M, N et C sont des scalaires. Nous ass®@ chacune des deux matrices (A et sa
transposée A son graphe de précédence, et nous déduisonppéiguant le théoréme 1.7,
les valeurs propres des deux matrices ainsi queeldsurs propres associes.

Soit A = [2 =

1 .
4}, son graphe est donné par :
€

__________________

C, est la composante aval @) < p(C,). Alors I'ensemble des valeurs propres de A, noté
Sp{A}, est donné par: Sp(A) = {2,4}. Les vecteymopres associés @C,) et p(C,) sont
respectivement : ¥= [e,g] et V, = [-3, €] ;

. T _ 2 ¢ ~ . i
SoitA' = L 4} , son graphe est donnée par : CO

Pour cette matrice la composante aval esto€l'inégalité p(C,) < p(Cy) n'est pas vérifiée.
Alors d'aprés le théoréme 1.7, la matricé Ae posséde qu'une seule valeur propre,
Sp(A) = {p(Cy) = 4}. Le vecteur propre associé ests;: Vg, €].

7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les systantesndport public comme une sous-
classe des systemes dynamiques a événements slidcédtide de ce type de systéemes
représente la base des travaux que nous allonsogpee dans les chapitres suivants. Nous
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avons brievement annoncé la problématique. Quelméreralités sur les systémes de
transport public ont été données dans la troisiparée. Nous avons plus particulierement
décrit leur systéme physique et leur systéme digoge®our le systeme physique, nous avons
décrit les composants d’un réseau de transporigoutbur le systéme de gestion nous avons
mis I'accent sur les deux phases principales quolaposent, planification et exploitation, en
définissant ses principaux objectifs et en déctivamevement quelques outils employés.
Dans la quatrieme partie, nous avons identifié ameogie entre les systémes de production
et les systemes de transport public en précisappdirtenance de ces derniers a I'ensemble
des systemes dynamiques a événements discrets. &etiogie nous a incité a utiliser les
outils et techniques de modélisation déja emplpgas I'étude et I'analyse des systemes de
production. Dans la cinquieme partie, nous avorié brievement quelques recherches
relatives a la modélisation et a I'étude des syst&de transport public. La sixieme partie a
été consacrée aux deux formalismes de modélisgtiennous allons utiliser dans la suite :
réseaux de Petri et algébre des dioides. Nous amtnoesluit chacun de ces deux outils en
rappelant les différentes définitions et caractigies qui seront utiles pour notre travail.

Par rapport au processus de gestion décrit damhagtre, nous situons nos travaux
essentiellement au niveau de la phase de plamificad’'un réseau de bus. Nous nous
intéressons plus particulierement a la conceptimneva 'amélioration des horaires clients
issus du tableau de marche. Parmi les objecti€s,citous considérons prioritairement celui
lié a la correspondance. Nos travaux ne concerpast I'affectation des ressources de
transport (bus et conducteurs) et ne tiennent pagpte de notions afférentes telles que la
capacité des veéhicules. Par contre, une partieotte gtude integre comme second critére le
nombre d’entités de transport d’'un réseau, en ajowin véhicule en cas de besoin ou en le
retirant dans le cas contraire. De méme la modi@inades temps alloués peut étre considérée
dans le cas ou le réseau contient des voies réseaux vehicules. Cette modification permet
d’accélérer ou de ralentir les véhicules tout espeetant les intervalles de variation des
vitesses.

Dans le chapitre suivant nous allons dans un preteps nous intéresser a la
modélisation des réseaux de bus par des modéléematiques obtenus a partir des modeéles
réseaux de Petri. Au cours de cette modélisatians rallons tout d’abord prendre en
considération le phénomeéene de synchronisation dg® de transport. En d’autres termes,
nous considérons le cas ou les attentes des but iBposées aux stations de
correspondances, afin de permettre un échangessagexs. Dans un deuxieme temps, nous
étudions ces réseaux sans que les bus s’attendenareéts de correspondance. L’étude
analytique de ces systemes, que ce soit avec ausyachronisation, nécessite un support
mathématique adéquat permettant de décrire et Id&vdes performances de ce type de
SDED qui mettent en jeu les phénoménes de syndatiom et de concurrence. Nous allons
étudier deux types de modéles mathématiques : dedéles (max, plus) linéaires
stationnaires déduits a partir des modeles gragdegnements temporisés ; et des modeles
(max, plus) linéaires non-stationnaires obtenusutdisant une classe de réseaux de Petri
dédiée a la modélisation des SDED en absence depigde de synchronisation.



Chapitre 2

Modélisation d’'un systeme de transport public par és
réseaux de Petri et I'algebre (max, plus)

1 Introduction

Dans les différentes phases correspondant a lagesun réseau de transport public,
nous situons nos travaux au stade de la planiicatavec pour objectif I'élaboration du
tableau de marche pour un nouveau systéme (parpéxdons de la création d’'une nouvelle
ligne), ou bien I'évaluation des performances @sret faiblesses) d’'un systeme existant,
suivie de propositions d’amélioration du fonctiomant de celui-ci. Cette évaluation ou cette
amélioration est ciblée a certains points d’échashgeéseau. Le principal critére considéré
est ici la minimisation des temps de correspondapaoar atteindre cet objectif, modélisation,
analyse et commande sont les trois phases cléssdravaux. Ce chapitre est consacré plus
particulierement aux phases de modélisation etatyge pour lesquelles nous utilisons
essentiellement deux outils : les réseaux de Pefalgebre (max, plus).

Nous avons choisi pour cadre de nos travaux I'étldle réseau de bus. La structure du
réseau considéré présente des spécificités quedétaiions tout d’abord avant d’axer notre
étude sur les deux cas de fonctionnement possd#ese réseau au niveau des arréts de
correspondance ou des échanges de passagerssmayitdles de se produire : le premier cas
est celui ou les bus concernés par ce type d’éehdog/ent « s’attendre » au(x) point(s)
considéré(s). Cependant ce cas de figure arrivezaasement sur des réseaux de bus, compte
tenu de la fréquence relativement importante desgmges de véhicules. Cette situation est
observée plus souvent pour les réseaux de chemifiardeu les passages de train sont plus
espacés dans le temps. Nous montrons dans ce rehagiment modéliser cette
problématique, qui a par ailleurs déja été étugiéeun graphe d’événements temporisé et un
systeme d’équations stationnaires dans l'algebeex(mplus), et ce a condition que certaines
hypothéeses soient vérifiées. Le deuxieme cas ddifomement étudié reléve de ce que nous
appellerons la non-synchronisation des bus (les rmiss’attendent pas aux stations de
correspondance). La contrainte d’attente précédante que certaines hypothéses sont alors
relaxées, ce qui nous conduit a un modele graphigues lequel des conflits structurels
apparaissent et a une représentation d’état dalgelire (max, plus) non-stationnaire.

2 Description du systeme de transport public étudié

Nous considérons un STP composé de n lignes de(awes n> 2) (figure 2.1).
Chacune est desservie par un nombre fixé de bugglisent un circuit et passent au méme
endroit avec une fréquence donnée (fonction du $esheparcours du circuit et de la demande
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de transport). Dans ce chapitre, nous nous limitmnsas ou chaque ligne (d<i<n) est
desservie par un unique bus ddii se trouve initialement a sa station de dégzettaines
lignes sont connectées entre elles par des aretsodespondance qui permettent aux
passagers de changer de ligne selon leurs destinalie réseau considéré est composé de
n-1 arréts de correspondance. Chaque lign€4i<n-1) est représentée par sa station de
départ Sd deux stations de correspondance (notées resp;, 8t S¢i.1, communes resp.
avec les lignesily et Li+1), et une station d’arrivée notée,.Sa ligne Ly (resp. Ly) a une seule
station de correspondance commune avec la ligrfeekp. avec k1). Pour ce réseau, nous ne
considérons que les arréts que nous venons dearddés autres arréts simples ne sont pas
explicités ici (ils sont agrégés dans les déplacesndes bus entre les arréts définis). La
course d’'un bus Bs’effectue dans le sens suivant ; SdSG;; - SGi+1 - Sa - Sd. Le
temps de déplacement des bus entre chaque coapiétd’successifs du réseau est connu. |l
integre les temps de montée et descente de passhkgerles bus. Dans ce chapitre nous nous
intéressons au fonctionnement périodique des bugghau : chaque bus Basse a un arrét
toutes les\; unités du temps\; est appelée période de la ligne C'est le temps nécessaire a
Bi pour effectuer une course. Enfin le réseau étagiénuni d’'une planification d’horaires
initiale : la premiére date de départ (depuig 8d chaque bus;Bwu cours d’'une journée est
connue.

L, Sau

S(l.z L|+2

L] .
* .

L2

Sd Sa

A== A
Pl

L; GIMM\H» !__‘:::: \L/:
/ \_\.'.'.’.'.'.'.’._>

Figure 2.2: La structure physique de deux ligne®t.L.; et de la station $¢;.

Sa

Lot L] I»|Ino
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Dans cette étude, nous nous intéressons a la yekEmcorrespondances des passagers
effectuant un aller simple sur le réseau au coursedpériode donnée (exemple : un jour de la
semaine) en empruntant un bus a un arrét d’'une ligifl<i<n-1) pour se rendre a un arrét
destination d’'une autre ligng (I<i<j<n). L’étude des trajets de retour s’effectue deméme
facon. Dans ce chapitre, nous évaluons les temgaidedte des passagers aux différentes
stations de correspondance;Sql<i<n-1), dans les deux cas possibles de fonctionnedwent
réseau . synchronisé et non-synchronisé. La fi@qu2eprésente la structure physique d’'une
portion du réseau plus particulierement étudiée petivant étre considérée comme
« générique » du réseau global. Elle est compos@eudx lignes lLet L. (partie grisée de la
figure 2.1), et fait notamment apparaitre leuristatie correspondance commune.3cles
voyageurs peuvent ainsi emprunter un bus a leostade départ Sdresp. Sd;) soit pour se
rendre a la station d’arrivée {Jaesp. Sa;) en se déplacant sur une seule ligne, soit pour se
rendre a la station Sa (resp. S en utilisant les deux lignes et en changeant e adla
station de correspondance ;Sc

3 Etude du systéme dans le cas de synchronisation dess
3.1 Modélisation par un graphe d’événements temporisés

3.1.1 Premier modele réseau de Petri

Nous utilisons le formalisme RdP pour modéliserdseau de bus de la figure 2.1.
Comme nous l'avons évoqué en introduction de ceitiea I'attente des bus aux arréts de
correspondance est un phénoméne peu courant, gdrapdiautres systémes de transport
public. Toutefois, la synchronisation des bus pealgré tout étre imposée par les exploitants
en certains points d'échange jugés critiques, @ggsapériodes particulieres (heures de pointe
par exemple). Nous considérons donc ici un foncgoment synchronisé du réseau : les bus
de chaque couple de lignes s’attendent a leur @éerébrrespondance commun pour permettre
aux passagers de changer de ligne. Aprés I'échdageassagers, chaque bus poursuit son
trajet vers d’autres arréts. Nous définissons dém€léments suivants du modéle RdP :

* les transitions sont assimilées aux arréts dwatese

» les places et les arcs associés représentent :

- soit 'autorisation de début d’'une course pouibus ;

- soit le trajet d’un bus entre deux arréts nongalbbirement successifs du réseau ;

- soit l'attente de passagers a une station deeggondance. Pour distinguer ces
places des autres places du modéle, nous les eefwés, ainsi que les arcs
associés, par des traits épais ;

 les jetons représentent de la méme facgon :

- soit un ordre de commencement d’'une course poususndepuis son arrét de
départ ;

- soit un bus en circulation sur une ligne, dansae au le jeton se trouve dans une
place qui modélise le déplacement d’'un bus ;

- soit un lot de passagers en attente dans le chsjeton se trouve dans une place
associée a l'attente de passagers ;

* les temporisations associées aux places du madg@iesentent les temps de

déplacement des bus entre les arréts du réseaueimgmrisations associées aux
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places qui représentent 'attente de passagersnadiess : en effet, d’'une part les
temps de montée et de descente de passagers slaghi®iles sont contenus dans le
temps de déplacement des bus; d'autre part nogbgeéns ici le temps de
déplacement (a pied) des passagers entre les dswohcernés par I'échange. Enfin
les temporisations des places représentant uneisation de début de course sont
également nulles : en effet, une telle autorisatisnimmédiatement effective.

En tenant compte des éléments donnés ci-dessen, ®ipposant que les poids associés aux

arcs du modele RdP sont égaux a 1, le graphe figuta 2.3 modélise les deux lignesdt

Li+1 de la figure 2.2 (partie grisée de la figure 2.1).

N |
Sd.s Pir1,3Tis,3 Sa. :
Depn fo
'Station de correspondance ($6.):
Légende - trait fin : circuit d'un bus ;
- trait gras : connexion entre deux lignes (attetgepassagers en;s¢ ou information

sur I'arrivée d’un bus en §a).

Figure 2.3: Modele RdP du systeme considére.

Le reste du réseau se comporte comme ces deuxs.ligpemodéle obtenu est composé de
deux circuits. Chacun représente une lign@L{i, i+1}) de la fagon suivante :
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= la ligne L est représentée par le circuit (3811, Ar_Sc(l;), AB;, De_Sc(l), P2, Sg,
P.3, Sd). Les transitions Ar_Sc() et De_Sc(}) ainsi que la place ABnodélisent la
station de correspondance iS¢ ou Ar_Sc(l;) (resp. De_Sc(l) représente l'arrivée
(resp. le départ) du bug 8n Sgi.1 (resp. de Sg.1) ; la place ABreprésente I'attente
du bus Ben Sgi.q pour effectuer la correspondance. Les plagesH et B3 (resp.
les temporisationstj;, Tj» et Tj3) modélisent les trajets (resp. les temps de
déplacement) entre les stationg 80S¢i.1, SGi+1 et Saet enfin entre Sat Sq Le
jeton se trouvant initialement dans la plagerEprésente le bus;.B.a période\; est
donnée parA; =Tj1 + Tj2 + Tj3;

= a chaque transition $dn associe une transition Degp une place (de temporisation
nulle) modélisant I'entrée de la ligne a partir @muelle il est possible de
commander cette ligne en imposant des dates detdfgmbus pour effectuer une
course ;

» |la correspondance entre les deux lignes est repgesgar la connexion entre les
deux circuits du modele. Cette connexion est coepaes places AR et AR,
qui représentent les attentes des passagers deatuef la correspondance, et des
arcs orientés suivant le déplacement de ces pasdalgela ligne Lvers L., et de la
ligne Li+1 vers Ly).

3.1.2 Interprétation du modéle graphique

Dans ce paragraphe nous expliquons le fonctionnechemodele de la figure 2.3. Le
bus de chaque ligne se trouve initialement & destde départ (St Sd.1) (présence d’'un
jeton dans chacune des places & R.13). Le tir de la transition Degquivaut a un ordre
(autorisation) de départ donné au buys R tir de la transition Sdsignifie que le bus B
commence son circuit a partir de cet arrét. Apresunités de temps, l'arrivée dg B la
station de correspondance;Scvalide la transition Ar_Sc(l. Le franchissement de cette
derniere met un jeton (qui modélise les passagels)place AR.:1, et un autre (qui modélise
le bus) a la place ABLa présence d’un jeton a la place;APsignifie que le bus B est déja
arrivé et a déposé des passagers souhaitant eifegthie correspondance aveg Beci
autorise alors le tir de la transition De_Sg@t le bus Bpeut donc quitter la station ;§g¢. Si
aucun jeton ne se trouve dans;AR le bus B arrivé le premier en $¢, doit attendre
I'arrivée de B., pour récupérer les passagers. Le tir de la tiandle_Sc(l) met un jeton en
P, . (déplacement de;Bntre Sg.; et la station d’arrivée aAprest;, unités de temps, le tir
de la transition Sanet a nouveau un jeton dans la plagg B; est ainsi sur le trajet de retour
vers sa station de départ. Le franchissement dasitions du circuit associé a la ligng;lse
fait de la méme fagon que celui des transitionsidcwit qui modélise la ligne;L

Ce premier modele graphique fonctionne a condittden considérer I'hypothese
suivante : les bus;Ret B.; passent alternativement a la statiop.gcet ce dés la premiere
course des bus. La séquence de passage peuttadopmiéexemple BBi.1- Bi- Bix1- Bi ...,
ou encore B Bi+1- Bis1- Bi- Bi- Bis1- Bis1- Bi .... En fait, c’est l'alternance du couple;(Bi+1)
qui importe, ce qui autorise notamment; & arriver en premier a lI'arrét de correspondance.
Une telle séquence peut étre atteinte si les lamguées circuits qui représentent les deux
lignes sont équivalentes, ou encore, si hous impoEQe attente a chaque course pour le bus
ayant le circuit le plus court (en temps). Si Baftance de bus des deux lignes n’est pas
vérifiée, il y a incompatibilité avec le fonctioorment méme du RdP puisque, de toute
maniére, le bus arrivant le premier a l'arrét deregspondance ne pourra pas continuer sa
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route tant que le bus de l'autre ligne ne I'aura pgoint (pas de franchissement de De_Jc(L
donc situation de blocage sur le circuit asso€&@@®mpte tenu de cette attente obligatoire du
bus ayant le circuit le plus court, la période desx lignes Let Li+; est donc en réalité égale
a A telle que :A=Max(\;, Ai+1). L'alternance du passage des bus en.Sest en fait ici une
conséquence du phénomeéne de synchronisation. Ngtensi nous considérons l'insertion de
ces deux lignes dans le réseau global étudié, siamaus prenons en compte d’autres stations
de correspondance (en I'occurrencei$et S¢.q i+, modélisés en pointillés sur la figure 2.3),
alors de telles attentes peuvent se produire esligu’en Sg.1 sur les lignes iLet/ou L.1.
Toujours dans le cadre de cette hypothése d’alemaet si nous autorisons plusieurs
bus sur chacune des deux lignes (plusieurs jetotislément aux places et R.1 3), alors le
« blocage » risque de se doubler d’'un phénomeéreubaulation de jetons : par exemple, si
plusieurs bus Barrivent a I'arrét de correspondance;2@ntre deux passages de bys,B
alors un nombre de jetons égal au nombre de buasrBidérés s’accumulera dans les places
AB; et AR;.1. Plusieurs lots de passagers de provenancesethfé& sont donc susceptibles
d’attendre le prochain bus.B Or un seul jeton est prélevé de chacune de eeeglors du
tir de De_Sc() et De_Sc(l1). Ceci impligue deux conséquences : d'une partjems
restant dans AR; signifient que tous les passagers n'ont pu emieardans le bus;B, alors
gue la capacité des bus n’est pas prise en comapterbtre modele (elle est supposée infinie
par défaut) ; d’autre part des jetons restent alesss AB: le passage de.B autorise donc un
seul bus Ba continuer sa course, méme en supposant quéetpassagers aient pu realiser
leur correspondance. L’hypothése d’alternance disgge des bus en;S¢ est donc aussi
dans ce cas de figure un gage de non-accumulatiget@hs dans les places citées.

3.1.3 Modele graphe d’événements temporisés

Les graphes d’événements temporisés (GET) sontidgsgs comme une relative
nouveauté dans le contexte de la modélisation @&s[Bar, 91], [Nait et al, 01b]. Dans ce
cadre, une étude a été faite dans [Ols, 98] paetude d'un réseau de trains (réseau
Hollandais). Un modele mathématique (max, plusdire est déduit a partir du modéle GET
décrivant le comportement du réseau. Cette étudigmege au cas ou les trains s’attendent
systématiquement aux stations de correspondanceefifegtuer les échanges de passagers.
Dans le méme contexte, et afin d’évaluer les perémces d’'un réseau de bus, notamment les
dates de passage des véhicules aux différents aluétseau et les temps de correspondance
des usagers, nous étudions le systeme donné ddiguia 2.2 en utilisant les GET et
I'algebre (max, plus).

Dans le cas d'un réseau synchronisé (les bus dos/attendre), nous ne considérons
toujours que la partie du réseau représentée patelax lignes iLet L1 de la figure 2.2. De
plus nous nous intéressons ici uniqguement a laogedes correspondances des passagers sur
un itinéraire donné : par exemple, les passagerantale la station de départ, 8tise rendant
a la station d’arrivée Sa Le modele GET associé est donné par la figure @dst une
version simplifiée du modeéle précédent (figure 2l@)s le sens ou I'échange de passagers de
la ligne L+, vers la ligne Ln’est pas représenté. La synchronisation désigin&®bligation
d’attente du bus B pour assurer les correspondances. Pour ce noavedéle, la transition
qui représente la station de correspondanggiSxst notéeSc(Ly) pour la ligne L (avec
jOqi, i+1}) ; elle regroupe les éléments Ar_Sg(LAB; et De_Sc(}) donnés dans le modéle
de la figure 2.3. Comme pour le modéle précédehiegt que nous ne considérions I'échange
de passagers que dans un seul sens a la statcmmrdspondance, le modele graphique de la
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figure 2.4 fonctionne avec I'hypothese d'alternarmd®s bus en $¢; déja énoncée au
paragraphe 3.1.2. Dans le cas contraire, il youasi’accumulation de jetons en;AP.

APi i+1
Dep
Sd PiuTia SC(L;)/ Pi11Tiena \ SC(Liva)
i AN Rl A
Pi2.Ti2 Stha Pir1,2,Tis,2

ml |4
. '~
N |

P.3.Tia Sa Pir1,3,Tiva,3 San

Figure 2.4 :Le modéle GET représentant les deux lignest L., : cas d’attente des bus.

3.2 Représentation d’état dans l'algebre (max, plus)

Afin de faciliter la représentation des élémentsdodéle graphique, et ensuite la
description de ce dernier sous forme d’équationghémaatiques, nous affectons aux
transitions et aux places de la figure 2.4 des tioots que nous explicitons dans le
tableau 2.1. Ceci nous permet d’obtenir le moddtd @e la figure 2.5. Dans celui-ci, chaque
arrét Sa (jU{i, i+1}) est “ agregé " dans le trajet Sc(L—~ Sd; de méme le temps de
déplacement du bus; Bur ce trajet estj» au lieu detj»+T1j3. Cette agrégation s’explique par
le fait que nous nous intéressons dans cette émidaement aux stations de correspondance
et aux stations de départ des deux lignes.

Eléments de réseau pour la lignetec [ i, i+1} Correspondances dans le GET
Dep Uj
Sq Xj.1
Sc(ly) Xj.2
AP Pi
Pt Pt
P2, SaetRs P2

Tableau 2.1 :Correspondance entre les éléments du réseau dx beigx du GET.

Pour le modéle GET de la figure 2.5, a chaque itiansx nous associons une variable
d'état x(k), appelée dateur, qui représente la dat&™ franchissement de cette transition.
L’évolution au cours du temps des différents frasméments des transitions se traduit
analytiquement dans I'algébre usuelle par le systdi@quations linéaires (2.1), sachant que
chaque transition validée est franchie immédiatem&ans ce systeme, on considere
I'opérateur “max” habituel comme un opérateur sbamblage de deux grandeurs (produits
dans un systeme de production, bus-passagers darsysteme de transport, etc.). Cet
assemblage peut étre effectué uniquement au mamdatgrandeur qui arrive au plus tard au
lieu d'assemblage est disponible, c’est a dire dake qui correspond au maximum des dates
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de disponibilité de deux grandeurs. De méme, laonod’'addition de deux ou plusieurs
grandeurs correspond a 'opérateur “+” usuel. ldesix opérateurs (max et +) sont propres
aux cas discrets, ou on s’intéresse a la date dfoerce des événements.

En définissant les variables d’état associées sta@on de correspondance des deux
lignes et ainsi que les dateurs associés a ceables] il est temps d’exprimer les critéres a
évaluer, a savoir les dates de passage des busaragts considérés et le temps de
correspondance. Compte tenu de I'hypothése ém&mégemment sur I'alternance des bus
des deux lignes, 1a°R® correspondance est assurée par'f passage du bus.Ba l'arrét
Sgi+1. Ce bus récupére alors uniguement les passagereriant du bus Bpassant
également & ce niveau pour [d"kfois. Nous notons donc parL(k, k) le K™ temps de
correspondance en $¢. Ce temps s’exprime en effectuant la difféerence dkges d’arrivée
(et/ou de départ) a l'arrét Sg des bus Bet B.;, soit des dates de franchissement des
transitions x, et %+1,2. Les criteres a évaluer sont donc les suivants :

o Xi1(K), %2(K), Xi+1,1(K) et %+1,2(k), pour tout k= 1 ;
o Tiira(k, K) = %+1,2(k) — % 2(k), pour tout k= 1.

A partir des éléments du tableau 2.1, nous obteleom®dele graphique suivant :

O

Ui }_)O_\Xi,l Pi,l:Ti,l Xii/ Uieg Pi+1,laTi+1,l Xi+1,2

Xia
o o
Pt Pi1,2Tis12

Figure 2.5: Le modele GET des deux ligneselt Lis;.

Ok>1, %1(K) = max(ti 2 + x2(k-1), u(k)]
Xi2(K) = Ti1 + %i,1(K)
Xi+1,1(K) = maxfli+1,2 + X+1,2(k-1), U+1(K)] (2.1)

Xi+1,2(K) = Mmaxfi+1,1 + Xi+1,1(K), Xi2(K)]

En utilisant les notations des dioides, nous tsamhs ensuite le systeme (2.1) sous
forme d’'un systeme d’équations (max, plus) linéag®tionnaires. Nous obtenons ainsi :

Ok>1, %1(K) = Ti2 O i 2(k-1) O ui(k)
Xi2(K) =11 O X;,1(K)
Xi+1,1(K) = Tis1,2 0 Xir1,2(k-1) O uira(K) (2.2)

Xi+1,2(K) = Tis1,1 O Xir1,1(K) O X 2(K)

Nous définissons le vecteur d'état X(k) =ifk), Xi2(K), X=11(K), X=12(K)]" dont les
composantes sont les variables internes du systémte, le vecteur d’entrée
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U(K) = [ui(K), u+1(K)]". La représentation matricielle du systéme (2.2)aéws donnée sous
forme de I'équation implicite (2.3).

Ok>1, X(K) = Ao 0 X(k) O A; 0 X(k-1) 0 B O U(K). (2.3)

Ao et A représentent les matrices caractéristiqgues demsgstet sont a coefficients constants
dans le dioid&Rmax (Ces coefficients représentent les données daregdt avec :

€ € € €

€ T X € € e ¢
i,
Til € € € e £ e &
Ao = AL = etB= .
€ € € € € T € e
i+1,2
¢ T & & & & & 8

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'eéfetcdnditions initiales sur la réponse
du systéme, c’est pourquoi nous considérons, danguc suit, le systeme a entrée nulle :
Ok=1, UK) = €]". Sous cette hypothése, I'équation implicite (h8)t étre transformée
en une équation de récurrence explicite en caltukétoile de Kleene A (cf. chapitre 1,

§ 6.3.4, définition 1.9). La plus petite solutioe @.3) est alors donnée sous forme de
I’équation récurrente d’ordre 1 (2.4).

Ok>1, X(K) = Ay OALOX(k-1),
= AOX(k-1). (2.4)
e & & g & L e |
T e ¢ € € T T 3 €
* i, — * — i,1 1,
avec A = e & e . ,etA=A UA1 . . . T'12
1+1,
e e
_Ti,l Ti+1,1 i _8 Ti,1Ti,2 ¢ Ti+1,1Ti+1,2_

De I'expression (2.4), les composantes du vect&tatdX (k) sont données par :

Or=1,..,4, X0 = max (A + Xi(k-1)) = 5 (AT X(k-1)). (2.5)
=1, j=1

X; est la f™ composante du vecteur d’état X; sorrespond a I&P¢ ligne et la {™ colonne
de la matrice A.

3.3 Résolution du modele et évaluation des temps de cespondance

L'état initial du systéme est donné par le vecte{(d) dont les composantes
représentent les premiéeres dates de franchissetasmdifférentes transitions du modele GET
de la figure 2.5. En d’autres termes, il s’'agit gesmieéres dates de passage des bus aux
différents arréts du réseau de bus présenté ddigsita 2.2. Soit :

X(1) = [%,1(2), %2(1), %r1.1(1), %s12(1)]". (2.6)
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En réalité, la planification initiale connue pamplyhése donne les datgs(%) et %.1.1(1). Les
autres composantes de X(1)t) et x.12(1)) en sont déduites a l'aide du systeme (2.2).
Nous supposons que pour touk 0, X(k) = € (pour kr<4), les jetons de marquage initial
sont ainsi disponibles depuis l'instant &*’. A partir de I'équation de récurrence (2.4), 3ou
déduisons la solution de I'équation d’état (2.3¥a@rction de la condition initiale (2.6) :

Ok>1, X(k) = AT&D 0 X(2). (2.7)

L’expression (2.7) permet de déterminer tous lasséu systeme et de calculer les dates de
franchissement des transitions du modéle graphiggigemps d’attente des passagers associé
a une correspondance réalisée au niveau de larstaii.; est alors évalué. Comme nous
I'avons déja évoqué au paragraphe précédent, £tdlone période de temps donnée (une
journée par exemple), le temps de correspondaegprine de la maniére suivante :

Ok=>1, Tiir1(K, K) = %+1,2K) — % 2(K) = Xis1,2(K) / Xi 2(K). (2.8)

Nous rappelons que l'opérateur “/” exprimé danalgebre (max, plus) équivaut a la
soustraction dans l'algebre usuelle. L’expressiB)(est bien sir valable sj.Bpasse avant
ou aprés Ben Sgi: (pour la K™ fois). En effet, dans ces deux cas nous avon®ues)j
Tiisr(k, K)>0 puisque d’aprés le systéme (2.2)1 XK) = Tiv1.1 0 Xiv2.1(K) O X 2(k), donc
Xi+1,2(K) > Xi 2(K) : Bis1 ne peut quitter I'arrét considéré qu’apres I'aéevde B

En tenant compte de la périodicité des franchiss&raes transitions, nous constatons
gue ce temps;Ti1(k, K) peut également s’écrire de la fagon suivante

Ok=1, Ti,i+1(k, k) =Ai+1 0 Xi+1‘2(k-1) /A O Xiiz(k-l),
= (Aivz / N) O [Xie1,2(k-1) / %2(k-1)],
(st /N) O Tiea(k-1, k-1),
= e /N) €V O T (1, 2). (2.9)

A partir de (2.9), nous remarquons que les tempsadeespondance entre &t Li; sont
exprimeés en fonction des périodes de ces deuxdigretAi.; et du temps d’attente T;(1, 1)
associé a la premiére course des bus. Notons que>sii;;, alors le bus B; attendra a la
station de correspondance l'arrivée de Bans ce cas, et conformément aux explications
fournies au paragraphe 3.1.2 relatives a I'hnypah#alternance des bus, la période de la
ligne Li+; est en réalitd = Max(\;, Ai+1) = Ai. Ainsi, Tii.1(k, K) = 0 : les passagers venant de la
ligne L pourront prendre B sans attente.

Si le nombre de voyages a effectuer par les budgmenune période donnée de travalil
est fixé a Max voyages, alors le temps de correspondance totalapé cette période est la
somme des temps,Ti(k, k) pour 1< k < Npay SOIt :

Nma

X Nmax
Tcorr(Nmax): |:| Ti,i+l(k, k) = |:| ()\i+l /)\|) AtD) 0 Ti,i+1(1, 1)-

k=1 k=1

Afin d’améliorer le service offert aux usagers emnte de correspondances, nous
proposerons dans le chapitre suivant quelquesiqu@d de commande permettant de
minimiser les temps d’attente des passagers aétsate correspondance.
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3.4 Exemple d’application

Soient deux lignes de bus; ket L.; telles que représentées par la figure 2.2 et
caractérisées par les données suivantes :

* la période de Lest :Ai=T;1 + Tj2 = 60 min, avea;; = 33 min eftj; = 27 min ;

* pour L1 : Aj+1 = Tis1,1 + Tivr 2 = 67 min, avedi:1,1 = 30 min ettiy1 2 = 37 min.
En outre, la date du premier départ du bugr8sp. B.1) de l'arrét Sd (resp. Sdi) est
ti =0 =x%1(1) (resp.t1 = 0 = %1.1(1)). En tenant compte de ces dates, la conditiiale du
systeme est X(1) = [0, 33, 0, 33]. La matrice ctnastique du systeme (2.4) est donnée par :

e 27 & ¢
e 60 ¢ ¢
e & & 37|
e 60 ¢ 67

En utilisant I'équation (2.7), nous avons évalug dates des douze premiers passages
des bus aux arréts du réseau, donnés par les kestevants :

0 60 120 180 240 300
33 93 153 213 273 333
X(1)= ,  X(2)= ,  X(3)= , X(4)= , X(5)= ,  X(6)= ,
1) 0 @ 70 () 137 ) 204 ®) 271 ©) 338
33 100 167 234 301 368
360 420 480 540 600 660
393 453 513 573 633 693
X(7)= , X(8)= , X(9)= , X(10)= , X(11)= , X(12)= .
405 472 539 606 673 740
435 502 569 636 703 770

Compte tenu du cas trait&.q/A; = 7 min) et de I'expression (2.9), les dix prermiggmps de
correspondance regroupés dans le vectgurgont alors déterminés :

Ti,i+1 = [Ti,i+1(111)1 -ﬁ,i+1(2a2)a -I-i,i+1(3a3)1 LX) -I-,i+1(8a8)1 -I-i,i+1(9a9)7 -I-i,i"‘l(loilo)jr’
Tiiva = [0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, B3]
Le temps total de correspondance associé a cgselixiers voyages estol(10)= 315 min.

Dans cet exemple, le bus.Bpasse pour la premiere fois en;jScavant le bus B
(arrivée effective a la date 30). Il devra doncerdre ce dernier pendant un temps
(xi2(1) O Ti1) / (X+1,1(1) O Tis1,1) = 3 minutes. Il ne pourra donc quitter cet agé@t I'instant
Xi+1,2(1)=33 minutes (au lieu de 30 minutes). A partir deuxieme passage, c'est §ui
arrivera en premier a la station de corresponddre@lanification initialement prévue pour
Bi+1 sera alors modifiée par la contrainte de synclaiitn imposée a la ligne.L. Elle devra
donc subir globalement un décalage égal au temgisedte de ce bus lors de son premier
passage.

Au dela des dix premiéres correspondances, la ferni2.9) ne permet plus de
déterminer le temps d’attente associé. En effayplbthese relative a I'alternance entre les
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passages des bus des deux lignes a la statior@smandance ne se trouve plus vérifiée. Or
le onzieme passage de$® produit avant le dixieme passage de @t non entre le dixieme
et le onzieme). Il en résulte une accumulationa@lexgetons dans la placeddnt un seul sera
prélevé au dixiéme tir de la transition%. Le fonctionnement du modéle graphique ne
correspondra donc plus a la réalité du réseauuce’igentifie dés lors que; xk+1) devient
inférieur a X12Kk). Ainsi, dans notre exemple, la formule (2.9)urfut le résultat
Tii+1(11, 11)=703/633=70 min, alors qu’en réalitg.1{11, 11) n'existe pas et nous devrions
trouver Ti+1(11, 10)= X1.2(10)/ % 2(11)=636/633=3 min. Mais;F1(Ki, ki+1), ou k # ki+1, n'a

pas été défini ici. Il est important de noter gagphénoméne d’accumulation des jetons est
indépendant du fonctionnement en mode synchroniséskau de transport considéré.

En conclusion, si pour le nombre de voyagesxNetudiés, ou si sur la période
d’évaluation considérée, toutes les hypothésesegopéécédemment sont respectées, le
modele proposé permet d'évaluer les performancesréieau dans le cas de la
synchronisation des bus. Par contre, si lors ded&il se produit une accumulation de jetons,
alors le modele graphique proposé ne permet pagpiésenter le fonctionnement réel du
réseau, méme si les bus de deux lignes succeskiiemt s’attendre aux points d’échange.
Nous avons donc été amenés a enrichir le modéial iafin d’éviter ce probléme. Toutefois,
les solutions apportées sont similaires a cellessidérées lors de I'étude d’'un mode de
fonctionnement non-synchronisé des bus. Le probl@mecumulation des jetons sera donc
traité directement dans le paragraphe suivant dansas de ce deuxieme mode de
fonctionnement.

4 Etude du systéme dans le cas de non-synchronisatides bus

4.1 Extension du modele GET initial

Dans ce paragraphe, nous étudions le réseau da bugnes décrit initialement sans
prendre en compte la synchronisation des bus. Nopgosons que chaque bus arrivant a la
station de correspondance quitte celle-ci justésafa descente et/ou la montée de passagers.
Dans ce cas, le temps d’attente des bus aux aeéterrespondance n’existe pas (seuls les
passagers attendent). L’hypothese d’alternancéodgesionnée dans le paragraphe précédent
(8 3.1.3) relative a I'ordre de passage des bass#akion de correspondance ne s'impose plus
ici et n'est donc plus considérée. Pour |'étude ce nouveau fonctionnement, la
représentation GET que nous avons utilisée netquléfs pour modéliser le systéme. Nous
devons donc tout d’abord enrichir le modele utitisés le paragraphe précédent (figure 2.5),
ce qui nous permet d’obtenir le graphe de la figu6e associé aux lignes ét L. ;.
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Pir1,2,Tisa,2

Pi2.Ti2

Figure 2.6: Le nouveau modele avec les modifications coméate

Sur ce graphe nous avons ajouté a certaines plasesansitions appelées sources et/ou
puits afin de modéliser tous les passages possieedus aux arréts du réseau. Cet ajout de
transitions a pour objectif d’éliminer les deux Ilpémes identifiés précédemment : tout
d’abord I'accumulation de jetons représentant d¢s de passagers en attente provenant de
différents passages du (ou des) busLBjout d’'une transition puitsi@u niveau de la place
P, du modele GET de la figure 2.5 sert a regroupgiais en un seul groupe de passagers que
le prochain bus B, pourra emmener. Pour cela, le tir de cette tramsitioit se produire dés
gue deux jetons se trouvent gnlk jeton restant dans cette place représents Eoisemble
des passagers en attente. Le second probléme rgerlednlocage d’un jeton (bus) au niveau
de la place ®.1 du GET, qui se justifiait jusqu’alors par le folcinement synchronisé du
réseau au point d’échange. La transitign xsymbolise toujours le départ de la station de
correspondance d’'un bus.Bqui vient d'embarquer des passagers en attenigefbis si
aucun passager n’est en attente au moment du pasead.,, ce bus doit désormais
continuer sa course. Dans ce cas, le départ dudeuSgi.; est rendu possible si nous
associons a la place.P; une transition puits;Q. Le tir de cette transition est provoqué si un
jeton est présent dans la plage P(depuistii1 1 unités de temps) mais pas dansce qui
interdit le franchissement de.x,. Ensuite, pour permettre la poursuite effectiverdiet de
Bi+1 sur L1, nous associons une transition soukced la place R, Lorsqu’un jeton est
retiré de la place;R ; par le tir de @i, le tir de }.; doit étre déclenché pour ajouter un jeton a
la place R 2.

Le modéle que nous proposons appartient a unecatEessRdP qui a été introduite dans
[Lah et al, 99] pour la modélisation d’'un systéme groduction. Il s’agit degraphes
d’événements temporisés avec ajout/retrait dynaendgijeton§GETARDJ).

4.2 Les GETARDJ : une classe de réseaux de Petri aveandlits

L'ajout et le retrait de transitions sur le modéBET permettent de décrire le
fonctionnement réel du réseau. Cependant, au notheaoiodele graphique, le retrait provoque
des conflits structurels qui sont en général diffica résoudre. La configuration d’'un conflit
structurel dans un RdP est représentée par le grdghla figure 2.7. Cette situation
correspond a un ensemble d’au moins deux transifionTs et T;) qui ont une place d’entrée
P, en commun (le marquage de &ant nul). On note ce conflit par K =xRT3, Ty, ...}>.
Les RdP avec conflits forment un sur-ensemble daphgs d’événements temporisés qui
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constitue un bon compromis entre la puissance d#éhsation et la possibilité de résoudre
certains problemes.

P11
T1 ‘—H \
T3
T
P2, T2

Ta

Figure 2.7: Configuration d’un conflit structurel dans urse@u de Petri.

Pour le graphe 2.7, si la place e contient qu’un seul jeton, alors seule unedes
transitions § ou T, peut étre franchie. La résolution du conflit renielonc a choisir la
transition a franchir. D’'un point de vue structytdels transitions en situation de conflit sont
validées en fonction de la disponibilité des jetdass leurs places en amont. En effet, pour
les transitions et Ty, ou ;O P, n P, et ;O P, la régle du franchissement est donnée
comme suit :

= si chacune des deux placesd® B contient un jeton, et les temps de séjouet 1,

sont acheves, alors le privilege de franchissem&ntionné a la transitiory €t pas a
la transition T, ;

= sila place Pne contient aucun jeton, tandis qu’'un jeton seveodans la place;fet

le temps de séjour est achevé, alors, Bera franchie et pag T

= sila place Pcontient un jeton et;fhe contient aucun jeton, alors aucune de ces deux

transitions n’est validée. Dans ce cas, pour fraiiichou Ty, il faut attendre I'arrivée

d’un autre jeton dans la place P
Selon cette regle de franchissement, nous constapas le tir de la transitions Hépend a la
fois du tir de T et de T, tandis que celui de la transition @épend seulement du tir de la
transition .

Dans le modéle de la figure 2.6, deux conflits apigsaent: le premier, noté

K; = <R, {Xi+x12, 0}>, est associé au phénoméne d’accumulation degetde second, noté
K2 = <Bi11, {Xi+1.2, 0+1}>, est associé au phénomene de blocage. La regfeadchissement
gue nous venons d’énoncer s'applique donc bien ldares de ces deux conflits

4.3 Modele GET avec retrait dynamique de jetons

En utilisant la classe de RdP avec conflits défgiécédemment, nous modélisons le
réseau global de bus de la figure 2.1 par un mo@&e avec retrait dynamique de jetons
(GETRDJ), dans lequel il ny a plus d’ajout dynameécde jetons. En effet, a partir des regles
de tir des transitions adjointes aux places du heodie la figure 2.6, nous constatons que le
jeton qui franchit la transition.@ est celui qui franchit immédiatement apres, ladit#on |.;.
Compte tenu de cette remarque, il est possibleirdplifier le comportement du modéle
GETARDJ proposé en créant une connexion entrateition puits @; et la transition source
li+1, ou en fusionnant les deux transitions. Dans cielecas, le tir de la transition résultante
interne au modéle, notée.ps, provoque le retrait du jeton de la place; Pet I'ajout du
méme jeton a la place:P..
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Dans ce nouveau modele graphique, nous représdetagéts, les trajets et les temps
de déplacement des bus sur chaque lign€lti<n) du réseau par les éléments suivants
(figure 2.8) :

» Transitions :

U: transition associée a I'autorisation de débuhd’nourse depuis la station de
départ Sq;

Xj1: station de départ Sd

Xj2 . station de correspondance;Scdans le cas ou le bus de éffectue une
correspondance avec un bus de la ligne; L

Xj3: station de correspondance;§cdans le cas ou le bus B'effectue pas de
correspondance avec la ligng L.

Xi4 . Station de correspondance;SG

0 : transition puits donnée dans la figure 2.6 ;

* Places et arcs associés :

P.1, P2 et B3 : déplacements des bugsrBspectivement entre les arréts &dSg, j,
SqG.1; et Sgis1 et enfin entre Sg1 et Sd;

P, : attente de passagers venant da B station de correspondance.3¢

Ei : autorisation de début d’'une course ;

* Temporisations :

Ti1, Ti2 €t T3 : temps de déplacement associés respectivemenilaces P, P, et
P, 3. La somme de ces temporisations représente lestdmparcours de.L
Les temporisations des autres places du réseati P sont nulles.

b

"
.....
Bl

Pi3 Tis

Figure 2.8: GETRDJ d’'une ligne iL

Compte tenu de ces notations, le modele GETRDJrejuésente le réseau global de
bus étudié, est donné par la figure 2.9. Il se aotepcomme celui donné dans la figure 2.6.
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Figure 2.9 :Le modéle GETRDJ modélisant le réseau de busétudi

Remarque : La ligne Ly posséde une seule station de correspondance avigné L,
(modélisée par la transition 3 ; il est donc possible de représenter cette lgareun circuit
composé de transitions associées aux stationspadetag de correspondance; &t Sg , et de
places qui relient ces transitions. Mais, afin diffagénéiser les circuits du modele graphique
de la figure 2.9 (chaque circuit contient quati@nsitions X pour Ki<n et Kkj<4), nous
avons ajouté au circuit qui modélise la transition x,qui ne sera jamais franchie ainsi que
la transition x 3 qui sera validée aprées chaque tir de la transkign

4.4 Modéele (max, plus) linéaire non-stationnaire

Il a été montré dans [Lah, 00] qu’'un GET sur leqies transitions sources et/ou puits
sont adjointes a certaines places, peut étre ppar un modéle linéaire a parametres
variables dans l'algebre (min, plus). Dans notre, ggous allons étendre cette étude en
montrant qu’'un modele GETRDJ peut étre représegatement par une représentation d’état
a parametres variables dans l'algébre (max, plus)démarche adoptée pour établir les
équations d’évolution dans l'algebre (max, plu9)rdGETRDJ est proche de celle connue
pour les GET. Un soin particulier doit étre prét& &onflits structurels dans un tel modéle
([Lah, 00] et [Nait et al, 02a]).



CHAPITRE 2 : Modélisation d’'un STP par les RdP&pkbre (max, plus) 53

Dans le but d’étudier quelques propriétés analgtigdu réseau de bus global donné
dans la figure 2.1 et d’évaluer ses performanceemnes de temps de correspondance, nous
décrivons le modele graphique qui le représenteupamodéle mathématique linéaire dans
I'algébre des dioides. L’apparition des conflitsusturels sur ce modele graphique nous
conduit & obtenir un modele linéaire non-statiormai

Pour le modele GETRDJ de la figure 2.9, le nomledid d’'une transition en aval et
celui d’'une transition en amont d’'une place enasgitun de conflits ne sont pas identiques en
général. Nous donnons un tableau récapitulatif deggel nous exprimons les différentes
correspondances entre les nombres de franchisseleeiansitions du modéle.

k®™ | correspond correspond correspond| correspond correspond correspond correspond correspond

tirde |au K™ tir [au (k-1FM¢| au kz""tir | au k™ tir | au ks"Mtir [ au k"M tir | au k2™ tir [ au kg tir
de tir de de de de de de de

Xia U Xi.a

Xi,2 X1 Xi-1,4

Xi,3 X1

Xi.4 %2 Xi,3

O X4

Tableau 2.2: Correspondances entre les nombres de franchesgetas transitions du
modele GETRDJ.

Dans un premier temps, nous décrivons le comporiechgamique du graphe par un
systéme d’équations exprimées dans l'algebre wsuedr exemple, pour le circuit associé a
une ligne L. (2<i<n-1), nous obtenons :

le bus B commence son®R® tour aprés avoir
achevé le tour k-1, et si l'autorisation lui en est
donnée.

le K™ tir de la transition % est déclenché si a
la fois des passagers et le busént présents a
'arrét de correspondance 3¢ Les passagers
descendent du bus.Bqui accomplit son jl°™
tour (k™ tir de %.14); B réalise son k™

Xi1(K) = Max [% 4(k-1) + T3, U(K)]

Xi2(K) = Max [ti1 + X 1(Ki3), Xi-1,4(Ki4)]

tour.
Xi3(K) = %.1(Kig) + Ti1 B; effectue un & tour; il N'embarque aucun
passager (venant de i4) a [larrét de

correspondance §g. C'est la K™ fois que
cette situation se produit{®tir de x.3).

le dernier passage de; Ba larrét S¢;
correspond au *R® tour de ce bus. Sur ces k
tours, k7 correspondances ont été assurées et
kis passages en Sg n'ont pas donné lieu a un
échange entre les ligneg, let L.

le K™ retrait d'un jeton de la place; P
correspond au; K™ tir de x4 (kis""° arrivée du
bus B a l'arrét S¢; ).

Xi.a(K) = Max [tiz2 + X 2(ki7), Ti2 + X 3(Kig)]

0i(k) = Xia(kis)
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Pour la ligne Lla transition x, n’est jamais franchie, et pour la ligng b, n’existe pas. Les
autres équations sont identiques pour i=1 et i=n.

Dans les équations précédentes, nous remplac@@dieur “Max” par I'opérateur™”
et “+” par “00” (ou par “.” tout simplement). De plus, nous posonl k=1, x Ak) = g,
puisque X n'est jamais franchie. Donc pour notre réseau djotious pouvons déduire du
modele GETRDJ de la figure 2.9 le modéle d’étatamti exprimé dans le dioidRyax :

Ok= 2, (Ligne L) [ x4(K) = 1.3 0 Xg.4(k-1) O ug(K)
X1,2(k) =€
X1,3(K) = 11,1 0 xg2(k)
X1,4(K) =T1,2 0 X1,3(K) (2.10)

(Ligne Ly) 0 2<i<n < X,1(K) = T3 O Xi4(k-1) O u(k)

Xi2(K) = Ti1 O Xi1(Ki3) O Xi.1,4(Ki4)
Xi,3(K) =11 O X;,1(kie)

Xi,a(K) = Ti2 O Xi2(ki7) O Ti2 O X 3(kig)

etk=1, 0 I<isn-1, { a(k) = X a(kis)
avec | [ 2<isn O j0{8, 4, 6} ki j=k
0 7<j<8 k,j<k
O I<isn-1 ks=>k

Remarque : Comme pour les modeéles précédents, les égaliteésystéme (2.10) sont en
réalité des inégalités (par exemplaX) > 113 0 X1 4(k-1) O uy(K)). En effet, la temporisation
associée a chaque place du réseau de Petri carcegpane durée minimale de station dans
cette place. Le temps réel pourrait étre égal aeogps minimal plus un temps d’attente
(correspondant a une attente d’'un bus a un argd¢@ugue du réseau en dehors des temps de
montée et descente des passagers déja inclus)midi&esn pour ce systéeme, nous cherchons
la plus petite solution pour ce systeme (évoluteoplus rapide du graphe : celle ou chaque
transition est franchie dés que possible), d’otétgités.

Apres avoir donné le modele d’état décrivant le gortement du systeme considére,
nous définissons les critéres a évaluer a partia delution de ce modele. Comme dans le cas
précédent, cas de synchronisation, nous évalusrdifférentes dates de passage des bus aux
arréts du réseau, les temps de correspondanceiféénertes stations de correspondance et,
d'une maniere générale, le temps de parcours dassgger d’'une ligne; la une ligne |, a
savoir :

o X1(K), xi2(K), x.3(K) et % 4(k), pour tout 1< i < n et pour tout & 1 ;

o Tiwa(ki ki) = Xs12(Kir) - Xia(ki) : temps de correspondance entre;18%bus B et k.,°™®
bus B1 ;

*  Tuoyagdinj;t) : temps de voyage d’un passager, arrivdatstation Sda la date t, de la ligne
Li a la ligne I

Le systeme (2.10) représente le fonctionnement tBgeau dans le cas le plus général
ou les bus s’attendent ou ne s’attendent pas $edgmoints d’échange considérés. Lorsque le
bus B doit attendre systématiquement a l'arrét;Spour que les passagers venant de L
puissent réaliser leur correspondance, alors feitian %3 du modele GETRDJ de la figure
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2.9 n'est jamais franchie. Dans le modele (maxs)plcorrespondant a cette situation,
I'équation associée devientl: k=2, [0 2<i<n, x 3(k) = €. Par rapport au modéle du 83 (étude
du cas de non-synchronisation), la différence dgdlenréside dans l'ajout de la transition
puits g1 qui permet de résoudre le probleme d’accumulati@retons a la place.f Ceci
implique une équation supplémentaire associge(&)ptelle qu’elle apparait dans le systeme
(2.10). L’hypothése d'alternance des bus a la wtatie correspondance peut alors étre
supprimée.

Pour résoudre le systeme (2.10), nous I'écrivorabard sous forme d'un systeme
d’équations de récurrence d'ordre 1. Pour celasrsmpposons que les bus du réseau étudié
fonctionnent d’'une facon périodique. Ainsi, le bBispasse a chaque arrét de la ligne L
(1<i<n) toutes leg3; unités de temps, offi est donné selon l'attente ou non des bus aux
stations de correspondance d’une partie du réseminee par la ligne;L((L;, L+, ..., L1,

Li), avec r<i). En effet, si les attentes des bug Boposées aux stations de correspondance
SGr1 jusqua Sg alors la période de la ligne; Lsera 3 et non plusA; (avec
Ai =Ti1 +Tj2 +1;3), avec :

* B1=Ag,
[0 2<i<n,
i-1
* Bi=Ai 0O [JA;,our=1 estdonné tel que l'attente des bus est impagge
j=r
arréts de correspondance de la ligne la ligne L. (et pas d’attente en Sg),
* [Bi = A, sl nexiste pas d’attente entre ét L ;.

La date de chaque franchissement d’'une transitibnegprésente un arrét du réseau peut alors
s’exprimer en fonction des dates antérieures deliasement de la méme transition efde

Ok=2etj=1,3; - Xj(K) = B10 x1(k-1),
di=2,....,n; - %4(K) = B0 X a(k-1),
Oik. _/k)01]
- Xia(kig) =Bi O xia(kiz-1)= ...=B, '3 0 x.1(k-1),
Ok, /k)01]
De méme : - iX_|_’4(ki’4) = Bi-l L4 0 Xi.1’4(k-1),
Ok, /k)01]
- xia(kis) =B, L6 0 x;.1(k-1),

Ok, /K
- Xiva(kiag) =B " 0 X1 a(k).

Le systeme (2.10) peut alors étre mis sous la falmeysteme d’équations de récurrence
d’ordre 1 suivant :
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Ok=2, (Ligne L) [ X1,1(K) =T1,30 Xg,4(k-1) O ug(k)

x1AK) =€

X1,3(k) =T11 U Bl ] X171(k-1)

X1’4(k) = B]_ O] X1,4(k-1) (211)
(Ligne L) O 2<isn | x1(k) =Tz 0 Xia(k-1) O (k)

{ xia) =ta B 3™ (k1) O

i i-1
O[(k. . /k)O1]

Xiyg(k) =Ti1 I:B : 1,6 O Xi’]_(k-l)
Xi,4(k) = Bi O Xi,4(k-1)

Ok, , /k)01]
4 Xi-1,4(K-1)

et0isisn-1 | o) =B "' O x4(K)
avec{ [ 2<i<n 0j0{3, 4, 6} kij=k
0 1<i<n-1 k 5=k

Pour mettre le systéme (2.11) sous une forme neteicnous définissons les vecteurs :
X(K) = [X1,1(K), X1,2K), X1,3(K), X1,4(K),...., %0.1(K), Xn,2(K), %0 3(K), Xn.a(K)]" : vecteur d’état;
U(K) = [un(K), w(K), ..., w(K)]" : vecteur d’entrée ;
Y (k) = [01(k), 0x(K),..., o.-1(k)]" : vecteur des transitions puits.

Nous obtenons donc :
0 k=2, { X(k) = A(k-1) 0 X(k-1) O B O U(k)
Y (k) = C(k) O X(k) (2.12)

Les matrices caractéristiques du systéme sont p(Blet C(k), avec A(k-1)J R @=ém
B OREVM™ et C(k)O R @29 Elles sont définies par :
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Ak-1) =
I € e & T3 i
€ € €& €
T1,1DB1 e € €
€ e & Py
€ € € T213
"'1,4 (12,3 € € € 8
(12'6 € € €
€ € & Po
- (2.13)
“i-1,4 %3 & & ¢
ajg & & &
e & & B
e
€ & & T3
(ln_l’4 (In,3 € € €
(lnys € € €
L € e & PBp
N . Ok, . /k)0O1]
ou [ 2<i<n et k=2, -ai3 = ai3(k) =110 Bi L3 ;
IZI[(k,4/k)IZIl]
- Qe =Oia(k) =B ;
Ol(k; g /k)O1]
- dig =atip(k) =120 B, ° ;
_8 e € Blu[kl,gkl ]
e e ¢ € & g &g B e ..
CKk) = . . (2.14)

g e BEM g ¢ g g

n-1
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et B=

m o Mm ;M M M MM MM M D
Mmoo M m M D M MM M M
@ M ;MM M M M M M M
m o Mm Mm MM MMM MM MM M

m o m m M
m o m Mm M
@ M MM M M MM M M M M M M M M

m o m Mmoo Mm
m o m Mm M

Dans ces matrices, nous identifions plusieurs eoefits non constants :
- ki3, kia et kg (2<i<n) pour la matrice A(k-1) ;
- ki 5 (1<i<n-1) pour la matrice C(k).

Pour la suite du chapitre, et comme dans le casysiéme (2.4), nous considérons que
I'entrée du systéme est nulle. En effet, dans capitte, nous souhaitons évaluer les
performances d’'un réseau existant et non agir susysteme par l'intermédiaire d’une
commande représentée par le vecteur U. Alors lemsys(2.12) devient :

0 k=2, X(k) = A(k-1) 0 X(k-1)
Y(k) = C(k) O X(K) (2.15)

5 Reésolution du modele (max, plus) linéaire non-stainnaire

5.1 Résolution des conflits structurels

Comme nous l'avons déja signalé, I'aspect nonestatiire du systeme obtenu est di
aux conflits structurels associés au modele GETHEBJa figure 2.9. Pour résoudre le
systeme (2.15) et évaluer les différents étatsydteéme, nous résolvons au préalable tous les
conflits liés au modéle graphique en détermiratriori les différentes relations entre les
franchissements des transitions concernées. Edamgttent de définir les expressions de
certains éléments des matrices caractéristiqgueslAét C(k) (2.13) et (2.14), en particulier
les parametres non-constantsg. KCes coefficients dépendent de la valeur de kusnes
notons k; = fij(k), pour Xi<n et j}{3, 4, 6} (resp. ks= fis(k) pour ki<n-1), et nous les
appelons fonctions de routage. Ces fonctions ahori ensuite I'évaluation des états du
systeme a partir d'un état initial. Elles peuvehbte édéterminées en tenant compte des
séquences de passage des bus aux arréts de codasp® du réseau. Ces séquences
dépendent des données du systeme étudié (I'étia it réseau, les périodes des lignes, les
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temps de déplacement entre les arréts, etc.).¥eanpde, Si\; < Ai.1 (OUA; et A+, sont les
périodes respectives des ligneset Li.;), alors, a la station de correspondancg:Son
constate que plusieurs passages de bpgl/ent se produire entre deux passages successifs
de bus B;. Ceci explique que, dans ce cas, le nombre deHrssements de la transition
Xi+1,2 €st plus grand que celui de la transitign % Par la suite nous déterminons les relations
entre le passage de différents bus aux différesteg®ns du réseau. Pour cette démonstration,
nous choisissons arbitrairement deux lignes duatéseet L., (1<i<n-1). Nous en déduisons
ensuite toutes les fonctions de routage pour lmbde des lignes du réseau. Le modéle
GETRDJ qui représente un couple de lignesg L{ly) est donné par la figure 2.10,
correspondant a la partie grisée de la figure 2.9.

e

T3 Ti+1,3

Figure 2.10: GETRDJ représentant deux ligngset Li.; du réseau.

Le modéle mathématique (max, plus) linéaire notiestaaire associé a ce systéme est
obtenu a partir du modele général (2.15) pour ErReffet, nous avons pris en compte les
éléments suivants : puisque nous ne considéronsdque lignes du réseau, alors nous
supposons gu'’il n’existe pas de connexion, d'ung @atre la ligne Let L1, et d’autre part
entre L.; et Li+2. Il N’y a pas de perte de généralité, puisqueetedypothése n’est pas prise
en compte ; nous aurons de plus d’autres fonctamsoutage a considérer et dont les
démonstrations sont similaires a celles des fonstiges aux deux lignes &t Li.;. En tenant
compte de cette hypothese, la lignede la figure 2.10 a un fonctionnement similairecui
de la ligne L du réseau global. Ainsi la transition,xne sera jamais franchiél k=2,
Xi2(k) =¢€). Il en résulte que le°R® franchissement de la transitiofs xcorrespondra au®R®
franchissement de la transitiops X0 k=2, % 3(k) = 11 O X1(k)). Le systeme résultant ici
équivaut donc :

- pour la ligne L, aux équations associées aux transitions;akilsysteme (2.10) ;

- pour la ligne k1, aux équations tirées du systeme (2.10) pour igne uelconque

du réseau global autre que L

Afin de résoudre ce systeme non-stationnaire, nclusrchons a déterminer les
expressions explicites des éléments des matricksl)A¢ét C(k) associées. Les fonctions de
routage auxquelles nous nous intéressons dépedédidtat initial du systeme. Nous notons
par X(1) la condition initiale dont les composanteprésentent les premiéres dates de
franchissement des transitions du modéle GETRDA figure 2.10 :

X(1) = [xi2(1), %2(1), %3(1), %a(L), %s1,2(1), X1,2(1), Xe1,3(L), Xe1,4(L)]".
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Nous exprimons les fonctions de routage du systennant la relation d’ordre qui
existe entres les deux périodBs et Bi.1. Pour ce faire, nous introduisons la fonction
indicatrice suivante :

pmax - € si  azb
{==4 € sinon

Cette fonction nous permet de distinguer les cassts :
» [ < Bis1: cela signifie que la fréquence de passage réedebus a la station de
correspondance g est plus élevée pour la lignedue pour la ligne il ;

= B > B

De méme, on définig.1(1) tel que :

Virr (1) = { Xivp1 (@D + 75404 _si pas d' attente entre L, etL,
Xi+1,2 (1) sinon

Le cas ou les deux périodes sont égdies Pi1) ne sera pas traité ici puisqu’il représente un
cas trivial ou les horaires des bus peuvent éamnifds de telle sorte a ce que les temps de
correspondance soient nuls pour chaque voyage ukeslb démonstration des difféerentes

fonctions de routage k= fij(k), données ci-apres, est exposée dans I'anneixe A.

>| kivr,3 = [Sie13(K)01™s g toony O E(S:+15(K)+1)01™s i+13 O] D:I'max{ﬁi >Bis}

O [KO Ko JO1™8, <8113

kB, + Xia (1) =y (D) +Biy +B; (ko,i+1 -2)
Bi+1 .

avec  $13k) =

> ki+1’4 = [kaO,i+l /1]Dlmax{[5i >Bis} O [E(S+1,4(k) +1)] O 1maX{Bi <Bji+1}

Bist ~Xi 4D+ ¥ D+ By (ko g ~1)
B, '

k
avec  $14k) =

| kis =[(KODO1™ . ,@yopk < v ap] 01", 56100 O
[(KO1)DI™, ok <y O
S8 (K O™ (x4 W DB >vi40 (L), avec $,15(00 ON ety #83 U
E(S+1s(K+1)01™ ;DB >v;40 ), avee §,056) ON ety 2Bl 1™ (B <Bgs

Bi+1k X4 (1) - Yi+1(1) + Bi+1 - Bi -B i+lk'0,i+1 .
Bi+1 _Bi

avec Si15K) =
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| Kisre = [[KO1™y @3 K <x; ,ap O
ma. _ ma
E(S1,6(K)+ )01y, 00 85T > x; 4 ), aveing %] OL™ (B> Bian)

0 [kD 1max{yi+l 1B ik:ll <Xja (1)}] 0 1max{[3i < Bi+1}] 0 1max{si pas d'attente entre Li et Li+1}

KB, _Xi,4(1)+7i+1(1)+Bi(1_ko,i+1)_Bi+1 .
Bi _Bi+1

avec Si16K) =

Ces fonctions de routage nous permettent d’exprarplicitement les coefficients des
matrices caractéristiques du systeme (2.15), palisatculer ses solutions afin d’évaluer les
temps de passage des bus aux différents arréésdau étudié.

Les résultats obtenus ci-dessus peuvent étre disédrat appliqués au modele global
de la figure 2.9. En effet, pour chaqusin-1 (avec n>2) et <6, chaque fonction de
routage k détermine la transition du modele GETRDJ (figu® Rui doit étre franchie.

5.2 Solution de I'équation d'état

L’état initial du systeme global est donné par ¢adition initiale X(k). Souvent on
prend kg = 1. Comme nous I'avons déja signalé, certainesposantes du vecteur X(1) sont
des données initiales du systeme (dates de déraatemgbus de leurs stations de départ) ; les
autres sont déduites en utilisant les temps deadéplent des bus sur le réseau et les
fonctions de routage définies ci-dessus. Nous s@ratmes en mesure de déterminer I'état du
systeme a un moment donné X(k). A partir du mo@2I&5) nous constatons que I'équation
d’état est une récurrence linéaire homogene :

Ok>1, X(k) = A(k-1)00 X(k-1).
La solution s’obtient par simple récurrence :

Ok > ko, X(K) = A(k-1) OAK-2) O ...0 A(ko) OX(Ko),
= & (k,ko) O X(ko). (2.16)

ou ¢ peut étre considérée comme umatrice de transitioriLah, 00] définie par :

Id si k=ko
dkko) = IAK -1)0AK-2)0 ... OAko)  si k>ko
£ si k<ko

ou Id (égale &) est la matrice Identité dans le dioR@ax.

A partir du vecteur initial X(1), la solution dustgme (2.15) est donc :

Ok>1, X(K) = (k,1) O X(1). (2.17)



CHAPITRE 2 : Modélisation d’'un STP par les RdP egiddre (max, plus) 62

5.3 Evaluation de performances

Dans ce paragraphe, notre objectif est d’évaluéiagtalyser la force et/ou la faiblesse
d'un réseau de transport existant. L'évaluation esée sur des critéres temporels. Apres
avoir déterminé les équations de routage et aésolu les conflits structurels du modéle
graphique associé au réseau global, nous pouvonsseolement calculer les temps de
correspondance entre chaque couple de ligneL{k), mais nous pouvons aussi évaluer les
temps de parcours des passagers sur les difféiterdsaires du réseau. Considérons un
passager qui arrive a l'instant (ou date) t, etgasrpropres moyens (a pied par exemple), a un
arrét de départ $d’'une ligne L (1<i<n) du réseau global considéré. Ce passager désire s
rendre a un arrét destination; 8asservi par une autre ligne(avec ki<j<n). Il emprunte le
premier bus arrivant a la station de départ ampdeti'instant t. Il monte donc dans le busaB
linstant x1(k) (correspondant au R® passage de Ba larrét Sg, tel que
Xi1(Ki-1)< t=<x;1(ki). % 1(ki-1) est I'instant du dernier départ d’un bus de&mant I'arrivée du
passager a cette station. Si i<j, le passagerteffesa premiere correspondance a l'arrétSc
en changeant de bus et en empruntant;Jg{k bus de la ligne 1. Ce bus a quitté l'arrét
Sd.; a l'instant x.1,1(ki+1) et arrive a la station de correspondance a dmst. 1 100X+1 1(Ki+1).
Nous notons if:1(ki,ki+1) le temps d’attente du passager lors de sa prem@respondance.
Ce temps est obtenu dans l'algébre (max, plus)ti p@ certaines composantes du vecteur
d’état X(K) :

O1<i<n, Ti,i+1(ki,ki+1) = Xi+1,2(ki+1) / Xi,4(ki), (2.18)

0U X1 ,2(Kir1) (resp. xa(ki)) représente la date de départ du bus [@Besp. d'arrivée de Ba la
station de correspondance;;gcpour la k.1°™ (resp. K™9 fois. Pour kdonné, le paramétre
ki+1 est déduit de la fagcon suivante :

Kivs = Inf {p OIN / Xis1 2(p) = Xi a(ki)}. (2.19)
p

Aprés avoir effectué sa correspondance a la st&mn, et pour se rendre a un arrét
destination sur la ligne;L(i<j<n), le passager considéré doit a nouveau changdiuse
respectivement aux arréts 3¢, ..., S¢i1j. Le temps d'attente a chaque station de
correspondance est calculé de la méme facon que ldaformule (2.18). Le temps total
d’attente de ce passager au cours de son trajéa(di de depart Sch l'arrét d’arrivee Sa
est donné par la formule suivante :

-1
I:I ]SI<]SI’], TCOI'I'ES[(iyjlt) = lgl T|'|+]_(k|,k|+1). (2.20)

ou k= inf {mOIN /x,1(m) = t},
et ki = inf {mOIN / Xj41,2m) = X 4(k))}.

Si i = |, alors le passager emprunte un seul busnduson voyage. Dans ce cas aucune
correspondance n’est effectuée, et le temps dtat&st nul. Nous signalons que le seul temps
d’attente de ce type de passagers est celui datlarsde départ Sdjui est égal a;x(k;) / t

dans l'algebre (max, plus). Dans la suite, ce tedipgente ne sera pas considéré puisqu'’il
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dépend seulement de l'arrivée de passagers a stetien de départ. Par conséquent, le
voyage d’'un passager commence des qu’il monte abss. Ceci implique que plusieurs
passagers arrivant a la méme station de déparfféredits instants et ayant la méme
destination ont un méme temps d’attente s’ils emient initialement le méme bus.

En outre, le temps de déplacement d’'un passaged @eSaest donné par :

O 1<i<jsn  Tgeplacemefd,)st) = Ti1 @ 2 O Tiwa 20 Tz O....0 10,20 g},
-1

-
=Ti1 D( ID:i T|,2) | dj,
Sii=j Tdeplacemer(ti,iat) =d, (2.21)

ou: -T1[@ i, estletemps nécessaire pour atteindre la st8ten a partir de Sd
- Ty (i<u<)) est le temps de déplacement entre les degations de correspondance
SaG1uet Sgu+1de laligne L (1<u<n) ;
- d; (1=j<n) est le temps de déplacement entre :
- l'arrét ou le passager monte dans le bys($# i<j, c'est la station de
correspondance §G; si i=j, c’est l'arrét de départ §d
- et la station Sale la ligne L.qui représente la destination du passager.
Nous pouvons donc en déduire le temps total degeya passager considéré deal
L;, en effectuant les correspondances.§c.., SG:

O ]Si<an Tvoyage(i,jyt) = TCOI’I’ES[{i)j!t) U Tdeplacemer(tiyj,t)a
i-1 I
= 2 Tk, k)@ 2 0( ID=i T2 Od,
Si = Tvoyage(i,i,t) =€ Tgeplacemedi,i,t) = € d = d. (2.22)
Afin de mettre ces résultats sous une forme maliggi nous définissons les matrices
suivantes :

* W(t), telle que W(t) représente le temps d'attente total d’'un passagyageant
d’une station de lLa une station de; L.

* M, telle que : M, représente le temps de déplacement d’'un pasdamer station de
Li a une station de;l(sans considérer les temps d’attente). Souveriffecte a un
trajet entre deux arréts un temps moyen de pardowsLa matrice M ne dépend
pas de la date t (pour tout instant t, M(t) =M sowe Oi,j 0{1,...,n},
Tdeplacemer(li,j,t) = Tdeplacemer(li,j)) ;

« J(1), telle que §{t) représente le temps de voyage (parcours) dassamer d’un arrét
de la ligne L.a un arrét de la ligne.LCe voyage commence des que possible a partir
de l'instant t.

A partir de I'expression (2.22), nous pouvons déagre :
J() = MO W(t). (2.23)

Les éléments des matrices M et W(t) sont données pa
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Tgepicemai i) S ISisjsn
Mi = M (t) = (2.24)

g Si j<i

Teorresfh 1 1) si Isi<jsn
Wi(t) = e Sf |. :.J
€ Si | <1

(2.25)

ou t est la date d’'arrivée du passager a la stdeaepart de la ligne.L

Notons que ces matrices dépendent 81lous emprunté par le passager a I'arrét de
départ de la ligneLEn effet, le temps d’attente d’'un passager vogagsur une partie du
réseau dépend de I'heure de départ des bus (fandée parametres : nombre, fréquence,
distribution des heures de départ au cours d’'unegede travail).

5.4 Exemple d’application

Le modele détaillé dans le paragraphe 5 est a ngémnmeodéliser le réseau étudié et de
permettre son évaluation dans le cas général desyrmhronisation. Toutefois, nous avons
aussi montré qu’il est adapté aux lignes synchéasisdes lors que, dans le modéle (max,
plus) considéré, nous posons la contrairifek>2, O 2<i<n, x3(k) = €. L'exemple suivant
traite les deux cas d’application possibles faisgpparaitre des conflits structurels dans les
réseaux de Petri associés: le cas d'un fonctioenemon-synchronisé, et le cas d'un
fonctionnement synchronisé (attente des bus, naais Bypothese d’alternance). Considérons
ainsi un réseau de bus composé de trois ligngesLi et Ls, et de deux stations de
correspondance pget Sg 3. Les données du systeme sont fournies par leaal@ds (I'unité
de temps est la minutd)e modele GETRDJ représentant le systéme dansocehtions est
donné par la figure 2.11. Nous supposons en ouge

- ala premiere station de correspondance,Sm bus de {.n’attend pas celui de;L

pour effectuer un échange de passagers ;

- le bus de b attend celui de 1a la station de correspondance Smour échanger les

passagers.
Pour cet exemple, nous avdhs= A; pour i{1, 2, 3}.

Ligne Ly Ligne L, Ligne Lg

M | Tia | T2 | Tz | A2 | To1 | Too To3 Az | Ta1 | Ta2 | Ta3
64 18 20 26 60 17 16 27 67 15 15 37

Tableau 2.3 :Données du réseaul.
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Figure 2.11: Modéle GETRDJ pour un réseau a 3 lignes et @tpal'échange.

En considérant I'’hypothese de synchronisation dissen Sgs, le départ du bus Bde
cette station ne peut pas se faire sauf s’il rémuges passagers en provenancedélors la
transition %3 ne sera jamais franchie dohck = 1, x3k) = €. Pour obtenir cela, dans la
matrice A(k-1), on pos& k = 1, a3 ¢(K)= €.

Compte tenu des données du tableau 2.3, et en sampoulle I'entrée du systéme
U(k), les matrices caracteristiques A(k-1) et Glll)ymodeéle (max, plus) associé au graphe de
la figure 2.11 (systéme d’équations (2.15)) sosisi@vantes :

A(k-1) =
€ € ¢ 26
€ € € €
82 ¢ ¢ € c
€ € ¢ 64
€ € € 27
64(k2‘4/k)lill 17Dm(k2,3/k)lj1 .. .
7oe 2s™ ¢ g g
€ € € 60
€ € e ¢ 37
e 60(k3'4/k)D1 15D67(k3'3/k)m .
€ € € €& ¢
i € € e ¢ 67]
88864(kl’5/k)888 € € € & &
et C(k) =
€ € € € 88860(k2’5/k)8888

Nous cherchons tout d’abord les expressions degifms de routage figurées dans les
matrices A(k-1) et C(k). Nous supposons au préalatpie les bus des trois lignes
commencent leurs premiéeres courses depuis ledisnstale départ a t=0 (date de référence).
Pour cet exemple, les expressions des fonctiomsudage sont alors données par :
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O B1> B2, (Bi > Bi+1 avec i=1), donc I'ensembig ; est vide, alors on a1 = koo = 1.
Par conséquent les fonctions de routage=kf, (k) sont :0 k=1,
o S, 3(K) si. S, 5(K)UIN . 64k+17
« fak) = E(S,5(k)01) sinon - avec gk) = —
L f2'4(k) =k ;
o figk)=¢;

1 si k=1
R 64k —81
o k) = {E(SZ,G(k) 01) sinon o ou Selk) =

O Bs > B2, (Bis1 > Bi avec i=2) ou I'ensembl@, ; est non vide et I'attente est imposée
en Sez, alors Ky, = kg, =0. On obtient D k> 1,

L f3'3(k) =k ;
¢ BAZEGQDL), ol $uK) = % ;
S3.5(K) si. S35(K)UIN . 67k+7
« fogk) = {E(%,s(k) 01) sinon ou Sk =
° f36(k) =E&.

Les dates des premiers départs des hute Beurs arréts respectifs; daus fournissent
certaines composantes de la condition initiale X(&p autres composantes de ce vecteur sont
déduites en utilisant les fonctions de routageesisds et certaines équations du modele
mathématique. Nous obtenons alors :

X(1) = [0,¢, 18, 38, 0, 77, 17, 33, 0, 33,48]".

A partir de cette condition initiale, nous remamsi@ue la 9° correspondance;lvers L, se
fait a la date 77 min, ce qui donne le temps ddtteles passagers {1,1) = 77/38 = 39 min.
Ce premier échange correspond au second passdje Ide effet, B passe pour la premiére
fois en Sg, a t=33 min. A cette date,;Bi’'étant pas encore arrivé, il n'y a pas de passage
attente, donc Bcontinue sa course. D'autre part, le bysaBive pour la ¢ fois en Sgz a la
date t=15 min, tandis que le bus &tive & la méme station a la date t=33 min, dantt™
correspondance en Scest faite a la date t = 33 min : ainsi le bysaBend le bus Bpendant
18 min (% o(1)= 33 et non 15), tandis que les passagers nigtd pas (73(1,1) = 0 min).

Nous supposons que la période du travail des Husoagposée de Ny voyages (avec
Nmax = 30). Dans le tableau 2.4, nous présentons Issltagés d’évaluation concernant
I'exemple étudié : nous donnons notamment les dafeses bus quittent les stations de
correspondance, ainsi que les valeurs numériquedometions de routage et les temps de
correspondance en St S¢ s.

Remarques : ‘ )
o la k™ (resp. k”*™9 correspondance effectuée en S@resp. Sgs) représente la®k®
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course de B(resp. B). k' et k” sont donnés par la formuiaf {pOIN / Xj+1,2(p) = Xi 4(k)}
p

pour [1{1, 2} ;
 dans cet exemple, k' = k pour les 30 premiers vegag )
« pour les échanges de voyageurs eniretll,, la K™ correspondance correspond ali°h

passage deXfen Sg o ;

7

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
K” 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ko.3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
k2’4=k3’3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
K6 1 12 28 44 60 76 92 108 124 140
Ka.4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11
Kos 11 | 21 30 40 49 59 68 78 88 97
X1.4(K) 38 | 102 166 230 294 358 422 486 550 614
X2.2(K) 77 | 137 197 257 317 377 437 497 55[7 617
X2.4(K) 33 | 93 153 213 273 333 393 453 518 5713
X3,2(K) 33 | 100 167 234 301 368 435 502 569 636
TiAkK) | 39 | 35 31 27 23 19 15 11 7 3
T,4kk) | 0 | 7 | 14 | 21 | 28 | 35| 42 49 56 63
k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
h 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
k" 10 11 12 13 14 15 16 17 18| 19
Kos 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Ko =Kz 3 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ko 156 | 172| 188| 204 220 236 257 268 284 300
Ks.4 12 13 14 15 16 17 18 19 21 22
kos 107 | 116 126 135 145 15% 164 174 183 193
X1.4(K) 678 | 742| 806 870 934 998 106p 1126 1190 1254
X2.AK) 737 | 797| 857 917 977 1037 1097 115 1207 1277
X2.4(K) 633 | 693] 753| 813 873 933 993 10538 1113 1173
X3.AK) 703 | 770 837| 904 971 1038 1105 117p 1239 1306
T1Ak,K) 59 55 51 47 43 39 35 31 27 23
T,4kk) | 3 | 10| 17 | 24| 31| 38| 45 52 59 66
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K 21 | 22 | 23| 24| 25| 26 27 28 29 30
h 23 | 24| 25| 26| 28] 29 30 31 32 33
K’ 19 | 20 | 21| 22| 23] 24 25 26 | 27 27
Kas 23 | 24| 25| 26| 27| 30 31 32 33 34
kemkss | 21 | 22 | 23| 24| 25| 26 27 28 29 30
Kz 316 | 332| 348 364 380 396 417 424 444 460
Ks 23 | 24 | 25| 26| 27| 28 30 31 32 33
Kes 202 | 212 222| 231 241 250  26( 269 279 289
x.(K) | 1318] 1382] 1446 151p 1574 1688 1702 1766 1830 941B
x.AK) | 1337| 1397| 1457 151y 1577 1697 1757 1817 1877 371p
x.4K) | 1233] 1293] 1353 1418 1473 1583 1593 1653 1713 731y
xaAK) | 1373| 1440] 1507 1574 1641 1708 1775 1842 1909 761D
ToAkK) |29 [ 15 | 11 | 7 3 | 59 55 51 47 43

T,{kKk) | 6 13 | 20 | 27| 34| 41 48 55 62 2

Tableau 2.4: Résultats obtenus a partir de la résolution éguation d’état.

Dans le cas d’'un fonctionnement synchronisé (pesirlignes k et Lg), le tableau 2.4
montre que :

- la synchronisation est bien assurée des le prgmagsage des bus des deux ligngetL
Ls: Bs attend pendant 3 min l'arrivée du bus B la station de correspondance
(X3.2(1) = 33 min au lieu de 30 min) ;

- les résultats obtenus, en termes d’évaluation éegpg d’'attente, sont identiques avec
ceux du paragraphe 3.4 pour les dix premiéres gorelances (pour lesquelles les
données du probleme confirment I'hypothese d’a#tece) ;

- les résultats obtenus a partir de la onzieme quoretance correspondent bien a la réalité
du systeme, méme si l'alternance des bus des dguesln’est pas vérifiée : les 10 et
11°™Scorrespondances (valeur de k) sont assurées pas|8& effectuant son F3°tour
(valeur de k”). Ainsi on obtient bien un temps ttkste de 3 min pour la onzieme
correspondance. De méme, les 20 &"®rorrespondances (respectivement 29 &F%0
correspondances) sont assurées par le pefd@tuant son F8°tour (respectivement son
27°™tour) ;

- il existe une périodicité de 15 tours pour le tenges correspondance ; I(k,K’)
(observation faite sur un nombre de voyages plysrtant que 30) : pour tout k;'kk>’,
et pour tout 1> 0, Ty o(k+15n, k') = T1 5k, ki), avec : k'= ir;f {pOIN / x2.4p) = x1.4(K)}
et k'= ir;f {PUOIN / x22p) = X1 4(k+15n)}. Notons que, comme pour cet exemple nous
avons T »(k,k’) avec k' = k, alors ici K = k et k'’ = ky'+15n = k+15n. Cette périodicité
P=15 est obtenue par la formule :

A, 60 _ 60 _

P= =
pgcd@,,A,) pgcd(6460) 4

D’autre part, sur une période de 15 tours (par g@ermntre k=11 et k=25),,K(k,k’) est
une suite arithmétique décroissante de ralsd\;= 60 / 64 = -4,
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Dans le cas d'un fonctionnement non-synchroniséur(ges lignes L et Ly), nous
observons également dans le tableau 2.4 un compeamte périodique du temps de
correspondance;k(k,k”) :

- d’une part, pour tout k tel que<stk <Az = 67, pour tout » 0, et pour tout k” tel que
K’= ir;f {PUIN / x3Ap) = x2,4(k)}, on a:

T2,3(k+)\3n, k”+)\2n) = T2,3(k+67n, k”+60n) = E3(k, k”).

Cette périodicité de 67 tours a bien sir été olésesur un nombre de voyages largement
supérieur a 30 ;
- dautre part, pour tout i tel que <li<m, pour tout couple (k, m) tel que
(k, m)J{(1,9),(11,9),(21,8),(30,9),(40,8),(49,9),(59,8)}et pour tout k" tel que
"= ir;f {pOIN / x32(p) = X2.4(K)}, on a :

Toa(k+, K'+i) = T4k, k) + 7i.

T, 3k, K”) est donc une suite croissante sur desqo&s de 9 ou 10 tours (comprises entre
les tours k a k+m) et de raisagA,= 67 /60 =7 ;

De cette analyse (étendu a des observations ssirdeltl30 tournées) du tableau 2.4,

nous aboutissons a deux conclusions principales :

- les temps de correspondance présentent un ctenpent périodique, quel que soit le
mode de fonctionnement des deux lignes (synchraniséon). Ceci est en fait dd a la
périodicité des lignes elles-mémes ;

- 'évaluation dans un premier temps des tempscdeespondances aux points
d’échange d'un réseau jugés importants (voirequés) permet dans un deuxiéme
temps (et dans une certaine mesure) de proposenaueelle planification, sans
modifier les caractéristiques du systéme existaats en calant les premieres dates de
départ effectives des bus depuis leurs statiorimles de sorte que les temps de
correspondance soient minimaux aux heures de palatda période de travail
considérée.

A l'aide de la solution du systeme (2.15), nousuimhs les différentes dates d’arrivée
des bus, non seulement aux points d’échange, mas aux autres arréts du réseau. Nous
exprimons les résultats obtenus a l'aide des nestrid, W(t) et J(t) données auparavant, en
termes de temps de déplacement, de correspondanmbe jgarcours, pour des passagers
arrivant respectivement aux stations de départ tda@is lignes aux dates;=190 min
(9h10min), et £240 min (ou 10h00min). Nous considérons que la dk référence t=0
correspond au début d’une journée (par exemple 8bo0@atin). Nous supposons de plus que
les temps de déplacement ehtre Sdet Sa (1<i<3) sont respectivement ;174 min,
d>=40 min et g¢=35 min. Nous obtenons alors :

44 61 74
M = M(190) = M(240)=| ¢ 40 53| ;
e ¢ 35
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(e 27 55] (44 88 129]
W(190)=|e e 28] et J(190)4 ¢ 40 81
e & €] & ¢ 35_
e 23 58] (44 84 132]
W(240)=|e e 28|et J(240)3 ¢ 40 81].
e & €] & ¢ 35_

Remarque : Pour cet exemple et pour t= 190, les temps d’a&teet passagers allant de la
ligne Ly a Ly, de la ligne L a Ls et enfin de la ligne 1a Ls sont donnés respectivement par :
- Wix(190) = Teorresf1,2,190) = T4,4) = 27 min, (en plus de ce temps, le passager
attend l'arrivée de bus a la statiom, $éndant 2 min) ;
- W313(190) = Teorresf1,3,190) = 1 A4,4) + T, 5(5,5) = 27 + 28 =55 ;
- Wy3(190) = T, 5(5,5) = 28.

Les résultats obtenus dans ces matrices, (notamMgntonstituent une source
d’'information pour un voyageur désirant effectuertajet particulier a une heure précise, ou
qui souhaite savoir pour le méme trajet, a quedlerd il doit se rendre a un arrét en vue
d’optimiser le temps de parcours.

6 Analyse d’un systéme linéaire non-stationnaire

6.1 Théorie spectrale de la matrice caractéristique

L'étude d'un trées grand nombre de problémes de @rmment dans les graphes se
ramene a la résolution d’'un systeme d’équatioréalies non-stationnaire dans une structure
algébrique. En résolvant un tel systéme, nous @m dans ce paragraphe d'étudier
I'existence des éléments propres (valeurs et vestpropres) d’'une matrice a coefficients
non-constants dans le dioi®g,.x. Nous donnons également une interprétation phgsip
ces éléments. Pour cette étude, nous considérorsslalmatrice caractéristique A(k-1) (2.13)
associé au réseau de la figure 2.9, et dont lesedls sont variables. De plus, nous nous
placons ici dans le cas ou le fonctionnement deaeglobal est non-synchronigé {<i<n,

Bi = )\i)-
6.1.1 Valeurs propres

Afin de déterminer les valeurs propres de la matA¢k-1), nous utilisons son graphe
de précédence G(A(k-1)) représenté par la figut2 gBac et al, 92] et [Sch, 96]). Comme
nous l'avons déja signalé au chapitre 1, les nogludgraphe de précédence associé a la
matrice A(k-1) représentent les composantes dueueat’état X(k). Le poids associé a
chaque arcpi du graphe correspond a I'éléemepfkal) de la matrice correspondante.
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Figure 2.12 :Graphe de précédence associé a la matrice A(k-1).

La méthode de recherche des valeurs propres a gariraphe de précédence peut étre
trouvée dans [Gaub, 92]. On peut montrer que chatptece carrée (darf®n.y) possede au
moins une valeur propre ([Bac et al, 92]). En géhde nombre de valeurs propres d'une
matrice carrée d’ordre n est inférieur ou égal &irune matrice est irréductible, elle aura une
seule valeur propre. Sinon, le nombre de valewprps d’'une matrice carrée A dépend des
circuits élémentaires;@u graphe de précédence G(A) ([Sch, 96]). Darsated’ existence

W,

=1

d’'une valeur propre d’une matrice A, I'expressi@teiminant sa valeur esiMax , ou

Ci r
le circuit G est composé de r arcg,(a, ..., a); W, est le poids associé a chaque arf@aec
IC{1,..., r}). Comme on peut le voir sur la figure 2,I®us obtenons pour le graphe G(A(k-
1)) un ensemble de n valeurs propres : Sp(A(k=X})1, A2, ..., A} (toutes ces valeurs sont
distincts, cf. théoreme 1.7 du chapitre 1). Ceesrride est appel8pectrede A(k-1).

Dans le cas d’'un systéme de production, la valeaprp d’une matrice (max, plus), si
elle existe, s’interpréte comme le taux de productiu systeme. Nous remarquons que dans
notre cas, les éléments de I'ensemble Sp(A(k-lipespondent aux périodasdes n lignes
du réseau étudié. En outre, ils ne dépendent pds dariable k. Ainsi méme si la matrice
considérée est a coefficients non constants, desrsgropres sont fixes.

6.1.2 Vecteurs propres

Rappelons que pour I'analyse spectrale dans laighéonventionnelle des systémes
linéaires, chaque valeur propre est associée auuplusieurs vecteurs propres. Dans le

contexte des dioides, nous déterminons les vecteomes \}i associés a chaque valeur
propreA; (1<i<n) de la matrice A(k-1). Ces vecteurs propres iarifle systeme (2.26).

Ok >1, Ak-1 Vi (k) = M0 Vi (K). (2.26)

(4n)x1
max

modele GETRDJ qui représente le réseau de busééfrmiinposé de n lignes et n-1 stations
de correspondance). En développant le systeme )(2&&c pour chaque i £ikn),

VA o= [vh, vh vh, vh L vR vh, vh vl T, nous obtenons le systéme (2.27).
1,1 1,2 1,3 1,4 n,1 n,2 n,3 n,4

Nous signalons que VO R , oU 4n est le nombre de transitions internes du
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/tl,gﬂ V;i4 =\ 0O Vi‘jl
3 =0 v
1,2
. -3 A
T1,1m 1O Vl,ll —)\. O V1,|3
A0 v =\ O vh
1,4 1,4
0j, 2<j<n < Ts0 V], =N OV (2.27)

A A A

Gj_1,4D \'% j11,4 O GjygD Vj,ll =)\i O] Vj,IZ
A _ A
Gj,GD Vj,ll —)\i ] Vj,|3

\)\jD Vj\'4 :)\i O V?’i4

La résolution de ce systéme nous permet d'obtesirvecteurs propres (équations (2.28)),
dont les coefficients dépendent des données daragst

[
VM(K)=[e, €, Tu1, T1ad 12 € @14K)T 140 12/ A, €, ..., €]

4n-6
V)LZ (k):[e, € E E, 6,02,3(k)/ Ao, GZ,G(k)/)\Z, T2’1m 2.2, €, ((3(2,4(1()@ 2115 2,2)/)\2, g, ...,E]T
4n-10
Vi (K) = [€, ..., € e,aiz(K) N, atie(K) Ni, Tial@ 12, €, (@i4(K)E i1 12)/ Aiy &, ..., E]"
4i-4 42n-i)-2
\vkn (K) = [€, ..., €, e,an 3K} An, an 6(K) An, TnaT nd" (2.28)

4n-4

Nous remarquons a partir des expressions de (guz8)
- les vecteurs propres de la matrice A(k-1) sontrapesantes variables ;
- le nombre de composantes de chaque vecteur probrtsokx‘espond au nombre de
composantes du vecteur d’état X ;
- toutes les composantes déi\sont nulles (égales&d a I'exception des composantes

lell vlkl2 le|3 viki4 et vﬁilz. Les positions de celles-ci dans le vecteur propre
correspondent aux positions des composantesi%, i3 Xi4 (transitions associées a

la ligne L) et %+1,2 (transition associée a l'arrét;sg) dans le vecteur d’état X.
6.2 Identification des vecteurs propres

Dans ce paragraphe nous cherchons la significatigsique de chaque vecteur propre

V% en déterminant I'expression de chacune de sesaganfes non nulles. En analysant ces
composantes, nous constatons quiek:> 1,
= pouritel que %isn :

v:il(k) = x1(K) / x1(K) = 0,
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Vlk'2 (k) = xi.2(K) 7 %i.1(K),
V109 = %5 / % (k)

V()= X0 (k).
= pouritel que i<n-1:
VI (K)= (en.aK) £ %20K0) 1 (1.2(K) 1 %,a(P)) = %,4(P) / %1(K).

i+1,2
Les démonstrations de ces expressions sont dodaasd’annexe A.2.

D’une maniere générale, I'expression d’'une comp@salun vecteur propre '
(1<i<n) est donnée par la formule suivante :

Xi,r(K) / %51(K), sij=iet kr<4
Ok >1, v?ir (K) =< (%+2,2(K) / % 1(K)) / (Xis1,2(K) / % 4(p)), sSij=i+1letr=2 (avec i<n)
€ sinon (2.29)

ol p =sup{j ON" tel que X1.2(K) = Xi4()}.
j

Si i = n, la deuxieme équation de I'expression é‘e(k/) ne sera pas considérée étant donné
LT

gue le réseau ne contient que n lignes et querfaaile station de correspondance esti{C

Nous remarquons que ces composantes sont exprierédsenction des dates de
franchissement de certaines transitions du modelphgque (dates de passage de bus aux
différents arréts considérés de la lignge L

Un intérét du calcul des vecteurs propres de laioeaf(k-1) réside dans ['utilisation
de certaines composantes de ces vecteurs pourldel ce temps d’attente de certains
passagers. En effet, dans la seconde équationstiensy (2.29), nous constatons la présence
de I'expression : 1 2o(K) / X 4(p). D’apres le paragraphe 5.3, cette expressiorespond au
temps de correspondancei.1(p, k). Ainsi, a partir de la deuxieme équation shstéme
(2.29), nous pouvons écrire :

Ok>1, Vi LK) = 06.2K) /%K) 7 (Kiv,2(K) £ %34(P)),

= Xi+1,2(K) / Xie1,1(K) O Xir1,2(K) / %i,1(K) / Tiiea(p, K),
= V?‘le(k) O Xis1.1(K) 1 %5.2(K) / Tiis2(p, K).

Par suite, I'expression du temps de correspondanaé€p, k) peut s’écrire sous la forme :

Ok>1, Tl K =V (K) /v (K] O D a(k) / % (K)].

Nous remarquons, a partir de cette expression, @gt'possible de calculer les temps de
correspondance de certains passagers (ou de tym$sagers ;= A1), arrivant a la
station de correspondance, en utilisant d'une fEEtcomposantes des vecteurs propres
associés a; etAj:1, et d'autre part les dates de départ des busudelidmes L. et L+, de leurs
stations de départ.
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6.3 Exemple d’application

Nous reprenons I'exemple a trois lignes développasdle paragraphe 5.4. Malgré
I'hypothese d’attente entre les deux ligneset L, la théorie développée précédemment
s’applique encore ici carld 1<i<3, B; = A;. Pour cet exemple, nous déterminons les éléments
propres de la matrice caractéristique du systénmax,(plus) linéaire non-stationnaire. Les
valeurs propres de cette matrice sont Sp(A(k-1)94 60, 67}, et représentent les périodes
des lignes L, L, et Lg; les vecteurs propres associés a ces valeursgsrgpnt donnés par :
Ok, 1<k<30,

VoK) = [e,€, 18, 38¢, 38764 124979 ¢ ¢ ¢ g € €
VOK) = [e, & & ¢, e, 17160 239" 1711607126%" 33 ¢ 33760
VI = [, & & &, & & & & € %aK)xaa(k), 15767 36" e u(k)ixaa(k)] ™.

f k) /K
3’4() )18’ 8]T;

Le tableau 2.5 contient certaines valeurs numésiqies vecteurs propres. Pour les
autres valeurs, nous avons {NK)= V35 (K)= V31(K)= e; Vi3(K)= V33 (K= V35(K) = &
V1(K)=18; Viy(K)= V55(K)= 38; V55 (k)=33. Les valeurs des autres composantes qui ne
sont pas figurées ici sont nulles. Dans le casedeiinple traité, on constate que I'attente du
bus B en Segs est imposée uniquement pour la premiere coursey péfectuer la
correspondance avec le bus Bour les courses suivantes, cette attente elgt min effet,
chaque fois que Barrive en Sgg, il trouve des passagers en attente. Ainsi, aecdascette
attente de bus lors du premier tour, les valeuss aenposantes §72(1) (= 33) et \@74(1)

(= 48) sont différentes des autres valeuf$ ) et V&', (k) qui restent constantes poue 2.
; 3,4

Dans le tableau 2.6, nous fournissons les temptedta de passagers aux stations de
correspondance $get Ses lls sont déterminés a partir des composantesvdegurs
propres de la matrice caractéristique du systensx,(plus) linéaire non-stationnaire. Nous
retrouvons les mémes résultats qu’'au paragrapherbtérmes de temps de correspondance,
excepté en ce qui concerne certaines valeurs a&ssoau point d’échange ;3ctelles que
T,3(10,10), £320,19) $3(29,27) qui n'apparaissent pas dans le tableauEh6effet, ces
temps ne peuvent pas étre calculés a partir désuregropres de la matrice caractéristique
du modéle mathématique. Ceci vient du fait quelssigurs lots de passagers venant de la
ligne L, montent dans un méme bus, Blors la formule de 3k, k) nous permet de
calculer uniqguement le temps de correspondancesrhied lot de passagers arrivant en $Sc
Pour cet exemple, les 10 et 1%lots de passagers arrivant en §&ont transportés par le bus
B; effectuant sa T course ; alors seul le temps de correspondanceiésau 1i™ lot de
passagers sera calculé en utilisant les vecteasrgs. Il n'y a donc pas de valeur réelle
associée a ;l3(10,10) puisque seul T(11,10) est donné; en daffapres la remarque
précédente, pour T(k,10), alors dap{j0 N tel que %(10) = x»4(j)}=11. La méme

J

remarque est faite pour les 20 et™tlots de passagers, ainsi que pour les 29 €E%36ts.
Enfin dans le tableau 2.6, nous constatons quehasgements de valeurs dé%(k’) et de

V 3%(K") se produisent respectivement :
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lorsque l'on change de periode pouk K, K’): chaque fois que le temps de
correspondance prend a nouveau sa valeur maxirBfleci) la composante S?Z du
vecteur propre ¥ est augmentée de 60 unités de temps (corresposd a

lorsque le bus Bpasse deux fois a la station de correspondanceaant un passage de
B3 : chaque fois que le temps de correspondanggk,Tk’”) décroit (prend a nouveau une
valeur minimale comprise entre 0 et 6, donc stmetet inférieure a 7= / Ay, la
composante @f’z du vecteur propre § est également augmentée de 6B,)(=unités de

temps.

k Ve | VERK | VKM | VK | VK
1 77 17 33 33 48
2 77 617 33 15 30
3 77 1517 33 15 30
4 77 2417 33 15 30
5 77 3317 33 15 30
6 77 4217 33 15 30
7 77 5117 33 15 30
8 77 6017 33 15 30
9 77 6917 33 15 30
10 77 7817 93 15 30
11 137 8717 93 15 30
12 137 9617 93 15 30
13 137 10517 93 15 30
14 137 11417 93 15 30
15 137 12317 93 15 30
16 137 13217 93 15 30
17 137 14117 93 15 30
18 137 15017 93 15 30
19 137 15917 153 15 30
20 137 16817 153 15 30
21 137 17717 153 15 30
22 137 18617 153 15 30
23 137 19517 153 15 30
24 137 20417 153 15 30
25 137 21317 153 15 30
26 197 22217 153 15 30
27 197 23117 213 15 30
28 197 24017 213 15 30
29 197 24917 213 15 30
30 197 25817 213 15 30

Tableau 2.5 :Les valeurs numériques des vecteurs propres.

Remarques :dans le tableau 2.6, nous notons :

k' (resp. k") est la (kK§™ (resp. (K"f™9 correspondance effectuée en Scesp. Sg)
avec les passagers venant sul& &ourse de bus de la ligne (tesp. L). k est donné
par : - pour Sgo: k = sup{i ON" / 0. oK)) = x1.4()} ;

j

- pour Sg: k = supfi ON' / X3 oK) = X2.4())} ;
J
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« h:représente le passage de bus:denlSg, qui correspond a la (KJ°correspondance.

k |k |h VS?Z(k’) ng‘z(k*) X2,1(K) | X1(K) | T1AkK) | K” Vg,Yz(k") VS,Oz(k”) X3,4(K") | T2,ok/K")
1112 77 38 0 0 39 1 33 33 0 0
21 2| 3 77 38 60 64 35 P 15 33 8% 7
3|13 4 77 38 120 128 31 3 15 33 152 14
44| 5 77 38 180 192 27 4 15 33 219 21
55| 6 77 38 240 256 23 5 15 33 286 28
66| 7 77 38 300 320 19 6 15 33 353 35
71 7| 8 77 38 360 384 15 7 15 33 420 42
8189 77 38 420 448 11 8 15 33 487 49
9| 9|10 77 38 480 512 7 9 15 33 554 56
10{ 10|12 77 38 540 576 3 |10 15 93 621 --
— —
1111|113 137 38 600 640/ 59 10 15 93 621 3
12{12|14| 137 38 660 704| 55 11 15 93 688 10
13| 13|15| 137 38 720 768 51 12 15 93 755 17
14|14|16| 137 38 780 832| 47 13 15 93 822 24
15{15|17| 137 38 840 896, 43 14 15 93 889 31
16{16|18| 137 38 900 960, 39 15 15 93 956 38
17(17|19| 137 38 960 | 1024 35 16 15 93 1023 45
18(18(20| 137 38 1020, 108§ 31 17 15 93 1090 52
19{19|21| 137 38 1080 1153 27 18 15 93 1157 59
2020|122, 137 38 1140, 121 23 19 15 153 1224 --
2121|23| 137 38 1200, 128¢ 19 19 15 153 1224 6
22\|22(24, 137 38 1260, 1344 15 20 15 153 1291 13
23|23|25| 137 38 1320] 140§ 11 21 15 153 1358 20
2424|126 137 38 1380, 1474 7 22 15 153 1425 27
25(25|28| 137 38 1440, 153¢ 3 23 15 153 1492 34
[ [
26(26|29| 197 38 1500, 160( 59 24 15 153 1559 41
27|27|30| 197 38 1560, 1664 55 25 15 153 1626 48
28|28(31| 197 38 1620 1729 51 26 15 153 1693 55
2912932 197 38 1680 1792 47 | 27 15 213 1760 --
30|30|33| 197 38 1740, 1856 43 | 27 15 213 1827 2

Tableau 2.6: Calcul des temps de correspondancee€l T, 3 a partir des vecteurs propres.

7 Simulation des temps moyens de correspondance

Les modeles (max, plus) développés dans ce chag@treettent, pour un ensemble de
parameétres donnés du réseau, de déterminer les wengorrespondance des bus durant une
période de travail aux différents points d’échangesidérés. A partir de ce type de résultat,
nous avons analysé les temps de correspondance nsngg®sociés, en simulant le
fonctionnement du systeme pour différentes valdarsertains de ses paramétres, a savoir les
périodes des lignes ainsi que les conditions Iegialu réseau. Pour illustrer notre propos,
nous présentons les conclusions de notre analyss apnulation du réseau de bus dont le
modéle GETRDJ est donné dans la figure 2.11, et [emuel deux points d’échange sont
étudiés : St et S .
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» Simulation du temps de correspondance moyen en S¢

Nous nous intéressons aux temps de correspondam@nma la station $ que nous
notons Tm, Nous faisons varier les périodes de la ligagresp. de la ligne 4) en fixant
celles de k et Lg (resp. L et Lg). Les courbes suivantes représentent la variatiotemps de
correspondance moyen en fonctionXe(resp. de\,). De plus, afin de mettre en évidence
I'influence des conditions initiales sur le tempes abrrespondance moyen, nous effectuons
cette étude de simulation pour deux valeurs diffé&a® de ces conditions initiales (deux dates
différentes de départ des bus(Besp. B) de la station Sdresp. Sg)).

Cas N°1: 1<A1<140,A, = 60,A3 = 67,

12(0= 0, %, (1)= 21 Xp4(1)= 0, Xy (1)= O
40

\eﬂ"“h‘m'\ﬂ\f’\‘\\’ wh‘\“\f‘ ”\/‘”‘M“w“‘ I w\‘“w“ K A h ﬁ h ‘ h
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| |
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9 I B

Fig. a Ay Fig. b Ay

Fig. a: cette courbe représente la variation de; 7en fonction de\;. Nous remarquons
gu’elle contient des minima locaux et des minimabglx qui correspondent aux périodes
de la ligne L. pour lesquelles les temps de correspondance aidnéed. Ces périodes sont

proportionnelles a la période de la ligne kL (A1 = My OUA; = 2n—1)\2 ou riN’). Pour

d’autres valeurs d&; le temps de correspondance 1TA;) varie, avec de faibles variations
entre 20 min et 30 min. Nous remarquons égalemgautpur des minima de la courbe, le
temps Tm évolue d’'une fagcon symétrique

Fig. b : a partir de cette courbe, nous remarquons qededitions initiales du systeme ont
une grande influence sur le temps de correspondanogen. En effet, par rapport au cas
précédent (Fig. a) nous avons modifié les prendéparts des bus de leurs stations initiales
de telle sorte que les arrivées (pour la premigi® fles bus dejlet L, a la station S¢ ne se
produisent pas en méme temps. Ceci entraine notatmumedéplacement des extrema de

Tmy . Pouri; = 2n—1)\2, le temps de correspondance moyen devient impofégal a 24

min au lieu de 15 min dans Fig. a), tandis que paus M\, le temps de correspondance
moyen est plus important (39 mirA I'exception des valeurs de proportionnelles a,, le
temps Tm, reste presque le méme que dans le cas précédgna)Ffet varie autour de 30
min.
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Cas N°2: A1 = 64, KA,<140,A\3 = 67,
X1,(1= 0, x,,(1)= 21 xll(l): 0 x21(l): 0
T T | 80 T T
MNMN 1 o1 ] w/’\;
FN V VJ“/‘/
Wﬂs I M
| b /
d i
A" M
A A ITEE
S 2 N
A I .Y
‘M“ b | ML
A M
A | 10} H ‘u“w‘ i
Al
0 V véO 4‘0 éO 86 160 1‘20 140 00 2‘0 4‘0 66 86 160 léO 140
Fig. ¢ W Fig. d Ao

Fig. ¢ et Fig. d: nous remarquons a partir de ces deux courbes lguemps de
correspondance moyen croit de maniere monotoneoratidn de A,. Ceci est di a
'augmentation de I'écart entre les arrivées des Buet B, a la station de correspondance
Sa . Dans la figure Fig. ¢, des minima locaux sonteolss pour les valeurs de la péridde
proportionnelles & ; les temps d’attente moyens y sont moins imptstaar rapport a
d’autres valeurs voisines de. Pour la figure Fig. d, sous l'influence des coiodis initiales
du systeme, les optima changent. De plus, il existeines valeurs de proportionnelles a
A1 et pour lesquelles le temps de correspondancemasgent au contraire plus important.

» Simulation du temps de correspondance moyen enSC

Nous simulons ici les temps de correspondance nsoyem s a la deuxieme station de
correspondance ¢ Cette étude est effectuée d’abord dans le cdesodeux bus Bet Bs
arrivent en méme temps en,$(c’'est a dire que les départs de ces deux bustations Sd
et S@ sont effectués respectivement aux datgd x= 0 et %3(1) = 3). Puis nous considérons
le cas ou les deux bus n’arrivent pas en méme tenlpsstation de correspondance (nous
choisissons par exemple; () = 0 et %1(1) = 0). Les résultats obtenus sont présentétepar
courbes suivantes :
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Cas N°3: A1 = 64, KA,<140,A\3 = 67,
Xpy (1= 0, x5 (1)= 3 X5 (D)= 0. x5, (1)=0
65 T
H ‘r 601
55 ‘ B
+
EN"
F sl ‘ |
40+ ‘ ‘ il
| | L]
0 éO 4‘0 éO 86 160 1‘20 140 300 2‘0 40 66 86 160 léO 140
Fig. e Az Fig. f Az

Fig. e et Fig. f: pour ces deux courbes nous observons les ménéemmenes que dans les
figures Fig. a et Fig. b. En effet, pour Fig. edmps de correspondance moyen est minimal si
la période\, = N\ (dans ce cas les bus & B, arrivent en méme temps pour la premiére fois
a la station Sg), tandis que, sous l'influence des conditionsiatés, pour Fig. f le temps de
correspondance moyen est plus important pour lEsirseadeA, qui sont proportionnelles a
As. Pour d’autres valeurs d&, ce temps moyen reste constant et égale a 33 Maons
constatons donc qu’un changement des conditiotislés a toujours une influence sur les
valeurs minimales du temps de correspondance mbygg.

Cas N°4: A1 = 64,A, = 60, KA3<140,

Xy (1= 0, x5 (1)= 3
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Fig. h As

Fig. g et Fig. h: Ce cas est similaire au cas N° 2 ; et les mé@&smaarques peuvent étre faites.
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Bilan des observations des courbes de simulation

Par simulation on observe un comportement périedidgs temps de correspondance
moyens en fonction des périodes des lignes, ou tapaccroissant avec une reproduction
périodique (par translation) d'un motif (un motirppériode). Dans chaque motif, on peut
identifier une valeur moyenne (constante) et desma et/ou maxima locaux. Dans le but de
minimiser les temps de correspondance moyens suédeau de bus considéré, nous
remarguons a partir des courbes données ci-desslisgy préférable de choisir les périodes
Ai etA; de chaque couple de lignesdt Lj qui ont un arrét de correspondance en commun
telles queA; soit proportionnel &;. Nous remarquons aussi que les conditions ingtidie
systeme ont une influence non négligeable surdeg$ de correspondance moyens. Nous
constatons alors, d'aprés ces résultats, qu'il pstsible de minimiser les temps de
correspondance des passagers en agissant suritefepéles lignes et/ou sur les conditions
initiales du systeme (les dates des premiers degast bus au début de leur travail).

En conclusion de cette étude, et dans le cas @anctibnnement périodique du réseau
de bus, il serait intéressant d’'une part de détemet puis de minimiser la fonction
mathématique associée aux temps de correspondamyensn D’autre part, I'identification
des minima de cette fonction nous permet de ditig existe des couples de périodes des
lignes pour lesquels le temps de correspondancemest minimal. La détermination de ces
valeurs revient soit a imposer des pauses auxikugant sur les circuits les plus courts, soit
a choisir le nombre nécessaire de bus a employelesdignes. Ces décisions peuvent se
concrétiser par une action sur les vitesses defsblesréseau est équipé de voies propres), ou
par des ajouts/retraits de bus sur une ligne. Quidien soit, il convient d’agir sur le systeme
initialement défini par I'intermédiaire d’'une comnae telle que nous I'avons définie dans les
différents modeles proposés dans ce chapitre. Agueis évalué les performances du systéeme
existant, I'étape suivante consiste donc a déteamia commande permettant d’aboutir &
I'objectif fixe, c’est a dire minimiser le critémnsidéré (temps d’attente des passagers).

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en évidence qumotiélisation du systeme de
transport étudié par un GET est loin détre trejalméme sous des hypotheses
simplificatrices, et méme dans le cas le plus smpmais le moins réaliste) de
synchronisation des bus. La suppression de cestigges dans le but d'étudier des cas
concrets a nécessité l'introduction d’'une nouveltsse de RdP : les graphes d’événements
temporisés avec retrait dynamique de jetons. Cemwurs ont permis d’'une part de traiter le
cas de la non-synchronisation des bus, d’autredviter le probleme de I'accumulation des
jetons qui induit un fonctionnement du RdP non oomi a la réalité. Rappelons que ce
dernier probléme est indépendant du phénomeéne dehnisation ou de non-
synchronisation des bus. Dans ces deux cas defigumodele mathématique obtenu dans le
dioide Ryax est non-stationnaire. Ceci nous a conduit a laluésn a priori de conflits
structurels générés dans le modeéle graphique d@irecen mesure d’évaluer les performances
du réseau étudié, notamment en termes de tempsmr@smgondance.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserdascammande des réseaux de bus.
Nous commencerons d’abord par un réseau de bus synthronisation des bus est prise en
compte ; dans un deuxieme temps, nous étudierongs@au de bus ou cette hypothése ne
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sera plus considérée. Nous synthétiserons une codemdu réseau afin de réduire au
maximum, les temps de correspondance aux pointhage de passagers.



Chapitre 3

Commande d’'un systeme de transport public

1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I'étude de la commahuahe systéme de transport public
modélisé par les réseaux de Petri et I'algébre (nphxs). Dans cette étude, le concept
“Amélioration de la qualité du service’ est considéré sous deux aspects concernant les
utilisateurs pour 'un, les opérateurs de gestiour yautre, a savoir :

» la réduction des temps d’attente des passagerstations de correspondance. Ceci revient
a déterminer les dates d’envoi des véhicules arphas stations de départ des lignes. Ces
dates doivent garantir I'occurrence de toutes tgsespondances avec un temps d’attente
minimum qui reste toujours inférieur a une limiendée M (M= 0). M représente le seulil
de tolérance des passagers ;

» l'optimisation des ressources en termes de nomdreticules qui circulent sur le réseau.
En tenant compte de la contrainte forte de respesttolérances définies dans le premier
point, I'objectif de la commande est double : écuiser quelques tournées de bus en
mettant ceux-ci en pause (donc réduire les colggptbitation associés), ou réutiliser
certains bus qui devraient étre en pause pour negrfcen cas de besoin ponctuel, d’autres
lignes du réseau.

Nous nous intéressons a la synthese des struaderemsmmande afin d’obtenir ces
performances.

» la premiére structure concerne la poursuite dedtajre. Notre objectif est de synthétiser
une trajectoire d’entrée du systéme telle que pamée soit la plus proche possible d’'un
comportement désiré en sortie du systeme. La métlaadptée pour synthétiser cette
commande est basée sur les techniques développésslal cadre de la théorie de la
résiduation dans les dioides. Cette approche smiggaée dans les deux cas considérés
dans notre étude : le cas synchronisé (modélisdtiosystéme par un GET), et le cas non-
synchronisé (modélisation par un GETRDJ);

» la seconde structure proposée se base sur detatesld simulation permettant d’obtenir
le vecteur de commande a partir des optima globasXonctions objectifs.

Afin d’appliquer ces structures de commande, ndwsscssons deux modeles différents
de réseaux de bus. Pour la premiére structure, repusnons le réseau étudié au deuxieme
chapitre. Pour la deuxieme structure, nous considéune infrastructure de réseau différente
de celle étudiée auparavant. Pour chaque struchwes proposons un algorithme de
commande qui permet de concevoir (ou d’amélior@mplanification d’horaires du systeme
étudié tout en respectant certaines tolérancesidgfi
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2 Principe de la commande

2.1 Réseau étudié

Nous reprenons le réseau donné dans la figurecR.Zltap. 2, § 2.). Il est composé de
deux lignes Let L1, connectées par une station de correspondange. 3tous supposons
gue chacune des deux lignes est desservie par mibreaodonné de bus qui se trouvent
initialement aux stations de déparfl bus pour la ligne llet mCN” pour la ligne k).

2.2 Calcul de la commande

Nous considérons I'équation de récurrence d’ordralétrivant le comportement
analytique du systéeme considére (cf. Chap. 2, Ségjdation (2.12)).

0 k=2, { X(K) = Ak-1) 0 X(k-1) O B(k) 0 U(K)
Y(K) = C(K) O X(K) (3.1)

L'objectif de la commande étudiée est double : miser les temps d’attente des
passagers aux stations de correspondance du ré&seainimiser l'utilisation des bus sur le
réseau en assurant toutes les correspondances lestignes avec des temps d'attente
inférieurs a une limite donnée M. Nous allons deomus intéresser a un probleme de
poursuite de trajectoire. En effet, nous cherchibisynthétiser une commande a I'entrée du
systeme qui permet a la sortie de se produire iastant sollicité. Ceci consiste a déterminer
la relation entrée-sortie (ou la matrice de tramsfiu systeme d’évolution présenté par (3.1).

Dans le cas ou les matrices caractéristiques dterags (3.1) sont a coefficients
constants[{l k, A(k) = A, B(k) = B et C(k) = C), nous avons :

X(K) = A X(k-1) O B U(K),
= A2 X(k-2) O A B U(k-1) O B U(K),

- k-p-1 .
= APEP) X(p) O 0 A% B U(k). (3.2)
J:

On en déduit que :

k-p-1 i
O k= p+i, Y(k) = CA®P X(p) O 0 CA” B U(k-). (3.3)

e
La relation entrée-sortie est alors définie par :
0j=0, H(j) = C AV B.
I’équation (3.3) devient :
_p_l
0 Hi)OU(k),
J:

= CA"®P) X(p) O (H *U)(K). (3.4)

ki
O k= p+i, Y(k) = CA®P X(p) O

ou l'opérateur *, appelé produit de sup-convolutiest défini d’'une fagcon générale par :
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(Fg)(k) = Sup {f(k-)) + g(i)}-
0z

Dans ce qui suit nous cherchons les dates {Uk)pu il faut envoyer les bus de leurs
stations de départ pour que leurs arrivées auiossatle correspondance aient lieu aux dates
désirées ¥ ={Y4(K)}kon. La sortie du systeme calculée a partir des d@iéls)} o doit
vérifier I'égalité suivante :

Ok >p+l, Y(k) = CA®P) X(p) O (H * U)(K) = Yo(K).
Cet objectif peut étre atteint en utilisant la théale la résiduation dans l'algebre des dioides.

Pour déterminer la commande du systeme U(k) apkéta nous supposons que les (k-
1) précédentes (U(1), ..., U(k-1)) ont déja été dalkesi La relation entrée-sortie sera donc :

H = H(0) = GIB.
En utilisant cette relation, I'expression de |la coamde Uy est donnée par :
Uopi(k) = Sup{U tel que Y(k) = CA¥P X(p) O(H*U)(K) = Y o(k), O k> p+1},
= (Ya/ H)(K). (3.5)
2.3 Stratégie de commande adoptée

Dans le systeme étudié, nous supposons que lesdsode la ligne Lsont planifiés
pendant une période donnée de service des bus featbde est composée dg.Ntournées
des bus, avec My O IN'), et nous désirons commander la ligng.lCommander la ligneils
revient & envoyer les bus (notés.,B a partir de la station de départ pour assurer les
correspondances au niveau de la station d’échamgaskagers tout en minimisant les temps
de correspondance. Chaque voyageur ne doit pamlggta la station de correspondance plus
de M unités de temps.

En considérant cette hypothése, on s'intéressasynthése d’'une commande optimale a
partir d'une seule entrée du systeme, celle digte la commander. Par ailleurs, I'entrée de la
ligne L et la sortie désirée du systeme sont connues. @rrendonc que la synthése de cette
commande revient a résoudre un probleme d’optimisabus contraintes.

Le systéme considéré est a deux entrées, soit :
U =[u, Ul

On suppose que (entrée de la lignejlappelée entrée connueest planifiée, ety (entrée
de la ligne L. appelée entrée non connyesst a déterminer. On définit alors la partition
suivante du vecteur U et de la relation entrédeséttdu systeme :

Ok, HO U (k) =CIB1 0 u(k) O COB2 O usa(k),

oudjO{1, 2}, B représente l&T°colonne de la matrice B.
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Dans cette expression nous allons nous intéressateaxieme membre qui contient la
commande u et la relation entrée-sortie 1B , de la ligne L.

Nous supposons que les éléments de la suite{Y 4(k)}kon correspondent aux dates
désirées d'arrivée des bus de la lignq & la station de correspondance. Notre objectif est
d’appliquer une suite de commande; & {ui.1(K)}kon @ I'entrée de la ligne iy qui nous
permettra d’atteindre la suite de sortieg Formellement, la sortie Y = {Y (k)b calculée a
partir de la commandej.y, en décomposant le vecteur U et la matrice H, daiisfaire
I'égalité (3.6) :

k-p-1

Ok=p+1, Y(k) = CA®P X(p) O CO i) A" BU(k-j) O C B u(k) O C B; tia(K),
p
= Yqy(k). (3.6)
L’expression de la commande donnée par (3.5) devien

Ok=p+l, W1,0pt(K) = Sup{u+1 tq : Y(K) = Ya(k), O k>p},
=Yq4(k) / C By (3.7)

Par la suite nous appliquons cette stratégie dem@nmde pour les deux configurations
de fonctionnement des bus : la synchronisatiola ebn-synchronisation.

3 Commande d’'un systéme synchronisé

3.1 Modélisations

Nous supposons que le réseau considéré fonctiorateadtente des bus a la station de
correspondance. Nous nous plagons donc dans lé'wasystéme synchronisé (cf. Chap. 2
83.). Nous supposons de plus qu’il y a au moinarduie bus circulant sur.k que sur L
(m=n). Dans le cas d'un fonctionnement avec synckatitn, cette hypothése permet
d’assurer toutes les correspondances des pasgageemnant de la ligne;ltout en évitant de
bloquer I'évolution du modéle GET qui représenteskeeau (pas d’accumulation de jetons).

La figure 3.1 représente le modele GET du systemnsidéré. Il s’agit du modéle de la
figure 2.5 (cf. Chap. 2, § 3.2) auquel une sort@ge y, a été ajoutée, et pour lequel plus d’'un
jeton circule dans les deux circuits associés aux dignes. Les n jetons (resp. m jetons) qui
représentent les bus circulant sur(iesp. sur L1) se trouvent initialement dans la plagg P
(resp. R1,3) qui représente avec les transitionset %3 (resp. les transitions.x1 et %:13) la
station de départ de [resp. de L;). Pour ce graphe, chaque franchissement de laitican
ui (JOIi, i+1}) signifie qu’un ordre (autorisation) de dart est donné a un bus de la lign&L
partir de la station SdLe dateur (k) représente la date de I'occurrence de cet ardrée cet
événement. Ces ordres sont donnés en fonctiore@de tiu réseau et des besoins des usagers.
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E, Xis11  PrinTivna

m jetons

Figure 3.1 :Le modéle GET du systeme a commander.

Le contréle du systeme se fait en agissant d’'ugenfadynamique sur la commande
appliguée a son entrée. Un jeton présent a la a¢esp. k) signifie qu’un ordre de départ
est donné a un bus de cette ligngresp. L1). Le jeton qui s’ajoute a la place S, aprés le
franchissement de la transition%, signifie qu’'une correspondance de la ligneveérs la
ligne Li;1 est effectuée a la datepe(k) ou y(k) (les deux transitions.x» et y modélisent le
méme événement). Les temporisations associeeslatesdr (jL{1, 2}) et S sont nulles par
defaut.

Le modele (max, plus) linéaire stationnaire déduipartir du modéle GET de la
figure 3.1, est donné par le systéme d’équatior®.(3

O k=m+letm=n, [ %1(k) = u(k) O x3(k-n)

Xiyz(k) =Ti1 O Xi,l(k)

Xi3(K) = Ti2 O xi2(K)

< Xi+1,1(K) = U+2(K) O Xir1,3(k-m) (3.8)
Xir1,2(K) = Xi2(K) O Ti+1,1 O Xiv1,2(K)
Xi+1,3(K) = Tiv1,2 O Xis1,2(K)

L Y(K) = Xis1,2(K)

Les vecteurs d’état X(k) et de commande U(k) (tet dJ(k)=[u(k), u.1(k)]") sont définis
comme au chapitre 2 (83.2) avec une légere motditale X(k) due a l'introduction de deux
transitions xs et .13 dans le GET, soit X(K)=px(k),%i 2(K),Xi 3(K),Xi+1.1(K), Xi+1.2(K) , Xi+1.3(K)] -
Nous définissons en outre la sortie du systeme Bé<) = y(k).

Compte tenu des places et transitions supplémestamsi que du nombre de bus sur
chaque ligne, la forme matricielle implicite (3.8) systéme (3.8) differe 1égerement du
systeme (2.3) du chapitre 2, tout en étant défisigant le méme principe.

O k=m+1 et m=>n,
{ X(k) = Ao O X(k) O A, O X(k-n) O Ay, O X(k-m) O B O U(K)
Y (k) = C OX(Kk) (3.9)

Ao, An, An, B et C sont les matrices caractéristiques du systeme bntcoefficients
représentent les données du réseau, a savoir :
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€ € & & € & e ¢ e € ¢ ¢
inggg & & € € €& ¢ ¢ &
€ T._ & & € &

A= i2 An:sssssa
E &€ € & e gl gggggg’
€ € €

P11 € € € € & ¢
€ € & & T € € &€ € & € ¢
L i+1,2 | - -
€ € € € & ¢ e ¢
€ € € € & ¢ € ¢
€ € ¢ € & ¢ € ¢

An= ,B= etC=[c € € ¢ e g
€ € € €& ¢ € € €
€ € € € & ¢ € ¢
€ € & €& & g € €]

En calculant I'étoile de Kleene de la matrigg nous mettons le systeme (3.9) sous la forme
explicite suivante :

O k=zm+1etm=n,
{X(k) = A; OA, O X(k-n) O A; 0 An O X(k-m) O A; OB O U(K)

Y(k) = C O {A,0AOX(k-n) O A, OAOX(k-m) O Ay 0 B OU(K)} (3.10)
e € € e €]
T. e € € € €
i,1
. T e € € €
avec A0: LELZ i,2 . o .
T e € T €
i1 i+1,1
T T T £ T T T
L i1 i+1.2 i+1,2 i+11i+12 i+1,2

Les dates de franchissement de I'entrdk) et pour ¥k<m sont supposées connues.
L'état initial du systéme correspond aux conditiod€l), ..., X(m) qui sont connues
également. Afin d’assurer les correspondances éggrégnes Let L1, les dates (k) de
franchissement de la transitiop,usont données pourck<m en fonction des dates des m
premiers passages des bus de la ligreela station de correspondance. Le méme scérario s
répete pour les autres courses des bus du résean). (kes états du systéme seront calculés
en résolvant le systeme (3.10).

Pour faciliter la résolution du systeme (3.10), s\da mettons sous forme d’une
équation de récurrence d’ordre 1. Nous définisstmrs les vecteurs suivants :

0 k=m+1 et mzn,[ X (k) = [X(K), X(k-1), ..., X(K-n), ..., X(k-m+1) O(Ra)®™

UK) = [T (K), Ty (k] = [W(K), tea(K)]T O(Rmar)™ "
Y (K) = Y(K) ORmax
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En utilisant ces vecteurs, nous déduisons le systirécurrence (3.11).

0 k= m+1 et me n, {)Z(k):/&'m)?(k-l)m BOU (k)
Y (k)= COX (K) (3.11)

Les matricesA, B et C sont données par :

e . A OA ¢ .. A OAn
E ¢ € .o € ASDB
A=|®t E & T & , B = € etéZ[Cs € ... g].
€
L € .
2 . e E € |

ol les éléments da 0 (Rmay® ™™ sont des blocs de dimensions (6x6) & coefficidatss le

dioide Rmax; B 0 (Rma)®™? et C O (Rma)™®™ La solution du systéme (3.11) est donnée en
fonction de la condition initialeX (m) et du vecteur d’entréd (k) par :

~ ~ ~ k-m-1 —~ . ~ ~
0 k=m+1etm=n, X (k) = APE™ X (m) O g AY B U (k). (3.12)
]:

Par conséquent, nous déduisons I'expression deukei@me équation de (3.11) :
~ ~ ~ ~ k-m-1 ~ ~ . ~ ~
Ok=2m+l et men, Y (k) =CA"&™ X m)O gc A" B U (k-j). (3.13)
=
A partir de I'équation (3.12), il est possible dédwver les différentes dates de passage
des bus aux arréts du réseau.
3.2 Calcul de la commande

Nous réécrivons l'expression de la commande dontees I'équation (3.7) en
considérant les matrices caractéristiques du sys{8ri1). Nous obtenons :

O k= m+1, W10p(K) = Ya(K) / C B .

Nous exprimons la quantité B ., en fonction des matrice’ B etC du systeme (3.9). Ainsi
nous obtenons :

A, 0B,
6§.ZZ[C3 e ... |0 € ,

Par suite :
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Ok=m+1, W 1,0pt(K) = Sup{u+1 tg : Y(K) = Ya(K), pour k>m},
=Yu(k)/C A, B.2

L’expression (3.6) de la sortie du systeme, cata@artir de cette commande optimale
Ui+1,0ps €St définie par [ k= m+1,

~ ~ ~ ~ k-m-1 —~ . — ~ ~ o~
Y(k) = C APC™ X m)O CO u) A"BU(k-) O C B 1u(k) OC A, B.s UsopK).
J:

A partir de I'expression de la commande proposéasrdéterminons les dates d’envoi
des bus de la station de départ de la ligredour assurer toutes les correspondances avec la
ligne L; et avec des temps d’attente minimums.

3.3 Algorithme de commande

Soit Nhax le nombre de tournées de bus a effectuer sugme Ii; pendant une période

de service. Les dates de différents passages demuliarréts de cette ligne sont planifiées. A

partir de ces dates, nous déterminons celles @esigrs passages des m bus de la ligneal

la station de correspondance;;Sc Nous obtenons donc les dates y(k) (posk<In). Le

choix de la sortie désirée du systemes¥ fait, en fonction de ces dates, de la facoraste :

» dans un premier temps, nous choisissons parmi l&ésismB.; de la ligne kL1 ceux qui
peuvent assurer 1&® (k = m+1) correspondance avec la ligne Y4 sera donc donné en
fonction de la disponibilité de ces bus. Dans Ig @a aucun des m bus ne répond pas a
cette exigence, nous introduisons un nouveau budasligne L.; pour assurer cette
correspondance ;

* ensuite nous choisissons la sortie sollicitged¥® sorte qu’il n’y ait pas d’accumulation de
jetons a la place;®u modéle GET. Cette derniere contrainte est ftdenpar :

Ok=m+1, Ya(K) < X 2(k+1). (3.14)
Compte tenu de ces deux points, nous posons pchpig de Y a I'étape k :

Ok=m+1,0j0{1, ..., m}, Y} (K) = Z() Aisa, (3.15)

ou Z(j) correspond a la date du dernier franchigsende la transitionix . par le ™ jeton
(1<j<m), ou encore la date du dernier passag&"fibjis B, a la station de correspondance.

Le temps de correspondandékT associé a chaque daté (k) est donné par :
Ok=m+1,0j0{1,..., m}, T(K) = Y (K) / xi2(K). (3.16)

En analysant ces temps de correspondance, nowgagaons trois cas possibles :
« T(k) < 0, pour tout[ll O {1,..., m}, ol | correspond & I'ensemble des bus spiit
en pause et qui peuvent étre utilisés en cas dagrbes
e 0< Tj(k) < M, pour tout [JJ [0 {1,..., m}, ou J correspond a I'ensemble des butade
ligne Li+1 qui peuvent assurer 14" correspondance avec la ligng L
« M < T(Kk), pour tout JK O {1,..., m}, ot K correspond & I'ensemble des bus i
peuvent pas &tre disponibles pour effectuer" &orrespondance avec la ligne L
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Ces bus sont en circulation et ne pourront pasearéd temps en §¢; pour respecter
la contrainte de tolérance.

Posons {1,..., m} =0 JO K, ou |, J et K sont disjoints deux a deux. Sdanirculation des

bus sur le réseau, nous pouvons envisager lesa@susuivants :

o J# 0 : il existe au moins un bus:Bdisponible pour assurer 14" correspondance avec
la ligne L dans les tolérances définies. Si Carg(2) alors nous aurons deux possibilités
pour le choix du bus qui va effectuer cette comesiance. Nous pouvons choisir entre le
premier bus disponible, i.e. le bus arrivant lenier a la station de départ de la ligne L
et le dernier bus disponible, i.e. celui qui arfealernier a la station de départ de la ligne
Li+1 de sorte que la limite M soit respectée. Les tedgsorrespondance pour ces deux
choix sont différents et sont donnés par :

¢ Thk) = InijJ{Tj(k)}, relatif au premier bus disponible. C'est dono temps

d’attente minimum qui est plus avantageux poupkessagers ;
¢ Thk)= SupAT!(K)}, relatif au dernier bus disponible. Ce casrasins intéressant

pour les passagers mais peut permettre une ggdtisrefficace des bus. En effet,
plus les temps de pause d’un bus sont importahts,ilpest possible d'utiliser ce bus
pour d’autres taches pendant ces périodes d’in@ticum
Tout au long de cette étude, nous allons consid@sartie désirée yk) pour laguelle le
temps de correspondance est (K) = SupDJ{Tj(k)}. Nous choisissons donc I6°]® bus

Bi1 (jo J) pour effectuer la®Re correspondance avec un bus @ur un temps de
correspondance égal a°Tk). Ensuite, nous déduisons la sortie désirée5fli sera

Y d(k) = Z(jo) Ai+1. L'expression de la commande devient :
D k > m+1, ljh-]_’()pl(k) = Z(JO) )\i+1 / C A:) B.2

o J=0: dans ce cas, aucun des buys Bn circulation ne peut assurer la correspondance
avec la ligne Ldans les tolérances requises. Ainsi, pour chague[j K, nous avons soit
T/(k) > M, soit F(k) < 0. Le choix de Y(k) se fera alors en fonction de I'arrivée du bus B
a la station de correspondance pour¥fois. Le cas idéal est de choisir la sortie désiré
du systeme telle quegtk) = X 2(k) ou le temps d’attente T(k) sera nul. La comneaasit
alors donnée par :

O k= m+1, Wes.op(K) = X2(K) / C A, B

Il reste a savoir, apres avoir déterminé I'exp@ssie la commande.up: de la ligne
Li+1, Si nous allons réutiliser un bus déja employécstie ligne (bus en pause) ou bien
s'il faut introduire un nouveau bus sur le résdgace a cette situation nous distinguons
les deux cas suivants :
¢ | # 0 : il existe au moins un busiB en pause a la station de départ..Sd.a
correspondance avec la lignesera donc effectuée avec un de ces bus en appiqua
I'heuristique utilisée dans le cas o 01 ;
¢ | =[J: tous les bus B sont en circulation et la contrainte de seuil Mpeeit étre
respectée par aucun. Ceci hous raméne au casjout ldun nouveau bus sur la
ligne Li+1 est nécessaire ; on incremente donc le nombresielr le réseau de 1.
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Remarque: Dans le cas ou JB et K# [, et pour maintenir la qualité du service propose,
nous interrompons la pause d’'un bus @ill) ou nous ajoutons un nouveau bus sur la ligne
secondaire. Mais si une augmentation de la bornénmadée M du temps d’attente peut étre
acceptée par les passagers, alors cette derni@rgosopeut étre évitée, en favorisant
I'utilisation des bus déja en circulation sur lsgéu.

Notons que, conformément a ce qui vient d’étre igupl relativement a la tolérance M,
la sortie choisie parmi les dates possibles dost@mprise entre les datgs(k) et % (k)+M,
donc au plus tard M unités de temps apres le pasdadpus Bconsidéré. En conséquence,
d’aprés (3.14), cette date au plus tard doit @tierieure a )(k+1). Il est donc nécessaire que
la condition suivante soit remplie :

Ok=m+l, M < Xa(k+1) / % 2(K).

Cette méthode de commande est schématisée paarligrgmme suivant :
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Conditions initiales

A partir de x1(k), (k=1,...n) et ¥1.1(k), (k=1,...,m)

on déduit : x(k), O k = n+1,..., Nhax;
Xi2(Kk) et %3(k), Ok =1,..., Nhax;

Xi+1,2(K) et %+1.3(K) pour k =1,...,m.

Pour j=1,...m

d

et k= m+1 <
WWZO s

Calcul de T(k) :
T(k) = Yd(Kk) / xi2(k)

y
[1,...m]= ODJOK
0joln,  T(k)<o
0j0d, 0<sT(K)sM
0jOK, M<T!(K)

non (utiliser un bus/l oui
J=

4 ©n circulation)

0 k:kﬂ
Tl (k)=SupDJ{Tj(k)} non (etarder /\OUi (introduire

e 4 unbus B,) I=0 unbus| B
T(F()_T _(k) OjoO I tel que : T° (k):SupD|{Tj(k)} m ~ m+l
Z(jo)=2(jo) Aisa T(k)=0 T(k)=C
Ya(K)=Z(jo) Z(jo)=xi 2(K) Z(m)=%2(K)

Y (k)=2(jo) Yd“I‘):Z(m)
v v v

Calcul de la commande:uop(K) :
Uis1,0p(K)=Yd(k) / C A, B.2

A 4

Calcul du vecteur d'étax (k) :

~ ~ ~ k-m-1 ~ . ~ ~ ~ ~
X (k)= AP®M X (m)O [ ) A" B U(k-)) O B 1u(K)]O B 2 Uiz op(K)
J:

Figure 3.2 :Organigramme de commande du systéeme : configuragiochronisée.
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4 Commande d’un systéme non-synchronisé

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a laammendu systéme considéré sans
synchronisation des bus et en relaxant la congaglative au nombre de bus m de la ligne
Li+1. Pour cela nous utilisons I'outil de modélisatgnaphique GETRDJ a partir duquel nous
déduisons un modele (max, plus) linéaire. La réswiet I'étude de ce modele mathématique
nous permettent de synthétiser une commande étdgim®nstruire la planification d’horaires
de la ligne ;. Comme dans le cas précédent, le probleme denianende abordé dans ce
paragraphe est basé sur la théorie de la résidudaios les dioides.

4.1 Représentation graphique : modéle GETRDJ

La représentation graphique du réseau étudié eshédodans la figure 3.3. Le
fonctionnement de ce modele ressemble a celui iguee 3.1, sauf que dans ce cas, les bus
de la ligne k1 (ligne & commander) n’attendent pas a la stateoatrespondance. Le jeton
arrivé a la place;R 4 du modéle graphique représente une informatiotascirculation et la
localisation d’un bus B, entre la station de départ;Scet la station de correspondance.3c
Le tir de la transition x; 4 représente l'arrivée de ce bus en.$c

By Xit  PgT. o X2

Ui |—’O—’|—>O—,

Pis
; Xi,3
n |eton: l<

m jeton:

Figure 3.3: Modele GETRDJ du réseau étudié.

Remarque: Dans ce contexte de commande le modéle graphligoeé dans le deuxiéme
chapitre (cf. 8 5.1, Figure 2.10) ne s’applique gasles données de la ligng;Lne sont plus
connues, par suite les fonctions de routage nemositdéterminées priori.

Dans le but de commander la ligng;Let de concevoir une meilleure planification de
ses horaires, nous représentons le comportementodéle graphique de la figure 3.3 sous
forme d'un modele (max, plus) linéaire. De plusmedele graphique obtenu contient des
conflits structurels, ce qui rend le modéle mathiipoa associé non stationnaire.

4.2 Modéele (max, plus) linéaire non-stationnaire

La représentation d’état (3.17) décrit le compogrtdu modéle graphique.
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O k=n+1etd k= m+1,

[ Xi1(k) = u(k) O x; 3(k-n)

Xiyz(k) =T O Xiyl(k)

Xi3(K) = Ti2 O Xi 2(K)

Xi+1,1(K) = U+1(K) O Xi+1,3(k-m)

< Xi+1,2(K) =Tir1,1 0 Xiw1,1(K) O [Xiw,4(K) 07 Xi 2(K)] (3.17)
Xi+1,3(K) = Tis1,2 O Xir1,2(K)

Xi+1,4(K) = Tiv1,1 O Xiv1,2(K)

y(K) = Xs1,2(k)

\ 0(K) =X%2(ke) O Xi+1,4(k2)

Remarques :

e X(1), ..., X(m) : conditions initiales du systeme.sLéates (k) (pour Kk<Nmax et I<j<3)
sont planifiées, etix j(k) (pour kk<m et kj<3) sont données en fonction des datg&x
de sorte qu’un bus;B peut embarquer plusieurs groupes de voyageurs ldsriemps
d’attente sont inférieurs a la limite M ;

* Sinx=m, les datesix 1(k) (ou bien w(k)), pour kOO {m+1,..., n}, sont données de sorte
gu’un bus B.1, qui part de la station de départ de lpuisse embarquer tous les passagers
qui sont arrivés a la station de correspondandermtles temps d’attente ne dépassent pas
la limite M (seuil de tolérance). Les autres dat@s(K), Xi+13(K) et %.+1.4(k) (pour
kO{m+1, ..., n}) sont déduites a partir de la cinquigrzesixieme et la septieme équation
du systeme (3.17). Nous concevons donc les étatsyshiémes X(m+1) jusqu’a X(n).
Nous reviendrons sur les détails du calcul de agssddans le paragraphe 4.4.

L’aspect non stationnaire de ce modéle est rept&gaar la cinquieme et la derniere
équation ou k', ket k sont des fonctions de la variable k. L'apparitittnces fonctions, dont
les expressions ne sont pas définies, rend pliisiléifla résolution du modele mathématique
ainsi que la commande du systéme qu’il modélisautdfois, en observant la cinquiéme
équation du modéle (3.17), la date dli%ranchissement de la transition% peut s’écrire,
pour tout k> n+1 et k= m+1, sous la forme :

Xi+1,2(K) = Xi+1,4(K) O Tis1,10%i41,2(K) = Xi+1,4(K) (3.18)

En effet: x1. est franchie si chacune de ses places en amotiemmoau moins un jeton.
Nous remarquons, dans un premier temps, que®@j&ton qui arrive a la place;.p:
correspond au®®jeton qui arrive & la place.P, et qui valide la transition;» 4. Donc le
k®™ franchissement de;.x, correspond au *R® franchissement de;.x4, et par suite nous
choisissons le méme parametre k pour les transitien, et %14 dans la g gquation du
systéme (3.17). Dans un deuxiéme temps, ¥ fanchissement de la transition,xne
correspond pas en général &li%ranchissement de la transitionk (la transition x, peut
étre franchie plusieurs fois entre deux franchissgm successifs dej;xs), donc pour
exprimer cette différence entre les nombres decfiasements des transitions ®t %+1,4, 0N
note par k' le K™ franchissement de;x qui correspond au®R® franchissement de la
transition x.1 4 tel que k’> k. Or la transition ¥; » he peut pas étre franchie saufsj xI'est
aussi puisque leurs places en amont (Fet Ri14) ont une méme transition d’'entrée;x et
les temporisations associées a ces deux placesdmigues. Donc, le franchissement de
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Xi+1,2 Ne dépend pas de celui de; % par suite nous obtenons I'expression (3.18). Dans
réseau, nous nous intéressons uniquement a lawgeks correspondances au niveau de la
station qui est représentée par les transitignet.1 », donc nous pouvons simplifier encore
le systeme (3.17) en éliminant sa derniére équafionmeprésente les dates de regroupement
de passagers. Dans le cas ou nous nous intéressarice regroupement de passager de la
station de correspondance, nous devrions détern@s@xpressions explicites des parametres
k; et k fonctions de k.

Compte tenu de ces deux simplifications, nous posiveécrire le systéme non-
stationnaire (3.17) sous forme d’'un systeme statioe, et ce sans aucune influence sur le
fonctionnement du systéme ni sur son comportenhentouveau modele (max, plus) linéaire
déduit de (3.17) et des observations précédentelopaé par :

0 k=n+1etO k= m+1,
[ xi1(K) = u(k) O xi3(k-n)
Xi2(K) = Ti,1 O Xi,1(K)
Xi,3(K) = Ti2 O X 2(k)
< Xi+1,1(K) = U+1(K) O Xi+1,3(k-m)
Xi+1,2(K) = Xi+1,4(K) (3.19)
Xi+1,3(K) = Tis1,2 O Xis1,2 (K)
Xir1,4(K) = Tiv1,1 O Xiv1,2(K)
L Y(K) = Xi+1,2(K)

Afin de mettre ce systéme sous une forme matrigielbus considérons les parametres
suivants a =nl0’m et B =nJ m. En tenant compte de ces parametres, la fornécrate
du systéeme (3.19) est :

Ok>pB+1, X(K) = Ao OX(K) O Aq OX(k-0) O Ag OX(k-B) 0 B OU(K)
Y(K) = C X(K) (3.20)

ol X(K) = [%,1(K), %2(K), %3(K), Xie1,1(K), Xis1,2(K), Xis1,3(K), Xis1,4(K)]", U(K) = [U(K), tea(K)]"
et Y(k)= y(k). A, Aq, Ag, B etC sont les matrices caractéristiques du systeme,:ave

€ € & g € € € (e ¢ 1{m:j2} € € & g
T € € € € € € € € € € € € €
€ T, € € € € & £ &€ € € &€ € €
A= &8 & & & e ¢ e|,Ay=le € €& & ¢ 1{“:;} gl
€ € € € € £ € e € e e € e e
€ € € € Ti +12 g€ €& g € e g € e €
i € € € Ti +11 S € 8_ € € € g € e € |
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€ € 1f,} € € €& ¢ e ¢
€ &€ €& € & & & e €
€ & €& € & & & e €
As=|e & & & ¢ 1{’?} e|,B =lg e| etC=[e ¢ ¢ ¢ €& g],
€ € € € & & g e €
€ € € € & & g e €
le ¢ € €& & & g e €

ou 1?;);} est la fonction indicatrice (égale a “e” skab, et “€” sinon).

Avant de synthétiser une commande du systeme puogli@er ses horaires ou pour
procéder a la conception d’'une nouvelle planifmatie ses horaires, nous résolvons d’abord
son modele mathématique donné par (3.20)

4.3 Reésolution du modéle mathématique

La forme explicite du systéeme (3.20) est donnée par

O k=B+1, { X(K) =A; Aq X(k-0) O Ay Ag X(k-B)0 A, B U(K)
Y(K)=CO{A; Aq X(k-a) O Ay Ag X(k-B)0 A, B U(K)} (3.21)

Comme dans le cas du systeme (3.11), nous réésrlesréquations (3.21) sous forme
d’'une équation de récurrence d’ordre 1. Définissaloss les vecteurs suivants :

0 k>, X (k) = [X(K), X(k-1), ..., X(k-0), ..., X(k-B+1)]" ;
U(K) = U(K) ;
Y (K) = Y(K).

Nous obtenons donc la méme représentation d'ét. dit), a savoir :

0 k= p+1, { X (K) :}Dj (k-1) 0 BOU (K)

Y (k)= CO X (k) (3.22)
avec :

_ . . -

€ AODAa € AODAB ) .

E ¢ € € ABDB

A=|¢® & & , B= € et(S:[Cs € ... g]
€ .

L € _

e . . e E € |

Dans ce cas, l'ordre du vecteﬁfr(k) ainsi que celui des matrices caractéristiquesydteme
(3.22) sont les suivantsX (K)O(IRma) ™%, A D(IRma) ™™, B O(IRmay) P et C O(IRma) ™.
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Les éléments de la matricd sont des blocs (7x7), et ceux de la matfEesont des blocs
(7x2), et enfin les éléments du vect&lirsont des blocs (1x7).

La résolution et I'analyse du systeme (3.22) sedaila méme facon que le systeme
(3.11) erremplagant m pgs (car si n>mf3 = n et non m). La solution est :

0 k=p+1,
X (k)= AP X (B) O

~ o~

0 AY B U(k4),

k-B-1
j=0
k

-1 Lo~ o~

~ ~ ~ ~ -1 ~ ~ ~ ~ ~ ~
et YK =CA"P x@)o[ O CAY B U(k-) O C B 1uk)]D C B 2 Uiop(k).

j=1
De méme, la synthese de la commande est identiqeell@ du cas précédent.
L’expression de la commande i, est la méme que celle donnée auparavant (cf.)§ 23
revanche, le choix de la sortie désiréeest différent pour les deux cas. Cette différezste
due au fait que dans le premier cas on envoie wnBay pour embarquer un seul lot de
passagers. Alors que dans ce deuxiéme cas, ilossibte d’embarquer plusieurs lots de
passagers par un méme buys.B

4.4 Algorithme de commande

Le principe du choix de la sortie désirég o€ base, comme dans le cas précédent, sur
les conditions initiales du systeme. De la deuxiéagation du systeme (3.20) nous calculons
les dates de franchissement de la sortie du systék)eour kk<m. En analysant ces dates,
nous choisissonsgYtle la maniere suivante :
= dans un premier temps, nous allons choisir parsbles de la ligne ily, celui qui doit
assurer la (ou les) prochaine(s) correspondane®@) la ligne Ltout en respectant la
contrainte relative a M (attente maximal®1). Dans le cas ou aucun des m bus ne répond
a cette exigence, nous rajouterons un nouveau ludasligne L.; pour assurer ces
correspondances ;

» le deuxieme point lié au choix de la sortig dbrrespond au regroupement de plusieurs
lots de passagers venant de plusieurs bus denka ljgpour emprunter un méme bus de la
ligne Liss.

Le choix d’'un bus revient donc a fixer une datesdetie sollicitée Y(k) en fonction des
passages des bus de la lighnal.niveau de la station de correspondance tedle qu

0 kem+1, Y4(K)O[R, RO M], (3.23)

ou M est le seuil que peut tolérer un passager artédt de correspondance, et R est une
constante définie comme suit :

alétape 0: k=m+1 et k=sup{rtel que () < max Z(h)},

R =R =X2(kot1) ;
alétape ki k>m+l, lg est donné tel que ; Xko) = Sup{ %2(r), tq % 2(r) < Rc1[OM}
R =R=X2(kot1) ;
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Pour choisir un bus parmi les m qui circulent sulidne L., hous définissons une suite
de sorties {Y} (K)}1<i<m Par Y4 (k) = Z()) & i1 (pour (1<j< m). Z(j) est défini dans (3.15)
(date du dernier tir de la transition), etAi;1 représente la période de la ligngilLe
temps de correspondance associé a chaque d&kg &st exprimé par :

Ok=m+1, T(k+1) = Y (K) / xi2(k), Oj O{1, ..., m}.

Si (3.23) est vérifiee pour une seule valeur dg7,..., m}, alors le bus B; associé
assure toutes les correspondances avec les;l{bsBde la ligne ) dont la date de passage
reste inférieure a BM. Si cette relation est vérifiée pour plusieurseuas de |, alors le bus
Bi+1 choisi est celui qui passe le plus tard a la@ta8gi.1 (on lui associe I'indiceg). Les
autres bus B, (associés aux autres valeurs de j) sont mis esepaw dépot $d. Notons que
si cela s’avere nécessaire, on fait attendre ledbassi jusqu’a la date; xko) définie ci-
dessus, de sorte que le maximum de correspondaon®d assurées par un méme bus B
tout en satisfaisant la tolérance M. Ainsi(R) = x2(ko) O Y } (k).

Si pour chaquel{1,..., m}, la condition (3.23) n’est pas Vérifiédpes nous pouvons
envisager les deux cas suivants :
+ si Y)(k) > ROM, aucun bus disponible ne peut assurer la correkpwe des

passagers arrivant entre les dates RéMRa la station de correspondance. Alors,
nous devons introduire un nouveau bus sur la ligne pour effectuer cette
correspondance, de sorte que ce bus arrive g1 8o méme temps que IE™ bus
Bi a la date »(ko) (dernier bus Barrivant en Sg.; avant la date RM);

+ si Y} (k) <R, il existe au moins un bus, en pause awidgp.; ou en circulation,

capable d’assurer toutes les correspondances tatesvhlle du temps [R, RM].
Dans ce cas, nous réutilisons le dernier bus dibf@de la ligne L afin de pouvoir
transporter tous les passagers en attente (mémeqeeuarrivent a la station de
correspondance a la datélR). Cette heuristique correspond a celle déjasddi
pour la configuration synchronisée.

La stratégie de commande proposée est formulée Harganigramme de la
figure 3.4.
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Conditions initiales
De %1(K) (k=1 & n), %1,1(K) (k=1 & m)
et y(k) (k=1 a Nnay, on déduit :
xi1(K) pour k = n+1,..., Nax
Xi2(K) et X3(k) pour k =1,...,Max
Xi+1,j(K) pour j=2 -4 et k=1,..., m
Z(j) = %+1.2() pour j=1,...,m
+
k=m+1
ko = sup {rtq x2(r) < max Z(j)}
v
Em={L1,...,m}, Oj0Em, Y (K)=Z( R i1
F={j OEmtq : R<Y ) (k)< ROM}, R = X; 2(Ko+1) <
On définit r par :
Xi,2(r)= Sup{x()) tq xi2()<RCOM}
non (retard bt Bi:1) l i
retaraer un ot 1 Fj: 0 OUI‘
T0=Suger{Y 4 (IR} < G=i UEntq Y} () <R} >
Z(jo)=xXi2(r)0 Yﬁ'&%ﬁ {YJ (k)}
o Non(retarder oui (introduire un
Y a(k)=Z(jo) un[busB;.1) @ | bus surl)
T(k)=Supoal Y } (K)/R} m .~ ml
Z(jo)=Xi2(r) Z(m) = X2(1)
Y 4(K)=Z(jo) Ya(k) = Z(m)
Calcul de py,0p(K) :
. Uis,0p(K)= Ya(K) / C A, B.; B
“|Calcul du temps de correspondance : K= ktl
Ol tel que R Xio(l) < Xi2(r) Ko =1

T(1) = Ya(k) / xi2(1)

v

Calcul de vecteur d'étaX (K) :

X (K= [A"E® X @O k;gﬁl_l A% BU (k-) OB .1 u(K)] O B .2 Us1,op(K)

Figure 3.4: Organigramme de commande du systéme : configarabn-synchronisée.
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5 Application au réseau urbain de Montbéliard

5.1 Structure physique du réseau de transport de Montbérd

5.1.1 Description du réseau de la CTPM

Le réseau que nous étudions fait partie du résdabalgde la Compagnie des
Transports du Pays de Montbélia(@TPM). L'architecture du réseau de transport irloke
Montbéliard repose sur le principe de la structyuiea été mise au point par les compagnies
de transports aériennes aux Etats-Unis [Sou, DSagit d'une structure du réseau aérien par
rabattement systématique du trafic sur des aémmetvant de pivots. Ce qui permet
d’accroitre les flux des passagers dans les camnesmces, d’'accroitre les frequences des
avions. Cette structure permet de focaliser lassitavers les points d’échange de passagers.
Ces derniers jouent un role fondamental pour |dadément de passagers. Le schéma de la
figure 3.5 représente la structure physique duarése la CTPM.

ETUPES

MONTBELIARD

VALENTIGNEY MANDEURE

Figure 3.5: Structure physique du réseau de transport detddbard.

Le réseau de la CTPM est composé de plusieurssligng desservent plusieurs
agglomérations et qui assurent le déplacementalgsyeurs entre les différents endroits de la
région. Il est articulé autour de deux grands axppelés respectivement DIAM (Direct
Interurbain Audincourt Montbéliard) et Cit (Citagin Ces deux axes relient deux grandes
agglomérations : Montbéliard et Audincourt. L'irdteucture du réseau ainsi que le nombre
de stations de correspondance qu'’il contient jestifl'intérét particulier que les exploitants
de la CTPM portent notamment a la gestion des sporedances (minimisation des temps
d’attente des passagers). Le passage des busréatsx e la ligne DIAM (dont la structure
physigque est représentée dans la figure 3.6) egilieé (environ 10 minutes entre deux
passages successifs des bus dans un arrét). @etee principale est connectée, via les
stations de correspondance, a d’autres lignes skavéappeléeignes secondairesu les
passages des bus ne sont en général pas régulietsrvalle de temps entre le passage de
deux bus successifs a un arrét d’'une ligne secandairie en fonction de la période du
voyage et en fonction des déplacements des voymg@ar temps dépasse parfois les 30
minutes.
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Neoeud 1
(Montbéliard)

Neeud 2
(Audincourt

‘oujeauca

s e

Mandeun-‘

Figure 3.6: La ligne DIAM liant les deux nceuds principauxréseau.

La CTPM exploite une flotte de 80 véhicules avecetfiectif de 220 personnes. Le
réseau comporte 18 % de stations de correspondaectaux est supérieur de 10 % en
moyenne a celui des autres réseaux de méme tailleigon de la répartition géographique
des agglomérations desservies.

5.1.2 Partie du réseau étudiée

Dans cette étude nous nous intéressons essengealiéria gestion de deux lignes du
réseau. Il s'agit de la ligne principale DIAM etligne secondaire N°9 liées par une station de
correspondance a Montbéliardcfopolg. La structure physique de ces deux lignes est

donnée dans la figure 3.7.

Légende Aqmcbe: rd 1[ ,f-F‘\‘:“:i
mE1 |igne N°9 “ "':5‘.
mmm DIAM .. e } Sod h‘ﬂI'.II
O Acropole nne: :"'.:‘:ﬁ'- '- :--. .’"' HC)_H}'
. .
', ’
//’J ‘; " Tai
I'és ; mﬂ.h I'm E‘ [ Audihc
____,,5 Bgrt ucen
§ Arbouan: k _
m EEI i = ." ¥, - i
» TP o s sl

Rl

o

Figure 3.7: Réseau étudié : DIAM - Ligne N°9.
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5.1.3 Données du réseau

Dans le cas étudié, nous nous basons sur les dopobbées dans le guide horaires de
la CTPM de I'année 2001. Dans les figures 3.8 @tsBivantes, nous donnons pour chaque
ligne les temps moyens de déplacement des buslestegréts consécutifs considérés. Nous
faisons apparaitre les stations de correspondameoelgsquelles la charge de voyageurs qui
effectuent les correspondances est dense. Les autéds (arréts simples) sont inclus dans les
trajets des bus. Les temps d’'arrét des bus a o&s aimples sont inclus dans leurs temps de
déplacement.

Légende

O : Arrét de correspondance;
@ : Arrét simple.

Temple Donzelot  Acropole

¢ ¢ ¢ ®—®
@ (@) Q Q Q Q @) (@) (1< — [ Place Ferrer

Figure 3.8: La ligne DIAM du réseau de la CTPM.

Bavans | I iy Montbéliard
Bel Air L Emaillerie  Rue de Dung St-Suzanne pjace Ferre  Acropole Prairie G. Jardin
} } } Py } }
O @& & O & &6 O & 6 O 6 (]<() ()>U e 06 O 6 6 d
- o LR o LR >e------ > - > €--------- >e--------- >

9 min 4 min 3 min 7 min 2 min 5 min 6 min

Figure 3.9: La ligne N°9 liant Bel Air et Montbéliard (Gradérdins).

Nous nous intéressons a la gestion des correspoeglasu niveau de la station
Acropole Plus particuliérement, nous considérons les veyeggvenant de différents arréts de
la ligne DIAM et qui désirent se rendre a un adéstination sur la ligne N°9. Dans ce qui
suit, nous notons;; (resp.Ti>) le temps de déplacement des bus entre la stddiatepart de
la ligne DIAM Templeet la station de correspondan&eropole (resp. entreAcropole et
Templg. De méme, pour la ligne N°9, nous notansg: (resp.ti+1,2) le temps de déplacement
de la station de dépaBel Air a la station de correspondareropole(resp.Acropolea Bel
Air). Les temps de parcours (ou périodes) de ces lidges sont données alors paipiam =
Ai =Ti1 + T2, €tAiignes = Ais1 = Tir1,1 + Tiv1,2. Dans le tableau 3.1, nous regroupons ces donneées.
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Lignes Nombre de bus  Temps de déplacement (minjnp$ale parcours (min
DIAM n=7 Ti1= 15,'[;,2 =27 )\i :)\DIAM =42
Ligne N°9 m=3 Ti+11 = 25,Ti+1,2 =47 )\i+1 = )\Iigneg =72

Tableau 3.1: Données numériques du réseau considére.

5.1.4 Modélisations du réseau

Afin de pouvoir modéliser le réseau par un réseaBetri (RdP), nous supposons que le
nombre de bus qui desservent les différentes ligggtsconnu. Ce nombre constitue le
marquage initial du modéle RdP. Dans cette étuds ations procéder de la fagon suivante :

e dans un premier temps, nous supposons que tostelmmées du réseau sont connues
(état actuel du systeme). Nous allons donc, maatéés évaluer les performances du
réseau avec ces données ;

e dans un deuxiéme temps, nous allons commander signgg afin d’améliorer les
horaires actuellement définis. Nous supposons daede nombre de bus utilisés sur la
ligne DIAM est connu durant la période de servatenous cherchons le nombre de bus
nécessaire sur la ligne N°9 (ligne a commandenyr lee faire, et afin de constituer le
marquage initial du RdP qui représente le systérmes desservons la ligne N°9 par un
nombre provisoire de bus. Ce nombre peut étre diéniou augmenté, au cours du
temps, selon la période des voyages et la chagyeajageurs.

Dans le premier cas d’évaluation et le deuxieme dasnélioration, le modele
graphique décrivant le comportement du réseau restEiTRDJ. Ce dernier est représente,
compte tenu des données du tableau 3.1 et desus&sicles deux lignes (figures 3.8 et 3.9),

par la figure 3.10. Ligne 14 Ligne 5

,I Acropole Place

(DIAM) Ferre |

Départ DIAM

P 1 O+
. 7jetons (bus) | rempie (arrivée) Acropole

L’Emaillerie R.de dung St-Suzanne Place Ferre

- demooo o , G. Jardins Prairie

Figure 3.10: Modéle GETRDJ associé au réseau considéré.
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Dans ce réseau, nous nous intéressons a la gekwrorrespondances a la station
Acropole Il est donc possible de simplifier le modéle ddigure 3.10 en regroupant toutes
les stations qui ne nous intéressent pas au cesrgaets de bus. Nous reprenons le modéle
graphique de la figure 3.10 avec les simplificagisnivantes :

* pour la ligne DIAM, nous considérons uniquemerdtiion de dépaemple Temple

(arrivée) et la station de correspondaAceopole;

* pour la ligne N°9, nous considérons la station épattBel air, Bel air (arrivée) et la
station de correspondanderopole

Le modele graphique de la figure 3.10 peut étreésemté par la forme simplifiée de la
figure 3.11.

Temple
Départ DIAM (départ) 15 Acropole(DIAM)

__________________

———————————————— Temple Skl
(arrivée) el A Aqropole
(départ (ligne 9)

Départ ligne 9 |—.O > 4.,

P . Correspondance
47 effectuée

E 3 jetons (bus E BeII;ir

(arrivée)

Figure 3.11: Modele graphique simplifié.

Afin de mettre en équation ce modele graphiquesdiectons aux arréts du réseau des

différentes variables (d’état, d’entrée et de sdrtDans le tableau suivant nous présentons
cette affectation.

Arrét du réseau variable
Départ DIAM Ui
Temple (départ) Xi.1
Acropole (DIAM) i X
Temple (arrivée) Xi.3
Départ ligne 9 U1
Bel Air (départ) Xi+1,1
Acropole (ligne 9) Xi+1,2
Bel Air (arrivée) Xi+1,3

Acropole X+1,4

Correspondance effectuée y

Tableau 3.2: Affectation des variables aux transitions du gledsET.



CHAPITRE 3 : Commande d’'un systeme de transportipub 106

En tenant compte des variables d’état du tabledueB.des données numériques du
réseau, le modele mathématique décrivant le comperit du systeme dont I'expression est
donnée dans (3.19) devient :

Ok=8,

£ %1(K) = u(k) 0 i a(k7)

xio(K) = 1500 x;1(K)

xi5(K) = 270 x;(K)

< Xi+1,1(K) = U+1(K) O Xi+1,3(K-3)
Xi+1,2(K) = Xi+1,4(K)
Xi+1,3(K) = 470 Xi+1,2 (K)
Xi+1,4(K) = 250 Xi+1,1(K)

L Y(K) = Xi1,2(K)

La mise en forme matricielle de ce systeme estigies a celle du systeme (3.19) (cf. §
4.2),avec:nB=7etm=a=3. Soit :

Ok>8, { X(K) =Ao 0 X(k) O As X(k-3) 0 A O X(k-7) 0 B 0 U(K)
Y(K) = C OX(K) (3.24)

Les expressions numériques des matrices carajagastde ce modéle sont données par :

(e €& €& & € & g (e ¢ ¢ ¢ & ¢ ¢
15 ¢ € ¢ € ¢ ¢ € € € € €& & ¢
e 27 ¢ & €& ¢ ¢ € € € € € € ¢
Ab=|e € € € € ¢ ¢|,As=|e € € € ¢ e gf,
€ € € €& & & e € € € € € & ¢
e € € € 47 ¢ ¢ € € € € € € ¢
e €& & 25 & & g] le € € €& € € ¢
(e ¢ e g & ¢ ¢ e ¢
€ € € € € & & € €
€ € € € € & & € €
Ar=|le ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢|,B =g e| etC=[¢e ¢ ¢ ¢ ec ¢l
€ € € € € & & € €
€ € € € € & & € €
e € € € € & g e €

Le systeme de récurrence d’ordre 1 déduit de ceelaadbt le suivant :

Ok=8, {)“(’(k):/lm“{(k-l)m BOU (k)
Y (k)= COX (K) (3.25)

avec X ()O(Rma)*™, U K)ORmad™ et ¥ (K)DORmaq  AD(Rmad* ™ B O(Rma)*”? et
C O(Rma) ™.
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En résolvant ce systeme, nous obtenons la solstivante :

Ok>8, {X(k)— ATKD Ry 0 AY B G (ki)

j=0

Y (k)= C A& X (71O kg C A" B U (k) (3.26)

La condition initiale du systeme est représentédgsadates des trois premiers passages
des bus aux arréts du réseau X(1) a X(3). De cettdition initiale, nous déduisons les autres
dates de passage des bus aux arréts du réseau.X(X),7) de facon a pouvoir transporter
tous les passagers, dont le temps d’attente ness@geas M, par un méme bus. Ainsi nous

obtenons le vecteuX (7) = [X(7), X(6), ..., X(1)].

Le temps de correspondance est calculé en fondésrdates d’arrivée des bus de deux
lignes a la station de correspondangeKk) et % »(k). Ce temps est exprimé par :

Ok>1, T(K,K) = Xe12(K) / %2(K),
ol k' O {pOIN tel que X 2(k-1) < X 2(P)< Xis1,AK)}.
5.2 Evaluation des performances du réseau

D’apres la planification actuelle du réseau, le dada ligne N°9 qui fait son premier
départ de la statioBel Air commence a 5h59min du matin. Nous prenons dongféaence
du temps t = 0 correspondant & t = 5h 59min. Léogérde travail des bus que nous allons
considérer ici correspond a l'intervalle de templs $9min, 13h 02minJ~[0, 426min]), soit
environ une demi journée. Le nombre de tournéesudesur la ligne DIAM vaut N = 45
pour cette période. Le temps de correspondancenmadidentifié pendant la période de
service considérée est M = 34 min.

L’'analyse des solutions (3.26) du modele (max, )phais permet d’évaluer les temps
de passage des bus aux arréts du réseau ainsesgjuenips d’attente des voyageurs a la
stationAcropole Si nous notons par :

-k : le K™ voyage d'un bus de la ligne N°9 ;

- k' :le (K)*™voyage d’un bus sur la ligne DIAM ;

- xi2(k") : date de (k§™passage d'un bus de ligne DIAM A la station deespondance ;

- Xir12(K) : date de ¥"™passage d’'un bus de ligne N°9 a la station deespandance ;

- T(k,k) : temps de correspondance entre le*{Ryoyage d'un bus de DIAM et [e"R®
voyage d’un bus de ligne N°9.

Les résultats d’évaluation obtenus sont regroupés té tableau suivant :
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Kk K IxiaK) [xeo®) [ TRK) [ K K IxioK) [xe12k) | T(K)
1 28 15 24 208 27
1 2 35 43 8 25 218 17
[ — —
3 47 26 8 26 232 235 3
| — — |
4 57 16 27 242 18
5 64 9 9 28 254 260 6
| — —— |
2 6 70 73 3 29 262 32
[ — —
7 77 18 30 276 14
8 83 12 10 31 287 290 3
| — —— |
3 9 88 95 7 32 296 16
[ — —
10 99 17 11 33 309 312 3
— —— |
11 106 10 34 320 18
12 109 7 12 35 331 338 7
| — —— |
4 13 114 116 2 36 340 29
[ — —
14 120 34 37 353 16
15 127 27 13 38 364 369 5
| F— —— |
16 136 18 39 372 22
17 144 10 40 381 13
5 18 153 154 1 14 41 390 394 4
[ — | e— —— |
19 164 13 42 397 32
6 20 174 177 3 43 407 22
[ — —
21 181 24 44 415 14
22 189 16 15 45 425 429 4
7 23 197 205 8

Tableau 3.3: Résultats d’évaluation obtenus en considéranidmnées actuelles du réseau.

A partir de ce tableau nous déduisons ce qui suit :

* temps minimal de correspondancepi,¥1 min ;
* temps maximal de correspondance,;¥34 min ;
« temps moyen de correspondancegeyd= 13.97 min ;

Nmax
* somme des temps de correspondance T (k) = 629 min ;
k=1 corres
 Le nombre de voyages effectués, les dates de massd@ station de correspondance
Acropoleet le temps de pause pour chaque bus de la lig@esdht donnés dans le tableau
3.4.
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Bus de la ligne N°9 B B, Bs
Nombre de voyages effectués 5 5 5
Dates de passage des bus de la 43 73 95
ligne N°9 a la station de 116 154 177
correspondancAcropole 205 235 260
290 312 338
369 394 429
Temps de pause (min) 1+17+13+7 = 38 9+9+4+10 =(320+11+6+19 = 46

Tableau 3.4: Exploitation des bus : I'état actuel du réseau.

Résultats obtenus par simulatiorn

Remarque : Dans la courbe suivante, nous notons patkx (resp. x1.2(k)) les dates de
passage des bus de la ligne DIAM (resp. de la lifi®) au niveau de la station de
correspondancacropole et par Toresle temps de correspondance a la méme station.
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Figure 3.12: Représentation graphique de x (trait €épais), » (pointillés), Tores(trait fin).

Dans la figure suivante, nous représentons l'altlge valeurs modales des temps de
correspondance durant la période de service deddiuses valeurs représentent les nombres
d’occurrences des temps de correspondance.
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Nombres d’occurrences

4

0 5 10 15 20 25 30 35

Tcorres

Figure 3.13: Représentation graphique du temps modal desmorelance.

Nous constatons a partir de ces résultats, queéetaps de correspondance atteints
pendant la période de service considérée sont tamtsr L'attente de certains passagers
dépasse les 30 minutes et le temps moyen de congspce dépasse les 13 minutes. Dans le
but de diminuer ces temps de correspondance, nap®gons d’améliorer la planification
actuelle du réseau.

5.3 Amélioration des performances du réseau

Nous reprenons la démarche de commande de lalligneroposée dans le paragraphe
2.3, pour commander la ligne N°9. L'expression @edmmande dans ce cas d’application
est:

k=8, Upi(K) = Usz.0p(K) = Ye(K) / C A, B

C A, B, = 25.
On en déduit quelI k=8, wp(k) = Yq(k) / 25.

Etant donné le nombre initial de bus qui desservenligne DIAM ainsi que les
différentes dates de passages des bus au nivesas daréts, nous cherchons a améliorer les
horaires actuels de la ligne N°9. En appliqguangteathme de commande, donné dans la
figure 3.4, nous déterminons la nouvelle planifaatdu réseau. Ainsi, nous obtenons le
nombre de bus nécessaires qui doivent desserviigi@ N°9 pour assurer toutes les
correspondances avec la ligne DIAM tout en minimisas temps d’attente des passagers.

Nous proposons donc des résultats suivants reatitss valeurs différentes de seuil de
tolérance M.
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e dans un premier temps, nous vérifions s'il est ipbssd’utiliser moins de trois bus
(effectif actuel) sur le ligne N°9 avec la méme ewsl maximale du temps de
correspondance atteinte dans le cas de I'évaluahons allons donc commander la
ligne N°9 avec M = 34 min ;

e dans un deuxieme temps, nous reprenons la méme étucffectant a M la valeur
modale du temps de correspondance de la plandrcatituelle. Soit M = 16 min ;

« enfin, nous affectons a M une valeur arbitraire pose entre les deux valeurs 34 et 16.
Nous choisissons par exemple : M = 21 min.

Pour chacune de ces valeurs nous élaborons unégalion d’horaires de la ligne N°9

et nous déterminons le nombre de bus nécessairesesie ligne. Pour ce faire, nous
analysons les données de la ligne DIAM et nousgmem®n compte la valeur de M. A partir
de cette analyse, nous desservons initialemeigria N°9 par un nombre provisoire de bus.
En appliquant notre algorithme de commande, notfiorés si ces bus sont suffisants. Si tel
n'est pas le cas (certaines correspondances nepiepss étre assurées), nous introduisons
alors d’autres bus pour renforcer le trafic surligme N°9. Nous évaluons, ensuite, les
différents temps de correspondance. Nous indiqueoriacon dont les bus sont utilisés sur
cette ligne. Enfin, nous illustrons tous les camliéts par des résultats de simulation.

¢ CasN°1l:M=34

Pour ce premier cas, nous allons améliorer lesifesrde la ligne N°9 en supposant que
le temps d’attente d’'un voyageur au niveau de déicst de correspondance peut atteindre
34 min (seuil de la planification actuelle du ras€AM-ligne N°9). Nous supposons, dans
un premier temps, que la ligne N°9 est desserviel@ax bus.

En appliquant les résultats théoriques concerrmmommande proposée (figure 3.4,
8 4.4), nous constatons qu’il est possible de ogriceine planification d’horaires de la ligne
N°9. Dans les tolérances définies (temps maximaladteespondance 34 min), les deux bus
considérés initialement sur la ligne N°9 peuversuesr toutes les correspondances avec la
ligne DIAM.

Les résultats optimisés relatifs a ce cas sorguasants :

* temps minimal de correspondancennE O ;

* temps maximal de correspondance,xE 34 ;

* nombre de bus nécessaires sur la ligne N°9 : 2 bus
« temps moyen de correspondanceydn= 15.17 min ;

N
e somme des temps de correspondanc%a)% (k) = 683 min.
k=1 corres



CHAPITRE 3 : Commande d’'un systéme de transportipub 112

Bus B1 B2
Nombre de voyages effectues 6 5
Dates de passage des bus de 57 88
la ligne N°9 au niveau de la 129 164
station de correspondance 208 242
Acropole 287 320
364 397
436
Temps de pause (min) 7+7+5=19 4+6+6+5 =21

Tableau 3.5: Exploitation des bus sur la ligne N°9 (M = 34nini

Dans I'annexe B (Tableau b.1), nous détaillonsréssltats en donnant les différentes
dates de passage des bus au niveau de la staticorrdspondance ainsi que les différents
temps de correspondance.

Résultats obtenus par simulation :

Dans ces résultats de simulation nous présentéslution du temps de passage des
bus de la ligne DIAM au niveau de la station deespondance (x(k)). Le temps de passage
des bus de la ligne N°9 a la méme statign £6)). Enfin le temps de correspondance durant
la période de travail des bus{Te).
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Figure 3.14: Représentation graphique de x (trait épais), % (pointillés), Teores(trait fin).
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Nombres d’occurrence
9

8

7

0 5 10 15 20 25 30 35
Tcorre:

Figure 3.15: Représentation graphique du temps modal desmorelance.
Dans ce premier cas, nous remarquons que :

* les deux bus utilisés sur la ligne N°9 peuvent kel bien assurer toutes les
correspondances avec la ligne DIAM sans que lepgate correspondance dépassent le
seuil fixé (34 min) ;

» en faisant la comparaison entre I'allure ¢g et celle de ;, a partir de la courbe de la
figure 3.14, il apparait que plusieurs valeurs gespnt associées a une valeur ¢ge
Ceci est expliqué par le fait que plusieurs lotspdssagers venant d’'un ou de plusieurs
arréts de la ligne DIAM empruntent un méme bus adigne N°9 a la station de
correspondance ;

» de la figure 3.15, la valeur modale des temps deespondance est.fes= O (elle est
atteinte 9 fois), puis cbres = 11 min. Les nombres d’occurrences des autresursl
notamment les plus élevées, ne sont pas importants

e a partir du tableau 3.5, le nombre de tournéexteies dans ce cas est plus petit que
celui de I'état actuel. En effet, les deux bus efféctué seulement 11 tournées alors que
dans le cas actuel, les trois bus ont effectu@dfmées (Tableau 3.4).

¢ CasN°2:M=16

A partir des horaires actuels de la ligne DIAM-kBgN°9, nous remarquons que la
valeur modale des temps de correspondance de n#igdiion actuelle est 16 min. Nous
choisissons alors, dans ce deuxieme cas, cettarvadenme valeur maximale de temps de
correspondance. Nous cherchons a établir une bgesteon des correspondances en tenant
compte de cette contrainte associée au seuil Mmifh§chaque passager ne doit pas attendre
plus de 16 min). L’application de I'algorithme denemande montre qu’il faut desservir la
ligne N°9 avec un effectif de 4 bus, afin de satisfles exigences souhaitées. En utilisant cet
effectif de bus sur la ligne N°9, nous obtenongéssiltats suivants :
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* temps minimal de correspondanceninE O ;

* temps maximal de correspondancexE 16 ;

* nombre de bus nécessaires sur la ligne N°9 : 4 bus
* temps moyen de correspondanggyd+ 6.26 min ;

Nmax
* somme des temps de correspondance :Tcorres(k) = 282 min.

k=1
Bus B B, B3 B4
Nombre de voyages 6 5 5 4
effectués
Dates de passage des busjau 35 57 77 99
niveau de la station de 120 136 153 174
correspondancacropole 197 218 242
(min) 269 290 331 309
353 372 415 397
425
Temps de pause (min) 13+5+12 ={36-10+10 = 27 4+17+17+12| 3+63+16 = 87
=60

Tableau 3.6: Résultats optimisés pour M = 16 min.
Dans I'annexe B (Tableau b.2), nous représentodéthil de ces résultats.

Résultats obtenus par simulation :

Dans les figures suivantes, nous représentons ugglgsultats obtenus par simulation
concernant ce cas. La figure 3.16 représente lanfalpnt les bus de la ligne N°9 sont
exploités, ainsi que les temps de pause imposBadue bus.

Nombre de voyages

30 min
6
5 27 min 60 min
4 82 min
1 Bus
1 2 3 4

Figure 3.16: Exploitation des bus de la ligne N°9 : M = 16mi
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Figure 3.17: Représentation graphique de x (trait épais), % (pointillés), Teorres (trait fin).
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Figure 3.18: Représentation graphique du temps modal desmorelance (M =16 min).

Le seuil M que nous avons considéré dans ce deexi@s est plus petit que celui
considéré préecédemment (16 min << 34 min). Aveseta!, il est difficile d’assurer toutes les
correspondances DIAM —ligne N°9 avec le méme dffdet bus que celui considéré dans le
cas précédent. Nous avons donc utilisé 4 bus sligna N°9 pour que tous les temps de
correspondance restent inférieurs & 16 min. Nousv@us alors remarquer les points
suivants :
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* nous avons pu respecter le seuil de tolérance dénmgsiréduire (a plus de 50 %) la somme
des temps de correspondance, assurer toutes fespamdances avec la ligne DIAM ;

e a partir du tableau 3.6 et de la figure 3.16, las fe la ligne N°9 sont exploités d’'une
facon maximale. En effet, chaque bus doit effecardgre 4 et 6 voyages avec des temps
de pause qui ne sont pas en général importantdrdiesdus B, B, et B; ne peuvent pas
étre utilisés pour renforcer le trafic sur d’autligaes du réseau. Par contre le bygp8ut
desservir une autre ligne dont la période estigdfiée a 63 min (temps de pause imposé
au bus entre son deuxiéme et son troisiéme voyage).

¢ CasN°3:M=21

Nous choisissons, pour ce dernier cas, une valdutraare de M. Soit M = 21 min.
Cette valeur est comprise entre les deux valeunsidérées dans les deux premiers cas
(M =34 min et M = 16 min). Le nombre de bus quesallons choisir initialement pour
desservir la ligne N°9 est également compris degeffectifs des deux cas précédents. Nous
supposons donc que cette ligne est desservideniteant par 3 bus. Nous donnons dans ce qui
suit, les résultats obtenus apres I'applicatiomatee approche de commande. Le détail de ces
résultats se trouve dans I'annexe B, Tableau b.3.

e temps minimal de correspondancennE O ;

* temps maximal de correspondance,xE 21 ;

* nombre de bus nécessaires sur la ligne N°9 : 3 bus
« temps moyen de correspondancegydn= 9.06 min ;

Nmax
* somme des temps de correspondance T rres(k) =408 min.

k=1 co

Bus B B, Bs
Nombre de voyages effectués 5 5 5
Dates de passage des bus de la 47 77 99
ligne N°9 au niveau de J|a 127 153 181
station de correspondance 208 232 262
Acropole(min) 296 320 340

372 392 425
Temps de pause (min) 8+4+16+9 = 37 4+5+16+7 =32 +1386+11 =40

Tableau 3.7: Résultats correspondant au seuil M = 21 min.
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Résultats obtenus par simulation :

Nombre de voyages

6

37 min 32 min 40 min

5,

Bus

Figure 3.19: Exploitation des bus de la ligne N°9 : M = 2Inmi
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Figure 3.20: Représentation graphique de x (trait épais), % (pointillés), Teores(trait fin).
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Nombre d’occurrences

15
10
5
_I__|
0 0 5 10 15 20 25

Tcorres

Figure 3.21: Représentation graphique du temps modal desmorelance (M = 21 min).
Dans ce cas, nous constatons que :

« avec un effectif de 3 bus (le méme que celui dddaification actuelle), il est possible de
limiter le temps maximal de correspondance a 21auitieu de 34 min ;

e avec ces trois bus, nous avons pu construire warefishtion d’horaires de la ligne N°9
meilleure que la planification actuelle en termeataps de correspondance ;

* la valeur modale des temps de correspondance &lst &@ (elle est atteinte 15 fois). Les
nombres d’occurrences des autres valeurs sont rmptstants ;

» le nombre de tournées effectuées est réparti fagmn homogene sur le nombre de bus
utilisés. Les temps de pause de chaque bus nepasrduffisants pour renforcer le trafic
sur d’autres points du réseau.

5.4 Synthese des résultats

Nous allons faire une étude comparative entre dssltats de I'évaluation obtenus a
partir des données actuelles du réseau, et lekatssoptimisés que nous proposons. Dans le
tableau 3.8, nous regroupons tous ces résultats.
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Seuil de tolérance M Nombre de Nmax Tmoyen Somme des temps
) >T X .
(min) bus sur la oy corres (min) de pause (min)
ligne N°9 (min)

Etat actuel M =34 3 629 13.97 116
M=34 2 683 15.17 40
M=21 3 408 9.06 109
M=16 4 282 6.26 199

Tableau 3.8: Comparaison de résultats.

En comparant les résultats, nous mettons en éwdinpertinence de la commande
proposée. En effet, nous constatons que gracet@ wetivelle approche, il est possible
d’améliorer la planification d’horaires du réseawudé. Cette amélioration concerne la
minimisation des temps de correspondance et I'égplon d’'un nombre minimum de bus sur
la ligne N°9. Nous remarquons ainsi, a partir cileau 3.8, que :

* avec le temps de correspondance maximal de |afipktion actuelle du réseau (M = 34
min), il suffit d’utiliser seulement deux bus sar ligne N°9 pour assurer toutes les
correspondances avec la ligne DIAM. Les temps ela¢t des passagers ne dépassent
jamais le seuil défini. De méme nous observons qlyi a pas une grande différence
entre les temps moyens de correspondance obtensdetadeux cas. Nous constatons
donc que ces résultats sont beaucoup plus avantggeuw la CTPM (exploitation de
moins de bus : minimisation de colt) que pour kers ;

* pour d’autres valeurs du seuil M (M = 16 et 21 mimQus constatons qu’il est toujours
possible d’améliorer les résultats en termes depsede correspondance et du nombre
de bus exploités sur le réseau. Par exemple, poar2¥ min, nous observons qu’il est
possible de desservir la ligne N°9 par le méme merde bus que dans I'état actuel (3
bus) mais avec un temps moyen de correspondanaes imoportant. Nous constatons
également, que pour l'autre valeur de M (16 minguifit d’introduire un 4™ bus sur
la ligne N°9 pour obtenir des améliorations deafe&tctuel meilleures que ceux obtenus
dans le cas ou M = 21 min. Ces résultats sont agaok pour les usagers qui se
déplacent sur leurs itinéraires avec des temps afeespondance acceptables et
raisonnables (gain de temps).

6 Une deuxieme structure de commande

6.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous étudions une structureoienande différente de celle
abordée dans le paragraphe précédent. Nous praposerdeuxiéme approche de commande
qui permet de planifier les horaires d’'un réseadraesport en commun tout en minimisant
les temps de correspondance des voyageurs. Leigeride cette approche se base sur la
détermination des composantes du vecteur de conmemanuhrtir des optima globaux des
fonctions objectifs proportionnelles au temps deespondance.

Afin d'étudier des réseaux dont les structures fmues sont différentes, nous
proposons d’appliquer cette commande sur un rédeéawus composé de plusieurs lignes et
plusieurs stations de correspondance. Nous modélidonc ce réseau par un GET et une
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équation d’état dans I'algebre (max, plus). A patés solutions de cette équation d’état et de
la commande considérée, nous calculons les homiredseau qui permettent aux voyageurs
de se rendre a leurs destinations en optimisamétegs de parcours.

6.2 Description du réseau

Nous allons maintenant étudier un STP avec unetatel physique différente de celle
considérée dans le paragraphe précédent. Il glagit réseau composé de quatre lignes de
bus et quatre stations de correspondance (voirr&i@R2). Ce systéme contient quatre
entrées, qui correspondent aux stations de dépast lignes, et quatre sorties, qui
correspondent aux terminus d’arrivée des lignesaqGé ligne du réseau est alimentée a partir
de son entrée. Nous représentons dans la figueda@8sructure physique de ce réseau.

La o

Figure 3.22 : Structure physique du réseau étudié.

Dans cette étude, nous nous intéressons a la gesscorrespondances pour les allers
simples des passagers. Nous signalons que seulariés de départ, les arréts de
correspondance et les terminus d’arrivée seronsidérés au cours de la modélisation. Les
autres arréts simples sont inclus dans les trdjet®seau. Le phénoméne de synchronisation
est pris en compte (les bus s’attendent aux statitn correspondance pour échanger les
passagers). A chaque station de correspondance nioois intéressons a la correspondance de
passagers qui viennent d’'un arrét d'une ligh@dur se rendre a un arrét de la lignedaur
1<i,j<4. Nous supposons également que le temps d’arséiudedans les stations ainsi que les
temps de montée et de descente de passagers sdnsslsont négligeables (ils sont inclus
dans les temps de parcours des trajets).

6.3 Modeéle graphe d’événements temporisés

En utilisant le formalisme GET, le modele graphigue représente ce systéme est
donné par la figure 3.23.
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P111 Po1o

PoTo P10T10
Xa \O—’{yl

P11T11 Pi2T12
Ug —>| Ya

Figure 3.23: Le modéle GET du réseau étudié.

Les lignes du réseau sont représentées dans cdenpaae
e LiiU— X1 X3— Y1
e Lailk— Xoo X1 Y25
e L3> Xo— X4 X3 Y3,
* Lalw— Xg> Ya

Nous remarquons a partir du modele GET de la fiQuP& que toutes les transitions
internes sont synchronisées. Le franchissemenhdgue transition nécessite la disponibilité
des jetons au sein des places en amont. Ceci ilegtdbus a s’attendre aux stations de
correspondance afin d’échanger les passagers €migr bus arrivant a une station de
correspondance doit attendre I'arrivée de busalére ligne).

Remarque: Dans le graphe 3.23, aucune place ne contiefgtdes (marquage initial nul).
Dans cette étude, nous nous intéressons a la dmrceles horaires de toutes les lignes du
réseau. Le marquage initial du modeéle graphiqugasd’influence sur les résultats que nous
allons obtenir. Les mémes résultats sont obtenwus sajoute des jetons sur les places du
modéle.

6.4 Représentation d’état

Le modeéle (max, plus) linéaire déduit du modele GEiGure 3.23) est donné dans le
dioideRmax Sous la forme du systéme matriciel suivant :

Ok=>1, { X(k) = A X(k) O B U(k)
Y (k) = C X(k) (3.27)
Ou - X(k) est le vecteur d’état regroupant tougssttansitions internes du modele ;

- U(K) est le vecteur de commande regroupant toetegansitions d’entrée ;
- Y(k) est le vecteur de sortie regroupant toutesrlassitions de sortie.

A, B et C sont les matrices caractéristiqgues duesys dont les coefficients sont dans le
dioideRmax
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€ T4 &€ E€ T1 € € € € €& T10 €

€ € €& € € T3 T1r €& T2 € € €
A= ,B= etC=

% € &€ 19 € €& € € € €& 16 €

€ 18 &€ € € & € Ti1 € €& € T12

La premiere équation du systéme (3.27) est unetiégumplicite de type point fixe. En
calculant la matrice A('étoile de Kleene), la plus petite solution dsite équation implicite
est donnée par :

0 k=1, X(K) = A" B U(K). (3.28)
A partir de (3.28), nous obtenons I'expressionadsdrtie du systeme :
0 k=1, Y(k) = C A B U(K). (3.29)

La relation entrée-sortie du systéme est donc dopaé: H = C AB. Les matrices A A" B
et H sont données par :

e T4 € €
Rk e € €
A = :
5 1415001819 € 19
€ 8 e e
T1 1314 T4T7 €
. € 13 7 €
A B= ,
t1t5  t3(t4t5 [ 1819) T7(T475 [ T8T9) TOTIL
€ 1318 18717 T11
et
T2T3T4 € t1110 1 T476T7 €
H = 1213 € 16717 €
1213(t415 U 1879) € t1t5Ti0 0 T6T7(T4T5 U T8T9) TOTLLTI2
T2T318 € 16 T718 T11T12

6.5 Expression du vecteur de commande

L'objectif de la commande dans ce cas est de camcawue planification d’horaires du
réseau considéré. Soit U(1) un vecteur dont lesposamtes représentent les premieres dates
de départ des bus. Nous notons pala peériode de la ligne de plus grand circuit (Egn
critiqgue). Afin de concevoir les horaires des lignaous choisissons une période (qui sera
notéet) dite “période de la planification du réseatelle quet = A. Alors, compte tenu de
cette période, un bus desservant une ligne duugsesse chaqueunités de temps a chaque
station de cette ligne. En considérant la péripdele vecteur U(1) nous pouvons déterminer
les différentes dates de départ U(k) (avec k >€F) lous de leurs terminus de départ. D’'une
facon formelle, ces dates sont données par I'égualé récurrence suivante :
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Ok=1, U(k+1) =1 U(k) =17 U(2). (3.30)

D’apres cette récurrence, les égalités (3.28) 29j3peuvent s’écrire sous la forme du
systéme suivant :

Ok=1, X(k) =t"®D A" B U(1)
Y(k) =1"*Y Cc A" B UQ) (3.31)

6.6 Evaluation des temps de correspondance

Nous allons nous servir de I'expression (3.31) peucalcul des différentes dates de
passage des bus aux stations du réseau, et patdals I'évaluation des temps d’attente des
voyageurs aux arréts de correspondance. Nous skdims le vecteur “temps de
correspondance” T(k) = [B(K), T2a(k), T13(K), Tza(k)] (pour k=1) dont les composanteg(K)
(pour k21, I<i<3 et Xj<4) représentent les temps d’attente des voyagawsagéts de
correspondance. Chaque composar){&)Test exprimée en fonction di"R arrivée d'un bus
de la ligne et du K™ arrivée d’un bus de la ligng & la station de correspondance;Sees
expressions de differentes composantes de vecfklsdnt données par :

0 k=1, Tio(k) = (xa(k)/ 12 ur(k)) O (Xa(K)/ T4 X2(K))
Taa(k) = (x2(K)/ 13 Ua(K)) O (x2(K)/ 17 Us(k))
T1a(k) = (xs(K)/ 15 x1(K)) O (X3(K)/ T9 Xa(K)) (3.32)

Taa(K) = (xa(k)/ Tg X2(K)) O (Xa(K)/ T11 a(k))

Si une composante;{k) est non nulle et si le bus de la ligneakrive en premier a la
station Sg (avant l'arrivée d’un bus de la ligng)Lalors le temps de correspondangedrs
Li est nul (nous notons jTg = 0). En revanche, celui de la lignevers la ligne Lest non nul
et devient égal a la différence des dates d’arriée bus a la station de correspondance.
Considérons par exemple la premiére équation dig¢rags(3.32). Si un bus de hrrive le
premier a la station $g alors les temps de correspondance des deux gralgppassagers
dans cette station (les passagers deeks L, et les passagers de\ers L;) sont donnés par :

» Tcioa(k) = xu(K) / 11 u(k) ; les passagers venant de la lignedbivent attendre

larrivée d’'un bus de la ligneL Ici, xi(k) = 11 ui(k) ; cette inégalité devient une
égalité si les deux bus arrivent en méme tempstatan de correspondance ;

= Tcoo1(K) = xa(K) / T4 X2(K) = 0. La K™ correspondance entreq kt L, se produit au

moment ou le bus de la ligne arrive en Sg,.
Dans le cas contraire pour lequel le bus de leelignarrive le premier en 3¢, les temps de
correspondance seront :1Tg(k) = 0 et Te_1(k) = xi(K) / 14 X2(K). Ainsi, pour les deux cas
I'expression du temps de correspondance en &st :

Ok=>1, le(k) = TClﬁz(k) U] TCzﬂl(k),
= (Xa(K) / 11 ur(K)) O (X1(K) / T4 X2(K)).

Les autres composanteg(K) du vecteur T(k) sont déduites de la méme fagom Tio(k).

En utilisant I'équation de récurrence (3.30) amse la solution du modéle (max, plus)
linéaire (3.31), nous pouvons exprimer les compesadu vecteur T(k) (pour toutk1) en
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fonction des composantes du vecteur de commande Exfleffet, d’apres le systéme (3.31),
chaque composantgk) du vecteur d’état X(k) est donnée par :

pourl<i<4,0k=1, x(Kk) =t"®PO[ jﬁl(A* B)i u(1)]. (3.33)

En utilisant cette expression, et en se basanktégalité a/b a/c = a / (Bl’c), le systeme
(3.32) devient 1 k=1,

[ Tiok) = 0 (B () [13 (1) O (] (] (A'B) (1)
Tpa(k) = jﬁzl(A*B)zj U(L) / [z (1) O 17 Us(L)]

Tual) = 0 (A'B)gy (1) / (150 0, (A'B)gy (1)) D't 0 11 (A'B)g ()] (3:34

[ Tauk) = 0 (A'B)g (1) / [t 00 (A'Bzy (1) 0 Taa ()]

Nous constatons, a partir des équations de censgstgue le vecteur des temps de
correspondance T(K) ne dépend pas de la varialilest donc possible d’écrire :

Ok=>1, T(k) = T(2).
6.7 Minimisation des temps de correspondance

Pour procéder a la minimisation des temps de quoretance dans un STP, il existe
plusieurs éléments sur lesquels on peut agir.nimijs agissons sur les premieres dates de
départ des bus. A partir du systeme (3.34), nousstatons que les temps d’attente de
passagers pour 1&"let la K™ (k > 1) correspondance sont identiques. Ainsiypoinimiser
ces temps d’attente, il suffit de considérer lesnpéres tournées des bus. Ceci revient a
déterminer le vecteur de commande U(1) de telleesque les temps d’attente de passagers
aux différentes stations de correspondance soientnums. Par la suite, nous proposons un
algorithme de commande qui permet de détermineedeeur de commande U(1).

Algorithme
U=U%=[uf,ul,.., &1 estconnu, I= ZN:TiO
J=1 )
Tantque SNetT>0: on faitvarierjude 0 a p+ Max(4, [23@((“9))
ur =, telque T(y) = Inf (T(y)
Y =uc |

N .
Calculde T :ZTiJ
i=1

j=j+1.
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Nous initialisons I'algorithme par un vecteur ardite U. A partir de ce vecteur initial,
nous calculons le vecteur de temps de correspord@hcA I'étape j (kj<N, N étant le
nombre de stations de correspondance du réseasi,ndére cas N = 4) nous cherchons la
composante optimale?El du vecteur de commandé.Ce calcul se fait en faisant varier la

j‘éme composante judu vecteur Uentre 0 et une valeur donnée en fonction de lmgéde la

ligne critique ( la périodd), et en fixant les autres composantes. La compesastimale
u‘j’pt obtenue nous permet donc d’améliorer & composante ]Tdu vecteur de temps de

correspondance ' TNous poursuivons la procédure jusqu'a ce qu'orélmme toutes les
composantes du vecteur T. Le vecteur de commagders alors &' = U = [u™, u?™, ...,

TRAW

6.8 Exemple d’application

Afin d'illustrer les résultats de la commande preg@®, nous supposons que le réseau de
la figure 3.22 est décrit par les données du tabled.

Lignes Ly L, L L4
Périodes (min) A =41 A2=43 A3 =63 Ay =37
T (i<12) Tt | Ts | Tio| T3 | Ta | T2 |[T7|Tg|To|Te| Tu T12
(min) 12 | 11| 18 9 19| 15 1614|2013 20 17

Tableau 3.9: Données numériques du réseau de la figure 3.22.

La ligne Ls représente la ligne critigue du réseay € 63 min). La période de la
planification d’horaires du réseawérifie T = 63. Prenons par exemple= A3 = 63 min. Au
terme de chaque période de 63 min, un bus d’'ume liy réseau doit effectuer son départ a
partir de sa station de départ.

Afin d’appliquer l'algorithme proposé ci-dessus poobtenir une commande du
systéme, nous linitialisons par le vectett U(1) = [0, 0, 0, 0]. Le vecteur d’état donné
dans le systéme (3.31) devient :

12 28 35 ¢ | |0 35
23 43 50 40| |0 50
e 23 30 20| |0 30

Le vecteur des temps de correspondance assocectur U(1) est le suivant :

T(1) = [Taa(1), Ts(1), Tus(2), Toa(1)]" = [23, 7, 4, 10,

4 by
soit: Te= ) T, =44 min, ol Treprésente |&T°composante du vecteur T(1).
i=1
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En appliquant I'algorithme de commande proposé niedleures dates de départ des
bus du réseau sont données par les composantesalgstidu vecteur de commande du
systéme. A partir des courbes de la figure 3.2dsmbherchons ces composantes optimales en
étudiant I'évolution du temps de correspondancefattion de la variation de chaque
composante du vecteur U.

Ttot Ttot
110 200
100 / 180 /
% ,/ 160 /
” / yd
o / 120 //
© /, 100
/ 80 ,/

% / 60 A
0P /.

40
30 \\ ,/ 20
200 10 20 30 40 50 60 70 00 10 20 30 40 50 60 70

(a) Composante;u (b) Composante,u
Tiot Thot
250 140
/ 120 ”
200 /' . ) /
. // w“ // /
100 ‘/ * / g
/ / 40 ~
50 > 2 ,/
/ 0\/

0

0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

(c) Composantes. (d) Composante,.

Figure 3.24: Variation des temps de correspondance en fondésrcomposantes de U.

A partir des optima des courbes représentées dafigure 3.24, nous obtenons les
composantes du vecteur de commandg. Bous remarquons d'aprés la courbe (a) qu'il
existe plusieurs valeurs de la composantpaur lesquelles le temps de correspondance est
identique (Tot = 23 min). Aprés I'analyse de ces composantesnghéis, nous constatons que
la distribution des temps de correspondance sistéd®ns du réseau varie d’'une valeur de la
composante ua une autre. En revanche, la somme de ces tempsroEspondance reste
constant. Ainsi, pour construire le vecteur de camde, nous choisissons arbitrairement une
de ces composantes. Les optima des courbes dessfi¢h), (c) et (d) sont globaux, ce qui
fournit les autres composantes du vecteur de comenaBans le tableau 3.10, nous
représentons les résultats obtenus. Le vecteundenande est ¥'=[23, 7, 0, 10], et le
vecteur de temps de correspondance associé e, D=4, 0] ; soit T,; = 4 min.



CHAPITRE 3 : Commande d’un systéme de transportipub 127

Vecteur de commande Vecteur des tenijss somme des tempka composante U
de correspondancale correspondance

u°=1o0, 0, 0, 0] [23, 7, 4, 10] 44

u*=[23, 0,0, 0] [0, 7, 4, 10] 21 uo =23

U®=123,7,0,0] [0, 0, 4, 10] 14 = 7

u=[23,7,0, 0] [0, 0, 4, 10] 14 us =0

U*=U"=[23,7,0,10]| [0,0,4,0] 4 ud =10

Tableau 3.10: Résultats de la commande.

6.9 Amélioration des temps de correspondance par les s propres aux véhicules

D’autres éléments peuvent étre mis en ceuvre poumitamisation des temps de
correspondance dans un STP. L’architecture d’'ursysteme joue un réle important pour
I'amélioration des conditions de circulation demgports publics ainsi que leur gestion. C’est
pour cette raison qu'on trouve des couloirs résemau vehicules (ou voies propres) dans
certains réseaux. L'utilisation des ces couloingmst de :

« faciliter la circulation des véhicules qui est tenpipal objectif escompté ;

« veiller a la fluidité du trafic sur les voies qurgstent affectées ;

» assurer de bonnes conditions de sécurité, et aveoindre géne pour les usagers ;

» respecter les horaires théoriques du réseau ingliqué le tableau de marche, et

ensuite assurer les correspondances aux pointsatige de passagers.

Afin de réaliser les objectifs énuméreés ci-dessaarssde cadre d’'un réseau de transport
en commun, les couloirs sont strictement réserugsbas. Il est donc possible d’augmenter
ou diminuer les vitesses commerciales des bus mulaanature de la ligne parcourue, la
demande de transport, la gestion des corresponsiagice Dans ces conditions, on associe a
chaque couloir un intervalle de temps [min, maxd.daramétre min (resp. max) représente le
temps minimal (resp. le temps maximal) de parcouies peut faire un bus pour se déplacer
entre deux stations de réseau. Souvent, et danseilsures conditions du trafic, le temps de
déplacement des bus entre deux stations du réstda moyenne de deux valeurs min et
max. L'accélération et/ou la décélération des lmmstitue un moyen efficace sur lequel il est
possible d’agir pour minimiser les temps de comesiance. La figure 3.25 représente une
portion d’'un modele GET qui modélise un réseau wedu la variation des vitesses des bus
est possible.

T O [Min;, Max]
xi ———O
Xjo
X, ———>

Tj O [Minj, Ma>q]

Figure 3.25 :GET modélisant une station de correspondance @seau muni
de couloirs réservés aux bus (voies propres).



CHAPITRE 3 : Commande d’un systéme de transportipub 128

ou: - Xx(resp.y :représente une station d'une ligngresp. L) ;
- Xjo: représente la station commune de deux lignes L ;
- [Min;, Max] et [Min;, Max] : représentent respectivement les intervallesed®s de
déplacement des bus sur les trajets: (Xjo) et (X— Xjo) ;
- T etT; : temporisations variables associées respectiveawtirajets (% xjo) et
(X~ Xjo)-

L’équation mathématique qui représente ce GET Halgebre (max, plus) est donnée par :
Ok=1, %o (K) =1 O x(K) O 1 O x;(Kk).

De la méme facon on peut obtenir les autres éequeata modéle graphique décrivant le
comportement d’'un systéeme muni des voies propr@ssi,Aon aboutit a un systéme non-
stationnaire de type (3.27) ou les matrices canatigues A, B et C sont a coefficients
variables.

7 Conclusion

La détermination des horaires d’'un réseau de tmahgmblic est une tache assez
complexe. Elle nécessite la définition de toustilagets sur le réseau et la prise en compte de
toutes les correspondances entre les lignes dauésteéventuellement avec celles d’autres
modes de transport.

Dans ce chapitre, nous avons synthétisé deux stascie commande des réseaux de
bus. Elles concernent essentiellement 'amélionatie la planification “horaires” des bus
dans le but de minimiser les temps de correspordamexploitant un minimum de bus. Dans
un premier temps, Nous avons proposé une commarsde [sur la théorie de la résiduation
dans les dioides. Il s’agit de trouver les datesebi des bus de la station de départ pour
assurer des correspondances aux dates désiréestatitm d’échange de passagers. Nous
avons proposé, dans un deuxieme temps, une awvtiiuse de commande basée sur la
recherche des optimums globaux des fonctions ofgepiar simulation. Nous avons
également évoqué l'avantage et le role des coulégsrvés aux bus dans la minimisation des
temps de correspondance au sein d’un réseau dpora@en commun.

Pour appliquer nos approches de commande et aelarqualité du service des
réseaux de bus nous avons étudié deux exempleplidamn. Pour la premiere approche
proposée, nous avons considéré une partie du rédsdaws géré par la CTPM. Nous avons pu
évaluer les temps de passage des bus aux difféeends ainsi que les temps de
correspondance des voyageurs. Ensuite, et danst ld’dméliorer la planification actuelle,
nous avons proposé de nouveaux horaires qui pembette minimiser les temps de
correspondance en employant un minimum de bus. Afapprécier la pertinence et
I'efficacité de cette nouvelle approche, nous av@éadisé une étude de comparaison entre les
horaires actuels et les horaires optimisés propasésrésultats de la deuxieme approche ont
éte illustrés a partir d'un réseau de bus donfrstructure est différente de celle du réseau
étudié pour la premiére approche .
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Nous présentons dans ce mémoire des travaux eésidsats relatifs & la modélisation,
'analyse et la commande des systemes de tranppbiic. L'étude de ces systemes est
abordée dans le cadre des systemes dynamiquesnanéyéts discrets. Pour mener cette
etude, nous adaptons les outils de modélisationldgpés pour les systemes de production, a
savoir les réseaux de Petri et I'algebre (max,)plus

L’objectif principal de cette étude est de réporaln@ exigences de qualité des services
de transport en commun. Il consiste a assurer,ed’part, une meilleure gestion des
correspondances en minimisant les temps datteetepaksagers, et d'autre part, une
exploitation optimale des ressources matériellestreNétude est effectuée en considérant
deux cas possibles de fonctionnement des bus aawides arréts de correspondance ou des
échanges de passagers sont susceptibles de s@grodu
= dans le premier cas, les bus s’attendent pour éehales passagers aux arréts de

correspondance. Pour modéliser ce systéme, nolisomsi un graphe d'événements
temporisés et un modele (max, plus) linéaire statore. Dans le but d’assurer le
fonctionnement normal du modéle GET (sans accuionlatle jetons dans certaines
places), nous considérons que les bus passent thgoa alternative aux stations de
correspondance. Cette hypothése n’est toujourvgréfgée, ce qui nous incite a modifier
le comportement du modele GET qui représente l&syes;

» dans le deuxieme cas, nous étudions le réseauuavianctionnement plus concret : les
bus ne s’attendent pas aux stations de correspoad&mctionnement non-synchronise).
Chaque bus arrivant a une station de correspondguitte celle-ci juste apres la descente
et/ou la montée de voyageurs. De plus, I'hypotltBakernance du passage des bus aux
stations de correspondance (le cas précédent)piiesprise en compte.

Afin de modéliser le systeme synchronisé dans $eatal’hypothése d’alternance de
passage des bus aux arréts de correspondanceasegérifiée et ainsi que le second systeme
non-synchronisé par un GET, nous rencontrons deab{gmes :

- le premier est relatif a I'accumulation de plusgeyetons a la place qui représente
I'attente des passagers a la station de correspoadde probleme se produit si
plusieurs lots de voyageurs arrivent a la statiercarrespondance avant l'arrivée du
bus qui doit les embarquer ;

- le deuxiéme probléme concerne le blocage d’'un jgtorreprésente un bus a la station
de correspondance, si des voyageurs provenant diutre ligne n’attendent pas au
niveau de cette station.

Pour résoudre ces deux problemes, nous enrichidsom®dele GET initial (modéle
utilisé dans le cas de synchronisation des bus altecnance de passage aux arréts de
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correspondance) en ajoutant a certaines de sessptiEs transitions sources et/ou puits.
L’ajout d’une transition puits a la place qui madéll'attente des passagers sert a regrouper
tous les groupes de voyageurs en attente en uigsryde qu'un bus pourra transporter. Cette
technique, nous permet de résoudre le premier @mublidentifié. Le deuxieme probleme est
résolu en ajoutant au modele GET une transitiotsui autorise le passage d’un bus a une
station de correspondance si aucun voyageur megttente.

Cet ajout de transitions supplémentaires au ma@&l€ nous donc permet de résoudre
les deux problemes rencontrés. En revanche, il conduit a développer un nouveau modele
graphique lorsque des conflits structurels firemurl apparition. Chaque transition
supplémentaire sur une place provoque un conflicgirel. Le nouveau modele obtenu est
une classe des RdP qui généralise les GET. Nolisoos cette classe sous I'appellation de
“ graphe d’événements temporisés avec retrait dynande jetons”’(GETRDJ). Pour ce
graphe, nous explicitons le mode de fonctionnenzémsi que la méthode suivie pour le
traduire par une description d’état dans l'algglmnex, plus). A cause des conflits structurels
associés a ce nouveau modele, la représentatitet digtenue est donnée sous forme d’un
modéle (max, plus) linéaire a parametres variali®esir résoudre ce modéle mathématique,
nous résolvons au préalable tous les conflits &trals en adoptarg priori une politique de
routage dépendante des caractéristiques du sys@stte. politique nous permet, d’'une part,
d’arbitrer les conflits au niveau du modéle grapkiget d'autre part, de définir les
expressions explicites des éléments non-constagsnthtrices caractéristigues du modele
(max, plus). Nous pouvons donc résoudre ce modwde,(plus) et évaluer les différents états
du systéme et les différents temps de correspoedées voyageurs.

En utilisant les techniques développées dans leeaballa théorie des systémes linéaires
dans l'algébre (max, plus), une analyse spectnalsydteme est effectuée. Nous déterminons
et identifions les valeurs et les vecteurs propeeta matrice caractéristique du modéle (max,
plus). En employant les composantes des vecteorgs, nous proposons une deuxiéme
maniere d’'évaluer les temps de correspondanceajesjeurs.

Dans le but de commander des réseaux de bus, gptocaes sont proposées :

* une premiére basée sur la théorie de la résiduaams les dioides. Cette approche est
traitée dans le cas d’'un systeme fonctionnant aeans synchronisation des bus ;

* une deuxiéme approche fondée sur des résultaterddaton. Elle permet d’obtenir le
vecteur de commande du systéeme a partir des oplotzux des fonctions objectifs
proportionnelles aux temps de correspondance desjears.

Pour ces différentes approches, nous donnons gesthines permettant d’obtenir les entrées

des systémes (commandes) afin de réaliser au nesuabjectifs souhaités aux stations de

correspondance.

Une autre heuristique de commande est proposé&adit de minimiser les temps de
correspondance des voyageurs en agissant surtéssesg des bus qui circulent sur les voies
propres (voies réservees strictement aux bus).

L’'application de nos résultats est effectuée swrpartie du réseau de bus de la ville de
Montbéliard.

L’'analyse des STP sous l'aspect des SDED, enariilies réseaux de Petri et I'algebre
(max, plus), montre gu’il est difficile d’intégréous les parametres d’étude dans un modéle
unique et complet. Il serait peut étre intéresshmtliser d’autres outils de modélisation et
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d’autres méthodes pour effectuer cette étude dam®ntexte plus concret et sans prendre en
compte aucune hypothése sur les réseaux et legtidonement. En final, les modéles
d’étude utilisés sont limités par rapport a la ctaxrpé réelle des systémes de transport
public. Conscient de ces limites, nous ouvronsi @esouvelles perspectives de recherches.

Lors de nos recherches nous avons été confrortésigyrs autres problemes aux sujets
de la modélisation et I'étude des STP. Nous emunztis quelques-uns qui feront I'objet de la
continuité de nos travaux de recherches dans leaith@mes transports publics. Nous citons
par exemple le probléme lié a la résolution deglitcemssociés aux modeles GETRDJ dans le
cas ou les bus circulent sur les lignes d’'une fagmmpériodique. Un deuxieme probléme qui
recevra toute notre attention est l'utilisationpeoe outil de modélisation graphique, d’'un
GET ou les poids associés a certains arcs du mpaeleent étre supérieurs a 1. Le but de
cette étude sera de comparer l'efficacité du mod@isi que les résultats obtenus par cette
technique de modélisation et ceux obtenus par lhodé de retrait dynamique de jetons
utilisé dans ce mémoire. Nous vérifions dans cdéectt@ a quel point il est possible d’adapter
I'algébre (max, plus) pour décrire le comportemdhin GET ou les poids ne sont pas
unitaires. Nous allons également nous intéresgétuale d’un systeme ou les parametres (les
temps de déplacement des veéhicules, les fréqueesdignes, etc.) deviennent variables.

L’étude et I'évaluation des performances d’'un systede transport public multimodal
en appliquant les méthodes proposées ici ainsioglles évoquées dans les perspectives
citées ci-dessus feront également I'objet de nagdutravaux de recherche.



Annexe A

Dans cette annexe nous représentons certaines diaimms relatives aux résultats
théorique donnés dans le chapitre 2. Dans I'anete nous démontrons les formules de
différentes fonctions de routage figurées dansykesne (2.11). L'annexe A.2 donne la
démonstration des expressions des composantes etdsurs propres de la matrice
caractéristique du modele (2.12) en fonction ddesdde franchissement des transitions du
modele graphique de la figure 2.9.

Annexe A.1

o Le premier cas :Bi <Bix

a. ki+1,3 = fi+1,3(k)

Nous nous placons ici dans le cas ou la frequeageadsage des bus de la lighealla
station Sg+1, est plus grande que celle du passage des baslideé L.; a la méme station.
Considérons I'ensembl@; ., dont le cardinal représente le nombre de passeg®uts de la
ligne L:1 en Sgi:q avant le premier passage d'un bus de la ligneFormellement, cet
ensemble est donné par :

Qi1 ={p UN tel queyi+1(1) +Bir1 (p-1) < %4(1)},

ou:
- Viea(1) +Bist (p-1) est la date d€'F°passage d’un bus de.Len Sgis ;

Xivp1 @ + 15409 si pas d' attente entre L; etL 4
X410 (1) sinon

yia(L) = {

- X;4(1) est la date du®Ipassage d'un bus deén S¢i1.

Nous notons par “suflii+1)” le nombre de passage des bus ¢e Avant le premier
passage d'un bus de én S¢i.; (autrement dit, le nombre de franchissements detesition
Xi+1,3 avant le premier franchissement de la transitign,)x Nous avons donc deux cas
possibles :

* si 'ensembleQ; .1 est vide (pas d’attente entre &t L.;, ou aucun bus dejk ne

passe en $¢1 avant un bus de;), alors la transition;x 3 ne sera jamais franchie ;

* si 'ensembleQ; .1 est non vide (pas d’attente entreet L;), alors le nombre de

franchissements de la transitiom, % est égal a sug+1).
Par suite, nous définissons le paramefjg, kque nous allons utiliser plus loin, par :
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| 0 sio Q4179
kO,i+1:

) si Q z 0

sup (Q. -
p ,1+1

i,i+1

Nous remarquons a partir de 1&"Béquation du systéme (2.10) (cf. Chap. 2) que le
kf’:”; franchissement de.x correspond au®R® franchissement de..x,. Donc la fonction

fir1,3(k) est égale a la somme des nombrgs let k. Soit :
Kiv1,3 = fir1,3(K) = K + Kgjug -

D.Ki+1,4 = fir1,4(K)
Pour cette expression, et comme dans la relatérédente, nous envisageons deux cas
liés a 'ensembl&; j.1.
- Si Qii+1 # O (pas dattente entre ;Let L.i), alors nous notons par
dis1(K) = (K + Kg;.1 -1) Bis1 + Viv1(1) la date de passage, eniS¢d’un bus de la ligne
Li+1 qui transporte les passagers venant sur un blssldme L. Sachant que ce bus
arrive a la station de correspondance juste ape€rf méme temps que) Icl;é+ 7

bus de la ligne iLdont la date d’'arrivée a la méme station egtki+ds) = (K14 -1)Bi
+ X 4(1), et en tenant compte de 'ordonnancement degg@sdes bus en;S¢, nous
obtenons l'inégalité suivante :

(ki+1,4 '1) Bi + Xi,4(1) < (k + k‘o,i+1 '1) Bi+1 + yi+l(1)-

Dans ce cas¥ <Bi+1), apres la datejd(k) de passage d’'un bus dgilen Sg¢i, le
premier bus arrivant a cette station de corresporelast un bus de la ligne & la
date dKi+1 4+1) = Ki1.4 Bi + %.4(1). Donc on trouve :

(K + Kojua =1) Bist + Yir1(1) < Kaza Bi + %4(2).
A partir de ces deux inégalités, nous déduisomedidrement suivant :

By ~%ia @+ 1ia®*Prakojon =D KBy ~Xia @+ 7iea® *Biaakojun D |
i+1,4=
Bi Bi

1.

- SiQii+1 =0, alors soit aucun bus de la ligng;lne passe en §g avant un bus de
la ligne L, soit I'attente entre la ligne; let la ligne L., est imposée en Sa. Dans
les deux cas on aura le méme encadrement desgkec k;,, = 0.

KBig =X o) +7yi,4(2)+B; (k'- -1)
Posons donc :i-S,4(k) - i+1 ~Xi,4 Ti+1 i+1\%0,i+1 ’
Bi

nous obtenons alors :

Sit1,4(K)<Ki+1,4<S+1.4(K)+1,
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par conséquent :

Kiv1,4 = fir1,a(K) = E(Se1a(K) + 1).

c.Kis = fis(K)

1-

Pour cette fonction nous traitons les deux casasusv:

si les bus de la ligng passent en $¢; plusieurs fois & 2) avant le premier passage
d'un bus de la ligne ik; a la méme station, alors la transitionest franchie dés
gu'un deuxieme jeton arrive a la place Pour chaque k vérifiant l'inégalité
“%ia(1) + Bi k < yua(1)”, le (k+1f™ franchissement de;x correspond au *R®
franchissement de.oPar exemple si la transitiongxest franchie pour la deuxiéme
fois sans queix 1 ne le soit, alors;aest franchie pour une premiére fois et ainsi de
suite. Donc la relation entre les franchissements tdansitions % et g est donnée
par :

kis = fi5(K) = k+1.

dans le deuxiéme cas nous considérons toujeysarametre k., donné ci-dessus.
Soit d(kis) = (kis-1) Bi + %4(1) la date du Rsmepassage d’'un bus de la ligned.la

station de correspondance, qui correspond au jgtorarrive a la place iRet qui
franchit la transition g alors la date du®R® passage d’'un bus de la ligne:L qui
arrive juste aprées la datglds), a la station de correspondance est :

disa(K) = (Kis- K + Kojug -1) Bies + Vira (1),
donc nous avons les inégalités suivantes :

(kis-1) Bi + %,4(1) < (kis- K + Kojq -1) Biva + Viea(1),
et (ks K+ Kg -2) Bivs + Vie1(1) < (k5-2) Bi + Xia(1),

d’ou I'encadrement suivant :

KBivs = Visa (D) + X4 (1) +B iy =B — Bi+1klo,i+1

< kKis
Bi+1 _Bi
et K,S < kBi+1 _Y”l(l) +Xia (1) +Bi+1 _Bi _Bi+1k0,i+1 )
Bi+1 _Bi
avecPis1 # Bi.

Si nous posons

KBivs = Visa (D) + X4 (1) +B iy =B — Bi+1kI0,i+1

S+1,5(k) = B _B'

alors S15(K) < kis < Si5(K) +1,

par suite :
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S K si S k) JIN
5,i+1( ) 5,i+1( )

ki, :fi, (k): i
5 5 E(Ss,i+1(k)+1) sinon

si Bi+1 = B, alors la fonction; (k) garde la méme expression que dans le premser ca
(fis(K) = k+1).

Compte tenu de ces deux cas, nous obtenons |'expnesuivante :

k+1 pourk telque  X; 4(1)+Bik <v;44(2)

Si+1,5(K) i S .4 =(K)OIN etB..q B

kis=fs (=] b Si +1,5 i+ #Bi
E(§41,500 +1) si Si41.50 OIN et By #P;

d.Ki+1,6 = fis1,6(K)
Comme nous lavons déja signalé, la transitign sxn’est pas franchie sauf si
I'ensembleQ;;.1 est non vide ; le nombre de tirs de x est égal au cardinal d&;.;. Nous
pouvons donc écrire la relation suivante :

k pourk telque v (1)+Bjy(k-1)<x; 4(1)
I(i+1,6 = fi+1,6(k) = € sinon

o Le deuxieme cas Bi> Bii1

a. ki3 = fisr (k)

Contrairement au cas précédent, ici la fréquencpasdsage des bus aux arréts de la
ligne L1 est plus grande que celle de la ligneNous introduisons I'ensembég;.; dont le
cardinal représente le nombre de passages degbadighe . a la station de correspondance
avant le premier passage d’'un bus de la ligred_la méme station. Cet ensemble est donné
par :

&iivr = { pON tel que xa(1) +Bi (p-1) <virr(1)}-

Nous définissons le parametrg k en fonction de sug(.1) par :

1 si éii+1:®

Kojn = sup(¢. ) si & z 0
p

i,i+1 i,i+1

Pour cette démonstration nous distinguons deux cas
1- si plusieurs passages des bus de la lign& lla station de correspondance se
produisent avant le premier passage d’'un bus ligne L1 a la méme station, donc
I'ensembles; i1 est non vide, alors nous avons :
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¢ si supg;i~1) = 1, alors un seul passage d’'un bus dest effectué a la station de
correspondance avant le premier passage d’un blasldme L.,, donc nous avons
selon la 8™ équation du systéme (2.10) (cf. Chap.2) I'encaér@msuivant :

(k-1) Bi + %4(1) < (Kir1,3-1) Bisr + Vi (1) < KBi + %4(2).

¢ si supg;i+1) = 2, nous procédons de la méme facon que daraslprécédent et
nous obtenons :

KBi +x%4(1) < (Kig,3-1) Bira + Yier(1) < (k+1)Bi + x,4(1).
. d’'une fagcon générale, si sdpf1) = ko i+1, NOUS pouvons écrire :
(k+ko,i+1=2) Bi + Xi,4(1) < (Kirr,3 -1) Bira + Virr(1) < (Ktko,ier—1) Bi + Xia(1).
Ceci entraine :

kB, + X4 (L) =vin(D)+Biy +B, (ko,i+1 -2)

Bt < Kir1,3
et K+1,3 < kB| + Xi,4 (1) _yi+1(1) +Bi+1 + Bi (ko,i+1 _1) |
Bi+1
Notons, 9+1(k) = K, + Xia (1) =7, (D) +Biy +B; (kO,i+1 -2) .

Bi+1

Nous obtenons finalement :

Si+1,3(K) < Kivy,3 < Se1,5(k) + B_I

i+1

Par suite nous déduisons I'expression suivante :

S41,3(K) si S5 0IN
Kivr,3 = fier,3(K) = E(S,1 3(k)+1) sinon

2- si un bus de la lignejly passe le premier a la station de correspondarmet &
premier passage d’'un bus de la ligngllensembleg; ., est vide), alors ce bus est
représenté dans le modele GETRDJ de la figure 2.h@pi@e 2) par le jeton qui

franchit la transition x; 3. La date du ﬁT: passage d'un bus de la ligngiLqui

transporte les passagers venant suf8lus de la ligne Lvérifie :

(k=1) Bi + %,4(1) < (Kivr,3-1) Bira + Vira(1) < kBi + Xi4(1).
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Nous remarquons que cet encadrement ressemble @asurparticulier du cas
précédent (le cas oty k; = 1). Alors I'expression dejk s est la méme que celle
donnée dans le premier cas.

b. ki+1,4 = fi+1,4(k)

Dans ce cag3(> [3i:1) il est possible d’avoir 'accumulation de jetatens la place;Riu
modeéle GETRDJ de la figure 2.10 sauf si la transixiers est tirée avant le premier tir de la
transition x4 (autrement dit, si un bus de la ligng;lpasse a la station de correspondance
avant le premier passage d’un bus de la ligheHn tenant compte de ce cas et en utilisant le
parametre K., défini ci-dessus, I'expression de la fonctign § est donnée par :

Kis1,a = fisr a(k) = K + kgiss —1.

c. kis="fis(k)

Il est évident que le franchissement de la tramsiti se produit si la transition xest
tirée au moins deux fois avant le premier tir gexou %.1,3 (ou en d’autres termes si un bus
de la ligne L passe au moins deux fois a la station de correlspme avant le premier
passage d’'un bus de la ligngiLa la méme station : pas d’'attente entreetiLis;). Alors
comme dans le premier cg% € Bi+1, 1. © nous avons :

k+1 Ok telque x;4(1)+B;k < v;41(1)
fisk) =17 . sinon

d. Kie=fisre(k)
A partir de la 7" équation du systéme (2.10)+(6(K) = Tis1.10Xi+1 1(Kis1,6)) (cf. Chap.

eme . .. N
2), nous remarquons que IgK franchissement de la transitiop.x correspond au °R*®

franchissement de.x 3. Dans ce cas nous envisageons aussi deux sitsiation
1- si un bus de la ligneily passe le premier a la station de correspondarenet &
premier passage du bus de la ligne(jhas d’attente entre;let L.1), alors la
transition x.1 3 du modele GETRDJ de la figure 2.10 sera franchigisaque %1 >
ne le sera pas puisque il n'y a aucun jeton adaepP (pas de passager en attente).
Donc pour chaque k vérifiant I'inégalitéi;1(1)+ Bi+a (K-1) < % 4(1), nous avons :

Kiss6 = fir oK) = k.

2- cette deuxieme situation, représente le contrari&agremiere. Si I'attente entre les
lignes L et Li;; est imposée alors la transitiop; ne sera jamais franchie par suite
fi+1,6(K) = € pour tout 1. Sinon, la date de passage de bus de la ligada_station

de correspondance juste apres Iﬁ(ﬂﬁ passage d'un bus de la ligngilest ((ki16—

K + koi+1 -1) Bi + X 4(K)), nous pouvons donc écrire les inégalités sues:
(Kis1,6 - K + kojiv1 - 2) Bi + %i.4(1) < (K+1,6 -1) Biv1 + Vir1(1),
et (K+1,6 -1) Birr + Vir1(1) < (Ke16 - K + kojiv1 - 1) Bi + Xia(2).

Ceci implique :
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kBi ~Xia (1) + Yi+1(1) + Bi (1_ kO,i+1) - Bi+1

< kix
Bi ~Bint Lo
et K+l,6 < kBl _Xi,4 (1)+yi+1(1)+ﬁi (1_ ko,i+1) _Bi+1 +1’
Bi ~Bint
avecPi:1 # Bi.

kB, — Xig (D +y,, D)+ A~ kO,i+1) —Bin
Bi _Bi+l

done $1.6(K) < kir16< Seae(k) + 1+ ﬁ

Nous posons :iS g(k) =

Si Bi+1 = Bi , on se ramene au premier cas (sachant que tattkss bus entre; let
Li+1 n’est pas imposée), soitifs(k) = k.

A partir de ces deux cas nous obtenons I'expressivante :

K Ok telque iy (1)+Bisq(k —1)< X 4(1)

E k)+1 i ; ;
Kis1,6 = fir1,6(K) = (Sa1,600+1) sinon avecp;,; #p;

e si attenteentre L; etL ;4
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Annexe A.2

Dans cette annexe nous démontrons les différexgessions des composantes non

nulles des vecteurs propresiV Nous avons donc & partir de (2.28) (Chapitre 2) :
0 2<i<n,
Vi () = aia(k) /A = aiak) - A

=Tia+Ai(Kis — k+1) =A;

= TiatAi(Kis — k+1) =Ai + %1(k-1) — X,1(k-1)

=Tt i(Kiz — k+1) + X1(k-1)— Qi + X 1(k-1))

= [tiatAi(kis — k+1) + xa(k-1)] = %1(k)

= [Tix + %1(ki3)] - Xi1(k) (d’apres le franchissement périodique . x

= Q - %.1(k), (ou Q=1 + x1(ki3) correspond a la date d’arrivée du
kis™ bus de La la station de correspondance, et qui
ramasse les passagers venant suif8%us de la ligne
Li1 & la date x 4(Ki4). Alors on a @ Xi.1 4(Ki4)).

=max [Q, X14(Kia)] - Xi1(K)

= max i1 + %;,1(Ki;3), Xi-1,4(Ki4)] - Xi2(K)

= Xi 2(K) - X 1(K). (cf. chap. 2, § 4.4 systéme (2.10)).

Vi (K) = (k) /A = 0ig(k) - A

=Ti1 + A i(kiye-k+l) ')\i

=T + Ai(Kie-k+1) -Aj + X 1(k-1) — % 1(k-1)

=T1 + Ai(Kie-k+1) + %a1(k-1)- i + x;1(k-1))

=Ti1 + Ni(Kie-k+1) + % 1(k-1) — % 1(K)

=Ti1 + X 1(Kig) — %.1(K) (d’apres le franchissement périodique . x
= Xi 3(K) — % 1(K). (cf. chap. 2, § 4.4 systéme (2.10)).

A
Vih(k) =Ti1 UTi2=Ti1 +Ti2

=Tig + T2 + Xi4(K) — X4(K)

=Ti1 + T2 + X4(K) — (%.4(k-1) +A)) (d'apres le franchissement périodique ¢g.x
= Xi4(K) = Qi - Tix - Ti2) — %4(k-1)

= Xia(K) — (tiz + X%4(k-1))

= Xi 4(K) — %,1(K). (cf. chap. 2, § 4.4 systéme (2.10)).

Vki 2(k) = ((Xiy4(k) U] Tia U] Tiyz) /}\| = (C(i,4(k) +T1+ Ti‘z) —)\i

i+1,
= Ni(Kirz,a K +1) +Tjg + Ti2 = A
= Ni(Kisr,aK) + Ty +Ti2
= Ni(Kirra—K) +%1(K) —%,1(K) + i1 + Ti2
= Xi1(Kir1,4) =% 2(K) +Ti1 + Ti2 (d’apres le franchissement périodique g¢.x
= Xi,1(Ki+1,4) + T2 + Ti2 — %,1(K)
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= X a(Kir1,4) — %12(K) (kis1,4 représente le dernier passage du bus da la
station de correspondance juste aprés’Té passage du
bus de kL1 a la méme station et a la datg ¥k). Posons
par la suite k1 4 = p).

= Xia(P) — %,1(K)

= Xi4(P) + X+1,2(K) = %+1,2(K) — % 1(K)

= (Xir1,2(K) = %,1(K)) — (%+1,2(K) — %,4(p)).

Par déduction on prévoit que la composar?“tlede vecteur Vi est donnée par :
v (K) = %2(K) - (k) = e.

Apres avoir déterminé les expressions des compasamtn nulles du vecteur 'V nous
écrivons :

Ok=1,

= Pouritel que :4isn

V70 = %10 = % (K);
v (K) = %200 — %a(K);
V719 = %,3(k) = %1 (K);
V()= %40) — %a(K);

» pouritel que : gi<n-1

VI (K) = (61,2000 1(K))- 06120601 a(P))-

i+1,2
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Cette annexe est consacrée aux réesultats optinoistsus lors de I'étude de la
commande du réseau DIAM-ligne N°9. Suite a I'apgtiien de la commande proposée, nous
présentons la planification d’horaires de la ligif®. L’étude a été effectuée pour difféerentes
valeurs de seuil de tolérance M. Pour chaque valeus avons obtenu une planification
d’horaires spécifique. Dans ce qui suit, nous préses uniquement les différentes dates de
passage des bus des deux lignes au niveau det |@eré&orrespondance, ainsi que la
commande optimale de la ligne N°9 et les différeetmps de correspondance durant la
période de service considérée.

Nous notons :

-k :le K™voyage d'un bus de la ligne N°9 ;

- K :le k®™voyage d'un bus sur la ligne DIAM ;

- xi2(k) : date du K™ passage d’un bus de ligne DIAM au niveau de lsiostade
correspondance ;

- Ugp : commande de la ligne N°9 (instants ou il fautasmr un bus de la statiddel air
pour assurer une ou plusieurs correspondancestatianAcropold ;

- Xi+12(K) : date du K" passage d'un bus de la ligne N°9 au niveau detdtios de
correspondance ;

- T(k,k) : temps de correspondance entre f@%oyage d'un bus de la ligne DIAM et le
k®™voyage d’un bus de la ligne N°9.

Remarque : Devant chaque date.x2(k) de passage d’'un bus de la ligne N°9 au nivealad
station de correspondance, nous signalons le nuduébois qui assure la correspondance.
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¢ CasN°l1:M=34

Les résultats regroupés dans ce tableau corresporadela configuration de la
planification relative a M = 34 min.

K K Xio(K) | Ugpt | Xir1(K) | Teores | K K Xio(K) | Uopt | Xi1.2(K) | Teores
1 28 29 5 24 208 183 208 (Bl) 0
R o3 08Bl O
2 35 22 25 218 24
3 47 10 26 232 10
1 4 57 32 | 57@®1 0 6| 27| 242 217 24282 0
o L S2 | o/l O o 21l 22287 9
5 64 24 28 254 33
6 70 18 29 262 25
7 77 11 30 276 11
8 83 5 7 31 287 262 287 (Bl) 0
| L2064 28/(BD O
2 9 88 63 88 (B2) 0 32 296 24
e —_—
10 99 30 33 309 11
11 106 23 8 34 320 295 320 (BR) 0
——
12 109 20 35 331 33
13 114 15 36 340 24
14 120 9 37 353 11
3 | 15 | 127 | 104| 12081 2 o | 38| 364 | 339| 36aBl) O
. 204 12900 2 12 S50 soee (B U
16 136 28 39 372 25
17 144 20 40 381 16
18 153 11 41 390 7
4 19 164 139| 164(B2) O é 42 397 372| 397 (B2) 0
20 174 34 43 407 29
21 181 27 44 415 21
22 189 19 11 45 425 411 436 (B1) 11
23 | 197 11 ﬁ

Tableau b.1: Résultats optimisés pour le seuil M = 34 min.
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Annexe B 14

¢ CasN°2:M=16

Dans ce tableau, nous donnons les résultats schatiteuil M = 16.

k K X 2(k,) U opt Xi+1 2(k) Tcorres k K Xj 2(k') U opt Xi+1 2(k) Tcorres
1 28 7 24 208 10
1 2 35 10 35 (B1 0 10 25 218 198 218 (B2) Q
— — | — ——
3 47 10 26 232 10
2 4 57 32 57 (B2) 0 11 27 242 21y 242 (B3) 0
— e ———— ] — P —— ]
5 64 13 28 254 15
6 70 7 12 29 262 244 269 (BL) 7
— P ———— ]
3 7 77 52 77 (B3) 0 30 276 14
— ———
8 83 16 13 31 287 265 290 (BR) 3
— P ——— ]
9 88 11 32 296 13
4 10 99 74 | 99 (B4) 0 14 33 309 284 309 (B4)
— P ———— ] — P ———
11 106 14 34 320 11
12 109 11 15 35 331 306 331 (B3) 0
— P ——— ]
13 114 6 36 340 13
5 14 120 95 120(B1) O 16 37 353 328| 353 (B1) 0
— [ ———— | — P ———— ]
15 127 9 38 364 8
6 16 136 111| 136 (B2) O 17 39 372 347| 372 (B2)
— [ ——— | — P ——— ]
17 144 9 40 381 16
7 18 153 128 | 153(B3) O 41 390 7
— ———
19 164 10 18 42 397 372 397 (B4) 0
—
8 20 174 149 | 174(B4) O 43 407 8
— ——
21 181 16 19 44 415 39( 415 (B3) 0
22 | 189 8 45 0
9 23 197 172 | 197 (B1) O

Tableau b.2: Résultats optimisés pour le seuil M = 16 min.
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Annexe B 14

¢ CasN°3:M=21

Dans ce dernier tableau, nous représentons lekatd8sobtenus en fixant le seuil M a
21 min.

k K X 2(k,) U opt Xi+1 2(k) Tcorres k K Xj 2(k') U opt Xi+1 2(k) Tcorres
1 28 19 7 24 208 183 208 (Bl) 0
— P ——— ]
2 35 12 25 218 14
1 3 47 22 47 (B1) 0 8 26 232 207 232 (B2) 0
— [ ———— | — —
4 57 20 27 242 20
5 64 13 28 254 8
6 70 7 9 29 262 237 262 (BB) 0
— P ——— ]
2 7 77 52 77 (B2) 0 30 276 20
— ——
8 83 16 31 287 9
9 88 11 10 32 296 271 296 (Bl) 0
— —— ]
3 10 99 74 99 (B3) 0 33 309 11
— ——
11 106 21 11 34 320 295 320 (B2) 0
— P ———— ]
12 109 18 35 331 11
13 114 13 12 36 340 31 340(B3) O
— P ———
14 120 7 37 353 19
4 15 127 102 | 127(B1) O 38 364 8
— ———
16 136 17 13 39 372 347 372 (B1) 0
— P ——— ]
17 144 9 40 381 16
5 18 153 128 | 153(B2) O 41 390 7
— ——
19 164 17 14 42 397 372 397 (B2) 0
— T ————
20 174 7 43 407 18
6 21 181 156| 181 (B3) O 44 415 10
— ——
22 189 19 15 45 425 400 425(BB) O
23 197 11

Tableau b.3: Résultats optimisés pour le seuil M = 21 min.



Lexique

CCD: Commande Centralisée de Départ

CTPM: Compagnie des Transport du Pays de Montkiéliar
DIAM :  Direct Interurbain Audincourt Montbéliard

ECLER : Exploitation Commerciale d'un Ligne en temgeR

GE : Graphe d’Evénements

GET : Graphe d’Evénements Temporisés

GETRDJ : Graphe d’Evénements Temporisés avec Retradmigue de Jetons
PCC: Poste de Commande Central

RATP :  Régie Autonome des Transports Parisiens

RdP : Réseaux de Petri

RdP avec conflits : Réseaux de Petri avec Conflits
RdPH : Réseau de Petri Hybride
RdPS : Réseau de Petri Stochastique

RTP : Réseau de Transport Public

SAD : Systemes d’Aide a la décision

SAE : Systeme d’Aide a I'exploitation

SMA: Systémes Multi-Agents

SNCF:  Société Nationale des Chemins de Fer Francai
STP: Systéme de Transport Public

TB: Temps de Battement (temps d’attente autorise @rnét)
TCL: Transport en Commun Lyonnais

T™ : Tableau de marche

TR : Temps de Roulage
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