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Introduction générale

Les travaux de cette these s’inscrivent dans le cadre des thématiques du laboratoire
MSME, la modélisation et la simulation multi-échelle. L’activité du laboratoire est orien-
tée vers la prise en compte du comportement et de la structure a 1’échelle micro ou
mésoscopique pour la modélisation et la simulation du comportement des structures ma-
croscopique. Dans le cadre de la mise en forme des polymeres et plus particulierement
pour D’étirage-soufflage des bouteilles en Poly Ethylene Téréphtalate (PET), la modéli-
sation de 1’évolution de la microstructure et son impact sur les propriétés des bouteilles
soufflées sont pleinement inscrites dans ces thématiques.

La figure 1 représente les différentes étapes de fabrication d’une bouteille. Entre les granu-
lés de PET brut et la bouteille soufiée, la microstructure aura évolué considérablement,
pour un peu lors de 'injection des préformes puis lors du soufflage par bi-orientation de
la bouteille. La forte orientation macromoléculaire et la cristallisation induite impactent
fortement la rigidité du matériau. Le but de cette these est de modéliser le comportement
mécanique du PET afin de prévoir les caractéristiques finales des bouteilles issues du pro-

cédé d’étirage-soufflage.

Le PET est un polymere semi-cristallin possédant des propriétés mécaniques fortement
liées a I’état de sa microstructure. Cette derniere évolue en fonction de la température
du matériau et de 'histoire de son chargement. On parle de cristallisation thermique,
dans le cas ou la cristallisation est due a la température du PET, et de cristallisation
induite lorsque la cristallisation est due aux déformations de la matiere. Par exemple,
durant le procédé d’injection, le polymere est soumis a une grande pression afin de rem-
plir tout le moule. Le matériau est alors soumis a un fort taux de cisaillement, ce qui
cause de grandes déformations, mais peu de changement microstructuraux du fait de la
haute température du procédé. Dans le cas de I'étirage-soufflage de bouteille, une pré-
forme (réalisée par injection) est chauffée, & une température proche de la température

de transition vitreuse, et soumise a une pression interne. Le matériau subi une traction

17
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Etiqueteuse

Soutireuse
Presse  [L— 4
d'injection }7r /,
i’"
/
Bouteille

R

Iy

Préformes
Four infra-rouge

FIGURE 1 — Ilustration du procédé de mise en forme
des bouteilles en PET [DEL 06].

biaxiale. Les déformations finales sont de I'ordre de 300% dans les directions radiale et
axiale. Les grandes déformations entrainées par les procédés de mise en forme induisent
des changements microstructuraux. Pendant toute la durée du procédé, les changements
de microstructure entrainent des changements de comportement. Les modeles mécaniques

utilisés pour la simulation du procédé doivent prendre en compte toutes ces modifications.

Les procédés d’injection ou d’étirage-soufflage sont souvent réalisés apres une étape
de chauffage ou le polymere est dans un état quasi liquide qui peut étre modélisé par
un comportement visqueux. Dans le cas particulier de 1'étirage-soufflage de préformes en
PET, la température du matériau, qui est d’environ 100°C, est légerement supérieure a la
température de transition vitreuse. A cette température le matériau n’est plus solide et
présente une viscosité tres élevée (environ 10°Pa.s). La viscosité dépend fortement de la
température et de la vitesse de sollicitation du matériau. Pendant le processus de mise en
forme, la viscosité augmente de facon drastique a cause du changement de morphologie

(cristallisation induite, orientation moléculaire...).

La connaissance de la microstructure (cristallinité, orientation) et de 1’évolution des
propriétés associées est nécessaire pour prévoir les propriétés de service des bouteilles en

PET. Pour rendre cette prédiction possible, nous devons mettre au point des outils de

18



conception performants : logiciel de simulation numérique et modele de comportement

mécanique.

Par la suite, nous présentons ces outils et la fagon de les obtenir (Fig.2).

&Moyens de simulation

C-NEM
Mod¢le
Propriétés du Propriétés
PET amorphe ) ) induites
=P Simulation
Toves Xeq du procédé Eu By X,
orientation ...

TTO, pression, ﬂ

vitesse de came...

Essais uniaxiaux
et biaxiaux a chaud @

FIGURE 2 — Schéma globale de la simulation du procédé avec apport
des différents chapitres (I, II, III).

Homogénéisation et
confrontation avec des
mesures a postériori

Dans une premiere partie nous développons un outil numérique capable de réaliser des
simulations de procédé de mise en forme en grande transformation pour des milieux incom-
pressibles. Cet outil est basé sur les méthodes numériques de résolution des équations aux
dérivées partielles. C’est une technique, dite "meshless” ou "sans maillage”, appelée Mé-
thode des Eléments Naturels Contraints (C-NEM). Elle permet d’éviter un grand nombre
de problemes rencontrés par la Méthode des Eléments Finis (FEM) dans la simulation de

problemes en grande transformation.

Par la suite, la deuxieme partie aborde le coté expérimental de ce travail. Dans cette
partie nous présentons les essais réalisés qui permettent de modéliser les évolutions de la
microstructure et du comportement mécanique du PET en fonction des parametres de
température et de vitesse de déformation. Nous présentons une application de la C-NEM
dans le cadre de 'optimisation du procédé d’étirage-soufflage, ot nous montrons I'impor-

tance de la mise au point des machine de fabrication sur la qualité des bouteilles finales.
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Introduction générale

La Troisieme partie de ce manuscrit traite de la micro-mécanique dans le cadre de
I’élasticité en petite déformation, cadre qui décrit le comportement mécanique des bou-
teilles en service. Des modeles sont appliqués afin de prendre en compte 'anisotropie
de la microstructure du PET. Enfin en perspectives, nous proposons les pistes pour une

modélisation viscoélastique du comportement du PET.
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Méthode numérique pour les

grandes transformations
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

1.1 Introduction

L’étirage-soufflage comme beaucoup de procédés de mise en forme génere des grandes
déformations dans le matériau. Lors de la simulation de ces procédés par la méthode des
éléments finis (FEM), le maillage de la piece subit des distorsions. Ces distorsions ne per-
mettent plus de quantifier la précision de la solution. Il est néanmoins possible de palier a
ce défaut en pratiquant un remaillage de la piece. Les codes commerciaux pratiquent cou-
ramment ce type d’opération dans le cas bi-dimmentionnel, mais cela reste tres complexe
et cotiteux dans le cas tri-dimmentionnnel. De plus, de nombreux remaillages dégradent la
solution par la nécessité de projeter les différentes informations matérielles (cristallinité,
orientation, etc.) stockées dans les points d’intégrations de I’ancien maillage sur les points
d’intégration du nouveau maillage [PER 99].

Depuis la fin du siécle dernier de nouvelles méthodes sont apparues afin de résoudre les
problemes liés aux grandes déformations. Ces méthodes tentent de s’affranchir des difficul-
tés liées au maillage en le supprimant et en utilisant d’autres approches de discrétisation
de T'espace. Dans ces méthodes dites "sans maillage”, contrairement a la FEM ou l'ap-
proximation est liée aux éléments, 'approximation est calculée exclusivement a I’aide des
données nodales. L’utilisation des méthodes sans maillage commence par l'introduction
de la SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) [LUC 77| qui a été développée pour des
problemes d’astrophysique non bornés : explosions d’étoiles, mouvement dans les nuages
de poussiere... Dans les années 1990 d’autres méthodes, basées sur les moindres carrés mo-
biles, émergent : la méthode des éléments diffus ([NAY 92]), la technique "Element Free
Galerkin” ([BEL 94]). Les avantages et les inconvénients de ces méthodes sont discutés
et comparés par Belytschko et al. ([BEL 96, BEL 95]) et Liu et al. ([LIU 95, LIU 96]).
Plus recemment, une méthode basée sur des constructions géométriques (diagramme de
Voronoi et triangulation de Delaunay) appelée Méthode des Eléments Naturels (NEM,
[SUK 98, SAM 95, CUE 03]) est apparue. Cette technique regroupe les avantages des mé-
thodes sans maillage et de la FEM. C’est une extension de cette derniere, appelée Méthode
des Eléments Naturels Contrains (C-NEM), que nous avons choisie pour simuler le procédé
d’étirage-soufflage. Ses principes de base et son application aux milieux incompressibles

sont décrits dans ce chapitre.
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I.2 Méthode des éléments naturels

Nous présentons la NEM dans ce chapitre, méme si celle-ci est limitée dans les appli-
cations aux domaines convexes. Son extension a des domaines quelconques est la C-NEM,
elle est présentée en détail dans [YVO 04]. Dans la C-NEM, un diagramme de Voronoi
contraint (dual de la triangulation de Delaunay contrainte) permet de traiter les domaines
de géométries quelconques, ce qui était une difficulté de la méthode d’origine. Les fonctions
de forme NEM, construites sur le diagramme de Voronoi de ’ensemble de nceuds, sont
strictement interpolantes [SIB 80] et de plus, linéaires sur les bords (bords des domaines
convexes) permettant d’imposer directement des conditions aux limites comme dans la
méthode des éléments finis. La consistance linéaire est garantie par construction [SIB 80].
Le support de ces fonctions de forme (domaine d’influence), s’adapte automatiquement
au voisinage grace aux propriétés du diagramme de Voronoi. Pour étendre la linéarité des
fonctions de formes sur tous les domaines (convexes ou non convexes), tout en supprimant
I'influence parasite entre les nocuds des bords non convexes il faut utiliser la C-NEM. Dans
un domaine non convexe un nceud, qui est proche de la frontiere, peut voir 'influence de
neeuds qui sont de l'autre coté de la frontiere. Dans la notion de contrainte on ne tient

pas compte de l'influence parasitaire des noeuds qui sont de I'autre coté de la frontiere
(voir Fig.I.1)

Fi1GURE 1.1 — Comparaison entre supports des fonctions de forme NEM
et C-NEM.

I1.2.1 Diagramme de Voronoi et voisins naturels

Les notions de voisins naturels et d’interpolation naturelle furent introduites par Sibson
[SIB 80] pour construire des interpolations a partir de nuages de noeuds tres irréguliers
(déstructurés). Cet interpolant est basé sur les constructions géométriques connues sous

le nom de diagramme de Voronoi et de son dual, la triangulation de Delaunay. En 2D,
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

le diagramme de Voronoi, associé a un ensemble de noeuds, est une partition du plan en
cellules T;, chacune associée a un noceud n;, telle que tout point contenu a l'intérieur d’une

cellule est plus proche de son nceud associé que de n’importe quel autre nceud (Fig.1.2)

T, ={z e R":d(z,z;) < d(z,z;),Vj#i} Vi (L1)

Ou T; est une cellule de Voronoi (du premier ordre) associée a un noeud n;, x est la
position d’'un point quelconque x, x; définit les coordonnées du noeud n; et d(z, x;) est la
distance entre le noeud n; et un point x. En liant les nceuds partageants une face de cellule
de Voronoi commune, on obtient la triangulation de Delaunay (introduite par Voronoi
(1908) [VOR 08] et étendue par Delaunay (1934) [DEL 34]). Les voisins naturels d'un
neeud sont les nceuds qui sont connectés au nceud central par une arréte d’un triangle de

Delaunay. On peut définir une cellule de Voronoi du second ordre 7;; de la facon suivante :

Ty ={z e R™ :d(z,z,) < d(z,z;) <d(z,z;), Vk#jVk#i} Vi£j (12

Un point quelconque se trouvant dans 7;; a comme voisin le plus proche n; et comme

second voisin le plus proche n;.

I[.2.2 Construction des fonctions de forme NEM et propriétés

Si I'on considere le cas bidimensionnel de la figure 1.2, la fonction de forme calculée en
z et associée au noeud n; est donnée par le rapport entre les aires de la cellule de second

ordre définie par n; et x et la cellule de premier ordre définie par :

¢ (z) =

Area(Ty) _ Arealobfe) ks §h (L3)
=1

Area(T,)  Area(abed)  ky

K. est la mesure de Lebesgue (une longueur en 1D, une surface en 2D et un volume en
3D) de la cellule de premier ordre Ty, k,; est la mesure de Lebesgue de la cellule de second
ordre T};. La dérivée de la fonction de forme de Sibson ¢5®(z) est donnée exactement par

Piper [PIP 93]. Si 'on écrit 'expression des fonctions de forme de la maniére suivante :

wy

sib o
¢i (g) - 2?21 w;

(14)

24



[.2. Méthode des éléments naturels

(b)

FIGURE I.2 — (a) Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay,

(b) fonction de forme NEM associée au nceud 1.

n et w; sont respectivement le nombre de voisins naturels et le poids défini dans

I’équation 1.3, le gradient du poids Vw; est donné par :

Yw; == (¢; — 1) (1.5)

Ou, dans le cas 2D, f; est la longueur de I'arréte de la cellule de Voronoi entre z et
n;, d; est la distance entre x et n; et ¢, est le milieux de ’arréte de la cellule de Voronoi

entre x et n;. Le gradient de la fonction de forme V¢:®(z) de Sibson est donné par :
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

Yw; (Z;‘:l wj> — w; (Z?:1 ij)
(Z;‘L:I wj)

La figure 1.2 montre ’allure d'une fonction de forme NEM. Le schéma d’interpolation

Voi®(z) = (1.6)

pour un champ wu, scalaire, vectoriel ou tensoriel est de la forme :

W) = Y onleu (L7)

Ou w; (1 € [1,...,n]) représente u(z;) (z; sont les coordonnées du nceud n;), n est le
nombre de voisins naturels du point x, et ¢;(z) est la fonction de forme associée au nceud
n; donnée par I'équation I.3. Si le point z coincide avec le nceud ny, c’est-a-dire (z = x;),
alors ¢;(z;) = 6;; (i étant la fonction delta de Kronecker). Les propriétés de positivité,

d’interpolation et de partition de 1'unité ont été prouvées dans [SUK 98] :

0<¢i(z) <1

| S =1

Les fonctions de forme des éléments naturels vérifient aussi la propriété de consistance

linéaire et la linéarité stricte de I’approximation sur les bords des domaines convexes, soit :

r= ) ¢i(x)z; (1.9)

En effet, le diagramme de Voronoi n’est défini que pour un ensemble convexe de points
et ne tient pas compte d’une éventuelle frontiere. La problématique des domaines non
convexes est liée aux influences parasites entre ces bords (voir [YVO 04] pour plus de
détails). Une nouvelle technique appelée C-NEM a été proposée pour résoudre ce pro-
bleme. Celle-ci repose sur deux idées : I’élimination de I'influence des nceuds parasites par
I'utilisation d’un critere de visibilité et le calcul des fonctions de forme par le biais d'un

nouveau diagramme de Voronoi, dit contraint.
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I.3 Comparaison de différentes formulations pour les

fluides incompressibles

Dans cette partie nous traitons du probleme d’écoulement de fluide visqueux incom-
pressible. Le modele constitutif d’'un fluide visqueux newtonien est donné par I’expression

suivante :

g =2nD + pdiv(v)L (1.10)

Ou 7 est la viscosité de cisaillement et v est la viscosité de dilatation. v représente la
vitesse, o le tenseur des contraintes de Cauchy et D est le tenseur des taux de déformation

défini par :

D= (Yu+ (Vo)) (111)

N —

Dans le cas ou le polymere se trouve a une température légerement supérieure a la
température de transition vitreuse (7}), la viscosité du matériau est tres importante et
conduit a de faibles nombres de Reynolds. Les effets d’accélération et de pesanteur sont

négligés dans la suite. L’équation d’équilibre s’écrit alors de la facon suivante :

div(g) =0 dans Q (1.12)

2 est le domaine fluide de contour 0. 0N est divisé en deux parties disjointes et
complémentaires : une associée aux conditions aux limites en contrainte (0Q2r), 'autre
aux conditions aux limites en vitesse (0€)y ). Les conditions aux limites du probléeme sont

données par :

Ou v est la vitesse imposée et F? est la contrainte imposée. Dans le cas particulier
des fluides incompressibles, nous devons prendre en compte la condition supplémentaire

suivante :
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

div(v) =0 dans Q (I.15)

Un moyen simple de prendre en compte la condition d’incompressibilité dans 1’équa-
tion 1.10 est de faire une analogie avec la loi de Hooke en élasticité linéaire isotrope :
1 correspond au coefficient de Lamé \ et n correspond a . Ce coefficient peut s’écrire
comme une fonction du coefficient de Poisson v et du module de cisaillement G, qui est

analogue a la viscosité de cisaillement 7 dans le probleme visqueux.

) 2vQG
1—2v

=aG=pu=an (I.16)

Pour les matériaux incompressibles, le coefficient de Poisson est égal a 0,5. Cela donne
une valeur de « (et conséquemment a p) qui tend vers l'infini. Dans ce cas le terme de
divergence de I’équation 1.10 est indéterminé : le tenseur des taux de déformation est
réduit a sa partie déviatorique et un terme de pression hydrostatique p doit étre ajouté
pour obtenir le tenseur des contraintes de Cauchy complet.

Bon nombre d’auteurs ([SCH 96], [EVE 02] ...) choisissent une valeur typique de 0,49
pour le coefficient de Poisson, ce qui correspond a o = 50. Ceci donne une solution
acceptable au probleme de fluide mais ce n’est pas tres satisfaisant. Nous allons montrer
que cela n’est pas adapté au soufflage. Quand « prend de tres grandes valeurs, il y a un
probleme de blocage numérique et le champ de vitesse devient uniformément nul. Nous
appellerons cette approche la méthode de "pseudo-pénalisation”. Par la suite nous allons
tester les performances de cette méthode et la comparer avec la formulation du lagrangien
augmenté général ou particulier (mixte ou pénalisé) sur différents exemples choisis pour

leur représentativité du probleme de soufflage.

I[.3.1 Formulation du lagrangien augmenté

Une fagon générale d’écrire la forme faible d’un probleme de mécanique est de consi-
dérer la minimisation de la formulation du lagrangien augmenté. Nous considérons le
probleme de minimisation sous contrainte ci-dessous.

Trouver u € H tel que :

J(u) < J(

IS
~—

Yve H (L.17)
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1.3. Comparaison de différentes formulations pour les fluides incompressibles

Avec la contrainte :

H={veSQ),qgv)=h} (1.18)

Ou §(2) est un espace de Hilbert et g est une fonction convexe. En utilisant les tech-
niques classiques, nous introduisons un multiplicateur de Lagrange p € G(Q2), ou G() est
un autre espace de Hilber, ce qui transforme le probleme définie par les équations .17, .18

en un probleme sans contrainte :

min){J(v)ﬂL/ﬂp(Q(U) — h) dQ} (1.19)

Ves(Q
Le multiplicateur de Lagrange p est une inconnue supplémentaire qui peut étre obtenue

en resolvant un probleme de point selle. Nous définisons le lagrangien £ : S(2)xG(§2) — R

par :

C(v.p) = J(v) + / p(g(0) — h) dO (1.20)

Q

Le lagrangien augmenté L, pour o > 0 est défini par :

La(v,p) = T(0) + / p(g(v) ~ W) d2+ / (9(0) — W)2dQ = L(v,p) + Pa(v) (121)

I peut étre montré [GLO 84] que tout point selle de L, est aussi un point selle de £
et réciproquement. Cela est da au fait que P,(v) = 0 quand la contrainte g(v) = h est

satisfaite. Il faut noter que pour p = 0 nous avons :

L,(v,0) = J(v) + Po(v) (1.22)

Ce qui est la classique fonctionnelle pénalisée associée a la contrainte g(v) = h. L’avan-
tage du lagrangien augmenté est que, du fait du terme [, p (9(v) — h) d©, la solution exacte
du probleme (Eq.1.17) peut étre obtenue sans prendre une valeur infinie de «, au contraire
de la méthode de pénalisation classique qui conduit a des probleme mal conditionnés.

De plus, additionner le terme quadratique P, (v) au lagrangien £ améliore la conver-
gence des algorythmes utilisés pour résoudre les problemes de point selle, comme la mé-
thode d’Uzawa ou la méthode du gradient conjugué (voir [GLO 84] pour plus de détails).

Dans notre contexte le lagrangien augmenté est exprimé par :
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

La(v,p) =1[22n9(@)29(@)d9—/ F,.vdl'

2 21952

+ /Q pdiv(y)deL% /Q div(v) div(v)dS (1.23)

Le point stationnaire de 1’équation .23 est trouvé en résolvant :

D(Svﬁa(ya p) =0
(1.24)

D&pﬁa(rgap> =0

Ou Dy f(v) est la dérivée directionnelle (variation de Gateaux) de f dans la direction
u (pour plus de détails sur la dérivée directionnelle, on peut se référer a [MAR 94]).
L’équation 1.24 revient a :

Trouver v € D = {v/v = w sur 9Q,,v € H'(Q)},p € La(Q) tel que :

=S

2n | D(v) : D(v")dQ —/ F.-v*dl
N

+ / pdiv(v*)dQ + om/ div(v) - div(v*)dQ =0 Yuv* € Hy(Q) (1.25)
Q Q

/p* div(v)dQ2 =0 Vp* € Ly(Q)
\Ja
Ou H}(Q) = {v/u=00n0Q,,ve H(Q)}. La solution de ce probleme peut étre

obtenue numériquement avec la méthode C-NEM [YVO 04].

I[.3.2 Discrétisation de la formule du lagrangien augmenté

Dans le cas de la discrétisation des éléments naturels, nous utilisons les mémes fonctions

de forme pour v et v* :

v =N.[v| v* = N.[v"| (1.26)

Ot [.] représente le vecteur des quantités nodales. En suivant cette méme notation, le

tenseur des taux de déformation et la divergence de la vitesse s’écrivent :
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B et B sont composées des dérivées des fonctions de forme. Comme dans la méthode
des éléments finis, nous utilisons une interpolation réduite pour p et p*, afin d’éviter les

problemes de blocage numérique :

p= Np-[p] pr= Np-[p*] (1.29)

En utilisant la forme discrete des équations 1.26, 1.27, 1.28 et 1.29, nous obtenons le

systeme d’équations linéaire suivant :

K, +aoK, G \% F
= (1.30)
GT 0 P 0
Ot les matrices K,,, K, et G sont définies par les équations suivantes :
K, = 277/ BY Badv (1.31)
Q
K, = 77/ BT BdV (1.32)
Q
G=— / BT N,dV (1.33)
Q
et ou :
F = NT.F.dS (1.34)

2973

1.3.3 Deux cas particuliers : la formulation mixte et la méthode

de pénalisation

Dans cette partie nous concentrons notre intérét sur deux cas particuliers qui découlent

de la formulation du lagrangien augmenté : (i) la formulation mixte ou « est pris égal a

31



Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

0 et (ii) la méthode de pénalisation ou le terme de pression hydrostatique p n’est pas

considéré. Dans le premier cas (i) le systéme a résoudre se réduit a :

K, G v F
= (1.35)

GT 0 P 0

On peut noter que la viscosité n apparait dans la matrice K, mais pas dans la matrice
G. Ceci peut générer des problemes numériques quand le fluide présente de tres grandes
valeurs de viscosité, ce qui est le cas des polymeres fondus. Mais a partir de quelle valeur
une viscosité est-elle élevée ?
Pour la méthode des éléments finis, il a été montré que les fonctions de forme utilisées
pour la vitesse doivent étre d’un ordre supérieur a celui des fonctions de forme utilisées
pour le terme de pression (condition de LBB [BRE 91]). Nous allons voir si cette condition
est nécessaire pour la méthode des éléments naturels par la suite.

Le second cas (ii) entraine le systéme suivant :

K, + oK, [v] = [F] (1.36)

Avec cette formulation le nombre de degrés de liberté (ddl) par nceuds passe de 4 & 3
dans le cas 3D. Cette formulation est completement équivalente a la méthode de pseudo-
pénalisation montrée précédemment. Le désavantage de cette méthode est que le coefficient
de pénalisation « doit étre ajusté : s’il est trop "petit” la condition d’incompressibilité n’est
pas vérifiée et s’il est trop "grand” le phénomene de blocage apparait parce que la partie
visqueuse de la formulation n’est plus prise en compte.

Pour les éléments finis, il est bien connu que la méthode de pénalisation est valable pour
une grande plage de valeur du coefficient a (généralement de 10 & 10'%) si le terme

d’incompressibilité est sous intégré. Nous allons discuter de ce point dans le contexte de
la C-NEM.

1.4 Exemple : expansion d’un cylindre creux

Un exemple est proposé afin de tester l'efficacité des différentes formulations dans
le cadre de la C-NEM. Le cas du cylindre creux sous pression est considéré. Nous avons

effectué les simulations sous deux hypotheses différentes : 'axisymétrie et les déformations

32



1.4. Exemple : expansion d’un cylindre creux

VAVAVES

, X

F1GURE 1.3 — Cylindre soumis a une pression interne : hypothése des

déformations planes.

planes. La solution de ce probleme peut étre calculée analytiquement dans le cas de fluide
newtonien. Nous pouvons donc estimer I’erreur de nos simulations numériques. La norme
L? de Derreur relative est définie par I’équation 1.37 & partir du champ de vitesse exact

v, et du champ de vitesse simulé v,,,,,..

1/2
- ye:p) ds

Ynum ye:p) . ('Qnum

/ Vop Ver S
Q

Pour une géométrie donnée R; et R, et une pression interne constante Py (voir la

v

[
Err% = 100 |22

(1.37)

figure 1.3), on peut résoudre le probléme et obtenir I'expression analytique de la vitesse
radiale en fonction du rayon. La vitesse du bord intérieur et du bord extérieur sont notées

respectivement V; et V. et données par :

- BR()R()? _ PRyRi(t)*R(t)
"2 (Re(t)? — Ri(t)) © 2 (R(t)? — Ri(t))

(1.38)
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Par la suite, nous nous intéressons au démarrage (t = 0) du gonflage. La géométrie est
fixée avec 10 mm pour le rayon interne R;, 15 mm pour le rayon externe R,.. La pression
interne est de 1 MPa et la viscosité de n est de 0,1 MPa.s; la solution analytique donne

1

respectivement 90 mm.s™! et 60 mm.s™! pour la vitesse du bord intérieur et du bord

extérieur.

I[.4.1 Simulation en déformation plane

Nous utilisons une formulation en déformation plane avec la géométrie illustrée par la
figure 1.3 pour réaliser les simulations numériques.
Premierement, nous examinons les résultats obtenus quand le terme de divergence (associé
a la matrice K, dans I’équation 1.32) est intégré comme le terme de vitesse (associé a la
matrice K, dans I’équation 1.31) : ceci est équivalent a 'utilisation d’une formulation com-
pressible avec un coefficient de Poisson qui tend vers 0,5 (méthode de pseudo-pénalisation).
Sur la figure 1.4 sont tracées les vitesses des bords intérieur et extérieur. On peut voir que
le calcul donne de tres bons résultats sur une faible plage de valeur de a. Les "bonnes”
valeurs de « sont proches de 20-30, ce qui donne un coefficient de Poisson proche de 0,48.

Les valeurs faibles du coefficient de pseudo-pénalisation sont associées a une inflation
maximum du cylindre,a l'inverse les valeurs élevées correspondent au cas ou la forme dé-
formée est superposée au contour initial. C’est une manifestation du terme de divergence
de la vitesse pour lequel la solution v = 0 partout dans le domaine est licite. Si aucune pré-
caution n’est prise sur le nombre de points d’intégration, le probleme de blocage apparait

et la vitesse tend vers une valeur nulle.

1.4.1.1 Discussion sur la méthode de pénalisation

Pour utiliser la méthode de pénalisation il est nécessaire de définir la valeur du coef-
ficient de pénalisation. Il serait avantageux d’avoir une plage de stabilité de la méthode
indépendante de la définition du probleme (géométrie et conditions aux limites) afin de

toujours garder la méme valeur de .

Quand la méthode de pénalisation est utilisée dans des simulations par éléments fi-
nis, on utilise une interpolation quadratique pour la vitesse et on augmente le nombre de
points d’intégration pour le terme de viscosité mais on sous integre le terme de pénalisa-
tion qui correspond a la pression. En utilisant la méme interpolation mais avec seulement

un point d’intégration pour le terme de pénalisation et trois pour le terme de viscosité, la
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FIGURE .4 — Evolution de la vitesse quand le coefficient de

pénalisation o augmente dans le cas de la pseudo-pénalisation.

comparaison avec la méthode précédente montre un grand gain (voir la figure 1.5). Pour
les grandes valeurs de «, le phénomene de blocage observé pour la méthode de pseudo-

pénalisation est significativement réduit.

Dans cet exemple, 2" noeuds ont été utilisés pour discrétiser 1'épaisseur et le nombre
de noeuds dans le quart de cercle est ajusté pour obtenir une distribution de noeuds la
plus réguliere possible. 2" noeuds pour 5 mm d’épaisseur et 2”2 nceuds pour un arc de
cercle moyen de 12, 57/2 ~ 20 mm soit environ 2" nceuds pour 5 mm. On peut noter sur
la figure 1.5.b que l'erreur globale avec une telle discrétisation reste élevée (environ 10%
pour n = 2) pour les grandes valeurs de a. En utilisant plus de points, on réduit 'erreur et
on montre ainsi la convergence de la méthode, mais cela augmente le temps de calcul. Un
point reste inexplicable : la valeur optimum de o (minimum de Ierreur) n’est pas obtenue

sur la plage des valeurs stables de « (i.e. sur la plage [10°,10'%]).
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Dicrétisation 2" dans I'épaisseur et 2™2 dans la circonférence Discrétisation 2" dans I'épaisseur et 2™2 dans la irconférence
100 - 80

-

- = =n=2
' n=3
n=4

70

50

40+

Erreur %
Erreur %

301

20

- = =n=2
. n=3
n=4

FIGURE L5 — L’erreur globale en fonction du coefficient de
pénalisation : (a) méme intégration pour les termes de vitesse et de

divergence; (b) le terme de divergence est sous intégré.

1.4.1.2 Discussion sur la formulation mixte

La formulation mixte donne de meilleurs résultats que la méthode de pénalisation
mais avec un cott de calcul plus élevé, a cause d’un d.d.l. supplémentaire : la pression.
La figure 1.6 montre qu’utiliser les mémes fonctions de forme pour la pression (associée
a la matrice G dans 1'équation 1.33) et pour la vitesse (associée a la matrice K, dans
'équation 1.31) donne de bons résultats. Plus la discrétisation est élevée, plus l'erreur est

faible. La pente de la convergence est d’environ -1 en échelle logarithmique.

Nous pouvons aussi essayer une fonction de forme constante pour 'interpolation de la
pression (associée a la matrice G dans 1’équation 1.33) autour d’un noeud. De cette fagon
les conditions de simulation sont proches de la condition de LBB. La figure 1.6 montre

que les résultats sont meilleurs.

Dans notre cas la solution analytique du probleme indique que le terme de pression
hydrostatique doit étre uniforme et égal a-0,8 MPa. Si le champ de vitesse est correctement
représenté, la formulation mixte génere des irrégularités dans la distribution de pression.
Si l'on trace la distribution de pression (voir la figure 1.7 pour le cas n = 4) dans les deux
cas, on constate que l'erreur la plus faible est associée a la distribution de pression la
plus uniforme. Dans le cas présent la formulation mixte donne de meilleur résultats que

la méthode de pénalisation, mais le cotit de calcul associé est beaucoup plus élevé.
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2" dans 'épaisseur 2" dans la circonférence
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—O6— constant
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FIGURE 1.6 — Erreur globale en fonction de la discrétisation.
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FIGURE 1.7 — Distribution de la pression aux nceuds : (a) fonction de

forme C-NEM; (b) fonction de forme constante pour la pression.

1.4.1.3 Discussion formulation du lagrangien augmenté

La formulation du lagrangien augmenté présente les mémes difficultés que la méthode
de pénalisation, cela a cause du choix du coefficient de pénalisation. Mais elle ne présente

pas de diminution des cotts de calcul car le nombre de d.d.l. est identique a celui de la

formulation mixte.
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Discrétisation
2" dans I'épaisseur 2"**dans la circonférence

Discrétisation 107 ¢
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FIGURE I.8 — Formulation du lagrangien augmenté : (a) fonction de
forme C-NEM pour la pression et la vitesse, intégration réduite pour le
terme de pénalisation ; (b) fonction de forme constante pour la pression

et intégration réduite pour le terme de pénalisation.

La figure 1.8 montre que les petites valeurs de a entrainent une bonne solution avec
une précision qui augmente avec la discrétisation. Quand la valeur du coefficient de pé-
nalisation approche de 1, le gain de la solution est pauvre et 'erreur atteint une valeur
"plateau”. On constate que I'erreur n’est pas une fonction monotone de la discrétisation.
Utiliser une fonction de forme pour la pression et une sous intégration du terme de pénali-
sation donne de meilleurs résultats que d’utiliser les fonctions de forme C - NEM pour les
champs de vitesse et de pression. Ces résultats sont en accord avec la condition de LBB.

On ne trouve pas d’autre avantage a cette formulation dans le contexte présent. De

plus, le terme de pénalisation dégrade la solution pour les valeurs élevées de a.

[.4.2 Formulation axisymétrique

Ici, nous présentons le méme probleme mais en utilisant non plus 'hypothese des
contraintes planes mais I’hypothese d’axisymétrie (voir la figure 1.9). Ces nouvelles simu-
lations numériques confirment les conclusions de I’hypothese de contraintes planes. Mais
dans ce cas, il est plus facile de tester 'influence de la distribution nodale.

Le domaine étudié est un rectangle avec des arrétes paralleles aux axes radial et longi-
tudinal. Comme il est montré sur la figure .10, la distribution des nceuds dans la direction

radiale peut étre différente de celle de la direction longitudinale. Nous avons testé différents
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!

[

FIGURE 1.9 — Tube soumis & une pression interne : hypothése

d’axisymétrie.

cas : h, = h,, h, = 2h, et h, = 2h,.

|

@

[&]

l

FIGURE I.10 — Discrétisation réguliére suivant la direction radiale (h,)

et la direction longitudinale (h.).
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

1.4.2.1 Meéthode de pénalisation

Sur la figure 1.11 nous remarquons que : (i) 'erreur minimale est généralement obtenue
pour un coefficient de pénalisation se trouvant en dehors de la "plage stable des valeurs
de a” (i.e., @ >10°); (ii) dans la "zone stable”, ou 'erreur ne dépend pas de la valeur du
coefficient de pénalisation, I’erreur résiduelle est plus importante quand h, < h, que quand
h, > h,. La différence est trés spectaculaire, avec n = 3 dans le graphique de gauche (8
neeuds pour la discrétisation radiale) l'erreur résiduelle est d’environ 16%, ce qui est tres
supérieur au 1% donné sur la graphique de droite (8 nceuds pour la discrétisation radiale
obtenus pour n = 2). Dans les deux cas, la discrétisation radiale est la méme et la seule

différence vient de la longueur h,.

Discrétisation Discrétisation
2" dans I'épaisseur 2™ dans la hauteur

2™ dans I'épaisseur 2" dans la hauteur

--=n=2
Lop=3

—_—n=4

10 10

FIGURE I.11 — Influence du coefficient de pénalisation sur la qualité de
la solution : (a) quand h, < h, erreur résiduelle reste élevée sur le
plateau; (b) quand h, > h, la qualité de la solution numérique est trés

bonne méme avec peu de nceuds.

Dans tous les cas, une plage large de valeurs du coefficient de pénalisation assure
une forme déformée stable. La valeur de Ierreur dépend de la discrétisation (ce qui est
naturel), mais aussi du rapport h,./h, (ce qui est plus surprenant).

La convergence des simulations C-NEM, utilisant n’importe quel coefficient de pé-
nalisation dans la plage [10%,10'%], est observée. Pour h, < h, il apparait qu'une erreur
asymptotique d’environ 16% existe et qu'une amélioration de la solution n’est pas possible.
L’explication de cette influence peut étre trouvée dans la forme de la solution analytique

du probleme. Dans le cas de la formulation axisymétrique, la composante radiale u de
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1.4. Exemple : expansion d’un cylindre creux

la vitesse décroit de V; a V. en fonction de la valeur du rayon et en méme temps la
composante w reste nulle.

Les simulations C-NEM donnent une approximation de la solution, des perturbations
apparaissent dans les résultats numériques. Ces perturbations ont plus de conséquences
sur la composante w de la vitesse qui doit étre nulle que sur la composante v qui a une
valeur finie. Pour de grandes valeurs du coefficient de pénalisation, la solution numérique

donne une grande importance a la condition d’incompressibilité qui s’écrit :

%a(g:) + g—f ~0 (1.39)

Si I'amplitude de la perturbation numérique est notée ¢, la variation du second terme
de I’équation 1.39 est d’environ %—f ~ 3=. Ce terme affecte la valeur de la composante u
via la condition d’incompressibilité et plus h, est petit, plus 'erreur sur u sera grande.

Dans le cas de 'hypothese des déformations planes du probleme de soufflage, une telle
configuration (une composante de la vitesse qui est quasiment nulle) apparait pres des
axes X et Y. Il est intéressant de noter que la forme déformée est distordue si 'on se
situe proche des axes et non pas sur la direction diagonale ou les composantes w et u
sont égales. Une meilleure simulation nécessiterait d’avoir une distribution de nceuds non
uniforme avec h, > h, pres de 'axe Y (ol u est petit) et avec h, < h, prés de l'axe X
(ol v est petit).

Si I'on reprend I'exemple des déformations planes, avec un maillage régulier, dans le
cas ot n = 8 (ici n est le nombre de noeuds dans la direction radiale) et un coefficient de
pénalisation important (o = 10%) I'erreur globale est de 8,6%. En utilisant un maillage
irrégulier comme montré dans la figure 1.12, on peut remarquer que cette erreur décroit
jusque 4% et 2,1% avec un rapport de distribution de nceuds h,/h, ou hy/h, égal a 2 et

4. Ces résultats confirment 'hypothese précédente.

1.4.2.2 Formulation mixte

Comme dans I'exemple des déformations planes, I'utilisation de la formulation mixte
donne de bons résultats. La figure 1.13 illustre la convergence de la solution et confirme
que 'utilisation de fonction de forme constante pour l'interpolation de la pression donne
de meilleurs résultats que d’utiliser les mémes fonctions de forme pour les champs de
vitesse et de pression.

On peut voir que le bénéfice des fonctions de forme constantes est réduit quand la

discrétisation augmente. C’est probablement la conséquence de I'utilisation du systeme
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Ficure 1.12 — Utilisation d’une distribution de nceud irréguliere dans

la direction circonférentielle.

Discrétisaion
X 2" dans I'épaisseur 2" dans la hauteur
10 T

—+&— fonction de forme constante
—6— fonction de forme C-NEM

Erreur %

10

FIGURE 1.13 — Formulation mixte : influence de la discrétisation nodale
sur lerreur. L’interpolation de la pression est faite par les fonctions de

forme C-NEM et par les fonctions de forme constantes.

de coordonnées cylindriques qui introduit une contribution du rayon dans les termes a
intégrer. Une solution plus rigoureuse pour respecter la condition de LBB serait d’utiliser

la b-NEM approximation. Cette approximation est présentée dans la partie suivante.
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1.5. Approximation b-NEM

I.5 Approximation b-NEM

Afin de générer une interpolation quadratique pour le champ de vitesse, nous utili-
sons I'approximation b-NEM comme proposée dans [YVO 06]. Nous rappelons les bases
théoriques de cette approximation, puis nous testons le cas du cylindre avec cette approxi-

mation.

I.5.1 Bases théoriques

Un k-simplexe (K-S) (sommet, aréte, face triangulaire ou tétraedre) est généré par
K = k+ 1 sommets (kK = 0,1,2,3 respectivement). La fonction de forme bulle d’une

entité x; générée par K sommets est calculée ainsi :

¢3(z) = IToy épl2) (1.40)

Ou ¢,(x) est la fonction de forme NEM associée aux nceuds n,, calculée au point z.

FIGURE I.14 — Supports des fonctions de forme bulle associés au
k-simplexe de Delaunay : (a) support pour un triangle de Delaunay ;

(b) support pour une aréte de Delaunay.

Le support (domaine d’influence) d'un K-S généré par K sommets (noeuds) dans S est

I'union des spheres de Delaunay contenant les K noeuds. Il en résulte, en 2D, que :
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

— sl x; est un triangle de Delaunay (x € F(S5)) (k = 2), le support de x; est composé
du cercle circonscrit aux trois nceuds du triangle.

— si x; est une aréte d'un triangle de Delaunay (x € E(S)) (k = 1), le support de
X; est composé de I'union de deux cercles si x; ¢ I', ou d’un cercle si x; € I' (voir
figure 1.14-b), contenant les deux nceuds générateurs de x;.

Nous considérons maintenant le schéma d’approximation suivant :

u'(z) =} dilz) wi+ Y d5(z) (L41)

Ou n est le nombre de voisins naturels au point x, ¢;(z) est la fonction de forme
NEM associée au nceud n; € S calculée au point z, ¢3(z) est la fonction de forme bulle
définie dans I'équation 1.40 associée avec les m K-S influents, et 7; est un degré de liberté
additionnel.

L’enrichissement avec une fonction bulle associée a chaque triangle de Delaunay est
similaire du point de vue construction aux éléments MINI [BRE 91], quand on utilise les
fonctions de forme NEM a la place des fonctions de forme éléments finis. Bien que le
schéma d’approximation défini dans I’équation 1.41 soit plus riche que le schéma stan-
dard d’approximation NEM et qu’il puisse étre utilisé dans la formulation mixte, il peut

uniquement reproduire la propriété de consistance linéaire.

1.5.1.1 Interpolation de la vitesse avec la b-NEM

Dans le contexte de la b-NEM, le schéma d’approximation suivant est utilisé pour

I'interpolation de la vitesse et le schéma NEM est utilisé pour la pression :

vy (z) = Z i(z)y; + Z ¢(x)y. , vh(z) = Z ¢i(z)v) + Z )y (1.42)

pr(z) = Z@(I)Pi, pr(z) = Z@(I)Pj (1.43)

Ou ¢;(z) est la fonction de forme NEM classique relative au noeud n; calculée au point
z, ¢5(x) est la fonction de forme bulle associée au K-S x;, 7; étant le degré de liberté
associé a x;, n est le nombre de voisins naturels relatifs au point z et m le nombre de K-S
influents au point z (le nombre de fonctions de forme K-S dont le support contient z). Le

tenseur des taux de déformation interpolé au point x peut s’écrire :
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\'%
D"(z) = {B(¢); B(¢")} (1.44)
Y
Ou
oix 0 dax O ... onx O
Bl@)=10 ¢y 0 oy ... 0 ony (1.45)
_¢17Y ¢1,X ¢27Y ¢2,X ¢N,Y ¢N,X_

Pix 0 dx 0 ... dyx O
B@)=10 ¢y 0 ¢y .. 0 ¢y (L.46)
61y Gix By Ghx o Gy Phix]

Ou N est le nombre total de noeuds originaux et M est le nombre de fonctions de

forme K-S considérées. La divergence de la vitesse interpolée est donnée par :

V- u'(2) = {B(6): B(6") } (1.47)
Y
Ou :
B(¢) = |:¢17X b1y Pox oy .. Onx ¢N,Y] (1.48)
B(¢") = [séaix Oy Ghx Gy - Gnx m,y} (149)

1.5.2 Exemple : tube sous pression

Par la suite nous avons réalisé des simulations numériques du tube cylindrique sous
pression, nous nous limitons au cas axisymétrique. Nous avons testé la méthode de péna-

lisation et la formulation mixte. La méthode des b-NEM est comparée avec les résultats
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précédents. C’est la seule technique (utilisant I'interpolation NEM) qui satisfasse rigou-

reusement la condition de LBB.

1.5.2.1 Méthode de pénalisation

La figure .15 montre les mémes tendances avec la formulation b-NEM que sans. Le
facteur d’aspect de la discrétisation joue une part importante sur la précision de la solution.
Si nous comparons les simulations précédentes avec les simulations b-NEM, nous pouvons
voir un léger bénéfice dans la "zone stable”. En regard de ce petit bénéfice, le cout de
calcul des simulations est significativement plus grand en utilisant les b-NEM et 'intéréet
n’est plus vraiment évident.

Discrétisation
2™ dans I'épaisseur 2" dans la hauteur

-—=n=1
Loop=2

—n=3

FIGURE I.15 — Influence du coefficient de pénalisation sur la qualité de
la solution utilisant les fonctions de forme b-NEM : (a) quand h, < h,
Perreur résiduelle reste élevée sur le plateau; (b) quand h, > h, la
qualité de la solution numérique est trés bonne méme avec peu de

neeuds.

1.5.2.2 Formulation mixte

La figure 1.16 montre le graphique de convergence des simulations pour la formulation
mixte avec et sans les fonctions de forme b-NEM. Comme nous avons pu le constater
auparavant avec la méthode de pénalisation, 'utilisation de la méthode b-NEM pour la

formulation mixte ne montre pas de réels bénéfices.
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Discrétisation
2" dans I'épaisseur 2" dans la hauteur

—6— b-NEM
g —&— C-NEM

Erreur %

FIGURE I.16 — Influence de la discrétisation sur ’erreur globale :

comparaison entre les formulations C-NEM et b-NEM.

1.5.2.3 Conclusion sur la formulation b-NEM

Il apparait que I'utilisation d’une interpolation quadratique, utilisant I’approximation
b-NEM, augmente beaucoup le coiit associé au calcul des fonctions de forme pour une

faible efficacité.

I.6 Soufflage libre d’une préforme

Au regard des simulations précédentes, il apparait que la meilleure fagon d’imposer la
condition d’incompressibilité avec la méthode C-NEM est d’utiliser la formulation mixte
avec les fonctions de forme constante pour la pression. Des itérations sont réalisées pour
convecter le nuage de nceuds a partir du champ de vitesse calculé afin de simuler 1’évolution
temporelle du tube sous pression. A chaque pas de temps, la position des nceuds est

actualisée en utilisant le schéma d’Euler du premier ordre :

Mt+At = Mt + T_JAt (]:50)

L’incrément de temps At influe sur ’évolution du rayon. Pour avoir une évolution

temporelle précise de la géométrie, nous devons prendre des "petites” valeurs de At.
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1.6.1 Evolution temporelle du rayon

Dans 'exemple du tube sous pression, ’évolution du rayon peut étre déterminée ana-
lytiquement. Si la pression interne Fy reste constante durant le procédé, on peut résoudre
analytiquement 1’évolution de la vitesse. Les évolutions des rayons intérieur R;(t) et ex-

térieur R.(t) sont données par :

R,
7
R(t) = Ry (L51)
e (—5) -1
ReO PO
R.(t) = R;(t ——t [.52
(0= R 2 e (-5 (152)

A cause de la diminution de I’épaisseur la surface interne du tube augmente, I’évolution
du rayon est exponentielle et on peut voir que I’épaisseur du cylindre (i.e, R.-R;) décroit

jusque 0 dans un temps fini appelé "temps ultime” t,,. L’expression de t, est donnée par :

2% (R,
te =1 ( 0) (1.53)

P\ R

Pour le schéma numérique, l'incrément de temps est déterminé par 1’évolution de la

géométrie, c’est a dire par le nceud dont la vitesse est maximum (Vj,.x) et est donnée par :

AR,

At = ———
2k‘/maux

avec : AR, = lmm (I.54)

Différentes valeurs de k réduisent ou augmentent I'incrément de temps. La figure 1.17
montre l'influence de cette variation. La valeur optimale entre cout de calcul et précision

de I’évolution du rayon est obtenue pour k = 2.

[.6.2 Simulation du soufflage libre

Pour ce dernier exemple de calcul de soufflage libre de préforme avec un modele new-
tonien incompressible, il n’existe pas de solution analytique. Pour illustrer la performance
des C-NEM dans le cas de tres grandes déformations, nous soufflons une préforme avec
une épaisseur initiale uniforme e = 4 mm un rayon extérieur R, = 14 mm et une longueur
totale de L = 64 mm. Le soufflage est réalisé jusqu’a ce que le rayon maximum atteigne

Ruax = 75 mm. A ce stade ’élongation circonférentielle A\, est d’environ 7,5 pour le rayon
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Evolution des rayons interne et externe en fonction du temps
AT=1/(2**Vmax)
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FIGURE L.17 — Evolution du rayon en fonction du temps.

interne et de 5 pour le rayon externe. La valeur moyenne de 1’élongation longitudinale A,
est proche de 2 pour les deux surfaces intérieure et extérieure de la préforme. De grandes
déformations biaxiales sont impliquées.

La méthode de pénalisation est utilisée avec o = 10%. Cette valeur du coefficient de
pénalisation permet d’éviter les problemes liés a la distribution de nceuds et permet de
rester tres proche de la condition d’inconpressibilité, la variation du volume du domaine
matiere est inférieure a 5% durant toute la simulation. La figure 1.18 montre la forme de
la préforme initiale et la préforme a 1’étape finale. Le temps CPU pour cette simulation
est de 536 s (Pentium IV 3.4 GHz).

Sur la figure .19 on peut voir la méme simulation effectuée avec la formulation mixte et
une fonction de forme constante pour I'interpolation de la pression. Les résultats obtenus
sont identiques a ceux obtenus avec la méthode de pénalisation mais ils nécessitent un
temps CPU plus important : 899 s contre 536 s pour la méthode de pénalisation, soit 67%
plus long.

Un triangle initial, qui représente l’équivalent du maillage élément fini, est tracé sur
la distribution de noeuds initiale. Ce triangle est suivi durant I’évolution temporelle et
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FI1GURE I.18 — Distributions initiale et finale de nceuds pour une

simulation de soufflage libre avec la méthode de pénalisation.

le zoom final de la figure 1.19 montre qu’il a dégénéré en un triangle plat ce qui serait

inacceptable dans une simulation élément fini.

I.7 Conclusion partielle

Nous avons fait une revue globale des difficultés numériques et donné quelques réponses
sur 'usage de la méthode C-NEM dans le cas de la détermination de I’écoulement de
matériaux visqueux incompressibles. Trois formulations ont été présentées : La formulation
mixte en vitesse et pression (en utilisant différentes fonctions de forme), la méthode de
pénalisation et la formulation du lagrangien augmenté utilisant ou non l'approximation
b-NEM pour satisfaire la condition de LBB.

Bien que 'approximation b-NEM satisfasse rigoureusement la condition de LBB, les

simulations réalisées montrent une importante augmentation du cotut de calcul pour un
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120 "

1005,

sol

FIGURE L.19 — Evolution de la préforme pendant le soufflage. Un

triangle est suivi du début a la fin.

tres petit bénéfice sur la solution.

Les deux formulations, mixte et pénalisée, donnent des résultats similaires si nous
considérons une fonction de forme constante pour l'interpolation de la pression ou un
coefficient de pénalisation proche de 103 pour éviter les erreurs importantes de la "zone

stable” quand le facteur d’aspect de la distribution de nceud n’est pas optimum.

Nous avons montré, sur un exemple représentatif du procédé de soufflage, que la mé-
thode de pénalisation était stable avec la méthode C-NEM pour une petite plage de valeurs
du coefficient de pénalisation «, typiquement pour 10 — 10%. Dans cette plage de valeur le
calcul n’est pas sensible a la distribition de nceuds, mais il faut vérifier la condition d’in-
compressibilité. Un moyen simple de vérifier le respect de la condition d’incompressibilité
est de controler le volume du domaine matiere a chaque étape et de comparer avec le
volume initial. Pour les grande valeurs de «, la méthode de pénalisation est tres sensible
au facteur d’aspect de la distribution de noeuds, spécialement dans les régions ou une des

composantes de la vitesse est nulle ou tres petite devant les autres.
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Chapitre I. Méthode numérique pour les grandes transformations

Nous avons montré que la méthode C-NEM peut donner de bonnes simulations avec
de tres grandes déformations sans les difficultés dues a de fréquents remaillages quand
on utilise la méthode des éléments finis. Dans la suite de nos travaux, nous avons utilisé
cette méthode pour simuler le procédé d’étirage-soufflage en considérant des modeles de
comportement plus réalistes et en prenant en compte la tige d’élongation, le moule et les
échanges thermiques.

La formulation mixte est donc a utilisé pour des simulations ou le nombre de nceuds
n’est pas trop important et o le nombre d’itération est réduit. Dans le cas contraire,
ou la simulation demande un grand nombre d’itération et un grand nombre de ddl il est
préférable d’utiliser la méthode de pénalisation ou pseudo-pénalisation tout en calculant

le volume du domaine matiere pour vérifier la condition d’incompressibilité.
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

II.1 Introduction

Nous nous intéressons ici a 'optimisation du procédé d’étirage-soufflage. Certains au-
teurs ([MEN 07, THI 07, SCH 98, MCE 98, YAN 04a, YAN 04b]) ont déja réalisé des
simulations de soufflage dans le but de connaitre ’épaiseur des bouteilles, en utilisant la
méthode des éléments finis. Mais la taille des bouteilles soufflées reste petite (moins de 0,5
L) ou bien le modele n’est pas représentatif de I'effet de durcissement du a I’étirage. Pour
reproduire cette effet les modeles utilisés pour les simulations sont souvent basés sur le
modele de Buckley [BUC 95] ou le modele de Boyce [BOY 00]. Ces modeles représentent
tres bien le comportement du PET pour différents parametres de température ou de vi-
tesse de sollicitation. Sur la figure I1.1, on peut voir I'effet durcissant du a I'augmentation
de la vitesse ou a la diminution de la température. Mais leur comportement global reste
isotrope. De plus 'effet de vitesse est souvent pris en compte artificiellement en changant
les parametres du modele. Hors on constate que dans le cas de chargement complexe le
PET devient anisotrope [MAR 03].

Dans cette partie nous proposons une identification des propriétés mécaniques du PET
par un modele de comportement visqueux non linéaire orthotrope. Ce modele permet de
prendre en compte la biaxialité des déformations pendant le procédé d’étirage-soufflage.
Ces travaux se basent sur les travaux effectués par Chevalier et al. [CHE 06] sur la mo-
délisation viscoplastique du PET en grande transformation [SID 82]. Ils permettent de
simuler de maniere réaliste le comportement du matériau lors du soufflage et d’envisager

une optimisation du procédé.

Afin de lier le modele proposé par Chevalier et al. [CHE 06] a la microstructure, nous
avons réalisé des essais de traction uniaxiale interrompus. Le but de cette campagne
d’essais est de connaitre ’état de la microstructure pour un état de déformation donnée.
Les essais ont été réalisés a différentes vitesses de sollicitation.

Le modele présenté dans [CHE 06] ne prend pas en compte explicitement ’état de la
microstructure. En effet, le durcissement obtenu est fonction de la déformation et non de
variables telles que le taux de cristallinité ou 'orientation. A partir des essais nouvellement
réalisés, nous allons modéliser une dépendance explicite du durcissement par rapport a
la microstructure. Lors de simulations numériques des procédés de fabrication, tel que
I’étirage-soufflage des bouteilles en PET, un modele macroscopique couplé a 1’évolution

de la microstructure permet, a ’aide des méthodes d’homogénéisation, de déterminer les
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I1.2. Essais de traction interrompus
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FI1GURE II.1 — Essai de traction uniaxiale sur des éprouvettes en PET
[CHE 06].

I1.2 Essais de traction interrompus

I’application du modele a la simulation du procédé d’étirage-soufflage.

propriétés élastiques de la bouteille finale. Ce point fait 'objet de la troisieme partie.

Des essais de soufflage libre ont été réalisés afin de validé les parametres identifiés pour

Les essais de traction ont été réalisés sur une machine hydraulique MTS équipée d'un

I1.2.1 Protocole expérimental

four régulé en température. Le PET utilisé est le PET Arnite D00301 fourni par DSM.

L’interruption de ’essai se fait par un jet direct d’azote liquide (Fig.I1.2).

Les éprouvettes sont tout d’abord injectées (voir tableau II.1) avec une section de 4

mm par 10 mm aprés un séchage en étuve. Elles sont ensuite usinées afin d’avoir une épais-
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

FIGURE II.2 — Machine de traction MTS avec four et

bombone d’azote liquide.

seur finale de 1 mm. La longueur utile des éprouvettes est de 30 mm. L’usinage permet
d’enlever la partie de la matiere qui était en contact avec le moule, celle-ci ayant subi un
fort taux de cisaillement. De plus la faible épaisseur des éprouvettes permet un chauffage
rapide du matériau. La petite taille des éprouvettes permet d’obtenir des élongations qui

atteignent la valeur de 4 en fin d’essai.

Apres I'étape de préparation, les éprouvettes sont quasiment amorphes, le taux de
cristallinité est inférieur a 5% (mesure par densitométrie). Les essais sont réalisés a l'in-
térieur d’un four clos, il est impossible de prendre la mesure de la déformation pendant
I’essai. Afin de connaitre la déformation réelle subie par le matériau, nous avons réalisé un
marquage des éprouvettes. Un point (entre 1 et 2 mm de diametre) est dessiné au centre

de I’éprouvette. Il est photographié avant et apres l'essai (Fig.I1.3), la comparaison des
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I11.2. Essais de traction interrompus

Température d’injection 290°C
Température de régulation du moule 15°C

Temps d’injection 2s

Pression de maintien 40 MPa pendant 10s

TABLE II.1 — Conditions opératoires de I'injection des éprouvettes PET

deux photos nous donne la déformation locale subie par le matériau.

(a) (b)

FIGURE II.3 — Marquage d’une eprouvette (a) avant et (b) aprés

déformation.

L’essai commence par la mise en place de I’éprouvette dans la machine. Elle est ensuite
chauffée pendant 8 minutes (avec une consigne de chauffe de 90°C). Etant donné la faible
épaisseur des éprouvettes ce temps de chauffage permet d’avoir une température uniforme

dans Déprouvette. A la fin de la chauffe, la traction est effectuée & vitesse de traverse
1

)

constante. Nous avons testé trois vitesses différentes 10 mm.s™%, 33 mm.s™! et 66 mm.s™
soit des vitesses de déformation initiales de 0,33 s7%, 1,11 s7! et 2,22 s7!. Les essais sont
interrompus a différentes valeurs d’élongation. Lorsque la traverse est stoppée, I’éprouvette
est maintenue en place et refroidie par un jet d’azote liquide, ainsi la microstructure se fige

instantanément. La mesure de cristallinité se fait par densitométrie [CHE 99]. Dans notre
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

étude, nous incluons dans le taux de cristallinité la part de PET effectivement cristallisé
mais aussi la part densifiée et orientée du PET (mésophase). Dans la suite, nous supposons
le PET comme biphasique : phase amorphe et phase cristalline. Seule la partie centrale
de I'éprouvette est utilisée pour la mesure de densité. Le taux de cristallinité se calcule

de la fagon suivante :

Py
= Peau II.1
=Py (IL.1)
X, = 100L2—"a (I1L.2)
Pec — Pa

0, Pas Pe €t pean sSONt respectivement la densité de 1’éprouvette, du PET amorphe, du
PET cristallin et de ’eau distillée. P; est le résultat de la pesée de I'éprouvette et P, est

le résultat de la pesée de I'éprouvette immergée dans ’eau.

Apres avoir effectué les mesures de densité, nous testons le module d’Young des éprou-
vettes a température ambiante (24°C) par vidéo-extensométrie. Les éprouvettes sont mar-
quées par quatre taches comme décrit par la figure 11.4. A T’aide d’une caméra CCD, on

suit le déplacement des taches pendant 'essai de traction (image en niveaux de gris).

@
o o
B

FIGURE I1.4 — Marquage des éprouvettes pour la vidéo-extensométrie.

Un logiciel de traitement suit I'image seuillée (noir et blanc) donnée par la caméra et

calcule la position des barycentres des quatre taches. On peut alors déterminer la distance
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I1.2. Essais de traction interrompus

entre les taches dans le sens longitudinal et transverse et ainsi obtenir la déformation
logarithmique dans les deux sens. Pour le calcul du module d’Young, nous n’utilisons que
la déformation dans le sens longitudinal. Pour mesurer le module d”Young, nous calculons
la pente a l'origine sur la courbe contrainte-déformation en supposant que la courbe est

une portion de droite pour les valeurs de déformation comprises entre 0 et 4.1073.

I11.2.2 Résultats expérimentaux

Sur la figure I1.6 sont reportées les courbes de la contrainte de Cauchy en fonction de
la déformation logarithmique ainsi que le taux de cristallinité atteint en fonction de la

déformation finale (déformation obtenue au moment de Iinterruption).

10

Module d'Young (GPa)
>

I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Cristallinité %

F1GURE I1.5 — Module d’Young en fonction du taux de cristallinité.

Nous constatons la bonne répétitivité de la manipulation. Les courbes de contrainte
sont conformes aux résultats obtenus par Chevalier et al. [CHE 06]. Les niveaux de
contrainte atteints pour les vitesses de 33 mm.s™! et 66 mm.s~! sont trés proches mais il
y a une nette diminution de ce niveau pour la vitesse de 10 mm.s~!. Il apparait que le
taux de cristallinité ne dépend presque pas de la vitesse de traction, ce qui est en concor-
dance avec le modele de cristallisation induite proposé par Doufas et al. [DOU 00]. Les
nuages de points obtenus pour la cristallinité sont similaires aux évolutions présentées
dans [AHZ 03, GOR 01]. A partir de ces résultats expérimentaux et de ceux donnés dans
[CHE 06], nous proposons un modele visqueux non-linéaire avec cristallisation induite.

Les résultats des mesures du module d’Young sont donnés sur la figure I1.5. Le module
d’Young est tracé en fonction de la cristallinité. On remarque une forte augmentation du
module par rapport a 1’état amorphe (environ 2,6 GPa). En comparant ces résultats avec
les résultats de Bédoui [BED 05] obtenus dans le cadre de la cristallisation thermique

(tableau IT1.1), on voit nettement 'effet de 'orientation sur la valeur du module d’Young :
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés
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FIGURE IL.6 — Essais de traction uniaxiale pour (a) V=10 mm~!, (b)
V=33 mm~!, (c) V=66 mm~!.
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11.3. Modélisation viscoplastique

pour environ 30% de cristallinité, le module est de 3 GPa pour du PET isotrope et de
8 GPa pour du PET orienté. Le module d’Young dépend du taux de cristallinité mais
aussi tres fortement de l'orientation cristalline. Pour les éprouvettes fortement étirées
(élongation supérieure a 4) le module d’Young dans la direction de la traction est multiplié

par 3.

II.3 Modélisation viscoplastique

Le modele proposé dans [CHE 06] est modifié pour prendre en compte ’état de la
microstructure du PET : son orientation et le taux de cristallinité. L’évolution du taux
de cristallinité est donnée par 1'équation 11.4 [AHZ 03, DOU 00].

Xe=XTy (11.3)
% = A(T)éeg [~ In(1 = (y = 9o))] ™ (1 =) (I1.4)
feq = max (1) (IL5)

Les ¢; sont les valeurs principales du tenseur des taux de déformation D, la condition
d’incompressibilité donne tr(D) = 0 sur Q. L’équation II.4 est enrichie du terme y, par
rapport a 'expression donnée dans [AHZ 03]. y, est la cristallinité initiale. Cette cristalli-
nité est initialement isotrope. Dans le cas du procédé de soufflage des bouteilles en PET,
Yo est la cristallinité thermique résiduelle qui vient de I’étape d’injection de la préforme.
X2 est le taux ultime de cristallinité. A(T) est un parametre scalaire qui dépend de la
température. n est 'exposant d’Avrami. Le nouveau modele constitutif avec cristallisation

induite est décrit par les équations I1.6-11.11 :

61



Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

g =2nD —pl (1L.6)
(Q)z’jkz = (Q)jikz = (Q)ijzk = (Q)jilk = (Q)klij (IL.7)
-m—1
Ki_ 5ik5jl si 17 :j
()i = » (IL.8)
- K.,y Oy si i#j pour a#ij
K, = P gy (T)elt T (58) +58) 2103 (IL9)
7= (2D:D)? (I1.10)
0<p (IL.11)

Ot ¢ est le tenseur des contraintes de Cauchy. n est un tenseur d’ordre 4 symétrique,

il est écrit dans la base des vecteurs principaux du tenseur g, toutes ses composantes
sont nulles sauf pour les termes diagonaux. L’équation II.8 permet de décrire un maté-
riau orthotrope incompressible. L’effet de durcissement structural est donné par K;, cette
variable varie de fagon exponentielle avec la cristallinité y, Ky(T) est un coefficient qui
dépend de la température. Les g; (i = 1,2, 3) sont les valeurs principales du tenseur Eulé-
rien des déformations logarithmiques (¢ = 1/2log(B) et B est le tenseur de Cauchy-Green
gauche). [ est le parametre d’anisotropie, pour 5 = 0 nous avons un comportement iso-
trope, son identification se fera a ’aide d’essai biaxiaux. p est le parametre qui détermine
la non linéarité de la viscosité en fonction du taux de cristallinité. Les coefficient sont
identifiés avec la méthode utilisée par Chevalier et al. [CHE 06]. Mais dans notre cas,
nous avons K = f(y) et non plus K = f(¢). Les valeurs des parametres a, b, ¢ et p sont
respectivement 0,1435, 1,8503, 0,5702 et 0,2. La valeur des différents coefficients dépend
du type de PET utilisé, il est nécéssaire de faire un calage des parametres pour chaque
grade de PET.

II1.3.1 Essai de traction 1D

Nous avons réalisé des simulations 1D de I'essai de traction, les résultats sont reportés
sur la figure I1.8. Le modele proposé reproduit les résultats expérimentaux donnés dans
[CHE 06] pour des vitesses de déformations initiales de 0.33 s7%, 1.11 s et 2.22 s7! et
des températures allant de 80°C a 105°C.

Lors de simulations de procédés de fabrication comme le soufflage, le modele proposé
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11.3. Modélisation viscoplastique
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FIGURE II.7 — Coefficient (a) Ky et (b) A en fonction de la

température.

permet de connaitre I’état de la microstructure (orientation et taux de cristallinité) & tout
instant, plus particulierement a la fin du soufflage. Cette connaissance de la microstructure
va nous permettre, a l'aide des outils de la micromécanique, de prédire le comportement
élastique de la bouteille a température ambiante. La modélisation du comportement mé-
canique du PET par un modele viscoplastique est suffisante pour le procédé d’étirage
soufflage. Effectivement nous avons un chargement monotone du matériau. Mais si 'on
souhaite simuler, par exemple, des essais cycliques la modélisation visqueuse n’est plus
adaptée. La prise en compte de ’élasticité est nécessaire pour reproduire le retour constaté
lors d'un arrét brutal de soufflage. Dans ce cas un modele viscoélastique est plus adapté.

Nous proposons une version viscoélastique dans les perspectives a ce travail.

Dans les chapitres précédents a été présentée, dans un cadre théorique, la méthode
numérique C-NEM, avec laquelle nous sommes capables de réaliser des simulations en
grandes transformations. Nous venons de proposer une modélisation du comportement
mécanique du PET a des températures légerement supérieures a 7T,. Ce travail permet
d’aborder de facon propre les aspects, plus applicatifs, qui vont suivre. Tout d’abord la
méthode des C-NEM est utilisée pour valider les modélisations proposées, en simulant les
essais de traction. Puis nous proposons des piste pour 'optimisation du procédé d’étirage-

soufflage.
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FIGURE II.8 — Simulations de I’essai de traction uniaxiale avec le

modeéle visqueux.

II.4 Simulation des essais de traction

Dans ce paragraphe nous faisons une validation de la méthode d’identification du
modele en comparant les résultats donnés par les relations quasi analytiques (ou l'on
suppose que les états de déformation et de contrainte sont homogenes dans 1’éprouvette)
avec les simulations numériques 2D (avec hypotheése des contraintes planes) des essais de
traction avec prise en compte de conditions aux limites plus réalistes (éprouvettes bloquées

dans les mors).

I1.4.1 Validation du modele
11.4.1.1 Formulation du probleme

Compte tenu des tres fortes viscosités mises en jeu, il est légitime de négliger les

effets d’inertie et les forces de pesanteur. Le probleme a résoudre, dans le cas général
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I1.4. Simulation des essais de traction

tridimensionnel, est donc le suivant :

(IL.12)

La forme faible associée a I’équation I11.12 est donnée par le probléme suivant : trouver
v cinématiquement admissible et v € H*(Q), p € Ly(Q) , tel que pour tout v* € Hi (),
tout p* € Ly(92),

—/g:l:)*dV+/ Fa*dS =0
z 0% (IL.13)
/p* div(v)dV =0
Q
D* = % (grad(v*) + grad(v*)") (IL.14)

Le comportement est modélisé par le modele visqueux (Eq.I1.6-I11.11) présenté préce-
dement. Dans un premier temps nous prenons le parametre 3 = 0, car il a tres peu d’in-
fluence en traction simple, nous avons donc un modele isotrope. Nous verrons I'influence
de 3 sur le modele lors de sollicitations biaxiales comme le procédé d’étirage-soufflage. Ce

qui donne le probleme en vitesse et en pression suivant :

—/2D:n:D*dV—i—/pdiV(v*)dV—i—/ Fu*dS =0
Q = Q oQp

/ p*div(v
Q

(I1.15)
AV =0

~—

(11.16)

Dans le cas des essais de traction uniaxiaux, nous utilisons I’hypothese des contraintes

planes, ce qui nous ramene a un probleme a deux dimensions.
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

11.4.1.2 Simplification du probléme, cas des contraintes planes

Le probléeme est bidimensionnel dans le plan (e, e5) (ce qui suppose I'uniformité des va-
riables dans 1’épaisseur). La condition d’incompressibilité est directement prise en compte
dans la loi de comportement avec I’hypothese des contraintes planes (CP). Ceci nous per-
met de supprimer la variable "p” du probleme. Sous ces hypotheses, les tenseurs o et D

peuvent étre exprimés sous la forme :

ol o012 0 Dy, Dy O
g = 012 022 0 l:) = D12 D22 0 (IIl7)
0 0 0 0 0 Ds
L’hypothese d’incompressibilité entraine :
D33 = — (D11 + Da2) (I1.18)

L’hypothese des contraintes planes nous ramene au probleme en vitesse suivant :

—/ 2D :n:D*dV +/ F.'dS = (I1.19)
Q = o0
Ou encore :
— / / 2D :n: D*dZdS —|—/ / Fu'dZdl =0 (I1.20)
sJz — = oSk JZ
Et entraine avec I'uniformité supposée des variables dans 1’épaisseur :
— / 2eD :n: D*dS —i—/ eFv*dl =0 (I1.21)
s = dSk

Ou la variable "e” représente 1’épaisseur au point de coordonnées (x). La condition
d’incompressibilité est automatiquement vérifiée. La déformation n’est pas la méme au
.. . sz . ,
voisinage des mors que dans la zone utile de I'éprouvette : I'épaisseur n’est donc pas
uniforme durant I'essai. Néanmoins, nous considérons la variation comme négligeable et
compatible avec I’hypothese de CP. Nous négligeons donc I'apparition des contraintes de

cisaillement, dans les plans (e, €3) et (e,, €5) dues a 'inclinaison de la normale a la surface.
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I1.4. Simulation des essais de traction

I1.4.1.3 Discrétisation des variables

Le tenseur des taux de déformation D peut s’écrire sous forme de vecteur colonne

comme suit :

Dy Dy

. Dy, Dy,

D= - (11.22)
D33 — (D11 + Dy3)

V2D, V2D,

Donnée des propriétés mécaniques et géométriques de
I'éprouvette et discrétisation de I'espace

v
Mise en place des conditions aux limites

Incrément de temps
v

Calcul du champ de vitesse
par la méthode des C-NEM

l

Calcul de la nouvelle position des nceuds
et du champ de déformation

l

Actualisation du facteur K et de I'épaisseur de
I'éprouvette en chaque nceud du « maillage »

FIGURE I1.9 — Simulation d’un essai de traction sur un fluide visqueux.

Les inconnues nodales sont les composantes u et v de la vitesse (respectivement suivant
les axes e, et e,). Elles sont regroupées dans le vecteur colonne "v”. La fonction de forme

relative au neeud i est notée ¢;(x). Pour nous permettre de mettre a jour les facteurs
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

K; (i = 1,2,3) et 'épaisseur au fur et a mesure des itérations, on les considére comme
des données nodales stockées dans les vecteurs "k;” et "e”. L’algorithme de calcul de la
figure I1.9 décrit la méthode utilisée pour résoudre le probleme en grande transformation.
Pour résoudre le probleme, nous considérons une discrétisation a n noeuds, numérotés de
1 & n. Le vecteur des inconnues nodales v, I’épaisseur de 1’éprouvette e et les facteurs k;

aux noeuds sont donnés ci-dessous.

Uy
U1 _61- -ki-
v=|: , e=|: , k= (I1.23)
U, en | _kl |
Un

Les variables, en un point quelconque z, sont discrétisées de la fagon suivante :

v(z) = N(z).v
Ki(z) = M(z) k;
(I1.24)
e(z) =M(z).e
D(z) = B(z).v

Avec :
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I1.4. Simulation des essais de traction

¢i(z) 0 - gu(z) O

N(z) = (11.25)
0 oz -+ 0 ()
¢1..(2) 0 c Ona(z) 0
0 Pry(z) - 0 Py ()

B(z) = (11.26)

_gbl,x(I) _¢1,y(z) tet _¢n,x(z) _¢n,y(I)

_%gbl,y(:ﬁ) %gbl,x(l’) o %QSn,y(‘Z) %QSn,x(l’)_

M(z) = |g)(z) -+ on(z) (I1.27)

O les ¢;(z) sont nulles sauf pour les nceuds qui sont voisins naturels du point (z). Une
fois le probleme discrétisé, nous utilisons la méthode de Newton-Raphson pour trouver la

solution du probleme non linéaire.

11.4.1.4 Intégration numérique

FIGURE II.10 — Points d’intégration servant au calcul des dérivées des

fonctions de forme au nceud n.

L’intégration est réalisée en utilisant le découpage de I'espace fait par la triangulation

de Delaunay. Nous avons utilisé la méthode de Gauss avec n, points d’intégration par
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

triangle de Delaunay. Les points de Gauss servent également dans le calcul de I’épaisseur
et du facteur de durcissement K a chaque nceud. Les fonctions de forme C-NEM n’étant
pas dérivables aux neeuds (Fig.??), nous n’avons pas un acces direct au gradient de vitesse
aux neceuds. Pour résoudre ce probleme, nous avons réalisé une moyenne des dérivées des
fonctions de forme sur les points de Gauss qui se situent pres du noeud. La moyenne se
fait sur les points d’intégration qui se trouvent dans les triangles de Delaunay entourant

le noeud. Le gradient de vitesse au nceud n se calcule de la maniere suivante :

Nr ZZQsz'UmPk
k=1 m=1
zAz

Nr Z ¢m,iumPkA

i=ux,y (11.28)

Ou Ny est le nombre de triangles de Delaunay entourant le noeud n, Ny le nombre de
voisins naturels du &% point d’intégration, et Py le poids du point k& dans I'intégration

de Gauss et A; I'aire du triangle /.

I1.4.1.5 Résultats sur ’identification

L’identification du modele, sur les essais de traction uniaxiale, avait été faite en suppo-
sant I'uniformité de la déformation et des contraintes dans toute I’éprouvette. Nous avons
vérifié la validité de cette hypothese, en simulant les essais de traction avec des conditions
aux limites plus réalistes : les nceuds ou la vitesse de la traverse est imposée suivant la
direction Y sont pincés et le déplacement suivant la direction X est interdit (Fig.I.11).
Les résultats des simulations sont comparés avec le modele pour une température de 90°C
et des vitesses de traction de 15 mm.s™! et 100 mm.s~!. Sur la figure I11.12, on peut voir
la contrainte de Cauchy, en fonction de la déformation logarithmique, d’une simulation de

traction uniaxiale réalisée pour des vitesses de traction imposées au bord de 15 mm.s*

et 100 mm.s™*

, ainsi que le résultat donné par Chevalier et al. [CHE 06] dans les mémes
conditions. Sur le méme graphique on observe 'écart (en %) entre la simulation réaliste et

le modele homogene. L’écart est compris entre 2,5% et 5%. Les résultats de la figure I11.12
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I1.4. Simulation des essais de traction

sont obtenus pour un découpage de l'intervalle de temps en 500. De plus, on voit que
I’écart entre la simulation et le modele homogene est le méme quelque soit la vitesse de

traction (pour une méme discrétisation de l'intervalle de temps).

A=1 A=1.6 A=2.2 A=2.8 A=3.4 =4

90— 90— 90— 90— 90— 90—
gor 1 80f { 80f { 80 { 80f { 80} -
70t 1 70t { 70f { 70f { 70F 4 70} -
60 { 60f { 60f { 60F { 60F { 60 -
50 { 50f { 50h,{ 50F { 50F 1 50f -
40t { 40f { 40t { 40F { 40F { 40} -
30f { 30f { 30f { 30} { 30F { 30| 1
20 4 20 { 20f { 20f { 20p { 20} A
10t { 10f { 10f { 10F 4 10f { 10} A
%5 %5 %05 %s5 %05 ‘o5

FIGURE II.11 — Simulation de ’essai de traction uniaxiale
(V = 15mm.s1).

En traction uniaxiale, les conditions aux limites réelles étant moins séveres (léger glis-
sement suivant la direction X) que celles appliquées pour la simulation, il est raisonnable
de dire que la méthode d’identification des parametres du modele (Eq.IL.6-11.11) est vali-
dée. En effet, I'hypothese d’un état de déformation homogene donne des résultats presque

identiques a une simulation ayant des conditions aux limites plus contraignantes.
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40 6

Simulation C-NEM V=100mm.s-1
riri Simulation 1D V=100mm.s—1

i Simulation 1D V=15mm.s-1 V=100 mm.s *—7F
Simulation C-NEM V=15mm.s-1
30 15
<
o
2
>
<
o —~
g S
O 20 14 £
© I
° o
Q) LIJ
h=
g
<
S
@)
10 13
Ecart (%)
O Il Il Il Il Il 2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

Déformation logarithmique

FIGURE II.12 — Simulation C-NEM d’essais de traction uniaxiale V=15
mm.s! et V=100 mm.s~! et comparaison avec I’hypothése de traction

uniforme.

II.5 Simulation du soufflage libre

Dans cette section, nous proposons une méthode d’optimisation du procédé d’étirage-
soufflage. Nous nous limitons au soufflage libre de préformes et au soufflage avec canne
d’étirage dans le cas du modele visqueux présenté précédemment. Ces deux exemples

peuvent se traiter en 2D en utilisant I’hypothese d’axisymétrie.

I1.5.1 Soufflage de préformes : modele visqueux

Le modele visqueux (Eq.I1.6-11.11) est bien adapté a la simulation du procédé d’étirage-
soufflage. En effet, pendant toute la durée du procédé de fabrication la préforme est
soumise a une pression interne, ceci empeche un éventuel retour élastique. La prise en
compte de I’élasticité n’est donc pas nécessaire dans un premier temps pour la simulation

du procédé de souffage.
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IL5. Simulation du soufflage libre

I1.5.1.1 formulation du probléme axisymétrique

Le soufflage libre des bouteilles en PET est un probleme axisymétrique. Ainsi le pro-
bleme 3D (Eq.I1.17) peut étre réduit & un probleme 2D en utilisant les coordonnées cy-

lindriques (7, 2).

—/QTD:
=

]{ rF VAl (11.29)
09,

:D*ds + /rpdiv(V*)ds +
s

s

I
o

/ rdiv(V)p*ds =0 (11.30)
s

Dans le probleme d’optimisation, un nombre important de simulations de soufflage
libre doit étre réalisé. L’utilisation de la formulation mixte (vitesse, pression) dans le
cas de la simulation du procédé de soufflage donne des temps de calcul tres importants.
Afin de réduire le temps de calcul, une méthode de pseudo-pénalisation est implémentée.
Il faut donc controéler la condition d’incompressibilité a chaque simulation. La pression
hydrostatique est remplacée par un terme proportionnel a la divergence de la vitesse

comme donné dans I'expression suivante.

p=—al:m:D avec a=

(IL.31)

s

La variation relative du volume de matiere observée lors des simulations de soufflage
est inférieure & 4% dans le cas le plus défavorable, les résultats ainsi obtenus sont tres
proches de I'incompressibilité. En utilisant cette méthode, le nombre de ddl est de 2 par
neeud, ainsi le modele constitutif (Eq.I1.6-11.11) et la formulation variationelle (Eq.I1.29)

deviennent :

— )

—/Sra(

Afin de simplifier la notation de I’équation I1.33, nous introduisons un nouveau tenseur

(I1.32)

IS

s
lw}

+a(l:

s
lw}
I~

:D*d

V)
11~
s

|
o
S
i)
HIIS

D) div(V*)ds + % rEV*dl =0 (11.33)
a0y

du quatrieme ordre 7 comme le tenseur de rigidité en élasticité. Ces composantes non nulles

sont données par ’expression suivante :
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~ .m—1
3 (14 5)K7y sioi=j -
(M)iizs = » avec k # i # j
i SKwy sioi (11.34)
~ ~oom=1 ) . .
(Q)ijz’j = K}y si i#£j avec k#£i1#]
K, = 6(5(€i—§))KO(T)6(a%1+b(?{%ZO1) =) 12,3 avec 0<8 (11.35)

Avec ce nouveau tenseur, nous pouvons écrire 1’équation I1.33 d’une facon plus simple

a implémenter (Eq.I1.36).

— / 2rD:f:D*ds —i—% rEV*dl =0 (11.36)
s = 0
Les variables, en un point quelconque z, sont discrétisées de la fagon suivante :
v(z) = Na(z).v
Ki(z) = M, (2) ki (I1.37)
D(z) = Bu(z).v
Avec :
¢i(z) 0 On(z) 0
N,.(z) = (I1.38)
¢1,T’(‘Z) 0 ¢n,r(:§) 0
¢1('Z:) O (bn('lr) 0
B,(z) = ' ' (11.39)
0 ¢1,z(3§) 0 ¢n,z(3§>
_\}§¢1,z($) \}ﬁgbl,r(Z) %QSH,Z('I) %QSH,T’('I)
Mal@) = |61() -+ dula) (1L.40)
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IL5. Simulation du soufflage libre

Ou les ¢;(x) sont nulles sauf pour les neceuds qui sont voisins naturels du point (z).
Comme pour le probleme de traction, une fois le probleme discrétisé, nous utilisons la

méthode de Newton-Raphson pour trouver la solution du probleme non linéaire.

.921.74_°0.13(BD/C)

250

440

\0 15.5°0.15(DUS/-)

1\ ©27.58:0.27

144.0 “0.7(TL/-)

% long . : 127.63 mm
Diam moy : 23.46 mm

3.710.2(WT/-)

3.06 *0.2(WTB/-)

1 U
L0276 _
20.27(BD/-)

(a) (b)

FIGURE II.13 — (a) plan de la préforme utilisé pour I'optimisation du

paramétre (3, (b) machine de soufflage libre.

Cette fois le parametre 3 joue un role important dans I’évolution de la géométrie. Ce
parametre étant impossible a identifier avec les résultats d’essais uniaxiaux ou biaxiaux
équilibrés. Afin de trouver la meilleure valeur du coefficient 3 nous avons utilisé la tech-

nique d’identification inverse.

Nous avons réalisé des soufflages libres de préforme en PET (Fig.I1.13) avec une distri-
bution initiale de température uniforme (96°C) et une pression interne égale a 0.6 MPa. La
moyenne des hauteurs finales (H,.q) et la moyenne des diametres finaux (d,eq) sont res-
pectivement de 33,8 cm et 10,6 cm (Fig.I1.14.b). Nous utilisons ces parametres (hauteur
et diametre) de forme de bouteille pour trouver 3, nous comparons ces deux longueurs des
bouteilles réelles a ces mémes longueurs sur les bouteilles simulées. La meilleure valeur du

coefficient 3 est le minimum de ’expression suivante :
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\/(dreal — dsim)2 + (Hreal — Hsim)2
\/(dv'eal)2 + (E[Teal)2

Ou Hy;,, et d;,, sont respectivement la hauteur et le diametre des bouteilles simulées.

£ = min
0<@*<1

(IL.41)

Nous trouvons § = 3, cette valeur est obtenue pour la simulation représentée sur la
figure I1.14.a. Pour 8 < 3 les bouteilles sont trop courtes et pour 3 > 3 les bouteilles sont
trop longues. Dans toutes les simulations la valeur du diametre atteint est d’environ 10,5

cm. 3 affecte seulement la longueur de la bouteille.

350

300 —

.,
rreasesene

250~ =

200~ -

150~ —

100 —

(a) (b)

FIGURE II.14 — (a) Soufflage libre de bouteille pour 3 = 3, (b) soufflage

libre de la préforme (pression interne = 0.6 MPa, température = 96°C).

11.5.1.2 Résultats numériques - soufflage libre

Dans le procédé de soufflage, une "bonne” bouteille est une bouteille avec une épaisseur

constante, mais cela est tres difficile a obtenir. En effet, si certaines parties de la bouteille
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Temperature (°C
120 Temp (°C)

115
110
105

100 1

95

90

FIGURE II.15 — Distribution de température industrielle [MEN 07].

ont une épaisseur plus importante cela signifie quelles ont été moins étirées. Les propriétés

mécaniques du matériau sont donc moins bonnes a ces endroit.

Dans cette partie, nous allons chercher la distribution de température initiale, le long
de la préforme, qui optimise 1’épaisseur de la préforme. Pour cette premiere application,
pour simplifier le profil mesuré en condition de soufflage réel dans [MEN 07] (voir fi-
gure I1.15), nous utilisons un profil de température qui ne dépend que de deux parametres

(AT et AL) et qui est linéaire par partie comme cela est montré sur la figure I1.16.

FIGURE I1.16 — Distribution de température le long de la préforme.

Les préformes utilisées dans les simulations ont une épaisseur de 4,05 mm, un rayon
extérieur de 11 mm et une hauteur de 75 mm. Les bouteilles ont été calculées pour
obtenir une hauteur finale de 150 mm (deux fois la hauteur initiale). Le rayon maximal
des bouteilles obtenues est d’environ 40 mm, soit quatre fois le rayon extérieur initial,

pour des épaisseurs finales inférieures a 0,5 mm. Les simulations qui correspondent aux
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

profils a (AT = 10°C) et a (AT = 2°C) sont tracées sur la figure I1.17. Les résultats
de T'optimisation sont donnés sur la figure I1.18, les deux parametres AT et AL sont les
abscisses sur chacun des axes du plan horizontal et I'écart type de ’épaisseur es tracé sur
I’axe vertical. Nous constatons, dans le cas particulier du soufflage libre, que pour avoir
une épaisseur homogene le long de la bouteille il faut une température initiale uniforme
suivant la hauteur de la préforme. Les profils d’épaisseur sont représentés figure 11.19 pour
un AL constant (20 mm) et pour un AT variant de 2°C a 10°C. On définit £ comme le
rapport entre Iabscisse curviligne (longueur parcourue depuis le col de la bouteille) et
I’abscisse curviligne maximum. On remarque que pour un AT élevé il reste de la matiere

non étirée au fond de la bouteille (§ = 1) et preés du col (€ = 0).

150

150 - . .

100 100

T
LY IS
oo, “‘-M
Oq. .
N "l 'l
5 B 2

000200 a0 ¢ 00 000 a0 s WP

e oo 0
NERE ﬂﬂ:z‘aon
G
3

50

Vellts L*.gouo—ouv"’

-40 -20 0 20 40

FIGURE I.17 — Evolution du soufflage pour (a) AT = 2°C, AL = 20
mm et (b) AT =10°C, AL = 20 mm.

On constate sur ces deux simulations que 1’évolution de la bouteille au cours du temps
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IL5. Simulation du soufflage libre

n’est pas la méme. Dans le premier cas (Fig.I1.17.1) la déformation se développe de ma-
niere homogene dans la préforme, tandis que pour la deuxieme simulation (Fig.I11.17.2) la

déformation se propage le long de la préforme.

[N

o
o

Ecart type de I'épaisseur (mm)
o o
ES o

O
SEN)

FIGURE I1.18 — Ecart type de I’épaisseur en fonction des paramétres
AT et AL.

AT=2"Ca10°C par 1,6°C, AL=20mm

Epaisseur (mm)

F1GURE I1.19 — Epaisseur de la bouteille en fonction de &.

I1.5.1.3 Résultats numériques - soufflage avec tige d’élongation

Maintenant nous considérons l'effet de la tige d’élongation. Le contact avec la tige
d’élongation est un contact collant unilatéral. L’optimisation est réalisée sur deux para-
metres procédé : la vitesse de la tige d’élongation (V) et instant de l’application de la

pression de soufflage (¢,). La pression de soufflage est activée quand la tige d’élongation
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a atteint un certain déplacement : ¢, est équivalent a une distance d,. Dans toutes les si-
mulations nous utilisons un méme profil de température donné. Les condition opératoires

du procédé sont montrées sur la figure I11.20.

195

©
S

150 7

Radius (mm)
=)
&
Temperature ("C)

—— Stretch rod displacement

Pressure (MPa)

)
S

---- Pressure

Stretch rod displacement (mm)
=

B 0.1

L L L L L L |
0 T N 0 0 10 20 30 40 50 60 70
t Time Length of the preform (mm)
lp

(a) (b)

FIGURE II.20 — Conditions opératoires simulées (a) vitesse de tige et

pression, (b) Profil de temperature le long de la préforme.

Les simulations sont stoppées quand le volume de la bouteille atteint 0,5 L. Les résul-
tats de 'optimisation sont donnés sur la figure I1.21. On peut y voir I’écart type (c'/2) de
I'épaisseur comme une fonction de V; et d,. V. va de 500 mm.s~ & 1625 mm.s~! et d, va
de 80 mm & 130 mm. Comme dans I'exemple du soufflage libre, 0'/2 n’a pas de minimum,

mais la meilleure bouteille est obtenue pour ¢, = 80 mm et V, = 500 mm.s™'.

1600

FIGURE I1.21 — Ecart type (0'/2) de Iépaisseur de la bouteille.

Dans ce cas, la tige d’élongation ne va pas assez vite pour pousser le fond de la
bouteille durant toute la durée du soufflage. Le taux de déformation du a la pression est

supérieur au taux de déformation du a la tige. L’évolution de deux différentes bouteille
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est représentée sur la figure I1.22, une pour d, = 80 mm et V;, = 500 mm.s~! et une autre
pour d, = 130 mm et V, = 1625 mm.s'. Sur la figure I1.23, nous avons tracé I'épaisseur

des deux bouteilles en fonction de &.

180( 180
160} 1607;.5
140 pes 140 2:’
1204 120] £
100 100k
80} & 80l §
6o} E 60} £
wl E 0 E

20t E 20} E

FIGURE I1.22 — Evolution des bouteille (a) t, = 80 mm et V; = 500
mm.s~! (b) t, = 130 mm et V, = 1625 mm.s~!.

Thickness

L L L L ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE I1.23 — E’paisseur des bouteilles pour t, = 80 mm et V,. = 500

mm.s~ ! et t, = 130 mm et V, = 1625 mm.s L.

Bien que réalisées sans moule, ces simulations nous montrent 1’évolution de la bouteille
en fonction des parametres de fabrication (vitesse de tige et retard a la pression). Les
différentes évolutions obtenues sont comparables avec les expériences réalisées par Huang
et al. [HUA 06]. Dans le cas ou la tige est rapide et le retard a la pression est important

le gonflage de la bouteille se fait apres I'arrét de la tige. Dans le cas inverse ou la tige est
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lente et le retard a la pression est court, la preforme se décolle de la tige avant l'arrét de

celle-ci.

I1I.6 Simulation complete du procédé

Dans cette section nous exposons des exemples complets du procédé d’étirage-soufflage
avec la prise en compte des effets thermiques du moule et de la tige d’élongation. Nous

devons ajouter 1’équation suivante au probleme de 1’équation I1.12 :

T
pcpcfl—t = div(kgrad(T))+ ¢ : D (I1.42)

Le probleme thermique est résolu numériquement par la méthode des C-NEM. Dans le

cas de I'étirage-soufflage, les nouvelles conditions aux limites liées a I’équation I1.42 sont :

sur la surface de la préforme en contact avec la tige
T="T,

sur la surface de la préforme en contact avec le moule
(I1.43)

T="T,
sur la surface externe et libre de la préforme
(kgrad(T))m = —hy, (T —T))

Ou T, et T; sont respectivement la température du moule et la température de la
tige, elles sont supposées constantes durant la simulation. h,, est le coefficient de transfert
thermique entre la préforme et le moule. Nous négligeons les échanges de chaleur entre
air et I'intérieur de la préforme. Les valeurs de p, k et ¢, sont données dans [SCH 98] et
résumées dans le tableau I1.2.

Le contact avec le moule est supposé collant sans possibilité de décollement. L’algo-
rithme de contact est présenté sur les figures 11.24 et 11.25. On gere les pas de temps
pour que le contact se fasse noeud apres nceud. Si a l'instant ¢t + At plusieurs neeuds se
retrouvent dans la paroi du moule nous divisons At par 2 jusqu’a ce qu’il ne reste qu’un

seul noeud a traiter. L’instant de contact précis est trouvé par dichotomie.
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11.6. Simulation compléte du procédé

p (kgm3) 4 T =80°C 1336

k (W/m.K) 0.25

¢, (kJ/kg.K)

a 23°C 1.13
a 80°C 1.42
a 100°C 1.51
a 200°C 1.88

TABLE II.2 — Propriétés physiques du PET [SCH 98].

Si plusieurs noeuds en contact

77N
~

Algorithme recherche instant contact

77N

ﬁ X1.¥1) (X1,Y1) '@l

(X2,Y2)

On ne peut que traiter un seul noeud

Xo Xo Xo Xo

(t=t0) (t=t0+dlt) (t=t0+dt/2) Champ de vitesse V1 au point (X1,Y1)
dt :=dt/2

FI1GURE I1.24 — Recherche de contact entre un noeud et le moule.

I1.6.1 Résultat : bouteille de 2 L et 0.33 L

Nous avons réalisé des simulations du procédé d’étirage-soufflage pour deux préformes
de 40 g et 25 g dans des moules de 2 L et 0.33 L. Les figures 11.26 et I1.27 représentent

les évolutions des préformes pour les deux cas. Ces simulations ont été réalisées sur un
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

SN TN

Ancienne position Ancienne position nouvelle position

Si Xi<=X Si Xis! nouvelle position nouvelle position Ancienne position

™~ xtin xdebut
x=(xdebut+xfin)2 xfin y_(xdebutsxfin)/2, x=(xdebut+xfin)/2
X, X, X, X, Xo
r si abs(x-x0)<0,0001 ->Fine

Continuer soufflage Trouver le moment du contact (Xi=Xo0)

FIGURE II.25 — Recherche de I'instant de contact entre un nceud et le

moule.

PC de bureau (Pentium 4, 3,4 GHz) en moins de 2 heures, sans remaillage ou addition de

noeud.
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100 100 100 100 100 100 100
50 50 50 50 50 50 50
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250 250 250 /\ 250 E’ E
200 200 200f | 200
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50 50 50 \ / 50 /
%50 0 50 %50 0 50 %50 o 50 50 0 50 %50 o 50

FIGURE IL.26 — Evolution de la préforme dans un moule de 2 L.

Le modele utilisé permet de suivre ’état de la microstructure tout au long de la si-
mulation, et particulierement a la derniere étape pour la forme finale de la bouteille.
Ultérieurement, nous pourrons ainsi réaliser des calculs micromécaniques pour la déter-

mination de la tenue d’une bouteille formée. Ces calculs font 'objet du chapitre III.
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11.7. Conclusion partielle
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FIGURE I1.27 — Evolution de la préforme dans un moule de 0,33 L.

La figure I1.28 montre la répartition du taux de cristallinité dans les bouteilles de 0,33
L et 2 L. On constate que les fonds de bouteilles sont épais et que le taux de cristallinité
est faible, ceci est du a la tige d’étirage car la matiere en contact avec elle n’est pas étirée.

Le fond des bouteilles est souvent une zone fragile.

I11.7 Conclusion partielle

Dans cette partie, nous avons proposé un modele orthotrope non linéaire lié a 1’évo-
lution de la microstructure capable de représenter le comportement mécanique du PET
pour des sollicitations complexes monotones. Ce modele est bien adapté a la simulation de
I’étirage-soufflage, la matiere est toujours sous tension jusqu’a son refroidissement. Apres
le refroidissement, le comportement mécanique change et il faut utiliser d’autres modeles
pour représenter le comportement du PET a une température inférieure a 7j,. Cette mo-
délisation fait ’objet du chapitre III et s’appuie sur les résultats obtenus sur la mesure

du module d’Young.
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Chapitre Il. Identification du comportement par un modéle viscoplastique et application a 'optimisation des procédés

ak TNSTTN AN\S

s
e
o
o
L o
@ xk \ /
41 e gk oa T L N |
N I I B A R R R

(a) (b)

FIGURE II.28 — Mesure de la cristallinité pour (a) la préforme de 40 g,
(b) la préforme de 25 g.

Nous avons validé la méthode d’identification pour le modele visqueux non linéaire en
grandes transformations par comparaison avec des simulations (2D). Le modele de com-
portement proposé par Chevalier et al. [CHE 06] a été enrichi en introduisant un parametre
d’anisotropie () qui permet de prendre en compte 'effet de I'orientation moléculaire du
PET sur les modifications de comportement lors de sollicitations complexes. L’utilisation
de la méthode sans maillage (C-NEM) autorise la simulation et 'optimisation des procé-
dés de mise en forme, en grandes transformations, sans "remaillage” et sans dégradation

de la solution.

Dans le cadre des processus axisymétriques, nous avons mis en évidence l'influence
de la répartition de température initiale et de la vitesse de la tige d’élongation dans le
processus de déformation de la bouteille. Nous avons montré deux exemples complets
de simulation du procédé qui nous permettent de trouver 'orientation du matériau en
fonction des déformations principales et la répartition du taux de cristallinité dans les

bouteilles.
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Chapitre 111

Détermination des propriétés
induites par homogénéisation

micromécanique
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Chapitre 1ll. Détermination des propriétés induites par homogénéisation micromécanique

III.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons proposé un modele de comportement méca-
nique orthotrope lié a la cristallisation induite. Ce modele utilisé dans les simulations
numériques du procédé d’étirage-soufflage permet d’estimer la morphologie du PET en
fin de soufflage.

Afin de mieux comprendre les effets de la microstructure du PET sur son comportement
mécanique, nous présentons les outils de la micromécanique appliqués a 'homogénéisa-
tion des propriétés élastiques. Nous nous limitons dans cette premiere approche au cas des
petites perturbations. Cette modélisation couplée a la connaissance de la microstructure
dans des structures en PET nous permet de prédire le comportement des bouteilles en
service et ainsi optimiser la conception des bouteilles.

Les outils développés dans ce chapitre sont basés sur le résultat fondamental fourni par
Eshelby [ESH 57] pour le probleme d’inclusion noyée dans un milieux infini. Les diffé-
rentes techniques présentées sont largement publiées et sont reprises dans des ouvrages de
références ([BOR 01, NEM 99, ZAO 00, WIL 02]). L’ensemble des modele présenté dans
le chapitre nous permet de mieux comprendre le comportement du PET et ainsi mieux

maitriser la conception des bouteilles et autres emballages en PET.

I1I1.2 Modélisation micromécanique

Bien que les déformations des bouteilles en services puissent atteindre 4 & 5% avant
déformation permanente, nous allons homogénéiser les propriétés mécaniques du PET,
dans le cadre de I’élasticité linéaire en petite perturbation. Le PET est un polymere semi-
cristallin, il est donc composé d’une phase amorphe et d’une phase cristalline. Le taux de
cristallinité du PET varie suivant les conditions d’obtention du matériau. La cristallisation
du PET peut se produire de deux facons : thermiquement ou induite par une sollicitation.
La premiere donne un PET semi-cristallin qui a un comportement mécanique isotrope. En
revanche, la seconde donne une forte orientation au comportement global du PET. L’objet
de cette partie est de déterminer les propriétés mécaniques effectives du PET : dans le cas
d’une cristallisation thermique, avec I'utilisation des modeles "classiques” et isotrope, puis
dans le cas de la cristalisation induite, avec un modele qui prend en compte ’anisotropie
du PET étiré. Le comportement effectif du matériau sera déduit du comportement de ses
phases constituantes : amorphe et cristalline. Pour cela, nous allons utiliser différentes

méthodes d’homogénéisation.
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111.2. Modélisation micromécanique

Avant d’appliquer tel ou tel schéma, il y a deux étapes préliminaires a effectuer.

I11.2.1 Etape de représentation

La premiere étape est une étape de représentation : elle consiste a déterminer la na-
ture des constituants homogenes du milieu hétérogene. Dans notre cas, les constituants
homogenes seront la phase amorphe et la phase cristalline. Dans ce qui va suivre nous ne
nous intéresserons donc pas aux hétérogénéités liées aux macromolécules ou tout autre
détail encore plus fin. A I’échelle d’observation ou nous sommes, les cristallites et le PET

amorphe seront considérés comme homogenes.

Apres avoir déterminé la nature des constituants du mélange macro-homogene, il faut
connaitre leurs propriétés physico-mécaniques, comme par exemple, leur tenseur de ri-
gidité. En plus de ces propriétés intrinseques, il faut définir leurs caractéristiques géo-
métriques ainsi que leur disposition les uns par rapport aux autres. Pour le PET, on
pourra considérer la phase amorphe comme une matrice et la phase cristalline comme des
inclusions noyées dans cette matrice. Suivant la méthode d’homogénéisation utilisée, les
inclusions cristallines pourront avoir une forme de sphéroide (cas de la cristallisation ther-
mique), d’ellipsoide, ou encore de cylindre (cas de la cristallisation d’origine mécanique).
Enfin, il est nécessaire de déterminer la nature de l'interface entre la phase amorphe et
la phase cristalline. Dans une premiere approche, nous considérons cette interface comme

parfaite. Nous ne tenons pas compte de la mésophase.

I11.2.2 Etape de localisation

La seconde étape préliminaire a 'homogénéisation est une étape dite de localisation.
Cette étape consiste a déterminer les champs microscopiques (déformation, contrainte,
...) en fonction des champs macroscopiques appliqués au matériau homogénéisé. 11 faut
aussi choisir une méthode de localisation, en fonction des conditions aux limites du pro-
bleme (savoir s'il s’agit d’un probleme périodique ou aléatoire). Le PET semble avoir une
microstructure aléatoire. Dans le cas de la cristallisation thermique, le développement
des cristaux et leur orientation se font de maniere aléatoire suivant une loi de distribution
sphérique et uniforme (il n’y a pas de direction privilégiée). Ce qui donne au PET, du point
de vue macroscopique, un comportement mécanique isotrope. En comparaison, le PET

a cristallisation induite (sous contrainte) présente une répartition des cristaux beaucoup
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Chapitre 1ll. Détermination des propriétés induites par homogénéisation micromécanique

plus complexe qui dépend de nombreux facteurs (direction et vitesse de sollicitation).

111.2.3 Etape d’homogénéisation

Apres avoir effectué les deux premieres étapes de représentation et de localisation, nous
pouvons appliquer un schéma d’homogénéisation. Pour cela, il faut savoir quelle opération
de moyenne réaliser afin de parvenir au comportement global souhaité, avec une stureté de
prévision maitrisée. L’homogénéisation peut étre pratiquée soit pour avoir une estimation
du comportement effectif (basée sur des approximations de la solution réelle du probleme)

soit pour en avoir un encadrement.

I1I.3 Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

Dans le contexte de I'élasticité linéaire, nous pouvons utiliser les outils analytiques
de I'homogénéisation. Les calculs multi-échelles dans le cadre de 1’élasticité non linéaire
ou méme de la viscoélasticité ne sont possibles que numériquement, ou analytiquement
mais avec 'utilisation d'un grand nombre d’hypotheses, se sont des themes de recherche a
eux seuls. Pour le comportement du PET a une température supérieure a Ty, nous avons
utilisé des modeles macroscopiques qui nous donnent une information de la microstructure
en fin de soufflage. Cette information nous permettra de prévoir les propriétés élastiques
du PET & une température inférieure a 7,. Notre étude d’homogénéisation se limite donc
aux propriétés élastiques du PET, dans le cas ou le matériau se trouve a une température
inférieure a sa température de transition vitreuse. Dans la suite, apres avoir passé en
revue les différentes méthode d’homogénéisation, nous testons leur aptitude a reproduire

le comportement du PET.

I11.3.1 Passage du micro au macro et inversement

o(z) et g(z) correspondent aux tenseurs des contraintes locales et de déformation
locale en un point z du domaine. Nous avons : ¥ = <(:7>v et I = <§>V ou ¥ et £ sont les
moyennes de g(z) et £(z) sur le volume V. Le volume V' correspond au volume élémentaire
représentatif (VER), c’est-a-dire le volume minimum & partir duquel on peut considérer

le mélange comme macro-homogene. Dans V', ¥ et £ sont homogenes.
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111.3. Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

moyenne
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FIGURE III.1 — Passage micro-macro.

-/ (I11.1)

7/, (I11.2)

(I11.3)

Inversement nous avons : g(z) = B(z) : L et g(z) = A(z) : E, ou B(z) et A(z) sont,

respectivement, les tenseurs (d’ordre 4) de concentration de contrainte et de localisation
de la déformation.

1
<A>Vijkl = Liju = 5 (03051 + 6udjk) (I11.4)

1
(B)yijim = Liji = B (03051 + 0ubjk) (IIL5)

(I11.6)

I11.3.1.1 Contrainte homogene au contour

Pour des conditions de contraintes homogenes, nous avons Vz € V, g(z)n = $-n = t¢
ou 'exposant ”d” signifie "donné”.

I11.3.1.2 Déformation homogene au contour

d

Pour des conditions de déformation homogene, nous avons Vz € 0V, u(z) = E-z = u”.
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Chapitre 1ll. Détermination des propriétés induites par homogénéisation micromécanique

t*=X.n

Fi1cUure I11.2 — Conditions homogeénes en contrainte.

FIGURE II1.3 — Condition homogéne en déformation.

I11.3.2 Lemme de Hill ou condition de Hill-Mandel

Soit ¢*(z) (un champ de contrainte statiquement admissible) et €*(z) (un champ
de déformation cinématiquement admissible) non nécessairement associés [HIL 72]. Alors
si ¢*(x) vérifie des conditions homogenes en contrainte sur 9V ou si £*(z) vérifie des

conditions homogenes en déformation sur 0V on a :
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111.3. Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

(g"(z) 1 £"(2)) = (¢"(2)) : {"(2))

I11.3.3 Théorie des modules effectifs

On a soit le probleme 1 (contrainte homogene au contour) :

Soit le probleme 2 (déformation homogene au contour) :

div (g(z)) =0 VzeV

I11.3.3.1 Définition des tenseurs effectifs

Si

o(z) et u(x) sont la solution du probleme 1, alors on a :
E= (), =5:(g), =5:
S = <S(x) B(z)
= = = v
Si g(z) et u(x) sont la solution du probleme 2, alors on a :

(I11.7)

(I11.8)

(I11.9)

(I11.10)

(I11.11)

(I11.12)

(I11.13)
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Chapitre 1ll. Détermination des propriétés induites par homogénéisation micromécanique

I11.3.4 Homogénéisation des milieux aléatoires

La structure du PET cristallisé est sans nul doute aléatoire. Effectivement la réparti-
tion des cristaux (respectivement leur taille) dans un volume élémentaire représentatif ne
peut pas étre décrite par un motif de base. On ne peut donc pas utiliser les techniques
d’homogénéisation des milieux périodiques, utilisées pour les matériaux structurés comme

les structures alvéolaires des biomatériaux ou les composites techniques.

111.3.4.1 Théorémes variationnels pour les milieux macro-homogenes

Soit Ed une déformation macroscopique imposée. Alors :

20(E") = BC : E? = <5 :C 5> (TI1.14)
= = \%4

Ou K (g) est 'espace des champs cinématiquement admissibles et S(g) est 'espace des
champs statiquement admissibles. Il en est de méme pour ;d une contrainte macroscopique

imposée.

2u(x4) =x¢. 5. g (I11.15)

- - Y A Ve
= — min <€* C:eg"—2" 2d>
g ek(E) \~ = AT

(I11.16)
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111.3. Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

II1.3.4.2 Bornes de Voigt et de Reuss

Les bornes de Voigt et de Reuss proviennent des théoremes précédents. Elles seront

plus développées par la suite.

Ve homogene et cinématiquement admissible (II1.17)

Jle]] 1G]
nenr Qe
1l 1100
IA IA
nQ 11
/H\ T~
1R L)
~_— ~—

< <
Hél I\;T;I

Vg homogene et statiquement admissible (I11.18)

I11.3.4.3 Probleme thermoélastique d’Eshelby

— Probleme d’Eshelby homogene

V est un domaine de grande extension composé d'un milieu thermoélastique homogene
de tenseur des modules élastiques C' (et de tenseur de souplesses S). Soit / un domaine
borné de V et de petite extension devant celle de V. On note V7[ le domaine Vprivé
du domaine I et 01 l'interface parfaite entre I et V/I. Nous avons le théoreme suivant :
Si la transformation que subit le domaine I (qui est de forme ellipsoidale) induit une
déformation libre homogene dans I, notée ¢', alors la déformation finale que subit le
domaine I est homogene et d’intensité /. On entend par déformation libre la déformation

que subirait le domaine I s’il n’était pas entouré du domaine V/I. Les équations du
probleme de Eshelby sont :

110

(z) est cinématiquement admissible dans V' et g¢(z) — 0 loin de /

(

1

‘e(z) VzeV/Ietalx)=C: (e(x) ') Vrel (TIL.19)

@

I
@)
ey

(z) est statiquement admissible dans V'

1

1

Nous avons donc &/ = S¥

11T

gl Ou §E est le tenseur d’ordre 4 d’Eshelby (ce n’est
pas un tenseur de souplesse), ce tenseur est une fonction du tenseur d’élasticité du milieu
homogene et de la forme du domaine I (ellipsoidale). Par ” forme ” on entend les rapports
de forme (rapports entre la longueur des axes de l'ellipsoide) et I'orientation de l'inclusion

I (définies par trois angles). Le tenseur d’Eshelby vérifie les symétries paires mais pas la

symétrie diagonale, c’est-a-dire :
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Chapitre 1ll. Détermination des propriétés induites par homogénéisation micromécanique

SE =gF =gF (I11.20)
Sijkl =ikl Siglk

g?kl £ ngZ (IT1.21)
= = klyg

— Polarisation

L’équation de comportement dans le domaine [ s’écrit :

a(z)=C: (e(z) - ') (I11.22)

Ou encore :
o(z) =C:e(z)+1 (111.23)
T=-C: 5 (I11.24)

T est appelé "tenseur de polarisation” ou "polarisation”. On a donc :

1o
~
I
|
Ny
=

(I11.25)

i~y
I
11N
&
ey
|
I
11N
&
11N

(111.26)

Le tenseur P est symétrique et défini positif et VA #0 A Jj_l A>A:C:A>0
(A est un tenseur du second ordre) et YA > 0 P(AC) = A~'P(C) (homogénéité de degré

-1 du tenseur P par rapport au tenseur d’élasticité :Q) D’une facon duale nous avons

olz)=c'=C:(e'-¢) Vzel (I11.27)
o =-Q:¢ (I11.28)
9-c:(1-5%)=c-cipic (11129
(Dijre = 1/2(6inbju + i) (I11.30)

— Probleme d’Eshelby inhomogene et tenseur d’influence de Hill
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111.3. Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

Maintenant 'inclusion ellipsoidale I a pour tenseur des modules élastiques le tenseur
QI , et §I comme tenseur des souplesses. QI =C+ AQI ou AQI est symétrique non nul
mais n'est pas nécessairement défini. L’inclusion I subit une transformation caractérisée
par une "polarisation” 7 (homogene) qui conduirait & une déformation libre (elle-méme

homogene) &' = —§I DT

Le probleme ainsi posé peut s’écrire sous la forme suivante :

1y

() est cinématiquement admissible dans V' et g(z) — 0 loin de /

( ce(z)+71 Vzel (111.31)

fis}
18

)=C:¢e(x) VzeV/leta(z)=

@)

(z) est statiquement admissible dans V'

1

\

Pour se ramener au probleme d’Eshelby homogene on pose :

T'=1+AC": ¢ (II1.32)
La déformation (homogene) dans I'inclusion satisfait donc :
eh=-PC):7'=-P(C): (7_‘ +ACT: §I) (I11.33)

Le tenseur P est construit a partir des propriétés du milieu infini. Le tenseur P étant

inversible, on obtient :

(I11.34)

/N
i~y
|
|
@)
+
iy
~—
ley_
Il
|
1=
Il
/N
)
+
@)
~—
1o

copec-c () -1 o

C™ est le tenseur d’influence de Hill, il ne dépend que de C' et de la forme de I'inclusion.
(Pest un tenseur symétrique et défini positif dont ses composantes ont la dimension d’un

module d’élasticité.

-1
el =— (Q* + Qf) LT (T11.36)
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Chapitre 1ll. Détermination des propriétés induites par homogénéisation micromécanique

De facon duale nous avons ¢’ le tenseur des contraintes homogenes dans l'inclusion.

o =Cliel+1 (II1.37)
gh=-9":1 (I11.38)
- -1
o = — (5* + 51) gt (I11.39)
-
S* = <Q) —Q -5 (I11.40)

— Interprétation du tenseur d’influence de Hill
Si QI > C (c’est-a-dire que I'inclusion est plus rigide que le milieu infini) on aura

> C:Z'* >0 Zau sens des tenseurs définis positifs).

moy

-1

el ~ — (Cf) r=¢ (I11.41)
) -1

o ~ — (S*) et=-C": ¢ (111.42)

Le tenseur d’influence de Hill "C*” caractérise donc 'effet que le milieu infini exerce
sur 'inclusion en réponse a une déformation homogene de cette derniere.

— Probleme d’inclusion avec chargement a l'infini

En plus du probleme précédent, le domaine V' est soumis a un chargement homogene

a l'infini. Les conditions aux limites sont données par g(z) = €° et g(z) = ¢® = C : &°
loin de l'inclusion 1. B
On a donc :
-1
§12—537:'+§0:— Q*—}—QI) :7:‘—|—§0 (I11.43)
¢ —g"=-C": (' - ") (II.44)

Probleme d’inhomogénéité dans lequel l'inclusion (de module C') ne subit aucune
déformation de transformation. Lorsque le systeme est soumis a la déformation homogene
a l'infinie €°, I'inclusion se déforme de manieére homogene et son état mécanique (o’ ; g)

est caractérisé par les équations suivantes :
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111.3. Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

o' —g"=-C": (' - (IT1.45)
®=C:£" et o' =C":¢ (111.46)
= o
el = <c_7* + Q’) : (Q* + Q) o (111.47)
= s\ E
el = (Q* + QI) Pl gl (111.48)
(T11.49)

Cela se ramene au probleme d’Eshelby avec chargement a 'infini avec une polarisation

T , qui est définie par :

T = (gf + g) gl =T:¢° (II11.50)
-1

T = ((_71 + (_7) : ((_7* + (_Jf) : ((_7* + C_J) (TTL.51)
-1

T=pr"':|P- (C* +Cf) ] P (I11.52)

Le tenseur T’ est symétrique.

I11.3.4.4 Equations intégrales

a(r) =

C(z) : e(z) (ou g(z) = S(2) :

a(z)) la loi de comportement locale.C” et S°

sont les tenseurs d’élasticité et de souplesse d’un certain milieu de référence, qui n’est pas

nécessairement la phase prépondérante ou

le milieu effectif. Nous pouvons écrire :

a(z) = g ce(z) +z(z) (IIL.53)
) = (¢~ ¢*) et (1154)
(IIL.55)

Ou encore
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e(z) = " a(x) + () (I11.56)

)= (s -8) 2(0) (1157)

)~ ey == [ Pe—w): (o) - (2),) %y (58)

Ou EO(Q_C) est I'opérateur de Green modifié associé au milieu infini homogene de ré-

férence (de module C' ). Cette équation est 1’équation de Lippmann et Schwinger. Il en

=0
existe une forme duale donnée par :

a(z) —(a), = — /V %O(z —y): <gt(z:) — <gt>v> v, (I11.59)

Ou A%(z) est l'opérateur de Green modifié en contrainte associé au milieu infini ho-

mogene de référence de souplesse S .
0

111.3.4.5 Techniques d’homogénéisation appliquées au cas du PET

Pour I'homogénéisation du PET, en petite perturbation, nous avons utilisé différentes
méthodes. Certaines sont des méthodes approchées, des encadrements, ou encore des mé-

thodes exactes :

— multicouche biphasé

— bornes de Voigt et Reuss

— bornes de Hashin et Shtrikman
— schéma auto-cohérent

— schéma différentiel

Par la suite nous désignerons par "inclusion” la phase cristalline ou un composite
biphasé (phase cristalline et phase amorphe), et par matrice la phase amorphe du PET.

Nous avons la relation exacte suivante :

100



111.3. Homogénéisation en élasticité linéaire isotrope

. f 2 pw/2
(Q — Q) eV = / / (Q — QO‘) : % sin 0dfdp (I11.60)
= = = 2 Jo  Jo = = =
a=(6,) (IT1.61)
e =EF":¢ (I11.62)
E*=E*(C,C, Q) i=1,.,00 (I11.63)

Ou C” est le tenseur d’élasticité des inclusions (isotropes transverses) et (6, ¢) carac-

térisent l'orientation de ’axe d’isotropie transverse et de l'inclusion.

axe secondaire ..
axe principal

\
\
-
\
\/

axe secondaire

FI1GURE III.4 — Inclusion shéroidale.

A partir de la solution du probleme de Eshelby plusieurs méthodes d’homogénéisation,
basées sur des estimations, ont été établies. En effet, le probleme de 'inclusion noyée dans
une matrice infinie nous permet d’estimer le tenseur £°.

— Bornes de Voigt et Reuss )

Pour le calcul du tenseur d’élasticité (borne de Voigt), on considere la moyenne des
déformations dans chaque phase égale a la déformation macroscopique. On suppose une

distribution isotrope des phases. Nous avons donc :

e

2 pw/2
=(1-f)C+ S / / C(0, o) sin 0dfdyp (I11.64)
= 27T 0 0 =

La borne de Reuss est donnée par ’expression suivante, qui fait intervenir les tenseurs

de souplesse de chaque phase.
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. 27 w/2
S=01-f)S+ S / S0, ) sin 0dOdyp (I11.65)
E = 2n)y Jo =
C' et S sont respectivement les tenseurs d’élasticité et de souplesse de la phase amorphe.

niveau 1

niveau?2

niveau3d

FI1GURE III.5 — Représentation schématique d’un sphérolite.

On retrouve le multicouche dans la microstructure en sphérulite du PET. Comme
on peut le voir sur la figure II1.5, les sphérolites de PET sont composées de multicouches

phase cristalline et phase amorphe. La méthode du multicouche biphasé donne exactement

les modules du matériau composite.
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2= () () (5 () e

L=< (K '®N+N®K™') (T11.67)
M=C-C:L:C (I11.68)
1, _
<g‘1> =5 (J8N + V&) (I11.69)
J=(2L-N).(K7)" . (2L - N) (I11.70)
N=n®n (ITL1.71)
(é)l] = 61] (11172)
), - (¢) ), (m73)
~ 7/ wpiq
L et M sont définis initialement comme des inverses partiels, c’est-a-dire :
-1
L= <E° : C: EO) (I11.74)
) , ) ) -1
M= (gﬂ 0 S EOL) (IIL.75)
L:L'=L":L=p° (I11.76)
M:M'=M"':M=pP" (I11.77)
(IT1.78)

P'=N®I+IQN-N®N (I11.79)

p=r-p° (I11.80)

I est I'identité des tenseurs du quatrieme ordre.
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AzB= (é@@ + é@g) (I1L81)
o) (0., s
(5@5)2‘7“ _ (4) il (@) ) (111.83)

(I11.84)

— Schéma de la distribution diluée (matrice-inclusions)
Cette technique s’applique dans le cas de tres faible concentration d’inclusions, on

suppose que le comportement d’une inclusion n’est pas affecté par les autres inclusions.

. 2r  pm/2

C=0C+ i/ (CO‘ — C) : E“sin 6dfdy (II1.85)
= = 2n )y Jo E = E

E* = EY(C,C%, Q%) (I11.86)
B - -1

E* = A~ <Aa — sEa) (I11.87)
o,

A% = ((_] — QO‘) :C (II1.88)

§EO‘ correspond au tenseur d’Eshelby pour une inclusion d’orientation (6, ) noyée
dans une matrice infinie, de tenseur d’élasticité C. Le schéma de la distribution diluée
ne donne pas de bonne approximation dans notre cas, car la concentration en inclusion
cristalline dans le cas du PET peut atteindre plus de 40%. En revanche, ce schéma nous
sert a mettre en place le schéma différentiel.

Pour les schémas différentiel et auto-cohérent, qui supposent une morphologie de type
matrice-inclusions, deux types de calculs vont étre effectués. Dans le premier cas, seule la
phase cristalline composera les inclusions. En revanche dans le second cas, les inclusions
seront constituées de composite multicouche biphasé (phase amorphe et cristalline).

De fait dans la littérature nous retrouvons plusieurs descriptions de la morphologie
des cristallites [KUL 99] (Fig.II1.6). Dans le premier calcul, les inclusions représentent les
lamelles cristallines (Fig.I11.6.a), mais dans le deuxieme, elles modélisent la microstructure
représentée dans la figure I11.6.b. La microstructure en sphérolite (Fig.I11.6.c) n’est pas
prise en compte dans la modélisation.

— Schéma différentiel (matrice-inclusions)
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I
’ ::Vﬂ‘ il
\ q' \"“’4“‘* (
Exte nde:ﬁon-aysialhne ““ ||H|H i (JH I
Im

N
| 4
’m‘»’w

\;‘ ll

©

FIGURE III.6 — Morphologie du PET [KUL 99.

Cette technique est basée sur celle de la distribution diluée. En effet, 'homogénéisation
se passe comme suit : On introduit une faible fraction volumique d’inclusion (Jf) dans la

matrice amorphe de tenseur d’élasticité C'. A 'aide du schéma précédent, on détermine
le tenseur des modules homogénéisés C'. On recommence 'opération précédente, mais le

tenseur de la matrice est maintenant éé;al a C, ainsi de suite (Fig.I11.8).

e 2 _

? ) / / (g g’) g sin 6dfdy (I11.89)
EY = ga(g, e, 0 (T11.90)
= = == o

EY =A% (Z“ -39 ”‘) (I11.91)
N

A = (Q -~ Qa> . C (111.92)

— Schéma auto-cohérent (matrice - inclusions)
On considere ici que I'inclusion n’est pas noyée dans la matrice mais dans le milieu

homogénéisé lui-méme. Cela nous donne la formulation suivante :
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Matrice

Matrice et inclusions

Schéma dilué

. ™\

-,

Milieux homogénéisé

Schéma dilué

Nouvelle itération

FIGURE III.7 — Principe du schéma différentiel.
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Cette équation implicite se résout de maniere itérative.

Milieux homogénéisé et inclusion

(111.93)

(111.94)

(111.95)

(111.96)
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Il existe une autre fagon de traiter le schéma auto-cohérent.

— Schéma auto-cohérent (agrégat)

Cette technique est surtout utilisée pour les matériaux polycristallins. Dans ce cas,
il n’y a pas d’inclusion noyée dans une matrice, mais un agrégat de composite biphasé
(Fig.II1.8). Pour simplifier les calculs, la forme de chaque "grain” sera la méme (méme
rapport de forme et méme orientation). Pour nous permettre d’avoir un milieu homo-
gene isotrope, les "grains” seront choisis sphériques. La démarche d’homogénéisation est
la suivante : il faut premierement homogénéiser le composite (a I'aide de la technique
précédemment citée) puis résoudre I’équation suivante (obtenue a partir du schéma auto-

cohérent matrice - inclusions) :

e

Ou, dans notre cas S est le tenseur d’Eshelby pour une inclusion sphérique noyée

(&7

IHI’\(

-1
) } sin 0dOdp (I11.97)

||w\(
|H|CQ
1T
moy
i~

dans une matrice isotrope de tenseur d’élasticité le tenseur homogénéisé C
— Bornes de Hashin et Shtrikman )

Les bornes de Hashin et Shtrikman sont données par ’expression suivante :

QHS est une borne supérieure du tenseur d’élasticité du milieu homogénéisé, si le
tenseur d’élasticité du milieu de référence QO est supérieur au sens des formes quadratiques
associées a C’T (r = matrice, inclusions). Donc pour obtenir la borne inférieur de Hashin
et Shtrlkman on prend C’O égal a C“ le tenseur d’élasticité de la phase amorphe (phase la
plus molle). En revanche pour la borne supérieure on ne peut pas utiliser directement le
tenseur de rigidité de la phase cristalline. Il faut construire un tenseur qui soit supérieur

quelle que soit la direction.

(111.100)

Hen
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Y
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N
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E amorphe

Ecristallllllll

FI1GURE III.8 — Principe du schéma auto-cohérent agrégat.

ol R est l'opérateur de rotation des tenseurs du quatrieme ordre. Pour vérifier la
condition de supériorité (au sens des formes quadratiques), il faut que les déterminants

des sous matrices de (C' — C°) soient positifs.

I1I1.4 Résultats

Nous n’avons pas fait d’essai de cristallisation thermique sur du PET. Ne disposant
pas de données expérimentales, nous ferons référence aux valeurs rencontrées dans la
littérature pour comparer les résultats des méthode d’homogénéisation "classique” avec

les valeurs expérimentales.
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II1.4.1 Données expérimentales

Dans un premiers temps, les différents modeles sont comparés avec les résultats ex-
périmentaux de Bédoui et al. [BED 06] qui donnent le module d’Young "E” du PET en
fonction de la fraction volumique de cristaux ”f” pour une température d’essai de 23°C
(tableau III.1). Il faut noter que d’autres auteurs donnent des valeurs du module "E” trés
différentes de celles-ci, le PET pouvent ce présenté avec des grades assez divers. Pour du
PET completement amorphe, elles se situent aux alentours de 1 GPa pour les plus faibles

et 3 GPa pour les plus élevés.

Module d'Young (MPa) 2600 | 2652 | 2838 | 3025 | 3390

Fraction volumique de cristaux (%) | 0,5 2 25 32 41

TABLE III.1 — Module d’Young et fraction volumique de cristaux pour
le PET a 23°C [BED 06].

Les valeurs des modules (en MPa) du tenseur de rigidité de la phase cristalline utilisées

pour les estimations et les bornes sont les suivantes [RUT 97] :

118000 5070 5070 0 0 0

5070 7700 5460 O 0 0

5070 5460 7700 O 0 0

geristal = (MPa) (I11.101)
) 0 0 0 220 0 0

0 0 0 0 3240 0

0 0 0 0 0 3240

La aussi les valeurs rencontrées dans la litérature divergent ([HIN 96, MAT 90, RUT 97]).
C’est essentiellement au niveau du module qui est dirigé suivant ’axe des chaines (ici e;)
que 'on trouve la plus grande différence entre les publications. Pour la phase amorphe, le
module d’Young est de 2,6 GPa et le coefficient de Poisson de 0,4.
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I11.4.2 Calcul des bornes

Pour le calcul de la borne supérieure de Hashin et de Shtrikman il faut tout d’abord
déterminer le tenseur de rigidité du milieu de référence QO. Le PET cristallisé thermique-
ment ayant un comportement global isotrope le milieu de référence sera pris isotrope. Les
conditions sur les déterminants des sous-matrices de (C' — QO) donnent six inéquations.
Pour le choix de E° et de 1, respectivement le module d:’Youflg et le coefficient de Poisson
du milieu de référence, il suffit de prendre E° le plus petit possible tel que les six inéqua-
tions soient vérifiées. Dans le cas ou le tenseur des modules de la phase cristalline est le
tenseur Qcmml donné précédemment, E° et ¥ valent respectivement 114,1 GPa et 0,385.

Les valeurs des bornes de Voigt et Reuss et de Hashin et Shtrikman (HS+ et HS—) sont

données sur la figure I11.9.

borne de Voigt
borne de Reuss

— — —borne HS™

— — —borne HS"
® expérience (Bédoui)

E (GPa)

2 |
0 005 01 015 02 025 03 03 04 045 05
f (fraction volumique de cristaux)

FI1GURE II1.9 — Bornes de Voigt, Reuss, Hashin, Shtrikman du module
d’Young du PET.

Les bornes supérieures (H .S+ et Voigt) sont loin des valeurs expérimentales de Bédoui
et al., elles constituent des encadrements supérieurs, mais tres loin des valeurs expérimen-
tales qui se placent plustot au voisinage des bornes inférieures, et ne nous permettent pas

de prévoir le comportement du PET cristallisé thermiquement (Fig.II1.9). Un autre pro-
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bleme se pose, lorsque ’on observe les bornes inférieures (H.S— et Reuss) certaines valeurs
expérimentales sont en dessous de la borne inférieure de Hashin et Shtrikman (Fig.II1.10).
Par conséquent les valeurs qui seront obtenues, par les divers schémas utilisés, ne pourront
pas coller aux valeurs expérimentales. La difficulté pour les modeles classiques a représen-
ter le comportement du PET est sans doute liée aux hypotheses faites sur la description
de la microstructure (matrice - inclusions). Cette description ne prend pas en compte
I'influence des chaines macromoléculaires qui font partie a la fois de la phase amorphe et

de la phase cristalline.

Borne HS-

3.6

— — —Borne de Reusg
® expérimentale

E (GPa)

26 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

f (fraction volumique de cristaux)

FIGURE III.10 — Bornes inférieures et valeurs expérimentales [BED 05]
du module d’Young du PET.

Mais la modélisation micromécanique peut nous apporter des informations sur le dur-

cissement que 1'on observe au-dela de 25% de taux de cristallinité (Fig.I11.10).

I11.4.3 Modele auto-cohérent (agrégat)

Nous présentons ici les résultats obtenus par le modele présenté précédemment (Eq.I11.97).
Ce schéma permet de prendre en compte, dans une certaine mesure, la microstructure bi-
phasée.

Comme pour la borne inférieure de Hashin et Shtrikman, seules les valeurs du module

d’Young qui correspondent a des fractions volumiques de 0 et 41% sont proches des valeurs
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Schéma auto—cohérent (agrégat)
® expérience (Bédoui)
3.6 b
341 ° -
g
O 32F |
w
[ ]
3 - -
[ ]
281 b
26 @ | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

f (fraction volumique de cristaux)

FIGURE III.11 — Module d’Young du PET obtenu par le schéma

auto-cohérent (agrégat) et valeurs expérimentales [BED 05].

expérimentales. Ce schéma ne rend pas compte de la courbure de la courbe donnée par les
valeurs expérimentales. En effet, avec le modele en agrégat, la forme des inclusions doit
étre la méme, c’est-a-dire avoir le méme facteur de forme, et la méme orientation, pour des
inclusions sphéroidales. Si I'on veut un comportement effectif isotrope, on ne peut donc
pas avoir de variation du facteur de forme, et les inclusions restent sphériques quelque
soit f. Pour faire apparaitre la courbure nous devons donc faire évoluer la microstructure

en fonction de la fraction volumique f.

I11.4.4 Hypothese sur I’évolution de la microstructure

Dans le cas d'une microstructure de type matrice-inclusions, les inclusions représentent
les lamelles cristallines (Fig.I11.6.a) ou le composite biphasé (Fig.II1.6.b). Quelque soit le
modele, ’axe des chaines moléculaires est dans la méme direction que I'axe principal des
inclusions sphéroidales (Fig.I11.4). Pour alléger les calculs, on ne prend pas en compte le
fait que les mailles cristallines soient tricliniques. Les inclusions sphéroidales sont décrites
par un facteur de forme qui est le rapport de la longueur de I’axe principal sur la longueur

des axes secondaires. Dans le cas des lamelles, la croissance se fait suivant les axes perpen-
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diculaires a l’axe des chaines (« décroit). Pour le composite, on suppose que la croissance
se fait dans les trois directions mais principalement suivant 1’axe principal (« croit). La
taille des lamelles cristallines est donnée par Bédoui. La hauteur suivant I’axe des chaines
est de 13 nm et ne varie pas, mais la largeur suivant les axes secondaires varie de 26 nm
a 31 nm pour une cristallinité comprise entre 25 et 41%. On peut voir le facteur de forme
a des lamelles en fonction du taux de cristallinité (Fig.II1.12). Il évolue tres vite pour les

faibles taux, et varie peu au-dela de 30%.

facteur deforme
-
n
1

O T T T T
0 005 01 015 02 0,25 03 0,35 04 045 05

fraction volumique de cristaux

FIGURE III.12 — Facteur de forme des lamelles cristallines.

Concernant ’évolution du facteur de forme du composite biphasé, nous ne disposons
pas de données expérimentales, il est raisonable de considerer qu’il croit avec le taux de

cristallinité (a > 1 pour un taux de 40%).

I11.4.5 Modeéles avec microstructure en lamelle cristalline

Pour cette morphologie, nous avons appliqué les schémas différentiel et auto-cohérent
et avons fait varier le facteur de forme o de 1073 & 103. Les résultats sont donnés fi-
gure I11.13 et figure I11.14.

Les deux surfaces obtenues sont presque identiques, sauf pour les valeurs du facteur
de forme supérieures & 102. Les résultats obtenus montrent bien I'importance du facteur

de forme dans I’évolution du comportement mécanique du PET. Mais I’hypothese prise
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module d'Young (GPa)

0.5

0

10 0.3

0.2

facteur de forme a 0 fraction volumique f

FI1GURE II1.13 — Module d’Young du PET estimé par le schéma

différentiel pour une microstructure en lamelle.

sur la variation du facteur de forme (o < 1) ne permet pas d’obtenir le galbe observé sur

la courbe des valeurs expérimentales du module d"Young.

I11.4.6 Modeles avec microstructure multicouche biphasée

Les meémes schémas qu’au chapitre précédent ont été appliqués a la microstructure
multicouche biphasée (phases amorphe et cristalline). Dans le biphasé, il y a 45% de phase
cristalline. La différence avec la microstructure en lamelle est que la fraction volumique
d’inclusion atteint 100%, pour obtenir un taux de cristallinité de 45%. Le tenseur de
rigidité du multicouche est calculé a ’aide de 1’équation III.66. Les résultats obtenus
sont donnés figure I11.15 et figure I11.16. L’allure des surfaces obtenues est similaire a
celles présentées précédemment. La différence se trouve au niveau des valeurs du module
d’Young quand le facteur de forme « devient supérieur a 1.

Ici, 'hypothese d’un facteur de forme croissant avec le taux de cristallinité autorise un
galbe de la courbe E/f . En revanche, si « atteint des valeurs comprises entre 5 et 10 les

modules calculés (pour les deux schémas) sont supérieurs aux valeurs expérimentales. 11
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= = =
o N N

module d'Young (GPa)
©

0.5

0.4

10° 0.3

facteur de forme a fraction volumique

FIGURE III.14 — Module d’Young du PET estimé par le schéma

auto-cohérent pour une microstructure en lamelle.

est difficile de représenté le comportement du PET avec les méthodes "classiques” d’ho-
mogénéisation, il faut coupler ces méthodes avec une approche probabiliste pour éviter

les problemes liés aux dispersions des valeurs expérimentales.

111.4.7 Probleme de dispersion sur les valeurs expérimentales

Dans la littérature, il existe une forte dispersion sur les valeurs expérimentales du
module d’Young du PET amorphe. Douze valeurs du module d’Young comprises entre
0,97 GPa et 3,16 GPa ont été trouvées et récapitulées dans le tableau suivant.

Considérons maintenant E (Module d’Young) comme une variable aléatoire réelle.
Avec les données obtenues précédemment, nous pouvons déterminer la loi de probabilité
de E. D’apres le principe du maximum d’entropie, F suit une loi Gamma (Fig.II1.17) de
parametres F, 0% [CHE 06]. On peut estimer la moyenne et la variance libes aux valeurs
expérimentales du module d’Young : E = 1,91 GPa et 02 = 0, 4439.

La loi Gamma pour une variable aléatoire X est définie & I'aide de sa moyenne X et
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3.2

Module d'Young (GPa)
w

INg
©

N
o

facteur de forme a fraction volumique

Fi1GURE II1.15 — Module d’Young du PET estimé par le schéma

différentiel pour une microstructure multicouche biphasé.

module d’Young (GPa)
w w w w
w N A o ® A

INg
©

N
o

facteur de forme a

fraction volumique

FIGURE II1.16 — Module d’Young du PET estimé par le schéma

auto-cohérent pour une microstructure multicouche biphasé.

de sa variance o%. La densité de probabilité est donnée par :

1

- go-l,-z/b II1.102
Wh(a) € ( )

fx(z)

La fonction de répartition est donnée par :
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Module d’Young (GPa) de la phase amorphe et référence correspondante

2,2 U. Goschel [GOS 92]

2 U. Goschel [GOS 96]

1,2 L. Chevalier et al. [CHE 99|
2,6 F. Bédoui et al. [BED 06]

2,6 W. Loyens et al. [LOY 02]

2 A. Ajii et al. [AJJ 96]
3,16 A. Flores et al. [FLO 05]
0,97 L. Carpaneto et al. [CAR 99
1,5 G.P. Karayannidis et al. [KAR 03]
2,14 N. Torres et al. [TOR 00]
1,44 D.P.R. Kint et al. [KIN 02]
11 X.F. Lu et al. [LU 01]
1,91 Moyenne des modules d’Young de la phase amorphe.

0,4439 Variance.

TABLE II1.2 — Module d’Young du PET dans la littérature.

1 xX
Fx(x) = tle Mt I11.103
€)= g | e (I11.103)
Ot
F(a):/ t*te7tdt; ab=X; ab’®=o0% (I11.104)
0
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FIGURE II1.17 — Densité de probabilité et fonction de répartition de la

variable aléatoire E.

Sur la figure I11.17 nous voyons que pour des valeurs de E supérieures a 5, la probabilité
est quasiment nulle. Pour les valeurs de E inférieures a 0,4 la probabilité est aussi proche
de zéro. En ce qui concerne le coefficient de Poisson, sa variation a peu d’influence sur le
comportement global du PET cristallisé. Il sera donc pris égal a 0,4. Contrairement a la
phase amorphe, les valeurs du tenseur de rigidité de la phase cristalline, sont sensiblement
constantes dans la littérature. Le tenseur de rigidité sera donc considéré déterministe et

sa valeur utilisée pour les calculs sera la méme que précédemment.

111.4.7.1 Détermination de la loi de probabilité du PET homogénéisé

Nous avons vu que les modeles auto-cohérent et différentiel donnaient presque les
mémes résultats. Pour minimiser les temps de calcul, nous utiliserons le schéma auto-
cohérent (avec inclusion multicouche). Dans notre probléme, il n’y a qu’une seule variable
aléatoire, dont nous connaissons analytiquement sa loi de probabilité. Cela va nous per-
mettre de trouver rapidement la loi de probabilité du module d’Young du PET homogé-
néisé (E"™). En effet, d’apres le théoréme suivant : Si K une variable aléatoire a valeur

dans R de loi Px(dk) = pi(k)dk, et Y une autre variable aléatoire a valeur dans ® de loi
Py (dy) = py (y)dy tel que :
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111.5. Modéle isotrope transverse

ko—gk)=y
(IIL.105)
R —R
O11 g est bijective et g~! existe et est de classe C'. Alors :
_ dg~!
py(y) = vk (97 () ‘gTy(y)‘ (I11.106)

Il reste donc a déterminer la fonction qui relie le module d”Young de la phase amorphe
(E) au module d’Young du PET partiellement cristallisé (E"™). Cette derniére étape se
fera numériquement. On se limitera a F €]0; 7], car au dela de 7 la densité de probabilité
de E est quasiment nulle (< 107'%). Les résultats sont représentés sur la figure I11.18, on1
nous pouvons voir le module d’Young moyen, les bornes a 95% et 5% de la fonction de
répartition, cela pour différentes valeurs du facteur de forme (a)). Nous voyons bien ici,
qu'une grande dispersion des valeurs d’entrées en entraine une sur les valeurs de sorties.
Effectivement si les bornes a 5% et 95% sur le PET amorphe sont tres éloignées, elles
le restent sur le PET homogénéisé. Nous voyons sur la figure I11.18.d que les valeurs
expérimentales obtenues par Bédoui et al. sont comprises entre la valeur moyenne de F
et la borne a 95%.

Précédement nous avons traité de la cristallisation d’origine thermique (isotrope). Dans
la suite de cette partie nous développons des outils appliqués a la cristallisation d’origine

mécanique (anisotrope).

III.5 Modele isotrope transverse

Lors du procédé de soufflage des bouteilles en PET, la microstructure du matériau évo-
lue, elle part d’un état isotrope quasiment amorphe pour arriver dans un état fortement
anisotrope avec une concentration de cristaux pouvant atteindre pres de 40%. Le matériau
final est orthotrope, dans le cas du soufflage une ou deux directions sont fortement étirées,
alors que la troisieme direction subit une tres forte contraction. La valeur des propriétés
mécaniques dans cette derniere direction a tres peu d’influence sur le comportement global
de la bouteille.

Afin de simplifier les calculs du comportement effectif, nous faisons ’hypothese que le
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0 g0 fraction volumique 10°?

fraction volumique
a facteur de forme o

facteur de forme a

E, 0 295%

module d'Young

W valeurs expérimentales (Bédoui)

fraction volumique 107

facteur de forme @ 0 005 01 o015 02 025 03 035 04 045
fraction volumique de cristaux

(c) (d)

FIGURE III.18 — Estimation du module d’Young par le modele
auto-cohérent (a) Epmoyen ; (b) Emin (Fr =5%); (¢) Emax
(Fg = 95%); (d) coupe des surfaces a, b, c.

comportement du matériau est isotrope transverse. Nous privilégions seulement deux di-
rections, celles dont les déformations principales sont les plus grandes. Dans le cas du
procédé d’étirage-soufflage, il s’agit des directions circonférentielle et longitudinale. L’iden-
tification des modules dans 1’épaisseur est tres délicate et sans concéquence sur un calcul
d’enveloppes minces. Nous supposons que les propriétés de la troisieme direction sont
égales a celles de la deuxieme.

Le PET est modélisé comme un composite matrice-inclusions, ou la matrice représente la
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111.5. Modéle isotrope transverse

phase amorphe et les inclusions représentent les cristaux. Les cristaux ayant des propriétés
élastiques (Eq.II1.101) et une géométrie isotrope transverse [RUT 97], ils sont modélisés
par des inclusions sphéroidales (ellipsoides de révolution).

Les calculs d’homogénéisation sont basés sur un modele (Eq.I11.110) proposé par Wal-
pole [WAL 81] et modifié par Federico et al. [FED 04]. Les deux modeles sont dérivés
du probleme d’Eshelby [ESH 57], qui donne la solution pour les champs de contrainte et
de déformation dans une matrice isotrope infinie dans laquelle une inclusion ellipsoidale
est noyée. La solution exacte est connue pour une inclusion sphéroidale au comportement
isotrope tranverse, dont ’axe d’isotropie transverse est confondu avec 'axe de symétrie
de l'inclusion. La déformation dans l'inclusion est donnée en fonction de la déformation
imposée a l'infini (Eq.I11.107).

1en

I
NS

1en

o0 (111.107)

(I11.108)

s
Il
NI~
+
iR
VRS
uué}
L
QY
|
NI~
N————
|

a=1/2 a=1

O O

axe d'isotropie
o a=2 transverse a=3
I I
2 3

-3k

I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1

FIGURE III.19 — Différents facteurs de forme.

A est le tenseur de localisation de la déformation, Cy et C; sont respectivement les

tenseurs d’élasticité de la matrice et de 'inclusion, [ est le tenseur identité dans 'espace
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des tenseurs d’ordre 4 symétriques et S est le tenseur d’Eshelby [FED 04], qui ne dépend

que du coefficient de Poisson de la matrice et du facteur de forme de I'inclusion (Fig.II1.19).

(I11.109)

mey
Il
(]
Ay
HH@
HH;):B

~x
Il
o

M) =

o =1 (I11.110)

o

r=

L’équation II1.110 donne une estimation du tenteur d’élasticité du milieu effectif pour
un mélange de N + 1 phases (La phase 0 étant la matrice). Pour la matrice, le tenseur
d’Eshelby vaut l'identité. Chacune des N phases est composée d’inclusions identiques :
elles ont les mémes orientation, facteur de forme et propriétés élastiques. ¢, donne la
fraction volumique de chacune des phases. Dans le cas du PET bi-étiré nous avons une
répartition statistique (non periodique) des cristaux.

Précédemment nous avons fait I’hypothese d’isotropie transverse, nous considérons donc
cette répartition isotrope transverse également. L’orientation d’une inclusion est paramé-
trée par deux angles (6 et ¢), comme cela est illustré dans la figure I11.4. Dans notre cas, si
nous réalisons une moyenne des inclusions par rapport a leur distribution, nous obtenons
une inclusion unique isotrope transverse et de forme sphéroidale et 1’équation I11.110 se

réécrit de la maniére suivante :

-1

C= (1—C)C_'0+c/¢6_’i:4ida : (1—C)I+c/w4ida (IIT.111)
- - s+ T e

/wda —1 (I1.112)
2+

S?* est la demi sphere unité qui décrit toutes les orientations dans l’espace a 3 dimen-
sions. 1 est la densité de probabilité de 'orientation d’une inclusion et ¢ est la fraction

volumique de cristaux.

I11.5.1 Densité de répartition

L’isotropie transverse impose a ¢ d’étre invariable par rapport a ¢ (¢¥(6,¢) = 1¥(0)),
une fagon de construire ces densités est présentée dans [JOH 98] dans le cas discret.

Nous proposons ici une densité de probabilité qui depend des valeurs principales de la
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111.5. Modéle isotrope transverse

déformation (Fig.I11.20). Dans le cas ou le matériau n’est pas étiré, il est isotrope et la
densité de probabilité ne dépend pas de 'orientation (¢)(6) = 1/27). Dans le cas ou il est

étiré, la densité de probabilité s’écrit :

0
B(0) = —5—s 9(9) (II1.113)
/ / g(0') sin(0) A d
o Jo
g _ E)(1/2 -1
avec g(0) = (1 — x.”) <1 + exp (%)) + %2 (T11.114)
Xe = €XP (66 (8[[ — 6111)) avec €&y S Err S EIrr (111115)

Oules e (k= 1,11,111) sont les valeurs principales de la déformation et x. est une
fonction qui représente l'orientation : x. = 1 le matériau n’est pas étiré et est isotrope,

Xe = 0 tous les cristaux sont orientés dans la méme direction.

0.7

W(e)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
0 (radian)

FIGURE II1.20 — ¢(0) pour différente valeurs de xe.
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I11.5.2 Influence du facteur de forme

La figure I11.21 montre l'influence du facteur de forme sur les modules effectifs du

milieu homogénéisé. Plus le facteur de forme est élevé plus les propriétés suivant le plan

d’isotropie transverse et ’axe d’isotropie transverse sont différentes. Le facteur de forme

devient un parametre du modele (Eq.I11.112) qu’il faut pouvoir identifier.

Facteur de forme = 1/2
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FIGURE III.21 — Estimation du module d’Young pour différentes

valeurs du facteur de forme des inclusions.

0.5

L’identification de la valeur du facteur de forme avec les résultats de mesures de

module donnés au chapitre II, donne un facteur de forme o = 5 pour un coefficient [,

de 2. Les indications données sur le facteur de forme sur la figure I11.12 ne sont valables
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que dans le cas de la cristallisation thermique (isotrope). Les résultats du modele de
I’équation II1.112 sont comparés avec les valeurs expérimentales sur la figure I11.22.a en
fonction de la cristallinité et sur la figure I11.22.b en fonction de l'orientation (x.). Dans
ce calcul nous supposons un module d’Young de la phase amorphe égal a 2 GPa. Les
estimations données par le schéma d’homogénéisation anisotrope sont quasiment égales

aux mesures expérimentales.

9000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 9000 ‘
- Modéle -
8000 O Expérimental o 1 8000 '® O Expérimantal | -
) . o . + Modele

7000 - o o 7000+ ©0 g
T : = :
a [¢] o o
= 6000 0. ® S 6000 .0 ®
o . 2 : ..
5 o & E} 0 00
S 5000 . Qo 2 5000 &° - X
° o° ° o ©
3 4000 3 4000
2 °
= =

3000 3000 .

[¢] © C') o
2000 o 2000 o
1000 ‘ ‘ : : ‘ 1000 .
10 15 20 25 30 35 1072 Py 10°
Cristallinité (%) X

(a) (b)

FIGURE III.22 — Estimation du module d’Young (a) en fonction de la

cristallinité, (b) en fonction de 'orientation.

II1.6 Application a la conception de bouteilles

Le modele d’homogénéisation anisotrope proposé précédement permet de prédire le
comportement mécanique de matériau ayant une microstructure complexe. Avec le mo-
dele de comportement visqueux proposé dans le chapitre II, nous sommes capable de
simuler complétement le procédé de fabrication de bouteille (de la préforme a la mise en
service de la bouteille). Ayant la connaissance de la géométrie finale et la répartition des
cristaux (orientation et taux de cristallinité) des bouteilles nous pouvons effectuer un cal-
cul de structure a température ambiante, le PET est alors dans un état solide élastique.
La loi de comportement anisotrope proposée dans le paragraphe II1.5 est utilisée. Les
données d’entrée du modele sont I'orientation et le taux de cristallinité issue du calcul vis-
queux figure I1.28 effectué au chapitre II. En chaque nceuds du maillage nous connaissons

les propriétés élastiques anisotropes du matériau (Fig.I11.23). Sur la figure 111.23, dans la
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FicURrE II1.23 — Représentation des modules d’Young suivant les
directions principales 1 et 2 dans (a) la bouteille de 2 L, (b) la bouteille
de 0,33 L.
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111.7. Conclusion partielle

partie cylindrique des bouteille, la direction 1 correspond a la direction circonférentielle
et la direction 2 correspond a la direction longitudinale. On remarque que le module dans
la direction circonférentielle varie fortement dans 1’épaisseur, alors que le module dans la
direction longitudinale ne dépend pas du rayon. La connaissance des modules élastiques
permet, a ’aide de logiciel existant, de faire des calculs de flambage ou encore de résis-
tance et ainsi valider la conception d’une bouteille sans faire une multitude de tests réels
(Fig.I11.24).

En parallele de ce travail de these, un stage de master a permis de mettre en évidence
le caractere anisotrope du PET dans les bouteilles finies. A T’aide de Poutils de corrélation
d’image "Corelli” des mesures de déformation sont faites a la surface d’une bouteille de 2L,
d’une célebre boisson, soumise a une pression interne. Les valeurs des modules mesurées
sont les mémes que celles présentées dans [CHE 99|, soit 2,4 GPa dans le sens longitudinal

et 3,6 GPa dans le sens circonférentiel pour un modules de la phase amorphe de 1,2 GPa.

En exemple d’application, nous avons étudié la mise sous pression de bouteille et leurs
variations de forme. En effet, le PET est fortement utilisé pour le stockage des boissons
gazeuses, la forme des bouteilles ne doit pas changer quelque soit le niveau de pression
dans la bouteille. La figure II1.25 montre la bouteille de 2 L et de 0,33 L soumises a une
pression interne de 4 bars. On remarque que la bouteille de 0,33 L garde le méme aspect,
mais la bouteille de 2 L se déforme beaucoup dans le fond. Ceci est di a son fond plat et

a sa forme axisymétrique.

I11.7 Conclusion partielle

Dans un premier temps nous nous sommes concentrés sur le cas isotrope,avec les
modele ”classique”, ce qui peut étre une premiere approximation dans le cas de la cris-
tallisation thermique. Cette premiere étape ne donnant pas entiere satisfaction lors de la
comparaisons avec les mesures de module, nous avons proposé un modele qui permet de
modéliser le comportement élastique du PET étiré. Le modele proposé représente bien les
résultats expérimentaux, la micromécanique nous montre I'importance de la microstruc-
ture dans la modification de comportement du PET lors de la cristallisation. Avec ces
modeles "classique” nous ne prenons pas en compte les effets de taille des cristaux et de

confinement de la phase amorphe.
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Fi1GURE II1.24 — Conception de bouteilles.

Au début de ce chapitre, nous avions fait 'hypothese que le PET était constitué de
deux phases homogenes. Mais la phase amorphe contenue entre les lamelles cristallines
(mésophase) a certainement un comportement mécanique différent de celui de la phase
amorphe qui se trouve a l'extérieur des sphérolites. Les résultats ne prennent pas en

compte la présence de cette mésophase (phase amorphe rigide) entre les lamelles cristal-
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(a) (b)

FIGURE II1.25 — Résistance a une pression interne pour (a) la bouteille
de 2 L, (b) la bouteille de 0,33 L.

lines. Son introduction peut se faire aisément dans les modeles différentiel, auto-cohérent
et orthotrope si on utilise la microstructure avec multicouche biphasé. Ceci en remplacant
la phase amorphe molle par la phase amorphe rigide dans le multicouche (Fig.I11.5). An-
drosch et al. [AND 05] donnent les concentrations de cette mésophase en fonction du taux
de cristallinité (Fig.I11.26). Une prochaine étape dans I’homogénéisation des propriétés

mécaniques du PET est de prendre en compte la mésophase.
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FIGURE II1.26 — Mésophase et phase amorphe en fonction du taux de

cristallinité Androsch et al..
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Chapitre IV. Conclusions et Perspectives

IV.1 Conclusions

Pendant cette these, les recherches sur le comportement mécanique du PET se sont

orientées vers une application a la simulation numérique du procédé d’étirage-soufflage.
Pour cela nous avons utilisé et développé un logiciel de simulation numérique. Ce logiciel
utilise une technique dite "meshless” particulierement adapté a la simulation des procédés
de fabrication en grande déformation : les C-NEM. Le logiciel nous permet de réaliser
la simulation complete du procédé d’étirage-souffage avec des déformations supérieures a
300% dans chacune des directions longitudinale et axiale. La gestion du contact avec le
moule et la tige d’étirage et les échanges thermique ont été implémentés. Bien que 2D, les
simulations sont donc tres réalistes.
Le modele de comportement mécanique utilisé dans le logiciel prend en compte 'aniso-
tropie du matériau et I’évolution de sa microstructure. En effet, nous sommes capable de
prédire en tous points d’une bouteille le taux de cristallinité et l'orientation de sa micro-
structure. Avec la connaissance de la microstructure du matériau, nous pouvons calculer
la résistance mécanique de la bouteille dans diverses conditions d’utilisation et ainsi vali-
der sa conception. Les calculs de rigidité mécanique ont été réalisés en utilisant un modele
élastique anisotrope issue de la micromécanique. Ce modele tient compte de 1'orientation
et du taux de cristallinité obtenue pendant la simulation du procédé d’étirage-soufflage.

A chaque étape :
1. soufflage de la préforme
2. homogénéisation des propriétés élastiques
3. rigidité de la bouteille

la modélisation est comparée avec succes a des résultats expérimentaux. Nous avons
effectué des essais (a T>T,) de traction interrompus, cela nous a donné I'information sur
la microstructure tout au long de la déformation. Nous avons relié ’état de déformation
a la microstructure et proposé un modele de cristalisation induite qui tient compte d'un
taux de cristallinité initiale. Sur les mémes échantillions nous avons mesuré le module
d’Young (T=20°C) pour connaitre l'effet de la cristallisation induite sur les propriétés
mécaniques du PET a température ambiante. L’anisotropie des bouteilles est montrée et

comparée avec des mesures optiques.

Chacune des trois étapes pourrait faire 'objet de 3 theses a venir. Il y a du travail de

développement pour rendre 1'outil encore plus fiable.
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IV.2 Perspectives

Le modele mécanique viscoplastique pour le PET reproduit tres bien le comportement
des bouteilles lors du procédé d’étirage-soufflage et nous donne des informations sur la
microstructure du PET a la fin des procédés de fabrication.

Nous proposons ici les pistes pour une modélisation viscoélastique, plus réaliste pour un
polymere, et capable de prendre en compte les effets de retour élastique que 'on observe

expérimentalement lorsqu’on stoppe brutalement la pression.

IV.2.1 Vers une modélisation plus fine (viscoélastique)

Pour la suite nous utilisons un modele de Maxwell en grande transformation. Bien que
la dérivée d’Oldroyd soit couramment utilisée dans la description du comportement des
polymeres, elle ne permet pas de décrire celui du PET dans le cas de la traction uniaxiale
dans la plage des vitesses parcourues. Nous utilisons plutot la dérivée de Jaumann, qui
rend mieux compte des phénomenes observés (notamment de leffet rhéofluidifiant en

cisaillement). Le modele utilisé est donc le suivant :

L9 1s_p
2G ot 2n- -
S ds

5= g TR0

Ou S, 2 sont respectivement les tenseurs des extra-contraintes et des taux de rotation.
En observant les résultats de la figure II.1, on remarque que la vitesse a peu ou pas
d’influence sur les essais réalisés a 80°C, alors que pour les températures plus élevées
le comportement est fortement dépendant de la vitesse de traction. L’identification du
modele viscoélastique non linéaire se fait en deux étapes. Premierement nous identifions
la partie élastique du modele en exploitant les résultas expérimentaux trouvés a 80°C, puis
nous utilisons les résultats des températures supérieures a 80°C pour identifier la partie

visqueuse.

IV.2.1.1 Identification de la partie élastique

Pour l'identification de la partie élastique, nous supposons que la viscosité du PET
tend vers l'infini lorsque la température du matériau se rapproche de 80°C. Le modele

viscoélastique (Eq.IV.1) devient le modele élastique suivant :
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—2GD (IV.2)

o)
Sﬁ‘um

Dans le cas de la traction uniaxiale le tenseur des taux de rotation est nul et le systeme

précédent se ramene a ’équation suivante :

do de

— =3G— IvV.3

dt dt ( )
Ce qui nous donne directement I'expression de GG en fonction de la déformation loga-

rithmique ¢ :

G_lda

=_ V4
3 de ( )

Afin de déterminer G nous postulons la forme de o en fonction de €.
c=AE -1+ B -1 +C(ef 1) (IV.5)

Avec A =2,7074, B = —5,5511, et C' = 6,7916, afin de coller au mieux aux résultats
expérimentaux.

Nous supposons maintenant que la partie élastique du comportement du PET dépend
peu de la température, c’est-a-dire que la rigidité des chaines macromoléculaires varie peu

sur la plage des températures retenues (de 80°C a 105°C).

I1V.2.1.2 Identification de la partie visqueuse

Pour l'identification de la partie visqueuse, nous prenons une forme de viscosité (n)
identique a celle décrite dans Chevalier et al. (2007). Les parametres sont identifiés sur

les essais réalisés a 100°C.

n=Ky"!
K = K06a53+b52+ceeaT
(IV.6)
1
7=(2D:D)*
ar =aoT + (3
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FIGURE IV.1 — Module de cisaillement et contrainte en fonction de la

déformation logarithmique.

Ou ar est un coefficient lié a la température, il vaut 0 pour T = 100°C. Dans le cas
viscoélastique les parametres optimaux sont m = 0,66, Ky = 0,33 MPa, a = 5,0444,
b = —10,8265, ¢ = 7,8542, a = —0,2303 et § = 23,0259. La figure IV.2 montre les
résultats obtenus avec le modele précédemment identifié pour la simulation des essais de
traction uniaxiale dans le cadre de I’hypothese des déformations et contraintes uniformes.
On remarque que le modele rend compte de I'influence de la vitesse de sollicitation et de
la température.

Comme pour le modele viscoplastique, nous proposons une validation de 'identification

du comportement viscoélastique dans le cas de la traction uniaxiale.

IV.2.1.3 Validation du modele viscoélastique

Le probleme a résoudre est le méme que précédemment, la seule différence réside dans
les modeles de comportement.

— Formulation du probleme

Le probleme a résoudre est donc le probleme de I’équation I1.12 couplé a la loi de
comportement viscoélastique (Eq.IV.1) décrite précédemment. En utilisant la forme faible
de I’équation I1.14 et le modele constitutif de ’équation IV.1, nous arrivons au probleme

3D en vitesse et pression suivant :
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FIGURE IV.2 — Simulations de ’essai de traction uniaxiale avec le

modeéle viscoélastique.
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Ce probleme ne peut pas se résoudre directement comme le probleme visqueux de
I’équation I1.17 en utilisant la méthode de Newton-Raphson. Dans ’équation IV.7 nous
avons un terme supplémentaire qui est di a la partie élastique du modele (dérivée de
Jaumman). Néanmoins, il sera possible d’utiliser la méthode de Newton-Raphson en dé-
couplant la résolution numérique en deux étapes.

— Résolution numérique du probleme viscoélastique

Pour la résolution numérique du probleme viscoélastique, nous gardons la méme dis-
crétisation des variables que celle utilisée dans le probléeme visqueux (Eq.I1.23-11.27). Pour

pouvoir utiliser la méthode de Newton-Raphson comme dans le probleme précédent, nous

136



IV.2. Perspectives
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Fi1GURrE IV.3 — Algorithme pour la simulation d’un essai de traction

sur un fluide viscoélastique.

devons considérer le probleme comme un probleme visqueux avec des forces de volume.
En effet, la seule différence avec le probleme visqueux est le terme supplémentaire qui
contient la dérivée de Jaumman du tenseur des extracontraintes (%). Ce terme sera
considéré comme un terme de force de volume dans la résolution d’un probleme visqueux.
Nous aurons donc deux boucles itératives pour résoudre le probléeme viscoélastique (voir
la figure IV.3).

— Résultat des simulations de traction uniaxiale

Afin de valider le modele viscoélastique nous avons réalisé des simulations a différentes
températures sur la figure IV.4 on peut voir les résultats obtenu pour deux températures
(80°C et 100°C). On remarque que la forme finale de I’éprouvette dépend de la tempéra-
ture. En effet, sur la figure IV.4.a la déformation est essentiellement élastique alors que

sur la figure IV.4.b la déformation est essentiellement visqueuse. Sur la figure IV.5 nous

comparons les simulations C-NEM avec les simulations 1D nous pouvons voir que I’erreur
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FIGURE IV.4 — Simulation viscoélastique (a) V = 100 mms~" et
T =80°C, (b) V =100 mms~ " et T = 100°C.

est faible (environ 5%), cela valide la méthode d’identification.

IV.2.2 Homogénéisation de la viscosité

Dans cette partie nous appliquons les modeles d’homogénéisation présentés dans le

chapitre I1I aux propriétés visqueuses du PET, dans le cas ou le PET est considéré comme
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FIGURE IV.5 — Comparaison entre la simulation 1D et I’hypothése des

contraintes planes (2D).

un fluide visqueux. Cette approche est purement qualitative. Elle nous permet de justifier
les formes exponentielles de la viscosité proposées précédemment. Dans ce paragraphe
nous ne regardons que les résultats donnés par le schéma différentiel et auto-cohérent
dans le cas de la structure lamelle. On suppose que les cristaux de PET ont une viscosité
tres élevée par rapport au PET amorphe. Les résultats donnés figure IV.6 sont normalisés,
ils montrent aussi le caractere durcissant de la cristallisation et 'importance du facteur
de forme. Numériquement, la viscosité de la phase cristalline ne peut étre infinie, nous
avons pris une viscosité pour la phase cristalline 10° fois supérieure a la viscosité de la

phase amorphe.

IV.2.3 Vers un design 3D

Dans la simulation du procédé d’étirage-soufflage nous avons fait I’hypothese d’axi-
symétrie, cette hypothese est valable dans une large zone de la bouteille mais les fonds
pétaloidaux par exemple ne peuvent pas étre étudiés de cette fagon. Les techniques de
vente actuelles imposent aux designers de bouteilles des forme de plus en plus complexes.
Ces formes sont de moins en moins souvent axisymétrique et demande des simulations
en 3D. Les simulations 3D pourront étre confrontées a des mesures faites par Corelli 3D
(Fig.IV.7) sur des fonds de bouteilles et ainsi optimiser cette zone complexe.

En définitive, c’est grace a une collaboration industrielle permettant d’accéder a des

données de pression, de soufflage, de profil de température, de température de régulation
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FIGURE IV.6 — Estimation de la viscosité du PET.
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de moule etc... que le travail pourra étre finalisé.
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Résumé :

Dans cette these, nous proposons de développer un outils de conception pour la mise
en forme des bouteilles en PET par le procédé d’étirage-soufflage. Nous avons implémenté
un logiciel de simulation numérique qui utilise une méthode meshless : la méthode des
éléments naturels contraints (C-NEM). Pour alimenter le logiciel nous avons modélisé le
comportement mécanique du PET par un modele non linaire anisotrope. Pour modéliser
le comportement du PET nous avons réalisé une série d’essais qui nous a permis de lier
les propriétés macroscopiques a 1’état de la microstructure.

Une fois la simulation d’étirage-soufflage effectuée, nous connaissons la géométrie de la
bouteille ainsi que la description de sa microstructure : orientation et cristallinité. A
partir du calcul précédent nous pouvons, a ’aide de la micromécanique linéaire, calculer

la résistance de la bouteille finie & diverses sollicitations.

Mots clés : PET, simulation numérique, meshless, modélisation, homogénéisation.

Modeling and numerical simulation of the stretch blow-molding process of

PET bottles : evolution of microstructure, evolution of behavior
Abstract :

In this thesis, we propose to develop a tool to design the stretch blow-molding process
of PET bottles. We have implemented a software of numerical simulation which uses a
meshless method : the constrained natural element method (C-NEM). In order to provide
this software, we modeled the mechanical behaviour of PET by a non linaire anisotropic
model. To model the behavior of PET we carried out a series of tests that allowed us to
link the macroscopic properties to the state of the microstructure.
Once the simulation of the stretch blow made, we know the geometry of the bottle and
the description of its microstructure : orientation and crystallinity. From the previous
calculation we can, using linear micromechanic, calculate the resistance of the bottle over

to various loads.
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