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Introdution
IntrodutionL'intrusion des ordinateurs dans nos vies quotidiennes n'est plus aujourd'huiune hypoth�ese de siene �tion mais une r�ealit�e d�esormais bien anr�ee. Et siles romaniers de l'avenir ne se sont pas tromp�es sur l'explosion d�emographiquedes pues, ils ont plutôt �et�e optimistes quant �a leur utilisation. L'intelligenearti�ielle ne reste en e�et qu'un outil de l'intelligene humaine que haun estde plus en plus amen�e �a utiliser. Rares sont eux qui ne tapent pas eux-mêmesleurs textes, les graphistes dessinent maintenant sur des tablettes graphiques, lesin�eastes montent leur �lms de mani�ere virtuelle, les enfants jouent sur les ordina-teurs, et on (( voyage )) sur Internet. Evoquons enore le minitel, les distributeursde billets et les artes �a pue. Cette onstatation montre deux voies �a suivre pouram�eliorer notre qualit�e de vie dans de telles onditions. D'une part apprendreaux hommes �a mâ�triser l'outil informatique et d'autre part rendre et outil leplus maniable possible.Si la deuxi�eme voie est l'objetif prinipal de eux qui ont fait de l'informa-tique leur m�etier, la premi�ere peut les amener �a promouvoir l'informatique demani�ere plus pragmatique que ne le fait la publiit�e pour les grandes marquesd'ordinateurs. L'algorithmique a sa plae dans es deux points de vue. Elle estun peu �a l'informatique e que la reette est �a la uisine 1 : pour faire un bon platou un bon logiiel, il faut un bon uisinier, mais surtout une bonne reette. L'al-gorithmiien est tenu par deux objetifs, l'un pratique et l'autre p�edagogique :d�eterminer quels sont les algorithmes les plus eÆaes pour r�esoudre des pro-bl�emes et expliquer pourquoi es algorithmes sont eÆaes. Si l'on va plus loines deux objetifs onduisent �a d�egager des tehniques algorithmiques g�en�eralesqui sont soure d'eÆait�e.Le hamp des probl�emes que l'on peut r�esoudre ave l'informatique est in-royablement vaste. Cette th�ese se restreint au domaine des graphes. Les graphespermettent de mod�eliser de nombreuses strutures de donn�ees apparaissant en in-formatique telles que les matries reuses ou les bases de donn�ees. Ils permettentaussi de mod�eliser de nombreux probl�emes o�u des �el�ements sont reli�es entre euxtels que les iruits �eletroniques ou les r�eseaux. Ils forment don un mod�ele assezg�en�eral pour que l'�etude de leur traitement algorithmique apporte des r�eponses1. L'informatique est ii onsid�er�e omme un art subtil et pr�eis au même titre que l'artulinaire dans les traditions gastronomiques les plus raÆn�ees. vii



Introdutionou au moins des indiations de solution pour de nombreux probl�emes partiuliers.Les graphes forment de plus un terrain tr�es rihe pour l'algorithmiien par lesnombreuses propri�et�es struturelles qu'ils peuvent poss�eder.Le point de d�epart de ette th�ese est le traitement des graphes en parall�ele. Leparall�elisme est un moyen de alul assez r�eent o�u plusieurs proesseurs peuventtravailler en même temps sur les mêmes donn�ees. L'id�ee de base est que l'on peufaire plus de travail �a plusieurs que tout seul. Cela pose des probl�emes d'organi-sation qui sont tr�es diÆiles �a r�esoudre, mais 'est une vision tr�es exitante arelle permet de poser un regard neuf sur l'algorithmique qui ne onsid�erait jusquel�a les probl�emes que s�equentiellement, tâhe �el�ementaire apr�es tâhe �el�ementaire.Le but prinipal du parall�elisme �a mon sens est de traiter des probl�emes tr�es volu-mineux que e soit en temps de alul ou en taille m�emoire. Ce qui est primordialn'est pas de r�esoudre le probl�eme plus vite qu'en s�equentiel �a tout prix maisavant tout de r�esoudre le probl�eme. Un probl�eme trop volumineux en m�emoirene pourra pas être trait�e par un seul ordinateur (s�equentiel) ar il ne tiendra pasdans sa m�emoire, la seule solution pour traiter alors un tel probl�eme est d'utiliserplusieurs ordinateurs ave plusieurs m�emoires. Le parall�elisme a �et�e rendu onretpar la onstrution de mahines dites parall�eles sp�eialement on�ues pour le al-ul parall�ele d'une part et par la mise en r�eseau de nombreux ordinateurs d'autrepart. Le r�eseau Internet et l'ensemble des ordinateurs qui y sont reli�es onstituentpotentiellement la plus importante de toutes les mahines parall�eles. Si l'utilisa-tion de toutes es mahines est impossible �a entraliser, ertains projets, tels quela fatorisation de tr�es grands nombres premiers, ont d�ej�a �et�e r�ealis�e grâe aur�eseau Internet et �a la partiipation de quelques milliers d'utilisateurs qui ontprêt�e le temps d'inativit�e de leur ordinateur. Il y a l�a une puissane de alulformidable qu'il serait dommage de ne pas essayer d'utiliser (ela pose bien sûrde nombreux probl�emes d'organisation, de propri�et�e priv�ee et même politiques).Il n'existe pas de mod�ele g�en�eral de parall�elisme permettant �a la fois de one-voir des algorithmes sans se souier de la mahine sur laquelle ils seront implant�eset de pr�edire les performanes de l'algorithme une fois implant�e 2. Cette th�eseaborde l'algorithmique des graphes par l'�etude de probl�emes partiuliers danstrois mod�eles di��erents de parall�elisme.Il existe des probl�emes assez g�en�eraux de graphe dont les seules parall�elisationsque l'on onnaisse ne sont pas eÆaes, e qui implique que le traitement parall�elede ertains probl�emes est impossible �a l'heure atuelle. Ils sont onnus ommeeux que l'on ne sait r�esoudre en parall�ele qu'en alulant la fermeture transitive(e qui peut être trop oûteux). Un premier pas vers le regroupement de esprobl�emes en une lasse lairement identi��ee est donn�e dans e hapitre. Dansette optique, l'�etude de probl�emes partiuliers dans di��erents mod�eles permetde erner les tehniques que l'on peut malgr�e tout utiliser dans le traitement des2. Une tentative, le mod�ele bsp [85℄, va dans e sens, mais elle est enore trop r�eente pourque l'on puisse juger de son su�es.viii



Introdutiongraphes.Le hapitre 1 est onsar�e au mod�ele pram qui est le mod�ele de parall�elismele plus simple qui soit : plusieurs proesseurs ont a�es �a une m�emoire partag�ee.Même ave la simpli�ation apport�ee par le mod�ele, ertains probl�emes restentdiÆiles �a r�esoudre. On suppose dans e mod�ele que le nombre de proesseurs estpolynômialement born�e en la taille du probl�eme dans un premier temps, puis onessaye de borner le nombre de proesseurs par le travail du meilleur algorithmes�equentiel (pour obtenir un algorithme dit optimal). Le mod�ele pram onstitue�a mon avis une premi�ere approhe vers la parall�elisation d'un probl�eme, il per-met de trouver les id�ees algorithmiques parall�eles qui permettront de r�esoudreen partie un probl�eme en s'autorisant et en enourageant un maximum de pa-rall�elisme. Nous verrons qu'il serait bon de rajouter un troisi�eme temps dansette approhe o�u l'on supposerait que le nombre de proesseurs est born�e parla taille du probl�eme. Le paragraphe 1.2 introduit une repr�esentation adapt�ee autraitement algorithmique des ordres de dimension �x�ee d et permet de alulerune repr�esentation lassique de l'ordre, e alul est li�e au traitement de requêtesg�eom�etriques dans un espae de dimension d. Le paragraphe 1.3 est onsar�e �ala reonnaissane en parall�ele des ordres N -free et le paragraphe 1.4 traite dela reonnaissane des graphes de omparabilit�e. D'une mani�ere g�en�erale, l'�etudede lasses partiuli�eres de graphes permet de r�esoudre des probl�emes qui sontdiÆiles dans le as g�en�eral en utilisant une struture algorithmique sous-jaente�a la lasse onsid�er�ee. Le probl�eme de la reonnaissane onsiste �a trouver ettestruture.Le hapitre 2 est au onsar�e au mod�ele gm qui est un mod�ele de mahineparall�ele dite (( �a gros grain )) qui privil�egie l'�etude du plaement distribu�e desdonn�ees d'un probl�eme, 'est-�a-dire sur les di��erentes m�emoires des ordinateursqui vont travailler ensemble sur le probl�eme. On y fait l'hypoth�ese que le nombrede proesseurs est born�e par une fontion de la taille du probl�eme (typiquementla raine arr�ee). Ce mod�ele favorise le traitement s�equentiel de moreaux duprobl�emes (en parall�ele sur les di��erents proesseurs). Il prend le ontre-pied dumod�ele pram et la ombinaison des deux approhes peut permettre la r�esolutionparall�ele onr�ete d'un probl�eme. Ce hapitre reprend les probl�emes abord�es dansle mod�ele pram et en fournit des solutions dans le mod�ele gm. Le paragraphe 2.4�etudie la portabilit�e de la repr�esentation introduite pour les ordres de dimension�x�ee et aborde d'un peu plus pr�es le probl�eme de la r�eponse �a des requêtesdans une base de donn�ees. Les paragraphes 2.3 et 2.5 reprennent dans le mod�elegm l'�etude de la reonnaissane en parall�ele des ordres N -free et des graphesde omparabilit�e respetivement. Un algorithme de ((list-ranking )) est de pluspr�esent�e dans la setion 2.2, et outil intervient dans le alul des omposantesonnexes d'un graphe dans e mod�ele.Le hapitre 3 est onsar�e �a un (( mod�ele de alul )) tr�es partiulier issud'un probl�eme de t�el�ephonie gsm. Ce hapitre regroupe d'une part les di��erentesid�ees algorithmiques qui s'appliquent �a un tel probl�eme soumis �a de multiplesix



Introdutionontraintes et d'autre part des simulations permettant d'�evaluer la pertinenedes di��erentes id�ees. Ce probl�eme est de nature ontinue mais on peut n�ean-moins y apporter des solutions issues de l'algorithmique disr�ete telles que lestehniques li�ees aux omposantes onnexes d'un graphe. Par souis de ontinuit�e,un algorithme de omposante onnexes est donn�e dans haun des trois mod�elesabord�es. Le paragraphe 3.2 donne une olletion des id�ees algorithmiques quipeuvent aider �a la r�esolution de e probl�eme, et le paragraphe 3.3 ompare lesprinipaux algorithmes pr�esent�es �a la setion pr�e�edente �a l'aide des r�esultats dequelques simulations.En�n, le hapitre 4 est onsar�e �a une nouvelle tehnique algorithmique : l'af-�nage de partition. Le paragraphe 4.1 tente de erner ette tehnique et montreles ressemblanes entre di��erents algorithmes existants. Cette tehnique nouspermettra de g�en�eraliser ertains de es algorithmes �a la r�esolution d'autresprobl�emes prohes. L'aÆnage de partition nous permettra ensuite dans le para-graphe 4.2 de donner des algorithmes simples pour r�esoudre la reonnaissane desgraphes d'intervalles et l'orientation transitive, deux probl�emes dont les solutionalgorithmiques eÆaes �etaient jusque l�a tr�es diÆiles �a implanter et reposaientsur des strutures de donn�ees omplexes.La setion �nale de haque hapitre ne s'appelle pas (( Conlusion )) de mani�ere�a imager un peu plus son ontenu, mais elle en a un peu la voation. Elle estonsar�ee �a quelques probl�emes ouverts que la r�edation du hapitre m'a inspir�eou m'a fait voir sous un autre angle.Cette th�ese est le fruit de deux ann�ees et demi de reherhe, e qui signi�ed'une ertaine mani�ere une grande quête mystique solitaire mais aussi beauoupde travail en �equipe. Les di��erents travaux pr�esent�es ii ont fait ou vont fairel'objet de publiations dont la liste est donn�ee i-dessous. Seuls les algorithmes etles th�eor�emes qui sont le fruit d'un de es travaux ne omportent pas de itation.Cette liste me permet de plus de iter les amis ave qui j'ai eu le plaisir detravailler. Il manque toutefois le nom de Mihael Bender ave qui j'ai beauouptravaill�e sur le probl�eme de la barri�ere de la fermeture transitive sans aboutir aumoindre r�esultat tangible, ainsi va la reherhe.Chapitre 1{ A ompat data struture and parallel algorithms for permutation graphsJens Gustedt, Mihel Morvan, Laurent Viennot WG '95 (LNCS 1017){ Parallel N -free order reognitionLaurent Viennot TCS 2412{ Parallel omparability graph reognition and modular deompositionMihel Morvan et Laurent Viennot STACS '96 (LNCS 1046){ Un algorithme d'enrainement d'arbreLaurent Viennot en ours de r�edationx
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Notations
NotationsLes termes utilis�es dans e texte sont prinipalement eux de la th�eorie des en-sembles. Il faut garder �a l'esprit qu'ils ont toujours une tradution informatique,un ensemble est par exemple souvent g�er�e ave une liste doublement hâ�n�ee.Les d�etails de gestion d'ensembles ave des strutures de donn�ees informatiquesfaisant partie des rudiments de l'algorithmique, ils seront souvent omis. Les stru-tures de donn�ees permettant de repr�esenter les graphes seront rapidement disu-t�ees �a la �n de ette setion ; enore une fois, les di��erentes strutures de donn�eespossibles se d�eduisent diretement des di��erentes d�e�nitions ensemblistes pos-sibles et des di��erentes mani�eres de repr�esenter un ensemble.Remarquons que l'inverse est aussi vrai : de nombreuses strutures de donn�eesinformatiques se traduisent en termes de graphes. Le sh�ema g�en�eral d'enregis-trements (les ((reord )) en pasal) et de pointeurs repr�esente un graphe orient�e o�ules sommets sont les enregistrements et les ars sont les pointeurs. Pour obtenirdes algorithmes eÆaes, il est important d'utiliser au maximum les propri�et�esth�eoriques que peut avoir e graphe. Une matrie repr�esente elle aussi un graphedont les ars sont �etiquet�es. Toute la di��erene entre l'algorithmique des grapheset elle des matries vient du fait que l'on (( oublie )) les entr�ees nulles de lamatrie. Aussi de nombreux algorithmes de graphes sont reli�es au alul sur lesmatries reuses.Une liste presque exhaustive des termes utilis�es en algorithmique des graphesva maintenant suivre. Les �gures 2 et 3 en illustrent la plupart. Je onseille auleteur press�e de ne onsulter que les �gures et les paragraphes onernant lesensembles et les repr�esentations informatiques des graphes.EnsemblesUn ensemble A est une olletion d'�el�ements x 2 A qui sont g�en�eralementnum�erot�es quand ils sont stok�e sur un ordinateur (ne serait-e que par uneadresse m�emoire). En partiulier, on exprime presque toujours la omplexit�e desalgorithmes en fontion du ardinal jAj des ensembles A qu'ils manient. On no-tera �, �, \, [, + et � les op�erateurs lassiques d'inlusion, d'inlusion strite,d'intersetion, d'union, d'union disjointe et de di��erene ensembliste. Le alulinformatique du r�esultat de es op�erateurs se fait g�en�eralement en triant les en-sembles onsid�er�es selon un ordre total. 1
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Fig. 1 { Exemples d'ensembles.Si un ensemble de r�ef�erene E est donn�e (e qui sera souvent le as dans etouvrage ave E = V ou E = V 2), le ompl�ementaire d'un sous-ensemble A � Esera not�e A = E � A. On dira que deux ensembles s'intersetent (((overlap )) enanglais) si leur intersetion n'est pas vide, et qu'ils s'intersetent stritement side plus auun n'est inlus dans l'autre. Des sous-ensembles A1; : : : ; Ak formentune partition de E s'ils v�eri�ent E = A1 + � � �+ Ak. Les Ai seront alors souventappel�es des lasses. Une partition est g�en�eralement repr�esent�ee en assoiant �ahaque lasse un num�ero et �a haque sommet le num�ero de sa lasse.Dans un multi-ensemble un même �el�ement peut apparâ�tre plusieurs fois 3.C'est une notion plus prohe de l'informatique, omparer par exemple l'op�erationd'union ave des ensembles et ave des multi-ensembles.GraphesDans un graphe g�en�eralement not�e G = (V;E), les sommets qui sont les �el�e-ments de V sont reli�es par des arêtes qui sont les �el�ements de E � V 2. Dans ungraphe non orient�e, les arêtes uv dont les extr�emit�es sont u et v, sont en g�en�eralrepr�esent�ees par la pr�esene redondante dans la struture de donn�ees des ouples(u; v) 2 E et (v; u) 2 E. On dira aussi que u et v sont reli�es par uv ou que uet v sont voisins (ou adjaents). L'ensemble not�e N(u) des voisins de u s'appellele voisinage de u. Dans un graphe orient�e, les arêtes uv sont orient�ees de leurorigine u vers leur destination v. On ne parle plus alors d'arête mais d'ar uv.On dira aussi que uv est un ar sortant de u et un ar entrant de v.Une arêteuv peut être orient�ee par l'ar uv ou par l'ar inverse vu. L'ensembledes ars obtenu en inversant l'orientation de haque ar d'un graphe orient�e estnot�e E�1. En pratique, un graphe non orient�e est souvent repr�esent�e sous forme3. En informatique, on peut toujours distinguer des �el�ements identiques (par leur adressem�emoire par exemple).2
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Fig. 2 { Exemples de graphes. Remarquer que D est une orientation (non tran-sitive) de G.d'un graphe orient�e sym�etrique, 'est-�a-dire tel que E = bE o�u bE est le sym�etris�ede E.SiM � V est un sous-ensemble de sommets, on notera EM l'ensemble des ars(ou des arêtes selon la nature du graphe onsid�er�e) dont les deux extr�emit�es sontdans M et on notera GM = (M;EM) le sous-graphe induit par M . Si A � E estun sous-ensemble d'ars (ou d'arêtes), on en notera VA l'ensemble des extr�emit�eset GA = (VA;A) le sous-graphe induit par A. Les lettres majusules droites tellesque M d�esigneront en g�en�eral des ensembles de sommets et les lettres majusulesrondes telles queM des ensembles d'arêtes ou d'ars. Dans un graphe non orient�e,un module M est un ensemble de sommets se omportant tous de la même fa�onvis �a vis des autres sommets, plus formellement : pour tout u 2 V �M , u est3



Notationsreli�e soit �a tous les sommets de M , soit �a auun.Dans le as o�u E est un multi-ensemble, on parlera d'ars ou d'arêtesmultiples.D'une mani�ere g�en�erale les graphes onsid�er�es dans et ouvrage sont suppos�essans boules, 'est-�a-dire qu'un sommet n'est jamais reli�e �a lui-même.Un hemin est une suite de sommets o�u haun est reli�e au suivant. Un heminorient�e est une suite de sommets o�u il sort de haque sommet un ar vers lesuivant. Un hemin est simple s'il ne passe qu'une fois au plus par sommet,le premier sommet pouvant toutefois être onfondu ave le dernier. On appelleyle ou (iruit dans le as orient�e) un hemin dont les deux extr�emit�es sontonfondues. Un graphe est onnexe si et seulement s'il existe un hemin relianttoute paire de sommets. Les omposantes onnexes d'un graphe quelonque sontles sous-graphes onnexes maximaux pour l'inlusion, ou de mani�ere �equivalenteles sous-ensembles de sommets reouverts par es sous-graphes.Le jargon utilis�e en algorithmique des graphes se plae �a heval sur l'infor-matique et les math�ematiques, aussi la d�e�nition des termes n'en est pas om-pl�etement rigoureuse. Je prie les bourbakistes de bien vouloir me pardonner deprivil�egier l'intuition �a la rigueur.OrdresUn ordre partiel ou plus simplement ordre, est une relation irr�eexive et tran-sitive. On dit aussi ordre partiel. Les ordres les plus populaires sont les ordrestotaux (o�u un sommet est toujours plus petit ou plus grand que n'importe quelautre) et les arbres dont je parlerai un peu plus loin. Remarquons aussi qu'unematrie triangulaire induit un ordre par ses entr�ees non nulles.Une relation �etant un graphe, un ordre est un graphe orient�e P = (V;<), enas d'ambigu��t�e l'ensemble des ars est not�e <P . On note habituellement u <v pour uv 2< et on dit alors que u pr�e�ede v et que v su�ede �a u. On neparlera pas du voisinage de u mais de l'ensemble Su(u) de ses suesseurs et del'ensemble Pred(v) de ses pr�ed�eesseurs. Les maxima de l'ordre sont les sommetsqui n'ont auun ar sortant et les minima sont eux qui n'ont auun ar entrant.Un minimum est enore appel�e une soure et un maximum un puits.Un graphe orient�e est un ordre si et seulement s'il est sans iruit, et ferm�etransitivement 'est-�a-dire v�eri�ant u < v et v < w =) u < w, ou enore pourtout hemin orient�e, il existe un ar de l'origine du hemin vers sa destination(l'irr�eexivit�e interdit don les iruits).A l'inverse, tout graphe orient�e sans iruit G = (V;E) repr�esente un ordreunique P appel�e sa fermeture transitive qui est obtenu en rajoutant tous les arsreliant l'origine d'un hemin orient�e �a sa destination. Un graphe est dit sans iruitquand il ne ontient auun iruit. Un graphe est sans iruit si et seulement s'ilposs�ede un tri topologique, 'est-�a-dire un parours des sommets o�u l'origine detout ar est visit�ee avant sa destination ou enore un ordre total L = (V;<L)tel que u <P v =) u <L v soit enore <P�<L. L est aussi appel�ee extension4



Notations
,,

dont P est la fermeture transitive

Relations d’ordre
de l’ordre P

La réduction transitive de P

La réduction transitive de LUne extension linéaire L de P

Un graphe orienté sans circuit

Un ordre total

u

Pred(u)Bas

Haut

Un diagramme de Hasse de P

Succ(u)

Un diagramme
de Hasse de L

Le graphe de comparabilité de P

v

cesseur
de v

un préde-

Un ordre P

un successeur
de v

Fig. 3 { Exemples d'ordres.lin�eaire de P .En revanhe, un ordre est repr�esent�e par plusieurs graphes orient�es sans ir-uit, mais un seul d'entre eux est minimal pour l'inlusion des ensembles d'ars,il s'appelle la r�edution transitive de tout graphe orient�e sans iruit repr�esentantl'ordre. Les ars de la r�edution transitive sont appel�es ars de ouverture, ilsforment l'ensemble minimal d'ars permettant de repr�esenter l'ordre. Si uv estun ar de ouverture, on dira que u pr�e�ede imm�ediatement v et que v su�edeimm�ediatement u. On note ImSu(u) l'ensemble de ses suesseurs imm�ediats etImPred(v) l'ensemble de ses pr�ed�eesseurs imm�ediats. On dessine g�en�eralementun ordre en repr�esentant son diagramme de Hasse qui est un dessin de sa r�e-dution transitive o�u l'on omet les orientation des arêtes qui sont impliitementorient�ees du bas vers le haut.Remarquons que tout sous-graphe d'un graphe orient�e sans iruit induit parun sous-ensemble de sommets ou un sous-ensemble d'ars est enore un grapheorient�e sans iruit et que tout sous-graphe d'un ordre induit par un ensemble de5



Notationssommets est enore un ordre.Le graphe de omparabilit�e d'un ordre P est son sym�etris�e, 'est-�a-dire legraphe obtenu en oubliant l'orientation des arêtes de P . uv est une arête dugraphe de omparabilit�e de P si et seulement si u est omparable ave v, e quisigni�e u <P v ou v <P u. Un graphe est un graphe de omparabilit�e s'il existeune orientation de ses arêtes qui fournit un ordre.Arbres et forêts

de l’arbre orienté
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Réduction transitive
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de F
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u
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de u
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Haut
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de la forêt F par son

Arbre A
u

de u
fils

père
de u

non orienté

Représentation classique

Fig. 4 { Exemples d'arbres et de forêt.Une forêt est un ordre o�u l'ensemble des suesseurs de haque sommet u esttotalement ordonn�e. Les suesseurs d'un sommet sont appel�es anêtres et lespr�ed�eesseurs desendants. L'�el�ement minimal parmi les anêtres d'un sommetu s'appelle le p�ere de u, l'�el�ement maximal s'appelle la raine. Les sommetsayant même raine induisent un sous-graphe appel�e arbre qui est onstitu�e d'uneraine et de ses desendants 4. Les raines sont les maxima de la forêt, les minimasont appel�es feuilles. Un sommet u et ses desendants induisent un sous-arbre de4. Les arbres sont les omposantes onnexes de la forêt.6



Notationsraine u. La r�edution transitive d'une forêt est donn�ee par les ars reliant haquesommet �a son p�ere.Un arbre non orient�e est le sym�etris�e de la r�edution transitive d'un arbre,'est-�a-dire un graphe non orient�e onnexe et sans yle bien sûr. Enrainer unarbre non orient�e onsiste �a en orienter les arêtes de mani�ere �a obtenir la r�edutiontransitive d'un arbre.L'utilit�e des arbres en informatique n'est plus �a d�emontrer.Repr�esentations informatiques des graphesDans tout ette th�ese, en l'absene d'ambigu��t�e, n d�esignera le nombre desommets du graphe onsid�er�e et m le nombre de ses ars. Les omplexit�es desalgorithmes seront donn�ees en fontion de n et m puisque la taille de l'entr�ee sed�eduit elle-même de n et m selon la struture de donn�ees utilis�ee. Les sommetsorrespondent toujours �a quelque objet en m�emoire, en partiulier, ils sont aumoins num�erot�es par leur adresse. La repr�esentation en mahine d'un graphetient don dans la repr�esentation de ses ars qui est un sous-ensemble de V 2.Il y a prinipalement deux mani�eres de repr�esenter un sous-ensemble en ma-hine : soit en stokant une variable bool�eenne pour haque �el�ement qui est mise�a 1 si l'�el�ement est dans le sous-ensemble et �a 0 sinon, soit en donnant la listeexhaustive de ses �el�ements. D'autre part, l'ensemble des ars peut être onsi-d�er�e soit dans sa globalit�e, soit omme l'union des voisinages de haque sommet.En ombinant es alternatives, on obtient quatre strutures de donn�ees possiblespour repr�esenter un graphe G = (V;E) :{ unematrie d'adjaeneM n�n de bool�eens telle que uv 2 E si et seulementsi M [u; v℄ = 1,{ une liste des ars ompos�ee des ouples (u; v) tels que uv 2 E,{ les listes d'adjaene de haque sommet u, haune ompos�ee de la liste desv tels que v 2 N(u),{ les tableaux d'adjaene de haque sommet u, haque tableau Tu �etantompos�e de n variables bool�eennes telles que Tu[v℄ = 1 si et seulement siv 2 N(u), e qui ressemble fort �a une matrie d'adjaene.Dans la pratique, 'est souvent les listes d'adjaene qui apparâ�ssent naturel-lement (dans le as des enregistrements reli�es par des pointeurs par exemple). Lesdeux autres strutures de donn�ees apparâ�ssent plutôt ave les graphes obtenusen onsid�erant les entr�ees non nulles d'une matrie. Les matries peuvent êtrerepr�esent�ees en Maple sous forme de listes des entr�ees non nulles ave les tables(ou en d�elarant M:=array(sparse,...);).On peut passer d'une repr�esentation �a l'autre ave un travail lin�eaire (enO(n+m) ou O(n2) selon les as). Que e soit en s�equentiel ou en parall�ele, le seulpassage qui pose un probl�eme est elui de la liste d'ars �a une des deux autresrepr�esentations ar il exige de trier les ars selon leur origine. Cela ne pose pas de7



Notations
Un graphe G

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0

Matrice d'adjacence de G

Listes d'adjacence des
sommets de G Les listes d'adjacence après

un tri lexicographique
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Liste des arcs de G en mémoire

Liste des arcs de G après un tri lexicographiqueFig. 5 { Di��erentes repr�esentations d'un graphe.probl�eme dans tout mod�ele o�u le tri du g�eom�etre (ou ((buket-sort )) en anglais)est lin�eaire.En algorithmique des graphes o�u l'on manie des suites de nombres entre 0et n qui sont totalement ordonn�es par l'ordre <ent sur les entiers, il est souventint�eressant de onsid�erer l'ordre lexiographique <lex, 'est-�a-dire l'ordre <lex duditionnaire:u1 � � �uk <lex v1 � � � vl si et seulement s'il existe i tel que 8>>><>>>: u1 = v1...ui = viui+1 <ent vi+1On peut aussi onsid�erer l'ordre anti-lexiographique <anti donn�e par : u1 � � �uk<anti v1 � � � vl si et seulement si uk � � �u1 <lex vl � � � v1. Pour des ouples, ela donneuv <anti xy si et seulement si � v <ent you bien v = y et u < x8



NotationsDans le as o�u il peut y avoir des arêtes multiples, la matrie d'adjaene doitavoir des entr�ees de type entier.Dans le as de la matrie d'adjaene ou de la liste des ars, les sommetsdoivent être num�erot�es de 0 �a n� 1. Remarquons que le traitement d'un graphede 264 sommets d�epasse largement les apait�es de n'importe quel ordinateur. 232bits repr�esentent environ 500 m�ega-otets, les graphes dont le nombre de sommetsne tient pas sur 32 bits sont �a la limite de e que l'on peut esp�erer traiter aveune imposante mahine parall�ele, et enore faut-il qu'ils aient peu d'arêtes (mde l'ordre de n). On peut don supposer que le num�ero d'un sommet oupe unnombre onstant de ases m�emoire (une sur les ordinateurs atuels, voire deux).
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Chapitre 1Mod�ele �a m�emoire partag�eePRAMLe mod�ele pram a �et�e beauoup ritiqu�e en raison de sa trop grande simpliit�equi le rendrait trop irr�ealiste. C'est ette simpliit�e, je rois, qui donne de l'attrait�a e mod�ele. En e�et, les probl�emes d'algorithmique parall�ele sont extrêmementdiÆiles. De nombreux probl�emes qui paraissent presque anodins en s�equentieln'ont pas de solution parall�ele eÆae même dans le mod�ele simpli��e qu'est lapram (voir le paragraphe 1.5).Je onsid�ere don un algorithme pram omme un premier pas vers la r�eso-lution d'un probl�eme en parall�ele et nullement omme un aboutissement. Re-marquons que la plupart des algorithmes donn�es dans le mod�ele gm qui estreonnu omme plus prohe des mahines r�eelles (et qui e�etivement fournit desalgorithmes presque diretement implantables) sont inspir�es en partie de leur ho-mologue pram. Ce n'est pas un hasard. Le mod�ele pram a la propri�et�e suivante :tout algorithme �erit pour un ertain nombre de proesseurs tourne aussi bienave moins de proesseurs 1. A travail onstant, e mod�ele pousse don �a obtenirune borne en nombre de proesseurs la plus grande possible, �a (( parall�eliser ))au maximum, et dans une trop forte mesure en quelque sorte. Pour obtenir unbon programme distribu�e il faut aussi e�etuer loalement des phases de aluls�equentiel.D'autre part il existe ertains probl�emes dits P -omplets que l'on ne pas r�e-soudre plus eÆaement en parall�ele qu'en s�equentiel. Ce sont un peu les ana-logues des probl�emes NP -omplets en s�equentiel. Le mod�ele pram permet de lesidenti�er et de les �earter.L'algorithmique parall�ele des graphes et plus partiuli�erement des graphesorient�es s'av�ere tr�es diÆile ar des outils de base en algorithmique s�equentielledes graphes sont P -omplets (la reherhe en profondeur par exemple). Il faut1. Dans la r�ealit�e, quand on a moins de proesseurs, on peut faire mieux que simuler unalgorithme �erit pour plus de proesseurs.



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMdon trouver de nouveaux outils pour traiter ette struture de donn�ees tr�esg�en�erale que onstitue un graphe. Le pr�esent hapitre s'insrit dans ette optique.Nous verrons trois probl�emes d'algorithmique des graphes et di��erentes solutionsparall�eles pour haun d'eux.D'autre part, n'ayant toujours pas d'outils parall�eles g�en�eraux pour rempla-er eux que l'on utilise en s�equentiel, l'�etude de probl�emes partiuliers permetde voir omment des propri�et�es struturelles suppl�ementaires se marient ave leparall�elisme. Cette �etude peut nous mener �a reuser elles qui sont appropri�eesau traitement parall�ele, pour en trouver d'autres qui s'appliquent de mani�ereplus g�en�erale. Par exemple, une question naturelle onsiste �a se demander e quipourrait remplaer la struture d'arbre de reherhe en profondeur, ne serait-eque dans ertains probl�emes, et dans quels as est-elle utile?Dans et ordre d'id�ees, nous nous poserons deux probl�emes de reonnaissanede lasses partiuli�eres de graphes. Il est logique qu'il soit plus faile de trouverdans un graphe des strutures qui v�eri�ent plus de propri�et�es que des struturesplus g�en�erales. En r�esolvant es probl�emes plus simples, on peut esp�erer trouverdes tehniques qui se g�en�eraliseront, et en tous as aqu�erir une intuition dans edomaine.Nous ommenerons par pr�esenter le mod�ele pram et les prinipaux outilsparall�eles existants. Ces outils existent dans la plupart des mahines parall�elesmis �a part le alul des omposantes onnexes que nous verrons don un peu plusen d�etail. Les hapitres 2 et 3 reprendront ertaines id�ees de et algorithme.Nous verrons dans le paragraphe 1.2 omment appr�ehender en parall�ele larepr�esentation d'un ordre sous forme d'un plongement dans un espae de dimen-sion �x�ee. Ce probl�eme a des appliations en g�eom�etrie et dans le traitement dereherhes dans des bases de donn�ees . Nous introduirons une struture de don-n�ees qui permet de simpli�er la r�esolution de e probl�eme. Elle est �a mi-heminentre la struture donn�ee par le plongement et les repr�esentations lassiques desgraphes.Les paragraphes 1.3 et 1.4 sont onsar�es �a des probl�emes de reonnaissane delasses de graphes partiuliers. Nous verrons d'abord omment trouver la stru-ture de diagramme d'ars qui est propre aux ordres N -free, en d�etetant sa nonexistene �eventuelle. Les ordres N -free sont utilis�es omme outil de mod�elisationet d'analyse de projets. Nous aborderons ensuite la reonnaissane des graphes deomparabilit�e ainsi que le probl�eme onnexe du alul d'une orientation transi-tive. Ces probl�emes onnaissent de r�eents progr�es en algorithmique s�equentielledes graphes (voir le hapitre 4) et la pr�esente �etude onstitue un premier pas versl'�etude de es nouvelles tehniques s�equentielles dans l'univers parall�ele.12



1.1 Pr�esentation du mod�ele PRAM1.1 Pr�esentation du mod�ele PRAMLe mod�ele pram qui est l'aronyme de ((Parallel Random Aess Memory ))est une simpli�ation �a l'extrême des mahines parall�eles. Dans e mod�ele, ononsid�ere que plusieurs proesseurs ont a�es �a une m�emoire partag�ee et on yompte le temps de alul en nombre de letures et d'�eritures dans ette m�emoire.Cei est �equivalent au mod�ele distribu�e o�u des proesseurs poss�edant haun leurpropre m�emoire ommuniquent via un r�eseau ave un temps de ommuniationne d�ependant pas de l'emplaement des proesseurs dans le r�eseau et o�u le travail�nal est ompt�e par le nombre total de ommuniations.
Mémoire Mémoire Mémoire

Processeur Processeur Processeur. . . . . . .

. . . . . . .

1

2 p1

2 p Processeur Processeur Processeur. . . . . . .1 2 p

Machine distribuée

Réseau de communcations

Modèle PRAM

Mémoire partagée

Fig. 1.1 { La simpli�ation du mod�ele pram.Ce mod�ele est souvent d�eri�e sous pr�etexte qu'il ne tient pas ompte desommuniations alors qu'au ontraire il ne prend qu'elles en ompte et dans unetrop forte mesure. La simpli�ation du mod�ele onsiste �a supposer le oût del'envoi du ontenu de k ases m�emoires ind�ependant de la position dans le r�eseaudes proesseurs ommuniquants et proportionnel �a k. Si la premi�ere hypoth�ese esttout �a fait justi��ee puisqu'elle est plutôt r�ealiste en e qui onerne les mahinesparall�eles de la derni�ere g�en�eration, la deuxi�eme est tr�es disutable. En e�et, dansla plupart des mahines parall�eles, le oût d'une ommuniation d�epend peu de laquantit�e de donn�ees envoy�ees dans la mesure o�u les messages sont g�en�eralementourts. D'autre part, l'absene d'une m�emoire loale ne permet pas de tirer pro�tde l'ex�eution plus rapide de tâhes s�equentielles e�etu�ees loalement (ave una�es �a la m�emoire plus rapide). Pour ette raison, e mod�ele ne pose pas leprobl�eme de la r�epartition des donn�ees. Nous verrons dans le hapitre 2 ommentle mod�ele gm omble es deux launes.Il est �evident qu'un algorithme pram ne peut pas s'implanter diretementsur une mahine r�eelle. En revanhe, il y a deux raisons pour ommener par�erire un algorithme dans le mod�ele pram. Tout d'abord, la plupart des algo-rithmes parall�eles sont bas�es sur des routines (( �el�ementaires )) telles que le tri parexemple, qui font presque toujours partie des routines de haut niveau inlusesdans les mahines parall�eles et implant�ees au mieux par les fabriants. D'autrepart, si l'on ne trouve pas d'algorithme pram pour r�esoudre un probl�eme, il est13



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMplus diÆile �a priori d'en trouver un dans un mod�ele plus ompliqu�e. Aussi, emod�ele est utile pour d�efriher le hamps des probl�emes que l'on sait r�esoudre ens�equentiel 2 en distinguant eux qui ont une hane d'être parall�elis�es ('est-�a-direqui pourront être r�esolus en parall�ele lorsque leur taille est trop importante pourqu'une mahine s�equentielle puisse les r�esoudre) des autres. De plus, il se trouvequ'en pratique, les algorithmes pram donnent une bonne base de d�epart pourproduire des algorithmes dans des mod�eles plus r�ealistes tels que gm ou bsp, oumême pour une implantation direte omme ertains des algorithmes pr�esent�esii qui s'appuient uniquement sur des routines �el�ementaires. Disons que le mod�elepram permet de mettre en exergue le parall�elisme inh�erent �a un probl�eme.On distingue plusieurs variantes dans le mod�ele pram selon la gestion desa�es onurrents �a la m�emoire. Si le mod�ele autorise les letures onurrentes,il est quali��e de r (pour ((onurrent read ))) et de er (pour ((exlusive read )))sinon. Si le mod�ele autorise les �eritures onurrentes, il est quali��e de w (pour((onurrent write ))) et de ew (pour ((exlusive write ))) sinon. On ne s'int�eresse eng�en�eral qu'aux mod�eles erew pram, rw pram et parfois rew pram. Ondistingue �a nouveau plusieurs as de rw pram selon le r�esultat d'une �eritureonurrentielle. Dans la rw pram lassique, tous les proesseurs �erivant surun même emplaement doivent �erire la même hose. Dans la rw pram arbi-traire, un seul proesseur arbitraire r�eussit �a �erire, alors que dans la rw pram�a priorit�e, seul le proesseur de plus grand num�ero r�eussit �a �erire.Ces di��erentes variantes ont un sens physique pour ertains prototypes demahines parall�eles tels que les �etoiles optiques (((optial stars )) en anglais) quipermettent les letures onurrentes. Cela serait aussi le as dans un r�eseau deommuniation radio par exemple. Dans un r�eseau de ommuniation, le sensphysique que l'on peut intuitivement avoir sur la question (il semble plus diÆilede lire �a plusieurs un même emplaement m�emoire plutôt que haun un empla-ement di��erent) est respet�e puisque le mod�ele le plus faile �a simuler est laerew pram ar les letures ou les �eritures onurrentes reviennent �a dupliquerles messages. La variante la plus diÆile �a simuler est �a priori la rw pram �apriorit�e pour laquelle il faudrait trier tous les messages qui arrivent �a un proes-seur selon le num�ero de l'�emetteur.D'un point de vue th�eorique, on peut simuler les di��erents mod�eles pram lesuns ave les autres [67, 69℄. Une pram �a p proesseurs peut être simul�ee par p=p0pas d'une pram �a p0 � p proesseur (ave un espae m�emoire de même taille).Un pas d'une rw pram (lassique, arbitraire, ou �a priorit�e) �a p proesseurset m emplaements de m�emoire partag�ee peut être simul�e par une erew pram�a p proesseurs et mp emplaements de m�emoire partag�ee en O(log p) pas.Le nombre maximal d'a�es �a la m�emoire partag�ee d'un proesseur lors de2. Tout algorithme parall�ele a une tradution s�equentielle direte, e n'est don pas la peined'essayer de r�esoudre en parall�ele des probl�emes non r�esolus en s�equentiel, on peut au mieuxr�eussir �a parall�eliser le meilleur algorithme s�equentiel.14



1.1 Pr�esentation du mod�ele PRAMl'ex�eution d'un algorithme sur une pram �a p proesseurs est appel�e temps d'ex�e-ution de l'algorithme et le produit pt est appel�e travail de l'algorithme 3. A haquepas, on onsid�ere que tout proesseur fait une leture ou une �eriture en m�emoire,le travail est don une borne sur le nombre total d'a�es �a la m�emoire partag�ee.Tout algorithme tournant en temps t ave p proesseurs d'une pram peut êtresimul�e par une pram �a q � p proesseurs en temps tp=q. Pour ette raison,on essaye toujours �a travail onstant d'avoir des algorithmes utilisant un nombremaximal de proesseurs, ou e qui revient au même un temps minimal. Le nombrede proesseurs n'a pas grande signi�ation puisqu'il est �xe dans une mahiner�eelle ; il sert simplement �a indiquer le travail, et on peut d'ailleurs l'omettre sil'on pr�ef�ere donner le travail �a la plae. Remarquons qu'une mahine s�equentiellepermet de simuler tout algorithme pram en temps pt. Un algorithme est ditoptimal si son travail est asymptotiquement le même que le meilleur algorithmes�equentiel r�esolvant le même probl�eme.Routines (( �el�ementaires ))Voii les outils les plus ouramment utilis�es dans le mod�ele pram.Sommes pr�e�x�eesEtant donn�e un tableau de n �el�ements a1; : : : ; an, une erew pram permet dealuler les sommes partielles a1�� � ��ai pour tout i entre 1 et n en tempsO(logn)ave un travail O(n) [64℄ (l'algorithme utilise don n= logn proesseurs). � peutêtre n'importe quelle op�eration assoiative. On parle aussi de alul pr�e�x�e.List-rankingEtant donn�ee une liste de n �el�ements a1; aS(1); : : : ; aSn�1(1) o�u S(i) d�esignele num�ero de l'�el�ement suivant le ie , une erew pram permet de aluler lessommes partielles ai � aS(i) � � � � � aSn�i(i) en temps O(logn) ave un travailO(n) [12℄. � peut être n'importe quelle op�eration assoiative, et algorithme seg�en�eralise au as o�u S donne le p�ere de haque n�ud d'un arbre enrain�e.TriEtant donn�e un tableau de n �el�ements, une erew pram permet de le trieren temps O(logn) ave un travail O(n logn). Les trois outils qui viennent d'êtrepr�esent�es ont des solutions parall�eles optimales. Comme nous trierons souventdes entiers entre 0 et nk o�u k = 1; 2 ou 3, itons enore un algorithme de tri dug�eom�etre parall�ele [42℄ qui permet de trier de tels nombres en temps O(logn)ave un travail O(n log logn) dans le mod�ele rw pram �a priorit�e.Nous allons en�n voir un dernier outil parall�ele �evolu�e, fondamental en algo-rithmique des graphes : le alul des omposantes onnexes d'un graphe. Commele probl�eme des omposantes onnexe peut être onsid�er�e omme un mod�ele ad�e-3. Le travail est souvent d�e�ni omme le nombre total d'op�erations, on simpli�era ii ensupposant qu'un proesseur fait toujours quelque hose. 15



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMquat du probl�eme de synhronisation abord�e au hapitre 3, il servira de �l ondu-teur entre les di��erents mod�eles parall�eles abord�es dans ette th�ese.Algorithme des omposantes onnexesL'algorithme [52, 69℄ qui est largement inspir�e des algorithmes d'(( union-�nd )), est pens�e dans le mod�ele rw pram arbitraire. Il onsiste �a faire grandirles arbres d'une forêts o�u les sommets d'un même arbre sont toujours dans lamême omposante onnexe. Pour haque sommet v, P�ere(v) est son p�ere dansette forêt (les raines sont leur propre p�ere). Au d�ebut de l'algorithme, P�ere(v) =v pour tout v, et �a la �n, haque arbre orrespondra �a une omposante onnexeenti�ere et sera de plus une �etoile (voir �gure 1.2), 'est-�a-dire un arbre o�u tous lessommets sont �ls de la raine. Deux sommets u et v seront don dans la mêmeomposante onnexe si et seulement si P�ere(u) = P�ere(v). Voir l'algorithme 1.1.
. . .

r

Fig. 1.2 { Une �etoile de raine r.Cette algorithme s'ex�eute en temps O(logn) sur n + m proesseurs d'unerw pram. Il existe des versions plus ompliqu�ees bas�ees sur le même prinipequi permettent d'obtenir un travail presque optimal [13℄.Arbre ouvrantSi on marque toutes les arêtes qui ont r�eussi �a aroher une �etoile �a unautre arbre �a un moment de l'algorithme, l'ensemble des arêtes d'une omposanteonnexe forment un arbre non orient�e ouvrant.Arbre ouvrant de poids maximalPour obtenir un arbre ouvrant de poids maximal dans haque omposanteonnexe, il suÆt de s'arranger pour que l'arête qui r�eussit �a aroher une �etoilesoit de poids maximal parmi les arêtes qui sortent de l'ensemble des sommets del'�etoile. Cela peut se faire en triant �a haque boule, e qui onduit �a un tempsd'ex�eution total de O(log2 n), ou bien ave un temps de O(logn) en utilisant lemod�ele plus puissant de rw pram �a priorit�e o�u la ie arête dans la liste tri�eedes arêtes est assoi�ee au proesseur de num�ero i.Arbre ouvrant enrain�eQuand on onstruit un arbre ouvrant dans haque omposante onnexe, enorientant de plus les arêtes marqu�ees du sommet u qui arohe son �etoile versle sommet v de l'�etoile sur laquelle il l'arohe et en inversant les orientations16



1.1 Pr�esentation du mod�ele PRAMAlgorithme 1.1 [52, 69℄ Composantes onnexesDonn�ees : Un graphe G = (V;E).R�esultat : Les omposantes onnexes de G.D�ebutPour tout sommet v e�etuer P�ere(v) vR�ep�eter log3=2 n fois :Etape 1 Arohage onditionnelPour tout arête uv ou vu dans E e�etuerSi u est dans une �etoile fvoir la pro�edure de alul des �etoilesget P�ere(u) < P�ere(v) Alors P�ere(P�ere(u)) P�ere(v)fLa ondition d'ordre �evite de r�eer des iruits.gEtape 2 Arohage inonditionnelPour tout arête uv ou vu dans E e�etuerSi u est enore dans une �etoile et P�ere(u) 6= P�ere(v) AlorsP�ere(P�ere(u))  P�ere(v) fLa premi�ere passe est un peu sp�e-iale, il faut remplaer la ondition par (( u n'a pas �et�e aroh�eet personne ne s'est aroh�e sur lui )). A partir de la deuxi�emepasse, les �etoiles ont toutes hauteur 1.gfLes �etoiles restantes sont for�ement aroh�ees �a des non �etoiles,auun iruit ne peut don être r�e�e. Apr�es ette �etape, tous lesarbres ont une hauteur sup�erieure �a 2.gEtape 3 ContrationfLes op�erations d'arohage n'ont pas augment�e la somme deshauteurs des �etoiles de la omposante onnexe.gPour tout sommet u e�etuer P�ere(u)  P�ere(P�ere(u)) fCetteop�eration dite de ((pointer jumping )) divise la somme des hauteursdes arbres d'une omposante onnexe par un fateur 3=2 au moins.gfLa somme des hauteurs des arbres d'une omposante onnexe �etant bor-n�ee par le nombre de sommets qu'elle ontient, haque omposante n'estonstitu�ee �a la �n de l'algorithme que d'une seule �etoile.gFinPro�edure alul des �etoilesPour tout sommet u e�etuerEtoile(u) VraiSi P�ere(P�ere(u)) 6= P�ere(u) AlorsEtoile(u) FauxEtoile(P�ere(u)) FauxEtoile(P�ere(P�ere(u))) Faux
17



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMdes arêtes de l'arbre entre u et la raine r de l'arbre ouvrant son �etoile �a haquearohage, on obtient �nalement un enrainement de l'arbre ouvrant de haqueomposante onnexe.Ce probl�eme qui semble anodin n'apparâ�t pas dans la litt�erature. Pourtant,il permet de r�esoudre une g�en�eralisation en non orient�e en quelque sorte du pro-bl�eme du list-ranking :Etant donn�e un graphe qui est un hemin, en num�eroter ons�eutive-ment ses sommets.On peut identi�er le hemin de u �a r par un list-ranking sur l'arbre. Celaonduit �a un algorithme en temps O(log2 n) ave un travail O(n logn). On peuts'arranger pour ne retourner les arêtes qu'une fois l'algorithme de omposantesonnexes termin�e. Cei permet de onserver la même omplexit�e.La raine d'un arbre est toujours la raine de l'�etoile assoi�ee. Conservonsdon pour haque sommet u d'une �etoile �a l'it�eration t le num�ero rt(u) de laraine de l'�etoile (0 � t � log3=2 n�1). Dans l'arbre ouvrant ave les orientationsobtenues sans faire les retournements, marquons les sommets non raine de l'arbreen ours qui ont aroh�e une �etoile de la omposante sur une autre. On assoie�a haque sommet une �etiquette de log3=2 n bits, nulle au d�ebut de l'algorithme.Si un sommet u arohe �a l'it�eration t une �etoile de la omposante sur elle d'unsommet v, le 2t+1e bit de son �etiquette est mis �a 1. Quand l'�etoile est aroh�ee�a une autre �a l'instant t0 > t par un sommet w, il faut savoir de quel ôt�e de u estw. Si rt(w) = rt(u) alors 'est du ôt�e du vieil arbre de u sinon 'est du ôt�e deelui sur lequel il s'est aroh�e et dans e dernier as, le 2t0e bit de l'�etiquettede u est mis �a 1. Comme un seul sommet arohe une �etoile donn�ee �a un instantdonn�e, les �etiquettes induisent un ordre total sur les sommets marqu�es.Transformons l'arbre ouvrant ave les orientations obtenues sans faire lesretournements en forêt orient�ee de la mani�ere suivante. Dupliquons les sommetsu marqu�es pour haque ar sortant de u. Le nombre d'ars de l'arbre �etant born�epar le nombre de n�uds, il n'y a pas plus de n opies de sommets au total. Siu poss�ede un ar entrant, il est raroh�e �a n'importe laquelle des opies. (Voirla �gure 1.3.) Dans haque arbre mis �a part elui qui n'a pas �et�e aroh�e (etsur lequel tous les autres se sont aroh�es), il faut retourner les ars entre lesommet d'�etiquette maximale et la raine. Pour haque n�ud des arbres, on peutaluler l'�etiquette maximale parmi elles de ses desendants ave un list-ranking,et par l�a même identi�er les ars �a retourner. On obtient ensuite l'arbre ouvrantenrain�e en identi�ant �a nouveaux les diverses opies de haque sommet marqu�e.Nous allons ommener par �etudier un probl�eme de alul de repr�esentationlassique d'un ordre �a partir d'une repr�esentation partiuli�ere. La r�esolution dee probl�eme repose sur des tehniques similaires �a elles utilis�ees dans le tri((quiksort )). Les premiers algorithmes propos�es sont simples et fournissent uneintrodution aux algorithmes pram plus ompliqu�es qui suivront. Leur pr�esenta-tion suit la desription lassique de ((quiksort )) mais nous verrons au hapitre 418



1.2 Struture de donn�ees ompate et algorithmes parall�eles pour les graphesde permutation et les ordres de dimension �x�ee
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Fig. 1.3 { (i) Orientation d'un arbre ouvrant obtenue en orientant haque arêter�eussissant �a aroher un arbre du sommet de l'�etoile aroh�ee vers le sommet del'arbre sur lequel elle est aroh�ee. (ii) Dupliation des sommets qui ont plusieursars sortants. (iii) Retournement des arêtes en diretion du sommet de l'arbre deplus grande �etiquette sauf dans l'arbre de raine  qui est elui sur lequel tous lesautres se sont aroh�es. (iv) Arbre ouvrant orient�e obtenu.qu'ils sont, au même titre que ((quiksort )), des algorithmes d'aÆnage de parti-tion.1.2 Struture de donn�ees ompate et algori-thmes parall�eles pour les graphes de per-mutation et les ordres de dimension �x�eeLes graphes de permutation sont des objets ombinatoires qui ont pro�t�e desprogr�es r�eents de l'algorithmique [3, 11, 37, 65, 76℄ qui sont li�es �a des tehniquesnouvelles de d�eomposition modulaire et d'orientation transitive (es tehniquesseront abord�ees au hapitre 4). Par d�e�nition, les graphes de permutation pos-s�edent un odage ompat de taille n. En s�equentiel, il est possible de passerdu graphe �a la permutation ave un travail O(n + m) [58℄. Le passage inversese fait ave un travail O(n2) en s�equentiel, et le probl�eme est enore ouvert enparall�ele. Nous verrons omment passer de la permutation au graphe dans le mo-d�ele rw pram ave un travail O(m+n logn). Nous en d�eduirons une nouvellestruture de donn�ees permettant de repr�esenter le graphe en O(n logn). 19



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMDe nombreux algorithmes n�eessitent une repr�esentation lassique du graphe.Pour ex�euter es algorithmes sur un graphe de permutation, il est n�eessaired'en aluler une repr�esentation de la liste des arêtes. Nous travaillerons dansle ontexte orient�e ar les r�esultats se traduisent diretement pour les graphesde permutation et il permet une g�en�eralisation. L'analogue orient�e des graphesde permutation sont les ordres de dimension 2 qui se g�en�eralisent en les ordresde dimension d. Le probl�eme de aluler eÆaement la repr�esentation lassiqued'un ordre de dimension d a �et�e pos�e dans es termes par Spinrad [75℄. Il estreli�e �a elui de r�epondre eÆaement �a des requêtes g�eom�etriques dans un espaede dimension d, mais les m�ethodes utilis�ees dans e ontexte ahent la struturede donn�ees ompate que nous mettrons en �evidene.Apr�es avoir donn�e les d�e�nitions n�eessaires, nous ommenerons par propo-ser un algorithme de alul du nombre d'ars d'un ordre de dimension 2 aveun travail O(n logn), e qui est �a un fateur log logn du meilleur algorithmes�equentiel [22, 32℄.Nous mettrons ensuite en �evidene une struture de donn�ees ompate prove-nant de l'ex�eution de et algorithme, qui repr�esente les ensembles de suesseursde haque sommet en espae O(n logn). A l'inverse de la permutation, ette re-pr�esentation permet l'utilisation de tous les algorithmes qui prennent les listesd'adjaene en entr�ee.Nous verrons ensuite omment d�eduire les listes d'adjaene de ette struturede donn�ees. Nous alulerons aussi la r�edution transitive de l'ordre de dimen-sion 2 (la permutation repr�esentant la fermeture).Finalement, nous verrons omment g�en�eraliser es r�esultats en dimension dquelonque.D�e�nitionsUne permutation � est une bijetion de f0; : : : ; n� 1g dans lui-même, ou demani�ere �equivalente un mot de n lettres ave toutes les lettres 0; : : : ; n� 1. Soit�(i) l'image de i par �, ou enore la ie lettre de �. ��1 d�esigne l'inverse de labijetion et e� le mot renvers�e.Les graphes et les ordres auront pour sommets f0; : : : ; n� 1g. La dimensiond'un ordre est le nombre minimal d d'ordres totaux sur ses sommets dont il estl'intersetion (pour l'ensemble des ars). Un ordre est toujours l'intersetion detoutes ses extensions lin�eaires.Un jeu de d extensions lin�eaires dont l'ordre estl'intersetion s'appelle un r�ealiseur (aluler un r�ealiseur est NP -omplet pourles ordres de dimension sup�erieure �a trois donn�e par une repr�esentation lassique).Un ordre de dimension 2 est donn�e par deux ordres totaux, en num�erotantses sommets selon l'un des deux, le deuxi�eme ordre total peut être donn�e par unepermutation. Un graphe orient�e G = (V;A) est un ordre de dimension 2 si etseulement si A est donn�e par une permutation � telle que ij 2 A si et seulement20



1.2 Struture de donn�ees ompatesi i < j et �(i) < �(j) ou de mani�ere �equivalente si i apparâ�t avant j dans ��1.Le graphe de permutation assoi�e �a � est le graphe de omparabilit�e de G.Calul du nombre d'arsLe nombre d'ars de l'ordre de dimension 2 est le nombre d'inversions de g��1puisqu'un ar ij ave i < j n'est pr�esent que lorsque i apparâ�t avant j dans le mot��1. Nous allons aluler e nombre en triant g��1 �a la mani�ere de ((quiksort )).A haque phase de division du tri rapide, un ompteur  est mis �a jour de sorteque la somme de  et du nombre d'inversions de la permutation en ours de trisoit invariante.Supposons sans perte de g�en�eralit�e n = 2q. Les nombres tri�es �etant 0; : : : ; n�1, il est toujours faile de trouver un bon pivot qui divise exatement en deuxles ensembles d'�el�ements onsid�er�es. L'algorithme fera don toujours un nombrelogarithmique de phases � = 0; : : : ; q � 1.D�erivons maintenant omment partager un blo de taille 2q�� de la permu-tation durant la phase � en une suite de deux blos en d�etetant ertaines de sesinversions sans en r�eer de nouvelles.Comme dans le tri rapide, les �el�ements plus grands (respetivement plus pe-tits) que le pivot sont pla�es dans le blo de droite (respetivement de gauhe).L'ordre de la permutation pr�e�edente doit être pr�eserv�e �a l'int�erieur de haqueblo. En faisant ela, nous ôtons ertaines inversions. Pour tout sommet i allantvers la gauhe, il faut don ompter le nombre de sommets allant �a droite quiapparaissaient �a sa gauhe et ajouter e nombre au ompteur . Voir la �gure 1.4.Avant la phase initiale, on pose W  g��1 et   0. Durant la phase �,les 2� blos ons�eutifs de taille 2q�� omposant W sont oup�es en deux. Parsoui de lart�e, l'algorithme est �erit pour le premier blo (pour les autres, il fautsimplement maintenir un ompteur de position ourante). Voir l'algorithme 1.2.A la �n de la phase, le ompteur  est mis �a jour en lui ajoutant tous les �(v)grâe �a une somme pr�e�x�ee.A la �n de l'algorithme, W est tri�ee et n'a don plus d'inversions, et  estalors le nombre d'inversions de g��1 et nous avons alul�e le nombre m = d'ars de l'ordre de dimension 2 assoi�e �a la permutation �. A la ligne 1, lepivot peut se aluler �a partir du ompteur de position ourante qui se d�eduitfailement de la repr�esentation binaire de x (voir le paragraphe qui suit sur larepr�esentation ompate). Chaque phase est onstitu�ee essentiellement de deuxsommes pr�e�x�ees, e qui requiert un temps logn ave n= logn proesseurs. On end�eduit le r�esultat suivant.Th�eor�eme 1 L'algorithme 1.2 permet de aluler le nombre d'ars d'un ordrede dimension 2 donn�e par sa permutation en temps O(log2 n) ave un travailO(n logn) dans le mod�ele erew pram. 21



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMAlgorithme 1.2 Phase de division pour r�egnerDonn�ees : Un blo W (0); : : : ;W (2q�� � 1) d'une permutation.R�esultat : Le nombre �(W (x)) de nouvelles inversions d�etet�ees pour haquesommet W (x) o�u x 2 f0; : : : ; 2q�� � 1g.Etape 1 Comparaisons.1 Comparer haque sommet au pivot p = 2q���1.Si W (x) < p Alors B(x) 0 Sinon B(x) 1Etape 2 Inversions.Caluler les sommes pr�e�x�ees Pxi=0B(i).Si B(x) = 0 Alorsnous venons de d�eteter �(W (x))  Pxi=0B(i) inversions relatives �aW (x)Sinon poser �(W (x)) 0Etape 3 Diviser (( �a la quiksort )).Si B(x) = 0 AlorsPlaer W (x) en position x�Pxi=0B(i).SinonPlaer W (x) en position 2q���1 +Pxi=0B(i).� = 2 4 7 0 5 6 1 3��1 = 3 6 0 7 1 4 5 2g��1 = 2 5 4 1 7 0 6 3  = 0� = 1 2 1 0 3 5 4 7 6  = 0 + 0 + 2+ 3 + 4 = 9� = 2 1 0 2 3 5 4 7 6  = 9 + 1+ 1 + 0 + 0 = 11� = 3 0 1 2 3 4 5 6 7  = 11 + 1 + 0 + 1 + 1 = 14m =  = 14Fig. 1.4 { Une permutation et les di��erentes phases de l'algorithme. On a parexemple trouv�e 3 inversions orrespondant au sommet 0 �a la phase 1 ar 5, 4 et7 apparâ�ssaient �a sa gauhe �a la phase pr�e�edente.La omplexit�e obtenue n'est pas tr�es �eloign�ee de elle du meilleur algorithmeonnu en s�equentiel qui prend un temps O � n log nlog logn� [22, 32℄.Une repr�esentation ompate des listes d'adjaeneEn fait, l'algorithme pr�e�edent alule impliitement une repr�esentation par-tiuli�ere des adjaenes de l'ordre de dimension 2 que nous allons maintenantexpliiter. Gardons pour ela des opies W� et �� des veteurs obtenus �a haque22



1.2 Struture de donn�ees ompatephase (voir la �gure 1.5). (W� est une opie de W avant la phase �.)Consid�erons l'algorithme sur l'ordre de dimension 2. Le nombre ��(v) denouvelles inversions relatives �a v orrespondent �a ��(v) suesseurs de v. Si v vadans un blo de droite, auun de ses suesseurs n'est d�etet�e durant la phase.Dans le as ontraire, v est plus petit que le pivot, alors que les sommets allant�a droite sont plus grands. Ceux qui apparaissaient de plus �a sa gauhe font parons�equent partie de ses suesseurs. Ce sont exatement les ��(v) premiers�el�ements du blo de droite et ils forment un intervalle I�(v) = [g�(v); d�(v)℄ deW�. Remarquons que les autres suesseurs de v vont dans le blo de gauhe avev et seront d�etet�es plus tard.
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0 1 2 3 4 5 6 7W0 2 5 4 1 7 0 6 3W1 2 1 0 3 �℄25 4℄1 7℄0 6℄3W2 1 0 �2℄1℄0 3 5 4�℄5℄47 6W3 0 �1℄0 2 �℄23 4 �5℄4 6 �7℄6Degr�e1 Degr�e2 Degr�e3 I1 I2 I30 3 1 1 [4; 6℄ [2; 2℄ [1; 1℄1 2 1 0 [4; 5℄ [2; 2℄ ;2 0 0 0 ; ; ;3 4 0 0 [4; 7℄ ; ;4 0 0 1 ; ; [5; 5℄5 0 0 0 ; ; ;6 0 0 1 ; ; [7; 7℄7 0 0 0 ; ; ;Fig. 1.5 { L'ordre de dimension 2 de la �gure 1.5 et les intervalles de sa repr�e-sentation ompate.I�(v) peut être alul�e durant l'�etape � omme suit. g�(v) est le ompteur deposition ourante alul�e pour le blo de droite �a l'�etape � + 1 et on a d�(v) =g�(v)+��(v). Soit x l'index de v = W (x) et x = b1 � � � bq sa repr�esentation binaire(b1 est le bit de poids fort). On a alors g�(x) = b1 : : : b�10 : : : 0| {z }q .Nous pouvons formaliser e onept de repr�esentation par des intervallesd'ordres totaux sur V �a l'aide de la d�e�nition suivante.D�e�nition 2 Soit G = (V;A) un graphe orient�e, et pour un entier k �x�e, soientW1; : : : ;Wk des tableaux repr�esentant des sous-ensembles de V totalement ordon-n�es. Pour haque sommet v, soient I1(v); : : : ; Ik(v) des intervalles deW1; : : : ;Wkrespetivement. I�(v) = [l�(v); r�(v)℄ est l'ensemble des �el�ements de W� d'indieompris entre l�(v) et r�(v). 23



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMNous dirons que W1; : : : ;Wk et I1; : : : ; Ik forment une k-repr�esentation in-tervallaire ompate de G quand l'ensemble des suesseurs de haque sommetv 2 V est Ski=1 Ii(v).Un ordre total donn�e par un tableau W ontenant ses �el�ements tri�es selon etordre admet une 1-repr�esentation intervallaire ompate triviale o�u W1 = W etI1(W (x)) = [x+ 1; n� 1℄ pour tout sommet W (x). Tout graphe de n sommets aune n-repr�esentation intervallaire ompate triviale (isomorphe �a l'ensemble deslistes d'adjaene du graphe) o�u Wv est la liste des suesseurs de v et Iv(v) =[1; jWvj℄ et I�(v) = ; si � 6= v.Nous avons vu omment aluler en temps O(log2 n) ave un travailO(n logn)une logn-repr�esentation intervallaire ompate (voir la �gure 1.5).Dans le as des tableaux alul�es par l'algorithme 1.2, haque W� et les in-tervalles assoi�es repr�esentent en fait e qui s'appelle un ordre de ontigu��t�e (upr�e�ede v dans et ordre si et seulement si v 2 I�(u)) arW� (en tant que permu-tation des sommets repr�esentant un ordre total) forme une extension lin�eaire deet ordre. Nous avons donn�e une repr�esentation g�en�erale pour la repr�esentationompate de sorte qu'elle pourrait permettre de repr�esenter aussi des graphesquelonques.De e point de vue, ette d�e�nition est �a rapproher de travaux de ChristianCapelle [8℄ qui a �etudi�e omment repr�esenter un ordre quelonque omme uneunion d'ordres d'intervalles (qui admettent eux aussi une repr�esentation lin�eaireen leur nombre de sommets). Il propose un algorithme qui alule une telle repr�e-sentation pour un ordre quelonque (ette repr�esentation n�eessite O(n) ordresintervalles dans le pire as et une optimisation permettrait, semble-t-il, d'obtenirune repr�esentation en O(npn)). D'autre part, ette repr�esentation est plutôt unerepr�esentation ompate de la matrie d'adjaene (elle permet de tester si deux�el�ements sont omparables), alors que la repr�esentation intervallaire ompatepropos�ee ii est plus prohe des listes d'adjaene des sommets :Th�eor�eme 3 Tout algorithme de traitement de graphes utilisant une repr�esen-tation sous forme de listes d'adjaene de l'entr�ee peut utiliser �a la plae unek-repr�esentation intervallaire ompate. m devient alors kn + m dans la om-plexit�e de l'algorithme.Une k-repr�esentation intervallaire ompate repr�esente la liste d'adjaene dehaque sommet par k intervalles, l'inspetion de la liste d'adjaene d'un sommetu demande don un travail O(k +Degr�e(u)) au lieu de O(Degr�e(u)).Nous verrons un peu plus loin, en g�en�eralisant aux ordres de dimension d lealul d'une repr�esentation intervallaire ompate, que la repr�esentation alu-l�ee par la g�en�eralisation de l'algorithme 1.2 fournit de plus un reouvrement del'ordre d'entr�ee par une union d'ordres d'intervalles de hauteur 1. Remarquonsque et algorithme prend en entr�ee une repr�esentation de l'ordre sous forme d'in-tersetion d'extensions lin�eaires, on ne sait pas aluler dans le as g�en�eral une24



1.2 Struture de donn�ees ompatetelle repr�esentation minimale (ave un nombre minimal d'extensions lin�eaires). Ilserait int�eressant d'�etudier de plus pr�es les relations entre es deux repr�esenta-tions d'ordres : par une union d'ordres d'intervalles et par une union d'ordres deontigu��t�e.Calul d'une repr�esentation lassique �a partir d'une repr�esentationompateNous allons maintenant voir omment aluler une repr�esentation lassique,'est-�a-dire la liste expliite des ars, �a partir d'une repr�esentation ompate. Lataille d'une repr�esentation sous forme de listes d'adjaene �etant m, e nombredoit être d'abord alul�e puisque 'est aussi le nombre de proesseurs qui serontutilis�es.Algorithme 1.3 Calul d'une repr�esentation lassiqueDonn�ees : k tableaux W1; : : : ;Wk de taille n et un tableau de taille nk d'in-tervalles I�(v) = [g�(v); d�(v)℄, pour 0 � v < n et 1 � � � k.R�esultat : Les listes d'adjaene.D�ebutCaluler le nombre m d'ars.Allouer un tableau A de taille m. fChaque �el�ement de A ontiendra unar.gCaluler l'origine de haque ar.Caluler la destination de haque ar.FinRappelons que dans les algorithmes d�etaill�es qui suivent, l'ensemble des som-mets de tout graphe est f0; : : : ; n� 1g.Algorithme 1.4 Calul du nombre d'arsD�ebutPour tout intervalle I�(v) e�etuer Degr�e�(v) longueur de I�(v)Allouer un tableau D de taille nk.Pour tout 1 � � � k et 0 � v � n�1 e�etuer D(kv+�) Degr�e�(v)1 Caluler les sommes pr�e�x�ees S�(v) :=Pkv+��1a=0 D(a).m Sk(n� 1).FinOn peut remarquer que les valeurs S�(v) alul�ees �a la ligne 1 sont �egales �aPv�1u=0Degr�e+(u) +P��1 =1Degr�e (v).Le degr�e d'un sommet �etant Sk+1(v)� S1(v), A:origine ressemble �a ei :A:origine = 0 � � � 0| {z }Degr�e+(0) 1 � � �1| {z }Degr�e+(1) � � � � � �n� 1 � � �n� 1| {z }Degr�e+(n�1) 25



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMAlgorithme 1.5 Calul des origines des arsR�esultat : Le tableau tri�e A:origine des origines des ars.D�ebutInitialiser un tableau T de taille m �a 0.Pour tout 0 � v < n e�etuer T (S1(v)) 1Caluler les sommes pr�e�x�ees A:origine(a) :=Pab=0 T (b).FinAlgorithme 1.6 Calul des destinations des arsR�esultat : Le tableau A:destination des destinations des ars.D�ebutInitialiser un tableau A:phase de taille m �a O.Pour tout 0 � v < n et 1 � � � k e�etuer A:phase(S�(v)) 1Caluler les sommes pr�e�x�ees A:phase(a) aMb=0A:phase(b).Pour tout 0 � a < m e�etuerv := A:destination(a)� := A:phase(a)A:destination(a) :=W� (g�(v) + a� S�(v))FinL'op�eration � est utilis�ee pour aluler la somme pr�e�x�ee dans haque bloorrespondant �a la liste d'adjaene d'un sommet. Ave A(a) = �A:origine(a);A:phase(a)� = (u; �) et A(b) = (v;  ), elle est d�e�nie par A(a) � A(b) = (v;  )quand u < v et A(a)�A(b) = (u; �+ ) quand u = v. Apr�es le alul des sommespr�e�x�ees, A:phase ressemble don �a :A:phase = 1 � � �1| {z }�1(0) � � �k � � �k| {z }�k(0)| {z }Degr�e+(0) 1 � � �1| {z }�1(1) � � �k � � �k| {z }�k(1)| {z }Degr�e+(1) � � � � � � 1 � � � 1| {z }�1(n�1) � � � k � � �k| {z }�k(n�1)| {z }Degr�e+(n�1)La derni�ere instrution requiert une leture onurrente. Etant donn�ee la om-plexit�e des sommes pr�e�x�ees, on obtient :Th�eor�eme 4 Soit G un graphe orient�e donn�e par une k-repr�esentation interval-laire ompate. L'algorithme 1.3 alule la repr�esentation lassique sous forme delistes d'adjaene du graphe en temps O(logn) ave un travail O(m + nk) dansle mod�ele rew pram.En ombinant e r�esultat ave l'algorithme de alul de la repr�esentationompate, on obtient :Th�eor�eme 5 La ombinaison des algorithmes 1.2 et 1.3 permet de aluler la re-pr�esentation lassique sous forme de listes d'adjaene d'un ordre de dimension 226



1.2 Struture de donn�ees ompatedonn�e par sa permutation en temps O(log2 n) ave un travail O(m+n logn) dansle mod�ele rew pram.Calul de la r�edution transitiveL'algorithme pr�e�edent alule les ars de la fermeture transitive de l'ordre dedimension 2. Nous allons voir maintenant omment aluler eux de la r�edutiontransitive (voir la �gure 1.6).
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Fig. 1.6 { La r�edution transitive de l'ordre de la �gure 1.5.Un ar ij de la fermeture transitive est un ar de la r�edution transitive si deplus il n'existe pas de k tel que i < k < j et �(i) < �(k) < �(j), ou de mani�ere�equivalente s'il n'existe pas de k tel que i < k < j apparaissant entre i et j dans��1.Soit Si la liste des suesseurs de i dans l'ordre o�u ils apparaissent dans ��1.Les ars ij de la r�edution transitive sont eux qui v�eri�ent j = Si(p) et j � Si(q)8q < p, ou enore :j 2 Si (j = Si(p)) et j = minSi(1); Si(2); : : : ; Si(p) :On peut faire e alul de minima ave une somme pr�e�x�ee si les listes d'ad-jaene sont tri�ees en aord ave ��1. Un simple test d'�egalit�e permet ensuitede d�eterminer si un ar fait partie de la r�edution transitive. En omptant le trides listes d'adjaene, on obtient :Th�eor�eme 6 On peut aluler la r�edution transitive d'un ordre de dimension 2donn�e par sa permutation en temps O(log2 n) ave un travail O((n +mt) logn)dans le mod�ele rew pram o�u mt est le nombre d'ars de la fermeture transitivede l'ordre. 27



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMRepr�esentation ompate des ordres de dimension �x�eeUn ordre P est de dimension d s'il admet un r�ealiseur qui peut être repr�esent�epar d permutations �1; : : : ; �d. i <P j pour et ordre si et seulement si �t(i) <�t(j) pour tout t entre 1 et d. Dans e qui pr�e�ede, on avait impliitement hoisil'identit�e pour �1 et � pour �2. Chaque �t induit une extension lin�eaire de l'ordrepuisque i <P j implique �t(i) < �t(j).Cette notion a des appliations en base de donn�ees. La question (( quels sontles suesseurs de i? )) pourrait être la tradution d'une requête du type (( quelssont les membres de la base de donn�ees de plus de trente ans, de sexe mâle, ayantles heveux hâtains ou noirs, et ayant publi�e au moins 100 artiles ? )) Nousreviendrons sur e probl�eme un peu plus loin.Nous allons maintenant reprendre l'algorithme propos�e pour les ordres de di-mension sous un autre angle pour pouvoir le g�en�eraliser plus failement. L'id�eeest de repr�esenter l'ordre ave une permutation de moins en rempla�ant im-pliitement l'une d'elles par l'ordre des num�eros des sommets n'est utile quedans le as des ordres de dimension 2, pour failiter la ompr�ehension, il vautmieux s'en d�ebarrasser. Consid�erons que les sommets sont maintenant des ouplesv(i) = (�1(i); �2(i)).L'id�ee de l'algorithme que nous avons propos�e est de ouper en deux l'ensembledes sommets selon la premi�ere oordonn�ee : G = f(x; y)j0 � x < n=2g et D =f(x; y)jn=2 � x < ng. Puis on r�esout r�eursivement le probl�eme sur G et sur D.La partie diÆile est de trouver les ars de G vers D. Pour ela l'id�ee de base estde ne garder que les ars uv ave u 2 G et v 2 D dans l'ordre de dimension 1(�2(0)); : : : ; (�2(n� 1)). Dans et ordre total, les suesseurs de u = �(i) sont lesv = �(j) tels que �(i) < �(j).Pour ne pas avoir �a faire un tri suppl�ementaire, l'algorithme pr�e�edent om-men�ait impliitement par trier les sommets une fois pour toutes selon la deuxi�emeoordonn�ee, 'est-�a-dire dans l'ordre :(�1(��12 (n� 1)); n� 1); : : : ; (�1(��12 (1)); 1); (�1(��12 (0)); 0):Cela permettait d'identi�er les suesseurs dans D de u 2 G omme un intervallede D. Cette tehnique permet de gagner un fateur logn en travail.L'id�ee naturelle pour g�en�eraliser e r�esultat (et 'est elle que l'on trouvedans la litt�erature [66℄) onsiste �a r�esoudre r�eursivement trois probl�emes pluspetits : deux probl�emes sur n=2 sommets en dimension d et un probl�eme surn sommets en dimension d � 1 (on manie des d-uplets). Couper l'ensemble Vdes n d-uplets en deux parties �egales G et D selon leur premi�ere oordonn�ee :G (respetivement D) est l'ensemble des sommets de premi�ere oordonn�ee pluspetite (respetivement plus grande) que le pivot. R�esoudre r�eursivement les deuxprobl�emes de dimension d et de taille n=2 sur G et sur D et le probl�eme dedimension d�1 sur les n d�1-uplets obtenus en e�a�ant la premi�ere oordonn�ee.Tout ar de l'ordre de dimension d est soit un ar de l'ordre induit sur G, soit un28



1.2 Struture de donn�ees ompatear de l'ordre induit sur D, soit un ar de G vers D dans l'ordre de dimensiond � 1 sur V o�u l'on oublie la premi�ere oordonn�ee (par d�e�nition, la premi�ereoordonn�ee d'un d-uplet de G est toujours plus petite que elle d'un d-upletde D). Cet algorithme permet de aluler une logd n repr�esentation intervallaireompate en temps O(logd+1 n) ave dn= logn proesseurs, soit un travail enO(dn logd n).Toute expliation plus d�etaill�ee de et algorithme est diÆile �a omprendre. Lastruture de donn�ees ompate introduite un peu plus tôt va nous permettre denous �eviter ette peine en nous permettant de donner un algorithme non r�eursifbas�e sur la pro�edure de partitionnement de l'algorithme 1.2.Nous allons voir omment aluler une repr�esentation intervallaire ompatede l'intersetion d'un ordre P = (V;<) donn�e par une repr�esentation intervallaireompate et un ordre total T = (V;<tot) sur V donn�e par sa 1-repr�esentationintervallaire ompate qu'est la permutation � assoi�ee.Consid�erons sous et angle l'algorithme 1.2 : on part de la 1-repr�esentationassoi�ee �a l'une des permutations et en la partitionnant logn fois, on obtient engardant des opies des tableaux interm�ediaires une logn-repr�esentation interval-laire ompate de l'intersetion des deux ordres totaux assoi�es aux deux permu-tations. Cette id�ee se g�en�eralise failement : nous allons voir omment alulerune k logn-repr�esentation intervallaire ompate de P \ T en temps O(log2 n)ave un travail de O(n logn), e qui au total nous fera enore �eonomiser unfateur logn.Algorithme 1.7 Calul d'une repr�esentation ompateDonn�ees : d permutations �1; : : : ; �d de f0; : : : ; n� 1g.R�esultat : Un ensembleW de logd�1 n tableaux et les intervalles de suesseursIf(x) = [gf(x); df(x)℄ assoi�es �a haque sommet Wf (x).D�ebutTrier f0; : : : ; n� 1g selon l'ordre �1 pour obtenir le tableau W1 (x <�1 ysi et seulement si �1(x) < �1(y)).Pour tout 0 � x < n e�etuer I1(x) [x + 1; n� 1℄Poser W = fW1g.Pour Æ = 2 �a d e�etuerPour tout Wf 2W e�etuerCaluler une repr�esentation ompate Wf;0; : : : ;Wf;log n,If;0; : : : ; If;log n de l'intersetion de l'ordre de ontigu��t�e re-pr�esent�e par Wf et If ave l'ordre total induit par �Æ en triant Wf(( �a la quiksort )) selon <�Æ (voir algorithme 1.8).Poser W SWf2WfWf;0; : : : ;Wf;logng.FinChaun des tableaux Wf , 1 � f � k, de la k-repr�esentation de P et les in-29



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMtervalles assoi�es repr�esentent un ordre Pf (de ontigu��t�e). P est l'union de esordres. La distributivit�e de l'intersetion par rapport �a l'union nous dit que P \Test l'union des Pf \T . Il suÆt don d'appliquer l'algorithme des ordres de dimen-sion 2 �a haun des tableauxWf ave une l�eg�ere modi�ation de l'algorithme 1.2,tout le reste en d�eoule failement. L'algorithme 1.7 donne la trame g�en�erale etl'algorithme 1.8 est une modi�ation de l'algorithme 1.2 qui permet de alu-ler une logn-repr�esentation intervallaire ompate assoi�ee �a l'intersetion d'unordre total ave le graphe orient�e repr�esent�e par un tableau Wf et des intervallesIf(x) (voir aussi la �gure 1.7).
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1.2 Struture de donn�ees ompateAlgorithme 1.8 Intersetion ave un ordre totalDonn�ees : Un tableau Wf et les intervalles If (x) = [g(x); d(v)℄ assoi�es re-pr�esentants un graphe orient�e. Un ordre total T induit par unepermutation �.R�esultat : Un bloWf;�(0); : : : ;Wf;�(2q���1) deWf;� et les intervalles de su-esseurs If;�(x) = [gf;�(x); df;�(x)℄ assoi�es aux sommets du blo.D�ebutPour tout 0 � x < n e�etuerI(x) If(x)Wf;0(x) Wf (x)Pour � = 0 �a logn� 1 e�etuerEtape 1 Comparaisons.Comparer haque sommet au pivot p = g�(x) de son blo.fSonblo est l'ensemble des �el�ements d'indie ompris entre g��1(x) etg��1(x) + 2q�� � 1.gSi �(Wf;�(x)) < �(p) Alors B(x)  0 Sinon B(x)  1 fChaqueblo de longueur 2q�� est oup�e en deux : si B(x) = 0, l'�el�ement�(Wf;�(x)) va dans le sous-blo de gauhe, et dans le sous-blo dedroite sinon. gEtape 2 Diviser (( �a la quiksort )).Caluler les sommes pr�e�x�ees Sf;�(x) =Px�1i=0 B(i).Si B(x) = 0 AlorsPlaer Wf;�(x) en position Gf;�(x) = x� Sf;�(x)).SinonPlaer Wf;�(x) en position Df;�(x) = 2q���1 + Sf;�(x).Plus pr�eis�ement :Pour tout 0 � x < 2q�� e�etuerSi B(x) = 0 Alors P (x) Gf;�(x) Sinon P (x) Df;�(x)Wf;�+1(P (x)) Wf;�(x)Si B(x) = 0 Alors I(x) [Gf;�(g(x)); Gf;�(d(x))℄Sinon I(x) [Df;�(g(x)); Df;�(d(x))℄Etape 3 Suesseurs identi��es.1 Si B(x) = 0 Alors If;�(x) [Df;�(g(x)); Df;�(d(x))℄Sinon If;�(x) ;Finv si et seulement si v <T u). Il suÆt pour ela de remplaer la ligne 1 par :Si B(x) = 0 Alors If;�(x) ; Sinon If;�(x) [Gf;�(g(x)); Gf;�(d(x))℄ 31



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMOn peut don aussi repr�esenter les pr�ed�eesseurs dans les mêmes tableaux avele même nombre d'intervalles : en utilisant les intervalles que l'on a pos�es �egaux�a l'ensemble vide et qui orrespondent en fait �a la d�etetion de pr�ed�eesseurs (leprobl�eme est sym�etrique). Cela est utile dans l'appliation aux bases de donn�eeso�u une requête sera plutôt du type (( Quels sont les membres de la liste de sexef�eminin, ayant entre 20 et 30 ans, ayant entre 1 et 2 enfants,... )). La logd�1 n-repr�esentation intervallaire ompate permet de r�epondre �a une telle requête entemps s�equentiel O(logd n). La question se traduit par (( Quels sont les suesseursde u qui sont aussi des pr�ed�eesseurs de v ? )) o�u u et v sont deux nouveauxsommets.Voii omment trouver les suesseurs d'un nouveau sommet u. On alule entemps O(logn) la position o�u u s'ins�ere dans la liste tri�ee selon la premi�ere oor-donn�ee. On simule l'algorithme de alul de la repr�esentation ompate en suivantle heminement de u dans les blos de tableaux orrespondants aux r�esultats desomparaisons de u ave les pivots (rappelons que les pivots se alulent �a partirde la repr�esentation binaire de u). Pour ela, il suÆt de onserver une opie destableaux Gf;� et Df;� (qui se d�eduisent des sommes pr�e�x�ees Sf;�) au momento�u on a alul�e la repr�esentation intervallaire ompate (ela n'est pas n�ees-saire on peut trouver la position dans le tableau suivant en regardant l'intervalleassoi�e �a un voisin de u et �eventuellement l'intervalle assoi�e au sommet orres-pondant �a une borne de ette intervalle). Cela n�eessite un temps O(logd�1 n)ar on alule juste les intervalles. u n'est pas ins�er�e dans la repr�esentation. Voirl'algorithme 1.9.Dans l'appliation de la base de donn�ees ou dans le ontexte g�eom�etrique depoints dans un espae de dimension d, (y1; : : : ; yd) sont des r�eels et on n'a pasd'�eriture binaire pour yÆ. Il faut remplaer b� par le r�esultat de la omparaisonde yÆ ave le pivot du blo o�u se trouve le sommet.Th�eor�eme 8 L'algorithme 1.9 permet de aluler les intervalles de suesseursd'un nouveau sommet en temps O(d logn) ave un travail O(d logd�1 n) dans lemod�ele rew pram. En s�equentiel, il s'ex�eute en temps O(logd�1 n).La repr�esentation permettant dans le as des ordres de dimension d de repr�e-senter aussi les ensembles de pr�edeesseurs, on peut aluler de mani�ere analogueles intervalles orrespondant aux pr�edeesseurs de v. Les intervalles repr�esentantles sommets �a la fois suesseurs de u et pr�edeesseurs de v sont obtenus enombinant les deux intervalles obtenus pour u et v �a haque tableau Wf;�. Si vn'est pas un suesseur de u, tous les intervalles sont vides. Sinon, haque foisque l'on divise un blo par un pivot p, soit u < p < v, soit u et v vont dans lemême sous-blo. Dans le premier as, on ombine If;�(u) et If;�(v) par union etpar intersetion dans le deuxi�eme as (on obtient bien un intervalle dans les deuxas). Finalement, on obtient des intervalles repr�esentant la r�eponse �a la requêteen temps s�equentiel O(logd�1 n). Pour obtenir la liste expliite des sommets de32



1.2 Struture de donn�ees ompateAlgorithme 1.9 Calul des intervalles d'un nouvel �el�ementDonn�ees : Un �el�ement u = (y1; : : : ; yd) et une repr�esentation intervallaireompate doonn�ee par des tableaux Wf et les sommes pr�e�x�eesassoi�ees.R�esultat : Les intervalles If(u) de suesseurs de u.D�ebuty1; : : : ; yd sont onsid�er�es omme les valeurs de u par �1; : : : ; �d.u s'ins�ere don en position y1 dans W1.Poser I1(u) [y1 + 1; n� 1℄ et EW  f1g.Pour Æ = 2 �a d e�etuerSoit b1b2 � � � bq�1 = yÆ la repr�esentation binaire de yÆ.Pour tout f 2 EW e�etuerSoient a et b les bornes de If(u) = [a; b℄.Pour � 1 �a logn e�etuerSi b� = 0 AlorsIf;�(u) [Df;�(a); Df;�(b)℄a Gf;�(a)b Gf;�(b)SinonIf;�(u) ;a Df;�(a)b Df;�(b)Poser EW  Sf2EWf(f; 1); : : : ; (f; logn)g.Finla r�eponse, ela demande un travail supl�ementaire de l'ordre du nombre de telssommets 4.Remarque. Cet algorithme est un algorithme d'aÆnage de partition (voir ha-pitre 4). En e�et, les Wf sont obtenus en aÆnant une partition de l'ensemble dessommets. Les blos sont e que l'on appellera bô�tes au hapitre 4. On ommenepar ouper Wf selon un pivot v(x) (tel que �(x) = n=2) en deux blos ou bô�tesWf \ Su<tot(x) et Wf \ Su<tot(x). Puis on oupe haque blo ave un pivotqui lui est propre.Remarquons que l'algorithme optimal s�equentiel pour les ordres de dimen-sion 2 onsiste �a prendre les pivots dans l'ordre <tot. Comme Su<tot(��1(0)) =V �fv(�(0))g, on peut faire la partition en temps onstant en isolant v(�(0)) du4. Le probl�eme est analogue �a elui de trouver les Æ suesseurs d'un sommet �a partir d'unerepr�esentation ompate, e qui se fait en ex�eutant l'algorithme 1.3 pour un seul sommet entemps O(log(logd�1 n)) ave un travail O(Æ + logd�1 n) 33



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMreste des sommets et identi�er les suesseurs de v(�(0)) en tempsDegr�e+(v(�(0))).On obtient par ons�equent un algorithme s�equentiel en O(n +m) pour alulerla repr�esentation lassique de l'ordre de dimension 2.Sous et angle, le r�esultat se g�en�eralise tr�es simplement aux ordres de dimen-sion d en partant d'une repr�esentation intervallaire ompate de l'intersetion ded�1 extensions lin�eaires pour donner un algorithme s�equentiel en O(n logd�2 n+m).En parall�ele, on est oblig�e de ouper en lasses de tailles omparables pourobtenir un temps de alul polylogarithmique et un travail non quadratique. Re-marquons en�n que tous les tableaux d'une repr�esentation intervallaire ompatesont des tableaux de num�eros de sommets (des permutations même) et non desd-uplets. Il n'y a don pas de onstante d ah�ee dans les grands O.Nous allons maintenant voir omment la repr�esentation ompate alul�eepar l'algorithme 1.7 fournit aussi une repr�esentation sous forme d'union d'ordresd'intervalles selon [8℄. Examinons en�n d'un point de vu th�eorique la forme de larepr�esentation ompate alul�ee par l'algorithme 1.7. Consid�erons tout d'abordl'ordre P induit par un tableau Wf de la repr�esentation. Les seules relationsd'ordre qu'il ontient relient un sommet d'un sous-blo de gauhe �a un sommetd'un sous-blo de droite. Un sommet d'un sous-blo de droite n'a don pas desuesseur dans et ordre qui est don biparti, 'est-�a-direde hauteur 1 (la hau-teur d'un ordre est la longueur d'un plus long hemin reliant un minimum �a unsommet). D'autre part, l'ordre total induit par la position des sommets dans Wfest une extension lin�eaire de P puisque la destination d'un ar de P apparâ�ttoujours �a droite de son origine dans Wf . Wf est don une extension lin�eaire deP telle que les suesseurs de tout sommet sont ons�eutifs dans ette extension,e qui prouve que P est un ordre de ontigu��t�e.Consid�erons maintenant l'algorithme 1.8 omme un algorithme de partition-nement (voir la �gure 1.7) o�u l'intervalle de suesseurs potentiels de haquesommet est oup�e en deux par l'aÆnage de partition e�etu�e lors d'une phasede division. Un ordre d'intervalle est arat�eris�e par la propri�et�e suivante : lesensembles de suesseurs sont totalement ordonn�es par inlusion. Si un intervalleI est inlus dans un intervalle I 0, alors I \ D � I 0 \ D o�u D est le sous-blode droite. L'ordre total de d�epart est un ordre d'intervalle : l'intervalle des su-esseurs d'un sommet ontient l'intervalle de suesseurs de tous sommet �a sadroite dans W0. Cette propri�et�e se onserve don �a l'int�erieur de haque blo,e qui permet d'aÆrmer qu'un blo d'un tableau W� et les intervalles de sues-seurs assoi�es repr�esente toujours un ordre d'intervalle (qui est de plus biparti etde ontigu��t�e). La repr�esentation ompate d'un ordre de dimension d alul�eepar l'algorithme 1.7 fournit don des ordres d'intervalles dont il est l'union. Cesordres sont en nombre O(nd�1), e qui est loin des O(n2) de [8℄ mais la taille dela repr�esentation est en O(n logd�1 n) (dans le pire as, on a d = n=2).Il serait int�eressant d'�etudier le nombre minimal d'ordres de ontigu��t�e dont34



1.3 Reonnaissane des ordres N -freel'union est un ordre donn�e. Existe-t-il des m�ethodes diretes pour trouver unetelle repr�esentation par une union d'ordre de ontigu��t�e (non n�eessairement ennombre minimal) sans passer par un r�ealisateur (e qui est diÆile �a aluler dansle as g�en�eral)?1.3 Reonnaissane des ordres N-freeLa th�eorie des ordres N -free a �et�e �etudi�ee en profondeur pour leurs nombreusespropri�et�es struturelles [40, 39, 53, 45, 44℄. Une de leurs plus aniennes et prini-pales appliations est leur utilisation dans l'analyse de projets, en partiulier avedes tehniques telles que pm et pert [25, 61℄. Ces tehniques repr�esentent unprojet par un graphe orient�e dans lequel les ars orrespondent aux ativit�es duprojet et les sommets aux �eh�eanes (l'aboutissement de toutes les ativit�es poin-tant sur le sommet). Dans le jargon de la th�eorie des ordres, ette repr�esentationd'ativit�es sous forme d'ars, appel�ee r�eseau de pert, est le diagramme d'ars((edge diagram )) d'un ordre N -free. Si l'ordre original d�erivant les ontraintesde pr�e�edenes tehnologiques du projet n'est pas N -free, des ativit�es fatiessont ajout�ees pour le rendre N -free. De nombreuses tehniques ont �et�e propos�eespour ela [78, 79, 74℄.L'autre appliation majeure des ordres N -free apparâ�t dans les reherhessur le nombre de sauts. Ce param�etre lassique qui peut être alul�e par unalgorithme simple dans le as des ordres N -free [70℄ intervient dans plusieurspropri�et�es struturelles des ordres N -free. Dans le as g�en�eral, le alul de enombre est NP -diÆile.Les algorithmes s�equentiels de reonnaissane des ordres N -free les plus ra-pides supposent que la r�edution transitive de l'ordre est donn�ee et onstruisentun diagramme d'ars si l'ordre est N -free. Ils s'ex�eutent en temps O(n + m)o�u m est le nombre d'ars de la r�edution transitive de l'ordre. Le premier algo-rithme de e type est impliitement ontenu dans l'algorithme de reonnaissanedes ordres s�erie-parall�eles de [83℄ (les ordres N -free peuvent être vus omme uneg�en�eralisation des ordres s�erie-parall�eles). Le premier algorithme (( expliite )) li-n�eaire de reonnaissane des ordres N -free est apparu dans [77℄. Un autre r�esultatimportant a �et�e apport�e par Ma et Spinrad [55℄ qui ont donn�e un algorithmene faisant auune hypoth�ese sur la forme de l'ordre en entr�ee. Leur algorithmed�etermine si la fermeture transitive d'un graphe orient�e sans iruit est un ordreN -free en temps O(n+mt) o�u mt est le nombre d'ars de la fermeture transitivede l'entr�ee.Nous allons maintenant voir des algorithmes parall�eles de reonnaissane desordres N -free dans di��erents mod�eles pram, puis des algorithmes de onstrutiond'un diagramme d'ars en seront d�eriv�es. Les algorithmes erew s'ex�eutent entemps O(logn) ave n +m proesseurs et les algorithmes rw s'ex�eutent entemps onstant ave n2 proesseurs. 35



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMCommen�ons tout d'abord par introduire les d�e�nitions et les propri�et�es stru-turelles qui nous seront n�eessaires.D�e�nition et propri�et�es des ordres N-freeUn ordre est dit N-free si son diagramme de Hasse ('est-�a-dire sa r�edutiontransitive) ne ontient pas la struture interdite (( N )) de la �gure 1.8 (a).
u

v

(b)(a)Fig. 1.8 { (a) La sous-struture interdite pour les ordres N-free. (b) Un exempled'ordre N-free repr�esent�e par son diagramme de Hasse.Les ordres N -free peuvent aussi être d�e�nis �a partir d'une onstrution simplepartant d'un graphe orient�e sans iruit quelonque. Tout graphe orient�e sansiruitD = (V;A) induit un ordre P = (A; <) sur ses ars de la mani�ere suivante :a < b si et seulement si il existe un hemin orient�e de la destination de a �a l'originede b dans D. b ouvre a si et seulement si la destination de a est l'origine de b.Le graphe orient�e sans iruit d'ensemble de sommets A induit par la relation deouverture de P est souvent appel�e en anglais line-graph de D. Un tel ordre Pest dit ar-induit ((edge-indued )) et D est un diagramme d'ars ((edge diagram ))de P .Le th�eor�eme suivant [62℄ donne les propri�et�es struturelles fondamentales desordres N -free n�eessaires �a la reonnaissane en s�equentiel.Th�eor�eme 9 ([62℄) Etant donn�e un ordre P = (V;<), les propositions suivantessont �equivalentes :(1.1) P est N-free.(1.2) Pour tout u; v 2 V , ImSu(u) = ImSu(v) ou ImSu(u) \ ImSu(v) =;.(1.3) P est ar-induit.36



1.3 Reonnaissane des ordres N -freeL'algorithme s�equentiel de reonnaissane [77℄ v�eri�e la propri�et�e (1.2) entraitant inr�ementalement haque sommet et l'ensemble de ses suesseurs im-m�ediats.Une approhe �equivalente a �et�e d�evelopp�ee dans [83℄ et [27℄. Nous verronsqu'elle est plus appropri�ee �a l'algorithmique parall�ele. Elle repose sur la d�e�nitiondes graphes orient�es sans iruit ompos�es de bipartis omplets (graphes orient�essans iruit b en abr�eg�e, voir la �gure 1.9) qui sont les graphes orient�es sansiruit D = (V;A) admettant une partition B1; : : : ;Bk de leur ensemble d'arsA telle que :(2.1) Chaque Bi induit un sous-graphe de D biparti et omplet (voir la �-gure 1.9), Bi �etant appel�ee une omposante bipartie de D.(2.2) Pour tout sommet v autre qu'un puits, tous les ars sortants de v appar-tiennent �a la même omposante bipartie.(2.3) Pour tout sommet v autre qu'une soure, tous les ars entrants dans vappartiennent �a la même omposante bipartie.
S

T

(a) (b)Fig. 1.9 { (a) Un graphe biparti omplet d'ensemble de soures S et d'ensemblede puits T . (b) Les omposantes biparties de la r�edution transitive de l'ordreN-free de la �gure 1.8.Les assertions (2.2) et (2.3) sont simplement une ondition de maximalit�e desomposantes biparties. Grâe �a ette d�e�nition, un autre th�eor�eme de arat�eri-sation est donn�e :Th�eor�eme 10 (Valdes, Tarjan, Lawler [83℄) Un graphe orient�e sans iruitest b si et seulement s'il est la r�edution transitive d'un ordre N-free.Notons respetivement Si et Ti l'ensemble des soures et l'ensemble des puitsde la omposante bipartie Bi. Alors on a pour tout v 2 Ti, ImPred(v) = Si et37



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMpour tout u 2 Si, ImSu(u) = Ti, d'o�u la remarque suivante :fSi; 1 � i � kg = fImPred(v); v 2 V get fTi; 1 � i � kg = fImSu(u); u 2 V g:Chaque Si (respetivement Ti) sera appel�e ensemble soure de omposante (res-petivement ensemble puits de omposante) dont la omposante bipartie est Bi.Algorithmes parall�eles de reonnaissaneNous pouvons maintenant exhiber deux algorithmes parall�eles de reonnais-sane ; ils sont tous les deux bas�es sur le th�eor�eme 10 et ils alulent les ompo-santes biparties sous l'hypoth�ese que l'entr�ee est donn�ee sous forme transitivementr�eduite. Ils sont deux r�ealisations di��erentes de l'algorithme g�en�eral suivant 1.10qui est ind�ependant de la struture de donn�ees.Algorithme 1.10 Reonnaissane des ordres N -freeDonn�ees : Un graphe orient�e sans iruit D = (V;A) transitivement r�eduit.R�esultat : Vrai si la fermeture transitive de D est un ordre N -free, Faux sinon.Etape 1 Caluler les omposantes biparties en supposant que D est la r�edu-tion transitive d'un ordre N-free omme suit.S�eletionner un sommet ui dans haque ensemble soure de omposanteSi en utilisant fSi; 1 � i � kg = fImPred(v); v 2 V g.Pour tout sommet ui s�eletionn�e e�etuerIdenti�er Ti = ImSu(ui).Identi�er Bi omme l'ensemble des ars dont la destination appartient�a Ti.Etape 2 V�eri�er que e sont bien des omposantes biparties.V�eri�er si les trois onditions (2.2), (2.3) et (2.1) des graphes orient�es sansiruit b sont valides. Si 'est le as, D est la r�edution transitive d'unordre N -free ; sinon, retourner Faux.Remarquons que les omposantes alul�ees �a l'�etape 1 forment dans tous lesas une partition de l'ensemble des ars. De plus es omposantes induisent dessous-graphes bipartis deD arD est transitivement r�eduit. Si e n'�etait pas le as,une omposante Bi ontiendrait deux ars de la forme uv et vw. Par onstrution,elle ontiendrait aussi les ars uiv et uiw, e dernier se trouvant être alors un arde transitivit�e, e qui est interdit. Pour la v�eri�ation de la ondition (2.1) �al'�etape 2, il suÆt don de v�eri�er que es sous-graphes sont omplets.Remarquons aussi que tous les ars entrant dans un sommet v 2 Ti serontdans la même omposante par onstrution. La ondition (2.3) est don toujoursvalide et n'a pas besoin d'être test�ee. D'un autre ôt�e, quand on v�eri�e ave su�es38



1.3 Reonnaissane des ordres N -freeque tous les ars sortant d'un sommet u appartiennent �a la même omposantebipartie (ondition (2.2)), on sait alors que u 2 Si. Les ensembles soures deomposantes sont don alul�es du même oup.Pr�eisons en�n omment seront mani�es les sous-ensembles disjoints. Les om-posantes biparties sont des sous-ensembles disjoints de A. Chaque Bi sera nu-m�erot�e ui. Les omposantes biparties seront repr�esent�ees par un tableau B telqu'un ar a est dans Bi si et seulement si B[a℄ = ui. Les Si (respetivementles Ti) sont des sous-ensembles disjoints de V . Chaque Si (respetivement Ti)aura même num�ero que Bi. Les Si (respetivement les Ti) seront repr�esent�es demani�ere similaire par un tableau S (respetivement T ).Th�eor�eme 11 L'algorithme 1.10 d�etermine si un graphe orient�e sans iruit Dr�eduit transitivement a pour fermeture transitive un ordre N-free.La preuve d�eoule du th�eor�eme 10. Si l'entr�ee D est la r�edution d'un ordreN -free ('est-�a-dire un graphe orient�e sans iruit b), alors l'algorithme alulee�etivement ses omposantes biparties �a l'�etape 1 et les trois tests seront r�eussis�a l'�etape 2.Quelle que soit la partition alul�ee �a l'�etape 1, si les trois tests r�eussissent �al'�etape 2, D est un graphe orient�e sans iruit b. Si D n'est pas la r�edutiontransitive d'un ordre N -free, alors l'algorithme n'a pas pu aluler des ompo-santes biparties �a l'�etape 1 et l'un des tests de l'�etape 2 �ehouera.Nous pouvons maintenant proposer un algorithme erew.Un algorithme en leture et �eriture exlusivesDans les algorithmes qui suivent, on identi�e les sommets et leur num�ero, plusformellement, on suppose que V = f1; : : : ; ng. Le premier algorithme de reon-naissane utilise un tableau d'ars A omme struture de donn�ees. Les ars sontexpliitement stok�es sous forme de ouples de sommets dans A. Cet algorithmeest bas�e sur des tris du tableau des ars dans l'ordre lexiographique ou dansl'ordre anti-lexiographique en utilisant l'ordre total sur les sommets donn�es parleur num�ero 1 < 2 < � � � < n (voir la �gure 1.10).Dans ette r�ealisation de l'algorithme 1.10, le sommet hoisi dans haqueensemble soure de omposante sera elui de plus petit num�ero. L'id�ee est des�eletionner es �el�ements u1; : : : ; uk sans avoir alul�e les ensembles soures deomposantes S1; : : : ; Sk qui les ontiennent respetivement. Pour ela, il suÆt detrier anti-lexiographiquement le tableau d'ars. Consid�erons les ars d'un bloayant même destination v. En ne gardant que leurs origines, on obtient la listetri�ee des �el�ements de ImPred(v). Le premier �el�ement sera �evidemment le mêmepour tout w tel que ImPred(w) = ImPred(v). Dans l'exemple de la �gure 1.10,les sommets 6, 1, 2 et 4 seront s�eletionn�es. Grâe �a e tri, il est ensuite failed'identi�er le Ti et le Bi orrespondants et de leur donner le num�ero ui. 39



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAM
(a)
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(b) (1,3) (1,6) (2,7) (3,7) (4,8) (4,9) (5,7) (6,2) (6,5) (8,3) (8,6) (9,2) (9,5)() (6,2) (9,2) (1,3) (8,3) (6,5) (9,5) (1,6) (8,6) (2,7) (3,7) (5,7) (4,8) (4,9)Fig. 1.10 { (a) L'ordre N-free de la �gure 1.8 ave les sommets num�erot�es (arbi-trairement). (b) La repr�esentation de sa r�edution transitive sous forme de tableaud'ars tri�e lexiographiquement. Les blos de ouples ayant même origine sont en-tour�es. () Le tableau d'ars tri�e anti-lexiographiquement. Les blos de ouplesayant même destination sont entour�es.Nous v�eri�erons que haque omposante Bi alul�ee �a l'�etape 1 est ompl�eteen nous assurant que toutes ses soures ont même degr�e sortant. Cei suÆt arDegr�e+(ui) = jTij par onstrution. Les degr�es sortants peuvent être failementobtenus en temps O(logn) ave n+m proesseurs en e�etuant par exemple untri lexiographique et un alul pr�e�x�e.Voir l'algorithme 1.11.Th�eor�eme 12 L'algorithme 1.11 d�etermine si un graphe orient�e sans iruittransitivement r�eduit est N-free. Il fontionne dans le mod�ele erew pram entemps O(logn) ave n +m proesseurs.L'algorithme 1.11 est lairement �equivalent �a l'algorithme 1.10. La letureonurrente �a la ligne 1 peut être r�ealis�ee ave un alul pr�e�x�e en temps O(logn)ave m proesseurs. Les tris et les onjontions prennent un temps O(logn) aven+m proesseurs. Cei prouve le r�esultat.40



1.3 Reonnaissane des ordres N -freeAlgorithme 1.11 Reonnaissane des ordres N -free en erewDonn�ees : Un graphe orient�e sans iruit D = (V;A) transitivement r�eduit detableau d'ars A.R�esultat : Vrai si la fermeture transitive de D est un ordre N -free, Faux sinon.Etape 1Trier A dans l'ordre anti-lexiographique.Pour tout 1 � j � m e�etuerSoit uv l'ar en position A[j℄.Si uv est le premier ar de son blo ('est-�a-dire si la destination del'ar en position A[j � 1℄ est di��erente de v) alors poser T [v℄ u.1 Assigner �a l'ar uv le num�ero de omposante bipartie B[j℄ T [v℄.Etape 2V�eri�ation de la ondition (2.2) : tous les ars sortant d'un sommet sont-ils dans la même omposante bipartie?Trier A lexiographiquement.Pour tout 2 � j � m e�etuerSoient uv et xy les ars en position respetive A[j � 1℄ et A[j℄.Si u = x AlorsValeurRetour[j℄ (B[j � 1℄ = B[j℄)SinonValeurRetour[j℄ VraiS[y℄ B[j℄Soit uv l'ar en position A[1℄, poser S[u℄ B[1℄.Si Vmj=2ValeurRetour[j℄ = Faux, retourner le r�esultat Faux.V�eri�ation de la ondition (2.1) : les omposantes biparties sont-ellesompl�etes?Ranger les ouples S[u℄;Degr�e+(u) (1 � u � n) dans l'ordre lexiogra-phique.V�eri�er de la même fa�on que pr�e�edemment qu'�a l'int�erieur de haqueblo, tous les ouples ont même deuxi�eme omposante.Si les deux tests ont r�eussi, retourner le r�esultat Vrai.Un algorithme en temps onstantNous allons maintenant voir un algorithme en temps onstant. Cela est pos-sible dans le mod�ele rw pram en utilisant la puissane des �eritures onur-rentes arbitraires �a la plae des tris pour aluler des partitions. Nous v�eri�eronsque les omposantes biparties sont ompl�etes grâe au graphe ompl�ementaire entestant si auun ar ne manque �a la omposante. L'utilisation du ompl�ementaireimpose un travail en O(n2). L'algorithme 1.12 est bas�e sur une repr�esentation de41



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMl'entr�ee sous la forme d'une matrie d'adjaene M : M [u; v℄ = Vrai si et seule-ment si l'ar uv est dans A. Il est don faile de aluler le ompl�ementaire entemps onstant ave n2 proesseurs.Pour r�ealiser l'�etape 1, les omposantes biparties seront alul�ees en deuxphases. Consid�erons un ensemble soure de omposante Si. Pour tout v 2 V telque ImPred(v) = Si, il faut isoler le même sommet ui. On ommene par s�ele-tionner arbitrairement un U [v℄ 2 ImPred(v) pour haun des es v, e qui donneplusieurs sommets marqu�es dans Si ; on ne garde que ui, elui de num�ero minimal.Ti est alors donn�e par ImSu(ui) et Bi est l'ensemble des ars entrant dans Ti. La�gure 1.11 illustre ette pro�edure sur un exemple. Voir aussi l'algorithme 1.12.
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Fig. 1.11 { S�eletion d'une soure dans haque omposante bipartie. (a) Uneomposante bipartie dont les sommets sont num�erot�es. (b) Une �eriture onur-rente (arbitraire) a donn�e U [5℄ = 2 et U [6℄ = U [7℄ = 3. 2 et 3 sont don marqu�es.L'existene de l'ar 3; 5 prouve que 3 et 2 = U [5℄ sont dans le même ensemblesoure de omposante ImPred(5) = ImPred(6) = ImPred(7). Comme 2 < 3, lamarque de 3 est e�a�ee et 2 reste la seule soure marqu�ee de la omposante.Th�eor�eme 13 L'algorithme 1.12 d�etermine si un graphe orient�e sans iruittransitivement r�eduit est N-free. Il fontionne dans le mod�ele rw pram entemps onstant ave n2 proesseurs.Preuve. Les bornes en temps et en nombre de proesseurs sont laires. La preuvede l'exatitude de l'algorithme est moins �evidente.La v�eri�ation de la ondition (2.2) se fait en v�eri�ant que l'�eriture onur-rente arbitraire S[u℄ B[u; v℄ �etait en fait une �eriture onurrente de la mêmevaleur. Remarquons qu'une fois e test v�eri��e, deux sommets u et v sont dans lemême ensemble soure de omposante si et seulement si S[u℄ = S[v℄. On v�eri�eensuite que haque omposante bipartie Bi est bien onstitu�ee de tous les arsde Si vers Ti ('est-�a-dire la ondition (2.1)) en s'assurant qu'auun ar uv aveu 2 Si et v 2 Ti ne manque dans le graphe orient�e sans iruit.42



1.3 Reonnaissane des ordres N -freeAlgorithme 1.12 Reonnaissane des ordres N -free en rwDonn�ees : Un graphe orient�e sans iruit D = (V;A) transitivement r�eduit dematrie d'adjaene M .R�esultat : Vrai si la fermeture transitive de D est un ordre N -free, Faux sinon.Etape 1Pour tout 1 � u; v � n tels que M [u; v℄ = Vrai e�etuerU [v℄ u f�eriture onurrente arbitrairegPour tout 1 � u � n e�etuer Marqu�e[u℄ FauxPour tout 1 � v � n e�etuer Marqu�e[U [v℄℄ VraiPour tout 1 � u; v � n tels que M [u; v℄ = Vrai et u > U [v℄ e�etuerMarqu�e[u℄ Faux f�eriture onurrente de la même valeurgPour tout 1 � u; v � n tels que M [u; v℄ = Vrai e�etuerSi Marqu�e[u℄ = Vrai Alors T [v℄ uB[u; v℄ T [v℄Etape 2R�esultat VraiV�eri�ation de la ondition (2.2) : tous les ars sortant d'un sommet sont-ils dans la même omposante bipartie?Pour tout 1 � u; v � n tels que M [u; v℄ = Vrai e�etuerS[u℄ B[u; v℄ f�eriture onurrente arbitrairegSi S[u℄ 6= B[u; v℄ AlorsR�esultat Faux fv�eri�er que 'est en fait la même valeur quivient d'être �erite onurreniellementgV�eri�ation de la ondition (2.1) : les omposantes biparties sont-ellesompl�etes?Pour tout 1 � u; v � n tels que M [u; v℄ = Faux e�etuerSi S[u℄ et T [v℄ sont d�e�nis et S[u℄ = T [v℄ Alors R�esultat FauxRetourner R�esultat.Il reste �a prouver que la r�ealisation de l'�etape 1 est �d�ele �a l'algorithme 1.10.Nous supposons pour ela que l'entr�ee est b, si e n'est pas le as, e qui estalul�e n'a pas d'importane.Consid�erons une omposante bipartie Bi onstitu�ee de tous les ars de Sivers Ti. Pour tout v 2 Ti, U [v℄ est un sommet arbitraire dans Si = ImPred(v).Les sommets de la forme U [v℄ sont marqu�es, soit ui le sommet marqu�e de Si denum�ero minimal et vi un sommet tel que U [vi℄ = ui. Si u est un autre sommetmarqu�e dans Si, l'ar uvi e�aera sa marque. Les ars sortant de ui �etant internes�a la omposante bipartie, sa marque ne sera pas e�a�ee. Le reste de l'�etape 1 estlairement �d�ele �a l'algorithme 1.10. 243



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMConstrution d'un diagramme d'arsEn �etudiant les propri�et�es des omposantes biparties, nous allons voir om-ment on peut failement modi�er les algorithmes de reonnaissane pour qu'ilsonstruisent un diagramme d'ars induisant un ordre N -free donn�e.Consid�erons la r�edution transitive D = (V;A) d'un ordre N -free P . D estun graphe orient�e sans iruit b et notons enore B1; : : : ;Bk ses omposantesbiparties, Si l'ensemble des soures de Bi et Ti l'ensemble des puits de Bi.Notons T0 l'ensemble des soures de D et S1 l'ensemble de ses puits. Aussi,T0; T1; : : : ; Tk et S1; : : : ; Sk; S1 sont deux partitions de V . Nous introduisons deplus deux omposantes biparties (( virtuelles )) B0 et B1 en posant formellementque l'ensemble puits de B0 est TO et que l'ensemble soure de B1 est S1.Consid�erons maintenant le graphe orient�e sans iruit A = (fB0;B1; : : : ;Bk;B1g; eV ) d�e�ni omme suit (voir aussi la �gure 1.12). Chaque sommet v 2 V estassoi�e �a un ar ev 2 eV de A :si v 2 Ti et v 2 Sj alors ev = BiBj est un ar de Bi vers Bj.A peut avoir des ars multiples lorsqu'il y a plusieurs sommets dans Ti \ Sj (eVest un multi-ensemble).Th�eor�eme 14 ([83℄) Le graphe orient�e sans iruit A est un diagramme d'arsde P .Cei vient du fait que D est le line-graph de A puisque ses ars uv sont euxv�eri�ant u 2 Si et v 2 Ti pour un ertain i 2 f1; : : : ; kg et on peut �erireu = BhBi et v = BiBj o�u h; j 2 f0; 1; : : : ; k;1g.Remarquons que A est le seul diagramme d'ars de P qui n'a qu'une seulesoure et un seul puits.Comme les algorithmes propos�es pour la reonnaissane des ordres N -freealulent les Si et les Ti, il ne reste pas beauoup de travail �a e�etuer pourobtenir un diagramme d'ars de l'ordre. Supposons que l'on initialise au d�ebutde l'algorithme le tableau S �a 0 et le tableau T �a1. Les soures (respetivementles puits) sont les seuls sommets pour lesquels T (respetivement S) n'est pasassign�e. Par ons�equent, �a la �n de l'algorithme, le tableau T (respetivement S)repr�esentera la partition fT0; T1; : : : ; Tkg (respetivement fS1; : : : ; Sk; S1g) o�uT0 est num�erot�e 0 (et S1 est num�erot�e 1).En ajoutant la ligne suivante �a la �n des algorithmes pr�e�edents, on obtientle diagramme d'ars A de l'ordre N -free sans en hanger les omplexit�es :Pour tout 1 � u � n e�etuer eV [u℄ T [v℄; S[v℄.Th�eor�eme 15 Les algorithmes 1.11 et 1.11 augment�es de la ligne i-dessus d�e-terminent si un ordre est N-free �etant donn�ee sa r�edution transitive et onstruisentsi 'est le as un diagramme d'ars assoi�e. Ils fontionnent respetivement entemps O(logn) ave n+m proesseurs d'une erew pram et en temps onstantave n2 proesseurs d'une rw pram.44



1.3 Reonnaissane des ordres N -free

(a) (b)Fig. 1.12 { (a) L'ordre N-free de la �gure 1.8 repr�esent�e par son diagramme deHasse o�u les omposantes biparties sont entour�ees. (b) Son unique diagrammed'ars ne poss�edant qu'une seule soure et un seul puits. Ses sommets sont lesomposantes biparties de l'ordre N-free (plus une soure et un puits). Chaque arest assoi�e �a un sommet de l'ordre N-free.La preuve d�eoule du th�eor�eme 14.Remarque. Un diagramme d'ars A est une repr�esentation sublin�eaire de larepr�esentation de l'ordre N -free P puisque sa taille est O(n). Cette repr�esenta-tion permet de r�epondre en tant onstant �a une requête du type (( u est-il unpr�ed�eesseur imm�ediat de v? )) en testant si la destination eu est l'origine de ev.La fermeture transitive de P peut-être d�eduite de la fermeture transitive deA puisque l'on peut r�epondre �a la requête (( u est-il un pr�ed�eesseur de v ? )) entestant s'il existe dans A un hemin orient�e de la destination de eu �a l'origine de ev.Cei est int�eressant puisqu'en g�en�eral A est beauoup plus petit que la r�edutiontransitive de P .En e qui onerne l'algorithme rw, l'utilisation du graphe ompl�ementairene sert qu'�a v�eri�er si les omposantes biparties sont bien ompl�etes. Si l'on sepasse du test, l'algorithme peut aluler un diagramme d'ars en temps onstantave n +m proesseurs si l'entr�ee est suppos�ee être la r�edution transitive d'unordre N -free. Si l'on fournissait une entr�ee non N -free �a et algorithme, il led�eteterait qu'elle n'est pas N -free (en v�eri�ant la ondition (2.2)) ou fourniraitune extension N -free minimale (en ompl�etant les omposantes biparties non45



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMompl�etes).Algorithmes pour des mahines distribu�eesL'algorithme 1.11 est ompos�e de tris et de aluls pr�e�x�es. Ces pro�eduresayant �et�e intensivement �etudi�es pour les di��erentes arhitetures de mahines dis-tribu�ees, on peut ais�ement en d�eduire des algorithmes distribu�es pour reonnâ�treles ordres N -free et onstruire leurs diagrammes d'ars. Voii quelques exemples.Consid�erons une arhiteture d'hyperube. Le tri de [16℄ tourne en tempsO(n logn(log logn)2)=p ave p proesseurs et le alul de sommes pr�e�x�ees de[64℄ tourne optimalement en temps O(logn). L'algorithme 1.11 peut être im-plant�e sur un hyperube �a p proesseurs et tourner alors en temps O((n +m) logn(log logn)2=p).Sur une grille pp�pp, les sommes pr�e�x�ees sont implantables optimalement(pour la grille, ela veut dire en temps O(pp)), ainsi que le tri irulaire de [56℄ou le tri bitoni de [4℄. L'algorithme 1.11 peut don être implant�e sur une grillepp�pp pour s'ex�euter optimalement en temps O(pp).Nous avons vu omment e�etuer la reonnaissane des ordres N -free en uti-lisant essentiellement des routines parall�eles �el�ementaires, e qui rend es algo-rithmes portables sur di��erentes arhitetures. Nous allons maintenant aborderun probl�eme de reonnaissane plus omplexe, elui des graphes de omparabi-lit�e.1.4 Reonnaissane des graphes de omparabi-lit�e et d�eomposition modulaireDans [37℄, Golumbi d�eveloppe une th�eorie algorithmique des graphes deomparabilit�e. Son algorithme d'orientation transitive a �et�e am�elior�e s�epar�ementpar Cournier et Habib [15℄ et par Monnel et Spinrad [57℄. Les relationsentre les graphes de omparabilit�e et la d�eomposition modulaire ont �et�e d�eou-vertes par Gallai [34℄.Nous allons reprendre ii la d�emarhe de Golumbi dans le adre de l'al-gorithmique parall�ele. Si l'algorithme de reonnaissane se parall�elise assez na-turellement, e n'est pas le as pour elui d'orientation transitive. Il faut pourela onsid�erer d'autres propri�et�es struturelles des graphes de omparabilit�e.Il se trouve que es strutures sont les multiplexes maximaux introduits parGolumbi dans un tout autre but : ompter le nombre d'orientations transitives.En approhant ette struture sous l'angle du parall�elisme nous d�eouvrirons lesrelations int�eressantes qu'elle entretient ave la d�eomposition modulaire.Avant de proposer une parall�elisation de l'algorithme de reonnaissane deGolumbi, il nous faudra rappeler les rudiments de la th�eorie de Gallai. Nous�etendrons ensuite les r�esultats de Golumbi sur les multiplexes maximaux pour46



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireen d�eduire un algorithme d'orientation transitive. Nous ferons en�n le lien avela d�eomposition modulaire, en d�eduisant au passage un algorithme parall�ele ded�eomposition modulaire. Ces trois algorithmes sont limit�es par le alul deslasses de for�age qui demande un temps O(logn) ave Æm proesseurs d'unerw pram o�u Æ est le degr�e maximal du graphe d'entr�ee.La th�eorie de GallaiUn graphe G = (V;E) est un graphe de omparabilit�e s'il existe un ordre P =(V;F) dont il est le graphe de omparabilit�e. F est alors appel�e une orientationtransitive des arêtes du graphe. Remarquons que F�1 est aussi une orientationtransitive. C'est une orientation des arêtes dans le sens o�u F \ F�1 = ; et E =F[F�1. Une orientation F des arêtes est transitive si elle v�eri�e de plus : xy; yz 2F =) xz 2 F.On dira qu'une arête touhe un sommet s'il en est l'une des extr�emit�es. SiA � E est un ensemble d'ars, VA d�esignera l'ensemble des sommets touh�es parun ar de A.La th�eorie des graphes de omparabilit�e tourne autour de e que Golumbiappelle un triangle, 'est-�a-dire trois sommets a; b;  tels que les arêtes bab; bb; basont pr�esentes dans le graphe. C'est la pr�esene de ertains triangles sp�eiaux quirendent l'orientation transitive diÆile. En revanhe, si l'une des arêtes manque,les deux autres ne peuvent pas être orient�ees n'importe omment, ela imposedes ontraintes qui se alulent failement. Supposons bab; bb 2 E et ba 62 E. Iln'est pas possible d'orienter bab par ab et bb par b ar il manquerait alors l'ar detransitivit�e a. On dit alors que ab fore diretement b (de mani�ere sym�etriqueba fore diretement b) et on note ab � b. Voir la �gure 1.13 pour un exemple.
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Fig. 1.13 { Exemples de for�ages. Le hoix arbitraire de ab omme orientation debab fore les autres orientations indiqu�ees. Dans (ii), on a ab � a � d � e �fe � ea � ba. Cei m�ene �a une ontradition puisqu'on ne peut pas orienter babave ab et ba �a la fois. Ce graphe n'est don pas un graphe de omparabilit�e.Cette relation est sym�etrique et r�eexive. Les lasses d'�equivalene de sa fer-47



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMmeture transitive �� sont appel�ees lasses d'impliation et forment une partitionde l'ensemble des ars. On dit que ab fore d quand ab ��d. De mani�ere sym�e-trique, on a alors ba ��d, de sorte que si I est une lasse d'impliation, I�1 enest une aussi. bI est appel�e lasse de ouleur. Les lasses de ouleur forment unepartition de l'ensemble des arêtes (voir la �gure 1.14).

(iii)(ii)(i)Fig. 1.14 { (i) Un graphe non orient�e G = (V;E). (ii) Le graphe (E;�). Les lignesen pointill�es repr�esentent les relations de for�age diret (une arête orrespond �adeux ars). Les lasses d'impliation de G sont les omposantes onnexes de egraphe. (iii) Les lasses de ouleur de G.Remarquons que dans un graphe de omparabilit�e, un ar ab et son inverseba ne sont jamais dans la même lasse d'impliation (voir la �gure 1.13). Demani�ere �equivalente, haque lasse d'impliation I est disjointe de son inverseI�1. L'inverse est vrai aussi omme le sp�ei�e le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 16 (Gallai [34℄) 1. Si I est une lasse d'impliation, I = I�1 ouI \ I�1 = ;.2. Si I\I�1 = ;, alors (VbI;bI) poss�ede exatement deux orientations transitives :I et I�1.3. Un graphe est de omparabilit�e si haune de ses lasses d'impliation v�eri�eI \ I�1 = ;.Le graphe de la �gure 1.14 par exemple est don un graphe de omparabilit�e.Ce th�eor�eme onduit �a un algorithme simple pour tester si un graphe estde omparabilit�e : aluler les lasses d'impliation et v�eri�er qu'auun ar n'estdans la même lasse que son inverse. Mais l'algorithme de Golumbi n'est pasune simple formulation algorithmique du th�eor�eme de Gallai. La partie diÆilede l'algorithme r�eside dans le alul d'une orientation transitive.Nous pouvons d'ores et d�ej�a donner la parall�elisation de ette partie failede l'algorithme de Golumbi et nous aborderons ensuite les probl�emes quisurgissent lors de l'orientation transitive. Cet algorithme parall�ele utilise une48



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulairerw pram ar il utilise l'algorithme des omposantes onnexes. Voir l'algo-rithme 1.13.Algorithme 1.13 Reonnaissane des graphes de omparabilit�eDonn�ees : Les ars d'un graphe sym�etrique G = (V;E) donn�es sous forme detableau des ars et sous forme de listes d'adjaene tri�ees 5.R�esultat : Vrai si G est un graphe de omparabilit�e, Faux sinon.Etape 1 Calul de la relation de for�age diret �.Pour tout ar ab et  voisin de a e�etuerTester (en temps O(log Æ)) si  fait partie de la liste tri�ee des voisinsde b.Si bb 62 E, stoker en m�emoire ab � a et ba � a.Etape 2 Calul des lasses d'impliation.Ce sont les omposantes onnexes du graphe (E;�).Etape 3 V�eri�er si G est un graphe de omparabilit�e.Pour tout ar e = ab e�etuerLire (en temps O(log Æ)) le num�ero de la lasse d'impliation de l'arinverse ba.Donner �a ab le num�ero de lasse d'impliation de ab et de ba le plusgrand omme num�ero de lasse de ouleur.Si e = ab et e�1 = ba ont même num�ero de lasse d'impliation AlorsCe  FauxSinonCe  VraiRetourner V1�e�mCe.Th�eor�eme 17 L'algorithme 1.13 d�etermine si un graphe est de omparabilit�e. Ilalule dans tous les as les lasses d'impliation et de ouleur de G. Il s'ex�eutedans le mod�ele rw pram en temps O(logn) ave Æm proesseurs.La omplexit�e de l'algorithme d�eoule de elles des pro�edures de base qu'ilutilise et son exatitude vient du th�eor�eme 16.La th�eorie de GolumbiL'orientation transitive est plus diÆile que la reonnaissane ar les lassesde ouleur ne peuvent pas être orient�ees ind�ependamment les unes des autres.Dans un graphe omplet par exemple, haque lasse de ouleur est r�eduite �a uneseule arête. En orientant les arêtes arbitrairement, on risque de r�eer un iruit.49



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAM(Remarquons ependant qu'un graphe omplet est le graphe de omparabilit�e den'importe quel ordre total sur ses sommets.)Les lasses de ouleur interagissent dans e qui s'appelle les multiplexes maxi-maux. Golumbi les a introduites pour ompter le nombre d'orientations tran-sitives.D�e�nition 18 (Golumbi [37℄) Soit G un graphe non orient�e. Un sous-grapheomplet (VS; S) sur r + 1 sommets est appel�e simplexe de rang r si les arêtes deS apparaissent dans des lasses de ouleur distintes de G. Le multiplexe g�en�er�epar un simplexe de rang r est le sous graphe (VM;M) o�u M = [C est l'union deslasses de ouleur C telles que C \ S 6= ;.Vis �a vis de l'orientation transitive, un multiplexe se omporte omme unsimplexe le g�en�erant qui s'oriente en hoisissant un ordre total sur ses sommets.Un simplexe de rang 2 est appel�e triangle triolore.Golumbi a prouv�e les propri�et�es suivantes :1. Les simplexes g�en�erant le même multiplexe sont isomorphes et ont donmême rang k. Le multiplexe qu'ils g�en�erent est dit avoir rang k aussi.2. Un multiplexe est maximal (pour l'inlusion) si et seulement s'il est g�en�er�epar un simplexe maximal.3. Deux multiplexes maximaux sont, soit disjoints, soit �egaux.4. Si I est une lasse d'impliation telle que I = I�1, alors I est elle même unmultiplexe maximal de rang 1.Th�eor�eme 19 (Golumbi [37℄) Soit G = (V;E) un graphe non orient�e aveE =M1 + � � �+Mk o�u haque Mi est un multiplexe maximal.1. Si F est une orientation transitive de G, alors F \Mi est une orientationtransitive de Mi.2. Si F1; : : : ;Fk sont des orientations transitives de M1; : : : ;Mk respetive-ment, alors F1 + � � �+ Fk est une orientation transitive de G.3. Si G est un graphe de omparabilit�e et ri d�esigne le rang de Mi, alors lenombre d'orientations transitives de G est Y1�i�k(ri + 1)!.Golumbi onlut �nalement que les multiplexes maximaux forment unepartition de l'ensemble des arêtes et sont ind�ependants vis �a vis de l'orientationtransitive. Un graphe de omparabilit�e se omporte don omme une olletionde graphes omplets disjoints.Le lemme suivant joue un rôle entral dans le th�eorie de Golumbi. Commenous l'utiliserons dans un ontexte non orient�e, en voii une version sur les arêtes.La �gure 1.15 en illustre la preuve.50



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireLemme 20 (Lemme du triangle [37℄) Soient A et B deux lasses de ouleurdistintes d'un graphe non orient�e G = (V;E) et trois sommets a; b;  tels queba 2 B et bb 2 A. Alors les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees.1. L'arête bab est pr�esente dans le graphe, soit C sa lasse de ouleur.2. Si C 6= A et b00 2 A alors a0 2 B ou ab0 2 B.3. Si C 6= A alors auune arête de A ne touhe a.4. Si b00 2 A et a00 2 B alors a0b0 2 C.
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Fig. 1.15 { Le lemme du triangle. L'existene et la ouleur des arêtes marqu�eesave une � vient des hypoth�eses suivantes : B 6= A et bb; b00 2 A, et plus pr�eis�e-ment bb � bbd � bed � b0d � b00. De C 6= A, on d�eduit l'existene de l'arête ad. Debd 62 E, on d�eduit ad 2 B. Le raisonnement est analogue pour les autres arêtesmarqu�ees.
Extension de la th�eorie de GolumbiEn s�equentiel, une modi�ation tr�es simple de l'algorithme de reonnaissanepermet de aluler une orientation transitive ave la même omplexit�e. Les lassesd'impliation sont alul�ees les unes apr�es les autres. En retirant les arêtes dela derni�ere lasse alul�ee et en reprenant l'algorithme sur le graphe restant,Golumbi obtient une (( G-d�eomposition )) o�u les lasses sont des unions delasses de ouleur du graphe originel et peuvent être orient�ees ind�ependammentles unes des autres pour obtenir une orientation transitive du graphe entier.Malheureusement, ette approhe gloutonne est intrins�equement s�equentielle.Pour r�esoudre e probl�eme en parall�ele, il faut trouver une nouvelle approhe al-gorithmique. Nous allons utiliser pour le faire une nouvelle vision des multiplexes51



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMmaximaux, et nous verrons même plus loin omment ils sont intimement li�es �a lad�eomposition modulaire.La question ruiale est (( Comment les lasses de ouleur interagissent-elles? )).Soient A et B deux lasses de ouleur distintes du graphe non orient�e G = (V;E).Nous dirons que A touhe B quand A \ B 6= ;. En appliquant le lemme dutriangle 20.4 deux fois dans haun des trois as C = B, C = A et A;B;C dis-tints, on montre qu'il existe une unique lasse de ouleur C telle que pour tous 2 VA \ VB, bb 2 A et ba 2 B, l'arête bab (qui doit alors exister dans G) est dansC. On dira don que A touhe B par C.Si A touhe B par C, alors C touhe A par B et B par A. Si C = A, alors onest dans le as o�u VB � VA et on dira que C ouvre A. Si A;B et C sont tous troisdistints, alors on est dans le as o�u VA et VB sont inomparables par inlusionet on dira que A roise B (ou que A;B;C se roisent les uns les autres). Voir la�gure 1.16.
A :B :C :D : VD

VB

VA

C
V

(i) (ii)Fig. 1.16 { (i) Le graphe de la �gure 1.14. Ses lasses de ouleur sont A;B;C;D.(ii) Les lasses de ouleur B et C ouvrent toutes les deux A. Les lasses deouleur B;C;D se roisent les unes les autres.Th�eor�eme 21 Les unions maximales de lasses de ouleur se roisant l'unel'autre sont les multiplexes maximaux.Preuve. Un multiplexe est lairement une union de lasses de ouleur se roisantl'une l'autre. D'un autre ôt�e, les propri�et�es des lasses de ouleur mises en �evi-dene par le lemme du triangle 20 impliquent qu'une union de lasses se roisantest inluse dans un multiplexe maximal (il est faile de mettre en �evidene unsimplexe l'engendrant). Le th�eor�eme est une ons�equene de es deux remarques.2Cette nouvelle d�e�nition des multiplexes maximaux fournit un moyen simplede les aluler et de d�eterminer le nombre d'orientations transitives.52



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireRemarquons qu'un multiplexe qui ontient plus d'une lasse de ouleur enontient au moins trois. Ce th�eor�eme pr�eise enore la forme de tels multiplexes.Th�eor�eme 22 Soit M un multiplexe maximal ontenant au moins trois lassesde ouleur. Les assertions suivantes sont alors v�eri��ees.1. Chaque lasse de ouleur A �M induit un sous-graphe biparti omplet dansle sens suivant. Soit B une lasse roisant A par une lasse C. Alors A estl'ensemble des arêtes joignant un sommet de VA \ VB et un sommet deVA\VC. VA\VB et VA\VC sont quali��es de supersommets de M reli�es parla superarête A. A poss�ede don deux orientations transitives : l'ensembledes ars de VA \ VB vers VA \ VC et son inverse.2. Le graphe dont les sommets sont les supersommets de M et dont les arêtessont ses superarêtes est un graphe omplet (voir la �gure 1.17). Tous lessimplexes g�en�erant M peuvent être obtenus en prenant un sommet danshaque supersommet de M.

(i) (ii)Fig. 1.17 { (i) La struture de graphe omplet d'un multiplexe maximal. Lesdisques gris repr�esentent les supersommets. (ii) Un simplexe g�en�erant (i). Il estisomorphe au graphe omplet sur les supersommets.Preuve. (1) Remarquons tout d'abord que le lemme du triangle 20 implique queVA \ VB et VA \ VC sont disjoints. Soit a; b;  un triangle triolore ave bb 2 A eta 2 VB \ VC, et soient Ba et Ca l'ensemble des arêtes de B et C respetivementtouhant a. Le lemme du triangle 20.4 nous dit que haque arête de A relie unsommet de VA \ VBa et un sommet de VA \ VCa (voir la �gure 1.15). Cela prouveque (VA;A) est biparti. On sait de plus que VA � VBa [ VCa. Aussi pour toussommets b0 2 VA \ VC et 0 2 VA \ VB, les arêtes ab0 et a0 existent et sont dansC et B respetivement. On d�eduit ensuite de la d�e�nition de roiser que b00 2 A.Cela prouve que le graphe biparti induit par A est omplet.(2) Il faut montrer qu'il existe dansM une lasse de ouleur reliant n'importequelle paire de supersommets distints X; Y deM donn�ee. Par d�e�nition, il existe53



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMune suite de lasses de ouleur de M, B1; : : : ;Bj (j � 1) telle que pour haque i,Bi roise Bi+1 o�u Bi relie les supersommets Xi et Xi+1 (X1 = X et Xj+1 = Y ).Consid�erons une telle suite de longueur minimale. Si on a j > 1, alors B1 roiseB2 par une lasse de ouleur C de M. (1) implique alors que C relie X1 et X3. Lasuite C;B3; : : : ;Bj est alors plus ourte, e qui ontredit la minimalit�e de j, ona don j = 1. Et �nalement, B1 relie X et Y . 2Les simplexes g�en�erant M sont simplement des sous-graphes isomorphes augraphe omplet sur les supersommets de M. Cette remarque peut être �etendueau multiplexe ne poss�edant qu'une seule lasse de ouleur et est au entre de lad�eomposition modulaire que nous aborderons plus loin.Conentrons nous maintenant sur la relation ouvrir. Nous savons d�ej�a d'apr�essa d�e�nition que 'est une relation d'ordre (A ouvre B si et seulement si VB �VA). Le th�eor�eme suivant �etend ette relation aux multiplexes maximaux.Th�eor�eme 23 1. Si une lasse de ouleur A ouvre une lasse de ouleur Bd'un multiplexe maximal M, alors elle ouvre toutes les lasses de M (etn'est don pas dans M). Nous dirons alors que le multiplexe N ontenantA ouvre M.2. Si deux multiplexes se touhent, 'est-�a-dire VM\VN 6= ;, alors l'un ouvrel'autre.3. Un multiplexe maximal M ouvre un multiplexe maximal N si et seulementsi VN � VM.4. La relation ouvrir sur les multiplexes maximaux est un ordre forêt, et mêmeun ordre d'arbre quand le graphe est onnexe.Preuve. (1) Si une lasse de ouleur C roise B, alors elle touhe A. CommeA ouvre B, C ne peut pas ouvrir A. Si C roise A alors on d�eduit failementdu lemme du triangle 20 que C ouvre B. C'est une ontradition, et le seul aspossible est A ouvre C. En r�ep�etant e raisonnement, on trouve que A ouvretoutes les lasses de M.(2) Si VM \VN 6= ;, alors il existe deux lasses de ouleur, une dans M et unedans N se touhant. Comme M 6= N, l'une doit ouvrir l'autre et (1) permet deonlure.(3) se d�eduit de (1) et (2).(4) Soit M un multiplexe maximal d'un graphe G = (V;E). Consid�erons l'en-semble S de tous les multiplexes maximaux ouvrant M. Comme VM � TN2S VNet VM 6= ;, tous es multiplexes maximaux se touhent les uns les autres. (2)implique don que S est totalement ordonn�e par la relation ouvrir. Cela prouveque la relation ouvrir est un ordre forêt dans le as d'un graphe G quelonque.Dans le as o�u G est onnexe, onsid�erons un multiplexe maximal pour larelation ouvrir. Soit a 2 VM et bab 2 E. M touhe le multiplexe ontenant bab etdon le ouvre puisqu'il est maximal, d'o�u b 2 VM. Comme G est onnexe, on a54



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireV � VM et M est l'unique maximum de la relation ouvrir qui est don un ordred'arbre de raine M. 2Nous en savons maintenant assez pour en d�eduire des algorithmes parall�eleseÆaes une fois le alul des lasses d'impliation e�etu�e.Algorithme d'orientation transitiveDe mani�ere surprenante, il est possible de aluler une orientation transitiveorrespondant �a l'orientation de simplexes maximaux sp�ei�ques sans alulerni es simplexes, ni les multiplexes maximaux. Les simplexes hoisis sont euxobtenus en prenant dans haque supersommet le sommet de num�ero minimal.Chaque simplexe est orient�e selon l'ordre total induit par les num�eros de sessommets. Il suÆt pour ela de aluler l'union des arêtes de es simplexes (elafait une arête par lasse de ouleur). Un exemple est illustr�e par la �gure 1.18.Voir l'algorithme 1.14.
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1Fig. 1.18 { (i) Le graphe de omparabilit�e de la �gure 1.14 ave des sommets nu-m�erot�es. (ii) L'union des simplexes maximaux impliitement hoisis. (iii) L'uniondes simplexes orient�es. (iv) L'orientation orrespondante du graphe.Th�eor�eme 24 L'algorithme 1.14 alule une orientation d'un graphe de ompa-rabilit�e dont les lasses d'impliation et de ouleur sont donn�ees. Il s'ex�eute dansle mod�ele erew pram en temps O(logm) ave m proesseurs.L'exatitude de l'algorithme d�eoule des th�eor�emes 22 et 19.2.Calul des multiplexes maximauxNous pourrions aluler les multiplexes maximaux de la même fa�on queles lasses d'impliation en utilisant le th�eor�eme 21, mais on peut obtenir unemeilleure omplexit�e en travaillant sur les simplexes grâe �a la propri�et�e suivante.55



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMAlgorithme 1.14 Orientation d'un graphe de omparabilit�eDonn�ees : Un graphe de omparabilit�e, ses lasses de ouleur et d'impliation,donn�es par la liste de ses ars et leurs num�eros de lasses.R�esultat : Une orientation transitive du graphe.Etape 1 S�eletion d'un ar dans haque lasse.Trier les ars par lasse de ouleur.Trier les ars lexiographiquement �a l'int�erieur de haque sous-blo d'arsde même ouleur.Pour tout ar ab de lasse de ouleur num�ero  et de lasse d'impliationnum�ero i e�etuerSi ab est le premier ar de ouleur  dans la liste tri�ee, alors poserI[℄ i.Etape 2 Orientation du graphe entier.Pour tout ar ab de lasse de ouleur num�ero  et de lasse d'impliationnum�ero i e�etuerSi I[℄ = i AlorsMarquer ab. fCette leture onurrente peut être e�etu�ee par logmletures exlusives.gfLes ars marqu�es forment une orientation transitive.gLemme 25 Soit G = (V;E) un graphe non orient�e. Soit (V; S) une union desimplexes maximaux de G tels qu'ils engendrent des multiplexes tous di��erents.Alors les simplexes maximaux sont les omposantes bi-onnexes de (V; S).Un sous-graphe est bi-onnexe s'il est onnexe et enore onnexe apr�es luiavoir retir�e un sommet quelonque. De mani�ere �equivalente, un sous-graphe estbi-onnexe si pour toute paire d'arêtes distintes, il existe un yle simple (quine passe qu'une fois par sommet) les ontenant toutes les deux.Remarquons que l'algorithme 1.14 alule un tel graphe (V; S) o�u tous lesmultiplexes maximaux sont repr�esent�es.Preuve. Chaque simplexe est bi-onnexe puisque 'est un graphe omplet. Sup-posons par ontradition qu'il existe une omposante bi-onnexe ontenant plu-sieurs simplexes maximaux. Deux simplexes maximaux ne peuvent pas avoir deuxsommets en ommun ar l'arête orrespondante appartiendrait �a deux multiplexesmaximaux di��erents. Il doit don exister un yle simple ave des arêtes dans dessimplexes di��erents. Comme les simplexes sont des graphes omplets, il existe unyle simple a1; : : : ; aj dont les arêtes sont toutes dans des simplexes di��erentset don dans des multiplexes maximaux di��erents. Consid�erons maintenant eyle en tant que yle de G. Comme da1a2 et da1aj sont dans des multiplexesmaximaux di��erents, les lasses de ouleur de da1a2 et de da1aj ne peuvent pas seroiser. L'arête da2aj qui existe for�ement, est de même ouleur que da1a2 ou da1aj56



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireet le yle a2; : : : ; aj a enore toutes ses arêtes dans des multiplexes maximauxdistints. En it�erant le pro�ed�e, on �nit par trouver un yle aj�2; aj�1; aj formantun triangle triolore, e qui ontredit le fait que daj�2aj�1 et daj�1aj sont dans desmultiplexes maximaux di��erents. 2L'algorithme est simple : aluler un tel (V; S) omme dans l'algorithme 1.14 ettrouver ses omposantes bi-onnexes. Les d�etails sont donn�es par l'algorithme 1.15.Algorithme 1.15 Calul des multiplexes et du nombre d'orientations tran-sitivesDonn�ees : Un graphe non orient�e quelonque et ses lasses de ouleur donn�espar la liste de ses ars et leur num�ero de lasses.R�esultat : Le num�ero du multiplexe maximal ontenant haque lasse de ou-leur.Etape 1 Calul d'une union de simplexes maximaux.Trier les ars par lasse de ouleur.Trier les ars lexiographiquement �a l'int�erieur de haque sous-blo d'arsde même ouleur.Pour tout ar ab de lasse de ouleur num�ero  e�etuerSi ab est le premier ar de ouleur  dans la liste tri�ee, alors poserE[℄ bab.Caluler les omposantes bi-onnexes du graphe (V;E).Pour tout arête bab 2 E de lasse de ouleur num�ero  e�etuerIdenti�er le num�ero de multiplexe maximal de la lasse de ouleur  �aelui de la omposante bi-onnexe de bab.Etape 2 Calul du nombre d'orientations transitives.Si le graphe n'est pas de omparabilit�e Alorsil a 0 orientation transitiveSinonTrier les arêtes de la liste E selon leur num�ero de multiplexe maximal.Caluler ave une somme pr�e�x�ee le nombre N(m) d'arêtes dans lesimplexe maximal g�en�erant haque multiplexe de num�ero m.Le nombre de sommets du simplexe g�en�erant le multiplexe de nu-m�ero m est donn�e par V (m) := 1 +p8N(m) + 12 . fOn a N(m) =V (m) (V (m)� 1) =2 puisqu'un simplexe est un graphe omplet.gCaluler ave un produit pr�e�x�e le nombre d'orientations transitivesqui estYm V (m)! d'apr�es le th�eor�eme 19.3.Les omposantes bi-onnexes d'un graphe de p sommets et q arêtes peuventêtre alul�ees [80℄ dans le mod�ele rw pram en temps O(log p) ave p + q57



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMproesseurs. On en d�eduit le r�esultat suivant.Th�eor�eme 26 L'algorithme 1.15 alule les multiplexes maximaux et le nombred'orientations transitives de n'importe quel graphe dont les lasses de ouleur sontdonn�ees. Il s'ex�eute en temps O(logn) ave n + m proesseurs dans le mod�elerw pram.L'exatitude de l'algorithme d�eoule du lemme 25.Nous allons maintenant faire le lien entre les multiplexes et la d�eompositionmodulaire e qui nous permettra de produire un algorithme de d�eomposition mo-dulaire grâe �a l'algorithme de alul des multiplexes maximaux. Cet algorithmen'�etant pas optimal (il est possible de aluler les multiplexes maximaux �a partirde la d�eomposition modulaire, e qui est un probl�eme lin�eaire en s�equentiel), l'al-gorithme de d�eomposition modulaire propos�e n'est pas non plus optimal, maisle r�esultat est important d'un point de vue th�eorique puisqu'il montre ommentaluler la d�eomposition modulaire �a partir des multiplexes maximaux.D�eomposition modulaireSoit G = (V;E); G1 = (V1;E1); : : : ; Gk = (Vk;Ek) des graphes non orient�esd'ensembles de sommets disjoints. Le graphe ompos�e G� a1G1 ; : : : ; akGk � = (V 0;E0)o�u a1; : : : ; ak sont des sommets distints de G, est le graphe obtenu en rempla�antdans G haque ai par Gi (voir la �gure 1.19). Plus formellement :V 0 = �V � fa1; : : : ; akg� [ V1 [ � � � [ Vket E0 = E1 [ � � � [ Ek [[i6=jfab a 2 Vi; b 2 Vj j aiaj 2 Eg:Les arêtes dans Si6=jfab a 2 Vi; b 2 Vj j aiaj 2 Eg sont dites arêtes internes dela omposition. La omposition est propre s'il existe i tel que 1 < jVij < jV j.Un graphe G0 = (V 0;E0) est d�eomposable si et seulement s'il peut être ob-tenu par omposition propre. Dans le as ontraire, G est dit premier. Un sous-ensemble M de V 0 est un module (ou enore est dit homog�ene) si et seulement sipour tout a 2 V 0�M , a est reli�e soit �a tous les sommets de M soit �a auun. Unmodule est propre quand 1 < jM j < jV 0j, il est dit trivial dans le as ontraire.Un graphe G0 = (V 0;E0) est d�eomposable si et seulement s'il ontient unmodule propre, on a alors G = H( aGM ) o�u GM est le sous-graphe de G induit parM et H est obtenu �a partir de G en rempla�ant M par un unique sommet.Th�eor�eme 27 (Gallai [34℄) Pour tout graphe G = (V;E), un des trois as sui-vants est v�eri��e :1. G = H� a1G1 ; : : : ; akGk �, o�u H est un graphe ind�ependant (sans arêtes). G estobtenu par omposition parall�ele.58



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaire
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Fig. 1.19 { (i) Un graphe G d'ensemble de sommets fa1; a2; a3; a4g. Un grapheG1 (respetivement G2) est repr�esent�e �a l'int�erieur de a1 (respetivement a2). (ii)Le graphe ompos�e G(a1G1 ; a2G2), Les arêtes marqu�ees ave une � sont internes.2. G = H� a1G1 ; : : : ; akGk �, o�u H est un graphe omplet. G est obtenu par om-position s�erie.3. G = H� a1G1 ; : : : ; akGk �, o�u H est un graphe premier (unique). G est obtenupar omposition de type premier.Ces trois as mutuellement exlusifs permettent de repr�esenter un graphequelonque sous forme d'un arbre T . La raine de T est V , ses feuilles sont lessommets de G et les �ls d'un n�ud interne sont les ensembles de sommets desgraphes Gi de la omposition (parall�ele, s�erie ou de type premier) du grapheassoi�e au n�ud. L'arbre est unique si H est pris le plus grand possible dansles as 1 et 2, il est alors appel�e arbre anonique de d�eomposition. Un n�udinterne de l'arbre est �etiquet�e par S (respetivement P ) si 'est un n�ud s�erie(respetivement parall�ele), et par le graphe H si 'est un n�ud premier. Voir la�gure 1.20.Un arbre de d�eomposition donne une repr�esentation de tous les modules dansle sens suivant : tout module du graphe orrespond soit �a un n�ud de l'arbre, soit�a l'union des sommets d'une partie des �ls d'un n�ud d�eg�en�er�e, 'est-�a-dire s�erieou parall�ele. Les n�uds de l'arbre anonique orrespondent aux modules forts,'est-�a-dire les modules n'intersetant stritement auun autre module (ou enoreeux qui sont toujours omparables par inlusion ave les autres modules).Multiplexes maximaux et d�eomposition modulaireNous pouvons maintenant expliquer le lien entre les multiplexes maximauxet la d�eomposition modulaire dans le th�eor�eme suivant. Le point 1 est le seulapparaissant dans [37℄. 59



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAM
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Fig. 1.20 { (i) Le graphe de la �gure 1.19. (ii) Son arbre de d�eomposition ano-nique.Th�eor�eme 28 Soit G = (V;E) un graphe non orient�e.1. (Golumbi [37℄) Pour toute lasse de ouleur A, VA est un module.2. Si M un module ontenant une arête bab (a; b 2M) de lasse de ouleur A,alors on a VA �M .3. Pour tout multiplexe maximal M, VM est un module fort.4. Si M un module fort ontenant une arête bab (a; b 2 M) de multiplexemaximal M, alors on a VM �M .Preuve. (1) se d�eduit diretement du lemme du triangle 20.2.(2) Soit  tel que ab � a. Comme M est un module ontenant a et b, ildoit aussi ontenir  qui est reli�e �a a mais pas �a b. En r�ep�etant suÆsamment epro�ed�e, on �nit par onlure VA � M .(3) Supposons qu'il existe  2 V � VM adjaent �a un sommet a 2 VM. Soitbab 2M. Comme  2 V � VM, la lasse de ouleur B ontenant ba n'est pas dansM. bb existe puisque a 6� ab. Comme B ne roise pas la lasse de ouleur Aontenant bab et VB 6� VA, B ouvre A et bb 2 B. En it�erant e pro�ed�e, on �nitpar prouver que toutes les arêtes bd existent (et sont dans B). VM est don unmodule.Prouvons maintenant que VM est un module fort. Supposons qu'il existe unmodule N intersetant stritement VM. Comme (VM;M) est onnexe, il existea 2 VM � N et b 2 N \ VM tel que bab 2 M. Comme N est un module, ba existepour tout  2 N . Soit d 2 N�VM et B la lasse de ouleur ontenantad. On vientde prouver que l'on a alors VM � VB. Mais (2) implique alors la ontraditionVM � VB � N .(4) Soit A la lasse de ouleur ontenant bab. on sait d'apr�es (2) que VA �M .Soit B une lasse de ouleur roisantA. VB est un module intersetant stritement60



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireVA. Comme M est un module fort, il doit ontenir VB. En it�erant e pro�ed�e, on�nit par onlure VM �M . 2Nous voyons maintenant que le th�eor�eme 22 est simplement un th�eor�eme ded�eomposition pour les n�uds s�eries. Nous pouvons g�en�eraliser ela omme suit(voir aussi la �gure 1.21).Th�eor�eme 29 L'arbre de d�eomposition anonique d'un graphe non orient�e G =(V;E) v�eri�e les propri�et�es suivantes.1. Tout n�ud interne non parall�ele orrespond �a un module fort de la formeVM o�u M est un multiplexe maximal. De plus, M est l'ensemble des arêtesinternes de la omposition.2. Un n�ud orrespondant �a un module M est un anêtre d'un n�ud orres-pondant �a un module N si et seulement si M ouvre N, ou de mani�ere�equivalente VN � VM.
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Fig. 1.21 { (i) Le graphe de la �gure 1.14. Ses multiplexes maximaux sont A etB [ C [D. (ii) Son arbre de d�eomposition anonique.Preuve. (1) Consid�erons la omposition G = H� a1G1 ; : : : ; akGk �. Il est lair queles lasses de ouleur des sous-graphes G1; : : : ; Gk sont les mêmes que dans G. IlsuÆt don de faire la preuve pour la raine de l'arbre.Remarquons que dans une omposition non parall�ele, l'ensemble F des arêtesinternes de la omposition induisent un sous-graphe onnexe, e qui impliqueVF = V . Consid�erons tout d'abord le as o�u la raine est un n�ud s�erie. Ond�eduit du th�eor�eme 22 et de la (( maximalit�e )) des n�uds s�eries que F est unmultiplexe maximal.Consid�erons maintenant un graphe G = H� a1G1 ; : : : ; akGk � r�esultant d'une om-position o�uH = (W;F0) est premier. Soit ab un ar interne. Si ab fore diretementun ar a, alors b est reli�e �a a mais pas �a  et a doit don être interne aussi. Cei61



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMprouve que toutes les arêtes de même ouleur que bab sont internes. Supposons parl'absurde que F ontient plusieurs lasses de ouleur. Comme F induit un sous-graphe onnexe, il doit ontenir deux lasses de ouleur A;B se touhant. On peutsupposer sans perte de g�en�eralit�e que A roise B ou A ouvre B. Dans les deuxas, le th�eor�eme 28.1 implique que VA est un module propre de G. On peut alorsfailement montrer que M = fai j Vi ontient un sommet de VA gSVA\W estun module de H. De plusM ontient au moins deux sommets puisque A ontientdes arêtes internes. M est don un module propre, e qui ontredit la primalit�ede H.(2) est �evident. 2Ce r�esultat onduit naturellement �a onevoir un algorithme de d�eompositionmodulaire.Algorithme parall�ele de d�eomposition modulaireL'algorithme suivant de d�eomposition modulaire est uniquement bas�e surle alul des multiplexes maximaux. Comme les ompositions parall�eles ne pos-s�edent pas d'arêtes internes, ils ne sont assoi�es �a auun multiplexe maximal. Onommene don par aluler le reste de l'arbre et on ins�ere ensuite les n�udspremiers que l'on alule grâe �a un algorithme de omposantes onnexes. Re-marquons qu'un graphe de n sommets a au plus n � 1 multiplexes maximauxpuisque son arbre de d�eomposition anonique a n feuilles et don au plus n� 1n�uds internes. Voir l'algorithme 1.16.Th�eor�eme 30 L'algorithme 1.16 alule l'arbre de d�eomposition anonique d'ungraphe non orient�e dont les multiplexes maximaux sont donn�es. Il s'ex�eute dansle mod�ele rw pram en temps O(logn) ave n +m proesseurs.L'exatitude de l'algorithme d�eoule des th�eor�emes 27 et 29. Sa omplexit�ed�eoule de elle du tri et du alul des omposantes onnexes. Remarquons que legraphe assoi�e �a un multiplexe M a moins de sommets que VM et moins d'arêtesque M. L'ensemble de es graphes a don bien une taille en O(n+m).R�esum�eL'algorithme 1.13 alule les lasses de ouleur et d'impliation d'un graphenon orient�e quelonque et d�etermine s'il est de omparabilit�e. L'algorithme 1.14alule une orientation transitive d'un graphe dont les lasses d'impliation sontdonn�ees. L'algorithme 1.15 alule les multiplexes maximaux d'un graphe dont leslasses de ouleur sont donn�ees. L'algorithme 1.16 alule l'arbre de d�eomposi-tion anonique d'un graphe dont le ompl�ementaire et les multiplexes maximauxdes deux graphes sont donn�es.62



1.4 Reonnaissane des graphes de omparabilit�e et d�eomposition modulaireAlgorithme 1.16 D�eomposition modulaireDonn�ees : Un graphe non orient�e G et ses multiplexes maximaux.R�esultat : L'arbre anonique de d�eomposition de G.Etape 1 Calul des n�uds non parall�eles de l'arbre.Pour tout ar ab de multiplexe maximal de num�ero m, trier lexiographi-quement les triplets (a;m; b).Trouver grâe �a un alul pr�e�x�e la liste L des ouples (a;m) apparaissantau d�ebut d'un triplet.Trier L anti-lexiographiquement pour obtenir VM pour haque multiplexemaximal de num�ero m.Etape 2 Calul du p�ere de haque n�ud.Pour haque multiplexe maximalM de G, trouver jVMj �a l'aide de alulspr�e�x�es. Lire dans la liste L tri�ee lexiographiquement les listes tri�eesN(a) de tous les n�uds ontenant haque sommet a. Pour tout n�ud Me�etuerPrendre un ar ab dans le multiplexe de G ou de G orrespondant.fComme bab est une arête interne de la omposition orrespondante,un desendant de M ne peut pas ontenir �a la fois a et b. La liste desanêtres A(M) est don donn�ee par N(a) \N(b)� fMg.gCaluler A(M) en fusionnant N(a) et N(b).Caluler ave un alul pr�e�x�e le p�ere deM qui est l'�el�ement de A(M)de ardinal minimal.Pour toute feuille a, le p�ere de a est l'�el�ement de N(a) de ardinal minimal.Etape 3 Calul des n�uds parall�eles.Marquer dans haque VM un sommet de haun de ses �ls, de mani�ere �aobtenir le graphe HM = (V �M;M\V �M�V �M) �etiquetant le n�udM, o�u V �Mest l'ensemble des sommets marqu�es de VM.Caluler les omposantes onnexes de haun des HM et introduire unn�ud parall�ele haque fois qu'il y en a plusieurs. Les aniens �ls de Msont rattah�es �a la omposante ontenant leur sommet marqu�e.Les n�uds s�eries sont eux orrespondant �a une omposante onnexe quiest un graphe omplet, e qui peut se d�eteter en en omptant le nombred'ars.En ombinant es r�esultats, on obtient un algorithme d'orientation transitiveet un algorithme de d�eomposition modulaire. Ils s'ex�eutent tous les deux entemps O(logn) dans le mod�ele rw pram ave Æm proesseurs.Leur omplexit�e rend es deux algorithmes peu eÆaes par rapport aux algo-rithmes s�equentiels qui sont lin�eaires [58, 57, 15℄ ; ils peuvent toutefois être utilespour traiter des graphes qui ne tiennent pas dans la m�emoire d'un ordinateur s�e-quentiel. Rappelons que l'algorithme de Dalhaus [18℄ e�etue la d�eomposition63



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMmodulaire en parall�ele ave un nombre de proesseurs lin�eaire. Cela laisse sup-poser qu'il doit exister un algorithme ave une omplexit�e similaire pour l'orien-tation transitive en parall�ele. Cependant, les algorithmes interm�ediaires ont desons�equenes th�eoriques int�eressantes.Remarquons que les lasses de ouleur se d�eduisent failement de l'arbre ded�eomposition anonique, en e�et toute arête bab est une arête interne de la om-position orrespondant au plus petit anêtre ommun de a et b (les lasses deouleur qui ne sont pas des multiplexes maximaux se d�eduisent failement de lastruture des n�uds s�eries). Les algorithmes 1.16 et 1.15 permettent don d'af-�rmer qu'il est aussi diÆile de trouver les lasses de ouleur que de aluler lad�eomposition modulaire.De plus, �etant donn�ee la d�eomposition modulaire d'un graphe (ou de mani�ere�equivalente ses lasses de ouleur), une orientation transitive F en donne leslasses d'impliation qui sont de la forme A \ F pour toute lasse de ouleur A.L'algorithme 1.14 permet don d'aÆrmer qu'il est alors aussi diÆile de alulerles lasses d'impliation qu'une orientation transitive.1.5 La barri�ere de la fermeture transitiveCette setion est onsar�ee �a quelques probl�emes ouverts, le plus importantd'entre eux en e qui onerne l'algorithmique parall�ele des graphes est sans douteelui de la barri�ere de la fermeture transitive. Derri�ere les solutions parall�elespartiuli�eres que nous avons vu dans e hapitre se ahe un probl�eme profondde l'algorithmique parall�ele des graphes. De nombreux algorithmes parall�eles degraphes orient�es font une hypoth�ese sur la forme de l'entr�ee vis �a vis de la fer-meture transitive. L'entr�ee est par exemple suppos�ee r�eduite transitivement dansle as des ordres N -free. L'algorithme de reonnaissane des ordres d'intervallespr�esent�e dans[5℄ a besoin d'une entr�ee ferm�ee transitivement. En e qui onerneles ordres de dimension �x�ee, les permutations forment une repr�esentation de lafermeture transitive. Ces hypoth�ese permettent d'�eviter de se onfronter �a er-tains probl�emes qui sont simples en s�equentiel, mais que l'on ne sait r�esoudre enparall�ele que par le alul de la fermeture transitive.Les probl�emes onfront�es �a la barri�ere de la fermeture transitiveKarp et Ramahadran [47℄ donnent la liste suivante de probl�emes degraphes orient�es que l'on peut r�esoudre en temps polylogarithmique dans le mo-d�ele pram grâe au produit de matries arr�ees.1. Caluler les omposantes fortement onnexes d'un graphe orient�e.2. D�eterminer si un graphe orient�e est exempt de iruits.3. Construire un tri topologique d'un graphe orient�e sans iruit.64



1.5 La barri�ere de la fermeture transitive4. Construire un arbre enrain�e de raine un sommet donn�e d'un grapheorient�e et ontenant tous les sommets atteignables depuis e sommet.5. Construire un arbre de reherhe en largeur �a partir d'un sommet donn�ed'un graphe orient�e.6. Construire les plus ourts hemin depuis un sommet donn�e vers tous lesautres sommets dans un graphe orient�e o�u les ars sont �etiquet�es par despoids positifs ou nuls.Ces probl�emes sont des briques �el�ementaires fr�equemment utilis�ees en algo-rithmique des graphes orient�es. Ils sont tous dans la lasse n des probl�emesdont la solution peut être alul�ee par un algorithme pram en temps polyloga-rithmique ave un nombre polynômial de proesseurs (en fontion de la taille duprobl�eme). Toutes les solutions onnues �a e jour utilisent la fermeture transitiveou plus g�en�eralement le produit de matries arr�ees (un nombre logarithmique deproduits de matries arr�ees bool�eennes permet de aluler la fermeture transi-tive d'un graphe �a partir de sa matrie d'adjaene). Ces solutions sont tr�es loind'être optimales ar il existe des algorithmes s�equentiels lin�eaires permettant der�esoudre es probl�emes 6. Notre inapait�e �a trouver des algorithmes parall�elespour r�esoudre es probl�emes �evitant le produit de matrie ou la fermeture tran-sitive est souvent appel�ee barri�ere de la fermeture transitive (((transitive losurebottlenek )) en anglais).Rappelons les di��erentes d�e�nitions. Un sous-ensemble A de sommets d'ungraphe orient�e est fortement onnexe si et seulement s'il existe un hemin orient�ede tout sommet de A vers tout autre sommet de A ; les omposantes fortementonnexes sont les sous-ensembles maximaux de sommets v�eri�ant ette propri�et�e.Un tri topologique d'un graphe orient�e sans iruit ou extension lin�eaire de l'ordreassoi�e (obtenu en fermant transitivement) est une permutation u1; : : : ; un dessommets telle que tout ar uiuj v�eri�e i < j.La r�eponse aux probl�emes 1 et 2 se alule failement �a partir de la fermeturetransitive du graphe orient�e dont il est question : deux sommets u et v sontdans la même omposante fortement onnexe si uv et vu sont des ars de lafermeture transitive ; un graphe orient�e est sans iruit si et seulement si auunar de sa fermeture transitive ne relie un sommet �a lui-même. Le probl�eme 6peut être r�esolu [47℄ ave logn �el�evations au arr�e de la matrie des poids desars o�u les op�erations du produit de matrie sont min et +. Le probl�eme 5 estun as partiulier du probl�eme 6 et o�re une solution au probl�eme 4. Karpet Ramahadran proposent la solution suivante au probl�eme 3 : aluler lalongueur d'un plus long hemin menant �a haque sommet (et partant de n'importequel sommet) par logn �el�evations au arr�e de la matrie d'adjaene du grapheorient�e sans iruit, puis trier les sommets selon ette valeur assoi�ee.Nous pouvons poursuivre un peu l'�etude de Karp et Ramahadran. Lavaleur dont il est question juste au dessus s'appelle en th�eorie des ordres la hauteur6. Pour être pr�eis, le probl�eme 6 peut être r�esolu en s�equentiel en temps O(n logn+m).65



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMdu sommet onsid�er�e. Un plus long hemin menant �a e sommet partira for�ementd'une soure ('est-�a-dire d'un sommet sans pr�ed�eesseur). En triant les sommetspar hauteur (en ordonnant les sommets de même hauteur de mani�ere arbitraire),on obtient bien une extension lin�eaire. On peut don rajouter le probl�eme suivant�a la liste de Karp et Ramahadran :7. Caluler la hauteur des sommets d'un graphe orient�e sans iruit.Remarquons qu'il existe un autre moyen de aluler une extension lin�eaired'un graphe orient�e sans iruit : trier les sommets suivant leur degr�e dans lafermeture transitive. En e�et, si le graphe ontient un ar uv, alors u a au moinsun suesseur de plus que v dans la fermeture transitive (le sommet v lui-même)et le degr�e de u dans la fermeture transitive est stritement sup�erieur �a elui de v(il faut trier les sommets par degr�e d�eroissant). Pour mieux erner le probl�eme dela barri�ere transitive, je ne m'interesserai par la suite qu'aux probl�emes suivantsqui peuvent tous être r�esolus grâe �a un alul de fermeture transitive :(i). Caluler les omposantes fortement onnexes d'un graphe orient�e.(ii). D�eterminer si un graphe orient�e est exempt de iruits.(iii). Construire un tri topologique d'un graphe orient�e sans iruit.(iv). Caluler l'ensemble des sommets atteignables depuis un sommet donn�e d'ungraphe orient�e (nous appelleront et ensemble l'ensemble atteignable depuisle sommet onsid�er�e).J'ai rempla�e les probl�emes 4, 5 et 6 par un probl�eme plus simple : alulerles suesseurs dans la fermeture transitive d'un sommet donn�e. Le alul de lafermeture transitive onsiste �a se poser e probl�eme pour tous les sommets. Ens�equentiel, ela onduit �a un algorithme rapide de fermeture transitive pour lesgraphes ayant peu d'ars puisque sa omplexit�e est en O(n(n+m)). Si m = O(n)('est le as pour un graphe de degr�e born�e par exemple), alors et algorithmeprend un temps O(n2). Cette approhe est don int�eressante et nous am�ene �asoulever la question en parall�ele :Existe-t-il un algorithme parall�ele de fermeture transitive dont la om-plexit�e en travail soit �a un fateur polylogarithmique de O(n(n+m))?A ma onnaissane, la seule r�eponse allant dans le sens de ette question quel'on puisse trouver dans la litt�erature est elle de Ullman et Yannakakis [82℄qui proposent un algorithme probabiliste pour le probl�eme (iv) qui tourne dans lemod�ele pram grosso modo en temps O(pn) ave O(m) proesseurs. Ils proposentaussi un algorithme probabiliste de fermeture transitive en temps O(pn) aveO(mpn) proesseurs. Le (( grosso modo )) signi�e que les bornes de omplexit�ede es deux algorithmes sont donn�ees �a un fateur polylogarithmique de n pr�es.L'id�ee prinipale onsiste �a e�etuer en parall�ele plusieurs reherhes en largeurjusqu'�a une profondeur depn en partant de di��erents sommets tir�es au hasard. Ilsproposent aussi une onstrution permettant d'obtenir des algorithmes pour lesdeux probl�emes de omplexit�es respetives de O(n") en temps ave O(n1�2"m)66



1.5 La barri�ere de la fermeture transitiveproesseurs et n" en temps ave O(n1�"m) proesseurs pourvu que 0 < " �1=2 et m � n2�3" (les bornes sont �a nouveau �a un fateur polylogarithmiquepr�es). Le r�esultat est tr�es int�eressant en e qui onerne la fermeture transitivear leur algorithme pr�esente un travail en O(nm), même si 'est un r�esultatplutôt th�eorique que pratique. En revanhe, l'algorithme de alul de l'ensembleatteignable depuis un sommet donn�e est au mieux �a un fateur pn de l'optimalen travail. L'algorithmique probabiliste ouvre ertainement des voies qui n'ontpas enore �et�e explor�ees jusqu'au bout.R�edution du probl�emeIl n'existe pas une lasse des probl�emes onfront�es �a la barri�ere de la fermeturetransitive au sens o�u personne n'a trouv�e de r�edution des di��erents probl�emes lesuns dans les autres. Cette setion s'insrit ependant dans ette d�emarhe. Unesolution �a ertains probl�emes permet en e�et de r�esoudre d'autres probl�emes.D�e�nition 31 Nous dirons qu'un probl�eme A se r�eduit dans un probl�eme B pourla barri�ere de la fermeture transitive si la donn�ee d'un algorithme r�esolvant le pro-bl�eme B en temps T (nB; mB) ave P (nB; mB) proesseurs permet de r�esoudre leprobl�eme A en temps �T (nA; mA) + nA+mBP (nA;mA)� logk n ave P (nA; mA) proesseurspour un ertain k.nA, mA d�esignent le nombre de sommets et le nombre d'ars du grapheonsid�er�e pour le probl�eme A. nB, mB d�esignent le nombre de sommets et lenombre d'ars du graphe onsid�er�e pour le probl�eme B. On a en tête �a prioriT (nB; mB) = logl nB pour un ertain l et P (nB; mB) = nB + mB, mais etted�e�nition permet de ne pas �earter des algorithmes d'un autre type que eux dela lasse n omme eux propos�es dans [82℄ par exemple. L'id�ee est de r�esoudreun probl�eme A en r�esolvant un nombre polylogarithmique de probl�emes de typeB sur des graphes de taille omparable.Des omposantes fortement onnexes �a la d�etetion de iruitSi un graphe orient�e ne poss�ede pas de iruit, ses omposantes fortementonnexes sont r�eduites �a un seul sommet haune. Un algorithme de alul desomposantes fortement onnexes d'un graphe permet don de d�eterminer ave lamême omplexit�e s'il poss�ede un iruit.Des omposantes fortement onnexes �a l'ensemble atteignable depuis un sommetEtant donn�e un sommet u d'un graphe orient�e G, rajoutons un ar de toutautre sommet vers e sommet. Si un sommet est atteignable depuis u dans legraphe G originel, il est alors dans la même omposante fortement onnexe que udans le graphe modi��e. R�eiproquement, soit v un sommet dans la même ompo-sante fortement onnexe que u dans le graphe modi��e. Il existe par d�e�nition unhemin orient�e de u vers v dans e graphe ; onsid�erons un plus ourt hemin de67



Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAMu vers v. Comme les ars que l'on a rajout�e ont destination u, e hemin ne peutemprunter un de es ars, e qui signi�e que v est atteignable depuis u dans G.On vient de montrer que la omposante fortement onnexe de u dans le nouveaugraphe est exatement l'ensemble atteignable depuis u dans G.Du tri topologique �a la d�etetion de iruitSupposons que l'on dispose d'un algorithme alulant un tri topologique dugraphe orient�e sans iruit que l'on lui donne en entr�ee et que l'on en onnaisseune borne de la omplexit�e en temps T (n;m). On peut alors le transformer enalgorithme de d�etetion de iruit prenant n'importe quel graphe orient�e en entr�eeutilisant autant de proesseurs et prenant un temps au plus T (n;m) + 1. Il suÆtpour ela d'ex�euter l'algorithme sur une entr�ee qui peut poss�eder des iruits. Sijamais on obtient une erreur �a l'ex�eution ou si l'ex�eution de l'algorithme dureplus longtemps que T (n;m), l'algorithme ne fontionne pas omme il devrait, 'estdon que l'entr�ee poss�ede un iruit. Si l'ex�eution de l'algorithme se termine dansles temps, on peut v�eri�er en temps onstant s'il a bien alul�e un tri topologique :v�eri�er pour haque ar que son origine apparâ�t avant sa destination dans le tritopologique. Si l'algorithme a bien alul�e une extension lin�eaire, le graphe enentr�ee est sans iruit et on en a même alul�e un tri topologique ; dans le asontraire, le graphe en entr�ee poss�ede for�ement un iruit (d'apr�es l'exatitudede l'algorithme de alul d'un tri topologique).
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1.5 La barri�ere de la fermeture transitiveDe l'ensemble atteignable depuis un sommet au tri topologiqueCette r�edution est plus d�eliate.L'id�ee est la suivante : pour aluler un tri topologique, on peut trier l'en-semble des sommets omme dans quiksort en utilisant l'algorithme de alul dessommets atteignables depuis le pivot pour d�eterminer les �el�ements qui doiventêtre mis apr�es le pivot. En utilisant e même algorithme sur le graphe obtenuen inversant tous les ars, on peut trouver les sommets depuis lesquels on peutatteindre le pivot. Ces sommets doivent être pla�es avant le pivot ; les autressommets peuvent être pla�es avant ou apr�es le pivot de mani�ere �a �equilibrer aumieux la partition en deux de l'ensemble des sommets. On fait ensuite de mêmer�eursivement dans les deux sous graphes induits par les sommets pla�es avant lepivot d'une part et par les sommets pla�es apr�es le pivot d'autre part. De mêmeque quiksort, et algorithme aura une profondeur de r�eursion en O(logn) aveune forte probabilit�e ('est-�a-dire que le probabilit�e pour que e ne soit pas le asest inf�erieure �a 1=n o�u  est une onstante multipliative dans O(logn)).De la d�etetion de iruit au alul d'ensemble atteignable depuis un sommetOn peut failement aluler l'ensemble des sommets atteignables depuis unsommet u donn�e d'un graphe orient�e sans iruit ave n ex�eutions d'un algo-rithme de d�etetion de iruit. Il suÆt pour ela de tester pour haque sommet vsi le graphe obtenu en rajoutant l'ar vu a un iruit ou pas. Cei n'est pas uner�edution, mais le r�esultat est int�eressant ar il donne un algorithme de travailinf�erieur �a la fermeture transitive dans le as o�u m = O(n) et o�u on aurait unalgorithme de d�etetion de iruit de travail lin�eaire.La �gure 1.22 illustre les di��erentes r�edutions pr�esent�ees ii. Le probl�eme dela d�etetion de iruit apparâ�t omme le probl�eme le plus simple pour lequelon bute sur la barri�ere de la fermeture transitive. On peut ependant onsid�ererd'autres simpli�ations en supposant que l'entr�ee �a une forme la plus sp�ei�quepossible.Simpli�ation du probl�eme en sp�ei�ant la forme de l'entr�eeSi l'on se onentre sur le probl�eme du tri topologique, l'entr�ee la plus sp�ei-�que que l'on puisse exiger est un graphe orient�e sans iruit qui repr�esente unordre total, 'est-�a-dire qui n'admette qu'un seul tri topologique. Même si l'onsuppose que haque sommet a degr�e entrant au plus deux et degr�e sortant auplus deux, je ne onnais pas de solution en temps polylogarithmique utilisantmoins de M(n) proesseurs, o�u M(n) est le nombre de proesseurs n�eessairespour e�etuer le produit de matries n � n en temps polylogarithmique. Je neonnais pas non plus d'algorithme probabiliste ave es exigenes en temps et ennombre de proesseurs.
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Chapitre 1 Mod�ele �a m�emoire partag�ee PRAM
(ii) Détection de circuit
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Fig. 1.22 { Di��erentes r�edutions de probl�emes posant le probl�eme de la barri�erede la fermeture transitive vers d'autres.Bornes inf�erieuresUn autre moyen de erner le probl�eme onsiste �a essayer de prouver des bornesinf�erieures sur la omplexit�e de tels probl�emes. Mais dans le as de la barri�ere dela fermeture transitive, les arguments ne doivent pas �a priori pouvoir passer aus�equentiel (�a moins que l'on d�emontre que la fermeture transitive est un probl�emelin�eaire). Cette remarque montre �a quel point il peut être diÆile de prouver uneborne inf�erieure si jamais es probl�emes sont aussi diÆiles que la fermeturetransitive d�es lors que l'on exige un temps polylogarithmique.Comment r�esoudre es probl�emes sur une mahine parall�ele r�eelle?Il y a des graphes dont on ne pourra pas aluler un tri topologique ou lesomposantes fortement onnexes. Si l'on onsid�ere un graphe reux (d'un nombred'ars de l'ordre du nombre de sommets) qui est trop volumineux pour tenir dansune mahine s�equentielle (il suÆt qu'il poss�ede quelques millions de sommets),on ne pourra pas aluler sa fermeture transitive si sa taille est de l'ordre n2(il n'existe pas de mahine parall�ele �a un million de proesseurs). Pour ela, ilfaudrait onevoir des algorithmes parall�eles utilisant un espae m�emoire lin�eaire.Ce point de vue remet en ause la lasse n en tant que lasse permettant dedistinguer les probl�emes parall�elisables de eux qui ne le sont pas. La ontrainteen espae est tr�es forte lorsque l'on traite des probl�emes volumineux, et 'est l'undes prinipaux int�erêts du parall�elisme de traiter des probl�emes qui sont tropvolumineux pour une mahine s�equentielle.70



1.5 La barri�ere de la fermeture transitiveConlusionL'approhe par le parall�elisme am�ene une formulation tr�es synth�etique de lar�esolution d'un probl�eme par l'organisation de la struture de donn�ees le repr�e-sentant sous une ertaine forme. Dans le as des repr�esentation ompate, nousavons vu omment aluler l'intersetion d'un ordre total ave un ordre de onti-gu��t�e. Nous avons vu omment trier la liste des ars d'un ordre pour v�eri�erqu'il est N -free et en aluler un diagramme d'ars. Nous avons en�n vu om-ment s�eletionner un sous-ensemble d'ars permettant d'orienter transitivementun graphe de omparabilit�e ou un sous-ensemble d'ars permettant de alulerles multiplexes maximaux (ou enore les modules forts) d'un graphe quelonque.Cette approhe me parâ�t tr�es rihe et propie �a la mise en valeur des tehniquesessentielles utiles pour la r�esolution d'un probl�eme. Le probl�eme de la barri�ere dela fermeture transitive reste �a mon sens un probl�eme de fond en algorithmiqueparall�ele des graphes. Nous avons vu ependant sur des probl�emes pr�eis qu'ilest possible de ontourner e probl�eme lorsque l'on arrive �a exprimer le probl�emepar des propri�et�es loales, e n'est visiblement pas le as pour le probl�eme detrouver un iruit dans un graphe. Les outils de base s'av�erent être le tri, lesaluls pr�e�x�es et le alul des omposantes onnexes.
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Chapitre 2Mod�ele �a gros grain gmLe mod�ele pram onduit �a onevoir des algorithmes de grain le plus �n quisoit : un proesseur par �el�ement de l'entr�ee, e qui est tr�es loin de la r�ealit�e.Quelques mod�eles r�eents plus r�ealistes, bsp, C3, et gm [85, 43, 26℄, permettentde mieux pr�edire les performanes d'algorithmes sur les mahines parall�eles exis-tantes qui sont en g�en�eral �a gros grain. Le grain est le rapport de la taille del'entr�ee sur le nombre de proesseurs.Le mod�ele gm prend de e point de vu le ontre-pied du mod�ele prampuisqu'il fait l'hypoth�ese d'une m�emoire loale sur haque proesseur assez im-portante, typiquement sup�erieure au nombre de proesseurs. Cette hypoth�ese estassez forte ar elle permet pour ertains probl�emes de trouver une solution pa-rall�ele en distribuant les donn�ees de mani�ere ad�equate, en utilisant loalementle meilleur algorithme s�equentiel pour e probl�eme, et en ombinant �nalementde mani�ere assez simple les solutions loales pour trouver une solution globale.(( Une fois que l'on a trouv�e un algorithme gm, il ne reste plus qu'�a trouverun bon algorithme s�equentiel pour l'implanter. )) me disait un adepte du mod�elegm [28℄. Nous verrons que ette approhe ne reouvre pas tous les as de �gureet qu'il existe des algorithmes pour lesquels il est n�eessaire d'e�etuer des alulsvraiment globaux.Pour simpli�er, gm permet de s'int�eresser �a la meilleure mani�ere de distri-buer les donn�ees dans un mod�ele qui fait abstration du r�eseau de ommunia-tions de la mahine. Pour ertains probl�emes, ette approhe seule suÆt �a trouverun algorithme parall�ele. Mais en r�egle g�en�erale, il faut faire une part de alulsglobaux pour se ramener �a ette situation et �nir par des aluls loaux. Danse as, 'est l'algorithmique pram qui apporte la solution. En sh�ematisant, ily a deux mani�eres de aluler en parall�ele : faire travailler plusieurs proesseurssur les mêmes donn�ees | 'est l'objet du mod�ele pram | et faire travaillers�epar�ement plusieurs proesseurs sur des donn�ees di��erentes de mani�ere s�equen-tielle. Nous verrons sur quelques exemples omment le mod�ele gm nous permetde ombiner es deux approhes, 'est-�a-dire des algorithmes pram et des algo-rithmes s�equentiels, pour obtenir de bons ompromis en vu d'une implantation



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmsur mahine.Apr�es avoir pr�esent�e le mod�ele gm nous verrons tout d'abord sur l'exempledu alul des omposantes onnexes omment ombiner l'algorithme pram pourpouvoir se ramener �a des aluls loaux de omposantes onnexes. Nous repren-drons ensuite les trois probl�emes abord�es dans le hapitre onsar�e �a des algo-rithmes pram. Nous verrons que les algorithmes pram bas�es sur les pro�edures debase, tels que l'algorithme de reonnaissane des ordres N -free, s'implantent assezfailement dans le mod�ele gm. En revanhe, le probl�eme des ordres de dimensiond et surtout sa version en termes de bases de donn�ees nous onfronte diretementau probl�eme de la distribution des donn�ees. L'exemple de la reonnaissane desgraphes de omparabilit�e nous permettra en�n d'illustrer la diÆult�e de traiteren parall�ele une struture de donn�ees aussi irr�eguli�ere que elle assoi�ee �a ungraphe.Dans e hapitre, p d�esignera toujours le nombre de proesseurs utilis�es.2.1 Mod�ele d'ordinateur �a gros grain CGMLe mod�ele gm (pour ((Coarse Grained Multiomputer ))), onnu aussi sousle nom de ((weak-rew bsp )) [38℄ est une simpli�ation du mod�ele bsp [85℄. Lemod�ele bsp (pour ((bulk-synhronous parallel ))) est pr�esent�e par Valiant [85℄omme un mod�ele pont entre les langages parall�eles de haut niveau (y omprisle langage pram) et les mahines parall�eles. Son but est d'arriver �a un analogueparall�ele du mod�ele s�equentiel de Von neumann. Un programmeur �erit unprogramme g�en�erique pour v proesseurs virtuels. L'id�ee de base est qu'il estpossible de simuler optimalement e programme sur une mahine parall�ele pourvuque le nombre de proesseurs r�eels soit nettement inf�erieur �a v (par exemplev � p log p). Cette id�ee vient du fait que les ommuniations prennent un tempsplus long qu'un a�es �a la m�emoire loale. D'un point de vu th�eorique, il estlogique de ompter une borne inf�erieure de l'ordre de log p pour a�eder �a unem�emoire distribu�ee sur p unit�es.
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2.1 Mod�ele d'ordinateur �a gros grain CGMLe mod�ele bsp permet d'exploiter ette id�ee grâe �a des barri�eres de synhro-nisation en onsid�erant s�epar�ement des unit�es de alul et des unit�es de routagequi aheminent des messages point �a point entre les unit�es de alul. Les barri�eresde synhronisation sont e�etu�ees p�eriodiquement toutes les L unit�es de temps.Durant e temps les unit�es de alul op�erent L op�erations �el�ementaires sur leurm�emoire loale et don sur les donn�ees qu'elles poss�edaient lors de la derni�eresynhronisation, et les unit�es de routage r�ealisent des relations-h, 'est-�a-direl'aheminement de messages tels que haque unit�e de alul envoie et re�oive auplus h messages. Ces ommuniations requi�erent un temps gh + s o�u g est led�ebit du routeur et s le temps de latene. Plus simplement, on borne e tempspar gh pour g = 2g et h sup�erieur �a un ertain h0. Pour simuler eÆaementun programme, le but est alors d'obtenir L � gh. Plus le r�eseau de ommuni-ations est lent, plus le grain doit être �elev�e. Une phase de aluls loaux et deommuniations entre deux synhronisations s'appelle une ronde.Valiant montre omment e mod�ele permet de simuler optimalement unprogramme erew pram pour v � p log p en distribuant la m�emoire de mani�ereal�eatoire sur les proesseurs et g�erant les a�es �a la m�emoire grâe �a une fontionde hahage [85, 59℄. Il montre aussi omment simuler optimalement un programmerw pram pour v � p1+� (et L � log p) en utilisant des m�ethodes parall�elesde tri d'entiers [85, 84, 68℄. Ces r�esultats sont th�eoriques et en pratique, il estimportant de minimiser le nombre de rondes de simulation de pram ar ellesimpliquent en r�egle g�en�erale des tris et apportent une onstante ons�equente.Pour ela, il faut faire attention �a la mani�ere dont sont distribu�ees les donn�ees.Le mod�ele gm peut être vu omme une simpli�ation du mod�ele bsp. Ilpermet de se onentrer sur le plaement des donn�ees sans toutefois entrer tropdans le d�etail des ommuniations. Lors du traitement d'un probl�eme de taille N ,tous les proesseurs g�erent une partie des donn�ees omparable en taille et sontdon suppos�es disposer d'une m�emoire loale en O(N=p).Une premi�ere simpli�ation qui vaut au mod�ele la quali�ation de (( grosgrain )) onsiste �a supposer le rapport N=p tr�es sup�erieur �a 1 ; typiquement, onsuppose N=p � p, e qui permet �a haque proesseur de stoker un peu d'infor-mation onernant les autres proesseurs (ne serait-e qu'une table de routagevers haun d'eux par exemple). Cette hypoth�ese est tout �a fait r�ealiste en equi onerne les mahines parall�eles existantes : omme elles ont g�en�eralementmoins de 1000 proesseurs, un probl�eme ne v�eri�ant pas ette hypoth�ese auraitune taille de quelques m�ega-otets, e qui tient sur une mahine s�equentielle etne justi�e don pas for�ement l'utilisation d'une mahine parall�ele.Une deuxi�eme simpli�ation onsiste �a supposer h = N=p. Elle onsiste �a sup-poser �egales les omplexit�es des di��erentes routines de ommuniation que sont ladi�usion (((broad-ast )) en anglais) de un vers tous, la di�usion de tous vers un,la di�usion personnalis�ee de tous vers tous, les sommes pr�e�x�ees, et le tri. En ef-fet, toutes es op�erations de ommuniation peuvent être r�ealis�ees par un nombreonstant de tris [26℄. D'autre part, le tri par olonnes de Leighton [54℄ permet de75



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmtrier N � p3 nombres en inq tris loaux entre lesquels des permutations simplesdes donn�ees sont e�etu�ees. Le temps pris par une routine de ommuniationssera not�e Tom(N; p). Remarquons que pour distribuer les donn�ees de mani�ereeÆae, il faut souvent faire au moins un tri. Dans le mod�ele gm, il faut viserun nombre onstant de rondes (et don de tris) ou au pire O(log p) mais pas unnombre qui d�epend de N de sorte que l'algorithme reste eÆae pour une largevari�et�e de rapports N=p. Etant donn�e la puissane des ordinateurs s�equentiels,on peut supposer N de l'ordre de 100 m�ega-otets (un probl�eme polynômial surune entr�ee de 10 m�ega-otets peut être r�esolu sur une mahine s�equentielle ; enrevanhe, un probl�eme exponentiel est n�eessairement petit si l'on peut le r�e-soudre et l'hypoth�ese doit porter expliitement sur la m�emoire loale disponiblesur haque proesseur, on s'int�eresse plutôt �a des probl�emes polynômiaux voirelin�eaires dans ette th�ese). logN est don sup�erieur �a 27, et il n'est pas envisa-geable de trier logN fois un gros probl�eme puisque ela fait un fateur sup�erieur�a 272 � 700 1.Le mod�ele gm relie don de mani�ere beauoup moins subtile que le mod�elebsp le rapport entre les aluls loaux et les ommuniations. Cependant, il per-met d'aborder de mani�ere pertinente le plaement des donn�ees sur une mahinedistribu�ee et fournit des algorithmes eÆaes [26, 20, 31℄ pour une large vari�et�ede rapports N=p (ette propri�et�e s'appelle ((salability )) en anglais). Le mod�elebsp permet en g�en�eral d'aÆner l'hypoth�ese N=p � p en N=P � p� pour � > 0.En pratique, on a bien N � p2 (en revanhe, l'hypoth�ese N � p3 serait plusdisutable) et la simpli�ation e�etu�ee dans le mod�ele gm est bien justi��eedans l'optique de onevoir des algorithmes d'implantation eÆae.Voii omment s'implanterait par exemple le alul de sommes pr�e�x�ees engm.Caluls pr�e�x�esIi les sommes totales sur haque proesseur sont envoy�ees �a tous les proes-seurs et haun alule la somme pr�e�x�ee globale. Cela permet de ne faire qu'uneseule ronde de ommuniations. Selon la mahine il peut être plus rapide de fairedeux rondes : une premi�ere o�u haque proesseur envoie sa somme totale �a P0 etune deuxi�eme o�u P0 renvoie �a haun la somme pr�e�x�ee des sommes totales desproesseurs le pr�e�edant. Certaines mahines omme la m5 poss�edent d�ej�a uneroutine de alul pr�e�x�e d�ej�a implant�ee par le onstruteur.On omprend bien sur et exemple du alul pr�e�x�e omment l'hypoth�esen=p � p permet de faire le alul en une seule ronde au lieu de log p. L'algo-rithme 2.1 alule les sommes pr�e�x�ees d'une liste en temps 2n=p+p+Tom(n; p) =O(n=p+ Tom(n; p)).1. Pour un tr�es gros probl�eme, logN est au plus de 50 (ela repr�esente 1000 giga-otets surhaun des 1000 proesseurs d'une hypoth�etique mahine), log2N est don de l'ordre de 1000.76



2.1 Mod�ele d'ordinateur �a gros grain CGMAlgorithme 2.1 [26℄ Calul pr�e�x�eDonn�ees : Une liste L de n �el�ements distribu�ee sur les proesseurs P0; : : : ; Pp�1telle que n=p � p.R�esultat : Une liste S des sommes pr�e�x�ees S(i) = L(1)� � � ��L(i) o�u � estn'importe quelle op�eration assoiative.D�ebutPour tout proesseur P� e�etuerCaluler loalement les sommes pr�e�x�ees.Envoyer �a tous les autres proesseurs la somme totale T� des �el�ementsde P�.Ajouter T0 � � � � � T��1 aux sommes alul�ees pr�e�edemment.FinLe triLe tri est l'outil de base par exellene du parall�elisme. En e�et, les donn�ees�etant distribu�ees, il faut souvent les ranger de mani�ere ad�equate sur les di��erentsproesseurs. Le tri est un outil tr�es puissant dans e domaine ar il permet d'ef-fetuer des d�eplaements omplexes de donn�ees sans se souier de la topologie dur�eseau ou de la position initiale des �el�ements. Pour l'algorithmiien, 'est un outiltr�es utile qui permet de faire abstration du r�eseau de la mahine ible, il suÆtque le tri soit rapide. Pour le programmeur, le tri failite l'implantation grâe �al'appel de ette routine de haut niveau.Le tri est une routine de base de la plupart des mahines parall�eles. Toutefoisil est possible d'implanter le tri ave les routines usuelles de ommuniation.Goodrih [38℄ a montr�e omment implanter le tri de n �el�ements sur p < nproesseurs ( < 1) ave O(logn= log(h + 1)) rondes et ave un temps de alulloal de O(n logn=p) dans le mod�ele bsp. Dans le mod�ele gm, ela se traduitpar un nombre onstant de rondes et un temps de aluls loaux optimal.Remarquons que le tri du g�eom�etre (ou ((buket sort )) en anglais) qui permetde trier n �el�ements entre 0 et nk en temps O(nk) perd sa omplexit�e lin�eaire enparall�ele. Il y a une bonne raison �a ela, e tri utilise fortement l'a�es diret �a lam�emoire o�ert par la ram : il y a un logn ah�e dans le temps de tout a�es �a unease m�emoire ar e tri fait l'hypoth�ese que logn est inf�erieur �a la taille l des motsdu proesseurs (typiquement l = 32 ou 64 bits). Dans le as du distribu�e, les n�el�ements �a trier ne tiennent pas �a priori dans la m�emoire d'un seul proesseur, etl'hypoth�ese n � 2l ne tient plus. On peut ependant supposer n=p � 2l (l'�eriturebinaire d'un nombre entre 0 et n oupant log p ases m�emoires), e qui donne untri parall�ele du g�eom�etre ave un temps de aluls loaux en O(nkp log p) si l'onremplae les tris loaux par des tris du g�eom�etre.Dans le as o�u l'on trie les arêtes d'un graphe, on obtient un ainsi un tri77



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmd'un temps de aluls loaux en O(mp log p) ave un nombre onstant de rondes.Cette remarque est int�eressante en e qui onerne ertains probl�emes lin�eairesen s�equentiel ar ela permet de ramener le temps des aluls loaux des tris deO(np logn) �a O(np log p). On peut ainsi obtenir des algorithmes se situant �a unfateur log p de l'optimal.2.2 Algorithme de omposantes onnexesNous allons maintenant pr�esenter en introdution au mod�ele omment alulerles omposantes onnexes d'un graphe dans le mod�ele gm. La simulation del'algorithme pram onduit �a un algorithme en O(logn) rondes, e qui est tropoûteux. Il est possible de ramener le nombre de rondes �a O(log p).Examinons tout d'abord dans un mod�ele distribu�e omment aluler loale-ment les omposantes onnexes sur haque proesseur et essayer de ombiner lesr�esultats. Cela suppose que la m�emoire de haque proesseur qui est de l'ordre dem=p peut ontenir un num�ero de omposante pour haque sommet, 'est-�a-direm=p � n. Cette hypoth�ese implique don que le graphe a beauoup d'arêtes.Chaque proesseur P�, 0 � � � p � 1 alule s�equentiellement une forêtouvrante des omposantes onnexes induites par les ars qu'il a en m�emoire.Les proesseurs de num�ero � impair envoient leur forêt au proesseur P��1. Onreommene ave les proesseurs P2� qui peuvent maintenant aluler une forêtouvrante du graphe induit par les ars stok�es par P2� et P2�+1, 1 � � � P=2, etainsi de suite log p fois. Au bout du ompte, P0 a une forêt ouvrante du graphequ'il peut di�user aux autres proesseurs (par un ((broadast ))).Examinons maintenant le as des graphes qui ont peu d'arêtes. Cette fois,'est l'algorithme pram qui nous donne la solution, en nous permettant de nousramener au as pr�e�edent. Il suÆt pour ela de simuler l'algorithme pram durantlog p rondes pour qu'apr�es ontration des arbres de p�eres, il y ait au plus n=p�etoiles. Cette derni�ere op�eration de ontration est un sous-probl�eme de ((list-ranking )) dont l'algorithme gm est diretement inspir�e de l'algorithme pramoptimal.En ombinant l'id�ee inspir�ee du s�equentiel ave l'algorithme pram, on obtientl'algorithme gm 2.2.Remarquons que l'on obtient une forêt ouvrante dans le as o�u il y a peud'arêtes en retrouvant pour haque arête de la forêt ouvrante de G0 une arêtede G dont elle est issue.Comme l'artile ontenant es r�esultats n'est pas enore publi�e 2 [29℄, la m�e-thode pour aluler le list-ranking n'est pas d�etaill�ee ii. Les auteurs utilisent pour2. A l'heure o�u j'�eris es lignes, e mod�ele est tellement nouveau que les auteurs de er�esultat �el�ementaire n'ont pas enore �erit leur artile. Cette note parâ�tra sûrement amusantedans quelques ann�ees, que e mod�ele onnaisse un su�es g�en�eral ou un oubli total.78



2.2 Algorithme de omposantes onnexesAlgorithme 2.2 [29℄ Composantes onnexesDonn�ees : Les m arêtes d'un graphe G = (V;E) tel que n+mp � p.R�esultat : Les omposantes onnexes.D�ebutSi n � m=p AlorsPour t = 1 e�etuerlog pPour tout 1 � � � p divisible par 2t e�etuerCaluler une forêt ouvrante loalement sur le proesseur P�+2t�1.P�+2t�1 envoie sa forêt �a P�.P� ajoute les arêtes de la forêt qu'il re�oit aux siennes.fLe proesseur P0 ontient une forêt ouvrante du graphe.gLe proesseur di�use �a tous les proesseurs le num�ero de omposanteonnexe C(u) de haque sommet u.SinonSimuler log p pas de l'algorithme 1.1 o�u n=p ases du tableau P�ere sontdistribu�ees �a haque proesseur.E�etuer un ((list-ranking )) sur le tableau P�ere.Simuler l'instrution pram :Pour tout arête bij e�etuerCaluler l'arête dP�ere(i)P�ere(j) du graphe G0.E�etuer et algorithme sur le graphe G0 qui a au plus n=p � m=psommets.Chaque proesseur alule pour haune des ases i du tableau P�ere :P�ere(i) C(P�ere(i)).Finela une id�ee algorithmique assez jolie tir�ee de l'algorithme pram d�eterministeoptimal.Cette tehnique est assez ompliqu�ee et je ne onnais pas les d�etails del'implantation en gm. En revanhe, on peut failement imaginer un algorithmeprobabiliste pour r�esoudre e probl�eme. L'id�ee qui onsiste �a faire on�ane auhasard pour s�eletionner n=p �el�ements �a peu pr�es �equidistribu�es dans la liste estillustr�ee par l'algorithme 2.3.Toute la diÆult�e r�eside dans l'analyse de l'algorithme qui est dans e as ungrand lassique d'algorithmique probabiliste. La probabilit�e pour que l'algorithmene r�eussisse pas du premier oup est �egale �a la probabilit�e qu'il y ait une bô�teontenant plus de 4p balles quand on lane n balles dans n=p bô�tes. On peutmontrer que ette probabilit�e est inf�erieure �a 4n=p� ep�4p en s'inspirant du alulpage 44 de [63℄. Pour n = 1010 (plus de 10 giga-otets par proesseur) et p � 20,ette probabilit�e est inf�erieure �a 0; 01 L'algorithme s'ex�eute don en O(n=p +79



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmAlgorithme 2.3 List-ranking probabilisteDonn�ees : Les n �el�ements d'une liste L. Un tableau Suivant donne le sues-seur de haque �el�ement de L. On suppose n=p � p.R�esultat : Le rang R(i) de haque �el�ement i de L.D�ebutChaque proesseur s�eletionne al�eatoirement n=p2 des �el�ements qu'ilontient.fSi les donn�ees ne sont pas distribu�ees al�eatoirement sur les proesseurs,il est possible d'y rem�edier en une ronde : haque proesseur divise de ma-ni�ere al�eatoire sa part d'�el�ements en p portions qu'il envoie �a tous lesproesseurs selon une permutation al�eatoire.gInitialiser R �a 1.Poser R(d) 0 et Suivant(d) d pour le dernier �el�ement d de L et pourtous �el�ements i s�eletionn�es, stoker la vieille valeur de Suivant(i) dansSuivant0(i).Simuler 2 + log p op�erations de ((pointer-jumping ))Si Suivant(i) Suivant(Suivant(i)) AlorsR(i) R(i) +R(Suivant(i))Suivant(i) Suivant(Suivant(i))Si Suivant0(Suivant(i)) est un �el�ement s�eletionn�e pour tout i Alors onti-nuer.Sinon l'ex�eution a �ehou�e, reommener l'algorithme depuis le d�ebut.Pour tout �el�ement i s�eletionn�e e�etuerSuivant(i) Suivant0(Suivant(i))R(i) R(Suivant(i)) + 1Chaque proesseur envoie ses n=p2 �el�ements s�eletionn�es et les valeursassoi�ees au proesseur P0.P0 fait le list-ranking de la liste des �el�ements s�eletionn�es en s�equentiel etrenvoie �a haque proesseur les rangs des sommets s�eletionn�es que elui-ilui avait envoy�e.Simuler l'instrution :Pour tout �el�ement i e�etuer R(i) R(i) +R(Suivant(i))Finlog p Tom(n; p)) ave forte probabilit�e.On attend g�en�eralement des algorithmes probabilistes s�equentiels une proba-bilit�e de dur�ee d'ex�eution sup�erieure �a elle annon�ee born�ee par 1=n. Il n'estpas aberrant de penser qu'un bon algorithme probabiliste parall�ele pr�esente uneprobabilit�e qui tend rapidement vers 0 quand le nombre de proesseurs augmente.80



2.3 Reonnaissane des ordres N -free2.3 Reonnaissane des ordres N-freeNous allons maintenant aborder un algorithme gm de reonnaissane desordres N -free bas�e sur l'algorithme 1.11. Nous utiliserons les termes du para-graphe 1.3.Les deux algorithmes pram 1.11 et 1.12 sont assez failes �a implanter engm. En e�et, l'algorithme erew 1.12 utilise un nombre onstant de tris etl'algorithme rw 1.12 est en temps onstant. En fait, la simple simulation dee dernier donne un algorithme gm ayant un nombre onstant de rondes, e quimontre l'utilit�e des algorithmes pram en temps onstant.L'algorithme 2.4 est une version gm de l'algorithme erew 1.12.Algorithme 2.4 Reonnaissane des ordres N -freeDonn�ees : Les m arêtes d'un graphe orient�e sans iruit D = (V;A) r�eduittransitivement tel que n+mp � p.R�esultat : Un diagramme d'ars si la fermeture transitive de D est un ordreN -free.Etape 1Trier les ars anti-lexiographiquement.Assoier �a haque ar par un alul pr�e�x�e un num�ero de omposantebipartie : l'origine du premier ar ayant même destination.Stoker pour haque blo d'ars de même destination et don de mêmenum�ero de omposante bipartie b l'information Ar(v) = b;1.Etape 2Trier les ars lexiographiquement.V�eri�er par un alul pr�e�x�ee que les ars ayant même origine ont mêmenum�ero de omposante et aluler en même temps le nombre d'ars danshaque blo de même origine.Stoker pour haque blo d'ars de même origine u et de même num�erode omposante bipartie b les informations Ar(u) = 0; b et b;Degr�e+(u).Trier les ouples b;Degr�e+(u) par b roissant et v�eri�er par un alul pr�e�x�eque tous eux qui ont même premi�ere omposante ont même deuxi�emeomposante.Constrution d'un diagramme d'ars.Chaque proesseur envoie les enregistrements Ar(u) qu'il poss�ede au pro-esseur Pbu=p.Chaque proesseur P� alule l'ar du diagramme d'ars assoi�e �a haquesommet �n=p + 1 � u � (� + 1)n=p : s'il re�oit z�ero, un ou deux enregis-trements le onernant, l'ar sera respetivement 0;1, ou d'une des deuxformes b;1 ou bien 0; b, ou de la forme b; b0.Les ((broadast )) sont en fait des aluls pr�e�x�es et peuvent être faits par une81



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmdi�usion de tous vers P0 qui alule e dont haque proesseur a besoin et leurenvoie. Il faudrait tester e qui est le plus rapide en pratique. La m�ethode donn�eedans l'algorithme 2.4 prend une ronde ave p2 messages, la m�ethode �evoqu�ee iiprend deux rondes ave 2p messages.Th�eor�eme 32 L'algorithme 2.4 d�etermine si la r�edution d'un graphe r�eduittransitivement est un ordre N-free, et en alule un diagramme d'ars dans l'af-�rmative, en temps O(n+mp log p + Tom(n+m; p)).2.4 Repr�esentation ompate des ordres de di-mension dIl existe d�ej�a une version gm de la gestion d'une base de donn�ees d'�el�ementsd'un espae de dimension d �x�ee [30℄, en vue de la r�eponse �a des requêtes de typeintervallaire : (( Quels sont les �el�ements de base de donn�ees qui ont tel arat�ereentre telle et telle valeur, tel autre arat�ere dans tel autre intervalle ...? )).Cetartile est bas�e sur la struture de ((range tree )). Cette struture de donn�ees esttr�es r�eursive et par ons�equent diÆile �a omprendre, e qui n'en failite pasl'implantation.Nous allons voir omment implanter la struture de donn�ees ompate intro-duite dans le paragraphe 1.2 dans le mod�ele gm. Nous �etudierons tout d'abordla simulation de l'algorithme pram avant d'aborder une version minimisant lenombre de rondes. Pour simpli�er les notations, nous supposerons que n et psont des puissanes de 2 (si e n'est pas le as, il faut rajouter des parties enti�eresl�a o�u l'on n'a plus des entiers).Simulation de l'algorithme pramL'implantation la plus simple onsiste �a simuler l'algorithme pram 1.8.L'id�ee la plus simple s'av�ere la mieux adapt�ee : distribuer les tableaux Wfde mani�ere tri�ee sur les proesseurs : les n=p premiers �el�ements sur P0, les n=psuivants sur P1, et... Chaque �el�ementWf (x) = v est assoi�e �a un intervalle If (x)de Wf et aussi �a une opie de (�1(v); : : : ; �d(v)).Remarquons que la simulation du tri (( �a la quiksort )) e�etuera log p rondeset non pas logn. En e�et, la taille des blos vaut n=p apr�es log p phases, aussiles �el�ements de Wf;log p; : : : ;Wf;log n sont distribu�es de la même mani�ere sur lesproesseurs, et seul l'ordre des �el�ements �a l'int�erieur de haque m�emoire loalehange. Comme il n'est pas n�eessaire de faire des opies d'un même �el�ement �al'int�erieur de haque proesseur, la taille de la repr�esentation sera don de l'ordrede O(n logd�1 n + dn logd�1 p). Pour d � 3 et pour des valeurs r�ealistes de n et p'est-�a-dire logn � 23 et log p � 15, on a toujours d logd�1 p � logd�1 n et l'espae82



2.4 Repr�esentation ompate des ordres de dimension dm�emoire utilis�e est optimal �a un fateur 2 pr�es 3.Voir l'algorithme 2.5.Algorithme 2.5 Calul d'une repr�esentation ompateDonn�ees : n �el�ements v(0) = (�1(0); : : : ; �d(0)); : : : ; v(n � 1) = (�1(n �1); : : : ; �d(n� 1)).R�esultat : Un ensembleW de logd�1 n tableaux et les intervalles de suesseursIf(x) = [gf(x); df(x)℄ assoi�es �a haque sommet v(Wf(x)).D�ebutTrier les �el�ements suivant la premi�ere oordonn�ee pour obtenir le tableauW1.Pour tout 0 � x < n e�etuer I1(x) [x + 1; n� 1℄Poser W = fW1g.Pour Æ = 2 �a d e�etuerPour tout Wf 2W e�etuerSimuler log p phases du alul d'une repr�esentation ompate del'intersetion de l'ordre de ontigu��t�e repr�esent�e par Wf et If avel'ordre total induit par �Æ en triant Wf (( �a la quiksort )) selon laÆe oordonn�ee selon l'algorithme 1.8.On obtient ainsi les log p premiers tableaux de la repr�esentationompate Wf;0; : : : ;Wf;log p et If;0; : : : ; If;log p.Continuer s�equentiellement sur haque proesseur le al-ul de Wf;log p+1; : : : ;Wf;log n et les intervalles assoi�esIf;log p+1; : : : ; If;log n.Poser W SWf2WfWf;0; : : : ;Wf;logng.FinTh�eor�eme 33 L'algorithme 2.5 alule une repr�esentation intervallaire om-pate d'un ordre de dimension d donn�e par d permutations en temps O(n logd�1 np +(d log p)Tom(dn logd�2 n; p)).Remarquons que et algorithme est tout �a fait aeptable de par sa simpliit�eet son nombre de rondes relativement faible. En revanhe, dans l'appliation enbase de donn�ees, la simulation de l'algorithme 1.9 risque de donner de mauvaisr�esultats dans le as o�u les requêtes ne se distribuent pas �equitablement lors del'insertion dans les tableaux : un seul proesseur risque de r�eup�erer toutes lesrequêtes dans son blo de taille n=p apr�es log p phases de simulation.3. Ces bornes sont vraiment larges ar 223 repr�esente environ 10 m�ega-otets, e qui tientsur un ordinateur personnel et 216 ' 64000, e qui est le nombre de proesseurs du plus grosordinateur parall�ele jamais onstruit, la ((onnexion mahine )). 83



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmCalul des intervalles de nouveaux sommetsNous allons voir dans e paragraphe omment aluler les intervalles de n0 =O(n) nouveaux sommets ave d log p rondes malgr�e tout. Ce probl�eme est la tra-dution sur l'ordre de dimension d de la r�eponse �a des requêtes dans le ontexte desbases de donn�ees. Notons Wlog p l'ensemble des tableaux Wf de la repr�esentationompate qui ont des blos de taille n=p. La simulation de l'algorithme pram 1.9permet de aluler les intervalles des nouveaux sommets des tableaux de taille deblo sup�erieure �a n=p ; il reste ensuite �a poursuivre les aluls loalement sur lesproesseurs �a l'int�erieur des blos de taille inf�erieure �a n=p. Le probl�eme onsiste�a �equilibrer es aluls sur les proesseurs. Voir l'algorithme 2.6.Pour e qui est des envois de parties de la repr�esentation ompate, au pirehaque proesseur envoie toute sa partie loale de la repr�esentation et en re�oitautant. Chaque proesseur re�oit au plus 2n=p requêtes par tableau Wg 2Wlog p.Il peut don subsister un d�es�equilibre entre les proesseurs vis �a vis du nombrede requêtes qu'ils ont �a traiter lorsque n0 est tr�es inf�erieur �a n.Th�eor�eme 34 L'algorithme 2.6 permet de trouver les intervalles de n0 requêtesen temps O( (n+n0) logd�1 np + (d log p)Tom(dn logd�2 n; p)).Dans [30℄, les requêtes restent �equilibr�ees sur les proesseurs mais 'est la basede donn�ees qui peut être ompl�etement dupliqu�ee. La solution adopt�ee ii permetde garder des ommuniations faibles dans le as o�u n0 est petit par rapport �a net demande le même temps de alul dans le pire as. Les deux m�ethodes sonteÆaes lorsque n0 est de l'ordre de n (dans e as, le plus rapide est peut-êtrede reonstruire toute la base de donn�ees pour les n+ n0 sommets) ou lorsque lesrequêtes sont �equidistribu�ees (si elles sont suppos�ees al�eatoires par exemple).Calul du nombre d'ars de l'ordrePour aluler le nombre d'ars de l'ordre, il suÆt de rassembler tous les in-tervalles orrespondant �a haque sommet. Voir l'algorithme 2.7.Th�eor�eme 35 L'algorithme 2.7 alule en temps O(n logd�1p +Tom(n logd�1 n; p))le nombre d'ars d'un ordre de dimension d �a partir d'une repr�esentation om-pate.Calul des ars de l'ordreUne fois que l'on a alul�e les intervalles de suesseurs de haque sommet,on peut aluler �a l'avane omment plaer les listes d'adjaene des sommetspour qu'elles soient �equidistribu�ees sur les proesseurs et en partiulier �a quelproesseur envoyer haque sommet d'un intervalle de suesseurs. Le alul dunombre de pr�ed�eesseurs de haque sommet permet de aluler le nombre de84



2.4 Repr�esentation ompate des ordres de dimension dAlgorithme 2.6 Calul des intervalles de nouveaux sommetsDonn�ees : Les tableaux Wf et If d'une struture de donn�ees ompate re-pr�esentant un ordre de dimension d. n0 = O(n) nouveaux sommetsu(0) = (�01(0); : : : ; �0d(0)); : : : ; u(n�1) = (�01(n0�1); : : : ; �0d(n0�1))o�u les �0Æ(i) sont des nombres entre 0 et n� 1.R�esultat : Les intervalles de suesseurs I 0f (i) assoi�es �a haque nouveau som-met u(i).D�ebutPour tout proesseur P� e�etuerSimuler log p phases de l'algorithme 1.9 pour haque sommet u(i),�n0=p � i < (� + 1)n0=p.Pour haque sommet u(i), retenir le rang x o�u il s'ins�ere dans haquetableauWg 2Wlog p ainsi que l'intervalle I assoi�e, et r�eer une requête�el�ementaire r(i) = (x; g; I).Trier les requêtes lexiographiquement.Soit R�g l'ensemble des requêtes �el�ementaires (x; g; I) telles que �n=p �x < (� + 1)n=p.Pour tout proesseur P� e�etuerCaluler loalement le nombre N�g de requêtes dans R�g sur P�.Si N�g = n=p AlorsReevoir du proesseur P� une opie de la partie de la repr�esenta-tion ompate obtenue �a partir du �e blo du tableau Wg.fLe proesseur P� enverra un seul message destin�e �a l'intervalle desproesseurs lui demandant la partie de la repr�esentation ompateen question.gSinonEnvoyer les requêtes r 2 R�g au proesseur P� .fLe proesseur P� reevra au plus 2n=p requêtes onernant le ta-bleau Wg.gFaire loalement les aluls onernant haque requête re�ue et haquerequête gard�ee.Envoyer les r�esultats onernant haque requête r(i) au proesseurbi=p.Fin
opies �a faire pour haque futur suesseur. Ces remarques permettent de alulerles ars de l'ordre en temps O(m+n logd�1p + Tom(m+ n logd�1; p)). 85



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmAlgorithme 2.7 Calul du nombre d'arsDonn�ees : Les tableaux Wf et If d'une struture de donn�ees ompate repr�e-sentant un ordre de dimension d.R�esultat : Le degr�e de haque sommet et le nombre total d'ars.D�ebutPour tout proesseur P� e�etuerEnvoyer au proesseur Pbv=p une opie de haque intervalle If (x) sto-k�e en m�emoire loale en posant v = Wf(x).P� re�oit tous les intervalles des sommets x tels que �n=p � x <(�+ 1)n=p.Caluler pour haun de ses sommets la somme des longueurs desintervalles assoi�es pour trouver son degr�e.Faire une somme pr�e�x�ee sur les degr�es pour trouver le nombre totald'ars.FinImplantation CGMgm privil�egie un nombre faible de rondes. En pratique ela signi�e qu'il vautmieux envoyer peu de longs messages que beauoup de ourts. Dans e probl�eme,on peut tr�es bien appliquer ette philosophie pour e�etuer une seule ronde aulieu des d log p de la simulation. Etant donn�e la nouveaut�e du mod�ele, il faudraitv�eri�er qu'en pratique 'est e�etivement plus rapide de faire quelques rondes deommuniations ompliqu�ees plutôt que log p rondes de ommuniations simples.Dans le mod�ele gm le tri demande un nombre onstant de rondes, 'est pour-quoi les log p rondes impos�ees par le tri (( �a la quiksort )) sont superues. Etantdonn�e Wf , on peut obtenir les tableaux Wf;0; : : : ;Wf;log p en un seul tri. On peutmême faire ela pour tous les tableaux Wf en un seul tri un peu plus omplexe.Pour ela, haque proesseur duplique lui-même haque �el�ement v = Wf (x) deson moreau de Wf en log p + 1 opies vf;� = g��1(�Æ(v)); f; �; x, 0 � � � log p.Chaque �el�ement ontient aussi une opie de l'information v = (�1(v); : : : ; �d(v)).g��1(�Æ(v)) donne le blo qui ontient v �a la �e phase du tri (( �a la quiksort ))selon la Æe oordonn�ee. Rappelons la d�e�nition g�(y) = b1 : : : b�10 : : : 0 quand larepr�esentation binaire de y est y = b1 � � � bq (on pose g�1(y) = 0). Il suÆt ensuitede trier lexiographiquement les quadruplets vf;� pour obtenir les tableaux voulusde la repr�esentation ompate. Remarquons que les sommes pr�e�x�ees Sf;� ne sontpas alul�ees ii.Rien n'empêhe non plus d'appliquer le même prinipe pour les tableaux desdimensions suivantes et de onstruire la struture de donn�ees ompate ave unseul tri. Cela donne l'algorithme suivant :Cet algorithme tient en une seule ronde. Mais dans le as de l'appliation auxbases de donn�ees ou de l'appliation en g�eom�etrie �a des points dans un espae de86



2.4 Repr�esentation ompate des ordres de dimension dAlgorithme 2.8 Calul d'une repr�esentation ompateDonn�ees : n �el�ements v0 = (�1(v0); : : : ; �d(v0)); : : : ; (�1(vn�1); : : : ; �d(vn�1)).R�esultat : Les tableaux Wf de la repr�esentation intervallaire ompate del'ordre de dimension d assoi�e.D�ebutPour tout proesseur P� e�etuerPour tout �el�ement v de P� e�etuerCr�eer logd�1 p �el�ements de la repr�esentation ompate :v�2;::: ;�d = g�d�1(�d(v)); : : : ; g�2�1(�2(v)); �d; : : : ; �2; �1(v)pour tout 1 � �2; : : : ; �d � log p. fOn peut se restreindre aux�2; : : : ; �d tels que un �i au plus vaut log pgTrier lexiographiquement les n logd�1 p �el�ements r�e�es. fUne omparaisonde deux �el�ements prend un temps O(d)gChaque proesseur re�oit un moreau de haque tableauW�2;::: ;�d onstitu�edes �el�ements de mêmes 2(d� 1) premi�eres omposantes.Continuer loalement sur haque proesseur le alul des tableaux restants�a partir des W�2;::: ;�d tels que l'un des �Æ vaut log p (la taille des blos yest don inf�erieure �a n=p).Findimension d, les �Æ ne sont plus des permutations mais de simples tableaux denombres (entiers ou r�eels). Il faut alors modi�er le alul des g�(�Æ(v)). Un premiertri des d tableaux �1; : : : ; �d permet d'en obtenir les pivots, seuls les pivots deslog p premi�eres phases nous int�eressent, ela fait 1 + 2+ 4+ � � �+ 2log p�1 = p� 1pivots par oordonn�ee. L'algorithme fait don l'hypoth�ese n=p � p. La pro�edureBlosCourants permet ensuite de aluler g0(�Æ(v)); : : : ; glog p�1(�Æ(v)).Pour aluler la repr�esentation ompate, il reste enore �a aluler les inter-valles assoi�es �a haun des �el�ements des Wf . On peut utiliser pour ela unetehnique similaire �a elle employ�ee dans le alul des tableaux Wf . Cette teh-nique permet tout aussi bien de aluler les intervalles assoi�es �a des nouveaux�el�ements ('est-�a-dire �a des requêtes dans le ontexte des bases de donn�ees). Nousallons don traiter e probl�eme plus g�en�eral.Traitement des requêtes dans une base de donn�ees distribu�eeLa tehnique onsiste �a aluler loalement des �el�ements �tifs repr�esentantles bornes des di��erents intervalles d'un sommet donn�e. On peut ensuite trou-ver grâe �a un tri puis une somme pr�e�x�ee le rang des positions o�u es borness'ins�erent dans les tableaux Wf . Voir l'algorithme 2.10.Cet algorithme n'est �a nouveau eÆae que lorsque le nombre de requête estde l'ordre de la taille de la base de donn�ees. Le d�es�equilibre qu'il peut y avoir87



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmAlgorithme 2.9 Calul des g�(�Æ(v))Donn�ees : d tableaux de n nombres �1; : : : ; �d.R�esultat : Les pivots des log p premi�eres phases.Pr�e-alul des pivotsTrier les ouples (Æ; �Æ(v)) lexiographiquement.Caluler par une somme pr�e�x�ee le rang de haque �el�ement dans haquetableau �Æ.Pour haque tableau �Æ, di�user �a tous les proesseurs les �el�ements  rÆ derang r = n=2; n=4; 3n=4; : : : (r est de la forme 2logn�log p � un nombre delog p bits).Pro�edure BlosCourants(�Æ(v))D�ebutPoser g�1(�Æ(v)) 0.Pour � 0 �a log p� 1 e�etuerr g��1(�Æ(v)) o�u le �+ 1e bit est mis �a 1.Si �Æ(v) <  rÆ Alorsg�(�Æ(v)) g��1(�Æ(v))Sinon g�(�Æ(v)) r.Finsur la destination des di��erentes requête parâ�t diÆile �a g�erer quand il y a peude requête. En pratique, e as n'est probablement pas gênant si l'on utilise unalgorithme du type de l'algorithme 2.6, s'il y a peu de requête, un seul proesseurpourra les traiter assez rapidement.Nous allons maintenant aborder la partie traitant des graphes de omparabi-lit�e.2.5 Reonnaissane des graphes de omparabi-lit�eUne fois de plus, l'algorithme pram (voir le paragraphe 1.4) s'implante assezfailement mais sa omplexit�e en fait un algorithme peu eÆae. Toutefois ilpourrait permettre de traiter des graphes trop gros pour rentrer dans la m�emoired'un ordinateur s�equentiel. Mais l�a aussi, sa omplexit�e (en m�emoire) le dessertar la relation de for�age diret prend une plae m�emoire en O(Æm), e qui risqued'être trop gros même pour une mahine parall�ele ('est enore aeptable pourles graphes de degr�e born�e, e qui est tr�es restreint).Pour obtenir un algorithme utilisable, il faut utiliser un espae m�emoire totalen O(n+m). Pour identi�er les lasses d'impliation eÆaement, il faut ommeen s�equentiel aluler les omposantes onnexes �a haque pas du alul de la88



2.5 Reonnaissane des graphes de omparabilit�eAlgorithme 2.10 Evaluation de la taille des requêtesDonn�ees : Les tableaux Wf de la repr�esentation ompate assoi�ee �a n d-uplets. n0 = O(n) d-uplets de requêtes.R�esultat : Les intervalles et la taille de haque requête.D�ebutPour tout proesseur P� e�etuerPour tout requête v de P� e�etuerCr�eer 2 logd�1 p bornes d'intervalles de v :vg�2;::: ;�d = g0�d�1(�d(v)); g�d�1�1(�d�1(v)); : : : ; g�2�1(�2(v)); �d; : : : ;�2; �1(v) + 1vd�2;::: ;�d = g0�d�1(�d(v)); g�d�1�1(�d�1(v)); : : : ; g�2�1(�2(v)); �d; : : : ;�2;1pour tout 1 � �2; : : : ; �d � p tel que le �+ 1e bit de g�d�1(�d(v))vaut 0 et o�u g0�d�1(�d(v)) a les mêmes bits que g�d�1(�d(v)) sauf le�+ 1e qui est mis �a 1. fOn peut se restreindre aux �2; : : : ; �d telsque un �i au plus vaut log pgTrier les tableaux W�2;::: ;�d et les bornes pour trouver les rangs des bornesdes intervalles.Continuer les aluls dans les repr�esentations loales de tailles de bloinf�erieures �a n=p.Finrelation de for�age.Le alul de la relation de for�age ressemble beauoup au produit de matries.En e�et, pour haque arête uv, il faut onsid�erer les arêtes vw telles que uwn'est pas une arête du graphe. Il n'est ependant pas �etonnant de trouver unepro�edure qui ressemble �a la fermeture transitive dans un algorithme de aluld'une orientation ferm�ee transitivement.Nous allons pr�esenter un algorithme qui utilise un espae m�emoire en O(Æn),e qui dans le pire as revient �a avoir une repr�esentation matriielle du graphe.Chaque proesseur traite les listes d'adjaene de n=p sommets. On suppose donÆn=p � Æ, 'est-�a-dire n � p. L'algorithme est en deux temps : par une pro�eduredu type produit de matrie, haque proesseur onstruit pour haun de sessommets une forêt ouvrante des relations de for�age des ars entrants du sommetet une autre sur les ars sortants. Le deuxi�eme temps onsiste �a faire l'unionde toutes les forêts ouvrantes. Les lasses d'impliation sont les omposantesonnexes de ette union de forêts qui a une taille inf�erieure �a 2m.Th�eor�eme 36 L'algorithme 2.11 d�etermine les lasses d'impliations d'un graphe(tel que n � p) en temps O( Æn2p + (p+ log p)Tom(nÆ; p)).Conernant l'espae m�emoire, l'hyptoth�ese la plus forte de l'algorithme onsiste89



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmAlgorithme 2.11 Calul des lasses d'impliationDonn�ees : Les listes d'adjaene de haque sommet d'un graphe G = (V;E).R�esultat : Le num�ero de lasse d'impliation de haque ar.Etape 1 Relations de for�ages (( loales ))Chaque proesseur P� poss�ede un blo L� de listes d'adjaene et en faitune opie K�.E�etuer p rondesPour tout proesseur P� e�etuerPour toute liste d'adjaene A de L� d'un sommet u e�etuerPour tout voisin v de u dont la liste d'adjaene B est dansK� e�etuerCaluler A�B.Pour tout w 2 A� B e�etuerSi uw n'est pas dans le même arbre que uv AlorsRajouter la relation de for�age diret uw � uv �a laforêt des ars sortants de u.Rajouter de même wu � vu la forêt des ars en-trants.Realuler les omposantes onnexes des deux forêts.Envoyer K� au proesseur suivant :K�  K��1modp.Caluler les omposantes onnexes de l'union des forêts.�a supposer que haque liste d'adjaene tient dans la m�emoire d'un proesseur.L'autre hypoth�ese sur la taille de la m�emoire ne servait qu'�a expliquer l'algo-rithme en termes de produit de matrie. En e�et, on peut d�eouper l'ensembledes ars du graphe en blos de listes d'adjaene de taille 2m=p au plus.Si l'on ne fait plus l'hypoth�ese que la liste d'adjaene d'un sommet tienttoujours dans la m�emoire d'un proesseur, la même tehnique peut toujours s'ap-pliquer mais il faut (( reoller les moreaux )) d'une ronde �a l'autre. Il faut om-mener par trier les ars lexiographiquement pour que la liste d'adjaene d'untel sommet soit r�epartie sur des sommets ons�eutifs. Il y a deux probl�emes �a r�e-soudre : elui d'un proesseur qui g�ere un tel sommet et elui d'un proesseur quitravaille sur un K� qui n'est qu'une partie de liste d'adjaene. Dans e dernieras, il suÆt de ontinuer le alul A � B �a la ronde suivante quand la suite dela liste d'adjaene arrive ave K��1 (les listes �etant tri�ees, ela ne pose pas deprobl�eme en faisant e alul par fusion des deux listes).Le as o�u la liste d'adjaene d'un sommet u stok�ee sur le proesseur P�se poursuit sur le proesseur suivant est plus d�eliat. Quand le proesseur P�a identi��e un voisin de u, il faut qu'il passe ette information au proesseur90



2.5 Reonnaissane des graphes de omparabilit�esuivant ave K� pour que les proesseurs suivants ne manquent pas de relationde for�age. P� envoie don �a P�+1 une opie de l'arête uv ave K� pour haquevoisin 4. (Remarquons que P� poss�ede au plus un sommet dont la liste d'adjaenese prolonge sur P�+1).Il faut ontinuer �a maintenir les omposantes onnexes de la forêt sur les arssortants de u sur tous les proesseurs qui la ontiennent, pour que le nombre derelations de for�ages stok�ees sur les proesseurs de plus grand num�ero n'explosepas. La seule fa�on que nous onnaissions atuellement pour r�ealiser e genred'op�erations onsiste �a faire un alul de omposantes onnexes �a haque ronde.Certains ars sortants de u sont dupliqu�es et ont �et�e pass�es ave K�. Les opiesservent �a aluler les forêts loales de relations de for�age. On pourrait roire quel'on manque des relations de for�ages du type uv � uw lorsque v > w sont dansla liste d'adjaene de u, et v se trouve sur un proesseur de plus grand num�eroque elui sur lequel se trouve w. Si ette relation de for�age passe inaper�uequand 'est la liste d'adjaene de v qui est inspet�ee �a travers les K�, elle est enrevanhe onsid�er�ee quand 'est la liste d'adjaene de w qui est inspet�ee.Il y a au plus une opie par ar. L'algorithme des omposantes onnexess'ex�eute don sur un graphe de Degr�e(u) sommets (les ars sortants de u), et auplus 2Degr�e(u) arêtes (elles des forêts loales de relations de for�age). Au total,il aboutit au bout d'un temps O(m log pp + log p Tom(m; p)).Les donn�ees risquent d'être distribu�ee de mani�ere h�et�erog�ene : toutes les listesd'adjaene d'un proesseur P� peuvent être fusionn�ees ave toutes les listes deK�, e qui prend Pu;v jLuj + jMvj op�erations o�u Lu d�esigne la liste d'adjaeneloale de u et Mv la liste d'adjaene de K� d'un voisin v 2 Lu. Cei onduit�a une borne en m2p2 qui est atteinte lorsqu'un proesseur n'a qu'une seule listed'adjaene Lu et que K� est ompos�e de mp listes singletons de sommets quisont tous dans Lu. La seule borne d�eroissante ave p que l'on peut obtenir estdon O(m2p ). Ce dernier probl�eme vient du fait que l'on a mal r�eparti les donn�ees.Pour le r�esoudre, il faut distribuer les listes d'adjaene de sorte que haqueproesseur re�oive de l'ordre de n=p listes. Il faut pour ela traiter di��eremmentles sommets de degr�e sup�erieur �a m=p (dont la liste d'adjaene ne tient pas dansla m�emoire loale d'un proesseur) et les autres. De tels sommets sont en nombreau plus p�1. On plae leur listes par un tri lexiographique par exemple, haqueproesseur aura au plus deux moreaux de listes. Pour plaer les autres listesd'adjaene, on trie les sommets restants par degr�e d�eroissant et on plae ainsi :la liste du premier sommet sur P0, la liste du deuxi�eme sommet sur P2,..., la listedu ie sommet sur Pi�1modp. Ave ette strat�egie, haque proesseur aura au plusn=p listes. C'est le proesseur P0 qui stoke le plus d'ars. En revanhe, si on luienl�eve la premi�ere et la derni�ere liste que l'on lui a allou�e, il lui reste moins d'arsque sur haun des autres proesseurs, e qui fait don moins de m=p ars. Autotal, le proesseur P0 stoke don au plus 3m=p ars et les autres proesseurs en4. (( voisin de u )) signi�e ii (( dans le moreau de la liste d'adjaene de u stok�ee dans P� )).91



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gmont moins. En omptant aussi les sommets de degr�e sup�erieur �a m=p, on obtientune distribution des donn�ees telle que haque proesseur a au plus n=p+ 2 listesd'adjaene et au plus 4m=p ars.Revenons �a l'algorithme de alul des lasses d'impliation lorsque les donn�eessont distribu�ees ainsi. On peut toujours l'ex�euter ar sur haque proesseur, il yau plus une liste d'adjaene qui se poursuit sur le proesseur suivant 5. On peutmaintenant borner le alul loal de haque ronde :Xu;v jLuj+ jMvj �Xu;v jLuj+Xu;v jLvj � 2np mp. On obtient don le r�esultat suivant.Th�eor�eme 37 L'algorithme 2.11 ave les adaptations i-dessus alule les lassesd'impliation d'un graphe G tel que m=p � p en temps O(m log np + nmp +m log p+p log p Tom(m; p)).La borne en Æm est devenue nm, e qui permet de mettre en �evidene les pro-bl�emes que posent l'irr�egularit�e des strutures de donn�ees optimales des graphesdans leur traitement parall�ele. Autoriser l'algorithme pram 1.13 �a utiliser un es-pae m�emoire en O(Æm) masquait ette diÆult�e. Nous voyons ii que la reherhed'un temps polylogarithmique pour un algorithme pram n'est pas justi��ee dansle as o�u le travail de l'algorithme d�epasse largement l'ordre de grandeur de lataille du probl�eme. Il faut onevoir des algorithmes pram utilisant un nombrede proesseurs de l'ordre de la taille du probl�eme.Les algorithmes d'orientation 1.14 et de d�eomposition modulaire 1.16 s'im-plantent failement en gm puisqu'ils utilisent un nombre onstant de tris, dealuls pr�e�x�es et de aluls de omposantes onnexes.2.6 Les graphes reuxL'exemple du traitement des graphes de omparabilit�e nous permet de mettreen �evidene la diÆult�e de traiter les graphes reux, 'est-�a-dire ayant peu d'arêtes.L'hypoth�ese m � pÆ simpli�e le alul des lasses d'impliation. On a vu om-ment dans les omposantes onnexes l'hypoth�ese m � pn simpli�ait la tâhe.Consid�erons �a e propos un probl�eme tr�es utile et tr�es simple dans le domainedes graphes : aluler le degr�e de haque sommet.En s�equentiel, on fait l'hypoth�ese que le graphe tient en m�emoire et don sanss'en rendre ompte, on suppose que l'on peut garder en permanene en m�emoireun ompteur pour haque sommet du graphe. Cette hypoth�ese pourrait tr�es biens'av�erer fausse si le graphe est si gros qu'il n�eessite l'utilisation de m�emoire5. Cette remarque tient aussi pour les K� ave la remarque qu'il faut faire une ronde suppl�e-mentaire pour les proesseurs P� tels que K� ontenait initialement une �n de liste d'adjaene.92



2.6 Les graphes reuxvirtuelle sur le disque dur. Et dans e as, le meilleur algorithme risque fort deressembler �a un algorithme parall�ele.En e�et, le parall�elisme nous onfronte diretement �a ette hypoth�ese. Consi-d�erons le as o�u l'on peut enore stoker dans la m�emoire de haque proesseur unompteur pour haque sommet, 'est-�a-dire le as o�u m=p � n. Dans e as l'al-gorithme s�equentiel peut enore servir : aluler loalement les degr�es sur haqueproesseur et faire la somme ensuite. L'algorithme 2.12 en donne les d�etails.Algorithme 2.12 Calul des degr�esDonn�ees : m ars d'un graphe, haque proesseur g�ere m=p ars.R�esultat : Les degr�es de tous les sommets, haque proesseur g�ere n=p som-mets.D�ebutPour tout proesseur P� e�etuerParourir la liste loale d'ars et aluler le degr�es d�(i) de haquesommet renontr�e.Pour tout i envoyer d�(i) au proesseur Pbi=p.Pour tout �n=p � i < (� + 1)n=p e�etuerCaluler Degr�e(i) d0(i) + � � �+ dp�1(i).FinL'algorithme 2.12 alule les degr�es des sommets d'un graphe en temps O(n+m=p+Tom(pn; p)). Un proesseur peut tr�es bien reevoir de l'ordre de nmessages.Cet algorithme n'est optimal que lorsque m=p � n, 'est-�a-dire lorsque le grapheest dense ou lorsqu'il y a peu de proesseurs (si m est de l'ordre de n, ela peutvouloir dire un seul proesseur).D'un autre ôt�e, le mod�ele pram s'int�eresse au as o�u la m�emoire de haqueproesseur est tr�es restreinte, et il o�re don naturellement des solutions lorsquedes hypoth�eses trop fortes sur la taille du graphe ou sur le grain ne sont pas v�eri-��ees. La solution dans le as pr�esent onsiste �a trier les ars lexiographiquementet �a faire une somme pr�e�x�ee.Le plaement des donn�ees est tr�es important dans un algorithme gm. Aussi,le traitement parall�ele eÆae d'un probl�eme a de grandes hanes de n�eessiterau moins un tri des donn�ees du probl�eme. Les algorithmes parall�eles lin�eairessont rares. Il n'est pas �etonnant qu'il faille payer le prix lorsque les donn�ees sontdistribu�ees. On peut toutefois obtenir un fateur log p au lieu de logn, ave letri du g�eom�etre ou les algorithmes de tri probabilistes [68℄. Qu'en est-il des trisimplant�es par les onstruteurs de mahines parall�eles?Les graphes qui ont de grandes disparit�es dans les degr�es sont plus diÆiles�a traiter que eux qui font preuve de r�egularit�e. On pourrait alors herher dansette optique des transformation de graphes qui permettent de rendre le degr�eplus r�egulier. Il existe par exemple une tehnique pram pour les algorithmes de93



Chapitre 2 Mod�ele �a gros grain gm(( ontration d'arbres )) onsistant �a rendre le degr�e onstant en rajoutant �a peupr�es autant de sommets qu'il y a d'ars [86, 60℄. Cette tehnique s'�etend ais�ementaux graphes. Peut-on trouver des tehniques similaires en gm?ConlusionNous avons transform�e quelques algorithmes pram en gm. Le tri et lesaluls pr�e�x�es sont enore des outils de base. Le alul des omposantes onnexesparâ�t en revanhe assez lourd. Le mod�ele gm pose de plus le probl�eme de ladistribution des donn�ees. Si la solution suit naturellement l'algorithme pramdans ertains as (omme la reonnaissane des ordres N -free), on est onfront�e�a d'importants probl�emes d'�equilibrage de harge entre les di��erents proesseursdans d'autres (omme la r�eponse �a des requêtes en petit nombre par rapport �a lataille de la base de donn�ees, ou le alul des lasses d'impliation d'un graphe).Il parâ�t parfois diÆile d'�equilibrer �a la fois la distribution des donn�ees et ladistribution des aluls.
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Chapitre 3Bornes d'un r�eseau de t�el�ephonesmobiles : une mahine parall�ele �aommuniations restreintesNous allons aborder dans e hapitre un probl�eme issu du monde indus-triel. Au ours d'une ollaboration ave nortel matra ellular, Jean-LouisDornstetter a eu la gentillesse de nous informer de quelques probl�emes algo-rithmiques renontr�es en t�el�ephonie ellulaire. Je vois deux b�en�e�es dans unetelle approhe : le premier est de tester l'utilit�e des tehniques g�en�erales qui sontd�evelopp�ees en algorithmique, le deuxi�eme est de s'informer des probl�emes th�eo-riques auxquels on peut être onfront�e en pratique.Le probl�eme abord�e ii onsiste �a trouver un algorithme distribu�e pour syn-hroniser les horloges des bornes d'un r�eseau de t�el�ephonie gsm. La seule infor-mation dont on dispose pour ela est la d�etetion fortuite de la di��erene d'heureentre deux bornes lorsqu'un t�el�ephone ellulaire passe entre elles. Seules es deuxbornes peuvent être inform�ees de e d�ealage. La prinipale diÆult�e du probl�emeonsiste �a s'interdire l'envoi de messages entre les bornes. Le terme (( distribu�e ))est don �a prendre ave des pinettes puisque l'on est onfront�e ii �a une sortede mahine distribu�ee o�u les ommuniations sont de nature �x�ee et totalementinontrôlables. Il y a de plus une autre diÆult�e quant �a la oneption d'algo-rithmes dans un tel syst�eme : les di��erents programmes vont tourner de mani�eretotalement asynhrone sur les di��erents n�uds du r�eseau, il n'y a pas moyen desynhroniser l'ex�eution d'une phase du programme entre les di��erentes bornes.(( Synhroniser )) est ii utilis�e dans le ontexte du parall�elisme ; tous les algo-rithmes parall�eles lassique utilisent de la synhronisation, et la plupart reposentmême sur des barri�eres de synhronisation, 'est-�a-dire un top �a partir du queltous les proesseurs ommenent en même temps une phase de alul.En pratique, on peut �evidemment all�eger es deux interditions mais dans unefaible mesure : il existe un r�eseau de ommuniation entre les bornes mais il estd�ej�a tr�es harg�e et on peut obtenir une synhronisation approximative des aluls



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesen envoyant un top du entral vers les bornes par e r�eseau de ommuniationou en lan�ant des phases de alul �a une même heure de la journ�ee 1. Le but deette �etude �etait de faire la ollete des id�ees algorithmiques qui peuvent malgr�etout s'appliquer dans un ontexte aussi restreint. Le paragraphe 3.2 rassemble lesid�ees que nous avons pu pioher dans la litt�erature ou imaginer.La pr�esentation du probl�eme de synhronisation des bornes d'un r�eseau gsmest assez longue ar les ontraintes sont nombreuses. Il va de soi qu'auun al-gorithme existant dans la litt�erature ne permet de r�esoudre un probl�eme aussisp�ei�que. D'autre part, on ne peut proposer une solution unique ar le seulmoyen de prouver qu'un algorithme est meilleur qu'un autre est de les implantertous les deux et de onstater lequel donne de meilleurs r�esultats dans la r�ealit�e. Ily a tout de même un pas interm�ediaire qui onsiste �a simuler les di��erents algo-rithmes dont on a l'id�ee. Nous avons don suivi ette d�emarhe, le paragraphe 3.3de e hapitre est onsar�e �a la pr�esentation des r�esultats des simulations que nousavons e�etu�ees.3.1 Pr�esentation du probl�emeR�eseau de t�el�ephones mobilesUn r�eseau de t�el�ephones mobiles gsm est ompos�e, outre les t�el�ephones mo-biles eux-mêmes que l'on appelle mobiles, de bornes �xes (((Base Traneiver Sta-tions ))). Les bornes sont reli�ees physiquement au r�eseau t�el�ephonique ommut�elassique. Les ommuniations sont assur�ees par liaison radio du mobile �a uneborne dans sa proximit�e puis par liaison �laire de la borne au r�eseau t�el�epho-nique standard. Les bornes sont reli�ees entre elles par un r�eseau en arbre, ellessont reli�ees �a des stations de ontrôle qui sont elles-mêmes reli�ees �a des standardst�el�ephoniques d'une part et �a une station de maintenane d'autre part. Voir la�gure 3.1.Lors d'une ommuniation, le mobile devient eslave d'une des bornes alen-tours. Il ommunique par paquets ave la borne. Ces paquets sont envoy�es p�erio-diquement �a une fr�equene donn�ee par une horloge (un paquet dure un huiti�emede la p�eriode). Le mobile ale son horloge sur elle de la borne pour être enphase ave elle-i. Chaque paquet omporte une partie hi�rant la ommuni-ation elle-même, et une partie standard toujours identique servant �a di��erentesoptimisations de traitement du signal : r�eglage de l'antenne, reherhe de la phase,traitement des �ehos et des interf�erenes.Chaque borne poss�ede sa propre horloge ind�ependante. Le probl�eme onsiste �amettre les horloges des bornes voisines en phase. Il y a deux raisons �a ela. Quandun mobile se d�eplae, il est pris en harge par di��erentes bornes suessives.1. Les horloges que l'on veut synhroniser ont une p�eriode trop ourte pour tenir e rôle,mais tout ordinateur est en g�en�eral muni d'une horloge lassique.96



3.1 Pr�esentation du probl�eme
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Fig. 3.1 { Un r�eseau de t�el�ephonie gsm.Lorsqu'il passe de l'une �a l'autre, il doit �emettre des paquets plus ourts pour nepas perturber les ommuniations de la borne sur laquelle il arrive jusqu'�a e queelle-i lui ommunique la phase sur laquelle il doit se realer. Cela ins�ere un petitblan dans la ommuniation, d�esagr�eable pour l'utilisateur. Si les deux bornessont presque en phase, une tehnique appel�ee ((hand-over )) permet de raourirla dur�ee du blan. D'un autre ôt�e, il y a beauoup de mobiles qui se brouillentles uns les autres. Deux mobiles prohes mais ommuniquant ave deux bornesdi��erentes peuvent se brouiller de mani�ere destrutive quand leurs phases sontd�eal�ees (voir la �gure 3.2).Atuellement les r�eseaux gsm fontionnent malgr�e es probl�emes, mais l'aug-mentation du nombre de mobiles en irulation pourrait ompromettre le bonfontionnement d'un tel r�eseau. Il y a deux approhes ompl�ementaires pourr�esoudre e probl�eme en jouant sur les trois prinipaux param�etres qu'un ad-ministrateur de r�eseau peut ontrôler. La premi�ere option onsiste �a minimiserles interf�erenes en optimisant la puissane d'�emission demand�ee �a haque mo-bile et le hoix de la borne qui s'oupe de lui. Nous nous int�eresserons ii �a ladeuxi�eme approhe : synhroniser les horloges de bornes pouvant interf�erer. Ceiest possible ar les bornes peuvent modi�er tr�es lentement leur phase 2.Le moyen le plus simple d'e�etuer ela est tehnologique : munir haque borned'un syst�eme de synhronisation. La seule soure �eonomique de synhronisation2. Des hangements brusques sont interdits ar ils feraient sauter toutes les ommuniationsen ours et sont d'ailleurs soumis �a des r�egles pr�eises par la norme gm. 97



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobiles
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(c)Fig. 3.2 { (a) Sh�ema du signal �emis par un mobile. La partie X est �xe et stan-dard et sert �a mesurer les interf�erenes qui sont venues perturber la transmissionde e paquet pour tenter de les orriger. (b) Signal d'un autre mobile ommuni-ant ave la même borne. () Signal �emit par un mobile ommuniant ave uneautre borne dont la phase est d�eal�ee par rapport �a la premi�ere borne. Se mobilevient brouiller les deux autres signaux. Ces interf�erenes seront prises en omptepour le mobile a puisque la partie standard X est aussi brouill�ee, tandis qu'ellesne le seront pas pour le mobile b (sa partie X n'est pas brouill�ee). La orretionsur le paquet du mobile a va d�egrader la partie non brouill�ee et la partie brouill�eedu paquet du mobile b ne sera pas orrig�ee en ons�equene. Il en d�eoule une d�e-gradation de la qualit�e des ommuniations qui n'a pas lieu lorsque le brouilleurest �a peu pr�es en phase ave la borne.assez pr�eise �a l'heure atuelle se trouve être le syst�eme gps mis en �uvre parl'arm�ee am�eriaine. En e�et, seules les horloges atomiques transport�ees par les dif-f�erents satellites en orbite basse de e syst�eme permettent la pr�eision n�eessaire(de l'ordre de 10�7 seondes). Le prix atuel d'un gps est tel que ette solutionest tout-�a-fait aeptable �eonomiquement, mais d'un point de vue politique, ilest d�eliat de faire reposer le fontionnement d'un r�eseau de ommuniation surle bon vouloir de l'arm�ee am�eriaine. Le plus gros inonv�enient de ette m�ethodeest qu'il faut rajouter une antenne pour haque borne, e qui pose de nombreuxprobl�emes d'autorisations.Une partiularit�e de la norme gsm permet d'envisager une solution logiiellemeilleur marh�e et ne pr�esentant pas les inonv�enients politiques de l'option pr�e-�edente. Les bornes sont �equip�ees d'un syst�eme sp�eial permettant d'�eouter lessignaux provenant de mobiles ommuniquant ave une borne voisine. Il se trouvedon que haque borne onnâ�t de temps en temps son d�ealage de phase aveelles qui lui sont voisines, 'est-�a-dire qui peuvent interf�erer ave elle. Cetteinformation est ompl�etement inontrôlable et n'est en rien pr�evisible, elle d�e-98



3.1 Pr�esentation du probl�emepend du passage fortuit de mobile entre les bornes. Remarquons tout de mêmequ'il est important de synhroniser les bornes telles que de nombreux mobilespassent entre elles en r�eant des interf�erenes gênantes. Les interf�erenes les plusgênantes sont don elles qui sont le plus souvent d�etet�ees. On peut don d�e�nirun graphe dont les sommets sont les bornes et dont les arêtes relient les bornesqui interf�erent assez souvent pour que leur d�ealage soit d�etet�e de temps entemps. Ce graphe est inonnu, il d�epend des obstales pr�esents entre les bornes.Il n'est pas planaire �a priori. La seule propri�et�e que l'on en onnaisse est quedes bornes g�eographiquement �eloign�ees sont moins suseptibles d'interf�erer. Cein'est pas une g�en�eralit�e ar une borne pla�ee en haut de la tour Montparnassepar exemple peut interf�erer ave toutes les autres bornes de Paris. Le nombre detelles bornes est faible �a priori et les sommets du graphe ont probablement undegr�e assez faible en r�egle g�en�erale.Les bornes peuvent ommuniquer par le r�eseau en arbre les reliant �a la stationde maintenane. Cependant, e r�eseau est largement utilis�e pour d'autres besoinset il est pr�ef�erable d'en limiter au maximum l'utilisation. La solution doit donêtre un algorithme distribu�e utilisant au maximum les informations loales re�uespar haque borne.Mod�elisation du probl�emeLe graphe sur les bornes onstitue un premier pas dans la mod�elisation maisreste un peu ou ar les arêtes qui orrespondent �a la d�etetion d'un d�ealageentre deux bornes d�ependent du passage fortuit d'un mobile entre les bornes.Pr�eisons ela en disr�etisant le temps (aux heures de tra� intense, une bornere�oit typiquement des d�ealages �a quelques seondes d'intervalle, l'unit�e de tempshoisie peut par exemple être la minute). On peut alors onsid�erer la probabilit�epi;j pour que la borne i re�oive son d�ealage ave la borne j �a haque instant. Ond�e�nit ainsi une matrie de probabilit�e qui mod�elise le r�eseau gsm.La disposition g�eographique des bornes �etant �xe, les bornes qui interf�erentave une ertaine r�egularit�e ave une borne donn�ee sont toujours les mêmes. Surle nombre, les d�eplaements des mobiles �etant toujours �a peu pr�es distribu�es dela même mani�ere, on peut supposer ette matrie onstante (quitte �a supposerque le temps ne s'�eoule pas lin�eairement puisque le tra� est ertainement moinsimportant la nuit 3). Cette matrie est sym�etrique puisqu'un d�ealage entre deuxbornes est d�etet�e lorsqu'un mobile peut être pris en harge par les deux bornes.En �xant un seuil de probabilit�e au del�a duquel deux bornes interf�erent suÆsam-ment pour qu'il soit n�eessaire et aussi possible de les synhroniser on obtientun graphe non orient�e au sens usuel du terme : deux bornes sont reli�ees si laprobabilit�e orrespondante est sup�erieure au seuil.3. Cette simpli�ation peut n�eessiter des adaptations de l'algorithme omme realer leshorloges �a une vitesse qui d�epend du nombre de d�ealages re�us par unit�e de temps. 99



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesLe probl�eme de synhroniser les bornes peut être vu omme un alul deomposantes onnexes de e graphe. En e�et, deux bornes reli�ees par un heminseront synhronis�ees si haque borne est synhronis�ee ave ses voisines, et deuxbornes interf�erant trop peu fr�equemment n'ont pas besoin d'être synhronis�ees.Le probl�eme se formule dans ette optique omme la reherhe d'un algorithme deomposantes onnexes dans e mod�ele de alul distribu�e o�u les ommuniationssont tr�es restreintes.3.2 Algorithmes de synhronisationAlgorithme du gradientLa solution lassique est de se ramener �a un alul de minimum. Il est utile defaire l'analogie ave la physique tant pour stimuler l'intuition que pour employerdes termes plus imag�es : le probl�eme onsiste �a minimiser (( une fontion d'�ener-gie )). Dans un syst�eme distribu�e omme elui onsid�er�e ii, on essayera plutôtd'exprimer ette fontion d'�energie omme la somme de fontions d'�energie lo-ales. Une fontion d'�energie loale toute trouv�ee ii est la somme des arr�es desd�ealages d'une borne ave ses voisines.Notons �i l'heure de la borne i et �ij le d�ealage entre les bornes i et j.Pr�eisons que seuls les �ij = �j � �i sont mesur�es, les �i ne sont pas mesurables(il n'y a pas d'heure absolue). D'autre part, les �i sont des heures modulo lap�eriode T de l'horloge 4. C'est et aspet modulaire des variables qui rend leprobl�eme diÆile. Ramenons par onvention la valeur de �ij entre �T=2 et T=2('est une valeur modulo T ).�ij = (�j � �i) mod T; �T2 < �ij � T2 :Une borne peut se realer sur une autre de deux mani�eres possibles : soit enavan�ant, soit en retardant. La mani�ere la plus rapide demande un temps vr j�ijj(o�u vr est la vitesse �a laquelle les bornes peuvent se realer), l'autre mani�eredemande vr(j�ij � T j) (voir la �gure 3.3). Il y a des situations o�u le seul moyende synhroniser toutes les horloges onsiste �a realer une des horloges sur uneautre en prenant le hemin le plus long (voir la �gure 3.4). Le probl�eme onsiste�a d�eider pour haque borne si elle doit se realer dans un sens ou dans l'autre.Malgr�e tout, lorsque les bornes sont �a peu pr�es synhronis�ees (par exempletous les �ij sont entre 0 et 3T=4), on peut utiliser la solution lassique onsistant �aminimiser une fontion d'�energie. D�e�nissons don une fontion d'�energie globale4. Cette p�eriode est la même pour toutes les bornes. Il faut avoir en tête l'analogie d'unehorloge traditionnelle (pour laquelle T = 12 heures) ou du erle trigonom�etrique (pour lequelT = 2�).100
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Fig. 3.3 { Les deux valeurs possibles pour le d�ealage entre deux bornes. La bornei peut se realer sur la borne j soit en retardant de j�ij � T j, soit en avan�antde j�ijj.

Fig. 3.4 { Situation de bloage : pour synhroniser les horloges, il faut que l'uned'entre elles se reale sur une de ses voisines en passant par l'ar de erle leplus long, 'est-�a-dire en faisant augmenter la valeur de j�ijj (en onsid�erant que'est la borne i qui se reale vers la borne j de ette mani�ere).F et des fontions d'�energie loales fi ainsi :F (�1; : : : ; �n) = X1�i;j�n�2ij = X0�i<n fi(�1; : : : ; �n) 101



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesfi(�1; : : : ; �n) = X1�j�n�2ij:La fontion F d�e�nit une surfae dans Rn+1 dont il s'agit de trouver un pointminimum. L'algorithme le plus simple pour trouver un minimum d'une surfaeonsiste �a se d�eplaer le long de la surfae en suivant la ligne de plus grande pentequi est donn�ee par le gradient rF d�e�ni par :rF = ��F��1 ; : : : ; �F��n�1� :�F��i = 2 ���i " X1�j�n(�j � �i)2#= 4 X1�j�n(�j � �i)= 4 X1�j�n�ijL'algorithme du gradient onsiste �a r�ep�eter l'op�eration(�1; : : : ; �n) (�1; : : : ; �n)� "rF (�1; : : : ; �n):" est une onstante �a ajuster de sorte que l'algorithme n'osille pas et qu'ilonverge assez vite. Cet algorithme se prête tout �a fait �a la distribution : haqueborne i peut aluler loalement �F��i et realer �i en fontion de ette valeur.Dans le probl�eme de synhronisation pr�esent, les bornes vont se realer dans unsens ou dans l'autre selon le signe de la (( moyenne ))P1�j�n �ij�ij. Remarquonsque le gradient de F n'est pas ontinu : lorsque deux horloges sont en oppositionde phase, �ij peut passer de T �a �T et r�eiproquement ; ependant, on peutarguer que l'algorithme onduit �a s'�eloigner de es positions et qu'il ne peut pasosiller autour d'une telle position.Une id�ee de Jean-Louis Dornstetter, bas�ee sur une analogie ave les verresde spin [23℄, permet de hoisir une fontion d'�energie plus lisse pour rem�edier �ae probl�eme. L'id�ee est de ne pas realer deux bornes en suivant toujours le plusourt hemin mais en restant �d�ele �a la diretion par laquelle on a ommen�e �ase realer. Il suÆt pour ela de aluler les �ij modulo 2T de sorte que �T <�ij � T . Cela ne pose pas de probl�eme en suivant l'�evolution des d�ealages. Sijamais une borne d�etete un d�ealage ave une voisine de T=2�Æ puis de �T +Æ0,on posera arti�iellement �ij = T + Æ0. De même, si le d�ealage d�etet�e passe de�T + Æ0 �a T � Æ, on posera �ij = �T � Æ. La fontion d'�energie est alors modi��eede sorte que le alul de la moyenne des d�ealages dans le alul du gradient102



3.2 Algorithmes de synhronisationdevienneX1�j�n g(�ij) o�u g(�ij) = 8<: �ij si � T2 � �ij � T2T ��ij si T2 � �ij � T�T ��ij si � T � �ij � �T2L'analogie ave les verres de spin onduit �a poser g(�ij) = T2 sin( �T�ij), e quilisse ompl�etement la fontion d'�energie mais augmente onsid�erablement les al-uls (surtout dans les simulations). La �gure 3.5 illustre la forme des di��erentesfontions d'�energie et les fontions g assoi�ees.
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Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesque le nombre de minima absolus dans une r�egion born�ee de Rn donn�ee est divis�epar 2n. Je ne sais pas dans quelle mesure ela est gênant.
(a) (b)Fig. 3.6 { Un lissage de la fontion d'�energie (b) (de gradient (a)) tol�erant aud�esaord de deux bornes sur la valeur de leur d�ealage modulo 2T .Malheureusement, la m�ethode du gradient ne permet pas toujours d'atteindreun minimum. Dans le as o�u les bornes dans leur ensemble sont prohes de lasynhronisation (e qui est peu probable quand il y a beauoup de bornes), ettem�ethode permet e�etivement de trouver un minimum d'�energie (F = 0). Maisen partant d'une position quelonque, il peut y avoir des bloages : l'algorithmepeut rester bloqu�e dans un minimum loal tel que la position illustr�ee par la�gure 3.4.Cette m�ethode implique que haque borne doit retenir un nombre pour ha-une de ses voisines. Cela est possible, mais les ressoures �etant tr�es limit�ees surhaque borne, mentionnons une id�ee qui permet de l'�eviter. On peut remarquerque les horloges se realent tr�es lentement (�a ause des limitations impos�ees parla norme gsm). On peut faire un alul empirique de la moyenne des d�ealagesen realant syst�ematiquement l'horloge d'une borne vers elle d'une voisine d�esqu'un d�ealage est mesur�e ave elle-i. Lorsque les bornes ommenent �a se syn-hroniser et les d�ealages ommenent �a devenir faibles, il faut bien sûr fairebaisser ette vitesse de realage pour ne pas osiller autour de la position de syn-hronisation. Cette m�ethode a de plus l'avantage de pond�erer la moyenne avela fr�equene de d�etetion du d�ealage ave haque voisine. Une borne se realeradon pr�ef�erentiellement vers la voisine ave laquelle elle a le plus d'interf�erenes.Si l'on veut �eviter ette pond�eration, il suÆt de rendre arti�iellement toutes lesfr�equenes de d�etetion �egales �a la plus petite en ne tenant pas ompte du surplusde d�etetions. L'algorithme 3.1 donne les d�etails de ette m�ethode qui permet desynhroniser de mani�ere stable les bornes lorsqu'elles sont sur la bonne voie. Lereste de la setion s'int�eresse plutôt au as o�u les bornes sont loin de la syn-hronisation. On peut imaginer une strat�egie g�en�erale o�u une borne applique unalgorithme quand ses voisines sont dispers�ees et l'algorithme du gradient quandelles sont plutôt group�ees.Le fateur 1=2 dans 2 jg(�ij)j =2 indique qu'une borne ne doit pas se realerd'une valeur trop importante pour �eviter que le syst�eme n'osille : deux bornes104



3.2 Algorithmes de synhronisationAlgorithme 3.1 Gradient pour la borne iR�ep�eterD�es qu'un d�ealage �ij est d�etet�e, e�etuer :Realer l'horloge �a la vitesse 1 vr g(�ij) (dans le sens donn�e par lesigne de la vitesse) d'au plus 2 jg(�ij)j =2.d�eal�ees de � doivent se realer l'une de �=2, l'autre de ��=2 pour se syn-hroniser. N'importe quelle valeur inf�erieure stritement �a 1 onvient. Pour uneoptimisation plus �ne, il faudrait ertainement prendre des fontions plus om-pliqu�ees que de simples multipliations par les oeÆients 1 et 2 (des fontionsaÆnes par moreau par exemple).L'algorithme 3.1 est sûrement le plus simple que l'on puisse imaginer. Il pour-rait y avoir des probl�emes de stabilit�e lorsque les mesures de d�ealage sont brui-t�ees : une erreur de mesure peut amener une borne �a realer son horloge dans lamauvaise diretion jusqu'�a e qu'elle re�oive un d�ealage moins bruit�e. La vitessede realage �etant tr�es faible par rapport �a la fr�equene de d�etetion de d�ealage,on peut imaginer que ela n'aura pas une grande inidene sur l'algorithme. Celapeut toutefois être gênant lorsque les bornes sont synhronis�ees ou lorsque la fr�e-quene de d�etetion de d�ealage tombe (la nuit par exemple). On pr�ef�erera alorsla variante 3.2 un peu plus ompliqu�ee o�u l'on alule e�etivement la d�eriv�eepartielle �F��i de la fontion d'�energie.Algorithme 3.2 Gradient pour la borne iDonn�ees : Les d�ealages �ij pour haque voisine j de la borne i.D�ebutTenir les �ij �a jour �a haque d�ealage d�etet�e.E�etuer �a intervalle de temps r�egulier :G P1�j�n g(�ij)Realer l'horloge �a la vitesse 1 vrG d'au plus 2 jGj =2.FinQuand un nouveau d�ealage est d�etet�e on peut même faire la moyenne avel'anienne valeur pour rendre l'algorithme enore plus stable fae aux erreurs ded�etetion. Les variations sont bien sûr in�nies, mon but est de rassembler ii lesprinipales id�ees que nous avons imagin�ees.Le reuit simul�eLe reuit simul�e est un algorithme probabiliste g�en�erique permettant de r�e-soudre en th�eorie tous les probl�emes mod�elisables par la minimalisation d'unefontion d'(( �energie )) [48, 1, 72℄. L'id�ee s'exprime enore naturellement ave105



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesl'analogie �a la physique. La fontion F dont il faut trouver un minimum estonsid�er�ee omme un potentiel dont on herhe les puits les plus profonds. Ononsid�ere alors des partiules soumises �a e potentiel et �a une agitation thermique.La distribution des partiules, selon les travaux de Boltzmann, est alors donn�eepar Prob [(�1; : : : ; �n) = �℄ = e�F (�)k�o�u � est la temp�erature du syst�eme. Ii, le r�eseau entier de bornes est onsid�er�eomme une seule partiule se d�epla�ant dans Rn. Toute suite (�1; : : : ; �n) 2 Rnforme un �etat possible de la partiule. A une temp�erature � une partiule peutpasser d'un �etat � �a un �etat � ave une probabilit�eProb [� �! �℄ = e�F (�)�F (�)k�Si la temp�erature est in�nie, tous les �etats sont �equiprobables, une partiule peutsauter n'importe quelle barri�ere de potentiel pour passer d'un �etat �a un autre. Sila temp�erature est nulle, toutes les partiules sont dans des puits de potentiel,'est-�a-dire des minima loaux de F , auune agitation thermique ne leur permetd'en sortir. En revanhe, si l'on fait baisser douement la temp�erature de l'in�nivers z�ero, toutes les partiules se retrouveront dans les minima absolus de F (esminima sont �equiprobables). On peut donner une expliation physique intuitive�a ela : quand la temp�erature est assez �elev�ee, une partiule passe de minimumloal en minimum loal 5 ; si une partiule h�esite entre deux minima, il y a unetemp�erature qui lui permettra de passer du moins profond au plus profond, maispas du plus profond au moins profond, une fois pi�eg�ee dans le plus profond, elle nepeut plus en sortir (voir la �gure 3.7). Il existe une justi�ation math�ematique deette propri�et�e du refroidissement d'un syst�eme sous les hypoth�eses qui suivent[36, 1℄.La temp�erature doit baisser tr�es lentement (trop lentement pour donner unalgorithme qui termine, mais il existe des strat�egies pour refroidir plus rapide-ment, voir un peu plus loin). D'autre part, une partiule doit pouvoir passer detout �etat �a n'importe quel autre ave une probabilit�e non nulle en un temps �ni.Cela peut se mod�eliser math�ematiquement par l'existene d'une matrie d'ex-ploration 'est-�a-dire une matrie M sym�etrique et irr�edutible o�u M [a; b℄ est laprobabilit�e de passer de l'�etat � �a l'�etat �. Cela veut essentiellement dire queM [�;�℄ =M [�;�℄ et qu'une partiule peut (( passer )) d'un �etat �1 �a un �etat �en passant �eventuellement par des �etats interm�ediaires �2; : : : ;�b = � tels queM [�a;�a+1℄ > 0 pour tout 1 � a < b. Cei est la d�e�nition usuelle, M est aussiun graphe non orient�e onnexe sur l'ensemble des �etats o�u deux �etats sont reli�essi la probabilit�e de passer de l'un �a l'autre diretement est non nulle. En pratique[2℄, les arêtes ne sont pas valu�ees, toutes les arêtes partant d'un sommet sontpos�ees �equiprobables.5. Si la temp�erature n'est pas in�nie, la probabilit�e d'être dans un puits de potentiel estd'autant plus forte que le puits est profond.106
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Fig. 3.7 { Une partiule d'�energie thermique k� peut passer du puits B dans lepuits A, mais pas l'inverse.Du point de vue algorithmique, ette matrie d'exploration permet de sed�eplaer al�eatoirement d'un �etat �a un autre. Le hoix d'une distribution deBoltzmann ne provient pas uniquement de la pertinene de l'analogie ave emod�ele physique, elle est aussi faile �a simuler grâe �a l'algorithme de M�etropolis[48℄. La matrie d'exploration permet en e�et de simuler le d�eplaement d'unepartiule soumise au potentiel F et �a une agitation thermique donnant lieu �a unedistribution de Boltzmann.L'analogie physique est tr�es satisfaisante intuitivement ar la d�eroissane dela temp�erature onsiste �a faire diminuer l'entropie jusqu'au z�ero absolu, 'est-�a-dire un syst�eme totalement ordonn�e, ou enore un ristal, ou enore un ensemblede bornes synhronis�ees. C'est probablement aller un peu loin que de justi�erun algorithme informatique par les prinipes de la thermodynamique mais il setrouve que le reuit simul�e permet de r�esoudre de nombreux probl�emes de e type.L'algorithme du reuit simul�e onsiste �a aluler une suite d'�etats �0; : : : ;�a; : : :�a partir d'un �etat initial �0 et d'une suite de temp�eratures � 0 = 1; � 1; : : : quitendent vers 0 �a l'in�ni en r�ep�etant la pro�edure donn�ee par l'algorithme 3.3.La suite (�a)a�0 est une hâ�ne de Markov dont la matrie de transitionvarie dans le temps. Dans l'algorithme g�en�eral du reuit simul�e, la partie ritiquese trouve dans la fontion de refroidissement Refroidir. Le premier r�esultat sur laonvergene du reuit simule [36℄ montre quelima!1Prob [�a soit un minimum absolu℄ = 1quand lima!1 �a log a � R ave R � 0 assez grand.Cei est un r�esultat math�ematique, qui a une tradution exploitable en informa-107



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesAlgorithme 3.3 [36℄ Reuit simul�eR�ep�eterChoisir al�eatoirement un �etat � voisin de �a.Si F (�) � F (�a) Alors�a+1  �SinonTirer un nombre al�eatoire q entre O et 1.Si q < e�F (�)�F (�a)�a Alors �a+1  ��a+1  Refroidir(a)a a+ 1tique : Prob [�a ne soit pas un minimum absolu℄ � �Cn�ro�u C et r sont des onstantes. Il est don possible de borner la probabilit�e pourque l'algorithme n'ait pas termin�e au bout de a it�erations. Le reuit simul�e estdon un algorithme probabiliste.Cette strat�egie de refroidissement est bien trop lente pour être utile. Cepen-dant, une strat�egie lassique onsiste �a prendre �a = � 0Ba o�u B est une onstanteprohe de 1 (typiquement B = 0; 99). Il existe des r�esultats plus faibles sur laonvergene de ette strat�egie [10, 1, 72, 2℄ 6. Remarquons que la onstante C estd'autant plus grande que l'espae des �etats est grand.Cette m�ethode peut être adapt�ee au probl�eme de la synhronisation des bornesd'un r�eseau gsm de la mani�ere suivante. Chaque borne ontrôle une des oordon-n�ees de la partiule. La matrie de transition n'est pas diÆile �a imaginer : uneborne i peut faire passer le syst�eme dans l'�etat (�1; : : : ; �i + "; : : : ; �n) ou dansl'�etat (�1; : : : ; �i�"; : : : ; �n). Le prinipal probl�eme est qu'une borne ne peut pasaluler la fontion d'�energie qui est globale. En s'inspirant de l'id�ee de l'algo-rithme du gradient, on peut ependant rem�edier �a ela. Pour � = �+("1; : : : ; "n),on peut utiliser l'approximationF (�)� F (�) ' rF � ("1; : : : ; "n)o�u � d�esigne le produit salaire. Une borne peut don aluler loalementF (�1; : : : ; �i � "; : : : ; �n)� F (�1; : : : ; �n) = �"� 4 X1�j�n g(�ij):Il est pr�ef�erable �a priori de hoisir une version d�erivable en tout point de lafontion d'�energie. Le reuit simul�e apparâ�t alors omme une modi�ation de lam�ethode du gradient. L'algorithme 3.4 donne les d�etails pour la borne i.6. Il existe même des algorithmes parall�eles de reuit simul�e o�u plusieurs reherhes ind�e-108



3.2 Algorithmes de synhronisationAlgorithme 3.4 Reuit simul�e pour la borne iDonn�ees : Les d�ealages �ij pour haque voisine j de la borne i.D�ebutTenir les �ij �a jour �a haque d�ealage d�etet�e.E�etuer �a intervalle de temps r�egulier :G P1�j�n g(�ij)Poser ave probabilit�e 1=2 : � 1 ou bien � �1.Si �G � 0 AlorsRealer l'horloge �a la vitesse 1 vrG d'au plus min(2 jGj =2; ").SinonTirer un nombre al�eatoire q entre O et 1.Si q < eG�"�a AlorsRealer l'horloge �a la vitesse 1 vr �G d'au plus min(2 jGj =2; ").�a+1  Refroidir(a)a a+ 1FinL'intervalle de temps entre deux d�eisions doit permettre �a l'horloge de serealer de " (on peut moduler de mani�ere plus �ne la vitesse de realage en lamettant au maximum autoris�e tant que les heures des voisines de la borne sontdispers�ees). Il faut trouver un bon ompromis pour " ar il doit être petit pourque l'approximation de la fontion d'�energie soit valable, mais plus il est petit,plus le nombre d'�etats possibles du syst�eme devient grand et plus la onvergeneest lente. La solution la plus sophistiqu�ee onsiste sans doute �a faire varier " enfontion de l'amplitude des d�ealages.Le plus gros probl�eme dans et algorithme est que les bornes ne sont passynhronis�ees au sens alulatoire du terme : haune devra avoir sa propre tem-p�erature et ne ommene pas l'algorithme en même temps que les autres. De epoint de vue, le maximum de synhronisme entre les di��erentes ex�eutions dureuit simul�e sur haque borne serait souhaitable : si les bornes ont l'heure et ladate, il serait sûrement pertinent de faire partir tous les algorithmes en mêmetemps �a une date et �a une heure les plus pr�eises possibles. Si une borne est al-lum�ee au milieu de l'algorithme, il faudra lui donner une temp�erature de l'ordrede elle des autres sans quoi elle risque de perturber fortement ses voisines.Citons en�n une id�ee originale de Daniel Krob [51℄ qui onsiste �a op�erer lesdeux phases du reuit simul�e (hoisir au hasard un �etat voisin et d�eider d'ypasser ou pas) dans l'ordre inverse : au lieu de faire passer le syst�eme d'un �etatdans un autre, une borne observe un hangement d'�etat et d�eide de laisser fairependantes sont e�etu�ees en même temps [2℄ et o�u de temps en temps toutes les reherhesrepartent �a partir de la meilleure d'entre elles. 109



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesou bien d'essayer de le orriger. L'algorithme 3.5 donne les d�etails. La fontiond'�energie ette fois est P1�i;j�n j�ijj.Algorithme 3.5 KrobDonn�ees : Les d�ealages �ij pour haque voisine j de la borne i.R�ep�eterA haque d�ealage �ij d�etet�e, e�etuer :Comparer �ij ave l'anienne valeur d du d�ealage ave j :Si j�ijj < jdj AlorsNe rien faire.SinonTirer un nombre al�eatoire q entre O et 1.Si q est inf�erieur �a e� j�ijj�jdj�a AlorsRealer l'horloge d'au plus min(2 j�ijj =2; ") �a la vitesse1 vr�ij.�a+1  Refroidir(a)a a+ 1Composantes onnexesLes approhes pr�e�edentes abordent le probl�eme par des m�ethodes issues duontinu : les horloges sont des variables ontinues, si une horloge bouge un peu, lesyst�eme n'est pas profond�ement modi��e ou perturb�e. Cependant il y a deux ph�e-nom�enes disrets dans e syst�eme. Tout d'abord la ommande : on peut realerune horloge dans un sens ou bien dans l'autre. Ensuite, il y a une petite dison-tinuit�e au niveau du d�ealage entre deux bornes : si deux bornes sont presque enopposition de phases, leur d�ealage fait un saut si une borne bouge un peu audel�a de la position en opposition de phases. Une approhe disr�ete s'impose don,au moins omme une solution ompl�ementaire aux m�ethodes ontinues.On peut onsid�erer que les bornes interagissent ou n'interagissent pas, et quele probl�eme onsiste �a synhroniser les omposantes onnexes de bornes intera-gissantes. Les omposantes onnexes sont arat�eris�ees par l'existene d'un arbrede reouvrement. Il est int�eressant d'avoir un tel arbre (de plus enrain�e) poursynhroniser les bornes : haque borne se synhronise sur son p�ere et au bout duompte, toutes les bornes se synhronisent sur la raine de l'arbre. Cela peut poserdes probl�emes de stabilit�e aux erreurs de d�etetion, nous aborderons e point �ala �n de la setion. De l�a, on peut partir dans deux diretions. Soit trouver unarbre ouvrant (( �a la main )), soit trouver un algorithme de alul de omposantesonnexes.Choix d'un arbre ouvrant110



3.2 Algorithmes de synhronisationIl y a au moins deux moyens de aluler un arbre ouvrant de mani�ere en-tralis�ee. En onsultant une arte g�eographique des bornes, on peut ertainementtrouver une bonne partie des arêtes du graphes d'interation (pas toutes) : deuxbornes ont d'autant plus de hanes d'interagir qu'elles sont prohes, qu'il n'y apas d'obstale entre elles, et que beauoup d'adeptes du t�el�ephone ellulaire sontsuseptibles de passer entre elles. Il faut ensuite d�esigner un p�ere pour haqueborne et envoyer ette information �a la borne, s'il y a 500 bornes, ela fait 2 kilo-otets d'informations �a faire passer par le r�eseau inter-bornes. D'un autre ôt�e, sil'�etude d'une arte g�eographique ne donne pas une id�ee assez pr�eise du graphed'interation, il est possible de aluler e�etivement elui-i : haque borne d�e-tete ses voisines et envoie ensuite la liste de ses voisines au entral, si elle selimite �a ses dix voisines les plus fr�equentes, ela fait au total 12 kilo-otets d'in-formations �a envoyer par le r�eseau inter-bornes (pour 500 bornes).Si une nouvelle borne est ajout�ee, il suÆt qu'elle se hoisisse elle-même unp�ere (en supposant que l'on ajoute jamais deux bornes voisines en même temps).Le arat�ere �g�e de l'arbre est ennuyeux (il se peut que la onstrution d'unimmeuble oupe une des arêtes de l'arbre, ou une borne peut tomber en panne etses �ls ne peuvent plus se synhroniser). Si l'on s'autorise plus de ommuniationspar le r�eseau inter-bornes, on peut realuler l'arbre de temps en temps (toutesles nuits par exemple). Si le graphe a une onnexit�e suÆsante et que haque borneest aussi reli�ee �a un anêtre de son p�ere, on peut lui d�esigner un p�ere de seoursau as o�u elle n'ait plus de nouvelles de son p�ere.Si l'on s'interdit ompl�etement l'utilisation du r�eseau inter-bornes, il est tou-tefois possible de aluler des forêts ouvrantes des omposantes onnexes. Ilfaut que haque borne se d�esigne elle-même un p�ere, la diÆult�e �etant de ne pasonstruire de iruit. On peut pour ela utiliser omme dans l'algorithme paral-l�ele un ordre total sur les bornes (donn�e par leurs num�eros) et une borne hoisitomme p�ere une voisine de num�ero plus grand. Si une borne a un num�ero plusgrand que eux de ses voisines, elle n'aura pas de p�ere et sera raine d'un arbrede la forêt ouvrante. On peut aussi utiliser un ordre total sur les arêtes, leurfr�equene de d�etetion par exemple : haque borne se reale sur sa voisine dontle d�ealage est d�etet�e le plus fr�equemment. Cette approhe produit pas tout �afait des arbres ar la raine sera rempla�ee par un iruit de longueur 2 (e n'estpas gênant si les bornes se realent toujours en suivant le hemin le plus ourt).Le alul d'une forêt ouvrante ne permet pas de r�esoudre le probl�eme, mais ilpeut onsid�erablement r�eduire le nombre d'�etats du syst�eme pour failiter ensuiteune approhe du type reuit simul�e.Algorithme de omposantes onnexesUne fois le r�eseau synhronis�e, haque omposante onnexe aura une heuredi��erente, d'o�u l'id�ee d'ex�euter un algorithme parall�ele de omposantes onnexesdans lequel l'heure d'une borne repr�esente son num�ero de omposante onnexeprovisoire ou son num�ero d'�etoile par analogie ave l'algorithme 1.1. L'id�ee est de111



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesreprendre l'algorithme 1.1 et de l'adapter au probl�eme des bornes. On ne peut pasl'utiliser tel quel ar on ne peut pas faire l'op�eration de ((pointer jumping )) sur lespointeurs P�ere, e qui permettait de trouver et d'aroher entre elles les �etoiles.En e�et, le d�ealage entre une borne et son (( grand-p�ere )) n'est pas for�ementmesur�e, et pour l'obtenir, ela n�eessiterait d'additionner les deux d�ealages, equi r�esulterait en de nombreux messages entre les bornes ave surtout le probl�emede l'aumulation des erreurs.L'algorithme que nous allons voir est bas�e sur deux id�ees : une arête (( essaye desynhroniser )) ses deux extr�emit�es et si une arête n'arrive pas �a synhroniser unede ses deux extr�emit�es sur l'autre, 'est qu'une autre arête essaye de synhroniserette extr�emit�e dans l'autre sens ('est l'analogue de l'�eriture onurrente dansl'algorithme 1.1). L'algorithme est le suivant : une borne se reale �a priori surtoutes ses voisines, si jamais elle s'�earte malgr�e tout d'une voisine, elle ignoreette voisine le temps de se realer d'un demi-tour (le hemin maximal qu'ellepuisse avoir �a faire pour se realer sur une autre voisine). Pour qu'une bornen'osille pas entre deux heures (entre deux omposantes onnexes), elle n'ignoreplus jamais par la suite une voisine sur laquelle elle a r�eussi �a se synhroniser etelle lui assigne de plus un poids plus fort qu'aux autres. On dira qu'une voisine estd�esativ�ee si la borne ignore les d�ealages ave ette voisine. Une borne ne doit pasnon plus ignorer toutes ses voisines, quand il ne lui reste plus qu'une voisine ative,elle se synhronise sur elle l�a. Au d�ebut, ela ressemble �a la synhronisation selonune forêt ouvrante : haque borne se reale sur une seule voisine ; �a la �n, uneborne se reale sur toutes ses voisines, 'est l'algorithme du gradient. Les d�etailssont donn�es dans l'algorithme 3.6.w est une onstante sup�erieure �a 1 qui module le d�ealage qu'une borne peutavoir ave sa omposante onnexe provisoire. Ce d�ealage ne devrait pas pouvoird�epasser T2n pour �eviter �a oup sûr la situation de bloage de la �gure 3.4 (n est uneborne sup�erieure �a la longueur maximale d'un yle dans le graphe d'interations).Consid�erons les arêtes qui sortent d'une omposante onnexe. Si elles tendent�a realer la omposante de mani�eres ontraditoire, la omposante ne se realerade mani�ere sensible ; ependant, ertaines arêtes vont être d�esativ�ees petit �apetit jusqu'�a e que les arêtes atives restantes ne soient plus ontraditoires etla omposante va se realer selon e qu'elles indiquent de mani�ere sensible ettefois. Le as le pire est elui o�u une seule arête sortant de la omposante est ative :la borne de la omposante extr�emit�e de ette arête doit (( emmener )) toutes lesautres, e qui va prendre un temps proportionnel �a 1=�D o�u D est la longueurmaximale d'un plus ourt hemin reliant ette borne �a toute autre borne de laomposante. Si ette borne se d�eale de ", ses voisines vont se d�ealer de "� aumoins, les voisines de ses voisines vont alors se d�ealer de "�2, et ainsi de suite. Lesbornes �eloign�ees de la omposante onnexe vont se realer 1=�D moins vite ('estune borne sup�erieure). Nous avions envisag�e � = 1=2 en pr�esentant l'algorithmedu gradient, une valeur prohe de 1 apparâ�t ii meilleure. Si les bornes se realent112



3.2 Algorithmes de synhronisationAlgorithme 3.6 Composantes onnexesDonn�ees : Les d�ealages �ij pour haque voisine j de la borne i. Une opie�vij des d�ealages. Un ensemble A de voisines atives, un ensembleI de voisines inatives, un ensemble S de voisines synhronis�ees.A; I; S formera toujours une partition de l'ensemble des voisines dela borne i.D�ebutA est initialement l'ensemble de toutes les voisines de la borne i.I  ;S  ;�vij  1 pour toute voisine j.Tenir les �ij �a jour �a haque d�ealage d�etet�e.E�etuer �a intervalle de temps r�egulier :G Pj2A g(�ij) +Pj2S wg(�ij)Realer l'horloge �a la vitesse 1 vrG d'au plus 2 jGj =2.Pour tout j 2 A e�etuerSi �ij � �vij AlorsMettre j dans I.Sinon�vij  �ijSi �ij = 0 Alors mettre j dans S.Pour tout j 2 I e�etuerSi j a �et�e mis dans I depuis un temps sup�erieur �a U , remettre jdans A en posant �vij  1.Fintoujours �a la vitesse maximale vr et si U = T2 1vr �D0 (o�u D0 est le diam�etre dugraphe), et algorithme synhronisera les bornes en temps O(D0 T2 1vr �D0 ) �a priori.Ce r�esultat est purement indiatif. Le raisonnement est th�eorique ar il est remisen ause par l'asynhronisme de l'ex�eution de l'algorithme sur haque borne :une arête peut se r�eativer �a tout moment. Si l'on peut realer (même de mani�ereapproximative) tous les U , l'algorithme devrait synhroniser les bornes �a oup sûr.Dans les simulations, � = 1=2 onvient (le as le pire est souvent peu probable).Il est int�eressant de onsid�erer le probl�eme de deux bornes osillant autourde la position o�u elles sont en opposition de phases dans et algorithme. Il fautpr�evoir un test sp�eial pour d�esativer une telle arête si les bornes restent troplongtemps en opposition de phase puisque la omparaison ave le d�ealage d�etet�epr�e�edemment n'a pas alors le sens attendu. La fa�on la plus simple de r�esoudree as partiulier onsiste ertainement �a utiliser une fontion g du type de ellede la �gure 3.6. 113



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobiles3.3 SimulationsCette setion pr�esente les r�esultats de quelques simulations de versions simpli-��ees des algorithmes de reuit simul�e 3.5 et de alul des omposantes onnexes 3.6.Pr�esentation du simulateurEtant donn�es les probl�emes algorithmiques pos�es par l'asynhronisme de l'ex�e-ution des algorithmes sur haque borne, il parâ�t important d'en tenir omptedans des simulations. La mod�elisation du r�eseau par une matrie de probabilit�espermet de (( tirer )) des ommuniations de d�ealage au hasard et de simuler l'al-gorithme de haque borne de mani�ere assez r�ealiste : �a haque d�ealage re�u, uneborne doit d�eider une ation en fontion de la valeur r�eente de e d�ealage, dela valeur des d�ealages ave ses voisines re�us en dernier, du temps �eoul�e depuisun �ev�enement partiulier (qui peut être le dernier d�ealage re�u, une phase del'algorithme, une d�eision onernant une borne voisine,...), et du num�ero de lavoisine dont elle re�oit le d�ealage.Il suÆt pour ela de onsid�erer que deux ommuniations ne peuvent pasarriver en même temps, les ommuniations sont alors trait�ees les unes apr�es lesautres et sont g�en�er�ees en tirant al�eatoirement une borne i de mani�ere uniforme(1 � i � n) et en tirant ensuite une voisine j de i ave la probabilit�e P [i; j℄ o�uP est la matrie de probabilit�e. Si j = i, on onsid�ere que la borne ne re�oitpas de ommuniation (ela permet de mod�eliser le fait que ertaines bornesre�oivent moins de d�ealages que d'autres). Dans les simulations qui suivent, ladur�ee de l'intervalle de temps entre deux ommuniations �etait tir�e al�eatoirementde mani�ere uniforme entre 0 et 2M , o�u M est prohe de la moyenne observ�ee enr�ealit�e.La �gure 3.8 montre la fenêtre de l'interfae graphique qui permet de visualiserpar une horloge l'heure de haque borne et son �evolution au ours de la simulation.Comparaison des algorithmesCette setion vise �a omparer deux algorithmes, l'un inspir�e du reuit si-mul�e, l'autre de l'algorithme de omposantes onnexes. Nous allons ommenerpar ommenter quelques visualisations en ours d'algorithme sur un graphe r�egu-lier : une grille, puis nous donnerons les r�esultats de nombreuses simulations surdes graphes al�eatoires. L'algorithme de reuit simul�e utilis�e pour les simulationsest la variante 3.5 propos�ee par Daniel Krob. L'algorithme de (( omposantesonnexes )) utilis�e pour les simulations est une version de l'algorithme 3.6 o�u lealul de la moyenne est fait au ours du temps (omme dans l'algorithme 3.1 parrapport �a l'algorithme 3.2. La �gure 3.9 illustre l'�etat des bornes d'un r�eseau enforme de grille �a maillage arr�e en ours de reuit simul�e. Les �gures 3.10 et 3.11114



3.3 Simulations

Fig. 3.8 { Interfae du simulateur. Chaque erle repr�esente l'horloge d'une bornedont l'heure est donn�ee par l'aiguille �a l'int�erieur de elui-i. Les traits entre les�etiquettes des horloges illustrent le graphe d'interation. L'algorithme a ii r�eussi�a synhroniser les bornes des deux anneaux du haut mais pas elles de l'anneaudu bas.montrent des arrêts sur image de l'ex�eution de l'algorithme du type omposantesonnexes sur le même r�eseau.La plus grande partie des simulations ont �et�e faites sur des matries g�en�er�eesal�eatoirement. La g�en�eration de telles matries n'est pas �evidente ar elles doiventêtre sym�etriques et la somme des �el�ements dans haque ligne doit faire 1 (danshaque olonne aussi). Une matrie dont la somme des �el�ements dans haque ligneest 1 (et dont les �el�ements sont positifs) s'appelle une matrie Markovienne.Une mani�ere lassique de g�en�erer al�eatoirement de telles matries onsiste �a g�e-n�erer d matries de permutations E1; : : : ; Ed, 'est-�a-dire telles qu'il existe pour115



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobiles

Fig. 3.9 { L'algorithme du reuit simul�e en ours d'ex�eution. Un (( �epi )) de laborne 32 est en train d'être �evau�e par le bord du r�eseau vers le haut. La borne66 a �et�e mise en opposition de phase par rapport �a ses voisines. Elle se reale surl'heure de ses voisines sans les perturber.haque Ea une permutation �a telle que Ea[i; j℄ = 1 si et seulement si �a(i) = j(les autres entr�ees de la matrie sont nulles). On tire ensuite d nombres positifsal�eatoires 1; : : : ; d. On alule �nalement :P = 1P1�a�d a (1E1 + � � �+ dEd):Nous avons adapt�e ette m�ethode pour obtenir des matries sym�etriques o�ule degr�e de haque borne est born�e par d. Il suÆt pour ela de prendre des116



3.3 Simulations

Fig. 3.10 { L'algorithme du type omposantes onnexes en ours d'ex�eu-tion. On peut lairement identi�er des sous-ensembles de bornes synhroni-s�ees entre elles. Les sous-ensembles s'unissent les uns les autres au ours del'algorithme. Observer par exemple les inuenes ontraditoires des bornesdes sous-ensembles f37; 38; 39g et f75; 76; 84; 85; 86; 87; 94; 95; 96; 97g sur ellesde f47; 48; 49; 57; 58; 59; 67; 68; 69; 77; 78; 79; 88; 89; 98; 99g. On remarque que degrandes sous-omposantes ont tendane �a rô�tre en engloutissant des sous-omposantes plus petites.permutations involutives arEa est sym�etrique () 8i; j �a(i) = j si et seulement si �a(j) = i() 8i�2 est l'identit�e :Les r�esultats suivants ont �et�e obtenus sur des graphes al�eatoires g�en�er�es ave117



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobiles

Fig. 3.11 { Les heures de plusieurs bornes (32; 52; 54; 66) ont �et�e modi��ee �a lamain alors que les bornes s'approhaient toutes de la synhronisation sur (( 9heures )) par l'algorithme du type omposantes onnexes. Cela a entrâ�n�e la mo-di�ation de l'heure de tout un ensemble de bornes (le oin en bas �a droite). Leph�enom�ene est assez diÆile �a observer : en g�en�eral, une borne dont on modi�el'heure se reale assez rapidement sur une de ses voisines sans modi�er les heuresde ses voisines. Pour pouvoir observer e ph�enom�ene, il a fallu modi�er l'heurede plusieurs bornes. Dans ertains as assez rares, la modi�ation d'une bornepeut se propager. Cela pourrait être gênant si e n'�etait pas aussi improbable quee que les simulations laissent penser.ette m�ethode. Di��erents nombres de bornes ont �et�e test�es pour di��erentes valeursde degr�e. Chaque point est la moyenne de vingt simulations. L'algorithme "Jeton"est un algorithme de passage de jeton (et qui synhronise selon un arbre ouvrantalul�e en passant des jetons, une borne se reale sur la premi�ere qui lui passeun jeton, elle le fait passer ensuite �a es voisines). Cet algorithme est pr�esent�e �a118



3.3 Simulationstitre omparatif, il donne une id�ee du temps qu'il faut pour qu'une informationtraverse tout le r�eseau. Les �gures 3.15, 3.12, 3.13 et 3.14 illustrent es r�esultatspar des moyennes de temps de onvergene des algorithmes en fontion du nombrede sommets des graphes al�eatoires utilis�es en entr�ee.
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Fig. 3.12 { R�esultats de simulations sur des graphes de degr�e born�e par 5. Di��e-rents nombres de bornes (en absisse) ont �et�e essay�es, l'axe des ordonn�ees donnele temps de synhronisation estim�e en heures r�eelles.
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Fig. 3.13 { R�esultats de simulations sur des graphes de degr�e born�e par 10.119
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Fig. 3.14 { R�esultats de simulations sur des graphes de degr�e born�e par 15.
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Fig. 3.15 { La moyenne des r�esultats pr�e�edents.Ces r�esultats montrent que le reuit simul�e est tr�es performant en temps surles graphes de degr�e important et que l'algorithme de omposante onnexe estplus rapide sur les graphes de faible degr�e. Il faut toutefois mettre un b�emol �aette observation : sur les 900 simulations e�etu�ees, il y en a huit o�u le reuitsimul�e n'a pas r�eussi �a synhroniser les bornes. Cela peut sûrement être r�esoluen r�eglant mieux le refroidissement, mais si le graphe entre les bornes n'est pasonnu, il est impossible de faire e r�eglage. L'algorithme de omposantes onnexesa synhronis�e les bornes dans toutes les simulations. L'algorithme du reuit est120



3.4 Quelques probl�emestr�es rapide (aussi rapide que le passage de jeton, voire plus dans les graphes degrand degr�e) lorsqu'il ne se bloque pas dans un minimum loal (pare que safontion de refroidissement ne peut pas être r�egl�ee pour un graphe pr�eis).
3.4 Quelques probl�emesLes simulations nous onfrontent au probl�eme de g�en�erer des graphes al�ea-toires ave ertaines propri�et�es : omment g�en�erer des matries sym�etriques tellesque la somme des �el�ements de haque ligne soit 1. Le probl�eme g�en�eral de la g�e-n�eration al�eatoires de strutures ombinatoires est un probl�eme diÆile que l'onsait r�esoudre quand on sait �enum�erer (au moins th�eoriquement) es strutures,'est par exemple le as des hemins de Motzkin, des animaux dirig�es ou desarbres binaires [21℄. Peu de lasses de graphes usuelles ont �et�e �enum�er�ees, on neonnâ�t par exemple le nombre d'ordres �a n sommets que pour n inf�erieur �a douzeou treize.L'�etude du probl�eme de la synhronisation elle-même nous a onduits �a unprobl�eme de th�eorie des graphes int�eressant : La synhronisation des bornes selonun arbre ouvrant permet de r�esoudre le probl�eme, mais si une borne tombe enpanne ou se d�er�egle, tout le sous-arbre orrespondant risque de se d�esynhroni-ser du reste des bornes. D'o�u l'id�ee d'avoir un arbre ouvrant de (( seours )) :lorsqu'une borne d�etete un disfontionnement de son p�ere, elle se reale sur unautre p�ere dans un deuxi�eme arbre ouvrant. Ce deuxi�eme p�ere ne doit pas êtreun des desendants de la borne ar ela r�eerait un iruit. Si le deuxi�eme p�ereest toujours un anêtre de la borne, même si plusieurs bornes hangent de p�ere, ler�esultat est toujours un arbre. Cei n'est pas une ondition n�eessaire. Commentarat�eriser de telles paires pour un graphe donn�e? Quels sont les graphes quiadmettent une telle paire d'arbres ouvrants?Les algorithmes que nous avons abord�es sont loin de fournir des solutions auprobl�eme de la synhronisation des bornes d'un r�eseau gsm. Il reste �a faire des�etudes plus pouss�ees sur la stabilit�e des tehniques propos�ees fae au bruitagede la mesure des d�ealages. De meilleures simulations mod�eliseraient l'arriv�eedes ommuniations par un proessus de Poisson et bruiteraient les mesuresde d�ealage par un bruit blan gaussien. Un algorithme r�eel ombinera sûre-ment plusieurs id�ees, il faut de plus trouver omment optimiser les di��erentsparam�etres. Les ing�enieurs sont sans onteste plus omp�etents que nous dans edomaine. D'un point de vue pratique, tout est enore �a faire, j'esp�ere que lestehniques pr�esent�ees dans e hapitre pourront s'av�erer utiles. 121



Chapitre 3 Bornes d'un r�eseau de t�el�ephones mobilesConlusionNous avons pr�esent�e dans e hapitre quelques tehniques algorithmiques pourla r�esolution de e probl�eme pratique de synhronisation. Je retiendrai surtoutl'id�ee des omposantes onnexes qui apporte, je pense, une diretion nouvelle danslaquelle herher des solutions �a e type de probl�emes. Les simulations montrentque ette id�ee peut s'av�erer utile : la m�ethode qu'elle a engendr�e s'av�ere ompa-rable en eÆait�e au reuit simul�e. Les tehniques de reuit simul�e ont �et�e lar-gement �etudi�ees par ailleurs et peuvent sûrement être mieux implant�es qu'ellesne l'ont �et�e dans les simulations. Il �etait important de pr�esenter le reuit simul�edans e hapitre pour lui omparer l'algorithme issu de l'id�ee des omposantesonnexes. Mon but premier n'�etait pas de r�esoudre un probl�eme pratique maisde trouver des id�ees algorithmiques nouvelles �a partir d'un probl�eme pratique.
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Chapitre 4AÆnage de partitionCe hapitre a pour but de d'identi�er une tehnique algorithmique utilis�eedans quelques algorithmes eÆaes de graphes [71, 49, 57℄. Cette tehnique per-met de aluler une permutation des sommets d'un graphe qui peut poss�ederdi��erentes propri�et�es selon des modi�ations minimes dans la pro�edure. Elleonsiste �a diviser les lasses d'une partition de l'ensemble des sommets sans ja-mais permuter les aniennes lasses ou enore �a (( aÆner )) it�erativement ettepartition. Cette tehnique sera d�e�nie dans un adre plus g�en�eral enore quela th�eorie des graphes. Le but de e hapitre est de mettre sous un même ha-peau divers algorithmes eÆaes allant de l'orientation transitive d'un graphe �a((quiksort )). Nous verrons aussi omment ette vision �elabor�ee et uni��ee de ettetehnique permet de g�en�eraliser ertains algorithmes.Cette tehnique me parâ�t simple �a omprendre alors qu'elle est n�eanmoinstr�es eÆae. Elle permet d'obtenir des preuves d'algorithmes assez �el�egantes etde d�erire des algorithmes omplexes en quelques lignes. Le paragraphe 4.1 intro-duit ette tehnique et montre omment toute une vari�et�e d'algorithmes peuventêtre d�erits assez failement en termes d'aÆnage de partition. Quelques g�en�era-lisations sont même donn�ees.Le paragraphe 4.2 traite de l'orientation transitive et de la reonnaissane desgraphes d'intervalles. Tout e travail d�eoule de la remarque d'une grande simili-tude entre lex-BFS, un algorithme de parours de graphe permettant de traiterles graphes hordaux. Les graphes d'intervalles sont des graphes qui permettentde mod�eliser des �ev�enements qui ont une dur�ee dans le temps, ou enore le re-ouvrement de s�equenes d'adn; ils peuvent être repr�esent�es par des intervallesd'une droite o�u deux intervalles sont reli�es s'ils se reouvrent. La reonnaissanedes graphes d'intervalle onsiste �a trouver une telle repr�esentation �a partir d'unerepr�esentation lassique du graphe. Dans le as de l'ADN, ela peut onsister �atrouver �a partir de moreaux d'ADN, dont on peut onnâ�tre les reouvrementsen omparant les hâ�nes bases, leur position globale sur le brin d'ADN. Lesgraphes d'intervalles sont aussi les graphes hordaux dont le ompl�ementaire esttransitivement orientable. Leur �etude �etait une appliation toute d�esign�ee par la



Chapitre 4 AÆnage de partitiond�eouverte de ette ressemblane entre les algorithmes d'orientation transitive etelui de reonnaissane des graphes hordaux.Le paragraphe 4.3 tente d'aborder l'aÆnage de partition en parall�ele. Il existeun algorithme parall�ele de reonnaissane des graphes hordaux qui est bas�e surl'aÆnage de partition [49℄, mais il est tellement partiulier qu'il est diÆile d'eng�en�eraliser les id�ees.4.1 La tehnique d'aÆnage de partitionQuelques algorithmes s�equentiels r�eents traitant des graphes de mani�ere eÆ-ae (en temps lin�eaire ou �a un fateur logarithmique du lin�eaire) reposent sur latehnique d'aÆnage de partition introduite i-apr�es. Il s'agit ii de d�e�nir ettetehnique de mani�ere assez g�en�erale pour d�erire les algorithmes de reherhe dejumeaux [41, 46℄, de Lex-BFS [71℄, d'orientation transitive de graphes premiers[57℄, et des algorithmes qui n'existent pas enore mais que ette tehnique pour-rait aider �a onevoir. Une approhe similaire du nom de ((graph partitionning ))[73℄ fait une synth�ese des tehniques utilis�ees pour la d�eomposition modulaire etl'orientation transitive. Enore une autre approhe similaire du nom de ((partitionre�nement )) [81℄ fait la synth�ese d'algorithmes de tri lexiographique et de al-ul d'une partition v�eri�ant ertaines propri�et�es vis �a vis d'une relation. Cettesetion vise �a poursuivre es deux d�emarhes et �a �etendre omme dans [81℄ etteid�ee �a des strutures plus g�en�erales que les graphes : l'aÆnage de partition peuts'av�erer utile dans le traitement de sous-ensembles d'un ensemble en g�en�eral. Leparagraphe 4.2 pr�esente par exemple l'utilisation de ette tehnique pour traiterles liques d'un graphe d'intervalle (e sont ertains sous-ensembles de sommetsd'un graphe).Dans e hapitre, une partition est onsid�er�ee omme une liste totalementordonn�ee de sous-ensembles d'un ensemble E appel�es bô�tes 1, dont l'union estE. AÆner une partition onsiste �a moreler les bô�tes en des bô�tes plus petites.L'algorithme 4.1 en donne les d�etails.La propri�et�e fondamentale de ette pro�edure �el�ementaire est qu'auune bô�tede la partition aÆn�ee selon S n'intersete stritement S : toute bô�te B0a de L0v�eri�e, soit B0a � S, soit B0a \ S = ;. Selon l'utilisation de la pro�edure, Ca peutêtre ins�er�ee juste �a gauhe ou juste �a droite de Ba �a la ligne 1. La �gure 4.1illustre l'aÆnage d'une partition.L'aÆnage selon S prend un temps O(jSj) en utilisant la struture de don-n�ees suivante. Les �el�ements de E sont stok�es dans une liste doublement hâ�n�ee.Chaque bô�te forme un intervalle de ette liste et est onstitu�ee d'un pointeurvers son premier �el�ement et d'un pointeur vers son dernier �el�ement. Chaque �el�e-ment ontient un pointeur vers sa bô�te. Les bô�tes sont stok�ees dans une liste1. Un algorithme utilisant l'aÆnage de partition est parfois appel�e famili�erement un (( algo-rithme de bô�tes )).124



4.1 La tehnique d'aÆnage de partitionAlgorithme 4.1 AÆnage de partitionDonn�ees : Une partition L = (B1; : : : ; Bk) d'un ensemble E et un sous-ensemble S � E.R�esultat : Une partition L0 = (B01; : : : ; B0l).D�ebutPour toute bô�te Ba e�etuerRetirer les �el�ements de Ba qui sont dans S et les mettre dans unenouvelle bô�te Ca.Si Ba est maintenant vide AlorsRemplaer Ba par Ca.Sinon1 Ins�erer Ca �a ôt�e de Ba.Fin
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1 2 l’Fig. 4.1 { AÆnage de la partition (B1; : : : ; Bk) en (B01; : : : ; B0l) selon le sous-ensemble S des �el�ements en noir.doublement hâ�n�ee.Durant l'aÆnage, haque �el�ement de S est retir�e de la liste et ins�er�e �a la �nde la nouvelle bô�te orrespondant �a sa bô�te. Cela permet de onserver l'ordreinitial des �el�ements �a l'int�erieur des bô�tes quand S est tri�e selon et ordre. Onpeut aussi maintenir �a jour le ardinal des bô�tes sans augmenter sensiblementla omplexit�e de la pro�edure. Quand il n'est pas n�eessaire de maintenir l'ordre125



Chapitre 4 AÆnage de partitionsur des �el�ements �a l'int�erieur des bô�tes, il peut être plus simple de stoker les�el�ements dans un tableau et d'�ehanger haque �el�ement qui doit être retir�e etle premier �el�ement (ou le dernier) de sa bô�te (les bornes de sa bô�te et de lanouvelle bô�te orrespondante doivent être modi��ees en ons�equene).Dans les algorithmes traitant des graphes, E est en g�en�eral l'ensemble dessommets et S est le voisinage d'un sommet. Un tel sommet est alors appel�e unpivot. Pivoter sur un sommet onsiste �a aÆner une partition selon son voisinage.Une autre propri�et�e int�eressante de ette pro�edure est que l'aÆnage de lapartition L selon le ompl�ementaire de S est presque identique, il suÆt d'inverserla r�egle d'insertion (�a droite ou �a gauhe) de la ligne 1. En e qui onerne lesgraphes, ela signi�e que l'on peut ex�euter la pro�edure d'aÆnage sur le grapheompl�ementaire sans le aluler expliitement, en utilisant seulement les listesd'adjaene du graphe lui-même. Cette propri�et�e est utilis�ee dans [57℄ pour lareonnaissane des graphes de permutation qui sont les graphes de omparabilit�edont le ompl�ementaire est aussi un graphe de omparabilit�e.Plus g�en�eralement, un algorithme utilisant ette tehnique pour travailler surun graphe peut-être l�eg�erement modi��e de mani�ere �a travailler sur le grapheompl�ementaire. Dans [19℄, une struture de donn�ees interm�ediaire entre le grapheet son ompl�ementaire est introduite ; elle permet de repr�esenter un graphe endonnant pour haque sommet soit la liste de ses voisins, soit la liste de ses nonvoisins. Cette struture de donn�ees se prête parfaitement �a l'aÆnage de partition.Les prinipaux r�esultats expos�es dans e hapitre proviennent de la d�eouverted'une grande similitude entre l'algorithme lex-BFS [71℄ et l'algorithme d'orien-tation transitive d�erit dans [57℄.Permutations lex-BFSlex-BFS (abr�eviation de ((lexiographi bread �rst searh ))) est un paroursen largeur de graphe qui visite pr�ef�erentiellement les sommets poss�edant desvoisins d�ej�a visit�es. Nous appellerons permutation lex-BFS la permutation dessommets produite par une ex�eution de lex-BFS. lex-BFS a �et�e invent�e parRose, Tarjan et Leuker [71℄ pour la reonnaissane des graphes hordaux entemps lin�eaire grâe �a la propri�et�e suivante : une permutation lex-BFS est unordre d'�elimination simpliiel des sommets si et seulement si le graphe en entr�eeest hordal 2. lex-BFS poss�ede d'autres propri�et�es li�ees �a l'orientation transitive,qui seront pr�esent�ees au paragraphe 4.2.lex-BFS est d�e�ni plus formellement de la mani�ere suivante. Les sommets sontnum�erot�es de n jusqu'�a 1 au fur et �a mesure qu'ils sont visit�es. Chaque sommetest �etiquet�e par les num�eros de ses voisins d�ej�a visit�es dans l'ordre d�eroissant.2. La d�e�nition des graphes hordaux et leur arat�erisation par l'existene d'un ordre d'�eli-mination simpliiel seront introduits au paragraphe 4.2. Elles ne sont pas n�eessaires �a la om-pr�ehension de lex-BFS.126



4.1 La tehnique d'aÆnage de partitionAu ours du parours, le sommet suivant est hoisi parmi eux d'�etiquette maxi-male pour l'ordre lexiographique. Pour des raisons historiques, nous noteronsx1; : : : ; xn une permutation lex-BFS o�u xn est le premier sommet visit�e et x1 ledernier sommet visit�e. L'algorithme 4.2 fournit la version lassique de lex-BFS.Algorithme 4.2 [71℄ Parours en largeur (( lexiographique )) lex-BFSDonn�ees : Un graphe non orient�e G = (V;E)R�esultat : Un ordre d'�elimination simpliiel si G est hordal.D�ebutPour tout sommet v 2 V e�etuer Etiquette(v) ;Pour i n jusqu'�a 1 (par pas de �1) e�etuerPrendre un sommet non visit�e u d'�etiquette maximale.xi  vPour tout voisin v de u non visit�e e�etuerEtiquette(v) Etiquette(v); iFinPour prouver la lin�earit�e en temps et en espae de leur algorithme, Rose,Tarjan et Leuker l'implantent ave une tehnique de type aÆnage de par-tition. L'algorithme 4.3 montre omment trouver un sommet d'�etiquette maxi-male en temps onstant en maintenant une liste des sommets tri�es par �etiquettesroissantes pour l'ordre lexiographique. Cette liste est en fait une partition del'ensemble des sommets o�u les bô�tes regroupent les sommets de même �etiquette.Cette partition est aÆn�ee selon le voisinage du sommet u qui est visit�e : �a l'in-t�erieur d'une bô�te, les voisins de u deviennent plus grands que les autres pourl'ordre lexiographique sur les �etiquettes. La �gure 4.2 donne une illustrationde ette phase de l'algorithme et la �gure 4.3 montre les di��erents aÆnages departition op�er�es par lex-BFS sur un exemple.
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Chapitre 4 AÆnage de partitionAlgorithme 4.3 Calul d'une permutation lex-BFSDonn�ees : Un graphe G = (V;E).R�esultat : Une permutation lex-BFS L = x1; : : : ; xn des sommets.D�ebutL (V )Tant que L = (B1; : : : ; Bk) ontient une bô�te non r�eduite �a un singletone�etuerSoit Ba la bô�te faite de sommets non visit�es la plus �a droite.Retirer un sommet u de Ba.Ins�erer fug juste �a droite de Ba.Pour toute bô�te Bb telle que b � a e�etuerRetirer de Bb les sommets voisins de u et les mettre dans unenouvelle bô�te Cb.Si Bb est maintenant vide AlorsRemplaer Bb par Cb.SinonIns�erer Cb juste �a droite de Bb.Finbien �a une permutation lex-BFS. Chaque �etape d'aÆnage requiert O(Degr�e(v))o�u v est le sommet visit�e. Remarquons que l'on peut aluler l'�etiquette de vau moment o�u il est visit�e : 'est l'ensemble des voisins de v apparaissant �a sadroite dans la partition. Comme haque sommet n'est visit�e qu'une seule fois, laomplexit�e �nale est O(n+m).En inversant la r�egle d'insertion des bô�tes, on peut ex�euter lex-BFS sur leompl�ementaire, et en aluler un ordre d'�elimination simpliiel s'il est hordal.Cette remarque pourtant simple n'apparâ�t pas dans la litt�erature. Il est mêmepossible de v�eri�er si le ompl�ementaire d'un graphe est hordal et d'en alulerun arbre de lique si 'est le as, obtenant ainsi un algorithme lin�eaire de re-onnaissane des graphes dont le ompl�ementaire est hordal (et don aussi unalgorithme de reonnaissane des split graphs qui sont les graphes hordaux deompl�ementaire hordal).Abordons maintenant l'algorithme d'orientation transitive pr�esentant quelquessimilitudes ave lex-BFS.Orientation transitiveL'algorithme de Monnel et Spinrad [57℄ prend un graphe premier enentr�ee. Grâe �a l'utilisation d'un algorithme de d�eomposition modulaire lin�eaireassez lourd, ils peuvent �etendre leur algorithme pour aluler une orientation128



4.1 La tehnique d'aÆnage de partition
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Chapitre 4 AÆnage de partition(dont le ompl�ementaire est un graphe de omparabilit�e).L'algorithme part d'une partition (V �fpg; fpg) o�u p est un puits possible. Ilmorelle r�ep�etitivement haque bô�te selon le voisinage d'un sommet u qui n'estpas dans la bô�te. Pour obtenir une omplexit�e en O(n +m logn), u ne sert depivot que si la taille de sa bô�te est au moins deux fois plus petite que elle dela bô�te qui le ontenait la derni�ere fois qu'il a servi de pivot. Cela assure que laliste d'adjaene de u est parourue au plus logn fois. Quand une bô�te v�eri�e erit�ere, l'algorithme va pivoter sur les sommets de ette bô�te �a la suite. Une listedes bô�tes �eligibles est maintenue durant le alul pour �eviter de les herher.Cette strat�egie de hoix des pivots assure que la bô�te la plus grande est unmodule lorsqu'il n'y a plus de bô�tes �eligibles. Dans le as o�u le graphe en entr�eeest premier, e module doit être r�eduit �a un singleton, e qui signi�e que toutesles bô�tes sont �nalement des singletons. L'algorithme 4.4 donne les d�etails.Algorithme 4.4 [57℄ Orientation transitiveDonn�ees : Un graphe premier G = (V;E).R�esultat : Une permutation des sommets induisant une orientation transitivede G si G est un graphe de oomparabilit�e.D�ebutTrouver un puits possible p 2 V .L fV � fpg; fpggDerni�ereUtilisation(V � fpg) 1Derni�ereUtilisation(fpg) 1Tant que L = (B1; : : : ; Bk) ontient une bô�te Ba telle que jBaj �12 Derni�ereUtilisation(Ba) e�etuerPour tout sommet u 2 Ba e�etuerPour toute bô�te Bb telle que b 6= a e�etuerRetirer de Bb les sommets voisins de u et les mettre dans unenouvelle bô�te Cb.Si Bb est maintenant vide AlorsRemplaer Bb par Cb.SinonSi b < a AlorsIns�erer Cb juste �a gauhe de Bb.SinonIns�erer Cb juste �a droite de Bb.Derni�ereUtilisation(Cb) Derni�ereUtilisation(Bb)Derni�ereUtilisation(Ba) jBajFinLa r�egle d'insertion �xant l'ordre des bô�tes de la partition assure que les non130



4.1 La tehnique d'aÆnage de partitionarêtes sont orient�ees de la gauhe vers la droite en partant du fait que le sommetp est un puits possible. La �gure 4.4 illustre les relations de for�age diret quipermettent d'aÆrmer e fait (elles ne sont pas alul�ees).
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dFig. 4.4 { Les nouvelles non arêtes inter-bô�tes ab, d et e sont for�ees par auet u. (u est le pivot ii.)Pour trouver une soure,Monnel et Spinrad lanent e même algorithmeen partant d'un sommet quelonque et utilisent un argument similaire sur lesrelations de for�ages pour montrer que le sommet le plus �a gauhe est un puitspossible (l'argument qui dit que la plus grande bô�te est un module tient toujours).Nous verrons dans le paragraphe 4.2 omment utiliser lex-BFS pour trouver demani�ere plus eÆae un puits.Voii quelques arguments formels de la preuve de l'algorithme �etaillant l'id�eede la �gure 4.4. Soit B la plus grande bô�te lorsque haque bô�te C de la partition�nale v�eri�e jCj > Derni�ereUtilisation(C). Tout sommet u 2 V �B est dans unebô�te C plus petite que B. C est don au moins deux fois plus petite que la bô�tequi ontenait �a la fois B et C �a un moment de l'algorithme. Le pivotage sur un'a pas morel�e B ; u est don soit voisin de tous les sommets de B, soit voisind'auun. Cela signi�e que B est un module.Si G est un graphe de oomparabilit�e, il existe une orientation transitivedu ompl�ementaire telle que les non arêtes sont toujours orient�ees de la gauhevers la droite : toute non arête uv entre deux bô�tes distintes Ba 3 u et Bb 3 vtelles que a < b est orient�ee par uv. La partition fV � fpg; fpgg v�eri�e bien sûrette propri�et�e lorsque p est un puits possible. Consid�erons maintenant une nonarête nouvellement inter-bô�tes vw r�esultant du morelage d'une bô�te Bb 3 v; wpar un pivot u 2 Ba. Supposons sans perte de g�en�eralit�e que u est voisin de vmais pas de w. Si a < b, alors uw fore diretement vw, et si b < a, alors wufore diretement wv. Dans les deux as, la nouvelle bô�te Cb 3 v est ins�er�ee desorte que la non arête soit orient�ee de la gauhe vers la droite. Cela prouve quel'algorithme alule bien une extension lin�eaire du graphe ompl�ementaire. Dansle as o�u l'algorithme est lan�e �a partir d'un sommet quelonque, et argumentne tient que pour les non arêtes issues du sommet p le plus �a gauhe �a la �n del'algorithme. Elles se forent les unes les autres et p est don un puits possible(voir [57℄ pour plus de d�etails).Il existe aussi un algorithme lin�eaire d'orientation transitive [58℄ (issu �a priori131



Chapitre 4 AÆnage de partitionde l'algorithme de d�eomposition modulaire [57℄). L'artile n'�etant pas enorepubli�e, je n'ai pas pu le lire 5.Consid�erons maintenant le probl�eme de alul des sommets jumeaux d'ungraphe dont la solution lin�eaire est onnue des algorithmiiens mais n'a jamais�et�e publi�ee en tant que telle.Calul des jumeauxNous allons maintenant aborder une routine �el�ementaire en algorithmique desgraphes utilis�ee par exemple dans [41, 46℄. Deux sommets d'un graphe sont ju-meaux s'ils ont même voisinage. Les jumeaux onstituent parfois une redondanegênante pour ertains algorithmes partiuliers [46℄. Identi�er les jumeaux permetd'�epurer un graphe de sorte que deux sommets n'aient pas même voisinage. Ondistingue deux variantes selon que des jumeaux doivent être voisins ou ne doiventpas l'être. Dans une variante, deux sommets sont jumeaux quand ils ont mêmevoisinage ferm�e, dans l'autre variante, quand ils ont même voisinage ouvert. Levoisinage ferm�e d'un sommet inlue le sommet lui-même, son voisinage ouvertne le ontient pas. Ces deux d�e�nitions supposent que le graphe est sans boules,'est-�a-dire sans arête reliant un sommet �a lui-même. On peut g�en�eraliser esdeux d�e�nitions en autorisant les boules : deux sommets sont jumeaux quand ilsont même voisinage ; dans une variante on ajoutera pr�ealablement haque som-met �a son propre voisinage, dans l'autre, on le retirera. L'algorithme 4.5 donneles d�etails de ette appliation tr�es simple de la tehnique d'aÆnage de partition.Algorithme 4.5 [41, 46℄ Calul des jumeauxDonn�ees : Un graphe G = (V;E).R�esultat : Une partition L = (B1; : : : ; Bl) o�u deux sommets sont jumeaux siet seulement s'ils sont dans la même bô�te.D�ebutL fV gPour tout sommet u 2 V e�etuerPour toute bô�te Ba e�etuerRetirer les sommets de Ba qui sont voisins de u et les mettre dansune nouvelle bô�te Ca.Si Ba est maintenant vide AlorsRemplaer Ba par Ca.SinonIns�erer Ca �a ôt�e de Ba.Fin5. Je soup�onne qu'il est enore plus ompliqu�e que eux de d�eomposition modulaire.132



4.1 La tehnique d'aÆnage de partitionL'ordre des bô�tes n'a pas d'importane dans et algorithme, l'ordre danslequel on pivote sur les sommets non plus. Si deux sommets u et v ont mêmevoisinage, ils ne seront s�epar�es par auun pivotage. R�eiproquement, si u et v nesont pas jumeaux, il existe un sommet w reli�e �a l'un mais pas �a l'autre ; u et v seretrouveront dans des bô�tes di��erentes apr�es pivotage sur w (w peut être �egal �au ou v).En termes de d�eomposition modulaire, trouver les jumeaux onsiste �a trouverles modules qui sont des sous-graphes omplets maximaux dans le as o�u desjumeaux doivent être voisins, et �a trouver les modules qui sont des sous-graphessans arête maximaux dans l'autre as. Ces modules orrespondent �a des n�udss�eries dans le premier as et �a des n�uds parall�eles dans le seond. Il existeune g�en�eralisation de la d�eomposition modulaire aux graphes orient�es [24℄. Unmodule est alors un ensemble M de sommets d'un graphe orient�e G = (V;E) telque tout sommet u ext�erieur �a M est soit reli�e �a auun sommet de M , soit reli�epar un ar sortant uv �a tout sommet v 2 M , soit reli�e par un ar entrant vu �atout sommet v 2M , soit reli�e �a la fois par un ar sortant uv et par un ar entrantvu �a tout sommet v 2 M . Il apparâ�t alors un nouveau type de n�uds dans lad�eomposition (le reste est assez similaire) : les n�uds transitifs qui ressemblent�a des ordres totaux, les �ls d'un tel n�ud sont totalement ordonn�es et deuxsommets de deux �ls distints sont reli�es par un ar orient�e du sommet du �ls leplus petit vers le sommet du �ls le plus grand.On peut g�en�eraliser l'algorithme 4.5 pour aluler les modules maximaux d'ungraphe orient�e qui induisent des ordres totaux, et qui orrespondent don �a desn�uds transitifs. Ces modules seront appel�es des modules transitifs Pour toutsommet u d'un graphe orient�e G = (V;E), Su d�esignera l'ensemble des sommetsv tels que uv 2 E et vu 62 E, Iu d�esignera l'ensemble des sommets v tels quevu 2 E et uv 62 E, et Ru d�esignera l'ensemble des sommets v tels que uv 2 E etvu 2 E. (Ces ensembles peuvent être alul�es �a partir des listes d'adjaene pardes fusions de listes.) L'algorithme 4.6 permet de aluler une permutation dessommets dont il est faile de d�eduire les modules transitifs.L'ordre dans lequel on pivote sur les sommets et l'ordre dans lequel sontmaintenues les bô�tes sont indi��erents. Consid�erons un module transitif M . Lessommets de M ne peuvent pas être s�epar�es en pivotant sur l'un d'eux puisquepour u; v 2 M , uv 2 E ou bien vu 2 E. Ils ne peuvent pas non plus être s�epar�esen pivotant sur un sommet ext�erieur �a M puisque M est un module. M estdon inlus dans une des bô�tes �nales. Comme l'ordre des sommets est pr�eserv�e�a l'int�erieur des bô�tes et omme on a pivot�e sur tous les sommets de M , lessommets de M sont tri�es selon l'ordre total induit par les ars d'extr�emit�es dansM ('est un tri (( �a la quiksort )), voir le paragraphe sur quiksort un peu plusloin). Soit u un sommet qui n'est pas dans M . Soit u n'est reli�e �a auun dessommets de M auquel as u n'est pas dans la même bô�te �nale que M . Soit uest reli�e �a tout sommet v 2 M par les deux ars uv et vu auquel as u n'est pas133



Chapitre 4 AÆnage de partitionAlgorithme 4.6 G�en�eralisation du alul des jumeaux dans un graphe orient�eDonn�ees : Un graphe orient�e G = (V;E).R�esultat : Une permutation des sommets telle que les sommets de haquemodule transitif sont ons�eutifs et les ars internes au module ontleur origine �a gauhe de leur destination.D�ebutL fV gPour tout sommet u 2 V de bô�te B e�etuerAÆner la partition selon Su, selon Iu, et selon Ru en pr�eservant l'ordredes sommets (ela requiert de trier Su, Iu et Ru).B est oup�ee de mani�ere sp�eiale : les sommets appartenant �a B \ Iu,fug, et B\Su sont mis dans la même bô�te selon et ordre (les sommetsdans B \ Iu �a gauhe, les sommets dans B \Su �a droite, et u entre lesdeux).Findans la même bô�te �nale que M . Soit u est reli�e �a tout sommet v 2 M par uvmais pas par vu auquel as u apparâ�t avant les sommets de M si jamais il estdans la même bô�te �nale. Soit u est reli�e �a tout sommet v 2 M par vu maispas par uv auquel as u apparâ�t apr�es les sommets de M si jamais il est dansla même bô�te �nale. Dans tous les as, auun sommet ext�erieur �a M ne vients'interaler entre les sommets de M .Chaque sommet est utilis�e une seule fois omme pivot, mais omme il fauttrier ses listes d'adjaene (au moment o�u il sert de pivot), l'algorithme requiert�a priori un temps O(n+m logn) (ou O(n2) si on fait des tris du g�eom�etre). (Lessommets sont num�erot�es au moment de la r�eation d'une bô�te du type B \ Iu,fug, B\Su, de la gauhe vers la droite.) On ne peut pas trier une fois pour toutesles listes d'adjaene au d�ebut de l'algorithme ar l'ordre des sommets dans labô�te du pivot hange (�a haque aÆnage).Deux sommets ons�eutifs u et v (u �etant juste �a gauhe de v) dans la permu-tation �nale sont dans un même module transitif si et seulement si Su � fug =Sv [ fvg et Iu [ fug = Iv � fvg et Ru = Rv. Cela permet de aluler les mo-dules transitifs �a partir de la permutation alul�ee par l'algorithme 4.6 en tempslin�eaire.Nous allons maintenant voir que les parours en largeur lassiques peuventaussi être implant�es par aÆnages de partition, e n'est pas le seul as de lex-BFS.Parours en largeurEn ne oupant que la bô�te la plus �a gauhe dans l'algorithme 4.3, on obtientun parours en largeur lassique o�u les bô�tes regroupent des sommets qui sont �a134



4.1 La tehnique d'aÆnage de partitionmême distane du sommet de d�epart du parours (la distane entre deux sommetsest la longueur du plus ourt hemin les reliant). Cela donne l'algorithme 4.7Algorithme 4.7 Parours en largeur et alul des distanes �a un sommetDonn�ees : Un graphe G = (V;E) et un sommet v0.R�esultat : La distane d(u; v0) pour haque sommet u 2 V .D�ebutL (V � fv0g; fv0g)Distane(fv0g) 0Distane(V � fv0g) 1Bô�teCourante fv0gTant que Bô�teCourante n'est pas la bô�te la plus �a gauhe e�etuerPour tout sommet u 2 Bô�teCourante e�etuerRetirer de B1, la bô�te la plus �a gauhe de la partition, les sommetsvoisins de u et les mettre dans une nouvelle bô�te C.Ins�erer C juste �a droite de B1.Distane(C) Distane(Bô�teCourante) + 1Bô�teCourante devient la bô�te juste �a gauhe de Bô�teCourante.Pour tout sommet u de bô�te B e�etuer d(u; v0) Distane(B)FinSi les pivots sont pris de la droite vers la gauhe dans Bô�teCourante, lapermutation �nale (lue de la droite vers la gauhe) donne l'ordre de parours dessommets selon le parours en largeur orrespondant. Si on veut seulement que lesbô�tes re�etent les lasses de sommets �a même distane de v0, il suÆt d'allongerles �etapes d'aÆnage de la partition : le morelage de B1 est termin�e une fois queles listes d'adjaene de tous les sommets de Bô�teCourante ont �et�e parourues, equi onsiste �a aÆner selon l'union des voisinages des sommets de Bô�teCourante.Remarquons qu'un parours en profondeur ne peut pas être interprêt�e pardes aÆnages de partition ar il faudrait hanger l'ordre des bô�tes (les voisins dudeuxi�eme sommet visit�e doivent être visit�es avant les autres voisins du premiersommet visit�e, même s'ils ne sont pas voisins du premier sommet visit�e).Examinons en�n quelques propri�et�es g�en�erales de l'aÆnage de partition.Consid�eration g�en�erale sur l'aÆnage de partitionConsid�erons un ensemble E et supposons que l'on aÆne la partition (E)ons�eutivement ave des sous-ensembles S1; : : : ; Sj en ins�erant toujours unenouvelle bô�te juste �a droite de elle dont elle est issue. L'ordre dans lequelles Si sont utilis�es n'inue pas sur les propri�et�es que nous allons d�egager ii.Soit (B1; : : : ; Bk) la partition �nale. Chaque �el�ement u 2 E est assoi�e �a un135



Chapitre 4 AÆnage de partitionsous-ensemble Cu � fS1; : : : ; Sjg : l'ensemble des Si qui le ontiennent 6 (voir la�gure 4.5). La partition �nale jouit des propri�et�es suivantes :1. Deux �el�ements u et v sont dans la même bô�te �nale si et seulement siCu = Cv.2. En ordonnant les �el�ements de mani�ere quelonque �a l'int�erieur de haquebô�te, on obtient une permutation x1; : : : ; xn telle que Cx1 ; : : : ; Cxn est uneextension lin�eaire de (fCu j u 2 V g;�).
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a b c dC C C CFig. 4.5 { (i) Un graphe biparti permet de repr�esenter les parties d'un ensemble.On a par exemple ii S2 = fa; g et Cb = fS1; S3g. (ii) En retournant etterepr�esentation, on lit l'ensemble des parties qui ontiennent haque sommet.En e�et, si deux �el�ements u et v v�eri�ent Cu 6= Cv, alors il existe un sous-ensemble Si qui ontient un sommet et pas l'autre ; l'aÆnage selon et ensembleplaera u et v dans des bô�tes di��erentes si ela n'avait pas enore �et�e fait. SiCu = Cv, alors auun aÆnage ne s�eparera u et v.Si deux �el�ements u et v v�eri�ent Cu � Cv, alors u et v resteront dans la mêmebô�te jusqu'�a l'aÆnage selon un sous-ensemble Si ontenant v mais pas u et vsera alors pla�e �a droite de u ; ela ne peut pas hanger par la suite.La propri�et�e 1 est utilis�ee dans la reonnaissane des jumeaux qui sont lessommets de même voisinage (l'algorithme onsiste �a aÆner selon les voisinages).La propri�et�e 2 fournit un algorithme permettant de aluler une extension lin�eaired'un ensemble A de parties d'un ensemble E en aÆnant la partition (A) selon lessous-ensembles de parties Du = fS 2 A j u 2 Sg, u 2 E (il suÆt de remarquerque CS = fDu j S 2 Dug est isomorphe �a S).On peut assoier un (( arbre de pivotage )) �a toute ex�eution d'une pro�edured'aÆnages de partitions o�u haque n�ud de l'arbre est une bô�te apparue auours de l'algorithme et o�u ses �ls sont les sous-bô�tes issues de son morelage.Les arêtes de l'arbre sont �etiquet�ees par le pivot qui a morel�e la bô�te p�ere. Cetarbre peut permettre d'analyser les algorithmes d'aÆnage de partition de mani�ereplus �ne, mais l'int�erêt de la tehnique est d'oublier et arbre quand seul l'ordre�nal de ses feuilles ompte, e qui rend l'algorithme plus simple.6. Cette onstrution s'appelle le dual en th�eorie des hypergraphes.136



4.2 lex-BFS et orientation transitive4.2 lex-BFS et orientation transitiveCette setion est onsar�ee �a la d�eouverte d'un lien profond entre lex-BFSet l'orientation transitive. Cela nous permettra d'en d�eduire un algorithme tr�essimple et eÆae d'orientation transitive et un algorithme lin�eaire de reonnais-sane des graphes d'intervalles. Ces deux algorithmes sont tous les deux onstitu�esd'une lex-BFS suivie d'un algorithme de type aÆnage de partition. Avant d'en-trer dans le vif du sujet, il nous faut tout d'abord introduire quelques d�e�nitionsonernant les graphes hordaux.Graphes hordauxUn graphe non orient�e est dit hordal (ou triangul�e) si et seulement si toutyle de longueur sup�erieur ou �egal �a 4 poss�ede une orde, 'est-�a-dire une arêtejoignant deux sommets non ons�eutifs sur le yle. Les arat�erisations suivantesdes graphes hordaux donnent une id�ee des nombreuses propri�et�es algorithmiquesdont ils font preuve.Les graphes hordaux sont arat�eris�es par l'existene d'un ordre d'�eliminationsimpliiel de es sommets. Une lique est un ensemble des sommets induisant unsous-graphe omplet. x1; : : : ; xn est un ordre d'�elimination simpliiel d'un grapheG = (V;E) si et seulement si le voisinage de haque sommet xi est une lique dusous-graphe induit Gfxi;::: ;xng. L'algorithme de reonnaissane de Rose, Tarjanet Leuker repose sur ette arat�erisation. Ils ont montr�e qu'une permutationlex-BFS d'un graphe hordal est aussi un ordre d'�elimination simpliiel. Lesliques maximales (pour l'inlusion) se alulent failement �a partir d'un tel ordre.La �gure 4.6 donne un exemple.Cela nous onduit �a la seonde arat�erisation [35℄ : un graphe est hordalsi et seulement s'il existe un arrangement de ses liques maximales en arbre desorte que les liques maximales ontenant un sommet donn�e induisent toujoursun sous-arbre onnexe. Un tel arbre s'appelle un arbre de liques. Les graphesd'intervalles sont les graphes hordaux admettant un arbre de lique qui est unehâ�ne ou de mani�ere �equivalente une permutation de ses liques maximales telleque l'ensemble des liques maximales ontenant un sommet donn�e soient ons�eu-tives. Une telle hâ�ne s'appelle une hâ�ne de liques. Un intervalle de la hâ�neest don assoi�e �a haque sommet : l'intervalle des liques le ontenant. Il en r�e-sulte une repr�esentation intervallaire : deux sommets sont reli�es si et seulements'il existe une lique maximale les ontenant tous les deux, 'est-�a-dire si et seule-ment si leurs intervalles assoi�es se reouvrent.L'algorithme 4.8 du �a [33℄ alule un arbre de lique durant l'ex�eution de lex-BFS, en onservant une omplexit�e lin�eaire en temps et en espae. Il permet ausside v�eri�er que le graphe en entr�ee est hordal. L'algorithme de reonnaissanedes graphes d'intervalles qui est pr�esent�e plus loin utilise un arbre de liques.Voii quelques indiations sur l'exatitude de et algorithme, les d�etails sont137



Chapitre 4 AÆnage de partition
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(i) (ii) (iii)Fig. 4.6 { (i) Un graphe hordal. (ii) Les aÆnages de partitions suessifs ondui-sant �a un ordre d'�elimination simpliiel alul�e par lex-BFS. L'ensemble des voi-sins de h sur sa droite est f; d; gg qui induit bien une lique. (iii) Un arbre delique repr�esentant e graphe. Deux sont reli�es si et seulement si les deux sous-arbres assoi�es se reouvrent.dans [33℄. Puisque lex-BFS alule un ordre d'�elimination simpliiel, quand unsommet u est visit�e, Etiquette(u)[fug est une lique. Si elle n'est pas maximale,tout autre sommet v appartenant �a une lique maximale ontenant Dernier(u)[fug est un voisin de u non enore visit�e v�eri�ant Etiquette(u)[fug � Etiquette(v).Remarquons que le dernier sommet visit�e v d'une lique maximale C v�eri�eEtiquette(v) [ fvg = C. En onsid�erant les �etiquettes des sommets (au mo-ment o�u ils sont visit�es), les s�equenes stritement roissantes pour l'inlusionorrespondent aux liques maximales. Cela fournit une m�ethode lassique pouraluler les liques maximales �a partir de n'importe quel ordre d'�elimination sim-pliiel [71℄. C'est e que fait et algorithme. Le test d'inlusion prend un tempsO(jEtiquette(u)j) = O(Degr�e(u)). L'ensemble de es tests permet aussi de s'as-surer que le graphe en entr�ee est bien hordal.Montrons maintenant pourquoi T est un arbre de liques, 'est-�a-dire pourquoiles liques maximales ontenant un sommet donn�e u induisent un sous-arbreonnexe. Remarquons que C(u) est la premi�ere lique maximale d�eouverte quiontient u et que Dernier(v) est �a tout moment le dernier voisin visit�e de v. Il suÆtde montrer que le hemin de T reliant une lique C ontenant un sommet donn�eu �a C(u) passe par des liques ontenant toujours u. Consid�erons le sommet visit�ev au moment de la r�eation de C = C(v). Si le p�ere de C dans T est C(u), il n'ya rien �a prouver. D'un autre ôt�e, si Dernier(v) et u sont deux sommets distints,ils doivent être reli�es puisqu'ils sont tous les deux voisins de v et apparaissent �adroite de v dans l'ordre d'�elimination simpliiel alul�e. Le p�ere C(Dernier(v)) de138



4.2 lex-BFS et orientation transitiveAlgorithme 4.8 [33℄ lex-BFS et alul d'un arbre de liquesDonn�ees : Un graphe G = (V;E).R�esultat : D�etermine si le graphe est hordal et si 'est le as alule un ordred'�elimination simpliiel x1; : : : ; xn et un arbre de lique T = (I;F)o�u I est l'ensemble des liques maximales.D�ebutPour tout sommet u 2 V e�etuer Etiquette(v) ;EtiquettePreedente  ;j  0Pour i = n jusqu'�a 1 e�etuerPrendre un sommet u d'�etiquette maximale pour l'ordre lexiogra-phique.Si EtiquettePreedente 6� Etiquette(u) Alorsj  j + 1Cr�eer la lique maximale Cj  Etiquette(u) [ fug.C(Dernier(u)) est le p�ere de Cj dans T .L'arête dCjC(Dernier(u)) de l'arbre est assoi�ee au s�eparateur mi-nimal Sj = Cj \ C(Dernier(u)) Etiquette(u).SinonCj  Cj [ fugPour tout voisin v de u e�etuerEtiquette(v) Etiquette(v) [ fugDernier(v) uEtiquettePreedente  Etiquette(u)xi  uC(u) jFinC dans T ontient don u. On onlue en it�erant e pro�ed�e ave C(Dernier(v))et ainsi de suite jusqu'�a e que Dernier(Dernier(� � �Dernier(v) � � � )) = u.Chaque arête dCjCk de l'arbre est assoi�ee �a un ensemble Sj = Etiquette(u)o�u Cj est la lique r�e�ee en visitant u. Cet ensemble s'appelle un s�eparateurminimal entre Cj et Ck (pare que 'est un ensemble minimal dont l'e�aementd�eonnete des sommets des deux liques). Nous utiliserons uniquement le faitque 'est l'intersetion de Cj et Ck. Comme les voisin d�ej�a visit�es de u forment unelique et omme Dernier(u) est le dernier d'entre-eux, on obtient Etiquette(u) �Etiquette(Dernier(u)) [ fDernier(u)g. Cela implique Etiquette(u) � Ck et donEtiquette(u) � Cj\Ck. L'inlusionCj\Ck � Etiquette(u) d�eoule de la d�e�nitionde Dernier(u).L'algorithme de reonnaissane des graphes d'intervalles pr�esent�e un peu plus139



Chapitre 4 AÆnage de partitionloin utilise la propri�et�e suivante.Lemme 38 ([35℄) Dans un arbre de liques d'un graphe hordal, si deux liquesmaximales ontiennent toutes les deux un sommet u, alors toutes les arêtes duhemin les reliant sont assoi�ees �a des s�eparateurs minimaux ontenant tous u.Permutations lex-BFS et orientation transitiveRappelons que les modules d'un graphes sont aussi eux du ompl�ementaire.Pour relier la notion de module �a elle de bô�te, notons que si une bô�te d'unepartition de l'ensemble des sommets d'un graphe ontient un module alors emodule est enore enti�erement inlus dans une bô�te apr�es pivotage sur un sommetext�erieur �a ette bô�te. Ce prinipe est �a la base des algorithmes lin�eaires ded�eomposition modulaire [15, 57℄. Si l'on examine la bô�te la plus �a gauhe danslex-BFS, elle est toujours oup�ee selon des pivots ext�erieurs �a elle-i jusqu'aumoment o�u un de ses sommets est visit�e. A e moment de l'algorithme, la bô�te laplus �a gauhe est module ar on a pivot�e sur tous les sommets ext�erieurs �a elle-i.Les deux r�esultats suivants expriment de mani�ere plus �ne le lien entre lex-BFS etl'orientation transitive. Ils sont le point d'orgue des algorithmes pr�esent�es ensuite.Lemme 39 SiM est un module d'un graphe G, alors toute permutation lex-BFSde G induit une permutation lex-BFS du sous-graphe GM induit par M .Preuve. Soit M un module de G. Quand un sommet u 2 M est visit�e par lex-BFS, son �etiquette Etiquette(u) est sup�erieure ou �egale �a l'�etiquette Etiquette(v)de tout sommet v 2 M non enore visit�e pour l'ordre lexiographique. CommeM est un module, on a Etiquette(u) �M = Etiquette(v)�M , e qui impliqueque Etiquette(u)\M est plus grand que Etiquette(v)\M dans l'ordre lexiogra-phique. Cela signi�e que la permutation lex-BFS de G induit une permutationdes sommets dans M qui est une permutation lex-BFS de GM . 2Th�eor�eme 40 Soit M un module d'un graphe de oomparabilit�e G et soit u 2M le dernier sommet visit�e lors d'une ex�eution de lex-BFS sur G. Alors ilexiste une orientation transitive de GM o�u u est un puits. Si le graphe est deplus hordal ('est alors un graphe d'intervalles), alors les sommets appartenant�a Etiquette(u) \M ('est-�a-dire les voisins de u dans M) sont aussi des puitsdans ette orientation.Ce th�eor�eme d�eoule de la relation de for�age introduite par [34℄ (voir leparagraphe 1.4). La �gure 4.7 illustre ertaines relations de for�age apparaissantau ours de l'ex�eution de lex-BFS.Rappelons qu'il ne peut pas y avoir de relation de for�age entre un ar interne �aun module et un ar sortant du module, e qui implique que l'orientation obtenueen inversant l'orientation des arêtes internes �a un module est enore transitive.140



4.2 lex-BFS et orientation transitive
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zFig. 4.7 { Relation de for�age et lex-BFS. xn�4x1 fore yx1 et zx1 o�u x1 est ledernier sommet visit�e.Preuve. En utilisant le lemme 39, il suÆt de prouver que pour un graphe deoomparabilit�e premier, le dernier sommet visit�e x1 lors d'une ex�eution de lex-BFS est un puits ou une soure 7 (la permutation lex-BFS alul�ee sera not�eex1; : : : ; xn). Soit F une orientation transitive des non arêtes. Remarquons que x1est toujours dans la bô�te la plus �a gauhe au ours de l'ex�eution de lex-BFS.Comme le graphe est premier, xn n'est pas voisin de tous les autres sommets(fx1; : : : ; xn�1g serait un module dans le as ontraire). dx1xn est don une nonarête. Supposons que son orientation dans F est xnx1. D'apr�es la relation defor�age, on d�eduit par r�eurrene sur les bô�tes suessivement plus petites quiontiennent x1 que si B01 est la bô�te ontenant x1 �a un moment de l'algorithme,alors toutes les non arêtes entre V �B01 et x1 sont orient�ees vers x1. Remarquonsque le pivot qui a oup�e la bô�te B1 ontenant pr�e�edemment x1 en B01 et B02n'�etait pas dans B1 ar ela impliquerait que B1 est un module puisque tousles sommets n'appartenant pas �a B1 auraient d�ej�a servi de pivot. La derni�erebô�te ontenant x1 est fx1g, x1 est don un puits. Si l'orientation de la non arêtedx1xn �etait en fait x1xn, le même raisonnement montre que x1 est une soure,'est-�a-dire un puits de l'orientation transitive inverse F�1.Consid�erons maintenant le as o�u le graphe est de plus hordal. Grâe aulemme 39, le as g�en�eral se d�eduit �a nouveau du as premier. Supposons don Ghordal, premier et de oomparabilit�e. Le dernier sommet visit�e x1 est simpliiel :son voisinage est une lique. On peut prouver omme pr�e�edemment que x1 est unpuits d'une des deux orientations transitives de G. Soit u un sommet ext�erieur �aette lique. L'orientation de toutes les non arêtes reliant un sommet de la lique�a u sont for�ees par ux1. Les voisins de x1 sont don aussi des puits 2Orientation transitiveLe th�eor�eme 40 permet d'am�eliorer l'algorithme d'orientation transitive 4.4 deMonnel et Spinrad [57℄ qui prend un graphe premier en entr�ee, pour alulerune orientation transitive du ompl�ementaire d'un graphe de oomparabilit�e7. Un graphe premier n'a que deux orientations transitives F et F�1, les puits de l'une sontles soures de l'autre. 141



Chapitre 4 AÆnage de partitionquelonque sans utiliser le lourd outillage de la d�eomposition modulaire.Quand l'algorithme est bloqu�e, la plus grande bô�te B est un module. Pourpoursuivre l'algorithme, il suÆt de ouper B en B � fug; fug o�u u est le derniersommet visit�e par une ex�eution pr�ealable de lex-BFS puisque 'est un puitspossible du module d'apr�es le th�eor�eme 40. L'algorithme 4.9 regroupe toutes lesid�ees introduites sur l'orientation transitive.Algorithme 4.9 Orientation transitiveDonn�ees : Un graphe premier G = (V;E).R�esultat : Une permutation des sommets induisant une orientation transitivede G si G est un graphe de oomparabilit�e.D�ebutCaluler une permutation lex-BFS x1; : : : ; xn des sommets.L (fx1; : : : ; xng)Derni�ereUtilisation(fx1; : : : ; xng) 1Tant que L = (B1; : : : ; Bk) ontient une bô�te non r�eduite �a un singletone�etuerSi il existe une bô�te Ba telle que jBaj � 12 Derni�ereUtilisation(Ba)AlorsPour tout sommet u 2 Ba e�etuerPour toute bô�te Bb telle que b 6= a e�etuerRetirer de Bb les sommets voisins de u et les mettre dansune nouvelle bô�te Cb.Si Bb est maintenant vide AlorsRemplaer Bb par Cb.SinonSi b < a AlorsIns�erer Cb juste �a gauhe de Bb.SinonIns�erer Cb juste �a droite de Bb.Derni�ereUtilisation(Cb) Derni�ereUtilisation(Bb)Derni�ereUtilisation(Ba) jBajSinonSoit B la plus grande bô�te et u le sommet de B le plus �a gauhedans la permutation lex-BFS.Retirer u de B et ins�erer fug juste �a droite de B.Derni�ereUtilisation(u) 1FinQuand toutes les lasses �eligibles ont �et�e utilis�ees, la plus grande lasse est fa-142



4.2 lex-BFS et orientation transitiveile �a trouver, 'est la seule qui n'a pas �et�e �eligible. Pour trouver le dernier sommetvisit�e par lex-BFS dans une bô�te, il suÆt de onserver l'ordre de la permuta-tion lex-BFS �a l'int�erieur des bô�tes, e sommet est alors le plus �a gauhe dansla bô�te. La omplexit�e de et algorithme est la même que elle de l'algorithmed'orientation 4.4 pour les mêmes raisons.Cet algorithme alule une extension lin�eaire d'une orientation de G quand Gest un graphe de oomparabilit�e en temps O(n+m logn). En inversant la r�egled'insertion des bô�tes, l'algorithme alule une extension lin�eaire d'une orientationtransitive de G quand G est un graphe de omparabilit�e. Une orientation tran-sitive peut alors en être d�eduite en orientant les arêtes selon ette extension. Enombinant es deux r�esultats, on obtient failement un algorithme de reonnais-sane des graphes de permutation de même omplexit�e (voir [57℄). Cet algorithmealule une permutation repr�esentant le graphe �a partir des deux extensions li-n�eaires obtenues pour G et G. Rappelons que les graphes de permutation sontles graphes �a la fois de omparabilit�e et de oomparabilit�e.Reonnaissane des graphes d'intervallesUn graphe d'intervalle est un graphe hordal dont les liques maximalespeuvent être ordonn�ees ave la propri�et�e de ons�eutivit�e, 'est-�a-dire o�u lesliques ontenant un sommet donn�e sont ons�eutives. Un tel arrangement s'ap-pelle une hâ�ne de liques. La reonnaissane d'un graphe d'intervalle reposesur la d�eouverte d'une hâ�ne de liques. L'algorithme qui suit alule un telarrangement des liques par aÆnage suessifs de partitions de l'ensemble desliques. Une id�ee similaire est utilis�ee parHsu etMa pour reonnâ�tre les graphesd'intervalles premiers [46℄. Ils utilisent ensuite un algorithme de d�eompositionmodulaire sp�ei�que aux graphes hordaux pour reonnâ�tre les graphes d'in-tervalles quelonques. L'algorithme que nous allons aborder reonnâ�t n'importequel graphe d'intervalle.Une hâ�ne de liques est alul�ee en aÆnant une partition de l'ensemble desliques telle que les liques ontenant un sommet donn�e apparaissent toujoursdans des bô�tes ons�eutives. La r�egle d'insertion des nouvelles bô�tes onsiste �arassembler toutes les liques ontenant un sommet donn�e appel�e pivot. Chaquesommet ne sert qu'une seule fois de pivot. On dira par abus de langage qu'unsommet apparâ�t dans une bô�te si une lique maximale le ontenant appartient�a ette bô�te. Un arbre de liques permet pivoter sur les sommets dans un ordread�equat (il ne faut pas pivoter sur un sommet avant qu'il n'apparaisse dans deuxbô�tes di��erentes).Quand il n'y a plus de pivots �a utiliser, haque bô�te non r�eduite �a un singletonorrespond �a un module (l'ensemble des sommets qui n'apparaissent que dansette bô�te), et on sait alors d'apr�es le th�eor�eme 40 que la derni�ere lique dela bô�te visit�ee par lex-BFS est une lique extrêmale possible. En sortant ettelique de la bô�te, on relane le proessus d'aÆnage de la partition. La �gure 4.8143



Chapitre 4 AÆnage de partitionillustre une ex�eution de l'algorithme sur un exemple. Voir aussi l'algorithme 4.10.Algorithme 4.10 AÆnage de partition des liquesDonn�ees : Un graphe G = (V;E).R�esultat : D�etermine si G est un graphe d'intervalles et fournit une hâ�ne deliques L si 'est le as.D�ebut1 Caluler les liques maximales et un arbre de lique T = (I;F) ave lex-BFS d'apr�es l'algorithme 4.8Si G n'est pas hordal AlorsStopper, G n'est pas un graphe d'intervallesSoit I l'ensemble des liques maximales I = fC1; : : : ; CkgL (I)Pivots = ; est une pile videTant que L = (B1; : : : ; Bl) ontient une bô�te B non r�eduite �a un sin-gleton e�etuerSi Pivots = ; AlorsSoit Cd la derni�ere lique de B visit�ee par lex-BFS (la lique deplus grand num�ero).Retirer Cd de B et ins�erer fCdg juste �a droite de B.C = fCdgSinonSoit u un sommet dans Pivots qui n'a pas enore servi de pivot(jeter eux qui ont d�ej�a servi).Soit C l'ensemble des liques ontenant u.AÆner selon C :2 Si toutes les liques de C apparaissent dans des bô�tes ons�eu-tives Alors3 Soit Ba la bô�te la plus �a gauhe ontenant une telle lique.4 Soit Bb la bô�te la plus �a droite ontenant une telle liqueSinon Stopper, G n'est pas un graphe d'intervalles.5 Si une bô�te Be, a < e < b, ontient une lique qui n'est pasdans C Alors Sortir, G n'est pas un graphe d'intervalles.Remplaer Ba par Ba�C; Ba\C et Bb par Bb\C; Bb�C (jeterles �eventuelles bô�tes vides).Pour toute arête CiCj de l'arbre de liques reliant lique Ci 2 C �aune lique Cj 62 C e�etuerPivots = Pivots; Ci \ CjRetirer CiCj de l'arbre de liques.Fin144
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(iv)Fig. 4.8 { (i) Un graphe d'intervalles. Ces sommets sont num�erot�e selon unepermutation lex-BFS. (ii) L'arbre de liques assoi�e �a la permutation lex-BFS.(iii) AÆnages de partitions de l'ensemble des liques. f4; 5g est un module et labô�te 578; 478 est oup�ee d'apr�es le fait que que 478 a �et�e d�eouverte apr�es 578par lex-BFS. (iv) Une repr�esentation intervallaire assoi�ee �a la hâ�ne de liquesalul�ee. Deux sommets sont reli�es si et seulement si leurs intervalles assoi�es sereouvrent.Si le fait de rassembler les liques qui ontiennent un sommet donn�e onduitintuitivement �a la propri�et�e de ons�eutivit�e, la preuve de l'exatitude de et al-gorithme d�eoule plus naturellement d'arguments d'orientation transitive. Rap-pelons pourquoi les graphes d'intervalles sont les graphes hordaux de oom-parabilit�e. Il suÆt de onsid�erer une repr�esentation intervallaire du graphe enordonnant les intervalles de la gauhe vers la droite pour orienter transitivementle ompl�ementaire du graphe : si deux intervalles ne se reouvrent pas, elui quiest enti�erement �a gauhe de l'autre est plus petit que l'autre. Le lien entre uneorientation du graphe ompl�ementaire et une hâ�ne de lique apparâ�t dans l'in-variant suivant qui est onserv�e par l'algorithme.Th�eor�eme 41 Il existe une orientation transitive du graphe ompl�ementaire telleque l'invariant suivant est v�eri��e : si uv 62 E et si u et v apparaissent dans deuxbô�tes di��erentes, alors uv est orient�ee de la gauhe vers la droite : u apparâ�t �agauhe de v (e qui implique que toutes les liques ontenant u apparaissent �agauhe de toute lique ontenant v ou dans la même bô�te).Laissons de ôt�e la preuve de la onservation de et invariant pour le momentet expliquons pourquoi il implique que l'algorithme alule une hâ�ne de liques.Supposons par l'absurde que la permutation �nale n'en est pas une. Soit u unsommet apparaissant �a la gauhe et la droite d'une lique C ne le ontenant pas.Par maximalit�e, C doit ontenir un sommet v qui n'est pas voisin de u. Celaontredit l'invariant puisque la non arête uv ne peut être orient�ee �a la fois par uvet vu. Toutes les liques ontenant u sont don ons�eutives. 145



Chapitre 4 AÆnage de partitionCet algorithme ne alule pas seulement une hâ�ne de liques quand il enexiste une, il d�etermine aussi si l'entr�ee est un graphe d'intervalle. A la ligne 3(respetivement 4), Ba (respetivement Bb) est la seule bô�te telle que Ba�1 (res-petivement Bb+1) ne ontient auune lique de C. S'il existe une autre bô�tev�eri�ant ela, l'invariant est viol�e et l'entr�ee ne peut pas être un graphe d'in-tervalle. Tout es tests sont e�etu�es durant le parours de la liste des liquesmaximales ontenant u. Si l'entr�ee n'est pas un graphe, ela est don d�etet�e �a laligne 2 ou �a la ligne 5 ou durant l'�etape de reonnaissane de graphe hordal �a laligne 1. Les sommets ajout�es dans Pivots apparaissent toujours dans deux bô�tesdi��erentes au moins, e qui assure a 6= b.Cet algorithme est lin�eaire pare que haque sommet ne sert qu'une fois depivot, e qui oûte O(Degr�e(u)). Le nombre de liques ontenant un sommet udonn�e est born�e par Degr�e(u). Les arêtes de l'arbre de lique visit�ees durant lepivotage sur u orrespondent �a des s�eparateurs minimaux ontenant u et leurnombre est born�e par Degr�e(u). D'un autre ôt�e, l'algorithme ne d�epense pastrop de temps �a jeter des sommets ayant d�ej�a servi de pivot. En e�et, le nombretotal de sommets ajout�es dans Pivots est inf�erieur �a m puisque les s�eparateursminimaux assoi�es aux arêtes de l'arbre de liques sont des �etiquettes lex-BFSde sommets distints (le ardinal de l'�etiquette d'un sommet est born�e par sondegr�e).Pour prouver la onservation de l'invariant par l'algorithme, nous avons besoindu lemme suivant.Lemme 42 Quand tous les sommets apparaissant dans deux bô�tes di��erentesont servi de pivot, l'ensemble des sommets apparaissant uniquement dans unebô�te donn�ee forment un module du graphe.Preuve. Soit B une bô�te �a un moment de l'algorithme o�u il n'y a plus de pivots,et soit M l'ensemble des sommets n'apparaissant que dans B. Soit u un sommetqui n'est pas dans M . Si u a voisin v dans M , une lique maximale de B lesontient tous les deux. Comme u n'est pas dans M , il apparâ�t aussi dans uneautre bô�te et il a don for�ement �et�e utilis�e omme pivot. Don toutes les liquesde B ontiennent u, e qui veut dire que tous les sommets apparaissant dans B(et par ons�equent eux de M) sont voisins de u. 2Preuve de la onservation de l'invariant. Des modules disjoint peuvent êtreorient�es transitivement ind�ependamment les uns des autres et ind�ependammentdes non arêtes sortantes. Il d�eoule du th�eor�eme 40 et du lemme 42 que l'invariantn'est pas viol�e en isolant la derni�ere lique d�eouverte par lex-BFS dans une bô�tequand il n'y a plus de pivots.Montrons que le pivotage sur un sommet onserve aussi l'invariant. Supposonsqu'un pivot x oupe une bô�te B en B1; B2. Il y a deux as similaires, prouvonselui dans lequel B1 est faite des liques de B ontenant x, l'autre as est sym�e-trique. Supposons uv 62 E, u apparaissant �a gauhe de v. Il faut montrer que ette146



4.2 lex-BFS et orientation transitivenon arête est orient�ee de u vers v. Il n'y a qu'un seul as non trivial onernant lesbô�tes o�u apparaissent u et v : quand u apparâ�t dans B1 et v dans B2 (dans lesautres as, il suÆt d'utiliser la onservation de l'invariant �a une �etape ant�erieurede l'algorithme).Soit C 2 B2 une lique ontenant v. C doit ontenir un sommet z qui n'estpas voisin de x, sinon elle ne serait pas maximale. x apparâ�t dans une lasse �agauhe de B puisqu'il est utilis�e omme pivot. L'invariant implique alors que lanon arête entre x et z est orient�ee par xz. Si v et x ne sont pas voisins, on peutprendre z = v et xz fore uv. Dans le as ontraire, il doit y avoir une non arêteentre u et z, sinon uzvx induirait un yle sans orde de longueur 4. xz fore uzqui fore uv. Cela prouve que l'invariant est onserv�e. 2Le probl�eme de alul d'une hâ�ne de lique a une tradution matriielleassez �el�ebre. Il est possible d'adapter les algorithmes propos�es pour les graphesd'intervalles pour r�esoudre e probl�eme eÆaement.Test de la propri�et�e des 1 ons�eutifsUne matrie M de z�eros et de un ave n ligne et k olonnes est dite v�eri�erla propri�et�e des 1 ons�eutifs si ses olonnes peuvent être permut�ees de sorteque les 1 soient ons�eutifs dans haque ligne. Ce probl�eme est reli�e �a elui detrouver une �elimination de Gauss dans une matrie de r�eels qui n'augmente pasle nombre d'entr�ees non nulles [37℄. Le seul algorithme jusqu'�a pr�esent permettantde r�esoudre e probl�eme utilise une struture de maniement tr�es omplexe, unpq-tree [7℄, qui permet de repr�esenter toutes les permutations des olonnes quipermettent d'obtenir la propri�et�e des 1 ons�eutifs. Nous allons voir omment�etendre l'algorithme 4.10 pour trouver une telle permutation grâe �a la tehniqued'aÆnage de partition une fois de plus.D�e�nissons la matrie sommets{liques maximales M(G) d'un graphe G enassoiant haque ligne �a un sommet de G et haque olonne �a une lique maximalede G et o�u toute entr�ee i; j de la matrie vaut 1 lorsque le sommet assoi�e �a laligne i appartient �a la lique assoi�ee �a la olonne j et 0 dans le as ontraire. SiG est un graphe d'intervalle, alors M(G) poss�ede lairement la propri�et�e des 1ons�eutifs. La r�eiproque est fausse : une matrie n'est pas toujours la matriesommets{liques maximales d'un graphe. Cependant, nous allons voir ommentmodi�er une matrie M en une autre matrie fM telle que M v�eri�e la propri�et�edes 1 ons�eutifs si et seulement si fM est la matrie sommets{liques maximalesd'un graphe d'intervalles. Etant donn�e une matrie M , d�e�nissons tout d'abordpour ela le graphe G(M) de sommets les lignes de M o�u deux lignes sont reli�eespar une arête si et seulement s'il existe une olonne poss�edant des entr�ees �a 1dans les deux lignes. Les olonnes de M repr�esentent don des liques de G(M),mais qui ne sont pas n�eessairement maximales.Lemme 43 Si une matrie M v�eri�e la propri�et�e des 1 ons�eutifs, alors G(M)147



Chapitre 4 AÆnage de partitionest un graphe d'intervalle.Nous identi�erons par la suite les olonnes de M omme des liques de G(M)pour all�eger les notations (une olonne Cj sera onsid�er�ee omme l'ensemble deslignes i telles que M [i; j℄ = 1).Preuve. Nous allons montrer que M est onformale, 'est-�a-dire que pour touttriplet de olonnes C1; C2; C3, il existe toujours une olonne C ontenant (C1 \C2)[ (C2 \C3)[ (C3 \C1). Un r�esultat de th�eorie des hypergraphes permet alorsde onlure [6℄. Supposons que C1; C2; C3 apparaissent dans et ordre dans unepermutation satisfaisant la propri�et�e des 1 ons�eutifs. (C1 \ C2) [ (C2 \C3) estlairement inlus dans C2. La propri�et�e des 1 ons�eutifs assure que C1 \C3 l'estaussi. 2Les olonnes deM ne orrespondant pas toujours �a liques qui sont maximales,nous travaillerons sur la matrie fM obtenue en rajoutant une ligne fatie danshaque olonne : haque ligne fatie ontient un 1 dans la olonne qui lui estassoi�ee et des 0 dans les autres olonnes. Cette transformation ne hange rienen e qui onerne la propri�et�e des 1 ons�eutifs. Comme les olonnes de fM sontmaximales, on obtient :Th�eor�eme 44 Une matrie M v�eri�e la propri�et�e des 1 ons�eutifs si et seule-ment si fM est la matrie sommets{liques maximales d'un graphe d'intervalle.L'ajout des lignes faties n'augmentera pas sensiblement la omplexit�e del'algorithme 4.10 qui est lin�eaire en le nombre de 1, la largeur et la hauteur dela matrie d'entr�ee : il onsid�ere les listes de liques ontenant haque sommet.Il reste un probl�eme de taille : omment aluler un arbre de lique de G(fM) etv�eri�er si e graphe est hordal �a partir de ette repr�esentation sous forme deliste de liques? En e�et, on ne peut pas aluler expliitement les arêtes de egraphes ar il peut y en avoir beauoup plus que de 1 dans la matrie. L'algo-rithme 4.11 permet ependant de simuler lex-BFS ave ette repr�esentation. Demani�ere surprenante 'est l'ensemble des liques qu'il faut onsid�erer, l'algorithmeaÆne une partition des liques jusqu'�a un ordre C1; : : : ; Ck de visite des liquespar lex-BFS et une permutation lex-BFS x1; : : : ; xn assoi�ee en même temps.Preuve de l'algorithme 4.11. Consid�erons un parours lassique selon lex-BFS de G(fM) o�u xn; : : : ; xi+1 sont les sommets num�erot�es �a un moment donn�eet C1; : : : ; Cj les premi�eres liques maximales identi��ees. Si fxn; : : : ; xi+1g =C1[� � �[Cj, un sommet x d'�etiquette maximale appartient for�ement �a une liquemaximale C distinte de C1; : : : ; Cj. Tous les sommets non num�erot�es de C ontmême �etiquette, sans quoi l'�etiquette de x ontiendrait un sommet non adjaent�a un des sommets non visit�es de C, e qui ontredirait fxg [ Etiquette(x) � C.Quand x est num�erot�e, les sommets non num�erot�es de C deviennent exatementeux d'�etiquette maximale. Aussi ils seront tous visit�es avant les sommets qui nesont pas dans C. Dans l'algorithme 4.11, quand une nouvelle olonne ('est-�a-dire148



4.2 lex-BFS et orientation transitiveAlgorithme 4.11 Versions matrie de lex-BFSDonn�ees : Une matrie sommets{liques maximalesM de n lignes, k olonneset ontenant au plus m 1.R�esultat : Une permutation lex-BFS x1; : : : ; xn.D�ebutPour tout olonne D e�etuerEtiquette(D) = ;i nPour j = 1 �a k e�etuerPrendre une olonne D d'�etiquette maximale pour l'ordre lexiogra-phique.Cj  DTant que D a un 1 dans une ligne non num�erot�ee u e�etuerxi  uPour toute olonne non num�erot�ee D0 ontenant un 1 dans laligne u e�etuerEtiquette(D0) Etiquette(D0); ii i� 1Finune nouvelle lique maximale) est num�erot�ee, toutes les lignes non num�erot�eesqui ont un 1 dans ette olonne ('est-�a-dire les sommets non num�erot�es de lalique orrespondante) sont visit�ees �a la suite. Il suÆt don de prouver que lorsqueles sommets des liques maximales C1; : : : ; Cj sont tous num�erot�es, le sommet xvisit�e ensuite par l'algorithme 4.11 peut-être hoisi par un lex-BFS lassique.Montrons le par r�eurrene. C'est lairement vrai pour le premier sommet vi-sit�e. Supposons que ela soit le as pour l'ensemble des sommets fxn; : : : ; xi+1g =C1 [ � � � [Cj. Soit D la olonne nouvellement visit�e (et qui orrespont �a la liquemaximale Cj+1) et x le premier sommet hoisi par l'algorithme 4.11. Dans unlex-BFS lassique, l'�etiquette d'un sommet y non num�erot�e est l'ensemble de sesvoisins num�erot�es qui forme une lique puisque G(fM) est hordal et xi+1; : : : ; xnest la �n d'un ordre d'�elimination simpliiel. L'�etiquette de y est don l'�etiquettedes liques maximales (olonnes) qui le ontiennent lui et ses voisins num�erot�es.L'�etiquette de x est don l'�etiquette de D qui est bien maximale. 2L'algorithme 4.12 montre omment �etendre et algorithme pour qu'il v�eri�ede plus si l'entr�ee orrespond �a un graphe hordal et alule dans e as un arbrede liques.Les algorithmes 4.11 et 4.12 tournent en temps O(n+ k +m). En ombinante r�esultat ave l'algorithme 4.10, on obtient un algorithme permettant de tes-ter la propri�et�e des 1 ons�eutifs en temps lin�eaire, en fournissant de plus une149



Chapitre 4 AÆnage de partitionAlgorithme 4.12 Versions matrie du alul de l'arbre de liquesDonn�ees : Une matrie sommets{liques maximalesM de n lignes, k olonneset ontenant au plus m 1.R�esultat : Une permutation lex-BFS x1; : : : ; xn et un arbre de liques T =(I;F) sur les olonnes.D�ebutPour toute olonne D e�etuerEtiquette(D) = ;i nPour j = 1 �a k e�etuerPrendre une olonne D d'�etiquette maximale pour l'ordre lexiogra-phique.Cj  DRelier D �a Y (Dernier(D)) : F F [ (D; Y (Dernier(D)))Tant que D a un 1 dans une ligne non num�erot�ee u e�etuerxi  uY (u) jPour toute olonne non num�erot�ee D0 ontenant un 1 dans laligne u e�etuerEtiquette(D0) Etiquette(D0); iDernier(D0) ui i� 1Finpermutation des olonnes satisfaisant ette propri�et�e.Nous allons maintenant voir que la tehnique d'aÆnage est prohe des id�eesalgorithmiques utilis�ees en parall�elisme.4.3 AÆnage de partition en parall�eleIl existe un algorithme parall�ele d'aÆnage de partition : l'algorithme de reon-naissane des graphes hordaux de Klein qui le pr�esente omme un algorithmebas�e sur une tehnique d'aÆnage de partition (((semiorder re�nement )) selon sestermes). Cet algorithme est assez omplexe et ne se g�en�eralise pas �a d'autresprobl�emes. Cette setion donne quelques id�ees sur une d�e�nition possible de l'af-�nage de partition en parall�ele en pr�esentant en quelques mots et algorithme eten donnant ensuite une version parall�ele de quiksort sous forme d'aÆnages departition.150



4.3 AÆnage de partition en parall�eleReonnaissane des graphes hordaux en parall�elelex-BFS est #P -omplet : [17℄ : il n'existe pas �a priori d'algorithme parall�elealulant une permutation lex-BFS en temps polylogarithmique ave un nombrepolynômial de proesseurs (la lasse P est un peu l'analogue de la lasse NP ens�equentiel).Klein a n�eanmoins trouv�e un algorithme parall�ele [49℄ permettant dealuler un ordre d'�elimination simpliiel d'un graphe hordal en temps O(log2 n)ave n +m proesseurs dans le mod�ele rw pram arbitraire. Cet algorithmeonsiste �a ouper toutes les bô�tes simultan�ement en ne onsid�erant pour haquebô�te que les arêtes poss�edant une extr�emit�e dans la bô�te. A la �n de l'algorithme,la permutation obtenue est un ordre d'�elimination simpliiel. Une bô�te est oup�eede mani�ere di��erente selon ertaines propri�et�es sur le nombre de voisins dans labô�te des sommets de la bô�te, de mani�ere �a toujours ouper la bô�te en sous-bô�tes de taille au plus quatre inqui�emes de la taille de la bô�te. Il y a en tout huitpro�edures di��erentes pour ouper une bô�te, et algorithme est assez ompliqu�e.QuiksortQuiksort peut être vu omme un algorithme d'aÆnage de partition o�u l'onpeut faire plusieurs aÆnages simultan�es de la partition. C'est d'un ertain pointde vu un algorithme parall�ele d'aÆnages de partition. L'algorithme 4.13 le d�eritainsi.Algorithme 4.13 [50℄ QuiksortDonn�ees : Un ensemble E d'�el�ements totalement ordonn�es par <tot.R�esultat : Une liste L des �el�ements tri�es selon <tot.D�ebutL (E)Tant que L = (B1; : : : ; Bk) ontient une bô�te non r�eduite �a un singletone�etuer1 Pour toute bô�te Bi non r�eduite �a un singleton e�etuer2 Prendre un �el�ement u 2 Bi.AÆner L selon l'ensemble Su des �el�ements sup�erieurs �a u.AÆner L selon l'ensemble Iu des �el�ements inf�erieurs �a u.FinL'exatitude de l'algorithme provient de la onservation de l'invariant suivant :(( si deux �el�ements v et w sont dans deux bô�tes distintes Ba et Bb respetivementalors v <tot w () a < b )). (Si v et w ont �et�es s�epar�es par un pivot u, alorsv <tot u <tot w et a < b ou bien w <tot u <tot v et b < a.) La boule de la ligne 1peut être parall�elis�ee ar l'invariant implique que les deux aÆnages selon un pivotu 2 Bi ne morellent que la bô�te Bi. Pour faire es deux aÆnages il suÆt donde aluler Su \ Bi et Iu \ Bi en omparant selon <tot haque �el�ement dans Bi151



Chapitre 4 AÆnage de partitionave u. Si u est hoisi al�eatoirement �a la ligne 2, l'algorithme termine ave forteprobabilit�e en O(logn) aÆnages parall�eles 8. Cela repr�esente un travail total enO(nT<tot logn) ave forte probabilit�e o�u T<tot est le travail maximal n�eessaire �ala omparaison de deux �el�ements selon <tot.S'il y a des �el�ements �egaux �a u, ils se retrouvent dans la même bô�te que uapr�es avoir pivot�e sur u ; ette bô�te n'est onstitu�ee que des �el�ements �egaux �a uet ne peut plus être morel�ee par la suite. La ondition d'arrêt de l'algorithmedevient : (( haque bô�te a �et�e obtenue omme l'ensemble des �el�ements �egaux �a unpivot )).Si <tot n'est pas un ordre total, et algorithme alule une extension lin�eaire deet ordre quand les sommets inomparables �a u sont trait�es omme s'ils �etaient�egaux �a u. En revanhe, la bô�te ontenant u doit enore être morel�ee par lasuite (en �evitant de pivoter deux fois sur le même �el�ement). L'invariant est alorsle suivant : (( si deux �el�ements u et v sont dans deux bô�tes distintes Ba et Bbrespetivement alors u <tot v =) a < b )). (Si v et w, ave v <tot w, ont �et�ess�epar�es par un pivot u, alors au moins l'un des deux �el�ements est omparable �a u.S'ils le sont tous les deux, alors v <tot u <tot w et a < b. Si u est omparable �a vmais pas �a w, alors v <tot u ar u <tot v impliquerait que u et w sont omparableset on a alors a < b. Si u est omparable �a w mais pas �a v, alors u <tot w et ona don a < b dans tous les as.) La ondition d'arrêt de l'algorithme devient :(( haque bô�te ontient au plus un sommet qui n'a pas servi de pivot )). A la �n del'algorithme, les bô�tes sont des antihâ�nes, 'est-�a-dire des ensembles d'�el�ementsdeux �a deux inomparables. La boule de la ligne 1 peut toujours être parall�elis�ee.Malheureusement, les r�esultats en omplexit�e sont plus faibles : si <tot est unordre (( vide )) o�u tous les �el�ements sont inomparables, il faut n rondes d'aÆnagespour se rendre ompte que E est une antihâ�ne. Le travail total de l'algorithmeest don en O(T<totn2) o�u T<tot est le temps n�eessaire �a la omparaison de deux�el�ements selon <tot. Cela laisse tout de même un peu d'espoir en e qui onernela oneption d'un algorithme parall�ele eÆae de alul d'une extension lin�eaire.Remarquons pour ela que l'on est pas oblig�e d'aÆner la partition selon Su et selonIu �a la suite, on peut s'autoriser �a pivoter au plus deux fois sur haque sommet :une fois en aÆnant selon Su, une fois en aÆnant selon Iu (ela peut ouper la bô�tede u en deux parties omparables dans un as et pas dans l'autre). Une strat�egiepermettant de r�esoudre le probl�eme d'un ordre (( vide )) (ou presque vide) pourraitonsister �a aluler apr�es haque ronde d'aÆnages les degr�es entrants et sortantsde haque sommet �a l'int�erieur de sa bô�te.Dans le as o�u <tot est donn�e par des listes de suesseurs (il est faile d'end�eduire les listes de pr�ed�eesseurs), le travail total est en O(n + m) puisqu'onpivote au plus une fois par sommet.La d�e�nition de tehnique d'aÆnage en parall�ele n'est peut être pas enoreassez pr�eise pour donner ses fruits. L'id�ee de base est pourtant prohe du paral-8. C'est �a dire en O( logn) aÆnages parall�eles ave probabilit�e sup�erieure �a 1� 1=n.152



4.4 Probl�emes ouvertsl�elisme ar elle repose sur l'utilisation d'une information loale : le voisinage d'unsommet. En parall�ele, il faut de plus ouper toutes les bô�tes en même temps.Dans les algorithmes abord�es dans ette setion, on a e�etu�e en parall�ele desaÆnages qui ne oupent qu'une bô�te, on pourrait aussi ombiner ela ave desaÆnages qui oupent toutes les bô�tes (le voisinage d'un sommet de degr�e del'ordre n=2 par exemple). Dans tous les as, le plus diÆile onsiste �a s'arrangerpour que la taille maximale des bô�tes apr�es aÆnage soit au plus une fration dela taille maximale des bô�tes avant aÆnage. Remarquons que ette tehnique estde toute mani�ere int�eressante pour les mod�eles distribu�es tels que gm. Si l'onsait ouper les grandes bô�tes, on peut les traiter en s�equentiel d�es que leur tailleest inf�erieur �a n=p. Le probl�eme vient alors de la r�epartition des ars omme dansle paragraphe 2.54.4 Probl�emes ouvertslex-BFS et oloriage d'un grapheColorier un graphe onsiste �a assigner une ouleur �a haque sommet de sorteque deux sommets voisins ne soient pas de la même ouleur. Caluler un oloriageave un nombre de ouleurs minimal est un probl�eme diÆile en g�en�eral. Il existedes algorithmes eÆaes pour de nombreuses lasses de graphes partiuli�eres(surtout pour des sous-lasses de graphes parfaits [37℄). C'est le as pour lesgraphes de omparabilit�e et les graphes hordaux.lex-BFS peut être vu omme un algorithme de oloriage si l'on modi�e lafa�on dont sont num�erot�es les sommets : quand un sommet est visit�e, num�erotonsle par le plus petit num�ero qui n'est pas dans sa marque. (il marque alors sesvoisins non enore visit�e ave e num�ero). On obtient lairement une olorationdu graphe G = (V;E) en entr�ee de ette mani�ere. De plus, le nombre total deouleurs (de num�eros) utilis�ees est born�e par maxu2V jEtiquette(u)j + 1 (e quiest inf�erieur au degr�e maximal plus un). Dans le as des graphes hordaux, enombre est la taille de la plus grande lique et est don le nombre de ouleurminimal permettant de olorier le graphe.En e qui onerne les graphes quelonques, il est peut être possible de d'abais-ser la borne par le degr�e plus un ave une r�egle du type (( pivoter de pr�ef�erenesur les sommets de grand degr�e ))...D�eomposition modulaireLes algorithmes lin�eaires de d�eomposition modulaire [15, 57, 19℄ fontionnentsur le même prinipe que l'algorithme 4.4 ave l'ajout d'une struture de donn�eesassez omplexe permettant de pivoter de mani�ere plus eÆae sur les sommets eten travaillant sur une repr�esentation a�aiblie des modules : une struture bas�eesur un P4 (un hemin sans orde �a quatre sommets) dans [15℄, un ((P4 tree )) dans153



Chapitre 4 AÆnage de partition[57℄, deux arbres de d�eomposition modulaire alul�es r�eursivement dans [19℄.Ces strutures peuvent être alul�ees en pivotant un nombre onstant de fois surhaque sommet. La partie omplexe de es algorithmes onsiste �a aluler l'arbrede d�eomposition modulaire �a partir de la struture plus faible.L'algorithme 4.4, si une bô�te B ontient un module M avant aÆnage selonun sommet ext�erieur �a B, M est for�ement inlus dans une des deux bô�tesprovenant de B apr�es aÆnage (ela d�eoule de la d�e�nition d'un module). Quandon a de plus pivot�e sur tous les sommets ext�erieurs �a une bô�te, ette bô�teest un module. Ces deux prinipes sont souvent �a la base des algorithmes ded�eomposition modulaire.Un r�esultat th�eorique [14℄ de Cournier et Habib indique qu'il est peut-êtrepossible de aluler diretement l'arbre de d�eomposition modulaire sans passerpar une struture interm�ediaire : il existe toujours un ordre dans lequel pivotersur les sommets d'un graphe premier (�a la mani�ere de l'algorithme 4.4) de sorteque toutes les bô�tes soient �nalement des singletons. L'algorithme 4.4 utiliseune m�ethode astuieuse pour borner le nombre de pivotage �a logn pour haquesommet. Le prinipal probl�eme pour onevoir un algorithme de d�eompositionlin�eaire (ou même d'orientation transitive) est de trouver un tel ordre de pivotage.Un autre r�esultat int�eressant obtenu par Capelle et Habib [9℄ montre quel'arbre de d�eomposition modulaire peut être alul�e en temps lin�eaire �a partird'une permutation des sommets telle que les sommets de haque module fortapparaissent ons�eutivement. L'algorithme 4.9 propos�e dans le paragraphe 4.2permet de aluler une telle permutation grâe �a la tehnique d'aÆnage de parti-tion. Je pense que le probl�eme algorithmique de la d�eomposition modulaire n'estpas enore ferm�e (le fait qu'un quatri�eme algorithme lin�eaire de d�eompositionmodulaire parâ�t bientôt [19℄ en t�emoigne). Le seul maillon qui manque est unem�ethode pour pivoter sur les sommets dans un ordre ad�equat.L'algorithme de reonnaissane des graphes d'intervalles propos�e dans la se-tion 4.2 qui est d'une ertaine mani�ere un algorithme d'orientation transitivedu graphe ompl�ementaire (les graphes d'intervalles sont les graphes hordauxde oomparabilit�e), utilise un (( arbre de liques )) alul�e par lex-BFS pourne pivoter qu'une fois au plus sur haque sommet. Cet arbre de lique est unestruture propre �a tout graphe hordal (et ne onstitue pas dans et algorithmeune struture de donn�ees raÆn�ee en un arbre de d�eomposition). Il ne sert qu'�atrouver un ordre ad�equat dans lequel pivoter sur les sommets.L'existene d'algorithmes lin�eaires de d�eomposition modulaire inite �a penserqu'il existe une struture similaire pour un graphe quelonque (mis �a part l'arbrede d�eomposition modulaire lui-même bien-sûr).154



4.4 Probl�emes ouvertsConlusionNous avons vu omment la tehnique d'aÆnage de partition permet de tra-duire de nombreux algorithmes allant du tri au test de ons�eutivit�e des 1 d'unematrie, en passant par l'orientation transitive. Cette tehnique pourrait ertai-nement permettre de reonnâ�tre d'autres lasses de graphes telles que les graphesde permutation, les graphes trap�ezo��daux, les graphes faiblement hordaux, ... etmême des lasses int�eressantes de graphes bipartis. De plus, quand une lasse degraphes peut être reonnue en utilisant ette tehnique, alors la lasse ompl�e-mentaire (des graphes dont le ompl�ementaire est dans ette lasse) aussi. Lesalgorithmes de alul de plus ourts hemins �a partir d'une soure utilisent destehniques qui pourraient fort bien s'exprimer en termes d'aÆnage de partition.Nous avons aussi vu omment e passer des PQ-trees pour tester de mani�ere plussimple la propri�et�e des 1 ons�eutifs dans une matrie. Les PQ-trees servent aussi�a reonnâ�tre les graphes planaires, la tehnique d'aÆnage pourrait s'appliquer �ae probl�eme aussi.
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Chapitre 4 AÆnage de partition
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Conlusion
ConlusionL'algorithmique des graphes est tr�es rihe et ette th�ese ne donne �nalementqu'un aper�u assez r�eduit de l'�eventail vari�e des diverses tehniques existantes.L'int�erêt du travail e�etu�e ii r�eside surtout dans l'�etude de ertains probl�emesdans divers mod�eles de alul : s�equentiel parall�ele �a grain �n et parall�ele �a grosgrain en passant par un probl�eme partiulier de r�eseau de t�el�ephonie mobile quionstitue une sorte de mod�ele de alul soumis �a de tr�es nombreuses ontraintes.Tout e travail s'artiule autour de la reherhe de tehniques g�en�erales arla grande vari�et�e de tehniques algorithmiques existante est aussi un frein �a leurompr�ehension par les programmeurs qui ne sont pas familiers du domaine. Enparall�ele, nous avons pu nous rendre ompte que le tri et le alul de omposantesonnexes sont malheureusement pratiquement les seuls outils assez g�en�eraux per-mettant de traiter les graphes de mani�ere eÆae. Pour de nombreux probl�emes�el�ementaires en algorithmique des graphes la seule solution existante est le pro-duit de matrie (ou la fermeture transitive), e qui ne onstitue qu'une solutionpartielle ar ertains graphes (les graphes (( reux ))) peuvent pr�esenter une ma-trie ou une fermeture transitive trop volumineuse pour tenir dans la m�emoired'un ordinateur, même massivement parall�ele alors que leur repr�esentation parlistes d'adjaene est nettement plus petite.Ave la tehnique d'aÆnage de partitions, j'ose esp�erer que nous avons per-mis de d�egager un �lon d'algorithmes eÆaes en montrant une mani�ere faile �aomprendre de les appr�ehender. J'ai enore l'espoir d'appliquer ette tehniquedans des mod�eles parall�eles de alul, même si mon exp�eriene me dit que 'estune tâhe diÆile. Dans le as distribu�e, ette fa�on de partitionner me parâ�tjudiieuse ar distribuer eÆaement sur des m�emoires distintes une strutureirr�eguli�ere telle qu'un graphe onstitue un probl�eme diÆile. Les algorithmes quipeuvent se d�eduire en termes d'aÆnage de partition o�rent une diretion naturellepour r�esoudre e probl�eme.Je voudrais enore souligner la rihesse de raisonner dans di��erents mod�eles dealul. Ma vision de l'aÆnage de partition a tr�es ertainement b�en�e�i�e de monexp�eriene en parall�elisme. D'une mani�ere g�en�erale, j'aimerais aussi onfronterl'algorithmique �a d'autres domaines. L'algorithmique pourrait s'appliquer dansdes domaines ext�erieurs �a l'informatique omme l'organisation d'un hantier oud'une grande entreprise. 157



ConlusionJe onsid�ere l'algorithmique omme une siene tr�es ludique ar elle permetde r�ealiser ertains raisonnements de l'esprit humain. On peut bien sûr �etendreette remarque en e qui onerne la programmation qui en est le laboratoireexp�erimental. Les ordinateurs ont rendu si faile la r�ealisation de m�ethodes quele premier r�eexe d'un programmeur en fae d'un probl�eme est d'essayer un boutde ode et non d'aller voir dans les livres d'algorithmique s'il existe d�ej�a unesolution. L'algorithmique a subi un d�eveloppement presque anarhique o�u l'ona essay�e de r�esoudre tous les probl�emes auxquels on �etait onfront�e. Je penseque l'algorithmique doit s'attaher �a d�egager des lignes g�en�erales de r�esolutionde probl�emes, on ne peut donner une solution �a haune des in�nies instanes deprobl�emes. Il me semble que l'algorithmique ne sert pas assez au programmeur. Laseule tehnique un peu �evolu�ee implant�ee par d�efaut dans la plupart des langagesest le tri, un des plus vieux algorithmes de l'�ere des ordinateurs. L'�evolutiondes langages de programmation ommene �a rendre possible l'utilisation d'unmoreaux de programme �erit par une personne �a d'autres personnes. L'id�ealserait de pouvoir r�eemployer un algorithme �erit et d�ej�a implant�e par une tierepersonne (même pour une utilisation di��erente), 'est-�a-dire faire quelque hosequi s'av�ere tr�es diÆile �a l'heure atuelle : modi�er un programme existant (ouune fontion de e programme) pour une utilisation similaire mais di��erente.La th�eorie de la omplexit�e est une des premi�eres r�eussites de ette jeune sienequ'est l'informatique de l'�ere des ordinateurs. J'esp�ere que ette th�ese ontribuerapar son ontenu un tant soit peu �a faire un jour de l'algorithmique une sieneplus aboutie et plus abordable au profane.
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