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Introduction

Introduction

L’intrusion des ordinateurs dans nos vies quotidiennes n’est plus aujourd’hui
une hypothese de science fiction mais une réalité désormais bien ancrée. Et si
les romanciers de ’avenir ne se sont pas trompés sur l'explosion démographique
des puces, ils ont plutot été optimistes quant a leur utilisation. L’intelligence
artificielle ne reste en effet qu’un outil de I'intelligence humaine que chacun est
de plus en plus amené a utiliser. Rares sont ceux qui ne tapent pas eux-mémes
leurs textes, les graphistes dessinent maintenant sur des tablettes graphiques, les
cinéastes montent leur films de maniere virtuelle, les enfants jouent sur les ordina-
teurs, et on « voyage » sur Internet. Evoquons encore le minitel, les distributeurs
de billets et les cartes a puce. Cette constatation montre deux voies a suivre pour
améliorer notre qualité de vie dans de telles conditions. D’une part apprendre
aux hommes a maitriser 'outil informatique et d’autre part rendre cet outil le
plus maniable possible.

Si la deuxieme voie est 1'objectif principal de ceux qui ont fait de I'informa-
tique leur métier, la premiere peut les amener a promouvoir 'informatique de
maniere plus pragmatique que ne le fait la publicité pour les grandes marques
d’ordinateurs. L’algorithmique a sa place dans ces deux points de vue. Elle est
un peu 3 I'informatique ce que la recette est a la cuisine® : pour faire un bon plat
ou un bon logiciel, il faut un bon cuisinier, mais surtout une bonne recette. I.’al-
gorithmicien est tenu par deux objectifs, I'un pratique et 'autre pédagogique:
déterminer quels sont les algorithmes les plus efficaces pour résoudre des pro-
blemes et expliquer pourquoi ces algorithmes sont efficaces. Si I'on va plus loin
ces deux objectifs conduisent a dégager des techniques algorithmiques générales
qui sont source d’efficacité.

Le champ des problemes que 'on peut résoudre avec l'informatique est in-
croyablement vaste. Cette these se restreint au domaine des graphes. Les graphes
permettent de modéliser de nombreuses structures de données apparaissant en in-
formatique telles que les matrices creuses ou les bases de données. Ils permettent
aussi de modéliser de nombreux problemes ou des éléments sont reliés entre eux
tels que les circuits électroniques ou les réseaux. Ils forment donc un modele assez
général pour que I'étude de leur traitement algorithmique apporte des réponses

1. L’informatique est ici considéré comme un art subtil et précis au méme titre que D'art
culinaire dans les traditions gastronomiques les plus raffinées.
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Introduction

ou au moins des indications de solution pour de nombreux problemes particuliers.
Les graphes forment de plus un terrain tres riche pour l'algorithmicien par les
nombreuses propriétés structurelles qu’ils peuvent posséder.

Le point de départ de cette these est le traitement des graphes en parallele. Le
parallélisme est un moyen de calcul assez récent ou plusieurs processeurs peuvent
travailler en méme temps sur les memes données. L’idée de base est que I'on peu
faire plus de travail a plusieurs que tout seul. Cela pose des problemes d’organi-
sation qui sont tres difficiles a résoudre, mais c’est une vision tres excitante car
elle permet de poser un regard neuf sur ’algorithmique qui ne considérait jusque
la les problemes que séquentiellement, tache élémentaire apres tache élémentaire.
Le but principal du parallélisme a mon sens est de traiter des problemes tres volu-
mineux que ce soit en temps de calcul ou en taille mémoire. Ce qui est primordial
n’est pas de résoudre le probleme plus vite qu’en séquentiel a tout prix mais
avant tout de résoudre le probleme. Un probleme trop volumineux en mémoire
ne pourra pas étre traité par un seul ordinateur (séquentiel) car il ne tiendra pas
dans sa mémoire, la seule solution pour traiter alors un tel probleme est d’utiliser
plusieurs ordinateurs avec plusieurs mémoires. Le parallélisme a été rendu concret
par la construction de machines dites paralleles spécialement concues pour le cal-
cul parallele d’une part et par la mise en réseau de nombreux ordinateurs d’autre
part. Le réseau Internet et ’ensemble des ordinateurs qui y sont reliés constituent
potentiellement la plus importante de toutes les machines paralleles. Si 'utilisa-
tion de toutes ces machines est impossible a centraliser, certains projets, tels que
la factorisation de tres grands nombres premiers, ont déja été réalisé grace au
réseau Internet et a la participation de quelques milliers d’utilisateurs qui ont
prété le temps d’inactivité de leur ordinateur. Il y a la une puissance de calcul
formidable qu’il serait dommage de ne pas essayer d’utiliser (cela pose bien sur
de nombreux problemes d’organisation, de propriété privée et méme politiques).

Il n’existe pas de modele général de parallélisme permettant a la fois de conce-
voir des algorithmes sans se soucier de la machine sur laquelle ils seront implantés
et de prédire les performances de ’algorithme une fois implanté?. Cette these
aborde l'algorithmique des graphes par 1'étude de problemes particuliers dans
trois modeles différents de parallélisme.

Il existe des problemes assez généraux de graphe dont les seules parallélisations
que I'on connaisse ne sont pas efficaces, ce qui implique que le traitement parallele
de certains problemes est impossible a 'heure actuelle. Ils sont connus comme
ceux que l'on ne sait résoudre en parallele qu’en calculant la fermeture transitive
(ce qui peut étre trop couteux). Un premier pas vers le regroupement de ces
problemes en une classe clairement identifiée est donné dans ce chapitre. Dans
cette optique, I’étude de problemes particuliers dans différents modeles permet
de cerner les techniques que I'on peut malgré tout utiliser dans le traitement des

2. Une tentative, le modele BsP [85], va dans ce sens, mais elle est encore trop récente pour
que ’on puisse juger de son succes.
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graphes.

Le chapitre 1 est consacré au modele PRAM qui est le modele de parallélisme
le plus simple qui soit : plusieurs processeurs ont acces a une mémoire partagée.
Meéme avec la simplification apportée par le modele, certains problemes restent
difficiles a résoudre. On suppose dans ce modele que le nombre de processeurs est
polynomialement borné en la taille du probleme dans un premier temps, puis on
essaye de borner le nombre de processeurs par le travail du meilleur algorithme
séquentiel (pour obtenir un algorithme dit optimal). Le modeéle PRAM constitue
a mon avis une premiere approche vers la parallélisation d’un probleme, il per-
met de trouver les idées algorithmiques paralleles qui permettront de résoudre
en partie un probléeme en s’autorisant et en encourageant un maximum de pa-
rallélisme. Nous verrons qu’il serait bon de rajouter un troisieme temps dans
cette approche ou l'on supposerait que le nombre de processeurs est borné par
la taille du probleme. Le paragraphe 1.2 introduit une représentation adaptée au
traitement algorithmique des ordres de dimension fixée d et permet de calculer
une représentation classique de 1’ordre, ce calcul est lié au traitement de requeétes
géométriques dans un espace de dimension d. Le paragraphe 1.3 est consacré a
la reconnaissance en parallele des ordres N-free et le paragraphe 1.4 traite de
la reconnaissance des graphes de comparabilité. D’'une maniere générale, I’étude
de classes particulieres de graphes permet de résoudre des problemes qui sont
difficiles dans le cas général en utilisant une structure algorithmique sous-jacente
a la classe considérée. Le probleme de la reconnaissance consiste a trouver cette
structure.

Le chapitre 2 est au consacré au modele CGM qui est un modele de machine
parallele dite « a gros grain » qui privilégie I’étude du placement distribué des
données d’un probleme, c’est-a-dire sur les différentes mémoires des ordinateurs
qui vont travailler ensemble sur le probleme. On y fait 'hypothese que le nombre
de processeurs est borné par une fonction de la taille du probleme (typiquement
la racine carrée). Ce modele favorise le traitement séquentiel de morceaux du
problémes (en parallele sur les différents processeurs). Il prend le contre-pied du
modele PRAM et la combinaison des deux approches peut permettre la résolution
parallele concrete d’un probleme. Ce chapitre reprend les problemes abordés dans
le modele PRAM et en fournit des solutions dans le modele cGM. Le paragraphe 2.4
étudie la portabilité de la représentation introduite pour les ordres de dimension
fixée et aborde d’un peu plus pres le probleme de la réponse a des requétes
dans une base de données. Les paragraphes 2.3 et 2.5 reprennent dans le modele
cGM l'étude de la reconnaissance en parallele des ordres N-free et des graphes
de comparabilité respectivement. Un algorithme de «list-ranking » est de plus
présenté dans la section 2.2, cet outil intervient dans le calcul des composantes
connexes d’un graphe dans ce modeéle.

Le chapitre 3 est consacré a un « modele de calcul » tres particulier issu
d’un probleme de téléphonie Gsm. Ce chapitre regroupe d’une part les différentes
idées algorithmiques qui s’appliquent a un tel probleme soumis a de multiples
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Introduction

contraintes et d’autre part des simulations permettant d’évaluer la pertinence
des différentes idées. Ce probléeme est de nature continue mais on peut néan-
moins y apporter des solutions issues de l'algorithmique discrete telles que les
techniques liées aux composantes connexes d’un graphe. Par soucis de continuité,
un algorithme de composante connexes est donné dans chacun des trois modeles
abordés. Le paragraphe 3.2 donne une collection des idées algorithmiques qui
peuvent aider a la résolution de ce probleme, et le paragraphe 3.3 compare les
principaux algorithmes présentés a la section précédente a I'aide des résultats de
quelques simulations.

Enfin, le chapitre 4 est consacré a une nouvelle technique algorithmique : I’af-
finage de partition. Le paragraphe 4.1 tente de cerner cette technique et montre
les ressemblances entre différents algorithmes existants. Cette technique nous
permettra de généraliser certains de ces algorithmes a la résolution d’autres
problemes proches. L’affinage de partition nous permettra ensuite dans le para-
graphe 4.2 de donner des algorithmes simples pour résoudre la reconnaissance des
graphes d’intervalles et 1'orientation transitive, deux problemes dont les solution
algorithmiques efficaces étaient jusque la tres difficiles a implanter et reposaient
sur des structures de données complexes.

La section finale de chaque chapitre ne s’appelle pas « Conclusion » de maniere
a imager un peu plus son contenu, mais elle en a un peu la vocation. Elle est
consacrée a quelques problemes ouverts que la rédaction du chapitre m’a inspiré
ou m’a fait voir sous un autre angle.

Cette these est le fruit de deux années et demi de recherche, ce qui signifie
d’une certaine maniere une grande quéte mystique solitaire mais aussi beaucoup
de travail en équipe. Les différents travaux présentés ici ont fait ou vont faire
I'objet de publications dont la liste est donnée ci-dessous. Seuls les algorithmes et
les théoremes qui sont le fruit d’'un de ces travaux ne comportent pas de citation.
Cette liste me permet de plus de citer les amis avec qui j'ai eu le plaisir de
travailler. Il manque toutefois le nom de Michael BENDER avec qui j’ai beaucoup
travaillé sur le probleme de la barriere de la fermeture transitive sans aboutir au
moindre résultat tangible, ainsi va la recherche.

Chapitre 1
— A compact data structure and parallel algorithms for permutation graphs
Jens Gustedt, Michel Morvan, Laurent Viennot WG ’95 (LNCS 1017)

— Parallel N-free order recognition
Laurent Viennot TCS 2412

— Parallel comparability graph recognition and modular decomposition
Michel Morvan et Laurent Viennot STACS '96 (LNCS 1046)

— Un algorithme d’enracinement d’arbre
Laurent Viennot en cours de rédaction
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Structure de donnee compacte permettant pour les ordres de dimension d,
utilisation dans le modele PRAM et dans le modele cGM

Jens Gustedt, Michel Morvan, Laurent Viennot en cours de rédaction
Chapitre 2

Un algorithme parallele de list-ranking probabiliste dans le modele cam
Laurent Viennot en cours de rédaction

Un algorithme de reconnaissance des graphes de comparabilité dans le mo-
dele cam
Laurent Viennot en cours de rédaction

Chapitre 3

Collaboration avec Nortel Matra Cellular

Jean-Louis Dornstetter, Daniel Krob, Michel Morvan, et Laurent Viennot
non publié pour raisons de confidentialité

Partie graphique du simulateur par Stéphane Gosne

Chapitre 4
Lex-BFS a Partition Refining Technique, Application to Transitive Orien-

tatin and Consecutive 1’s testing
Michel Habib, Christophe Paul, Laurent Viennot soumis

Quelques algorithmes linéaires de reconnaissance autour de Lex-BFS
Christophe Paul et Laurent Viennot soumis
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Notations

Notations

Les termes utilisés dans ce texte sont principalement ceux de la théorie des en-
sembles. Il faut garder a I'esprit qu’ils ont toujours une traduction informatique,
un ensemble est par exemple souvent géré avec une liste doublement chainée.
Les détails de gestion d’ensembles avec des structures de données informatiques
faisant partie des rudiments de ’algorithmique, ils seront souvent omis. Les struc-
tures de données permettant de représenter les graphes seront rapidement discu-
tées a la fin de cette section ; encore une fois, les différentes structures de données
possibles se déduisent directement des différentes définitions ensemblistes pos-
sibles et des différentes manieres de représenter un ensemble.

Remarquons que I'inverse est aussi vrai: de nombreuses structures de données
informatiques se traduisent en termes de graphes. Le schéma général d’enregis-
trements (les «record » en pascal) et de pointeurs représente un graphe orienté ou
les sommets sont les enregistrements et les arcs sont les pointeurs. Pour obtenir
des algorithmes efficaces, il est important d’utiliser au maximum les propriétés
théoriques que peut avoir ce graphe. Une matrice représente elle aussi un graphe
dont les arcs sont étiquetés. Toute la différence entre ’algorithmique des graphes
et celle des matrices vient du fait que I'on « oublie » les entrées nulles de la
matrice. Aussi de nombreux algorithmes de graphes sont reliés au calcul sur les
matrices creuses.

Une liste presque exhaustive des termes utilisés en algorithmique des graphes
va maintenant suivre. Les figures 2 et 3 en illustrent la plupart. Je conseille au
lecteur pressé de ne consulter que les figures et les paragraphes concernant les
ensembles et les représentations informatiques des graphes.

Ensembles

Un ensemble A est une collection d’éléments v € A qui sont généralement
numérotés quand ils sont stocké sur un ordinateur (ne serait-ce que par une
adresse mémoire). En particulier, on exprime presque toujours la complexité des
algorithmes en fonction du cardinal |A| des ensembles A qu’ils manient. On no-
tera C, C, N, U, + et — les opérateurs classiques d’inclusion, d’inclusion stricte,
d’intersection, d’union, d’union disjointe et de différence ensembliste. Le calcul
informatique du résultat de ces opérateurs se fait généralement en triant les en-
sembles considérés selon un ordre total.
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Un ensemble E

\es S'inter
------Une part\\\on deg - o Segy
o o][o © o0 e o0 & %
Nz @
Q i~
G
W\°

Un multiensemble

Fic. 1 — Exemples d’ensembles.

Si un ensemble de référence E est donné (ce qui sera souvent le cas dans cet
ouvrage avec E =V ou E = V?), le complémentaire d'un sous-ensemble A C F
sera noté A = E — A. On dira que deux ensembles s’intersectent («overlap » en
anglais) si leur intersection n’est pas vide, et qu’ils s’intersectent strictement si
de plus aucun n’est inclus dans 'autre. Des sous-ensembles Ay, ..., A; forment
une partition de E §’ils vérifient £ = A; + --- + Aj. Les A; seront alors souvent
appelés des classes. Une partition est généralement représentée en associant a
chaque classe un numéro et a chaque sommet le numéro de sa classe.

Dans un multi-ensemble un méme élément peut apparaitre plusieurs fois®.
(C’est une notion plus proche de I'informatique, comparer par exemple I’'opération
d’union avec des ensembles et avec des multi-ensembles.

Graphes

Dans un graphe généralement noté G = (V, €), les sommets qui sont les élé-
ments de V sont reliés par des arétes qui sont les éléments de & C V2. Dans un
graphe non orienté, les arétes uv dont les extrémités sont u et v, sont en général
représentées par la présence redondante dans la structure de données des couples
(u,v) € & et (v,u) € & On dira aussi que u et v sont reliés par uv ou que u
et v sont voisins (ou adjacents). L’ensemble noté N(u) des voisins de u s’appelle
le voisinage de u. Dans un graphe orienté, les arétes uv sont orientées de leur
origine u vers leur destination v. On ne parle plus alors d’aréte mais d’arc uv.
On dira aussi que uv est un arc sortant de u et un arc entrant de v.

Une aréte uv peut étre orientée par I'arc uv ou par I’arc inverse vu. L’ensemble
des arcs obtenu en inversant l'orientation de chaque arc d’un graphe orienté est
noté & '. En pratique, un graphe non orienté est souvent représenté sous forme

3. En informatique, on peut toujours distinguer des éléments identiques (par leur adresse
mémoire par exemple).
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Un cycle
O

a
Un chemin de G

Un graphe non orienté (
X arc

Un chemin simple de G

Graphe blanc sur
fond blanc

y C 0
Un chemin

.\. orienté de D

Un graphe orienté D

el

n circuit de D
@

® Un graphe H

F1G. 2 — Ezemples de graphes. Remarquer que D est une orientation (non tran-

sitive) de G.

d’un graphe orienté symétrique, c’est-a-dire tel que & = € ofl € est le symétrisé
de €.

Si M C V est un sous-ensemble de sommets, on notera €,; I’ensemble des arcs
(ou des arétes selon la nature du graphe considéré) dont les deux extrémités sont
dans M et on notera Gy; = (M, Ep) le sous-graphe induit par M. Si A C & est
un sous-ensemble d’arcs (ou d’arétes), on en notera V4 I'ensemble des extrémités
et G4 = (Vy,A) le sous-graphe induit par A. Les lettres majuscules droites telles
que M désigneront en général des ensembles de sommets et les lettres majuscules
rondes telles que M des ensembles d’arétes ou d’arcs. Dans un graphe non orienté,
un module M est un ensemble de sommets se comportant tous de la méme facon
vis a vis des autres sommets, plus formellement: pour tout u € V — M, u est
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relié soit a tous les sommets de M, soit a aucun.

Dans le cas ou € est un multi-ensemble, on parlera d’arcs ou d’arétes multiples.
D’une maniere générale les graphes considérés dans cet ouvrage sont supposés
sans boucles, c’est-a-dire qu’'un sommet n’est jamais relié a lui-meéme.

Un chemin est une suite de sommets ou chacun est relié au suivant. Un chemin
orienté est une suite de sommets ou il sort de chaque sommet un arc vers le
suivant. Un chemin est simple s’il ne passe qu’'une fois au plus par sommet,
le premier sommet pouvant toutefois étre confondu avec le dernier. On appelle
cycle ou (circuit dans le cas orienté) un chemin dont les deux extrémités sont
confondues. Un graphe est connexe si et seulement s’il existe un chemin reliant
toute paire de sommets. Les composantes connexes d'un graphe quelconque sont
les sous-graphes connexes maximaux pour l'inclusion, ou de maniere équivalente
les sous-ensembles de sommets recouverts par ces sous-graphes.

Le jargon utilisé en algorithmique des graphes se place a cheval sur 'infor-
matique et les mathématiques, aussi la définition des termes n’en est pas com-
pletement rigoureuse. Je prie les bourbakistes de bien vouloir me pardonner de
privilégier l'intuition a la rigueur.

Ordres

Un ordre partiel ou plus simplement ordre, est une relation irréflexive et tran-
sitive. On dit aussi ordre partiel. Les ordres les plus populaires sont les ordres
totaur (ot un sommet est toujours plus petit ou plus grand que n’importe quel
autre) et les arbres dont je parlerai un peu plus loin. Remarquons aussi qu'une
matrice triangulaire induit un ordre par ses entrées non nulles.

Une relation étant un graphe, un ordre est un graphe orienté P = (V, <), en
cas d’ambiguité I'ensemble des arcs est noté <p. On note habituellement u <
v pour uv €< et on dit alors que u précede v et que v succéde a u. On ne
parlera pas du voisinage de u mais de I’ensemble Succ(u) de ses successeurs et de
'ensemble Pred(v) de ses prédécesseurs. Les mazima de 1'ordre sont les sommets
qui n’ont aucun arc sortant et les minima sont ceux qui n’ont aucun arc entrant.
Un minimum est encore appelé une source et un maximum un puits.

Un graphe orienté est un ordre si et seulement s’il est sans circuit, et fermé
transitivement c’est-a-dire vérifiant u < v et v < w = u < w, ou encore pour
tout chemin orienté, il existe un arc de l'origine du chemin vers sa destination
(Iirréflexivité interdit donc les circuits).

A Tinverse, tout graphe orienté sans circuit G = (V, €) représente un ordre
unique P appelé sa fermeture transitive qui est obtenu en rajoutant tous les arcs
reliant 'origine d’un chemin orienté a sa destination. Un graphe est dit sans circuit
quand il ne contient aucun circuit. Un graphe est sans circuit si et seulement s’il
possede un tri topologique, c’est-a-dire un parcours des sommets ou l'origine de
tout arc est visitée avant sa destination ou encore un ordre total L = (V, <)
tel que u <p v = u < v soit encore <pC<y. L est aussi appelée extension
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Haut
Succ(u

c(oleeele

RERE
O o

Relations d'ordre un successeur
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Fi1Gc. 3 — Exzemples d’ordres.

linéaire de P.

En revanche, un ordre est représenté par plusieurs graphes orientés sans cir-
cuit, mais un seul d’entre eux est minimal pour I'inclusion des ensembles d’arcs,
il s’appelle la réduction transitive de tout graphe orienté sans circuit représentant
I'ordre. Les arcs de la réduction transitive sont appelés arcs de couverture, ils
forment I’ensemble minimal d’arcs permettant de représenter 1’ordre. Si uv est
un arc de couverture, on dira que u précede immédiatement v et que v succede
immédiatement u. On note ImSucc(u) 'ensemble de ses successeurs immédiats et
ImPred(v) 'ensemble de ses prédécesseurs immédiats. On dessine généralement
un ordre en représentant son diagramme de HASSE qui est un dessin de sa ré-
duction transitive ou ’on omet les orientation des arétes qui sont implicitement
orientées du bas vers le haut.

Remarquons que tout sous-graphe d’un graphe orienté sans circuit induit par
un sous-ensemble de sommets ou un sous-ensemble d’arcs est encore un graphe
orienté sans circuit et que tout sous-graphe d’un ordre induit par un ensemble de
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sommets est encore un ordre.

Le graphe de comparabilité d’'un ordre P est son symétrisé, c’est-a-dire le
graphe obtenu en oubliant 1'orientation des arétes de P. uv est une aréte du
graphe de comparabilité de P si et seulement si u est comparable avec v, ce qui
signifie u <p v ou v <p u. Un graphe est un graphe de comparabilité s’il existe
une orientation de ses arétes qui fournit un ordre.

Arbres et foréts

racine de A\ Haut
O </O )
Un arbre A
\_deF ) Arbre A
Représentation classigue
N de la forét F par son
Un ordre forét Fj diagramme de Hasse

Réduction transitive r
de l'arbre orienté O
obtenu en enracinant

Un arbre
non orienté N

Fi1G. 4 — Exemples d’arbres et de forét.

Une forét est un ordre ou I'’ensemble des successeurs de chaque sommet u est
totalement ordonné. Les successeurs d’'un sommet sont appelés ancétres et les
prédécesseurs descendants. 1.’élément minimal parmi les ancétres d’'un sommet
u s’appelle le pere de u, I’élément maximal s’appelle la racine. Les sommets
ayant meéme racine induisent un sous-graphe appelé arbre qui est constitué d’une
racine et de ses descendants*. Les racines sont les maxima de la forét, les minima
sont appelés feuilles. Un sommet u et ses descendants induisent un sous-arbre de

4. Les arbres sont les composantes connexes de la forét.
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racine u. La réduction transitive d’une forét est donnée par les arcs reliant chaque
sommet & son pere.

Un arbre non orienté est le symétrisé de la réduction transitive d’un arbre,
c’est-a-dire un graphe non orienté connexe et sans cycle bien sir. Enraciner un
arbre non orienté consiste a en orienter les arétes de maniere a obtenir la réduction
transitive d’un arbre.

L’utilité des arbres en informatique n’est plus a démontrer.

Représentations informatiques des graphes

Dans tout cette theése, en I'absence d’ambiguité, n désignera le nombre de
sommets du graphe considéré et m le nombre de ses arcs. Les complexités des
algorithmes seront données en fonction de n et m puisque la taille de I'entrée se
déduit elle-meéme de n et m selon la structure de données utilisée. Les sommets
correspondent toujours a quelque objet en mémoire, en particulier, ils sont au
moins numérotés par leur adresse. La représentation en machine d’un graphe
tient donc dans la représentation de ses arcs qui est un sous-ensemble de V2,

Il y a principalement deux manieres de représenter un sous-ensemble en ma-
chine: soit en stockant une variable booléenne pour chaque élément qui est mise
a 1 si I’élément est dans le sous-ensemble et a 0 sinon, soit en donnant la liste
exhaustive de ses éléments. D’autre part, I’ensemble des arcs peut étre consi-
déré soit dans sa globalité, soit comme 1'union des voisinages de chaque sommet.
En combinant ces alternatives, on obtient quatre structures de données possibles
pour représenter un graphe G = (V, &):

— une matrice d’adjacence M nxn de booléens telle que uv € € si et seulement

si Mu,v] =1,

— une liste des arcs composée des couples (u,v) tels que uv € €,

— les listes d’adjacence de chaque sommet u, chacune composée de la liste des
v tels que v € N(u),

— les tableaux d’adjacence de chaque sommet u, chaque tableau T, étant
composé de n variables booléennes telles que T,[v] = 1 si et seulement si
v € N(u), ce qui ressemble fort & une matrice d’adjacence.

Dans la pratique, c¢’est souvent les listes d’adjacence qui apparaissent naturel-
lement (dans le cas des enregistrements reliés par des pointeurs par exemple). Les
deux autres structures de données apparaissent plutot avec les graphes obtenus
en considérant les entrées non nulles d'une matrice. Les matrices peuvent étre
représentées en Maple sous forme de listes des entrées non nulles avec les tables
(ou en déclarant M:=array (sparse,...);).

On peut passer d'une représentation & lautre avec un travail linéaire (en
O(n+m) ou O(n?) selon les cas). Que ce soit en séquentiel ou en parallele, le seul
passage qui pose un probleme est celui de la liste d’arcs a une des deux autres
représentations car il exige de trier les arcs selon leur origine. Cela ne pose pas de

7
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Fi1G. 5 — Différentes représentations d’un graphe.

probléme dans tout modele ou le tri du géometre (ou «bucket-sort » en anglais)
est linéaire.

En algorithmique des graphes ot 'on manie des suites de nombres entre 0
et n qui sont totalement ordonnés par l'ordre <,,; sur les entiers, il est souvent
intéressant de considérer 'ordre lexicographique <., c’est-a-dire l'ordre <., du
dictionnaire:

Uq = ()
Uy Uy <jeg U1+, Sl et seulement s’il existe i tel que
U; = Vs
Uit <ent Vit1

On peut aussi considérer l'ordre anti-lexicographique <,n; donné par: wuq -« - uy
<anti U1+ - siet seulement si uy - - - uy <jop v; - - - v1. Pour des couples, cela donne

v <ent Yy

uv <gngi Y Siet seulement si .
anti TY {oublenv:yetu<x
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Dans le cas ot il peut y avoir des aretes multiples, la matrice d’adjacence doit
avoir des entrées de type entier.

Dans le cas de la matrice d’adjacence ou de la liste des arcs, les sommets
doivent étre numérotés de 0 a n — 1. Remarquons que le traitement d’un graphe
de 2%* sommets dépasse largement les capacités de n’importe quel ordinateur. 232
bits représentent environ 500 méga-octets, les graphes dont le nombre de sommets
ne tient pas sur 32 bits sont a la limite de ce que 'on peut espérer traiter avec
une imposante machine paralleéle, et encore faut-il qu'’ils aient peu d’arétes (m
de l'ordre de n). On peut donc supposer que le numéro d’un sommet occupe un
nombre constant de cases mémoire (une sur les ordinateurs actuels, voire deux).
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Chapitre 1

Modele a mémoire partagée
PRAM

Le modele PRAM a été beaucoup critiqué en raison de sa trop grande simplicité
qui le rendrait trop irréaliste. C’est cette simplicité, je crois, qui donne de I'attrait
a ce modele. En effet, les problemes d’algorithmique paralléle sont extrémement
difficiles. De nombreux probléemes qui paraissent presque anodins en séquentiel
n’ont pas de solution parallele efficace méme dans le modele simplifié qu’est la
PRAM (voir le paragraphe 1.5).

Je considere donc un algorithme PRAM comme un premier pas vers la réso-
lution d’un probleme en parallele et nullement comme un aboutissement. Re-
marquons que la plupart des algorithmes donnés dans le modele cGM qui est
reconnu comme plus proche des machines réelles (et qui effectivement fournit des
algorithmes presque directement implantables) sont inspirés en partie de leur ho-
mologue PRAM. Ce n’est pas un hasard. Le modeéle PRAM a la propriété suivante :
tout algorithme écrit pour un certain nombre de processeurs tourne aussi bien
avec moins de processeurs'. A travail constant, ce modele pousse donc a obtenir
une borne en nombre de processeurs la plus grande possible, a « paralléliser »
au maximum, et dans une trop forte mesure en quelque sorte. Pour obtenir un
bon programme distribué il faut aussi effectuer localement des phases de calcul
séquentiel.

D’autre part il existe certains problemes dits P-complets que I'on ne pas ré-
soudre plus efficacement en parallele qu’en séquentiel. Ce sont un peu les ana-
logues des problemes N P-complets en séquentiel. Le modele PRAM permet de les
identifier et de les écarter.

L’algorithmique parallele des graphes et plus particulierement des graphes
orientés s’avere tres difficile car des outils de base en algorithmique séquentielle
des graphes sont P-complets (la recherche en profondeur par exemple). Il faut

1. Dans la réalité, quand on a moins de processeurs, on peut faire mieux que simuler un
algorithme écrit pour plus de processeurs.
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donc trouver de nouveaux outils pour traiter cette structure de données tres
générale que constitue un graphe. Le présent chapitre s’inscrit dans cette optique.
Nous verrons trois problemes d’algorithmique des graphes et différentes solutions
paralleles pour chacun d’eux.

D’autre part, n’ayant toujours pas d’outils paralleles généraux pour rempla-
cer ceux que l'on utilise en séquentiel, I’étude de problemes particuliers permet
de voir comment des propriétés structurelles supplémentaires se marient avec le
parallélisme. Cette étude peut nous mener a creuser celles qui sont appropriées
au traitement parallele, pour en trouver d’autres qui s’appliquent de maniere
plus générale. Par exemple, une question naturelle consiste a se demander ce qui
pourrait remplacer la structure d’arbre de recherche en profondeur, ne serait-ce
que dans certains problemes, et dans quels cas est-elle utile?

Dans cet ordre d’idées, nous nous poserons deux problemes de reconnaissance
de classes particulieres de graphes. Il est logique qu’il soit plus facile de trouver
dans un graphe des structures qui vérifient plus de propriétés que des structures
plus générales. En résolvant ces problemes plus simples, on peut espérer trouver
des techniques qui se généraliseront, et en tous cas acquérir une intuition dans ce
domaine.

Nous commencerons par présenter le modele PRAM et les principaux outils
paralleles existants. Ces outils existent dans la plupart des machines paralleles
mis a part le calcul des composantes connexes que nous verrons donc un peu plus
en détail. Les chapitres 2 et 3 reprendront certaines idées de cet algorithme.

Nous verrons dans le paragraphe 1.2 comment appréhender en parallele la
représentation d’un ordre sous forme d’un plongement dans un espace de dimen-
sion fixée. Ce probleme a des applications en géométrie et dans le traitement de
recherches dans des bases de données . Nous introduirons une structure de don-
nées qui permet de simplifier la résolution de ce probleme. Elle est a mi-chemin
entre la structure donnée par le plongement et les représentations classiques des
graphes.

Les paragraphes 1.3 et 1.4 sont consacrés a des problemes de reconnaissance de
classes de graphes particuliers. Nous verrons d’abord comment trouver la struc-
ture de diagramme d’arcs qui est propre aux ordres N-free, en détectant sa non
existence éventuelle. Les ordres N-free sont utilisés comme outil de modélisation
et d’analyse de projets. Nous aborderons ensuite la reconnaissance des graphes de
comparabilité ainsi que le probleme connexe du calcul d’une orientation transi-
tive. Ces probléemes connaissent de récents progres en algorithmique séquentielle
des graphes (voir le chapitre 4) et la présente étude constitue un premier pas vers
I’étude de ces nouvelles techniques séquentielles dans I'univers parallele.

12
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1.1 Présentation du modele PRAM

Le modele PRAM qui est 'acronyme de «Parallel Random Access Memory »
est une simplification a I'extréme des machines paralleles. Dans ce modele, on
considere que plusieurs processeurs ont acces a une mémoire partagée et on y
compte le temps de calcul en nombre de lectures et d’écritures dans cette mémoire.
Ceci est équivalent au modele distribué ou des processeurs possédant chacun leur
propre mémoire communiquent via un réseau avec un temps de communication
ne dépendant pas de '’emplacement des processeurs dans le réseau et ou le travail
final est compté par le nombre total de communications.

Réseau de communcations

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Mémoire partagée ‘

Mémoire 1 Mémoire 2| . .«we... | Mémoire p
Processeut Processdllir. .« « ........ | Processeup Processeut Processdllir. . « «....... | Processeup
Machine distribuée Modéele PRAM

Fic. 1.1 — La simplification du modéle PRAM.

Ce modele est souvent décrié sous prétexte qu’il ne tient pas compte des
communications alors qu’au contraire il ne prend qu’elles en compte et dans une
trop forte mesure. La simplification du modele consiste a supposer le cout de
I’envoi du contenu de k& cases mémoires indépendant de la position dans le réseau
des processeurs communiquants et proportionnel a k. Si la premiere hypothese est
tout a fait justifiée puisqu’elle est plutot réaliste en ce qui concerne les machines
paralleles de la derniere génération, la deuxieme est tres discutable. En effet, dans
la plupart des machines paralleles, le cotit d’'une communication dépend peu de la
quantité de données envoyées dans la mesure ou les messages sont généralement
courts. D’autre part, I’absence d’une mémoire locale ne permet pas de tirer profit
de I'exécution plus rapide de taches séquentielles effectuées localement (avec un
acces a la mémoire plus rapide). Pour cette raison, ce modele ne pose pas le
probleme de la répartition des données. Nous verrons dans le chapitre 2 comment
le modele cGM comble ces deux lacunes.

Il est évident qu’un algorithme PRAM ne peut pas s’implanter directement
sur une machine réelle. En revanche, il y a deux raisons pour commencer par
écrire un algorithme dans le modele PRAM. Tout d’abord, la plupart des algo-
rithmes paralleles sont basés sur des routines « élémentaires » telles que le tri par
exemple, qui font presque toujours partie des routines de haut niveau incluses
dans les machines paralleles et implantées au mieux par les fabricants. D’autre
part, si 'on ne trouve pas d’algorithme PRAM pour résoudre un probleme, il est

13
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plus difficile a priori d’en trouver un dans un modele plus compliqué. Aussi, ce
modele est utile pour défricher le champs des problemes que 'on sait résoudre en
séquentiel? en distinguant ceux qui ont une chance d’étre parallélisés (c’est-a-dire
qui pourront étre résolus en parallele lorsque leur taille est trop importante pour
qu’'une machine séquentielle puisse les résoudre) des autres. De plus, il se trouve
qu’en pratique, les algorithmes PRAM donnent une bonne base de départ pour
produire des algorithmes dans des modeles plus réalistes tels que cGM ou BSP, ou
méme pour une implantation directe comme certains des algorithmes présentés
ici qui s’appuient uniquement sur des routines élémentaires. Disons que le modele
PRAM permet de mettre en exergue le parallélisme inhérent a un probleme.

On distingue plusieurs variantes dans le modele PRAM selon la gestion des
acces concurrents a la mémoire. Si le modele autorise les lectures concurrentes,
il est qualifié de CR (pour «concurrent read ») et de ER (pour «exclusive read »)
sinon. Si le modele autorise les écritures concurrentes, il est qualifié de cw (pour
«concurrent write ») et de EW (pour «exclusive write ») sinon. On ne s’intéresse en
général qu’aux modeles EREW PRAM, CRCW PRAM et parfois CREW PRAM. On
distingue a nouveau plusieurs cas de CRCW PRAM selon le résultat d’une écriture
concurrentielle. Dans la CRCW PRAM classique, tous les processeurs écrivant sur
un méme emplacement doivent écrire la méme chose. Dans la CRCW PRAM arbi-
traire, un seul processeur arbitraire réussit a écrire, alors que dans la CRCW PRAM
a priorité, seul le processeur de plus grand numéro réussit a écrire.

Ces différentes variantes ont un sens physique pour certains prototypes de
machines paralleles tels que les étoiles optiques («optical stars » en anglais) qui
permettent les lectures concurrentes. Cela serait aussi le cas dans un réseau de
communication radio par exemple. Dans un réseau de communication, le sens
physique que 1'on peut intuitivement avoir sur la question (il semble plus difficile
de lire a plusieurs un méme emplacement mémoire plutot que chacun un empla-
cement différent) est respecté puisque le modele le plus facile & simuler est la
EREW PRAM car les lectures ou les écritures concurrentes reviennent a dupliquer
les messages. La variante la plus difficile a simuler est a priori la CRCW PRAM a
priorité pour laquelle il faudrait trier tous les messages qui arrivent a un proces-
seur selon le numéro de I’émetteur.

D’un point de vue théorique, on peut simuler les différents modeles PRAM les
uns avec les autres [67, 69]. Une PRAM & p processeurs peut étre simulée par p/p’
pas d'une PRAM & p' < p processeur (avec un espace mémoire de méme taille).
Un pas d'une CRCW PRAM (classique, arbitraire, ou & priorité) a p processeurs
et m emplacements de mémoire partagée peut étre simulé par une EREW PRAM
a p processeurs et mp emplacements de mémoire partagée en O(logp) pas.

Le nombre maximal d’acces a la mémoire partagée d'un processeur lors de

2. Tout algorithme parallele a une traduction séquentielle directe, ce n’est donc pas la peine
d’essayer de résoudre en parallele des problemes non résolus en séquentiel, on peut au mieux
réussir a paralléliser le meilleur algorithme séquentiel.
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I’exécution d'un algorithme sur une PRAM a p processeurs est appelé temps d’exé-
cution de I’algorithme et le produit pt est appelé travail de algorithme?. A chaque
pas, on considere que tout processeur fait une lecture ou une écriture en mémoire,
le travail est donc une borne sur le nombre total d’acces a la mémoire partagée.
Tout algorithme tournant en temps ¢ avec p processeurs d'une PRAM peut étre
simulé par une PRAM a ¢ < p processeurs en temps tp/q. Pour cette raison,
on essaye toujours a travail constant d’avoir des algorithmes utilisant un nombre
maximal de processeurs, ou ce qui revient au méme un temps minimal. Le nombre
de processeurs n’a pas grande signification puisqu’il est fixe dans une machine
réelle; il sert simplement a indiquer le travail, et on peut d’ailleurs 'omettre si
I'on préfere donner le travail a la place. Remarquons qu’une machine séquentielle
permet de simuler tout algorithme PRAM en temps pt. Un algorithme est dit
optimal si son travail est asymptotiquement le méme que le meilleur algorithme
séquentiel résolvant le méme probleme.

Routines « élémentaires »

Voici les outils les plus couramment utilisés dans le modele PRAM.
Sommes préfixées

Etant donné un tableau de n éléments a4, ... ,a,, une EREW PRAM permet de
calculer les sommes partielles a;®- - -@a; pour tout i entre 1 et n en temps O(logn)
avec un travail O(n) [64] (I'algorithme utilise donc n/logn processeurs). @ peut
étre n’importe quelle opération associative. On parle aussi de calcul préfixé.

List-ranking

Etant donnée une liste de n éléments ai, ag(),... ,agn-1(1y ont S(i) désigne
le numéro de lI'élément suivant le ¢, une EREW PRAM permet de calculer les
sommes partielles a; @ agsi) @ -+ © agn-i;) en temps O(logn) avec un travail
O(n) [12]. & peut étre n’importe quelle opération associative, cet algorithme se
généralise au cas ou S donne le pere de chaque nceud d’un arbre enraciné.
Tri

Etant donné un tableau de n éléments, une EREW PRAM permet de le trier
en temps O(logn) avec un travail O(nlogn). Les trois outils qui viennent d’étre
présentés ont des solutions paralleles optimales. Comme nous trierons souvent
des entiers entre 0 et n* ot k = 1,2 ou 3, citons encore un algorithme de tri du
géometre parallele [42] qui permet de trier de tels nombres en temps O(logn)
avec un travail O(nloglogn) dans le modéle CRCW PRAM a priorité.

Nous allons enfin voir un dernier outil parallele évolué, fondamental en algo-
rithmique des graphes: le calcul des composantes connexes d’un graphe. Comme
le probleme des composantes connexe peut étre considéré comme un modele adé-

3. Le travail est souvent défini comme le nombre total d’opérations, on simplifiera ici en
supposant qu’un processeur fait toujours quelque chose.
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quat du probleme de synchronisation abordé au chapitre 3, il servira de fil conduc-
teur entre les différents modeles paralleles abordés dans cette these.

Algorithme des composantes connexes

L’algorithme [52, 69] qui est largement inspiré des algorithmes d’« union-
find », est pensé dans le modele CRCW PRAM arbitraire. Il consiste a faire grandir
les arbres d’une foréts ou les sommets d'un méme arbre sont toujours dans la
méme composante connexe. Pour chaque sommet v, Pére(v) est son pere dans
cette forét (les racines sont leur propre pere). Au début de 'algorithme, Pére(v) =
v pour tout v, et a la fin, chaque arbre correspondra a une composante connexe
entiere et sera de plus une étoile (voir figure 1.2), ¢’est-a-dire un arbre o tous les
sommets sont fils de la racine. Deux sommets u et v seront donc dans la méme
composante connexe si et seulement si Peére(u) = Pére(v). Voir I'algorithme 1.1.

Fi1G. 1.2 — Une étoile de racine r.

Cette algorithme s’exécute en temps O(logn) sur n + m processeurs d’une
CRCW PRAM. Il existe des versions plus compliquées basées sur le méme principe
qui permettent d’obtenir un travail presque optimal [13].

Arbre couvrant

Si on marque toutes les arétes qui ont réussi a accrocher une étoile a un
autre arbre a un moment de I’algorithme, I’ensemble des arétes d’une composante
connexe forment un arbre non orienté couvrant.

Arbre couvrant de poids maximal

Pour obtenir un arbre couvrant de poids maximal dans chaque composante
connexe, il suffit de s’arranger pour que I'aréte qui réussit a accrocher une étoile
soit de poids maximal parmi les arétes qui sortent de I’ensemble des sommets de
I’étoile. Cela peut se faire en triant a chaque boucle, ce qui conduit a un temps
d’exécution total de O(log?n), ou bien avec un temps de O(logn) en utilisant le
modele plus puissant de CRCW PRAM a priorité ou la ¢ aréte dans la liste triée
des aréetes est associée au processeur de numéro i.

Arbre couvrant enraciné

Quand on construit un arbre couvrant dans chaque composante connexe, en
orientant de plus les arétes marquées du sommet u qui accroche son étoile vers
le sommet v de 1’étoile sur laquelle il I'accroche et en inversant les orientations
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Algorithme 1.1 [52, 69] Composantes connexes

Données : Un graphe G = (V, &).
Résultat : Les composantes connexes de G.
Début
Pour tout sommet v effectuer Pére(v) < v
Répéter logs o n fois:
Etape 1 Accrochage conditionnel
Pour tout aréte uv ou vu dans € effectuer
Si u est dans une étoile {voir la procédure de calcul des étoiles}
L et Pére(u) < Pére(v) Alors Pére(Peére(u)) < Pére(v)
| {La condition d’ordre évite de créer des circuits.}

Etape 2 Accrochage inconditionnel

Pour tout aréte uv ou vu dans € effectuer
Si u est encore dans une étoile et Pére(u) # Peére(v) Alors
Pére(Peére(u)) < Pére(v) {La premiére passe est un peu spé-
ciale, il faut remplacer la condition par « u n’a pas été accroché
et personne ne s’est accroché sur lui ». A partir de la deuxiéme
passe, les étoiles ont toutes hauteur 1.}

{Les étoiles restantes sont forcément accrochées a des non étoiles,
aucun circuit ne peut donc étre créé. Apres cette étape, tous les
| arbres ont une hauteur supérieure a 2.}

Etape 3 Contraction

{Les opérations d’accrochage n’ont pas augmenté la somme des
hauteurs des étoiles de la composante connexe.}

Pour tout sommet u effectuer Pére(u) <— Pére(Pére(u)) { Cette
opération dite de «pointer jumping » divise la somme des hauteurs
des arbres d’une composante conneze par un facteur 3/2 au moins.}

{La somme des hauteurs des arbres d’une composante conneze étant bor-
née par le nombre de sommets qu’elle contient, chaque composante n’est
constituée a la fin de lalgorithme que d’une seule étoile.}

Fin

Procédure calcul des étoiles

Pour tout sommet u effectuer

Etoile(u) < Vrai

Si Pére(Peére(u)) # Peére(u) Alors
FEtoile(u) < Faux
Etoile(Pére(u)) + Faux
Etoile(Pére(Peére(u))) < Faux
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Chapitre 1 ~ Modele a mémoire partagée PRAM

des aretes de I'arbre entre u et la racine r de I'arbre couvrant son étoile a chaque
accrochage, on obtient finalement un enracinement de ’arbre couvrant de chaque
composante connexe.

Ce probleme qui semble anodin n’apparait pas dans la littérature. Pourtant,
il permet de résoudre une généralisation en non orienté en quelque sorte du pro-
bleme du list-ranking :

Etant donné un graphe qui est un chemin, en numéroter consécutive-
ment ses sommets.

On peut identifier le chemin de v a r par un list-ranking sur 'arbre. Cela
conduit & un algorithme en temps O(log®n) avec un travail O(nlogn). On peut
s’arranger pour ne retourner les arétes qu'une fois ’algorithme de composantes
connexes terminé. Ceci permet de conserver la méme complexité.

La racine d’un arbre est toujours la racine de 1’étoile associée. Conservons
donc pour chaque sommet u d’une étoile a litération ¢ le numéro ry(u) de la
racine de I'étoile (0 < ¢ < logs , n—1). Dans I'arbre couvrant avec les orientations
obtenues sans faire les retournements, marquons les sommets non racine de ’arbre
en cours qui ont accroché une étoile de la composante sur une autre. On associe
a chaque sommet une étiquette de logs, n bits, nulle au début de I'algorithme.
Si un sommet u accroche a l'itération ¢ une étoile de la composante sur celle d'un
sommet v, le 2t 4+ 1€ bit de son étiquette est mis a 1. Quand I'étoile est accrochée
a une autre a 'instant ¢ > ¢ par un sommet w, il faut savoir de quel coté de u est
w. Si ry(w) = ry(u) alors c’est du coté du vieil arbre de u sinon c’est du coté de
celui sur lequel il s’est accroché et dans ce dernier cas, le 2¢'¢ bit de 1’étiquette
de u est mis a 1. Comme un seul sommet accroche une étoile donnée a un instant
donné, les étiquettes induisent un ordre total sur les sommets marqués.

Transformons ’arbre couvrant avec les orientations obtenues sans faire les
retournements en forét orientée de la maniere suivante. Dupliquons les sommets
u marqués pour chaque arc sortant de u. Le nombre d’arcs de ’arbre étant borné
par le nombre de nceuds, il n’y a pas plus de n copies de sommets au total. Si
u possede un arc entrant, il est raccroché & n’importe laquelle des copies. (Voir
la figure 1.3.) Dans chaque arbre mis a part celui qui n’a pas été accroché (et
sur lequel tous les autres se sont accrochés), il faut retourner les arcs entre le
sommet d’étiquette maximale et la racine. Pour chaque noeud des arbres, on peut
calculer I’étiquette maximale parmi celles de ses descendants avec un list-ranking,
et par la méme identifier les arcs a retourner. On obtient ensuite I’arbre couvrant
enraciné en identifiant & nouveaux les diverses copies de chaque sommet marqué.

Nous allons commencer par étudier un probleme de calcul de représentation
classique d’un ordre a partir d’'une représentation particuliere. La résolution de
ce probleme repose sur des techniques similaires a celles utilisées dans le tri
«quicksort ». Les premiers algorithmes proposés sont simples et fournissent une
introduction aux algorithmes PRAM plus compliqués qui suivront. Leur présenta-
tion suit la description classique de «quicksort » mais nous verrons au chapitre 4
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1.2 Structure de données compacte et algorithmes paralleles pour les graphes
de permutation et les ordres de dimension fixée

o e °
N N W\
7 o/o\v‘é"ﬁ AN 7
7 N

o/ \ox/o/.
(i)

Fi1c. 1.3 — (i) Orientation d’un arbre couvrant obtenue en orientant chaque aréte
réussissant a accrocher un arbre du sommet de l’étoile accrochée vers le sommet de
Uarbre sur lequel elle est accrochée. (ii) Duplication des sommets qui ont plusieurs
arcs sortants. (iii) Retournement des arétes en direction du sommet de 'arbre de
plus grande étiquette sauf dans l'arbre de racine ¢ qui est celui sur lequel tous les
autres se sont accrochés. (iv) Arbre couvrant orienté obtenu.

O avant-dernier
accrocha

(iii)

qu’ils sont, au meéme titre que «quicksort », des algorithmes d’affinage de parti-
tion.

1.2 Structure de données compacte et algori-
thmes paralleles pour les graphes de per-
mutation et les ordres de dimension fixée

Les graphes de permutation sont des objets combinatoires qui ont profité des
progres récents de I'algorithmique [3, 11, 37, 65, 76] qui sont liés & des techniques
nouvelles de décomposition modulaire et d’orientation transitive (ces techniques
seront abordées au chapitre 4). Par définition, les graphes de permutation pos-
sedent un codage compact de taille n. En séquentiel, il est possible de passer
du graphe & la permutation avec un travail O(n + m) [58]. Le passage inverse
se fait avec un travail O(n?) en séquentiel, et le probléeme est encore ouvert en
parallele. Nous verrons comment passer de la permutation au graphe dans le mo-
dele CRCW PRAM avec un travail O(m+nlogn). Nous en déduirons une nouvelle
structure de données permettant de représenter le graphe en O(nlogn).
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Chapitre 1 ~ Modele a mémoire partagée PRAM

De nombreux algorithmes nécessitent une représentation classique du graphe.
Pour exécuter ces algorithmes sur un graphe de permutation, il est nécessaire
d’en calculer une représentation de la liste des arétes. Nous travaillerons dans
le contexte orienté car les résultats se traduisent directement pour les graphes
de permutation et il permet une généralisation. [.’analogue orienté des graphes
de permutation sont les ordres de dimension 2 qui se généralisent en les ordres
de dimension d. Le probleme de calculer efficacement la représentation classique
d’un ordre de dimension d a été posé dans ces termes par SPINRAD [75]. Il est
relié a celui de répondre efficacement a des requétes géométriques dans un espace
de dimension d, mais les méthodes utilisées dans ce contexte cachent la structure
de données compacte que nous mettrons en évidence.

Apres avoir donné les définitions nécessaires, nous commencerons par propo-
ser un algorithme de calcul du nombre d’arcs d’un ordre de dimension 2 avec
un travail O(nlogn), ce qui est a un facteur loglogn du meilleur algorithme
séquentiel [22, 32].

Nous mettrons ensuite en évidence une structure de données compacte prove-
nant de ’exécution de cet algorithme, qui représente les ensembles de successeurs
de chaque sommet en espace O(nlogn). A 'inverse de la permutation, cette re-
présentation permet l'utilisation de tous les algorithmes qui prennent les listes
d’adjacence en entrée.

Nous verrons ensuite comment déduire les listes d’adjacence de cette structure
de données. Nous calculerons aussi la réduction transitive de 'ordre de dimen-
sion 2 (la permutation représentant la fermeture).

Finalement, nous verrons comment généraliser ces résultats en dimension d
quelconque.

Définitions
Une permutation m est une bijection de {0,...,n — 1} dans lui-méme, ou de
maniere équivalente un mot de n lettres avec toutes les lettres 0,... ,n — 1. Soit

7(7) 'image de 7 par 7, ou encore la i€ lettre de . 7! désigne I'inverse de la
bijection et 7 le mot renversé.

Les graphes et les ordres auront pour sommets {0,... ,n — 1}. La dimension
d'un ordre est le nombre minimal d d’ordres totaux sur ses sommets dont il est
l'intersection (pour l’ensemble des arcs). Un ordre est toujours U'intersection de
toutes ses extensions linéaires.Un jeu de d extensions linéaires dont l'ordre est
'intersection s’appelle un réaliseur (calculer un réaliseur est N P-complet pour
les ordres de dimension supérieure a trois donné par une représentation classique).

Un ordre de dimension 2 est donné par deux ordres totaux, en numérotant
ses sommets selon 1'un des deux, le deuxieme ordre total peut étre donné par une
permutation. Un graphe orienté G = (V,A) est un ordre de dimension 2 si et
seulement si A est donné par une permutation 7 telle que ij € A si et seulement
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1.2 Structure de données compacte

sii < jetw(i) < m(j) ou de maniére équivalente si 7 apparait avant j dans 7~ '.

Le graphe de permutation associé a 7 est le graphe de comparabilité de G.

Calcul du nombre d’arcs

Le nombre d’arcs de I'ordre de dimension 2 est le nombre d’inversions de 7!
puisqu’un arc ij avec ¢ < j n’est présent que lorsque 7 apparait avant j dans le mot
7!, Nous allons calculer ce nombre en triant 7! & la mani¢re de «quicksort ».
A chaque phase de division du tri rapide, un compteur ¢ est mis a jour de sorte
que la somme de ¢ et du nombre d’inversions de la permutation en cours de tri
soit invariante.

Supposons sans perte de généralité n = 29. Les nombres triés étant 0,... ,n —
1, il est toujours facile de trouver un bon pivot qui divise exactement en deux
les ensembles d’éléments considérés. I.’algorithme fera donc toujours un nombre
logarithmique de phases ¢ =0,...,q — 1.

Décrivons maintenant comment partager un bloc de taille 2979 de la permu-
tation durant la phase ¢ en une suite de deux blocs en détectant certaines de ses
inversions sans en créer de nouvelles.

Comme dans le tri rapide, les éléments plus grands (respectivement plus pe-
tits) que le pivot sont placés dans le bloc de droite (respectivement de gauche).
L’ordre de la permutation précédente doit etre préservé a l'intérieur de chaque
bloc. En faisant cela, nous o6tons certaines inversions. Pour tout sommet ¢ allant
vers la gauche, il faut donc compter le nombre de sommets allant a droite qui
apparaissaient a sa gauche et ajouter ce nombre au compteur c. Voir la figure 1.4.

Avant la phase initiale, on pose W < 7~ et ¢ < 0. Durant la phase ¢,
les 2? blocs consécutifs de taille 297¢ composant W sont coupés en deux. Par
souci de clarté, Palgorithme est écrit pour le premier bloc (pour les autres, il faut
simplement maintenir un compteur de position courante). Voir I’algorithme 1.2.

A la fin de la phase, le compteur ¢ est mis a jour en lui ajoutant tous les A(v)
grace a une somme préfixée.

A la fin de l'algorithme, W est triée et n’a donc plus d’inversions, et ¢ est
alors le nombre d’inversions de w~! et nous avons calculé le nombre m = ¢
d’arcs de l'ordre de dimension 2 associé a la permutation 7. A la ligne 1, le
pivot peut se calculer a partir du compteur de position courante qui se déduit
facilement de la représentation binaire de z (voir le paragraphe qui suit sur la
représentation compacte). Chaque phase est constituée essentiellement de deux
sommes préfixées, ce qui requiert un temps logn avec n/logn processeurs. On en
déduit le résultat suivant.

Théoreme 1 L’algorithme 1.2 permet de calculer le nombre d’arcs d’un ordre
de dimension 2 donné par sa permutation en temps O(log2 n) avec un travail

O(nlogn) dans le modéle EREW PRAM.
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Algorithme 1.2 Phase de division pour régner

Données : Un bloc W (0),...,W(2¢=¢ — 1) d’une permutation.

Résultat : Le nombre A(WW (x)) de nouvelles inversions détectées pour chaque
sommet W (z) ot z € {0,...,297¢% —1}.
Etape 1 Comparaisons.
1 Comparer chaque sommet au pivot p = 2¢7¢71,
| Si W(z) < p Alors B(z) < 0 Sinon B(z) <1
Etape 2 Inversions.
Calculer les sommes préfixées > 7 B(i).
Si B(z) =0 Alors
nous venons de détecter A(W(z)) <— >_7_, B(i) inversions relatives &
W (x)
| Sinon poser A(W(z)) <0
Etape 3 Diviser « a la quicksort ».
Si B(z) =0 Alors
‘ Placer W (z) en position x — Y7 B(i).
Sinon
| Placer W (z) en position 297971 + 5% ' B(4).

r= | 2 47 05 6 1 3 | |
7 '=] 36 071 45 2 | |
1= 2 541706 3| c=0 |
op=1] 2 1 0 3][5 4 7 6 c=0+4+0+2+3+4 =9
=211 0]2 3|5 4[7 6 c=9 +1+1 + 0+0 =11
9=31] 0[1[2][3]4]5]6]7 |[e=11+1+0+1+1=14
m=c=14

Fi1c. 1.4 — Une permutation et les différentes phases de l’algorithme. On a par
exemple trouvé 3 inversions correspondant au sommet 0 a la phase 1 car 5, 4 et
7 apparaissaient a sa gauche a la phase précédente.

La complexité obtenue n’est pas tres éloignée de celle du meilleur algorithme

connu en séquentiel qui prend un temps O (I(T)lghl)c%gnn> (22, 32].

Une représentation compacte des listes d’adjacence

En fait, 'algorithme précédent calcule implicitement une représentation par-
ticuliere des adjacences de l'ordre de dimension 2 que nous allons maintenant
expliciter. Gardons pour cela des copies W, et A, des vecteurs obtenus & chaque
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1.2 Structure de données compacte

phase (voir la figure 1.5). (W, est une copie de W avant la phase ¢.)

Considérons 'algorithme sur I'ordre de dimension 2. Le nombre Ay(v) de
nouvelles inversions relatives a v correspondent a Ay(v) successeurs de v. Si v va
dans un bloc de droite, aucun de ses successeurs n’est détecté durant la phase.
Dans le cas contraire, v est plus petit que le pivot, alors que les sommets allant
a droite sont plus grands. Ceux qui apparaissaient de plus a sa gauche font par
conséquent partie de ses successeurs. Ce sont exactement les Ay(v) premiers
éléments du bloc de droite et ils forment un intervalle I,(v) = [g4(v), dy(v)] de
W,. Remarquons que les autres successeurs de v vont dans le bloc de gauche avec
v et seront détectés plus tard.

0o 1 2 8 4 5
Wol2 5 4 1 7 0 6 3
Wil2 1 0 3 [}5 4 7o 63
Wo |1l 0 [24Jo03 5 4[]sl47 6
Wi |0 (1o 2 [23 4 [Bla 6 [T
Degré, | Degré, | Degré, L Iy I3
0 3 1 1 [4,6] | [2,2] | [1,1]
1 2 1 0 (4,9 | (22| 0
2 0 0 0 0 0 0
3 4 0 0 4,7 0 0
4 0 0 1 0 0 |55
5 0 0 0 0 0 0
6 0 0 1 0 0 177
7 0 0 0 0 0 0

Fi1c. 1.5 — L’ordre de dimension 2 de la figure 1.5 et les intervalles de sa repré-
sentation compacte.

I,(v) peut étre calculé durant I’étape ¢ comme suit. g4(v) est le compteur de
position courante calculé pour le bloc de droite a I'étape ¢ + 1 et on a dy(v) =
94(v)+Ay(v). Soit z I'index de v = W (x) et x = by - - - b, sa représentation binaire
(by est le bit de poids fort). On a alors g4(z) = by ...b,10...0.

q

Nous pouvons formaliser ce concept de représentation par des intervalles

d’ordres totaux sur V' a l'aide de la définition suivante.

Définition 2 Soit G = (V, A) un graphe orienté, et pour un entier k fixé, soient
Wi, ..., Wy des tableauz représentant des sous-ensembles de V' totalement ordon-
nés. Pour chaque sommet v, soient I (v), ... , I (v) des intervalles de Wy, ... , W
respectivement. I5(v) = [l,(v),14(v)] est ensemble des éléments de W, d’indice
compris entre l,(v) et r4(v).
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Nous dirons que Wy,... Wy et I,..., I, forment une k-représentation in-
tervallaire compacte de G quand [’ensemble des successeurs de chaque sommet

veV est U, Liv).

Un ordre total donné par un tableau W contenant ses éléments triés selon cet
ordre admet une 1-représentation intervallaire compacte triviale ou W7, = W et
I(W(x)) =[x + 1,n — 1] pour tout sommet W (x). Tout graphe de n sommets a
une n-représentation intervallaire compacte triviale (isomorphe & I’ensemble des
listes d’adjacence du graphe) o W, est la liste des successeurs de v et I,(v) =
[1, [W,]] et Iy(v) =0 si ¢ # v.

Nous avons vu comment calculer en temps O(log” n) avec un travail O(n logn)
une log n-représentation intervallaire compacte (voir la figure 1.5).

Dans le cas des tableaux calculés par I'algorithme 1.2, chaque Wy et les in-
tervalles associés représentent en fait ce qui s’appelle un ordre de contiguité (u
précede v dans cet ordre si et seulement si v € I4(u)) car Wy (en tant que permu-
tation des sommets représentant un ordre total) forme une extension linéaire de
cet ordre. Nous avons donné une représentation générale pour la représentation
compacte de sorte qu’elle pourrait permettre de représenter aussi des graphes
quelconques.

De ce point de vue, cette définition est a rapprocher de travaux de Christian
CAPELLE [8] qui a étudié comment représenter un ordre quelconque comme une
union d’ordres d’intervalles (qui admettent eux aussi une représentation linéaire
en leur nombre de sommets). Il propose un algorithme qui calcule une telle repré-
sentation pour un ordre quelconque (cette représentation nécessite O(n) ordres
intervalles dans le pire cas et une optimisation permettrait, semble-t-il, d’obtenir
une représentation en O(ny/n)). D’autre part, cette représentation est plutot une
représentation compacte de la matrice d’adjacence (elle permet de tester si deux
éléments sont comparables), alors que la représentation intervallaire compacte
proposée ici est plus proche des listes d’adjacence des sommets:

Théoreme 3 Tout algorithme de traitement de graphes utilisant une représen-
tation sous forme de listes d’adjacence de l’entrée peut utiliser a la place une
k-représentation intervallaire compacte. m devient alors kn + m dans la com-
plexité de 'algorithme.

Une k-représentation intervallaire compacte représente la liste d’adjacence de
chaque sommet par k intervalles, 'inspection de la liste d’adjacence d’'un sommet
u demande donc un travail O(k + Degré(u)) au lieu de O(Degré(u)).

Nous verrons un peu plus loin, en généralisant aux ordres de dimension d le
calcul d’une représentation intervallaire compacte, que la représentation calcu-
lée par la généralisation de I’algorithme 1.2 fournit de plus un recouvrement de
I'ordre d’entrée par une union d’ordres d’intervalles de hauteur 1. Remarquons
que cet algorithme prend en entrée une représentation de I’ordre sous forme d’in-
tersection d’extensions linéaires, on ne sait pas calculer dans le cas général une
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1.2 Structure de données compacte

telle représentation minimale (avec un nombre minimal d’extensions linéaires). Il
serait intéressant d’étudier de plus pres les relations entre ces deux représenta-
tions d’ordres: par une union d’ordres d’intervalles et par une union d’ordres de
contiguité.

Calcul d’une représentation classique a partir d’une représentation
compacte

Nous allons maintenant voir comment calculer une représentation classique,
c’est-a-dire la liste explicite des arcs, a partir d’une représentation compacte. La
taille d'une représentation sous forme de listes d’adjacence étant m, ce nombre
doit etre d’abord calculé puisque c’est aussi le nombre de processeurs qui seront
utilisés.

Algorithme 1.3 Calcul d’une représentation classique

Données : k tableaux Wy, ... , Wy de taille n et un tableau de taille nk d’in-
tervalles I,(v) = [gy(v), dy(v)], pour 0 < v <net1<¢ <k.

Résultat : Les listes d’adjacence.

Début

Calculer le nombre m d’arcs.

Allouer un tableau A de taille m. {Chaque élément de A contiendra un

are.}

Calculer l'origine de chaque arc.

Calculer la destination de chaque arc.

Fin

Rappelons que dans les algorithmes détaillés qui suivent, I’ensemble des som-
mets de tout graphe est {0,...,n — 1}.

Algorithme 1.4 Calcul du nombre d’arcs

Début

Pour tout intervalle I4(v) effectuer Degré,(v) < longueur de I4(v)
Allouer un tableau D de taille nk.

Pour tout 1 < ¢ <k et 0 < v < n—1 effectuer D(kv+¢) < Degré,(v)

1 Calculer les sommes préfixées Sy(v) := Y5271 D(a).
m < Sk(n —1).
Fin

On peut remarquer que les valeurs Sy(v) calculées a la ligne 1 sont égales a

S V71 Degré® (u) + Zi;ll Degré, (v).
Le degré d'un sommet étant Si,1(v) — Si(v), A.origine ressemble a ceci:

Aorigine= 0---0 1:--1 «-ovnn n—1-n-1
N—— —— N ,
Degré” (0) Degré™ (1) Degré* (n-1)
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Algorithme 1.5 Calcul des origines des arcs

Résultat : Le tableau trié A.origine des origines des arcs.
Début

Initialiser un tableau T' de taille m a 0.

Pour tout 0 < v < n effectuer 7'(S;(v)) < 1

Calculer les sommes préfixées A.origine(a) := Y y_, T(b).
Fin

Algorithme 1.6 Calcul des destinations des arcs

Résultat : Le tableau A.destination des destinations des arcs.

Début

Initialiser un tableau A.phase de taille m a O.

Pour tout 0 < v <n et 1 < ¢ <k effectuer A.phase(Sy(v)) <1
a

Calculer les sommes préfixées A.phase(a) < @A.phase(b).

b=0
Pour tout 0 < a < m effectuer

v := A.destination(a)
¢ := A.phase(a)
A.destination(a) := Wy (g4(v) + a — Sy(v))

Fin

L’opération 6@ est utilisée pour calculer la somme préfixée dans chaque bloc
correspondant a la liste d’adjacence d'un sommet. Avec A(a) = (A.origine(a),
A.phase(a)) = (u, @) et A(b) = (v,¢), elle est définie par A(a) ® A(b) = (v,7))
quand u < vet A(a)®A(b) = (u, ¢+1) quand u = v. Apres le calcul des sommes
préfixées, A.phase ressemble donc a:

Aphase=1---1---k---k 1---1---k---k - ov-- 1.1 k- k
—_— N S —— <~
A0 A A A A1) A1)

Degré* (o) Degré” () Degré” (n-1)

La derniere instruction requiert une lecture concurrente. Etant donnée la com-
plexité des sommes préfixées, on obtient :

Théoreme 4 Soit G un graphe orienté donné par une k-représentation interval-
laire compacte. L’algorithme 1.3 calcule la représentation classique sous forme de
listes d’adjacence du graphe en temps O(logn) avec un travail O(m + nk) dans
le modeéle CREW PRAM.

En combinant ce résultat avec l'algorithme de calcul de la représentation
compacte, on obtient :

Théoreme 5 La combinaison des algorithmes 1.2 et 1.3 permet de calculer la re-
présentation classique sous forme de listes d’adjacence d’un ordre de dimension 2
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1.2 Structure de données compacte

donné par sa permutation en temps O(log? n) avec un travail O(m+nlogn) dans
le modéle CREW PRAM.

Calcul de la réduction transitive

L’algorithme précédent calcule les arcs de la fermeture transitive de I’ordre de
dimension 2. Nous allons voir maintenant comment calculer ceux de la réduction
transitive (voir la figure 1.6).

0 3

Fi1Gc. 1.6 — La réduction transitive de l’ordre de la figure 1.5.

Un arc ij de la fermeture transitive est un arc de la réduction transitive si de
plus il n’existe pas de k tel que i < k < j et (i) < w(k) < 7(j), ou de maniere
équivalente s’il n’existe pas de k tel que : < k < j apparaissant entre ¢ et j dans
a1l

Soit S; la liste des successeurs de i dans 'ordre o ils apparaissent dans 7.
Les arcs ij de la réduction transitive sont ceux qui vérifient j = S;(p) et j > S;(q)
VYq < p, ou encore:

j € 8S;i (j = Si(p)) et j =min S;(1),5;(2)....,Si(p) .

On peut faire ce calcul de minima avec une somme préfixée si les listes d’ad-
jacence sont triées en accord avec 7~!'. Un simple test d’égalité permet ensuite
de déterminer si un arc fait partie de la réduction transitive. En comptant le tri
des listes d’adjacence, on obtient:

Théoreme 6 On peut calculer la réduction transitive d’un ordre de dimension 2
donné par sa permutation en temps O(log”>n) avec un travail O((n + m,)logn)
dans le modéle CREW PRAM ot my est le nombre d’arcs de la fermeture transitive
de l’ordre.
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Représentation compacte des ordres de dimension fixée

Un ordre P est de dimension d s’il admet un réaliseur qui peut étre représenté
par d permutations 7y, ... ,m4. i <p j pour cet ordre si et seulement si m;(i) <
m(j) pour tout ¢ entre 1 et d. Dans ce qui précede, on avait implicitement choisi
Iidentité pour 7y et m pour my. Chaque 7; induit une extension linéaire de I'ordre
puisque i <p j implique (i) < m (7).

Cette notion a des applications en base de données. La question « quels sont
les successeurs de ¢7 » pourrait étre la traduction d’une requéte du type « quels
sont les membres de la base de données de plus de trente ans, de sexe male, ayant
les cheveux chatains ou noirs, et ayant publié au moins 100 articles? » Nous
reviendrons sur ce probleme un peu plus loin.

Nous allons maintenant reprendre I'algorithme proposé pour les ordres de di-
mension sous un autre angle pour pouvoir le généraliser plus facilement. L’idée
est de représenter l'ordre avec une permutation de moins en remplagant im-
plicitement 'une d’elles par l'ordre des numéros des sommets n’est utile que
dans le cas des ordres de dimension 2, pour faciliter la compréhension, il vaut
mieux s’en débarrasser. Considérons que les sommets sont maintenant des couples
v(i) = (m (i), m2(d)).

L’idée de I’algorithme que nous avons proposé est de couper en deux I’ensemble
des sommets selon la premiere coordonnée: G = {(z,y)|0 < x < n/2} et D =
{(z,y)|n/2 < x < n}. Puis on résout récursivement le probléme sur G et sur D.
La partie difficile est de trouver les arcs de G vers D. Pour cela I'idée de base est
de ne garder que les arcs uv avec u € G et v € D dans l'ordre de dimension 1
(m2(0)), ..., (ma(n—1)). Dans cet ordre total, les successeurs de u = 7(i) sont les
v=m(j) tels que 7 (i) < 7(j).

Pour ne pas avoir a faire un tri supplémentaire, I’algorithme précédent com-
mencait implicitement par trier les sommets une fois pour toutes selon la deuxieme
coordonnée, c’est-a-dire dans ’ordre:

(mi(my ' (n = 1)),n=1),....(m(my (1), 1), (m(73(0)),0).

Cela permettait d’identifier les successeurs dans D de u € G comme un intervalle
de D. Cette technique permet de gagner un facteur logn en travail.

L’idée naturelle pour généraliser ce résultat (et c’est celle que l'on trouve
dans la littérature [66]) consiste a résoudre récursivement trois probléemes plus
petits: deux problemes sur n/2 sommets en dimension d et un probléme sur
n sommets en dimension d — 1 (on manie des d-uplets). Couper 1’ensemble V'
des n d-uplets en deux parties égales GG et D selon leur premiere coordonnée :
G (respectivement D) est l'ensemble des sommets de premiere coordonnée plus
petite (respectivement plus grande) que le pivot. Résoudre récursivement les deux
problémes de dimension d et de taille n/2 sur G et sur D et le probleme de
dimension d — 1 sur les n d — 1-uplets obtenus en effacant la premiere coordonnée.
Tout arc de 'ordre de dimension d est soit un arc de I’ordre induit sur GG, soit un
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arc de l'ordre induit sur D, soit un arc de G' vers D dans l'ordre de dimension
d — 1 sur V ou l'on oublie la premiére coordonnée (par définition, la premiere
coordonnée d'un d-uplet de G est toujours plus petite que celle d’'un d-uplet
de D). Cet algorithme permet de calculer une log” n représentation intervallaire
compacte en temps O(longrl n) avec dn/logn processeurs, soit un travail en
O(dnlog’n).

Toute explication plus détaillée de cet algorithme est difficile a comprendre. La
structure de données compacte introduite un peu plus tot va nous permettre de
nous éviter cette peine en nous permettant de donner un algorithme non récursif
basé sur la procédure de partitionnement de ’algorithme 1.2.

Nous allons voir comment calculer une représentation intervallaire compacte
de l'intersection d'un ordre P = (V, <) donné par une représentation intervallaire
compacte et un ordre total T = (V| <;,) sur V donné par sa 1-représentation
intervallaire compacte qu’est la permutation 7 associée.

Considérons sous cet angle 'algorithme 1.2: on part de la 1-représentation
associée a I'une des permutations et en la partitionnant logn fois, on obtient en
gardant des copies des tableaux intermédiaires une log n-représentation interval-
laire compacte de 'intersection des deux ordres totaux associés aux deux permu-
tations. Cette idée se généralise facilement: nous allons voir comment calculer
une k logn-représentation intervallaire compacte de P N'T en temps O(log®n)
avec un travail de O(nlogn), ce qui au total nous fera encore économiser un
facteur logn.

Algorithme 1.7 Calcul d’une représentation compacte
Données : d permutations 7y, ... ,my de {0,... ,n—1}.

Résultat : Un ensemble W de log?™" n tableaux et les intervalles de successeurs
It(x) = [gs(x),ds(z)] associés a chaque sommet Wy(z).

Début

Trier {0,...,n — 1} selon I'ordre m; pour obtenir le tableau Wy (z <., ¥y

si et seulement si m (z) < 7 (y)).

Pour tout 0 < z < n effectuer I,(z) < [z + 1,n — 1]

Poser W = {W;}.

Pour 6 = 2 a d effectuer

Pour tout W; € W effectuer
Calculer une représentation compacte Wyg, ..., Wiiogn,
Ifo,... . Ip10gn de lintersection de l'ordre de contiguité re-
présenté par Wy et Iy avec I'ordre total induit par 7; en triant Wy
« a la quicksort » selon <, (voir algorithme 1.8).

i Poser W « Uerw{Wf,Oa e s Wriogn}-

Fin
Chacun des tableaux Wy, 1 < f < k, de la k-représentation de P et les in-
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tervalles associés représentent un ordre Py (de contiguité). P est 'union de ces
ordres. La distributivité de 'intersection par rapport a I'union nous dit que PNT
est I'union des PyNT'. Il suffit donc d’appliquer I’algorithme des ordres de dimen-
sion 2 a chacun des tableaux W avec une légere modification de I'algorithme 1.2,
tout le reste en découle facilement. L’algorithme 1.7 donne la trame générale et
I’algorithme 1.8 est une modification de l'algorithme 1.2 qui permet de calcu-
ler une logn-représentation intervallaire compacte associée a l'intersection d'un
ordre total avec le graphe orienté représenté par un tableau Wy et des intervalles
I¢(x) (voir aussi la figure 1.7).

autres blocs

> phasep
’ : > phasep+1
|

bi i
Wei--- |0 0ICO[0 @@ @

W1 ---

! @) !

Fia. 1.7 — Affinage de Uintervalle des successeurs d’un sommet u lors d’une
phase de division. a est identifié dans la premiere phase de division comme un
successeur de u apres intersection avec [’ordre total donné par les couleurs des
sommets, et b est écarté (n’étant pas un successeur de u aprés intersection avec
Uordre total) a la deuziéme phase de division.

Théoreme 7 Lalgorithme 1.7 permet de calculer une log?™' n-représentation
intervallaire compacte d’un ordre de dimension d donné par un réaliseur.

L’algorithme 1.8 peut étre généralisé : si deux jeux d’intervalles pour un méme
tableau W, représentent deux graphes orientés, cet algorithme permet de calculer
les logn tableaux et les intervalles associés a deux représentations compactes de
I'intersection de chacun des graphes de départ avec T'. Il suffit pour cela d’effectuer
les mémes opérations sur le deuxieme jeu d’intervalles que sur le premier. Le
probleme étant symétrique, on peut aussi calculer pour les mémes tableaux les
intervalles associés avec 'intersection avec 1'ordre inverse de T' (pour lequel u <
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1.2 Structure de données compacte

Algorithme 1.8 Intersection avec un ordre total

Données : Un tableau W, et les intervalles I;(z) = [g(x),d(v)] associés re-
présentants un graphe orienté. Un ordre total 7' induit par une
permutation 7.

Résultat : Un bloc Wy 4(0), ..., W;4(297?—1) de Wy, et les intervalles de suc-
cesseurs Iy 4(x) = [g7,4(x), df4(x)] associés aux sommets du bloc.

Début

Pour tout 0 < x < n effectuer

I(z) « Iy(2)

L Wrole) < Wi()

Pour ¢ =0 d logn — 1 effectuer

Etape 1 Comparaisons.

Comparer chaque sommet au pivot p = gy(z) de son bloc.{Son
bloc est l'ensemble des éléments d’indice compris entre gs—1(x) et
gor(z) + 2170 — 1}

Si m(W;4(x)) < m(p) Alors B(x) < 0 Sinon B(x) < 1 {Chaque
bloc de longueur 29=% est coupé en deuz: si B(x) = 0, I’élément
T(Wye(z)) va dans le sous-bloc de gauche, et dans le sous-bloc de
droite sinon. }

Etape 2 Diviser « a la quicksort ».
Calculer les sommes préfixées Sy 4(x) = S22, B(i).
Si B(xz) = 0 Alors
‘ Placer Wy 4(z) en position Gy 4(z) = x — Sy 4(2)).
Sinon
| Placer Wy 4(z) en position Dy 4(z) = 277971 + S} 4(z).

Plus précisément :
Pour tout 0 < x < 297? effectuer
Si B(z) =0 Alors P(x) <— G;4(x) Sinon P(z) < Dy 4(2)
Wi g1(P(2)) < Wyy(z)
Si B(x) =0 Alors I(z) + [Grs(9(x)), Gpe(d(x))]
Sinon I(z) < [Dy,e(g(x)), Dy4(d(z))]

Etape 3 Successeurs identifiés.
1 Si B(z) = 0 Alors Iy 4(x) < [Dy,4(g(x)), Dy,g(d(x))]
| Sinon I 4(x) < 0

v si et seulement si v <p u). Il suffit pour cela de remplacer la ligne 1 par:

Si B(z) =0 Alors If4(z) < 0 Sinon I;4(x) < [Grs(g9(x)), Gy e(d(z))]
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On peut donc aussi représenter les prédécesseurs dans les mémes tableaux avec
le méme nombre d’intervalles: en utilisant les intervalles que I'on a posés égaux
a ensemble vide et qui correspondent en fait & la détection de prédécesseurs (le
probléme est symétrique). Cela est utile dans application aux bases de données
ol une requéete sera plutot du type « Quels sont les membres de la liste de sexe
féminin, ayant entre 20 et 30 ans, ayant entre 1 et 2 enfants,... ». La log? ' n-
représentation intervallaire compacte permet de répondre a une telle requéte en
temps séquentiel O(logd n). La question se traduit par « Quels sont les successeurs
de u qui sont aussi des prédécesseurs de v? » ou u et v sont deux nouveaux
sommets.

Voici comment trouver les successeurs d’un nouveau sommet u. On calcule en
temps O(logn) la position ol u s’insére dans la liste triée selon la premieére coor-
donnée. On simule I’algorithme de calcul de la représentation compacte en suivant
le cheminement de u dans les blocs de tableaux correspondants aux résultats des
comparaisons de u avec les pivots (rappelons que les pivots se calculent a partir
de la représentation binaire de u). Pour cela, il suffit de conserver une copie des
tableaux G4 et Dy, (qui se déduisent des sommes préfixées Sy ) au moment
ou on a calculé la représentation intervallaire compacte (cela n’est pas néces-
saire on peut trouver la position dans le tableau suivant en regardant l'intervalle
associé a un voisin de u et éventuellement I'intervalle associé au sommet corres-
pondant & une borne de cette intervalle). Cela nécessite un temps O(log? ' n)
car on calcule juste les intervalles. u n’est pas inséré dans la représentation. Voir
I’algorithme 1.9.

Dans I'application de la base de données ou dans le contexte géométrique de
points dans un espace de dimension d, (y,...,yq) sont des réels et on n’a pas
d’écriture binaire pour y;. Il faut remplacer by par le résultat de la comparaison
de ys avec le pivot du bloc ou se trouve le sommet.

Théoreme 8 L’algorithme 1.9 permet de calculer les intervalles de successeurs
d’un nouveau sommet en temps O(dlogn) avec un travail O(dlog’ ' n) dans le
modéle CREW PRAM. En séquentiel, il s’exécute en temps O(log?™ ' n).

La représentation permettant dans le cas des ordres de dimension d de repré-
senter aussi les ensembles de prédecesseurs, on peut calculer de maniere analogue
les intervalles correspondant aux prédecesseurs de v. Les intervalles représentant
les sommets a la fois successeurs de u et prédecesseurs de v sont obtenus en
combinant les deux intervalles obtenus pour u et v a chaque tableau Wy 4. Si v
n’est pas un successeur de u, tous les intervalles sont vides. Sinon, chaque fois
que 'on divise un bloc par un pivot p, soit u < p < v, soit u et v vont dans le
méme sous-bloc. Dans le premier cas, on combine I 4(u) et If,(v) par union et
par intersection dans le deuxieme cas (on obtient bien un intervalle dans les deux
cas). Finalement, on obtient des intervalles représentant la réponse a la requéte
en temps séquentiel O(logd*1 n). Pour obtenir la liste explicite des sommets de
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Algorithme 1.9 Calcul des intervalles d’un nouvel élément

Données : Un élément v = (y1,...,yq) et une représentation intervallaire
compacte doonnée par des tableaux Wy et les sommes préfixées
associées.

Résultat : Les intervalles Iy(u) de successeurs de u.

Début

Y1, ... ,Yq sont considérés comme les valeurs de u par 7y,... , 4.

u s’insere donc en position y; dans W;.

Poser I1(u) < [y1 + 1,n — 1] et By < {1}.
Pour § =2 a d effectuer

Soit byby - - -b,—1 = ys la représentation binaire de ys.
Pour tout f € Ey effectuer

Soient a et b les bornes de I¢(u) = [a, b].
Pour ¢ < 1 a logn effectuer

Si by = 0 Alors

Ig(u) < [Dyg(a), Dy4(b)]

a ¢ Gyg4(a)

b Gyu(b)

Sinon
]f,d)(u) — @
a < Dy y(a)
L b Dyg(b)

| Poser By — Upem (£, 1), (flogn)}.

la réponse, cela demande un travail suplémentaire de I'ordre du nombre de tels
sommets®.

Remarque. Cet algorithme est un algorithme d’affinage de partition (voir cha-
pitre 4). En effet, les W} sont obtenus en affinant une partition de I’ensemble des
sommets. Les blocs sont ce que I’on appellera boites au chapitre 4. On commence
par couper Wy selon un pivot v(z) (tel que 7(x) = n/2) en deux blocs ou boites
W N Succe,,,(x) et Wy N Succe,,,(z). Puis on coupe chaque bloc avec un pivot
qui lui est propre.

Remarquons que l'algorithme optimal séquentiel pour les ordres de dimen-
sion 2 consiste & prendre les pivots dans I'ordre <;,;. Comme Succ.,,, (77'(0)) =
V —{v(m(0))}, on peut faire la partition en temps constant en isolant v(7(0)) du

4. Le probleme est analogue a celui de trouver les ¢ successeurs d’'un sommet a partir d’une
représentation compacte, ce qui se fait en exécutant I’algorithme 1.3 pour un seul sommet en
temps O(log(log? ' n)) avec un travail O(8 + log? ! n)
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reste des sommets et identifier les successeurs de v(7(0)) en temps Degré™ (v(m(0))).
On obtient par conséquent un algorithme séquentiel en O(n + m) pour calculer
la représentation classique de 1’ordre de dimension 2.

Sous cet angle, le résultat se généralise tres simplement aux ordres de dimen-
sion d en partant d’une représentation intervallaire compacte de I'intersection de
d — 1 extensions linéaires pour donner un algorithme séquentiel en O(n log® 2 n+

En parallele, on est obligé de couper en classes de tailles comparables pour
obtenir un temps de calcul polylogarithmique et un travail non quadratique. Re-
marquons enfin que tous les tableaux d’une représentation intervallaire compacte
sont des tableaux de numéros de sommets (des permutations méme) et non des
d-uplets. Il n’y a donc pas de constante d cachée dans les grands O.

Nous allons maintenant voir comment la représentation compacte calculée
par l'algorithme 1.7 fournit aussi une représentation sous forme d’union d’ordres
d’intervalles selon [8]. Examinons enfin d’un point de vu théorique la forme de la
représentation compacte calculée par ’algorithme 1.7. Considérons tout d’abord
I'ordre P induit par un tableau Wy de la représentation. Les seules relations
d’ordre qu’il contient relient un sommet d’un sous-bloc de gauche & un sommet
d’un sous-bloc de droite. Un sommet d’un sous-bloc de droite n’a donc pas de
successeur dans cet ordre qui est donc biparti, c’est-a-direde hauteur 1 (la hau-
teur d’un ordre est la longueur d’'un plus long chemin reliant un minimum a un
sommet). D’autre part, 'ordre total induit par la position des sommets dans W;
est une extension linéaire de P puisque la destination d’un arc de P apparait
toujours a droite de son origine dans W;. W, est donc une extension linéaire de
P telle que les successeurs de tout sommet sont consécutifs dans cette extension,
ce qui prouve que P est un ordre de contiguité.

Considérons maintenant ’algorithme 1.8 comme un algorithme de partition-
nement (voir la figure 1.7) ou lintervalle de successeurs potentiels de chaque
sommet est coupé en deux par l’affinage de partition effectué lors d’une phase
de division. Un ordre d’intervalle est caractérisé par la propriété suivante: les
ensembles de successeurs sont totalement ordonnés par inclusion. Si un intervalle
I est inclus dans un intervalle I’, alors IN' D C I' N D ou D est le sous-bloc
de droite. L’ordre total de départ est un ordre d’intervalle: l'intervalle des suc-
cesseurs d’un sommet contient l'intervalle de successeurs de tous sommet a sa
droite dans Wy. Cette propriété se conserve donc a l'intérieur de chaque bloc,
ce qui permet d’affirmer qu'un bloc d'un tableau W et les intervalles de succes-
seurs associés représente toujours un ordre d’intervalle (qui est de plus biparti et
de contiguité). La représentation compacte d’un ordre de dimension d calculée
par I'algorithme 1.7 fournit donc des ordres d’intervalles dont il est 'union. Ces
ordres sont en nombre O(n? '), ce qui est loin des O(n?) de [8] mais la taille de
la représentation est en O(nlog® ' n) (dans le pire cas, on a d = n/2).

Il serait intéressant d’étudier le nombre minimal d’ordres de contiguité dont
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I'union est un ordre donné. Existe-t-il des méthodes directes pour trouver une
telle représentation par une union d’ordre de contiguité (non nécessairement en
nombre minimal) sans passer par un réalisateur (ce qui est difficile a calculer dans
le cas général)?

1.3 Reconnaissance des ordres N-free

La théorie des ordres N-free a été étudiée en profondeur pour leurs nombreuses
propriétés structurelles [40, 39, 53, 45, 44]. Une de leurs plus anciennes et princi-
pales applications est leur utilisation dans I’analyse de projets, en particulier avec
des techniques telles que CPM et PERT [25, 61]. Ces techniques représentent un
projet par un graphe orienté dans lequel les arcs correspondent aux activités du
projet et les sommets aux échéances (I’aboutissement de toutes les activités poin-
tant sur le sommet). Dans le jargon de la théorie des ordres, cette représentation
d’activités sous forme d’arcs, appelée réseau de PERT, est le diagramme d’arcs
«edge diagram » d'un ordre N-free. Si 'ordre original décrivant les contraintes
de précédences technologiques du projet n’est pas N-free, des activités factices
sont ajoutées pour le rendre N-free. De nombreuses techniques ont été proposées
pour cela [78, 79, 74].

[’autre application majeure des ordres N-free apparait dans les recherches
sur le nombre de sauts. Ce parametre classique qui peut étre calculé par un
algorithme simple dans le cas des ordres N-free [70] intervient dans plusieurs
propriétés structurelles des ordres N-free. Dans le cas général, le calcul de ce
nombre est N P-difficile.

Les algorithmes séquentiels de reconnaissance des ordres N-free les plus ra-
pides supposent que la réduction transitive de 'ordre est donnée et construisent
un diagramme d’arcs si l'ordre est N-free. Ils s’exécutent en temps O(n + m)
ot m est le nombre d’arcs de la réduction transitive de I'ordre. Le premier algo-
rithme de ce type est implicitement contenu dans 1’algorithme de reconnaissance
des ordres série-paralleles de [83] (les ordres N-free peuvent étre vus comme une
généralisation des ordres série-paralleles). Le premier algorithme « explicite » li-
néaire de reconnaissance des ordres N-free est apparu dans [77]. Un autre résultat
important a été apporté par MA et SPINRAD [55] qui ont donné un algorithme
ne faisant aucune hypothese sur la forme de I'ordre en entrée. Leur algorithme
détermine si la fermeture transitive d’un graphe orienté sans circuit est un ordre
N-free en temps O(n + my) ot my est le nombre d’arcs de la fermeture transitive
de I'entrée.

Nous allons maintenant voir des algorithmes paralleles de reconnaissance des
ordres N-free dans différents modeles PRAM, puis des algorithmes de construction
d’un diagramme d’arcs en seront dérivés. Les algorithmes EREW s’exécutent en
temps O(logn) avec n + m processeurs et les algorithmes CRCW s’exécutent en
temps constant avec n? processeurs.
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Commencons tout d’abord par introduire les définitions et les propriétés struc-
turelles qui nous seront nécessaires.

Définition et propriétés des ordres N-free

Un ordre est dit N-free si son diagramme de HASSE (c’est-a-dire sa réduction
transitive) ne contient pas la structure interdite « N » de la figure 1.8 (a).

(@) (b)

F1G. 1.8 - (a) La sous-structure interdite pour les ordres N-free. (b) Un exemple
d’ordre N-free représenté par son diagramme de Hasse.

Les ordres N-free peuvent aussi étre définis a partir d'une construction simple
partant d'un graphe orienté sans circuit quelconque. Tout graphe orienté sans
circuit D = (V,A) induit un ordre P = (A, <) sur ses arcs de la maniére suivante :
a < b si et seulement si il existe un chemin orienté de la destination de a a ’origine
de b dans D. b couvre a si et seulement si la destination de a est l'origine de b.
Le graphe orienté sans circuit d’ensemble de sommets A induit par la relation de
couverture de P est souvent appelé en anglais line-graph de D. Un tel ordre P
est dit arc-induit «edge-induced » et D est un diagramme d’arcs «edge diagram »
de P.

Le théoreme suivant [62] donne les propriétés structurelles fondamentales des
ordres N-free nécessaires a la reconnaissance en séquentiel.

Théoréme 9 ([62]) FEtant donné un ordre P = (V, <), les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1.1) P est N-free.

(1.2) Pour tout u,v € V, ImSucc(u) = ImSucc(v) ou ImSucc(u) N ImSucc(v) =
0.
(1.3) P est arc-induit.
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[’algorithme séquentiel de reconnaissance [77] vérifie la propriété (1.2) en
traitant incrémentalement chaque sommet et ’ensemble de ses successeurs im-
médiats.

Une approche équivalente a été développée dans [83] et [27]. Nous verrons
qu’elle est plus appropriée a ’algorithmique parallele. Elle repose sur la définition
des graphes orientés sans circuit composés de bipartis complets (graphes orientés
sans circuit CBC en abrégé, voir la figure 1.9) qui sont les graphes orientés sans
circuit D = (V, A) admettant une partition By, ..., By de leur ensemble d’arcs
A telle que:

(2.1) Chaque B; induit un sous-graphe de D biparti et complet (voir la fi-
gure 1.9), B; étant appelée une composante bipartie de D.

(2.2) Pour tout sommet v autre qu’un puits, tous les arcs sortants de v appar-
tiennent a la méme composante bipartie.

(2.3) Pour tout sommet v autre qu'une source, tous les arcs entrants dans v
appartiennent a la méme composante bipartie.

(@) (b)

Fi1Gc. 1.9 — (a) Un graphe biparti complet d’ensemble de sources S et d’ensemble
de puits T. (b) Les composantes biparties de la réduction transitive de [’ordre
N-free de la figure 1.8.

Les assertions (2.2) et (2.3) sont simplement une condition de maximalité des
composantes biparties. Grace a cette définition, un autre théoreme de caractéri-
sation est donné:

Théoréme 10 (Valdes, Tarjan, Lawler [83]) Un graphe orienté sans circuit
est CBC si et seulement s’il est la réduction transitive d’un ordre N -free.

Notons respectivement S; et T; I’ensemble des sources et I’ensemble des puits
de la composante bipartie B;. Alors on a pour tout v € T;, ImPred(v) = S; et

37



Chapitre 1 ~ Modele a mémoire partagée PRAM

pour tout u € S;, ImSucc(u) = T;, d’ou la remarque suivante :

{Si, 1 <i <k} ={ImPred(v), veV}
et {T;, 1 <i <k} ={ImSucc(u), u € V}.

Chaque S; (respectivement T;) sera appelé ensemble source de composante (res-
pectivement ensemble puits de composante) dont la composante bipartie est B;.

Algorithmes paralleles de reconnaissance

Nous pouvons maintenant exhiber deux algorithmes paralleles de reconnais-
sance ; ils sont tous les deux basés sur le théoreme 10 et ils calculent les compo-
santes biparties sous I’hypothese que ’entrée est donnée sous forme transitivement
réduite. Ils sont deux réalisations différentes de ’algorithme général suivant 1.10
qui est indépendant de la structure de données.

Algorithme 1.10 Reconnaissance des ordres N-free

Données : Un graphe orienté sans circuit D = (V, A) transitivement réduit.
Résultat : Vraisi la fermeture transitive de D est un ordre N-free, Fauz sinon.
Etape 1 Calculer les composantes biparties en supposant que D est la réduc-
tion transitive d’un ordre N-free comme suit.
Sélectionner un sommet u; dans chaque ensemble source de composante
S; en utilisant {S;, 1 <i <k} = {ImPred(v), v € V}.
Pour tout sommet u; sélectionné effectuer
Identifier T; = ImSucc(u;).
Identifier B, comme I’ensemble des arcs dont la destination appartient
aT;.

Etape 2 Vérifier que ce sont bien des composantes biparties.
Vérifier si les trois conditions (2.2), (2.3) et (2.1) des graphes orientés sans
circuit CBC sont valides. Si c’est le cas, D est la réduction transitive d’'un
| ordre N-free; sinon, retourner Faux.

Remarquons que les composantes calculées a 1’étape 1 forment dans tous les
cas une partition de I’ensemble des arcs. De plus ces composantes induisent des
sous-graphes bipartis de D car D est transitivement réduit. Si ce n’était pas le cas,
une composante B; contiendrait deux arcs de la forme uwv et vw. Par construction,
elle contiendrait aussi les arcs u;v et u;w, ce dernier se trouvant étre alors un arc
de transitivité, ce qui est interdit. Pour la vérification de la condition (2.1) a
I’étape 2, il suffit donc de vérifier que ces sous-graphes sont complets.

Remarquons aussi que tous les arcs entrant dans un sommet v € 7T; seront
dans la méme composante par construction. La condition (2.3) est donc toujours
valide et n’a pas besoin d’étre testée. D’un autre coté, quand on vérifie avec succes
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que tous les arcs sortant d’'un sommet u appartiennent a la méme composante
bipartie (condition (2.2)), on sait alors que u € S;. Les ensembles sources de
composantes sont donc calculés du méme coup.

Précisons enfin comment seront maniés les sous-ensembles disjoints. Les com-
posantes biparties sont des sous-ensembles disjoints de A. Chaque B; sera nu-
méroté u;. Les composantes biparties seront représentées par un tableau B tel
qu'un arc a est dans B; si et seulement si Bla] = u;. Les S; (respectivement
les T;) sont des sous-ensembles disjoints de V. Chaque S; (respectivement T;)
aura méme numéro que B;. Les S; (respectivement les T;) seront représentés de
maniere similaire par un tableau S (respectivement T').

Théoreme 11 L’algorithme 1.10 détermine si un graphe orienté sans circuit D
réduit transitivement a pour fermeture transitive un ordre N -free.

La preuve découle du théoreme 10. Si 'entrée D est la réduction d’un ordre
N-free (c’est-a-dire un graphe orienté sans circuit ¢BC), alors I’algorithme calcule
effectivement ses composantes biparties a I’étape 1 et les trois tests seront réussis
a l'étape 2.

Quelle que soit la partition calculée a I’étape 1, si les trois tests réussissent a
I’étape 2, D est un graphe orienté sans circuit CBC. Si D n’est pas la réduction
transitive d’'un ordre N-free, alors I’algorithme n’a pas pu calculer des compo-
santes biparties a I’étape 1 et I'un des tests de I'étape 2 échouera.

Nous pouvons maintenant proposer un algorithme EREW.

Un algorithme en lecture et écriture exclusives

Dans les algorithmes qui suivent, on identifie les sommets et leur numéro, plus
formellement, on suppose que V' = {1,... ,n}. Le premier algorithme de recon-
naissance utilise un tableau d’arcs A comme structure de données. Les arcs sont
explicitement stockés sous forme de couples de sommets dans A. Cet algorithme
est basé sur des tris du tableau des arcs dans l'ordre lexicographique ou dans
I'ordre anti-lexicographique en utilisant I'ordre total sur les sommets donnés par
leur numéro 1 < 2 < --- < n (voir la figure 1.10).

Dans cette réalisation de l'algorithme 1.10, le sommet choisi dans chaque
ensemble source de composante sera celui de plus petit numéro. L’idée est de
sélectionner ces éléments uq,...,u; sans avoir calculé les ensembles sources de
composantes S, ..., Sk qui les contiennent respectivement. Pour cela, il suffit de
trier anti-lexicographiquement le tableau d’arcs. Considérons les arcs d’un bloc
ayant méme destination v. En ne gardant que leurs origines, on obtient la liste
triée des éléments de ImPred(v). Le premier élément sera évidemment le méme
pour tout w tel que ImPred(w) = ImPred(v). Dans 'exemple de la figure 1.10,
les sommets 6, 1, 2 et 4 seront sélectionnés. Grace a ce tri, il est ensuite facile
d’identifier le T; et le B; correspondants et de leur donner le numéro wu;.
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(0)[(1,3) (1,6)||(2.7)]|(3.7)][(4,8) (4,9)]|(5.7)][(6,2) (6,5)]|(8.3) (8.6)][(9.2) (9.5)]
(c)](6,2) (9.2)][(1,3) (8,3)]|(6.5) (9.5)||(1.6) (8.6)]|(2.7) (3.7) (5.7)]|(4.8)][(4.9)

~—

F1G. 1.10 — (a) L’ordre N-free de la figure 1.8 avec les sommets numérotés (arbi-
trairement). (b) La représentation de sa réduction transitive sous forme de tableau
d’arcs trié lexicographiquement. Les blocs de couples ayant méme origine sont en-
tourés. (c¢) Le tableau d’arcs trié anti-lexicographiquement. Les blocs de couples
ayant meéme destination sont entourés.

Nous vérifierons que chaque composante B; calculée a I’étape 1 est complete
en nous assurant que toutes ses sources ont meéme degré sortant. Ceci suffit car
Degré* (u;) = |T;| par construction. Les degrés sortants peuvent étre facilement
obtenus en temps O(logn) avec n + m processeurs en effectuant par exemple un
tri lexicographique et un calcul préfixé.

Voir l'algorithme 1.11.

Théoreme 12 L’algorithme 1.11 détermine si un graphe orienté sans circuit
transitivement réduit est N-free. Il fonctionne dans le modéle EREW PRAM en
temps O(logn) avec n + m processeurs.

L’algorithme 1.11 est clairement équivalent a l'algorithme 1.10. La lecture
concurrente a la ligne 1 peut étre réalisée avec un calcul préfixé en temps O(logn)
avec m processeurs. Les tris et les conjonctions prennent un temps O(logn) avec
n 4+ m processeurs. Ceci prouve le résultat.

40



1.3 Reconnaissance des ordres N-free

Algorithme 1.11 Reconnaissance des ordres N-free en EREW

Données : Un graphe orienté sans circuit D = (V| A) transitivement réduit de
tableau d’arcs A.
Résultat : Vrai si la fermeture transitive de D est un ordre N-free, Fauz sinon.
Etape 1
Trier A dans I'ordre anti-lexicographique.
Pour tout 1 < j < m effectuer
Soit uv 'arc en position A[j].
Si uv est le premier arc de son bloc (c’est-a-dire si la destination de
'arc en position A[j — 1] est différente de v) alors poser T'[v] < u.
Assigner a ’arc uv le numéro de composante bipartie B[j]| + T[v].

Etape 2
Vérification de la condition (2.2) : tous les arcs sortant d’un sommet sont-
ils dans la méme composante bipartie ?
Trier A lexicographiquement.
Pour tout 2 < 57 < m effectuer
Soient uv et zy les arcs en position respective A[j — 1] et Alj].
Siu =2 Alors
‘ ValeurRetour[j] < (B[j — 1] = B[j])
Sinon
L ValeurRetour[j] < Vrai
Sly] « BJj]

Soit uv 'arc en position A[1], poser S[u] < B[1].
Si AJL, ValeurRetour[j] = Faux, retourner le résultat Faux.

Vérification de la condition (2.1): les composantes biparties sont-elles
complétes ?
Ranger les couples S[u], Degré” (u) (1 < u < n) dans I'ordre lexicogra-
phique.
Vérifier de la méme facon que précédemment qu’a I'intérieur de chaque
bloc, tous les couples ont méme deuxieme composante.

| Si les deux tests ont réussi, retourner le résultat Vrai.

Un algorithme en temps constant

Nous allons maintenant voir un algorithme en temps constant. Cela est pos-

sible dans le modele CRCW PRAM en utilisant la puissance des écritures concur-
rentes arbitraires a la place des tris pour calculer des partitions. Nous vérifierons
que les composantes biparties sont completes grace au graphe complémentaire en
testant si aucun arc ne manque a la composante. L’utilisation du complémentaire
impose un travail en O(n?). L’algorithme 1.12 est basé sur une représentation de
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'entrée sous la forme d’une matrice d’adjacence M : Mu,v| = Vrai si et seule-
ment si I’arc uv est dans A. Il est donc facile de calculer le complémentaire en
temps constant avec n? processeurs.

Pour réaliser 1'étape 1, les composantes biparties seront calculées en deux
phases. Considérons un ensemble source de composante S;. Pour tout v € V tel
que ImPred(v) = S;, il faut isoler le méme sommet u;. On commence par sélec-
tionner arbitrairement un Ulv] € ImPred(v) pour chacun des ces v, ce qui donne
plusieurs sommets marqués dans .S; ; on ne garde que u;, celui de numéro minimal.
T; est alors donné par ImSucc(u;) et B; est 'ensemble des arcs entrant dans T;. La
figure 1.11 illustre cette procédure sur un exemple. Voir aussi 'algorithme 1.12.

(@) (b)

Fic. 1.11 — Sélection d’une source dans chaque composante bipartie. (a) Une
composante bipartie dont les sommets sont numérotés. (b) Une écriture concur-
rente (arbitraire) a donné U[5] = 2 et U[6] = U[7] = 3. 2 et 3 sont donc marqués.
L’ezistence de l'arc 3,5 prouve que 3 et 2 = U[5] sont dans le méme ensemble

source de composante ImPred(5) = ImPred(6) = ImPred(7). Comme 2 < 3, la
marque de 3 est effacée et 2 reste la seule source marquée de la composante.

Théoreme 13 L’algorithme 1.12 détermine si un graphe orienté sans circuit
transitivement réduit est N-free. Il fonctionne dans le modéle CRCW PRAM en
temps constant avec n* processeurs.

Preuve. Les bornes en temps et en nombre de processeurs sont claires. La preuve
de I'exactitude de 'algorithme est moins évidente.

La vérification de la condition (2.2) se fait en vérifiant que 1'écriture concur-
rente arbitraire S[u] <— B|u, v] était en fait une écriture concurrente de la méme
valeur. Remarquons qu’une fois ce test vérifié, deux sommets u et v sont dans le
méme ensemble source de composante si et seulement si S[u] = S[v]. On vérifie
ensuite que chaque composante bipartie B, est bien constituée de tous les arcs
de S; vers T; (c’est-a-dire la condition (2.1)) en s’assurant qu’aucun arc uv avec
u € S; et v € T; ne manque dans le graphe orienté sans circuit.
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Algorithme 1.12 Reconnaissance des ordres N-free en CRCW

Données : Un graphe orienté sans circuit D = (V| A) transitivement réduit de
matrice d’adjacence M.

Résultat : Vrai si la fermeture transitive de D est un ordre N-free, Fauz sinon.

Etape 1

Pour tout 1 < u,v <n tels que M[u,v] = Vrai effectuer

| Ulv] < u {écriture concurrente arbitraire}

Pour tout 1 < u < n effectuer Marqué[u] < Faux

Pour tout 1 < v < n effectuer Marqué[U|[v]] < Vrai

Pour tout 1 < u,v < n tels que M[u,v] = Vrai et u > Ulv] effectuer
| Marquéju] < Faux {écriture concurrente de la méme valeur}

Pour tout 1 < u,v <n tels que M[u,v] = Vrai effectuer
Si Marquélu] = Vrai Alors T[v] < u
Blu, 0] « T|o]

Etape 2
Résultat < Vrai
Vérification de la condition (2.2) : tous les arcs sortant d’un sommet sont-
ils dans la méme composante bipartie ¢
Pour tout 1 < u,v <n tels que M[u,v] = Vrai effectuer
S[u] <= Blu,v] {écriture concurrente arbitraire}
Si S[u] # B[u,v] Alors
Résultat < Faux {vérifier que c’est en fait la méme valeur qui
L vient d’étre écrite concurrenciellement}

Vérification de la condition (2.1): les composantes biparties sont-elles
complétes ?

Pour tout 1 < u,v <n tels que M[u,v] = Faux effectuer
L | Si S[u] et T[v] sont définis et S[u] = T'[v] Alors Résultat < Faux

L Retourner Résultat.

Il reste a prouver que la réalisation de I'étape 1 est fidele a I'algorithme 1.10.

Nous supposons pour cela que I'entrée est CBC, si ce n’est pas le cas, ce qui est
calculé n’a pas d’'importance.

Considérons une composante bipartie B; constituée de tous les arcs de S;

vers T;. Pour tout v € T;, Ulv] est un sommet arbitraire dans S; = ImPred(v).
Les sommets de la forme U[v] sont marqués, soit u; le sommet marqué de S; de
numéro minimal et v; un sommet tel que Ulv;] = u;. Si u est un autre sommet
marqué dans S;, I’arc uv; effacera sa marque. Les arcs sortant de u; étant internes
a la composante bipartie, sa marque ne sera pas effacée. Le reste de 'étape 1 est
clairement fidele a ’algorithme 1.10. O
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Construction d’un diagramme d’arcs

En étudiant les propriétés des composantes biparties, nous allons voir com-
ment on peut facilement modifier les algorithmes de reconnaissance pour qu’ils
construisent un diagramme d’arcs induisant un ordre N-free donné.

Considérons la réduction transitive D = (V,A) d’un ordre N-free P. D est
un graphe orienté sans circuit CBC et notons encore By, ... , By ses composantes
biparties, S; I’ensemble des sources de B; et T; I’ensemble des puits de B;.

Notons Ty ’ensemble des sources de D et S, I'ensemble de ses puits. Aussi,
Ty, Ty, ... Ty et Sy, ..., Sk, So sont deux partitions de V. Nous introduisons de
plus deux composantes biparties « virtuelles » By et B, en posant formellement
que I'ensemble puits de By est T et que I'ensemble source de B, est S..

Considérons maintenant le graphe orienté sans circuit A = ({Bo, By, ... , B,
Boo}, V) défini comme suit (voir aussi la figure 1.12). Chaque sommet v € V est
associé a un arc v € V de A

siveT;etveS;alors v =B;B, est un arc de B; vers B;.

A peut avoir des arcs multiples lorsqu’il y a plusieurs sommets dans 7; N S; (V
est un multi-ensemble).

Théoréme 14 ([83]) Le graphe orienté sans circuit A est un diagramme d’arcs
de P.

Ceci vient du fait que D est le line-graph de A puisque ses arcs uv sont ceux
vérifiant u € S; et v € T; pour un certain i € {1,...,k} et on peut écrire
u=BpB; et v="B;B;ouh,je{0,1,...,k o0}

Remarquons que A est le seul diagramme d’arcs de P qui n’a qu’une seule
source et un seul puits.

Comme les algorithmes proposés pour la reconnaissance des ordres N-free
calculent les S; et les T;, il ne reste pas beaucoup de travail a effectuer pour
obtenir un diagramme d’arcs de ’ordre. Supposons que l’on initialise au début
de I'algorithme le tableau S & 0 et le tableau T & oc. Les sources (respectivement
les puits) sont les seuls sommets pour lesquels T (respectivement S) n’est pas
assigné. Par conséquent, a la fin de I'algorithme, le tableau T (respectivement S)
représentera la partition {7, 71,...,Tx} (respectivement {Si,...,Sk, Sx}) ol
Ty est numéroté 0 (et S, est numéroté o).

En ajoutant la ligne suivante a la fin des algorithmes précédents, on obtient
le diagramme d’arcs A de I'ordre N-free sans en changer les complexités:

Pour tout 1 < u < n effectuer V[u] < T[v], S[v].

Théoreme 15 Les algorithmes 1.11 et 1.11 augmentés de la ligne ci-dessus dé-
terminent si un ordre est N-free étant donnée sa réduction transitive et construisent
si c’est le cas un diagramme d’arcs associé. Ils fonctionnent respectivement en
temps O(logn) avec n + m processeurs d’une EREW PRAM et en temps constant
avec n® processeurs d’une CRCW PRAM.
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(@) (b)

Fi1G. 1.12 — (a) L’ordre N-free de la figure 1.8 représenté par son diagramme de
HASSE ot les composantes biparties sont entourées. (b) Son unique diagramme
d’arcs ne possédant qu’une seule source et un seul puits. Ses sommets sont les
composantes biparties de ['ordre N-free (plus une source et un puits). Chaque arc
est associé a un sommet de l'ordre N -free.

La preuve découle du théoreme 14.

Remarque. Un diagramme d’arcs A est une représentation sublinéaire de la
représentation de l'ordre N-free P puisque sa taille est O(n). Cette représenta-
tion permet de répondre en tant constant a une requéte du type « wu est-il un
prédécesseur immédiat de v? » en testant si la destination u est I'origine de v.

La fermeture transitive de P peut-étre déduite de la fermeture transitive de
A puisque 'on peut répondre a la requéte « u est-il un prédécesseur de v? » en
testant s’il existe dans A un chemin orienté de la destination de u a I'origine de v.
Ceci est intéressant puisqu’en général A est beaucoup plus petit que la réduction
transitive de P.

En ce qui concerne 'algorithme CRCW, I'utilisation du graphe complémentaire
ne sert qu’a vérifier si les composantes biparties sont bien complétes. Si I'on se
passe du test, 'algorithme peut calculer un diagramme d’arcs en temps constant
avec n + m processeurs si l'entrée est supposée étre la réduction transitive d’'un
ordre N-free. Si 'on fournissait une entrée non N-free a cet algorithme, il le
détecterait qu’elle n’est pas N-free (en vérifiant la condition (2.2)) ou fournirait
une extension N-free minimale (en complétant les composantes biparties non
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completes).

Algorithmes pour des machines distribuées

L’algorithme 1.11 est composé de tris et de calculs préfixés. Ces procédures
ayant été intensivement étudiés pour les différentes architectures de machines dis-
tribuées, on peut aisément en déduire des algorithmes distribués pour reconnaitre
les ordres N-free et construire leurs diagrammes d’arcs. Voici quelques exemples.

Considérons une architecture d’hypercube. Le tri de [16] tourne en temps
O(nlogn(loglogn)?)/p avec p processeurs et le calcul de sommes préfixées de
[64] tourne optimalement en temps O(logn). L’algorithme 1.11 peut étre im-
planté sur un hypercube a p processeurs et tourner alors en temps O((n +
m) logn(loglogn)?/p).

Sur une grille \/p X /p, les sommes préfixées sont implantables optimalement
(pour la grille, cela veut dire en temps O(,/p)), ainsi que le tri circulaire de [56]
ou le tri bitonic de [4]. L’algorithme 1.11 peut donc étre implanté sur une grille
/P % /p pour s’exécuter optimalement en temps O(/p).

Nous avons vu comment effectuer la reconnaissance des ordres N-free en uti-
lisant essentiellement des routines paralleles élémentaires, ce qui rend ces algo-
rithmes portables sur différentes architectures. Nous allons maintenant aborder
un probleme de reconnaissance plus complexe, celui des graphes de comparabi-
lité.

1.4 Reconnaissance des graphes de comparabi-
lité et décomposition modulaire

Dans [37], GoLUMBIC développe une théorie algorithmique des graphes de
comparabilité. Son algorithme d’orientation transitive a été amélioré séparément
par COURNIER et HABIB [15] et par MCCONNEL et SPINRAD [57]. Les relations
entre les graphes de comparabilité et la décomposition modulaire ont été décou-
vertes par GALLATI [34].

Nous allons reprendre ici la démarche de GOLUMBIC dans le cadre de 1'al-
gorithmique parallele. Si I’algorithme de reconnaissance se parallélise assez na-
turellement, ce n’est pas le cas pour celui d’orientation transitive. Il faut pour
cela considérer d’autres propriétés structurelles des graphes de comparabilité.
Il se trouve que ces structures sont les multiplexes maximaux introduits par
GOLUMBIC dans un tout autre but : compter le nombre d’orientations transitives.
En approchant cette structure sous ’angle du parallélisme nous découvrirons les
relations intéressantes qu’elle entretient avec la décomposition modulaire.

Avant de proposer une parallélisation de I’algorithme de reconnaissance de
GOLUMBIC, il nous faudra rappeler les rudiments de la théorie de GALLAIL Nous
étendrons ensuite les résultats de GOLUMBIC sur les multiplexes maximaux pour

46



1.4 Reconnaissance des graphes de comparabilité et décomposition modulaire

en déduire un algorithme d’orientation transitive. Nous ferons enfin le lien avec
la décomposition modulaire, en déduisant au passage un algorithme parallele de
décomposition modulaire. Ces trois algorithmes sont limités par le calcul des
classes de forcage qui demande un temps O(logn) avec dm processeurs d’une
CRCW PRAM ol ¢ est le degré maximal du graphe d’entrée.

La théorie de GALLAI

Un graphe G = (V, €) est un graphe de comparabilité s’il existe un ordre P =
(V,F) dont il est le graphe de comparabilité. F est alors appelé une orientation
transitive des arétes du graphe. Remarquons que F ! est aussi une orientation
transitive. C’est une orientation des arétes dans le sens o1 TNF 1 =P et & =
FUJF L Une orientation F des arétes est transitive si elle vérifie de plus: zy, yz €
F = 12€7.

On dira qu'une aréte touche un sommet s’il en est I'une des extrémités. Si
A C € est un ensemble d’arcs, V), désignera I'ensemble des sommets touchés par
un arc de A.

La théorie des graphes de comparabilité tourne autour de ce que GOLUMBIC
appelle un triangle, c¢’est-a-dire trois sommets a, b, ¢ tels que les arétes ab, be, éa
sont présentes dans le graphe. C’est la présence de certains triangles spéciaux qui
rendent 'orientation transitive difficile. En revanche, si I'une des arétes manque,
les deux autres ne peuvent pas étre orientées n’importe comment, cela impose
des contraintes qui se calculent facilement. Supposons ab,bc € € et ac ¢ €. 11
n’est pas possible d’orienter ab par ab et be par be car il manquerait alors ’arc de
transitivité ac. On dit alors que ab force directement cb (de maniere symétrique
ba force directement be) et on note ab ~ cb. Voir la figure 1.13 pour un exemple.

0) (ii)

F1G. 1.13 — Ezemples de forgages. Le choiz arbitraire de ab comme orientation de
ab force les autres orientations indiquées. Dans (ii), on a ab ~ ac ~ cd ~ ce ~
fe ~ ea ~ ba. Ceci mene a une contradiction puisqu’on ne peut pas orienter ab
avec ab et ba a la fois. Ce graphe n’est donc pas un graphe de comparabilité.

Cette relation est symétrique et réflexive. Les classes d’équivalence de sa fer-
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meture transitive ~ sont appelées classes d’implication et forment une partition
de I’ensemble des arcs. On dit que ab force cd quand ab~cd. De maniére symé-
trique, on a alors ba~de, de sorte que si J est une classe d’implication, J-! en
est une aussi. J est appelé classe de couleur. Les classes de couleur forment une
partition de I’ensemble des arétes (voir la figure 1.14).

/\

(i) (ii) (iii)

F1G. 1.14 - (i) Un graphe non orienté G = (V, ). (ii) Le graphe (€, ~). Les lignes
en pointillés représentent les relations de forcage direct (une aréte correspond d
deuz arcs). Les classes d’implication de G sont les composantes connexes de ce
graphe. (iii) Les classes de couleur de G.

Remarquons que dans un graphe de comparabilité, un arc ab et son inverse
ba ne sont jamais dans la méme classe d'implication (voir la figure 1.13). De
maniere équivalente, chaque classe d’implication J est disjointe de son inverse
J=1. L’inverse est vrai aussi comme le spécifie le théoreme suivant.

Théoréme 16 (Gallai [34]) 1. SiJ est une classe d’implication, J = I~ ou
INJ~t=9.
2. SiINI L =0, alors (V3,7) posséde exactement deux orientations transitives :

J et J71.

3. Un graphe est de comparabilité si chacune de ses classes d’implication vérifie

JNnJ—t =0.

Le graphe de la figure 1.14 par exemple est donc un graphe de comparabilité.

Ce théoreme conduit a un algorithme simple pour tester si un graphe est
de comparabilité: calculer les classes d’implication et vérifier qu’aucun arc n’est
dans la meéme classe que son inverse. Mais l'algorithme de GOLUMBIC n’est pas
une simple formulation algorithmique du théoreme de GALLAIL La partie difficile
de l'algorithme réside dans le calcul d’une orientation transitive.

Nous pouvons d’ores et déja donner la parallélisation de cette partie facile
de l'algorithme de GOLUMBIC et nous aborderons ensuite les problemes qui
surgissent lors de l'orientation transitive. Cet algorithme parallele utilise une

48



1.4 Reconnaissance des graphes de comparabilité et décomposition modulaire

CRCW PRAM car il utilise 1’algorithme des composantes connexes. Voir 1'algo-
rithme 1.13.

Algorithme 1.13 Reconnaissance des graphes de comparabilité

Données : Les arcs d'un graphe symétrique G' = (V, €) donnés sous forme de
tableau des arcs et sous forme de listes d’adjacence triées®.
Résultat : Vrai si G est un graphe de comparabilité, Fauz sinon.
Etape 1 Calcul de la relation de forcage direct ~.
Pour tout arc ab et ¢ voisin de a effectuer

Tester (en temps O(logd)) si ¢ fait partie de la liste triée des voisins
de b.
Si be € €, stocker en mémoire ab ~ ac et ba ~ ca.

Etape 2 Calcul des classes d’implication.
| Ce sont les composantes connexes du graphe (€, ~).

Etape 3 Vérifier si G est un graphe de comparabilité.

Pour tout arc e = ab effectuer

Lire (en temps O(logd)) le numéro de la classe d'implication de I'arc
inverse ba.

Donner a ab le numéro de classe d’implication de ab et de ba le plus
grand comme numéro de classe de couleur.

Sie=abete ! =ba ont méme numéro de classe d’implication Alors
‘ C, + Faux

Sinon
| C, < Vrai

Retourner A C..

1<e<m

Théoreme 17 L’algorithme 1.13 détermine si un graphe est de comparabilité. 1l
calcule dans tous les cas les classes d’implication et de couleur de G. Il s’exécute
dans le modéle CRCW PRAM en temps O(logn) avec dm processeurs.

La complexité de I’algorithme découle de celles des procédures de base qu’il
utilise et son exactitude vient du théoreme 16.

La théorie de GoLUMBIC

L’orientation transitive est plus difficile que la reconnaissance car les classes
de couleur ne peuvent pas etre orientées indépendamment les unes des autres.
Dans un graphe complet par exemple, chaque classe de couleur est réduite a une
seule arete. En orientant les arétes arbitrairement, on risque de créer un circuit.
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(Remarquons cependant qu’un graphe complet est le graphe de comparabilité de
n’importe quel ordre total sur ses sommets.)

Les classes de couleur interagissent dans ce qui s’appelle les multiplexes maxi-
mauxr. GOLUMBIC les a introduites pour compter le nombre d’orientations tran-
sitives.

Définition 18 (Golumbic [37]) Soit G un graphe non orienté. Un sous-graphe
complet (Vs,8) sur r + 1 sommets est appelé simplexe de rang r si les arétes de
S apparaissent dans des classes de couleur distinctes de G. Le multiplexe généré
par un simplexe de rang r est le sous graphe (Var, M) ot M = UC est l'union des
classes de couleur C telles que CN 8 # ().

Vis a vis de l'orientation transitive, un multiplexe se comporte comme un
simplexe le générant qui s’oriente en choisissant un ordre total sur ses sommets.
Un simplexe de rang 2 est appelé triangle tricolore.

GOLUMBIC a prouvé les propriétés suivantes:

1. Les simplexes générant le méme multiplexe sont isomorphes et ont donc
méme rang k. Le multiplexe qu’ils génerent est dit avoir rang k aussi.

2. Un multiplexe est mazimal (pour 'inclusion) si et seulement s’il est généré
par un simplexe maximal.

3. Deux multiplexes maximaux sont, soit disjoints, soit égaux.

4. Si J est une classe d’implication telle que J = J~1, alors J est elle méme un
multiplexe maximal de rang 1.

Théoréme 19 (Golumbic [37]) Soit G = (V, &) un graphe non orienté avec
E=My + -+ My ot chaque M; est un multiplexe mazimal.

1. 81 F est une orientation transitive de G, alors F N M; est une orientation
transitive de M.

2. 81 Fq,...,Fy sont des orientations transitives de My, ... , My respective-
ment, alors 1+ -+ -+ Fy est une orientation transitive de G.

3. Si G est un graphe de comparabilité et r; désigne le rang de M;, alors le

nombre d’orientations transitives de G' est H (ri + 1)L
1<i<k

GoLUMBIC conclut finalement que les multiplexes maximaux forment une
partition de I’ensemble des arétes et sont indépendants vis a vis de l'orientation
transitive. Un graphe de comparabilité se comporte donc comme une collection
de graphes complets disjoints.

Le lemme suivant joue un role central dans le théorie de GoLuMBIC. Comme
nous l'utiliserons dans un contexte non orienté, en voici une version sur les arétes.
La figure 1.15 en illustre la preuve.
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Lemme 20 (Lemme du triangle [37]) Soient A et B deux classes de couleur
distinctes d’un graphe non orienté G = (V,€) et trois sommets a,b,c tels que

ac € B etbe € A. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.
1. L'aréte ab est présente dans le graphe, soit C sa classe de couleur.
2. SiC#£A et 'd € A alors ad € B ou abl € B.
3. Si C # A alors aucune aréte de A ne touche a.
4. Si be € A etdd € B alors a'b' € C.

F1G. 1.15 — Le lemme du triangle. L’existence et la couleur des arétes marquées
avec une x vient des hypotheses suivantes: B # A et bc be € A, et plus précisé-
ment be ~ bd ~ ed ~ b'd ~ b'c'. De @ #+ A, on déduit ’existence de ’aréte ad. De
cd ¢ &, on déduit ad € B. Le raisonnement est analogue pour les autres arétes
marquées.

Extension de la théorie de GOLUMBIC

En séquentiel, une modification tres simple de ’algorithme de reconnaissance
permet de calculer une orientation transitive avec la méme complexité. Les classes
d’implication sont calculées les unes apres les autres. En retirant les arétes de
la derniére classe calculée et en reprenant I’algorithme sur le graphe restant,
GOLUMBIC obtient une « G-décomposition » ou les classes sont des unions de
classes de couleur du graphe originel et peuvent étre orientées indépendamment
les unes des autres pour obtenir une orientation transitive du graphe entier.

Malheureusement, cette approche gloutonne est intrinsequement séquentielle.
Pour résoudre ce probleme en parallele, il faut trouver une nouvelle approche al-
gorithmique. Nous allons utiliser pour le faire une nouvelle vision des multiplexes
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maximaux, et nous verrons méme plus loin comment ils sont intimement liés a la
décomposition modulaire.

La question cruciale est « Comment les classes de couleur interagissent-elles? ».
Soient A et B deux classes de couleur distinctes du graphe non orienté G = (V, £).
Nous dirons que A touche B quand AN B # (. En appliquant le lemme du
triangle 20.4 deux fois dans chacun des trois cas € = B, € = A et A, B, € dis-
tincts, on montre qu’il existe une unique classe de couleur C telle que pour tous
¢ € Van Vs, be € A et e € B, Iaréte ab (qui doit alors exister dans @) est dans
€. On dira donc que A touche B par C.

Si A touche B par €, alors € touche A par B et B par A. Si € = A, alors on
est dans le cas ou Vg C Vy et on dira que € couvre A. Si A, B et € sont tous trois
distincts, alors on est dans le cas ou Vy et Vi sont incomparables par inclusion
et on dira que A croise B (ou que A, B, € se croisent les uns les autres). Voir la
figure 1.16.

() (ii)

F1G. 1.16 — (i) Le graphe de la figure 1.14. Ses classes de couleur sont A, B, C,D.
(i1) Les classes de couleur B et C couvrent toutes les deur A. Les classes de
couleur B, C, D se croisent les unes les autres.

Théoréme 21 Les unions mazximales de classes de couleur se croisant ['une
lautre sont les multiplexes maximauz.

Preuve. Un multiplexe est clairement une union de classes de couleur se croisant
I'une 'autre. D’un autre coté, les propriétés des classes de couleur mises en évi-
dence par le lemme du triangle 20 impliquent qu’une union de classes se croisant
est incluse dans un multiplexe maximal (il est facile de mettre en évidence un
simplexe I’engendrant). Le théoréme est une conséquence de ces deux remarques.

(Il

Cette nouvelle définition des multiplexes maximaux fournit un moyen simple
de les calculer et de déterminer le nombre d’orientations transitives.
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Remarquons qu’un multiplexe qui contient plus d’une classe de couleur en
contient au moins trois. Ce théoreme précise encore la forme de tels multiplexes.

Théoreme 22 Soit M un multiplexe maximal contenant au moins trois classes
de couleur. Les assertions suivantes sont alors vérifiées.

1. Chaque classe de couleur A C M induit un sous-graphe biparti complet dans
le sens suivant. Soit B une classe croisant A par une classe C. Alors A est
I’ensemble des arétes joignant un sommet de V4 N Vg et un sommet de
VanVe. VanVg et VaN Ve sont qualifiés de supersommets de M reliés par
la superaréte A. A possede donc deux orientations transitives: [’ensemble
des arcs de VN Vg vers VN Ve et son inverse.

2. Le graphe dont les sommets sont les supersommets de M et dont les arétes
sont ses superarétes est un graphe complet (voir la figure 1.17). Tous les
simplexes générant M peuvent étre obtenus en prenant un sommet dans
chaque supersommet de M.

(ii)

Fic. 1.17 — (i) La structure de graphe complet d’un multiplexe mazimal. Les
disques gris représentent les supersommets. (ii) Un simplexe générant (i). Il est
1somorphe au graphe complet sur les supersommets.

Preuve. (1) Remarquons tout d’abord que le lemme du triangle 20 implique que
VanVg et Vi N Ve sont disjoints. Soit a, b, ¢ un triangle tricolore avec be € A et
a € Vy N Ve, et soient B, et C, '’ensemble des arétes de B et € respectivement
touchant a. Le lemme du triangle 20.4 nous dit que chaque aréte de A relie un
sommet de V4 N Vz, et un sommet de V3 NV, (voir la figure 1.15). Cela prouve
que (Vy, A) est biparti. On sait de plus que V4 C Vg, U Vp,. Aussi pour tous
sommets b’ € VyN Ve et ¢ € VN Vg, les arétes ab' et acd existent et sont dans
C et B respectivement. On déduit ensuite de la définition de croiser que b'c’ € A.
Cela prouve que le graphe biparti induit par A est complet.

(2) Il faut montrer qu’il existe dans M une classe de couleur reliant n’importe
quelle paire de supersommets distincts X, Y de M donnée. Par définition, il existe
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une suite de classes de couleur de M, By,...,B; (j > 1) telle que pour chaque 1,
B, croise B,y ou B, relie les supersommets X; et X; 4y (X = X et X;1y =Y).
Considérons une telle suite de longueur minimale. Si on a j > 1, alors By croise
B, par une classe de couleur € de M. (1) implique alors que € relie X; et X3. La
suite €, By, ..., B, est alors plus courte, ce qui contredit la minimalité de j, on
a donc 7 = 1. Et finalement, B; relie X et Y. O

Les simplexes générant M sont simplement des sous-graphes isomorphes au
graphe complet sur les supersommets de M. Cette remarque peut étre étendue
au multiplexe ne possédant qu'une seule classe de couleur et est au centre de la
décomposition modulaire que nous aborderons plus loin.

Concentrons nous maintenant sur la relation couvrir. Nous savons déja d’apres
sa définition que c¢’est une relation d’ordre (A couvre B si et seulement si Vz C
V). Le théoréme suivant étend cette relation aux multiplexes maximaux.

Théoréeme 23 1. Si une classe de couleur A couvre une classe de couleur B
d’un multiplexe mazimal M, alors elle couvre toutes les classes de M (et
n'est donc pas dans M). Nous dirons alors que le multipleze N contenant
A couvre M.

2. St deuzx multiplezes se touchent, c¢’est-a-dire Var NV # 0, alors l'un couvre
['autre.

3. Un multipleze maximal M couvre un multiplexe maximal N si et seulement
St VN g VM.

4. La relation couvrir sur les multiplexes maximaux est un ordre forét, et méme
un ordre d’arbre quand le graphe est connexe.

Preuve. (1) Si une classe de couleur € croise B, alors elle touche A. Comme
A couvre B, € ne peut pas couvrir A. Si € croise A alors on déduit facilement
du lemme du triangle 20 que € couvre B. C’est une contradiction, et le seul cas
possible est A couvre C. En répétant ce raisonnement, on trouve que A couvre
toutes les classes de M.

(2) Si Ve NV # 0, alors il existe deux classes de couleur, une dans M et une
dans N se touchant. Comme M # N, 'une doit couvrir I'autre et (1) permet de
conclure.

(3) se déduit de (1) et (2).

(4) Soit M un multiplexe maximal d’un graphe G' = (V, ). Considérons 1’en-
semble S de tous les multiplexes maximaux couvrant M. Comme V) C mNeS \%N;
et Vit # 0, tous ces multiplexes maximaux se touchent les uns les autres. (2)
implique donc que S est totalement ordonné par la relation couvrir. Cela prouve
que la relation couvrir est un ordre forét dans le cas d’un graphe G quelconque.

Dans le cas ou G est connexe, considérons un multiplexe maximal pour la
relation couvrir. Soit a € V)¢ et ab € €. M touche le multiplexe contenant ab et
donc le couvre puisqu’il est maximal, d’'ou b € Vj;. Comme G est connexe, on a
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V C Vi et M est 'unique maximum de la relation couvrir qui est donc un ordre
d’arbre de racine M. a

Nous en savons maintenant assez pour en déduire des algorithmes paralléles
efficaces une fois le calcul des classes d’implication effectué.

Algorithme d’orientation transitive

De maniere surprenante, il est possible de calculer une orientation transitive
correspondant a l'orientation de simplexes maximaux spécifiques sans calculer
ni ces simplexes, ni les multiplexes maximaux. Les simplexes choisis sont ceux
obtenus en prenant dans chaque supersommet le sommet de numéro minimal.
Chaque simplexe est orienté selon 'ordre total induit par les numéros de ses
sommets. Il suffit pour cela de calculer I'union des arétes de ces simplexes (cela
fait une aréte par classe de couleur). Un exemple est illustré par la figure 1.18.
Voir I'algorithme 1.14.

(ii) (iii) (iv)

Fi1G. 1.18 — (i) Le graphe de comparabilité de la figure 1.1/ avec des sommets nu-
mérotés. (ii) L’'union des simplexes maximauz implicitement choisis. (iii) L union
des simplezes orientés. (iv) L’orientation correspondante du graphe.

Théoreme 24 L’algorithme 1.14 calcule une orientation d’un graphe de compa-
rabilité dont les classes d’implication et de couleur sont données. Il s’exécute dans
le modéle EREW PRAM en temps O(logm) avec m processeurs.

L’exactitude de I’algorithme découle des théoremes 22 et 19.2.

Calcul des multiplexes maximaux

Nous pourrions calculer les multiplexes maximaux de la méme facon que
les classes d’implication en utilisant le théoreme 21, mais on peut obtenir une
meilleure complexité en travaillant sur les simplexes grace a la propriété suivante.
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Algorithme 1.14 Orientation d’un graphe de comparabilité

Données : Un graphe de comparabilité, ses classes de couleur et d’implication,
donnés par la liste de ses arcs et leurs numéros de classes.

Résultat : Une orientation transitive du graphe.
Etape 1 Sélection d’un arc dans chaque classe.
Trier les arcs par classe de couleur.
Trier les arcs lexicographiquement a l'intérieur de chaque sous-bloc d’arcs
de méme couleur.
Pour tout arc ab de classe de couleur numéro c et de classe d’implication
numéro i effectuer

Si ab est le premier arc de couleur ¢ dans la liste triée, alors poser
L Ifc] «i.

Etape 2 Orientation du graphe entier.
Pour tout arc ab de classe de couleur numéro c et de classe d’implication
numeéro i effectuer
Si I[c] =i Alors
Marquer ab. { Cette lecture concurrente peut étre effectuée parlogm
L lectures exclusives.}

| {Les arcs marqués forment une orientation transitive.}

Lemme 25 Soit G = (V, &) un graphe non orienté. Soit (V,8) une union de
simplexes maximaux de G tels qu’ils engendrent des multiplexes tous différents.
Alors les simplexes mazimauz sont les composantes bi-connexes de (V,8).

Un sous-graphe est bi-connexe s’il est connexe et encore connexe apres lui
avoir retiré un sommet quelconque. De maniere équivalente, un sous-graphe est
bi-connexe si pour toute paire d’arétes distinctes, il existe un cycle simple (qui
ne passe qu’'une fois par sommet) les contenant toutes les deux.

Remarquons que ’algorithme 1.14 calcule un tel graphe (V,8) ou tous les
multiplexes maximaux sont représentés.

Preuve. Chaque simplexe est bi-connexe puisque c’est un graphe complet. Sup-
posons par contradiction qu’il existe une composante bi-connexe contenant plu-
sieurs simplexes maximaux. Deux simplexes maximaux ne peuvent pas avoir deux
sommets en commun car I’aréte correspondante appartiendrait a deux multiplexes
maximaux différents. Il doit donc exister un cycle simple avec des arétes dans des
simplexes différents. Comme les simplexes sont des graphes complets, il existe un
cycle simple aq,... ,a; dont les arétes sont toutes dans des simplexes différents
et donc dans des multiplexes maximaux différents. Considérons maintenant ce
cycle en tant que cycle de G. Comme a@jaz et aja; sont dans des multiplexes
maximaux différents, les classes de couleur de ajay et de aja; ne peuvent pas se
croiser. L’aréte aza; qui existe forcément, est de méme couleur que @;az ou a,a;
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et le cycle ag, ... ,a; a encore toutes ses aretes dans des multiplexes maximaux
distincts. En itérant le procédé, on finit par trouver un cycle a;_o, a;_1, a; formant
un triangle tricolore, ce qui contredit le fait que a; 5a;-1 et a;_ja; sont dans des
multiplexes maximaux différents. O

L’algorithme est simple : calculer un tel (V; §) comme dans I’algorithme 1.14 et
trouver ses composantes bi-connexes. Les détails sont donnés par ’algorithme 1.15.

Algorithme 1.15 Calcul des multiplexes et du nombre d’orientations tran-
sitives

Données : Un graphe non orienté quelconque et ses classes de couleur donnés
par la liste de ses arcs et leur numéro de classes.
Résultat : Le numéro du multiplexe maximal contenant chaque classe de cou-
leur.
Etape 1 Calcul d’une union de simpleres mazrimauz.
Trier les arcs par classe de couleur.
Trier les arcs lexicographiquement a l'intérieur de chaque sous-bloc d’arcs
de méme couleur.
Pour tout arc ab de classe de couleur numéro c effectuer
Si ab est le premier arc de couleur ¢ dans la liste triée, alors poser
L Elc] + ab.
Calculer les composantes bi-connexes du graphe (V, E).
Pour tout aréte ab € E de classe de couleur numéro ¢ effectuer
Identifier le numéro de multiplexe maximal de la classe de couleur ¢ a
L celui de la composante bi-connexe de ab.

Etape 2 Calcul du nombre d’orientations transitives.

Si le graphe n’est pas de comparabilité Alors

‘ il a 0 orientation transitive

Sinon

Trier les aréetes de la liste E selon leur numéro de multiplexe maximal.
Calculer avec une somme préfixée le nombre N(m) d’arétes dans le
simplexe maximal générant chaque multiplexe de numéro m.

Le nombre de sommets du simplexe générant le multiplexe de nu-

Ly 8];7(m)+1. {On a N(m)

V(m) (V(m) — 1) /2 puisqu’un simplexe est un graphe complet.}
Calculer avec un produit préfixé le nombre d’orientations transitives
qui est H V(m)! d’apres le théoreme 19.3.

m

méro m est donné par V(m) :=

Les composantes bi-connexes d'un graphe de p sommets et ¢ arétes peuvent
étre calculées [80] dans le modeéle CRCw PRAM en temps O(logp) avec p + ¢
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processeurs. On en déduit le résultat suivant.

Théoreme 26 L’algorithme 1.15 calcule les multiplexes mazimaux et le nombre
d’orientations transitives de n’importe quel graphe dont les classes de couleur sont
données. 1l s’exécute en temps O(logn) avec n + m processeurs dans le modéle
CRCW PRAM.

L’exactitude de I'algorithme découle du lemme 25.

Nous allons maintenant faire le lien entre les multiplexes et la décomposition
modulaire ce qui nous permettra de produire un algorithme de décomposition mo-
dulaire grace a 'algorithme de calcul des multiplexes maximaux. Cet algorithme
n’étant pas optimal (il est possible de calculer les multiplexes maximaux a partir
de la décomposition modulaire, ce qui est un probleme linéaire en séquentiel), 1’al-
gorithme de décomposition modulaire proposé n’est pas non plus optimal, mais
le résultat est important d’'un point de vue théorique puisqu’il montre comment
calculer la décomposition modulaire a partir des multiplexes maximaux.

Décomposition modulaire

Soit G = (V,&€),Gy = (V1,&1),... ,Gr = (Vi, &) des graphes non orientés
d’ensembles de sommets disjoints. Le graphe composé G(¢&,...., &) = (V', &)
ot ay, ... ,a, sont des sommets distincts de GG, est le graphe obtenu en remplacant
dans G chaque a; par G; (voir la figure 1.19). Plus formellement :

Vi=(V—A{a,...,a})UViU-- UV,

o &= UUt 0 Jlaba€ Vb€V | € 2).
i#]

Les arétes dans (J;,;{ab a € V;,b € V; | a;a; € €} sont dites arétes internes de
la composition. La composition est propre s’il existe ¢ tel que 1 < |V;| < [V].

Un graphe G' = (V', &') est décomposable si et seulement s’il peut étre ob-
tenu par composition propre. Dans le cas contraire, G est dit premier. Un sous-
ensemble M de V' est un module (ou encore est dit homogéne) si et seulement si
pour tout a € V' — M, a est relié soit a tous les sommets de M soit a aucun. Un
module est propre quand 1 < |M| < |V'|, il est dit ¢rivial dans le cas contraire.

Un graphe G' = (V',&') est décomposable si et seulement §’il contient un
module propre, on a alors G = H( ¢}, ) ou G est le sous-graphe de G induit par
M et H est obtenu a partir de GG en remplacant M par un unique sommet.

Théoréme 27 (Gallai [34]) Pour tout graphe G = (V, E), un des trois cas sui-
vants est verifié:

1. G=H(¢ ..., &), ou H est un graphe indépendant (sans arétes). G est
obtenu par composition parallele.
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0] (ii)

Fic. 1.19 - (i) Un graphe G d’ensemble de sommets {ay,as, a3, as}. Un graphe
G (respectivement Gg) est représenté a l'intérieur de ay (respectivement as ). (ii)
Le graphe composé G(¢,, ¢,), Les arétes marquées avec une x sont internes.

2. G = H( Ghsenes g’; ), ou H est un graphe complet. G est obtenu par com-
position série.

3. G = H( G O ), ou H est un graphe premier (unique). G est obtenu
par composition de type premier.

Ces trois cas mutuellement exclusifs permettent de représenter un graphe
quelconque sous forme d’'un arbre 7. La racine de T est V, ses feuilles sont les
sommets de G et les fils d'un nceud interne sont les ensembles de sommets des
graphes G; de la composition (parallele, série ou de type premier) du graphe
associé au nceud. L’arbre est unique si H est pris le plus grand possible dans
les cas 1 et 2, il est alors appelé arbre canonique de décomposition. Un nceud
interne de I'arbre est étiqueté par S (respectivement P) si ¢’est un nceud série
(respectivement paralléle), et par le graphe H si c¢’est un nceud premier. Voir la
figure 1.20.

Un arbre de décomposition donne une représentation de tous les modules dans
le sens suivant : tout module du graphe correspond soit a un noeud de I'arbre, soit
a I'union des sommets d’une partie des fils d'un nceud dégénéré, c’est-a-dire série
ou parallele. Les nceuds de I'arbre canonique correspondent aux modules forts,
c’est-a-dire les modules n’intersectant strictement aucun autre module (ou encore
ceux qui sont toujours comparables par inclusion avec les autres modules).

Multiplexes maximaux et décomposition modulaire

Nous pouvons maintenant expliquer le lien entre les multiplexes maximaux
et la décomposition modulaire dans le théoreme suivant. Le point 1 est le seul
apparaissant dans [37].
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(i) (ii)

F1c. 1.20 - (i) Le graphe de la figure 1.19. (ii) Son arbre de décomposition cano-
niqQue.

Théoréme 28 Soit G = (V,E) un graphe non orienté.
1. (GoruMBIC [37]) Pour toute classe de couleur A, V4 est un module.

2. Si M un module contenant une aréte ab (a,b € M) de classe de couleur A,
alors on a 'V, C M.

3. Pour tout multiplexe mazimal M, Vi est un module fort.

4. St M un module fort contenant une aréte ab (a,b € M) de multiplexe
mazimal M, alors on a V¢ C M.

Preuve. (1) se déduit directement du lemme du triangle 20.2.

(2) Soit ¢ tel que ab ~ ac. Comme M est un module contenant a et b, il
doit aussi contenir ¢ qui est relié a a mais pas a b. En répétant suffisamment ce
procédé, on finit par conclure V,; C M.

(3) Supposons qu’il existe ¢ € V' — Vi adjacent a un sommet a € Vi Soit
ab € M. Comme ¢ € V — Vyy, la classe de couleur B contenant ac n’est pas dans
M. be existe puisque ac # ab. Comme B ne croise pas la classe de couleur A
contenant ab et Vy € Vyu, B couvre A et be € B. En itérant ce procédé, on finit
par prouver que toutes les arétes dc existent (et sont dans B). Vit est donc un
module.

Prouvons maintenant que V)¢ est un module fort. Supposons qu’il existe un
module N intersectant strictement Vj¢. Comme (Vj, M) est connexe, il existe
a € Vye— Netbe NNV tel que ab € M. Comme N est un module, ac existe
pour tout ¢ € N. Soit d € N —V)¢ et B la classe de couleur contenant ad. On vient
de prouver que l'on a alors V¢ C Vp. Mais (2) implique alors la contradiction
Vm € Vs CN. R

(4) Soit A la classe de couleur contenant ab. on sait d’apres (2) que V4 C M.
Soit B une classe de couleur croisant A. Vg est un module intersectant strictement
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V4. Comme M est un module fort, il doit contenir V. En itérant ce procédé, on
finit par conclure V5 C M. O

Nous voyons maintenant que le théoreme 22 est simplement un théoreme de
décomposition pour les nceuds séries. Nous pouvons généraliser cela comme suit
(voir aussi la figure 1.21).

Théoreme 29 L’arbre de décomposition canonique d’un graphe non orienté G =
(V, &) wvérifie les propriétés suivantes.

1. Tout neud interne non paralléle correspond a un module fort de la forme
Ve ou M est un multiplexe mazimal. De plus, M est l’ensemble des arétes
internes de la composition.

2. Un neeud correspondant a un module M est un ancétre d’un neud corres-
pondant ¢ un module N si et seulement si M couvre N, ou de maniére
équivalente Viy C Viy.

VBUCUD
A | / \
Bion 1 6
C:
D
VA
/7\\
2 3 4 5

(i) (ii)
Fi1G. 1.21 — (i) Le graphe de la figure 1.14. Ses multiplexes mazimauz sont A et
BUCUD. (ii) Son arbre de décomposition canonique.

Preuve. (1) Considérons la composition G = H( G &b ) Il est clair que
les classes de couleur des sous-graphes GGy, ... , G} sont les mémes que dans G. Il

suffit donc de faire la preuve pour la racine de I'arbre.

Remarquons que dans une composition non paralléle, '’ensemble F des arétes
internes de la composition induisent un sous-graphe connexe, ce qui implique
V& = V. Considérons tout d’abord le cas ou la racine est un nceud série. On
déduit du théoreme 22 et de la « maximalité » des noeuds séries que F est un
multiplexe maximal.

Considérons maintenant un graphe G' = H( Ghyeee s g;’; ) résultant d’une com-
position ou H = (W, ') est premier. Soit ab un arc interne. Si ab force directement
un arc ac, alors b est relié a a mais pas a ¢ et ac doit donc étre interne aussi. Ceci
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prouve que toutes les arétes de méme couleur que ab sont internes. Supposons par
I’absurde que & contient plusieurs classes de couleur. Comme JF induit un sous-
graphe connexe, il doit contenir deux classes de couleur A, B se touchant. On peut
supposer sans perte de généralité que A croise B ou A couvre B. Dans les deux
cas, le théoreme 28.1 implique que V4 est un module propre de G. On peut alors
facilement montrer que M = {a; | V; contient un sommet de V4 }|J V4N est
un module de H. De plus M contient au moins deux sommets puisque A contient
des arétes internes. M est donc un module propre, ce qui contredit la primalité
de H.

(2) est évident. O

Ce résultat conduit naturellement a concevoir un algorithme de décomposition
modulaire.

Algorithme paralléle de décomposition modulaire

L’algorithme suivant de décomposition modulaire est uniquement basé sur
le calcul des multiplexes maximaux. Comme les compositions paralleles ne pos-
sedent pas d’arétes internes, ils ne sont associés a aucun multiplexe maximal. On
commence donc par calculer le reste de 'arbre et on insere ensuite les nceuds
premiers que l’on calcule grace a un algorithme de composantes connexes. Re-
marquons qu’'un graphe de n sommets a au plus n — 1 multiplexes maximaux
puisque son arbre de décomposition canonique a n feuilles et donc au plus n — 1
neeuds internes. Voir l'algorithme 1.16.

Théoreme 30 L’algorithme 1.16 calcule I’arbre de décomposition canonique d’un
graphe non orienté dont les multiplexes mazrimauz sont donnés. Il s’exécute dans
le modéle CRCW PRAM en temps O(logn) avec n + m processeurs.

L’exactitude de 'algorithme découle des théoremes 27 et 29. Sa complexité
découle de celle du tri et du calcul des composantes connexes. Remarquons que le
graphe associé a un multiplexe M a moins de sommets que V¢ et moins d’arétes
que M. L’ensemble de ces graphes a donc bien une taille en O(n + m).

Résumé

L’algorithme 1.13 calcule les classes de couleur et d’implication d’'un graphe
non orienté quelconque et détermine s’il est de comparabilité. L’algorithme 1.14
calcule une orientation transitive d’un graphe dont les classes d’implication sont
données. L’algorithme 1.15 calcule les multiplexes maximaux d’un graphe dont les
classes de couleur sont données. L’algorithme 1.16 calcule I'arbre de décomposi-
tion canonique d’un graphe dont le complémentaire et les multiplexes maximaux
des deux graphes sont donnés.
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Algorithme 1.16 Décomposition modulaire

Données : Un graphe non orienté GG et ses multiplexes maximaux.
Résultat : L’arbre canonique de décomposition de G.
Etape 1 Calcul des neeuds non paralléles de I’arbre.
Pour tout arc ab de multiplexe maximal de numéro m, trier lexicographi-
quement les triplets (a,m,b).
Trouver grace a un calcul préfixé la liste L des couples (a, m) apparaissant
au début d'un triplet.
Trier L anti-lexicographiquement pour obtenir V¢ pour chaque multiplexe
L maximal de numéro m.
Etape 2 Calcul du peére de chaque neeud.
Pour chaque multiplexe maximal M de G, trouver |Vy¢| a I'aide de calculs
préfixés. Lire dans la liste L triée lexicographiquement les listes triées
N(a) de tous les noeuds contenant chaque sommet a. Pour tout neud M
effectuer
Prendre un arc ab dans le multiplexe de G ou de G correspondant.
{Comme ab est une aréte interne de la composition correspondante,
un descendant de M ne peut pas contenir a la fois a et b. La liste des
ancétres A(M) est donc donnée par N(a) N N(b) — {M}.}
Calculer A(M) en fusionnant N(a) et N(b).
Calculer avec un calcul préfixé le pere de M qui est I'élément de A(M)
L de cardinal minimal.

| Pour toute feuille a, le pere de a est I’élément de N(a) de cardinal minimal.

Etape 3 Calcul des neeuds paralléles.
Marquer dans chaque V)¢ un sommet de chacun de ses fils, de maniere a
obtenir le graphe Hye = (Vyp, MN V3 x Vi) étiquetant le noeud M, our Vi,
est I’ensemble des sommets marqués de Viy.
Calculer les composantes connexes de chacun des Hy; et introduire un
nceud parallele chaque fois qu’il y en a plusieurs. Les anciens fils de M
sont rattachés a la composante contenant leur sommet marqué.
Les noeuds séries sont ceux correspondant a une composante connexe qui
est un graphe complet, ce qui peut se détecter en en comptant le nombre
L d’arcs.

En combinant ces résultats, on obtient un algorithme d’orientation transitive
et un algorithme de décomposition modulaire. Ils s’exécutent tous les deux en
temps O(logn) dans le modéle CRCW PRAM avec dm processeurs.

Leur complexité rend ces deux algorithmes peu efficaces par rapport aux algo-
rithmes séquentiels qui sont linéaires [58, 57, 15]; ils peuvent toutefois étre utiles
pour traiter des graphes qui ne tiennent pas dans la mémoire d'un ordinateur sé-
quentiel. Rappelons que 'algorithme de DALHAUS [18] effectue la décomposition
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modulaire en parallele avec un nombre de processeurs linéaire. Cela laisse sup-
poser qu’il doit exister un algorithme avec une complexité similaire pour I'orien-
tation transitive en parallele. Cependant, les algorithmes intermédiaires ont des
conséquences théoriques intéressantes.

Remarquons que les classes de couleur se déduisent facilement de I'arbre de
décomposition canonique, en effet toute aréte ab est une aréte interne de la com-
position correspondant au plus petit ancétre commun de a et b (les classes de
couleur qui ne sont pas des multiplexes maximaux se déduisent facilement de la
structure des nceuds séries). Les algorithmes 1.16 et 1.15 permettent donc d’af-
firmer qu’il est aussi difficile de trouver les classes de couleur que de calculer la
décomposition modulaire.

De plus, étant donnée la décomposition modulaire d’un graphe (ou de maniere
équivalente ses classes de couleur), une orientation transitive F en donne les
classes d’implication qui sont de la forme A N F pour toute classe de couleur A.
L’algorithme 1.14 permet donc d’affirmer qu’il est alors aussi difficile de calculer
les classes d’implication qu’'une orientation transitive.

1.5 La barriere de la fermeture transitive

Cette section est consacrée a quelques problemes ouverts, le plus important
d’entre eux en ce qui concerne 'algorithmique parallele des graphes est sans doute
celui de la barriere de la fermeture transitive. Derriere les solutions paralleles
particulieres que nous avons vu dans ce chapitre se cache un probleme profond
de I'algorithmique parallele des graphes. De nombreux algorithmes paralleles de
graphes orientés font une hypothese sur la forme de I'entrée vis a vis de la fer-
meture transitive. L’entrée est par exemple supposée réduite transitivement dans
le cas des ordres N-free. L’algorithme de reconnaissance des ordres d’intervalles
présenté dans[5] a besoin d’une entrée fermée transitivement. En ce qui concerne
les ordres de dimension fixée, les permutations forment une représentation de la
fermeture transitive. Ces hypothese permettent d’éviter de se confronter a cer-
tains problemes qui sont simples en séquentiel, mais que I’on ne sait résoudre en
parallele que par le calcul de la fermeture transitive.

Les problemes confrontés a la barriere de la fermeture transitive

KARP et RAMACHADRAN [47] donnent la liste suivante de problemes de
graphes orientés que 'on peut résoudre en temps polylogarithmique dans le mo-
dele PRAM grace au produit de matrices carrées.

1. Calculer les composantes fortement connexes d’un graphe orienté.
2. Déterminer si un graphe orienté est exempt de circuits.

3. Construire un tri topologique d’un graphe orienté sans circuit.
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4. Construire un arbre enraciné de racine un sommet donné d’un graphe
orienté et contenant tous les sommets atteignables depuis ce sommet.

5. Construire un arbre de recherche en largeur a partir d’'un sommet donné
d’un graphe orienté.

6. Construire les plus courts chemin depuis un sommet donné vers tous les
autres sommets dans un graphe orienté ot les arcs sont étiquetés par des
poids positifs ou nuls.

Ces problemes sont des briques élémentaires fréquemment utilisées en algo-
rithmique des graphes orientés. Ils sont tous dans la classe NC des problemes
dont la solution peut étre calculée par un algorithme PRAM en temps polyloga-
rithmique avec un nombre polynomial de processeurs (en fonction de la taille du
probléme). Toutes les solutions connues a ce jour utilisent la fermeture transitive
ou plus généralement le produit de matrices carrées (un nombre logarithmique de
produits de matrices carrées booléennes permet de calculer la fermeture transi-
tive d’un graphe a partir de sa matrice d’adjacence). Ces solutions sont treés loin
d’étre optimales car il existe des algorithmes séquentiels linéaires permettant de
résoudre ces problemes®. Notre incapacité & trouver des algorithmes paralleles
pour résoudre ces problemes évitant le produit de matrice ou la fermeture tran-
sitive est souvent appelée barriére de la fermeture transitive («transitive closure
bottleneck » en anglais).

Rappelons les différentes définitions. Un sous-ensemble A de sommets d’un
graphe orienté est fortement conneze si et seulement s’il existe un chemin orienté
de tout sommet de A vers tout autre sommet de A; les composantes fortement
connexes sont les sous-ensembles maximaux de sommets vérifiant cette propriété.
Un tri topologique d’un graphe orienté sans circuit ou extension linéaire de 1’ordre
associé (obtenu en fermant transitivement) est une permutation us, ..., u, des
sommets telle que tout arc w;u; vérifie 1 < j.

La réponse aux problemes 1 et 2 se calcule facilement a partir de la fermeture
transitive du graphe orienté dont il est question: deux sommets u et v sont
dans la méme composante fortement connexe si uv et vu sont des arcs de la
fermeture transitive; un graphe orienté est sans circuit si et seulement si aucun
arc de sa fermeture transitive ne relie un sommet a lui-méme. Le probleme 6
peut étre résolu [47] avec logn élévations au carré de la matrice des poids des
arcs ol les opérations du produit de matrice sont min et +. Le probleme 5 est
un cas particulier du probleme 6 et offre une solution au probleme 4. KARP
et RAMACHADRAN proposent la solution suivante au probleme 3: calculer la
longueur d’un plus long chemin menant a chaque sommet (et partant de n’importe
quel sommet) par logn élévations au carré de la matrice d’adjacence du graphe
orienté sans circuit, puis trier les sommets selon cette valeur associée.

Nous pouvons poursuivre un peu l'étude de KARP et RAMACHADRAN. La
valeur dont il est question juste au dessus s’appelle en théorie des ordres la hauteur

6. Pour étre précis, le probleme 6 peut étre résolu en séquentiel en temps O(nlogn + m).
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du sommet considéré. Un plus long chemin menant a ce sommet partira forcément
d’une source (c¢’est-a-dire d’un sommet sans prédécesseur). En triant les sommets
par hauteur (en ordonnant les sommets de méme hauteur de maniere arbitraire),
on obtient bien une extension linéaire. On peut donc rajouter le probleme suivant
a la liste de KARP et RAMACHADRAN :

7. Calculer la hauteur des sommets d’un graphe orienté sans circuit.

Remarquons qu’il existe un autre moyen de calculer une extension linéaire
d’un graphe orienté sans circuit: trier les sommets suivant leur degré dans la
fermeture transitive. En effet, si le graphe contient un arc uwv, alors u a au moins
un successeur de plus que v dans la fermeture transitive (le sommet v lui-méme)
et le degré de u dans la fermeture transitive est strictement supérieur a celui de v
(il faut trier les sommets par degré décroissant). Pour mieux cerner le probléeme de
la barriere transitive, je ne m’interesserai par la suite qu’aux probléemes suivants
qui peuvent tous étre résolus grace a un calcul de fermeture transitive :

i). Calculer les composantes fortement connexes d’un graphe orienté.
i). Déterminer si un graphe orienté est exempt de circuits.
(iii). Construire un tri topologique d’un graphe orienté sans circuit.

)

. Calculer I'ensemble des sommets atteignables depuis un sommet donné d’un
graphe orienté (nous appelleront cet ensemble I'ensemble atteignable depuis
le sommet considéré).

J’ai remplacé les problemes 4, 5 et 6 par un probléeme plus simple: calculer
les successeurs dans la fermeture transitive d'un sommet donné. Le calcul de la
fermeture transitive consiste a se poser ce probleme pour tous les sommets. En
séquentiel, cela conduit & un algorithme rapide de fermeture transitive pour les
graphes ayant peu d’arcs puisque sa complexité est en O(n(n+m)). Si m = O(n)
(c’est le cas pour un graphe de degré borné par exemple), alors cet algorithme
prend un temps O(n?). Cette approche est donc intéressante et nous amene a
soulever la question en parallele :

Existe-t-il un algorithme parallele de fermeture transitive dont la com-
plexité en travail soit & un facteur polylogarithmique de O(n(n+m))?

A ma connaissance, la seule réponse allant dans le sens de cette question que
'on puisse trouver dans la littérature est celle de ULLMAN et Y ANNAKAKIS [82]
qui proposent un algorithme probabiliste pour le probléeme (iv) qui tourne dans le
modele PRAM grosso modo en temps O(y/n) avec O(m) processeurs. Ils proposent
aussi un algorithme probabiliste de fermeture transitive en temps O(y/n) avec
O(m+/n) processeurs. Le « grosso modo » signifie que les bornes de complexité
de ces deux algorithmes sont données a un facteur polylogarithmique de n pres.
L’idée principale consiste a effectuer en paralléle plusieurs recherches en largeur
jusqu’a une profondeur de y/n en partant de différents sommets tirés au hasard. Tls
proposent aussi une construction permettant d’obtenir des algorithmes pour les
deux probléemes de complexités respectives de O(n®) en temps avec O(n'~%m)
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processeurs et n° en temps avec O(n'~®m) processeurs pourvu que 0 < & <
1/2 et m > n?73¢ (les bornes sont & nouveau a un facteur polylogarithmique
pres). Le résultat est tres intéressant en ce qui concerne la fermeture transitive
car leur algorithme présente un travail en O(nm), méme si c’est un résultat
plutot théorique que pratique. En revanche, I'algorithme de calcul de I’ensemble
atteignable depuis un sommet donné est au mieux & un facteur \/n de I'optimal
en travail. L’algorithmique probabiliste ouvre certainement des voies qui n’ont
pas encore été explorées jusqu’au bout.

Réduction du probleme

Il n’existe pas une classe des problemes confrontés a la barriere de la fermeture
transitive au sens ou personne n’a trouvé de réduction des différents problemes les
uns dans les autres. Cette section s’inscrit cependant dans cette démarche. Une
solution a certains problemes permet en effet de résoudre d’autres problemes.

Définition 31 Nous dirons qu’un probleme A se réduit dans un probleme B pour
la barriere de la fermeture transitive si la donnée d’un algorithme résolvant le pro-
bléme B en temps T(ng,mp) avec P(ng, mpg) processeurs permet de résoudre le

nat+mp

probléme A en temps (T (na, ma) + Ploams) logf n avec P(na, my4) processeurs

pour un certain k.

na, my désignent le nombre de sommets et le nombre d’arcs du graphe
considéré pour le probleme A. ng, mp désignent le nombre de sommets et le
nombre d’arcs du graphe considéré pour le probleme B. On a en téte a priori
T(ng,mp) = log' ng pour un certain [ et P(ng,mpg) = np + mp, mais cette
définition permet de ne pas écarter des algorithmes d’un autre type que ceux de
la classe NC comme ceux proposés dans [82] par exemple. L'idée est de résoudre
un probleme A en résolvant un nombre polylogarithmique de problemes de type
B sur des graphes de taille comparable.

Des composantes fortement connexes a la détection de circuit

Si un graphe orienté ne possede pas de circuit, ses composantes fortement
connexes sont réduites a un seul sommet chacune. Un algorithme de calcul des
composantes fortement connexes d’un graphe permet donc de déterminer avec la
meéme complexité s’il possede un circuit.

Des composantes fortement connexes a l’ensemble atteignable depuis un sommet

Etant donné un sommet u d’un graphe orienté GG, rajoutons un arc de tout
autre sommet vers ce sommet. Si un sommet est atteignable depuis u dans le
graphe G originel, il est alors dans la méme composante fortement connexe que u
dans le graphe modifié. Réciproquement, soit v un sommet dans la méme compo-
sante fortement connexe que u dans le graphe modifié. 1l existe par définition un
chemin orienté de u vers v dans ce graphe; considérons un plus court chemin de

67



Chapitre 1 ~ Modele a mémoire partagée PRAM

u vers v. Comme les arcs que I'on a rajouté ont destination u, ce chemin ne peut
emprunter un de ces arcs, ce qui signifie que v est atteignable depuis v dans G.
On vient de montrer que la composante fortement connexe de u dans le nouveau
graphe est exactement I’ensemble atteignable depuis u dans G.

Du tri topologique a la détection de circuit

Supposons que 1'on dispose d’un algorithme calculant un tri topologique du
graphe orienté sans circuit que ’on lui donne en entrée et que 1’on en connaisse
une borne de la complexité en temps T'(n,m). On peut alors le transformer en
algorithme de détection de circuit prenant n'importe quel graphe orienté en entrée
utilisant autant de processeurs et prenant un temps au plus 7'(n, m) + 1. Il suffit
pour cela d’exécuter I'algorithme sur une entrée qui peut posséder des circuits. Si
jamais on obtient une erreur a ’exécution ou si I'exécution de I’algorithme dure
plus longtemps que T'(n, m), 'algorithme ne fonctionne pas comme il devrait, c’est
donc que I'entrée possede un circuit. Si 'exécution de I'algorithme se termine dans
les temps, on peut vérifier en temps constant s’il a bien calculé un tri topologique :
vérifier pour chaque arc que son origine apparait avant sa destination dans le tri
topologique. Si l'algorithme a bien calculé une extension linéaire, le graphe en
entrée est sans circuit et on en a méme calculé un tri topologique; dans le cas
contraire, le graphe en entrée possede forcément un circuit (d’apres I'exactitude
de 'algorithme de calcul d’un tri topologique).
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De [’ensemble atteignable depuis un sommet au tri topologique

Cette réduction est plus délicate.

L’idée est la suivante: pour calculer un tri topologique, on peut trier 1’en-
semble des sommets comme dans quicksort en utilisant 1’algorithme de calcul des
sommets atteignables depuis le pivot pour déterminer les éléments qui doivent
étre mis apres le pivot. En utilisant ce méme algorithme sur le graphe obtenu
en inversant tous les arcs, on peut trouver les sommets depuis lesquels on peut
atteindre le pivot. Ces sommets doivent étre placés avant le pivot; les autres
sommets peuvent etre placés avant ou apres le pivot de maniere a équilibrer au
mieux la partition en deux de I’ensemble des sommets. On fait ensuite de méme
récursivement dans les deux sous graphes induits par les sommets placés avant le
pivot d’une part et par les sommets placés apres le pivot d’autre part. De méme
que quicksort, cet algorithme aura une profondeur de récursion en O(logn) avec
une forte probabilité (c’est-a-dire que le probabilité pour que ce ne soit pas le cas
est inférieure & 1/n° ou ¢ est une constante multiplicative dans O(logn)).

De la détection de circuit au calcul d’ensemble atteignable depuis un sommet

On peut facilement calculer 'ensemble des sommets atteignables depuis un
sommet u donné d’un graphe orienté sans circuit avec n exécutions d'un algo-
rithme de détection de circuit. Il suffit pour cela de tester pour chaque sommet v
si le graphe obtenu en rajoutant ’arc vu a un circuit ou pas. Ceci n’est pas une
réduction, mais le résultat est intéressant car il donne un algorithme de travail
inférieur a la fermeture transitive dans le cas ot m = O(n) et ou on aurait un
algorithme de détection de circuit de travail linéaire.

La figure 1.22 illustre les différentes réductions présentées ici. Le probleme de
la détection de circuit apparait comme le probleme le plus simple pour lequel
on bute sur la barriere de la fermeture transitive. On peut cependant considérer
d’autres simplifications en supposant que I’entrée a une forme la plus spécifique
possible.

Simplification du probléme en spécifiant la forme de [’entrée

Si I'on se concentre sur le probleme du tri topologique, I'entrée la plus spéci-
fique que I'on puisse exiger est un graphe orienté sans circuit qui représente un
ordre total, c’est-a-dire qui n’admette qu’'un seul tri topologique. Méme si l'on
suppose que chaque sommet a degré entrant au plus deux et degré sortant au
plus deux, je ne connais pas de solution en temps polylogarithmique utilisant
moins de M(n) processeurs, ou M (n) est le nombre de processeurs nécessaires
pour effectuer le produit de matrices n X n en temps polylogarithmique. Je ne
connais pas non plus d’algorithme probabiliste avec ces exigences en temps et en
nombre de processeurs.
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/

(i) Composantes fortement connexgs

F1G. 1.22 — Différentes réductions de problémes posant le probléme de la barriére
de la fermeture transitive vers d’autres.

Bornes inférieures

Un autre moyen de cerner le probleme consiste a essayer de prouver des bornes
inférieures sur la complexité de tels problemes. Mais dans le cas de la barriere de
la fermeture transitive, les arguments ne doivent pas a priori pouvoir passer au
séquentiel (& moins que 'on démontre que la fermeture transitive est un probleme
linéaire). Cette remarque montre a quel point il peut étre difficile de prouver une
borne inférieure si jamais ces problemes sont aussi difficiles que la fermeture
transitive des lors que 1’on exige un temps polylogarithmique.

Comment résoudre ces problemes sur une machine paralléle réelle ?

Il y a des graphes dont on ne pourra pas calculer un tri topologique ou les
composantes fortement connexes. Si l’on considere un graphe creux (d’un nombre
d’arcs de I'ordre du nombre de sommets) qui est trop volumineux pour tenir dans
une machine séquentielle (il suffit qu’il possede quelques millions de sommets),
on ne pourra pas calculer sa fermeture transitive si sa taille est de 'ordre n?
(il n’existe pas de machine parallele & un million de processeurs). Pour cela, il
faudrait concevoir des algorithmes paralleles utilisant un espace mémoire linéaire.

Ce point de vue remet en cause la classe NC en tant que classe permettant de
distinguer les problemes parallélisables de ceux qui ne le sont pas. La contrainte
en espace est tres forte lorsque 1’on traite des problemes volumineux, et ¢’est I'un
des principaux intérets du parallélisme de traiter des problemes qui sont trop
volumineux pour une machine séquentielle.
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Conclusion

L’approche par le parallélisme amene une formulation tres synthétique de la
résolution d’un probleme par 'organisation de la structure de données le repré-
sentant sous une certaine forme. Dans le cas des représentation compacte, nous
avons vu comment calculer 'intersection d’un ordre total avec un ordre de conti-
guité. Nous avons vu comment trier la liste des arcs d’un ordre pour vérifier
qu’il est N-free et en calculer un diagramme d’arcs. Nous avons enfin vu com-
ment sélectionner un sous-ensemble d’arcs permettant d’orienter transitivement
un graphe de comparabilité ou un sous-ensemble d’arcs permettant de calculer
les multiplexes maximaux (ou encore les modules forts) d’'un graphe quelconque.
Cette approche me parait tres riche et propice a la mise en valeur des techniques
essentielles utiles pour la résolution d’un probleme. Le probleme de la barriere de
la fermeture transitive reste a mon sens un probleme de fond en algorithmique
parallele des graphes. Nous avons vu cependant sur des problemes précis qu'’il
est possible de contourner ce probleme lorsque 1’on arrive a exprimer le probleme
par des propriétés locales, ce n’est visiblement pas le cas pour le probleme de
trouver un circuit dans un graphe. Les outils de base s’averent étre le tri, les
calculs préfixés et le calcul des composantes connexes.
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Chapitre 2
Modele a gros grain cgm

Le modele PRAM conduit a concevoir des algorithmes de grain le plus fin qui
soit: un processeur par élément de l’entrée, ce qui est tres loin de la réalité.
Quelques modeles récents plus réalistes, BsP, C®, et caM [85, 43, 26], permettent
de mieux prédire les performances d’algorithmes sur les machines paralleles exis-
tantes qui sont en général a gros grain. Le grain est le rapport de la taille de
I’entrée sur le nombre de processeurs.

Le modele caM prend de ce point de vu le contre-pied du modele PRAM
puisqu’il fait I'hypothese d’une mémoire locale sur chaque processeur assez im-
portante, typiquement supérieure au nombre de processeurs. Cette hypothese est
assez forte car elle permet pour certains problemes de trouver une solution pa-
rallele en distribuant les données de maniere adéquate, en utilisant localement
le meilleur algorithme séquentiel pour ce probleme, et en combinant finalement
de maniere assez simple les solutions locales pour trouver une solution globale.
« Une fois que 'on a trouvé un algorithme cGM, il ne reste plus qu’a trouver
un bon algorithme séquentiel pour 'implanter. » me disait un adepte du modele
cGM [28]. Nous verrons que cette approche ne recouvre pas tous les cas de figure
et qu’il existe des algorithmes pour lesquels il est nécessaire d’effectuer des calculs
vraiment globaux.

Pour simplifier, cGM permet de s’intéresser a la meilleure maniere de distri-
buer les données dans un modele qui fait abstraction du réseau de communica-
tions de la machine. Pour certains problemes, cette approche seule suffit a trouver
un algorithme parallele. Mais en regle générale, il faut faire une part de calculs
globaux pour se ramener a cette situation et finir par des calculs locaux. Dans
ce cas, c’est ’algorithmique PRAM qui apporte la solution. En schématisant, il
y a deux manieres de calculer en parallele: faire travailler plusieurs processeurs
sur les mémes données — c’est I'objet du modele PRAM — et faire travailler
séparément plusieurs processeurs sur des données différentes de maniere séquen-
tielle. Nous verrons sur quelques exemples comment le modele CGM nous permet
de combiner ces deux approches, c’est-a-dire des algorithmes PRAM et des algo-
rithmes séquentiels, pour obtenir de bons compromis en vu d’une implantation
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sur machine.

Apres avoir présenté le modele cGM nous verrons tout d’abord sur I'exemple
du calcul des composantes connexes comment combiner I'algorithme PRAM pour
pouvoir se ramener a des calculs locaux de composantes connexes. Nous repren-
drons ensuite les trois problemes abordés dans le chapitre consacré a des algo-
rithmes PRAM. Nous verrons que les algorithmes PRAM basés sur les procédures de
base, tels que I'algorithme de reconnaissance des ordres N-free, s'implantent assez
facilement dans le modele cGM. En revanche, le probleme des ordres de dimension
d et surtout sa version en termes de bases de données nous confronte directement
au probleme de la distribution des données. L’exemple de la reconnaissance des
graphes de comparabilité nous permettra enfin d’illustrer la difficulté de traiter
en parallele une structure de données aussi irréguliere que celle associée a un
graphe.

Dans ce chapitre, p désignera toujours le nombre de processeurs utilisés.

2.1 Modele d’ordinateur a gros grain CGM

Le modele caM (pour «Coarse Grained Multicomputer »), connu aussi sous
le nom de «weak-CREW BSP » [38] est une simplification du modele BsP [85]. Le
modele BSP (pour «bulk-synchronous parallel ») est présenté par VALIANT [85]
comme un modele pont entre les langages paralleles de haut niveau (y compris
le langage PRAM) et les machines paralleles. Son but est d’arriver a un analogue
parallele du modele séquentiel de VON NEUMANN. Un programmeur écrit un
programme générique pour v processeurs virtuels. L’idée de base est qu’il est
possible de simuler optimalement ce programme sur une machine paralléle pourvu
que le nombre de processeurs réels soit nettement inférieur a v (par exemple
v > plogp). Cette idée vient du fait que les communications prennent un temps
plus long qu'un acces a la mémoire locale. D’'un point de vu théorique, il est
logique de compter une borne inférieure de 'ordre de logp pour accéder a une
mémoire distribuée sur p unités.

Réseau de communication

Routeur 1 Routeur 2 Routeur 3

’Processeurlq ’ Mémoirel‘ ’Processeurz‘ ’ Mémoirez‘ ’Processem@‘ ’ Mémoire3‘

Fi1c. 2.1 — Schématisation d’une machine paralléle dans les modéles CGM et BSP.
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Le modele BSP permet d’exploiter cette idée grace a des barrieres de synchro-
nisation en considérant séparément des unités de calcul et des unités de routage
qui acheminent des messages point a point entre les unités de calcul. Les barrieres
de synchronisation sont effectuées périodiquement toutes les L unités de temps.
Durant ce temps les unités de calcul operent L opérations élémentaires sur leur
mémoire locale et donc sur les données qu’elles possédaient lors de la derniere
synchronisation, et les unités de routage réalisent des relations-h, c’est-a-dire
I’acheminement de messages tels que chaque unité de calcul envoie et recoive au
plus h messages. Ces communications requierent un temps gh + s ou g est le
débit du routeur et s le temps de latence. Plus simplement, on borne ce temps
par gh pour g = 2g et h supérieur a un certain hy. Pour simuler efficacement
un programme, le but est alors d’obtenir L > gh. Plus le réseau de communi-
cations est lent, plus le grain doit étre élevé. Une phase de calculs locaux et de
communications entre deux synchronisations s’appelle une ronde.

VALIANT montre comment ce modele permet de simuler optimalement un
programme EREW PRAM pour v > plogp en distribuant la mémoire de maniere
aléatoire sur les processeurs et gérant les acces a la mémoire grace a une fonction
de hachage [85, 59]. Il montre aussi comment simuler optimalement un programme
CRCW PRAM pour v > p**¢ (et L > logp) en utilisant des méthodes paralleles
de tri d’entiers [85, 84, 68]. Ces résultats sont théoriques et en pratique, il est
important de minimiser le nombre de rondes de simulation de PRAM car elles
impliquent en regle générale des tris et apportent une constante conséquente.
Pour cela, il faut faire attention a la maniere dont sont distribuées les données.

Le modele cGM peut étre vu comme une simplification du modele Bsp. Il
permet de se concentrer sur le placement des données sans toutefois entrer trop
dans le détail des communications. Lors du traitement d’un probleme de taille N,
tous les processeurs gerent une partie des données comparable en taille et sont
donc supposés disposer d'une mémoire locale en O(N/p).

Une premiere simplification qui vaut au modele la qualification de « gros
grain » consiste a supposer le rapport N/p tres supérieur a 1; typiquement, on
suppose N/p > p, ce qui permet a chaque processeur de stocker un peu d’infor-
mation concernant les autres processeurs (ne serait-ce qu’'une table de routage
vers chacun d’eux par exemple). Cette hypothese est tout a fait réaliste en ce
qui concerne les machines paralleles existantes: comme elles ont généralement
moins de 1000 processeurs, un probleme ne vérifiant pas cette hypothese aurait
une taille de quelques méga-octets, ce qui tient sur une machine séquentielle et
ne justifie donc pas forcément I'utilisation d’'une machine parallele.

Une deuxiéme simplification consiste a supposer h = N/p. Elle consiste a sup-
poser égales les complexités des différentes routines de communication que sont la
diffusion («broad-cast » en anglais) de un vers tous, la diffusion de tous vers un,
la diffusion personnalisée de tous vers tous, les sommes préfixées, et le tri. En ef-
fet, toutes ces opérations de communication peuvent étre réalisées par un nombre
constant de tris [26]. D’autre part, le tri par colonnes de LEIGHTON [54] permet de
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trier N > p3 nombres en cinq tris locaux entre lesquels des permutations simples
des données sont effectuées. Le temps pris par une routine de communications
sera n0té Topm (N, p). Remarquons que pour distribuer les données de maniére
efficace, il faut souvent faire au moins un tri. Dans le modele cGM, il faut viser
un nombre constant de rondes (et donc de tris) ou au pire O(logp) mais pas un
nombre qui dépend de N de sorte que I’algorithme reste efficace pour une large
variété de rapports N/p. Etant donné la puissance des ordinateurs séquentiels,
on peut supposer N de l'ordre de 100 méga-octets (un probleme polynémial sur
une entrée de 10 méga-octets peut étre résolu sur une machine séquentielle; en
revanche, un probleme exponentiel est nécessairement petit si I'on peut le ré-
soudre et I’hypothese doit porter explicitement sur la mémoire locale disponible
sur chaque processeur, on s’intéresse plutot a des problemes polynomiaux voire
linéaires dans cette these). log N est donc supérieur a 27, et il n’est pas envisa-
geable de trier log N fois un gros probleme puisque cela fait un facteur supérieur
a 27 > 700!

Le modele cGM relie donc de maniere beaucoup moins subtile que le modele
BSP le rapport entre les calculs locaux et les communications. Cependant, il per-
met d’aborder de maniere pertinente le placement des données sur une machine
distribuée et fournit des algorithmes efficaces [26, 20, 31] pour une large variété
de rapports N/p (cette propriété s’appelle «scalability » en anglais). Le modele
BSP permet en général d’affiner '’hypothese N/p > p en N/P > p¢ pour € > 0.
En pratique, on a bien N > p? (en revanche, I'hypothése N > p?® serait plus
discutable) et la simplification effectuée dans le modele cGM est bien justifiée
dans l'optique de concevoir des algorithmes d’implantation efficace.

Voici comment s’implanterait par exemple le calcul de sommes préfixées en
CGM.

Calculs préfixés

Ici les sommes totales sur chaque processeur sont envoyées a tous les proces-
seurs et chacun calcule la somme préfixée globale. Cela permet de ne faire qu'une
seule ronde de communications. Selon la machine il peut étre plus rapide de faire
deux rondes: une premiere ou chaque processeur envoie sa somme totale a Py et
une deuxieme ou P, renvoie a chacun la somme préfixée des sommes totales des
processeurs le précédant. Certaines machines comme la cM5 possedent déja une
routine de calcul préfixé déja implantée par le constructeur.

On comprend bien sur cet exemple du calcul préfixé comment I’hypothese
n/p > p permet de faire le calcul en une seule ronde au lieu de logp. L’algo-
rithme 2.1 calcule les sommes préfixées d'une liste en temps 2n/p+p+Teom(n, p) =

O(n/p+ Teom(n,p)).

1. Pour un tres gros probleme, log N est au plus de 50 (cela représente 1000 giga-octets sur
chacun des 1000 processeurs d’une hypothétique machine), log? N est donc de P’ordre de 1000.
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Algorithme 2.1 [26] Calcul préfixé
P,

Données : Une liste L de n éléments distribuée sur les processeurs F, ..., P,

telle que n/p > p.
Résultat : Une liste S des sommes préfixées S(i) = L(1)@®---® L(i) ou & est
n’importe quelle opération associative.
Début
Pour tout processeur P, effectuer
Calculer localement les sommes préfixées.
Envoyer a tous les autres processeurs la somme totale 7, des éléments
de P,.
Ajouter Ty @ - - - @ T,_; aux sommes calculées précédemment.

Fin

Le tri

Le tri est 'outil de base par excellence du parallélisme. En effet, les données
étant distribuées, il faut souvent les ranger de maniere adéquate sur les différents
processeurs. Le tri est un outil tres puissant dans ce domaine car il permet d’ef-
fectuer des déplacements complexes de données sans se soucier de la topologie du
réseau ou de la position initiale des éléments. Pour I’algorithmicien, ¢’est un outil
tres utile qui permet de faire abstraction du réseau de la machine cible, il suffit
que le tri soit rapide. Pour le programmeur, le tri facilite 'implantation grace a
I’appel de cette routine de haut niveau.

Le tri est une routine de base de la plupart des machines paralleles. Toutefois
il est possible d’implanter le tri avec les routines usuelles de communication.
GOODRICH [38] a montré comment implanter le tri de n éléments sur p < n°
processeurs (¢ < 1) avec O(logn/log(h + 1)) rondes et avec un temps de calcul
local de O(nlogn/p) dans le modele Bsp. Dans le modele caMm, cela se traduit
par un nombre constant de rondes et un temps de calculs locaux optimal.

Remarquons que le tri du géometre (ou «bucket sort » en anglais) qui permet
de trier n éléments entre 0 et n* en temps O(nk) perd sa complexité linéaire en
parallele. Il y a une bonne raison a cela, ce tri utilise fortement I’acces direct a la
mémoire offert par la RAM : il y a un logn caché dans le temps de tout acces a une
case mémoire car ce tri fait 'hypothese que log n est inférieur a la taille [ des mots
du processeurs (typiquement [ = 32 ou 64 bits). Dans le cas du distribué, les n
éléments a trier ne tiennent pas a priori dans la mémoire d’un seul processeur, et
I'hypothese n < 2! ne tient plus. On peut cependant supposer n/p < 2! (I'écriture
binaire d'un nombre entre 0 et n occupant log p cases mémoires), ce qui donne un
tri parallele du géometre avec un temps de calculs locaux en O(% logp) si on
remplace les tris locaux par des tris du géometre.

Dans le cas ou l'on trie les arétes d’un graphe, on obtient un ainsi un tri
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d’un temps de calculs locaux en O(% logp) avec un nombre constant de rondes.
Cette remarque est intéressante en ce qui concerne certains problemes linéaires
en séquentiel car cela permet de ramener le temps des calculs locaux des tris de
O(%log n) a O(%logp). On peut ainsi obtenir des algorithmes se situant a un
facteur logp de 'optimal.

2.2 Algorithme de composantes connexes

Nous allons maintenant présenter en introduction au modele comment calculer
les composantes connexes d'un graphe dans le modele cGM. La simulation de
'algorithme PRAM conduit & un algorithme en O(logn) rondes, ce qui est trop
couteux. Il est possible de ramener le nombre de rondes a O(logp).

Examinons tout d’abord dans un modele distribué comment calculer locale-
ment les composantes connexes sur chaque processeur et essayer de combiner les
résultats. Cela suppose que la mémoire de chaque processeur qui est de 'ordre de
m/p peut contenir un numéro de composante pour chaque sommet, ¢’est-a-dire
m/p > n. Cette hypothese implique donc que le graphe a beaucoup d’arétes.

Chaque processeur P,, 0 < a < p — 1 calcule séquentiellement une forét
couvrante des composantes connexes induites par les arcs qu’il a en mémoire.
Les processeurs de numéro o impair envoient leur forét au processeur P,_;. On
recommence avec les processeurs P, qui peuvent maintenant calculer une forét
couvrante du graphe induit par les arcs stockés par Py, et Pyyyq, 1 < a < P/2, et
ainsi de suite log p fois. Au bout du compte, Py a une forét couvrante du graphe
qu’il peut diffuser aux autres processeurs (par un «broadcast »).

Examinons maintenant le cas des graphes qui ont peu d’arétes. Cette fois,
c’est I’algorithme PRAM qui nous donne la solution, en nous permettant de nous
ramener au cas précédent. Il suffit pour cela de simuler ’algorithme PRAM durant
log p rondes pour qu’apres contraction des arbres de peéres, il y ait au plus n/p
étoiles. Cette derniere opération de contraction est un sous-probleme de «list-
ranking » dont I’algorithme cGM est directement inspiré de I’algorithme PRAM
optimal.

En combinant I'idée inspirée du séquentiel avec ’algorithme PRAM, on obtient
I’algorithme cam 2.2.

Remarquons que 'on obtient une forét couvrante dans le cas ou il y a peu
d’arétes en retrouvant pour chaque aréte de la forét couvrante de G’ une aréte
de G dont elle est issue.

Comme l'article contenant ces résultats n’est pas encore publié? [29], la mé-
thode pour calculer le list-ranking n’est pas détaillée ici. Les auteurs utilisent pour

2. A Theure ou j’écris ces lignes, ce modele est tellement nouveau que les auteurs de ce
résultat élémentaire n’ont pas encore écrit leur article. Cette note paraitra siirement amusante
dans quelques années, que ce modele connaisse un succes général ou un oubli total.
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Algorithme 2.2 [29] Composantes connexes
Données : Les m arétes d'un graphe G = (V, &) tel que ’“’T’" > p.

Résultat : Les composantes connexes.
Début
Sin < m/p Alors
Pour ¢t = 1 effectuer
L logp

Pour tout 1 < o < p divisible par 2! effectuer
Calculer une forét couvrante localement sur le processeur P, ot-1.
P, ot-1 envoie sa foréet a P,.
P, ajoute les aretes de la forét qu’il recoit aux siennes.

{Le processeur Py contient une forét couvrante du graphe.}
Le processeur diffuse a tous les processeurs le numéro de composante
connexe C(u) de chaque sommet u.

Sinon
Simuler log p pas de I'algorithme 1.1 ot n/p cases du tableau Pére sont
distribuées a chaque processeur.
Effectuer un «list-ranking » sur le tableau Peére.
Simuler I'instruction PRAM :
Pour tout aréte ZA] eﬂ'eciu\er
Calculer l'aréte Pére(i) Pére(j) du graphe G'.
Effectuer cet algorithme sur le graphe G’ qui a au plus n/p < m/p
sommets.

Chaque processeur calcule pour chacune des cases ¢« du tableau Pere:
Pére(i) < C(Pére(7)).

Fin

cela une idée algorithmique assez jolie tirée de I'algorithme PRAM déterministe
optimal.Cette technique est assez compliquée et je ne connais pas les détails de
I'implantation en CGM. En revanche, on peut facilement imaginer un algorithme
probabiliste pour résoudre ce probleme. L’idée qui consiste a faire confiance au
hasard pour sélectionner n/p éléments a peu prés équidistribués dans la liste est
illustrée par I'algorithme 2.3.

Toute la difficulté réside dans I'analyse de 1’algorithme qui est dans ce cas un
grand classique d’algorithmique probabiliste. La probabilité pour que I’algorithme
ne réussisse pas du premier coup est égale a la probabilité qu’il y ait une boite
contenant plus de 4p balles quand on lance n balles dans n/p boites. On peut

4p
montrer que cette probabilité est inférieure a 4n/p (%) en s’inspirant du calcul

page 44 de [63]. Pour n = 10'° (plus de 10 giga-octets par processeur) et p > 20,
cette probabilité est inférieure a 0,01 L’algorithme s’exécute donc en O(n/p +
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Algorithme 2.3 List-ranking probabiliste

Données : Les n éléments d’une liste L. Un tableau Suivant donne le succes-
seur de chaque élément de L. On suppose n/p > p.

Résultat : Le rang R(i) de chaque élément i de L.
Début
Chaque processeur sélectionne aléatoirement n/p? des éléments qu'il
contient.
{Si les données ne sont pas distribuées aléatoirement sur les processeurs,
il est possible d’y remédier en une ronde : chaque processeur divise de ma-
niere aléatoire sa part d’éléments en p portions qu’il envoie a tous les
processeurs selon une permutation aléatoire.}
Initialiser R a 1.
Poser R(d) < 0 et Suivant(d) < d pour le dernier élément d de L et pour
tous éléments i sélectionnés, stocker la vieille valeur de Suivant(i) dans
Suivant' (7).
Simuler 2 + log p opérations de «pointer-jumping »

Si Suivant(i) < Suivant(Suivant(i)) Alors

R(i) < R(i) + R(Suivant(i))
L Suivant(i) <— Suivant(Suivant(i))

Si Suivant'(Suivant(i)) est un élément sélectionné pour tout i Alors conti-
nuer.
Sinon 'exécution a échoué, recommencer 1’algorithme depuis le début.
Pour tout élément i sélectionné effectuer

Suivant(i) < Suivant'(Suivant(i))
L R(i) < R(Suivant(i)) + 1

Chaque processeur envoie ses n/p? éléments sélectionnés et les valeurs
associées au processeur Fp.

Py fait le list-ranking de la liste des éléments sélectionnés en séquentiel et
renvoie a chaque processeur les rangs des sommets sélectionnés que celui-ci
lui avait envoyé.

Simuler I'instruction :

Pour tout élément i effectuer R(i) < R(i) + R(Suivant(i))

Fin

log p T.om(n, p)) avec forte probabilité.

On attend généralement des algorithmes probabilistes séquentiels une proba-
bilité de durée d’exécution supérieure a celle annoncée bornée par 1/n°. Il n’est
pas aberrant de penser qu’un bon algorithme probabiliste paralléle présente une
probabilité qui tend rapidement vers 0 quand le nombre de processeurs augmente.
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2.3 Reconnaissance des ordres N-free

2.3

Reconnaissance des ordres N-free

Nous allons maintenant aborder un algorithme cGM de reconnaissance des
ordres N-free basé sur I'algorithme 1.11. Nous utiliserons les termes du para-
graphe 1.3.

Les deux algorithmes PRAM 1.11 et 1.12 sont assez faciles a implanter en
cGM. En effet, l'algorithme EREW 1.12 utilise un nombre constant de tris et
I’algorithme CRCW 1.12 est en temps constant. En fait, la simple simulation de
ce dernier donne un algorithme cGM ayant un nombre constant de rondes, ce qui
montre 1'utilité des algorithmes PRAM en temps constant.

L’algorithme 2.4 est une version CGM de 'algorithme EREW 1.12.

Algorithme 2.4 Reconnaissance des ordres N-free

Données : Les m arétes d’un graphe orienté sans circuit D = (V, A) réduit

transitivement tel que 22 > p.
p

Résultat : Un diagramme d’arcs si la fermeture transitive de D est un ordre

N-free.

Etape 1

Trier les arcs anti-lexicographiquement.

Associer a chaque arc par un calcul préfixé un numéro de composante
bipartie: 'origine du premier arc ayant méme destination.

Stocker pour chaque bloc d’arcs de méme destination et donc de méme
numéro de composante bipartie b 'information Arc(v) = b, co.

Etape 2

Trier les arcs lexicographiquement.

Vérifier par un calcul préfixée que les arcs ayant méme origine ont méme
numéro de composante et calculer en méme temps le nombre d’arcs dans
chaque bloc de méme origine.

Stocker pour chaque bloc d’arcs de méme origine u et de méme numéro
de composante bipartie b les informations Arc(u) = 0,b et b, Degré® (u).

Trier les couples b, Degré® (u) par b croissant et vérifier par un calcul préfixé
que tous ceux qui ont méme premiere composante ont méme deuxieme
composante.

Construction d’un diagramme d’arcs.

Chaque processeur envoie les enregistrements Arc(u) qu’il possede au pro-
cesseur Py /p).

Chaque processeur P, calcule ’arc du diagramme d’arcs associé a chaque
sommet an/p+1 < u < (a+ 1)n/p: §'il regoit zéro, un ou deux enregis-
trements le concernant, I'arc sera respectivement 0, oo, ou d’une des deux
formes b, oc ou bien 0, b, ou de la forme b, '

Les «broadcast » sont en fait des calculs préfixés et peuvent étre faits par une
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Chapitre 2 Modele a gros grain CGM

diffusion de tous vers P, qui calcule ce dont chaque processeur a besoin et leur
envoie. Il faudrait tester ce qui est le plus rapide en pratique. La méthode donnée
dans 'algorithme 2.4 prend une ronde avec p? messages, la méthode évoquée ici
prend deux rondes avec 2p messages.

Théoreme 32 L’algorithme 2.4 détermine si la réduction d’un graphe réduit
transitivement est un ordre N-free, et en calcule un diagramme d’arcs dans [’af-
firmative, en temps O(""’Tm logp + Teom(n + m, p)).

2.4 Représentation compacte des ordres de di-
mension d

Il existe déja une version cGM de la gestion d’une base de données d’éléments
d’un espace de dimension d fixée [30], en vue de la réponse & des requétes de type
intervallaire : « Quels sont les éléments de base de données qui ont tel caractere
entre telle et telle valeur, tel autre caractere dans tel autre intervalle ...7 ».Cet
article est basé sur la structure de «range tree ». Cette structure de données est
tres récursive et par conséquent difficile a comprendre, ce qui n’en facilite pas
I'implantation.

Nous allons voir comment implanter la structure de données compacte intro-
duite dans le paragraphe 1.2 dans le modele caM. Nous étudierons tout d’abord
la simulation de l'algorithme PRAM avant d’aborder une version minimisant le
nombre de rondes. Pour simplifier les notations, nous supposerons que n et p
sont des puissances de 2 (si ce n’est pas le cas, il faut rajouter des parties entieres
la ot 'on n’a plus des entiers).

Simulation de 1’algorithme pram

L’implantation la plus simple consiste a simuler I’algorithme PRAM 1.8.

L’idée la plus simple s’avere la mieux adaptée: distribuer les tableaux Wy
de maniere triée sur les processeurs: les n/p premiers éléments sur Py, les n/p
suivants sur Py, etc... Chaque élément W, (z) = v est associé a un intervalle Iy (z)
de Wy et aussi a une copie de (m(v), ..., mq(v)).

Remarquons que la simulation du tri « a la quicksort » effectuera log p rondes
et non pas logn. En effet, la taille des blocs vaut n/p apres logp phases, aussi
les éléments de Wi iogp, ... s Wyiogn sont distribués de la méme maniere sur les
processeurs, et seul l'ordre des éléments a l'intérieur de chaque mémoire locale
change. Comme il n’est pas nécessaire de faire des copies d’'un méme élément a
I'intérieur de chaque processeur, la taille de la représentation sera donc de 1’ordre
de O(nlogdi1 n 4 dnlog®! p). Pour d > 3 et pour des valeurs réalistes de n et p
¢’est-a-dire logn > 23 et logp < 15, on a toujours dlog? ' p < log? ! n et 'espace
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2.4 Représentation compacte des ordres de dimension d

mémoire utilisé est optimal & un facteur 2 pres3.
Voir l'algorithme 2.5.

Algorithme 2.5 Calcul d’une représentation compacte

Données : n éléments v(0) = (m1(0),...,m4(0)), ..., v(n —1) = (m(n —
1),...,mq(n —1)).

Résultat : Un ensemble W de log?™" n tableaux et les intervalles de successeurs
It(x) = [gs(x),ds(z)] associés a chaque sommet v(Wy(x)).

Début

Trier les éléments suivant la premiere coordonnée pour obtenir le tableau

Wi.

Pour tout 0 < z < n effectuer I,(z) < [z +1,n — 1]

Poser W = {W;}.

Pour 6 = 2 a d effectuer

Pour tout W; € W effectuer

Simuler logp phases du calcul d’une représentation compacte de

I'intersection de I'ordre de contiguité représenté par Wy et Iy avec

I'ordre total induit par 75 en triant Wy « a la quicksort » selon la

d€¢ coordonnée selon I’algorithme 1.8.

On obtient ainsi les logp premiers tableaux de la représentation

compacte Wy, ..., Wgigep et Iro, ..., If10gp-

Continuer séquentiellement sur chaque processeur le cal-

cul de  Wryiogptis--- s Wiiogn et les intervalles associés
L Lriogptts - plogn-

B Poser W «— Ungw{Wf,oa S :Wf,logn}-

Fin

Théoreme 33 L’algorithme 2.5 calcule une représentation intervallaire com-

nlog¢='n

pacte d’un ordre de dimension d donné par d permutations en temps O( >

(d10g p) Teom (dnlog" > n, p)).

Remarquons que cet algorithme est tout a fait acceptable de par sa simplicité
et son nombre de rondes relativement faible. En revanche, dans I'application en
base de données, la simulation de I'algorithme 1.9 risque de donner de mauvais
résultats dans le cas ou les requétes ne se distribuent pas équitablement lors de
I'insertion dans les tableaux: un seul processeur risque de récupérer toutes les
requétes dans son bloc de taille n/p apres log p phases de simulation.

3. Ces bornes sont vraiment larges car 22° représente environ 10 méga-octets, ce qui tient
sur un ordinateur personnel et 2'6 ~ 64000, ce qui est le nombre de processeurs du plus gros
ordinateur parallele jamais construit, la «connexion machine ».
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Chapitre 2 Modele a gros grain CGM

Calcul des intervalles de nouveaux sommets

Nous allons voir dans ce paragraphe comment calculer les intervalles de n' =
O(n) nouveaux sommets avec dlogp rondes malgré tout. Ce probleme est la tra-
duction sur I'ordre de dimension d de la réponse a des requétes dans le contexte des
bases de données. Notons Wi, , 1’ensemble des tableaux Wy de la représentation
compacte qui ont des blocs de taille n/p. La simulation de I'algorithme PRAM 1.9
permet de calculer les intervalles des nouveaux sommets des tableaux de taille de
bloc supérieure a n/p; il reste ensuite a poursuivre les calculs localement sur les
processeurs a l'intérieur des blocs de taille inférieure a n/p. Le probléme consiste
a équilibrer ces calculs sur les processeurs. Voir 1’algorithme 2.6.

Pour ce qui est des envois de parties de la représentation compacte, au pire
chaque processeur envoie toute sa partie locale de la représentation et en recoit
autant. Chaque processeur recoit au plus 2n/p requétes par tableau W, € Wiy,
Il peut donc subsister un déséquilibre entre les processeurs vis a vis du nombre
de requétes qu’ils ont a traiter lorsque n’ est tres inférieur a n.

Théoréme 34 L’algorithme 2.6 permet de trouver les intervalles de n' requétes
! d—1
en temps O(Wrn)l% + (d1og p) Teom(dnlog®? n, p)).

Dans [30], les requétes restent équilibrées sur les processeurs mais c¢’est la base
de données qui peut etre completement dupliquée. La solution adoptée ici permet
de garder des communications faibles dans le cas ou n' est petit par rapport a n
et demande le méme temps de calcul dans le pire cas. Les deux méthodes sont
efficaces lorsque n' est de l'ordre de n (dans ce cas, le plus rapide est peut-étre
de reconstruire toute la base de données pour les n + n’ sommets) ou lorsque les
requétes sont équidistribuées (si elles sont supposées aléatoires par exemple).

Calcul du nombre d’arcs de I’ordre

Pour calculer le nombre d’arcs de 'ordre, il suffit de rassembler tous les in-
tervalles correspondant a chaque sommet. Voir I'algorithme 2.7.

Théoréme 35 L’algorithme 2.7 calcule en temps O(’“Of‘#+Twm(nlogd71 n,p))
le nombre d’arcs d’un ordre de dimension d a partir d’une représentation com-
pacte.

Calcul des arcs de ’ordre

Une fois que I'on a calculé les intervalles de successeurs de chaque sommet,
on peut calculer a I'avance comment placer les listes d’adjacence des sommets
pour qu’elles soient équidistribuées sur les processeurs et en particulier a quel
processeur envoyer chaque sommet d’un intervalle de successeurs. Le calcul du
nombre de prédécesseurs de chaque sommet permet de calculer le nombre de
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2.4 Représentation compacte des ordres de dimension d

Algorithme 2.6 Calcul des intervalles de nouveaux sommets

Données : Les tableaux W et Iy d'une structure de données compacte re-
présentant un ordre de dimension d. n’ = O(n) nouveaux sommets
u(0) = (71(0),...,7,(0)),... ,u(n—1) = (7} (n'=1),... , 7 (n'—1))
ou les 7§(i) sont des nombres entre 0 et n — 1.
Résultat : Les intervalles de successeurs I} (i) associés a chaque nouveau som-
met u(7).
Début
Pour tout processeur P, effectuer
Simuler logp phases de l'algorithme 1.9 pour chaque sommet u(7),
an'/p <i < (a+1)n'/p.
Pour chaque sommet (i), retenir le rang x ou il s’insere dans chaque
tableau W, € Wiy, ainsi que l'intervalle I associé, et créer une requéte
élémentaire r(i) = (z, g9, I).
Trier les requétes lexicographiquement.
Soit Rg I'ensemble des requétes élémentaires (x, g, ) telles que fn/p <
r < (B+1)n/p.
Pour tout processeur P, effectuer
Calculer localement le nombre Ngﬁ de requéetes dans Rg sur P,.
Si N/ =n/p Alors
Recevoir du processeur P une copie de la partie de la représenta-
tion compacte obtenue & partir du 4¢ bloc du tableau W,.
{Le processeur Pg enverra un seul message destiné a l'intervalle des
processeurs lui demandant la partie de la représentation compacte
en question.}

Sinon

Envoyer les requétes r € R_g au processeur Pj .

{Le processeur Pg recevra au plus 2n/p requétes concernant le ta-
| bleau W,.}
Faire localement les calculs concernant chaque requéte recue et chaque
requéte gardée.
Envoyer les résultats concernant chaque requéte r(i) au processeur

| Li/p].

Fin

copies a faire pour chaque futur successeur. Ces remarques permettent de calculer

(B 4 T (m+ n log? !, ).

les arcs de I'ordre en temps O
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Algorithme 2.7 Calcul du nombre d’arcs

Données : Les tableaux Wy et Iy d’'une structure de données compacte repré-
sentant un ordre de dimension d.

Résultat : Le degré de chaque sommet et le nombre total d’arcs.

Début

Pour tout processeur P, effectuer

Envoyer au processeur P/, une copie de chaque intervalle I;(z) sto-

cké en mémoire locale en posant v = Wy (z).

P, recoit tous les intervalles des sommets x tels que an/p < z <

(a+1L)n/p.

Calculer pour chacun de ses sommets la somme des longueurs des

intervalles associés pour trouver son degré.

Faire une somme préfixée sur les degrés pour trouver le nombre total
d’arcs.
Fin

Implantation CGM

CGM privilégie un nombre faible de rondes. En pratique cela signifie qu’il vaut
mieux envoyer peu de longs messages que beaucoup de courts. Dans ce probleme,
on peut tres bien appliquer cette philosophie pour effectuer une seule ronde au
lieu des dlogp de la simulation. Etant donné la nouveauté du modele, il faudrait
vérifier qu’en pratique c’est effectivement plus rapide de faire quelques rondes de
communications compliquées plutot que log p rondes de communications simples.

Dans le modele cGM le tri demande un nombre constant de rondes, c’est pour-
quoi les log p rondes imposées par le tri « a la quicksort » sont superflues. Etant
donné Wy, on peut obtenir les tableaux Wy, ..., Wyioep en un seul tri. On peut
meéme faire cela pour tous les tableaux Wy en un seul tri un peu plus complexe.
Pour cela, chaque processeur duplique lui-méme chaque élément v = Wy(z) de
son morceau de Wy en logp + 1 copies vyy = gyp—1(ms5(v)), f, .2, 0 < ¢ < logp.
Chaque élément contient aussi une copie de U'information v = (w1 (v), ... , m4(v)).
gs-1(ms(v)) donne le bloc qui contient v a la ¢¢ phase du tri « a la quicksort »
selon la ¢ coordonnée. Rappelons la définition g4(y) = by ...bs10...0 quand la
représentation binaire de y est y = by -+ b, (on pose g_;(y) = 0). Il suffit ensuite
de trier lexicographiquement les quadruplets vy 4 pour obtenir les tableaux voulus
de la représentation compacte. Remarquons que les sommes préfixées Sy 4 ne sont
pas calculées ici.

Rien n’empéche non plus d’appliquer le méme principe pour les tableaux des
dimensions suivantes et de construire la structure de données compacte avec un
seul tri. Cela donne 'algorithme suivant :

Cet algorithme tient en une seule ronde. Mais dans le cas de 'application aux
bases de données ou de I'application en géométrie a des points dans un espace de
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Algorithme 2.8 Calcul d’une représentation compacte

Données : n éléments vy = (m1(vg), ... ,ma(vg)), -+, (M1 (Vn-1),. .., 7Ta(Vn_1))-
Résultat : Les tableaux Wy de la représentation intervallaire compacte de
I'ordre de dimension d associé.
Début
Pour tout processeur P, effectuer
Pour tout élément v de P, effectuer
Créer log?~! p éléments de la représentation compacte :
Vg, spg — g¢d_1(ﬂ'd(1})), s ,g¢2_1(71'2(1))), ¢da cee ad)Qa 71'1(7))
pour tout 1 < ¢o,...,¢q < logp. {On peut se restreindre auz
Go, ..., Qg tels que un ¢; au plus vaut logp}

Trier lexicographiquement les n log?~" p éléments créés. {Une comparaison
de deux éléments prend un temps O(d)}

Chaque processeur recoit un morceau de chaque tableau Wy, . 4, constitué
des éléments de mémes 2(d — 1) premieéres composantes.

Continuer localement sur chaque processeur le calcul des tableaux restants
a partir des Wy, . 4, tels que I'un des ¢4 vaut logp (la taille des blocs y
est donc inférieure & n/p).

Fin

dimension d, les m5; ne sont plus des permutations mais de simples tableaux de
nombres (entiers ou réels). Il faut alors modifier le calcul des g, (75(v)). Un premier
tri des d tableaux mq,...,m; permet d’en obtenir les pivots, seuls les pivots des
log p premieres phases nous intéressent, cela fait 1 +2 44 +--- 4 298P~ =5 1
pivots par coordonnée. L’algorithme fait donc ’hypothese n/p > p. La procédure
BlocsCourants permet ensuite de calculer go(m5(v)), ... , Giogp—1(ms(v)).

Pour calculer la représentation compacte, il reste encore a calculer les inter-
valles associés a chacun des éléments des W;. On peut utiliser pour cela une
technique similaire a celle employée dans le calcul des tableaux W;. Cette tech-
nique permet tout aussi bien de calculer les intervalles associés a des nouveaux
éléments (c’est-a-dire a des requétes dans le contexte des bases de données). Nous
allons donc traiter ce probleme plus général.

Traitement des requétes dans une base de données distribuée

La technique consiste a calculer localement des éléments fictifs représentant
les bornes des différents intervalles d'un sommet donné. On peut ensuite trou-
ver grace a un tri puis une somme préfixée le rang des positions ol ces bornes
s'inserent dans les tableaux Wy. Voir 'algorithme 2.10.

Cet algorithme n’est a nouveau efficace que lorsque le nombre de requéte est
de l'ordre de la taille de la base de données. Le déséquilibre qu’il peut y avoir
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Algorithme 2.9 Calcul des g4(ms(v))

Données : d tableaux de n nombres 7, ... , 7.

Résultat : Les pivots des logp premieres phases.

Pré-calcul des pivots

Trier les couples (§, 75(v)) lexicographiquement.

Calculer par une somme préfixée le rang de chaque élément dans chaque
tableau ;.

Pour chaque tableau 5, diffuser a tous les processeurs les éléments 5 de
rang r = n/2,n/4,3n/4,... (r est de la forme 26771987 % yn nombre de
log p bits).

Procédure BlocsCourants(ms(v))
Début
Poser g_1(ms(v)) < 0.
Pour ¢ < 0 a logp — 1 effectuer
T gp-1(ms(v)) olt le ¢ + 1€ bit est mis a 1.
Si 7m5(v) < ¢ Alors
L 96(75(v)) = gp-1(m5(v))

Sinon g4(ms(v)) < .

Fin

sur la destination des différentes requete parait difficile a gérer quand il y a peu
de requéte. En pratique, ce cas n’est probablement pas génant si ’on utilise un
algorithme du type de I'algorithme 2.6, s’il y a peu de requéte, un seul processeur
pourra les traiter assez rapidement.

Nous allons maintenant aborder la partie traitant des graphes de comparabi-
lité.

2.5 Reconnaissance des graphes de comparabi-
lité

Une fois de plus, 'algorithme PRAM (voir le paragraphe 1.4) s’implante assez
facilement mais sa complexité en fait un algorithme peu efficace. Toutefois il
pourrait permettre de traiter des graphes trop gros pour rentrer dans la mémoire
d’un ordinateur séquentiel. Mais la aussi, sa complexité (en mémoire) le dessert
car la relation de forgage direct prend une place mémoire en O(dm), ce qui risque
d’étre trop gros méme pour une machine paralléle (c’est encore acceptable pour
les graphes de degré borné, ce qui est trés restreint).

Pour obtenir un algorithme utilisable, il faut utiliser un espace mémoire total
en O(n+m). Pour identifier les classes d'implication efficacement, il faut comme
en séquentiel calculer les composantes connexes a chaque pas du calcul de la
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Algorithme 2.10 Evaluation de la taille des requétes

Données : Les tableaux W, de la représentation compacte associée a n d-
uplets. n’ = O(n) d-uplets de requétes.

Résultat : Les intervalles et la taille de chaque requéte.

Début

Pour tout processeur P, effectuer

Pour tout requéte v de P, effectuer

Créer 2log? ! p bornes d’intervalles de v

Ug2,...,¢d = g:bd—l(ﬂ-d(v)): gd’d—l*l(ﬂ-d*l(v))i s ,g¢2,1(7r2(v)), Pds -
¢2, ™ (U) + 1

Vo s = Ipa-1(Ta(V)); 9pu_i—1(ma-1(v)), ., Ggo—1(72(v)), bas - .- ,
P2, 00

pour tout 1 < ¢y, ..., dq < p tel que le ¢ + 1€ bit de g4,—1(ma(v))
vaut 0 et ot g, (m4(v)) a les mémes bits que gy, 1(m4(v)) sauf le
¢+ 1€ qui est mis a 1. {On peut se restreindre auzx ¢o, ... , dq tels
que un ¢; au plus vaut logp}

Trier les tableaux Wy, . 4, et les bornes pour trouver les rangs des bornes
des intervalles.

Continuer les calculs dans les représentations locales de tailles de bloc
inférieures & n/p.

Fin

relation de forcage.

Le calcul de la relation de forcage ressemble beaucoup au produit de matrices.
En effet, pour chaque aréte wwv, il faut considérer les arétes vw telles que uw
n’est pas une aréte du graphe. Il n’est cependant pas étonnant de trouver une
procédure qui ressemble a la fermeture transitive dans un algorithme de calcul
d’une orientation fermée transitivement.

Nous allons présenter un algorithme qui utilise un espace mémoire en O(dn),
ce qui dans le pire cas revient a avoir une représentation matricielle du graphe.
Chaque processeur traite les listes d’adjacence de n/p sommets. On suppose donc
dn/p > 6, c’est-a-dire n > p. L’algorithme est en deux temps: par une procédure
du type produit de matrice, chaque processeur construit pour chacun de ses
sommets une foret couvrante des relations de forcage des arcs entrants du sommet
et une autre sur les arcs sortants. Le deuxieme temps consiste a faire 'union
de toutes les foréts couvrantes. Les classes d’implication sont les composantes
connexes de cette union de foréts qui a une taille inférieure a 2m.

Théoreme 36 L’algorithme 2.11 détermine les classes d’implications d’un graphe
(tel que n > p) en temps 0(5%2 + (p + logp) Teom(nd, p)).

Concernant I’espace mémoire, I’hyptothese la plus forte de I’algorithme consiste
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Chapitre 2 Modele a gros grain CGM

Algorithme 2.11 Calcul des classes d'implication

Données : Les listes d’adjacence de chaque sommet d’un graphe G = (V, £).

Résultat : Le numéro de classe d’implication de chaque arc.

Etape 1 Relations de forcages « locales »

Chaque processeur P, possede un bloc L, de listes d’adjacence et en fait

une copie K,.

Effectuer p rondes

Pour tout processeur P, effectuer

Pour toute liste d’adjacence A de L, d’un sommet u effectuer

Pour tout voisin v de u dont la liste d’adjacence B est dans

K, effectuer

Calculer A — B.

Pour tout w € A — B effectuer

Si uw n’est pas dans le méme arbre que uv Alors
Rajouter la relation de forcage direct uw ~ uv a la
forét des arcs sortants de wu.
Rajouter de méme wu ~ vu la forét des arcs en-
trants.

| Recalculer les composantes connexes des deux foréts.

Envoyer K, au processeur suivant :
L Ka < Kaflmodp-

| Calculer les composantes connexes de I'union des foréts.

a supposer que chaque liste d’adjacence tient dans la mémoire d’un processeur.
L’autre hypothese sur la taille de la mémoire ne servait qu’a expliquer 1'algo-
rithme en termes de produit de matrice. En effet, on peut découper I’ensemble
des arcs du graphe en blocs de listes d’adjacence de taille 2m/p au plus.

Si I'on ne fait plus I’hypothese que la liste d’adjacence d’'un sommet tient
toujours dans la mémoire d’un processeur, la méme technique peut toujours s’ap-
pliquer mais il faut « recoller les morceaux » d’une ronde a ’autre. Il faut com-
mencer par trier les arcs lexicographiquement pour que la liste d’adjacence d'un
tel sommet soit répartie sur des sommets consécutifs. Il y a deux problemes a ré-
soudre : celui d'un processeur qui gere un tel sommet et celui d’un processeur qui
travaille sur un K, qui n’est qu’une partie de liste d’adjacence. Dans ce dernier
cas, il suffit de continuer le calcul A — B & la ronde suivante quand la suite de
la liste d’adjacence arrive avec K, 1 (les listes étant triées, cela ne pose pas de
probléme en faisant ce calcul par fusion des deux listes).

Le cas ou la liste d’adjacence d’'un sommet u stockée sur le processeur P,
se poursuit sur le processeur suivant est plus délicat. Quand le processeur P,
a identifié un voisin de wu, il faut qu’il passe cette information au processeur
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2.5 Reconnaissance des graphes de comparabilité

suivant avec K, pour que les processeurs suivants ne manquent pas de relation
de forcage. P, envoie donc & P,,; une copie de 'aréte uv avec K, pour chaque
voisin?. (Remarquons que P, posséde au plus un sommet dont la liste d’adjacence
se prolonge sur P,1).

Il faut continuer a maintenir les composantes connexes de la forét sur les arcs
sortants de u sur tous les processeurs qui la contiennent, pour que le nombre de
relations de forcages stockées sur les processeurs de plus grand numéro n’explose
pas. La seule facon que nous connaissions actuellement pour réaliser ce genre
d’opérations consiste a faire un calcul de composantes connexes a chaque ronde.
Certains arcs sortants de u sont dupliqués et ont été passés avec K,. Les copies
servent a calculer les foréts locales de relations de forcage. On pourrait croire que
I’on manque des relations de forcages du type uv ~ uw lorsque v > w sont dans
la liste d’adjacence de u, et v se trouve sur un processeur de plus grand numéro
que celui sur lequel se trouve w. Si cette relation de forcage passe inapercue
quand c’est la liste d’adjacence de v qui est inspectée a travers les K, elle est en
revanche considérée quand c’est la liste d’adjacence de w qui est inspectée.

Il y a au plus une copie par arc. L’algorithme des composantes connexes
s’exécute donc sur un graphe de Degré(u) sommets (les arcs sortants de u), et au
plus 2 Degré(u) arétes (celles des foréts locales de relations de forgage). Au total,
il aboutit au bout d’un temps O(% +logp Teom(m, p)).

Les données risquent d’etre distribuée de maniere hétérogene : toutes les listes
d’adjacence d'un processeur P, peuvent étre fusionnées avec toutes les listes de
K,, ce qui prend ), , |L,| + |M,| opérations ou L, désigne la liste d’adjacence
locale de u et M, la liste d’adjacence de K, d’un voisin v € L,. Ceci conduit

N 2 . . .
a une borne en 7;—2 qui est atteinte lorsqu’un processeur n’a qu’une seule liste

d’adjacence L, et que K, est composé de % listes singletons de sommets qui
sont tous dans L,. La seule borne décroissante avec p que 1’on peut obtenir est
donc O(mTQ). Ce dernier probleme vient du fait que ’on a mal réparti les données.
Pour le résoudre, il faut distribuer les listes d’adjacence de sorte que chaque
processeur regoive de I'ordre de n/p listes. Il faut pour cela traiter différemment
les sommets de degré supérieur a m/p (dont la liste d’adjacence ne tient pas dans
la mémoire locale d’un processeur) et les autres. De tels sommets sont en nombre
au plus p — 1. On place leur listes par un tri lexicographique par exemple, chaque
processeur aura au plus deux morceaux de listes. Pour placer les autres listes
d’adjacence, on trie les sommets restants par degré décroissant et on place ainsi:
la liste du premier sommet sur P, la liste du deuxieme sommet sur P,..., la liste
du ¢ sommet sur P;_jmeap. Avec cette stratégie, chaque processeur aura au plus
n/p listes. C’est le processeur Py qui stocke le plus d’arcs. En revanche, si on lui
enleve la premiere et la derniere liste que I'on lui a alloué, il lui reste moins d’arcs
que sur chacun des autres processeurs, ce qui fait donc moins de m/p arcs. Au
total, le processeur Py, stocke donc au plus 3m/p arcs et les autres processeurs en

4. < voisin de u » signifie ici « dans le morceau de la liste d’adjacence de u stockée dans P, ».
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ont moins. En comptant aussi les sommets de degré supérieur a m/p, on obtient
une distribution des données telle que chaque processeur a au plus n/p + 2 listes
d’adjacence et au plus 4m/p arcs.

Revenons a I’algorithme de calcul des classes d’implication lorsque les données
sont distribuées ainsi. On peut toujours I'exécuter car sur chaque processeur, il y
au plus une liste d’adjacence qui se poursuit sur le processeur suivant®. On peut
maintenant borner le calcul local de chaque ronde:

YLl + 1M <DL+ Y L] < 2%%

u,v
. On obtient donc le résultat suivant.

Théoreme 37 L’algorithme 2.11 avec les adaptations ci-dessus calcule les classes
d’implication d’un graphe G tel que m/p > p en temps O(% + 2 +mlogp+
plogp Teom(m, p)).

La borne en dm est devenue nm, ce qui permet de mettre en évidence les pro-
blemes que posent l'irrégularité des structures de données optimales des graphes
dans leur traitement parallele. Autoriser 'algorithme PRAM 1.13 & utiliser un es-
pace mémoire en O(dm) masquait cette difficulté. Nous voyons ici que la recherche
d’'un temps polylogarithmique pour un algorithme PRAM n’est pas justifiée dans
le cas ou le travail de 'algorithme dépasse largement 1’ordre de grandeur de la
taille du probleme. Il faut concevoir des algorithmes PRAM utilisant un nombre
de processeurs de l'ordre de la taille du probleme.

Les algorithmes d’orientation 1.14 et de décomposition modulaire 1.16 s’im-
plantent facilement en ¢GM puisqu’ils utilisent un nombre constant de tris, de
calculs préfixés et de calculs de composantes connexes.

2.6 Les graphes creux

L’exemple du traitement des graphes de comparabilité nous permet de mettre
en évidence la difficulté de traiter les graphes creux, c’est-a-dire ayant peu d’arétes.
L’hypothese m > pd simplifie le calcul des classes d’implication. On a vu com-
ment dans les composantes connexes ’hypothese m > pn simplifiait la tache.
Considérons a ce propos un probleme tres utile et tres simple dans le domaine
des graphes: calculer le degré de chaque sommet.

En séquentiel, on fait I’hypothese que le graphe tient en mémoire et donc sans
s’en rendre compte, on suppose que 'on peut garder en permanence en mémoire
un compteur pour chaque sommet du graphe. Cette hypothese pourrait tres bien
s’avérer fausse si le graphe est si gros qu’il nécessite 1'utilisation de mémoire

5. Cette remarque tient aussi pour les K, avec la remarque qu’il faut faire une ronde supplé-
mentaire pour les processeurs P, tels que K, contenait initialement une fin de liste d’adjacence.
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virtuelle sur le disque dur. Et dans ce cas, le meilleur algorithme risque fort de
ressembler a un algorithme parallele.

En effet, le parallélisme nous confronte directement a cette hypothese. Consi-
dérons le cas ou I'on peut encore stocker dans la mémoire de chaque processeur un
compteur pour chaque sommet, c¢’est-a-dire le cas o m/p > n. Dans ce cas ’al-
gorithme séquentiel peut encore servir: calculer localement les degrés sur chaque
processeur et faire la somme ensuite. L’algorithme 2.12 en donne les détails.

Algorithme 2.12 Calcul des degrés

Données : m arcs d’un graphe, chaque processeur gere m/p arcs.

Résultat : Les degrés de tous les sommets, chaque processeur gere n/p som-
mets.

Début

Pour tout processeur P, effectuer

Parcourir la liste locale d’arcs et calculer le degrés d, (i) de chaque

sommet rencontré.

Pour tout ¢ envoyer d,(i) au processeur P[;/).

Pour tout an/p <i < (a+ 1)n/p effectuer

| Calculer Degré(i) <— do(i) + - -+ + dp_1(3).

Fin

L’algorithme 2.12 calcule les degrés des sommets d’un graphe en temps O(n+
m/p~+T.om(pn, p)). Un processeur peut tres bien recevoir de 'ordre de n messages.
Cet algorithme n’est optimal que lorsque m/p > n, ¢’est-a-dire lorsque le graphe
est dense ou lorsqu’il y a peu de processeurs (si m est de I'ordre de n, cela peut
vouloir dire un seul processeur).

D’un autre coté, le modele PRAM s’intéresse au cas ou la mémoire de chaque
processeur est tres restreinte, et il offre donc naturellement des solutions lorsque
des hypotheses trop fortes sur la taille du graphe ou sur le grain ne sont pas véri-
fiées. La solution dans le cas présent consiste a trier les arcs lexicographiquement
et a faire une somme préfixée.

Le placement des données est tres important dans un algorithme cGM. Aussi,
le traitement parallele efficace d’un probleme a de grandes chances de nécessiter
au moins un tri des données du probleme. Les algorithmes paralleles linéaires
sont rares. Il n’est pas étonnant qu’il faille payer le prix lorsque les données sont
distribuées. On peut toutefois obtenir un facteur logp au lieu de logn, avec le
tri du géometre ou les algorithmes de tri probabilistes [68]. Qu’en est-il des tris
implantés par les constructeurs de machines paralleles?

Les graphes qui ont de grandes disparités dans les degrés sont plus difficiles
a traiter que ceux qui font preuve de régularité. On pourrait alors chercher dans
cette optique des transformation de graphes qui permettent de rendre le degré
plus régulier. Il existe par exemple une technique PRAM pour les algorithmes de
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« contraction d’arbres » consistant a rendre le degré constant en rajoutant a peu
pres autant de sommets qu’il y a d’arcs [86, 60]. Cette technique s’étend aisément
aux graphes. Peut-on trouver des techniques similaires en cGM?

Conclusion

Nous avons transformé quelques algorithmes PRAM en CGM. Le tri et les
calculs préfixés sont encore des outils de base. Le calcul des composantes connexes
parait en revanche assez lourd. Le modele CGM pose de plus le probleme de la
distribution des données. Si la solution suit naturellement 1’algorithme PRAM
dans certains cas (comme la reconnaissance des ordres N-free), on est confronté
a d’importants problemes d’équilibrage de charge entre les différents processeurs
dans d’autres (comme la réponse a des requétes en petit nombre par rapport a la
taille de la base de données, ou le calcul des classes d’implication d’un graphe).
Il parait parfois difficile d’équilibrer a la fois la distribution des données et la
distribution des calculs.
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Chapitre 3

Bornes d’un réseau de téléphones
mobiles: une machine parallele a
communications restreintes

Nous allons aborder dans ce chapitre un probleme issu du monde indus-
triel. Au cours d’une collaboration avec NORTEL MATRA CELLULAR, Jean-Louis
DORNSTETTER a eu la gentillesse de nous informer de quelques problemes algo-
rithmiques rencontrés en téléphonie cellulaire. Je vois deux bénéfices dans une
telle approche: le premier est de tester I'utilité des techniques générales qui sont
développées en algorithmique, le deuxieme est de s’informer des probléemes théo-
riques auxquels on peut étre confronté en pratique.

Le probleme abordé ici consiste a trouver un algorithme distribué pour syn-
chroniser les horloges des bornes d'un réseau de téléphonie GSM. La seule infor-
mation dont on dispose pour cela est la détection fortuite de la différence d’heure
entre deux bornes lorsqu’un téléphone cellulaire passe entre elles. Seules ces deux
bornes peuvent etre informées de ce décalage. La principale difficulté du probleme
consiste a s'interdire I’envoi de messages entre les bornes. Le terme « distribué »
est donc a prendre avec des pincettes puisque 'on est confronté ici a une sorte
de machine distribuée ou les communications sont de nature fixée et totalement
incontrolables. Il y a de plus une autre difficulté quant a la conception d’algo-
rithmes dans un tel systeme: les différents programmes vont tourner de maniere
totalement asynchrone sur les différents nceuds du réseau, il n’y a pas moyen de
synchroniser I’exécution d’une phase du programme entre les différentes bornes.
« Synchroniser » est ici utilisé dans le contexte du parallélisme; tous les algo-
rithmes paralleles classique utilisent de la synchronisation, et la plupart reposent
méme sur des barrieres de synchronisation, c’est-a-dire un top a partir du quel
tous les processeurs commencent en méme temps une phase de calcul.

En pratique, on peut évidemment alléger ces deux interdictions mais dans une
faible mesure: il existe un réseau de communication entre les bornes mais il est
déja tres chargé et on peut obtenir une synchronisation approximative des calculs
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en envoyant un top du central vers les bornes par ce réseau de communication
ou en lancant des phases de calcul & une méme heure de la journée!. Le but de
cette étude était de faire la collecte des idées algorithmiques qui peuvent malgré
tout s’appliquer dans un contexte aussi restreint. Le paragraphe 3.2 rassemble les
idées que nous avons pu piocher dans la littérature ou imaginer.

La présentation du probléeme de synchronisation des bornes d’'un réseau GSM
est assez longue car les contraintes sont nombreuses. Il va de soi qu’aucun al-
gorithme existant dans la littérature ne permet de résoudre un probleme aussi
spécifique. D’autre part, on ne peut proposer une solution unique car le seul
moyen de prouver qu'un algorithme est meilleur qu’un autre est de les implanter
tous les deux et de constater lequel donne de meilleurs résultats dans la réalité. Il
y a tout de méme un pas intermédiaire qui consiste a simuler les différents algo-
rithmes dont on a I'idée. Nous avons donc suivi cette démarche, le paragraphe 3.3
de ce chapitre est consacré a la présentation des résultats des simulations que nous
avons effectuées.

3.1 Présentation du probleme

Réseau de téléphones mobiles

Un réseau de téléphones mobiles GSM est composé, outre les téléphones mo-
biles eux-mémes que I'on appelle mobiles, de bornes fixes («Base Tranceiver Sta-
tions »). Les bornes sont reliées physiquement au réseau téléphonique commuté
classique. Les communications sont assurées par liaison radio du mobile a une
borne dans sa proximité puis par liaison filaire de la borne au réseau télépho-
nique standard. Les bornes sont reliées entre elles par un réseau en arbre, elles
sont reliées a des stations de controle qui sont elles-mémes reliées a des standards
téléphoniques d’'une part et a une station de maintenance d’autre part. Voir la
figure 3.1.

Lors d’'une communication, le mobile devient esclave d’une des bornes alen-
tours. Il communique par paquets avec la borne. Ces paquets sont envoyés pério-
diquement a une fréquence donnée par une horloge (un paquet dure un huitieme
de la période). Le mobile cale son horloge sur celle de la borne pour étre en
phase avec celle-ci. Chaque paquet comporte une partie chiffrant la communi-
cation elle-méme, et une partie standard toujours identique servant a différentes
optimisations de traitement du signal : réglage de ’antenne, recherche de la phase,
traitement des échos et des interférences.

Chaque borne possede sa propre horloge indépendante. Le probleme consiste a
mettre les horloges des bornes voisines en phase. Il y a deux raisons a cela. Quand
un mobile se déplace, il est pris en charge par différentes bornes successives.

1. Les horloges que 'on veut synchroniser ont une période trop courte pour tenir ce role,
mais tout ordinateur est en général muni d’une horloge classique.
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Fi1a. 3.1 — Un réseau de téléphonie GSM.

Lorsqu’il passe de I'une a I'autre, il doit émettre des paquets plus courts pour ne
pas perturber les communications de la borne sur laquelle il arrive jusqu’a ce que
celle-ci lui communique la phase sur laquelle il doit se recaler. Cela insere un petit
blanc dans la communication, désagréable pour I'utilisateur. Si les deux bornes
sont presque en phase, une technique appelée «hand-over » permet de raccourcir
la durée du blanc. D’un autre coté, il y a beaucoup de mobiles qui se brouillent
les uns les autres. Deux mobiles proches mais communiquant avec deux bornes
différentes peuvent se brouiller de maniere destructive quand leurs phases sont
décalées (voir la figure 3.2).

Actuellement les réseaux GsSM fonctionnent malgré ces problemes, mais I’aug-
mentation du nombre de mobiles en circulation pourrait compromettre le bon
fonctionnement d’un tel réseau. Il y a deux approches complémentaires pour
résoudre ce probleme en jouant sur les trois principaux parametres qu’'un ad-
ministrateur de réseau peut controler. La premiere option consiste a minimiser
les interférences en optimisant la puissance d’émission demandée a chaque mo-
bile et le choix de la borne qui s’occupe de lui. Nous nous intéresserons ici a la
deuxieme approche: synchroniser les horloges de bornes pouvant interférer. Ceci
est possible car les bornes peuvent modifier tres lentement leur phase?.

Le moyen le plus simple d’effectuer cela est technologique : munir chaque borne
d’un systeme de synchronisation. La seule source économique de synchronisation

2. Des changements brusques sont interdits car ils feraient sauter toutes les communications
en cours et sont d’ailleurs soumis & des regles précises par la norme CGM.
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Période T
T/8 T/8 T/8
@ ... C i X! C rien rien
() D | X! D

(©) EXE

F1G. 3.2 — (a) Schéma du signal émis par un mobile. La partie X est fize et stan-
dard et sert a mesurer les interférences qui sont venues perturber la transmission
de ce paquet pour tenter de les corriger. (b) Signal d’un autre mobile communi-
cant avec la méme borne. (c¢) Signal émit par un mobile communicant avec une
autre borne dont la phase est décalée par rapport a la premiére borne. Se mobile
vient browiller les deuz autres signauz. Ces interférences seront prises en compte
pour le mobile a puisque la partie standard X est aussi brouillée, tandis qu’elles
ne le seront pas pour le mobile b (sa partie X n’est pas brouillée). La correction
sur le paquet du mobile a va dégrader la partie non brouillée et la partie brouillée
du paquet du mobile b ne sera pas corrigée en conséquence. Il en découle une dé-
gradation de la qualité des communications qui n’a pas lieu lorsque le brouilleur
est a peu pres en phase avec la borne.

assez précise a I'heure actuelle se trouve étre le systeme GPS mis en ceuvre par
I’armée américaine. En effet, seules les horloges atomiques transportées par les dif-
férents satellites en orbite basse de ce systéme permettent la précision nécessaire
(de I'ordre de 10~ 7 secondes). Le prix actuel d’'un GPS est tel que cette solution
est tout-a-fait acceptable économiquement, mais d’un point de vue politique, il
est délicat de faire reposer le fonctionnement d’un réseau de communication sur
le bon vouloir de I'armée américaine. Le plus gros inconvénient de cette méthode
est qu’il faut rajouter une antenne pour chaque borne, ce qui pose de nombreux
problemes d’autorisations.

Une particularité de la norme GsSM permet d’envisager une solution logicielle
meilleur marché et ne présentant pas les inconvénients politiques de I'option pré-
cédente. Les bornes sont équipées d’un systeme spécial permettant d’écouter les
signaux provenant de mobiles communiquant avec une borne voisine. Il se trouve
donc que chaque borne connait de temps en temps son décalage de phase avec
celles qui lui sont woisines, c’est-a-dire qui peuvent interférer avec elle. Cette
information est completement incontrolable et n’est en rien prévisible, elle dé-
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pend du passage fortuit de mobile entre les bornes. Remarquons tout de méme
qu’il est important de synchroniser les bornes telles que de nombreux mobiles
passent entre elles en créant des interférences génantes. Les interférences les plus
génantes sont donc celles qui sont le plus souvent détectées. On peut donc définir
un graphe dont les sommets sont les bornes et dont les arétes relient les bornes
qui interferent assez souvent pour que leur décalage soit détecté de temps en
temps. Ce graphe est inconnu, il dépend des obstacles présents entre les bornes.
Il n’est pas planaire a priori. La seule propriété que 'on en connaisse est que
des bornes géographiquement éloignées sont moins susceptibles d’interférer. Ceci
n’est pas une généralité car une borne placée en haut de la tour Montparnasse
par exemple peut interférer avec toutes les autres bornes de Paris. Le nombre de
telles bornes est faible a priori et les sommets du graphe ont probablement un
degré assez faible en regle générale.

Les bornes peuvent communiquer par le réseau en arbre les reliant a la station
de maintenance. Cependant, ce réseau est largement utilisé pour d’autres besoins
et il est préférable d’en limiter au maximum I'utilisation. La solution doit donc
étre un algorithme distribué utilisant au maximum les informations locales recues
par chaque borne.

Modélisation du probleme

Le graphe sur les bornes constitue un premier pas dans la modélisation mais
reste un peu flou car les arétes qui correspondent a la détection d’'un décalage
entre deux bornes dépendent du passage fortuit d’'un mobile entre les bornes.
Précisons cela en discrétisant le temps (aux heures de trafic intense, une borne
recoit typiquement des décalages a quelques secondes d’intervalle, 'unité de temps
choisie peut par exemple étre la minute). On peut alors considérer la probabilité
pi,; pour que la borne 7 regoive son décalage avec la borne j a chaque instant. On
définit ainsi une matrice de probabilité qui modélise le réseau GSM.

La disposition géographique des bornes étant fixe, les bornes qui interferent
avec une certaine régularité avec une borne donnée sont toujours les mémes. Sur
le nombre, les déplacements des mobiles étant toujours a peu pres distribués de
la méme maniére, on peut supposer cette matrice constante (quitte & supposer
que le temps ne s’écoule pas linéairement puisque le trafic est certainement moins
important la nuit3). Cette matrice est symétrique puisqu'un décalage entre deux
bornes est détecté lorsqu’un mobile peut étre pris en charge par les deux bornes.
En fixant un seuil de probabilité au dela duquel deux bornes interferent suffisam-
ment pour qu’il soit nécessaire et aussi possible de les synchroniser on obtient
un graphe non orienté au sens usuel du terme: deux bornes sont reliées si la
probabilité correspondante est supérieure au seuil.

3. Cette simplification peut nécessiter des adaptations de l’algorithme comme recaler les
horloges a une vitesse qui dépend du nombre de décalages recus par unité de temps.
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Le probleme de synchroniser les bornes peut étre vu comme un calcul de
composantes connexes de ce graphe. En effet, deux bornes reliées par un chemin
seront synchronisées si chaque borne est synchronisée avec ses voisines, et deux
bornes interférant trop peu fréquemment n’ont pas besoin d’étre synchronisées.
Le probleme se formule dans cette optique comme la recherche d’un algorithme de
composantes connexes dans ce modele de calcul distribué o1 les communications
sont tres restreintes.

3.2 Algorithmes de synchronisation

Algorithme du gradient

La solution classique est de se ramener a un calcul de minimum. Il est utile de
faire ’analogie avec la physique tant pour stimuler 'intuition que pour employer
des termes plus imagés: le probleme consiste a minimiser « une fonction d’éner-
gie ». Dans un systeme distribué comme celui considéré ici, on essayera plutot
d’exprimer cette fonction d’énergie comme la somme de fonctions d’énergie [o-
cales. Une fonction d’énergie locale toute trouvée ici est la somme des carrés des
décalages d'une borne avec ses voisines.

Notons §; I'heure de la borne i et A;; le décalage entre les bornes i et j.
Précisons que seuls les A;; = 0; — 0; sont mesurés, les §; ne sont pas mesurables
(il n'y a pas d’heure absolue). D’autre part, les #; sont des heures modulo la
période T de T'horloge?. C’est cet aspect modulaire des variables qui rend le
probleme difficile. Ramenons par convention la valeur de A;; entre —7'/2 et T'/2
(c’est une valeur modulo T').

Aij = (0] — 91) mod T, —— < Aij <

| N
no|

Une borne peut se recaler sur une autre de deux manieres possibles: soit en
avancant, soit en retardant. La maniere la plus rapide demande un temps v, |A;;|
(ot v, est la vitesse a laquelle les bornes peuvent se recaler), Iautre maniere
demande v, (|A;; — T'|) (voir la figure 3.3). Il y a des situations ol le seul moyen
de synchroniser toutes les horloges consiste a recaler une des horloges sur une
autre en prenant le chemin le plus long (voir la figure 3.4). Le probléme consiste
a décider pour chaque borne si elle doit se recaler dans un sens ou dans l'autre.

Malgré tout, lorsque les bornes sont a peu pres synchronisées (par exemple
tous les A;; sont entre 0 et 37°/4), on peut utiliser la solution classique consistant a
minimiser une fonction d’énergie. Définissons donc une fonction d’énergie globale

4. Cette période est la méme pour toutes les bornes. Il faut avoir en téte I’analogie d’une
horloge traditionnelle (pour laquelle T' = 12 heures) ou du cercle trigonométrique (pour lequel
T = 27).
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=Y

Fi1G. 3.3 — Les deux valeurs possibles pour le décalage entre deuz bornes. La borne
i peut se recaler sur la borne j soit en retardant de |A;; — T, soit en avangant

0© L o4
© O
® o
O o
0 o
o o
o

Fia. 3.4 — Situation de blocage : pour synchroniser les horloges, il faut que ['une
d’entre elles se recale sur une de ses wvoisines en passant par 'arc de cercle le
plus long, c’est-a-dire en faisant augmenter la valeur de |A;;| (en considérant que
c’est la borne i qui se recale vers la borne j de cette maniére).

F et des fonctions d’énergie locales f; ainsi:

F(br,....0.)= > A= fi(br.....0,)

1<4,5<n 0<i<n
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fi(ﬁl,... ,Hn): Z AzQJ

1<j<n

La fonction F définit une surface dans R"*! dont il s’agit de trouver un point
minimum. L’algorithme le plus simple pour trouver un minimum d’une surface
consiste a se déplacer le long de la surface en suivant la ligne de plus grande pente
qui est donnée par le gradient VF' défini par:

OF oF
F=—01, .., =4/—].
v <8917 780n1>

oOF 0 )
5 = 28—&[Z(Qj—9i)]

1<j<n

L’algorithme du gradient consiste a répéter I’opération
(91,... 7971) — (01,... ,gn) —€VF(01,... ,gn)

€ est une constante a ajuster de sorte que l’algorithme n’oscille pas et qu’il
converge assez vite. Cet algorithme se préte tout a fait a la distribution : chaque
borne i peut calculer localement ggz et recaler #; en fonction de cette valeur.

Dans le probleme de synchronisation présent, les bornes vont se recaler dans un
sens ou dans l’autre selon le signe de la « moyenne » Z1§jgn €i;A;j. Remarquons
que le gradient de F' n’est pas continu: lorsque deux horloges sont en opposition
de phase, A;; peut passer de 7" a —T et réciproquement; cependant, on peut
arguer que l’algorithme conduit a s’éloigner de ces positions et qu’il ne peut pas
osciller autour d’une telle position.

Une idée de Jean-Louis DORNSTETTER, basée sur une analogie avec les verres
de spin [23], permet de choisir une fonction d’énergie plus lisse pour remédier a
ce probleme. L’idée est de ne pas recaler deux bornes en suivant toujours le plus
court chemin mais en restant fidele a la direction par laquelle on a commencé a
se recaler. Il suffit pour cela de calculer les A;; modulo 27" de sorte que =7 <
A;j < T. Cela ne pose pas de probleme en suivant 1'évolution des décalages. Si
jamais une borne détecte un décalage avec une voisine de T//2— ¢ puis de —=T'+¢’,
on posera artificiellement A;; = T4 §'. De méme, si le décalage détecté passe de
—T+0¢"aT -4, on posera A;; = =T — 4. La fonction d’énergie est alors modifiée
de sorte que le calcul de la moyenne des décalages dans le calcul du gradient
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devienne
A Si_%SAijS%
> 9(Ay) ot g(Ay) =S T—-Ay;  SiT<A;<T
1<j<n T —A;; =i —TgAjg—g

L’analogie avec les verres de spin conduit & poser g(A;;) = Tsin(ZA;), ce qui
lisse completement la fonction d’énergie mais augmente considérablement les cal-
culs (surtout dans les simulations). La figure 3.5 illustre la forme des différentes

fonctions d’énergie et les fonctions g associées.

(d) (e) (f)

F1G. 3.5 — (d) Fonction d’énergie simple, de gradient (a) discontinu. (e) Fonction
d’énergie lissée de gradient (b) continu. (f) Fonction d’énergie C* de gradient (c)
stnusoidal.

Cette méthode pourrait cependant étre dangereuse: deux bornes pourraient
se « courir » I'une apres I'autre dans le cas ot elles ne seraient pas d’accord sur la
valeur de leur décalage ; on pourrait avoir A;; = —Aj;+T (ce qui ne contredit pas
'égalité de A;; et —A,; modulo T'), au quel cas les deux horloges se décaleraient
dans le méme sens sans pouvoir se rattraper I’'une 'autre. Dans le cas du réseau
GSM, ce danger n’existe pas car les horloges ont en réalité une période supérieure
a la période a laquelle on veut qu’elles soient synchronisées (les décalages sont
détectés modulo 8T"). Méme si ce n’était pas le cas, on peut imaginer une méthode
permettant a une borne de rattraper 'autre. Si une borne recale son horloge a
une vitesse proportionnelle au gradient, tout en gardant le gradient continu, on
peut le rendre plus grand pour la borne qui se recale en suivant le plus court
chemin que pour la borne qui se recale en suivant le plus long chemin (voir la
figure 3.6). Un autre défaut de la méthode de lissage de la fonction d’énergie est

103



Chapitre 3~ Bornes d’un réseau de téléphones mobiles

que le nombre de minima absolus dans une région bornée de R™ donnée est divisé
par 2". Je ne sais pas dans quelle mesure cela est génant.

(a) (b)

F1G. 3.6 — Un lissage de la fonction d’énergie (b) (de gradient (a)) tolérant au
désaccord de deux bornes sur la valeur de leur décalage modulo 27T

Malheureusement, la méthode du gradient ne permet pas toujours d’atteindre
un minimum. Dans le cas ou les bornes dans leur ensemble sont proches de la
synchronisation (ce qui est peu probable quand il y a beaucoup de bornes), cette
méthode permet effectivement de trouver un minimum d’énergie (F' = 0). Mais
en partant d’'une position quelconque, il peut y avoir des blocages: I’algorithme
peut rester bloqué dans un minimum local tel que la position illustrée par la
figure 3.4.

Cette méthode implique que chaque borne doit retenir un nombre pour cha-
cune de ses voisines. Cela est possible, mais les ressources étant tres limitées sur
chaque borne, mentionnons une idée qui permet de 1’éviter. On peut remarquer
que les horloges se recalent tres lentement (a cause des limitations imposées par
la norme GSM). On peut faire un calcul empirique de la moyenne des décalages
en recalant systématiquement 1’horloge d’une borne vers celle d'une voisine des
qu'un décalage est mesuré avec celle-ci. Lorsque les bornes commencent a se syn-
chroniser et les décalages commencent a devenir faibles, il faut bien sur faire
baisser cette vitesse de recalage pour ne pas osciller autour de la position de syn-
chronisation. Cette méthode a de plus 'avantage de pondérer la moyenne avec
la fréquence de détection du décalage avec chaque voisine. Une borne se recalera
donc préférentiellement vers la voisine avec laquelle elle a le plus d’interférences.
Si 'on veut éviter cette pondération, il suffit de rendre artificiellement toutes les
fréquences de détection égales a la plus petite en ne tenant pas compte du surplus
de détections. L’algorithme 3.1 donne les détails de cette méthode qui permet de
synchroniser de maniere stable les bornes lorsqu’elles sont sur la bonne voie. Le
reste de la section s’intéresse plutot au cas ou les bornes sont loin de la syn-
chronisation. On peut imaginer une stratégie générale ou une borne applique un
algorithme quand ses voisines sont dispersées et ’algorithme du gradient quand
elles sont plutot groupées.

Le facteur 1/2 dans ¢, |g(A;j)| /2 indique qu'une borne ne doit pas se recaler
d’une valeur trop importante pour éviter que le systeme n’oscille: deux bornes
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Algorithme 3.1 Gradient pour la borne ¢

Répéter
Deés qu’un décalage A;; est détecté, effectuer:
Recaler I'horloge a la vitesse ¢; v, g(A;;) (dans le sens donné par le
L signe de la vitesse) d’au plus c¢; [g(A;5)] /2.

décalées de A doivent se recaler I'une de A/2, 'autre de —A/2 pour se syn-
chroniser. N'importe quelle valeur inférieure strictement a 1 convient. Pour une
optimisation plus fine, il faudrait certainement prendre des fonctions plus com-
pliquées que de simples multiplications par les coefficients ¢; et ¢, (des fonctions
affines par morceau par exemple).

L’algorithme 3.1 est stirement le plus simple que I'on puisse imaginer. Il pour-
rait y avoir des problemes de stabilité lorsque les mesures de décalage sont brui-
tées: une erreur de mesure peut amener une borne a recaler son horloge dans la
mauvaise direction jusqu’a ce qu’elle recoive un décalage moins bruité. La vitesse
de recalage étant tres faible par rapport a la fréquence de détection de décalage,
on peut imaginer que cela n’aura pas une grande incidence sur ’algorithme. Cela
peut toutefois étre génant lorsque les bornes sont synchronisées ou lorsque la fré-
quence de détection de décalage tombe (la nuit par exemple). On préferera alors
la variante 3.2 un peu plus compliquée ou l’'on calcule effectivement la dérivée
partielle 3—5 de la fonction d’énergie.

Algorithme 3.2 Gradient pour la borne ¢

Données : Les décalages A;; pour chaque voisine j de la borne i.

Début
Tenir les A;; a jour a chaque décalage détecté.
Effectuer a intervalle de temps régqulier:

G« Zlgjgn 9(Ay)
Recaler I'horloge a la vitesse ¢; v, G d’au plus ¢y |G| /2.
Fin

Quand un nouveau décalage est détecté on peut meéme faire la moyenne avec
I’ancienne valeur pour rendre I’algorithme encore plus stable face aux erreurs de
détection. Les variations sont bien sur infinies, mon but est de rassembler ici les
principales idées que nous avons imaginées.

Le recuit simulé

Le recuit simulé est un algorithme probabiliste générique permettant de ré-
soudre en théorie tous les problemes modélisables par la minimalisation d’une
fonction d’« énergie » [48, 1, 72]. L’'idée s’exprime encore naturellement avec
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I’analogie a la physique. La fonction F' dont il faut trouver un minimum est
considérée comme un potentiel dont on cherche les puits les plus profonds. On
considere alors des particules soumises a ce potentiel et a une agitation thermique.
La distribution des particules, selon les travaux de BOLTZMANN, est alors donnée
par

Prob[(0,....0,) = O] = e 17
ou 7 est la température du systeme. Ici, le réseau entier de bornes est considéré
comme une seule particule se déplagant dans R". Toute suite (6;,...,6,) € R"
forme un état possible de la particule. A une température 7 une particule peut
passer d’un état © a un état = avec une probabilité

Prob[® — E] = e

Si la température est infinie, tous les états sont équiprobables, une particule peut
sauter n’importe quelle barriere de potentiel pour passer d’un état a un autre. Si
la température est nulle, toutes les particules sont dans des puits de potentiel,
c’est-a-dire des minima locaux de F', aucune agitation thermique ne leur permet
d’en sortir. En revanche, si ’on fait baisser doucement la température de I'infini
vers zéro, toutes les particules se retrouveront dans les minima absolus de F' (ces
minima sont équiprobables). On peut donner une explication physique intuitive
a cela: quand la température est assez élevée, une particule passe de minimum
local en minimum local®; si une particule hésite entre deux minima, il y a une
température qui lui permettra de passer du moins profond au plus profond, mais
pas du plus profond au moins profond, une fois piégée dans le plus profond, elle ne
peut plus en sortir (voir la figure 3.7). Il existe une justification mathématique de
cette propriété du refroidissement d’un systeme sous les hypotheses qui suivent
(36, 1].

La température doit baisser trés lentement (trop lentement pour donner un
algorithme qui termine, mais il existe des stratégies pour refroidir plus rapide-
ment, voir un peu plus loin). D’autre part, une particule doit pouvoir passer de
tout état a n’importe quel autre avec une probabilité non nulle en un temps fini.
Cela peut se modéliser mathématiquement par 'existence d’une matrice d’ex-
ploration c’est-a-dire une matrice M symétrique et irréductible ot M{a, b] est la
probabilité de passer de I'état © a I'état =. Cela veut essentiellement dire que
M[©,Z] = M[©, =] et qu'une particule peut « passer » d'un état ©! a un état =
en passant éventuellement par des états intermédiaires ©2%,... ,0° = = tels que
M[B4,0,41] > 0 pour tout 1 < a < b. Ceci est la définition usuelle, M est aussi
un graphe non orienté connexe sur l’ensemble des états ou deux états sont reliés
si la probabilité de passer de I'un a ’autre directement est non nulle. En pratique
[2], les arétes ne sont pas valuées, toutes les arétes partant d’'un sommet sont
posées équiprobables.

5.8Si la température n’est pas infinie, la probabilité d’étre dans un puits de potentiel est
d’autant plus forte que le puits est profond.
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courbe de potentiel

Fi1Gc. 3.7 — Une particule d’énergie thermique kT peut passer du puits B dans le
puits A, mais pas 'inverse.

Du point de vue algorithmique, cette matrice d’exploration permet de se
déplacer aléatoirement d’un état a un autre. Le choix d’une distribution de
BOLTZMANN ne provient pas uniquement de la pertinence de 1’analogie avec ce
modele physique, elle est aussi facile a simuler grace a l'algorithme de Métropolis
[48]. La matrice d’exploration permet en effet de simuler le déplacement d’une
particule soumise au potentiel F' et a une agitation thermique donnant lieu a une
distribution de BOLTZMANN.

L’analogie physique est tres satisfaisante intuitivement car la décroissance de
la température consiste a faire diminuer I’entropie jusqu’au zéro absolu, c’est-a-
dire un systeme totalement ordonné, ou encore un cristal, ou encore un ensemble
de bornes synchronisées. C’est probablement aller un peu loin que de justifier
un algorithme informatique par les principes de la thermodynamique mais il se
trouve que le recuit simulé permet de résoudre de nombreux problemes de ce type.
L’algorithme du recuit simulé consiste & calculer une suite d’états ©°%,...,09, ...
A partir d’un état initial ©° et d’une suite de températures 7° = oo, 7!,... qui
tendent vers 0 a l'infini en répétant la procédure donnée par I'algorithme 3.3.

La suite (©%),>¢ est une chaine de MARKOV dont la matrice de transition
varie dans le temps. Dans I’algorithme général du recuit simulé, la partie critique
se trouve dans la fonction de refroidissement Refroidir. Le premier résultat sur la
convergence du recuit simule [36] montre que

lim Prob[©? soit un minimum absolu] = 1
a— 00

quand lim 7%loga > R avec R > 0 assez grand.
a—0o0

Ceci est un résultat mathématique, qui a une traduction exploitable en informa-
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Algorithme 3.3 [36] Recuit simulé

Répéter
Choisir aléatoirement un état = voisin de ©2%.
Si F(Z) < F(©%) Alors
\ Ol « =
Sinon
Tirer un nombre aléatoire ¢ entre O et 1.
. _FE)-FO) ol , o
Sig<e Ta Alors O «+ =
7%t < Refroidir(a)
L a+—a+1

tique:

C r
Prob[©% ne soit pas un minimum absolu] ~ (—)
n

ot C et r sont des constantes. Il est donc possible de borner la probabilité pour
que I’algorithme n’ait pas terminé au bout de a itérations. Le recuit simulé est
donc un algorithme probabiliste.

Cette stratégie de refroidissement est bien trop lente pour étre utile. Cepen-
dant, une stratégie classique consiste a prendre 7% = 7°B® o B est une constante
proche de 1 (typiquement B = 0,99). Il existe des résultats plus faibles sur la
convergence de cette stratégie [10, 1, 72, 2]°. Remarquons que la constante C est
d’autant plus grande que I'espace des états est grand.

Cette méthode peut étre adaptée au probleme de la synchronisation des bornes
d’un réseau GSM de la maniere suivante. Chaque borne controle une des coordon-
nées de la particule. La matrice de transition n’est pas difficile a imaginer: une
borne i peut faire passer le systeme dans l'état (6y,...,6; +¢,...,60,) ou dans
I'état (61,...,0;—¢,...,0,). Le principal probleme est qu'une borne ne peut pas
calculer la fonction d’énergie qui est globale. En s’inspirant de 1’idée de 1’algo-
rithme du gradient, on peut cependant remédier a cela. Pour = = ©+ (g4, ... ,&,),
on peut utiliser 'approximation

F(Z)-F(©)~VF 0o (e1,...,&n)
ol ® désigne le produit scalaire. Une borne peut donc calculer localement

F(0y,... .00%c,....0,) = F(fi,....0,) =%+ x4 > g(Ay).

Il est préférable a priori de choisir une version dérivable en tout point de la
fonction d’énergie. Le recuit simulé apparait alors comme une modification de la
méthode du gradient. L’algorithme 3.4 donne les détails pour la borne .

6. Il existe méme des algorithmes paralleles de recuit simulé ou plusieurs recherches indé-
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Algorithme 3.4 Recuit simulé pour la borne @

Données : Les décalages A;; pour chaque voisine j de la borne i.
Début
Tenir les A;; a jour a chaque décalage détecté.
Effectuer a intervalle de temps régqulier:
G D i<jcn 9(A))
Poser avec probabilité 1/2: oo <~ 1 ou bien a + —1.
Si aG > 0 Alors
‘ Recaler I'horloge a la vitesse ¢; v, G d’au plus min(cy |G| /2, ¢).

Sinon

Tirer un nombre aléatoire ¢ entre O et 1.

Sig< e %% Alors

| Recaler I'horloge & la vitesse ¢; v, aG d’au plus min(c; |G| /2, ¢).

7%+« Refroidir(a)
L a<+a+1

Fin

L’intervalle de temps entre deux décisions doit permettre a I'horloge de se
recaler de ¢ (on peut moduler de maniere plus fine la vitesse de recalage en la
mettant au maximum autorisé tant que les heures des voisines de la borne sont
dispersées). Il faut trouver un bon compromis pour £ car il doit étre petit pour
que l'approximation de la fonction d’énergie soit valable, mais plus il est petit,
plus le nombre d’états possibles du systeme devient grand et plus la convergence
est lente. La solution la plus sophistiquée consiste sans doute a faire varier £ en
fonction de 'amplitude des décalages.

Le plus gros probleme dans cet algorithme est que les bornes ne sont pas
synchronisées au sens calculatoire du terme: chacune devra avoir sa propre tem-
pérature et ne commence pas l’algorithme en méme temps que les autres. De ce
point de vue, le maximum de synchronisme entre les différentes exécutions du
recuit simulé sur chaque borne serait souhaitable: si les bornes ont 1’heure et la
date, il serait surement pertinent de faire partir tous les algorithmes en méme
temps a une date et a une heure les plus précises possibles. Si une borne est al-
lumée au milieu de I'algorithme, il faudra lui donner une température de 1'ordre
de celle des autres sans quoi elle risque de perturber fortement ses voisines.

Citons enfin une idée originale de Daniel KROB [51] qui consiste & opérer les
deux phases du recuit simulé (choisir au hasard un état voisin et décider d'y
passer ou pas) dans 'ordre inverse: au lieu de faire passer le systeme d’un état
dans un autre, une borne observe un changement d’état et décide de laisser faire

pendantes sont effectuées en méme temps [2] et ot de temps en temps toutes les recherches
repartent & partir de la meilleure d’entre elles.

109



Chapitre 3~ Bornes d’un réseau de téléphones mobiles

ou bien d’essayer de le corriger. L’algorithme 3.5 donne les détails. La fonction
d’énergie cette fois est >, o, |Ayl.

Algorithme 3.5 KrROB

Données : Les décalages A;; pour chaque voisine j de la borne i.
Répéter

A chaque décalage A;; détecté, effectuer:

Comparer A;; avec 'ancienne valeur d du décalage avec j:
Si |A;;| < |d| Alors

‘ Ne rien faire.

Sinon

Tirer un nombre aléatoire ¢ entre O et 1.

Ajj|—ldl

Si g est inférieur a e~ = Alors

L Recaler l'horloge d’au plus min(ey |A;]/2,6) & la vitesse
C1 Uy A’LJ

7%+ Refroidir(a)
L a<a+1

Composantes connexes

Les approches précédentes abordent le probleme par des méthodes issues du
continu : les horloges sont des variables continues, si une horloge bouge un peu, le
systeme n’est pas profondément modifié ou perturbé. Cependant il y a deux phé-
nomenes discrets dans ce systeme. Tout d’abord la commande: on peut recaler
une horloge dans un sens ou bien dans l'autre. Ensuite, il y a une petite discon-
tinuité au niveau du décalage entre deux bornes: si deux bornes sont presque en
opposition de phases, leur décalage fait un saut si une borne bouge un peu au
dela de la position en opposition de phases. Une approche discrete s’impose donc,
au moins comme une solution complémentaire aux méthodes continues.

On peut considérer que les bornes interagissent ou n’interagissent pas, et que
le probléeme consiste a synchroniser les composantes connexes de bornes intera-
gissantes. Les composantes connexes sont caractérisées par l'existence d’un arbre
de recouvrement. Il est intéressant d’avoir un tel arbre (de plus enraciné) pour
synchroniser les bornes: chaque borne se synchronise sur son pere et au bout du
compte, toutes les bornes se synchronisent sur la racine de I’arbre. Cela peut poser
des problemes de stabilité aux erreurs de détection, nous aborderons ce point a
la fin de la section. De la, on peut partir dans deux directions. Soit trouver un
arbre couvrant « a la main », soit trouver un algorithme de calcul de composantes
connexes.

Choix d’un arbre couvrant
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Il y a au moins deux moyens de calculer un arbre couvrant de maniere cen-
tralisée. En consultant une carte géographique des bornes, on peut certainement
trouver une bonne partie des arétes du graphes d’interaction (pas toutes): deux
bornes ont d’autant plus de chances d’interagir qu’elles sont proches, qu’il n’y a
pas d’obstacle entre elles, et que beaucoup d’adeptes du téléphone cellulaire sont
susceptibles de passer entre elles. Il faut ensuite désigner un pere pour chaque
borne et envoyer cette information a la borne, s’il y a 500 bornes, cela fait 2 kilo-
octets d’informations a faire passer par le réseau inter-bornes. D’un autre coté, si
I’étude d’une carte géographique ne donne pas une idée assez précise du graphe
d’interaction, il est possible de calculer effectivement celui-ci: chaque borne dé-
tecte ses voisines et envoie ensuite la liste de ses voisines au central, si elle se
limite a ses dix voisines les plus fréquentes, cela fait au total 12 kilo-octets d’in-
formations & envoyer par le réseau inter-bornes (pour 500 bornes).

Si une nouvelle borne est ajoutée, il suffit qu’elle se choisisse elle-méme un
pere (en supposant que I’on ajoute jamais deux bornes voisines en méme temps).
Le caractere figé de I'arbre est ennuyeux (il se peut que la construction d'un
immeuble coupe une des arétes de ’arbre, ou une borne peut tomber en panne et
ses fils ne peuvent plus se synchroniser). Si I’on s’autorise plus de communications
par le réseau inter-bornes, on peut recalculer 'arbre de temps en temps (toutes
les nuits par exemple). Si le graphe a une connexité suffisante et que chaque borne
est aussi reliée a un ancétre de son pere, on peut lui désigner un pere de secours
au cas ou elle n’ait plus de nouvelles de son pere.

Si I'on s’interdit completement 1'utilisation du réseau inter-bornes, il est tou-
tefois possible de calculer des foréts couvrantes des composantes connexes. Il
faut que chaque borne se désigne elle-méme un pere, la difficulté étant de ne pas
construire de circuit. On peut pour cela utiliser comme dans I’algorithme paral-
lele un ordre total sur les bornes (donné par leurs numéros) et une borne choisit
comme pere une voisine de numéro plus grand. Si une borne a un numéro plus
grand que ceux de ses voisines, elle n’aura pas de pere et sera racine d'un arbre
de la forét couvrante. On peut aussi utiliser un ordre total sur les arétes, leur
fréquence de détection par exemple: chaque borne se recale sur sa voisine dont
le décalage est détecté le plus fréquemment. Cette approche produit pas tout a
fait des arbres car la racine sera remplacée par un circuit de longueur 2 (ce n’est
pas génant si les bornes se recalent toujours en suivant le chemin le plus court).

Le calcul d’une forét couvrante ne permet pas de résoudre le probleme, mais il
peut considérablement réduire le nombre d’états du systeme pour faciliter ensuite
une approche du type recuit simulé.

Algorithme de composantes connezes

Une fois le réseau synchronisé, chaque composante connexe aura une heure

différente, d’ou I'idée d’exécuter un algorithme parallele de composantes connexes
Y

dans lequel I’heure d’une borne représente son numéro de composante connexe

provisoire ou son numéro d’étoile par analogie avec ’algorithme 1.1. L’idée est de
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reprendre ’algorithme 1.1 et de I'adapter au probleme des bornes. On ne peut pas
I'utiliser tel quel car on ne peut pas faire 'opération de «pointer jumping » sur les
pointeurs Pere, ce qui permettait de trouver et d’accrocher entre elles les étoiles.
En effet, le décalage entre une borne et son « grand-pere » n’est pas forcément
mesuré, et pour l'obtenir, cela nécessiterait d’additionner les deux décalages, ce
qui résulterait en de nombreux messages entre les bornes avec surtout le probleme
de 'accumulation des erreurs.

L’algorithme que nous allons voir est basé sur deux idées: une aréte « essaye de
synchroniser » ses deux extrémités et si une aréte n’arrive pas a synchroniser une
de ses deux extrémités sur I’autre, c’est qu’'une autre aréte essaye de synchroniser
cette extrémité dans l'autre sens (c’est I’analogue de 1’écriture concurrente dans
I'algorithme 1.1). L’algorithme est le suivant: une borne se recale & priori sur
toutes ses voisines, si jamais elle s’écarte malgré tout d’une voisine, elle ignore
cette voisine le temps de se recaler d’'un demi-tour (le chemin maximal qu’elle
puisse avoir a faire pour se recaler sur une autre voisine). Pour qu’'une borne
n’oscille pas entre deux heures (entre deux composantes connexes), elle n’ignore
plus jamais par la suite une voisine sur laquelle elle a réussi a se synchroniser et
elle lui assigne de plus un poids plus fort qu’aux autres. On dira qu’une voisine est
désactivée si la borne ignore les décalages avec cette voisine. Une borne ne doit pas
non plus ignorer toutes ses voisines, quand il ne lui reste plus qu’une voisine active,
elle se synchronise sur celle la. Au début, cela ressemble a la synchronisation selon
une forét couvrante: chaque borne se recale sur une seule voisine; a la fin, une
borne se recale sur toutes ses voisines, c’est 'algorithme du gradient. Les détails
sont donnés dans l'algorithme 3.6.

w est une constante supérieure a 1 qui module le décalage qu’'une borne peut
avoir avec sa composante connexe provisoire. Ce décalage ne devrait pas pouvoir
dépasser % pour éviter a coup sur la situation de blocage de la figure 3.4 (n est une
borne supérieure a la longueur maximale d’un cycle dans le graphe d’interactions).

Considérons les arétes qui sortent d’'une composante connexe. Si elles tendent
a recaler la composante de manieres contradictoire, la composante ne se recalera
de maniere sensible; cependant, certaines arétes vont éetre désactivées petit a
petit jusqu’a ce que les arétes actives restantes ne soient plus contradictoires et
la composante va se recaler selon ce qu’elles indiquent de maniere sensible cette
fois. Le cas le pire est celui ot une seule aréte sortant de la composante est active:
la borne de la composante extrémité de cette aréte doit « emmener » toutes les
autres, ce qui va prendre un temps proportionnel & 1/a” ot D est la longueur
maximale d'un plus court chemin reliant cette borne a toute autre borne de la
composante. Si cette borne se décale de ¢, ses voisines vont se décaler de s au
moins, les voisines de ses voisines vont alors se décaler de ea?, et ainsi de suite. Les
bornes éloignées de la composante connexe vont se recaler 1/a” moins vite (c’est
une borne supérieure). Nous avions envisagé a = 1/2 en présentant 'algorithme
du gradient, une valeur proche de 1 apparait ici meilleure. Si les bornes se recalent
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3.2 Algorithmes de synchronisation

Algorithme 3.6 Composantes connexes

Données : Les décalages A;; pour chaque voisine j de la borne i. Une copie
Aj; des décalages. Un ensemble A de voisines actives, un ensemble
I de voisines inactives, un ensemble S de voisines synchronisées.
A, I, S formera toujours une partition de I’ensemble des voisines de
la borne 1.

Début

A est initialement I’ensemble de toutes les voisines de la borne 1.

I+

S+

AJ; <= oo pour toute voisine j.

Tenir les A;; a jour a chaque décalage détecté.

Effectuer a intervalle de temps réqulier :

G > iea 9(Ai) + > 5cs wg(Aij)

Recaler I'horloge a la vitesse ¢; v, G d’au plus ¢y |G| /2.

Pour tout j € A effectuer

Si A > Aj; Alors

‘ Mettre j dans I.

Sinon

j
| Si Ajj =0 Alors mettre j dans S.

Pour tout j € I effectuer
Si j a été mis dans I depuis un temps supérieur a U, remettre j
| dans A en posant Aj; < oc.

Fin

toujours a la vitesse maximale v, et si U = %U ;D, (ou D' est le diametre du
r
1

graphe), cet algorithme synchronisera les bornes en temps O(DI%W aD’) a priori.
Ce résultat est purement indicatif. Le raisonnement est théorique car il est remis
en cause par l’asynchronisme de l’exécution de l'algorithme sur chaque borne:
une aréte peut se réactiver a tout moment. Si I’'on peut recaler (méme de maniére
approximative) tous les U, I'algorithme devrait synchroniser les bornes & coup sir.
Dans les simulations, & = 1/2 convient (le cas le pire est souvent peu probable).

Il est intéressant de considérer le probleme de deux bornes oscillant autour
de la position ou elles sont en opposition de phases dans cet algorithme. Il faut
prévoir un test spécial pour désactiver une telle aréte si les bornes restent trop
longtemps en opposition de phase puisque la comparaison avec le décalage détecté
précédemment n’a pas alors le sens attendu. La facon la plus simple de résoudre
ce cas particulier consiste certainement a utiliser une fonction g du type de celle
de la figure 3.6.
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3.3 Simulations

Cette section présente les résultats de quelques simulations de versions simpli-
fiées des algorithmes de recuit simulé 3.5 et de calcul des composantes connexes 3.6.

Présentation du simulateur

Etant donnés les problemes algorithmiques posés par I’asynchronisme de 1’exé-
cution des algorithmes sur chaque borne, il parait important d’en tenir compte
dans des simulations. La modélisation du réseau par une matrice de probabilités
permet de « tirer » des communications de décalage au hasard et de simuler I’al-
gorithme de chaque borne de maniere assez réaliste : a chaque décalage recu, une
borne doit décider une action en fonction de la valeur récente de ce décalage, de
la valeur des décalages avec ses voisines recus en dernier, du temps écoulé depuis
un événement particulier (qui peut étre le dernier décalage recu, une phase de
'algorithme, une décision concernant une borne voisine,...), et du numéro de la
voisine dont elle recoit le décalage.

Il suffit pour cela de considérer que deux communications ne peuvent pas
arriver en meéme temps, les communications sont alors traitées les unes apres les
autres et sont générées en tirant aléatoirement une borne ¢ de maniere uniforme
(1 < i < n) et en tirant ensuite une voisine j de i avec la probabilité P[i, j] ou
P est la matrice de probabilité. Si j = ¢, on considere que la borne ne recoit
pas de communication (cela permet de modéliser le fait que certaines bornes
recoivent moins de décalages que d’autres). Dans les simulations qui suivent, la
durée de I'intervalle de temps entre deux communications était tiré aléatoirement
de maniere uniforme entre 0 et 2M, ou M est proche de la moyenne observée en
réalité.

La figure 3.8 montre la fenétre de I'interface graphique qui permet de visualiser
par une horloge I’heure de chaque borne et son évolution au cours de la simulation.

Comparaison des algorithmes

Cette section vise a comparer deux algorithmes, I'un inspiré du recuit si-
mulé, I'autre de ’algorithme de composantes connexes. Nous allons commencer
par commenter quelques visualisations en cours d’algorithme sur un graphe régu-
lier: une grille, puis nous donnerons les résultats de nombreuses simulations sur
des graphes aléatoires. [’algorithme de recuit simulé utilisé pour les simulations
est la variante 3.5 proposée par Daniel KROB. L’algorithme de « composantes
connexes » utilisé pour les simulations est une version de I’algorithme 3.6 ou le
calcul de la moyenne est fait au cours du temps (comme dans 'algorithme 3.1 par
rapport a l'algorithme 3.2. La figure 3.9 illustre ’état des bornes d’un réseau en
forme de grille a maillage carré en cours de recuit simulé. Les figures 3.10 et 3.11
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Fi1a. 3.8 - Interface du simulateur. Chaque cercle représente [’horloge d’une borne
dont l’heure est donnée par l’aiguille a ['intérieur de celui-ci. Les traits entre les
étiquettes des horloges illustrent le graphe d’interaction. L’algorithme a ici réussi
a synchroniser les bornes des deur anneaux du haut mais pas celles de l’anneau
du bas.

montrent des arréts sur image de I'exécution de I’algorithme du type composantes
connexes sur le méme réseau.

La plus grande partie des simulations ont été faites sur des matrices générées
aléatoirement. La génération de telles matrices n’est pas évidente car elles doivent
étre symétriques et la somme des éléments dans chaque ligne doit faire 1 (dans
chaque colonne aussi). Une matrice dont la somme des éléments dans chaque ligne
est 1 (et dont les éléments sont positifs) s’appelle une matrice MARKOVIENNE.
Une maniere classique de générer aléatoirement de telles matrices consiste a gé-
nérer d matrices de permutations Fy, ..., Fy, c’est-a-dire telles qu’il existe pour
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-{ON-{ONON-108-108-ON-[ON {ON-[ON-10

EQ EQ EOQ EQ BEQ EO EQ EO EQ EW®
EQ EQ EQ EQ BO EO EQ® EO EOQ EW®
EQ EQ EO EQ BO EO EQ EO EO EO
EQ EQ EOQ EQ BO EQ EQ RO EQ EO
EQ EQ EO EQ BEQ EQ EQ EO EOQ EO

EQ EQ EQ EQ BO EOQ EQ EO EO EO
EQ EQ EQ EQ BO EQ EQ EOQ EQ EO®
EQ EQ EQ EQ BO BEO EQ EO EQ EO
EQ EQ EOQ EO BO EQ EQ EO EQ EO

Fi1a. 3.9 — L’algorithme du recuit simulé en cours d’exécution. Un « épi » de la
borne 32 est en train d’étre évacué par le bord du réseau vers le haut. La borne
66 a été mise en opposition de phase par rapport a ses voisines. Elle se recale sur
I’heure de ses voisines sans les perturber.

chaque F, une permutation 7, telle que F,[i,j] = 1 si et seulement si m,(i) = j
(les autres entrées de la matrice sont nulles). On tire ensuite d nombres positifs
aléatoires ¢y, ..., cq. On calcule finalement :

P (01E1+"‘+CdEd).

B Z1gagd Ca

Nous avons adapté cette méthode pour obtenir des matrices symétriques o
le degré de chaque borne est borné par d. Il suffit pour cela de prendre des
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1ON-{ONON-1ON-1ON-ON-[ONON-[ON-10
EO EO EO EO BEO EO EO EO EQ EW®
EO EO EO EO BO EO EO EO EO EW®
EQ EQ EQ EO BO EO EO EO EQ EW®
EGQ EOQ EO EO BO EO EO EO EQ EW
EGO EOQ EO EO BO BO EQ EO EQ EW®
EGO EOQ EO EOQO BO EO EQ EO EQ EWD
EGO EO EO EO BO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO BEO EO EO EO EO EO

EO EO EO EO BEO EO EO EO EO EO

Fia. 3.10 — L’algorithme du type composantes connexres en cours d’erécu-
tion. On peut clairement identifier des sous-ensembles de bornes synchroni-
sées entre elles. Les sous-ensembles s’unissent les uns les autres au cours de
Ualgorithme. Observer par exemple les influences contradictoires des bornes
des sous-ensembles {37,38,39} et {75,76,84,85,86,87,94,95,96,97} sur celles
de {47,48,49,57,58,59,67,68,69,77,78,79,88,89,98,99}. On remarque que de
grandes sous-composantes ont tendance a croitre en engloutissant des sous-
composantes plus petites.

permutations involutives car

E, est symétrique <= Vi, j ma(i) = j si et seulement si m,(j) =i
= Vin? est I'identité .

Les résultats suivants ont été obtenus sur des graphes aléatoires générés avec
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O B0 RO §O BO RO EO FO BO RO

EO EO EO EO EO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO BO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO BEO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO EO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO BEO EO EO EO EO EO

EO EO EO EO BEO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO BEO EO EO EO EO EO
EO EO EO EO BO BEO EO EO EO EO
EO EO EO EO BO EO EO EO EO EO

Fi1G. 3.11 — Les heures de plusieurs bornes (32,52,54,66) ont été modifiée a la
main alors que les bornes s’approchaient toutes de la synchronisation sur « 9
heures » par Ualgorithme du type composantes connexes. Cela a entrainé la mo-
dification de U’heure de tout un ensemble de bornes (le coin en bas a droite). Le
phénomene est assez difficile a observer: en général, une borne dont on modifie
U’heure se recale assez rapidement sur une de ses voisines sans modifier les heures
de ses voisines. Pour pouvoir observer ce phénomene, il a fallu modifier [’heure
de plusieurs bornes. Dans certains cas assez rares, la modification d’une borne
peut se propager. Cela pourrait étre génant si ce n’était pas aussi improbable que
ce que les simulations laissent penser.

cette méthode. Différents nombres de bornes ont été testés pour différentes valeurs
de degré. Chaque point est la moyenne de vingt simulations. L’algorithme ” Jeton”
est un algorithme de passage de jeton (et qui synchronise selon un arbre couvrant
calculé en passant des jetons, une borne se recale sur la premiere qui lui passe
un jeton, elle le fait passer ensuite a ces voisines). Cet algorithme est présenté a
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titre comparatif, il donne une idée du temps qu’il faut pour qu’une information
traverse tout le réseau. Les figures 3.15, 3.12, 3.13 et 3.14 illustrent ces résultats
par des moyennes de temps de convergence des algorithmes en fonction du nombre
de sommets des graphes aléatoires utilisés en entrée.

24 T T T T

"ComposantesConnexes*—
"RecuitSimule" —-—

14t

12 b |

10 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Fi1G. 3.12 — Résultats de simulations sur des graphes de degré borné par 5. Diffé-
rents nombres de bornes (en abscisse) ont été essayés, l'aze des ordonnées donne
le temps de synchronisation estimé en heures réelles.

21 T T T T
"ComposantesCo
20 " itSimule" ----- B
"Jeton" -
2 T 1
11 b 1
10 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Fic. 3.13 — Résultats de simulations sur des graphes de degré borné par 10.
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24 T T T T

"ComposantesConnexes?
"RecuitSimule* -

22+ on" -

20 1

16 - 1

14 .

10 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Fi1a. 3.14 — Résultats de simulations sur des graphes de degré borné par 15.

24 T T T T

"ComposantesConnexes™—
"RecuitSimule" —-—

22 b "Jeton" - =

18t .
16 | P

14 £ 7

10 1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

Fic. 3.15 — La moyenne des résultats précédents.

Ces résultats montrent que le recuit simulé est tres performant en temps sur
les graphes de degré important et que 1’algorithme de composante connexe est
plus rapide sur les graphes de faible degré. Il faut toutefois mettre un bémol a
cette observation: sur les 900 simulations effectuées, il y en a huit ou le recuit
simulé n’a pas réussi a synchroniser les bornes. Cela peut siurement étre résolu
en réglant mieux le refroidissement, mais si le graphe entre les bornes n’est pas
connu, il est impossible de faire ce réglage. L’algorithme de composantes connexes
a synchronisé les bornes dans toutes les simulations. L’algorithme du recuit est
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trés rapide (aussi rapide que le passage de jeton, voire plus dans les graphes de
grand degré) lorsqu’il ne se bloque pas dans un minimum local (parce que sa
fonction de refroidissement ne peut pas étre réglée pour un graphe précis).

3.4 Quelques problemes

Les simulations nous confrontent au probleme de générer des graphes aléa-
toires avec certaines propriétés: comment générer des matrices symétriques telles
que la somme des éléments de chaque ligne soit 1. Le probleme général de la gé-
nération aléatoires de structures combinatoires est un probleme difficile que 1’on
sait résoudre quand on sait énumérer (au moins théoriquement) ces structures,
c’est par exemple le cas des chemins de MOTZKIN, des animaux dirigés ou des
arbres binaires [21]. Peu de classes de graphes usuelles ont été énumérées, on ne
connait par exemple le nombre d’ordres a n sommets que pour n inférieur a douze
ou treize.

L’étude du probleme de la synchronisation elle-méme nous a conduits a un
probleme de théorie des graphes intéressant : La synchronisation des bornes selon
un arbre couvrant permet de résoudre le probleme, mais si une borne tombe en
panne ou se déregle, tout le sous-arbre correspondant risque de se désynchroni-
ser du reste des bornes. D’ou I'idée d’avoir un arbre couvrant de « secours »:
lorsqu’une borne détecte un disfonctionnement de son pere, elle se recale sur un
autre pere dans un deuxieme arbre couvrant. Ce deuxieme pere ne doit pas étre
un des descendants de la borne car cela créerait un circuit. Si le deuxieme pere
est toujours un ancetre de la borne, méme si plusieurs bornes changent de pere, le
résultat est toujours un arbre. Ceci n’est pas une condition nécessaire. Comment
caractériser de telles paires pour un graphe donné? Quels sont les graphes qui
admettent une telle paire d’arbres couvrants?

Les algorithmes que nous avons abordés sont loin de fournir des solutions au
probleme de la synchronisation des bornes d’'un réseau GsM. Il reste a faire des
études plus poussées sur la stabilité des techniques proposées face au bruitage
de la mesure des décalages. De meilleures simulations modéliseraient 1'arrivée
des communications par un processus de POISSON et bruiteraient les mesures
de décalage par un bruit blanc GAUSSIEN. Un algorithme réel combinera siire-
ment plusieurs idées, il faut de plus trouver comment optimiser les différents
parametres. Les ingénieurs sont sans conteste plus compétents que nous dans ce
domaine. D’un point de vue pratique, tout est encore a faire, j'espere que les
techniques présentées dans ce chapitre pourront s’avérer utiles.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques techniques algorithmiques pour
la résolution de ce probleme pratique de synchronisation. Je retiendrai surtout
I'idée des composantes connexes qui apporte, je pense, une direction nouvelle dans
laquelle chercher des solutions a ce type de problemes. Les simulations montrent
que cette idée peut s’avérer utile: la méthode qu’elle a engendré s’avere compa-
rable en efficacité au recuit simulé. Les techniques de recuit simulé ont été lar-
gement étudiées par ailleurs et peuvent surement étre mieux implantés qu’elles
ne l'ont été dans les simulations. Il était important de présenter le recuit simulé
dans ce chapitre pour lui comparer 1’algorithme issu de I'idée des composantes
connexes. Mon but premier n’était pas de résoudre un probleme pratique mais
de trouver des idées algorithmiques nouvelles a partir d'un probleme pratique.
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Chapitre 4

Affinage de partition

Ce chapitre a pour but de d’identifier une technique algorithmique utilisée
dans quelques algorithmes efficaces de graphes [71, 49, 57]. Cette technique per-
met de calculer une permutation des sommets d’un graphe qui peut posséder
différentes propriétés selon des modifications minimes dans la procédure. Elle
consiste a diviser les classes d’une partition de I’ensemble des sommets sans ja-
mais permuter les anciennes classes ou encore a « affiner » itérativement cette
partition. Cette technique sera définie dans un cadre plus général encore que
la théorie des graphes. Le but de ce chapitre est de mettre sous un méme cha-
peau divers algorithmes efficaces allant de l'orientation transitive d’un graphe a
«quicksort ». Nous verrons aussi comment cette vision élaborée et unifiée de cette
technique permet de généraliser certains algorithmes.

Cette technique me parait simple a comprendre alors qu’elle est néanmoins
tres efficace. Elle permet d’obtenir des preuves d’algorithmes assez élégantes et
de décrire des algorithmes complexes en quelques lignes. Le paragraphe 4.1 intro-
duit cette technique et montre comment toute une variété d’algorithmes peuvent
etre décrits assez facilement en termes d’affinage de partition. Quelques généra-
lisations sont méme données.

Le paragraphe 4.2 traite de 'orientation transitive et de la reconnaissance des
graphes d’intervalles. Tout ce travail découle de la remarque d’une grande simili-
tude entre lex-BF'S, un algorithme de parcours de graphe permettant de traiter
les graphes chordaux. Les graphes d’intervalles sont des graphes qui permettent
de modéliser des événements qui ont une durée dans le temps, ou encore le re-
couvrement de séquences d’ADN; ils peuvent étre représentés par des intervalles
d’une droite ot deux intervalles sont reliés s’ils se recouvrent. La reconnaissance
des graphes d’intervalle consiste a trouver une telle représentation a partir d’une
représentation classique du graphe. Dans le cas de ’ADN, cela peut consister a
trouver a partir de morceaux d’ADN, dont on peut connaitre les recouvrements
en comparant les chaines bases, leur position globale sur le brin d’ADN. Les
graphes d’intervalles sont aussi les graphes chordaux dont le complémentaire est
transitivement orientable. Leur étude était une application toute désignée par la
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découverte de cette ressemblance entre les algorithmes d’orientation transitive et
celui de reconnaissance des graphes chordaux.

Le paragraphe 4.3 tente d’aborder I’affinage de partition en parallele. 1 existe
un algorithme parallele de reconnaissance des graphes chordaux qui est basé sur
'affinage de partition [49], mais il est tellement particulier qu'il est difficile d’en
généraliser les idées.

4.1 La technique d’affinage de partition

Quelques algorithmes séquentiels récents traitant des graphes de maniere effi-
cace (en temps linéaire ou & un facteur logarithmique du linéaire) reposent sur la
technique d’affinage de partition introduite ci-apres. Il s’agit ici de définir cette
technique de maniere assez générale pour décrire les algorithmes de recherche de
jumeaux [41, 46], de Lex-BFS [71], d’orientation transitive de graphes premiers
[57], et des algorithmes qui n’existent pas encore mais que cette technique pour-
rait aider a concevoir. Une approche similaire du nom de «graph partitionning »
[73] fait une synthese des techniques utilisées pour la décomposition modulaire et
I’orientation transitive. Encore une autre approche similaire du nom de «partition
refinement » [81] fait la syntheése d’algorithmes de tri lexicographique et de cal-
cul d'une partition vérifiant certaines propriétés vis a vis d’une relation. Cette
section vise a poursuivre ces deux démarches et a étendre comme dans [81] cette
idée a des structures plus générales que les graphes: I'affinage de partition peut
s’avérer utile dans le traitement de sous-ensembles d'un ensemble en général. Le
paragraphe 4.2 présente par exemple 1'utilisation de cette technique pour traiter
les cliques d’un graphe d’intervalle (ce sont certains sous-ensembles de sommets
d’un graphe).

Dans ce chapitre, une partition est considérée comme une liste totalement
ordonnée de sous-ensembles d'un ensemble E appelés boites', dont 'union est
E. Affiner une partition consiste a morceler les boites en des boites plus petites.
L’algorithme 4.1 en donne les détails.

La propriété fondamentale de cette procédure élémentaire est qu’aucune boite
de la partition affinée selon S n’intersecte strictement S: toute boite B], de L'
vérifie, soit B, C S, soit B, NS = (). Selon I'utilisation de la procédure, C;, peut
etre insérée juste a gauche ou juste a droite de B, a la ligne 1. La figure 4.1
illustre I'affinage d’une partition.

L’affinage selon S prend un temps O(|S]|) en utilisant la structure de don-
nées suivante. Les éléments de E sont stockés dans une liste doublement chainée.
Chaque boite forme un intervalle de cette liste et est constituée d’un pointeur
vers son premier élément et d’un pointeur vers son dernier élément. Chaque élé-
ment contient un pointeur vers sa boite. Les boites sont stockées dans une liste

1. Un algorithme utilisant ’affinage de partition est parfois appelé familierement un « algo-
rithme de boites ».

124



4.1  La technique d’affinage de partition

Algorithme 4.1 Affinage de partition

Données : Une partition L = (By,...,B;) d’un ensemble F et un sous-
ensemble S C F.

Résultat : Une partition L' = (By,..., B)).

Début

Pour toute boite B, effectuer

Retirer les éléments de B, qui sont dans S et les mettre dans une

nouvelle boite C,.

Si B, est maintenant vide Alors

‘ Remplacer B, par C,.

Sinon

1 | Insérer C, a coté de B,.

Fin

B,

@ estdans E
On’est pas dans E

~— (O @

Fic. 4.1 - Affinage de la partition (By,...,Bg) en (By,...,B]) selon le sous-
ensemble S des éléments en noir.

doublement chainée.

Durant I'affinage, chaque élément de S est retiré de la liste et inséré a la fin
de la nouvelle boite correspondant a sa boite. Cela permet de conserver 1'ordre
initial des éléments a l'intérieur des boites quand S est trié selon cet ordre. On
peut aussi maintenir a jour le cardinal des boites sans augmenter sensiblement
la complexité de la procédure. Quand il n’est pas nécessaire de maintenir ’ordre
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sur des éléments a l'intérieur des boites, il peut étre plus simple de stocker les
éléments dans un tableau et d’échanger chaque élément qui doit étre retiré et
le premier élément (ou le dernier) de sa boite (les bornes de sa boite et de la
nouvelle boite correspondante doivent étre modifiées en conséquence).

Dans les algorithmes traitant des graphes, E est en général I’ensemble des
sommets et S est le voisinage d’'un sommet. Un tel sommet est alors appelé un
pivot. Pivoter sur un sommet consiste a affiner une partition selon son voisinage.

Une autre propriété intéressante de cette procédure est que 'affinage de la
partition £ selon le complémentaire de S est presque identique, il suffit d’inverser
la regle d’insertion (& droite ou & gauche) de la ligne 1. En ce qui concerne les
graphes, cela signifie que I’on peut exécuter la procédure d’affinage sur le graphe
complémentaire sans le calculer explicitement, en utilisant seulement les listes
d’adjacence du graphe lui-méme. Cette propriété est utilisée dans [57] pour la
reconnaissance des graphes de permutation qui sont les graphes de comparabilité
dont le complémentaire est aussi un graphe de comparabilité.

Plus généralement, un algorithme utilisant cette technique pour travailler sur
un graphe peut-étre légerement modifié de maniere a travailler sur le graphe
complémentaire. Dans [19], une structure de données intermédiaire entre le graphe
et son complémentaire est introduite; elle permet de représenter un graphe en
donnant pour chaque sommet soit la liste de ses voisins, soit la liste de ses non
voisins. Cette structure de données se préte parfaitement a I’affinage de partition.

Les principaux résultats exposés dans ce chapitre proviennent de la découverte
d’une grande similitude entre I'algorithme lex-BFS [71] et I’algorithme d’orien-
tation transitive décrit dans [57].

Permutations lex-BFS

lez-BF'S (abréviation de «lexicographic bread first search ») est un parcours
en largeur de graphe qui visite préférentiellement les sommets possédant des
voisins déja visités. Nous appellerons permutation lez-BFS la permutation des
sommets produite par une exécution de lex-BFS. lex-BFS a été inventé par
ROSE, TARJAN et LEUKER [71] pour la reconnaissance des graphes chordaux en
temps linéaire grace a la propriété suivante: une permutation lex-BFS est un
ordre d’élimination simpliciel des sommets si et seulement si le graphe en entrée
est chordal?. lex-BFS possede d’autres propriétés liées a l'orientation transitive,
qui seront présentées au paragraphe 4.2.

lex-BF'S est défini plus formellement de la maniere suivante. Les sommets sont
numérotés de n jusqu’a 1 au fur et a mesure qu’ils sont visités. Chaque sommet
est étiqueté par les numéros de ses voisins déja visités dans 'ordre décroissant.

2. La définition des graphes chordaux et leur caractérisation par ’existence d’un ordre d’éli-
mination simpliciel seront introduits au paragraphe 4.2. Elles ne sont pas nécessaires a la com-
préhension de lex-BF'S.
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Au cours du parcours, le sommet suivant est choisi parmi ceux d’étiquette maxi-
male pour l'ordre lexicographique. Pour des raisons historiques, nous noterons
x1,...,T, une permutation lex-BF'S ou x,, est le premier sommet visité et x; le
dernier sommet visité. L’algorithme 4.2 fournit la version classique de lex-BF'S.

Algorithme 4.2 [71] Parcours en largeur « lexicographique » lex-BFS

Données : Un graphe non orienté G = (V, €)
Résultat : Un ordre d’élimination simpliciel si G est chordal.
Début
Pour tout sommet v € V effectuer Etiquette(v) < ()
Pour i < n jusqu’a 1 (par pas de —1) effectuer

Prendre un sommet non visité u d’étiquette maximale.

T; < U

Pour tout voisin v de u non visité effectuer

| Etiquette(v) < Etiquette(v), i

Fin

Pour prouver la linéarité en temps et en espace de leur algorithme, ROSE,
TARJAN et LEUKER l'implantent avec une technique de type affinage de par-
tition. L’algorithme 4.3 montre comment trouver un sommet d’étiquette maxi-
male en temps constant en maintenant une liste des sommets triés par étiquettes
croissantes pour l'ordre lexicographique. Cette liste est en fait une partition de
I’ensemble des sommets ou les boites regroupent les sommets de méme étiquette.
Cette partition est affinée selon le voisinage du sommet u qui est visité: a l'in-
térieur d’une boite, les voisins de u deviennent plus grands que les autres pour
I'ordre lexicographique sur les étiquettes. La figure 4.2 donne une illustration
de cette phase de l'algorithme et la figure 4.3 montre les différents affinages de
partition opérés par lex-BFS sur un exemple.

sommets déja visités
*1-3 X2 Xn-1 Xn

SR

pivot X4

\
7

Fia. 4.2 — Affinage d’une partition en direction d’une permutation lex-BFS selon
le voisinage du pivot, le sommet en train d’étre visité par lez-BF'S.

L’ordre lexicographique vérifie la propriété suivante: si a un moment du par-
cours lex-BF'S, on a Etiquette(u) < Etiquette(v), alors cela est toujours vérifié
par la suite. Cette remarque montre que le procédé d’affinage de la partition mene
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Algorithme 4.3 Calcul d’une permutation lex-BF'S
Données : Un graphe G = (V, &).

Résultat : Une permutation lex-BFS L = z4,... ,x, des sommets.

Début
L+ (V)
Tant que L = (By, ..., By) contient une boite non réduite a un singleton
effectuer

Soit B, la boite faite de sommets non visités la plus a droite.
Retirer un sommet u de B,.
Insérer {u} juste a droite de B,.
Pour toute boite By telle que b < a effectuer
Retirer de B, les sommets voisins de u et les mettre dans une
nouvelle boite C}.
Si By est maintenant vide Alors
‘ Remplacer By, par C}.

Sinon
| Insérer C} juste a droite de B,.

Fin

bien a une permutation lex-BFS. Chaque étape d’affinage requiert O(Degré(v))
ol v est le sommet visité. Remarquons que 'on peut calculer I'étiquette de v
au moment ou il est visité: c’est I’ensemble des voisins de v apparaissant a sa
droite dans la partition. Comme chaque sommet n’est visité qu'une seule fois, la
complexité finale est O(n + m).

En inversant la regle d’insertion des boites, on peut exécuter lex-BF'S sur le
complémentaire, et en calculer un ordre d’élimination simpliciel s’il est chordal.
Cette remarque pourtant simple n’apparait pas dans la littérature. Il est méme
possible de vérifier si le complémentaire d'un graphe est chordal et d’en calculer
un arbre de clique si c’est le cas, obtenant ainsi un algorithme linéaire de re-
connaissance des graphes dont le complémentaire est chordal (et donc aussi un
algorithme de reconnaissance des split graphs qui sont les graphes chordaux de
complémentaire chordal).

Abordons maintenant I’algorithme d’orientation transitive présentant quelques
similitudes avec lex-BFS.

Orientation transitive

[’algorithme de MCCONNEL et SPINRAD [57] prend un graphe premier en
entrée. Grace a l'utilisation d’un algorithme de décomposition modulaire linéaire
assez lourd, ils peuvent étendre leur algorithme pour calculer une orientation
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abcdefg‘h

Affinage selon
le voisinage deh

a ¢c d f| b e h

Affinage selon
M le voisinage deg

a f| c d| e| bl g h

Affinage selon
le voisinage deb
a f|d ‘ el bl glh
Affinage selon
le voisinage dee

f‘ad‘cebgh

Numérotation des sommets
selon la permutation lex-BFS calculée

Fi1c. 4.3 — Un graphe et Uaffinage de partition opéré par une exécution de lex-
BFS. fadcebgh est la permutation lex-BFS calculée.

transitive de n’importe quel graphe de comparabilité?. Cet algorithme calcule
une orientation transitive s’il en existe une. Si le graphe en entrée n’est pas un
graphe de comparabilité, 'orientation calculée n’est pas transitive. Pour rendre
la similitude de cet algorithme avec lex-BF'S plus claire, il sera exposé sur le com-
plémentaire, c’est-a-dire comme un algorithme d’orientation transitive du com-
plémentaire du graphe en entrée?. L’orientation du complémentaire est implici-
tement donnée par une extension linéaire de ’ordre résultant de cette orientation
transitive, c’est-a-dire une permutation des sommets telle que l'origine d’un arc
de l'orientation du complémentaire apparaisse toujours a gauche de sa destina-
tion. Réciproquement, une permutation des sommets induit une orientation du
complémentaire en orientant les non arétes (les arétes du graphe complémentaire)
du sommet le plus a gauche dans la permutation vers le sommet le plus a droite.
L’algorithme calcule une permutation des sommets qui est une extension linéaire
du complémentaire si le graphe en entrée est un graphe premier de cocomparabilité

3. Les graphes de comparabilité et le probleme de 'orientation transitive sont introduits au
paragraphe 1.4.

4. Rappelons que les techniques d’affinage de partition permettent de traiter tout aussi facile-
ment un graphe ou son complémentaire. Les auteurs utilisent eux-mémes ce fait pour reconnaitre
les graphes de permutation [57].
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(dont le complémentaire est un graphe de comparabilité).

L’algorithme part d’une partition (V' — {p}, {p}) ot p est un puits possible. Il
morcelle répétitivement chaque boite selon le voisinage d’un sommet u qui n’est
pas dans la boite. Pour obtenir une complexité en O(n + mlogn), u ne sert de
pivot que si la taille de sa boite est au moins deux fois plus petite que celle de
la boite qui le contenait la derniere fois qu’il a servi de pivot. Cela assure que la
liste d’adjacence de u est parcourue au plus log n fois. Quand une boite vérifie ce
critere, I’algorithme va pivoter sur les sommets de cette boite a la suite. Une liste
des boites éligibles est maintenue durant le calcul pour éviter de les chercher.
Cette stratégie de choix des pivots assure que la boite la plus grande est un
module lorsqu’il n’y a plus de boites éligibles. Dans le cas ot le graphe en entrée
est premier, ce module doit étre réduit a un singleton, ce qui signifie que toutes
les boites sont finalement des singletons. L’algorithme 4.4 donne les détails.

Algorithme 4.4 [57] Orientation transitive

Données : Un graphe premier G = (V, &).

Résultat : Une permutation des sommets induisant une orientation transitive
de G si G est un graphe de cocomparabilité.

Début

Trouver un puits possible p € V.

LAV —{p}.{p}}

DerniéreUtilisation(V — {p}) < o

DerniéreUtilisation({p}) < oc

Tant que L = (By,...,By) contient une boite B, telle que |B,| <

1 DerniéreUtilisation(B,) effectuer

Pour tout sommet u € B, effectuer

Pour toute boite B, telle que b # a effectuer

Retirer de B, les sommets voisins de u et les mettre dans une

nouvelle boite C}.

Si By est maintenant vide Alors

Remplacer B, par C}.

Sinon

Sib < a Alors

‘ Insérer (), juste a gauche de B,.
Sinon

| Insérer C juste a droite de By.

| DerniéreUtilisation(Cy) <— DerniéreUtilisation(By)

| DerniéreUtilisation(B,) < |By|

Fin
La regle d’insertion fixant I'ordre des boites de la partition assure que les non
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arétes sont orientées de la gauche vers la droite en partant du fait que le sommet
p est un puits possible. La figure 4.4 illustre les relations de forcage direct qui
permettent d’affirmer ce fait (elles ne sont pas calculées).

Fi1G. 4.4 — Les nouvelles non arétes inter-boites ab, dc et ec sont forcées par au
et uc. (u est le pivot ici.)

Pour trouver une source, MCCONNEL et SPINRAD lancent ce méme algorithme
en partant d'un sommet quelconque et utilisent un argument similaire sur les
relations de forcages pour montrer que le sommet le plus a gauche est un puits
possible (I'argument qui dit que la plus grande boite est un module tient toujours).
Nous verrons dans le paragraphe 4.2 comment utiliser lex-BF'S pour trouver de
maniere plus efficace un puits.

Voici quelques arguments formels de la preuve de I'algorithme étaillant I'idée
de la figure 4.4. Soit B la plus grande boite lorsque chaque boite C' de la partition
finale vérifie |C'| > DerniéreUtilisation(C'). Tout sommet u € V' — B est dans une
boite C' plus petite que B. C' est donc au moins deux fois plus petite que la boite
qui contenait a la fois B et C' a un moment de l'algorithme. Le pivotage sur u
n’a pas morcelé B; u est donc soit voisin de tous les sommets de B, soit voisin
d’aucun. Cela signifie que B est un module.

Si G est un graphe de cocomparabilité, il existe une orientation transitive
du complémentaire telle que les non arétes sont toujours orientées de la gauche
vers la droite: toute non aréte uv entre deux boites distinctes B, 3 u et B, 2 v
telles que a < b est orientée par uv. La partition {V — {p}, {p}} vérifie bien sur
cette propriété lorsque p est un puits possible. Considérons maintenant une non
aréte nouvellement inter-boites vw résultant du morcelage d’'une boite By > v, w
par un pivot u € B,. Supposons sans perte de généralité que u est voisin de v
mais pas de w. Si a < b, alors uw force directement vw, et si b < a, alors wu
force directement wwv. Dans les deux cas, la nouvelle boite C, 5 v est insérée de
sorte que la non aréte soit orientée de la gauche vers la droite. Cela prouve que
I’algorithme calcule bien une extension linéaire du graphe complémentaire. Dans
le cas ol I'algorithme est lancé a partir d’'un sommet quelconque, cet argument
ne tient que pour les non arétes issues du sommet p le plus a gauche a la fin de
I’algorithme. Elles se forcent les unes les autres et p est donc un puits possible
(voir [57] pour plus de détails).

Il existe aussi un algorithme linéaire d’orientation transitive [58] (issu a priori
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de Talgorithme de décomposition modulaire [57]). L’article n’étant pas encore
publié, je n’ai pas pu le lire®.

Considérons maintenant le probleme de calcul des sommets jumeaux d’un
graphe dont la solution linéaire est connue des algorithmiciens mais n’a jamais
été publiée en tant que telle.

Calcul des jumeaux

Nous allons maintenant aborder une routine élémentaire en algorithmique des
graphes utilisée par exemple dans [41, 46]. Deux sommets d’un graphe sont ju-
meauz s’ils ont méme voisinage. Les jumeaux constituent parfois une redondance
génante pour certains algorithmes particuliers [46]. Identifier les jumeaux permet
d’épurer un graphe de sorte que deux sommets n’aient pas méme voisinage. On
distingue deux variantes selon que des jumeaux doivent étre voisins ou ne doivent
pas l'etre. Dans une variante, deux sommets sont jumeaux quand ils ont méme
voisinage fermé, dans l'autre variante, quand ils ont méme voisinage ouvert. Le
voisinage fermé d’un sommet inclue le sommet lui-méme, son voisinage ouvert
ne le contient pas. Ces deux définitions supposent que le graphe est sans boucles,
c’est-a-dire sans aréte reliant un sommet a lui-méme. On peut généraliser ces
deux définitions en autorisant les boucles: deux sommets sont jumeaux quand ils
ont méme voisinage ; dans une variante on ajoutera préalablement chaque som-
met a son propre voisinage, dans ’autre, on le retirera. L’algorithme 4.5 donne
les détails de cette application tres simple de la technique d’affinage de partition.

Algorithme 4.5 [41, 46] Calcul des jumeaux
Données : Un graphe G = (V, &).

Résultat : Une partition L = (By, ..., B;) ou deux sommets sont jumeaux si
et seulement s’ils sont dans la méme boite.
Début
L+ {V}
Pour tout sommet u € V effectuer
Pour toute boite B, effectuer
Retirer les sommets de B, qui sont voisins de u et les mettre dans
une nouvelle boite C,,.
Si B, est maintenant vide Alors
‘ Remplacer B, par C,.

Sinon
| Insérer C, a coté de B,.

Fin

5. Je soupconne qu’il est encore plus compliqué que ceux de décomposition modulaire.
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L’ordre des boites n’a pas d'importance dans cet algorithme, 1’ordre dans
lequel on pivote sur les sommets non plus. Si deux sommets u et v ont méme
voisinage, ils ne seront séparés par aucun pivotage. Réciproquement, si u et v ne
sont pas jumeaux, il existe un sommet w relié a I'un mais pas a 'autre; u et v se
retrouveront dans des boites différentes apres pivotage sur w (w peut étre égal a
u ou v).

En termes de décomposition modulaire, trouver les jumeaux consiste a trouver
les modules qui sont des sous-graphes complets maximaux dans le cas ou des
jumeaux doivent étre voisins, et a trouver les modules qui sont des sous-graphes
sans aréte maximaux dans 'autre cas. Ces modules correspondent a des nceuds
séries dans le premier cas et a des nceuds paralleles dans le second. Il existe
une généralisation de la décomposition modulaire aux graphes orientés [24]. Un
module est alors un ensemble M de sommets d’un graphe orienté G = (V, €) tel
que tout sommet u extérieur a M est soit relié a aucun sommet de M, soit relié
par un arc sortant uv a tout sommet v € M, soit relié par un arc entrant vu a
tout sommet v € M, soit relié a la fois par un arc sortant uv et par un arc entrant
vu a tout sommet v € M. Il apparait alors un nouveau type de noeuds dans la
décomposition (le reste est assez similaire) : les noeuds transitifs qui ressemblent
a des ordres totaux, les fils d’'un tel noeud sont totalement ordonnés et deux
sommets de deux fils distincts sont reliés par un arc orienté du sommet du fils le
plus petit vers le sommet du fils le plus grand.

On peut généraliser ’algorithme 4.5 pour calculer les modules maximaux d’un
graphe orienté qui induisent des ordres totaux, et qui correspondent donc a des
nceuds transitifs. Ces modules seront appelés des modules transitifs Pour tout
sommet u d’un graphe orienté G = (V, €), S, désignera I’ensemble des sommets
v tels que uv € € et vu ¢ &€, I, désignera I’ensemble des sommets v tels que
vu € € et uv € &, et R, désignera I'ensemble des sommets v tels que uv € € et
vu € E. (Ces ensembles peuvent étre calculés a partir des listes d’adjacence par
des fusions de listes.) L’algorithme 4.6 permet de calculer une permutation des
sommets dont il est facile de déduire les modules transitifs.

L’ordre dans lequel on pivote sur les sommets et 'ordre dans lequel sont
maintenues les boites sont indifférents. Considérons un module transitif M. Les
sommets de M ne peuvent pas étre séparés en pivotant sur I'un d’eux puisque
pour u,v € M, uv € € ou bien vu € €. Ils ne peuvent pas non plus étre séparés
en pivotant sur un sommet extérieur a M puisque M est un module. M est
donc inclus dans une des boites finales. Comme 'ordre des sommets est préservé
a l'intérieur des boites et comme on a pivoté sur tous les sommets de M, les
sommets de M sont triés selon 'ordre total induit par les arcs d’extrémités dans
M (c’est un tri « a la quicksort », voir le paragraphe sur quicksort un peu plus
loin). Soit u un sommet qui n’est pas dans M. Soit u n’est relié¢ a aucun des
sommets de M auquel cas u n’est pas dans la méme boite finale que M. Soit u
est relié a tout sommet v € M par les deux arcs uv et vu auquel cas u n’est pas
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Algorithme 4.6 Généralisation du calcul des jumeaux dans un graphe orienté

Données : Un graphe orienté G = (V, €).

Résultat : Une permutation des sommets telle que les sommets de chaque
module transitif sont consécutifs et les arcs internes au module ont
leur origine a gauche de leur destination.

Début

L« {V}

Pour tout sommet u € V de boite B effectuer

Affiner la partition selon S, selon I,,, et selon R, en préservant ’ordre

des sommets (cela requiert de trier S,, I, et R,).

B est coupée de maniere spéciale: les sommets appartenant a BN [,

{u}, et BNS, sont mis dans la méme boite selon cet ordre (les sommets

dans BN 1, a gauche, les sommets dans BN S, a droite, et u entre les

deux).

dans la méme boite finale que M. Soit u est relié a tout sommet v € M par uv
mais pas par vu auquel cas u apparait avant les sommets de M si jamais il est
dans la méme boite finale. Soit u est relié a tout sommet v € M par vu mais
pas par uv auquel cas u apparait apres les sommets de M si jamais il est dans
la méme boite finale. Dans tous les cas, aucun sommet extérieur a M ne vient
s’'intercaler entre les sommets de M.

Chaque sommet est utilisé une seule fois comme pivot, mais comme il faut
trier ses listes d’adjacence (au moment ou il sert de pivot), I’algorithme requiert
a priori un temps O(n +mlogn) (ou O(n?) si on fait des tris du géometre). (Les
sommets sont numérotés au moment de la création d’une boite du type B N I,
{u}, BNS,, de la gauche vers la droite.) On ne peut pas trier une fois pour toutes
les listes d’adjacence au début de I’algorithme car ’ordre des sommets dans la
boite du pivot change (a chaque affinage).

Deux sommets consécutifs u et v (u étant juste a gauche de v) dans la permu-
tation finale sont dans un méme module transitif si et seulement si S, — {u} =
S, U{v} et I, U{u} = I, — {v} et R, = R,. Cela permet de calculer les mo-
dules transitifs a partir de la permutation calculée par ’algorithme 4.6 en temps
linéaire.

Nous allons maintenant voir que les parcours en largeur classiques peuvent
aussi étre implantés par affinages de partition, ce n’est pas le seul cas de lex-BF'S.

Parcours en largeur

En ne coupant que la boite la plus a gauche dans I’algorithme 4.3, on obtient
un parcours en largeur classique ou les boites regroupent des sommets qui sont a
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méme distance du sommet de départ du parcours (la distance entre deux sommets
est la longueur du plus court chemin les reliant). Cela donne I’algorithme 4.7

Algorithme 4.7 Parcours en largeur et calcul des distances a un sommet

Données : Un graphe G = (V, &) et un sommet vy.

Résultat : La distance d(u, vy) pour chaque sommet u € V.
Début
L+ (V—A{vo}, {vo})
Distance({vo}) < 0
Distance(V — {vg}) < o
BoiteCourante < {vg}
Tant que BoiteCourante n’est pas la boite la plus a gauche effectuer
Pour tout sommet u € BoiteCourante effectuer
Retirer de By, la boite la plus a gauche de la partition, les sommets
voisins de u et les mettre dans une nouvelle boite C'.
Insérer C juste a droite de B;.
Distance(C') < Distance(BoiteCourante) + 1

| BoiteCourante devient la boite juste a gauche de BoiteCourante.

Pour tout sommet u de boite B effectuer d(u,vy) < Distance(B)
Fin

Si les pivots sont pris de la droite vers la gauche dans BoiteCourante, la
permutation finale (lue de la droite vers la gauche) donne l'ordre de parcours des
sommets selon le parcours en largeur correspondant. Si on veut seulement que les
boites refletent les classes de sommets & méme distance de vyg, il suffit d’allonger
les étapes d’affinage de la partition: le morcelage de B; est terminé une fois que
les listes d’adjacence de tous les sommets de BoiteCourante ont été parcourues, ce
qui consiste a affiner selon I'union des voisinages des sommets de BoiteCourante.

Remarquons qu'un parcours en profondeur ne peut pas étre interprété par
des affinages de partition car il faudrait changer I'ordre des boites (les voisins du
deuxieme sommet visité doivent étre visités avant les autres voisins du premier
sommet visité, méme s’ils ne sont pas voisins du premier sommet visité).

Examinons enfin quelques propriétés générales de I'affinage de partition.

Considération générale sur 1’affinage de partition

Considérons un ensemble E et supposons que l'on affine la partition (E)
consécutivement avec des sous-ensembles Si,...,S; en insérant toujours une
nouvelle boite juste a droite de celle dont elle est issue. L’ordre dans lequel
les S; sont utilisés n’influe pas sur les propriétés que nous allons dégager ici.
Soit (B, ..., Bg) la partition finale. Chaque élément u € E est associé a un
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sous-ensemble C,, C {Si,...,S;}: I'ensemble des S; qui le contiennent® (voir la
figure 4.5). La partition finale jouit des propriétés suivantes :

1. Deux éléments u et v sont dans la méme boite finale si et seulement si

C, = Cy.
2. En ordonnant les éléments de maniere quelconque a l'intérieur de chaque
boite, on obtient une permutation zi,... ,z, telle que Cy,,... ,C,, est une

extension linéaire de ({C, | u € V}, Q).

a b C d S, S, S;

S S

1 2 % Ca C:b Ce Cd
F1c. 4.5 — (i) Un graphe biparti permet de représenter les parties d’un ensemble.
On a par exemple ici Sy = {a,c} et Cy = {S1,S3}. (ii) En retournant cette

représentation, on lit I’ensemble des parties qui contiennent chaque sommet.

En effet, si deux éléments u et v vérifient C,, # C,, alors il existe un sous-
ensemble S; qui contient un sommet et pas 'autre; 'affinage selon cet ensemble
placera u et v dans des boites différentes si cela n’avait pas encore été fait. Si
C, = C,, alors aucun affinage ne séparera u et v.

Si deux éléments u et v vérifient C, C C,, alors u et v resteront dans la méme
boite jusqu’a 'affinage selon un sous-ensemble S; contenant v mais pas u et v
sera alors placé a droite de u; cela ne peut pas changer par la suite.

La propriété 1 est utilisée dans la reconnaissance des jumeaux qui sont les
sommets de méme voisinage (1’algorithme consiste a affiner selon les voisinages).
La propriété 2 fournit un algorithme permettant de calculer une extension linéaire
d’un ensemble A de parties d’'un ensemble E en affinant la partition (A) selon les
sous-ensembles de parties D, = {S € A | u € S}, u € E (il suffit de remarquer
que Cs ={D, | S € D,} est isomorphe a S).

On peut associer un « arbre de pivotage » a toute exécution d’une procédure
d’affinages de partitions ou chaque nceud de l'arbre est une boite apparue au
cours de l'algorithme et ou ses fils sont les sous-boites issues de son morcelage.
Les arétes de ’arbre sont étiquetées par le pivot qui a morcelé la boite pere. Cet
arbre peut permettre d’analyser les algorithmes d’affinage de partition de maniere
plus fine, mais l'intérét de la technique est d’oublier cet arbre quand seul I'ordre
final de ses feuilles compte, ce qui rend I'algorithme plus simple.

6. Cette construction s’appelle le dual en théorie des hypergraphes.

136



4.2 lex-BFS et orientation transitive

4.2 lex-BFS et orientation transitive

Cette section est consacrée a la découverte d'un lien profond entre lex-BFS
et l'orientation transitive. Cela nous permettra d’en déduire un algorithme tres
simple et efficace d’orientation transitive et un algorithme linéaire de reconnais-
sance des graphes d’intervalles. Ces deux algorithmes sont tous les deux constitués
d’une lex-BF'S suivie d'un algorithme de type affinage de partition. Avant d’en-
trer dans le vif du sujet, il nous faut tout d’abord introduire quelques définitions
concernant les graphes chordaux.

Graphes chordaux

Un graphe non orienté est dit chordal (ou triangulé) si et seulement si tout
cycle de longueur supérieur ou égal a 4 possede une corde, c’est-a-dire une aréte
joignant deux sommets non consécutifs sur le cycle. Les caractérisations suivantes
des graphes chordaux donnent une idée des nombreuses propriétés algorithmiques
dont ils font preuve.

Les graphes chordaux sont caractérisés par ’existence d’un ordre d’élimination
simpliciel de ces sommets. Une cligue est un ensemble des sommets induisant un
sous-graphe complet. z1,... , x, est un ordre d’élimination simpliciel d’un graphe
G = (V, &) si et seulement si le voisinage de chaque sommet x; est une clique du
sous-graphe induit Gy, .. ;). L’algorithme de reconnaissance de ROSE, TARJAN
et LEUKER repose sur cette caractérisation. Ils ont montré qu’'une permutation
lex-BF'S d’un graphe chordal est aussi un ordre d’élimination simpliciel. Les
cliques maximales (pour I'inclusion) se calculent facilement & partir d’un tel ordre.
La figure 4.6 donne un exemple.

Cela nous conduit a la seconde caractérisation [35]: un graphe est chordal
si et seulement s’il existe un arrangement de ses cliques maximales en arbre de
sorte que les cliques maximales contenant un sommet donné induisent toujours
un sous-arbre connexe. Un tel arbre s’appelle un arbre de cliques. Les graphes
d’intervalles sont les graphes chordaux admettant un arbre de clique qui est une
chaine ou de maniere équivalente une permutation de ses cliques maximales telle
que I’ensemble des cliques maximales contenant un sommet donné soient consécu-
tives. Une telle chaine s’appelle une chaine de cliques. Un intervalle de la chaine
est donc associé a chaque sommet : 'intervalle des cliques le contenant. Il en ré-
sulte une représentation intervallaire: deux sommets sont reliés si et seulement
s’il existe une clique maximale les contenant tous les deux, c’est-a-dire si et seule-
ment si leurs intervalles associés se recouvrent.

L’algorithme 4.8 du & [33] calcule un arbre de clique durant Iexécution de lex-
BF'S, en conservant une complexité linéaire en temps et en espace. Il permet aussi
de vérifier que le graphe en entrée est chordal. L’algorithme de reconnaissance
des graphes d’intervalles qui est présenté plus loin utilise un arbre de cliques.

Voici quelques indications sur I’exactitude de cet algorithme, les détails sont
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b e
cdfehapb

fehdcdab
feth#ab
thQC¢ab
qﬂhQC¢ab
%ﬂ@QC#&b
(i) (it)

F1G. 4.6 — (i) Un graphe chordal. (ii) Les affinages de partitions successifs condui-
sant a un ordre d’élimination simpliciel calculé par lex-BFS. L’ensemble des voi-
sins de h sur sa droite est {c,d, g} qui induit bien une clique. (iii) Un arbre de

clique représentant ce graphe. Deux sont reliés si et seulement si les deuzr sous-
arbres associés se recouvrent.

dans [33]. Puisque lex-BFS calcule un ordre d’élimination simpliciel, quand un
sommet u est visité, Etiquette(u) U{u} est une clique. Si elle n’est pas maximale,
tout autre sommet v appartenant a une clique maximale contenant Dernier(u) U
{u} est un voisin de u non encore visité vérifiant Etiquette(u)U{u} C Etiquette(v).
Remarquons que le dernier sommet visité v d’une clique maximale C' vérifie
Etiquette(v) U {v} = C. En considérant les étiquettes des sommets (au mo-
ment ou ils sont visités), les séquences strictement croissantes pour l'inclusion
correspondent aux cliques maximales. Cela fournit une méthode classique pour
calculer les cliques maximales a partir de n’'importe quel ordre d’élimination sim-
pliciel [71]. C’est ce que fait cet algorithme. Le test d’inclusion prend un temps
O(|Etiquette(u)|) = O(Degré(u)). L’ensemble de ces tests permet aussi de s’as-
surer que le graphe en entrée est bien chordal.

Montrons maintenant pourquoi 7" est un arbre de cliques, c¢’est-a-dire pourquoi
les cliques maximales contenant un sommet donné = induisent un sous-arbre
connexe. Remarquons que C'(u) est la premiere clique maximale découverte qui
contient u et que Dernier(v) est a tout moment le dernier voisin visité de v. Il suffit
de montrer que le chemin de T reliant une clique C' contenant un sommet donné
u & C'(u) passe par des cliques contenant toujours u. Considérons le sommet visité
v au moment de la création de C' = C(v). Si le pere de C' dans T est C(u), il n’y
a rien a prouver. D’'un autre coté, si Dernier(v) et u sont deux sommets distincts,
ils doivent étre reliés puisqu’ils sont tous les deux voisins de v et apparaissent a
droite de v dans I'ordre d’élimination simpliciel calculé. Le pére C'(Dernier(v)) de
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Algorithme 4.8 [33] lex-BFS et calcul d'un arbre de cliques

Données : Un graphe G = (V, &).

Résultat : Détermine si le graphe est chordal et si c’est le cas calcule un ordre
d’élimination simpliciel zq,. .. , x, et un arbre de clique T' = (J, F)
ot J est I’ensemble des cliques maximales.

Début

Pour tout sommet u € V effectuer Etiquette(v) < ()

EtiquettePrecedente < ()

7«0

Pour i = n jusqu’a 1 effectuer

Prendre un sommet u d’étiquette maximale pour l'ordre lexicogra-

phique.

Si EtiquettePrecedente ¢ Etiquette(u) Alors

j—j+1

Créer la clique maximale C; < Etiquette(u) U {u}.

C(Dernier(u)) est le pere de C; dans T

L’aréte CjC(D;Elier(u)) de I'arbre est associée au séparateur mi-
nimal S; = C; N C(Dernier(u)) < Etiquette(u).
Sinon
L G+ CjU{u;
Pour tout voisin v de u effectuer
Etiquette(v) « Etiquette(v) U {u}
Dernier(v) < u

EtiquettePrecedente < Etiquette(u)
Ti< U

Clu) < j

Fin

C dans T contient donc u. On conclue en itérant ce procédé avec C(Dernier(v))
et ainsi de suite jusqu'a ce que Dernier(Dernier(- - - Dernier(v) - -+)) = u.

Chaque aréte @k de Parbre est associée & un ensemble S; = Etiquette(u)
ou C; est la clique créée en visitant u. Cet ensemble s’appelle un séparateur
minimal entre C; et C}, (parce que ¢’est un ensemble minimal dont l'effacement
déconnecte des sommets des deux cliques). Nous utiliserons uniquement le fait
que c’est 'intersection de C; et Cj. Comme les voisin déja visités de u forment une
clique et comme Dernier(u) est le dernier d’entre-eux, on obtient Etiquette(u) C
Etiquette(Dernier(u)) U {Dernier(u)}. Cela implique Etiquette(u) C Cy et donc
Etiquette(u) C C;NCy. L'inclusion C;NCy, C Etiquette(u) découle de la définition
de Dernier(u).

L’algorithme de reconnaissance des graphes d’intervalles présenté un peu plus
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loin utilise la propriété suivante.

Lemme 38 ([35]) Dans un arbre de cliques d’un graphe chordal, si deuz cliques
mazximales contiennent toutes les deuxr un sommet u, alors toutes les arétes du
chemin les reliant sont associées a des séparateurs minimaux contenant tous u.

Permutations lex-BFS et orientation transitive

Rappelons que les modules d'un graphes sont aussi ceux du complémentaire.
Pour relier la notion de module a celle de boite, notons que si une boite d’une
partition de I’ensemble des sommets d'un graphe contient un module alors ce
module est encore entierement inclus dans une boite apres pivotage sur un sommet
extérieur a cette boite. Ce principe est a la base des algorithmes linéaires de
décomposition modulaire [15, 57]. Si I'on examine la boite la plus a gauche dans
lex-BF'S, elle est toujours coupée selon des pivots extérieurs a celle-ci jusqu’au
moment ou un de ses sommets est visité. A ce moment de I'algorithme, la boite la
plus a gauche est module car on a pivoté sur tous les sommets extérieurs a celle-ci.
Les deux résultats suivants expriment de maniere plus fine le lien entre lex-BFS et
I'orientation transitive. Ils sont le point d’orgue des algorithmes présentés ensuite.

Lemme 39 Si M est un module d’un graphe G, alors toute permutation lex-BF'S
de G induit une permutation lex-BFS du sous-graphe G induit par M.

Preuve. Soit M un module de GG. Quand un sommet u € M est visité par lex-
BF'S, son étiquette Etiquette(u) est supérieure ou égale a I’étiquette Etiquette(v)
de tout sommet v € M non encore visité pour l'ordre lexicographique. Comme
M est un module, on a Etiquette(u) — M = Etiquette(v) — M, ce qui implique
que Etiquette(u) N M est plus grand que Etiquette(v) N M dans I'ordre lexicogra-
phique. Cela signifie que la permutation lex-BFS de G induit une permutation
des sommets dans M qui est une permutation lex-BF'S de G,. O

Théoreme 40 Soit M un module d’un graphe de cocomparabilité G et soit u €
M le dernier sommet visité lors d’une exécution de lex-BFS sur G. Alors il
existe une orientation transitive de Gy ot u est un puits. Si le graphe est de
plus chordal (c¢’est alors un graphe d’intervalles), alors les sommets appartenant
a Etiquette(u) N M (c’est-a-dire les voisins de u dans M) sont aussi des puits
dans cette orientation.

Ce théoreme découle de la relation de forgage introduite par [34] (voir le
paragraphe 1.4). La figure 4.7 illustre certaines relations de forcage apparaissant
au cours de 'exécution de lex-BF'S.

Rappelons qu’il ne peut pas y avoir de relation de forcage entre un arc interne a
un module et un arc sortant du module, ce qui implique que 'orientation obtenue
en inversant l'orientation des arétes internes a un module est encore transitive.
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*1-3 Xn-2 Xp-1 Xn

SIS

pivot X4

Fi1Gc. 4.7 — Relation de forcage et lex-BFS. x,_4x1 force yx, et zxy ou x1 est le
dernier sommet visité.

Preuve. En utilisant le lemme 39, il suffit de prouver que pour un graphe de
cocomparabilité premier, le dernier sommet visité x; lors d’une exécution de lex-
BFS est un puits ou une source’ (la permutation lex-BFS calculée sera notée
T1,...,%y,). Soit F une orientation transitive des non arétes. Remarquons que x;
est toujours dans la boite la plus a gauche au cours de I'exécution de lex-BF'S.
Comme le graphe est premier, x,, n’est pas voisin de tous les autres sommets
({x1,..., 2, 1} serait un module dans le cas contraire). 712, est donc une non
aréte. Supposons que son orientation dans F est x,z;. D’apres la relation de
forcage, on déduit par récurrence sur les boites successivement plus petites qui
contiennent x; que si Bj est la boite contenant z; & un moment de I’algorithme,
alors toutes les non arétes entre V' — Bj et x; sont orientées vers x;. Remarquons
que le pivot qui a coupé la boite B; contenant précédemment z; en Bj et B}
n’était pas dans B; car cela impliquerait que B; est un module puisque tous
les sommets n’appartenant pas a B; auraient déja servi de pivot. La derniere
boite contenant x; est {x;}, z1 est donc un puits. Si 'orientation de la non aréte
1%, était en fait T1%,, le méme raisonnement montre que x; est une source,
c’est-a-dire un puits de l'orientation transitive inverse F~1,

Considérons maintenant le cas ou le graphe est de plus chordal. Grace au
lemme 39, le cas général se déduit a nouveau du cas premier. Supposons donc G
chordal, premier et de cocomparabilité. Le dernier sommet visité x; est simpliciel :
son voisinage est une clique. On peut prouver comme précédemment que x; est un
puits d'une des deux orientations transitives de G. Soit u un sommet extérieur a
cette clique. L’orientation de toutes les non arétes reliant un sommet de la clique
a u sont forcées par ux;. Les voisins de x; sont donc aussi des puits O

Orientation transitive

Le théoreme 40 permet d’améliorer I'algorithme d’orientation transitive 4.4 de
MCCONNEL et SPINRAD [57] qui prend un graphe premier en entrée, pour calculer
une orientation transitive du complémentaire d'un graphe de cocomparabilité

7. Un graphe premier n’a que deux orientations transitives F et 3!, les puits de I'une sont
les sources de ’autre.
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quelconque sans utiliser le lourd outillage de la décomposition modulaire.

Quand l'algorithme est bloqué, la plus grande boite B est un module. Pour
poursuivre l'algorithme, il suffit de couper B en B — {u}, {u} ot u est le dernier
sommet visité par une exécution préalable de lex-BFS puisque c¢’est un puits
possible du module d’apres le théoreme 40. L’algorithme 4.9 regroupe toutes les
idées introduites sur I'orientation transitive.

Algorithme 4.9 Orientation transitive

Données : Un graphe premier G = (V, &).

Résultat : Une permutation des sommets induisant une orientation transitive

de G si G est un graphe de cocomparabilité.

Début
Calculer une permutation lex-BFS x4, ... ,z, des sommets.
L+ ({z1,...,2n})
DerniéreUtilisation({z1, ... ,x,}) < 00
Tant que L = (By, ..., By) contient une boite non réduite & un singleton
effectuer

Fi

mn

Si il eziste une boite B, telle que |B,| < 3 DerniéreUtilisation(B,)
Alors
Pour tout sommet u € B, effectuer
Pour toute boite By telle que b # a effectuer
Retirer de By les sommets voisins de u et les mettre dans
une nouvelle boite Cj.
Si B, est maintenant vide Alors
‘ Remplacer By, par C}.

Sinon
Sib < a Alors
‘ Insérer C, juste a gauche de B,.
Sinon
| Insérer C juste a droite de By.

| DerniéreUtilisation(Cy) <— DerniéreUtilisation(By)

DerniéreUtilisation(B,) < |B,|

Sinon
Soit B la plus grande boite et u le sommet de B le plus a gauche
dans la permutation lex-BFS.
Retirer u de B et insérer {u} juste a droite de B.

| DerniéreUtilisation(u) < oo

Quand toutes les classes éligibles ont été utilisées, la plus grande classe est fa-
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cile a trouver, c’est la seule qui n’a pas été éligible. Pour trouver le dernier sommet
visité par lex-BFS dans une boite, il suffit de conserver 'ordre de la permuta-
tion lex-BF'S a l'intérieur des boites, ce sommet est alors le plus a gauche dans
la boite. La complexité de cet algorithme est la méme que celle de I'algorithme
d’orientation 4.4 pour les mémes raisons.

Cet algorithme calcule une extension linéaire d’une orientation de G quand G
est un graphe de cocomparabilité en temps O(n + mlogn). En inversant la régle
d’insertion des boites, I’algorithme calcule une extension linéaire d'une orientation
transitive de G quand G est un graphe de comparabilité. Une orientation tran-
sitive peut alors en étre déduite en orientant les arétes selon cette extension. En
combinant ces deux résultats, on obtient facilement un algorithme de reconnais-
sance des graphes de permutation de méme complexité (voir [57]). Cet algorithme
calcule une permutation représentant le graphe a partir des deux extensions li-
néaires obtenues pour G et G. Rappelons que les graphes de permutation sont
les graphes a la fois de comparabilité et de cocomparabilité.

Reconnaissance des graphes d’intervalles

Un graphe d’intervalle est un graphe chordal dont les cliques maximales
peuvent etre ordonnées avec la propriété de consécutivité, c’est-a-dire ou les
cliques contenant un sommet donné sont consécutives. Un tel arrangement s’ap-
pelle une chaine de cliques. La reconnaissance d'un graphe d’intervalle repose
sur la découverte d’une chaine de cliques. L’algorithme qui suit calcule un tel
arrangement des cliques par affinage successifs de partitions de I’ensemble des
cliques. Une idée similaire est utilisée par HSU et M A pour reconnaitre les graphes
d’intervalles premiers [46]. Ils utilisent ensuite un algorithme de décomposition
modulaire spécifique aux graphes chordaux pour reconnaitre les graphes d’in-
tervalles quelconques. L’algorithme que nous allons aborder reconnait n’importe
quel graphe d’intervalle.

Une chaine de cliques est calculée en affinant une partition de I’ensemble des
cliques telle que les cliques contenant un sommet donné apparaissent toujours
dans des boites consécutives. La regle d’insertion des nouvelles boites consiste a
rassembler toutes les cliques contenant un sommet donné appelé pivot. Chaque
sommet ne sert qu’une seule fois de pivot. On dira par abus de langage qu'un
sommet apparait dans une boite si une clique maximale le contenant appartient
a cette boite. Un arbre de cliques permet pivoter sur les sommets dans un ordre
adéquat (il ne faut pas pivoter sur un sommet avant qu’il n’apparaisse dans deux
boites différentes).

Quand il n’y a plus de pivots a utiliser, chaque boite non réduite a un singleton
correspond & un module (I'ensemble des sommets qui n’apparaissent que dans
cette boite), et on sait alors d’apres le théoreme 40 que la derniére clique de
la boite visitée par lex-BFS est une clique extremale possible. En sortant cette
clique de la boite, on relance le processus d’affinage de la partition. La figure 4.8
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illustre une exécution de I'algorithme sur un exemple. Voir aussi I’algorithme 4.10.

Algorithme 4.10 Affinage de partition des cliques

Données : Un graphe G = (V, €).
Résultat : Détermine si GG est un graphe d’intervalles et fournit une chaine de
cliques L si c’est le cas.
Début
1 Calculer les cliques maximales et un arbre de clique T = (J,F) avec lex-
BF'S d’apres I'algorithme 4.8
Si G n’est pas chordal Alors
| Stopper, G n’est pas un graphe d’intervalles

Soit J I'ensemble des cliques maximales J = {C1, ..., Cy}

L+ (9)

Pivots = () est une pile vide

Tant que L = (By,..., B)) contient une boite B. non réduite a un sin-

gleton effectuer
Si Pivots = () Alors
Soit Cy la derniére clique de B, visitée par lex-BF'S (la clique de
plus grand numéro).
Retirer Cy de B, et insérer {C,} juste a droite de B,.
€= {Cq}
Sinon
Soit v un sommet dans Pivots qui n’a pas encore servi de pivot
(jeter ceux qui ont déja servi).
Soit € I’ensemble des cliques contenant w.
Affiner selon C :
2 Si toutes les cliques de C apparaissent dans des boites consécu-
tives Alors
Soit B, la boite la plus a gauche contenant une telle clique.
L Soit B, la boite la plus a droite contenant une telle clique

Sinon Stopper, G n’est pas un graphe d’intervalles.

5 Si une boite B,, a < e < b, contient une clique qui n’est pas
dans C Alors Sortir, G n’est pas un graphe d’intervalles.
Remplacer B, par B, —C, B,NC et B, par B,NC, B, — C (jeter
les éventuelles boites vides).

Pour toute aréte C;C; de l'arbre de cliques reliant clique C; € € a
une clique C; ¢ C effectuer

Pivots = Pivots, C; N C}
L Retirer C;C; de I'arbre de cliques.
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678 578 478 368 2% 16 16#——6—”7
368*3 8
578 478 28|678 368 16 :
e — 678 i e B
6
578 478 28/ 678 368/ 16 478 77\74 )
8 578 77\5

28‘ 578 478 678‘ 368 | 16

2812 |-

7
28‘ 578|478 678‘ 368 | 16

@ (ii) (iii) (iv)

Fic. 4.8 — (i) Un graphe d’intervalles. Ces sommets sont numéroté selon une
permutation lex-BFS. (ii) L’arbre de cliques associé a la permutation lex-BFS.
(111) Affinages de partitions de ’ensemble des cliques. {4,5} est un module et la
boite 578,478 est coupée d’apres le fait que que 478 a été découverte aprés 578
par lez-BFS. (iv) Une représentation intervallaire associée a la chaine de cliques
calculée. Deux sommets sont reliés si et seulement si leurs intervalles associés se
recouvrent.

Si le fait de rassembler les cliques qui contiennent un sommet donné conduit
intuitivement a la propriété de consécutivité, la preuve de l'exactitude de cet al-
gorithme découle plus naturellement d’arguments d’orientation transitive. Rap-
pelons pourquoi les graphes d’intervalles sont les graphes chordaux de cocom-
parabilité. Il suffit de considérer une représentation intervallaire du graphe en
ordonnant les intervalles de la gauche vers la droite pour orienter transitivement
le complémentaire du graphe: si deux intervalles ne se recouvrent pas, celui qui
est entierement a gauche de 'autre est plus petit que 'autre. Le lien entre une
orientation du graphe complémentaire et une chaine de clique apparait dans I'in-
variant suivant qui est conservé par ’algorithme.

Théoreme 41 Il existe une orientation transitive du graphe complémentaire telle
que linvariant suivant est vérifié: siuv € & et si u et v apparaissent dans deuz
boites différentes, alors uv est orientée de la gauche vers la droite: u apparait a
gauche de v (ce qui implique que toutes les cliques contenant u apparaissent a
gauche de toute clique contenant v ou dans la méme boite).

Laissons de coté la preuve de la conservation de cet invariant pour le moment
et expliquons pourquoi il implique que I’algorithme calcule une chaine de cliques.
Supposons par l'absurde que la permutation finale n’en est pas une. Soit v un
sommet apparaissant a la gauche et la droite d’une clique C' ne le contenant pas.
Par maximalité, C' doit contenir un sommet v qui n’est pas voisin de u. Cela
contredit I'invariant puisque la non aréte uv ne peut étre orientée a la fois par uv
et vu. Toutes les cliques contenant u sont donc consécutives.
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Cet algorithme ne calcule pas seulement une chaine de cliques quand il en
existe une, il détermine aussi si I’entrée est un graphe d’intervalle. A la ligne 3
(respectivement 4), B, (respectivement By) est la seule boite telle que B,_; (res-
pectivement By, 1) ne contient aucune clique de €. S’il existe une autre boite
vérifiant cela, 'invariant est violé et ’entrée ne peut pas étre un graphe d’in-
tervalle. Tout ces tests sont effectués durant le parcours de la liste des cliques
maximales contenant u. Si 'entrée n’est pas un graphe, cela est donc détecté a la
ligne 2 ou a la ligne 5 ou durant I’étape de reconnaissance de graphe chordal a la
ligne 1. Les sommets ajoutés dans Pivots apparaissent toujours dans deux boites
différentes au moins, ce qui assure a # b.

Cet algorithme est linéaire parce que chaque sommet ne sert qu’une fois de
pivot, ce qui cotute O(Degré(u)). Le nombre de cliques contenant un sommet u
donné est borné par Degré(u). Les arétes de I'arbre de clique visitées durant le
pivotage sur u correspondent a des séparateurs minimaux contenant u et leur
nombre est borné par Degré(u). D'un autre coté, I'algorithme ne dépense pas
trop de temps a jeter des sommets ayant déja servi de pivot. En effet, le nombre
total de sommets ajoutés dans Pivots est inférieur a m puisque les séparateurs
minimaux associés aux arétes de l'arbre de cliques sont des étiquettes lex-BF'S
de sommets distincts (le cardinal de Iétiquette d’'un sommet est borné par son
degré).

Pour prouver la conservation de I'invariant par I’algorithme, nous avons besoin
du lemme suivant.

Lemme 42 Quand tous les sommets apparaissant dans deux boites différentes
ont servi de pivot, ’ensemble des sommets apparaissant uniquement dans une
boite donnée forment un module du graphe.

Preuve. Soit B une boite a un moment de ’algorithme ou il n’y a plus de pivots,
et soit M I’ensemble des sommets n’apparaissant que dans B. Soit u© un sommet
qui n’est pas dans M. Si u a voisin v dans M, une clique maximale de B les
contient tous les deux. Comme u n’est pas dans M, il apparait aussi dans une
autre boite et il a donc forcément été utilisé comme pivot. Donc toutes les cliques
de B contiennent u, ce qui veut dire que tous les sommets apparaissant dans B
(et par conséquent ceux de M) sont voisins de u. O

Preuve de la conservation de I’invariant. Des modules disjoint peuvent étre
orientés transitivement indépendamment les uns des autres et indépendamment
des non aréetes sortantes. Il découle du théoreme 40 et du lemme 42 que l'invariant
n’est pas violé en isolant la derniere clique découverte par lex-BF'S dans une boite
quand il n’y a plus de pivots.

Montrons que le pivotage sur un sommet conserve aussi I'invariant. Supposons
qu’un pivot x coupe une boite B en By, B,. Il y a deux cas similaires, prouvons
celui dans lequel B; est faite des cliques de B contenant z, 'autre cas est symé-
trique. Supposons uv ¢ &, u apparaissant a gauche de v. Il faut montrer que cette
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non aréte est orientée de u vers v. Il n’y a qu’un seul cas non trivial concernant les
boites oli apparaissent u et v: quand u apparait dans By et v dans By (dans les
autres cas, il suffit d’utiliser la conservation de l'invariant a une étape antérieure
de lalgorithme).

Soit C' € By une clique contenant v. C' doit contenir un sommet 2z qui n’est
pas voisin de x, sinon elle ne serait pas maximale. x apparait dans une classe a
gauche de B puisqu’il est utilis¢é comme pivot. L’invariant implique alors que la
non aréte entre x et z est orientée par rz. Si v et £ ne sont pas voisins, on peut
prendre z = v et xz force uv. Dans le cas contraire, il doit y avoir une non aréte
entre u et z, sinon uzvx induirait un cycle sans corde de longueur 4. xz force uz
qui force uv. Cela prouve que l'invariant est conservé. 0O

Le probleme de calcul d’'une chaine de clique a une traduction matricielle
assez célebre. Il est possible d’adapter les algorithmes proposés pour les graphes
d’intervalles pour résoudre ce probleme efficacement.

Test de la propriété des 1 consécutifs

Une matrice M de zéros et de un avec n ligne et k colonnes est dite vérifier
la propriété des 1 consécutifs si ses colonnes peuvent étre permutées de sorte
que les 1 soient consécutifs dans chaque ligne. Ce probleme est relié a celui de
trouver une élimination de GAUSS dans une matrice de réels qui n’augmente pas
le nombre d’entrées non nulles [37]. Le seul algorithme jusqu’a présent permettant
de résoudre ce probleme utilise une structure de maniement tres complexe, un
PQ-tree [7], qui permet de représenter toutes les permutations des colonnes qui
permettent d’obtenir la propriété des 1 consécutifs. Nous allons voir comment
étendre 1'algorithme 4.10 pour trouver une telle permutation grace a la technique
d’affinage de partition une fois de plus.

Définissons la matrice sommets—cliques mazimales M.(G) d'un graphe G en
associant chaque ligne a un sommet de GG et chaque colonne a une clique maximale
de G et ou toute entrée 7,5 de la matrice vaut 1 lorsque le sommet associé a la
ligne 7 appartient a la clique associée a la colonne j et 0 dans le cas contraire. Si
G est un graphe d’intervalle, alors M.(G) possede clairement la propriété des 1
consécutifs. La réciproque est fausse: une matrice n’est pas toujours la matrice
sommets—cliques maximales d'un graphe. Cependant, nous allons voir comment
modifier une matrice M en une autre matrice M telle que M vérifie la propriété
des 1 consécutifs si et seulement si M est la matrice sommets—cliques maximales
d’un graphe d’intervalles. Etant donné une matrice M, définissons tout d’abord
pour cela le graphe G(M) de sommets les lignes de M ou deux lignes sont reliées
par une aréte si et seulement s’il existe une colonne possédant des entrées a 1
dans les deux lignes. Les colonnes de M représentent donc des cliques de G(M),
mais qui ne sont pas nécessairement maximales.

Lemme 43 Si une matrice M vérifie la propriété des 1 consécutifs, alors G(M)
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est un graphe d’intervalle.

Nous identifierons par la suite les colonnes de M comme des cliques de G(M)
pour alléger les notations (une colonne C; sera considérée comme I’ensemble des
lignes i telles que M[i, j] = 1).

Preuve. Nous allons montrer que M est conformale, c’est-a-dire que pour tout
triplet de colonnes Cy, Cy, Cj, il existe toujours une colonne C' contenant (C; N
Cy)U (ConC3)U(C3NCy). Un résultat de théorie des hypergraphes permet alors
de conclure [6]. Supposons que Cy, Cy, C5 apparaissent dans cet ordre dans une
permutation satisfaisant la propriété des 1 consécutifs. (C; N Cy) U (Cy N C3) est
clairement inclus dans Cy. La propriété des 1 consécutifs assure que Cy; N C3 l'est
aussi. O

Les colonnes de M ne correspondant pas toujours a cliques qui sont maximales,
nous travaillerons sur la matrice M obtenue en rajoutant une ligne factice dans
chaque colonne: chaque ligne factice contient un 1 dans la colonne qui lui est
associée et des 0 dans les autres colonnes. Cette transformation ne change rien
en ce qui concerne la propriété des 1 consécutifs. Comme les colonnes de M sont
maximales, on obtient :

Théoreme 44 Une matrice M vérifie la propriété des 1 consécutifs si et seule-
ment st M est la matrice sommets—cliques mazimales d’un graphe d’intervalle.

L’ajout des lignes factices n’augmentera pas sensiblement la complexité de
I’algorithme 4.10 qui est linéaire en le nombre de 1, la largeur et la hauteur de
la matrice d’entrée: il considere les listes de cliques contenant chaque sommet.
Il reste un probléeme de taille: comment calculer un arbre de clique de G(M) et
vérifier si ce graphe est chordal a partir de cette représentation sous forme de
liste de cliques? En effet, on ne peut pas calculer explicitement les arétes de ce
graphes car il peut y en avoir beaucoup plus que de 1 dans la matrice. L’algo-
rithme 4.11 permet cependant de simuler lex-BF'S avec cette représentation. De
maniere surprenante c¢’est I’ensemble des cliques qu’il faut considérer, I'algorithme
affine une partition des cliques jusqu’a un ordre C, ..., C} de visite des cliques
par lex-BFS et une permutation lex-BFS z4,... ,z, associée en méme temps.

Preuve de l’algorithme 4.11. Considérons un parcours classique selon lex-
BFS de G(M) ou xy, ... ,x;11 sont les sommets numérotés a un moment donné
et Cq,...,C; les premieres cliques maximales identifiées. Si {x,,... 2,41} =
C1U---UCj, un sommet z d’étiquette maximale appartient forcément a une clique
maximale C' distincte de (1, ... ,C;. Tous les sommets non numérotés de C' ont
méme étiquette, sans quoi I'étiquette de = contiendrait un sommet non adjacent
a un des sommets non visités de C, ce qui contredirait {z} U Etiquette(z) C C.
Quand z est numéroté, les sommets non numérotés de C' deviennent exactement
ceux d’étiquette maximale. Aussi ils seront tous visités avant les sommets qui ne
sont pas dans C. Dans I'algorithme 4.11, quand une nouvelle colonne (c¢’est-a-dire
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Algorithme 4.11 Versions matrice de lex-BFS

Données : Une matrice sommets—cliques maximales M de n lignes, k colonnes
et contenant au plus m 1.
Résultat : Une permutation lex-BF'S zq,... ,z,.
Début
Pour tout colonne D effectuer
| Etiquette(D) = ()
141
Pour j =1 qd k effectuer
Prendre une colonne D d’étiquette maximale pour l'ordre lexicogra-
phique.
Cj <~ D
Tant que D a un 1 dans une ligne non numérotée u effectuer
T;i < U
Pour toute colonne non numérotée D' contenant un 1 dans la

ligne u effectuer
| Etiquette(D') <— Etiquette(D’), 1

11— 1

Fin

une nouvelle clique maximale) est numérotée, toutes les lignes non numérotées
qui ont un 1 dans cette colonne (c’est-a-dire les sommets non numérotés de la
clique correspondante) sont visitées a la suite. Il suffit donc de prouver que lorsque
les sommets des cliques maximales C}, ..., C; sont tous numérotés, le sommet z
visité ensuite par ’algorithme 4.11 peut-étre choisi par un lex-BF'S classique.
Montrons le par récurrence. C’est clairement vrai pour le premier sommet vi-
sité. Supposons que cela soit le cas pour I’ensemble des sommets {z,, ... ,z;1} =
CiU---UC;. Soit D la colonne nouvellement visité (et qui correspont a la clique
maximale Cj1;) et = le premier sommet choisi par 1’algorithme 4.11. Dans un
lex-BFS classique, I'étiquette d’'un sommet y non numéroté est I’ensemble de ses
voisins numérotés qui forme une clique puisque G(M) est chordal et z; q,... ,x,
est la fin d'un ordre d’élimination simpliciel. L’étiquette de y est donc 'étiquette
des cliques maximales (colonnes) qui le contiennent lui et ses voisins numérotés.
L’étiquette de z est donc I’étiquette de D qui est bien maximale. O

L’algorithme 4.12 montre comment étendre cet algorithme pour qu’il vérifie
de plus si I’entrée correspond a un graphe chordal et calcule dans ce cas un arbre
de cliques.

Les algorithmes 4.11 et 4.12 tournent en temps O(n + k + m). En combinant
ce résultat avec l'algorithme 4.10, on obtient un algorithme permettant de tes-
ter la propriété des 1 consécutifs en temps linéaire, en fournissant de plus une
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Algorithme 4.12 Versions matrice du calcul de I'arbre de cliques

Données : Une matrice sommets—cliques maximales M de n lignes, k colonnes
et contenant au plus m 1.

Résultat : Une permutation lex-BFS z,... ,z, et un arbre de cliques T' =
(3, F) sur les colonnes.

Début
Pour toute colonne D effectuer
| Etiquette(D) = ()
141
Pour j =1 ¢ k effectuer
Prendre une colonne D d’étiquette maximale pour l'ordre lexicogra-
phique.
Cj <~ D
Relier D a Y (Dernier(D)): F <— FU (D, Y (Dernier(D)))
Tant que D a un 1 dans une ligne non numérotée u effectuer
T;i < U
Y(u) < j
Pour toute colonne non numérotée D' contenant un 1 dans la
ligne u effectuer
Etiquette(D') + Etiquette(D’), i
L Dernier(D') < u

L 41— 1

Fin

permutation des colonnes satisfaisant cette propriété.

Nous allons maintenant voir que la technique d’affinage est proche des idées
algorithmiques utilisées en parallélisme.

4.3 Affinage de partition en parallele

Il existe un algorithme parallele d’affinage de partition : 'algorithme de recon-
naissance des graphes chordaux de KLEIN qui le présente comme un algorithme
basé sur une technique d’affinage de partition («semiorder refinement » selon ses
termes). Cet algorithme est assez complexe et ne se généralise pas a d’autres
problemes. Cette section donne quelques idées sur une définition possible de I'af-
finage de partition en parallele en présentant en quelques mots cet algorithme et
en donnant ensuite une version parallele de quicksort sous forme d’affinages de
partition.
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Reconnaissance des graphes chordaux en parallele

lex-BF'S est # P-complet : [17]: il n’existe pas & priori d’algorithme paralléle
calculant une permutation lex-BF'S en temps polylogarithmique avec un nombre
polynomial de processeurs (la classe P est un peu l’analogue de la classe NP en
séquentiel). KLEIN a néanmoins trouvé un algorithme parallele [49] permettant de
calculer un ordre d’élimination simpliciel d'un graphe chordal en temps O(log® n)
avec n + m processeurs dans le modele CRCW PRAM arbitraire. Cet algorithme
consiste a couper toutes les boites simultanément en ne considérant pour chaque
boite que les arétes possédant une extrémité dans la boite. A la fin de I’algorithme,
la permutation obtenue est un ordre d’élimination simpliciel. Une boite est coupée
de maniéere différente selon certaines propriétés sur le nombre de voisins dans la
boite des sommets de la boite, de maniere a toujours couper la boite en sous-
boites de taille au plus quatre cinquiemes de la taille de la boite. Il y a en tout huit
procédures différentes pour couper une boite, cet algorithme est assez compliqué.

Quicksort

Quicksort peut étre vu comme un algorithme d’affinage de partition ou 1’'on
peut faire plusieurs affinages simultanés de la partition. C’est d’un certain point
de vu un algorithme parallele d’affinages de partition. L’algorithme 4.13 le décrit
ainsi.

Algorithme 4.13 [50] Quicksort

Données : Un ensemble F d’éléments totalement ordonnés par <;,.
Résultat : Une liste L des éléments triés selon <;;.

Début
L+ (E)
Tant que L = (By, ..., By) contient une boite non réduite & un singleton
effectuer
1 Pour toute boite B; non réduite a un singleton effectuer
2 Prendre un élément u € B,.
Affiner £ selon I’ensemble S, des éléments supérieurs a wu.
Affiner £ selon 'ensemble I, des éléments inférieurs a w.
Fin

L’exactitude de I'algorithme provient de la conservation de I'invariant suivant :
« si deux éléments v et w sont dans deux boites distinctes B, et By respectivement
alors v <y w <= a < b ». (Si v et w ont étés séparés par un pivot u, alors
U <gor U <gor W et @ < b ou bien w <y u <40y v €t b < a.) La boucle de la ligne 1
peut étre parallélisée car I'invariant implique que les deux affinages selon un pivot
u € B; ne morcellent que la boite B;. Pour faire ces deux affinages il suffit donc
de calculer S, N B; et I, N B; en comparant selon <;,; chaque élément dans B;
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avec u. Si u est choisi aléatoirement a la ligne 2, ’algorithme termine avec forte
probabilité en O(logn) affinages paralleles®. Cela représente un travail total en
O(nT.,, logn) avec forte probabilité ou T, est le travail maximal nécessaire a
la comparaison de deux éléments selon <;,;.

S’il y a des éléments égaux a wu, ils se retrouvent dans la méme boite que u
apres avoir pivoté sur u ; cette boite n’est constituée que des éléments égaux a u
et ne peut plus étre morcelée par la suite. La condition d’arret de 1'algorithme
devient : « chaque boite a été obtenue comme ’ensemble des éléments égaux a un
pivot ».

Si <yt n’est pas un ordre total, cet algorithme calcule une extension linéaire de
cet ordre quand les sommets incomparables a u sont traités comme s’ils étaient
égaux a u. En revanche, la boite contenant u doit encore étre morcelée par la
suite (en évitant de pivoter deux fois sur le méme élément). L’invariant est alors
le suivant: « si deux éléments u et v sont dans deux boites distinctes B, et By
respectivement alors u <,y v => a < b ». (Si v et w, avec v <y w, ont étés
séparés par un pivot u, alors au moins 'un des deux éléments est comparable a w.
S’ils le sont tous les deux, alors v <;,; u <;o; w et a < b. Si u est comparable a v
mais pas a w, alors v <;,; u car u <;,; v impliquerait que u et w sont comparables
et on a alors a < b. Si u est comparable a w mais pas a v, alors u <;; w et on
a donc a < b dans tous les cas.) La condition d’arrét de l'algorithme devient :
« chaque boite contient au plus un sommet qui n’a pas servi de pivot ». A la fin de
I’algorithme, les boites sont des antichaines, c’est-a-dire des ensembles d’éléments
deux a deux incomparables. La boucle de la ligne 1 peut toujours étre parallélisée.

Malheureusement, les résultats en complexité sont plus faibles: si <;,; est un
ordre « vide » ou tous les éléments sont incomparables, il faut n rondes d’affinages
pour se rendre compte que E est une antichaine. Le travail total de I’algorithme
est donc en O(T.,,,n?) ou T.,,, est le temps nécessaire a la comparaison de deux
éléments selon <;,;. Cela laisse tout de méme un peu d’espoir en ce qui concerne
la conception d’un algorithme parallele efficace de calcul d’une extension linéaire.
Remarquons pour cela que I’on est pas obligé d’affiner la partition selon S, et selon
I, a la suite, on peut s’autoriser a pivoter au plus deux fois sur chaque sommet :
une fois en affinant selon Sy, une fois en affinant selon I,, (cela peut couper la boite
de u en deux parties comparables dans un cas et pas dans l'autre). Une stratégie
permettant de résoudre le probléeme d’un ordre « vide » (ou presque vide) pourrait
consister a calculer apres chaque ronde d’affinages les degrés entrants et sortants
de chaque sommet a l'intérieur de sa boite.

Dans le cas oul <;,; est donné par des listes de successeurs (il est facile d’en
déduire les listes de prédécesseurs), le travail total est en O(n + m) puisqu’on
pivote au plus une fois par sommet.

La définition de technique d’affinage en parallele n’est peut étre pas encore
assez précise pour donner ses fruits. L’idée de base est pourtant proche du paral-

8. C’est a dire en O(clogn) affinages paralléles avec probabilité supérieure & 1 — 1/n¢.

152



4.4  Problemes ouverts

1élisme car elle repose sur I'utilisation d’une information locale : le voisinage d’un
sommet. En parallele, il faut de plus couper toutes les boites en méme temps.
Dans les algorithmes abordés dans cette section, on a effectué en parallele des
affinages qui ne coupent qu'une boite, on pourrait aussi combiner cela avec des
affinages qui coupent toutes les boites (le voisinage d’'un sommet de degré de
I'ordre n/2 par exemple). Dans tous les cas, le plus difficile consiste a s’arranger
pour que la taille maximale des boites apres affinage soit au plus une fraction de
la taille maximale des boites avant affinage. Remarquons que cette technique est
de toute maniere intéressante pour les modeles distribués tels que cGM. Si I'on
sait couper les grandes boites, on peut les traiter en séquentiel des que leur taille
est inférieur a n/p. Le probléme vient alors de la répartition des arcs comme dans
le paragraphe 2.5

4.4 Probléemes ouverts

lex-BF'S et coloriage d’un graphe

Colorier un graphe consiste a assigner une couleur a chaque sommet de sorte
que deux sommets voisins ne soient pas de la méme couleur. Calculer un coloriage
avec un nombre de couleurs minimal est un probleme difficile en général. Il existe
des algorithmes efficaces pour de nombreuses classes de graphes particulieres
(surtout pour des sous-classes de graphes parfaits [37]). C’est le cas pour les
graphes de comparabilité et les graphes chordaux.

lex-BF'S peut étre vu comme un algorithme de coloriage si 'on modifie la
facon dont sont numérotés les sommets: quand un sommet est visité, numérotons
le par le plus petit numéro qui n’est pas dans sa marque. (il marque alors ses
voisins non encore visité avec ce numéro). On obtient clairement une coloration
du graphe G = (V, €) en entrée de cette manieére. De plus, le nombre total de
couleurs (de numéros) utilisées est borné par max,cy |Etiquette(u)| + 1 (ce qui
est inférieur au degré maximal plus un). Dans le cas des graphes chordaux, ce
nombre est la taille de la plus grande clique et est donc le nombre de couleur
minimal permettant de colorier le graphe.

En ce qui concerne les graphes quelconques, il est peut étre possible de d’abais-
ser la borne par le degré plus un avec une regle du type « pivoter de préférence
sur les sommets de grand degré »...

Décomposition modulaire

Les algorithmes linéaires de décomposition modulaire [15, 57, 19] fonctionnent
sur le méme principe que l'algorithme 4.4 avec ’ajout d’une structure de données
assez complexe permettant de pivoter de maniere plus efficace sur les sommets et
en travaillant sur une représentation affaiblie des modules: une structure basée
sur un P, (un chemin sans corde a quatre sommets) dans [15], un «P; tree » dans
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[57], deux arbres de décomposition modulaire calculés récursivement dans [19].
Ces structures peuvent étre calculées en pivotant un nombre constant de fois sur
chaque sommet. La partie complexe de ces algorithmes consiste a calculer ’arbre
de décomposition modulaire a partir de la structure plus faible.

L’algorithme 4.4, si une boite B contient un module M avant affinage selon
un sommet extérieur a B, M est forcément inclus dans une des deux boites
provenant de B apres affinage (cela découle de la définition d’un module). Quand
on a de plus pivoté sur tous les sommets extérieurs a une boite, cette boite
est un module. Ces deux principes sont souvent a la base des algorithmes de
décomposition modulaire.

Un résultat théorique [14] de COURNIER et HABIB indique qu'il est peut-étre
possible de calculer directement ’arbre de décomposition modulaire sans passer
par une structure intermédiaire: il existe toujours un ordre dans lequel pivoter
sur les sommets d'un graphe premier (a la maniere de ’algorithme 4.4) de sorte
que toutes les boites soient finalement des singletons. [’algorithme 4.4 utilise
une méthode astucieuse pour borner le nombre de pivotage a logn pour chaque
sommet. Le principal probléme pour concevoir un algorithme de décomposition
linéaire (ou méme d’orientation transitive) est de trouver un tel ordre de pivotage.

Un autre résultat intéressant obtenu par CAPELLE et HABIB [9] montre que
I’arbre de décomposition modulaire peut étre calculé en temps linéaire a partir
d’une permutation des sommets telle que les sommets de chaque module fort
apparaissent consécutivement. L’algorithme 4.9 proposé dans le paragraphe 4.2
permet de calculer une telle permutation grace a la technique d’affinage de parti-
tion. Je pense que le probleme algorithmique de la décomposition modulaire n’est
pas encore fermé (le fait qu'un quatrieme algorithme linéaire de décomposition
modulaire parait bientot [19] en témoigne). Le seul maillon qui manque est une
méthode pour pivoter sur les sommets dans un ordre adéquat.

L’algorithme de reconnaissance des graphes d’intervalles proposé dans la sec-
tion 4.2 qui est d’'une certaine maniere un algorithme d’orientation transitive
du graphe complémentaire (les graphes d’intervalles sont les graphes chordaux
de cocomparabilité), utilise un « arbre de cliques » calculé par lex-BFS pour
ne pivoter qu’une fois au plus sur chaque sommet. Cet arbre de clique est une
structure propre a tout graphe chordal (et ne constitue pas dans cet algorithme
une structure de données raffinée en un arbre de décomposition). Il ne sert qu’a
trouver un ordre adéquat dans lequel pivoter sur les sommets.

L’existence d’algorithmes linéaires de décomposition modulaire incite a penser

qu’il existe une structure similaire pour un graphe quelconque (mis a part I'arbre
de décomposition modulaire lui-méme bien-siir).
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Conclusion

Nous avons vu comment la technique d’affinage de partition permet de tra-
duire de nombreux algorithmes allant du tri au test de consécutivité des 1 d’une
matrice, en passant par 'orientation transitive. Cette technique pourrait certai-
nement permettre de reconnaitre d’autres classes de graphes telles que les graphes
de permutation, les graphes trapézoidaux, les graphes faiblement chordaux, ... et
méme des classes intéressantes de graphes bipartis. De plus, quand une classe de
graphes peut étre reconnue en utilisant cette technique, alors la classe complé-
mentaire (des graphes dont le complémentaire est dans cette classe) aussi. Les
algorithmes de calcul de plus courts chemins a partir d’'une source utilisent des
techniques qui pourraient fort bien s’exprimer en termes d’affinage de partition.
Nous avons aussi vu comment ce passer des PQ-trees pour tester de maniere plus
simple la propriété des 1 consécutifs dans une matrice. Les PQ-trees servent aussi
a reconnaitre les graphes planaires, la technique d’affinage pourrait s’appliquer a
ce probleme aussi.
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Conclusion

L’algorithmique des graphes est tres riche et cette these ne donne finalement
qu'un apercu assez réduit de 1’éventail varié des diverses techniques existantes.
L’intéréet du travail effectué ici réside surtout dans I’étude de certains problemes
dans divers modeles de calcul : séquentiel parallele a grain fin et parallele a gros
grain en passant par un probleme particulier de réseau de téléphonie mobile qui
constitue une sorte de modele de calcul soumis a de tres nombreuses contraintes.

Tout ce travail s’articule autour de la recherche de techniques générales car
la grande variété de techniques algorithmiques existante est aussi un frein a leur
compréhension par les programmeurs qui ne sont pas familiers du domaine. En
parallele, nous avons pu nous rendre compte que le tri et le calcul de composantes
connexes sont malheureusement pratiquement les seuls outils assez généraux per-
mettant de traiter les graphes de maniere efficace. Pour de nombreux problemes
élémentaires en algorithmique des graphes la seule solution existante est le pro-
duit de matrice (ou la fermeture transitive), ce qui ne constitue qu’une solution
partielle car certains graphes (les graphes « creux ») peuvent présenter une ma-
trice ou une fermeture transitive trop volumineuse pour tenir dans la mémoire
d’un ordinateur, méme massivement parallele alors que leur représentation par
listes d’adjacence est nettement plus petite.

Avec la technique d’affinage de partitions, j'ose espérer que nous avons per-
mis de dégager un filon d’algorithmes efficaces en montrant une maniere facile a
comprendre de les appréhender. J’ai encore 1’espoir d’appliquer cette technique
dans des modeles paralleles de calcul, méme si mon expérience me dit que c’est
une tache difficile. Dans le cas distribué, cette facon de partitionner me parait
judicieuse car distribuer efficacement sur des mémoires distinctes une structure
irréguliere telle qu'un graphe constitue un probleme difficile. Les algorithmes qui
peuvent se déduire en termes d’affinage de partition offrent une direction naturelle
pour résoudre ce probleme.

Je voudrais encore souligner la richesse de raisonner dans différents modeles de
calcul. Ma vision de I'affinage de partition a tres certainement bénéficié de mon
expérience en parallélisme. D'une maniere générale, j’aimerais aussi confronter
I’algorithmique a d’autres domaines. L’algorithmique pourrait s’appliquer dans
des domaines extérieurs a I'informatique comme 'organisation d’un chantier ou
d’une grande entreprise.
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Conclusion

Je considere I’algorithmique comme une science tres ludique car elle permet
de réaliser certains raisonnements de l’esprit humain. On peut bien sir étendre
cette remarque en ce qui concerne la programmation qui en est le laboratoire
expérimental. Les ordinateurs ont rendu si facile la réalisation de méthodes que
le premier réflexe d’'un programmeur en face d’un probléme est d’essayer un bout
de code et non d’aller voir dans les livres d’algorithmique s’il existe déja une
solution. L’algorithmique a subi un développement presque anarchique ou l'on
a essayé de résoudre tous les problemes auxquels on était confronté. Je pense
que l'algorithmique doit s’attacher a dégager des lignes générales de résolution
de probléemes, on ne peut donner une solution a chacune des infinies instances de
problemes. Il me semble que I’algorithmique ne sert pas assez au programmeur. La
seule technique un peu évoluée implantée par défaut dans la plupart des langages
est le tri, un des plus vieux algorithmes de I’ere des ordinateurs. L’évolution
des langages de programmation commence a rendre possible l'utilisation d'un
morceaux de programme écrit par une personne a d’autres personnes. L’idéal
serait de pouvoir réemployer un algorithme écrit et déja implanté par une tierce
personne (méme pour une utilisation différente), c’est-a-dire faire quelque chose
qui s’avere tres difficile & 'heure actuelle: modifier un programme existant (ou
une fonction de ce programme) pour une utilisation similaire mais différente.
La théorie de la complexité est une des premieres réussites de cette jeune science
qu’est I'informatique de I’ére des ordinateurs. J’espere que cette these contribuera
par son contenu un tant soit peu a faire un jour de ’algorithmique une science
plus aboutie et plus abordable au profane.
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Index

+, union disjointe, 1
—, différence ensembliste, 1
<p, 4

<antis 8

<lez; 8

Gu, 3

M.(G), 147

T, 100

W;g, 31

A;j, 100

N, 1

U, 1

uv, 2

active, 112

adjacent, 2

affiner, 124

agitation thermique, 106
ancetre, 6
anti-lexicographique, 8
antichaine, 152

arbre, 6

arbre canonique de décomposition, 59
arbre de cliques, 137
arc, 2

arc-induit, 36
arétes, 2
atteignable, 66

barriere de la fermeture transitive, 65
boite, 124

borne, 96

boucle, 4, 132

calcul préfixé, 15
cardinal, 1

CBC, 37

chaine de cliques, 137
chemin, 4

chordal, 137

circuit, 4

classe, 2

classe de couleur, 47
classes d'implication, 47
clique, 137
cocomparabilité, 129
colorier, 153
comparable, 6
composante bipartie, 37
composante connexes, 16
composantes connexes, 4
conformale, 148
connexe, 4
consécutivité, 143
corde, 137

couverture, arc de, 5
couvre, 52, 54

croise, 52

cycle, 4

décalage, 98
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decomposable, 58
dégénéré, nceud, 60
descendant, 6
destination, 2
diagramme d’arcs, 36
différence ensembliste, 1
dimension, 28

disjointe, union, 1
distance, 135

éléments, 1

enraciner, 7

ensemble, 1

ensemble puits de composante, 38
ensemble source de composante, 38
entrant, 2

étoile, 16

extension linéaire, 5

extrémité, 2

fermé transitivement, 4
fermé, voisinage, 132
fermeture transitive, 4
feuille, 6

fonction d’énergie, 100
force, 47

force directement, 47
forét, 6

fortement connexe, 65

grain, 73

graphe de comparabilité, 6, 47
graphe de permutation, 21
graphe orienté sans circuit, 4

hauteur, 66
homogene, 59

immédiat, 5
immédiatement, 5
inclusion, 1
induit, 3

interne, aréte, 58
intersecter, 2
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strictement, 2
intersection, 1
inverse, 2

jumeaux, 132

k-représentation intervallaire compacte,

24

lex-BF'S, 126
lexicographique, 8

line-graph, 36

list-ranking, 15

liste des arcs, 7

listes d’adjacence, 7

locale, fonction d’énergie, 100

matrice d’adjacence, 7

matrice d’exploration, 106

matrice de probabilité, 99

matrice sommets—cliques maximales,
147

maximal, multiplexe, 50

maximum, 4

minimum, 4

mobile, 96

module, 3, 59

module, en orienté, 133

modules forts, 60

multi-ensemble, 2

multiples, 4

multiplexe, 50

multiplexe maximal, 50

N-free, 36
non aréte, 129
non orienté, 2

ordre, 4

ordre d’élimination simpliciel, 137
M 2,20

orienté, 2, 4

origine, 2

ouvert, voisinage, 132
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P-complet, 11

par, toucher, 52
parallele, composition, 59
partiel, 4

partition, 2, 124

passer, chemin, 4

pere, 6

permutation, 20
permutation lex-BF'S, 126
pivot, 126

pivoter, 126

potentiel, 106

PRAM, 14

précéder, 4

prédécesseur, 4

premier, 59

propre, composition, 58
propre, module, 59

puits, 4

racine, 6

rang, 50

réduction transitive, 5
relation-h, 75

relier, 2

reliés, supersommets, 53
représentation intervallaire, 137
ronde, 75

routage, 75

réaliseur, 20, 28

séparateur minimal, 139
série, composition, 59
simple, chemin, 4
simplexe, 50

somme préfixée, 15
sommets, 2

sortant, 2

source, 4

sous-arbre, 6
sous-graphe, 3

stricte, inclusion, 1
strictement, intersecter, 2

succéder, 4
successeur, 4
superaréete, 53
supersommets, 53
symétrique, 3
symétrisé, 3

temps, 15

total, ordre, 4
touche, 47, 52, 54
transitif, module, 133
travail, 15

tri, 15

tri topologique, 4, 66
triangulé, 137
tricolore, 50

trivial, module, 59
type premier, composition de, 59

union, 1
disjointe, 1

voisin, 2
voisinage, 2
voisine, borne, 98
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