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Le texte ci-aprés plonge ses racines dans plus de vingt ans
d'activités qui sont aussi difficiles aujourd'hui a présenter qu'a oublier.
Il est possible qu'un jour il s'avere utile de rapporter I'histoire
détaillée de ces expériences afin d'analyser les circonstances qui ont présidé a
I'apparition de tel ou tel concept et de reconstituer la chaine des questions, des
observations et des réponses qui ont justifié le rejet d'un point de vue ou
I'acceptation d'un autre.

Mais tel n'est pas I'objet du présent travail et nous nous
contenterons d'un bref rappel car il s'agit plutét ici d'extraire de ces
expériences quelques remarques utiles aux débats du moment. Ces débats sont

de trois ordres :

— d'abord les débats sur l'utilité comparée, pour l'enseigne-
ment des mathématiques, des innovations, des réflexions, des expériences,
des recherches ou des théorisations de nature didactique ou d'autres,

— ensuite les débats sur la constitution méme d'une théorie
de la didactique, ses concepts et ses fondements,

— enfin les débats plus proprement méthodologiques.

Nous présenterons nos observations suivant ce plan, mais il
est clair que ces débats sont liés de facon dialectique et que leur séparation ne
peut étre qu'artificielle.

De plus, il y a encore dans ce domaine, un décalage choquant
entre les minuscules fragments de réalité qui peuvent étre objectivement
décrits et reproduits, et la déprimante complexité des concepts qui se
proposent pour les expliquer.

C'est pourquoi I'ambition d'insérer nos remarques dans un vaste
tableau d'ensemble paraitra présomptueuse a beaucoup. Circonstance
aggravante, le probléme central sera celui de la théorisation, les deux autres,
I'utilité et la méthodologie, s'articulant autour de lui.

Quelqu'un jugeant décousue cette collection de travaux et
insuffisants nos efforts pour les amalgamer, estimera méme notre projet
prétentieux et manqué.



Mais je sais a quel point une oeuvre visée théorique peut étre
stimulante et utile a ceux-la méme qu'elle ne convainc pas, méme si elle doit
étre finalement rejetée, a condition qu'elle soit assez vaste, assez plausible pour
résister un temps. Pendant quinze ans, j'ai nourri mes travaux de la critique et de
la compréhension de certaine théorie, la seule a ma disposition. Je n'y croyais
pas, mais elle s'imposait a moi car elle représentait trés bien ce que I'on pouvait
croire, ce que j'avais cru moi-méme et qui m'aurait sans doute longtemps
embarrasse s'il ne s'était pas trouvé un AUTRE pour I'écrire. Car il est plus
facile de faire face a un texte qu'a un tissu d'opinions diffuses.

L'acceptation de servir a mon tour d'appui et a la réflexion de mes
lecteurs est la seule raison pour laquelle, aprés beaucoup d'hésitations, je livre
aujourd'hui une étude aussi imparfaite.

LA THESE FONDAMENTALE

1 La these fondamentale que (ouvrage vise a soutenir) affirme donc que

pour produire, améliorer, reproduire, decrire, et comprendre les
situations d'enseignement des mathématiques, il est devenu nécessaire
- et possible - de théoriser cette activité d'enseignement en tant qu'objet original
d'études et non pas en tant que simple conjonction de faits théorisables
uniquement dans des domaines autonomes comme la pédagogie, la sociologie, la
psychologie, les mathématiques, la linguistique ou I'épistémologie.

@ Cette these peut paraitre trivialement fausse.

Par exemple, parce que I'ensemble des pratiqués d'enseigne-ment
semblent la contredire. Jusqu'a ce jour, de nombreux décideurs et professeurs
produisent, gerent, améliorent, reproduisent, comprennent les situations
d'enseignement sans l'aide d'aucune véritable théorisation, avec le simple
secours des concepts et des pratiques professionnelles, I'amélioration consist
rant éventuellement én- une"-simple 'tationnalisation. de ces pratiques.

L'examen, méme superficiel, de I'évolution récente de ces
pratiques et les nombreux travaux relatifs aux résultats de cette méthode
empirique en montrent les limites.



Inversement, cette thése peut paraitre comme banalement vraie :
puisque l'enseignement des mathématiques pose des problémes culturels,
sociaux et économiques, étudions-le ; I'objet d'étude est identifié : puisque
chacun peut reconnaitre "a l'oeil nu" une lecon de mathématiques et ses
protagonistes.

I1 est évident que pour améliorer lI'enseignement, il faut pouvoir
comparer, non seulement ses résultats, mais les conditions dans lesquelles ils
ont été obtenus et que ces conditions doivent étre connues comme
reproductibles.

Cette reproductibilité implique une description, non pas naive, de
toutes les conditions observées, mais sélective reposant sur un choix pertinent
de variations possibles aux effets reconnus. La reproductibilité implique donc
la compréhension des phénoménes fondamentaux, c'est-a-dire du tissu de

relations attestées constituant la théorie et permettant de choisir des
conditions d'enseignement, d'en expliquer les effets et de

‘les prévoir. La nécessité parait évidente, puisque l'objet d'étude et le champ
d'application coincident dans "la lecon de mathématiques" ; la collection des
déclarations qui lui sont associées constituerait donc une "théorie" donc
I'existence serait ainsi assurée.

4. 11 faut réfuter ce raisonnement : I'étude des phénomeénes, liés a

I'activité d'enseignement dans ce qu'ils ont de spécifique de la connaissance

enseignée, constitue de facto un champ scientifique mais il faut franchir une
étape de plus pour ériger ce champ au statut d'objet d'une théorie.

Tous les spécialistes penseront pouvoir indiquer a propos d'une
lecon par exemple, les uns, son contenu cognitif, d'autres, les intentions
du professeur, ou les résultats et les difficultés des éléves, encore d'autres, les
conditions pédagogiques ou les particularités de la communication... et chacun
pourra relever une collection de faits du point de vue de sa discipline. La
guestion est de savoir si le contréle de la situation d'enseigne-ment peut étre
obtenue par la conjonction naturelle de connaissances dé-terminées
compréhensibles, analysables dans ces domaines indépendants, ou bien s'il exige
de plus un savoir propre pour conjuguer ces apports et la création de concepts
spécifiques irréductibles a cette conjonction.



Dans ce dernier cas I'enseignement des mathématiques devient le référent d'un
objet théorique qui doit étre déterminé par une définition interne placée au coeur
d'un ensemble de relations : une théorie - la thése affirme la seconde occurence
contre la premiere.

PROLEGOMENES a UNE THEORISATION :
HISTOIRE D'UN PROCESSUS EMPIRIQUE DE
RECHERCHE DE 1960 a 1978

Il est indispensable avant de discuter cette these de présenter
brievement la suite des expériences qui ont étayé ma propre conviction. Ce
résumé nous permettra par la suite de nous référer a certains textes et
résultats anciens plus ou moins bien publiés mais qu'il est inutile d'inclure
dans le corps du présent travail.

Il semblera peu académique d'extraire cette histoire et ces
réflexions personnelles du tissu des notions et concepts qui ont traversé le
champ de la didactique depuis ces trente dernieres années. Le lecteur curieux
trouvera en annexe une présentation:; :générale
et: un peu superficielle je le reconnais -- qui fait: le point: (en 1982) sur ces

questions et montre leurs relations avec les disciplines connexes.

©0rigine

Un petit ouvrage pour les instituteurs que j'ai écrit en 1963

(grace aux encouragements de L. FELIX) et publié chez DUNOD [ 6] (grace
a l'appui de A. LICHNEROWICZ) montre mon enthousiasme pour
I'organisation bourbachique des mathématiques ainsi que mon adhésion
aux conceptions didactiques et épistémologiques de I'époque :

— legons non verbales de C. GATTEGNO ;

— parti-pris de donner directement du sens aux écritures

formelles, usage des dessins et fleches de G. PAPY ;



— lourde insistance sur des pratiques et des matériels
"isomorphes'" comme moyen d'abstraction. Ces matériels étaient
semblables a ceux que Z. DIENES (que je n'avais pas lu et qui
n'était pas traduit ni publié en frangais) allait préconiser ;

— subtile progression ou toujours les concepts nouveaux
sont introduits implicitement avant d'étre reconnus, symbolisés, formulés
puis expliqués, puis réappliqués et enfin rappelés périodiquement. Cet ordre
en permet éventuellement la définition mais seulement a la fin de 1'étude.
Cette méthode permet de concilier un controle axiomatique rigoureux des
notions et des théoremes et les nécessités d'une familiarisation préalable
dans des exemples particuliers. Bien que ces définitions ne soient jamais
explicitement proposées aux enfants ni méme aux maitres (voir la
reproduction en note de 'avertissement au lecteur" de ce livre, lignes 14 a
28 et la table des maticres) [ 6 | elles sont toujours tres fidelement
conformes a la présentation et a l'ordre de BOURBAKI.

Parmi toutes les innovations que contenait ce petit livre, celle
qui me paraissait la plus importante et en méme temps la plus sujette a
caution, était justement cet ordre. Comment observer s'il facilitait vraiment

ou non les acquisitions ? Ce fut I'une de mes premicres recherches.
2 Etude d'une progression_

Comme les lecons n'étaient qu'évoquées dans ce texte, MM.
DERAMECOURT et HOUZIAU réaliserent les 80 fiches nécessaires qui
furent utilisées dans une quinzaine de classes de Dordogne sous leur
contréle [25]. Nos moyens ne nous permettaient d'obtenir et de traiter que

les pourcentages de réussite et d'abstention dans chaque classe.

J'avais utilisé, pour construire ma progression, un systeme de
matrice assez complexe qui me permettait de tenir compte des diverses
conditions de dépendance que je croyais devoir respecter, aussi bien entre
les différents concepts engagés dans des lecons successives, qu'entre les
formes de connaissances sous lesquelles ils se présentaient. Par exemple, on

peut voir [ 6 ] que



l'égalité était introduite successivement et avec des sens différents,
égalité de longueurs de baguettes, de poids, d'ensembles, de

sommes de longueurs, de prix etc...

Je préparai donc pour chaque type de dépendance que
j'espérais tester, une matrice indiquant tous les couples de lecons qui se
trouvaient ainsi liées a priori. Par exemple, des couples d'étapes

didactiques d'un méme concept :

introduction/schématisation
ou formulation/application ou
application /réapplication... ou
introduction/généralisation
ou des couples de lecons liées axiomatiquement
ou des ensembles de lecons ayant trait a la méme notion

mathématique.

Ces matrices (30 x 30) devaient pouvoir se superposer a la
matrice des corrélations observées de facon a voir si les valeurs des
coefficients de corrélation pour les couples repérés différaient des autres
(par un test non paramétrique tel que le randomization test par
exemple). On pouvait penser que les classes qui avaient moins bien
réussi une premiére lecon (relativement a leur moyenne) devaient étre
handicapées pour la deuxiéme en cas de dépendance didactique. Apreés
un gros travail (que je repris plus tard avec Mme FRANCHI-
ZANETACCHI | 30 ), je m'apercus

— que trés peu de corrélations "lecon I - lecon J" étaient
significatives : il n'y en avait guére plus que ce que le seuil choisi laissait
espérer sitoutes les lecons avaient été indépendantes (8 % au seuil de 5
%),

— que l'essentiel des variations s'exprimait par les taux

d'abstentions.

— mais que la variance inter-classe était significativement
faible, c'est-a-dire que les résultats variaient de facon assez semblable

d'une facon a une autre dans toutes les classes.
Deux dépendances seulement pouvaient étre déclarées

observées :



— 1'une liait entre elles les legons qui utilisaient les
mémes procédés de schématisation,

— l'autre :liait NEGATIVEMENT une application
d'une notion et- sa réapplication : la seconde application était

d'autant mieux réussie que la premiére était ratée.

Ces deux derniers résultats m'apparurent comme la
preuve que les maitres manipulaient les difficultés des exercices a
volonté, par exemple en fonction de la nouveauté des propositions que je
leur faisais, ou bien pour maintenir une certaine réussite dans la classe.
Mais cette transgression des conditions de l'expérience ne m'apparut pas
tout de suite comme la marque qu'une autre régle plus importante
s'imposait a eux ; ce n'est que beaucoup plus tard que je parvins a mieux
distinguer ce qui relevait de leur arbitraire, ou de leur personnalité de ce
qui faisait I'objet de mes observations. En tour cas, j'en déduisis qu'il
fallait abandonner l'espoir d'utiliser cette méthode d' analyse globale
statistique sur un champ aussi vaste tant que le détail des processus
d'enseignement ne serait pas mieux connu. Ne pouvant conclure sur la
valeur des choix didactiques que j'avais faits, méme les plus
systématiques, je crus mes résultats sans valeur et je renoncai a les

publier.
3 Etude des motivations et du sens.

Pour cela les lecons elles-mémes devaient- faire I'objet d'une
refonte. D'ailleurs l'introduction des notions nouvelles et du formalisme
faisait craquer les méthodes classiques d'enseigne-ment et leur justification.
Les méthodes traditionnelles telles quelles ou reformulées par DIENES,
permettaient bien d'obtenir certains comportements de la part des éleves-
mais les maitres ne pouvant plus s'appuyer sur un lot culturel d'exercices
collaient aux définitions formelles et/ou aux manuels et n'étaient plus en

mesure de leur donner de facon économique un sens correct.

Je commencai donc a reprendre tous mes objectifs
d'enseignement

- en me demandant a chaque instant : "pourquoi 1'éleve
fait-il cela ? Que peut-il lui arriver s'il ne le fait pas, qui va le géner et

aussi 'orienter vers une autre manicere de



répondre, quel sens aura cette réponse si on la lui fournit toute faite,
que peut-on gagner a ce qu'il cherche lui-méme son adaptation au
probléme ?

— en cherchant quelles relations au milieu pouvaient le
mieux donner une adéquation, une motivation et un sens correct aux
connaissances qu'il s'agissait d'enseigner.

— et en observant a 'aide des mémes instruments la forme

que prenaient ces connaissances dans les réponses des éléves.

Pourquoi par exemple un éléve écrirait-il "=" entre deux
écritures ? Il faudrait qu'il dispose de deux maniéres "a" et "b" de
désigner une méme chose, comme 3 et 2+1 par exemple ; et que ces deux
écritures lui soient assez familieres sinon ce signe ne serait plus
fonctionnellement symétrique (ce serait le signe dune attribution ou
d'une définition). Mais alors pour-quoi écrire cette égalité si on connait
déja les renseignements qu'ellle apporte ? Ce ne peut étre que pour le
dire a quelqu'un d'autre, et quelqu'un qui l'ignore (et pour qui ce sera en

effet une attribution).

I 1 faudrait que l'éléve soit obligé de révéler a un autre
que ce que d'autres appellent "a" n'est autre que ce qu'il connait bien

déja sous le nom de "a".

Il faut donc un premier' groupe social dans lequel quelque
chose s'appelle "a" et un autre dans lequel cette méme chose s'appelle
"b", puis quun membre de ces groupes ait besoin soudain EN
L'ABSENCE D'UN REFERENT de désigner ou de demander cette chose a
un membre de l'autre groupe. L'in-formation "a=b" est la réponse qui
dénoue cette situation et seul peut la donner un traducteur, qui connait
bien les deux langues, (mais qui n'aurait pas eu sans ce probléme
l'occasion d'écrire la formule qui serait ainsi restée implicite). Pour que la
situation soit comprise et donne du sens au message il faut qu'elle soit
susceptible de se produire réguliérement. De plus, pour que le signe "="
puisse étre doté dun signifié il faut que son apparition ne soit pas

automatique entre deux noms de choses et par conséquent que d'autres

symboles relationnels



constituent un paradigme a "a=b", par exemple "a/= b" ou
"a<‘b|"

Bien sur il n'est pas nécessaire de vivre personnelle-ment
de facon répétée cette situation de traduction pour en faire
l'expérience mentale et c'est pourquoi il est possible "d'expliquer"
verbalement le sens du signe "égale" a un éléve, ou de lui suggérer par
un inventaire exemplaire des occasions de le mettre, ou simplement en
exigeant qu'il le mette quand on le lui dit, pour qu'il en prenne
I'habitude.

Ces questions : "pourquoi l'enfant ferait-il cela, est-ce une
raison valable pour lui ? Et du point de vue du savoir ?" Et la tentative
d'y répondre par l'agencement des rapports directs de 1'éléve avec un
milieu physique et social va étre le moteur de toute une série a partir de

1966.

4 Cadre théorique.

En 1972, je propose a 1'A.P.M. un petit texte [10] dans
lequel, tirant les conséquences de ce mode d'approche, je propose un
cadre théorique pour l'analyse et lorganisation des situations

d'enseignement.

Outre 1'évident souci de rationaliser la description des

situations d'enseignement, ce texte montre deux tendances :
— d'une part, le role du maitre est limité a la présentation

et a la mise en scéne des situations qui sont supposées produire d'elles-
mémes l'apprentissage, par adaptation de l'éléve a un milieu physique

ou social agencé de facon appropriée et spécifique,

— d'autre part, il est trés nettement proposé de
distinguer trois catégories de situations qui correspondent a des
fonctionnements du savoir supposés différents et irréductibles les uns

des autres.

Ce cadre doit permettre la recherche systématique des
conditions motivantes pour la mise en oeuvre de chaque notion

mathématique, leur classement et leur examen progressif.



II peut s'appliquer aux situations d'enseignement les plus
diverses et produit pour l'enseignement et le chercheur des gerbes de
questions et de critiques mais en méme temps, il ouvre des possibilités
de concevoir des situations nouvelles en permettant de réutiliser des
éléments de solutions connues (communications, preuves, etc...). Il
permet aussi de hiérarchiser les questions a poser a l'expérience.

Cette possibilité va étre exploitée avec toute une équipe de
professeurs des écoles normales de la région, sur l'ensemble des notions

enseignées dans les différents niveaux de 1'école primaire :

l'enseignement des opérations sur les entiers naturels
[13]

I'enseignement des probabilités [8 ]
I'enseignement de la logique et l'introduction a 1'écriture
symbolique

— puis l'enseignement des rationnels et des décimaux (dont
I'étude sera présentée plus loin)

— l'enseignement de la Géométrie [20]

— et a nouveau celui des nombres naturels et de la

numeération.

Il s'agit d'abord, sur la plupart des sujets, de concevoir des
situations conformes au maximum d'exigences de motivations et ensuite
de montrer qu'elles sont réalisables dans des classes et qu'elles

provoquent bien les apprentissages attendus.

5 Ecoles Jules Michelet de Talence

Tres vite, il faut se rendre a 1'évidence : les lecons sont trés
longues a mettre au point et souvent trés complexes. Il faudra une école
spéciale ou les maitres auront du temps pour discuter leur réalisation et

accepteront a priori de se laisser observer.

La mise en place de ce projet prend 3 ans et les conditions
obtenues vont renforcer dans un premier temps la mise entre parenthése
de l'action du maitre et la centration sur l'éléve et ses conditions

d'apprentissage [32][38].

10



Cependant, le pari est gagné : oui, il est possible de
réaliser des lecons en se fondant sur les considérations de motivation
et d'epistémologie proposées dans la théorie, oui ces lecons
fonctionnent, les enfants apprennent et ces apprentissages par
adaptation les séduisent comme ils seduisent les observateurs et les
maitres aussi.

Finalement, la plupart des "situations™ mises au point dans
cette école, sont reprises dans de nouveaux textes pour l'enseignement,
dans les manuels, dans les programmes, dans d'autres recherches... Cette
production d'ingénierie ne cesse d'augmenter, de se transformer, de
s'enrichir et de s'organiser.

6 Apprentissage par adaptation : Etude d'une legon.

La réalisation d'une lecon souléve toujours autant de
questions auxquelles il faut répondre, que cette réponse soit fournie pour
une raison "scientifique" ou par un choix arbitraire plus ou moins
rationnel. Mais quelles sont les questions qui meéritent I'énorme
investissement d'une expérience sérieuse ?

La question qui me parut alors la plus fondamentale fut la
mise en évidence de l'influence des principales conditions d'adaptation
nouvelles que je proposais (action, communication, validation) sur les
apprentissages, en dehors de [linfluence cognitive du maitre (que
j'appellerais aujourd'hui situations quasi-isolées).

Je commencais par I'étude des situations d'action et de ces
modeles implicites qui s'y développeraient.

Pour cela je mets alors a I'étude une lecon, la course a vingt,
qui, du point de vue scolaire, servait de base a un enseignement de la
division pour de grands éléves et au cours de laquelle trois phases
distinctes correspondaient bien aux trois types de conditions.

Avec MM. LAMARQUE et MAYSONNAVE [35.37]
j'observe I'évolution des connaissances "implicites™ des éleves et la vitesse
d'apparition de certains "théoremes". Je compare

11



cette vitesse a celle que je prévois a l'aide de divers modéles
stochastiques d'apprentissage. Aucun de ceux qui conviennent pour
la course a 7 ne convergent assez rapidement pour expliquer les
progrés dans la course a 20, ces résultats vont dans le sens des
théses cognitives d'ARBIB et de NELSON contre celle des
néobehavioristes (SUPPES).

Les changements de types de situations d'apprentissage
semblent favoriser les acquisitions, cependant en présentant avec M.
RESTES [41] une situation de communication dans une vingtaine de
groupes d'éleves, nous mettons en évidence que la formulation des
connaissances dans des circonstances non didactiques n'améliore pas

leur acquisition.

La présentation dans dix classes de la lecon entiére et
l'étude de la phase de '"validation" avec Mme LAMARQUE et MM.
GUILLE-PHOTIN et ROL [ 36 | nous convainc de la possibilité d'une
reproduction trés stable des effets de ces conditions qui laissent pourtant
la plus grande liberté aux éleves. Une analyse statistique de ces
comportements et des conditions qui les provoquent est donc
envisageable. Elle est néanmoins extrémement colteuse et je me
convaincs assez vite que les réponses probantes qu'elle peut apporter a
des questions aussi générales seront trés difficiles a communiquer aux

maitres.

7 Modélisation - prévision et expérience.

I1 m'apparut important de m'assurer sur un exemple que la
méthode expérimentale pouvait étre utilisée. 'Il s'agissait de recueillir les
résultats d'une classe, relativement a une tache, puis de modéliser cette
tache et une autre assez différente mais comportant les mémes
parametres afin de prévoir les résultats de cette classe sur cette nouvelle

tache.

Pour diverses raisons, j'ai choisi comme premiére tache le
calcul des multiplications de nombres entiers par la méthode
actuellement utilisée en France (et due a FIBONACCI) la seconde étant le
calcul par la méthode dite "per gelosia". Cette modélisation, assez simple

[12] permettait de penser qu'il
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pourrait y avoir intérét avec certains éléves a préférer la seconde
méthode. Tout changement culturel de cette importance étant trés
difficile, il était nécessaire d'établir les faits trés sérieuse-ment.

De plus, je trouvais intéressant, en méme temps que l'on
étudiait les moyens d'adapter les éléves a la connaissance, de montrer
qu'on pouvait essayer d'adapter les connaissances aux éléves.

Il ne s'agissait bien str que de 1'usage des procédures d'un
meéme algorithme, mais je voyais des arguments formels qui me
permettaient d'espérer traiter les théorémes de mathématiques de maniére
semblable [13].

Les considérations d'ergonomie qui servaient de base a ces
raisonnements commencaient a tenir une place importante dans mon
analyse des situations d'enseignement. Leur exposé [14 | permet de
poser quelques questions fondamentales sur la méthodologie des

modéles en didactique mais aussi sur les apprentissages eux-mémes.

Je montai une préexpérience qui permit de déterminer la

taille de 1'échantillon :

Pour obtenir des effectifs d'erreurs suffisants, je dus
présenter une épreuve assez longue a plus de 600 éleves (*) [23]. Je ne
pus monter convenablement que la deuxiéme partie de 1'expérience, mais
la préexpérience permettait déja d'observer les avantages annonceés ; détail
troublant, les résultats étaient meilleurs que prévus ! Plusieurs années
plus tard Y.M. BEAUJOUAN et H. BROUSSEAU [ 5 ] confirmérent la
tendance mais ils montrérent aussi l'importance capitale de la position du
maitre vis-a-vis de 1'expérience. Cette variable peut effacer compléte-ment
les facteurs purement ergonomiques (résultat bien connu). Je persiste a
penser que ce genre de méthode est parfaitement utilisable dans les cas

ou l'intérét de la question justifie une expérience de taille suffisante.

(*) épreuve reprise dans le D.E.A de D. COQUIN
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Processus d'apprentissage des algorithmes de calcul numérique.

Les différents processus que j'ai concus et étudiés visent
tous a obtenir finalement que I'enfant utilise le procédé qu‘on veut lui
enseigner comme solution *"optimale™ - du point de vue de la fiabilité
et de la rapidité d'exécution - d'un probléme ou la manipulation des
informations mathématiques joue un role décisif. Il s'agit toujours pour
I'enfant de remplacer une procédure par une autre.

Le fait de posseder plusieurs méthodes et de pouvoir
éventuellement revenir a une décomposition archaique des taches a
accomplir permet de leur donner du sens du fait que la situation qu'elles
résolvent de facon fonctionnelle est la méme.

L'apprentissage de la procédure de calcul rend nécessaire
une veritable exploration de la structure mathématique des naturels car
dans les deux exemples principaux traités il s'agit d'engendrer I'écriture
de nombres assez grands de facon a pouvoir raisonner sur eux en
abandonnant la représentation concrete des quantités.

Exemple 1 : (N,+) Il s'agit pour I'enfant d'indiquer le cardinal d'un
ensemble (supérieur a 50) au moment ou il ne connait que quelques
cardinaux inférieurs a 20. I1 invente la partition et une écriture qui
definit la somme de plusieurs nombres.

La recherche d'équivalences de sommes conduit en méme
temps a la découverte des propriétés de I'addition et a la mise en place
d'un algorithme de plus en plus simple & mesure que le répertoire des
propriétés et des théoremes de base (tables) s'accroit et de plus en plus
général a mesure que I'on applique a des nombres plus grands, ou a des
bases différentes [15-17]-

Exemple 2 : (N,x) Pour indiquer le cardinal d'ensembles trop grands
(plus de 400 objets) ou présentés de facon favorable (produits de classes
équipotentes) I'enfant invente une écriture qui définit le produit de deux
nombres).
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La mise en ordre de ces produits, la recherche des
équivalences conduit I'enfant a chercher I'écriture de N de ce produit.
Dés la premiére tentative il y parvient par divers procedés (sommes,
procédé a la russe...) qui vont se perfectionner (décomposition en
sommes de produits connus, abandon du support concret, découverte
du calcul sur les puissances) pour aboutir a une méthode standard (per
gelosia ou a l'italienne suivant les capacités des enfants a calculer de téte).

Ces processus sont tels qu'a chaque instant la signification
de l'algorithme est nécessaire pour son accomplissement U5].

9 La méthode "'spirale™; progression didactique

Une certaine évolution se produisit au cours de ces travaux
dans ma conception des progressions, en grande partie a cause d'une
meilleure connaissance des travaux de PIAGET mais aussi comme suite
aux observations quotidiennes des lecons projetées.

La problématique de I'apprentissage par l'adaptation imposait
de rechercher pour chaque activité proposeée a I'éleve, qu'elle provoque chez
lui la création d'une connaissance visée en réponse a ces circonstances. Il
est rarement possible d'obtenir d'un coup, dans ces conditions, un savoir
correct, achevé et définitif. Au contraire, cette connaissance est le plus
souvent locale, particuliére et de plus, liée indGment, par les circonstances
choisies, a d'autres connaissances, elles aussi provisoires et incorrectes.
Elle doit donc évoluer afin de s'inscrire dans une genése visant a terme le
savoir culturel correct.

Il ne m'était plus possible de supposer que l'on pouvait
séparer le projet d'enseignement en deux tadches indépendantes : la
construction d'un plan d'ensemble qui pouvait étre simplement calqué sur
I'organisation axiomatique des connaissances mathématiques, puis I'étude
""pédagogique' des meilleures manieres d'enseigner chaque paragraphe
du discours du savoir. A moins, comme DIENES et peut-étre un instant
PIAGET, de croire a
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une miraculeuse unicité formelle entre la métamathématique, les
mathématiques, |épistémologie, la psychologie cognitive, la
psychologie génétique et la didactique, qui aurait permis au plan
bourbachique de servir a la fois de modeéle dans tous ces secteurs.

Nos observations sur notre processus d'enseignement de
la multiplication montraient :

— que les acquisitions faites sur la base des découvertes
des enfants étaient un peu plus lentes que leurs acquisitions par les
meéthodes classiques, mais qu'elles étaient mieux comprises et plus
sares, pour une proportion plus grande d'enfants,

— mais qu'elles ne mettaient pas I'enfant a I'abri des
pertes de sens par conditionnement ou par "autoconditionnement”,

- surtout qu'elles pouvaient résister trés fortement aux
tentatives ultérieures de modification, méme dans des conditions trées
favorables, a cause justement de leur caractére personnel et bien adapté
et de I'augmentation des occasions d'apprentissage,

— et aussi que les dépendances entre les acquisitions
n‘apparaissent toujours pas clairement.

Adaptation aux possibilités de I'enfant et habitude de
I'enfant de s'adapter aux situations d'une part, adaptation au projet
social et aux connaissances visées d'autre part. Comment concilier ces
deux axes d'adaptation ?

Une représentation metaphorique en vogue consistait a
envisager la progression de I'éleve comme une spirale ; les différents
concepts a acquerir étaient représentés par des axes issus de l'origine,
censes porter les états successifs des connaissances des éléves. Une
spire représentait une séquence d'enseignement plus ou moins longue,
au cours de laquelle les concepts visés étaient rencontrés dans un eétat
encore imparfait ; mais polir chacun d'eux, elle permettait un petit
progrés et l'accés a la spire suivante. Cette métaphore servait a
dissimuler les divergences entre ceux qui espéraient pouvoir obtenir
I'apprentissage par des pas aussi petits qu'il est nécessaire et ceux qui
pensaient que comme pour les stades piagétien, des étapes et des mdris-
sements sont indispensables.
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Les contradictions réapparaissaient dés lors qu'il s'agissait d'évaluer
les résultats de l'enseignement ; 1'évaluation des étapes intermédiaires
dans la théorie des petits pas impliquant une théorie de
l'acquisition "fragmentaire", et donc une hypothése
'épistémologique sur la "fragmentation". Les instruments classiques
de cette évaluation, telle la taxonomie de BLOOM [ 3 | et les modéles de
GUILFORD et dAUSUBEL) n'ont jamais recu de confirmation
expérimentale. Les réactions de l'exigence d'évaluation formelle sur la
pratique des enseignants en fonction des théories didactiques et des
théories d'apprentissage en vogue pouvaient étre anticipées a partir de
ces remarques. Cette étude [19] constitue ma premiere tentative

d'analyse systémique.

Un espoir un peu insensé, né sans doute d'une con-fiance
excessive dans le projet piagétien, faisait agir certains pédagogues a
I'époque, comme s'il existait pour chaque concept une genése naturelle,
obligatoire, universelle, unique et peut-étre inéluctable si elle n'était pas
contrariée. Il m'apparut au contraire qu'en méme temps qu'on devait
chercher la ou les genéses possibles, il fallait déterminer les conditions
qui présidaient a leur mise en place et montrer leur caractére de
nécessité. Ce qui impliquait non seulement des observations des
comportements des éléves dans des circonstances variées, mais aussi
une prise en charge de I'ensemble de ces circonstances et de leurs -effets
PREVISIBLES sur les adaptations. Cette position conduit a déterminer de

nouveaux objets d'études [24].

10 Méthodologie : la méthode "spirale" dans la recherche.

Ce type de travaux devient trés vite extrémement complexe

et tres difficile a rapporter.

La préparation de chaque lecon d'un processus qui peut en
comporter plus de trente, peut durer de 20 a 60 heures et plus, étalées
sur plusieurs années. Elle fait intervenir d'abord un trés grand nombre
de considérations dont toutes ne sont pas de simple bon sens, bien
établies ou liées aux hypothéses de la théorie, puis d'une année a l'autre,

les observations et les réactions du maitre et des enfants.
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Le compte rendu de ces réflexions, auxquelles participent
des groupes de personnes et celui des raisons des choix retenus
deviennent trés vite impossibles. L'équipe n'a pas le moyen a la fois :

- de faire évoluer assez vite les points de vue pour
produire des lecons originales, solides du point de vue de leur
conception théorique, assurées par des expérimentations répétées et
communicables aux maitres

- et de décrire minutieusement les étapes et les raisons de
cette évolution. A 1'époque, ce genre de réflexion "théorique a priori", sur
les dispositifs d'enseignement, passait trés mal. Seuls les

comportements d'éléves paraissaient probants et intéressants.

Clest vers cette époque (1976) que P. GRECO qui suivait
avec sympathie nos réflexions, commenca a émettre l'hypothése que le
nombre de variables qu'il convenait de manipuler était trop grand pour
étre maitrisé et que ces études étaient irrémédiablement condamnées a

rester dans le domaine de l'innovation et de 1'observation.

Pourtant, chaque réalisation et chaque observation de lecon
sont l'occasion de mettre a 1'épreuve les conceptions théoriques et la
technologie didactique qui s'y attache, les méthodes d'étude et d'analyse,
les résultats expérimentaux déja obtenus et la formulation pour les

maitres des propositions d'enseignement.

Les conceptions théoriques se précisent et se complexifient
rapidement, conduisant a des questions qui, bien que clairement posées,
ne peuvent étre étudiées indépendamment les unes des autres, parce que
l'on ne peut entreprendre autant d'expériences qu'il le faudrait. La
principale difficulté vient de ce qu'a chaque instant, il vaut mieux tirer le
meilleur parti pédagogique des actions en cours que de faire un choix
pour des raisons de recherche alors que la qualité des résultats de
l'enseignement serait douteuse. Nous donnerons un exemple de cette
imbrication des problémes dans notre étude sur les (décimaux. Nous

appelons "spirale" cette méthode de planification



des recherches qui se différencie d'un simple pragmatisme, par la
prise en charge, a chaque étape, des réflexions spécifiques a chacun
des axes : le long de chaque axe, la filiation des choix et des idées doit
rester nette et scientifique - bien qu'adaptée a chaque étape - aux

nécessités et aux contingences de l'observation.

11. Les probabilités et 1'idée de hasard.

Du point de vue de l'enseignement primaire, le calcul des
probabilités est a l'opposé du calcul numérique élémentaire. Certes,
plusieurs novateurs tentent de s'appuyer sur l'axiomatisation récente de
ce domaine pour introduire un enseignement précoce trés souhaitable - de
cette notion. Mais les traces des difficultés historiques trop récentes,
accréditent 1idée qu'une genése des modeles probabilistes est incon-
tournable. Certes, on peut faire faire des régles de trois aux enfants en
assimilant la proportion dans un ensemble des objets d'une certaine
classe, la fréquence d'apparition dun événement dans une suite
d'expériences et sa probabilité dans une expérience a venir. Mais quel
intérét cela a-t-il si, devant une situation réelle, ils ne peuvent faire
aucune conjecture utile et aucune anticipation correcte ? Nous avons
entrepris depuis, une étude épistémologique [ 9] et quelques expériences
simples. Deux ont montré que les enfants étaient sensibles 'a des
difféerences de probabilités et observaient les distributions de fréquences
mais qu'ils les utilisaient mal, en fonction de raisonnements faux [8] [26].
Apreés la recherche d'une situation fondamentale qui consistait a
déterminer. si deux urnes donnaient une boule blanche avec des
probabilités différentes, nous avons réalisé une suite de 31 lecons ou les
enfants progressaient par une dialectique entre des hypothéses sur le
contenu de la bouteille d'une part, les prévisions sur ce qui devait sortir
des urnes d'une autre part; et enfin de la lecture et la comparaison des
résultats passés [44]. La, les enfants ont paru dégager de facon correcte, la

notion de probabilité, de fréquence et de convergence en probabilités.
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C'est du moins ce que l'observation clinique de leur

comportement collectif laissait voir.

Mon test, trés bref et certainement beaucoup trop
sévére, proposé aux deux classes expérimentales et & un groupe
témoin, ne mit en évidence des différences significatives que sur trés
peu de questions, autres que celles qui étaient voisines de l'expérience.
Naiveté ? Nous aurions voulu faire une interrogation clinique, mais nous
n'avons pas eu le temps dans la période qui séparait la fin de I'expérience
de la dispersion des éléves. Le bilan pédagogique était loin d'étre négatif -
y compris sur le calcul numérique ! - mais il aurait fallu, a 1'époque,

d'autres résultats et/ou d'autres moyens pour emporter la conviction.

Les résultats scientifiques, les connaissances nouvel-les
sur le développement cognitif des éléves furent assez maigres et
l'avancement de la didactique ne pouvait guére étre apprécié. Pourtant,
j'y ai personnellement puisé la conviction qu'une réflexion
épistémologique était indispensable, en méme temps que 1'étude de
didactique, que les modeles faux spontanés des éléves devaient étre
attaqués et non contournés, qu'un travail de fixation culturelle et sociale
était nécessaire aux é€léves et donc que les trois dialectiques

fondamentales ne suffisaient pas.

12 Etude de la création d'un code a l'école maternelle.

Depuis le début, lidée que l'on pourrait faire 1'économie
d'une certaine verbalisation préalable des acquisitions me tentait. Etait-il
possible de susciter 'apparition de modéles implicites par des situations
d'action, puis, au moment ou ils seraient établis de facon fonctionnelle et
stable, de rendre nécessaire leur "désignation" en méme temps que leur

identification par des situations de communication ?

Ce n'était pas une hypothése bien nouvelle et elle tentait
réguliérement beaucoup de pédagogues depuis le développement du role
de la formalisation dans les sciences. C. GATTEGNO a poursuivi cette voie

depuis 1947 et a produit encore récemment
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des propositions remarquables.

Il ne s'agissait pas, pour nous, de reprendre la vieille
voie empiriste sensualiste dénoncée par AEBLI [ 1 |. J'étudiai d'abord
avec H. RATSIMBA-RAJOHN, les procédés ostensifs d'introduction
des notions nouvelles [40 | dans les classes et dans les manuels. Nous

avons montré leur caractére illusoire.

Par contre, le fait de pouvoir proposer aux .éleves des
situations .d'action susceptibles de produire des conceptions et des
modeéles non verbalisés puis "indépendamment” (aprés, avant -ou en
méme temps) des situations de communication ou d'expression
susceptibles de susciter les formulations et la création ou
l'appropriation de nouveaux codes laissait envisager des dispositifs de
recherche et de moyens d'enseignement nouveaux :

"définir" ou donner du sens a un concept sans étre
prisonnier de la formulation qu'en donne le maitre a 1'éleve et qui
repose sur une "construction" préalable, culturelle ou didactique

— étudier directement les propriétés de modéle d'une
représentation quelconque, graphique,... métaphore, formelle, etc...

— examiner les difféerentes formes d'association et
d'accommodation des deux types d'introduction : action et formulation
dans divers ordres d'introduction : par exemple, prise de controle du
sens par la formulation et la reformulation ou au contraire par

l'expérience et l'action ; etc...

La confrontation de la logique du discours avec celle de la
situation promettait d'étre intéressante. J'essayai alors d'appliquer ces
moyens didactiques a l'enseignement des mathématiques a des enfants
sourds, (avec l'aide d'un jeune professeur de 1'I.N.J.S de GRADIGNAN);
sans échec mais sans succes évident car la tentation ostensive était
trop forte et les difficultés de communication aux éléves des régles des
situations retenues conduisirent le professeur a rechercher le secours

direct des moyens visuels.
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Presque malgré moi, j'ai dii étudier cette question h propos
de l'enseignement a 1'école maternelle dés 1974. J'avais eu
l'imprudence de publier avec L. FELIX et Y. LAMOUREUX le résultat
d'expériences d'introduction des schémas et des symboles a 1'école
maternelle. Ce texte (dii en grande partie a L. FELIX) avait provoqué
chez les maitres de la région, un usage assez immodéré de liens, de
schémas et surtout des symboles. Il était temps de faire des expériences
précises et d'observer ce que ces hypothéses pouvaient apporter a la
connaissance de la genése de la fonction symbolique chez 'enfant, et a la

didactique de la logique).

L'étude débute en 1976 par la conception dun processus
fondamental que j'étudiai d'abord avec J.M DIGNEAU [29], procédé qui
prétend faire voir ce qu'il définit ou introduit. Ce procédé s'appuie sur
I'évidence de la correspondance entre un concept et un objet maternel ou
une situation. Exemple : montrer un carré pour définir le carré, puis avec j.
PERES [39 ]. Le processus suivait le schéma classique : "action" puis
"formulation", puis "validation" et "institutionnalisation" et l'observation
clinique répétée de mémes phénomeénes, pour la premiére fois, dans leur
intégralité, permit de rassembler, sur ce probléeme des résultats trés
nombreux et trés importants pour moi®. Aprés une phase de familiarisation
avec une trentaine d'objets et avec leur nom, les enfants sont invités a se
souvenir de ceux d'entre eux que l'on a placés, la veille, dans une boite. Le
jeu réussit trés bien, plusieurs fois, avec trois ou quatre objets, quand, tout
dun coup, la maitresse en place une douzaine dans la boite. les enfants
voient qu'ils ne vont pas réussir. Ils sont invités néanmoins a essayer et a
chercher une solution. Ce "saut informationnel" qui disqualifie une
méthode ancienne (la mémoire) doit provoquer et donner du sens a "l'inten-

tion" d'une autre méthode (le dessin de la collection).
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13 Le saut informationnel.

Le saut informationnel consiste, aprés avoir trouvé une
situation fondamentale faisant "fonctionner" une notion, a choisir
d'abord les valeurs de ses variables de telle maniére que les con-
naissances antérieures des éléves permettent d'élaborer des stratégies
efficaces et d'explorer les caractéristiques de la situation, contraintes,
objectifs, réglement..., puis sans modifier les régles du jeu, a changer les
valeurs des variables de facon a rendre beaucoup plus grande la complexité
de la tache a accomplir. De nouvelles stratégies doivent étre établies qui
demandent la construction de nouvelles connaissances. Les nouvelles
valeurs sont choisies de facon a rendre maximum le rapport entre
I'efficacité de la nouvelle connaissance par rapport a ses concurrentes. Le
saut peut fonctionner a condition que la deuxiéme situation soit comprise
et acceptée. Elle ne peut 1'étre que par référence a la premiere. Avant le
transfert de solutions ou son rejet, se pose celui du transfert des questions
ou la reconnaissance des situations qui le permettent. Une des hypothéses
fortes de nos travaux avance que la connaissance dun notion prend une
partie de son sens dans celle des situations ou elle intervient comme
solution. Mais on peut supposer aussi que la compréhension d'une
question n'est possible que si 1'éléve imagine au moins quelque maniére d'y
répondre. Ce qui rend impossible le saut informationnel ; J.M. DIGNEAU fit
l'hypothése que les enfants -pouvaient ne .;donner aucun sens au méme
jeu, deés lors qu'ils ne pouvaient pas envisager de le résoudre. Et de fait, le
saut était d'importance. Il fallait que les enfants imaginent de dessiner
chacun de facon spécifique, tous les objets présents dans la' boite et
qu'ensuite, ils interprétent leur propre message, reconnaissent leurs
dessins, identifient les objets... Comment pouvaient-ils anticiper les
conditions d'une telle activité, faire un diagnostic des erreurs, encore plus
complexe que la solution elle-méme, et se corriger en fonction des
contraintes d'une tache qu'ils n'ont jamais accomplie et que l'on se refuse a
leur montrer, méme une seule fois ? La thése de J.M. DIGNEAU est
correcte, mais il est 'un fait, que chaque année, pendant plus de 10 ans,
les enfants ont franchi le pas, au grand étonnement des maitres

eux-mémes.
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Pour peu que des éléments de solution figurent dans la
culture, que la situation permette les expériences et les ajustements et
que l'attente sereine mais "active" des maitres soit. suffisante, les
enfants peuvent maitriser des situations beaucoup plus ouvertes qu'on

ne croit.

Le saut informationnel est possible dans un intervalle suffisant
pour permettre, dans de nombreux <cas, les dialectiques
situation/connaissances et connaissance ancienne/connaissance nouvelle

envisagées dans le cadre théorique [14 [[21].

L'étude de la mémorisation des répertoires montra déja de
grandes différences entre les enfants. Assez rapidement, les enfants
adaptaient leurs comportements a la question posée et désignaient des
"listes" d'objets a l'aide de listes de dessins ou devaient intervenir les traits
distinctifs mis en oeuvre pour identifier les objets et leur représentation
plus ou moins analogique, certains traits ne pouvant absolument pas étre

représentés de facon "analogique" (la matiére, par exemple).

La mise au point "naturelle" des procédures qui avaient
précédemment fait l'objet de tant d'exercices formels inintelligibles pour les
enfants (représentation de l'appartenance, d'une bijection; ...) montrait que
nous avions résolu le probléme didactique initial. J. PERES observa alors
avec une grande minutie le fonctionnement des différents types de
situations et leur influence sur 'apprentis-sage [39]

— tres faible influence sur la phase d'action individuelle et il
l'explique

— trés grande influence de la communication, notamment du
role de récepteur et du changement de role

— importance de la suspension de la pratique communicative

et du passage aux débats de validation.

Il décrit surtout la nature méme de ces évolutions et 1'effet de situations
particuliéres sur la structuration logique par les enfants de 1'ensemble qu'ils

manipulent.
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Dans la construction du code se révélent de facon fine, les modes
d'acquisition prélogique de l'enfant tels que les décrit A. WERMUS [ 43].
Mais l'analyse des centrations sur les composantes contextuelles des
prédicats amalgamés qui déterminent les objets, celle des décantations qui
s'en suivent et celle de leurs relations avec le développement des
préfoncteurs logiques, s'éclaire par l'effet des conditions que nous pouvons
imposer aux collections : les traits distinctifs et les traits oppositifs
apparaissent dans des stratégies différentes et paraissent avec des propriétés

logiques différentes. Ce sujet est actuellement a I'étude.

14 Méthodologie de 'observation des faits didactiques.

Les problémes de méthodologie paraissaient alors en bonne
voie de solution. Nous pouvions décrire les divers aspects de l'activité

didactique a l'aide d'un grand nombre de méthodes appropriées.

Celles qui tendaient a décrire et analyser les résultats obtenus
par les éléves étaient celles qui se développaient le plus rapidement : les
analyses statistiques diverses et les observations cliniques des éléves, les
analyses génétiques (qui consistent a mettre en évidence des décalages
importants dans le moment de l'acquisition des différents aspects d'une
notion) permettent d'identifier les difficultés auxquelles la didactique doit

faire face.

Mais il est déja clair a cette époque (1970 a 1979) que ce sont
les intéractions maitre-éléve-milieu relatives au savoir qui doivent étre
l'objet de 1'étude et non pas seulement le comportement "terminal" des

éléves.

Divers procédés dérivées de la linguistique, notamment
l'analyse du discours, paraissaient d'autant plus prometteurs que
l'approche définie en 1970 (*) donnait la possibilité d'organiser les
situations de communications appropriées (maitre-éléve mais aussi éléve-
éléve ou maitre-maitre). Certaines de ces situations de communications
ont été beaucoup réutilisées, aussi bien pour l'enseignement que pour la
recherche [34].

(*) cf. annexe
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Un exemple permettra de comprendre la méthode. 11
s'agissait de savoir dans quelle mesure la connaissance des événements
qui se sont déroulés dans une classe est utile pour la gestion d'une
activité didactique par le maitre

et si ces événements sont conscients et analysables a l'aide
des concepts professionnels utilisés spontanément par les maitres. Le
dispositif consistait a combiner des successions de maitres dans une
méme classe : méme maitre ou maitres différents, avec ou sans
communication d'informations entre eux... L'observation des effets de ces
variables sur la conduite des lecons était facilitée par la comparaison de

classes paralléles.

L'enregistrement vidéo des classes et des communications entre
maitres devait faciliter I'analyse de ce qui retenait 'attention de l'enseignant
et de ce qui lui échappait. Ce travail ne ,put étre achevé a cause de
l'inadéquation des méthodes d'analyse envisagées qui entrainaient un travail
énorme. Il apparut pourtant clairement qu'avoir affaire au méme enseignant
au cours de l'apprentissage d'une méme notion joue un role important dans

la relation didactique.

Cette influence est d'autant plus importante que le maitre a :

— un meilleur souvenir des faits passés,

— une exigence plus forte a I'égard des éléves quant a ces souvenirs
— ce qui conduit a donner des statuts différents aux événements de la

classe

— une meilleure cohérence et une meilleur régularité dans le traitement des
informations qui surgissent de l'activité de la classe. Cette influence n'est
pas uniformément positive et n'est pas une fonction croissante des variables
énumeérées ci-dessus. Il semble que certains équilibres soient favorables
entre : ce qui est introduit comme nouveauté et ce qui est rappelé, ce qui est
régulier et ce qui est aléatoire ou irrégulier, ce qui doit étre appris et ce qui
peut étre oublié...

ce qui doit étre reconnu comme une application et
ce qui doit étre analysé comme un objet indépendant,_ etc...



Nous avions bien rodé a 1'école Jules Michelet les méthodes
d'expérimentation et d'observation des classes. Les phénomenes
paraissaient bien reproductibles sous la condition de donner une
description des obligations créées par la situation, assez précise pour
qu'il soit possible de les interpréter en termes de jeu didactique [33]. Si
bien que je pus faire vers 1977 un tour d'horizon relativement optimiste -

encore bien incomplet [18] -

15 La dépendance entre les activités didactiques.

Le seul point vraiment noir qui subsistait et qui était pourtant
fondamental, c'était celui de la liaison entre les apprentissages. Certes, des
méthodes statistiques existaient et l'analyse factorielle des correspondances
réveillait des espoirs dégus par l'analyse hiérarchique a la GUTTMANN.
Plusieurs d'entre nous s'étaient attelés a la tache d'adapter ces analyses aux
problemes spécifiques de la didactique. Dans la problématique exposée
plus haut, j'étudiai divers processus a l'aide de divers coefficients de
dépendance, notamment les processus d'apprentissage du calcul numérique
avec G. VINRICH en utilisant le coefficient d'implication de J.
LOEVINGER [42] auquel, par la suite, R. GRAS parvint a donner une
distribution théorique, base de l'analyse implicative qu'il continue a
développer [31].

Diverses méthodes d'agrégation de données étaient utilisées concut-

remment. Cependant, plusieurs circonstances nous laissaient insatisfaits.

a) Les dépendances prévues et utilisées par les maitres ou par
les créateurs de méthodes ainsi que celles qui paraissaient les plus

crédibles, n'étaient guere attestées dans nos observations.

Pour en avoir le coeur net, nous avons utilisé avec D.
COQUIN, une hiérarchie d'objectifs tres précise, bien opérationnalisée |
24 ]

avec, pour résultats des indépendances tres surprenantes.

, et nous avons soumis les liens les plus "rationnels" a l'expérience,

b) Les dépendances que nous .observions griace au recueil

de tous les résultats de tous les éléves de 1'école Michelet, se
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pliaient mal a nos tentatives d'explication et ne paraissaient pas
réguliéres. Surtout, elles ne semblaient pas trés li€es par le contenu
cognitif et donc par les facteurs proprement didactiques, ce qui était

pour nous trés décevant.

c) Les liaisons assez bien établies par des expériences
convaincantes comme celles qu'a attestées F. PLUVINAGE avec sa méthode
d'ANAFAC des questionnaires a modalités, restent toujours par définition
trés locales. Ces résultats sont précieux mais portent sur les liaisons entre
les comportements d'éléves et ne se proposent pas de donner d'indications

sur les circonstances didactiques elles-mémes.

d) Avec A. BESSOT et F. RICHARD, nous avons organisé une
expérience ou, apreés avoir identifié les variables de la situation
fondamentale, nous avons montré que l'action qu'elles avaient sur les
apprentissages, était conforme aux calculs. La aussi, la méthode marche,

mais elle demande de grands efforts pour des résultats trés locaux.

CONCLUSION

La théorisation didactique parait alors en bonne voie. Un
colloque réunit a BORDEAUX en 1975 les chercheurs intéressés a traiter
ce champ comme un domaine scientifique [45 | qu'ils suggérent de
désigner comme "épistémologie expérimentale’. Sur ma proposition, nous
préférons assumer l'étiquette un peu méprisée de "didactique" pour
montrer notre désir d'améliorer l'enseignement par le moyen de ce que

nous pouvons €n comprendre.

Il est trés clair cependant que
— l'objet de la didactique, c'est-a-dire la part des phénoménes
d'enseignement qu'elle se propose de théoriser,
— les concepts fondamentaux qui doivent permettre de décrire cet objet et

de formuler les questions pertinentes auxquelles il répond,

— la méthode de preuve spécifique attachée a ces questions

restent a identifier et a clarifier.



Ces questions se posent alors par le biais de la reproductibilité :
ce que la didactique peut prendre en charge de décrire, c'est ce qu'elle! peut
prétendre voir se reproduire sous certaines conditions qu'elle explicite. Mais
qu'est-ce que la reproductibilité didactique ? La répétition des observations
et des résultats ? Mais si tout le systéme est organisé pour la reproduction
dun phénomeéne, peut-on encore l'analyser comme un systéme physique

non intentionnel ?

Nous n'allons pas raconter comment 1'étude des sauts
informationnels conduisit a celle des obstacles épistémologiques, comment
celle de la dépendance conduisit a celle de la reproductibilité ni comment
I'observation des échecs électifs amena a I'étude du contrat didactique et des
phénomeénes qui lui sont liés. Il est préférable de présenter directement 1'état
actuel des concepts fonda-mentaux et de leur articulation réciproque.

Cependant, la théorie et la mise en évidence des relations
envisagées entre ses €léments concreétement significatifs et les observables,
ne seront exposées qu'au chapitre 3, car il nous apparait indispensable de
montrer d'abord de facon précise comment, en se centrant sur la notion
mathématique ou sur 1'éléve, il est possible d'accéder a ce que les
professeurs appellent couramment la réalité de l'enseignement grace a ces

concepts fondamentaux.
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CHAPITRE |
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Comparer, mesurer, reproduire des longueurs, -des masses
ou des volumes sont des activités considérées comme tout
> fait fondamentales, et, en conséquence, elles doivent étre
apprises dans les premieres années de la scolanté, tout de
suite apres celles qui consistent a classer, ranger, dénombrer
ou reproduire des collections finies. Ces activités mettent
en cuvre des éires mathématiques, les rationnels ou les
rationnels décimaux. En prenant en considération la structu-
re mathématique qui les définit et en régit I'’emploi, 1l est
possible de réorganiser ces apprentissages autour d’un projet
théorigue dans leqguel les acquisitions des éleves sont 1denti-
fiées par les connaissances qui s’y révelent, ordonnees et
justifiées par la place que ces dernieres tiennent actuel-
Jement dans le corps des connaissances scientifiques.

Or, c’est bien parce gu’l existe des pratiques sociales
familieres correspondantes et dont l'origine plonge dans la
nuit des temps guon peut entreprendre un te]l projet;
car si les résultats paraissent clairs, les actions assurees, les
méthodes évidentes, les propriétés utiles, cec activites sont
souveni en réalité, a v bien réfléchir, d’une tres grande
complexité, ainsi d’ailleurs que les concepts, dits élémenta-
res, gqui v soni engagés. Les rapports entre ces théories et
ces pratiques restent tres mvstérieux des lors gqu’on veut
les traduire en comporiements des sujets qui accomplissent
ces activités, en modifications de ceux gul les apprennent
ou en décisions de ceux qui les enseignent.

C’est pourquoi I’objet de cette étude apparaitra a certains
excessivement presomptueux.

1) s’agit, en effet, d’étudier les conditions dans lesquelles
ces comportements ou ces appropriations peuvent apparail-
tre, ainsi que les rapports gu’entretiennent les conceptions
mathématiques — dont ces comportements sont P’indice —
avec certains caractéres des situations qui les accompagnent.

Le nombre des variables auquel on peut s’attendre justi-
fierait tous les pessimismes car un tel projet ne peut pas
faire 1’économie d’une mise en expérience de ces rapports,

o

ﬂ
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selon une méthodologie éventuellement spécifique, pas plus
que celle d’un investissement théorique initial.

De plus la finalité de ces observations est, bien entendu,
de permettre une organisation et un contrdle de ces situa-
tions a des fins d'enseignement, ce qui nous conduit a
essayer de repérer le champ des choix possibles plutdt qu’a
nous borner a I’observation et a lacomparaison des pratiques
actuelles de I’enseignement des rationnels et des décimaux.

Notre texte s’alimente d’un ensemble d’activités et de
recherches dans le champ ainsi découpé et qui ont pris nais-
sance en 1974 au sein de I'IREM de Bordeaux (I’ensemble
des personnes concernées par ce travail comprenant : les
étudiants et les enseignants du 3é cycle de didactique des
Mathématiques, des instituteurs de 1’école Michelet pour
I’observation et les professeurs d’école normale de la région).
Notre texte ne constitue pas un compte rendu de recherches
et a fortiori d’une recherche unique.

Il nous a paru d’ailleurs nécessaire d’introduire le lecteur
aux débats de didactique par une voie différente de la pré-
sentation académique habituelle des travaux scientifiques.

Nous avons commencé par I’analyse de curricula typiques
des années 60 et 70 et de l’effet épistémologique de la
réforme de 70 sur les conceptions des éléves et des maitres
relativement aux décimaux. Nous avons voulu faire cette
premiere étude dans le langage et dans l’esprit qui étaient
ceux des époques considérées, de facon & ménager au
lecteur un accés familier a la fois 4 ’objet observé, aux
phénomenes et aux débats, c’est-a-dire a la situation actuelle
des problemes abordés par la didactique des. mathématiques.

Cette analyse sera suivie par ’examen des résultats et celui
des alternatives ouvertes a cette méthode, par diverses théo-
ries de I’apprentissage del’enseignement ou dudéveloppement.

Cet exemple introductif permettra donc aussi d’attester
des phénomeénes dont certains seront étudiés expérimenta-
lement dans la suite du texte.

A un moment ou un certain nombre d’Etats s’apprétent
a adopter le systéme métrique, il m’a paru assez opportun
d’examiner avec quelques détails a quel enseignement on
est parvenu dans le pays qui le premier en a adopté 1’'usage.

Cette présentation ne va pas sans risques, en particulier
celui de la confusion avec le discours pédagogique classique
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en usage dans les échanges professionnels, ou avec les arti-
cles polémiques fondés seulement sur des opinions. On ne
manquera pas de me reprocher de revenir a ce genre au
moment méme ou nous manifestons notre désir d’installer
la didactique comme champ scientifique.

Mais il ne faut pas se tromper sur ce mode de présenta-
. tion : une telle analyse n’a été possible que par I’existence
du travail expérimental évoqué plus haut et qui sera présen-
té dans la deuxieme partie de cette étude. Quelques termes
ou quelques idées anachroniques n’échapperont pas au
lecteur averti.

Il faut qu’il soit clair, par exemple, que notre analyse un
peu rapide de la position de Diénes, si elle s’appuie sur des
observations assez longues, s’autorise surtout de ’existence
d’une autre théorie des processus de genese des concepts
mathématiques. Cette intériorisation active et dialectique
se substitue a l’intériorisation immédiate de Diénes pour
amener le caractere interactif des connaissances que notre
partie expérimentale aura pour but de faire fonctionner
et d’observer.

Dans les sciences plus qu’ailleurs on est amené a con-
fondre la connaissance telle qu’on la transmet et la connais-
sance telle qu’on la crée ». Cette opinion de Bachelard(*)
rend indispensable 1’analyse historique et épistémologique
de la notion de rationnel et de décimal. Celle-ci nous donne-
ra des exemples de fonctionnement des concepts dans
diverses situations et nous permettra d’en relever les carac-
téristiques et d’étudier celles qui donnaient leur significa-
tion aux notions. Nous identifierons principalement la
nature des obstacles qui s’opposent a l'évolution des con-
naissances.

Il conviendra alors d’essayer de reconnaitre ceux de ces
obstacles qui sont constitutifs du concept et le type de
situations qui leur sont associées.

Mais dans cette partie aussi seront engagés, comme dans
la premiére, des instruments conceptuels déja élaborés et
non exposés préalablement. Divers projets de genese du
concept pourront étre envisagés. L’étude des possibilités
de les réaliser mettra en évidence les problemes théoriques

(*) Essai sur la connaissance approchée, VRIN.
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une partie décimale et I'indication d’une unité — ainsi les
nombres entiers ne sont pas des décimaux.

d) L’analyse de cette écriture — placée dans un tableau —
n’est rien d’autre qu’un exercice familier de numération
avec un changement de nom pour les tétes de colonnes.
e) Toutefois, ce changement de vocabulaire conduit a une
nouveauté car la justification du nom de ces sous-unités
se fait par référence a 1’'unité principale. Ainsi, au « groupe-
ment par dix » des études de numérations, se substitue une
« division par dix » de la construction des graduations du
métre. On ne peut pas savoir si cette « division » s’effectue
géométriquement, ni comment : il suffit sans doute que le
résultat coincide avec la division dans les naturels et cette
partie n’est I’occasion d’aucune question, d’aucun probleme,
d’aucune action pour 1’éléve qui ne partage ni ne divise rien.
f) L’ouvrage donne quelques exemples d’emploi du mot
« unité » — qui désigne ici 'objet matériel reporté — mais
indique seulement par un titre : « changement d’unité »
qu’il faut expliquer aux enfants comment faire des conver-
sions d’unités.

g) En fait, le véritable contenu de la legon est indiqué par
les exercices écrits : recopier le tableau de numération et
y placer des nombres, exprimer des longueurs données
en metres et en ses sous-multiples et « dessiner une droite »
de longueur donnée!

Le systéme métrique. Les problemes :

a) Cette lecon est suivie de 7 autres — ou l’on apprend,
toujours uniquement a propos de longueurs et a travers
des problémes pratiques, a faire I’addition, la soustraction
et la multiplication par un entier des nombres décimaux —
et d’'une lecon de révision présentant le tableau des multiples
et des sous-multiples du métre, intitulée « numération des
longueurs ».

b) Pour chacune des autres grandeurs, sauf pour les angles :
capacités (2 legons), poids (5 legons), monnaies (3 lecons),
les lecons d’introduction sont calquées sur le méme modele.
¢) 11 lecons seront consacrées a I’étude d’autres grandeurs :
surfaces, volumes, densités, vitesses et aux « systeme de
mesure » correspondants.

d) Toutes ces lecons sont suivies d’applications ou il s’agit,




"21pn39 adeiAno, |
jréuuop m[ onb juBINOD SUIS 3 SUEP SIEW INDNBWIYIEW SUIS un suep
sed uou ‘aydeidered ad jnoj suep Ao[dWd BIIS « INSIW » JOUW 37 (%)

my
anb pueid snid inasiaip un red spuaplalp un,p UOISIAID B[ ©
99108SU0D 3s8 aeroads uovI Ju(] ‘PIqUoU dwW Uun 1ed
NasIAIp nNp 39 apuaplalp np uonedijdiy[nu e[ suep j1uanyonb
NP 9OUBLIBAUL [ 9P XNEWIDYP XN SAITRIUSWWOD SUBS aNpual
19 s[@InjeU $a[ Ans aqesd yaudord ey ins amnddes (4) « a1
-NS3W » 9P 9I3}0BIBD UOS 19 PIIUN[ 3P UOIIBIIPUL] NEdANoU
g prod mb ‘fewrosp un 1ed UOISIAID B[ 9P uornyeoryisnl e
: ‘sed juainidiy
au suorjeoridxa sed stewr sojuapadard so Ted sWYIOSB[E,]
op ade1s onbeyo 19nbidxs,p 91933ns — XNBWIOPP 3P UOIS
-IAIP UTJUD ‘XNBWIOdp INAsiatp e sind ‘9pusplAIp B UOISIAID
‘EwIodp jusrjonb 39 spEInEU 213Ul UOISIAIP ‘000T ‘00T
‘01 Ied (saansaw) rewrogp un,p sind ‘(injeu un,p UOTSIAID —
SUOS9] sap aipio,T -saxardwoo snid juswasaissardord sayoey
ap uonno9¥a [ B 19 arpuardwod el ap jusyowiad mb sarey
-UaW suorjeluasardal sap e ‘Stof B[ B ‘I9[[00 Ip 1ONOS I Issne
101 939138 b ue[d un 3Ins — neajed un ISIAIP UO I IJJIDU0D
uonpeiado aun WWOD alut;ap — UOISIAIP B[ 3P 9pn1a,T
"19{ns 90 e aroou?
9]18] 919 B.U 9LI09Y} aunone ied 3jueinod anbrjerd aun
g a9qunidwa 159 — G juedejdwal % : uorjoely 2UN.p aple |
g ‘Iarmorjred sed un suep 31[qe}9 — UOI}BOIJUI9A BT aanaxd
sues aguuop 19 o9[da1 e "eadueyd ana snid jnad au mb N
-un, [ 9p uoijestpur,[ piad 181urap 39 ‘[RWINgpP s1quiou un red
I21jU9 aIquou un,p jmpoid 3[ suep ‘aijuod 1ed "9[321 B[ 2P
71pieA e[ 19anoxd ap jowad 9jun,p juswagdueyd df ‘I9jud
un 1ed rewrogp un,p jinpoid 9 suep anb I1gjou jney [I
"XNRWIDIP S8IqUIOU XNap 9P I[[32 Uljua
10 [ewo9p aiqwou un red 1snjus aiquou un,p @D sind
‘Panjeu un red sind ‘0001 ‘00T ‘0T ied [BWIO9P 3IqUIOU

un,p uorpeoidiynu e[ aipuaidde,p ssodoid [enuewr o]
; XNDw123p s3] Supp suooi2do say

"JuawauuaIpIjonb
SOSI[IIN JUOS XNBWIOYP SI[ NO 3@ °**0}9 SOWIN[OA SIp ‘sade]
-1ns sap ‘sinanguof sep ‘xud sop Ia[Nored ap ‘puaanos snid I

8%

ity




Les fractions décimales :

Elles sont introduites, juste avant les fractions ordinaires,
comme une écriture nouvelle du décimal déja étudié. Les
5 legons qui leur sont consacrées consistent a reformuler les
regles de calcul des décimaux en termes d’opérations sur les
fractions.

Il devient clair a cette occasion que c’est la théorie des
écritures et non des €tres mathématiques qui est enseignée.
Ainsi 3/10 est une fraction décimale mais 1/2, 2/5, 3/5 etc...
sont des « fractions ordinaires »!

Les justifications et les preuves :

Contrairement a d’autres ouvrages de la méme époque (*)
qui se contentent d’énoncer et de faire appliquer les regles,
ce manuel tente de les justifier soit par une vraie preuve, soit
par un exemple, soit par une vérification. Méme dans les cas
ou la preuve n’est pas possible, la présentation du texte
suggere que 1'éleve peut et doit comprendre. « Le quotient »
de 2 nombres quelconques est toujours un décimal soit
« exact » soit « approché ».

Aucune étude n’est faite d’un rationnel non décimal.
L’éleve doit arréter la division lorsqu’il a obtenu une préci-
sion raisonnable dans le contexte. Cette convention n’est
méme pas énoncée, elle est pratiquée de fait.

Analyse des choix caractéristiques de ce curriculum et de
leurs consequences :

Conception dominante du decimal scolaire en 1960 :

Cette méthode peut étre considérée comme typique de
celle de I’époque au moins par les traits suivants :
a) le décimal est toujours l’expression d’une « mesure »
(au sens non mathématique);
b) ces mesures s’effectuent dans le systeme métrique;
c) le décimal est défini en tant que nombre naturel muni
d’une indication d’unité et d’une virgule qui repere le chiffre
de cette unité;

(*) Par exemple Bodart-Bréjaud chez F. Nathan.
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11 n’existe pas de moyen de justifier a priori cette formule
plutot que celle<i :

2.5 x 3,25 — 812,5 ou celle formée avec toute autre valeur.
d) Proportions : ‘
Le cas des isomorphismes de mesures est plus favorable. L'une
des mesures agit sur Pautre comme un ensemble d’opérateurs
multiplicatifs tout en restant une mesure. Il exige toutefois
une nouvelle interprétation du produit de deux nombres soit
construite et si possible englobe I’ancienne, celle utilisée par
Al Kwarismi au IXé siécle pour unifier la notion de nombre :
a x b est le nombre qui est 2 « b » comme « a» esta « 1 ».

Les timides tentatives que ’on peut observer pour déta-
cher le décimal de sa fonction de résultat d’une mesure
restent tout a fait formelles :
— substitution de noms plus généraux (unités, dixiemes,
centiémes), ... 4 ceux spécifiques du systeme métrique et
prolongeant les dénominations dans les naturels (dizaines,
centaines, etc...);
— rejet du nom de 'unité avant ou apres le nombre 3,25 m
ou m : 3,25 au lieu de 3M 25 (depuis 1945).

La suppression, pure et simple, de la mention de I'unité,
a partir d’une certaine legon et sans avertissement — I’éva-
poration — telle qu’on la verra utilisée systématiquement
aprés la réforme de 1970, est franchement abusive mais ne
se produit que furtivement, la pression des mathématiciens
pour faire isoler les étres, dont ils théorisent la structure,
n’étant pas trés forte a cette époque.

Les deux représentations des décimaux : :

C’est pourquoi on peut constater que les rapports et les
proportions (a I'intérieur d’une méme grandeur — nombres
abstraits) sont toujours exprimés, s’ils ne le sont pas entiers,
en fractions (ordinaires ou décimales) ou en pourcentages.
On pourrait supposer que cette spécialisation du vocabulaire
n’est qu’une trace de I’histoire, mais il est probable qu’il lul
correspond des représentations distinctes : d’une part, les
décimaux représentant des mesures munis d’une addition
et du produit par un naturel, d’autre part les fractions,
bien qu’apparemment définies elles aussi a partir de la
mesure (la tarte que 1’on coupe et dont on prend quelques
parts) sont employées comme des rapports.
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Les emboitements de ces Dp (]DO C ID1 C ID2 ... € Dp)
seront malaisés dés que la situation se compliquera, surtout
pour Dy, I’ensemble des naturels, car nous avons vu que si
les décimaux sont au fond des naturels, les entiers ont été
déclarés ne pas étre des décimaux!

L’approximation :

a) La distinction entre partie entiére et partie décimale
découle de la pratique de la mesure et de I’évaluation sur-
tout dans les calculs ou ’opération sur les parties entieres
donnent 1’ordre de grandeur. Cette distinction est bien utile
car 0,31; 3,1; 31... ont tendance a s’identifier (il suffit de
choisir son unité).

b) Mais alors, le décimal ainsi coupé en deux, sera tenté de
suivre certaines régles pour la partie entiére et d’autres pour
la partie décimale. Par exemple 3,9 sera inférieur a 3,12
(puisque 9< 12) (37% des éleves de CM2 : I.N.R.P., 1979)
ou bien encore 2,3 x 2,3 donnera mentalement 4,9.

c) Les décimaux seront identifiés avec les parties décimales
et donc inférieurs a 1. Les éléves hésitent a trouver un déci-
mal ayant un seul chiffre aprés la virgule et supérieur a0,9)...
d) Cette idée que la mesure conduit a fournir un nombre,
« approché » mais « qui compte » et un petit bout négli-
geable s’ancrera fortement, surtout a 1’occasion de la divi-
sion qui fournit des suites visiblement infinies qu’il faut
enfouir sans procés puisqu’elles n’ont pas de statut possible.
e) Et lorsque plus tard, un étudiant considéere dans un pro-
bleme une série ¥ a_ a termes positifs, dont le terme général
tend vers zéro et pense qu’elle converge, est-ce parce qu’il
remonte l'implication d’un théoreme connu, ou plutot
parce que subsiste quelque part I'idée que (Ve 3n tg>n
— a,< €) veut dire que In tq p>n =—=a, ‘=0 par
référence a la représentation des décimaux qu’il a appris
dés I’enfance ?

Influence des idées pédagogiques sur cetle conception :

Appréciation des résultats :
A cette époque, ces difficultés n’apparaissent pas ou sont
tenues pour mineures. L’enseignement de I’arithmétique ne
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et justifiable — sinon formulée — dans le langage de la scien-
ce enseignée — ou au moins dans son expression culturelle
la plus répandue.

c) Chaque « enseignement » donne lieu a un apprentissage
identifiable et contrdlable, et, a la limite, seul est enseigné
ce qui peut étre appris.

d) Les acquisitions entreprises se prolongent et se justifient
par ’usage — importance et fréquence — qui en est fait dans
les legons antérieures.

Optimisation :

Ces principes conduisent naturellement a une conception
de ’optimisation de 1’enseignement qui implique principale-
ment que :

a) Chaque lecon doit viser le maximum d’acquisition (le
débit) compatible avec les capacités d’apprentissage des
éleves.

b) L’apprentissage d’'un concept doit donc se faire sous une
forme qui utilise au mieux les connaissances antérieures et
les modifie le moins possible.

c¢) Il doit demander le minimum de temps et doit se rentabi-
liser par un usage ultérieur assez fréquent dans des applica-
tions d’intéréet pratique.

La lecon d’introduction que nous avons minutieusement
relatée ne semble pas satisfaire la condition (a) mais c’est
parce qu’au fond, la plupart des faits ne sont énoncés la
que pour en justifier I'’emploi quotidien ultérieur et non
pour étre appris immédiatement.

Autres méthodes :

a) D’autres méthodes ayant pour objet la recherche d’une
meilleure motivation des éléves, conduisent a une réorgani-
sation plus ou moins profonde de I’apprentissage. Cepen-
dant, sauf accidentellement ici encore, ces motivations,
principalement centrées sur le milieu (école moderne de
Freinet), ou sur les centres d’intérét pour I’enfant (Decroly)
ou méme purement arbitraires sont d’ordre exogéne par rap-
port a la connaissance et sans pertinence avec elle.

b) L’ordre des acquisitions parait susceptible d’étre totale-
ment bouleversé par rapport a celui que nous avons exposé
et que respectent a peu pres les autres.
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Cet apprentissage est congu en deux parties que I’on peut
viser séparément :

— P’apprentissage de l’algorithme que les maitres appellent
« mécanisme » de I’opération, et

— celui dit du « sens » de ce mécanisme, c’est-a-dire la con-
naissance des occasions de 1’« appliquer » :

- Le premier reléve des techniques d’apprentissage classique
et, 4 la limite, du conditionnement;

. L’autre ne peut s’apprendre, a travers la répétition des
exemples et des applications dans des problémes, que par la
grice de mystérieux transferts que « 1’éléve effectue si, et
seulement si, il a une intelligence suffisante ».

Certains ouvrages font des tentatives pour ramener I’en-
seignement du sens a celui d’un mécanisme par d’habiles
classifications des situations (recherche du nombre de parts,
recherche de la valeur d’une part pour la division par exem-
ple) par l'identification de démarches spéciales (la regle de
trois), voire par la recherche d’indices linguistiques de 1’opé-
ration a effectuer (« il manque », « il reste », « on retran-
che »... pour reconnaitre la soustraction).

Ces tentatives conduisent a rejeter certains problemes,
certaines formulations, et donc contribuent a modeler la
conception dominante.

Cette séparation entre ce qui peut étre enseigné formel-
lement pour étre appliqué « mécaniquement » et ce quine
peut pas I’étre — entre la forme et le « sens » — joue un role
fondamental dans l’enseignement. Elle résulte a premiere
vue de ce qu’elle est le résultat extréme de la négociation
didactique étudiée par M. Verret (Le temps des études.
1974) et par laquelle le savoir enseigné se constitue en une
transposition didactique du savoir pratiqué.

En effet cette négociation didactique conduit a distin-
guer, dans ce qu’a été vécu naturellement par 1’éleve comme
une réponse normale a des situations intentionnelles, ce qui
est objet de connaissance, de ce qui ne lest pas, ce qui
était un « probléme » de ce qui était une hésitation stupide,
ce qui était une adaptation banale de ce qui était un appren-
tissage, ce qui doit étre appris de ce qui peut étre oublié.
Nous entreprendrons plus loin ’étude théorique de ce phé-
nomeéne important mais nous pouvons tout de suite en
observer le fonctionnement dans ce cas précis.

[
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En fait 1’'usage d’un algorithme est, par rapport a I’activité
mentale, comme la partie visible d’un iceberg. Dans de nom-
breux cas qui servent de référence métaphorique aux théo-
ries pédagogiques qui les préconisent, les algorithmes sont
acquis par un processus tout différent de ces apprentissages
formels : ils sont le résultat d’une adaptation des sujets, pro-
gressive ou par sauts, mais ou le sens et les caracteres des
situations jouent un rdle trés important. D’une certaine
maniére, apprendre séparément les algorithmes de calcul et
leurs conditions d’emploi est une activité comparable a
celle qui consisterait a apprendre des citations et 'occasion
de les placer. Elle est concevable en littérature académique
mais ne permet pas d’apprendre une langue.

Cette méthode conduit a rendre inutiles —non fonction-
nelles — les explications et la compréhension, en ce sens
qu’en cas d’erreur ou d’incertitude elles ne servent jamais a
rectifier 1’algorithme. Seules alors peuvent servir des aides
mnémotechniques, c’est-a-dire arbitraires par rapport au
contenu. C’est ainsi que les motivations a exécuter une ta-
che peuvent devenir non pertinentes, et donc se plier a des
exigences plus pédagogiques.

On les voit donc disparaitres dans certains ouvrages
(Bodard déja cité), ou n’y jouer qu’un role secondaire, de
telle sorte que I’explication est devenue a son tour une nou-
velle connaissance juxtaposée aux autres. Et si seuls les
meilleurs peuvent ’apprendre, c’est qu’elle n’est pas indis-
pensable. Elle doit donc étre considérée comme un autre
savoir, indépendant du savoir-faire..., un luxe superflu en
premiére urgence. '

Ainsi, les préoccupations pédagogiques des années soixan-
te ne prenaient pas en considération le contenu dans la
conception des situations d’enseignement et méme tendaient
a le rejeter en tant que savoir organisé pour n’en retenir que
’aspect connaissance des faits et algorithmes (*).

En conclusion de cette étude on peut admettre que la
méthode que nous avons présentée est bien typique de celles

(*) Cette tendance d’ailleurs été constatée expérimentalement par E.
Filhol dans une recherche sur I’enseignement de la numération ou il a
montré que les maitres ne prévoyaient les résultats de leurs éléves et ne
les faisaient progresser que sur les objectifs de bas niveau taxonomiques.
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réseau en dénombrant les mailles. L’unité de surface est le
nom donné a cette maille («L’unité d’aire est un petit
triangle » mes. 3) (*). On lui fait alors remplacer ce dénom-
brement par un recouvrement des figures avec des « pieces »
d’un systéme inspiré des multibases de Diénes : A couvre
une maille, B en couvre 2, C —> 22 D —> 23,
E—> 924 F —— 25, G——= 26 . Aprés échanges
pour avoir le minimum de piéces de chaque sorte, le résultat
est transcrit dans un tableau ou la surface — un naturel —
est écrite en base 2. L’éléve est alors invité a dessiner une
surface M d’aire 11011. « Quand A est I'unité » puis a
mesurer cette aire en prenant E « comme unité ». L’unité
est devenue une des piéces et par le jeu des échanges la clas-
se d’équivalence des figures de méme aire et de méme type
(ces termes et ces remarques ne figurent pas dans le texte).
Pour indiquer que dans cette opération matérielle, il a chan-
gé d’unité, I’éléve doit mettre, dans le tableau, un chapeau
sur le nom de la piéce choisie et une virgule apres le nombre
de pieces.

Aprés échanges, on obtient le méme tableau que dans
I’énoncé — avec en plus la virgule et le chapeau. Les chan-
gements d’unité se font a l'inténeur d’un méme systéeme.
On ne remplace pas un réseau a mailles carrées par un autre
4 mailles hexagonales par exemple.

Autres bases. Décomposition :

Le méme genre de travail est fait en base 3 puis en base
10. Des exercices viennent rappeler que pour multiplier un
nombre par la base, il suffit de décaler les chiffres d’un rang
vers la gauche.

Il apparait dans le compte rendu de l’activité du mai-
tre qui accompagne ces exercices (agir pour abstraire p. 215),
que dans un dialogue trés maieutique, les enfants ont été
conduits a transcrire ce tableau :

G | F { E | D | C | B
1 1 11 0 | o -1 1 1

en légalité : S=2f+ 1 f+£/8 +1/16

(*) Mes. i fait référence a 'indexation des fiches utilisées par 1’au-

teur.
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sous celle d’un algorithme générateur de la graduation entiere,
c’est-a-dire de tous les codes ayant un chiffre apres la virgule,
puis deux..., conformément au modéle évoqué plus haut
dans L'ordre des décimaux. |

Les opérateurs. Les problemes :
a) Immédiatement apres, vient la préparation classique au
produit de deux décimaux sans indication d’unité. L’ auteur
introduit une numération du rang des chiffres a 1’aide des
entiers (Z)...3,2,1,0,1,2,... La multiplication par 10, 100,
1000 consiste a déplacer les chiffres dans le tableau d’un
rang vers la gauche. L’opération est justifiée par I’échange
de piéces — le modele reste nécessaire — d’un rang contre
celle d’un rang immédiatement supérieur.

La division (de quoi ? des nombres, des nombres-mesures,
... des unités!?) consiste en l'algorithme inverse :

123,35 =12335:100

b) Alors, le produit de deux décimaux — dont on ne sait pas
a quelle occasion on peut avoir a le faire — est interprété en
termes « d’opérateurs » :

123,35 x 4,3 = (12335 :100]) x [43:10] (*)
— 112335] ((:100) . (x43).(:10)) ... etc
[12335]  ((x 43) . (: 100) . (: 10))

I

Nous traduisons ici par des nombres entre crochets les
nombres qui expriment des mesures et entre parentheses
ceux qui sont associés a des « opérateurs » représentés dans
le texte par les fleches (Le point représente la « composition »
de ces fléches et nous avons ainsi distingué 3 « produilts » :
’opération interne x, ’opération externe | | () etlacom-
position d’applications qui sont confondus dans le texte).
Cette interprétation de |43 ] « nombre concret » en I’opé-
rateur (x 43) a été préparée dans les naturels par de nom-
breux exercices sur ce que ’auteur appelle « les machines ».
Il n’est proposé aucune situation-probléme ou la multipli-
cation de deux décimaux pourrait prendre un sens.

¢) La division est exposée selon l’ancien schéma : remarque

(*) Pour }[12335] (:100)] x |[43] (:10)]

A
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La virgule :

La virgule et le chapeau ne portent aucune information
lorsque le nombre est écrit dans un tableau, ce qui est
toujours le cas dans la premiére partie du travail. L’écriture
« mathématique » décomposée sous forme de polynome
aurait vraiment pu servir de base a une étude correcte du
décimal. Mais cet épisode parait assez fortuit et sans lende-
main, ’auteur semble ne s’intéresser qu’a la transcription.

L’ordre :

L’étude de l’ordre des décimaux est réellement une inno-
vation qui répondait, nous I’avons vu, a une insuffisance des
méthodes antérieures, mais en quoi les raisonnements
effectués ou les propriétés énoncées a propos du numéro-
tage engagent-ils les décimaux-mesures déja introduits ?
Ou si ce sont des « nombres » nouveaux comment en con-
cevoir la somme par exemple ?

Identification et évaporation :

a) Ces étres n’ont en commun avec les autres que la maniére
dont on les écrits. Leurs représentations sont distinctes,
isolées et cohabitent sans rapport — autre que formel.
Pour raisonner sur 1’ordre des « nombres a virgule » — me-
sure, il faut se souvenir de I’algorithme du rangement des
livres. Aucune activité ne permet & une représentation
nouvelle d’englober les deux précédentes (on aurait pu, par
exemple, définir une distance entre les repéres puis une
mesure de ces « segments »).

b) Cependant c’est a partir de ces lecons que le décimal perd
toute référence a une unité donnée. La virgule conserve un
sens cependant, lorsqu’il s’agit de comparer ou d’addition-
ner des nombres décimaux : elle indique le chiffre de I'unité
utilisée pour chacun et qui est supposée étre la méme, méme
si on ignore laquelle (cette explication n’est ni demandée, ni
fournie aux éleves).

Lorsque les nombres proposés n’ont rien a voir entre eux,
et qu’il n’y a aucune raison de supposer que c’est la méme
unité qui a été utilisée, la disparition sans avertissement de
l’indication de l'unité, fait, qu’au moment ou la virgule
pourrait porter effectivement et utilement I'information
convenue, elle en porte une autre, on ne sait laquelle.
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Etude d’un curriculum typique des années 70 :

Le manuel le plus répandu a la suite de la réforme de 70
fut probablement celui de Mme Touyarot (Itinéraire mathé-
matique — Nathan 1976).

Les choix :

Les choix sur les questions qui nous intéressent y sont les
meémes : introduction comme mesure de cardinaux finis avec
changements d’unités puis « évaporation » de I'indication de
'unité, ce qui permet, dans la comparaison de deux naturels
et dans celle de deux décimaux d’avoir deux algorithmes dif-
férents — fournis sans justification — pour ranger dans le
méme ordre des nombres qui sont toujours considérés
comme des naturels.

Propriétés des opérations :
Alors que les propriétés des opérations dans les naturels

sont fondées explicitement sur 1'examen d’une représenta-
tion (les opérations ensemblistes — mais les termes de
« réunion » et « d’intersection » ne sont pas prononceés ),
celles de ces opérations dans les décimaux sont 51mplement
empruntées aux precedentes attestant qu’avec cette repré-
sentation, il n’y a plus ni probléme, ni débat, ni meéme
nouveauté. Le décimal n’existe plus comme étre mathéma-
tique mais seulement comme transcription d’un étre déja

connu.

Produit :

Pour le produit de deux décimaux, I’éleve est invité a
constater que « un paquet de sucre contient 168 morceaux
de sucre donc 1,68 centaines de morceaux; 28 paquets de
sucre contiennent 1,68 x 28 centaines de morceaux ».
D’autre part ces « 2,8 dizaines de paquets de sucre contien-
nent bien 16,8 x 2,8 centaines de morceaux de sucre puis-
que une dizaine de paquets de sucre en contient 16,8 cen-
taines de morceaux. Donc : (évaporation)

16,8 x 2,8 =1,68 x 238

Opérateurs :
Beaucoup plus tard, le décimal opérant dans les naturels
puis dans les décimaux est défini comme une application :
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Conclusion :

Cet ouvrage éclectique conserve le canevas ancien et
Iillustre de tous les apports nouveaux de l’époque. Les
problémes sont nombreux et trés variés. L'enseignant ne
sait lesquels choisir et ne voit pas bien comment la solution
de l'un facilitera pour I’éléve la résolution d’un autre. Ce
qui veut dire qu’il n’y reconnait pas les contenus d’appren-
tissage auxquels il est habitué. Le vocabulaire est lui aussi
le résultat d’une négociation de circonstances : quelques
termes nouveaux, rattachés a des objets anciens. Mais qu’un
obstacle se présente comme dans la démonstration du
paragraphe précédent et le langage mathématique reparait
avec tout l’arsenal des innovations didactiques de cette
époque. I témoigne clairement d’une négociation difficile
dont nous allons maintenant examiner les conditions.

Les idées pédagogiques de la réeforme :

La réforme vise les contenus :

Contrairement aux mouvements pédagogiques antérieurs,
la réforme des années 70 visait principalement a modifier
le contenu, la formulation, I’organisation et I’ordre d’intro-
duction des connaissances mathématiques enseignées. Si
elle était accompagnée souvent de prises de positions péda-
gogiques aucune ne lui était spécifique. Ayant constaté qu’a
part quelques compléments et changements de vocabulaire
la conception de l'enseignement des décimaux n’avait pas
fondamentalement changée, on serait tenté d’en inférer que
les difficultés des éléves devraient étre les mémes.

Or nous allons voir qu’au contraire la modification des
contenus conduisit a celle de la conception de 'apprentissa-
ge, a la réorganisation des activités des éléves et a celle de
I’enseignement des mathématiques.

Cette réforme prétendit avant tout étre celle des contenus :

— les connaissances mathématiques avaient été réorganisées
et unifiées;
— Je vocabulaire avait donc changé, on avait de nouvelles
exigences quant a la rigueur, le champ d’application des
mathématiques s'était élargi en partie grace a la féconditeé
de cette réorganisation,;
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interaction avec des situations trop riches ou trop nom-
breuses ou ces structures s’englueraient et prendraient des
significations et des limitations trop particuliéres. De plus,
les idées pédagogiques de I’époque conduisent a rejeter une
étude scolastique du discours mathématique.

Ce probléme a recu plusieurs tentatives de réponse. Nous
ne retiendrons que celle proposée par Diénés que nous
considérons comme la plus représentative et la plus expli-
cite. Nous signalerons, toutefois, une maniere de s’y dérober
fréquemment observée.

Elle consistait :

— en s’appuyant sur les travaux de Piaget a penser que juste-
ment 1’épistémologie génétique montrait I’apparition non pas
de connaissances élémentaires mais de structures entieres et,
cela, dans une genése qui procédait du général au particulier;
— et a conclure, avec une référence douteuse aux idées de
Rogers que l'activité des sujets et leur développement
naturel conduisaient aux appropriations fondamentales
visées, a condition que 'on n’y fasse pas obstacle par une
didactique normative intempestive. Cette position ne
fournissait pas de pratiques didactiques « communicables »
mais justifiait beaucoup d’expériences « pédagogiques
sauvages » (*) qui prétendalent rejeter les « méthodes
traditionnelles ».

Par contre, Diénes, propose explicitement une solution
qu’il illustre de nombreuses lecons et de matérels nou-
veaux (**).

Le processus, qu’il appelle « psychodynamique » se
déroule, généralement en six étapes : ‘

— étape ludique;

— jeux structurés;

— jeux isomorphes et abstraction;

— schématisation et formulation;

— symbolisation et formalisation;

— axiomatisation.

mais s’accompagne de phénoménes comme, par exemple,
celui de la généralisation.

(*) Selon une terminologie de 'INRDP.
(**) MAUDET : Etude et critique du processus psycho-dynamique
selon Diénés. Mémoire de DEA. Université de Bordeaux 1979.
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que solution d’une situation reconnue intéressante.

b) Dans l’étape des jeux isomorphes, le maitre propose,
successivement, a ses éléves plusieurs jeux réalisant la
méme structure. Ceux-ci, doivent reconnaitre d’eux mémes
entre ces jeux, les correspondances d’objet & objet, de
relation a relation qui leur ont permis de transporter de
I’'une a l’autre de ces situations problémes, comportements,
propriétés et méthodes. Aux yeux du didacticien ces trans-
ferts sont déja tenus pour la preuve que 1’éléve a pu établir
entre les réalisations, une relation qui constitue 1’appréhen-
sion encore implicite de I’lisomorphisme, modulo la structure
choisie et dont on prendra conscience dans la phase suivante.
c¢) L’abstraction consiste alors a identifier, en tant qu’objet
de connaissance la « structure commune » a divers jeux
isomorphes. La structure est ici ’ensemble des propriétés
qui indépendamment des particularités de chaque exemple
les régissent tous. Le didacticien doit donc produire un en-
semble de réalisations présentant une «variabilité» conve-
nable pour limiter la finesse de la structure abstraite. La re-
cherche de la structure la plus fine doit étre, elle, érigée en
régle permanente, les réalisations formant la sémantique de
la structure conformément a la définition de Carnap. Mais
les raisons de cette recherche, du choix des exemples, et,
de l'usage de cette structure ne sont pas accessibles a I’éleve
de sorte que pour lui il y a bientdt un contrat assez clair :

il lui faut reconnaitre ce que le professeur a caché dans les:

jeux, décoder son intention didactique selon une regle
uniforme : chercher les ressemblances et les différences.
Il faut remarquer que cette étape, contrairement aux précé-
dentes n’appelle aucune décision nouvelle de la part de
I’enseignant, elle ne comporte le plus souvent aucune situa-
tion-probléme spécifique: elle apparait comme une réponse,
entiérement a la charge de 1’éléve, donnée aux étapes anté-
rieures qui en sont a la fois la condition nécessaire et

suffisante.

C’est 2 mon avis l’existence du contrat didactique qui-

assure le fonctionnement du processus, et non une quelcon-
que loi de la genése de la connaissance. L’abstraction n’est
pas fatale. En effet les commergant n’ont jamais abstrait les
structures de modules qui réglent leurs échanges permanents
parce qu’ils n’avaient pas de motivation a le faire.
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abandonner certains, ou d’en arréter d’autres et ainsi d’ad-
mettre le débat constitutif de la science. Diénes donne
comme exemple de ce processus le schéma suivant :

N /
\ .

Processus psychodynamique et pratique pédagogique

Le contrat dont nous parlions plus haut s’appuie sur une
fiction épistémologique et psychologique tres répandue
(3 1'’époque) et reprend des pratiques professionnelles
bien établies :
a) Les comportements des éléves sont supposés étre essen-
tiellement empiriques : leurs rapports répétés avec la « réa-
lité » des situations didactiques font surgir les structures
qui y sont incluses comme la « gestalt » dans la perception.
Ce processus d’abstraction s’interprete parfaitement dans la
théorie des traces mémorielles.
b) L’acceptation du modele empiriste pour rendre compte
du fonctionnement de l'éléve s’appuie sur une position
traditionnelle fondamentalement réaliste et presque plato-
nicienne des enseignants: la réalite a des structures que
I’homme découvre, le professeur est porté a simuler la
nature en cachant les structures qu’il veut enseigner, la
découverte étant une lecture du monde.
c) La technique des jeux isomorphes correspond a la pra-
tique ancienne de la répétition des problemes pour en
enseigner la résolution (en les classant autour de types
qu’il faut reconnaitre). Sur ce point, la méthode nouvelle
peut ainsi s’opposer a l’ancienne et en méme temps s’y
substituer sans modifier sensiblement les pratiques.
d)La position ancienne devait séparer l’apprentissage du
savoir-faire et celui du sens. La nouvelle permet d’espérer
fondre les deux car elle assure au professeur que la signi-
fication de la structure qui est finalement apprise et les
algorithmes qui y sont attachés n’est rien d’autre que
I’ensemble des réalisations qu’elle décrit et, inversement,
I’abstraction se produit fatalement par le processus meéme
qui engendre la mémorisation. Mais en fait la « structure »
va se substituer aux savoir-faire et ’apprentissage du sens

Q —=R-—= D
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A la référence du systéme métrique et aux pratiques qui
lui sont lies, on a préféré présenter différentes bases,
d’abord la base 2 ou le nombre des unité différentes est
plus rapidement croissant et les manipulations plus simples.
Les conditions de la reproduction d’activités de numération
sont facilitées mais aucun probléme nouveau n’apparait
et ces réifications ne sont que des répétitions.

De plus, les vrais problémes de la mesure: le caractere
non discret, la recherche d’une unité et d’un moyen de
comparaison et de report, I’encadrement, les erreurs, tous
ont été gommés au départ et renvoyés a une entrée ulté-
rieure et solennelle. Les activités ne se réferent plus, ni a
une utilité pratique, ni a une justification théorique expli-
cite ou construction. Il est révélé a l’éleve que puisqu’il
a fait telle tache, il vient de découvrir telle propriété. La
structure, qu’un observateur juge présente, dans la situa-
tion-probléme, est réputée étre entrée dans les acquisitions
de 1’éléve par le fait méme de son succes a I’'épreuve comme
si le labyrinthe dans lequel on a placé un rat était connu
de lui en tant que tel dés qu’il en est sorti une ou deux fois.

Je ne crois pas que Diénés ait dit ou pensé ainsi, mais
rien dans sa « théorie » didactique ne permet au professeur
de prendre en compte les comportements des €leves, de les
expliquer et de les prévoir, lorsqu’ils sont « erronés » et
d’y adapter les situations d’enseignement. Par exemple, c’est
la confiance dans la providence ou dans la prévoyance des
hommes ou de celle de ’enseignant qui permet aux éleves
d’admettre que les décimaux mesure héritent de certaines
propriétés des décimaux-repéres. On ne peut rien dire de
la signification de la réussite ou de 1'échec de I’éleve.

Conceptions et situations

Ce n’est pas le lieu ici de faire une critique systématique
de ’ceuvre si intéressante de Diénés mais il faut bien voir
I’obstacle principal sur lequel elle bute et qui est celui de
I’engagement de la connaissance dans l’action finalisée.
Une «structure mathématique» prend sa signification
dans I’emploi qui en est fait, dans la fonction qu’elle joue,
dans la constitution des autres, et surtout dans les problémes
qu’elle a permis de résoudre. C’est au niveau du concept
qu’il faut I’envisager. L’analogie de fonction dans uri méme
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agissaient dans le sens que nous avons indiqué, parfois
méme de fagon excessive. Nous estimons finalement que
la conception est restée la méme que dans les années 1960.

Illustration

Nous n’avons pas rapporté ici des travaux qui ont permis
de mettre en évidence les phénomeénes que nous avons
signalés mais pour illustrer leur permanence, nous relevons
ci-dessous quelques résultats d’une enquéte récente de
I’I. N. R. P. sur le comportement de pres de 900 éleves* en
les disposant de fagon a illustrer les caractéristiques de la
conception des décimaux que nous avons décrite plus haut.
a) Techniqués... Nous pouvons observer ainsi quelespointssur
lesquels les différences significatives apparaissent sont ceux
quenousavionssignalés : notre hypothese n’est pas contredite.

Exercices sur IN % Exercices corres- %
réussite pondants dans ID | réussite
ENCADREMENTS
19225 et 499425 64 6,137 et 728,32 49
134900 56 57,05 50
340090 56 0,583 47
ORDRE
INRDP (1977) 72 8 nombres 26
- selon la partie
entieére 74
- qui ont méme
partie entieére 28
CHANGEMENTS

D’ECRITURES
Passage de I’écriture en
chiffres a 1’écriture en lettres

176 et 5077 85 1,047 m 61
12075320 74 0,049 m 63
16,84 m 85
ADDITIONS
4325128 +92042 +104095 89 45,25+0, 3451 +
3092,048 89
SOUSTRACTIONS
315426 - 42975 61 1241,39 — 327,043 60
MULTIPLICATIONS
7485x374 60 54,15% 3,02 66
D]JVISIONS
8359 par 39 69 74,19 par 3,4 52

* Institut National de Recherche Pédagogique (unité de recher.
mathémat. sur 1’élémentaire). Enquéte sur ’enseignement des mathé-
matiques a 1’école élémentaire. T. 1:comportement des éléves (1979).
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maux. Ils montrent peut-étre que les éléves, bien qu’en-
trainés a la technique des opérateurs, n’ont jamais été
beaucoup confrontés avec les problémes que rencontrent
les naturels dans ce role.

d) Les problemes numériques :

Voici les pourcentages de réussite a quelques exercices,
un peu complexes il est vrai, (avec usage de diagrammes,
de tableaux de péage, de tarifs etc.) mais basés sur des
calculs numériques dans N ou dans D.

Calcul de la distance entre deux villes 15%
Calcul du prix de I’essence 0,8%
Calcul d’un tarif postal 48 a 54%
Calcul de distances sur une carte routiere 14%
Sur des problemes plus classiques de pour-

centages, les réussites sont de 1’ordre de 30 a 45%

e) D’ailleurs les auteurs concluent :

« En ce qui concerne les acquis traditionnels sur les
techniques opératoires, les comparaisons qui ont pu étre
faites avec des enquétes plus anciennes montrent que,
contrairement a une opinion répandue, «le niveau ne
baisse pas». Les éléves d’aujourd’hui savent aussi bien
faire des opérations qu’il y a vingt ans, et ont, de plus,
la maitrise d’outils que ne connaissaient pas leurs ainés. »

En revanche, les éléves du CE2 et du CM2 ont des diffi-
cultés pour résoudre des problémes : il s’agit 1a de réinvestir
leurs savoir-faire techniques dans des situations ou ils
soient pertinents. Cette faible disponibilité d’outils par
ailleurs bien maitrisés, constitue ’information la plus claire
des résultats et renvoie aux multiples aspects de ce qui pour
les enfants fait difficulté dans la résolution des problemes.

Variables

D’autres études, que nous ne rapportons pas ici, montrent
en fait que l’effet de variables telles que le nombre des
chiffres maniés, le nombre des chiffres de la partie entiére,
la présence de zéros intercalés pres de la virgule, ’égalité
des nombres de chiffres aprés la virgule,... joue un role
conforme au modele.
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Le schéma classique, dans lequel I’apprentissage est la mise

en mémoire d’une connaissance qui va s’appliquer, a permis
une approche économique de la didactique. Il s’agit de dé-
composer l’organisation de l’enseignement en sous-tdches
pouvant se concevoir indépendamment et s’exécuter séquen-
tiellement. Chaque sous-tiche apourfonctiondepermettrede:
— définir la connaissance visée, la réorganiser sous la forme
la plus adaptée a sa communication ou a son apprentissage,
la faire apprendre au sens de mémoriser sous cette forme et
montrer comment on ’applique;
— placer cette sous-tdche dans un domaine de savoirs cons-
titués ou sous controle d’une activité spécialisée : la disci-
pline mathématique, les théories de la communication ou
de I'apprentissage, ou de l’enseignement etc... Une utilisa-
tion naive de ce schéma permet essentiellement aussi une
décomposition des responsabilités et des contrats dans le
déroulement de l’enseignement et fournit donc un cadre a
Pinterprétation des difficultés, des erreurs et des échecs.
L’erreur est interprétée comme l'indice du non-fonctionne-
ment d’une des séquences prévues, d’'un écart entre un pro-
jet et sa réalisation : le savoir a été mal appris, mal retenu,
ou mal appliqué, ou mal compris, mal relié aux autres
savoirs... Les difficultés sont celles de 1’éléve ou celles de
I’enseignant, ... ou celles de I’enseignement : les objectifs
sont mal précisés, mal communiqués, les moyens sont insuf-
fisants, les résultats mal évalués... etc.

Nous nous proposons ici d’essayer une autre approche :
I’apprentissage est une adaptation de 1’éléeve a une situation-
probléme nouvelle (*). Les difficultés qu’ill rencontre sont
donc fondamentales pour provoquer cette adaptation. De
plus, elles peuvent étre constitutives du nouveau savoir,
c’est-a-dire étre indispensables a sa compréhension (**).
Ces difficultés sont celles que portent en elles la conception
antérieure de 1’éléve et la situation-probleme choisie les a
seulement révélées. La nouvelle conception apparait parce
qu’elle est une solution a ces difficultés. Elle est une rééqui-
libration des systémes de réponse de 1’éleve (*) soit qu’elle

(*) PIAGET : « Théorie de 1'équilibration ».
(**) BACHELARD : « Notion d’obstacles épistémologiques dans
la formation de 1’esprit scientifique ».
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mécanismes de production des savoir. qui nous intéressent
en termes de conditions reproductibles. L’autre méthode
intéresse plus spécialement les mathématiciens et consiste
en une étude a priori des différentes manieéres de constituer
des notions. L’explicitation des contraintes auxquelles on a
obéi consciemment, ou non, peut, elle aussi, fournir des
indications intéressantes. Nous allons conjuger ces deux
méthodes pour la recherche des questions auxquelles la
construction des décimaux est une réponse adéquate.

Dans la mesure ou ces réflexions ne servent qu’a la consti-
tution du probléme épistémologique qui sera mis en expé-
rience et ou nous ne cherchons pas a conclure directement
sur la foi d’opinions didactiques conscientes ou non, nous
pouvons les accepter tous les deux, concurremment et
conjointement. '

LA DETERMINATION DES CONCEPTIONS ET DES
SITUATIONS.

Anticipant sur les résultats de ’étude théorique a venir
dans la deuxiéme partie de cet article nous allons rapide-
ment passer en revue les questions qui se posent et les choix
qui peuvent s’ouvrir.

Pour construire les décimaux il suffit de considérer l'en-
semble D engendré en adjoignant a IN un élément d tel
que 10d = 1 et de poser que ’ensemble obtenu est muni
d’opérations qui prolongent celles de IN en gardant les
mémes propriétés fondamentales.

En considérant N | d] avec 10d = 1 on obtient un
codage prolongeant celui de N, et tout élément x € D
s’écrit sous la forme x = X a; 10" i €Z. Alors ayant conser-
vé tout ce que l’on désirait, on peut montrer que DT est
totalement ordonné (contrairement a N |[x | ) par la relation
a<a’ == Ja” €N |d| tga’—a=a”, dense et archi-
médien. Les .seuls éléments de N qui sont inversibles dans
N {d | sontles multiples des diviseurs de d. Mais pour tout
nombre décimal a il existe un décimal a’ qui peut jouer le
role d’inverse de a avec la précision e quelconque voulue :

0<1—aa’ e

On peut alors montrer que D™ est dense dans Q+ et que

R estle complété de D,
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DE LA MESURE AUX HOMOTHETIES DE D.

Il est finalement relativement facile d’obtenir 1’usage
des décimaux-mesure, en tant que semi groupe additif &
opérateurs naturels. Nous avons vu que la notion d’applica-
tion linéaire de D dans D I’est moins, et surtout la désigna-
tion de ces applications linéaires a 1'aide de nombres précé-
demment utilisés pour les mesures. Il y a l1a une opération
qui correspond a l’identification d’un espace vectoriel avec
son dual et qui appelle des situations et des processus
appropriés. Comment concevoir cela a un niveau élémen-
taire ? Est-1l possible dans ce role de faire I'économie de
I’étude de @ en tant qu’ensemble des opérateurs archimé-
diens ? C’est seulement dans (Q+) que le produit de deux
rationnels prendrait tout son sens. L’approche de ces opéra-
teurs a l'aide des opérateurs décimaux est-il un probleme
différent par le sens de celui posé au paragraphe précédent ?

DE LA STRUCTURE AUX REPRESENTATIONS.

Comment passer de cette terminologie mathématique a
des conceptions d’éleves ? Est-il possible de constituer une
représentation efficace et correcte de la notion de décimal,
qui constitue un sens des algorithmes permettant leur usage ?

On peut imaginer — et I'histoire 'atteste — qu’il existe
des représentations différentes pour les decimaux.

Par exemple : R, : 0,3 est « ce qui multiplié par 10 est
egala 3 »
Ro : 0,3 est « 3 fois la dixieme partie de 1 »

Pourrons-nous en choisir une autre, que la représentation
dominante, et I’enseigner pour en observer les effets ?

Nous verrons que si on fait réellement fonctionner la
pensée mathématique-créatrice des éleves, il faut aussi ac-
cepter que des conceptions transitoires éventuellement
fausses se créent chez eux. Comment peut-on provoquer
leur rejet ou leur abandon ?

DES CONCEPTIONS AUX SITUATIONS.

Comment élaborer des situations qui fassent réellement
fonctionner une notion ? C’est-a-dire qu’on ne peut pas

80
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Ces critéres seront signalés a I’occasion, et de courtes
études des quelques questions de didactique, parmi les -
plus importantes, seront insérées dans le cours du récit.
Car nous souhaitons aussi, 4 cette occasion, entamer un
débat sur les rapports qu’entretiennent les problémes
d’enseignement avec les domaines scientifiques connexes
déja constitués, d’une part, et avec les problémes de didac-
tique, d’autre part. Nous insisterons sur la complémenta-
rité des deux aspects — phénoménotechnique et scienti-

fique — de la didactique.

2. Conception générale d’un processus d’enseignement
des décimaux
9.1. Conclusions de I’étude mathématique

9.1.1. Axiomatique et choix didactiques implicites

Il existe bien des maniéres de définir mathématiquement
ou de construire les décimaux. Elles différent par le choix
de ce que l'on considéere connu comme objets mathéma-
tiques et comme méthode de démonstration, mais leur
résultat est le méme, en ce sens qu’il existe un moyen de
montrer ’équivalence, I’isomorphisme des structures obte-
nues. Chacune de ces constructions axiomatiques est dans
le champ des mathématiques; par contre, ’étude de ce
qui fait leurs différences, les raisons des choix, de ce qui
est admis ou non, de ce qui est important ou non, facile
ou non... ne reléve pas des mathématiques. Une construc-
tion axiomatique est chargée implicitement d’options
épistémologiques, de présupposés didactiques qu’il faut
se garder de croire nécessaires au méme titre que les conclu-
sions mathématiques, mais par lesquels il faut bien passer
pour obtenir un discours qui permet de communiquer la
notion. Deux méthodes différent par le choix des axiomes

et des régles de production des théorémes.

'9 1.92. Transformations du discours mathématique

Il existe aussi des procédés formels qui transforment
un discours mathématique en un autre relevant de la méme
axiomatique. Ces procédés affectent plus ou moins profon-
dément le discours . -
— la logique permet le changement de 1'ordre des énoncés,
diverses présentations des implications, (condition néces-

e
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teurs, permet néanmoins de s’interroger sur les différentes
constructions d’une notion a partir de ses motivations.

2.1.4. Extensions et restrictions
Prenons, par exemple, une construction directe des

décimaux ID :
* Considérons, dans Z X IN, la relation d’équivalence ~
(an) ~ (b,p) ¢ al0® = b.10", la classe de (a,n) étant
.. a
notée 10n
¥ ID = Z X IN/ ~ est muni d’opérations stables par passage
au quotient : (a,n) +(b,p) = (a. 10° +b. 10", n +p)

(a,n) X (b,p) = (a.b,n +p)

qui prolongent les opérations dans IN, identifié a (IN,O)C 1L

* ID est ordonné par (a,n) < (b,p) ¢ a.10° < b.10'
* Alors (ID, +, X, <) est un anneau commutatif unitaire
intégre et totalement ordonné.

Cette méthode est typique d’une catégorie de construc-
tions qui consistent a prendre une structure connue, ici Z
et 4 en faire une extension, qui lui rajoute des éléments.
Nous avons esquissé dans l’article précédent une construc-
tion de DT par une extension de IN qui procédait par l'ad-
jonction d’un seul €lément et tel que 10d = 1. Toutes
les puissances de cet élément, leurs produits et leurs sommes
avec un nombre fini des autres engendrent Dt Bien que
produisant le méme résultat, cette méthode permet de
mieux «voir» que l’on a ajouté le moins de choses possibles
a IN, et ce que 'on a ajouté. Par contre, elle exige une
prise de conscience de ce qui représente toutes les opéra-
tions possibles d’un élément avec les autres, c’est-a-dire
le semi-anneau des polyndomes a coefficients naturels IN [x].
Elle suppose connue une structure plus complexe.

Il existe une autre catégorie de constructions qui pro-
céde a Dinverse par restriction. On a déja défini une struc-
ture générale, par exemple @ , et ’on se restreint a ne
prendre qu’une partie de ses éléments. Exemple : les déci-
maux sont les rationnels exprimables par une fraction

décimale.
D={x€Dtq(3ptq x.10° €Z)}

LT R
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restriction A de B, tel que tout élément de B puisse étre
représenté, approché par un élément de A sur lequel les
calculs seront plus faciles :

ID approche @ ou IR parce que, pour tout récl, guelle que
soit la tolérance que I’on s’accorde, il existe toujours un
décimal dont la distance a ce réel soit inférieure a la tolé-
rance choisie.

Des problémes de ce genre se rencontrent trés fréquem-
ment en mathématique ol I’on veut souvent étudier tous les
objets engendrés par un systéme générateur ou au contraire
chercher un systéme générateur commode pour un ensemble
donné.

Puisque le fait de plonger un ensemble dans une extension
change ses «propriétés» et celles de ses éléments que l’on
peut désormais utiliser, nous pouvons nous attendre a de
grandes difficultés et a des résistances au changement
d’emploi lorsque I’habitude jouera un role — qu’il s’agisse
d’habitudes psychologiques ou culturelles. C’est un dss
principaux obstacles épistémologiques que l’on rencontre
en mathématiques.

2.1.6.
Cette remarque nous ameéne a observer que les méthodes

heuristiques d’analyse ne prennent pas vraiment en charze
les situations d’emploi ou de création des mathématiques.
Elles ignorent, entre autre, le sujet, le groupe social et lear
histoire.

9 9 Conclusions de I’étude épistémologique.

Pour organiser une genese expérimentale qui donne 'n
sens convenable a la notion de décimal, il faut faire uae
étude épistémologique afin de metire en évidence les formres
sous lesquelles le décimal s’est manifesté et leur statut cogii-
tif. Cette étude ne pouvait pas prendre place dans ce
chanitre. Nous allons seulement en extraire quelques
conclusions.

2.2.1. Différentes conceptions des décimaux.
a) Le «décimal» de P’antiquité qui sert exclusivement au
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et pourtant le concept n’est pas repris par les contempo-
rains.

Au contraire, son deuxiéme inventeur, Al Kashi (1427)
le reconnait comme une découverte mathématique. Mais il
n’est pas encore sous le controle d’une théorie qui en fixe
la définition, les propriétés et la position épistémologique.
1l est la traduction du systéme sexagésimal des astronomes,
en un systéme plus commode pour les calculs. On peut
supposer que pendant 5 siécles, les décimaux sont potentiel-
lement présents dans la culture et que c’est leur statut
qui est en évolution (par exemple, Bonfils de Tarascon
vers 1350 en produit une ébauche.)

¢) C’est aprés Simon Stevin (1585) que le décimal accede
au statut de notion mathématique. Stevin introduit systé-
matiquement les nombres géométriques et les multinomies
— les fonctions polynomes — pour unifier la notion de
nombre et les solutions des problemes d’algebre de son
époque. Le décimaux apparaissent comme une production
achevée de cette théorie; ils deviennent alors un objet
de connaissance susceptible d’étre enseigné et utilisé dans
les applications pratiques, les calculs, la constitution de
tables. Leur role conceptuel reste le plus caché. Pour Stevin,
«les quantités irrationnelles, irréguliéres, inexplicables,
sourdes et absurdes » sont des nombres (réels) parce que
toutes sont approchables par les nombres décimaux; il n’a
pas écrit cette phrase, mais tout se passe comme s’il I’avait
pensée.

Les décimaux servent de modéle heuristique dans’analyse
naissante et Newton les utilise pour expliquer 1’approche
des fonctions et de leurs fluxions a I’aide des fonctions
polyndomes et des séries, de leurs dérivées et de leurs primi-
tives (Ovaert, 1976). Cette place n’est finalement fixée
et attestée que lorsque les réels sont enfin devenus a leur
tour des objets mathématiques et que les procédés d’appro-
che des fonctions qu’utilisait Stevin ont requ a leur tour
leur identité mathématique.

2.2.9. Rapports dialectiques de ID et de @
L’analyse épistémologique fournit d’autres indications:
Les progrés de ID se sont nourris de ceux de @ puis de R
en une dialectique difficile a résumer : il sera sans doute

T
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dont beaucoup sont apparues a des époques parfois éloi-
gnées et que nous présentons dans le tableau 1.

Ce tableau est a rapprocher du canevas que nous donne-
rons au paragraphe 2.4. et de I’étude des niveaux de connais-
sance sur la composition de deux applications linéaires
rationnelles au paragraphe 3.1.5.

On peut donc s’attendre a ce que les conceptions corres-
pondantes, que I'on a la possibilité de confondre aujourd’hui
dans les calculs, se présentent en fait dans des situations
différentes et par conséquent qu’elies ne soient pas d’emblée
concues de la méme fagon et au méme age*.

2.2.5. Neécessite de l'eétude dépistemologie expérimentale

Mais il est peu problable que toutes les distinctions,
tous les obstacles, toutes les situations particuliéres conti-
nuent a subsister. Par exemple, prendre le dixieme — dé-
cimer — consistait, dans I'antiquité, a ranger les éléments
puis a compter 1,2,3,... et & retenir le dixieme. Ainsi ne
pouvait-il y avoir qu’un dixiéme, pas 2! Il est donc nécessaire
de se livrer a une étude d’épistémologie génétique et expéri-
mentale par le moyen d’enqueétes et d’expériences compara-
bles a celles que nous allons rapporter.

I y a un équilibre a trouver entre un enseignement
«historique» qui restaurerait une foret de distinctions
et des points de vue périmés dans laquelle se perdrait
I’enfant, et un enseignement direct de ce que l’on sait
aujourd’hui étre une structure unique et générale, sans se
soucier d’unifier les conceptions de I’enfant, nécessairement
et naturellement différentes. La recherche des conditions
d’un tel équilibre est un des grands problemes qui se pose
actuellement a la didactique. C’est une des ambitions de
cet article de faire avancer la réflexion dans cette direction.

2.2.6. Obstacles culturels

11 faut ajouter que la didactique des décimaux a une lon-
gue histoire. Depuis Stevin, qui I’envisageait avec une cer-
taine ingénuité et des principes bien arrétés, jusqu’a la
décision, pour les Etats Unis, d’adopter le systéme métrique,

* Nous reviendrons plus loin sur cette question précise aux para-
graphes 3.1.4. et 5.3.5. Voir aussi Vergnaud (1976).
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et donc un systéme décimal de mesure, en passant par
sa premiére apparition dans I’enseignement populaire en
France aprés 1792, cette didactique a changé, non seu-
lement de forme mais aussi, corrélativement, d’inspira-
tion et méme de signification politique. Ces significations
politiques et culturelles pésent toujours sur son enseigne-
ment et se constituent parfois en véritables obstacles (Brous-
seau, 1976).

2.3. Conclusions de l’étude didactique

L’analyse épistémologique fournit en outre un grand
nombre des variantes de conditions, de méthodes, de sens.
La difficulté consiste a regrouper ces variantes et 2 en
hiérarchiser les caractéres en fonction de leur importance
présumée pour la reproduction et le controle des situations
pouvant provoquer ’apparition du savoir.

2.3.1. Principes :
Nous allons laisser cette question ouverte, et selon

notre projet, montrer comment produire un processus.
Les genéses artificielles que nous envisageons de construire
devront faire fonctionner la notion de décimal de fagon a
simuler les différents aspects actuels du concept. Il ne
s’agit pas de reproduire le processus historique mais de
produire des effets similaires par d’autres moyens. La phé-
noménotechnique épistémologique consiste a faire, sur cer-
tains points, des choix tres différents de ceux que suggeére-
rait ’histoire, et de restaurer, par I’exercice des regles et des
principes que l'on a pu découvrir, un processus néanmoins
équivalent. |

L’expérience épistémologique porte sur les effets et
les corrections que ces modifications produisent sur l’en-
semble du systéme.

Mais cette expérience se glisse dans une activité d’ensei-
gnement. Elle doit étre compatible avec elle, se plier a ses
exigences et subir d’inévitables transpositions didactiques.

Nous allons donc placer désormais notre réflexion dans

ce cadre didactique.

2.3.2. Objectifs de l’enseignement des décimaux
a) Examinons les objectifs classiques de I’enseignement
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est nécessaire qu’au préalable, elle ait fonctionné comme
telle dans des débats scientifiques et dans des discussions
entre éléves, comme moyen d’établir des preuves ou d’en
rejeter. Ce processus correspond a la troisiéme étape de
notre analyse, celle ou la notion est maniée comme notion
mathématique. Nous appelons situations de «validation»
et «d’institutionnalisation» les situations didactiques
qui permettent de simuler ce processus.

b) Mais pour que ces théories aient un sens pour celui
qui les utilise, il «faut» qu’elles aient préalablement fonc-
tionné comme solution a un probléme posé a chaque
éléve dans des conditions qui lui permettent, soit de trouver
lui-méme cette solution, ou plus exactement de la construire
(éventuellement progressivement), soit de Il’emprunter
toute faite, de lui-méme, entre plusieurs qu’il pouvait
envisager sans qu’une intention didactique ou une pression
culturelle I’y contraigne en se substituant a son jugement.
Nous disons alors que la théorie fonctionne comme un
modéle implicite et nous appelons situations «d’actiony
les situations didactiques qui permettent I’apparition de
cette théorie dont le statut est alors dans la classe celui
d’une notion protomathématique.

c) Pour que le vocabulaire soit acquis, et que les termes
aient du sens, il «faut» qu’ils servent suffisamment a expri-
mer et & communiquer des informations dans des situations
qui en justifient I’emploi et le contrdlent. De telles situa-
tions dites de «formulation» permettent I’acquisition
des modéles explicites et de langages qui, dans le cas ou
ils ne sont pas encore des notions mathématiques, se voient
ainsi conféré un statut de notions paramathématiques
(’ostension et I’'usage y tiennent lieu de définition).

2.3.4. Nouveaux objectifs ,

Les objectifs comprendront donc des connaissances,
des savoir-faire, un vocabulaire et des acquisitions théo-
riques. Ces objectifs ne peuvent étre indépendants; un
certain équilibre s’établit entre eux deés lors qu’on veut
respecter leurs fonctions réciproques dans une genese
authentique. D’ailleurs, un savoir théorique, non justifié,
serait perdu et n’aurait pas de sens et une pratique exces-
sive sans débats, conduirait a des apprentissages par condi-
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comme des rationnels, simple réécriture des fractions
décimales. Les rationnels seront donc construits les pre-
miers dans les deux étapes. Cela n’est pas trés original pour
les opérateurs. Par contre, pour les mesures, cela va a
I’encontre des habitudes culturelles les mieux établies.

c) Les fractions décimales-mesures seront choisies par
Jes éléves pour approcher les rationnels a cause des facilités
de calcul qu’elles présentent.

Les problémes topologiques exigent justement de nom-
breuses comparaisons et des calculs d’intervalles. Ils mettront
de plus, en évidence, les propriétés de I’ordre naturel de Qet
de ID qui s’opposent a celles de IN.

d) Cette approche topologique ne sera pas reproduite
dans ’étude des applications linéaires rationnelles. Il s’agit
bien d’une option : nous avons montré dans une autre
partie de la recherche* que nous ne rapportons pas ici
qu’une telle approche est possible.

e) Nous tenterons de faire acquérir, ou fonctionne:,
s’ils sont acquis, les modéles implicites avant d’en provoquer
la formulation ou l’analyse. Nous admettrons que les
enfants possédent un modele implicite de la proportion-
nalité dans IN.

f) Les sommes et les différences d’applications rationnelles
bien que rencontrées, ne seront pas théorisées ni institu-
tionnalisées.

g) Nous expliciterons les autres options au cours de
I’exposé des situations.

92.4. Le canevas du processus

2.4.1.
Ce canevas est formulé en termes mathématiques visible-

ment exclus du vocabulaire des éléves et organisé comir.e
un exposé ou les définitions et les théorémes se succédent

* ]1 s’agissait d’approcher & laide d’une fonction linéaire qui
représentait la probabilité — en tant que moyen de prévoir une fré-
quence théorique — une application statistique attribuant des effec-
tifs observés correspondant & des nombres de tirages. L’approche des
statistiques par ces applications «probabilité» est traitée par des
méthodes similaires en 33 séances. Les éleves suivent une démarche
expérimentale et de redécouverte. Cf. «L’enseignement des probabi-
lités a ’école élémentaire» IREM de Bordeaux - 1974.
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impliquant en particulier ’utilisation systématique des
applications inverses dans le calcul du rapport de deux
décimaux (Phase II . 7 : 2 séances).

b) Il aura fallu pour cela étre capable de manier la compo-
sition et la décomposition des applications rationnelles
en effacant le role des couples objet-image pour pouvoir
fournir diverses décompositions d’une méme application.
Nous avons retenu d’exposer les situations d’introduction de
cette phase (II . 6 (3 séances) : «composition de 2 appli-
cations linéaires» ou les éléves utilisent un pantographe.
Cette étude ne peut se dérouler elle-méme convenablement
si les fractions et les décimaux n’ont pas été identifiés
comme ensemble d’applications opérant sur les fractions
et les décimaux-mesure.

c) Au cours de la phase II . 5 (2 séances) : les enfants
cherchent a donner un sens au produit de 2 fractions ou
de deux décimaux. Ils y parviennent en interprétant l’un
comme application linéaire opérant sur ’autre. A cette
occasion, les éleves récuperent le vocabulaire traditionnel
décrivant le «produit» d’un rationnel par un rationnel
opérateur (par exemple prendre une fraction d’un nombre,
un pourcentage, etc.) et ils formalisent et institutionnalisent
le calcul des images par les éléments de £ (@ T) qu’ils pra-
tiquaient déja dans la phase précédente mais avec des mé-
thodes trés diverses, non fixées, voire par tatonnements.
Les rapports entre multiplier, diviser, agrandir, rapetisser
font I’objet d’un débat.

L’introduction de ces applications linéaires va occuper
les 3 phases précédentes qu’il vaut mieux exposer dans leur
ordre naturel.

d)La phase II. 1 (2 séances) consiste & demander aux
éléves «d’agrandir» un puzzle, morceau par morceau, sans
préciser autrement ce que veut dire «agrandir» et de facon
a ce que tel coté qui mesurait 4 cm en mesure 7. Nous
exposerons cette situation de fagon détaillée (Par. 3.2.).
Les éléves s’acharnent a essayer divers moyens de calculer
les longueurs-images mais seul, celui qui (implicitement)
fait correspondre la somme des images a ’'image de lasomme
permet un remontage satisfaisant du puzzle. Ce que les
enfants construisent «empiriquement», est un ensemble
de quelques couples et n’a pas de nom. «L’application
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2.4.3. La phase I : Des mesures rationnelles aux mesures
décimales

Dans La phase II, au lieu de définir directement les
opérateurs rationnels comme composés d’opérateurs natu-
rels (qui ne sont pas alors des applications), méthode dont
nous avons signalé les difficultés et les contradictions, nous
avons admis ’existence de @ * et de ID T en tant qu’ensem-
bles d’arrivée des mesures. L’objet de la phase I est donc de
construire un tel ensemble : les enfants créent et expérimen-
tent des nombres nouveaux pour mesurer diverses grandeurs.

a) La phase 1.1. permet aux éléves d’inventer d’abord les
«rationnels» (act. 1 séance) par une méthode de passage
au quotient sur I’ensemble des couples de rationnels (acti-
vité 1, 4 séances). Nous analyserons longuement cette
premiére activité : «mesure de I’épaisseur d’une feuille de
papier» pour bien montrer ’évolution du statut de ces
rationnels. (Paragraphe 4.).

b)1lls apparaissent comme solution a une situation
favorable, sans statut cognitif. Cette solution pose des
" problémes d’identification car elle peut prendre bien des
formes équivalentes. Les éléves sont donc conduits a un
débat : «ces objets nouveaux sont-ils des nombres ?» c’est le
moteur de activité 2 (5 séances) qui ameéne les enfants a
les identifier, a les additionner, les soustraire, les multiplier
et les diviser par un naturel, les comparer et les ranger.

Les fractions sont alors reconnues comme des nombres
nouveaux englobant les nombres déja connus, mais dont
certaines propriétés sont différentes.

c) Dans la phase 1.3., pour mesurer d’autres grandeurs,
capacités, poids, longueurs, les éléves utilisent ces meémes
nombres et passent de la conception d’une définition des
fractions par commensuration a une définition constructive
(cette phase sera commentée au paragraphe V, elle n’est pas
essentielle dans le processus).

d)La phase 1.4 «ID moyen d’étude de @ » comprend
7 séances. Les propriétés nouvelles qui sont recherchées
dans les rationnels pour fabriquer des mesures sont surtout
des propriétés topologiques : on veut, entre deux nombres
rationnels, pouvoir en placer toujours un nouveau et on veut
pouvoir mesurer tous les intervalles obtenus. Grace a un jeu
convenable de bataille navale ou ils lanceront des filets de
plus en plus fins (des filtres) pour cerner des « poissons » ra-

x-
i
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pas sensiblement le processus. Cela ne veut pas dire qu’il
faudra faire semblant d’ignorer ce qu’on sait déja, ni qu’on
va reprendre une connaissance acquise en rejetant son sens
ancien et y substituant un sens «nouveau».

3. Analyse du processus et de sa réalisation

3.1. Le pantographe

3.1.1. Introduction des pantographes : La réalisation de la
phase 2.6.

Le pantographe est un parallélogramme articulé utilisé sur les
planches a dessiner pour produire des figures homothétiques d’une
figure donnée. Les appareils utilisés dans cette activité sont des jouets
de plastique beaucoup moins précis que les appareils professionnels —
et c’est précisément cette particularité qui sera utilisée. 1ls sont
susceptibles selon le réglage, de produire quelques homothéties déci-
males bien précises : 1,5 ;2 ;2,56 3 : 4 ; et leurs inverses (un autre
modéle peut produire 13 ;2 21,2123 :3;31 ;4;5;6;
718 ;10). 4 2 4 2

Dans la séance d'introduction, les éléves apprennent du maitre,
banalement, comment se servir de I’appareil : la ventouse ne doit pas
bouger, ni le papier, la pointe suit le modéle, le cravon dessine 'ima-
ge... Ils s’essayent a agrandir et a rapetisser des dessins personnels puis
mettent en commun leurs observations et leurs hypothéses :

- On peut «agrandir» ou «rapetisser» en échangeant la pointe et le
crayon

- L’image ne change pas de forme quelle que soit la maniére dont
on dispose le pantographe

- L’agrandissement varie suivant les pantographes ou suivant le
choix des trous de montage

- Si le pantographe ne forme pas un parallélogramme, la trans-
formation est déformée.

- A certaines longueurs, le pantographe fait correspondre d’autres;
a la somme des longueurs, il fait correspondre la somme des images.

- Le pantographe effectue des agrandissements bien connus, les

éléves reconnaissent les noms des agrandissements sur les trous... etc.

3.1. 1. : Exemples de situations didactiques différentes

fondées sur ce schémas de situation

a) L’exposé banal basé sur l'ostension : le maitre montre l’appa-
reils, montre ses effets magiques, enseigne le mode d’emploi, présente
les différents calculs possibles : calcul d’image, de modéle et d’agran-
dissement et fait reproduire des exercices.

b) La méthode heuristique (de redécouverte), voisine de celle que
nous venons d’'évoquer ci-dessus. Elle donne des résultats collectifs
assez rapides et est convenable si les éleves ont I'habitude de la recher-
che individuelle et des débats, mais sansaucun projet autre que de «dire
des choses intéressantes», une telle méthode tourne souvent court.
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sé dans des situations ouvertes, ce choix devant se faire sur des cri-

teres rationnels et intellectuels.

3.1.2. Compositions d’applications (2 séances)

. D’abord les éléves, par groupe de 2, doivent construire I'image
d’une figure simple, que I'on obtient par deux agrandissements succes-
sifs (par exemple X 2,5 suivi de x 1,5). L'image la plus «jolie» et
«correcte» l’emportera apres vérification. La consigne est donnée
de telle facon, qu'il est clair, que la maniére d’obtenir cette image
n’importe pas, c’est seulement le résultat qui compte.

En fait, la manipulation réelle produit un agrandissement telle-
ment erroné qu'il est nécessaire de retracer les segments & la reégle
et les mesurer, en calculant leur longueur (Fig. 1).

figure 1 : image obtenuc avec un pamugmph(

le modele

'image obtenuc —
I'image homothétique —- - (X3)

L
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P1) Par linéarité directe, sans calculs intermédiaires, le premier et ie
troisiéme dessin :

4§ —— 12— 12X 1,5=18

1 — 18:4=4,5

2,5 — 2.5 X 4,5 = 11,25

Po) Par la composition des deux applications linéaires avec un cal-
cul intermédiaire

X3 X 1,5
— 7,5 11,25

2,5
P3) Par I'utilisation directe de la composée des deux applications,
X 4,5
2,5 — — 11,25
1 -

—_—
td

b

X 4,5

cette composée étant calculée une fois pour toutes, d’une mani€re ou
d’une autre.

Dans cette situation, il est trés avantageux d’utiliser impliciterment
le fait que la composée des deux homothéties est une homothétie, de
la calculer, et l'utiliser pour obtenir 'image finale de chaque segment
du modéle.

Comme précédemment, les images sont réellement accrochées au
tableau, chaque éléve fait une prévision, va la controler lui-méme,
revient, la corrige si elle est fausse et cherche 2 modifier son calcul
ou son systéme de prévision.

Le remplacement de deux similitudes par une seule est apparu
dans les comportements en tant que solution de la situation-pro-
bléme. Mais les différentes procédures témoignent de niveaux cognitifs
différents : Dans la procédure Pg, 1'éleve a effectué une composition
d’applications mais rien ne permet de penser ‘qu’il s’est intéressé a
’application composeée. Celle-ci est présente pour un observateur,
dans la situation au sens habituel, elle ne I’est pas dans la procédure
Pg ; elle 1'est dans la situation-probléme car elle est la connaissance
caractéristique du passage d’une solution moins bonne & une solution
meilleure du point de vue de la complexité des calculs.

3.1.1V. : Différents «niveaux de connaissancey relatifs @ la compo-
sition des applications linéaires.

Ces niveaux dépendent a la fois des comportements qui manifes-
tent la connaissance et des types de situations qui provogquent ces
comportements. La classification en niveaux tend a permettre d’expli-
quer a priori leurs différences par des différences de complexité
entre les situations, entre les procédures ou entre les modeéles cognitifs
qui les caractérisent. Ces différences de complexité sont fondées sur
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Il est clair que le jeu qui peut conduire les éléves a identifior ies
différentes manieres de désigner les « similitudes », a unifier les mé-
thodes de calcul exige qu'ils s’'occupent non plus d'une ou de quel-
ques applications mais de toutes. Il faudra un débat intellectuel, et
seul un jeu social convenable peut promouvoir de telles probléma-
tiqgues et conduire @ se poser la question. « est-ce que tout panto-
graphe a un inverse ». Au niveau 6, ’éléve peut s’occuper de certaines
propriétés des opérations dans la mesure ou ces propriétés servent une
action.

Il y a un saut de complexité trés important entre les situations qui,
comme celle du pantographe, conduisent a utiliser le fait que cet in-
verse existe et celles qui conduisent a se poser la question, surtout si
I'on veut que cette question se pose pour des raisons mathématiques
(ce serait utile de le savoir) et non didactiques et formelles et que ces
raisons gpparaissent aux yeux de I’éleve.

h) Niveau (7): L’étape suivante consiste @ faire fonctionner cette
opération comme moyen d’analyse. Par exemple, en se rendant comp-
te que toutes les applications rationnelles peuvent s’exprimer comme
composées d’'une application entiére et de l'inverse d'une application
entiére. Exemple : (x 3/4) = (X 3) . (x.{%)

Les calculs dans ce systéme assurent la possibilité d’établir de veri-
tables théorémes sur les rationnels comme celui que demandait de
fagon un peu abrupte Mme Touyarot (Brousseau 1980 , p. 36)
Exemple de question: « Pour passer d’un modéle a son image, f'al
utilisé l'application linéaire X 4/7 ; quelle est l'application linécire
qui permet de passer de l'image au modéle ? Pouvez-vous le prouver
& un camarade sans calculer aucune image ?»

Cette étape permet de rechercher et de trouver comment résoudre
tous les cas de divisions des décimaux au sens le plus général. Les
éléves ont la possibilité de mettre au point la technique de la division
dans un des niveaux de connaissance précédents, sans avoir recours
a la composition d’applications linéaires, mais avec des sens diffé-
rents: implicitement, lors de I’encadrement des rationnels-mesure
(par exemple dans la phase 1.5, puis 1.7), pour calculer I'imcge dans

certaines homothéties ( par exemple, phase 11.3.), par la recher-

che de l'image au moyen de I’application réciproque ou de la com-
position de deux applications exceptionnellenent évidentes a cause du

‘contexte. Par exemplé, pour calculer 3,25 x 1,25 sans avoir recours

a la composition, l’éléve recherche quelle est l'application équiva-

lente a x 1,25, qui, il le sait, fait correspondre a 1,256 —1 —ce

qui le conduit péniblement a rechercher une fraction décimale équi-

. 100 ~oct-g-dire 800 = 0,8. On effectue alors 3,25 x 0,8.
valenteal_§3 cestadxreIOOO ff alors 3, ,

Il est clair que ces procédés, méme s'ils sont apparus une ou deux
fois dans le comportement, ne méritent pas @ ce moment-la d’étre
érigés en méthodes et de faire l'objet d’apprentissages. Les éleves
peuvent les produire une fois, en situation, grdce G un investissement
exceptionnel et au support sémantique qui en découle. Ce serait une
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rimentation peut répondre. Mais elle peut apporter beaucoup plus
d’informations sur l'effet de ces conditions : Il est possible dans cer-
tains cas de s’aider d’études a priori, de « calculs des situations ».
Par exemple, on peut ici comparer les coiits des diverses stratégies
en nombre d’opérations @ effectuer (mentales ou écrites).

PO Pl Pl P3
at d’ oD D
cout dun oD + 2M D+ M oM + - VM
résultat n n
fiabilité d’un
résultat d? .m? i d.m d? . m? d.m
. -,._,_______.._——._;,L..._A_,,_.., e o e e

D: cout d’une division

M : cotit d’une multiplication
d: proba (division juste)

m: proba (mult. juste)

n : nombre de segments

On peut s’essayer a prévoir effet de celles de ces variables que P'on
peut faire varier (D, M en choisissant la grandeur des nombres, n).
Nous appellerons variables didactiques les variables de commande
dont on montrera qu’elles ont un effet important — qualitatif — sur
les évolutions de procédures.

En s’aidant d'autres considérations, on peut formuler certaines hy-
pothéses : par exemple, la méthode P] conduit a Pg plus rapidement
que Po,

L’observation de deux classes (50 éléves), telle que nous la prati-
quons régulierement au Centre pour l’observation de l'école Jules
Michelet de Talence, permet, par de simples X2 de tester des hypo-
théses de ce genre, pour peu gue la prise d’information ait lieu au mo-
ment ou les effectifs du choix sont suffisants pour chaque méthode.

Nous en donnerons quelques exemples au paragraphe 5.

3.1.3. Résumé de la suite du processus (2 séances)

Les activités, qui suivent les deux que nous avons décrites plus
haut, ont pour objet de provoguer les modifications de sens détaillées
ci-dessus du niveau 1 au niveau 7.

Le processus tend a amener les éléves a se poser des questions ma-
thématiques a propos des propriétés des compositions : Est-ce que
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6 5
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7
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4 2 3 fig. 2

Consigne: «Voici des puzzles (Exemple : Tan-gran, fig. 2) vous allez
en fabriquer de semblables, plus grands que les modéles, en respectant
la régle suivante: le segment qui mesure quatre centimétres sur le
modéle devra mesurer sept centimétres sur votre reproduction. Je
donne un puzzle par équipe de 5 ou 6, mais chaque éléve fait au moins
une piéce ou un groupe de 2 en fait 2. Lorsque vous aurez fini, vous
devez pouvoir reconstituer les mémes figures qu’avec le modeéle».

Déroulement : Aprés une breve concertation par équipes, les élcves
se séparent. Le maitre a affiché au tableau une représentation agrar. lie
des puzzles complets.

Presque tous les enfants pensent qu’il faut ajouter 3 centimeétrss
toutes les dimensions: méme si certains doutent de ce modéle. iis
parviennent rarement a s’expliquer et jamais a convaincre leurs 7ar-
tenaires 4 ce moment-la. Le résultat évidemment, c’est que les mor-
ceaux ne se raccordent pas. Discussions, diagnostics, les leacers
accusent leurs camarades d’avoir manqué de soin. Ce n'est pa: le
modéle, c’est la réalisation qui est mise en accusation; vérificatic s,
certains refont tous les morceaux. 1l faut se rendre a l’évidence. ce
n’est pas facile! Le maitre n’intervient que pour encourager et consia-
ter les faits, sans exigences particuliéres. Certains enfants produisens,
par retouches successives, un puzzle qui reproduit grossieremen
la forme du modéle. D’autres se tirent d’affaire en découpant un graond
carré : les raccordements sont impeccables. Le maitre invité, a nst
que les autres groupes d’éléeves, a constater le succes, suggere cans
ce cas aux compétiteurs de former avec le modéle une figure(fiy. 3!
qui ne peut pas étre reproduite avec I'image (fig.4) il est assez facile ez

22 12 £

R

f (4)
_ fig. 3 : modéle fig. 4 : image
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mentale abondent et le modéle linéaire est adopté d’emblée mais on
aurait tort de supposer qu’il s’est définitivement installé, car, dans
une activité ultérieure (6 séances plus tard) les éléves accepteront
gans sourciller 'idée que les applications X 22, X +5, et2X +3,

sont toutes les trois des applications linéaires (des « agrandissements »
comme les autres). Et il faudra aussi les distinguer des fonctions
quadratiques (Ex.: cdté — surface du carré) pour qu’ils utilisent
systématiquement le critére fondamental afin de s’assurer dans chaque
cas du bien fondé de I’emploi de la linéarité.

Le lecteur aura remarqué que dans cette premiére séance sur le
puzzle, I’agrandissment n’a pas besoin d’avoir de nom. Les activités
suivantes vont multiplier ces agrandissements et lorsqu’il faudra les
comparer, trouver ceux qui sont équivalents, les ranger, la domina-
tion par l'image de 1 sera choisie consciemment. Alors la question
« est-ce que les agrandissements sont des nombres » sera posée comme
elle I'a été pour les fractions-mesures, et laissée sans réponse officielle.

3.2.1 : Fondements affectifs et sociaux de la preuve mathématique

Cette situation du puzzle est du méme type didactique que celle du
pantographe mais la prévision correcte s’y heurte, de fagon beaucoup
plus dramatique, a un obstacle épistémologique : la preignance du mo-
déle additif.

11 est essentiel que le maitre ait pu, au préalable, donner a ses éléves
I’habitude d’accepter de chercher leurs solutions dans la situation —
probleme et non d’essayer d’interpréter les indices qu’il pourrait leur
fournir. Il aura besoin de tout son crédit de « neutralité cognitive »
pour pouvoir soutenir les éléves au niveau affectif sans interrrompre
les processus psychologiques et sociaux qui doivent s’accomplir. De
prime abord, la situation leur parait parfaitement innocente, familiere
et sans mystére : chacun a le temps de se faire une idée et de s’inves-
tir personnellement dans une tdche matérielle qui va engager 4
responsabilité a I’égard de I’équipe. Le suspense est tout-a-fait modé-
ré, mais il existe tout de méme. Le scandale éclate dans un ciel serein
¢a ne marche pas ! Il faut que ¢a marche ! Les convictions se heurtent
et s’expriment selon les caractéres et positions sociales au sein de
I’équipe. C'est alors que commence le processus scientifique, il faut
chercher la cause, s’obstiner. Il ne sert a rien de séduire ou d’inti-
mider l'opposant, il faut se conuaincre, convaincre, prouver. L’é-
quipe éclate en écoles : les uns controlent le travail fait, d’autres
veulent agrandir le carré, le doubler et couper un petit bout. Les
amitiés sont @ rude épreuve, les mises en doute sont recues comme
des trahisons, les « faibles» mettent en doute la compétence des
« forts». Rien @ faire, la réthorique devra céder le pas a la preuve
scientifique et intellectuelle, seul moyen honorable de se rendre
a I’ « adversaire». Lorsque, I’obstacle franchi, la solution apparaitra
a chacun démystifiante, contingente, banale, et méme un peu désen-
chanteresse, chacun se la sera appropriée, et aura triomphé, non pas
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équipe conduit a des explications intéressantes.

Dans les phases antérieures, les éléves avaient remarqué que les
entiers correspondaient & certaines fractions mais cette activité de-
mande 1’'usage systématique du plongement de Ndans @.

3.3.2. Interuvalles rationnels

Le maitre demande aux éléves de chercher des fractions, par exem-
ple entre 3 et 4. La comparaison leur fournit le moyen d’en trouver
beaucoup :

3 = 1:12 4 = 1‘_:." alors 143, 1.4_, 14__5 répondent a la question. Il in-
troduit alors de nouvelles régles au jeu précédent : on va essayer de
continuer le jeu en essayant d’encadrer la fraction de l’adversaire
dans l'intervalle le plus petit possible (sans préciser d’abord).
Remarque : Une année, ce jeu s’est appelé le « jeu du radar » (connu
aussi sous le titre : « jeu de ’explorateur ») car la fraction de I’adver-
saire était un avion qu’il fallait localiser le mieux possible avec un
faisceau radar de plus en plus étroit, mais cette « justification » n’a été
proposée qu'une fois et n’aide pas beaucoup les enfants.

La difficulté consiste autant & trouver des fractions entre deux
autres, qu’a comparer celle quon a choisie de celles du « filet » de
I’adversaire.

Aprés quelques essais, la méthode du jeu s’éclaire un peu mais il
faut se mettre d’accord sur ce que veut dire intervalle plus petit. Les
éleves discutent, dessinent une droite. Séance difficile :la régle du jeu
est difficile a2 apprendre et nécessite de nombreux calculs — I’enjeu
n'est pas évident, cette activité consomme du « capital-plaisir » lors
de la premiére séance. Les enfants s’arrétent d’eux-mémes dés le pre-
mier encadrement inférieur a 1 et comparent les longueurs des inter-
valles. Dans la séance suivante, certains peuvent poursuivre et raffiner
une fois leur partition. Les enfants n’ont le temps que d’accomplir
2 parties. Cependant déja, des encadrements décimaux apparaissent
bien que les enfants voient que les calculs de l’adversaire sont facili-
tés. C'est une faiblesse du jeu, car les éléves ne comprennent pas
d’eux-mémes qu’on n’a aucun intérét a compliquer le calcul de I’ad-
versaire. Dés que la question est réglée par une mise au point collec-
tive, les parties se déroulent beaucoup plus vite et les dénominateurs
des fractions s’enflent : 99/10 est attrapée sous la forme 9900/1000.
Encadrée dans un intervalle trés petit : 1/100 000 la fraction 22/7
n’est pas encore attrapée. Une discussion animée s’installe : on ne
' pourra jamais l’attraper ! disent les uns... mais si ! pourquoi ? Certains
donnent la raison : parce que 10, 100, 1000... ne sont pas multiples de
7, mais bien peu sont convaincus et le maitre paraissant intéressé mais
ignorant ou neutre, le probléme reste ouvert pour le moment.

3.3.3. Suite du processus

Les fractions décimales dont nous nous sommes servis dans le jeu
précédent, peuvent étre placées trés vite sur une droite graduée. Cette:
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Tableau 1I

Ce que nous avons cherché

Ce que nous avons fait

1. Je cherche les eptiers

Je cherche combicen de fois 35/35
est contenu dans 221/35
6<221/35<7

2. Je cherche les 1/10

Je cherche combien de fois 1/10
est contenu dans 11/35

6,3 < 221/35 < 6,4

3. Je cherche les 1/100

Je cherche combicn de fois 1/100
est contenu dans 5/350
6,31 <221/35<6,32

4, Je cherche les 1/1 000

221 +35=6
reste 11
11/35-1/10

110/350 - 35/350 = 75/350
75/350 - 35/350 = 40/350
40/350 - 35/350 = 5/350

on 'enléve 3 fois

5/350 - 1/100
50/3 500 = 15/3 500
on peut Penlever 1 fois

15/350 - 1/1 000

150/3 500 - 35/3 500 = 115/3 500

ici les enfants proposent d’

110+35=3
il reste 5 qui
représente 5/350

50+ 35 =1

Une fillette propose alors de rem- |
placer les soustractions successives
par une division, ce qui est fait
aussitdt par les enfants.

Cctte méme fillette demande alors
si on ne pourrait pas mcttre toutes
ces divisions dans une seule.

IV — Division. Algorithme

il reste 15 qui repré-
sente 15/3 500

’

écrire etc... ﬁ

arce qu'ils s¢ rendent compte que «c’est
q Y

toujours parciln,

6,31
35 |221
35X 6=210 [210
0110
35 X 3 = 105 105
00({50
- 35
15
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3.4.3. Les résultats scolaires

Les résultats que nous présentons ont été choisis parmi
- tous ceux qui ont été recueillis de facon a montrer, autant
que possible, quel est le niveau des éléves en fin d’année sur
les différentes catégories mathématiques d’exercices. Dans le
tableau V, nous donnons donc tous les résultats obtenus au
cours des différents CAS (controles de 'année scolaire),
tous ceux figurant aux TAS (tests d’acquisitions scolaires) et
certains résultats a des controles, aussi tardifs que possible,
dans les catégories ou, ni les CAS ni les TAS ne présentent
de questions.

Le TAS est un test QCM étalonné a I’échelon national et
porte sur les acquisitions en francais aussi bien qu’en mathé-
matique. Il permet de controler que les résultats de 1’école
expérimentale ne s’écartent pas significativement des ré-
sultats nationaux.

Le CAS est une liste d’exercices, correpondant aux ob-
jectifs de ’expérience, parmi lesquels sont choisis ceux cons-
tituant 1’épreuve de fin de chaque année (les questions peu-
vent donc différer d’une année a 1’autre).

Rappelons que ces résultats sont donnés a titre indicatif
et que le curriculum n’a pas été choisi de fagon a produire
les effets scolaires maxima. Les seules exigences déontolo-
giques de 1’expérience étant que :

i) les maitres cherchent a obtenir les meilleurs résultats
dans les conditions qu’on leur a proposées.

ii) les résultats obtenus sont au moins aussi bons que
ceux produits par les autres méthodes.

Le tableau ci-aprés montre que les exigences ont été
satisfaites. Il n’est pas question de tirer argument scientifi-
que de différences entre des méthodes dont on sait bien
qu’elles peuvent étre produites par des conditions fort va-
riées que nous n’avons pas les moyens de controler.
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Fractions — décimal

Ecrire sous forme de
nombre a virgule

128 12 . 2
100 " 25 * 125
(CAS 78)
Equivalence

Ecnire 3 fractions
égales 1 15/25
(comp. I. 1978-1979)
Quellc est la séric
exacte de fractions
équivalentes :

7//3 3

N
o

@

oo
—
2la

3
L owpe

Calculer :
B, 425, .3
10 100 5

{composition I)

Calculer :

5 8———
/ 100

IV — Transformations

Passage de I’écriture en lettre —* en chiffre

56

65,5

50,5

24

57,5

54

62,5

Ecris en chiffres :
quarante huit unités
sept dixiemes ; douze

trente cing centiemes.
CAS 80 -

Ecris sous forme de
nombre décimal :
quanrante huit unités
sept dixiémes ; douze
unités trois centiemes;
deux cents unités
huit milliemes ;
quatre vingt neuf mil-
liemes ; six cent qua-
rante huit centiemes
CAS 79

V - Additions

38

52

Effectuer :
12,04 + 108,974
CAS 78 — CAS 80

2763 + 554,65
CAS 79

0,07+0,05+0,01=0,013
0,07+0,05+0,01=1,3
0,07+0,05+0,01=0,13

Cocher la bonne
réponse

TAS (Test d’acquisi-
tion scolaire)

Vi

— Sou

stractions

69

71

Effcctucr :
8,043 - 7,95
CAS 78

273,08 - 67,5

unités trois centicmes;

CAS 79

82,5

84,5

65,5

79

89

75

78,5

123

80
80
70

90

82
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2 — Apphcations courantes

Un fromage contient | C: 64

45 % de maticre R:
grasse. 45,5

Trouve la masse de
matiére grasse conte-
nue dans 250 g de
ce fromage.

Quelle distance repré- | C:
sentent 12 cm sur 79,5
une carte a Péchelle | R:53
1/5000000 ? La
distance entre 2 villes
est de 35 km. Quelle
sera la distance entre
ces 2 villes sur Ia
carte

CAS 78

DIVISIONS J

1 — Opérateurs

/@\,@\ 635 | 75 |755

TAS

2 — Applications courantes

Un casier de douze
bouteilles coute

56,40 F. Quel est le C:95
prix d'une bouteille ? R:72
CAS 80

Un casier de dix bou-
teilles cotite 36,50 F.
Quel est lc prix d'une C:93
bouteille ? 79 |R:82
CAS 78 — CAS 79

Un marchand de
fruits et légumes a
acheté au marché un
lot de 14 kg
d’oranges pour 20 F.
A quel prix lui
revient 1 kg
d’oranges ? Donne
ta réponse sous forme {C:
de fraction puis au  {79,5
centime pres. R:53
CAS 78
C* : opérations posées
et explications
correctes.

R : résultat.
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3.4.4. Reproductibilité — Obsolescence

a) La reproductibilité doit étre envisagée d’abord a
travers la stabilité des résultats a des exercices comparables,
proposés au cours de chacune des trois années de l’expé-
rience principale, dans des conditions comparables.

Une grande latitude ayant été laissée aux maitres pour
ajuster leur enseignement, on retrouve seulement 40 exer-
cices commun aux trois années (sur 75 posés chaque an-
née) : 21 ont été posés en cours des processus, 8 figurent
dans les controles de fin d’année et 11 que nous traiterons a
part, appartiennent au TAS.

L’examen du tableau VI permet d’observer :

— une assez bonne stabilité des résultats aux controles
annuels malgré, selon ’opinion des maitres, des différences
importantes entre les niveaux des éleves des différentes pro-
motions : les résultats ne différent pas significativement
d’une année a l’autre. Par contre une bonne corrélation
entre ces exercices montre qu’ils sont trés comparables.

Tableau VI
|| anncdcs X Y Z
%o
| de réussive 77.78 | 78.79 | 79-80 Xy Xz YZ
L t dc student t t
r effectif des r corrélation r r
'l éleves 54 50 47
-
m 65,93 75,23 76,05 |t 1,57 NS 1,98 NS NS
CXCTCICeS
r=21
[ 20,21 18,08 1,75 |r 0,97 S.001 | 0,67 S.001 0,64 S.00}
|
m 73,25 77,50 72,50 |t 0,65 NS NS NS
controle annucl
r=8
14 11,46 14,17 10,12 r 0,75 S.05 0,80 S.02 0,47 NS
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ment les mémes mais les conditions dans lesquelles ils ont
été obtenus en modifient le sens, plus proche du compor-
tement culturel.

L’enfant puise alors les informations nécessaires a l’éta-
blissement de ses réponses, moins dans l'analyse de la situa-
tion et la compréhension du probléme ( qui lui est Proposé)
que dans les indications « pedagogiques » qui lui sont four-
nies d’instant en instant, selon un contrat didactique im-
plicite indépendant du contenu. (Brousseau 1979). Ce
processus présente l'avantage de réaliser l'institutionnali-
sation de la connaissance : l'éléve prend connaissance des
questions qu’'on veut lui poser, des réponses qu'on attend
de lui, de leur statut culturel... etc.-

La situation didactique envisagée initialement comme
une situation d’adaptation de l'éléve dans une situation-
probléme est devenue en fait une situation de communi-
cation d’un savoir institutionnalisé avec les inconvénients
que l’'on connait pour la compréhension et l'acquisition.

Les travaux de E. Filloy permettent de prévoir que
certains objectifs de haut niveau taxonomique échappent au
controle des maitres et donc aux corrections didactiques.
On peut espérer que l'obsolescence, si elle se produit, en-
trainera d’une part, une évolution des questions choisies
par le maitre dans le sens d’une augmentation du nombre
des problémes formés et dautre part une diminution des
réussites sur les questions les plus ouvertes.

On peut noter des tendances dans les sens indiqué en ob-
servant, par exemple, dans le tableau VII, l’évolution des
pourcentages de réussite aux opérations et en les compa-
rant & ceux des structures problémes. Ces tendances ne sont
pas significatives.

d) Sans rapporter ici plus longuement les moyens du
méme ordre par lesquels on l'obtient, nous accepterons
cette conclusion : si I’expérience a reproduit les conditions
prévues — ce que l’observation clinique et d’autres statis-
tiques ont a charge de déterminer — elle a produit sensi-

blement les mémes résultats. C’est pourquoi nous rappor- -

tons ces résultats au processus que nous étudions, quelle que
soit 1’année qui fournisse l’information étudiée dans le
tableau.

1
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La conception des décimaux en tant qu’application
linéaire est bien acquise : les opérations sont posées a bon
escient (compréhension de 80 a 95 %) et bien réussies.

Les situations et problémes sont moins bien réussis et
c’est 1a compréhension des situations qui est en cause.

c) Les rationnels. Les rangements, repérages et encadre-
ments sont un peu mieux réussis dans les rationnels que
dans les décimaux et les résultats sont honorables. Il faut
voir 14 ’effet de renforcement du modele initial dont nous
avons parlé : les fractions servent a établir les régles de com-
paraison des décimaux. Leur connaissance est renforcée.

Ce phénoméne se produit aussi pour la soustraction des
fractions qui est utilisée au début de ’approche des ration-
nels (65 %) alors que 1’addition I’est beaucoup moins (40 %)
mais dans ce dernier exercice, c’est la présence du 7 qui a
fait baisser les résultats.

L’utilisation des opérateurs et du symbolisme fonction-
nel est efficace malgré un apprentissage finalement trés
court sur ce sujet (75 a 90 %).

d) Le fait que la réussite aux exercices sur les décimaux
soit assez comparable a la réussite aux exercices corres-
pondants sur les rationnels, est un indice nouveau et po-
sitif d’un fonctionnement mieux controlé du concept.

e) L’analyse du processus ne sera pas faite ici. La prin-
cipale question qui nous intéresse (voir paragraphe 5.4.)
exigerait ’examen du nombre d’exercices et de legons et
celui des dépendances et des implications entre les résultats
des éléves. Cet examen doit porter sur leurs compor-
tements d’erreurs et non seulement, comme ici, sur leurs
réussites a propos de situations relevant de niveaux taxono-
miques plus élevés.

4. Analyse d’une situation : I’épaisseur d’une feuille de
papier

4.1. Description de la situation didactique : séance 1 (phase
1.1)

4.1.1. Préparation du matériel et des lieux

L’enseignant a disposé :

— sur une table devant les enfants : 5 tas d’environ 200 feuilles de
méme format, de méme couleur, mais d’épaisseurs différentes (par
exemple, des feuilles de polycopie, de bristol etc.) placés dans un
ordre quelconque.
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cet emploi du signe égal n’est pas correct)

Dans l'une des équipes, les enfants ont refusé le pied a coulisse et
ont établi ce systéme de désignation: A =TG B=TF D=M

A, B, C, étant le nom des différents types de papier, TG, TF,
M voulant dire : trés gros, trés fin, moyen. Dans cette phase, le
maitre intervient le moins possible. Il ne fait de remarques que s’il
s'apercoit, que, dans les groupes, les enfants ne respectent pas — ou
simplement ont oublié — la consigne.

Les enfants peuvent se lever, aller chercher des feuilles, les changer,
etc.

Lorsque la plupart des équipes a trouvé un systéme de désignation
(et que les cing enfants de chacune sont d’accord avec ce systéme ou
ce code) ou sile temps est écoulé, le maitre passe a la phase suivante :
le jeu de communication, et ceci méme si toutes les équipes n’ont pas
encore trouve.

4.1.3. 2éme Phase : jeu de communication (10 & 15 mn)

a) Présentation de la situation — consigne

« Pour éprouver le code que vous venez de trouver, vous allez faire
un jeu de communication. Vous verrez au cours de ce jeu, si la dési- -
gnation des épaisseurs de feuilles que vous avez inventée vous permet
de reconnaitre le type de feuille désignée.

— Les enfants d’une méme équipe vont se séparer en 2 groupes
(de 2 émetteurs et de 3 récepteurs, suivant qu’ils sont 4 ou 5 dans
I’équipe) : un groupe d’émetteurs et un groupe de récepteurs.

— Tous les groupes émetteurs vont se placer d’un méme coté du
rideau. Tous les groupes récepteurs de l’autre.

— Les émetteurs vont choisir un des types de papier placés sur la
premiére table (A ou B, ou Cou D ou E) (que les récepteurs ne voient
pas grace au rideau). Ils vont envoyer a leurs récepteurs un message
qui devra permettre a ceux-ci de trouver le type de papier choisi. Les
récepteurs utilisent les tas de papier disposés sur la deuxieme table au
fond de la classe pour trouver le type de papier choisi par les récep-
teurs.

Quand les récepteurs ont trouvé, ils deviennent émetteurs (apreés
vérification avec les émetteurs). Des points seront attribués aux équi-
pes dont les récepteurs auront bien trouvé le type de papier choisi
par les émetteurs ».

b) Déroulement et remarques
Dés le début du jeu, la maitresse met en place le rideau qui sépare
émetteurs et récepteurs.

La maitresse :
— fait passer les messages des émetteurs oux récepteurs
— recoit les réponses des récepteurs
— va contréler que cette réponse est conforme au choix des
des émetteurs et constate, avec toute l'équipe, l’échec ou la

réussite.
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4.1.4. 3éme Phase : Résultat des jeux et des codes (20 a
25 mn) (confrontation)

a) Présentation de la situation et consigne

Pour cette phase, les enfants reprennent leur place en équipes de 5
comme pour la lére phase de la séance. La maitresse annonce une
comparaison des résultats et prépare le tableau a double entrée :
(équipes) X (types de papier) dans lequel elle inscrira les messages
échangés et les points obtenus par les équipes (voir tableau I CM2
b 1977) au fur et & mesure de leur compte rendu.

b) Déroulement et remarques

A tour de role, chaque équipe envoie un « représentant » qui lit
les messages @ haute voix, explique le code choisi et indigue le re-
sultat du jeu.

Les différents messages sont comparés et discutés par les enfants.
Comme ils sont souvent trés différents, la maitresse leur demande d’a-
dopter un code commun.

Exemple : 10 = 1 mm
TF
60 feuilles 7 mm
Apreés discussion, la classe entiére a décidé de marquer :
10f;1 mm
60f;7mm

Lorsque tous les messages sont inscrits, les enfants observent le
tableau et font spontanément des remarques du type : « ¢a, ¢a ne va
pas » ou « ici, c’est bien » etc.

Ces remarques pourraient étre classées en 4 catégories :

lére catégorie :
Si les feuilles sont de type différent, a un méme nombre de feuil-

les doivent correspondre des épaisseurs différentes.

Exemples du tableau I :
19f;3mm = Type A ]
19f;3mm = TypeB
19f;2mm = TypeC }
19f;2mm = TypeD

2éme catégorie :

Pour.un méme type de feuilles, au méme nombre de feuilles cor-
respond la méme épaisseur ‘
Exemple du tableau I :

30f;2mm = TypeC }

30f;3mm = TypeC
3éme catégorie :

S’il y a 2 fois plus de feuilles, l'’épaisseur est 2 fois plus grande.
Exemple du tableau I :

30f;3mm = TypeC }

15f; 1 mm = TypeC
et les enfants rajoutent « on aurait du trouver » :

30f;3mm 15f;1 mm

15f; 1 mm parce que x2830f;2 mm)xz

« ¢a ne va pas »

« ¢a ne va pas »

« ¢a ne va pas »

« ¢a ne va pas»
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Ces corrections sont discutées par I'ensemble des enfants. S’ils sont
tous d'accord, la correction est faite sinon, ils proposent de vérifier
par une manipulation : ils recomptent le nombre de feuilles indi-
quées dans le message et font la mesure. Aprés vérification collective,
le nouveau message est adopté et inscrit sur le tableau (cette manipu-
lation est faite par groupes : 2 groupes vérifient un message, 2 autres,
un autre message... etc). Il est arrivé souvent que lorsque le méme type
de papier est mesuré par des groupes d’enfants différents c¢es groupes
ne trouvent pas des mesures compatibles. Ceci est du souvent aux
erreurs de lecture ou au fait que les enfants ont plus ou moins tassé les
feuilles. Ils s’en rendent compte trés vite et le disent.

Il est arrivé également pour des types de papier d’épaisseurs tres
voisines que les mesures trouvées ne permettent pas de reconnaitre de
quel papier il s’agit. C’est au cours de cette phase que les enfants se
sont rendu compte qu’ils ont plus de chance de distinguer des épais-
seurs de papier voisines en prenant un plus grand nombre de feuilles.
En effet, 15 ou 20 feuilles seulement de papiers d’épaisseurs trés voi-
sines ont des mesures si proches que les enfants ne peuvent pas les
distinguer avec précision. C’est alors qu’ils proposent souvent de
mesurer ’épaisseur de 50, 80 ou 100 feuilles.

Exemples de remarques d'enfants (ces exemples sont pris dans le
tableau 1I)
10 f; 2mm

et 5 f; 1 mm
Un enfant agjoute :

5 f; 1 mm
x3 15 f; 3mm) x3
Ces trois mesures : 5 f; 1 mm—10f;2 mmet 15 f; 3 mm sont donc
conservées.

Par contre dans la ligne du type C, les mesures :

12 f; 1 mm

et 8 f; 1 mm sont contestées et rejetées par les enfants qui

proposent de les refaire.

pour le type B, c’est bien.

Autre exemple (tableau II)

Equipes Type C Type D Conclusions des enfants

=1) D>C (D est plus
épais que C)

1 100 f ; 8 mm 100 f ; 11 mm

il

=2) D>C (D est plus
épais que C)

2 12 f ;1 mm 10 f; 1 mm

3 8f ;1 mm N

3) C>D (C est plus

4 14f;1 mm - épais que D)
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EXEMPLES DE ler TABLEAU DE MESSAGES (non corrigé)

type des équipe 1 équipe 2 équipe 3 équipe 4
feuilles
A 19 f ; 3 mm 10 f ; 2 mm 20 f ; 4 mm
B 19 f ; 3 mm 4f ;1 mm 15 f ; 2 mm
30f ;3 mm
C 19 f ; 2 mm 30 f ; 2 mm 100 f ; 8§ mm 15f;1 mm
20 f ; 2 mm
19 f ; 2 mm
D 12 f:1 mm 100 f ; 9 mm
13 f ; 5 mm
E 9f;4 mm 7f:3 mm
Tableau III — classe de CM2b (1977)
type des
feuilles équipe 1 équipe 2 équipe 3 équipe 4
A 48 f ; 9 mm
5f; 1 mm
B 10 f ; 2 mm 15f; 3mm
8f;1 mm
c |100f; 8 mm ;Ei;:‘]: 64 f ; 8 mm
’ 12 f; 1 mm
10 f; 1 mm 14 f; 1 mm
D |100 f; 11 mmiy55 6. 10 mm 154 f ; 11 mm
E 23 f ;10 mm 10 f; 4 mm 6f ; 2mm

8f; 3
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— un nombre de feuilles assez grand pour que la différence
entre leur épaisseur et ’épaisseur d’un méme nombre de
feuilles du type le plus voisin soit assez nette par exem-
ple, excéde 1 mm (tassement éliminé)

— un nombre de feuilles tel que le colit de I’opération soit
minimum (Le coit de I’opération est évalué en cout du
du comptage des feuilles et en prix des erreurs par ten-
tative. Le coiit des erreurs dépend de l’erreur relative
par lintermédiaire de la probabilité d’erreur qu’elle
engendre).

Ce point a mérité une étude mathématique qui n’est pas
publiée ici.

b) Analyse de la tdche des éléves : Récepteurs
La tache des récepteurs est plus lourde. S’ils « appli-

quaient » un algorithme rationel, ils devraient pour inter-

préter le message (60 f ; 7 mm)

— compter 60 feuilles de chaque type de papier

— mesurer ’épaisseur de ces 5 tas de 60 feuilles

— comparer: les tas dont la mesure serait la plus proche de
7 mm seraient retenus.

En fait, cette procédure, si elle était systématiquement
appliquée, ferait perdre le bénéfice essentiel de la situation :
les enfants peuvent (doivent) éliminer certaines hypotheses
en utilisant ’expérience qu’ils ont acquise dans la premiére
' phase et en mettant en ceuvre une représentation (un mo-
déle implicite) de ’épaisseur. Dans cette phase d’action, des
relations, des appréciations, des opérations, encore floues,
incomplétes, approximatives, vont s’éprouver, se clarifier,
se complexifier avant méme d’étre formulables.

Exemple : « 60 f ; 7 mm, c’est du (papier) fin, c’est pas du

A, on avait trouvé pour A (3 f;1 mm » — Sous-entendu

60 f de A feraient bien plus de 7 mm...

Si les enfants se trompent dans leurs hypotheses, ils peu-
vent s’en apercevoir sans trop de retard et sans autre sanc-
tion qu’une petite perte de temps. La représentation permet
d’anticiper, d’économiser des tentatives, elle est controlée
par l’action, sans la conditionner complétement, ni étre
conditionnée par elle. Elle commande toutefois ces déci-
sions d’action car une fois écartés les « papiers» impro-
bables, il faut retenir les autres. « C donne pour 30 f.2 mm
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avec les uns, encourageant les autres, dans une sorte d’esprit
« bon sportif ».

Ici comme la, ce sont les efforts qui sont éducatifs et non
les buts marqués.

En particulier, le décompte des points des équipes ne
donne lieu a aucune déclaration de sa part, les équipes se
défont d’une lecon a l'autre. Les points servent a détermi-
ner les stratégies pendant le jeu, pas a classer les gens apres
le jeu.

c¢) La phase 3 de la leére activité est une phase de confron-
tation (ce n’est pas une situation de validation formelle).
La encore, le maitre est un conducteur de jeu qui fait
jouer mais ne joue pas lui-méme. Pour tous les enfants,
les problémes qu’il réussit a faire résoudre par ses exi-
gences : formulations claires, renseignements précis...
sont ceux qui empécheraient le fonctionnement de la
situation. Il n’a pas d’exigences «externesy. Il laisse
arriver 4 leur formulation correcte les déclarations fausses
ou absurdes, il laisse aux autres le temps de formuler leur
jugement. II ne confirme pas une déclaration correcte
avant que tous se soient déclarés d’accord.

Il encourage les minoritaires & exprimer leurs réserves,
clarifie les débats méme s’il ne peut pas les résoudre.

4.3.3. Le maintien des conditions d’ouverture et leur
rapport avec la signification du savoir

Dans les situations de recherche, la pédagogie classique
conduit le maitre a « exploiter » immédiatement ou presque
la « bonne » déclaration. Il parle avec le premier ou un des
premiers « qui trouvent ». Finalement les échanges concer-
nent 20 % des enfants (les plus « vifs »). Pour que ces échan-
ges soient compris des autres, les questions posées doivent
étre telles que 80% d’entre eux seraient capables d’y ré-
pondre presque directement, s’ils avaient le temps néces-
saire : les questions seront donc assez fermées et la recher-
che consistera en une sorte d’épreuve de vitesse mettant a
I’honneur les algorighmes. Ainsi, 60% des enfants parti-
cipent par procuration. Quant aux 20% qui ne sauraient
pas répondre, il ne s’agit jamais pour eux de chercher, mais
d’apprendre un savoir tout fait, qu'ils devraient posséder,
qu’il est méme « honteux» de ne pas posséder, puisqu’il
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’étude, et les relations avec les autre sujets apprenant
deviennent sources de plaisir et enjeu du désir. Les prises
de décisions, les actions, les échanges, les jugements...
doivent devenir d’abord des occasions d’une jubilation fon-
damentale de la classe. Le maitre est conduit a renoncer
a 1’objet unique du désir des enfants.

Le savoir, ’alibi symbolique d’une lutte entre les enfants,
doit pouvoir devenir I’objet d’une activité libidinale.

Ia relation maitre-éléve s’efface ainsi devant les relations
enfant-savoir, enfant-milieu-savoir et enfant-autrui-savolr.

4.3.4. Le contrat didactique

Le maitre est la mémoire de référence de la classe. Il se
souvient des conventions, des accords et des faits pertinents.
Il les rappelle & bon escient. C’est par ce role qu’il com-
mande et controle les apprentissages.

Enfin, le maitre représente le savoir des adultes. Lorsqu’il
fournit des informations sur ce sujet (par exemple : Activité
1 — Séance 3 — Phase 3). Les enfants, qui ont leur propre
systéme, peuvent comprendre la notation en cours et ses
avantages — ou son équivalence — avec le systeme qu’ils ont
construit, et I’adopter, non pas librement mais consciem-
ment (situations d’institutionnalisation).

Bien siir, les éventuels changements de notations ou de
vocabulaire cofitent aux enfants et aux maitres.

C’est pourquoi les conditions d’apprentissages ont un ca-
ractére critique et dépendent essentiellement du contrat
didactique. :

A aucun moment au cours de cette premiere activité, le
maitre n’indique qu’il faut apprendre quelque chose. A
aucun moment, il ne fait répéter une activité en ayant
convenu avec les enfants qu’elle devrait étre sue, connue,
apprise. (Cela viendra plus tard peut-étre) et en reconnais-

sant qu’une phase n’était pas justifiée par d’autres raisons.

En fait, la phase 1 de la lére séance : « recherche de
couples équivalents », doit permettre a tous les enfants d’ef-
fectuer la recherche d’au moins deux couples équivalents
4 un couple donné, de comparer deux couples une dizaine
de fois au moins, d’expliquer une équivalence au moins
une fois, d’entendre plusieurs méthodes de comparaisons.
Tout cela dans une situation de contrdle collectif. Mais le



124!

uonEIIUNUWWOD 9p uonenyis ey ap anbnoulaqlo juawn
-9[BjUSUWIEPUO] 3I3}0BIRD 9] Ins sed SUOIPUDIASI BU SNON

uonon)is ap adKy 2T "I'p'p
naf np x1oyy ‘sanbjoopip $31qo1ipa Sap SKPUY B

"SUOTJR[NULIO] S8IINe, p ‘INgap Ne Jnouns
‘@IpuaIdwod 8p I3snyal SUeS ‘UOIIUIAUOD B[ 3P UOIjBSI[RURQ
B[ 9p aInSaWl ¥ 13 Iilj NB 9]UesSI0Id Uuolssaid aun BI3DIIXD
[ ‘yfey uy -syuejud sep « sanbyqnd » suoyEITUNWIWOD S9[
suep ro[dwa Ing| « eIagIXe » aIjIeW I 19 3[FAI Op STRULIOSIP
JUOIdS SUOIFUIAUOD $3)) "ISSI[IIN B 33 ISI3SI30IUd B SUOIJUIA
-uod ap 113es [] "uoneurtojur, p 1rodde,p sjdwaxs un snuow
2JoUeds sweg e[ 9p ¢ oseyd e -uoneuuojurp suoddep
u sadessiyuardde,p sed e £ u 1,nb axp sed qnea au 8y —
"S3IINE SIP 9Pl [ D9AR ‘NBI[QR] NB UI0Saq
ne “'measnou J[dnod un 9 nopO 32 151040 ‘1yd29)jaL UaIq
JUO S9AQ[Y S9] sno7 anb ayyuA axjlew 9] anb qney 11 ax1juod
Teq ‘sussanjuod ap 9nboylodAy juswapino| jrerss ‘Juswowt
9 B ([dUUOIN}IISUl ‘nuaAuod) jauriof afessrpuardde 1nof,
ooy
aun, p massredy,[ 9p aIn}LI0g,[ Ins swyjLioSre un 1anbrdde,p
0Ol NB — se} S9p sinassteds 19 SI[[INJ] ap 9IqUIOU UI —
I uorjenyis e[ ap uonejuasaxdar
B[ SuBp 1YI9[yaa jueyus,| anbsind ‘syuarearnbs sap rayorayd
sed 7108 au uo, 15 sonbrdwoo snid sed jse.u ‘sanassteds
Sop juswdduel : g aseyd e[ ap UOIIEN}IS B[ 3p UONIN[OS B
"I01 Juawranbuodeyes suosngai o) snoN ‘aulra} uof B
ssnbrwouody juswarer anb juos au sepoylPwW 8p suonEW
~103 §90 ‘samarre, ( "arqsusyardwoout aseryd sun no ‘ssiyjos
9UN NO ‘8IIp BIAIP UO B[USWOW 30 B « juswajqenbuewur »
Is sjusreAmbs juos sa[dnoo xnep « axrd no » ‘arquiou awswW
un Ted a1dnod np sewrs) xNap sa[ I8sIp no rardymu jnad
uo : sidwaxa red sWWOD SYIIBYISI BP SPOYIPW UN,P UOL]
-Djnwiio/ el quaAnos snid of jreradixa e[ed ‘snid a( ‘T oseyd
B[ S9p « I9A9Yde » [ ap axressaogu sed 1se.u [t ‘uro] snid 30 Z
aseyd ef suep ynsinod as aouseambg, p se[dnoo ap aydIBYdaI
e[ ap adesspuardde, T ‘«jueams yap ne rodnred aoanod
mod 1090 2.410f ZaASP SNOA » STRW ‘« XNaA 9] af SWIWIOD JJUBA
-Ins uoysanb e ¢ arpuodax rroanod inod 1090 autnf s10aps
Jo arpuaxrdde zaaap snoa » sed 3sa,u xna daae ossed Jexruod



147

Le codage le plus économique, si on admet que I’on peut
augmenter a volonté le nombre des types de papiers, con-
siste a les désigner a I’aide d’un couple, nombre de feuilles,
épaisseur en millimétre — Remarquons toutefois que la
situation de recherche de code n’est pas répétée. Il n’y
a pas de dialectique de la formulation des couples. Le
code est mis en place de facon presque immédiate. La si-
tuation de communication ne fonctionne donc pas beau-
coup en situation d’apprentissage, elle sert seulement a
donner « du sens » a la phase d’action des émetteurs et des
récepteurs. Le caractére « optimal » du message n’a fait 'oc-
casion d’aucun commentaire avec les enfants. Il nous assure
seulement une bonne acceptation de leur part.

4.4.2. Le choix des épaisseurs : modéle implicite

Par contre la composante « action » de la situation est
l’'occasion de la création d’un modéle implicite du systéme
des épaisseurs.

Pourquoi, puisqu’il s’agit finalement de mesurer des lon-
gueurs, n’avoir pas choisi des objets de longueurs appré-
ciables ? L’enfant posséde a cet age une représentation ef-
ficace des « longueurs» comprises entre 1 mm et 50 mm.
C’est-a-dire qu’il peut les comparer, les mettre bout a bout,
les partager, et au besoin les évaluer (c’est-a-dire leur faire
correspondre approximativement un entier a4 P’aide des sys-
témes d’unités en usage).

Mais justement, cette représentation est assez efficace
pour permettre de résoudre la plupart des situations pra-
tiques sans qu’il soit nécessaire d’utiliser de systéme numé-
rique nouveau : perception, mesurage entier, etc.

L’enfant peut imaginer ou effectuer des opérations sur
des « longueurs» : somme, différence, sans utiliser de mo-
déle, de représentation. '

Par exemple, il peut indiquer la longueur désirée d’une
baguette en envoyant une ficelle de « longueur » égale.

L’activité mathématique peut alors au mieux traduire,
transcrire « la réalité » supposée préexister.

Comme en géométrie, le modéle implicite dont dis-
posent les enfants est si riche qu’il commande toutes les
décisions. Lorsqu’il ne parvient pas a résoudre une situation,
la théorie mathématique qui pourrait lui suppléer est alors
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tas 1 x épaisseur du tas 2 = nombre de feuilles du tas 2
x épaisseur du tas 1, mais siirement pas sous cette forme),
sous la forme d’un ensemble d’application linéaires de N
dans N.

Cette application est approchée par ses propriétés :

— la premiére remarque des enfants signifie qu’ils veulent
des applications différentes pour des feuilles percues comme
différentes (injection de 1’ensemble des applications dans
I’ensemble des types de papiers).

Remarquons qu’il n’est pas réaliste de la part des enfants de
vouloir que des applications différentes indiquent des types
de papiers différents : ils ont des exemples sous les yeux
ou pour un méme type de papier, et pour un méme nom-
bre de feuilles, on obtient des épaisseurs différentes, et ou
cependant le message a marché. Il suffit d’avoir des résultats
suffisamment voisins les uns des autres et suffisamment
éloignés des autres résultats.

— Cependant cette exigence est formulée : il semble que
I’on voudrait un nombre par type et un type par nombre.
En fait, ce sont seulement les résultats scandaleux qui sont
rejetés ;

«30 f ;2 mm ; 30 f = 3 mm quelqu’un se trompe ! »
(ces résultats ne sont pas algébriquement équivalents, ni
topologiquement assez voisins).

— (C’est seulement ensuite que la linéarité est formulée,
par sa propriété caractéristique de conserver les rapports.
Les enfants relévent les couples qui contrarient cette pro-
priété et I’énoncent ensuite.

Remarque : S’il n’y avait pas eu des tentatives un peu va-
riées, avec la liberté de prendre le nombre de feuilles qu’on
veut, des rapports simples ne seraient pas apparus. Si le jeu
n’avait pas été rapide, un peu anarchique, bon enfant, les
contradictions non plus ne seralent pas apparues.

Il faut remarquer que le modéle explicite n’apparait pas
comme une formulation positive des propriétés connues a
’'occasion de leur existence. Les couples qui obéissent a
la loi implicite ne donnent lieu & aucune remarque : ce sont
les couples qui ne lui obéissent pas, qui, par I’accident qu’ils
révélent, rendent la formulation nécessaire : comme une
théorie, le modéle se révéle par ses contradictions — appa-
rentes ou réelles — avec ’expérience et non par ses accords.
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compris des autres) et comme une conclusion didactique,
une confirmation implicite de la validité de la démarche
de la classe.

Les enfants pensent que les types de feuilles peuvent
se ranger par ordre croissant d’épaisseur. La théorie qu’ils
ont construite permet ce rangement alors que leurs sens
ne le peuvent pas, et tout de méme ils peuvent avoir des
confirmations assez concretes de leurs inférences — leur
théorie fonctionne comme une vraie théorie.

Elle pose de nouveaux problémes car la méthode de com-
paraison n’apparait pas valable pour n’importe quel couple
et elle a recours a la fois :

— aux relations algébriques qui permettent de ramener la
comparaison de (40 ; 6) avec (20 ; 4) a celle de (40 ; 6) avec
(40 ; 8) ou encore de ramener (30 ;4) et (20;2)a (30;4)
et (40 ; 4)

— et aux relations topologiques qui permettent de compa-
rer par exemple (19 ; 3) et (10 ; 2) car (19 ; 3) est moins
épais que (20; 4) — Commentaire des enfants: « avec une
feuille de plus, le tas fait 1 mm de plus, et comme une feuil-
le ne mesure pas 1 mm... ».

Il se trouve que la construction générale de cette se-
quence suit le modéle d’une construction axiomatique des
rationnels — assez moderne (couples, passage au quotient).
Il n’est pas niable que la connaissance d’une telle axioma-
tique a permis de I’envisager comme solution aux problémes
de didactiques des décimaux que nous nous posions. Il
serait faux de croire que ce choix a précédé I’analyse didac-
tique. Si nous avions été conduits a choisir un autre do-
maine des variables didactiques et une autre genese, les
couples auraient pu perdre toute signification, I’équivalence
tout intérét, la construction aurait pu alors coincider
localement avec une autre axiomatique classique ou non.

De toute maniére, laisser apparaitre la trace de cette ar-
chitecture dans D’activité des enfants sous une forme quel-
conque, serait sans intérét pour eux.
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processus que nous venons de décrire de fagon tres détaillée,
pour montrer comment il peut étre le lieu ou peuvent s’é-
prouver et s’actualiser les questions qui nous intéressent.

5.2. Quelques concepts de didactique

5.9.1. Les composantes du sens

La définition du sens d’une notion est, nous I’avons dit,
un des problémes centraux de la didactique. Ce qui précéde
nous permet maintenant d’entrevoir comment nous [ro-
posons de le résoudre : il s’agira de recenser et de classer
toutes les situations ol cette notion apparait engagée, soit
comme solution, nécessaire ou non, optimale ou non, soit
dans 1’énoncé, soit dans les comportements des protago-
nistes du jeu didactique. Ainsi, la notion apparait dans son
fonctionnement et dans ses rapports avec les différents
secteurs des mathématiques. On peut identifier diverses
conceptions particuliéres qui permettent de résoudre une
classe de situations, alors qu’elles suggérent des réponses
fausses sur une autre, et dont la réunion constitue le con-
cept.

Recensons les critéres que nous avons utilisés pour choisir
le processus étudié. Ils constituent une premiére approche
des composantes du sens des décimaux et permettent d’en-
gendrer une bonne partie des situations cherchées.

1. Le type mathématique de problémes : algébriques,
topologiques ou d’ordre.

2. Le type d’objets mathématiques qui réalisent la notion
et a propos desquels le probléme se pose explicitement :
le décimal image d’une mesure, le décimal scalaire ou rap-
port opérant dans un ensemble de mesures, le décimal-
proportion, le décimal-opérateur linéaire dans un espace
vectoriel, etc... (cf. Tableau I).

3. Le type de structure mathématique concurrente de
ID dans la situation proposée, celle contre laquelle se défi-
nit ou se justifie ID (ce peut étre IN, @, ou IR) comme
seule ou comme meilleure solution.

4. Le type de situation didactique d’aprés les mani-
festations de connaissance, situations d’action, de formu-
lation, de validation, d’institutionnalisation : le décimal
y apparait respectivement comme régle d’action, comme
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5.2.2. Les propriétés didactiques d 'une situation-
probleme

a) le terme « situation » désigne l’ensemble des circons-
tances dans lesquelles se trouve I’éléve, les relations qui
I'unissent a son milieu, I’ensemble des données qui caracté-
risent une action ou une évolution. Une situation est une
situation-probléme qui nécessite une adaptation, une ré-
ponse de 1'éleve. En particulier, si la nécessité de cette ré-
ponse a fait I'objet d’une consigne précise, si 1’éléve a un
projet, un objectif déclaré, nous aurons une « situation-
probleme stricte » (ou formelle), et méme un « probléme »
si le milieu est réduit a un énoncé et si aucune contrainte
matérielle, due a certains aspects physiques de la situation,
ni a aucune condition psychologique ou sociale, n’en mo-
difie I'interprétation. Une situation didactique est une situa-
tion ou se manifeste directement ou indirectement une
volonté d’enseigner, un enseignant. En général, on peut
distinguer, dans une situation didactique, au moins une
situation-probléme et un contrat didactique.

b) Quelles conditions font d’une situation-probléme
une situation d’apprentissage ou une situation d’ensei-
gnement ? R. Douady (1980) en propose une liste qui
correspond bien en premiére approche, a celle que j’ai
voulu satisfaire dans le processus proposé ci-dessus et que je
ne peux pas exposer ici. L’analyse et la théorisation des situ-
ations conduit a raffiner et a allonger cette liste, & cons-
truire les indices qui permettent d’objectiver et d’étudier
les critéres trop intuitifs, comme le font Bessot et Richard
(1979). C’est un probléme central de didactique aussi bien
pour l’analyse que pour la réalisation de tels processus, et
qui n’a pas encore recu la place qui lui revient (malgré
quelques publications anciennes mais presque confiden-
tielles dont (Brousseau, 1970).

5.2.3. Situations-Connaissances-Comportements

Chaque situation-probleme appelle de la part de 1’éleve
des comportements qui sont l’indice d’une connaissance.
Cette correspondance fondamentale, établie, cas par cas,
est justifiée par l’interprétation des situations-problémes
en termes de jeu, et des comportements, en termes d’in-
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Tableau VIH — Comportements observés sclon le type de situations et e type de connaissances

Types de

situations d'action

situation de fonmulation
sous controle d'une

situation d’acton

situation de preuve
{ou de validation)

situation

d'institutionnalisation

situations
Types de
connaissances ~
procédure

savoir-faire. Mettre
en wuvre la proce-
dure, la choisir de
préférence 4 une
autre.

description détalice

désignation.

justification de la
procédure pertinente
{clle peut stappliquer)
addéyuate, correcte,

optimale.

canonisation d'une
procédure en algori-
thme (terme da a
A. Roucluer).

modcle implicite

faire des choix,

preuves contngentes
expérimentales par
exhaustivite.

cnoncé de la pro-
pricté ou de la
1elation.
relormulation plus

weorrecten .

propriété prendre des décisions
relation motivées par la
représentation. conngissance ¢n ques-
tion (sans pouvoir
«formuler» ce savoir)
savoir appliquer un savoir
énoncé {le savoir pourrait
théorie ¢ire formulé),
langage. emplot d’un langage

pour exprimer. Le
comportement nani-
leste un découpage
en objets correspon-
dants aux signes et

dux mots.

preuve
démonstiation
traduction plus con-
vaincante
organisation

axlomutisation.

canonisation d'une
theorie, d'un savoir
Liansposition
didactique
(Chevallard 1980).

cmplor d'un fangage
d'un systeme formel
d’une Tormulation
pour communiguet

savolr dire.

justilication d'un mot
d'un langage, d'un
modele formel (per-
tinence, adéguation,
optimisation) défini-
tions, Activités meta-
linguistique.

choix de définitions
conventions linguisti-
gues el grammaticales.
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de communiquer ou de prévoir le résultat de certaines mani-
pulations de la vie courante ; contrdle de la conservation,
comparaisons, reproduction de quantités égales, partages.
Dans ces situations, les valeurs des variables physiques et
leurs rapports avec les caractéristiques humaines sont essen-
tiels. Ainsi, on distingue dans la plupart des civilisations
trois fonctions « unités » :
— J'unité a « compter» (C). Les quantités plus grandes
qu’elle doivent de toute fagon étre fractionnées, pour leur
transport ou leur évaluation en parts égales que I’on peut
compter. L’unité (C) est la plus grande de celles que I’hom-
me peut manier commodément.
— Y'unité a « fractionner » (f). Les quantités qui lui sont
inférieures peuvent étre manipulées « en un coup ». Leur
fractionnement en un grand nombre de parts égales que
I’on dénombre est moins économique qu’un partage direct.
— Yunité de « précision » (S), la plus petite que ’on prenne
en considération.

En général, S< < C et 10<—-(f2< 60

On peut observer a ce sujet le role assez effacé en pra-
tique du « déca» et des « déci» par rapport aux « hecto»
ou au « kilo».

La pratique de quantités dans lintervalle [, c] sert
de modeéle a lidentification du dénombrement et de cer-
taines fractions.

Le systéme d’écriture a aussi pour objet de ramener les
« mesures » des quantités les plus familiéres dans l'inter-
valle naturel le mieux connu. |

Les négociations historiques entre ces exigences ont pro-
duit divers systémes dont certains, trop bien adaptés, n’ont
pu évoluer. On ne peut guére espérer aller au-dela de I’usage
que les Babyloniens puis les les astronomes faisaient des
sexagésimaux.

Mais cette étude permet de comprendre tout le parti
qu’on pourrait tirer de cette problématique dans une pers-
pective dialectique ou la pratique du mesurage, I’'usage du
systéme décimal de mesure et 'introduction des décimaux
seraient dissociés et non pas étroitement confondus, comme
c’est le cas actuellement en France. Il serait pour cela tres
utile de reprendre les études et les observations de F.Colmez




091

o[ ‘aarerjuod ne ‘areroads MOIIJIP 9P SIJUODUSI (e %—qa
%‘ %—‘ I{‘% sino(no} juasiioAe] nb) sa[[eIn}nod sepnjiqey
xne asoddos mb ‘epoyjawt 23390 anb sed ajquiss au I
‘oudarianad o101 op anof
au UOI}oRIJ auNONY ‘saulstoa suonrredde,p s;qeqoid sep
Juo QZ B [ 9p SIngjerdwnu ssf snoj ‘g e nbsnf smnajeurnu
-ousp Sa[ snoj : suorgoery ap 9jsea snid dnoonesq S[quIas
-ud un dnod un p aIMpoxnurp ISIOYd SUOAB snou I 10
‘s[aInjeu s3] daae arojeredord
sInoo ne gpedoad juo sjuejus s3[ onb ‘uygyua ‘rsure 13,0
"(301 snid sue o1
seure(] & XNeWo9p S9[ udAUl B ISIpIE) [V anb sioe pep
-Seq ® @mbnue sney snid e[ g ajuowal mb awIsAs 92 3IS
-0y [1) sejqeduouoiduy juos 0T & sinsupdns sxarwald sma)

d
-oe] sep pusrdwod INIBUTWOUIP 3] JUOP $I[B@D * T~ ‘TU_ ‘_II_
u

3

auLIO] e[ 9p spnpold : SIPIFIUN SUONORII SO ‘0T S U > W "
auLio] e[ ap segsodwrod suorjoely sdf ‘0T & ¢ 3P Insjeutw
-oupp [ Inajerpwinu : sepedrouud suonoRl SS9 SWIW-IMN]
jueuarduioo aqere ua « se[qeduouoid » sUOKORI] Ip W
-s£s un,p opre,[ B SUOIJOBIJ S3] « SIPUAZUa » ‘QLG-T96 SIdA
‘Brepm-1-nqVy (9L6T) Uoreyyosno X saide,p anb Isure 353,
*S)OUT}STP SuUoIje[dl ap
juesyyns axquou un 1poddns assmd swdsAs 9 anb mod
19 ‘Suof doxny sed }10s au ‘sjUBRINGD SreW ‘sared snid sPUBWI[D
sop juewalpuagdua,[ anb mod pueid zssse 19 ‘(QT 9P sutour)
S[qUIASUS SPIPPISUCD oI} juassd SINIPeIPUI3  SIUSWD[D
sa[ snoj anb imod 3ad zasse 8139 j10p IIqUOU 3D "SISIIW
e] juswaIMOoled JUOIPUSIASD IND SJULWIR[Y,P IUIDIISI
axquou un,p ired e IoIpuadus,[ 9p ‘Q[qUIASUd UN ISpPUdY
s1dde 1mod ‘xneejuese justwrwranbaiy 389 [ ‘burd no axenb
jusuuaIdiios U JUSWIUNWIWIOD SN UO,[ anb sauwd)sAs
sor] ‘azes e.nbsnl (19730yg op :iquredwodut]) uonjergdo
sun op jueusidwod Sow)sAS op apre,| ' aireurq anbriof
e[ op suornjeigdo s9[ s9IN0} ISIPUIIUSD,P arqissod 1s9 [

21QuIasua un 1apuaya.ddo,p
10uitad 1inb sjuswiala, p a1quiou 2] ns sanbiowady ‘£¢°G

, ‘suorpenyIs sap auoay) 9 }9uLted anb « anbru
-0u023 » aApoadsiad 1390 suep Ieuiwexad s3[ ap 12 (YL6T)



161

semble avoir favorisé le raisonnement sur une fraction
quelconque. I1 est vraisemblable qu’on ne pourrait pas
introduire de la méme fagon la notion de rapport.

5.3.4. Fractionnement et commensuration

Le systeme culturel actuel fournit pour les rationnels, en
gros la définition suivante :

a) Définition 1 : (par fractionnement)

Une fraction est restée comme au XVIléme siécle
(d’Alembert) « une ou plusieurs parties d’un entier partagé
en plusieurs parties égales ainsi que la moitié, le tiers, les
deux tiers... » Ce « un» est malencontreux et rend difficile
la conception de fractions plus grandes que 'unité :—% c’est
donc le résultat d’une opération matérielle qui consiste a
partager des entiers et non seulement un entier en b parties
- que l'on peut comparer et déclarer égales, puis a prendre un
nombre a de ces parties.

C’est une définition constructive. Elle se réfere a la
maniere de construire I’objet défini.

Elle est bien adaptée a la construction d’une grandeur
correspondant a un nombre donné (une unité étant don-
née), sauf dans les cas ou on ne connait pas de moyen
pratique d’effectuer concréetement les opérations néces-
saires.

Par exemple, on ne peut pas fabriquer un poids d’or qui
soit les 2/3 du poids d’une bague donnée, si on refuse de la
détruire (mais on peut partager un poids égal de pate a
modeler en trois par titonnements). Dans ces cas ou : soit la
division n’est pas concevable, soit la comparaison n’est pas
possible, (ou bien le résultat n’est pas défini, ou le dénom-
brement impossible) la définition fonctionne, non comme
une représentation de la réalité ou comme une théorie, mais
comme un systéme symbolique auquel il est vain de cher-
cher une signification concréte. Par exemple, cette défini-
tion n’est directement d’aucun secours s’il s’agit d’attribuer
un nombre a une grandeur donnée. A moins de laisser pa-
raitre le procédé de fabrication.

b) La définition utilisée dans le curriculum est bien diffé-
rente.

Définition 2 : (par commensuration)

Une quantité (si elle existe) sera les a/b d’un entier si
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. Grandeur de U I'unité choisie, par rapport aux valeurs

de référence :

S1 :seuil de perception ou S2 : seuil de précision utile

f : unité « a fractionner » (commodément et fréquem-
ment)

p : unité « a reporter » ou servant a dénombrer

. Rapport de la grandeur de [ I'objet, & celle de U.
_ U O., 0
U <1 U= 1 U > 1 °

— « meilleur » attracteur de l'intervalle U So,

U, 8o .3 59
UT .,Ex.sou 57

situation probléme

. Les conditions de « comparaison »:
— un a un (Roberval) un a n (graduation) directe
ou indirecte (tare)...

. Les conditions d'ajustement :

— possibilité de fractionnement matériel — possibi-
lités de report nombre maximum de reports...
etc (Espace disponible)

Variables de commande

. Type d’activité :
— réalisation d’un objet de grandeur donnée ou me-
surage d’un objet

. Conventions au sujet des exigences de la mesure
— précision utile (action) convenue (communica-
tion) : fractions usuelles, décimales, etc...

. Valeur de la réussite, coit de ’erreur ou de I’échec...

. Nombre de tentatives permises — Types de rétroac-
tions — ouverture de sa situation

SERVANT A L’EVALUATION DE L'ESPERANCE DE COUT.
contrat didactique

. Variables du contrat relatif & I'apprentissage : temps,
nombre d’occasion, ... etc

VARIABLES D’UNE SITUATION DIDACTIQUE DE MESURAGE

. Nombre de reports pour une précision donnée

. Nombre de fractionnements effectifs

Variables
liées

. Nombre de comparaisons

. Densité relative des points de mesurage facile ou com-
plexe

Distributions de fréquence sur les valeurs des variables de
la situation probléme — en milieu scolaire (variable plus
ou moins ajustable), dans le milieu culturel (libre)

Variables

Cultu.
relles

Tableau 9
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a premiére vue a un méme concept, on peut inférer qu’il
existe, entre leurs solutions ou les conceptions qui les com-
mandent, des différences de complexité suffisantes pour
former des niveaux psychogénétiques différents. L’analyse
génétique qui découle de ce principe a apporté beaucoup
d’observations précieuses de la part de G. Vergnaud (1976)
G. Ricco (1978) et A. Rouchier (1980) et de leurs colla-
borateurs. 11 faut pourtant, soit renoncer a s’approcher trop
des phénomenes didactiques qui peuvent introduire des dé-
calages d’origine arbitraire et didactique, soit redéfinir une
méthodologie spécifique. En particulier, la formalisation
de cette notion de niveau, bien que tentée a plusieurs
reprises, présente des difficultés.

5.4.3. L’observation systématique des différences de
comportements, liés a des modalités ou a des conditions
didactiques différentes, a été rendue possible par I’utilisa-
tion astucieuse de l’analyse des correspondances dans la
méthode des questionnaires a modalités de F. Pluvinage
(1977) et a produit des observations intéressantes sur la pro-
portionnalité.

5.4.4. Dépendances et implications

En didactique, ce sont moins les proximités ou les dis-
tances qui sont intéressantes, que les dépendances disymé-
triques qui évoquent l'implication. Régis Gras (1979)
a donc étudié des méthodes hiérarchiques et d’analyses
factorielles basées sur un indice d’implication améliorant
celui de J. Loevinger. Mais I’implication elle-méme évoque
une transitivité assez souvent absente en fait, et il faut pro-
duire un concept spécifique plus raffiné avant d’en tirer
un indice statistiquement satisfaisant.

Peut-étre 1’analyse des dépendances diachroniques en-
treprise sur des processus comme celui dont nous disposons
conduira-t-elle a ce résultat.
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on sait peu de choses encore, mais qui ne suit que de tres
loin le discours classique. Dans ce discours, toutes les
réussites sont percues comme des fonctions monotones
des variables : a4 une extrémité ce qui est bon, a I’autre ce
qui est mauvais. Potentiellement, I’enseignant a tout pou-
VOir.

Quels sont les roles réciproques de I’habitude et de la
compréhension dans 1’acquisition et dans le fonctionnement
d’une notion ? Comment ce role évolue-t-il ? Quels sont les
résultats que ’on peut s’attendre a voir varier, si un meilleur
compromis est obtenu ? La traduction de ce débat en une
liste d’hypothéses falsifiables, susceptibles d’étre étudiées
expérimentalement, demande la création de notions nou-
velles. C’est le prix que doit payer la didactique pour accé-
der a un statut scientifique sans cesser d’étre une théorie des
faits didactiques et de controler sa technique. Les problémes
d’enseignement sont des problémes de décisions. Ils doivent
recevoir une réponse, méme provisoire, coiite que cotte.
Cette réponse ne peut pas €tre une réponse « pour voir ».
L’enseignant ne peut pas s’engager a tirer toutes les consé-
quences logiques d’un choix et de s’y tenir quoiqu’il arrive.
Aussi les problémes ne donnent-ils pas beaucoup de prix a
la méthode expérimentale, ils sont des indices a interpréter.
Dans la mesure ou elles sont spécifiques du contenu, cer-
taines questions de 1’enseignant peuvent étre des questions
a une « science didactique » qui parviendrait a sursoir a la
nécessité des décisions. Quels sont les résultats des éléves ?
Quelles décisions peuvent les améliorer ? Quelles alter-
natives se présentent ? Comment fabriquer d’autres mé-
thodes, comment en choisir une ? Comment la gérer, la
conduire ? la communiquer ? Quels indices faut-il sur-
veiller ? Elles le peuvent a condition toutefois de subir
une subtile modification du point de vue du vocabulaire et
des méthodes : quelles situations et quels comportements
correspondent a une appropriation convenable d’un con-
cept ? Quels sont les comportement erronés qui apparaissent
et leur signification ? Quelles sont les variables qui sont sus-
ceptibles d’agir sur les appropriations, quelles hypotheses
peuvent expliquer les bons ou les mauvais résultats ?

Toutefois, la plupart des choix qui apparaissent comme
critiqués pour l’enseignant ne fournissent pas de bonnes
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sept. 1977 a I’Université de Strasbourg.

SALIN M.H. : Le role de l'erreur dans I’apprentissage des
mathématiques a 1’école primaire - Mémoire de D.E.A.
soutenu en novembre 1976. Université de Bordeaux.
VERGNAUD G., ROUCHIER A., et al. : Rapport de recher-
ches D.G.R.S.T. — problémes multiplicatifs, 1979. Acquisi-
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2nd degré. Publication IREM - d’Orléans et Centre d’Etude
des Processus Cognitifs et du Langage. E.H.E.S.S. - C.N.R.S.
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APPROCHE GLOBALE ET STATISTIQUE DES
ECHECS ELECTIFS EN MATHEMATIQUES

Le présent paragraphe résume les résultats obtenus depuis 1976 avec 1'aide de
onze éiudiantes de troisicme année d'orthophonic. Ces recherches se poursuiven!
aujourd’hui dans Je cadre du C.N.R.S. Ces résuliats sont modestes malgré les efioris
qu'ils ont dcmandés, ils paraitront dérisoires 3 ceriains ; c'est peuvi-éirc pourguo)
jc n'hésiterai pas 3 insisier sur Jes raisons qui nous oblipeaient 2 les rechercher.
Pevi-éire n'est-il pas inintéressant parlois de pénétres dans Jes coulisses des recher-
ches.

Je me suis Intéressé aux problemes des échecs en mathématiques en 1975,
quelgue temps aprés les grandes réformes de 1970 le docieur Dubois avai
constaté, dans les fiches d'orthophonic de 1'hopital Saini-André et de divers orpe
nismes. Je 1aible nombre des mentions « dyscalculie ». Une engueic rapide avpres
dee maitres Jui avail donné des explications divergentes (1) © ceries, pour certains
le« nouvelics méthodes, micux adapiécs aux cnfants {zibles, permeniaient defiaces
Jes cchees, mais pour d'auires, c'érait Je dimnunion des exigences précises sur les
points traditionnellement difficiles = les problemes et parfois le calcul. En {ai, le
plupart avaicnt chanpé peu de chose dans Jeur prangue guotidiennc, €l les diffy
culeis demeuraicnt Jes mémes, mais élaicnt appréciees difiérernment.

11 y avan la un indice imiéressam ; sy la proportion des enjanis reconnus par
Iinstitution comme échouans en mathémotigues voil varié au cours du iemps
Qo°, on devair pouvoir trouver des factcurs dom elle pouvail dépendre el.
par-1a, micux comprendre Jes causes de 1a mise en échec.

Préalable méithodologiquc.

A premitre vuc, le travail est simple 2 planifiey : 3 faul trouver on crée
un corpus imporiant d'éides de cas précie et déiaillés, puis P'analyser. Ces éiudes
peuvenl sugpérer des facicurs nouvesux s €iudicr er si les épreuves gui lew
correspondent sont de passalion asscz facile, il devient moins cher d'éiudier ces
facienrs séparément ¢t par des méthodes statistiguces ; avee le risque 1outefois de
nc wouver aucunc diflérence avec Ja population parenic. En fait, cer empinsmc
comporie de nombreux aléas et suriout il est tres difficile de rassembler une popu:
lation susceptible d’éire €iudice, de soric que Jes 1ravaux dont nous rendons COmMPpIC
avaient seulement pour but de définir unc ou des méthodes sures de déicrmination
et de déicciion des enfants en échec en vuc de préparer un plan uliérieur de
recherche, engageant des moyens plus importants.

4. Q. : les questions qui font Pobjer de Fétude en cours sont sipnalées dans lc texic
c1 numérotées. lci, Ja question Q. cst : la proportion des ¢leves gqui échouent en mathéma-
tiques varic-i-clle 8u méme niveau d'unc annéc @ Jautre — €1 une méme annfe d'un mveau
& lauire. '

. e
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La premiere tiche des études de ce genre est de justifier le procédé utilisé
pour identifier les enfants en échec en donnant une définition précise d¢ la notion
d'échec, a 1'aide de critéres opZratoires et-fideles. 11 faut alors réupir un échantillon
assez nombreux d'enfants torrespondant 3 cette définition, ne devant tout de fméme
pas trop s'écarter d'un profil commun [Q3). )

De plus, il est indispznsable de s'assurer que Ja population ainsi isolée est
relativement stable dans e temps : les difficultés de ces enjants doivent étre dura-
bles [Q1] (le sont-elles 7).

La deuxieme tache consiste 3 lui trouver des caraciéres communs (nous dirons
« sympiomes ») au.res que ceux Jui ont servi a la constituer. Ces caraciéres exis-
1ent-ils 2 {Q3) (dans quel domaine les chercher ?).

C'est seulement dans ces conditions qu'on pourra espérer mener a bien la
troisieme tache : identifier les causes et observer des eflets communs aux échecs
en mathématiques.

Si cette population sc révele alors trop hétérogene pour avoir unc stabilité
suffisantc et un profil, des caraciéres, des causes ou des eflets communs, il faut se
résigner & Ja fragmenter. Mais il est clair que ce que Fon gagne ainsi en home-
2éndizé. on le perd en intérét géncral et surtout en facilité déwude car, plus la
population étudiée représente une fraction faible de la population d’ensemble. plus
son étude sera chere et difficile.

11 peut donc arriver, lorsque toutes ccs conditions ne peuvent etre remplies
q\‘le I'on doive renoncer a ériger le concept banal d'échec électif en objet scien-
thque.

Définitions et caractéres fondamentaux dc I'échec en mathématiques.

Une premigre enquéte bibliographique conduite par Florcnce Moras et Chris-
tine Molia ([2) 76 tome 1) a permis de comparer les définitions. les sympiomes
| ct les causes étudiées a 1'époquc.

La premiére restriction, qui a semblé indispensable 2 la plupart des au:surs,
consiste 2 distinguer les enfants qui ne sont en échec qu'en mathématiques, nous
les dirons en échec électif, de ceux qui sont en échec scolaire plus ou moins global.
1| parait raisonnable de chercher d'abord les causes d'un échec au niveau de ses
caractéres communs les plus généraux Un échec global n'est sans doute pas seule-
rient un échec en mathématiques plus un échec en frangais mais peut étre un
échee scolaire. Ainsi, pour I'enfant en échec électif en mathématiques, J'appren-
tissage dans Jes autres matiercs **Jangage, écriture, lecture... se déroule norma-
Jement. Seule Jactivité mathématiquc est perturbée. Ce point de vue peut étre
contesié, en particulier si 'on suppose que tous les enfants en échec, électif ov
non, en mathématiques, ont le méme genre de difficultés et 1a méme maniére

d'échouer et, par conséquent, pourraient relever du méme type d'intervention
rééducative.
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C'est pourquoi certains auteurs ajoutent un deuxieme critérc de restriction.
celui de la spécificité du trouble : il s’agit de distinguer les €leves qui échouent
d'une maniére qualitativement diflérente par rapport aux autres éJeves et en parti-
culier par rapport. aux. éleves €n échec global. Evidemment, :de telles difficultés,
spécifiques des enfants en échec, seraient aussi spécifiques des mathématiques ou
d’unc partie des mathématiques. 1l rzstc 2 savoir si de tels échecs spécifiques
cxistent et dans ce cas si les éléves en échec électif on! une (ou plusieurs)
maniéres particuliéres de ne pas réussir el qui les distinguerait des enjants non
en échec ou en échec global [Q2].

Un troisieme tvpe de restriction a €1¢é envisagé dans la mesure ou I’échec
é1ait accompagné d'autres troubles et selon que lz difficulté en mathématiques
paraissait les précéder (caraciére primitif) ou en étre la conséquence (caractere
sccondaire). Cela revicnt 3 admettre implicitement que certains facteurs ont unc
influence sur les difficultés en mathématiques. 11 s’agit principalement de la défi
cience mentale, des perturbations scolaires profondes (absentéisme, malmenagc
ptdagogique, relations troubles avec un maitre), de troubles aflectifs primitifs ou
secondaires 2 1'échec, de perturbations de la structuration spatiale. Tres souvent, ces
distinctions ne S'appuient pas sur des observations sérieuses €t asscz nombreuscs,
elles iémoignent simplement de I'intérét qu'a pris P'auteur a Jes solliciter ou a les
écarter pour traiter les cas concrets qui lui étaient soumss.

Le mot « dvscalculie » a é1é avancé (3) pour caraciériser des échees électifs,
spécifigues. non explicables directcment par unc déficience mentale générale ou
des perturbations scolaires évidentes. Il a souvent é1¢ repris par la suite dans des
acceptions diverses et souvent fantaisisies.

Avam d'aller plus loin. il convient de remarquer que ces « définitions »

théorigues — classiques — n'évogquent nullement le procédé utilisé pour objectiver
) S . °

ies criteres qu'elles évoquent (tests : lesquels ? opinions 7 jugement 7). non plus

que la source du diagnostic d’échec (les éleves ? les maitres ? les parents ? I'obser-
vateur ? Je milieu médical ?), non plus que le niveau scolaire ou 1'age augquel appa-
raissait J'échec, ou son ancienneté au moment de l'observation. Tout se passc
comme si on croyait qu'un échec en mathématiques est un fait si évident qu'il peut
étre Tepéré de fagon équivalente par toutes les sources, par toutes les méthodes,
3 tout moment ! On ne peut rejeter a priori I'hypothése que les diverses sources
ou méthodes décéleraient des échecs difjérents el « fonctionndnt » de manieére
différente. '

La question méritera d'étre étudiée [Q4].

Fitat des travaux en 1976.

L'enquéte bibliographique initiale ([2] 76 tome 1) nous a montré ]'état
lacunaire et douteux des connaissances de 1'époque sur ce sujel.
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Les symptomes de dyscalculie sont trés nombreux (22 distincts chez neuf
autclirs principaux 3) et trés variés (tableau 1) mais il n’y a accord sur aucun d'eux
et méme aucun accord entre les auteurs (le- désaccord estimé par le Q de Cochral; ,
est significatif a .01). Parmi ces auteurs, bien peu indiquent leur méthode de choix
des cas en la rapportant a-un étalonnage quelconque.

Une analyse hiérarchique du tableau indiquant” les symptdmes invoqués par
chaque futc.ur, permet de rapprocher les symptdmes choisis par les mémes auteurs
(al\;lec Iindice de Sokal et Michener). On obtient ainsi le dendrogramme du
tableau 1.

11 .signiﬁe que, dans I’ensemble, les chercheurs s'intéressaient a deux grandes
catégories de variables : d’une part, celles qui concernent la perception et la
représentation, d'autre part, celles qui décrivent la conception ou l'exécution
des actions. Dans chaque catégorie, on trouve des variables proprement mathé-
matiques accompagnées de variables plus psycho-physiologiques a Jaide desquelles
on essayait de les approcher.

Ceci témoigne, me semble-t-il, d’une interprétation précise de 1'échec électif :

— d’une part, il est dii @ un trouble d’une fonction instrumentale ou psycho-
motrice ou affective, et périphérique, qu'on pourra donc rééduquer — et non a
celui d’une fonction centrale liée  la connaissance elle-méme :

— d'autre part, I’apprentissage scolaire déclenche ou révele un trouble existant
de fagon latente. :

Nous reviendrons sur l'origine de ces hypotheses.-

D’ailleurs, les causes invoquées étaient :

» propres a l'enfant : déficits organiques d’origine centrale, syndromes corticaux.,
dyspraxies, dysgnosies, infirmité motrice cérébrale, épilepsie, déficit intellectuel,
rigidité intellectuelle, dyslexie et troubles du langage, du schéma corporel, de
la fonction symbolique, spatiaux, temporels ;

« liées a 'environnement (troubles affectifs ou vie scolaire).

Dans tous les cas, les causes étaient seulement liées aux symptomes par des
consicérations de convenance (du genre suivant : puisqu’en apprenant a compter
on se sert de ses doigts, les dysgnosies « ont » une incidence sur le développement
de 12 fonction du nombre) mais non par des preuves expérimentales.

ie rapportés dans ]a littérature de I’époque '
[Hasaerts Van Gertruyden (6)]-

Enfin, le nombre de cas de dyscalcul
de facon convenable est infime ~ 11 en tout

'3. Ce sont : Has'aerls van Gertruyden. Dugas et Guillarme. Chabanneau et Pasarello
Devic et Périch, Jaulin-Mannoni, Lsuriol, Ginet, Gibello et Koppel. '




178

SoURWIOJIdd 1D ¢« 1vqiaaA ID

lalL BATIONIISUOD oFxwadsiq -u:QEhOunomg

PITTRAPIVT op soansadyp
1 §3TITAION 29 onbyxwad
] [910d102 wwPydsS _J -soub ucyiduny
| anbyroquAis counCOng uo13dasuoy
| uoj3dei3sqe,l § obecseyq w
[e3uaw [nayed
ﬁl, snbjrjunu asuageaynbi sonbyioayy
or1e3Tbrp dysoubsiy nuavucou uoTaay
LEERLE D RY! 2
a3103wapdo uojiauoy sawyjtaobyy |
O[CWIayD uoTIea)umy
PITTIQISI3A9Y |
B 018833208 Op UOTION errs30duay , voTIvIvaR)aday
1 “9anp @p uoy3ioN uOTININISNING :
ﬁHHHHHHHHH orerIeda uUOTIWINIONILS suopacuroyuy
errei0dway LOFIPINIONIIS op :ogun—nuucnuf
| Btardudonsmantl DT R
-01 ‘uojidaniad
[T 83(171¢} EiInanLUOT’SIDR}JING SIp USTIUN[LAZ P —
—_— 81QuSd IP uoyIoN
P S <’ Lo ™. Cod -
o o ) o o J0VaOUGNIA Q0 HOIIVITUA¥ILN)
IWAVE D0EQNIQ

‘(9.61) sanboad saw0)dwdg — ] nvalgv]




179

En reprenant les données recueillies par M™ Bourrel ‘en 1977 (7).
M"e Berrocq-Irrigoin, Dupuch et Fruchard et moi (2 novembre 1977) avons pu
établir que les-enfants en échec électif et les enfants en échec global se distri-
buaient différemment sur diverses variables affectives et psychologiques (tableau 2)
mais seulement en fait & cause des troubles relationnels (Ic X2 est significatif a .01).

TaBLEAU 2. — Echecs et troubles psycho-affectifs.
Nombre [ Nombre Troubles Dyslexie | T 1
observé , théorique Troub) yslextie roubles
RIS s ‘51; ‘| bpebivite pS{cho— Lan;aggs Dysortho-| relatfon- | TOTAL
catégorie moteurs graphie nels
T v :
Enfants en échec 43 [ 42 133 1314 16 :10 73 :61 71 89 236
global 18,2117,7113,9'14,4] 6,7 '4,2 30.9.25'.8 30 37,7 100
4 3
Enfants en échec | 21 | 22[19 18 | 0 | 6[18 '30 |64 ‘s 122
él.ectif en maths 17.2' 18 15,5;14,7 0 +4,9,14,7 '24,5 }52,4'37,7 100
. ! | .
Total 64 52 16 91 135 358
L.

On peut dire que les enfants en échec électif en mathématiques ont plus sou-
vent des troubles relationnels que les enfants en échec global.

Nous avons repris dans la méme €tude les données recueillies par trois ortho-
phonistes lyonnaises (8) qui avaient fait passer un bilan orthophonique compos¢
de 16 éprecuves a 64 éleves en échec en mathématiques pris parmi 307 (20
d'échecs). Ces épreuves étaient celles de M™ Borrel-Maisonny (langage : sériation,
réalisation, compréhension ; lecture : des syllabes, des mots, silencieuse, de « ver-
sage » ; de rythme : en reproduction, en identification ; de mémoire motrice), des
figures de Rey (copie, mémoire), des chiffres dc Berny (copie et mémoire) et
deux épreuves de Piaget (raisonnement : classification, sériation) 4.

A aucune des épreuves pour lesquelles il existe un étalonnage (rythme,
mémoire) il n'a été possible de mettre en évidence une diflérence significative. Et
les échecs dans la plupart des autres sont si peu nombreux qu'on peut douter qu'il
y en ait ]a aussi. :

Notre analyse factorielle des correspondances de leurs données montrait nette-
ment deux groupes d’éleves discriminés par les épreuves de langage (fig. 1). En
supposant que le groupe qui réussit micux les éprcuves de langage est celui des
enfanfs en échec électif (G1 : 21 éléves : 6,8 9, l'autre G2 : 14 % étant les
enfants en échec global), ce qui resterait a prouver, on peut conclurc qu'aucunc
des épreuves autres que celles du langage n’est spécialement micux réussic que
les autres par ces enfants ; dans I'chsemble, ils ont des résultats en mathématiques
significativement meillcurs que les éleves en échec global, ils sont un peu meillcurs
aux épreuves dc raisonncment classification, en copie des chiflres dc Berny, un
peu « moins meilleurs » en reproduction des chiffres de Berny ou en identifi-

cation de rythme.

rivées — dont
d’'unc connis-

4. Ccs outcurs, empétrées dans des diflérences entre écoles publiques ¢t p
elles semblaicnt d'ailleurs tirer des conclusions illogiques — et en Fabsence
sance méme €lémentairc des statistiques, nc tiraient guére parti dec Jeurs données et ne
concluaicnt ricn. \
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RECO
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Rythme en identification

Figure de Rey en mémoire
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du: Ma co.rzwction restait donc qu'aucune_de ces variables n’est franchement liée
une maniére quelcongue aux échecs scolaires en mathématiques et en parti-
culier aux échecs électifs. '

Flan d’études et méthodes.

Nous avons donc alors décidé de nous centrer sur I'échec électif en mathé-
matiques, et non sur 1'échec tout court, avec I’espoir d’'observer plus facilement
des traits vraiment spécifiques. Ce choix nous paraissait d'autant plus judicieux
qu'on voulait s'intégrer aux conditions accompagnant 1'échec en mathématiques :
les pressions exercées par le milieu parental ou scolaire sont plus importantes
sur un enfant qui « doit pouvoir réussir en mathématiques puisqu’il. réussit
ailleurs » (donc « puisqu’il n'est pas sof »...) que sur un enfant en échec global.

11 fallait dans un premier temps :

— mettre au point unc méthode de détection en vue de I'enquéte statistique
ultérieure (qui devrait réclamer de plus gros moyens) et déterminer 'ordre de
grandeur des populations et des valeurs a comparer pour déterminer le plan d'expé-
rience a venir ; '

— explorer par des observations cliniques des variables relatives au processus
méme d’élaboration et de fonctionnement de la connaissance mathématique, et si
possible imaginer des nouvelles épreuves pour les évaluer.

La méthode de détection devait étre peu coliteuse : méme un test trés simple,
a passation collective, devient trés lourd dés que 'on doit choisir les six €leves
que I'on veut €tudier parmi cent a examiner. C’est pourquoi nous avons décidé
d'étudier dans un premier temps la source d’information que constituent les mai-
tres - stabilité, valeur prédictive, homogénéité par niveaux et par écoles, compo-
santes, etc. Ce choix est légitime car c’est le maitre qui constate Je plus souvent
I'échec de I’enfant, qui le signale a la famille. Le questionnaire devait permettre
d’analyser comment le maitre tient compte, dans son jugement direct, non seule-
ment des résultats bruts de ses éleves, mais aussi de leur aptitude 2 apprendre,
de leurs manifestations d'intérét, de son pronostic, etc.

Dans un deuxieme temps, on constituait un échantillon plus petit comprenant
tous les enfants en échec électif détectés (E.E.E.), un nombre égal d’enfants en
échec global et un nombre égal d’enfants en réussite globale. On vérifiait aupres
de ces enfants, avec un test d’acquisition par exemple, la valeur prédictive de la
méthode de détection par la sotirce « maitres », et oD pouvait peut-étre déja
trouver des caractéres communs du comportement en mathématique des E.E.E.

Parallélement, les observations cliniques allaient étre organisées dans le cadre
d'une action favorable a l’enfant, c’est-a-dire dans celui d'une rééducation. Elles
seraient accompagnées d’enregistrements (transcrits), d'épreuves diverses, de dis-
cussions du cas, elles-mémes enregistrées (et transcrites) et enfin des-comptes rendus
détaillés permcttant des analyses ultérieures.




Nous ne parlerons pas ici des difficultés matérielles et déontologiques de
I'approche de ces enfants, mais c'est un point trés important. '

Etude de la méthode de détermination de la population en échec électil.

SOURCE « MAITRES ».

{ au maitre son opinion sur les résultats, les
festé de chacun de ses éleves, a propos
éres Plus tard, on lui demandait

— Le questionnaire demandai
facilités d’apprentissage el I'intérét mani
des mathématiques, du frangais et des autres mati

Les échecs électifs en mathématigues

« s'il a des difficultés particulieres en mathé-

aussi de déclarer pour chaque enfant
s du tout ailleurs » (échec électif

matiques alors qu'il en a beaucoup moins ou pa
déclaré).

— En janvier 1977, le questionnaire fut proposé ini
t & 13 écoles et leurs réponses concernaient 1]

tialement 2 49 maitres

appartenan 04 enjants de tous les

niveaux du primaire:
1l fut proposé en juin 1977 & 45 maitres de 9 écoles (774 enjants) et, en
mars 1978, & 35 maitres de 6 écoles (783 enfants).

Nous avons essayé de conserver la plus grande intersection possible entre
ces populations pour permeltre une étude longitudinale (138 enfants) L’énorme
déperdition montre la difficulté de mener ce genre d'enquétes, difficultés que nous
n'évoquerons pas ici.

Sans entrer dans le détail, donnons Jes résultats les plus saillants pris parmi
ceux rapportés dans les fascicules ([2] 77 tome 2) et dans ([2] 78 tome 1),
([2] 78 tome 3), ([2] 78 tome 2) et ([2] 79 tome 2).
dans diverses catégories par une relation définie

Les éleves étaient classés
les différentes composantes de ]la population

arbitrairement et qui a donné pour
des pourcentages tres stables (tableau 3).

TABLEAU 3. — Stabilité dans le temps
des proportions enirc les diverses populations.
échec &chec &échec réussite
global &lectif Electif globale N
maths frangais

janvier 77 16 ) 5,6 ¢ 12 2 66,5 % 1104
juin 77 13,9 ¢ 6,9 % 6,5 ¢ 73,5 ¢ 7174
mars 78 16,3 ¢ 6 % 9,2 ¢ 69,1 % 783
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D'une fagon générale, les moyennes des appréciations données par les maitres

pour les “différentes variables ne varient pas (ces variables ont entre elles des
relations que nous évoquons plus loin et qui elles aussi sont ‘stables).

l}‘lals.les résultats estimés par les maitres sont significativement meilleurs en
mathématiques qu'en Jrangais et ceci de fagon stable. lls sont d'ailleurs corrélés
assez fortement. Le nombre des échecs électifs en frangais est lui aussi plus élevé.

' Ces pourcentages sont homogenes : ils ne varient pas significativement d'un
niveau scolaire @ un autre, c'est un fait qui nous a surpris : on aurait pu s’attendre,
par exemple, & ce que le nombre des enfants en échec électif augmente avec

I'age des enfants, ce n'est pas le cas. Tout se passe comme si les rapports entre
Jes différents statuts étaient des caractéristiques constantes, donc régulées, du

fonctionnement scolaire.

Le pourcentage des enfants en échec électif ne varie pas non plus avec
I'efiectif des classes, ni méme significativement d'un établissement & l'autre (sauf

en janvier 1977).

Nous avons pu ainsi nous_ faire une idée des composantes du « jugement »
des maitres (dans notre questionnaire); elles aussi trés stables -: d'abord les
matiéres principales sont opposées aux autres, et aux manifestations d’intérét
(30 % d'inertie). (Ces derniéres questions sont utilisées par le maitre pour s€
récupérer d'un jugement trop négatif sur les éleves en échec global). Ensuite
les mathématiques sont opposées au frangais (17 3 20 %) et enfin les résultats
aux facilités d’apprentissage suivent et amplifient toujours le jugement sur les

résultats.

Mais examinons 1’évolution du statut des éleves qui ont été concernés par
deux ou par trois questionnaires : la stabilité des parametres de J’estimation des
maitres n'implique pas celle des statuts des éleves :

— A Pintérieur d'une méme année scolaire, cntre janvier et juin on obtient
le tableau de stabilité suivant (tableau 4).

TaBLEAU 4. — Instabilité des E.EE.
anvier Autres Echecs :

Juin . é]ectifs

4 Echecs
électifs 3 ‘l6 53
Autres 675 16 691
I

712 32 744




Il est clair que les deux tris ne sont pas indépendants, que le pourcentage
des enfants en échec électif en mathématiques a significativement augmenté (de
4,3 3 7.12 %) et que les dcux populations sont inégalement stables.

Compte tenu des possibles errcurs de détection (la fréquence des erreurs de
détection est comprise entre 0.1 et 0,3). 20 & 50 % des enfants en échec électif

en janvier le restent en juin.

Dans l'ensemble, les maitres estiment que ls niveau en frangais s’améliore
dans le courant de I'année scolaire et qu’au contraire, le niveau mathématique
baisse. La population en échec électif en frangais est plus stable et diminue.

L'étude des appréciations portées sur les éléves en échec €lectif montre que
certains d'entre eux le.deviennent par suite d’'une amélioration de leur niveau
estimé en frangais, d’autres au contraire, parce qu’ils vont éprouver de nouvelles
difficultés en mathématiques. On pourrait retenir I'idée qu'il pourrait y avoir
aussi deux types d'échecs & manifestations saisonniéres et qualitativement diffé-
rents : Jes échecs sur les contenus anciens au moment des révisions du premier
trimestre, les échecs sur lés contenus nouveaux du second trimestre. Mais ‘pour
les étudier, il faudrait construire des épreuves particulieres. Et pour l'instant
on conserve d’'abord 1’ensemble de la population.

En comparant maintenant I’évolution sur les deux années consécutives
(janvier 1977, juin 1977, mars 1978) on obtient les résultats suivants :

Les appréciations des maitres différents sont toutes globalement corrélées
(au seuil de .01) (voir tableau 5).

TABLEAU 5. — Corrélations entre les appréciations des maitres.
Mathématiques Frangais
a _ q — — ‘_23~ . —
janv. 71 juin 77 janv. 717 juin 77

maitres

3 = 0,48 = 0,59 = 0,64
difgtrer mars 78 rvs 0, ‘8 r ' r r
""?’;“ juin 77 r= 0,75 /// r=20,79 &// ‘,-///

// A

1] faut remarquer que les corrélations sont bien meilleures en frangais qu’en
mathématiques, lorsqu’il y a changement de maitres. Ce point est important,
il montre que l'appréciation des résultats de mathématiques, contrairement a une
idée répandue, obéit a un consensus moins bien établi, moins universel que
I'appréciation en frangais. Les enfants y subissent donc des poussées moins cohé-
rentes. Les corrélations entre les appréciations des facilités d’apprentissage et de
I'intérét manifesté sont corrélées elles aussi a .01. Cela ne veut pas dire que les
valeurs attribuées 3 chaque enfant sont Jes mémes, mais que les divergences

d’opinions sont peu nombreuses et peu importantes.
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Les effectifs des éleves de chaque catégorie sont assez faibles et, comme
prévu, insuffisants pour conclure dans cette préexpérience : il est inutile par consé-
"quent de chercher la distribution des 146. éleves (dont 22 ont redoublé) sur les
64 types d'évolutions possibles entre les quatre statuts étudiés : NE (non-échec)

EEF (échec électif en frangais), EEM (échec électif en mathématiques), EG (échec
global). Toutefois, 'examen des matrices de transition donne une idée de la
stabilité de ces groupes dans le temps : tableau 6, a titre d’exemple :

TABLEAU 6. — Stabilité des statuts scolaires.
janvier 1977 '
G . LENM ELF NE
mars- 1978 .
EG 3 2 5 11 21
EEM l l 0 ) 11
r— ———————————————————————————————————————————————————————————————————
EEF 2 0 3 5 10
NE 6 4 11 83 104 i
12 7 19 108 146

Par exemple, on voit que sur 7 éleves en EEM en janvier 1977, 4 ne sont
plus en échec en mars 1978, 2 sont en échec total. Entre juin 1977 et mars 1978,

67,8 9, des enfants ne changent pas de statut scolaire : la population la plus
instable est E EEM.

Ceci tendrait a montrer que si les pourcentages d’enfants en échec électif
sont stables a 1’école primaire d'une année a l'autre, ils ne concernent pas les
mémes enfants

SOURCE D’INFORMATION « ENFANTS ».

— Le test d’acquisition scolaire choisi, malgré de nombreux inconvénients,
était celui du Centre de psychologie appliquée pour les niveaux CE 1, CE2,CM 1,
CM 2. 1l comprend un test mathématique de 32 & 40 questions et un test de langue
frangaise (vocabulaire, conjugaison, lecture, grammaire, expression, fonction des
mots).
— Nous avons pu vérifier sa stabilité globale et son étalonnage global au
cours de la période 1975-1979 sur des populations de 200 a 500 éléves par
niveau. ,
— Nous nous sommes assurés de la corrélation qu'il pouvait avoir avec le 1
travail ou les résultats de I'année scolaire, tels qu'ils sont obtenus par les maitres ]




de l'é;;olc Jules-Michelet de T alence (2 classes’ par niveau) 3 r = 0,58. Ce qui
est assez bon, compte tenu du fait que le TAS est un QCM, ce qui introduit
par définition un bruit important (voir [2] 77 tome 1).

Nous avons proposé ce test a un échantillon de 66 enfants répartis comme
I'indique le tableau 7.

TaBLEAU 7. — Echantillon de la préexpérience.
N4
veau CEl CEZ CM1 CH2
~EEM 6 7 5 S 23
statut
scolaire E global 3 4 2 3 12
N échec 6 12 6 7 31
15 23 13 15 66

Le statut des enfants indiqué est celui rourni par le questionnaire aux
maitres qui a servi & former J’échantillon. 11 est clair que les effectifs sont trop
faibles pour qu'on puisse tirer des conclusions trés précises sur les populations
de chaque niveau, d’autant que les questions posées aux différents niveaux sont
différcntes.

Nous avons pu toutefois faire quelques comparaisons dans chaque niveau
en regroupant les questions de mathématiques selon des critéres classiques
numération, opérations, logique. Mais il s’agissait surtout de mettre au point les
méthodes de traitement (cf. [2] 78 tome 2). Nous donnerons plus loin des résultats
obtenus sur I'échantillon en vraie grandeur.

— "Le test passé, nous avons réparti les éleves suivant 1'écart de leurs
résultats d'ensemble en mathématiques et en frangais dans trois groupes : NET
(non en échec au TAS), EET (échec électif d’aprés Jes TAS) et EGT (échec global
d'aprés les TAS en essayant divers critéres (février 1978).

Ceci nous a permis de comparer la classification du questionnaire et celle
du TAS : tableau 8.

L’eﬁefilif est trop faible pour conclure mais on ne peut pas rejeter I'hypothése
que les deux classifications sont indépendantes ! '

5. L'école Jules-Michclet de Talence est un établissement doté d'un statut et d’équipe-
ments spéciaux pour permettre 'observation clinique des classes. ’
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TABLEAU 8. — Comparaison des statuts
. 'd'ap@s_ lg gue;tionnajre aux maitres et d'aprés le TAS (préexpérience).
TS | ker " EET NET
@ NE 4 5 22 31
EE. 3 5 14 22
EG 5 3 4 12
| 12 ' 13 40- 65

Ceci pourrait étre di :
— soit au fait que les deux sources sont trés imprécises et les moyens de

détection trop bruyants ;
— soil qu'elles mesurent des échecs de type différent.

Quoiqu’il en soit, il n’était pas prudent de ne faire confiance qu’a la
détection des EEE par J'intermédiaire des maitres dans ’expérience en vraie
grandeur. 1l fallait conjuguer les deux sources sur ’ensemble de 1'échantillon. ce
qui allait alourdir sensiblement la rccherche. On peut toutefois rassurer le
lecteur : cetie expéricnce en vraie grandeur nous a permis d’établir la valeur
des questionnaires aux maitres. Voici les tableaux obtenus avec 502 éleves du CM 1
ct diverses définitions :

TALEAU 9. — Comparaison TAS/Muditres (expérience).
o | EG EE NE I \0 EG EE RT I
TAS AS

EG 30 11 49 90 EC 30 11 4 45
EE 13 15 87 64 EE 13 15 36 64
NE 23 18 256 297 I RT )| “ 4 40 45
66 44 392 502 44 30 80 154

(x? = 499 sign. .01) (x? = 67 sign. .01)

Premiere étude des réponses au test d’acquisitions scolaires.

Cette analyse trés résumée et trés sommaire pone sur une partie des données
recueillies dans le cadre de I'A.T.P. du C.N.R.S. qui a suivi les travaux rapportés
ci-dessus. Le questionnaire et le TAS concernent 289 éléves de CM 1 de 14 classes
(juin 1978) (cf. [2] 79 tome 2).

6. AT.P. : Action Thématique Programmée du Centre national de la recherche scien-
tifique.
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— La distribution de 42 questions du TAS sur les pourcentages de Téussite
montre trois groupes de questions (tableau 10). Q1 : mal réussi et sur lequel
beaucoup d’éléves se sont abstenus de répondre ; Q2 : dont les taux de réussite
se distribuent normalement ; Q 3 : exercices mieux réussis que les autres. L'analyse
du contenu mathématjque de ces questions par des méthodes que nous n’exposons
pas ici semble fournir les indications suivantes :

Q 1 : numération, bases, petits nombres,
Q 3 : calcul, grands tableaux, diagrammes.

TaBLEAU 10. — Histogramme des questions
par pourcenlage de réponses jusles.

¢ ) . A

2 27,20 3,40 39,60 4580 32 58,20 04,40 70,60 76,80 0
7 2 3] 3 s 4 . 9 16 1
W 27 26 1 ) 1 15 2
n 24 » 29 14 25 24 12
18 39 37 22 30 28 17
19 a0 33 b} 38 20
36 @ 22
<

S o NS B2 epepugss WY~ -~ — b O

Q, 0, 05

"

— L’'analyse factorielle fait apparaitre les faits suivants (entre bien des phéno-
ménes que nous ne soulignerons pas ici) (fig. 2 : premier plan factoriel).
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* Les sources « maitre » et « éléves » donnent des renseignements assez "diflé-
rents. Néanmoins, toutes les variables « échecs électifs » sont dans la méme
région, assez proches, et ceci est vrai pour les sept premiers facteurs. (La variable
calculée sur le questionnaire se trouve entre le résultat des tests et le jugement des
maitres.) Par conséquent, on peut désormais utiliser Je questionnaire et le juge-
ment des maitres pour former une population en échec électif aux TAS.

* Les trois populations : échec électif en mathématiques, échec global et réussite
globale se séparent bien dans les premiers plans factoriels : on peut dire que les
trois groupes d'enfants ont des comportements différents méme en mathématiques.
L'analyse de ces comportements se poursuit actuellement et fait apparaitre ceux
qui sont plus caractéristiques des enfants en échec électif : les éléves en échec

+€lectif s'abstiennent de répondre aux questions mathématiques du TAS, et ceci
significativement plus que les autres enfants. C'est d’ailleurs probablement ce qui
explique sans doute la proximité des questions du groupe Q1 : numération et
bases. lls répondent de moins en moins-bien ou s'abstiennent de plus en plus au
cours du questionnaire (ce phénoméne se produit plus pour eux que pour les
enfants en échec global).

* 1ls réussissent plutdt mieux les épreuves comportant des opérations et des
algorithmes que les petits problemes (mais les enfants en échec global ne réussis-
sent pratiquement que Jes opérations). ‘

. * lls réussissent asscz mal les épreuves de numération (en base 4 ef en basc 10).

* Pas de comportement tres spécifique relativement au langage mathématique,
légére tendance 2 y étre un peu moins habiles.

* Le caractére « moderne » ou « ancien » des questions parait sans eflet.
— Les €leves en échec électif sont moins motivés dans I'ensemble, méme
en frangais ; ceci dit, leur intérét se porte presque exclusivement sur le frangais.

— L'appréciation des maitres est plus proche des résultats au TAS en fran-
¢ais qu'en mathématiques. <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>