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Résumé

L’objet de cette thése est ’étude d’une méthode générale pour combiner une théorie quel-
conque du premier ordre & la théorie des arbres finis ou infinis. Pour cela :

Nous introduisons tout d’abord deux classes de théories qu’on appelle infini-décomposable
et zéro-infini-décomposable. Nous montrons alors que ces théories sont complétes et acceptent
un algorithme de décision de propositions qui pour toute proposition donne soit vrai soit fauzx.
Nous montrons également que ces classes de théories englobent un grand nombre de théories
fondamentales, nous citerons par exemple : la théorie des rationnels additifs, la théorie de I'ordre
dense sans extrémes, la théorie des arbres finis ou infinis, la construction d’arbres sur un ensemble
ordonné et la combinaison d’arbres finis ou infinis et de rationnels additifs ordonnés.

Nous donnons ensuite une maniére automatique pour mélanger toute théorie du premier
ordre T" & la théorie des arbres finis ou infinis. Un tel mélange est alors appelé extension en
arbres de la théorie T et est noté T*. Aprés avoir défini axiomatisation de T™ a partir de T,
nous définissons une classe de théories qu’on appelle flexible et montrons que si 1" est flexible alors
T* est zéro-infini-décomposable, et donc compléte. Les théories flexibles sont des théories ayant
des propriétés agréables qui nous permettent de manipuler facilement les formules du premier
ordre. On montrera entre autres que la théorie T4 des rationnels additifs ordonnés est flexible
et par conséquent que l'extension en arbres T}, de T},4 est compléte.

Nous terminons ce travail par un algorithme de résolution effective de contraintes générales
du premier ordre dans 77,;. L’algorithme est donné sous forme d'un ensemble de 28 régles de
réécriture qui transforment toute formule ¢, qui peut éventuellement contenir des variables libres,
en une disjonction ¢ de formules résolues équivalente a ¢ dans T, et telle que ¢ est soit la formule
vrai, soit la formule faux, soit une formule ayant au moins une variable libre et n’étant équivalente
ni a vrai ni a faur dans T7;,;. De plus, les solutions des variables libres de ¢ sont présentées d'une
maniére claire et explicite dans ¢.

Mots-clés: Théorie des arbres finis ou infinis, théorie compléte, combinaison de théories, réso-
lution de contraintes du premier ordre, régles de réécriture.
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Introduction générale

Les arbres finis ou infinis jouent un réle fondamental en informatique. Ils modélisent aussi
bien des structures de données que des schémas ou des déroulements de programmes. Dés 1976,
G. Huet a proposé un algorithme d’unification de termes infinis [28]. B. Courcelle a étudié les
propriétés des arbres infinis dans le cadre des programmes récursifs [12, 13|. A. Colmerauer a
modélisé 'exécution des programmes de Prolog II, IIT et IV par la résolution d’équations et de
diséquations dans cette théorie |5, 6, 1]. L’unification des termes finis, ou la résolution d’équations
dans la théorie des arbres finis a été étudiée au début par A. Robinson [38|. Des algorithmes avec
de meilleurs complexités ont été ensuite proposés par M.S. Paterson et M.N.Wegman [36] et A.
Martelli et U. Montanari [35|. La résolution d’équations dans la théorie des arbres infinis a été
étudiée par G. Huet [28], A. Colmerauer [4, 5] et J. Jaffar [29]. La résolution de conjonction
d’équations et de diséquations dans la théorie des arbres finis ou infinis a été étudiée par A.
Colmerauer [5] et H.J. Biirckert [2]. Un algorithme incrémental de résolution de conjonctions
d’équations et de diséquations dans les arbres rationnels a été proposé par V.Ramachandran
et P. Van Hentenryck [37]. Quant aux formules quantifiées, il existe un algorithme qui se base
sur I’élimination des quantificateurs et qui transforme une formule du premier ordre en une
combinaison booléenne de formules basiques. Dans le cas des arbres finis, on peut citer le travail
de A. Malcev [34], K. Kunen [31], M.J. Maher [33] et H. Comon [8, 11]. Dans le cas des arbres
infinis avec un ensemble fini de symboles de fonction, on peut citer le travail de M.J. Maher [33]
et H. Comon |8, 11].

M.J. Maher a axiomatisé tous les cas, en donnant une axiomatisation compléte de la théorie
des arbres finis ou infinis construite sur un ensemble infini de symboles de fonction [33]. C’est
cette théorie qui a été le point de départ de nos travaux. Aprés avoir étudier ces propriétés,
nous avons créé la classe des théories infini-décomposables et zéro-infini-décomposables' et avons
montré que la plupart des théories fondamentales appartiennent a ces classes de théories. Nous
citerons par exemple : la théorie des arbres finis, la théorie des arbres infinis, la théorie des arbres
finis ou infinis [19], la théorie de I'ordre dense sans extrémes, la théorie des rationnels additifs,
la construction d’arbres sur un ensemble ordonné [23] et la combinaison des arbres finis ou in-
finis et des rationnels additifs ordonnés [24]. Les premiéres intuitions de ces classes de théories
proviennent des travaux de T. Dao [16] qui a proposé un algorithme général de résolution de
contraintes du premier ordre dans la théorie des arbres finis et la théorie des arbres finis ou
infinis [16],[19] en utilisant une simplification de base des conjonctions quantifiées de formules
atomiques. Nous avons alors généralisé cette simplification en montrant que dans toute théo-
rie infini-décomposable ou zéro-infini-décomposable, il est possible de décomposer une suite de
quantifications existentielles portant sur une conjonction de formules atomiques, en trois suites
imbriquées de quantifications ayant des propriétés trés particuliéres, exprimables & ’aide de

!Par abus de langage nous accorderons uniquement 1’adjectif décomposable dans les termes infini-décomposables
et zéro-infini-décomposables.



Introduction générale

quantificateurs spéciaux notés 37, 3!, 355“’, 33’&” et appelés au-plus-un, un-et-un-seul, infini et

zéro-infini. Alors que les quantificateurs 37, 3!, ne sont que de simples notations commodes, les
. U(u) —P(u) . s . . .
quantificateurs doo ', dooo’ €xpriment une propriété qui n’est pas exprimable au premier ordre.
Les noms infini-décomposable et zéro-infini-décomposable n’ont pas été choisis au hasard! En
effet, une théorie zéro-infini décomposable fait intervenir uniquement les quantificateurs 37, 3!,

;PO(U) dans toute décomposition de conjonction quantifiée de formules atomiques, alors qu’une

théorie zéro-infini-décomposable fait intervenir les quantificateurs 37, 3!, 32? é;‘ ). Aprés avoir étu-
dier les propriétés de ces quantificateurs spéciaux nous avons montré la complétude des théories
infini-décomposables et zéro-infini-décomposables et avons déduit de cette preuve deux ensembles

succincts de régles de réécriture pour la décision de propositions dans ces classes de théories.

Nous nous sommes ensuite intéressés au probléme de combinaison de théories munies de deux
signatures non-disjointes et plus exactement a la combinaison de toute théorie du premier ordre
T avec la théorie des arbres finis ou infinis. Notons que ce travail théorique trouve ces racines
dans les travaux d’Alain Colmerauer [6] qui a modélisé le fonctionnement de Prolog IIT et IV
en utilisant des combinaisons d’arbres, de booléens et de rationnels. Une des difficultés majeures
pour mélanger une théorie 1" quelconque & la théorie des arbres finis ou infinis réside dans le fait
que ces deux théories peuvent avoir deux signatures non-disjointes, c’est-a-dire, I’existence d’au
moins un symbole de fonction ou de relation ayant deux comportements différents selon que ’on
soit dans la théorie des arbres ou dans la théorie T'. 1l fallait alors trouver un sens sémantique
& cette combinaison puis donner une axiomatisation harmonieuse de ce mélange. Pour cela,
nous avons défini sémantiquement cette combinaison comme étant une extension en arbres des
éléments des modéles de la théorie T'. Ainsi, 'axiomatisation de ’extension en arbres de T', notée
T, se fait essentiellement & partir des trois axiomes modifiés de Michael Maher sur la théorie
des arbres éventuellement infinis [33] et de l’axiomatisation de la théorie T" en introduisant des
contraintes de typage. Pour montrer la complétude d’'un tel mélange, nous avons introduit la
classe des théories flexibles et avons montré que si T' est flexible alors son extension en arbres
T* est une théorie zéro-infini-décomposable et donc compléte. Les théories flexibles sont des
théories ayant des propriétés agréables qui nous permettent de manipuler facilement les formules
du premier ordre.

Une fois ces résultats obtenus, nous nous sommes intéressés a la résolution effective de con-
traintes du premier ordre dans des extensions en arbres de théories du premier ordre. Pour nous,
résoudre effectivement dans 7™ une contrainte du premier ordre ¢, qui peut éventuellement
contenir des variables libres, veut dire transformer ¢ en une disjonction ¢ de formules résolues,
équivalente & ¢ dans T™ et telle que ¢ est, soit la formule vrai, soit la formule fauz, soit une
formule ayant au moins une variable libre et n’étant équivalente ni & vrai ni & faur dans T*.
Bien entendu, les deux algorithmes définis pour les théories infini-décomposables et zéro-infini-
décomposables ne sont pas capables d'un tel traitement, du moment qu’ils décident uniquement
des valeurs des propositions. Ils ne sont pas capables d’exprimer clairement les solutions des
variables libres dans une formule résolue et ne peuvent garantir qu’une formule finale ayant au
moins une variable libre n’est ni fausse ni vrai dans T*. Nous avons alors choisi I'extension en
arbres T, de la théorie T4 des rationnels additifs ordonnés et avons donné un algorithme de
résolution effective de contraintes du premier ordre dans T77;. Une des difficultés majeures dans
ce travail réside dans le fait que (1) tout algorithme résolvant des propositions dans la théorie
des arbres finis ou infinis est de complexité non-élémentaire sous forme d’une tour de puissances
de 2[41], (2) la théorie des arbres n’admet pas d’élimination compléte de quantificateurs, (3) les
symboles de fonction + et — ont deux comportements complétement différents suivant qu’ils
manipulent des rationnels ou des arbres. Par exemple, I'individu +(1, 1) est le rationnel 2, alors
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que Uindividu +(1, fo) est I'arbre dont la racine est étiquetée + et dont les fils sont : le rationnel
1 ainsi que I'arbre réduit & une feuille étiquetée par fj.

Cette these est composée de cing chapitres suivis d’une conclusion. Dans le chapitre 1, nous
rappelons les définitions de base de logique du premier ordre et donnons une condition suffisante
de complétude des théories du premier ordre.

Dans le chapitre 2, nous donnons une définition formelle des théories infini-décomposables.
L’idée de base consiste 8 décomposer une suite de quantifications existentielles portant sur une
conjonction de formules atomiques, en trois suites imbriquées de quantifications ayant des pro-
priétés trés particuliéres et exprimables & 'aide des trois quantificateurs spéciaux 37, 3!, EI;PO(U).
Aprés avoir donné les propriétés de ces quantificateurs spéciaux, nous montrons la complétude
de ces théories en utilisant la condition suffisante de complétude établie dans le chapitre 1 et
présentons quelques exemples de théories infini-décomposables. Nous donnons également un al-
gorithme de décision de propositions dans toute théorie infini-décomposable T, sous forme d’un
ensemble de cing régles de réécriture qui pour toute proposition donnent soit wvrai soit faux
dans T'. La correction de notre algorithme est une autre preuve de la complétude des théories
infini-décomposables. Nous terminons ce chapitre par une application de 'infini-décomposabilité
a la théorie 7 des arbres finis ou infinis. Nous montrons alors que 7 est infini-décomposable et
donnons deux exemples de résolution de propositions dans 7.

Dans le chapitre 3, nous présentons la classe des théories zéro-infni-décomposables qui est
une extension de la classe des théories infini-décomposables en remplacant le quantificateur in-
fini par le quantificateur zéro-infini. Nous montrons alors la complétude de ces théories en utili-
sant la condition suffisante de complétude établie dans le chapitre 1, et donnons un exemple de
théorie zéro-infini-décomposable qui n’est pas infini-décomposable. Nous donnons également une
propriété liant les théories infini-décomposables aux théories zéro-infini-décomposables. Nous
présentons ensuite un algorithme de décision de propositions dans toute théorie zéro-infini-
décomposable T', sous forme d’un ensemble de six régles de réécriture qui pour toute proposition
donnent soit vrai soit faur dans T. Cet algorithme contient une régle supplémentaire par rap-
port & celui des théories infini-décomposables due essentiellement au fait que le quantificateur
zéro-infini exprime une élimination partielle de quantificateurs alors que le quantificateur infini
exprime une élimination compléte de quantificateurs. Nous terminons ce chapitre par une applica-
tion & la construction d’arbres sur un ensemble ordonné 7,,.4. Cette théorie est une axiomatisation
compléte d’une construction d’arbres sur un ensemble d’individus munis d’une relation d’ordre
total, strict, dense et sans extrémes. Aprés avoir donné 'axiomatisation de 7,4, nous montrons
sa zéro-infini-décomposabilité et terminons par un exemple complet de résolution de propositions
dans 7,,4.

Dans le chapitre 4, Nous donnons une maniére automatique pour combiner une théorie T' du
premier ordre avec la théorie des arbres finis ou infinis. L’axiomatisation de I’extension en arbres
de T, notée T™, se fait essentiellement & partir des trois axiomes modifiés de Michael Maher sur la
théorie des arbres finis ou infinis [33] et de I’axiomatisation de la théorie T" enrichie de contraintes
de typage. Nous donnons également une définition formelle du modéle standard M* de la théorie
T* & partir du modéle standard M de T. Pour montrer la complétude de la théorie T*, nous
introduisons une nouvelle classe de théories que nous appelons flexible et montrons que si T est
une théorie flexible, alors son extension en arbres, c’est-a-dire T, est zéro-infini-décomposable
et par conséquent, compléte. Nous terminons ce chapitre par une application a ’extension en
arbres T, de la théorie T,4 des rationnels additifs ordonnés. On montre alors que 754 est flexible
et par conséquent que 1, est compléte

Enfin, dans le chapitre 5, nous donnons un algorithme de résolution effective de contraintes
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Introduction générale

générales du premier ordre dans la théorie T77;,. Aprés avoir introduit un exemple concret de
contraintes dans 7", nous présentons notre algorithme de résolution sous la forme d’un ensemble
de 28 régles de réécriture, qui transforment toute formule ¢ en une disjonction ¢ de formules
résolues, équivalente a ¢ dans T, et telle que ¢ est, soit la formule vrai, soit la formule fauz, soit
une formule ayant au moins une variable libre et n’étant équivalente ni & vras ni a faux dans T',.
Alors que les deux algorithmes donnés dans les chapitres 2 et 3 ne sont que de simples algorithmes
de décision de propositions, cet algorithme exprime les solutions des variables libres d’une maniére
claire et explicite et est capable de vérifier si une formule ayant au moins une variable libre
est toujours vraie ou toujours fausse dans 77;,. Il garantit également que toute disjonction ¢ de
formules résolues ayant au moins une variable libre admet au moins deux instanciations explicites
@1 et @9 telles que dans tout modele M, de T, on ait M}, = ¢1 et M, = —¢p2. Nous terminons
ce chapitre par un exemple de résolution d’une contrainte ayant deux variables libres mais étant
toujours équivalente a fauzr dans T7,.

La condition suffisante de complétude présentée dans le chapitre 1, les quantificateurs 3;1’0(“) et

3%3), la classe des théories infini-décomposables et zéro-infini-décomposables, I’axiomatisation
automatique de T & partir de T', les théories flexibles et ’algorithme de résolution dans 777, sont

nos contributions essentielles dans cette thése.



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Langage du premierordre . . . .. . ... .. v it 5
1.2 Modéle et théorie . . ... ... .. i o e 6
1.2.1 Modéle . . . . . . . e 6
1.2.2 Théorie . . . . . . . . 7
1.2.3 Théorie compléte . . . . . . . . . 7

Nous présentons dans ce chapitre introductif les définitions de base de logique du premier
ordre, modéle, théorie et théorie compléte, et terminons par une condition suffisante de complé-
tude des théories du premier ordre.

1.1 Langage du premier ordre
Soient V' un ensemble infini dénombrable de variables et L 'ensemble des symboles logiques
=, vrai, fauz, =, A\, V, —, <, ¥, 3, (7 )

Soit maintenant un ensemble supplémentaire S de symboles, appelé signature et partitionné en
deux sous-ensembles : 'ensemble F' des symboles de fonction et ’ensemble R des symboles de
relation. A chaque symbole de fonction et de relation est attaché un entier n positif ou nul, son
arité. Un symbole n-aire est un symbole d’arité n. Un symbole de fonction 0-aire est appelé
constante. Fixons nous alors une signature S = F'U R pour tout ce chapitre 1.

Un terme ou S-terme, est un mot construit sur LU S UV, de 'une des deux formes suivantes

x, ft1...tn,

avec x pris dans V, f un symbole de fonction n-aire pris dans F et les ¢; des termes de tailles
plus petites que celui qui est en train d’étre défini.
Une formule ou S-formule est un mot construit sur L U S UV de 'une des onze formes
suivantes
s=t, rty...t,, vrai, four,
—p, (P A1), (P V), (9 =), (¢ 1), (1.1)
(Ve o), (Bz¢),
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Chapitre 1. Préliminaires

avecx € V, s, t et t; des termes,  un symbole de relation n-aire pris dans R et ¢ et ¢ des formules
de tailles plus petites que celle qui est en train d’étre définie. Les formules de la premiére ligne
de (1.1) sont dites atomiques, et a plat si elles sont de 'une des formes suivantes

vrai, four, xg = fr1..Tn, To = T1, TT1...Ty,

ol les x; sont des variables éventuellement non distinctes prises dans V', f un symbole de fonction
n-aire pris dans F' et r un symbole de relation n-aire pris dans R. Une équation ou S-équation
est une formule de la forme s = t avec s et ¢ des termes. Par abus de langage, une relation ou
S-relation est une formule de la forme rt; ...t, avec r un symbole de relation n-aire pris dans R
et les t; des termes. L’ensemble des termes et formules forme un langage du premier ordre avec
égalité.

On rappelle qu’une occurrence d’une variable z dans une formule est liée si elle se produit &
I'intérieur d’une sous-formule de la forme (Vz ¢) ou (3x ¢). Elle est libre dans le cas contraire.
Les wvariables libres d’une formule sont celles qui ont au moins une occurrence libre dans cette
formule. Si ¢ est une formule, alors on note var(yp) 'ensemble des variables libres de . Une
proposition est une formule sans variables libres.

La syntaxe des expressions étant contraignante, on se permet d’ajouter des parenthéses et
d’en enlever quand il n’y a pas d’ambiguités. Nous ne distinguons pas également deux formules
qui peuvent étre rendues égales moyennant les transformations suivantes de sous-formules

AN =1 Np, (pAP)Nd= 0N (Y AQ),
pAvrai = p, @V faur = .

Si I est I'ensemble {i1,...,i,}, alors on appelle conjonction de formules et on écrit A;c; i,
toute formule de la forme @i, A @i, A ... Aw;, Avrai. En particulier, si I = (), alors la conjonction
Nicr @i se réduit a la formule vrai. On note PL ’ensemble des conjonctions de formules & plat
et AT I’ensemble des conjonctions de formules atomiques. Un ensemble ¥ de formules est fermé
pour la conjonction si pour toutes formules ¢ et ¢ de W, la formule ¢ A ¢ est un élément de V.
Enfin, si I est un ensemble fini, alors on note Card(I) sa cardinalité, c’est-a-dire, le nombre de
ses éléments.

1.2 Modéle et théorie

1.2.1 Modéle

Un modeéle ou S-modéle est un triplet M = (M, F,R), ou M est un ensemble non vide
contenant les individus du modéle M et ot F et R sont des ensembles de fonctions et de
relations dans ’ensemble M, indicés par les éléments de S. Plus précisément, si F et R sont
notés respectivement (fM)sep et (rM),cp alors

— M, lunivers ou domaine de M, est un ensemble non vide disjoint de S, ses éléments sont
appelés individus de M ;

— pour chaque symbole f de fonction n-aire pris dans F, f est une opération n-aire dans
M, c’est-a-dire une application de M™ dans M. En particulier, si f est une constante f™
est un élément de M ;

— pour chaque symbole r de relation n-aire pris dans R, r™ est une relation n-aire dans M,
c’est-a-dire un sous-ensemble de M™.

Soit M = (M, F,R) un modéle. Une M -formule ¢ est une formule construite sur la signature

S UM au lieu de S, en considérant les éléments de M comme des symboles de fonction d’arité
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0. Si pour chaque variable libre x de ¢, on remplace toute occurrence de x par un méme élément
de M, alors on obtient une M-formule appelée instanciation de ¢ par des individus de M.
Soit ¢ est une formule, on dit que ¢ est vraie dans M et on écrit

MEo, (1.2)

pour signifier que, pour toute instanciation ¢’ de ¢ par des individus de M, ’ensemble M a la
propriété exprimée par ¢/, lorsqu’on interpréte les symboles de fonction et de relation de f par
les fonctions et relations correspondantes dans M, et lorsqu’on attribue aux symboles logiques
leur sens habituel.

Remarque 1.2.1.1 Pour toute formule ¢ sans variables libres, une et une seule des propriétés
sutvantes est vérifiée : M = ¢, M = —p.

Terminons par une notation commode. Soient Z = ...z, un mot sur V et i = 4y...i,, un
mot sur M ou V de la méme longueur que z. Soient ¢(Z) et ¢ deux M-formules. On désigne

par ¢(1), respectivement ¢, ; , la M-formule obtenue en remplagant dans ¢(z), respectivement
dans ¢, chaque occurrence libre de z; par ;.

1.2.2 Theéorie

Une théorie ou S-théorie T est un ensemble de propositions éventuellement infini appelées
aziomes. On dit que le modele M est un modeéle de T si pour tout élément ¢ de T, M = ¢. Si
¢ est une formule, on écrit T' = ¢ si pour tout modéle M de T, M = . On dit que les formules
¢ et ¥ sont équivalentes dans T si T |= ¢ <> 1. Un ensemble ¥ de formules est dit T-fermé si

- U C AT,

— W est fermé pour la conjonction,

— toute formule ¢ a plat est équivalente dans T' & une formule qui appartient & ¥ et qui ne

fait pas intervenir d’autres variables libres que celles de ¢.
Les ensembles AT et PL sont T-fermés dans toute théorie T'. Cette notion de T-fermeture nous
sera utile pour transformer toute formule de PL en une formule atomique qui appartient a V.
Les transformations de formules normalisées en formules de travail définies dans la sous-section
2.3.2 se basent également sur cette notion de T-fermeture.

Terminons par une propriété utilisée pour manipuler les formules. Nous 1'utiliserons sans la
mentionner.

Propriété 1.2.2.1 Si ¢ et 1) sont des formules équivalentes dans T et si ¢’ est une formule
vraie dans T', alors la formule 1), obtenue en remplagant dans ¢’ une occurrence de o par 1, est
vraie dans T.

1.2.3 Théorie compléte

Soit ¢ une proposition. Si 7' n’a pas de modéle (il y aurait trop d’axiomes) alors on a a la
fois T' |= ¢ et T |= —p. 11 est aussi possible (il n'y aurait pas assez d’axiomes) que ¢ soit vraie
dans certains modéles de T et fausse dans d’autres. On a alors ni T = ¢ ni T' = —p. Les théories
dans lesquelles ce phénoméne est exclu sont dites complétes.

Plus formellement, une théorie T est dite compléte si, pour toute proposition ¢, une et une
seule des propriétés suivantes est vérifice : T = ¢, T = —p. Une aziomatisation compléte d'une
structure M est un ensemble récursif 7' de propositions tel que pour toute proposition ¢, T' = ¢
ssi M | .
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Terminons cette sous-section par une condition suffisante de complétude des théories du
premier ordre. Dans tout ce qui suit, nous utiliserons 'abréviation svls pour “sans wvariables
libres supplémentaires ". Une formule ¢ est équivalente & une formule svls ¢ dans T signifie que
T = ¢ < 1 et 9 ne fait pas intervenir d’autres variables libres que celles de .

Propriété 1.2.3.1 Une théorie T est compléte s’il existe un ensemble de formules, dites de base,
tel que

1. toute formule a plat soit équivalente dans T & une combinaison booléenne svls de formules
de base,

2. pour toute formule de base p, soit T = ¢, soit T = -y,

3. toute formule de la forme
3z ((Aier i) N (Nier —4)), (1.3)

avec les @; des formules de base, soit équivalente, dans T & une combinaison booléenne svls
de formules de base.

Preuve. Soit ® 'ensemble des formules ¢ qui sont équivalentes, dans 7', & une formule ¢ qui est
une combinaison booléenne de formules de base et qui ne fait pas intervenir d’autres variables
libres que celles de .

Montrons tout d’abord que toute formule 1 appartient & ®. Sans perte de généralité, on peut
se limiter au cas oll ¢ ne fait intervenir que des formules a plat, la négation —, le connecteur A et
le quantificateur 3. Procédons par induction sur la structure syntaxique de . Si 9 est atomique,
c’est vrai du fait de '’hypothése 1. Si ¢ est de la forme =1 ou @1 A @2, avec 1,2 € @, c’est
vrai du fait de la définition de ®. Si ¢ est de la forme dz ¢, avec ¢ € @, alors par définition de
®, la formule ¢ est équivalente & une formule svls ¢’ qui est une combinaison booléenne svls de
formules de base ;. Sans perte de généralité on peut supposer que ¢’ est de la forme

¢ = Vier(Njes vig) N (Njey —0ij))- (1.4)
Donc, en distribuant le quantificateur existentiel, la formule 3z ¢’ est équivalente dans T' a
Vier Gz ((Ajes pis) N (Njes —0ii)), (1.5)

qui d’aprés I’hypothése 3 appartient a ®. Donc, la formule Jx ¢, c’est & dire 1, appartient & ®.

Soit maintenant une formule 1 sans variables libres. D’apreés ce que nous venons de démontrer,
¥ € ®. La formule ¢ est donc équivalente, dans T', & une combinaison booléenne de formules de
base sans variables libres. D’aprés I’hypothése 2, une et une seule des propriétés suivantes est
vérifiee : T' =1, T = —p. Donc T est une théorie compléte. O

Corollaire 1.2.3.2 ST satisfait aux trois conditions de la propriété 1.2.5.1 alors toute formule
est équivalente dans T a une combinaison booléenne suvls de formules de base.

Ce corollaire est une conséquence de la preuve de la propriété 1.2.3.1 dans laquelle nous avons
montré que si ® est I'ensemble des formules qui sont équivalentes dans 7' & une combinaison
booléenne svls de formules de base, alors toute formule ¢ appartient a .
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Nous présentons dans ce chapitre une définition formelle des théories infini-décomposables.
L’idée de base consiste 8 décomposer une suite de quantifications existentielles portant sur une
conjonction de formules atomiques, en trois suites imbriquées de quantifications ayant des pro-
priétés trés particuliéres, exprimables a 'aide de trois quantificateurs spéciaux notés 37, 3!, 350(7”
et appelés au-plus-un, un-et-un-seul, infini. Nous montrons la complétude de ces théories en uti-
lisant la condition suffisante de complétude établie dans le chapitre 1 et présentons quelques
exemples de théories infini-décomposables. Nous donnons également un algorithme de décision
de propositions dans toute théorie infini-décomposable T', sous forme d’un ensemble de cing
régles de réécriture qui transforment une formule ¢, qui peut éventuellement contenir des va-
riables libres, en une conjonction svls ¢ de formules résolues, équivalente & ¢ dans T et telle
que ¢ est, soit la formule vrai, soit la formule A,.; —vrai, soit une formule ayant au moins une
variable libre et facilement transformable en une combinaison booléenne de conjonctions quan-
tifiées de formules atomiques. En particulier, si ¢ n’a pas de variables libres alors ¢ est, soit la
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formule wvrai, soit la formule —wvrai. La correction de notre algorithme est une autre preuve de
la complétude des théories décomposables. Nous terminons ce chapitre par une application de
I'infini-décomposabilité & la théorie 7 des arbres finis ou infinis. Nous montrons alors que 7 est
infini-décomposable et donnons deux exemples de résolution de propositions dans 7. Notons que
ce chapitre a fait I'objet des publications suivantes : [18], [19], [22].

2.1 Quantificateurs particuliers

2.1.1 Quantificateurs vectoriels : 37, 3!

Soient M un modéle et T une théorie. Soient £ = x1...x, et ¥ = y1 ...y, deux mots sur V'
de méme longueur. Soient v, ¢, ¢ et ¢(z) des M-formules. On écrit

Jz e pour Jzy...3xy, @,

VT ¢ pour Vxi..Va, ¢,

372 p(7) pour VZVy p(Z) A o(Y) — Nicqr,...n} Ti = Yis
Az pour (3T ) A (37Z ).

Le mot Z, qui peut éventuellement étre le mot vide ¢, est appelé vecteur de variables. Les formules
J?ep et dlew sont respectivement équivalentes & vrai et & ¢ dans tout modéle M. Notons que ces
quantificateurs ne sont que des notations commodes qui peuvent s’exprimer au premier ordre.

Notation 2.1.1.1 Soient Q un quantificateur vectoriel pris dans {V,3,3!,37} et T un vecteur
de variables prises dans V. Soient ¢ et ¢ deux formules. On écrit

QT e N ¢ pour QT (oA @).

Exemple 2.1.1.2 Soit I = {1,...,n} un ensemble fini. Soient ¢ et ¢; avec i € I des formules et
soient T et g; avec i € I des vecteurs de variables. On écrit

3z o A pour 3% (¢ N —¢1),

VT o A ¢ pour VT (¢ A ¢1),

Nz o A Nier(Fgicdi)  pour 3T (0 A (Fg1d1) A ... A (FYndn) A vrai),

3?7z o A Nijer ~(3Yipi) pour 372 (o A (—(3g161)) A .. A (—(FYndn)) A vrai).

Propriété 2.1.1.3 Si T = 37% ¢ alors
TE BxeA-9¢)— (FTp) A-(3T @ A 9)). (2.1)

Preuve. Soit M un modeéle quelconque de T et 37 ' A—¢’ une instanciation de 37 p A—¢ par des
individus de M. Notons ¢} la M-formule (3z ¢’ A—¢') et b la M-formule (37 ') A—=(3z" A @).
Pour montrer 1’équivalence (2.1), il suffit de montrer que

M [ g1 < @3 (2.2)

Si M = —(3z¢') alors M |= =9 et M = —ph, donc I'équivalence (2.2) est satisfaite.
Si M | 37 ¢ alors du fait que T | 3?7 ¢/, il existe un vecteur unique i d’individus de M tel
que M |= ¢’ - Deux cas sont a étudier

Si M = —=(¢),_5), alors M |= (¢ A=¢)z3, donc M = ). Du fait que i soit unique et
M = =(¢,_5), alors il n’existe aucun vecteur @ d’individus de M tel que M = (¢’ A ¢')z—u. Par
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conséquent, M = —(3z ¢’ A ¢') et donc M = ¢h. On a M | ¢} et M = ¢, donc 1'équivalence
(2.2) est satisfaite.

SiM = ¢ 5 alors M |= (¢'A¢')z 7, donc M |= =, Du fait que 7 soit unique et M |= ¢/,
alors il n’existe aucun vecteur @ d’individus de M tel que M |= (¢’ A —¢')z—g. Par conséquent,
M = -3z ¢ A—¢') et done M = —¢). On a M | -} et M = —ph, donc équivalence (2.2)
est satisfaite. O

Corollaire 2.1.1.4 Si T = 37z ¢ alors

Tk Czon \-di) < (Bzp) A N\ =Gz oA di)).

iel iel
Preuve. Soit v la formule =(/A;c; —¢;). La formule
3z o A\ i,
el
est équivalente dans T &
dz (2 VAN —\1#.

Du fait que T' |= 37Z ¢, alors d’aprés la propriété 2.1.1.3, la formule précédente est équivalente
dans T &
@z o) A=(Fzp AY),
qui est équivalente dans T" &
(32 9) A =3z 0 A =(/\ =),

el

donc a
3z ) A=Ez e A (\ ),

i€l

c’est-a-dire &
Bz) A=Fz (\ (9 A ¢0))),
i€l
et donc &
Bz) A=\ Bz A ¢i).
i€l

la formule précédente est finalement équivalente dans 1" a

@z o) A \ (G2 e ).
i€l

O

Propriété 2.1.1.5 Si T = 375¢ et si aucune variable de § n’a d’occurrences libres dans ¢ alors

(FzeA-(3y9))
TEG@zeA-BgoA)) — v . (2.3)
(FZgo Ao A1)
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Preuve. La formule
e A=(FyoAY),
est équivalente dans T' &

e A3y oA =(=9),

qui, du fait que T' = 377¢ et du fait de la propriété 2.1.1.3, est équivalente dans T' &

3z o A =((3y ) A—(Tge A —1p)),
c’est-a-dire &
Iz e A((=(379)) V (3go A=),

et donc &
Bz A=(Fy¢))
\ )

Bz A (3go A )

qui, du fait qu’aucune variable de g n’ait d’occurrences libres dans ¢, est équivalente dans T &

(Fzp A =(Ty9))
V

Fzge Ao AN )
O

Propriété 2.1.1.6 Si T = 3!z ¢ alors
Tk (G2 A—9) -G A0).
Corollaire 2.1.1.7 Si T = 3z ¢ alors

TE@zen N\-¢) = \-CGTeAdi)
iel icl

Corollaire 2.1.1.8 Si T = ¢ — (3'z ) alors

TE@AGTeA \-¢:) = @A N-GToAd))

el i€l

2.1.2 Quantificateur infini : 32

Soit M un modéle et 7" une théorie. Soit ¢(z) une M-formule et ¥(u) un ensemble de formules
ayant au plus u comme variable libre.

Définition 2.1.2.1 On écrit
M 350 (), (2.4)

si pour toute instanciation 3z @' (x) de Iz p(x) par des individus de M et pour tout sous-ensemble
fini {41 (u), .., Yn(u)} d’éléments de ¥(u), l'ensemble des individus i de M tels que M = (i) A
/\je{l,...m} —p;(i) est infini.

On écrit T = 3wy (), si pour tout modéle M de T on a (2.4).
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Ce quantificateur infini a un sens uniquement dans les modéles infinis, c’est-a-dire, les modéles
dont I'ensemble des individus est infini. Dans le cas particulier ot ¥(u) se réduit a ’ensemble
{fauz}, la forme (2.4) signifie tout simplement que M contient une infinité d’individus i tels
que M = (7). Une des intuitions de base de cette définition provient d’un souhait d’éliminer le
quantificateur vectoriel 3% des formules de la forme 3z ¢ A A;c; ~¢; avec I un ensemble fini éven-
tuellement vide et les ¢; des formules qui n’admettent pas d’élimination locale de quantificateurs.
La théorie 7 des arbres finis ou infinis présentée dans la section 2.4 est un bon exemple de théo-
rie n’admettant pas d’élimination compléte de quantificateurs. L’ensemble W(u) contient dans ce
cas, des formules de la forme 3z y = f(&), qui n’acceptent pas d’élimination de quantificateurs.

Propriété 2.1.2.2 Soit J un ensemble fini (éventuellement vide) et soient p(x) et @;(x) des

M-formules avec j € J. SiT = Eloo )y () et si pour chaque pj(x), au moins une des propriétés
sutvantes est satisfaite
ST (o),
— il existe j(u) € W(u) tel que T =V pj(r) — ¢j(x),
alors
T | 30 (2) A \jey ~5(2).

Preuve. Soit M un modéle de T" et soit 3z ¢'(x) A A je; ) (x) une instanciation de 3z p(z) A
/\je 7 7wj(x) par des individus de M. Supposons que les conditions de la propriété 2.1.2.2 soient
satisfaites et montrons que

M 30/ () A ey~ (). (25)
Soit J' I'ensemble des j € J tels que M = 37z ¢ (x) et soit m sa cardinalité. Du fait que pour
tout j € J', M = 37z ¢)(z), alors il suffit que M contienne au moins m + 1 individus, pour
garantir I'existence d’un individu 7 € M tel que

Mg A 600 (2.6)

jeJ

D’autre part, du fait que T' | Elo‘po(u)x o(z) et d’aprés la définition 2.1.2.1 on sait que pour
tout sous-ensemble fini {1 (u),...,¢n(u)} de ¥(u), 'ensemble des individus i de M tels que
M = ¢' (1) AN Nj—1 ~¥(?) est infini. Du fait que pour tout j € J — J' on ait M |= Vx p;j(z) —
Yj(x), alors M = Vo (—j(x)) — (—¢j(z)), et donc il existe un ensemble infini ¢ d’individus
i de M tels que M = ¢'(i) A Njey_y —#}(i). Du fait que § soit infini, alors il contient au
mois m + 1 individus et donc d’aprés (2.6) il existe au moins un individu 7 € £ tel que M |=

O'(i) A (Njes—r ﬂgog(z)) A (Arey —¢5(1)). Donc on a bien
M 3eg/(@) A N ().
jeJ

O

Propriété 2.1.2.3 Si T |= 3;1’0(“ x@(x) alors T |= ai(“)x vrai.

Preuve. soit M un modéle de T. Si T' = Jo) xp(z) alors M = 32 o(z). D’apres la

définition 2.1.2.1, il existe une infinit¢ d’individus i tels que M [ ¢(i) A A\jey ~p;(i) avec
@j(u) € ¥(u) pour tout j € J. Donc, il existe un ensemble infini d’individus i tels que M =

vrai A \jey ~pj(i) cest-a-dire M = 39 % vrai et done T = 3 2 yrai. O
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2.2 Théorie infini-décomposable

2.2.1 Définition

Définition 2.2.1.1 Une théorie T ayant au moins un modéle est dite infni-décomposable ou
tout simplement décomposable, s’il existe un ensemble ¥(u) de formules ayant au plus u comme
variable libre, un ensemble T-fermé A, et trois ensembles A', A” et A" de formules de la forme
dZa avec o € A tels que

1. Toute formule de la forme AT aA), avec o € A et 1p une formule quelconque, est équivalente
dans T & une formule svls décomposée de la forme

3z’ o/ A (32" " A (3T " A Y)),

avec 37’ o’ € A', 37" " € A" et 3T " € A"

2. 8137’ € A’ alors T |= 377 o et pour toute variable libre y dans 3T'a’, au moins une des
Propriétés suivantes est vérifiée
- T3y’ o,
— il existe Y(u) € ¥(u) tel que T |=Vy (3T’ ') — P(y).

3. 81 37"a” € A" alors pour toute variable i de Z" on o T = afo(“)m;/ o

4. 81 37" € A" alors T = 7" .

5. Si la formule 3T’ appartient a A’ et n’a pas de variables libres alors T’ = ¢ et o €
{vrai, fauz}.

Du fait que A soit T-fermé, alors A est un sous-ensemble de AT'. Les formules de A” et A"
acceptent un élimination compléte de quantificateurs du fait des propriétés de leur quantificateur
vectoriel associé : 3!, respectivement Ei;ljo(u). Par contre, les formules de A’ peuvent éventuellement
ne pas accepter d’élimination compléte de quantificateurs due au deuxiéme point de la définition
2.2.1.1 : T |=3?%'d/. Le calcul des ensembles A, A, A”, A" et ¥(u) pour une théorie T dépend
de l'axiomatisation de 7. En général, il suffit de savoir résoudre une formule de la forme Iz
avec o € PL pour avoir les premiéres intuitions sur ces ensembles. Informellement, les ensembles
A, A" et A” peuvent étre nommés suivant leur quantificateur vectoriel associé; ainsi, A’ est
I’ensemble au plus une solution et contient les formules qui ont au plus une instanciation valide
dans tout modele de T'. L’ensemble A” est I'ensemble des instanciations infinis et contient les
formules qui acceptent une infinité d’instanciations valides dans tout modeéle de T'. L’ensemble A"’
est 'ensemble des solutions uniques et contient les formules qui ont une et une seule instanciation
valide dans tout modéle de T. Quant & l’ensemble W(u) il contient généralement de simples
formules qui ont au plus une variable libre et qui sont de la forme dZa avec a € A. Notons
également, que les ensembles A’ et A" sont généralement non vides du fait que dans tout modéle
M de T onait M E3Ilcx=yet M =3zx=y.

Propriété 2.2.1.2 Soit T' une théorie décomposable. Toute formule de la forme 3T o, avec o €
A, est équivalente dans T a une formule svls de la forme 37" o/ avec 7'’ € A'.

Preuve. Soit 9T « une formule avec o € A. D’aprés la définition 2.2.1.1, cette formule est
équivalente dans T & une formule svls de la forme

Elj/ Oé, A (E!CE,/ O{// A (Elg—:/// CM///)),
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avec 3¥' o € A/, 37" " € A" et T " € A"”. Du fait que 3" /" € A" alors d’aprés la
définition 2.2.1.1, T |= 317""a/”" et donc en utilisant le corollaire 2.1.1.7 (avec ¢ égale a fauz), la
formule précédente est équivalente dans T' &

3z’ o/ A (32" "),

qui est équivalente dans T' &

3z’ o/ A (3.2l 32 ).
Du fait que 37" o” € A", alors d’aprés la définition 2.2.1.1, on a T | EI;IIO(”)QS’,’L o et donc
T |= 32! . Par conséquent, la formule précédente est équivalente dans 7' &

37" o/ A (3.2l vrai),
et donc a

3z o

O

Corollaire 2.2.1.3 Soit T une théorie décomposable. Si la formule 3T o, avec o € A, n’a pas de
variables libres alors, soit T' = 3z «, soit T |= —(3z ).

Preuve. Soit J% « une proposition avec a € A. D’aprés la propriété 2.2.1.2, cette proposition
est équivalente dans T & une proposition de la forme 37’ o/ et qui appartient a A’. D’apreés le
dernier point de la définition 2.2.1.1, cette proposition est de la forme Je vrai ou Je faux. Du fait
que T admette au moins un modéle alors soit 7' |= 3 «, soit T = —(3Z «v). La condition T" a au
moins un modéle est vitale! En effet, si T" n’avait pas de modéle, alors il se pourrait trés bien
que T |= vrai < fauz et donc on aurait a la fois T' = Jza et T = ~(3T ). O

2.2.2 Complétude

Théoréme 2.2.2.1 Si T est décomposable alors T est compléte.

Preuve. Soit T une théorie décomposable qui satisfait aux cing conditions de la définition
2.2.1.1. Montrons que T est compléte en utilisant la propriété 1.2.3.1 et en prenant comme
formules de base les formules de la forme 3% o, avec a € A. Notons que d’aprés la définition
2.2.1.1, les ensembles A’, A” et A" contiennent des formules de la forme 3z avec a € A.

Montrons que la premiére condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite, c’est-a-dire, toute
formule & plat est équivalente dans T° & une combinaison booléenne svls de formules de base.
Soit « une formule & plat. D’aprés la définition 2.2.1.1 ’ensemble A est T-fermé, donc toute
formule & plat est équivalente dans T' & une formule svls qui appartient & A. Par conséquent, «
est équivalente dans T" & une formule svls 8 qui appartient & A. Du fait que 3 soit équivalente
dans T a Je B avec 3 € A, alors « est équivalente a une formule de base? et donc la premiére
condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite.

Montrons que la deuxiéme condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite, c’est-a-dire, toute
formule de base sans variables libres est équivalente soit a vrai, soit & fauzr dans T. Soit 37 «
avec « € A une formule de base sans variables libres. D’aprés le corollaire 2.2.1.3, soit T' = Jza,
soit T' = —=(3% «). Donc T satisfait & la deuxiéme condition de la propriété 1.2.3.1.

?Bien entendu, une formule de base est un cas particulier de combinaison booléenne de formules de base.
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Montrons que la troisiéme condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite, c’est-a-dire, toute
formule de la forme
3z (Nier(3Z: i) A (Njes =375 55)); (2.7)
avec o; € A pour tout 7 € I et 3; € A pour tout j € J, est équivalente dans 7" & une combinaison
booléenne svls de formules de base, c’est-a-dire, une combinaison booléenne svls de formules
de la forme JdZa avec a € A. En remontant les quantifications 3%; aprés avoir éventuellement
renommeé certaines variables qui figurent dans chaque Z;, la formule (2.7) est équivalente dans T
a une formule svls de la forme

dz (/\Z'ej Oéi) A /\jeJ _'(Elgj ﬁj)’

avec a;; € A pour tout ¢ € I et B; € A pour tout j € J. D’aprés la définition 2.2.1.1, I’ensemble
A est T-fermé, donc il est fermé pour la conjonction. Ainsi, la formule précédente est équivalente
dans 7' & une formule svls de la forme

3z a A Njes ~(375 55),

avec a € A et 3; € A pour tout j € J. D’aprés le premier point de la définition 2.2.1.1, la formule
précédente est équivalente dans T' & une formule svls de la forme

7 o A (Elit” o A (33—3/// o A /\jGJ ﬁ(ﬂgj ﬁj))),

avec 37’/ € A’, 37" " € A", 3" /" € A" et B; € A pour tout j € J. Du fait que 37" o €

A" alors d’apres le quatriéme point de la définition 2.2.1.1, T' = 37" o’. Donc, en utilisant le

corollaire 2.1.1.7, la formule précédente est équivalente dans T" a
37" o' A (32" Q"N Njey ~(32" ™ N (3y; B)))-

En remontant les quantifications 3y; aprés avoir éventuellement renommé certaines variables qui
figurent dans chaque ;, le formule précédente est équivalente dans T' a

353/ al A (Elj” O[” A /\JEJ_'(Elelzlg] a/// A ﬂ]))

D’aprés la définition 2.2.1.1, les ensembles A’, A” et A" contiennent des formules de la forme
Jza avec o € A, donc o € A. Du fait que §; € A pour toute j € J et du fait que A soit
T-fermé (donc fermé pour la conjonction) alors pour tout j € J la formule o A 3; appartient a
I’ensemble A. Donc, la formule précédente est équivalente dans 7' a une formule svls de la forme

3z o/ A (32" " N Njes ~(35 87),

avec 3z’ o/ € A’, 37" o' € A", et B; € A pour tout j € J. D’aprés le corollaire 2.2.1.2, la formule
précédente est équivalente dans 7' a une formule svls de la forme

3z of A (32" " A Njey ~ (3 B5)),

avec 37’ o’ € A', 31" o € A", et Jy; 3; € A’ pour tout j € J. Soit alors Ji, I'ensemble des j € J
tel que x;, n'ait pas d’occurrences libres dans la formule 3y743;. Ainsi, la formule précédente est
équivalente dans T' a

(Nje, =375 B5))A

3z’ o/ A (3. 32l _
N [ Y WE N3

). (2.8)
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Du fait que 37" " € A” et 3y} 8; € A’ pour tout j € J, alors d’aprés la propriété 2.1.2.2 et les
points 2 et 3 de la définition 2.2.1.1, la formule (2.8) est équivalente dans 7" a

37" A (2. Fzy_y (vrai A Nje g, (375 55)))-

En répétant les trois derniéres étapes (n — 1) fois, en notant Ji Uensemble des j € J_1 tels que
a:’(’n_k +1) n’ait pas d’occurrences libres dans Hg;- ﬁj’- et en utilisant (n — 1) fois la propriété 2.1.2.3,
la formule précédente est équivalente dans 1" &

3" ' A Njes, ~(37; 5))-

Du fait que 37’ o/ € A, alors d’aprés le second point de la définition 2.2.1.1, T = 377’ o’. Donc,
en utilisant le corollaire 2.1.1.4, la formule précédente est équivalente dans 71" &

(37" ") A Njes, (37"’ A (ng; ﬂ})).

En remontant les quantifications Jj; apres avoir éventuellement renommé certaines variables qui
figurent dans chaque ¥;, la formule précédente est équivalente dans 7" a

(37" ') A Njeg, ~(32'3g5 o' A ).

D’aprés la définition 2.2.1.1, les ensembles A’, A” et A" contiennent des formules de la forme
JZa avec o € A. Donc, du fait que 37’ o’ € A" et 3y} 87 € A’ pour tout j € Jy, alors o’ € A et
B; € A pour tout j € J,. Du fait que A soit T-fermé, il est fermé pour la conjonction et donc
pour tout j € J,, la formule o/ A B; apparient a A. Ainsi, la formule précédente est équivalente
dans T' & une formule svls de la forme

(B2 ) A Ajes, ~(3955),

avec o € A et 3 € A pour tout j € J,,. Cette formule est une combinaison booléenne de formules
de la forme 3z« avec a € A, c’est-a-dire, une combinaison booléenne de formules de base. Notons
que nous n’avons jamais ajouté de variables libres et avons renommé uniquement les variables
quantifiées. Donc, la troisiéme condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite.

Du fait que T satisfasse aux trois conditions de la propriété 1.2.3.1, alors T' est une théorie
compléte. O

D’aprés le théoréme 2.2.2.1 et le corollaire 1.2.3.2, on a la corollaire suivant

Corollaire 2.2.2.2 Si T est décomposable et si pour toute formule 3T'a/ élément de A" on a
T’ =€, alors T accepte un élimination compléte de quantificateurs.

Preuve. Soit T une théorie décomposable telle que pour toute formule 37'a’ € A’ on ait
T’ = e. Soit ¢ une formule quelconque. Dans la preuve du Théoréme 2.2.2.1, nous avons montré
que T satisfait aux trois conditions de la propriété 1.2.3.1 en prenant comme formules de base,
des formules de la forme dZa avec a € A. Donc, d’aprés le corollaire 1.2.3.2, la formule ¢
est équivalente dans T' & une combinaison booléenne svls de formules de base, c’est-a-dire, a
une combinaison booléenne svls de formules de la forme JZa avec o € A. D’aprés la propriété
2.2.1.2, chacune de ces formules de base est équivalente dans 1" & une formule svls de la forme
37'a’ et qui appartient a A’. Du fait que pour tout 3z7’a’ € A’ on ait ' = ¢ et du fait que
o/ € A (d’apreés la structure syntaxique de 1’ensemble A’ définie dans la définition 2.2.1.1) alors
la formule ¢ est équivalente dans T' & une combinaison booléenne d’éléments de A. Du fait que
T soit décomposable alors A est T-fermé et donc A C AT. Ainsi, la formule ¢ est équivalente
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dans T" & une combinaison booléenne svls ¢ de conjonctions de formules atomiques. D’aprés la
syntaxe de nos formules atomiques définie dans le chapitre 1, il est clair que ¢ ne contient plus
de quantificateurs. O

Ce corollaire établit le lien direct entre ’ensemble A’ et la notion d’élimination de quantifi-
cateurs. En effet, si T" est décomposable et n’accepte pas d’élimination de quantificateurs alors il
suffit d’ajouter des axiomes a T tels que les formules de A’ acceptent une élimination compléte
de quantificateurs pour obtenir une nouvelle théorie compléte, décomposable et dotée d’une éli-
mination compléte de quantificateurs. Par ailleurs, les ensembles A” et A”' n’interviennent pas
dans ce corollaire du fait que dans toute théorie décomposable T les formules de A” et A" ac-
ceptent une élimination compléte de quantificateurs due a leur quantificateur vectoriel associé 3!
respectivement 3;%(“). Notons également que si T" est une théorie décomposable qui satisfait ce
corollaire, alors on peut s’intéresser & obtenir le plus petit sous-ensemble T™ d’axiomes de T, tel
que T™ accepte toujours une élimination compléte de quantificateurs. Pour cela, il suffit d’enlever
axiome par axiome de T et de vérifier & chaque fois que la théorie ainsi obtenue satisfasse ce
corollaire. Ce corollaire montre également le fait que toute théorie décomposable n’admet pas
forcement d’élimination compléte de quantificateurs. En effet, les théories des arbres finis, infi-
nis et finis ou infinis introduites par M. Maher [33] n’acceptent pas d’élimination compléte de
quantificateurs ; ce qui ne les empéchent pas d’étre décomposables et donc complétes [19].

2.2.3 Exemples de base

Nous présentons dans cette sous-section deux théories fondamentales et montrons leur dé-
composabilité. La premiére représente une axiomatisation d’un ensemble infini d’individus tous
distincts munis d’un ensemble de fonctions et de relations vide. Cette théorie notée Fq n’est
rien d’autre qu’'une petite extension de la théorie équationnelle de Clark, plus connue sous le
nom de Clak equational theory CET [3], méme si d’aprés la syntaxe de nos formules, I’égalité est
considérée comme un symbole logique primitif muni de ses propriétés usuelles (commutativité,
transitivité ...). La deuxiéme théorie représente 'axiomatisation des rationnels ou réels additifs
munis des opérations d’addition et de soustraction. Le but de ces deux exemples est de montrer
la décomposabilité de théories fondamentales dont les propriétés sont bien connues. Par ailleurs,
nous présenterons dans la section 2.4 une théorie décomposable beaucoup plus complexe que
celles définies dans cette sous-section et qui nécessite une étude approfondie de ses propriétés.
C’est la théorie des arbres finis ou infinis!

Supposons tout au long de cette sous-section que les variables de V' soient ordonnées par un
ordre total, strict, dense et sans extrémes, noté .

Théorie Eq de ’égalité

Soit ¢ une théorie munie d’une signature vide et dont les axiomes sont I’ensemble infini des
propositions de la forme suivante

(1) Vzi.Va,Jy—(x1 =y) Ao A= (2, = y), (2.9)
ou les xj...z, sont des variables distinctes avec (n # 0). La forme (2.9) est appelée schéma

d’axiome et pour toute valeur de n il existe un axiome de Eq. Par exemple la propriété suivante
est vraie dans Fq

EqlE=3Jr—(x=y)A—-(z = 2).
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Cette théorie a pour modéle standard un ensemble infini d’individus tous distincts. Du fait que
Eq soit munie d’une signature vide alors AT = PL et donc toutes les équations de Eq sont &
plat.

Définition 2.2.3.1 Soient x ety deuz variables distinctes. On appelle représentant d’une équa-
tion x = y la variable x. Une conjonction o de formules a plat est dite (>)-résolue dans Eq si
(1) faux n’est pas une sous-formule de «, (2) toutes les équations de o sont de la forme © =y
3 x =y, (3) chaque équation de o a un représentant distinct qui n’apparait pas dans les
autres équations de a.

avec

Propriété 2.2.3.2 Toute conjonction de formules & plat est équivalente dans Eq soit & faux,
soit a conjonction svls (-)-résolue d’équations.

Soient x, y et z des variables telles que x > y > z. La conjonction x = Ay = z n’est pas (>)-
résolue car dans I’équation £ = x on a x ¥ x. De la méme maniére, la conjonction t =y Ay = z
n’est pas (>)-résolue car y est représentant de I’équation y = z et a une autre occurrence
dans 'équation = = y. Les conjonctions vrai et x = z Ay = z sont (>)-résolues. Le calcul
d’une éventuelle conjonction (>)-résolue d’équations a partir d’un conjonction de formules a plat
dans Fq est évidente? et utilise les propriétés usuelles de 1’égalité (commutativité, substitution,
transitivité... ) en remplagant toute formule de la forme x = x respectivement a A fauzx par vrai
respectivement par fauz.

Propriété 2.2.3.3 Soient a une conjonction (>)-résolue d’équations et T le vecteur des repré-
sentants des équations de o. On a

1. Eq =3z a.
2. Eq E Eii"“}:c vras.
3. Pour tout x € var(a) on a Eq = 37z .

Le premier point provient du fait que tous les représentants sont distincts et ont une et une seule
occurrence dans «. Ainsi, dans tout modéle de Fq, pour toute instanciation des membres droits
des équations de « il existe une et une seule valeur pour les membre gauches des ces équations
et donc une et une seule valeur pour les représentants des équations de a. Le deuxiéme point est
une conséquence du schéma d’axiomes (2.9) qui affirme que pour tout ensemble fini de variables
distinctes x1...x,, il existe une variable y différente de tous les x;. Ainsi, dans tout modéle de
Eq, il existe une infinité d’individus et par conséquent Eq |= Eliécaw}:v vrai. Le troisiéme point
provient du fait que dans une conjonction (>)-résolue d’équations il n’existe pas de formules de
la forme x = x (car = # x). Donc, en utilisant les propriétés de I’égalité, pour tout modéle de
Eq et pour toute instanciation des variables de var(a) — {x}, soit il existe une unique solution
pour z, soit il existe une contradiction dans cette instanciation et donc il n’y a pas de valeurs

possibles pour z.

Propriété 2.2.3.4 La théorie Eq est décomposable.

3Rappelons que > est une relation d’ordre strict et donc z ¥ .
4

DMy=z=z=y. Qrz=yra=z=z=yAz=y. B)z=yAz=x=zx=yAz=y.
(4) faur N a = fauz. (5) z =z = vrai.

Les régles (1), (2) et (3) sont appliquées uniquement si & > y.
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Preuve. Montrons que Eq satisfait aux conditions de la définition 2.2.1.1. Les ensembles A, A’,
A" A" et WU(u) sont choisis de la maniére suivante
— A est Pensemble PL.
— A’ est 'ensemble des formules de la forme Je o’ ot o est soit une conjonction (>)-résolue
d’équations, soit la formule fauz.
— A” est I'ensemble des formules de la forme 3z vras.

— A" est 'ensemble des formules de la forme 37"a™ avec o/ une conjonction (>)-résolue

d’équations et '’ le vecteur des représentants des équations de o”.

- U(u) = {fauz}.

Bien entendu, I’ensemble PL est Eg-fermé et A’, A” et A” contiennent des formules de la forme
dz « avec o € PL.

Montrons que Eq satisfait & la premiére condition de la définition 2.2.1.1. Soient o« € PL et
¥ une formule quelconque. Soit z un vecteur de variables. Choisissons un ordre > tel que les
variables de Z soient supérieures aux variables libres 4T ov. D’aprés la propriété 2.2.3.2, deux cas
sont & étudier

Soit, la formule « est équivalente a faur dans Eq et donc la formule 3Za A 1) est équivalente
dans Fq a une formule décomposée de la forme

Je fauz A (e vrai A (Je vrai A ).

Soit, la formule « est équivalente dans Eq a une conjonction svls 3 (>)-résolue d’équations
a plat. Soit alors X, I’ensemble des variables de T qui sont des représentants dans les équations
de . Soit X,, I’ensemble des variables de Z qui ne sont pas des représentants dans les équations
de (. La formule 3Za A v est équivalente dans Fq a une formule décomposée de la forme

3z’ o/ A (32" " A (T " A )), (2.10)

avec T’ = e. La formule o/ contient la conjonction des équations de 3 dont les représentants
n’appartiennent pas a X, c’est-a-dire dont les représentants sont libres dans 3z(3. Le vecteur
z" contient les variables de X,,. La formule o est la formule vrai. Le vecteur " contient les
variables de X,. La formule o est la conjonction des équations de (3 dont les représentants
appartiennent & X,.. D’aprés notre construction, il est clair que 37'a/ € A’, 3x"a” € A" et
37"a/" € A" Montrons maintenant que (2.10) et 3T« A ) sont équivalentes dans Eq. Soient X,
X', X" et X" les ensembles des variables des vecteurs® de z, @', " et Z”. Si «v est équivalente &
fauzr dans Eq alors I’équivalence de la décomposition est évidente. Sinon, § est une conjonction
(>)-résolue d’équations et donc d’aprés notre construction nous avons X = X' U X" U X",
XNX"=0,X'nX" =0, X"nX" =0, X' =0, pour tout z/ € X" on a 2/ & var(a’)
et pour tout = € X" on a a2 & var(a’ A o). Ces propriétés proviennent de la définition
d’une conjonction (>)-résolue d’équations et de 'ordre > qui a été choisi tel que les variables
quantifiées de 3% o soient plus grandes que les variables libres de 3z a. D’autre part, chaque
équation de 3 apparait dans o/ Ao’ Ao et chaque équation de o/ A o’ A o apparait dans 3 et
donc Eq | B < (a/ A&’ ANa"). Nous avons montré que les quantifications sont cohérentes et que
I'équivalence Eq = < o/ Ao’ AN’ est satisfaite. D’apreés la propriété 2.2.3.2 ona Eq = a « 3

et donc la décomposition maintient 1’équivalence dans Fgq.

Exemple 2.2.3.5 Décomposons la formule

deyzv=wAz=zAz=xANv=y.

®Bien entendu, si Z = ¢ alors X = ()
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Choisissons d’abord un ordre = tel que x = y = z = v = w et transformons maintenant la
formule v=wAz=2zAz=xANv =1y en une conjonction (> )-résolue d’équations. La formule
précédente est équivalente dans Eq a

Jryzv=wAzr=2zANy=uw.
Cette formule est équivalente dans Eq a une formule décomposée de la forme
Jev=wA (Fzvrai N Bryz =2z ANy =w)).

La théorie Fq satisfait a la deuxiéme condition de la définition 2.2.1.1 d’aprés le troisiéme
point de la propriété 2.2.3.3 et en utilisant le fait que ' = . La théorie Eq satisfait a la troisiéme
condition de la définition 2.2.1.1 d’aprés le second point de la propriété 2.2.3.3. La théorie Fq
satisfait a la quatriéme condition de la définition 2.2.1.1 d’aprés le premier point de la propriété
2.2.3.3. La théorie Fq satisfait a la derni¢re condition de la définition 2.2.1.1 car A’ est de la
forme Je o ot o est soit la formule fauz soit une conjonction (>)-résolue d’équations. Donc, si
Je o’ n’a pas de variables libres alors soit o’ = vrai, soit o/ = faux.

On a montré que FEq satisfait & toutes les conditions de la définition 2.2.1.1, elle est donc
décomposable. O

Notons également que Fq accepte une élimination compléte de quantificateurs. En effet, le
corollaire 2.2.2.2 illustre ce résultat car pour toute formule 37’a/ € A’ on a 7’ = ¢.

Théorie Ra des rationnels ou réels additifs

Soit F' = {4+, —,0,1} un ensemble de symboles de fonction d’arités respectives 2,1,0,0 et
R = () un ensemble de symboles de relation vide. Soit a un entier positif ou nul et 1, ..., ¢, des
termes.

Notation 2.2.3.6 Notons
— Z, ’ensemble des entiers.
— t1 + to, le terme +t1to.
t1 + to + t3, le terme +t1(+tats).
- 0.t1, le terme 0.
~ —a.ty, le terme (—t1) + -+ (—t1).

|

a
a.ty, le terme t1 + - -+ + 11,
—_———

a
- Yo ti, letermety +ta+ ...+t +0, oty +t2 + ... + 1, estle terme t; +ta+ ...+t dans
lequel nous avons supprimé tous les termes t; qui sont égauz a 0. Pour n = 0, le terme
Yo ti se réduit au terme 0.

Soit alors Ra la théorie des rationnels ou réels additifs de signature S = F' U R et dont les
axiomes sont I’ensemble infini des propositions de I'une des 8 formes suivantes
1 VaVyz+y=y+ux,
VaVyVza + (y+ 2) = (x + y) + 2,
Veax + 0=z,
Vex + (—z) =0,
Vernoz=0—z=0,
Ve Alyn.y = x,
VaVyVz (x = y) < (x+ 2z =y + 2),
_\(0 = 1)7

S

OO\ICD:U!#C)J[\D
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avec n un entier non nul. Cette théorie a deux modéles standards : les rationnels ) munis de
I’addition et de la soustraction dans @) et les réels R munis de ’addition et de la soustraction

dans R.

Définition 2.2.3.7 On appelle brique toute conjonction « de formules de la forme

- vrat,

- faux,

- Y ria;.x; = ap.l avec x1,...,x, des variables toutes distinctes et a; € Z pour tout i €
{0,1,...,n}

Définition 2.2.3.8 Soit a une brique :
— On appelle représentant d’une équation de « de la forme Y 1 | a;.x; = ag.1 la plus grande
variable xy, suivant U'ordre = (k € {1,...,n}) telle que aj # 0.
— La brique « est dite (>)-résolue dans Ra si (1) chaque équation de o a un représentant
distinct qui n’apparait pas dans les autres équations de «, (2) o ne contient pas de sous-
formules de la forme 0 = ag.1 ou fauxr avec ag € Z.

En utilisant les axiomes de Ra nous montrons facilement la propriété suivante

Propriété 2.2.3.9 Pour tout k € {1,...,n} on a

n

n
Ra = Zai.wi =aqg.l < ap.Tp = Z (—a;).x; + ap.1
i—1 i=1,i#k

Propriété 2.2.3.10 Toute brique est équivalente dans Ra soit o faux, soit a une brique svls
(>)-résolue.

Soient x, y et z des variables telles que x > y > z. La brique 2.x +y = (—=1).1 A2.2+y = 0.1
n’est pas (>)-résolue car y est représentant de 1'équation 2.z + y = 0.1 et apparait également
dans I'équation 2.2 +y = (—1).1. De la méme maniére, la brique x +y = 3.1 A0 = 0.1 n’est pas
(>)-résolue car 0 = 0.1 est sous-formule de a. Les briques vrai et x +2.2 =4.1A3.y +2.2 = 3.1
sont (=)-résolues. Le calcul d’une éventuelle brique (= )-résolue est évident® et se fait notamment
en utilisant la propriété 2.2.3.9 ainsi qu'une technique usuelle de substitution et de simplification
d’équations en remplagant toute formule de la forme 0 = ag.1 par fauz si ag # 0 et par vrai
sinon, et toute formule de la forme faur A o par fauz.

Propriété 2.2.3.11 Soient o une brique (>=)-résolue et T le vecteur des représentants des équa-
tions de a. On a

1. Ra =37 a.
2. Ra = W g vrai.

3. pour tout x € var(a) on a Ra |= 37z a.

6
(1) 0=0.1 = wvrai. (2) 0=ao.1 = fauz. (3) faur N @ = fauz.
7.17 i.Li = AN Zni Q; . T; = a().l/\
4) | Lo G = a0 A
( ) Zi:l bZZL‘Z = bo.]. Zizl(bkai — akbl)xz = (bkao — akbo).l

Dans la régle (2) ag # 0. Dans la régle (4) xy est le représentant de la brique Z?zl a;.x; = ap.1 et by # 0.
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Le premier point provient du fait que chaque représentant d’une équation de « est distinct et
n’apparait pas dans les autres équations de «. Donc, si I'on transforme chaque équation de
la forme > ; a;.x; = ap.l en une formule de la forme ap.xp = Yi-i(—a;).z; + ap.l ou xg
est le représentant de cette équation (en utilisant la propriété 2.2.3.9), alors on obtient une
conjonction d’équations dont les membres gauches sont distincts et n’ont pas d’occurrences dans
les membres droits. Ainsi, dans tout modéle de Ra, pour toute instanciation des membres droits
de ces équations, il existe une et une seule valeur pour les membres gauches de ces équations et
donc une et une seule valeur pour les représentants de ces équations d’aprés 'axiome 6 de Ra.
Le deuxiéme point provient de I'axiome 8 qui affirme que Ra = —(0 = 1). En utilisant alors
l'axiome 7, on obtient Ra = —(0+1 =1+ 1). puis Ra | —(1 = 1+ 1) en utilisant 'axiome
3 et finalement Ra = —(0 = 1+ 1) du fait de la transitivité de 1’égalité. Si I'on répéte alors les
étapes précédentes n fois, nous obtenons n distincts individus dans tout modéle de Ra. Il existe
alors un ensemble infini d’individus dans tout modéle de Ra et donc d’aprés la définition 2.1.2.1,
on a Ra = Elga“x}a: vrai. Le troisiéme point est évident et provient de la définition de brique
(>)-résolue et de la forme syntaxique des briques. En effet, dans tout modéle de Ra, pour toute
instanciation des variables de var(a)—{z}, soit il existe une unique solution pour z, soit il existe
une contradiction dans cette instanciation et donc il n’y a pas de valeurs possibles pour z.

Propriété 2.2.3.12 La théorie Ra est décomposable.

Preuve. Montrons que Ra satisfait aux conditions de la définition 2.2.1.1. Les ensembles A, A’,
A" A" et ¥(u) sont choisis de la maniére suivante

— A est I'ensemble des briques.

— A’ est 'ensemble des formules de la forme Je o’ o o' est soit une brique (>)-résolue, soit
la formule fauz.
A" est I'ensemble des formules de la forme 3z vrai.

— A" est Pensemble des formules de la forme 37"/ avec o/ une brique (>)-résolue et "

le vecteur des représentants des équations de o’”.

— U(u) = {faux}.
Notons BR 1’ensemble des briques. Il est clair que A’, A” et A” contiennent des formules de la
forme dZ « avec o« € BR. Montrons que BR est Ra-fermé. D’aprés la définition de BR, on a
BR C AT. D’autre part, BR est fermé pour la conjonction. De plus, si a est une formule & plat,
alors : si a est de la forme wvrai, fauz, * = 0 ou & = 1, c’est déja une brique’, sinon les régles
suivantes® transforment o en une brique

r=y = z+(-1)y=01
r=y+z = z+(-1)y+(-1)z2=0.1

Donc, BR est Ra-fermé. Montrons maintenant que Ra satisfait a la premiére condition de la
définition 2.2.1.1. Soient @ € BR et 1 une formule quelconque. Soit Z un vecteur de variables.
Choisissons un ordre > de variables tel que toutes les variables de T soient supérieures aux
variables libres de 3% «. D’apreés la propriété 2.2.3.10, deux cas sont a étudier

Soit, « est équivalente a faur dans Ra et donc la formule 3Za A ¢ est équivalente dans Ra a
une formule décomposée de la forme

Je faux A (3e vrai A (Je vrai A)).

"Les formules © = 0 et = 1 sont des briques car d’aprés la notation 2.2.3.6, les notations 1.z, 0.1 et 1.1
dénotent les termes x, 0 et 1.
8Ces régles sont vraies dans Ra et déduites de axiomatisation de Ra
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Soit, « est équivalente dans 7' & une brique 3 (>)-résolue. Soit alors X, l’ensemble des
variables de Z qui sont des représentants dans les équations de 3. Soit X, I’ensemble des variables
de Z qui ne sont pas des représentants dans les équations de 3. La formule dZa A est équivalente
dans T" & une formule décomposée de la forme

37 o' A (32" " A (3T " A Y)), (2.11)

avec T’ = e. La formule o/ contient la conjonction des équations de (3 dont les représentants
n’appartiennent pas & X,., c’est-a-dire, dont les représentants sont libres dans 3z(3. Le vecteur
z" contient les variables de X,,. La formule o est la formule vrai. Le vecteur " contient les
variables de X,.. La formule o/’ est la conjonction des équations de 3 dont les représentants
appartiennent a X,. D’aprés notre construction, il est clair que 37’/ € A’, 37"a” € A" et
37"a"" € A”. Montrons maintenant que (2.11) et 3Ta A ¢ sont équivalentes dans Ra. Soient
X, X', X" et X" les ensembles des variables des vecteurs z, 7', z” et 2””. Si « est équivalente
a faur dans Ra alors I’équivalence de la décomposition est évidente. Sinon, 3 est une brique
(>)-résolue et donc d’aprés notre construction, nous avons X = X' U X" U X", X' Nn X" =),
X'NX" =0, X"NnX" =0, X" =0, pour tout z/ € X" on a z/ & var(a/) et pour tout " € X"
on a = & var(a/ A o). Ces propriétés proviennent de la définition de brique (>)-résolue et de
I'ordre > qui a été choisi tel que les variables quantifiées de 3% o soient supérieures aux variables
libres de 3% o. D’autre part, chaque équation de 3 apparait dans o/ Ao’ Ao’ et chaque équation
de o/ Ao’ A o apparait dans 3 et donc Ra = 3 < (/ A &” A d”"). Nous avons montré que
les quantifications sont cohérentes et que 1’équivalence Ra = 8 < o/ Ao’ A o™ est satisfaite.
D’apreés la propriété 2.2.3.10 on a Ra = «a < 3, donc la décomposition maintient 1’équivalence

dans Ra.

Exemple 2.2.3.13 Décomposons la formule
Jryz20+w=31ANv+z=21ANv+x+2.2=4.1

Choisissons d’abord lordre = tel que x = y > z = v = w et transformons la brique 2.v + w =
B1Av+x =21Av+z+ 2.2 = 4.1 en une brique (>=)-résolue. La formule précédente est
équivalente dans Ra a

Jryz20+w=31A20+ (-1)w=1AN2.2=21,
qui est équivalente dans Ra a la formule décomposée suivante
Fe2v4+w=31AFyvrai A (Frz2.2+ (—1).w=1Az=1)).

La théorie Ra satisfait a la deuxiéme condition de la définition 2.2.1.1 d’aprés le troisiéme
point de la propriété 2.2.3.11 et en utilisant le fait que Z’' = e. La théorie Ra satisfait a la
troisiéme condition de la définition 2.2.1.1 d’aprés le deuxiéme point de la propriété 2.2.3.11.
La théorie Ra satisfait & la quatriéme condition de la définition 2.2.1.1 d’aprés le premier point
de la propriété 2.2.3.11. La théorie Ra satisfait & la derniére condition de la définition 2.2.1.1
car A" est de la forme Je o’ ou o est soit une brique (>)-résolue, soit la formule fauz. Donc, si
Jde o/ ne contient pas de variables libres, alors d’aprés la définition des briques (>)-résolues, o
ne contient pas de formules de la forme 0 = agl et donc J= o’ est soit la formule Je vrai, soit la
formule Je faux.

On a montré que Ra satisfait & toutes les conditions de la définition 2.2.1.1, elle est donc
décomposable. O

Notons également que Ra accepte une élimination compléte de quantificateurs. En effet, le
corollaire 2.2.2.2 illustre ce résultat car pour toute formule 37’a’ € A’ on a 7’ = «.
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2.3 Reésolution de propositions dans les théories infini-décom-
posables
Fixons-nous pour toute cette section une théorie T' décomposable munie d’un ensemble F' de

symboles de fonction et d'un ensemble R de symboles de relation. Les ensembles W(u), A, A’
A" et A" sont maintenant connus et fixés.

2.3.1 Formule normalisée

Définition 2.3.1.1 Une formule normalisée ¢ de profondeur d > 1 est une formule de la forme
~3za A N @), (2.12)
i€l

avec I un ensemble fini (éventuellement vide), o € PL, tous les p; sont des formules normalisées
de profondeur d; avec d = 1+ max{0,dy,...,d,} et toutes les variables quantifiées de ¢ ont des
noms distincts et différents des noms des variables libres.

Exemple 2.3.1.2 Soient f et g deuxr symboles de fonction 1-aire qui appartiennent ¢ F. La
formule

= lﬂavmz A ez =)

—(Fzy=feNhz=yAN-(Fey=gx))A H

est une formule normalisée de profondeur égale a trois. Les formules —(3e vrai) et —(3e faux)
sont deuz formules normalisées de profondeur égale & un.

Propriété 2.3.1.3 Toute formule ¢ est équivalente dans la théorie vide® a une formule norma-
lisée svls de profondeur d > 1.

11 est facile de transformer toute formule en une formule normalisée svls ; il suffit par exemple de
suivre les étapes suivantes

1. Introduire un supplément d’équations et de variables quantifiées pour transformer les
conjonctions de formules atomiques en conjonctions de formules & plat.

2. Exprimer les quantificateurs, constantes et symboles logiques avec —, A et 3, en utilisant
les transformations'? de sous-formules suivantes

(pVe) = =(—pA-9),
(p—9¢) = —(pA—9),
(pe=d) = (=(pA=9) A=(dA—p)),
(Vzp) = —~(Fr-yp).

3. Sila formule ¢ obtenue ne commence pas par le symbole =, alors la remplacer par —(3e vraiA
—).

4. Nommer les variables quantifiées par des noms distincts et différents des noms des variables
libres.

5. Remonter les quantifications au dessus des conjonctions, ¢’est-a-dire @A (3 1) ou (3z ) Ay,
devient 4T ¢ A 9 car les variables libres de ¢ sont différentes de celles de Z.

9Donc dans toute théorie.
10Ces équivalences sont vraies dans la théorie vide et donc vraies dans toute théorie.
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6. Grouper les variables quantifiées dans un vecteur de variables, c’est-a-dire 3Z(37 ) ou
Jx3y ¢ devient IT7 .

7. Insérer des vecteurs vides et des formules de la forme vrai pour obtenir la formule normalisée
finale en utilisant les transformations suivantes de sous-formules

—|(/\ ;) = —(Je vrai A /\ =), (2.13)
iel iel
(an N =) = =(Fean \ i), (2.14)
iel iel
=3z N\ ;) = ~(3zvrai A N —p;), (2.15)
jeJ jer

avec a € PL, I un ensemble fini (éventuellement vide) et J un ensemble fini non vide.

Si la formule de départ ne contient par le symbole logique «», alors cette transformation est
linéaire, c’est-a-dire qu’il existe une constante & telle que no < knq, avec nq la taille de la formule
de départ et ny la taille de la formule normalisée finale. Ces transformations ne dépendent pas du
fait que la théorie soit décomposable ou pas, ils sont valides dans la théorie vide et donc valides
dans toute théorie du premier ordre.

Exemple 2.3.1.4 Soit f € F un symbole de fonction d’arité 2. Appliquons les étapes précédentes
pour transformer la formule suivante en une formule normalisée équivalente dans T

(fuv = fuu N (Fzu=12))V (FuVwu = fow).

Notons que la formule ne commence pas par le symbole — et que les variables u et w sont libres
dans fuv = fwu A (Jxu = x) et liées dans JuVwu = fow.

Etape 1 : Transformons les équations en équations & plat. La formule précédente est équivalente
dans T a

(Fuiup = fuv Aug = fuu A (zu =2)) V (FuVwu = fow). (2.16)

Etape 2 : Exprimons maintenant le quantificateur ¥V en utilisant —, A et 3. La formule précédente
est équivalente dans T a

(Fuiur = fuv Aug = fwu A (Fzu=2)) V (Fu—-(Fw-(u = fow))).

Transformons également les formules contenant le symbole V' en utilisant =, A et 3. La formule
précédente est équivalente dans T a

=(=(Fuiug = fuv Aug = fwuu A (Jzu =2x)) A =(Fu—-Fw-(u = fow)))). (2.17)

Etape 3 : La formule commence par le symbole =, alors on passe a l’étape 4.
FEtape 4 : Les variables quantifiées u et w dans (Ju—(Jw —(u = fow))) doivent étre renommeées.
La formule précédente est équivalente dans T a

(=(Furur = fuv Aug = fuu A Bz u = x)) A =(Fug ~(3Fwy —(ue = fowr)))).
Etape 5 : En remontant la quantification 3z, la formule précédente est équivalente dans T a
—(=(Fuy Frur = fuv Aup = fwuu Au = x) A —(ug ~(3w —(uz = fowr)))).
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Etape 6 : Groupons maintenant les variables x et uy dans un quantificateur vectoriel. La formule
précédente est équivalente dans T a

“(=(Fuzur = fuv Aup = fwuAu=x) A= (Fug ~(3w —(ug = fowy)))).
FEtape 7 : d’apres la régle (2.13), la formule précédente est équivalente dans T a

[ , _ﬁ(ﬂulxul:fuv/\ulszu/\u:x)/\_
- |Jde vrai A _ ~(3uz ~(Fwr —(us = fown))) .

En utilisant la régle (2.14), la formule précédente est équivalente dans T a

[ . _ﬁ(ﬂulxul:fuv/\ulszu/\u:x)/\_
TP (Buz (@ ~(Feuz = fow)) :

Finalement, en utilisant la régle (2.15) la formule précédente est équivalente dans T a

. —(Fuizur = fuv Aup = fuu Au = x)A
B lEIa vrat A [ —(Jug vrai A —(Jwy vrai A ~(Ieug = fow)))

Cette formule est une formule normalisée de profondeur égale o quatre.

2.3.2 Formule de travail

Définition 2.3.2.1 Une formule de travail ¢ de profondeur d > 1 est une formule de la forme

=3z an ) ¢i), (2.18)

el

avec I un ensemble fini (éventuellement vide), o € A, tous les p; sont des formules de travail
de profondeur d; avec d =1+ max{0,dy,...,d,} et toutes les variables quantifiées de ¢ ont des
noms distincts et différents des noms des variables libres.

Propriété 2.3.2.2 Toute formule est équivalente dans T & une formule de travail svls.

Preuve. Soit ¢ une formule quelconque. D’aprés la propriété 2.3.1.3, la formule ¢ est équivalente
dans 1" & une formule normalisée ¢ svls de la forme

=Ezan N ¢, (2.19)
icl

avec a € PL et tous les ¢; sont des formules normalisées. Du fait que T soit décomposable,
alors d’aprés la définition 2.2.1.1, 'ensemble A est T-fermé, c’est-a-dire (i) A C AT, (ii) A est
fermé pour la conjonction, (iii) toute formule & plat est équivalente dans T a une formule qui
appartient & A. Du fait que o € PL, alors d’aprés (iii) « est équivalente dans 7" a une conjonction
B d’éléments de A. D’aprés (ii) § appartient & A. Donc, la formule (2.19) est équivalente dans T'

N

a

-3z B A N\ wi), (2.20)

el
avec 3 € A. En répétant les étapes précédentes récursivement sur chaque sous-formule normalisée
©; de (2.20) on obtient une formule de travail O
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Exemple 2.3.2.3 Dans la théorie Ra des rationnels ou réels additifs, la formule

B lHS i [ —(Jwvrai A —~(Fwvrai A ~(Fe z = w))) ||’

est une formule normalisée de profondeur égale & quatre qui est équivalente dans Ra a la formule
de travail suivante

Définition 2.3.2.4 Une formule résolue est une formule de travail de la forme

(Frzy+2z=01Az+(-1).z+(-1).y=0.1)A

- [35 vrar A [ —(Fwrai A ~(Fw vrai A ~(3e z + (—1).w = 0.1)))

-3z o/ A N\ (3 B7)). (2.21)

icl

avec I un ensemble fini (éventuellement vide), 3z'a’ € A’, Iy, 5. € A pour touti € I, o différent
de la formule fauz et tous les 3] sont différents des formules vrai et faux.

Propriété 2.3.2.5 Soit ¢ une conjonction de formules résolues sans variables libres. La conjonc-
tion @ est soit la formule \;c; —vrai, soit la formule vrai.

Preuve. Rappelons d’abord qu’on écrit A;c; @i, et appelons conjonction toute formule de la
forme @i, A i, A ... A;, Avrai. Soit ¢ une conjonction de formules résolues sans variables libres.
D’aprés la définition 2.3.2.4, ¢ est de la forme

(N ~BZiai n N\ ~(Ci;B;))) A vrai (2.22)
iel Jj€d;
avec

1. I un ensemble fini (éventuellement vide),

2. (3zial) € A" pour tout i € I,

3. (3;;0;;) € A" pour tout i € I et j € J;,

4. o différent de la formule fauz pour tout i € I,

5 z{j différent des formules vrai et fauzr pour tout i € I et j € J;.

Du fait que ces formules résolues ne contiennent pas de variables libres et que T soit décompo-
sable, alors d’aprés le cinquiéme point de la définition 2.2.1.1 et des conditions 2 et 3 de (2.22)
on a :
(*) chaque formule 37}a; et chaque formule 37;,5;; est soit équivalente a Jevrai, soit la formule
Jefaux.
D’aprés (*) et la condition 5 de (2.22), tous les ensembles J; doivent étre vides, donc ¢ est de la
forme
(/\ =(3z,al)) A vrai (2.23)
el

D’apres (*) et (2.23), la formule ¢ est de la forme

(/\ =(Fefauz)) A ( /\ —(Jewvrai)) A vrai

el jer—r
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D’aprés la condition 4 de (2.22), 'ensemble I” doit étre vide, donc ¢ est de la forme

(/\ —(Jewvrai)) A vrai
i€l

Si I = () alors ¢ est la formule wvrai, sinon, d’aprés nos suppositions nous ne distinguons pas
deux formules qui peuvent étre rendues égales en utilisant les transformations de sous-formules
suivantes

AP =D No, (PAP)ANG= oA (PAJ),
pAvrai = @, @V four = .

donc ¢ est équivalent

/\ —vral

O

Propriété 2.3.2.6 Toute formule résolue est équivalente dans T a une combinaison booléenne
svls d’éléments de A’.

Preuve. Soit ¢ une formule résolue. D’aprés la définition 2.3.2.4, la formule ¢ est de la forme

-3z o’ A N\ (35 5),
el
avec 37/ € A’ et Jy}3, € A’ pour tout i € I. Du fait que, 37’ € A alors d’aprés la définition
2.2.1.1, T |= 37%'a/ et donc en utilisant le corollaire 2.1.1.4, ¢ est équivalente dans T & la formule
svls suivante

(37" ) /\/\ (37 ' A (37, B))).
icl

D’aprés la définition de formules de travail, toutes les variables quantifiées de ¢ ont des noms
différents de ceux des variables libres, donc la formule précédente est équivalente dans T & la
formule svls suivante

(37" ) /\/\ gia' A B)).

el

Du fait que 37’/ € A’ et Jy.p] € A’ pour tout i € I, alors o/ € A et B/ € A. Du fait que A soit
T-fermé, alors il est fermé pour la conjonction et donc o’ A 3] € A pour tout ¢ € I. D’apres la
propriété 2.2.1.2, la formule précédente est équivalente dans T & une formule svls de la forme

(3" o) A N\ = (35 B)),
i€l

avec 37'a’ € A et Jy;B. € A’ pour tout i € I. La formule précédente est finalement équivalente
dans T &

(—~(37' o) \/\/EI

el

qui est bien une combinaison booléenne svls d’éléments de A’. O
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Chapitre 2. Théorie infini-décomposable

2.3.3 Reégles de réécriture

Nous présentons maintenant les régles de réécriture qui transforment une formule de travail
de profondeur quelconque en une conjonction svls de formules résolues, équivalente dans T
Appliquer la régle py = p2 & équivalent de travail p signifie remplacer dans p, une sous-formule
p1 par la formule po, en considérant le connecteur A associatif et commutatif.

[ 3z a A A '
(1 - o = vrai
| —(3g vrai)
(2) - _ Elfffau:z Ny } — ural
3 [ 3z an 1 (377" o/ NN ]
-/ — —/
L Nier ~(39i Bi) | | Nier ~(32"g: " N Bi)*
n [ dz an | [ 3z o'A ]
-/ — —/
L Nier —~(37; 57) | L Nier —(37; B7)
[z a A A i - o
(5) - 35 B/ — ~EraneASE AN
B [ Aows —(32 1) ] L Nier =32 ZLa NGNS A @)
L i€l T \F% Oy

avec @ € A, ¢ une conjonction de formules de travail et I un ensemble fini (éventuellement vide).
Dans la régle (3), la formule 37 «v est équivalente dans T a une formule décomposée de la forme
37 o/ A (3" o A (3T ")) avec T o/ € A', FT" " € A7, 3" " € A" et 3T " différent de
Je vrai. Tous les 3; appartiennent a A. La formule (3z"5; /" A 3;)* est la formule (32" 5; /" A 3;)
dans laquelle nous avons renommé les variables qui figurent dans "’ par des noms distincts et
différents de ceux des variables libres. Dans la régle (4), la formule 37 a n’est pas un élément de
A’ et est équivalente dans T' & une formule décomposée de la forme 37" o/ A (32" o’ A (Fe vrai))
avec 37’ o/ € A’ et 37" o’ € A”. Chaque formule 3y, 5] est un élément de A’. I’ est 'ensemble des
i € I tels que 37,3, ne contienne aucune occurrence libre de n’importe quelle variable de z”. Dans
la régle (5), I #0, 3y B’ € A" et 3z 6, € A" pour tout i € I. La formule (3z7'z, a A 3 N6, A @)*
est la formule (3zy'z, a A B’ A 0] A ) dans laquelle nous avons renommé les variables qui figurent
dans T et ¢ par des noms distincts et différents de ceux des variables libres.

Propriété 2.3.3.1 Toute application répétée des régles de réécriture précédentes sur une formule

de travail @, se termine et produit une conjonction svls ¢ de formules résolues équivalente a @
dans T

Preuve, premiére partie : L’application des régles se termine. Soit le triplet (ni,ns2,n3) ou les
n; sont les entiers positifs suivants

1. n1 = a(p), ou la fonction « est définie comme suit
— a(vrai) =0,
—a(-(3BZa ) =249,
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2.8. Résolution de propositions dans les théories infini-décomposables

= a(Nier i) = Lier i),

avec a € A, ¢ une conjonction de formules de travail et les ¢; des formules de travail.
Notons que si a(p2) < a(p1) alors a(p[p2]) < a(p) ot p[p2] est la formule obtenue & partir
de p lorsque 'on remplace 'occurrence de la formule p; dans p par po.

2. ng = B(p), ou la fonction G est définie comme suit

— fB(vrai) =0,
A ier Blei) i 3m # Jevrai, }

- B(=(Fxa A N;crpi)) =
( ( el z)) 1+ Ezelﬁ(SO%) si 37" = Jevrai
avec les ¢; des formules de travail et T' = (3za) < (37'a’ A (Fz"a” A (F2"™))).
Nous montrons que

Ha:a/\/\ (3gi \i) 32’6/\/\ (Fw;v4)))
i€l el

ot la formule 3T « est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 37'a’ A
(Fz"a" A (3T ")) avec 3T " # Je vrai, la formule 3z § est équivalente dans T & une
formule décomposée de la forme 32" §' A (Elz” 8" A (Fe vrai)) et les \; et ~y; sont des éléments
de A sans aucune autre restriction.

3. ng est le nombre de sous-formules de la forme —(3ZaAp) avec ITa € A’ et p une conjonction
de formules de travail.

Pour chaque régle, il existe un indice ¢ tel que 'application des régles diminue ou ne change pas la
valeur des n;, avec 1 < j < i, et diminue la valeur de n;. Cet indice 7 est égale a : 1 pour les régles
(1), (2) et (5), 2 pour la régle (3) et 3 pour la régle (4). A chaque séquence de formules obtenue
par application finie des régles de réécriture, on peut associer une suite de triplets (ni,ng,n3)
qui est strictement décroissante dans 'ordre lexicographique. Du fait que les n; soient des entiers
positifs, ils ne peuvent pas étre négatifs et donc cette suite est une suite finie et 'application de
nos régles se termine.

Preuve, deuxiéme partie : Montrons que pour toute régle de la forme p = p' ona T = p < p
et la formule p’ reste une conjonction de formules de travail. Il est clair que les régles (1) et (2)
soient correctes dans 7.

Correction de la régle (3) :

[ Az an ] [Eix'x”a A A
Nier =37 Bi) Nier ~(32"g: " A Bi)*
ot la formule 3T o est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 37" o/ A (37" o/ A
(3" ")) avec AT o' € A/, 7" o € A", 37" /" € A" et 37" " différent de Je vrai. La formule
(32"g; o™ A B;)* est la formule (32"y; o' A B;) dans laquelle nous avons renommé les variables
qui figurent dans "’ par des noms distincts et différents de ceux des variables libres.

Montrons que cette régle est correcte dans T'. D’aprés les conditions d’application de cette
régle, la formule 37 a est équivalente dans T' & une formule décomposée de la forme 37" o/ A
(3" o AN (3T ")) avec AT o’ € A', FT" " € A", 37" /" € A" et I " différent de Je vrai.

Donc, le membre gauche de cette régle est équivalent dans T" & la formule

(E|$ o /\(Hx”o/,/\ /// N/ /\ Elyz ﬁz
el
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Chapitre 2. Théorie infini-décomposable
Du fait que 37" /" € A" alors d’aprés le quatriéme point de la définition 2.2.1.1 on a T' =
ANz’ donc en utlhsant le corollaire 2.1.1.7, la formule précédente est équivalente dans T &
=37 ' A (3" A /\ 3" A (Fyi :))))-
el
D’aprés la définition de formule de travail, les variables quantifiées ont des noms différents de ceux

des variables libres. Nous pouvons alors remonter les quantifications 3y;. La formule précédente
est donc équivalente dans 1" &

(EL’E o A E|.’L‘” // /\ et am/\ﬁi))),
el

qui, en renommant les variables qui figurent dans Z par des noms distincts et différents de ceux
des variables libres, est équivalente dans T" &

(333 OK /\ /l l/ /\ l/l— Oém/\ﬁi)*)).

el

Donc, la régle (3) est correcte dans T'.

Correction de la régle (4) :

[ Iz aN ] l Iz o' N ]

- =

/\ie] _‘(Elgé 5;) /\iel’ _‘(3.@; 5{)

ot la formule 3% a n’est pas un élément de A’ et est équivalente dans 7' & une formule décomposée
de la forme 37" o/ A (32" & A (Fe vrai)) avec 37/ o/ € A" et 37" o' € A”. Chaque formule 3y, 3
est un élément de A’. I’ est 'ensemble des i € I tels que 3y}, ne contienne aucune occurrence
libre de n’importe quelle variable de z”.

Montrons que cette régle est correcte dans T'. D’aprés les conditions d’application de cette
régle, la formule 37 o est équivalente dans 7' & une formule décomposée de la forme 37" o’ A
(37" " A (Fewrai)) avec 3T’/ € A’ et 37" a” € A”. De plus, chaque formule 3y} 3! est un
élément de A’. Donc, le membre gauche de cette régle de réécriture est équivalent dans T a la
formule

-3z o/ A (3" A /\ (3. 81))
el

Notons I7, 'ensemble des ¢ € T tels que z], n’ait pas d’occurrences libres dans la formule 3y 3,
Ainsi, la formule précédente est équivalente dans T" a

. er, 7(3YiB7)N
-(3z'a’ A (32 .. 32l _ (Nier, ~(30:55; _ . 2.24
Green Gt 3o | G a ey, @) (224
Du fait que 37"a” € A” et 3.0, € A’ pour tout i € I — I, alors d’apreés la propriété 2.1.2.2 et
les conditions 2 et 3 de la définition 2.2.1.1, la formule (2.24) est équivalente dans T a

=37/ A (F2f .. 32l (vrai A Nier, =(37.81))))-
En répétant les trois étapes précédentes (n — 1) fois, en notant I 'ensemble des i € I tels

que x(n k1) n’ait pas d’occurrences libres dans 3y, 3, et en utilisant (n — 1) fois la propriété

2.1.2.3, la formule précédente est équivalente dans T &
—(32'a" A Nier, ~(35i57))-

Donc, la régle (4) est correcte dans 7.
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Correction de la régle (5) :

Elj:a/\(p/\ T —1
37 G'A (A aAp A3y B))A
B y
- [ /\ (Elf/ 5/) ‘| /\iGI _‘(ngjlgl{a /\6/ A 5{ A QO)*
ier "\F% 9

ou I # ( et les formules 37’ 3" et 3z] 6] sont des éléments de A’ pour tout ¢ € I. La formule
(Fzg'zla N B NOL A p)* est la formule (3Z7'ZL o A B’ A\ 0L A ) dans laquelle nous avons renommé
les variables quantifiées par des noms distincts et différents de ceux des variables libres.

Montrons que cette régle est correcte dans 7T'. Du fait que 37’3 € A’, alors d’aprés le second
point de la définition 2.2.1.1, on a T' = 3?%'/#’, donc en utilisant le corollaire 2.1.1.4, la formule
précédente est équivalente dans T a

dz a A pA
) [-ﬂ[<ag'ﬂv/«/MGI—xay'ﬂ'A<az;%>>}

D’apres la définition de formule de travail, les variables quantifiées ont des noms différents de ceux
des variables libres et donc on peut remonter les quantifications 4z;. Ainsi, la formule précédente
est équivalente dans T &

Jza A pA
ﬂ[ﬂ[@HﬁAmgﬂﬁﬂﬂA%H]’
donc a
Jx a A pA
ﬁ[[ﬁﬁﬁﬂhvw@ﬁiﬂﬁA%H]'
Apreés avoir distribué le A sur les V et remonté les quantifications 3y'z., on obtient

(Fzane -3y B))V
Viet Bzy'zZia N NG N6,

qui est équivalente dans 1" &

[ —~(Fzane A=(3FY 5))A (2.25)

Nier =3z Zia N A B N 6})

Afin de satisfaire la définition de formules de travail, nous devons renommer les variables de T
et ¢’ par des noms distincts et différents de ceux des variables libres. Soit alors

(Fzy'zia N A B A6L* la formule (327 Z a A p A B A J}) dans laquelle nous avons renommé
les variables qui figurent dans 7y et 4’ par des noms distincts et différents de ceux des variables
libres. Donc, la formule (2.25) est équivalente dans 7" a

~(3za Ap A =37 B))A
Nicr ~(3zG'Zia Ao A BN 0))*

La régle (5) est donc correcte dans 7.
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Preuve, troisieme partie : Toute application finie des régles sur une formule de travail produit
une conjonction svls de formules résolues.

Rappelons qu’on écrit A,;c; @i, et appelons conjonction, toute formule de la forme ¢;; Az, A
... A\ @i, A vrai. En particulier, pour I = ), la conjonction A;c;¢; se réduit a la formule vrai.
De plus, nous ne distinguons pas deux formules qui peuvent étre rendues égales en utilisant les
transformations de sous-formules suivantes

AP =D No, (PAP)ANG= oA (PAJ),
wAvrai = @, @V four = .

Montrons d’abord que toute substitution d’une sous-formule de travail dans une conjonction
de formules de travail par une conjonction de formules de travail produit toujours une conjonction
de formules de travail. Soit alors A\;c; ¢; une conjonction de formules de travail. Soit ¢}, avec
k € I un élément de cette conjonction et dont la profondeur est notée di. Deux cas sont possibles

1. Soit, on remplace ¢ par une conjonction de formules de travail. Dans ce cas, soit /\je 7, ©j
une conjonction de formules de travail équivalente & ¢y dans T'. La conjonction de formules
de travail A\;c; ¢; est équivalente dans T' &

C A edACA 6))

icl—{k} J€Jk

qui bien entendu est une conjonction de formules de travail.

2. Soit, on remplace une sous-formule de travail de (; par une une conjonction de formules de
travail. Dans ce cas, soit ¢ une sous-formule de travail de ¢, de profondeur dy < dj, (donc
¢ est différente de ). Ainsi, ¢}, a au moins une sous-formule de travail'® de la forme

~(@Fza A (N ¥) A (9)),

leL

ot L est un ensemble fini (éventuellement vide) et tous les 1; sont des formules de travail.
Soit alors ¢y ¢; une conjonction de formules de travail équivalente a ¢ dans 7'. La sous-
formule de travail précédente est donc équivalente dans 1" &

=(Eza A (N v) AN 65)s

leL jeJ

qui bien entendu est une formule de travail. Ainsi, ¢, est équivalente dans T" & une formule
de travail et donc A\;c; ¢; est équivalente dans 1" & une conjonction de formules de travail.

De 1 et 2 on déduit que (i) toute substitution d’une sous-formule de travail dans une conjonction
de formules de travail par une conjonction de formules de travail produit toujours une conjonction
de formules de travail.

D’autre part, du fait que chaque régle transforme une formule de travail en une conjonction
de formules de travail, alors d’aprés (i) toute application finie des régles sur une formule de
travail produit une conjonction de formules de travail. Montrons maintenant que chacune de ces
formules de travail est résolue.

Soit ¢ une formule de travail. D’aprés ce qu’on vient de démontrer, toute application finie de
nos régles sur une formule de travail produit une conjonction ¢ de formules de travail. Supposons
alors qu’aucune régle ne puisse s’appliquer et que 'une des formules de travail de ¢ ne soit pas

" En considérant que ’ensemble des sous-formules de n’importe quelle formule ¢ contient également la formule
.
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résolue. Soit alors v cette formule. Deux cas sont & étudier
Cas 1 : 1 est une formule de travail de profondeur strictement supérieure & deux. Donc, 9 a
au moins une sous-formule de la forme

dxa A YA
- [ 378 A Nier —(32 6;) }

—_

ol 11 est une conjonction de formules de travail, I est un ensemble fini et non vide et «, 3 et §;
sont des éléments de A pour tout i € 1. Soit (73’ A (3" 3" A (35" 3"))) la formule décomposée
dans T de 30 et soit (3z[d; A (3Z]6) A (325]"))) la formule décomposée dans T de 3z;4;. Si
35" 3" n’est pas la formule Jevrai, alors la régle (3) peut encore s’appliquer ce qui contredit
notre supposition. Done, supposons que

3y " = 3evrai. (2.26)

Sil existe k € I tel que 32"6]" ne soit pas la formule Jewvrai, alors la régle (3) peut encore
s’appliquer (avec I = ()) ce qui contredit notre supposition. Supposons alors que

325} = Jevrai, (2.27)

pour tout i € I. S’il existe k € I tel que 32,0, ne soit pas un élément de A’, alors du fait qu’on
ait (2.27), la régle (4) peut encore s’appliquer (avec I = () ce qui contredit notre supposition.

Supposons alors que
3z;0; € A, (2.28)

pour tout ¢ € I. Si 3783 n’est pas un élément de A’, alors du fait qu’on ait (2.26) et (2.28), la
régle (4) peut encore s’appliquer ce qui contredit notre supposition. Supposons alors que

B e A (2.29)

Du fait qu’on ait (2.28) et (2.29), alors la régle (5) peut encore s’appliquer ce qui contredit toutes
nos suppositions.
Cas 2 : 9 est une formule de travail de la forme

~3za A N\ -Gy 5))
iel

et au moins une des propriétés suivantes est vérifiée

1. « est la formule faux,

2. il existe k € I tel que By est la formule vrai ou fauz,

3. il existe k € I tel que Jy,B, € A,

4. dza ¢ A'.
Si la condition (1) est vraie alors la régle (2) peut encore s’appliquer, ce qui contredit notre
supposition. Si la condition (2) est vraie alors les régles (1) et (2) peuvent encore s’appliquer,
ce qui contredit notre supposition. Si la condition (3) est vraie alors les régles (3) ou (4) (avec
I = () peuvent encore s’appliquer, ce qui contredit notre supposition. Si la condition (4) est vraie
alors d’aprés le point précédent 3y;3; € A’ pour tout i € I et donc les régles (3) ou (4) peuvent
s’appliquer ce qui contredit notre supposition.

Des cas 1 et 2, notre supposition est fausse, donc v est une formule résolue et par conséquent
¢ est une conjonction de formules résolues. O
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2.3.4 Algorithme de résolution de propositions

Ayant une proposition 1, la résolution ou décision de 1 dans T se fait de la maniére suivante

1. Transformer la formule v en une formule normalisée, puis en une formule de travail ¢ svls
et équivalente a 1 dans T.

2. Appliquer les régles de réécriture précédentes sur ¢ autant de fois que possible. A la fin on
obtient une conjonction ¢ de formules résolues.

Du fait que la transformation de la proposition ¢ en formule de travail ¢ soit svls, alors ¢ est
également une proposition. D’apreés la propriété 2.3.3.1, 'application de nos régles sur ¢ produit
une conjonction svls ¢ de formules résolues et donc une conjonction ¢ de formules résolues sans
variables libres. D’aprés la propriété 2.3.2.5, ¢ est soit la formule vrai, soit la formule A;c; ~vrai.
Du fait que T soit décomposable, elle a au moins un modéle, donc soit T' = ¢, soit T = —¢
et par conséquent soit T = 1), soit T = —1). Cet algorithme peut trés bien s’appliquer sur des
formules ayant des variables libres et produit a la fin une conjonction de formules résolues ayant
au moins une variable libre. En utilisant alors la propriété 2.3.2.6 on a alors le corollaire suivant

Corollaire 2.3.4.1 Si T est décomposable alors toute formule est équivalente dans T soit a vrai,
soit a fauz, soit a une combinaison booléenne d’éléments de A’ ayant au moins une variable libre.

Ce corollaire est une autre preuve de la complétude des théories décomposables. Notons 'impor-
tance du fait que T" admette au moins un modéle. En effet il ne suffit pas seulement que pour
toute proposition ¥ on obtienne soit la formule vrai, soit la formule A;c; —vrai; encore faut-il
montrer qu’il n’existe pas d’autres décompositions contradictoires, c’est-a-dire d’autre maniéres
pour obtenir une conjonction de formules résolues qui contredit le premier résultat. Le fait que
T admette au moins un modéle nous permet d’éviter ce genre de conflit.

Remarque 2.3.4.2 On peut obtenir une disjonction de formules résolues a la place d’une conjonc-
tion de formules résolues. Pour cela, il suffit de lancer l’algorithme sur —p. Soit alors

/\ (37 a5 A /\ ~(37; 8i;));

iel Jj€J;

la conjonction de formules résolues obtenue aprés application des régles de réécriture sur —p. La
formule ¢ est donc équivalente dans T a

\/(33_5; 04;/\ /\ _‘(El?jz/'j ng))

iel j€J;

qui est bien une disjonction de formules résolues dans T .

2.4 Application & la théorie 7 des arbres finis ou infinis

2.4.1 Axiomatisation de 7

La théorie 7 des arbres finis ou infinis construite sur un ensemble infini F' de symboles de
fonction a pour ensemble d’axiomes ’ensemble infini de propositions de 'une des trois formes
suivantes

VIV - fT = gy (1]
VZVy fr=fg— Nizi=y 2]
vzalz Az = [z [3]
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ou f et g sont des symboles de fonction distincts pris dans F', Z est un vecteur de variables x;,
y est un vecteur de variables y;, Z est un vecteur de variables z; toutes distinctes et t;[ZZ] est un
terme qui commence par un élément de F' suivi de variables prises de & ou Z.

T. Dao a montré dans [16] que cette théorie avait pour modéle ensemble des arbres!2finis ou
infinis munis d’un ensemble infini de constructeurs'®d’arbres. D’autre part, 7 n’accepte pas de
d’élimination compléte de quantificateurs. En effet, dans la formule 3z y = f(z) la quantification
dx ne peut étre éliminée.

2.4.2 Propriétés de 7

Supposons pour toute cette section que les variables de V' soient ordonnées par ordre strict,
total, dense et sans extrémes, noté >.

Définition 2.4.2.1 Une conjonction o d’équations a plat est dite (>-)-résolue si tous ses membres
gauches sont distincts et o ne contient pas d’équations de la forme x = x ou y = x, avec x et y
des variables telles que x > y.

Propriété 2.4.2.2 Toute conjonction o de formules a plat est équivalente dans T soit & fauz,
soit a une conjonction svls (>)-résolue d’équations a plat.

Preuve. Pour montrez cette propriété, nous introduisons les régles de réécriture suivantes

(1) faur N« = faux,

(2) z=fy.ynNxr=921..2y, —  fauz,

(3) z=fyr.yn AT = fz1...2, = = fy1-Yn A Nieg1,.. 0} ¥i = Zis
4) z==x = vrai

(5) y=u =  z=y

6) x=yAzx=fz1...2 =  x=yAy=fz1..2n

(7) z=yhz==z = x=yAy=2z2

avec o une formule quelconque et f et g deux symboles de fonction distincts pris dans F'. Les
régles (5), (6) et (7) sont appliquées uniquement si z > y. Cette restriction empéche les régles
de s’appliquer indéfiniment.

Montrons que toute application répétée de ces régles sur une conjonction « de formules a
plat, se termine et produit soit la formule fauz, soit une conjonction (>)-résolue d’équations
plat équivalente & o dans 7.

Preuve, premiére partie : L’application des régles se termine. Du fait que les variables qui
apparaissent dans nos formules soient ordonnées par la relation “ > 7 d’ordre strict, total, dense
et sans extrémes, alors on peut les numéroter par des entiers positifs tels que

Qo

z =y < no(x) > no(y),

12Pour définir formellement un arbre a construit sur un ensemble F, d’éléments de diverses arités, on définit
d’abord un neud comme un mot construit sur ’ensemble des entiers positifs. Un tel arbre a est alors une application
de type N — E, ou N est un ensemble non vide de nceuds dont chaque élément 4, ...i; (avec k > 0) respecte
deux conditions : (1) si k > 0 alors i1...ix1 € N, (2) si larité de a(i1 .. .1x) est n alors, ensemble des nceuds de
N de la forme iy . ..ixin s’obtient en donnant & ixy les valeurs 1,...,n.

BFormellement, 'opération de construction associée au symbole n-aire f de F est I'application (a1y...,an) — a,
ol les a; sont des arbres quelconques et a est I’arbre défini comme suit & partir des a; et de leurs ensembles E;
de neceuds : Pensemble E de nceuds de a est {e} U{iz|x € E; et i € 1..n} et, pour tout © € E, six =€, on a
a(z) = f et si z est de la forme iy, avec ¢ un entier, a(z) = a;(y).
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ot no(z) est le numéro associé a la variable z. Soit le quadruplait (ny,ne2, n3, ng) ot les n;’s sont
les entiers positifs suivants

— np est le nombre d’occurrences de sous-formules de la forme x = fy;...yn, avec f € F,

— ng est le nombre d’occurrences de formules atomiques,

— ng est la somme des no(x) pour toute occurrence d’une variable z,

— ny est le nombre d’occurrences de formules de la forme y = x, avec x > y.
pour chaque régle, il existe un indice 7 tel que I’application de cette régle diminue ou ne change
pas la valeur des n; avec 1 < j < ¢, et diminue la valeur de n;. L’indice ¢ est égal a : 2 pour
la régle (1), 1 pour les régles (2) et (3), 3 pour les régles (4), (6) et (7), 4 pour la régle (5). A
chaque séquence de formules obtenue par application finie de nos régles, on peut associer une
suite (n1,n9,n3,n4) qui est strictement décroissante dans l'ordre lexicographique. Du fait que
ces n;’s solent des entiers positifs, ils ne peuvent pas étre négatifs, donc cette suite est finie et
I’application de nos régles se termine.

Preuve, deuxiéme partie : Les régles préservent ’équivalence dans 7. La régle (1) est évidente
dans 7. La régle (2) préserve l'équivalence dans 7 d’aprés laxiome 1. La régle (3) préserve
I'équivalence dans 7 d’aprés I'axiome 2. Les régles (4), (5), (6) et (7) sont évidentes dans 7.

Preuve, troisiéme partie : L’application des régles se termine par faux ou par une conjonction
(>)-résolue d’équations a plat. Supposons que l'application des régles sur une conjonction «
de formules & plat se termine par une formule 8 et au moins une des propriétés suivantes soit
satisfaite

1. B n’est pas la formule fouz et contient au moins une sous-formule de la forme faux,

2. [ contient deux équations avec le méme membre gauche,

3. [ contient des équations de la forme x = x ou y = x avec x > y.
Si la condition 1 est vraie alors la régle (1) peut encore s’appliquer, ce qui contredit notre sup-
position. Si la condition 2 est vraie alors les régles (2), (3), (6) et (7) peuvent encore s’appliquer,
ce qui contredit notre supposition. Si la condition 3 est vraie alors les régles (4) et (5) peuvent
encore s’appliquer, ce qui contredit notre supposition. Donc la formule 5 est soit la formule faux,
soit une conjonction (>)-résolue d’équations a plat. O

Introduisons maintenant la notion de wvariable accessible et équation accessible.

Définition 2.4.2.3 Une variable u est dite accessible dans 3Za avec o € A si u est une variable
libre dans 3Ta, ou o a une sous-formule de la forme y = t(u) avec t(u) un terme contenant u
et y est une variable accessible. Dans le dernier cas, 'équation y = t(u) est dite accessible dans
Jza.

Exemple 2.4.2.4 dans la formule

Juvw z = fuv Av = gvu Aw = fuv,

les équations z = fuv et v = gvu ainsi que les variables z, u et v sont accessibles. Par contre,
l’équation w = fuv et la variable w ne le sont pas.

D’aprées les axiomes [1] et [2] de 7 on a la propriété suivante

Propriété 2.4.2.5 Soit « une conjonction d’équations a plat. Si toutes les variables de T sont
accessibles dans 3T o alors T = 377 av.

D’apres 'axiome 3 on a

Propriété 2.4.2.6 Soit o une conjonction (>)-résolue d’équations a plat et T le vecteur des
membres gauches des équations de a. On a T = T .
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2.4.3 7 est infini-décomposable

Théoréme 2.4.3.1 7 est une théorie infini-décomposable.

Preuve. Montrons que 7 satisfait aux conditions de la définition 2.2.1.1.

Choix des ensembles U(u), A, A, A” et A"

Soit Fy 'ensemble des constantes de F. Les ensembles W(u), A, A’, A” et A” sont choisis de
la maniére suivante
U(u) est I'ensemble {fauz} si F — Fy = 0, sinon il contient des formules de la forme
Jyu = fy avec f € F — Fy,
— A est I’ensemble PL.
— A’ est 'ensemble des formules de la forme 3z'a’ ou

— o est soit la formule fauz, soit une conjonction (>)-résolue d’équations & plat ou 'ordre
>~ est tel que toutes les variables de &’ soient supérieures aux variables libres de 37'¢/,

— toutes les variables de Z’ et toutes les équations de o’ sont accessibles dans 37’/

A" est 'ensemble des formules de la forme 3z vraz,

— A" est I'ensemble des formules de la forme 37"/ on /" est une conjonction (>)-résolue
d’équations a plat et T’ est le vecteur des membres gauches des équations de o'”.

Bien entendu PL est 7-fermé et A’, A” et A" contiennent bien des formules de la forme 3% o

avec a € PL. Montrons maintenant que 7 satisfait aux cinq conditions de la définition 2.2.1.1

7T satisfait a la premiére condition de la définition 2.2.1.1

Montrons que toute formule de la forme 3z a A, avec a € PL et ¢ une formule quelconque,
est équivalente dans 7 & une formule svls de la forme

37’ A 3" " A (3" " A Y)), (2.30)

avec 3r' o/ € A', 37"/ € A" et 3T " € A"

Choisissons un ordre > tel que toutes les variables de Z soient supérieures aux variables libres
de dza. D’aprés la propriété 2.4.2.2 deux cas sont a étudier

Soit, a est équivalente & faur dans 7. Donc, 7’ = 7" = 7" = ¢, o/ = fauz et o = " = vrai.

Soit, « est équivalente a une conjonction (>)-résolue 5 d’équations a plat. Soit alors X en-
semble des variables du vecteur Z. Soit Y,.. I’ensemble des variables accessibles dans 3Z(3. Soit
Mbg I'ensemble des variables qui apparaissent dans un membre gauche d’une équation de 8. On

— ' contient les variables de X N Ygce.

— 7" contient les variables de (X — Yy..) — Mbg.

— T contient les variables de (X — Y,..) N Mbg.

— o est la conjonction des équations accessibles de 3z3.

— " est la formule vras.

— " est la conjonction des équations inaccessibles de 3z 0.

D’aprés notre construction, il est clair que 37'a’ € A’, 37"a” € A” et 37"/ € A”. Montrons
maintenant que (2.30) et 3Ta A ¢ sont équivalentes dans 7. Soient X', X" et X" les ensembles
des variables des vecteurs ', Z” et . Si a est équivalente & fauz dans 7 alors I’équivalence de
la décomposition est évidente. Sinon, § est une conjonction d’équations & plat et donc d’apres
notre construction on a X = X’ UX"U X" X'nX" =0, X'nX" =0, X"NnX" =0, pour

39



Chapitre 2. Théorie infini-décomposable

tout z/ € X" on a zf € var(a’) et pour tout z” € X" on a z’ & var(a’ A a”). De plus, chaque
équation de 3 apparait dans o’ A @” A @ et chaque équation de o/ A o’ A o apparait dans
et donc 7 = 3 < (¢/ Aad” Ad”). On a montré que les quantifications sont cohérentes et que
I'équivalence 7 = 3« o/ Aa” Ao est satisfaite. D’apres la propriété 2.4.2.2 on a7 | a < [,
par conséquent, la décomposition maintient ’équivalence dans 7.

Exemple 2.4.3.2 Décomposons dans T la formule suivante
Jxyvz = fayNz= fzwAhv= fz.
Du fait que w et z soient libres dans ¢ alors Uordre > est choisi tel que
Ty =U=w- 2.

Notons que les variables quantifiées sont supérieures auxr variables libres. D’aprés la propriété
2.4.2.2, la formule ¢ est équivalente dans T & la formule (= )-résolue v suivante

Jxyvz = fayhy=wAv= fz.

Du fait que les variables z,x,y,w ainsi que les équations z = fxy et y = w soient accessibles
dans v, alors ¢ est équivalente dans T & la formule décomposée suivante

Jryz = fry ANy =wA (3evrai A (Fvv = fz)).

Notons que (Jzyz = fry Ay =w) € A, (Jevrai) € A” et (Juv = fz) € A”.

7T satisfait a la deuxiéme condition de la définition 2.2.1.1

Montrons que si 37’/ € A" alors 7 = 37%'¢/. Du fait que 37’/ € A’ et d’apres le choix de
I'ensemble A, soit, o' est la formule fauz et donc on a T = 377'a/, soit, o’ est une conjonction
(>)-résolue d’équations & plat ou les variables de ' sont toutes accessibles dans 37'/. Ainsi,
d’aprés la propriété 2.4.2.5 on a 7 = 377 /.

Montrons maintenant que pour toute variable libre y dans 37'a’ on a 7 |= 37yZ’ o/ ou bien,
il existe 9 (u) € ¥(u) tel que 7 = Yy (37’ ') — ¥ (y). Soit alors y une variable libre de 37'¢/.
Bien entendu, o’ ne peut étre la formule fauz. Donc, quatre cas sont a étudier

Si y apparait dans une sous-formule de o/ de la forme y = (7', Z’, y), avec Z’ 'ensemble des
variables libres de 37'a’ qui sont différentes de y et avec t(Z', Z’, y) un terme qui commence par un
élément de F' — F{ suivi de variables prises dans Z’ ou z’ ou {y}, alors la formule 37’/ implique
dans 7 la formule 37’y = t(7',Z’, y), qui implique dans 7 la formule 37'z'wy = (7', Z’, w), on
y=t(Z',Z,w) est la formule y = t(Z, Z’, y) dans laquelle nous avons remplacé toute occurrence
libre de y dans le terme ¢(Z',Z’,y) par la variable w. D’apreés le choix de I'ensemble ¥(u), la
formule 37'z'wu = (7', Z', w) appartient & W(u).

Si y apparait dans une sous-formule de o’ de la forme y = fy avec fy € Fyalors 7 = lyy = fo
d’aprés axiome 3 de 7. Donc (i) 7 | 3?7y o/. D’autre part, du fait que o’ soit (>)-résolue, y
n’apparait pas dans les autres membres gauches des équations de o, donc, du fait que les variables
de Z soient accessibles dans 37'a/ (d’aprés le choix de I'ensemble A’), alors toutes les variables de
T’ restent accessibles dans 37’y /. Par conséquent, en utilisant (i) ainsi que la propriété 2.4.2.5,
on obtient 7 | 377y /.

Si y apparait dans une sous-formule de o’ de la forme y = z, alors

1. D’aprés le choix de ’ensemble A’, I'ordre = est tel que toutes les variables de Z’ soient
supérieures aux variables libres de 37/c/.
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2. D’aprés la définition 2.4.2.2 on a y > z.

De 1 et 2, on déduit que z est une variable libre dans 37'a/. Du fait que o soit (>)-résolue,
alors y n’apparait pas dans les autres membres gauche des équations de o’. Donc, du fait que
les variables de Z soient accessibles dans 37'a’ (d’aprés le choix de 'ensemble A’), alors toutes
les variables de Z’ restent accessibles dans 37’y o’. De plus, pour chaque valeur de z, il existe au
plus une valeur pour y. Par conséquent, en utilisant la propriété 2.4.2.5 on obtient 7 = 377"y o/.

Si y apparait uniquement dans les membres gauches des équations de o, alors d’aprés le choix
de I'ensemble A’, toutes les variables de Z’ et toutes les équations de o’ sont accessibles dans
37'a’. Donc, du fait que y n’ait pas d’occurrences dans un membre gauche d’une équation de o,
alors la variable y ainsi que les variables de Z’ sont accessibles dans 3%’y o’. Par conséquent, en
utilisant la propriété 2.4.2.5, on obtient 7 |= 3?77’y . Dans tous les cas T satisfait a la deuxiéme
condition de la définition 2.2.1.1.

T satisfait a la troisiéme condition de la définition 2.2.1.1

Présentons d’abord une propriété vraie dans tout modéle M de 7. Cette propriété provient
de I'axiomatisation de 7 et plus exactement des axiomes 1 et 2.

Propriété 2.4.3.3 Soit M un modéle de T et soit f un symbole de fonction pris dans F — Fy
(s’il existe). L’ensemble des individus i de M, tel que M = 3T i = fZ, est infini.

Soit 37”a” une formule qui appartient a A”. D’aprés le choix de I'ensemble A”, cette formule
est de la forme 37" vrai. Montrons que pour toute variable 27/ de 7" on a 7 |= 3;1’0(“)% vrai. Deux
cas sont & étudier

Soit, F' — Fy = 0, donc ¥(u) = {faux} et Fy est infini du fait que la théorie est définie
sur un ensemble infini de symboles de fonction. D’aprés 'axiome 2 de conflit de symboles, pour
toutes constantes distinctes f et g, correspondent deux individus distincts dans tout modéle de
7. Ainsi, du fait que Fy soit infini, alors il existe un ensemble infini d’individus dans tout modéle
de 7 et donc d’aprés la définition 2.1.2.1 on a 7 | Hij.fa“x}xj vrai.

Soit, F'— Fy # (), donc W(u) contient des formules de la forme 3z u = fZ avec f € F — Fy. Soit
alors M un modeéle de 7. Du fait que la formule E!a:;-’ vrai ne contienne pas de variables libres,
alors elle déja instanciée. Donc, d’aprés la définition 2.1.2.1, il suffit de montrer qu’il existe une
infinité d’individus i de M qui satisfont a la condition suivante

M = =i (i) A A = (3), (2.31)

avec j(u) € ¥(u), c’est-a-dire des formules de la forme 3zu = fZ avec f € F — Fj. Deux cas
sont a étudier

— Soit, F' — Fy est un ensemble fini. Donc Fjy est infini du fait que la théorie est construite
sur un ensemble infini F' de symboles de fonction. Il existe alors une infinité de constantes
[r différentes des symboles de fonction de tous les 1;(u) de (2.31). Donc d’aprés I'axiome
2 de conflit de symboles, il existe une infinité d’individus ¢ tels que (2.31).

— Soit, F' — Fj est un ensemble infini. Il existe alors une formule ¥ (u)* € ¥(u) ayant un
symbole de fonction différent de ceux des v;(u) de (2.31). D’aprés la propriété 2.4.3.3, il
existe une infinité d’individus 7 tels que M = ¢ (i)*. Du fait que ¥ (u)* soit différent de tous
les (), alors d’aprés I'axiome 2 de conflit de symboles, il existe une infinité d’individus
i tels que M = (0)* A =p1(i) A -+« A —hy,(i) et donc tels que (2.31).

Dans tous les cas 7 satisfait a la troisiéme condition de la définition 2.2.1.1.
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7T satisfait a la quatriéme condition de la définition 2.2.1.1

Montrons que si 37"”a”" € A" alors T | 37" /. Soit 37"”'a/” un élément de A”. D’aprés

le choix de I’ensemble A" et de la propriété 2.4.2.6 nous obtenons immédiatement 7 = 3!z

7 satisfait a la cinquiéme condition de la définition 2.2.1.1

Montrons que si la formule 3%’'c’ appartient a A’ et n’a pas de variables libres alors cette
formule est soit la formule Jewvraiz, soit la formule Jefauz. Soit alors 37’/ une formule sans
variables libres qui appartient a A’. On a

1. D’aprés le choix de ’ensemble A’, toutes les variables et équations de 3z’a’ sont accessibles
dans 37'a’ et o est soit la formule fauz, soit une conjonction (>)-résolue d’équations a
plat.

2. Du fait que la formule 3%’/ n’ait pas de variables libres, alors d’aprés la définition 2.4.2.3,
il n’existe ni variables accessibles ni équations accessibles dans 37/,

De 1 et 2, on déduit que T’ est le vecteur vide et o’ est soit la formule vrai soit la formule fauz.
On a montré que 7 satisfait a toutes les conditions de la définition 2.2.1.1, elle est donc
décomposable. O

2.4.4 Reésolution de propositions dans 7

Exemple 2.4.4.1 Soit a résoudre la proposition p1 suivante
JaVy (Jzwvy = fzAy = fr Aw = gzv) V (x = fy ANz = fz)).

Transformons d’abord cette formule en une formule normalisée équivalente dans T en utilisant
la propriété 2.8.1.8. On obtient alors la formule suivante

Jy vraiN
—(Fevrai A= (Fzvrai A= | 2(Fzwvy = fz Ay = fx Aw = gzv)A |)). (2.32)
—(Jex = fyAa = fo)

Du fait que A = PL alors cette formule est une formule de travail. Décomposons maintenant la
sous-formule

Jzwvy = fzAy = fx Aw = gzv. (2.33)

D’aprés la section 2.4.3, Uordre = est choisi tel que z = w = v = y > x. D’aprés la propriété
2.4.2.2, la sous-formule y = fz Ny = fx ANw = gzv est équivalente dans T a la formule (>)-
résolue y = fz Nz =x ANw = gzv, et donc d’aprés la section 2.4.3 la formule décomposée de
(2.33) est

Jzy=fzAz=x A (Fvvrai A (Bww = gzv)).

Du fait que (3w w = gzv) # (Fe vrai), alors nous pouvons appliquer la régle (3) avec I = 0. la
formule (2.32) est donc équivalente dans T a

dy vraiA
—(Fevrai AN =(Fzvrai A= | 2(Fzvy = fzAz=x)A |)). (2.34)
—(Jex = fy Az = fx)
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La sous-formule zvy = fz Az = x n'est pas un élément de A’ et est équivalente dans T a la
formule décomposée Izy = fz Az =z A (Jvvrai A (e vrai)). On peut alors appliquer la régle (4)
avec I = 0. Ainsi, la formule (2.34) est équivalente dans T a

Jy vraiN
—(Fevrai A= (Fzvrai A= | =(Fzy=fzAz=x)\ |)). (2.35)
—(Fex = fyAx = fx)

Décomposons maintenant la sous-formule
Jex=fyAhz = fu. (2.36)

D’apres la propriété 2.4.2.2, la sous-formule x = fyAx = fx est équivalente dans T a la formule
(>)-résolue x = fy Ay = x. Ainsi, d’apres la section 2.4.3, la formule (2.36) est équivalente dans
T a la formule décomposée suivante

Jex = fy Ny =x A (Jevrai A (Je vrai)).

Du fait que (Jex = fy ANz = fx) & A’ alors nous pouvons appliquer la régle (4) avec I = () et
donc la formule (2.35) est équivalente dans T a

Jyvrain
—(Fevrai AN=(Fzovrai A= | 2(Fzy=fzAz=2x)A |)). (2.37)
—(Fex = fyny=ux)

D’apres la section 2.4.3, la formule Jevrai A (3y vrai A (3 vrai)) est la formule décomposée de
Jy vrai. Du fait que Iyvrai ¢ A, (Fzy = fz2hNz=x) € A et (Fex = fyAhy =2x) € A alors
nous pouvons appliquer la régle (4) et donc la formule (2.37) est équivalente dans T a

—(Je vrai A =(3e vrai A —(3e vrai)). (2.38)

Enfin, nous pouvons appliquer la régle (1) a la formule (2.38) pour finalement obtenir la formule
—(Je vrai). Donc la proposition ¢y est fausse dans T .

Exemple 2.4.4.2 Soit a résoudre la proposition ps suivante
VY ((Fzy=fzAz=2)V (Fex = fyAhy=1x)V-(z = fy)). (2.39)

Transformons d’abord cette proposition en une formule normalisée équivalente dans T en utilisant
la propriété 2.3.1.3. On obtient alors la formule suivante

Jyxz = fyn
—(Fevrai A=(Fzvrai A= | 2(Fzy=fzAz=x)A |)). (2.40)
~(Jex = fyny=uz)

Du fait que A = PL alors cette formule est une formule de travail. Du fait que (Jyx = fy) € A’,
(Fzy=fzhz=z)€ A et (Fex = fyNy=2x) € A, alors nous pouvons appliquer la régle (5).
La formule (2.40) est alors équivalente dans T a

de vraiN

=3z vrai A = (Jyz = fy))A

—(3r1y1ze1 = frn Ay = fz Az =x1)A
“(Froy2 w2 = fy2 AN x2 = fy2 Ayo = x2)

(2.41)
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D’apres la section 2.4.3, la formule Je vrai A (3x vrai A (Je vrai)) est la formule décomposée de
Az vrai. Du fait que (3x vrai) & A" et (yx = fy) € A’, alors nous pouvons appliquer la régle (4)
et donc la formule (2.41) est équivalente dans T a

de vraiN
—(Je vrai) A
_‘(3$1ylz T = fyl ANy = fZ Nz = ‘Tl)/\ . (242)

—(Fzoya w2 = fya A2 = fya Aya = 32)

Enfin, nous pouvons appliquer la régle (1), a la formule (2.42) pour finalement obtenir la formule
vrai. Donc la proposition py est vraie dans T .

2.5 Discussion et conclusion partielle

Notre algorithme de décision qui est idéal pour décider de la valeur de vérité de trés grandes
propositions peut également s’appliquer sur des formules ayant des variables libres et produit alors
une conjonction de formules résolues facilement transformable en une combinaison booléenne de
formules de base ; mais en aucun il est capable de décider si cette conjonction de formules résolues
est toujours vraie ou toujours fausse ou ni vraie ni fausse dans T'. Il ne donne pas de solutions
pour les contraintes qui ont au moins une variable libre et n’est pas capable de détecter si une
formule ayant au moins une variable libre est toujours fausse ou toujours vraie dans T. C’est
pour toutes ces raisons que notre algorithme est appelé algorithme de décision et non algorithme
de résolution de contraintes générales.

D’autre part, nous avons montré l'infini-décomposabilité de quelques théories fondamentales
telles que : la théorie équationnelle, la théorie des rationnels ou réels additifs, la théorie des
arbres finis ou infinis ainsi que la combinaison des arbres finis ou infinis et des rationnels ou réels
additifs [26]. Qu’en est-il de la théorie de 'ordre dense sans extrémes? Si l'on se place dans le
modéle des rationnels ordonnés, alors pour toute instanciation des variables libres de la formule
drz < x Ax < y: soit il existe une infinité de valeurs pour x, soit il n’en existe aucune! En
effet, si les variables z et y sont instanciées respectivement par les rationnels 1 et 0, alors il
n’existe pas de x tel que 1 < x Ax < 0! Cette nouvelle donnée ne satisfait donc pas la définition
du quantificateur infini. Par conséquent, cette théorie ne peut étre infini-décomposable. Il faut
alors définir un nouveau quantificateur doté de propriétés plus larges que celles du quantificateur
infini. Ceci fera l'objet du chapitre suivant.
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Nous présentons dans ce chapitre la classe des théories zéro-infni-décomposables qui est une
extension de la classe des théories infini-décomposables, caractérisée essentiellement par un prin-
cipe de décomposition des conjonctions quantifiées de formules atomiques en introduisant un
nouveau quantificateur appelé zéro-infini. Nous montrons alors la complétude de ces théories
en utilisant la condition suffisante de complétude définie dans le chapitre 1, et donnons un
exemple de base de théorie zéro-infini-décomposable qui n’est pas infini-décomposable. Nous
donnons également une propriété liant les théories infini-décomposables aux théories zéro-infini-
décomposable et montrons que les théories infini-décomposables Fq, Ra et 7 sont également
zéro-infini-décomposables. Nous présentons ensuite un algorithme de décision de propositions
dans toute théorie zéro-infini-décomposable T', sous forme d’un ensemble de six régles de ré-
écriture qui transforment une formule ¢, qui peut éventuellement contenir des variables libres,
en une conjonction svls ¢ de formules résolues équivalente a ¢ dans T et telle que ¢ est : soit
la formule vrai, soit la formule A;c; —vrai, soit une formule ayant au moins une variable libre
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et facilement transformable en une combinaison booléenne de conjonctions quantifiées de for-
mules atomiques. En particulier, si ¢ n’a pas de variables libres alors ¢ est, soit la formule
vrai, soit la formule —wvrai. La correction de notre algorithme est une autre preuve de la com-
plétude des théories zéro-infini-décomposables. Nous terminons ce chapitre par une application
a la construction d’arbres sur un ensemble ordonné 7,,4. Cette théorie est une axiomatisation
compléte d’une construction d’arbres sur un ensemble d’individus munis d’une relation d’ordre
total, strict, dense et sans extrémes. Aprés avoir donné ’axiomatisation de 7,4, nous montrons
sa zéro-infini-décomposabilité et terminons par un exemple complet de résolution de propositions
dans 7,,.4. Notons que ce chapitre a fait 'objet des publications suivantes [23], [24] et [25].

3.1 Quantificateur zéro-infini : 3¥(¥

Soient M un modéle et T une théorie. Soit ¥(u) un ensemble de formules ayant au plus une
variable libre u. Soient ¢, ¢; des M-formules.

Définition 3.1.0.3 On écrit
M 300 (), (3.1)

si pour toute instanciation 3x ¢'(x) de Iz p(x) par des individus de M une des propriétés sui-
vantes est vérifiée
— Uensemble des individus i de M tels que M = ¢'(i), est infini
— pour tout sous ensemble fini {11 (u), .., ¥, (uw)} d’éléments de W(u), l’ensemble des individus
i de M tels que M = ¢'(i) A Njeqr,... oy ~%;(4) est infini.
On écrit T = 30y o(x), si pour tout modéle M de T on a M = W Wy o(z).

Ce quantificateur est plus général que le quantificateur infini défini dans le chapitre précédent et
ne restreint pas le modéle M a étre infini. Dans le cas particulier ot ¥(u) = {fauz}, la forme (3.1)
signifie tout simplement que si M |= 3z p(z) alors M contient une infinité d’individus ¢ tels que
M = ¢(i). En revanche ce quantificateur, ne permet pas d’effectuer une élimination compléte de
quantificateurs, mais uniquement une élimination de sous-formules comme le montre la propriété
suivante :

Propriété 3.1.0.4 Soit J un ensemble fini éventuellement vide. Si T = 30y o(x) et si pour
chaque @;, au moins une des propriétés suivantes est vérifice

- TEJzy;,
— il existe ¢j(u) € W(u) tel que T |=Va p; — ¥;(x),
alors
T (Fre(@) A Njes~v)) = Crp(e)).

Preuve. Soit 3z ¢/ (x) une instanciation quelconque de 3z p(z) par des individus de M. Montrons
que si les conditions de cette propriété sont satisfaites alors

M = (Fz ¢'(2) A N\jeg ~wi(@)) < (Fr¢'(2)). (3.2)

Soit J' I'ensemble des j € J tels M |= 37z p;(x) et soit m sa cardinalité. Du fait que pour tout
jeJ', M =3Iz ga} (z), alors il suffit que M contienne au moins m + 1 individus, pour garantir
I’existence d’un individu ¢ € M tel que

Mg A =) (3.3)

jeJ
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D’autre part, du fait que T | EI:,PS.Z);U o(z) et du fait de la définition 3.1.0.3 du quantificateur
zéro-infini, deux cas sont a étudier :

(1) Soit, M = =(3x ¢'(x)), donc M = =(3z ¢'(x) A A\jes ~p;j()) et donc équivalence (3.2)
est vraie dans M.

(2) Soit, pour tout sous-ensemble fini {1 (u),...,¥n(u)} de U(u), 'ensemble des individus ¢
de M tels que M [= ¢'(i) A \j—; =%;(i) est infini. Donc, du fait que pour tout j € J — J' on ait
M [=Vzpj(x) — j(x), alors il existe un ensemble infini § d’individus i of M tels M = ¢'(i) A
Njes—r —; (). Du fait que ¢ soit infini, alors il contient au moins m+1 individus et donc d’aprés

(3.3), il existe au moins un individu i € € tel que M = ¢'(i) A (Njes—p =¢5(0) A (Ages ¢ (1))

et donc tel que
M =3z ' (z) A /\ —i ().
jed
Du fait qu'ont ait M [= 3z ¢'(x) A \jes —wj(x), alors nous avons M |= Jx ¢'(x) et donc I'équi-
valence (3.2) est vraie dans M. O

Propriété 3.1.0.5 Si T = S o(x) alors T = W Wy o(x).

Rappelons également dans cette section quelques propriétés des quantificateurs vectoriels
définies dans le chapitre précédent. Nous en auront besoins tout au long de ce chapitre.

Propriété 3.1.0.6 Si T = 37y¢ et si aucune variable de § n’a d’occurrences libres dans ¢ alors

(Fz o A=(TFy¢))
TEQBteA-(3FyoAy)) < v
(BT N A —)

Corollaire 3.1.0.7 Si T = 37z ¢ alors

TE @zen \-¢i) < (Bze) A N\ -B20Ad)).

i€l i€l
Corollaire 3.1.0.8 Si T = ¢ — (3'z ) alors

TE@AGTeA \—¢i) < @A N-GTene¢))

el i€l

3.2 Theéorie zéro-infini-décomposable

3.2.1 Définition

Définition 3.2.1.1 Une théorie T ayant au moins un modéle est dite zéro-infini-décomposable,
sl existe un ensemble W(u) de formules, ayant au plus une variable libre u, un ensemble A de
formules fermé pour la conjonction, un ensemble A’ de formules de la forme 3Ta avec o € A, et
un sous-ensemble A" de A tels que

1. Toute formule de la forme AT aN), avec o € A et p une formule quelconque, est équivalente
dans T & une formule svls de la forme

37 o A (ELT” o A (Hi'”/ o /\w))’

avec 3T o' € A, o € A", & € A et T ):Vx” " F
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2. 8 37’ € A, alors T = 377 o/ et pour toute variable libre y dans 3T'a’, au moins une
des propriétés suivantes est vérifiée
- T E3Iyx' o,
— il existe P(u) € ¥(u) tel que T |=Vy (3T’ ') — Y(y),
3. Sia” € A" alors
— la formule —|0/’ est équivalente dans T' a une formule svls de la forme \/;c; o avec a; € A,
— pour tout 2", la formule 3x" o
dA”
7 (w) 1

— pour tout variable ", T |= EI;IIOO z"a”.

est équivalente dans T o une formule svls qui appartient

4. Toute conjonction de formules a plat est équivalente dans T a une disjonction svls d’élé-
ments de A.

5. Sila formule 3o’ Ao avec 3x'a’ € A’ et o' € A” n’a pas de variables libres, alors T = ¢,
et o et o sont des éléments de {vrai, fauz}.

Notons que le mécanisme de base de décomposition des théories zéro-infini-décomposables res-
semble étroitement & celui des théories décomposables en remplacant le quantificateur infini par
le quantificateur zéro-infini. Les différences principales entre ces deux familles de théories résident
essentiellement dans I’ensemble A” dont les propriétés ont été augmentées.

3.2.2 Propriétés

Propriété 3.2.2.1 Si T est zéro-infini-décomposable alors toute formule de la forme 3T, avec
a € A, est équivalente dans T, a une formule svls de la forme 3x'a’ A o, avec IT'a’ € A’ et
O[” 6 A//'

Preuve. D’apreés le point 1 de la définition 3.2.1.1, la formule 3Z« est équivalente dans T & une
formule svls de la forme

37’ o' A (32" " A (3T ), (3.4)

avec 3’ o/ € Al o' € A", &/ € Aet T =VZ"d"” — J7"a". Du fait que T = Vz"o” — 7"
et du fait du corollaire 3.1.0.8 en prenant pour ¢ la formule fauz, la formule (3.4) est équivalente
dans T' &

37 o' A (32" "),

qui, du fait que o”” € A” et du fait de la deuxiéme condition du point 3 de la définition 3.2.1.1,
est équivalente dans T" & une formule svls de la forme

37 o/ Ao,
avec 37/ € A’ et o € A”. O

Propriété 3.2.2.2 Soit I un ensemble fini éventuellement vide. Si'T est zéro-infini-décomposable
alors toute formule de la forme

3z A Nier ~(39:6i), (3.5)

avec o € A et 3; € A pour tout i € I, est équivalente dans T & une formule svls de la forme

S@a’ A (32" A N\ =G5, 8 A B)),

JjeJ

avec AT’ € A’, o’ € A", J un ensemble fini éventuellement vide avec Card(I) = Card(J) et
pour tout j € J on a 3y;3; € A’ et B € A”.
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Preuve. D’aprés le point 3 de la définition 3.2.1.1 avec pour ¢ la formule A;c; —(37:5:), la
formule (3.5) est équivalente dans 7" & une formule svls de la forme

3z’ o/ A (3 " AT A Njey ~(39587))), (3.6)

avec 37/’ € A, o/ € A", &/ € A, B; € A pour tout j € J, T = Vz&"a" — 37" et
Card(I) = Card(J). Du fait que T | VZ"a” — 317" et du fait du corollaire 3.1.0.8, la
formule (3.6) est équivalente dans 7" & la formule svls

3o’ A3 a" AN\ 3@ (" A TyB)))).
JjeJ
En remontant les quantifications 3g; aprés avoir renommé éventuellement certaines variables
qui figurent dans les ¥;, la formule précédente est équivalente dans 7" a

37 o' A (Fz" " A /\ 7"y a’"/\ﬁj)),
jeJ

qui du fait que A soit fermé pour la conjonction est équivalente dans T & une formule svls de la
forme

37 o' A (Fz" " A /\ (FuxPk)),
keK

avec 37/ € A', o' € A", B € A pour tout k € K et Card(K) = Card(J) = Card(I). D’aprés
la propriété 3.2.2.1 la formule précédente est équivalente dans 1" & une formule svls de la forme
3z’ o/ A3 " AN\ BB A BY)),
lel

avec 3z’ o/ € A', o € A”, pour tout £ € L on a 3y,8, € A’ et 5 € A" avec Card(L) =
Card(K) = Card(J) = Card(I). O

Corollaire 3.2.2.3 Soit I un ensemble fini éventuellement vide. Si'T' est zéro-infini-décomposable
alors toute formule de la forme

Iz a A /\ (Fg:5:), (3.7)
il

avec a € A et B; € A pour tout i € I, est équivalente dans T a une disjonction de formules, svls,
de la forme
37’ A (3" " A /\ ﬂ(Elgj;- ﬂ;)),
jed
avec 37’/ € A, o' € A", J un ensemble fini éventuellement vide et pour tout j € J on a
Jy; B; € A

Preuve. Si I est vide, alors le corollaire est vrai d’aprés la propriété 3.2.2.2. Sinon, supposons par
exemple que I = {1,2,...,n} et n # 0. D’aprés la propriété 3.2.2.2, la formule3.7 est équivalente
dans 7" & une formule svls de la forme

3z’ o/ A (3" A /\ i B; A BY)), (3.8)
el
avec 3t/ € A', o/ € A", I = {1,2,...,n}, et pour tout i € I on a 3y, 3, € A’ et B/ € A”. La
formule (3.8) est donc équivalente dans 7' & la formule svls

7 o' A (3" (" A /\ =(3g; B; A B)) N =30, B A Br))-
1€l,i#n
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Du fait que 3y, 3, € A’, alors d’aprés le point 2 de la définition 3.2.1.1 on a T' = 377/, 3/,. Donc,
d’aprés le corollaire 3.1.0.6 (en prenant pour ¢ la formule o A\;¢; ; ., ~(37; B AB]')), la formule
précédente est équivalente dans T a la formule svls

(32" o’ A (B (" A Nierign =i B A B)) A =30 57)))
T = Y ;
(32'a’ A (F2"Gn (& A Nier,izn =(39; 5 A B)) A Bl A =67))

qui d’aprés la premiére condition du point 3 de la définition 3.2.1.1 est équivalente dans T" & la
formule svls
(3" o A (32" (" A Nigrign (375 B A BY)) A (5 Br)))
TE \% )
3z’ A (32" Y (" A Nierien ~(35; B A BY)) A B A (Ve s, Bri)))

avec T |= (=f,) <> (Vjes, Bnj) et Bnj € A pour tout j € J,. Aprés avoir distribué les A sur les
V et les 3 sur les V, la formule précédente est équivalente dans T' & la formule svls

(32"’ A (32" & N (Nierizn —(34; 5 A B7)) A =305 82)))
T ): v \/jGJn 5
(32’ A (32"Gn o A By A Brj A Nierizn ~(35; 5 A B)))

qui en remontant la quantification 3z”7,,, en renommant éventuellement certaines variables qui
figurent dans 7y, est équivalente dans T a

(32 o/ A (32" " A (Nieripn =G B A BY)) A =(F05 Br)))
T ): v \/jGJn )
(37'32"gpn &' N Q" A By A Brj N Nierien (37 Bi N BY))
qui en utilisant la propriété 3.2.2.2 (car A est fermé pour la conjonction et A” est un sous-ensemble
de A), est équivalente dans T' & une formule svls de la forme

(37 o' A (32" " N (Nierign =(35; 5 A B) A =5 5n)))

TE= VVie, ) (3.9)
(3@3 a; A a;’ A Nierizn ﬁ(az;j 6;j A 5;;-))

avec 3T’ € A", o' € A", 1 ={1,2,...,n}, 3y, 0, € A’, pour tout ¢ € I aveci #nona3y.s € A’
et B/ € A” et pour tout j € J, on a I} € A, off € A", Iz;;0;; € A’ et §;; € A”.
Donc, en partant de la formule (3.8) qui a car(I) = n sous-formules de la forme

=(37iB; N BY), (3.10)

avec Jyi0, € A et B/ € A”, on obtient une disjonction svls de formules chacune contenant
card(I) —1 =n — 1 sous-formules de la forme (3.10). On a
(1) En répétant encore une fois les étapes précédentes sur la premiére sous-formule de (3.9)
de la forme
37" AN B AN N\ BB BY) A (3 Br),
i€li#n
nous obtenons une formule svls équivalente dans T' de la forme

(37" o' A (3" " A (Nietignizn— ~C B A BY)) A =(Fn—1 Br—1) A =34y, 57)))
TE VVier, ,
(375 o Al A Nierien —(3Z15 055 N 615))
(3.11)
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avec 3T’ € A, o € A", I ={1,2,...,n}, Ay, 0.1 € A, 3g.0,, € A’, pour tout i € I avec
i#Fneti#n—1lonadype A et €A” et pour tout j € J,—1 on a 3Tja; € A, o € A,
Jz;;0;; € Al et §;; € A”.
(2) En répétant les étapes précédentes sur chaque sous-formule de (3.9) ou (3.11) de la forme
iAo A\ —(3z; 005 A BT,
i€li#n

nous obtenons une formule svls équivalente dans T' de la forme

(37"’ A (3" " N (Nieritn,ign—1 =3 Bi A BY)) A =351 Bn_1)))
T ': \ VjGJnfl )
(375 o Nl A Nierin,ign—1 (37 675 N\ 075))

avec 37’/ € A, o € A" I = {1,2,...,n}, 3g,_10,,_1 € A, pour tout i € I avec i # n et
i #n—1lonadyp € A et g € A" et pour tout j € Jo—1 on a 7o) € A, of € A,
3z;;0;;, € Alet 5}, € A”.

De (1) et (2) on déduit, qu’il suffit alors d’appliquer les étapes précédentes un nombre fini de
fois sur chaque disjonction obtenue en préservant les sous-formules de la forme —(3g.3!), pour
éliminer toutes les sous-formules de la forme —(3y,3; A 5/) au profit des formules de la forme
—(3g.B)). A la fin, on obtient bien une disjonction de formules de la forme

o’ A 3" a" AN\ (37 B))),
JE€J

avec 37’/ € A, o € A”, J un ensemble fini éventuellement vide et pour tout 57 € J on a
Jy; 8; € A O

3.2.3 Complétude

Théoréme 3.2.3.1 SiT est zéro-infini-décomposable alors T est compléte.

Preuve. Soit T une théorie zéro-infini-décomposable qui satisfait aux cinq conditions de la
définition 2.2.1.1. Montrons que T est compléte en utilisant la propriété 1.2.3.1 définie dans le
chapitre 1, en prenant comme formules de base les formules de la forme 3% o, avec a € A. Notons
que d’apreés la définition 3.2.1.1, les formules de A’ sont de la forme 3T avec o € A et A” est
un sous-ensemble de A.

Montrons que la premiére condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite, c’est-a-dire, toute
formule & plat est équivalente dans T & une combinaison booléenne svls de formules de base. Si
@ est une formule & plat, alors, d’aprés le point 4 de la définition 3.2.1.1, ¢ est équivalente dans
T & une disjonction d’éléments de A, donc a une disjonction de formules de la forme Je o avec
«a € A qui est bien une combinaison booléenne de formules de base.

Montrons que la deuxiéme condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite, c’est-a-dire, toute
formule de base sans variables libres est équivalente soit & vrai, soit & fauxr dans 7. Soit 3T «
avec a € A une formule de base sans variables libres. D’aprés la propriété 3.2.2.1, cette formule
est équivalente dans T' & une formule svls de la forme 3%’ o’ A o avec 37/’ € A’ et o' € A”.
D’apreés le point 5 de la définition 3.2.1.1, on a T = ¢, o/ € {vrai, fauz} et o’ € {vrai, fauz}. Du
fait que T' ait au moins un modele alors soit T |= ¢ soit T = —p.

Montrons que la troisiéme condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite, c’est-a-dire, toute
formule de la forme

W (Aier 37 0)) A (Ayes (30 87), (3.12)
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avec o; € A pour tout 7 € I et 3; € A pour tout j € J, est équivalente dans 7' & une combinaison
booléenne svls de formules de base, c¢’est-a-dire, & une combinaison booléenne svls de formules
de la forme JZa avec a € A. En remontant les quantifications 3z; aprés avoir éventuellement
renommé certaines variables qui figurent dans chaque z;, la formule (3.12) est équivalente dans
T a une formule svls de la forme

3z (Nier i) N Njes ~(3Y; B),

avec o; € A pour tout ¢ € I et 3; € A pour tout j € J. D’apres la définition 3.2.1.1, 'ensemble A
est fermé pour la conjonction. Ainsi, la formule précédente est équivalente dans 7' & une formule
svls de la forme

3z a A Njes ~(305 55),

avec o € A et 3; € A pour tout j € J. D’aprés le Corollaire 3.2.2.3, la formule précédente est
équivalente dans T & une disjonction de formules svls de la forme

37 o A (35"0" A Aoy ~(378)). (3.13)

avec 37’ o/ € A', o' € A" et Jy. Bl € A pour tout i € I. Montrons maintenant que chaque formule
de cette disjonction est équivalente, dans 7', & une combinaison booléenne, svls, de formules de
base. Soit ¢ une formule de la forme (3.13). En désignant par I; I'ensemble des i € I tels que z/
n’ait pas d’occurrences libres dans 3y, /3,, la formule ¢ est équivalente dans T, &

- 1. (37BN
Elac'o/ A Hx”...ﬂxﬁ_ (/\zeh ( i~ B ,
R [CERDY WE )] L

qui du fait que o € A” et Iy, 3. € A’ pour tout i € I et du fait de la propriété 3.1.0.4 et des
points 2 et 3 de la définition 3.2.1.1, est équivalente dans T', a

e’ A (Fef 3y (Nier, ~(3780) A (Galja),

n—1

qui du fait que o”” € A” et du fait de la deuxiéme condition du point 3 de la définition 3.2.1.1,
est équivalente dans T & une formule svls de la forme

3z'a’ A (2. 3z (Nier, ~(3Hi67) A o),
avec 37'a’ € A', ol € A" et 3y, € A’ pour tout i € I;. C'est-a-dire a
'/ A (T3l ol A Nier, —(3yi6)).

En répétant les trois étapes précédentes n — 1 fois et en désignant par I ’ensemble des ¢ € Ij,_4
tels que a:/(’n_ }+1) 'ait pas d’occurrences libres dans 37,3}, on obtient une formule svls, équivalente

dans T, de la forme

3z'a’ A af A Ner, ~(35i5),
avec 37/ o/ € A', off € A” et 3y, B, € A’ pour tout i € I,,. Du fait que 37'a/ € A’; alors d’apres le
point 2 de la définition 3.2.1.1, on a T = 3?%'a/ et donc T |= 377'a’ A o). D’aprés le corollaire
3.1.0.7, la formule précédente est alors équivalente, dans 7', a

(3'al A of) A Nier, ~(37 o Ao A i),
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qui, en remontant les quantifications 37, en renommant éventuellement certaines variables qui
figurent dans les g/, est équivalente dans T & une formule svls de la forme

@'/ Naf) A Nier, BT GLo! Aol A B,

avec o, of, B, des éléments de A, A” est un sous-ensemble de A et 3za’ € A’. Du fait que les
formules o/, of, (3} soient des éléments de A et que A soit fermé pour la conjonction, alors la
formule précédente est équivalente dans 1" & une formule svls de la forme

(3za) A Nier,, ~(39i Bi),

avec o € A et 3; € A pour tout ¢ € I. Cette formule est une combinaison booléenne de formules
de la forme J3Za avec a € A, c’est-a-dire, une combinaison booléenne de formules de base. Notons
que nous n’avons jamais ajouté de variables libres et avons renommé uniquement les variables
quantifiées. Donc, la troisiéme condition de la propriété 1.2.3.1 est satisfaite.

Du fait que T satisfasse aux trois conditions de la propriété 1.2.3.1, alors T' est une théorie
compléte. O

D’aprés le théoréme 3.2.3.1 et le corollaire 1.2.3.2, on a le corollaire suivant

Corollaire 3.2.3.2 SiT est zéro-infini-décomposable et si pour toute formule de la forme 37"/ A
o élément de A" on a T = ¢ et &' N’ € AT, alors T accepte un élimination compléte de
quantificateurs.

Preuve. Soit T une théorie zéro-infini-décomposable telle que pour toute formule de la forme
A7'a’ A o élément de A’ on ait 7’ =€ et o’ Aa” € AT. Soit ¢ une formule quelconque. Dans la
preuve du Théoréme 3.2.3.1, nous avons montré que 7" satisfait aux trois conditions de la propriété
1.2.3.1 en prenant comme formules de base, des formules de la forme 3Za avec a € A. Donc,
d’aprés le corollaire 1.2.3.2, la formule ¢ est équivalente dans T" & une combinaison booléenne svls
de formules de base, c’est-a-dire, & une combinaison booléenne svls de formules de la forme Iza
avec a € A. D’aprés la propriété 3.2.2.1, chacune de ces formules de base est équivalente dans T'
a une formule svls de la forme 37'a’ A o’ avec 7' o’ € A’ et o € A”. Du fait que T’ = ¢ et du
fait que o’ Ao’ € AT alors la formule ¢ est équivalente dans T' & une combinaison booléenne svls
¢ de conjonctions de formules atomiques. D’aprés la syntaxe de nos formules atomiques définie
dans le chapitre 1, il est clair que ¢ ne contient plus de quantificateurs. O

Terminons par une propriété qui montre le lien entre théorie infini-décomposable et théorie
zéro-infini-décomposable. Du fait des propriétés 3.1.0.5 et 2.1.2.3, on a la propriété suivante

Propriété 3.2.3.3 Une théorie T infini-décomposable est zéro-infini décomposable si pour toute
formule de la forme 3" " € A", la formule —a" est équivalente dans T a une disjonction
d’éléments de A.

Bien entendu les ensembles A et A” cités dans cette propriété sont ceux de la définition de théorie
infini-décomposable et non zéro-infini-décomposable. Les théories Fq, Ra et 7 définies dans le
chapitre 2, sont zéro-infini-décomposables. En effet nous avons prouvé leur infini-décomposabilité
en utilisant pour chacune un ensemble A” contenant des formules de la forme 3%” vrai. Par
conséquent, du fait que la formule —wrai soit équivalente & faux dans toutes ces théories et
que la formule foux soit un élément de A dans chacune de ces théories, alors ces théories sont
zéro-infini-décomposables.
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3.2.4 Exemple de base

Nous allons maintenant présenter une théorie de base qui nous a inspiré la définition des
théories zéro-infini-décompoables. Cette théorie n’est pas infin-décomposable mais uniquement
zéro-infini-décomposable. C’est la théorie de l'ordre dense sans extrémes.

Soient alors F' un ensemble de symboles de fonction vide et R un ensemble de symboles de
relation contenant uniquement le symbole de relation < d’arité 2. Si ¢; et to sont des termes,
alors on écrit t; < to pour < (t1,t2). Soit Ty.q la théorie de lordre strict, total, dense et sans
extrémes, de signature S = F'U R et dont les axiomes sont I’ensemble des propositions suivantes

1 Ve—x<uz,

2 VaVyVz (z <yAhy<z) —x <z
3 VaVyz <yVzx=yVy<uzx,

4 VaVyzx <y— (Fzx < zAz<y),
5 Vrdyx <y,

6 Vrdyy <x.

La relation < est une relation d’ordre strict (axiomes let 2), total (axiome 3), dense (axiome
4) et sans extréme (axiomes 5 et 6). Cette théorie a pour modéle standard un ensemble infini
d’éléments munis d’une relation d’ordre strict, total, dense et sans extrémes. Du fait que F' = ()
alors toutes les équations et relations sont a plat. Introduisons maintenant trois propriétés usuelles
de cette théorie qui nous seront utiles pour montrer sa zéro-infini-décomposabilité. La premiére
introduit I’élimination de quantificateur de Fourier. La seconde montre I'inversion des relations
par introduction d’égalités et en utilisant le fait que l'ordre soit total, et la troisiéme est une
conséquence du fait que la relation soit dense et sans extrémes et introduit la notion de zéro-
infini solutions dans tout modéle de T',,4.

Propriété 3.2.4.1 Soient I et J deuzr ensembles finis éventuellement vides. On a

Tord’:(ax(/\x<yi)/\(/\zj<$))<_>/\ /\(Zj<yi)'

i€l jET el jeJ
Propriété 3.2.4.2
Tora EVzy—(z <y) < (z=y) V(y <z)).

Propriété 3.2.4.3 Soit M un modéle de T,pq, soient J et K des ensembles finis, éventuellement
vides, d’individus de M et soit p(x) la M-formule :

(/\j<x)/\(/\ x < k).

jeJ keK

L’ensemble des individus i de M tels que M = (i) est infini ou vide.

Supposons maintenant que les variables de V soient ordonnées par un ordre total, strict,
dense et sans extrémes, noté >.

Définition 3.2.4.4 Une conjonction de formules a plat o est dite (>=)-résolue dans Ty Si
— toutes les équations de « sont de la forme x =y avec x = y,
— tous les membres gauches des équations de o sont distincts et ont une et une seule occur-
rence dans «,
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3.2. Théorie zéro-infini-décomposable

— « ne contient pas de sous-formules de la forme faur ou
o< TINTL < T2 N NZp1 <Tp NIy < Zg.

Exemple 3.2.4.5 Soit =, y z et w des variables telles que x > y > z = w. la formule x =
y Az < x nlest pas (>)-résolue car x est membre gauche de l’équation x = y et apparait dans
la relation z < x. La formule x = y ANy < z ANz < wAw < y nest pas (>)-résolue car elle
ne satisfait pas le dernier point de la définition 8.2.4.4. La formule x = z Ny =2z Nz < w est
(>)-résolue.

Propriété 3.2.4.6 Toute conjonction de formules a plat est équivalente dans Tyrq soit a fauz |
soit a une conjonction (>)-résolue svls de formules a plat.

Preuve. Introduisons I’ensemble des régles suivantes

(1) z==z = wrai,
(2) y==z = T =y,
3) z=yAhx=2z2 = r=yAz=y,
4) z=yNz==x = x=yAz=y,
(5) z=yAhx<z = x=yAy<z,
6) z=yANz<zx — rx=yAz<y,
(7)  fauzr N« — faur,
(8) my<zIN.oANTp1<zpATp <290 = faour,

Les régles (2)...(6) sont appliquées uniquement si x > y, cette condition empéche les régles de
s’appliquer indéfiniment. Dans la régle (8), n peut étre nul'. Il est clair que toute application
répétée de ces régles sur une conjonction de formules & plat termine, et produit soit a faux, soit
a une conjonction svls (>)-résolue d’équations a plat équivalente dans Ty.q.0

Propriété 3.2.4.7 Soient « une conjonction (>=)-résolue d’équations et T le vecteur des membres
gauches des équations de «. Soit 5 une conjonction (>)-résolue de relations. On a

1. Ty ': 3z a.
2. Torq ': Elofggx}aj .
3. Pour tout x € var(a) on a Torg = Itz .

Le premier point provient du fait que tous les membres gauches sont distincts et ont une et
une seule occurrence dans «. Donc, dans tout modéle de T,,4, pour toute instanciation des
membres droits des équations de «, il existe une et une seule valeur pour les membres gauches
des équations de «. Le deuxiéme point est une conséquence de la propriété 3.2.4.3 et du fait que le
domaine de tout modéle de T,,q soit infini'®. Notons que dans cette propriété = n’a pas forcément
d’occurrences dans (. Le troisiéme point provient du fait que dans une conjonction (>)-résolue
d’équations il n’existe pas de formules de la forme = = z (car z % x). Donc, en utilisant les
propriétés de 1’égalité, pour tout modéle de T,,4 et pour toute instanciation des variables de
var(a) — {z}, soit il existe une unique solution pour z, soit il existe une contradiction dans cette
instanciation et donc il n’y a pas de valeurs possibles pour x.

11,3 régle sera donc de la forme xo < xo < fauz.
5Dy fait que tout modéle ait au moins un individu alors en utilisant les axiomes 1,5 et 6 on crée une infinité
d’individus tous distinct dans tout modéle de Ty.q.
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Propriété 3.2.4.8 La théorie T,.q est zéro-infini-décomposable.

Preuve. Montrons que T, satisfait aux conditions de la définition 3.2.1.1. Les ensembles A,
A’; A” et U(u) sont choisis de la maniére suivante

— A est I'ensemble PL.

— A’ est I'ensemble des formules de la forme Je’ ot o est soit la formule fauz, soit une

conjonction (>)-résolue d’équations a plat,

— A” est 'ensemble des conjonctions (>)-résolues de relations,
U(u) = {fauz}.
Bien entendu, PL est fermé pour la conjonction, A’ contient des formules de la forme 37’ o’ avec
o/ € PL et A” est une sous ensemble de PL.

Montrons que T,y satisfait & la premiére condition de la définition 3.2.1.1. Soit o € PL et
1 une formule quelconque. Soit Z un vecteur de variables. Choisissons un ordre > tel que les
variables de Z soient supérieures aux variables libres 3T .. D’aprés la propriété 3.2.4.6 deux cas
sont & étudier

Soit, la formule « est équivalente & faux dans T,.q et donc la formule 3Za A1) est équivalente
dans T,.4 & une formule décomposée de la forme

Je faux A (e vrai A (Je vrai A ).

Soit, la formule « est équivalente dans T,,4 & une conjonction 3 (>)-résolue d’équations et
de relations a plat. Soit alors X, ’ensemble des variables de Z qui apparaissent dans un membre
gauche d’une des équations de 3. Soit X, I’ensemble des variables de & qui n’apparaissent pas
dans les membres gauches des équations de 8. La formule dZa A ¢ est équivalente dans T,.q &
une formule décomposée de la forme

3z’ o/ A (32" " A (3T " A)), (3.14)

avec T’ = . La formule o contient la conjonction des équations de (3 dont les membres gauches
n’appartiennent pas a X, c’est-a-dire dont les membres gauches sont libres dans 3z 3. Le vecteur
7' contient les variables de X,,. La formule o contient la conjonction des relations de 3. Le
vecteur " contient les variables de X. La formule o/” est la conjonction des équations de /5 dont
les membres gauches appartiennent a X,. D’aprés notre construction, il est clair que 37’/ € A’,
o € A" et o € A. De plus, en utilisant le premier point de la propriété 3.2.4.7 on a directement
Tora E VZ'o” — 317" Montrons maintenant que (3.14) et 3T A 1) sont équivalentes dans
Torg. Soient X, X', X" et X" les ensembles des variables des vecteurs'® de z, z/, ’ et . Si
« est équivalente & fauxr dans T,y alors ’équivalence de la décomposition est évidente. Sinon, 3
est une conjonction (>)-résolue d’équations et de relations. Donc d’aprés notre construction nous
avons : X = X'UX"UX", X'nX" =0, X'nX" =0, X"NX" =0, X' =0, pour tout 2 € X"
z! & var(a’) et pour tout =/ € X" on a z" & var(a/ A ). Ces propriétés proviennent de la
définition d’une conjonction (>)-résolue de formules & plat et de l'ordre > qui a été choisi tel
que les variables quantifiées de 4% « soient plus grandes que les variables libres de 3% «. D’autre
part, chaque équation et chaque relation de 3 apparait dans o/ A @” A o’ et chaque équation et
chaque relation de o/ Ao A" apparait dans § et donc Tyrg = 8 < (¢/ A Ad”"). Nous avons
montré que les quantifications sont cohérentes et que 1’équivalence Tyrq = 5 o/ A" A a" est
satisfaite. D’aprés la propriété 3.2.4.6 on a Toq = « < [ et donc la décomposition maintient
I’équivalence dans Tyq.

16Bien entendu, si Z = ¢ alors X = ()
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Exemple 3.2.4.9 Décomposons la formule
deyzov=wAz=zAz=xAv=yAv <z

Choisissons d’abord un ordre = tel que x = y = z > v > w et transformons maintenant la
formulev=wAz=zANz=xANv=yAv <z en une conjonction (> )-résolue de formules a
plat. La formule précédente est équivalente dans Tyrq G

Jryzv=wAzr=zANy=wAw< z.
Cette formule est équivalente dans Tyrq @ une formule décomposée de la forme
Jev=wA(Fzw < zA (Fzyr =2zAy=w)).

La théorie T,,4 satisfait & la deuxiéme condition de la définition 3.2.1.1 d’aprés le troisiéme
point de la propriété 3.2.4.7 et en utilisant le fait que ¥’ = e. La théorie T,,4 satisfait au premier
point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1 d’apreés la propriété 3.2.4.2 qui nous permet
de montrer que toute formule de la forme —¢ avec ¢ une conjonction (>)-résolue de relations
est équivalente dans T,,; & une disjonction de relations et d’équations, donc & une disjonction
d’éléments de PL. La théorie T,,; satisfait au deuxiéme point de la troisiéme condition de la
définition 3.2.1.1 d’apreés la propriété 3.2.4.1. La théorie T,,q satisfait au troisiéme point de la
troisiéme condition de la définition 3.2.1.1 d’aprés le second point de la propriété 3.2.4.7. La
théorie T,,4 satisfait & la quatriéme condition de la définition 3.2.1.1 du fait que A = PL. La
théorie T,,4 satisfait & la derniére condition de la définition 3.2.1.1 car A’ est de la forme Je o/
ou o est soit la formule fauz soit une conjonction (>)-résolue d’équations a plat et A” contient
une conjonction (>)-résolue de relations. Donc, si Jea/ A o’ n’a pas de variables libres alors
o € {wvrai, fauz} et o € {vrai}.

On a montré que T,,4 satisfait & toutes les conditions de la définition 3.2.1.1, elle est donc
zéro-infini-décomposable. O

Notons également que T,,q accepte une élimination compléte de quantificateurs. En effet, le
corollaire 3.2.3.2 illustre ce résultat car pour toute formule 37'a’ Ao’ avec 37'a’ € A’ et o' € A”
onaZ =cetad N € PL.

3.3 Reésolution de propositions dans les théories zéro-infini-décom-
posables

Fixons-nous pour toute cette section une théorie T zéro-infini-décomposable munie d’un en-
semble F' de symboles de fonction et d’un ensemble R de symboles de relation. Les ensembles
U(u), A, A" et A” sont maintenant connus et fixés.

3.3.1 Formule normalisée

Définition 3.3.1.1 Une formule normalisée ¢ de profondeur d > 1 est une formule de la forme

“Gzan N\ ), (3.15)
i€l

avec I un ensemble fini (éventuellement vide), o € PL, tous les p; sont des formules normalisées
de profondeur d; avec d = 1+ max{0,dy,...,d,} et toutes les variables quantifiées de ¢ ont des
noms distincts et différents des noms des variables libres.
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Notons que Les formules normalisées des théories décomposables sont les mémes que celles des
théories zéro-infini-décomposables. Rappelons également la propriété suivante!”

Propriété 3.3.1.2 Toute formule ¢ est équivalente dans la théorie vide'® & une formule nor-
malisée svls de profondeur d > 1.

3.3.2 Formule de travail

Définition 3.3.2.1 Une formule de travail ¢ de profondeur d > 1 est une formule de la forme

“Gzan \ ¢, (3.16)
i€l
avec I un ensemble fini éventuellement vide, o € A, tous les p; sont des formules de travail de
profondeur d; avec d =14+ max{0,d1, ...,d,} et toutes les variables quantifiées de @ ont des noms
distincts et différents des noms des variables libres.

Propriété 3.3.2.2 Toute formule est équivalente dans T a une conjonction svls de formules de
travasl.

Preuve. Soit ¢ une formule quelconque. D’aprés la propriété 3.3.1.2, ¢ est équivalente dans T
4 une formule svls normalisée ¢. Montrons maintenant par récurrence sur la profondeur de ¢ que
¢ est équivalente dans 7' & une formule de travail. Si ¢ est de profondeur 1, alors elle est de la
forme

~(3za), (3.17)

avec a € PL. D’aprés le point 4 de la définition 3.2.1.1, toute conjonction de formules & plat
est équivalente dans T' & une disjonction d’éléments de A. Dong, il existe une disjonction svls
Vjes@j avec aj € A pour tout j € J et telle que T' = o <> V¢ ; vj. Ainsi, la formule (3.17) est
équivalente dans T' &

qui est équivalente dans T" &

c’est-a-dire a

N\ -3z ay),

jeJ
qui, en renommant les variables quantifiées par des noms distincts et différents de ceux des
variables libres, donne bien une conjonction de formules de travail. Supposons maintenant que
toute formule normalisée de profondeur n soit équivalente dans 7' & une conjonction de formules
de travail, et montrons que toute formule normalisée de profondeur n + 1 est équivalente dans T’
& une conjonction de formules de travail. Soit alors une formule normalisée de profondeur n + 1.
Elle est donc de la forme

~Gzan N\ ). (3.18)
i€l

ou tous les ¢; sont des formules normalisées de profondeur inférieure ou égale & n. D’apreés
I’hypothése de récurrence, chacune des formules normalisées ¢; est équivalente dans 1" & une

"La preuve de cette propriété est la méme que celle de la propriété 2.3.1.3 du chapitre 2.
8Donc dans toute théorie.

o8



3.8. Résolution de propositions dans les théories zéro-infini-décomposables

conjonction de formules de travail. Donc, la formule (3.18) est équivalente dans 7' & une formule
de la forme

~Fza A N @), (3.19)
iel
ou tous les ; sont des formules de travail et o € A. D’aprés le point 4 de la définition 3.2.1.1, toute
conjonction de formules & plat est équivalente dans 1" & une disjonction d’éléments de A. Donc,
il existe une disjonction svls V¢ ; a; avec aij € A pour tout j € J et telle que T' = o < Ve y ).
Ainsi, la formule (3.19) est équivalente dans 7" &

=3z (\/ aj) AN\ @), (3.20)
jeJ el

qui est équivalente dans T' &

~37 V(e A\ @),

jeJ iel

c’est-a-dire a

- \/(Eljaj A /\ ©i),

jedJ el

et donc &

ARRIE 2R

JjeJ iel
qui, en renommant les variables quantifiées par des noms distincts et différents de ceux des
variables libres, donne bien une conjonction de formules de travail. O

Définition 3.3.2.3 Une formule résolue est une formule de la forme
-3z o/ Ao AN\ (3 B)),
i€l

avec I un ensemble fini éventuellement vide, 3z'a’ € A', o/ € A", 3y.B. € A" pour touti € I, o
et o sont différents de la formule faux et tous les 3] sont différents des formules vrai et faux.

Propriété 3.3.2.4 Soit ¢ une conjonction de formules résolues sans variables libres. La conjonc-
tion @ est soit la formule vrai soit la formule \ —vrai.

Preuve. Soit ¢ une conjonction de formules résolues sans variables libres. D’aprés la définition
3.3.2.3, ¢ est de la forme

vrai A /\ =(3z,al Ao A /\ ~(39;,;6)) (3.21)
iel jedi
avec
1. I un ensemble fini éventuellement vide,
. (3zial) € Al et o € A” pour tout i € I,
. (Jy};B};) € A" pour tout i € I et tout j € Jj,

o} et o sont différents de fauz pour tout i € I,

oo wo

gj différent de vrai et de fauz pour tout i € I et tout j € J;.
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Du fait que ces formules résolues n’aient pas de variables libres et du fait que 1" soit zéro-infini-
décomposable alors d’apreés le cinquieéme point de la définition 3.2.1.1 et des conditions 2 et 3 de
(3.21) on a

— (*) pour toute formule 37,a} A o on a &' = ¢, o) € {vrai, fauz} et o € {vrai, fauz},

— (**) pour toute formule 37;;3;; on a gi; = € et B; € {vrai, faur}.
D’apres la condition 4 de (3.21) tous les o et o sont différents de fauz, donc en utilisant (*)
on obtient

— (***) Les formules 37;c, A o/ sont de la forme Jevrai A vrai.
D’autre part, en utilisant (**) et la condition 5 de (3.21), on déduit que les ensembles J; de
(3.21) sont vides. Ainsi, en utilisant (***) on déduit que ¢ est de la forme
vrai A (/\ —(Jevrai A vrai))

i€l

si I = () alors ¢ est la formule vraz, sinon, du fait que nous ne distinguons pas deux formules qui
peuvent étre rendues égales en utilisant la transformation

A =1 Np, (AY)Nd= oA (Y AJ),
pAvrai = p, @V four = p,

alors ¢ est la formule

/\ —vrazt.

O

Propriété 3.3.2.5 Toute formule résolue est équivalente dans T & une combinaison booléenne
svls de formules de la forme 37" o’ A o’ avec AT o/ € A’ et o' € A”.

Preuve. Soit ¢ une formule résolue. D’aprés la définition 3.3.2.3, la formule ¢ est de la forme

=32 A \ =3y 7)),
i€l
avec 37’ € A’ o € A” et Y8, € A’ pour tout i € I. Du fait que 37’/ € A" alors d’aprés la
définition 3.2.1.1, T = 377’ et donc T | 377’ A . Ainsi, en utilisant le corollaire 3.1.0.7, ¢
est équivalente dans T' a la formule svls suivante

=((37' ' A" A /\ =37 A" A3y B))).
el
D’aprés la définition de formules de travail, toutes les variables quantifiées de ¢ ont des noms
différents de ceux des variables libres, donc la formule précédente est équivalente dans T & la
formule svls suivante
(@2 o Aa") A N\ -Gy A" A B)).
el

Du fait que 37'e/ € A’, o' € A" et Jy}5, € A pour tout i € I, alors &/ € A, o' € Aet ] € A.
Du fait que A soit fermé pour la conjonction alors o/ A o A 8] € A pour tout i € I. D’apreés la
propriété 3.2.2.1, la formule précédente est équivalente dans 71" & une formule svls de la forme

~((E2" ' na"y N N\ ~(3; B A BY))
el
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avec 37'a’ € A, o/’ € A” et pour tout i € I on a 3y, B, € A’ et B! € A”. La formule précédente
est finalement équivalente dans T" &

(=(3z" o' Na")) v \/ 3y Bi A BY).
el

qui est bien une combinaison booléenne svls d’éléments de la forme 37’ o’ A o avec 37’ o’ € A’
et o/ € A". O

3.3.3 Reégles de réécriture

Nous présentons maintenant les régles de réécriture qui transforment une conjonction de
formules de travail quelconques en une conjonction svls de formules résolues, équivalente dans T
Appliquer la régle py = po a la formule de travail p, signifie remplacer dans p une sous-formule
p1 par la formule ps, en considérant le connecteur A associatif et commutatif.

3z a A pA
1 - = vras
—(3y vrai)
2) - [ AT a A fauz A @ } — orai
3 [ 3z an | [ 377" ' N oA 1
= e =
L Nier ~(30i 6i) | [ Nier ~(32"gs " A ;)"
@ [ 3z a A @A | . —BzaneA=3Y ')A
L ~(3Y B'AB") | Nier ~Gzy a N B A B A @)
[ 3z an ] [ 37/ Aol
(5) - o — - o
L Nier ~(3%; B) | L Nier =(39; B7)
[ 3z a AN i - I
(6) 37 8 A BA — ~(FZa A ATy B A BTN
- [ A (3218 1 L Nicr (327 Zia A BN BT NN @)
L icl \F%; 05

avec o un élément de A, ¢ une conjonction de formules de travail et I un ensemble fini éventuelle-
ment vide. Dans la régle (3), la formule 3% « est équivalente dans T' & une formule décomposée de
la forme 37" o/ A (37" " A (3" &™) avec AT o/ € A') o € A" " € A, T = V""" — Nz
et 37" o différent de Je vrai. Tous les (; sont des éléments de A. La formule (3z"y; o/ A 3;)*
est la formule (32"'y; o/ A 3;) dans laquelle nous avons renommeé les variables qui figurent dans
Z" par des noms distincts et différents de ceux des variables libres. Dans la régle (4), la formule
3% v est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 37’ o/ A (37" &' A (Je vrai))
avec 7'’ € A’ et o € A”. La formule 35’ 3’ est un élément de A’. La formule 3" est élément
de A” et est différente de la formule vrai. De plus, T |= (—=8") <> V1 B avec 5 € A. la formule
(Fzg a NS ABI N )" est la formule (3zy aA B A BY A ¢) dans laquelle nous avons renommé les
variables qui figurent dans Z et /' par des noms distincts et différents de ceux des variables libres.
Dans la régle (5), la formule 3Z a n’est pas de la forme 3% a1 Aag avec ATy € A’ et ag € A" et
est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 3z’ o/ A (37" o’ A (3e vrai)) avec
J7' o/ € A’ et o € A”. Chaque formule 37, 5] est un élément de A’. L’ensemble I est ’ensemble
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des i € I tels que 3y}, ne contienne pas d’occurrences libres d’aucune variable de Z”. De plus,
T = (3z"d") « of avec o) € A”. Dans la régle (6), I #0, 3y 5" € A, 3zl o € A’ et g € A”.
La formule (3zy'Z; o A B/ A 3" N 0L A )* est la formule (3zy'Z; o A B/ A B” A 6L A ) dans laquelle
nous avons renommé les variables qui figurent dans Z et 7' par des noms distincts et différents
de ceux des variables libres.

Propriété 3.3.3.1 Toute application répétée des regles de réécriture précédentes sur une conjonc-
tion © de formules de travail, se termine et produit une conjonction svls ¢ de formules résolues
équivalente a @ dans T.

Preuve, premiére partie : Montrons que pour chaque régle de la forme p = p’ on a
T E p < p' et la formule p’ reste une conjonction de formules de travail. il est clair que les régles
1 et 2 sont correctes dans 7T

Correction de la régle (3) :

l Iz aN ] [ T o' NN

Nier ~(3: 5i) Nier ~(32"gi o™ A ;)"

o la formule 37 o est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 37" o/ A (IZ” ' A
(3" ")) avec I o/ € A, o € A", " € A, T = VZ'"o” — 37" et 37" /" différent de
Je vrai. La formule (3z"y; o/ A ﬁl) est la formule (3z"y; /" A f3;) dans laquelle nous avons
renommé les variables qui figurent dans "/ par des noms distincts et différents de ceux des
variables libres.

Montrons la correction de cette régle. D’aprés les conditions d’application de cette régle, la
formule 37 o est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 37’ o/ A (3”7 " A
(3" ™)) avec AT/ € A", o € A", & € A, T = V""" — 37" et 37" " différent de
Je vrai. Donc le membre gauche de notre régle est équivalent dans 7' &

(3 o/ A (" A (3" A N (30 i)
icl

En utilisant le corollaire 3.1.0.8, la formule précédente est équivalente dans 7' a
(3(13 CY /\ // // /\ awllla/// A (HQZ /Bz))))
i€l

D’apres la définition de formule de travail, les variables quantifiées ont des noms différents de ceux
des variables libres. Nous pouvons alors remonter les quantifications 3y;. La formule précédente
est donc équivalente dans 1" &

(31’ o /\ o/ A /\ 3%’”]]2' @m/\ﬁi)))’
el

qui en renommant les variables qui figurent dans z”/ par des noms distincts et différents de ceux
des variables libres est équivalente dans T' &

(El(lf a A EI.T” /I /\ ///— O////\ﬁi)*))7
el

Donc la régle (3) est correcte dans T'.
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Correction de la régle (4) :

[3@&A¢A ] [ﬁﬁjaAwAﬂGyﬁwA
~(3y' B’ A B") Nier =32y N 3" A B A )

ot la formule 37 «v est équivalente dans T & une formule décomposée de la forme 37" o/ A (37" o/ A
(Je vrai)) avec 37’ o/ € A’ et o' € A”. La formule 37 ' appartient & A’. La formule 8" appartient
a A” et n'est pas de la forme vrai. De plus, T |= (=3") < Ve 8/ avec 3 € A. La formule
(3zg a N B A BN )" est la formule (327 a A 5 A B! A @) dans laquelle nous avons renommé
les variables qui figurent dans T et 3’ par des noms distincts et différents de ceux des variables
libres.

Du fait que 37’3’ € A’, alors d’apreés le deuxiéme point de la définition 3.2.1.1, on a T |
373’3, donc en utilisant le corollaire 3.1.0.6, le membre gauche de notre régle est équivalent dans
T a

Fxane A3y B))V

Gy ane NG A=F")
Du fait que T' = (=8") < (Vier 8]') (toujours possible d’aprés la condition 3 de la définition
3.2.1.1) alors la formule précédente est équivalente dans T a

(Fzane =Ty B))V
LGz a N AB'A (Vier B7))]

c’est-a-dire a
(Frane A3y )V

(327 Vier(a N NGB ABY))]

c’est-a-dire a

l(ax aNoAN=3y B))V
Vier(3zy o NG A B A )]

et donc &
“(FxaAp A =37 BN

Nier ~(3zy a A A BN )]

qui en notant (3z7" a A B A B A p)* la formule (3zy o A B/ A B! A ¢) dans laquelle nous avons
renommé les variables qui figurent dans Z et /' par des noms distincts et différents de ceux des
variables libres, est équivalente dans T" &

r(%a Ao A=(3g B))A
Nier (327 a A BN B A p)*

La régle (4) est donc correcte dans 7.

Correction de la régle (5) :
Az an 37 o/ Nl
B = 13! = 7 = 1
Nier =35 55) Nier =(37; ;)
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otl la formule 3% o n’est pas de la forme 3T a1 A avec IT a1 € A’ et ag € A” et est équivalente
dans T & une formule décomposée de la forme 37"/ A (32" " A (Fe vrai)) avec 37’/ € A,
o € A”. Chaque formule 37, 3/ est un élément de A’. I’ est I'ensemble des i € I tels que 3y,
n’a pas d’occurrences libres de variables de Z”. De plus, T = (3z"a”) <+ o] avec of) € A”.

Montrons la correction de cette régle. D’aprés les conditions d’application de cette régle, son
membre gauche est équivalent dans T' &

=37 ' A (3" A /\
i€l

avec 37’ o/ € A, o/ € A” et tous les 3y, ] sont des éléments de A’. Notons I;, 'ensemble des
i € I tels que 2!/ n’ait pas d’occurrences libres dans 3y, 3!. La formule précédente est équivalente
dans T &

(3 " A Nier—1, ~(30:6;))

Du fait que o € A” et 3y} 5, € A’, alors d’apres la propriété 3.1.0.4 et les conditions 2 et 3 de la
définition 3.2.1.1, la formule (3.22) est équivalente dans 1" &

~@Fo’ A (3.3 [(/\ieh (ETBDA ] ). (3.22)

=37’ A (2. 32!, [(/\i/e/h ~(3giBDIN )).

(3, @)

Du fait que T |= (32 o) < a!! avec off € A” (toujours possible du fait de la condition 3 de la
définition 3.2.1.1) alors la formule précédente est équivalente dans T' &

=37 A (3. 3ay (N ~GFiB)) A an))), (3.23)
i€ly
donc &
=37’ A (I 32 all A /\ -(37;5)) (3.24)
i€l

En répétant les quatre derniéres étapes (n — 1) fois et en notant I 'ensemble des i € I tels
que :(:(n k+1) n’ait pas d’occurrences libres dans 37,03/, la formule précédente est équivalente dans
T a

—|(E|:Z"/O/ AN 0/1, A /\ie[” _‘(Elggﬁg))

Donc la régle (5) est correcte dans T

Correction de la régle (6) :

dxa A pA ) » /I
3 ﬁ/ B// N _\(axa/\(p/\—\(ﬂyﬁ/\ﬁ))/\
o y
: [ Nier (37 5/)1 Nier ~(3zF 2 a A B A B AL A @)
ier "\3% 9

oul #0,3yp €A, 3" € A et 320} € A'. La formule (3zy'z;a A B A 3" NS, A p)* est la
formule (3zy'z; a A B/ A B” N 6L A ) dans laquelle nous avons renommeé les variables qui figurent
dans T et ¢ par des noms distincts et différents de ceux des variables libres.
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Montrons la correction de cette régle. Du fait que 35’3 € A’, alors d’aprés le deuxiéme point
de la définition 3.2.1.1, on a T = 377’3, donc, T = 3?9’ 5" A B”. Ainsi, en utilisant le corollaire
3.1.0.7, le membre gauche de la régle est équivalent dans T a

Jx a A pA
~| GF B AB") A Ner =37 B A B A (F28)) |

- )

c’est-a-dire a
Jx a N pA

~| GF B NB) A Nier ~GTE B A BN |

- )

donc &
A7 a A A

| (G B ABNV Vier(37'% 8 A BN |

Apres avoir distribué les A sur les V et remonté les quantifications 37z, on obtient la formule

-

BFzarp A=Ey 8 ARV
Vier(Gzy'zia Ao NG A B NG

qui est équivalente dans 1" &

~(3za Ao A=(3F B AB")A
Nicr ~Cz7Ziane N3 N B" N06))

qui, en notant (3zy'zla A A B A B" A6)) la formule (327’ Z, a Ao A B A F" A S) dans laquelle
nous avons renommé les variables qui figurent dans Z et 3’ par des noms distincts et différents
de ceux des variables libres, est équivalente dans T' &

“(FzaApA-3Y B ALB)A
Nier ~GzgZano AN AB A |

Donc, la régle (6) est correcte dans T'.
Preuve, deuxiéme partie : Toute application finie des régles sur une conjonction de formules
de travail produit une conjonction de formules résolues.

Montrons d’abord que toute substitution d’une sous-formule de travail dans une conjonction
de formules de travail par une conjonction de formules de travail produit toujours une conjonction
de formules de travail. Soit alors A;c; ¢; une conjonction de formules de travail. Soit ¢}, avec
k € I un élément de cette conjonction et dont la profondeur est notée di. Deux cas sont possibles

1. Soit, on remplace ¢y par une conjonction de formules de travail. Dans ce cas, soit A ¢, ¢;
une conjonction de formules de travail équivalente & o dans T'. La conjonction de formules
de travail A\;c; @i est équivalente dans 7" a

C A ednCA o)

icl—{k} JEJK

qui bien entendu est une conjonction de formules de travail.
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2. Soit, on remplace une sous-formule de travail de ¢ par une conjonction de formules de
travail. Dans ce cas, soit ¢ une sous-formule de travail de ¢, de profondeur dy < dj, (donc
¢ est différente de ). Ainsi, ) a, au moins, une sous-formule de travail' de la forme

~(Fza A (N ) A (9)),

leL

ol L est un ensemble fini (éventuellement vide) et tous les 1; sont des formules de travail.
Soit alors /\ ;¢ ; ¢; une conjonction de formules de travail équivalente a ¢ dans T'. La sous-
formule de travail précédente est donc équivalente dans T a

=(Eza A (N v) AN 65)s

leL jed

qui bien entendu est une formule de travail. Ainsi, ¢, est équivalente dans T" & une formule
de travail et donc A;c; @i est équivalente dans 1" & une conjonction de formules de travail.

De 1 et 2 on déduit que : (i) toute substitution d’une sous-formule de travail dans une conjonction
de formules de travail par une conjonction de formules de travail, produit toujours une conjonction
de formules de travail.

D’autre part, du fait que chaque régle transforme une formule de travail en une conjonction
de formules de travail, alors d’aprés (i), toute application finie des régles sur une conjonction
de formules de travail produit une conjonction de formules de travail. Montrons maintenant que
chacune de ces formules de travail est résolue.

Soit ¢ une formule de travail. D’aprés ce qu’on vient de démontrer, toute application finie
de nos régles sur une conjonction de formules de travail produit une conjonction ¢ de formules
de travail. Supposons alors qu’aucune régle ne puisse s’appliquer et que 'une des formules de
travail de ¢ ne soit pas résolue. Soit alors 1 cette formule. Deux cas sont & étudier
Cas 1 : v est une formule de travail de profondeur supérieure & 2. Donc 1 contient une sous-

formule de la forme
dxa AN

~| BN Nier~(37:) |
ou 11 est une conjonction de formules de travail, I est un ensemble fini non vide et «, 3, et
d; sont des éléments de A. Soit (37’4 A (3z"5" A (35" 5"))) la formule décomposée de g3 et
soit (3zjo; A (326 A (3Z76!"))) la formule décomposée de 3z;0;. Si Iy’ 3" est différente de la
formule Jevrai, alors la régle (3) peut encore s’appliquer, ce qui contredit nos suppositions. Donc
supposons que

—_ ,

35" 3" = Jevrai. (3.25)

S'il existe k € I tel que 3270} ne soit pas le formule Jevrai, alors la régle (3) peut encore
s’appliquer, ce qui contredit nos suppositions. Donc, supposons que

325} = Jewvrai, (3.26)

pour tout i € I. S'il existe k € I tel que 32,0, ne soit pas de la forme 3z, 5. A 5} avec 3z, 03;, € A’
et 0 € A”, alors du fait que l'on ait (3.26), la régle (5) peut s’appliquer ce qui contredit nos
suppositions. Supposons que

chaque 3z;6; soitdela forme 3z6; A 5) avecIz.6, € A'et ) € A”. (3.27)

9En considérant que ’ensemble des sous-formules de n’importe quelle formule ¢ contient également la formule
.
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S’il existe ¢ € I tel que 0/ ne soit pas la formule vrai, alors du fait que l'on ait (3.25), la régle
(4) peut s’appliquer ce qui contredit nos suppositions. Supposons alors que tous les ¢/’ sont de
la forme vrai et donc, en utilisant (3.27), on obtient

tous les 3z;3; appartiennent a A’. (3.28)

Si g8 n’est pas de la forme 37’3 A 3" avec 3 € A’ et 3" € A”, alors du fait que l'on ait
(3.25) et (3.28), la régle (5) peut s’appliquer, ce qui contredit nos suppositions. Donc supposons
que

33 soit de la forme 3y B A" avec Iy € Al et 3" € A”. (3.29)

Du fait de (3.29) et (3.28), la régle (6) peut encore s’appliquer ce qui contredit toutes nos
suppositions.
Cas 2 : 9 est une formule de travail de la forme

oA (3 Bi)
iel
et une au moins des propriétés suivantes est satisfaite
1. faux est une sous formule de «,
2. il existe ¢ € I tel que F; est la formule vrai ou fauz,
3. il existe i € I tel que Jy;8; € A’,
4. T n’est pas de la forme 37'a’ A o avec 7'’ € A’ et o € A”.

Si la condition (1) est vraie, alors la régle (2) peut s’appliquer, ce qui contredit nos suppositions.
Si la condition (2) est vraie, alors les régles (1) et (2) peuvent encore s’appliquer, ce qui contredit
nos suppositions. Si la condition (3) est vérifiée alors les régles (3) ou (4) ou (5) (avec I = 0)
peuvent encore s’appliquer. Si la condition (4) est satisfaite, alors d’aprés le point précédent
y;8; € A" et donc la régle (3) ou (5) peut s’appliquer, ce qui contredit nos suppositions.

Des cas 1 et 2, nos suppositions sont toujours fausses donc 1 est une formule résolue et donc
¢ est une conjonction de formules résolues.
Preuve, troisiéme partie : Montrons que toute application répétée des régles précédentes
termine. La terminaison de ces régles est assez intuitive et se démontre en utilisant les mémes
fonctions que celles utilisées dans les théories infini-décomposables. Néanmoins la nouvelle régle
(4) nécessite une fonction beaucoup plus complexe que la fonction [ définie dans le chapitre 3.
Nous préférons alors donner une démonstration plus simple en suivant les conditions d’application
des régles. Soit alors ¢ une formule de travail. La régle (3) traite d’abord les deux niveaux les plus
imbriqués de ¢ en décomposant ’avant dernier niveau et en envoyant la troisiéme partie dans
le dernier niveau de . La régle (3) s’applique maintenant sur le dernier niveau en supprimant
la troisiéme partie de la décomposition. C’est maintenant au tour de la régle (5) de s’appliquer
sur les niveaux les plus imbriqués de ¢, en éliminant les quantifications de la deuxiéme partie.
La régle (4) crée des formules contenant uniquement la premiére partie de la décomposition en
diminuant la cardinalité des ensembles traités. Aprés plusieurs applications et du fait que les
ensembles sont de cardinalité finie, il ne reste plus qu’a appliquer la régle (4) puis la régle (6)
pour diminuer la profondeur de ¢. Ces étapes sont répétées et leur application se termine du fait
que la profondeur d’une formule de travail soit finie. O

3.3.4 Algorithme de résolution de propositions

Ayant une proposition 1, la résolution ou décision de 1 dans T se fait de la maniére suivante
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1. Transformer la formule ¢ en une formule normalisée, puis en une conjonction de formules
de travail ¢ svls et équivalente & 1) dans T

2. Appliquer les régles de réécriture précédentes sur ¢ autant de fois que possible. A la fin,
on obtient une conjonction ¢ de formules résolues.

Du fait que la transformation de la proposition ) en conjonction de formules de travail ¢ soit
svls, alors ¢ est une conjonction de formules de travail sans variables libres. D’apreés la propriété
3.3.3.1, application de nos régles sur ¢ produit une conjonction svls ¢ de formules résolues et
donc une conjonction ¢ de formules résolues sans variables libres. D’aprés la propriété 3.3.2.4, ¢
est soit la formule vrai, soit la formule A;c; —vrai. Du fait que T soit décomposable, elle a au
moins un modeéle et donc soit T' = ¢, soit T' = —¢ et par conséquent soit T' = 1), soit T |= —).
Cet algorithme peut trés bien s’appliquer sur des formules ayant des variables libres et produit
a la fin une conjonction de formules résolues ayant au moins une variable libre. En utilisant la
propriété 3.3.2.5 on a alors le corollaire suivant

Corollaire 3.3.4.1 Si T est zéro-infini-décomposable alors toute formule est équivalente dans T
soit a vrai, soit a faux, soit a une combinaison booléenne de formules de la forme 3T o/ A o
avec 37’ o/ € A’, o' € A" et ayant au moins une variable libre.

Ce corollaire est une autre preuve de la complétude des théories zéro-infini-décomposables.

3.4 Application a la construction d’arbres sur un ensemble or-
donné 7,,,

3.4.1 Axiomatisation

Soit F' un ensemble infini de symboles de fonction, tous d’arité non nulle. Soit R un ensemble
de symboles de relation contenant les symboles de relation < et num d’arités respectives 2, 1. Si
t1 et ty sont des termes, alors on écrit ¢; < to pour < (¢1,t2). La construction d’arbres sur un
ensemble ordonnée est la théorie du premier ordre, notée 7,.4, de signature F'U R et dont les
axiomes sont ’ensemble infini des propositions de I'une des formes suivantes

L VavVy fx = fy — N,z = yi,
VavVy - fz = gy,
Vz3alz A, zi = ti(Z, ),
Ve numx — —x < x,
VaVyVz numxz A numy Anumz — ((z <yAy < z) —x < z2),
VaVy (numx A numy) — (z <yVz=yVy<x),
VaVy (numx A numy) — (x <y — (Fznumz Az < z Az <y)),
Venumax — (Synumy Az <y),
Venumzx — (Jynumy Ay < x),
10 VZ-num fz,
11 VaVyz <y — (numx A numy),
12 dx numz,

© 00 O U i~ W N

ou f et g sont des symboles de fonction distincts pris dans F', x, y, z des variables, Z un vecteur
de variables z;, § un vecteur de variables y;, Z un vecteur de variables z; toutes distinctes et
t;(Z,Z) un terme qui commence par un élément de F' suivi de variables prises dans Z ou Z.

Les schémas d’axiomes 1, 2 et 3 sont les trois schémas d’axiomes de la théorie des arbres finis
ou infinis : le schéma d’axiome 1, dit d’explosion, le schéma d’axiome 2, dit de conflit de symboles
et le schéma d’axiome 3, dit de solution unique. Les axiomes 4, 5,..., 9 concernent la relation <,
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vue comme un ordre strict 4,5, total 6, dense 7 et sans extréme 8,9. Les axiomes 10, 11 et 12
sont dits de typage. Les formules num x et —num x sont appelées contraintes de typage car elle
associe un type a la variable x.

Présentons maintenant quatre propriétés qui sont vraies dans tout modéle de 7,,.4. Nous en
aurons besoin pour montrer la zéro-infini-décomposabilité de cette théorie. Notons que les trois
premiéres propriétés ne sont que de simples extensions des propriétés 3.2.4.1, 3.2.4.2 et 3.2.4.3
définies dans la théorie T,,4 de l'ordre strict, total, dense et sans extrémes & la section 3.2.4.
La premiére introduit ’élimination de quantificateur de Fourier pour les éléments ordonnés. La
seconde montre I'inversion de la relation < par introduction d’égalités et de contraintes de typage
et en utilisant le fait que ’ordre soit total. La troisiéme est une conséquence du fait que la relation
d’ordre soit dense et sans extrémes et introduit la notion de zéro-infini solutions dans tout modéle
de 7,,4. La quatriéme montre I'infinité d’arbres dans tout modeéle de 7,4 en utilisant les axiomes
let 2de 7,4

Propriété 3.4.1.1

(Aier < yi A numy;) A

7, =
ord ': [ T numx N\ (/\jerj <£L‘/\TLuij)

- /\ /\ (25 < yi A numy; \ num z;).
il jeJ

Propriété 3.4.1.2

—num xV

—num yV

(x =y A numax A numy)V
(y <z Anumz A numy)

Tord = Vzy (—(x < y A numx A numy)) <

Propriété 3.4.1.3 Soit M un modéle de T,.q, soit J et K des ensembles finis d’individus de M
et soit ¢'(x) la M-formule

num x A (/\j<m/\numj)/\(/\ x < kA numk).
jeJ keK

L’ensemble des individus i de M tels que M = ¢'(i) est infini ou vide.

Propriété 3.4.1.4 Soient M un modéle de T,.q et f un symbole de fonction d’arité non nulle.
L’ensemble des individus i de M, tels que M |= —num i, et l’ensemble des individus i de M, tels
que M |= 3T i = fx, sont infinis.

3.4.2 Le modéle standard de 7,4

La théorie 7,4 a pour modéle standard le modéle A,,.q des arbres aux feuilles ordonnées, défini
comme suit, & partir d’un ensemble infini D?°, disjoint de F', et muni d’une relation d’ordre total,
strict, dense et sans extrémes :

Signature de A,.q4 La signature de A,,q est la méme que celle de 7,,.q4.

Domaine de A,,.q4 Le domaine A,.q de A,.q est constitué des arbres éventuellement infinis
construits sur F'U D. Chaque élément d’arité n de F' est considéré comme une étiquette d’arité
n et chaque élément de D est considéré comme une étiquette d’arité 0. Du fait que tous les
symboles de fonction de F soient d’arité non nulle, alors chaque arbre élément du domaine de

20Par exemple Iensemble des rationnels ou I’ensemble des réels.
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ce modéle contient des feuilles qui appartiennent a I’ensemble D et donc des feuilles ordonnées
par la relation d’ordre total, strict, dense et sans extrémes dans D. Ce qui explique 'appellation
arbre aux feuilles ordonnées.

Opérations de A,-g A chaque symbole f € F d’arité n, on associe 'opération de construction
fAord = A q™ — Aprg, Ol f(ay,...,ay) est Parbre dont la racine est étiquetée f et qui a pour
suite de fils aq, ..., an.

Relations de Ag.q Au symbole de relation unaire num, on associe I'ensemble num®erd des
arbres qui n’ont qu’'un seul nceud. Au symbole de relation binaire < on associe ’ensemble des
couples (z,y) tels que x € numAerd y € num?erd et la valeur de z soit strictement inférieure a
la valeur de y.

La seule difficulté pour montrer que A,.q est un modeéle de 7,4, est de montrer que 'axiome 3
de solution unique de 7,4 est vrai dans A,,4. Pour ce point on peut reprendre la démonstration
donnée en [16].

3.4.3 Brique et brique résolue dans 7,

Définition 3.4.3.1 On appelle brique, toute conjonction o de formules a plat, telle que toute
variable x figurant dans «, ait au moins une occurrence dans une sous-formule de « de la forme
numx ou —numx. Une brique v sans occurrences du symbole “ =7 est dite relationnelle. Une
brique a sans occurrences du symbole “ < 7 et ot chaque variable a une occurrence dans au

moins une des équations de « est dite équationnelle.
Exemple 3.4.3.2 la formule
x=fyANy <zAnumyA numz,

n’est pas une brique car la variable T n’a pas de contrainte de typage dans cette formule. Par
contre la formule
= fyANy <zA-numzx A numyA numz,

est une brique. La brique
x=fyNy=xA-numzxAnumyA numz,

n’est pas équationnelle car la variable z n’apparait dans aucune équation de cette brique. Les
briques vrai, faur et
rT<yANy<zAnumzxzA\numyN\ numz,

sont des briques relationnelles.

Définition 3.4.3.3 Soient a une brique et T un vecteur de variables. Une variable u est dite
accessible dans dTa si u est une variable libre dans ITa, ou o a une sous-formule de la forme
y = t(u) A ~numy avec t(u) un terme contenant u et y est une variable accessible. Dans le
dernier cas, ’équation y = t(u) est dite accessible dans Iz

Du fait des schémas d’axiomes 1 et 2 de 7,4 on a la propriété suivante

Propriété 3.4.3.4 Soit o une brique. Si toutes les variables de T sont accessibles dans 3T
alors Tprq = 2.
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Suppose que les variables de V' soient ordonnées par un ordre total, strict, dense et sans
extrémes, noté >.

Définition 3.4.3.5 Une brique o est dite bien typée si elle ne contient pas de sous-formules
de la forme

- numx A ~numx,

-z = fyAnumz, avec f € F,
- =y ANnumx N\ numy,

- =y AN numxA\numy,

- <yAN-numux,
—y<xTA\-numx.

Définition 3.4.3.6 Une brique « est dite (>)-résolue dans Ty.q si

1. « est bien typée,

2. a ne contient pas de sous-formules de la forme B A fauz, ot B est une formule différente
de la formule vrai,

3. st x =y est une sous-formule de «, alors x = vy,
4. tous les membres gauches des équations de o sont distincts,

5. st x < y est une sous-formule de o alors x et y n’apparaissent dans aucun membre gauche
des équations de a,

6. a ne contient pas de sous-formules de la forme

o< TINANTL < To N NTp1 < Tp NIy < X

Exemple 3.4.3.7 Soient z, y, z et w des variables telles que x =y = z = w. La brique
r=fyANy <zAnumzx A numyA numz,

n’est pas une brique (>)-résolue car elle contient une sous formule de la forme © = fy A num z.
Les briques vrai, fauz et

r=fyANy=zAw<zA-numzAnumyA numz A numw,

sont des briques (>)-résolues.

Propriété 3.4.3.8 Toute brique est équivalente dans Torq 4 une brique svls (>-)-résolue.

Preuve. Pour montrer cette propriété, nous introduisant les régles de réécriture suivantes
qui transforment une brique quelconque en une brique svls (>-)-résolue équivalente dans 7,,.4.
Appliquer la régle p1 = py a la brique p, signifie remplacer dans p, une sous-formule p; par la

71



Chapitre 8. Théorie zéro-infini-décomposable

formule po, en considérant le connecteur A associatif et commutatif.

(1) y=fxAnumy = fauz,

(2) z<yA-numx = fauz,

3) y<axA-numz = fauz,

(4) z=yAnumxA-numy = fauz,

(5) x=yAnumyA-numz = fauz,

(6) numzx A-numzx = fauz,

(7))  fauz AN = fauz,

8) x=fy1..Ym AT =gz1...2n = fauz,

9) z=fyyn ANz =Ffr..2, = == fy1..Un A Nic1.n ¥i = i,
(10) o<1 A Axpoy < axpn ANy <0 — fauz,

(11) z== = wrai,

(12) y=x = z =y,

(13) z=yAx=z = r=yAy=z,

(14) xz=yANz=fz1...2n = x=yAy= fz1...2n,
(15) z=yAzx<z = r=yAy<z,

(16) z=yAz<z = z=yAz<y,

ou f et g sont des éléments distincts pris dans F, z, y, z des variables, Z un vecteur de variables et
a une formule quelconque. Les régles (12),...,(16) sont appliquées uniquement si x > y. Montrons
que toute application répétée de ces régles sur une brique termine, maintient I’équivalence dans
Torq €t produit bien une brique svls (>)-résolue équivalente dans 7,.4.
Preuve, premiére partie : L’application des régles se termine. Du fait que les variables qui
figurent dans nos formules soient ordonnées par la relation d’ordre >, on peut les numéroter par
des entiers positifs de telle fagon que = = y < no(z) > no(y), o no(zx) est le numéro de la
variable z. Considérons le 4-uplet (ni,n9,n3,n4) ot les n; sont les entiers non négatifs suivants

— np est le nombre de sous-formules de la forme z = fy;...y,, avec f € F,

— ng est le nombre d’occurrences de formules atomiques.

— ng est la somme des no(x) pour toute occurrence d’une variable z,

— ny est le nombre de formules de la forme x = y, avec y > x.
pour chaque régle, il existe un indice ¢ tel que 'application de cette régle diminue ou ne change
pas la valeur des nj avec 1 < j < 4, et diminue la valeur de n;. L’indice 7 est égal a : 1 pour la regle
(1), 2 pour les régles (2), ..., (7), 1 pour les régles (8) et (9), 2 pour la régle (10), 3 pour la régle
(11), 4 pour la régle (12) et enfin 3 pour les régles (13), (14), (15) et (16). A chaque séquence de
formules obtenue par application finie de nos régles, on peut associer une suite (ni, ng, n3,nq) qui
est strictement décroissante dans ’ordre lexicographique. Du fait que ces n;’s soient des entiers
positifs, ils ne peuvent pas étre négatifs, donc cette suite est finie et I’application de nos régles
se termine.
Preuve, deuxiéme partie : Les régles conservent I’équivalence dans 7,,.4. La régle (1) conserve
I'équivalence dans 7,4 du fait de 'axiome 10 et des propriétés de I'égalité. Les régles (2) et
(3) conservent I’équivalence dans 7,4 du fait de 'axiome 11. Les régles (4) et (5) conservent
I’équivalence dans 7,4 du fait des propriétés de 1’égalité. Les régles (6) et (7) sont évidentes dans
Tord- La régle (8) conserve 1'équivalence dans 7,4 du fait de Paxiome 2. La régle (9) conserve
I'équivalence dans 7,4 du fait de axiome 1. La régle (10) conserve I’équivalence dans 7,,.q du
fait des axiomes 4 et 5. Les régles (11),...,(16) conservent 1’équivalence dans 7,4 du fait des
propriétés de 1’égalité.
Preuve, troisiéme partie : L’application des régles se termine par une brique (>)-résolue.
Supposons que l'application des régles sur une brique ¢ se termine par une formule ¢ qui ne
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soit pas une brique (>)-résolue. D’aprés la définition 3.4.3.6, soit ¢ n’est pas une brique, soit
@ est une brique et une des six conditions de la définition 3.4.3.6 n’est pas vérifiée. Si ¢ n’est
pas une brique, alors, il existe une variable x de ¢ telle que num x ou —num = ne soit pas une
sous-formule de ¢. Du fait que chaque régle produise une conjonction svls de formules atomiques
a partir d’une conjonction de formules atomiques et du fait que ¢ soit une brique, et que les seules
régles qui suppriment des occurrences de sous-formules de la forme num x ou ~num x sont celles
qui produisent fauz, alors du fait que la régle (7) ne puisse plus s’appliquer, ¢ est la formule
fauzx, ce qui contredit ’hypothése que ¢ ne soit pas une brique. Si maintenant ¢ est une brique et
au moins une des six conditions de la définition 3.4.3.6 n’est pas satisfaite alors, suivant que les
conditions 1, 2, 3, 4, 5, 6 ne soient pas satisfaites, une des régles (1),(2),(3),(4),(5),(6) ou (7) ou
(11),(12) ou (8),(9),(13),(14) ou (15),(16) ou (10) s’applique, ce qui contredit nos suppositions.
O
En utilisant 'axiome 3 de 7,4 on a la propriété suivante

Propriété 3.4.3.9 Soient a une brique équationnelle (>-)-résolue différente de la formule faux
et T l’ensemble des membres gauches des équations de . Soit o la conjonction de contraintes
de typage des variables de o qui n’appartiennent pas a . On a

Torqa = " — AT a.

Exemple 3.4.3.10 Soient x, y et z des variables telles que x > y > z et soit o la brique
x=fyNy=2zA-numxAnumyAnumz. On a bien

Torda E numz — (Aayx = fy Ny =z A —-numz A numy A numz).

Cette propriété provient de l'axiome 3 en utilisant le fait que les briques sotent équationnelles et
(>)-résolues.

3.4.4 71,4 est zéro-infini-décomposable

Théoréme 3.4.4.1 La théorie 1,,.q est zéro-infini-décomposable.

Preuve. Montrons que 7,4 satisfait aux conditions de la définition 3.2.1.1.

Choix des ensembles ¥(u), A, A" et A”

Soit BR I’ensemble des briques. Les ensembles W(u), A, A" et A” sont choisis de la maniére
suivante
— U(u) contient 'ensemble des formules de la forme Iyu = fy avec f € F,
— A est I'ensemble BR,
— A’ est 'ensemble des formules de la forme 37'a’, ou
— o est une brique équationnelle (>)-résolue différente de la formule fauz et ou Uordre >
est tel que toutes les variables de Z’ soient plus grandes que les variables libres de 3z'c/,
— toutes les équations de o’ et toutes les variables de Z’ sont accessibles dans 37'¢/,
— A” est Pensemble des briques relationnelles (>)-résolues qui sont différentes de la formule
fauz.
Bien entendu, BR est fermé pour la conjonction, A’ contient des formules de la forme 3%’/ avec
o/ € BR et A” est un sous-ensemble de BR.
Montrons maintenant que la théorie 7,4 satisfait aux cinq conditions de la définition 3.2.1.1.
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Torq satisfait & la premiére condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que toute formule de la forme IT o A 9, avec o« € A et 1 une formule quelconque,
est équivalente dans 7,4 & une formule, svls, de la forme

Iz o A (3T o A (32" & AY))), (3.30)

avec AT/ € A/, o € A", &' € A et Tprqg EVT o — NT"d".

Prenons pour > un ordre tel que toutes les variables de & soient plus grandes que les variables
libres de 3Za. Soit alors B une formule (>)-résolue équivalente & o dans 7,4, (8 existe du fait
de la propriété 3.4.3.8). Notons X l’ensemble des variables de Z, Y. 'ensemble des variables
accessibles dans 3z et mbg ’ensemble des variables qui ont des occurrences dans un membre
gauche d’une équation de (. Si § est équivalente & faux dans 7,4, alors la formule 3T o A ¢ est
équivalente dans 7,4 & une formule décomposée de la forme

Je fauz A (3e vrai A (3e vrai A )).

Sinon [ est une conjonction (>)-résolue d’équations et de relations a plat. La formule 37 o A ¢
est équivalente dans 7,4 & une formule décomposée de la forme (3.30) ou :
— 7' contient les éléments de X NY,,,
— " contient les éléments de (X — Y,.) — mbg.
— 7" contient les éléments de (X — Y,.) N mbg.
— o est de la forme o) A af on o est la conjonction de toutes les équations accessibles dans
3z, et ol of est la conjonction de toutes les sous-formules de § de la forme num z ou —num x
avec z ayant au moins une occurrence dans o.
— o est de la forme of A af ot of est la Conjonction de toutes les sous-formules de 3 de la
forme num x ou —num z avec x € T, et ol o est la conjonction de toutes les sous-formules de
G de la forme x < y.
— o est de la forme of’ A o on of est la conjonction de toutes les équations qui ne sont pas
accessibles dans 3%, et ou of’ est la conjonction de toutes les sous-formules de 3 de la forme
num x ou —num T avec x ayant au moins une occurrence dans of’.

D’aprés notre construction, il est clair que 37'a’ € A, o’ € A” et o/ € A. De plus, d’aprés
la propriété 3.4.3.9, on a directement 7,4 = VZ"a” — 3'1‘”’ "’ Montrons maintenant que (3.30)
et 3Ta A 1) sont équivalentes dans 7,,.4. Soient X', X" et X" les ensembles des variables des
vecteurs®! de 7', 7’ et . Si (3 est la formule fauz, alors I’équivalence de la décomposition est
évidente. Sinon, 3 est une brique (>)-résolue qui ne contient pas la sous-formule fauz. Donc
d’aprés notre construction nous avons : X = X’ UX"U X" X'NX" =0, X' N X" =,
X"NX" = (), pour tout 2/ € X" on a z} & var(a’) et pour tout x”’ € X" onaxl & var(a/Na").
Ces propriétés proviennent de la définition de brique (>)-résolue et de 'ordre = qui a été choisi tel
que les variables quantifiées de 3% « soient plus grandes que les variables libres de 3% o. D’autre
part, chaque équation et chaque relation de [ apparait dans o/ A @” A @ et chaque équation et
chaque relation de o/ Ao A" apparait dans § et donc Tyrg = 8 < (¢/ A Ad"). Nous avons
montré que les quantifications sont cohérentes et que 1'équivalence 7.4 = 5 < o/ A a” Ao est
satisfaite. D’aprés la propriété 3.4.3.8, on a 7,,.q = a < (3 et donc la décomposition maintient
I’équivalence dans 7,,4.

T,rq satisfait a la deuxiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que si 37’ € A’ alors 7,4 = 3?%'a’. Du fait que Elaz’ o' € A’ et d’aprés le choix de
I’ensemble A’, toutes les variables de Z’ sont accessibles dans 37’'c/. En utilisant alors la propriété

21Bien entendu, si Z = ¢ alors X = 0
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3.4.3.4 on obtient 7.4 = 377/

Montrons maintenant que si y est une variable libre dans 37'a’ alors 7,4 = 37yz’ o/, ou il
existe ¥ (u) € W(u) avec Torq = Vy (37 ) — 9(y). Soit y une variable libre de 37'a/. Trois cas
se présentent

Soit, y apparait dans une sous-formule de o’ de la forme y = t(7’, Z’, y), ont Z’ est ’ensemble des
variables libres de 37'a/, diminué de la variable y, et ou ¢(Z’, Z’, y) est un terme formé d’un élément
de F suivi de variables prises dans Z’' ou z’ ou {y}. Dans ce cas, la formule 37’a/ implique dans
Tora la formule 37’y = (7', 2, y), qui implique dans 7,4 la formule 37'z'wy = (7', Z', w), ou
y =t(Z',Z',w) est la formule y = ¢(7’, Z’, y) dans laquelle nous avons remplacé toute occurrence
libre de y dans le terme ¢(Z/,Z’,y) par la variable w. D’aprés le choix de I'ensemble ¥(u), la
formule 37'z'wu = t(Z', Z', w) est bien un élément de ¥ (u).

Soit, y apparait dans une sous-formule de o/, de la forme y = z. D’aprés le choix de I’ensemble
A’, Vordre = est tel que les variables de Z’ soient plus grandes que les variables libres de 37'a/
D’autre part, d’aprés la définition 3.4.3.6 des formules (>)-résolues, on a y > z. Donc z est
une variable libre dans 37'a’. Du fait que y n’apparaisse dans aucun autre membre gauche
d’une équation de o' (car o est (>)-résolue), et du fait que toutes les variables de Z soient
accessibles dans 37'a/, alors toutes les variables de Z’ restent accessibles dans 37’y o’ et pour
chaque valeur de z il existe au plus une valeur pour y. En utilisant alors la propriété 3.4.3.4 on
a bien T, = 377y .

Soit, y apparait uniquement dans les membres droits des équations de o/. D’aprés le choix de
I’ensemble A’, toutes les variables de Z’ et toutes les équations de o sont accessibles dans 3z'a/
Du fait que y n’apparaisse dans aucun membre gauche d’une équation de o/, alors la variable y
ainsi que les variables de z’ sont accessibles dans 3%’y o/. En utilisant alors la propriété 3.4.3.4
on a bien 7,,.q E 377y /.

Dans tous les cas, 7,4 satisfait & la deuxiéme condition de la définition 3.2.1.1.

T,rq satisfait a la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que 7,4 satisfait aux trois points de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1.

T,rq satisfait au premier point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons d’abord que si o € A” alors la formule - est équivalente dans 7,4 & une
disjonction d’éléments de A, c’est-a-dire & une disjonction de briques. Soit o’ une formule de A”.
D’aprés le choix de I'ensemble A”, o/ est une formule de la forme

(Aeer mm 22) A (e ~mum )
Nier /\je]i (@i < yi; A num z; A num y;;)

La formule —a” est donc équivalente dans 7,4 &

(Veer ~num z) V (Ve —num vy )V
Vier Vies, ~(wi < yij A num x; A num yij)

qui d’aprés la propriété 3.4.1.2 est équivalente dans 7,4 &

(Veer, mnum z¢) V (Ve g numug)V
(mnum y;;)V

Ve (mnum x;)V )
CLVIES | (y,; < @y A num s A num yi;)V
( )

x; = Yij A\ numx; A num y;j)
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qui est bien une disjonction de briques.

7,rq satisfait au deuxiéme point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons maintenant que si ” € A’ alors, pour toute variable z”, la formule 32" est

équivalente dans 7,4 & un élément de A”. Soit o une formule de A”, trois cas se présentent

Soit, 2" n’a pas d’occurrences libres dans o”. Donc la formule 32" o est équivalente dans
Torq & & qui est bien un élément de A”.

Soit, la formule Jz” /" est de la forme 32" o A —num 2" avec of € A” et 2’ n’a pas d’oc-
currences libres dans of. Elle est donc équivalente dans 75,9 & of A (32" —=num "), qui d’apres
la propriété 3.4.1.4, est équivalente dans 7.4 & of, qui est bien un élément de A”.

Soit, la formule 3z” o est de la forme

32" o A num 2" A (/\z‘eI ' < Yi A\ num yi)/\
1 (Njeszi < " A num zj), |’

avec off € A” et 2/ n’a pas d’occurrences libres dans «f. Elle est donc équivalente dans 7,4 &

(Nier 2" < yi A numy;)A
(Njes 2z <z A num zj),

);

o A (32" num 2 A l

qui d’aprés la propriété 3.4.1.1, est équivalente dans 7,4 &
o N Nier Njes(zj < yi A numy; A num z;),

qui est bien un élément de A”.

T,rq satisfait au troisiéme point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Etant donné ¢(z) € A”, montrons que, pour toute variable x, on a 7,4 = Wy @(x). Soient

M un modele de 7,4 et 3z ¢'(x) une instanciation quelconque de 3% p(z) par des individus de
M telle que M = 3z ¢/(z). Etant donnée une condition quelconque de la forme

M = ¢ (i) A= (i) Ao A=y (4),

avec les ¢ (u) des éléments de W(u), il suffit de montrer qu'il existe une infinité d’individus i de
M qui satisfont & cette condition. Cette condition peut d’ailleurs étre remplacée par la condition
plus forte

numi V 1. . .
M = <¢n+1(i)> A @' (@) A =apr(@) A - - A (i),

ol Y41 (u) est un élément de ¥(u) qu’on a pu choisir distinct de 91 (u), . .., ¥, (u), car 'ensemble
F' des symboles de fonction est infini. Du fait que, pour tout k entre 1 et n, on a

Torda = numx — =i (z), (axiome10)

et
Tord = Ynt1(x) — (), (axiome?2)

alors la condition précédente se simplifie en

M = (numi A (i) V (Ynr1(i) A ¢/ (1)),
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et donc finalement, sachant que M = 3z ¢/(x), il suffit de montrer qu’il existe une infinité
d’individus ¢ de M tels que

M | numi A ¢'(i) ou M = ¥ni1(3) A Q'(3). (3.31)

Deux cas se présentent

Soit, la formule num z apparait dans ¢'(z). Du fait que ¢'(x) soit une instanciation d’une
brique relationnelle résolue et que M = 3z ¢/(z), la formule num x A ¢'(x) est équivalente dans
M & une M-formule de la forme

num x A (/\j<x/\numj)/\(/\ x < kA numk).
jed keK

D’aprés la propriété 3.4.1.3 et du fait que M = 3z num x A¢'(x), il existe une infinité d’individus
i de M tels que M = numi A (i) et donc tels que (3.31).

Soit, la formule num x n’apparait pas dans ¢'(z). Du fait que ¢’(x) soit une instanciation
d’une brique relationnelle résolue et que M | Jz ¢'(z), la M-formule ¢, 11(x) A ¢'(z) est équi-
valente dans M & v,4+1(x). D’apres la propriété 3.4.1.4, il existe une infinité d’individus ¢ de M
tels que M = 1p41(i), donc tels que M = ,41(2) A ¢/ (4) et done tels que (3.31).

Dans tous les cas, 7,4 satisfait a la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1.

Torq satisfait & la quatriéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que toute conjonction de formules & plat ¢ est équivalente, dans 7.4, & une dis-
jonction de briques. Pour cela, il suffit de montrer que toute formule & plat est équivalente dans
Torq & une disjonction de briques, puis effectuer une série de distribution des A sur les V. Soit
alors ¢ une formule a plat. Si elle est de la forme vrai, faur ou num x alors ¢ est une brique.
Sinon les équivalences suivantes, aprés distribution des A sur les V donnent les combinaisons
cherchées

(num zo V —num xg)A\
(num 1 V "num x)

Tord = vo=21 < g = 21 A [

(num xo V —num xo)A

Tord = vo<x1 =20 < 21 A
(num xy V —"numxy)

xo = fx1..xn N\
Nico.n(numx; V ~num ;)|

Tord |: ro=fT1..Tn < [

T,rq satisfait a la cinquiéme condition

Montrons que pour toute formule sans variables libres de la forme 37'a’ A o avec 37’/ € A’
et o € A" onaz=¢, o € {vrai, faur} et o € {vrai, faur}. Du fait que la formule 37’'a/ A o
ne contienne pas de variables libres, aucune de ses variables et aucune de ses équations n’est
accessible dans 37'a’ A o”. Ainsi, d’aprés le choix de I'ensemble A’, la formule 37'a’ est de la
forme Jewvrai. D’autre part, d’aprés le choix de 'ensemble A”, la formule vrai est la seule formule
de A” qui n’ait pas de variables libres. Donc 7,4 satisfait a la cinquiéme condition de la définition
3.2.1.1.

Nous avons montré que 7,4 satisfait aux cinq conditions de la définition 3.2.1.1. Donc 7,
est une théorie zéro-infini-décomposable.
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3.4.5 Reésolution de propositions dans 7,4
Soit & résoudre la proposition ¢ suivante
—(FyVevIzy = fzAy= fr Av < zA-numy A numz). (3.32)

Notons que les variables x et v n’ont pas de contraintes de typage. Cette formule est vraie dans
Torq car les variables = et v sont quantifiées universellement ce qui contredit le fait que v < z.

Montrons maintenant ce que donne notre algorithme de résolution pour cette formule. Trans-
formons d’abord la formule (3.32) en une formule normalisée équivalente dans 7,4 en utilisant
la propriété 3.3.1.2. On obtient alors la formule normalisée suivante

Jy vraiN
= Jxv vraiN
—~(Fzy=fzAy=frAv<zA-numyAnumz)

Transformons maintenant cette formule normalisée en une conjonction de formules de travail en
utilisant la propriété 3.3.2.2. La formule précédente est donc équivalente dans 7,4 & la formule
de travail suivante

[ Ty vrain

[ Jzv vrain

“(Fzniy=faaANy=frAv <z A-numzA-numy A numz; A "numv)
A

= —(Fzey = fza ANy = fx Av < 29 A—numax A —“numy A num za A numv)
A

—(Fzzsy = fzs ANy = fr Av < z3 Anumx A —numy A num z3 A =numuv)
A

—(Fzay = fza Ny = fe ANv < zg Anumx A —numy A num z4 A numv)

(3.33)
Les trois briques
- dny=fza1ANy=frAv <z A-numax A-numy A numz; A “num o,
—dxny=faAy=frAv<zA-numxz A -numy A num ze A numuv,
— dzsy = fzs Ay = frx Av < z3 Anumzxz A -numy A num zs A\ “numv,
sont équivalentes dans 7,4 a la brique (>)-résolue fauz. On peut alors appliquer la régle (5)
avec I = () trois fois sur la formule (3.33). Celle-ci est alors équivalente dans 7.4 &

[ Ty vrain

[ Jzv vrain

—(3z faux)

A

- —(Jzy faux)

A

—(3z3 faux)

A

“(Fzuy = fza Ny = fe ANv < zg A numx A —“numy A num z4 A\ numv)

qui, en appliquant la régle (2) trois fois, est équivalente dans 7,4 a

dy vraiN
- Jzv vraiN . (3.34)
“(Fzay=fza Ny = fx ANv < zg A numx A “numy A num z4 A numuv)
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Passons maintenant a la sous-formule
dzay = fza Ny = frAv<zg ANnumzx A —numy A\ num z4 A numv. (3.35)

Choisissons alors l'ordre > tel que z4 = = > y > v. En utilisant les régles de réécriture de la
propriété 3.4.3.8, la brique

y=fzaNy=frAv<z4iAnumzA-numyA numz4s \ numuv,
est équivalente dans 7,4 & la brique (>)-résolue

y=fzuNza=xANv<zAnumzxA-numyA num z4 A\ numuv.
Dong, la formule (3.35) est équivalente dans 7,4 & la formule décomposée suivante

Jzay = fza N zg = x A numx A “numy A num z4A\
(Jev <z A numx A num vA
(Je vrai))

On peut alors appliquer la régle (5) sur la formule (3.34) avec I = (). La formule (3.34) est alors
équivalente dans 7,4 &

Jy vrai A
dxv vraiN

- dzay = fza A zg = x A numzx A “numy A num z4 A\
T (v <z A numa A numov)

Notons que la sous-formule (v < 2 A num x A numv) représente la formule o/ dans la régle (5).
Du fait que
— (Fzqy = fza ANzg = x Anuma A “numy A num zy) € A,
— (v <z AnumzAnumv) e A",
(x < v A numaz A numuv)V
(v=2ax A numz A numv)V
—num xV
—num v
alors on peut appliquer la régle (4). La formule précédente est donc équivalente dans Tpq &

— Torg E (v < A numx A numv) <

Jy vraiA
_ [ 3zv vrain ]
—(Jz4y = fza AN z4 = x Anumx A —numy A num zy4)

Wt

- drivizsy = fz5 A z5 = x1 A "numy A num zs A x1 < v1 A num 1 A num vy ]
s ,

= | dxovezgy = fz6 A\ 26 = T2 A “numy A num zg A Vg = To A num xa A num v ]

AN

- [ dxsvszry = fzr A z7 = x3 A num xs A ~numy A num z7 A Dnum vs }
A

- [ dxqvazs, y = fzs A zg = x4 A num xg A “numy A num zg A “num T4 }
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qui, du fait que la derniére sous-formule de travail soit équivalente a la formule (>)-résolue faux
(car on a num x4 A —num x4) et aprés application des régles (5) et (2) avec I = (), est équivalente
dans 7,4 &

dzv vraiN ]

daxouazgy = fzg N 26 = To A "numy A num zg A vg = To A num To A num vy }

[ drivizsy = fzs A zs = x1 A—numy A num zs A x1 < v1 A numxy A num vy }

dxsvszry = fz5 A z7 = x3 A num x3 A “numy A num z7 N\ "num vs }

(3.36)
Du fait que la formule Jxv vrai soit équivalente & la formule décomposée e vrai A (3xv vrai A
(e vrai)) et (3z4y = fz4 A zg = x Anumax A ~numy A num z4) € A’, alors on peut appliquer
la regle (5) avec I = —(3z4y = fz4 A zg = x Anumax A —numy A num z4). La formule (3.36) est
donc équivalente dans 7,,.q &

Jy vraiN

ﬂ[ Havmi}

A

- drivizsy = fz5 A z5 = x1 A —numy A num zs A x1 < v1 A numxy A num vy }
s

- dxovezey = fz6 N\ 26 = X2 A "numy A num zg A Vg = To A num To A num vo }

W

- drsvszry = fz7 Az = x3 A num x3 A ~numy A num z; N\ “num vs }

(3.37)
qui, en appliquant la régle (1), est équivalente & wvrai dans 7,,.4. Donc la formule ¢; est vraie
dans 7Z,.4.

3.5 Discussion et conclusion partielle

Nous avons introduit dans ce chapitre la classe des théories zéro-infini-décomposables, qui
est une extension de la classe des théories infini-décomposables, en maintenant le principe de
décomposition des conjonctions quantifiées de formules & plat et en introduisant le quantifica-
teur zéro-infini & la place du quantificateur infini. L’algorithme de résolution de propositions
défini dans ce chapitre contient une régle supplémentaire par rapport & celui des théories infini-
décomposables, qui associe un traitement particulier aux formules de la forme —(37' o/ Aa”’) avec
37’ o/ € A’ et o” € A”. Bien entendu, cet algorithme, tout comme celui défini dans le chapitre 2,
est un algorithme de résolution de propositions qui pour toute proposition donne soit vrai soit
fauzx. Il peut également s’appliquer aux formules ayant des variables libres et donne dans ce cas
une conjonction ¢ de formules résolues facilement transformable en une combinaison booléenne
de formules de base. Malheureusement, il ne garantit pas que la formule ¢ ne soit ni vraie ni
fausse dans T, si celle-ci contient au moins une variable libre et n’est pas capable de présenter
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sous forme claire et précise les solutions des variables libres de ¢. Nous avons également montré
que les théories T4 et 7,.q sont zéro-infini-décomposables et donc complétes.

D’autre part, en introduisant la théorie 7,4, nous avons touché aux premiéres intuitions du
mélange d’une théorie T' quelconque avec la théorie des arbres finis ou infinis. Il serait alors
intéressant de définir une maniére automatique pour combiner une théorie T' quelconque & la
théorie des arbres finis ou infinis et montrer sa zéro-inifni-décomposabilité! Ceci fera I'objet du
chapitre suivant.
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Extension en arbres T d’une théorie T
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Nous présentons dans ce chapitre une maniére automatique pour combiner une théorie T' du
premier ordre avec la théorie des arbres finis ou infinis. Une des difficultés majeures de cette
combinaison réside dans le fait que la théorie T' et la théorie des arbres éventuellement infinis
peuvent avoir des signatures non disjointes, c’est-a-dire ’existence d’au moins un symbole de
fonction ayant deux comportements différents selon que 1’on soit dans la théorie des arbres ou dans
la théorie T'. Il faut donc d’abord trouver un sens sémantique & cette combinaison, puis donner
une axiomatisation harmonieuse de ce mélange. Pour cela, nous définissons sémantiquement
cette combinaison comme étant une extension en arbres des éléments des modéles de la théorie
T. Ainsi, 'axiomatisation de I’extension en arbres de T', notée 1™, se fait essentiellement & partir
des trois axiomes modifiés de Michael Maher sur la théorie des arbres finis ou infinis [33] et
de laxiomatisation de la théorie T" enrichie de contraintes de typage. Nous donnons également
une définition formelle du modéle standard M™ de la théorie T a partir du modéle standard
M de T. Pour montrer la complétude de la théorie 7™, nous introduisons une nouvelle classe
de théories que nous appelons flexible et montrons que si T est une théorie flexible, alors son
extension en arbres, c’est-a-dire T, est zéro-infini-décomposable et par conséquent, compléte.
Les théories flexibles sont des théories ayant des propriétés agréables qui nous permettent de
manipuler facilement les formules du premier ordre en utilisant notamment les propriétés des
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quantificateurs vectoriels. Nous terminons ce chapitre par une application & ’extension en arbres
T, de la théorie Tpq des rationnels additifs ordonnés. On montre alors que Tgq est flexible et par
conséquent que 177, est compléte. Notons que ce chapitre a fait I'objet des publications suivantes
151, [20].

4.1 Extension en arbres 7 de T

Du fait que nous allons manipuler constamment des théories de signatures différentes, notam-
ment S et S*, alors nous allons précéder les termes : équation, relation, terme, formule, modéle
et théorie des préfixes S ou S* selon que l'on soit dans la signature S ou S*. Un S-terme, par
exemple, est un terme construit sur la signature S, alors qu’un S*-terme est un terme construit
sur la signature S*. On renvoie le lecteur au chapitre 1 pour de plus amples détails.

4.1.1 Axiomatisation de T*

Rappelons tout d’abord les trois axiomes de la théorie des arbres finis ou infinis. Soit alors S
une signature contenant uniquement un ensemble infini /' de symboles de fonction. L’axiomati-
sation de cette S-théorie est I’ensemble des S-propositions de 'une des formes suivantes

1 VIvy fz = fy — N\ ©i = i,
2 Vavy - fx = gy,
3 vz N\; zi = ti(Z, @),

avec f et g deux symboles de fonction distincts pris dans F', x, y, z des variables, Z un vecteur de
variables x;, ¥ un vecteur de variables y;, Z un vecteur de variables z; toutes distinctes et t;(Z, 2)
un S-terme qui commence par un élément de F' suivi de variables prises dans T ou Z.
Rappelons également que le premier axiome est appelé aziome de l’explosion, le deuxiéme
axiome de conflit de symboles et le troisiéme azxiome de solution unique.
Fixons-nous maintenant pour toute cette section une signature S contenant un ensemble F’
de symboles de fonction et un ensemble R de symboles de relation, ainsi qu’une signature S*
contenant :
— un ensemble infini F* = F'UF4 ou F4 est un ensemble infini de symboles de fonction, tous
d’arité non nulle, et disjoint de F'.
— un ensemble R* = RU {p} de symboles de relation, contenant R ainsi qu’un symbole de
relation p d’arité 1.
Soit T" une S-théorie. L’extension en arbres de la S-théorie T' est la S*-théorie T* dont les
axiomes sont I’ensemble infini des S*-propositions de 'une des formes suivantes, avec & un vecteur
de variables x; et y un vecteur de variables y;

1. L’explosion : pour tout f € F* :

VIV —pfI A-pfy A f2=f§— \xi=y

(2

2. Conflit de symboles : Soit f et g deux symboles de fonction distincts pris dans F™* :
ViVy fr =gy — pfT A pgy
3. Solution unique

vavy (/\ pzi) A (N -py;) — 312 \(=pzi A 2 = t(, 5, 2))
i j k
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ol Z est un vecteur de variables distinctes z;, t5(Z, g, Z) un S*-terme qui commence par un
symbole de fonction fr € F* suivi par des variables prises dans z, ¥, z, de plus, si fi € F,
alors le S*-terme tx(z, g, Z) contient au moins une variable de § ou z

4. Relations de R : pour tout r € R,

VI rx — /\pxi

(2

5. Opérations de F' : pour tout f € F,
vz pfz — A\ pzi
i

(Si f est d’arité 0 alors cet axiome s’écrit pf)

6. Eléments en dehors de T' : pour tout f € F* — F,
Yz —pfx

7. Existence d’au moins un élément satisfaisant p (uniquement si F' ne contient pas de sym-
boles de fonction d’arité 0 ) :
dz pzx,

8. Extension en arbres des axiomes de T': Tout axiome obtenu en utilisant les transformations
suivantes sur chaque axiome ¢ de T : Tant qu’il est possible remplacer toute sous-formule
de ¢ de la forme 3% 1, avec 1) une S*-formule qui n’est pas de la forme (A pz;) A ¢, par
3z (A px;) A et toute sous formule de ¢ de la forme VZ v, avec ¢ une S*-formule qui n’est
pas de la forme (A px;) — ¥, par VZ (A px;) — .

4.1.2 Le modéle standard M* de T*

Soit M = (M, F,R) un S-modeéle d'une S-théorie T" avec F un ensemble de fonctions dans
M indicés par les éléments de F', et R un ensemble de relations dans M indicées par les éléments
de R.

Soit maintenant M* = (M*, F* R*) un S*-modéle avec F* un ensemble infini de fonctions
dans M* indicés par les éléments de F* et contenant I’ensemble F, et R* = RU{p} un ensemble
de relations dans M* indicées par les éléments de R* et contenant ’ensemble R ainsi qu'une
relation unaire p.

L’extension en arbres T™* de la S-théorie T' a pour modéle standard ’extension en arbres du
S-modéle M, c’est-a-dire, le S*-modeéle M* = (M*, F*, R*) défini comme suit?? :

Domaine de M™ : Le domaine M* est I’ensemble des arbres étiquetés par F* U M en consi-
dérant chaque symbole n-aire dans F* comme une étiquette d’arité n et chaque individu de M
comme une étiquette d’arité 0 et tel que chaque sous-arbre étiqueté par F' U M est évalué dans
M et réduit a une feuille étiqueté par un élément de M. Du fait que F* ne contienne pas de
symboles de fonction d’arité nulle, alors toutes les feuilles de tout arbre a du domaine de M* sont
des éléments de M. On comprend mieux maintenant le sens sémantique de I’extension en arbres
d’une théorie T' qui n’est finalement rien d’autre qu’une construction d’arbres sur les individus

de chaque modéle M; de T sans jamais créer de nouvelles feuilles n’appartenant pas au domaine
de Ml

2En notant (f™ " )sep et (1), cr+ pour F* respectivement R*.
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Opérations de M™* : a chaque symbole de fonction n-aire f dans F™* est associé ’application
M M — M telle que f(ay, .., ay) est le résultat de f sur (ag,..,a,) dans M, si f € F et
a; € M pour tout i € {1,...,n}, et est arbre dont la racine est étiquetée f et dont la suite de
fils est (ay, .., a,) sinon.

Relations de M™ : a chaque symbole de relation n-aire r de R* — {p} est associé ’ensemble

rM* = M Au symbole de relation unaire p est associé 'ensemble pM* = M.

La seule difficulté pour montrer que M* est un modéle de T™, est de montrer que I'axiome 3
de solution unique est vrai dans M*. Pour ce point on peut reprendre la démonstration donnée
en [16].

4.1.3 Exemples

Extension en arbres de la théorie vide

Soit S = ) une signature vide et T' la S-théorie vide. Cette théorie vide a bien entendu comme
modele tout ensemble non vide quelconque. Soit maintenant S* = F* U {p} une signature telle
que F* est un ensemble infini de symboles de fonction, tous d’arité non nulle, et p un symbole
de relation unaire. L’extension en arbres de 7" est la S*-théorie T* dont ’ensemble des axiomes
consiste en ’ensemble des propositions de I'une des formes suivantes

1. L’explosion : pour tout f € F* :

VZVy ~pfT A-pfyA f2=f§— \zi=y

7

2. Conflit de symboles : Soit f et g deux symboles de fonction distincts pris dans F* :
VIVy fT = gy — pfT A pgy
3. Solution unique

vavy (A\pzi) A (N\-py;) — 32 \(=pzi A 2, = (2,7, 2))

ou Z est un vecteur de variables distinctes z;, tx(Z, g, Z) un S*-terme qui commence par un
symbole de fonction f € F™* suivi par des variables prises dans T, 7, Z,

4. Eléments en dehors de T' : pour tout f € F*,
YT —pfx
5. Existence d’au moins un élément satisfaisant p :
dz pz.

Utilisons maintenant I’axiome 4, pour simplifier ces axiomes. Nous allons également remplacer le
symbole p par feuille afin de clarifier les axiomes de cette théorie et leur donner un sens clair.
On obtient alors 'axiomatisation suivante

1. L’explosion : pour tout f € F* :

VZvy fz = fij— \zi=yi
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2. Conflit de symboles : Soit f et g deux symboles de fonction distincts pris dans F* :
VzVy fT = gy

3. Solution unique

vz3'z )\ 2 = (2, 2)
k

ol Z est un vecteur de variables distinctes z;, tx(Z, Z) un S*-terme qui commence par un
symbole de fonction f € F* suivi par des variables prises dans T ou Z,

4. Eléments en dehors de T' : pour tout f € F™*,

vz —feuille fT
5. Existence d’au moins un élément satisfaisant feuille :

Jx feuille x.

Cette axiomatisation est 'axiomatisation de la théorie des arbres finis ou infinis de M. Maher [33],
construite sur 'ensemble F* et augmentée du symbole de relation unaire feuille. Cependant,
cette axiomatisation force tout modéle de T & contenir au moins un arbre réduit a une feuille.
Cette derniére restriction provient du fait que cette théorie est une extension en arbre de la
théorie vide dont chaque modéle a au moins un individu 4 (voir la définition de modeéle, chapitre
1). D’aprés notre construction générale, I'extension en arbres ou construction d’arbres sur tout
modéle M de la théorie vide T contient donc au moins cet individu ¢, qui du fait que i € M,
satisfait feuillei dans M™, et donc satisfait fewillei dans T™.

Extension en arbres T,,;* de ’ordre dense sans extrémes T,

Soient F' un ensemble de symboles de fonction vide et R un ensemble de symboles de relation
contenant uniquement le symbole de relation < d’arité 2. Si ¢; et to sont des termes, alors on
écrit t1 < to pour < (t1,t2). Soit T,yg la théorie de I'ordre strict, total, dense et sans extrémes,
de signature S = F'U R et dont les axiomes sont ’ensemble des propositions suivantes

1 Vo—x <z,

VaVyVz (x <y Ay < z) — z < z,
VaVyr <yVae=yVy<a,
VaVyr <y — (Fzx <z ANz <y),
Vedyx <y,

Vedyy < x.

O UL W N

Soient maintenant F* un ensemble infini de symboles de fonction tous d’arité non nulle et
R* = {<, p} un ensemble de symboles de relation contenant le symbole < ainsi qu'un symbole de
relation unaire p. Soit alors S* la signature F*U R*. En utilisant les transformations de la section
4.1.1, axiomatisation de ’extension en arbre de la théorie T,,4 de ’ordre total, strict, dense et
sans extrémes, est la S*-théorie T,,4" dont les axiomes sont I’ensemble infini de propositions de
I'une des formes suivantes
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1 VaVy -pfz A—pfyN fz = fy— Njzi=y

2 ViVy fx =gy — pfT A pgy

3 vavy (A pxi) A (N; —py;) — 32 N\p(mpzi A 2 = t4(2, 9, 2))
4 VaVyx <y — (px A py),

5 VYz-pfz,

6 dzpx,

7 Vxpr— -z <z,

8 VaVyVzpr ApyApz— (z<yhy<z)—zx<z),
9 VaVy(prApy) — (x<yVe=yVy<x),

10 VaVy(px Apy) = (z<y— (Fzpz Az < zAz<y)),
11 Vzpr — (Jypy Az <y),

12 Vepr — 3ypy Ay < x),
ou f et g sont des symboles de fonction distincts pris dans F*, x, y, z des variables,  un vecteur
de variables x;, §y un vecteur de variables y;, Z un vecteur de variables z; toutes distinctes et
t;(Z,y,z) un terme qui commence par un élément de F* suivi de variables prises dans Z, § ou Z.
Du fait de 'axiome 5, et en remplagant le symbole de relation p par le symbole num, cette
axiomatisation se simplifie en
L Vavy f2=f5— Niwi =y
Vzvy =(fz = g7)
Vz 3z N\, 2 = te(T, 2)
VeVyx <y — (numx A numy),
Yz —num fZ,
dz num x,
Vrnumzx — —x < x,
VaVyVz numx Anumy Anumz — (< yAy < z) —x < z),
VaVy (numx A numy) — (z <yVz=yVy<x),
10 VaVy (numz Anumy) — (x <y — (Fznumz Az < z Az <vy)),
11 Vexnumz — (Jynumy Az <vy),
12 Vznumz — (Jynumy Ay < x),

© 00 3 O U i~ W N

ou f et g sont des symboles de fonction distincts pris dans F™*, x, y, z des variables, T un vecteur
de variables x;, ¥ un vecteur de variables y;, Z un vecteur de variables z; toutes distinctes et
t;(z,Z) un terme qui commence par un élément de F™* suivi de variables prises dans T ou Z.

Cette axiomatisation est exactement la méme que celle de la construction d’arbres sur un
ensemble ordonné 7,4 présentée dans le chapitre 3 des théories zéro-infni-décomposables. Bien
entendu, la méthode donnée dans ce chapitre pour générer les axiomes d’une extension 7% de T
est généraliste, il n’est pas écarté que l'on ait & simplifier d’avantage I'axiomatisation obtenue
dans des cas particuliers, comme il a été fait pour ’extension de la théorie vide et ’extension de
Tord-

4.2 Complétude de T™

Fixons-nous maintenant pour toute cette section une signature S contenant un ensemble F
de symboles de fonction et un ensemble R de symboles de relation, ainsi qu’une signature S*
contenant
— un ensemble infini F* = F'UF4 ou F4 est un ensemble infini de symboles de fonction, tous
d’arité non nulle, et disjoint de F,
— un ensemble R* = RU {p} de symboles de relation, contenant R ainsi qu'un symbole de
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relation p d’arité 1.
Fixons-nous également une S-théorie T ainsi que son extension en arbres T*.
Supposons que les variables de V soient ordonnées par un ordre total, strict, dense et sans
extrémes, noté >.

4.2.1 Théorie flexible

Définition 4.2.1.1 On appelle représentant d’une S-équation « la plus grande variable x dans
a, suivant lordre =, telle que T |= Flza.

Exemple 4.2.1.2 Soit x, y et z des variables telles que x = y = z. Reprenons l’exemple de la
théorie Ra des rationnels additifs définie dans le chapitre 2. La variable x est représentant de
léquation 2.x + 3.y = 1+ 2.z car x est la plus grande variable et Ra = 3x 2.0+ 3.y =1+ 2.2.

Définition 4.2.1.3 Une conjonction de S-formules atomiques « est dite formatée dans T si
— « ne contient pas de sous-formules de la forme f1 = fo ou rfy...fn, ou y = x, avec f; des
constantes de F', r € R et x > v,
— chaque S-équation de o a un représentant distinct qui n’a pas d’occurrence dans d’autres
S-équations ou S-relations de «,
— sia/ est la conjonction des S-équations de «, alors pour tout x € var(a/) on a T |= Iz /.

Nous allons maintenant introduire un famille de théories T; dont les propriétés nous seront
trés utiles pour montrer la zéro-infini-décomposabilité de leur extension en arbres, c’est-a-dire,
T

(2
Définition 4.2.1.4 La théorie T est dite flexible si pour toute conjonction o de S-équations et
pour toute conjonction 3 de S-relations
1. a A p est équivalente dans T a une conjonction formatée de formules atomiques svls,

2. la S-formule —f3 est équivalente dans T a une disjonction svls de S-équations et de S-
relations,

3. pour tout x € V
— la S-formule 3x B est équivalente dans T a faux, ou a une conjonction svls de S-relations,

— pour tout x € V, on a T |= Héfo‘é““}a: 0.
Annongons maintenant notre résultat principal
Théoréme 4.2.1.5 SiT est flexible alors T* est une théorie compléte.

Pour montrer ce théoréme, nous allons d’abord introduire un ensemble de formules structurées,
beaucoup plus évoluées que les formules & plat et qu’on appelle brigues. Nous allons alors montrer
a l’aide de ces briques que si T est flexible alors T™ est zéro-infini-décomposable et par conséquent
compléte.

4.2.2 Briques et briques résolues dans 7"

Définition 4.2.2.1 Une brique est une conjonction a de S*-formules de la forme
- wrat, faux, pr, —px,
-x=y,x=fr1...xn, avec f € F*,
— t1 =ta AN pxi, 0ty et ta sont des S-termes et var(ty = ta) = {x1,..., 20},
- rt1...t,, avecr € R et les t; des S-termes ,
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et telle que « contienne pxr ou —px pour toute variable x € var(a). Une brique relationnelle
est une brique qui ne contient pas de S*-équations. Une brique équationnelle est une brique
qui ne contient pas de S-relations et ot chaque variable a au moins une occurrence dans une
S*-équation.

Exemple 4.2.2.2 Considérons la S*-théorie T,mq*. La S*-formule suivante est une brique
= fry Az = gy A —~px A\ py N\ pz.

Par contre la S*-formule
fry = gyx A px A py,

n’est pas une brique car fxy et gyxr ne sont pas des S-termes mais des S*-termes. De méme pour
la S*-formule fxy < gyx A px A py, qui n’est pas une brique car fxy et gyr sont des S*-termes
et non des S-termes. La brique x = fxy Ay = z A -px A py A pz est une brique équationnelle,
par contre la brique

r= fry ANy =z A —-pxApyA pz/ pw,

n’est pas équationnelle car la variable w n’apparait dans aucune équation de cette brique.

Définition 4.2.2.3 Soient a une brique et * un vecteur de variables. Une variable u est dite
accessible dans dTa si u est une variable libre dans 3T, ou o a une sous-formule de la forme
y = t(u) A ~py avec t(u) un S*-terme contenant u et y est une variable accessible. Dans le
dernier cas, 'équation y = t(u) est dite accessible dans ITc.

Exemple 4.2.2.4 Considérons la S*-théorie T,q*. Dans la formule
Jyzx = fry ANy =z A —px A py A pz,

les variables x ety ainsi que I’équation x = fxy sont accessibles. La variable z ainsi que [’équation
y = x ne sont pas accessibles car la formule précédente ne contient pas de sous-formule de la

forme —py.

De I'axiomatisation de 1%, définie dans la section 4.1.1, et plus exactement des axiomes 1 et
2, on a la propriété suivante

Propriété 4.2.2.5 Soit o une brique. Si toutes les variables de T sont accessibles dans 3z,
alors T* |= 37z

Définition 4.2.2.6 Une brique « est dite bien typée si o ne contient pas de sous-formules de
I’'une des formes suivantes

~ prA-pz,

—x=hyApz,avech € F* — F,

— x = fo AN —px, avec fy une constante de F’,

— x9 = fx1..xy Aopxo AN Nj—q DT, avec f € F,

- x9 = fr1...0q A pxo A -pzy, avec f € F*

- xo =21 ANpxo A px1,

— o =1 A pxo A px1,

— rty..tp, A-px; avec r € R et x; € var(rty...ty).
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Définition 4.2.2.7 Soit o une brique bien typée. Une S*-équation de o de la forme t1 = to est
dite non-arborescente dans «, si pour tout x € var(t; = t2), pr est une sous formule de . Elle
est dite arborescente dans « s’il existe x € var(ty = t2) tel que —~px soit une sous-formule de .

Dans une brique « bien typée, toute équation est soit arborescente, soit non-arborescente. Cette
propriété provient entre autres du fait que dans une brique bien typée il n’existe pas de sous-
formules de la forme —pz A pz. Notons également que toutes les équations non-arborescentes de
« sont de la forme x = y ou x = fy avec f € F*. On va alors définir une notion plus raffinée de
représentant dans ce genre d’équations.

Définition 4.2.2.8 Soit a une brique bien typé et x = t, avec t un terme, une S*-équation
arborescente de «. La variable x est appelée a-représentant de la S*-équation x = t. Soit main-
tenant t1 = to, avec ty et to deux S-termes, une S*-équation non-arborescente de «. On appelle
a-représentant de la S*-équation t1 = ta, la plus grande variable x) dans var(ty = t3) suivant
Vordre > telle que T |= Jlxity = to. Notons que cette unicité se fait en raisonnant sur T et
non sur 1% ; seule une implication d’unicité est vraie dans T* comme le montrera la propriété

4.2.2.13.

Exemple 4.2.2.9 Considérons les théories Torq et Torg™. Soient x,y,z des variables avec x >
y = z. Soit a la brique
x = fxyANz=yA-pxApyApz.

La variable x est a-représentant de la S*-équation x = fxy. La variable y est a-représentant de
la S*-équation z =y car Torg ENyz=y ety > z.

Définition 4.2.2.10 Une brique « est dite (>)-résolue dans T* si

1. « est une brique bien typée qui ne contient pas de sous-formules de la forme faux A G avec
G une formule différente de la formule vras,

2. chaque S*™-équation de a a un a-représentant distinct qui n’apparait pas dans les S-relations
de a,

3. toute conjonction de S-équations et S-relations est formatée dans T'.

Notons que du dernier point de cette définition et d’aprés la définition de formules formatées
dans T', on déduit que si = y est une sous-formule de la brique (>)-résolue « alors = > y et ce
indépendamment du typage de x et de y dans a. Bien entendu, toute S*-équation de la forme
x = y est également une S-équation.

Exemple 4.2.2.11 Considérons la théorie Topq™. Soit x,y, z des variables avec x > y > w = z.
La brique
r=fryANy=wAw = z-pxr A py A pz A pw,

n'est pas (> )-résolue car w est le représentant de la S-équation w = z et apparait également dans
la S-équation y = w. Les briques faux, vrai, et

r=fryANy=zAw=zA\-pxApyApzA pw,
sont (> )-résolues.

Propriété 4.2.2.12 Si T est flexible alors toute brique est équivalente dans T™* & une brique svls
(= )-résolue.
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Preuve. Introduisons les régles de réécriture suivantes qui transforment une brique en une brique
svls (>=)-résolue dans T* pour toute théorie T flexible. Appliquer la régle pj = py a la brique
p signifie remplacer dans p, une sous-formule p; par la formule ps, en considérant le connecteur
A associatif et commutatif.

(1) pxzA-px = fauz

(2) x=hyApx = faux

(3) x=foAN—pzx = faux

(4) xo = fr1..xn ANpao AN DT = faur

(5) Lo = gT1...Ty A PTo A DD I; — faur

(6) xp=wx1 ApxoA-px1 = faux

(7) xy=x1 AN—paogApxy = faux

(8) rti..tp, A—pz = faur

(9)  fauz A = fauz,

(10) =z = fiyi--ym ANx = foz1..2n N—pxr — fauz,

(11) z ==z = wvrai

(12) x=gy1..Yn NT = gz1...2n A\ 7pT = T =gY1--Yn N Nie1.n ¥ = % N\ Dz,
(13) xz=yAzx=gz1...2n N DT = x=yAYy=gz..2n NPT,
(14) z=yAxz=2zA-px — r=yAz=yA-pr

(15) y=x A-px = z=yA-pz

(16) oA Nierpri = o AN b

avec h € F* — F, fy une constante de F', f € F, g € F* et f1 et fo deux éléments distincts de
F*. Dans la régle (8), r € R et z € var(rty...ty). Les régles (13), (14) et (15) sont appliquées
uniquement si z > y. Dans la régle (16), « est une conjonction non-formatée dans 7' de S-formules
atomiques, var(a) = {x1...,z,}, I = {1,...,n} un ensemble fini éventuellement vide et o’ est une
conjonction formatée dans 7', suivant 'ordre >, de S-formules atomiques et équivalente & « dans
T.23. Montrons maintenant que toute application répétée des régles précédentes sur une brique
« termine, maintient 1’équivalence dans 7™ et produit bien une brique 3 svls (>)-résolue.
Preuve premiére partie : toute application répétée des régles sur une brique termine. Du fait
que les variables qui figurent dans nos formules soient ordonnées par la relation d’ordre >, on
peut les numéroter par des entiers positifs de telle facon que = > y < no(x) > no(y), o no(x)
est le numéro de la variable x. Considérons le 5-uplet (n1,n2,n3,n4,n5) ot les n; sont les entiers
non négatifs suivants

— n1 est le nombre de sous-formules de la forme x = fy;...y,, avec f € F*,

— ng est une fonction qui retourne 1, si la formule contient une conjonction non-formatée

dans T' de S-formules atomiques, et retourne 0 sinon,

— ng est le nombre d’occurrences de formules atomiques,

— ny est la somme des no(x) pour toute occurrence d’une variable z,

— ng est le nombre de sous-formules de la forme y = x avec x > y.
pour chaque régle, il existe un indice ¢ tel que I’application de cette régle diminue ou ne change
pas la valeur des n; avec 1 < j < 4, et diminue la valeur de n;. L’indice 7 est égal a : 3 pour les
régles (1)...(10), 4 pour la régle (11), 1 pour la régle (12), 4 pour les régles (13) et (14), 5 pour
la régle (15) et 2 pour la régle (16). A chaque séquence de formules obtenue par application finie
de nos régles, on peut associer une suite (n1,n2,ns, n4,n5) qui est strictement décroissante dans
Iordre lexicographique. Du fait que ces n;’s soient des entiers positifs, ils ne peuvent pas étre
négatifs, donc cette suite est finie et 'application de nos régles se termine.

ZLa formule o' existe toujours du fait que T soit flexible.
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Preuve, deuxiéme partie : Les régles conservent I’équivalence dans T™. La régle (1) est
évidente dans T*. La régle (2) provient de I'axiome 6 de T™. Les régles (3) et (4) proviennent
de I'axiome 5 de T™. La régle (5) provient des axiomes 5 et 6. Les régles (6) et (7) proviennent
des propriétés de 'égalité. La régle (8) provient de I'axiome 4 de T™. La régle (9) est évidente.
La régle (10) provient de l'axiome 2 de T™. La régle (11) est évidente dans T™*. La regle (12)
provient de I'axiome 1 de T™. Les régles (13), (14) et (15) sont évidentes dans T™* et proviennent
des propriétés de I'égalité. Enfin, la régle (16) provient du fait que T soit flexible et des axiomes
4,5 et 8 de T* qui permettent de passer de propriétés sur T a des propriétés sur 7™ modulo
quelques contraintes de typage supplémentaires.

Preuve troisiéme partie : Toute application finie des régles précédentes sur une brique
produit une brique (>)-résolue équivalente dans T*. Supposons alors que la formule obtenue
ne soit pas une brique (>)-résolue et qu’aucune régle ne puisse s’appliquer sur a. Donc, au
moins une des trois conditions de la définition 4.2.2.10 n’est pas satisfaite et par conséquent,
suivant que les conditions 1, 2, 3, ne soient pas satisfaites, une au moins des régles (1),..., (9) ou
(10),(12),(13),(14), (16) ou (11),(15), (16) s’applique, ce qui contredit nos suppositions. O

Propriété 4.2.2.13 Soient a une brique équationnelle (= )-résolue, différente de la formule faux
et o la conjonction des sous-formules de a de la forme py ou —py ou y est une variable de «
qui n’est pas a-représentant dans les S*-équations de . Soit T ’ensemble des a-représentants
des S*-équations de o. On o T* | o — Jza.

Cette propriété provient de I'axiome 3 de T™ et du fait que la brique « soit (>)-résolue.

Exemple 4.2.2.14 Reprenons l’exemple de l’extension en arbre Ty.q. On a
T, EpwApz— Bzyr = frw Ay =z A-pxApyApzApuw).
Par contre on n’a pas
v = eyr = frw Ay =2z A-px ApyApzApw
car si on instancie z par une valeur arborescente par exemple f1 (f un symbole unaire élément
de F* — {+,—,0,1}) alors y doit étre arborescent ce qui contredit le py.
4.2.3 T* est zéro-infini-décomposable

Pour montrer le théoréme 4.2.1.5, il suffit de montrer le théoréme suivant en utilisant les
propriétés des briques (>)-résolues dans 7.

Théoréme 4.2.3.1 SiT est flexible alors T* est zéro-infini-décomposable.

Preuve. Soit T une théorie flexible. Montrons que T* satisfait aux cinq conditions de la défi-
nition 3.2.1.1. Notons Fj 'ensemble des constantes de F'. Les ensembles W(u), A, A" et A” sont
choisis de la maniére suivante

Choix des ensembles U(u), A, A" et A”

— W(u) est 'ensemble des S*-formules de la forme 3gu = fy A =pu, avec f un symbole de
fonction pris dans F* — Fj.

— A est I’ensemble des briques.

— A’ est ensemble des S*-formules de la forme 37'c/, ou
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— o est une brique équationnelle (>)-résolue, différente de la formule fauz, et telle que
lordre = soit tel que toutes les variables de T’ soient supérieures aux variables libres de
7'’

— toutes les variables de T’ et toutes les S*-équations arborescentes de o’ sont accessibles
dans 37’/

— toutes les variables des S*-équations non-arborescentes de o/ sont accessibles dans 37’/

— A" est I'ensemble des briques relationnelles (> )-résolues.
Notons que I'ensemble A est fermé pour la conjonction et que A” est un sous-ensemble de A.

T* satisfait a la premiére condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que toute formule de la forme 3T o A ¢, avec a € A et ¥ une formule quelconque
est équivalente dans T™ & une S*-formule svls de la forme

3 o/ A (32" o A (T Q" AY))), (4.1)

avec 3T/ € A", o' € A", o € A et T* EVZ' o/ — T .

Soit > un ordre tel que toutes les variables de T soient supérieures aux variables libres de
dZa. Soit 5 la brique (>)-résolue de a, (3 existe d’aprés la propriété 4.2.2.12). Soit X 1’ensemble
des variables du vecteur Z. Soit Y,.. I’ensemble des variables accessibles dans 30 et Soit Yj,qcc
I’ensemble des variables non accessibles dans 3z(3. Renommons les variables de Yj4cc N X qui
ont au moins une occurrence dans une sous-formule non-arborescente de 3 par des variables
supérieures dans l’ordre > aux autres variables de 3. Notons que ces variables sont quantifiées et
donc le renommage est possible. Soit * la brique (>)-résolue de (3. Soit Repr ’ensemble des [5*-
représentants des S*-équations de 3*. Si faux est une sous-formule de 3* alors ¥’ = 7" = 7" = ¢,
o = wrai, ' = fauzr et o = vrai. Sinon
— 7' contient les variables de X N Y.,

— 7" contient les variables de (X — Y..) — Repr.

— T contient les variables de (X — Yy.) N Repr.

— o est de la forme o A oy ot ) est la conjonction de (1) toutes les équations arborescentes
de * qui sont accessibles dans 3z3*, (2) toutes les équations non-arborescentes de 5* dont le
[B*-représentant n’est pas élément de Yyue N X. La formule o est la conjonction de toutes les
sous- formules de 5* de la forme pz ou —pz avec z ayant au moins une occurrence dans o.

— o est de la forme of A of ot of est la conjonction de toutes les sous-formules de 3* de la
forme pz ou —px avec x ¢ T'”. La formule of est la conjonction de toutes les sous-formules de
G* de la forme 7t1...t,, avec r € R et t; des S-termes.

— o est de la forme o' Aoy’ ot o’ est la conjonction de (1) toutes les S*-équations arborescentes
de * qui ne sont pas accessibles dans 3z3*, (2) toutes les équations non arborescentes de 3*
dont le S*-représentant est un élément de Y4 N X. La formule of est la conjonction de toutes
les sous-formules de 3* de la forme px ou —=px avec z ayant au moins une occurrence dans o}’

D’aprés notre construction, il est clair que 37’'a’ € A, o’ € A” et o/ € A. De plus, d’aprés
l'axiome 3 de T* et la propriété 4.2.2.13, on a 7, = Vw’ "o/ — 7" a”". Montrons maintenant
que (4.1) et Exoz A ¢ sont équivalentes dans T*. Soient X', X” et X" les ensembles des variables
des vecteurs®* de @/, z” et Z'". Si B* est la formule fauz alors I'équivalence de la décomposition
est évidente. Sinon, ﬁ* est une brique (>)-résolue qui ne contient pas la sous-formule fauz. Donc,
d’aprés notre construction nous avons X = X'UX"UX"" X'NX" =0, X'nX" =0, X"NnX" =0,
pour tout 2/ € X" ona z & var(a’) et pour tout z’ € X’” onaz! & var(a/Aa). Ces propriétés

24Bien entendu, si T = ¢ alors X =0

94



4.2.  Complétude de T™*

proviennent de la définition de brique (>)-résolue et de 'ordre > qui a été choisi tel que les
variables quantifiées non-accessibles soient supérieures aux variables quantifiées accessibles qui
elles mémes sont supérieures aux variables libres dans 3z3*. D’autre part, chaque S*-équation et
chaque S*-relation de 5* apparait dans o’/ Ao’ Ao’ et chaque S*-équation et chaque S*-relation
de o/ A o A @ apparait dans §* et donc T* = 8* < (o’ Ao’ A ’). Nous avons montré que
les quantifications sont cohérentes et que 1’équivalence T* = * « o/ A" A" est satisfaite.
D’apres la propriété 4.2.2.12 on a T* = a < (3* et donc la décomposition maintient I’équivalence
dans T™.

T* satisfait 4 la deuxiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que T™ satisfait a la deuxiéme condition de la définition 3.2.1.1, c¢’est-a-dire, si
A7’/ € A’ alors T* | 377'a/. Du fait que 37’/ € A’ et d’apres le choix de I'ensemble A,
les variables de I’ sont accessibles dans 37’a’. Donc, en utilisant la propriété 4.2.2.5 on obtient
T* | 327/

Montrons maintenant que si y est une variable libre de 37'a/ alors T* |= 37yz’ o/, ou il existe
P(u) € ¥(u) tel que T* = Vy (37 ') — ¥ (y). Soit y une variable libre de 37'a/. Du fait que o/
soit une brique équationnelle (>)-résolue différente de fauz, alors trois cas sont a étudier

Soit, y apparait dans une sous-formule de o' de la forme y = ¢(Z',z’,y) A —py, ou Z’ est
I'ensemble des variables libres de 37'a/ qui sont différentes de y, t(Z',Z',y) est un terme qui
commence par un élément de F* — Fy, suivi par des variables prises dans Z’ ou z’ ou {y}. Dans
ce cas, la formule 37’/ implique dans T* la formule

'y =T, 7, y) A -py,
qui implique dans T™ la formule
377wy = (@, 2, w) A -py, (4.2)

ouy = t(Z',7,w) est la formule y = ¢(¥', Z’,y) dans laquelle nous avons remplacé toute occur-
rence libre de y dans le terme ¢(Z’, Z’,y) par la variable w. D’aprés le choix de I’ensemble W(u)
défini a la section 4.2.3, la formule (4.2) appartient a ¥(y).

Soit, y apparait dans une sous-formule de o’ de la forme y = z A —py. Dans ce cas, du fait
que y soit o/-représentant de I'équation y = z, alors on a y > z (car o’ est (>)-résolue), et par
conséquent z est une variable libre dans 37’a’ car l'ordre = est tel que toutes les variables de
T’ solent supérieures aux variables libres de 37’ (donc supérieures a y). D’autre part, du fait
que o/ soit une brique (>)-résolue, y n’est pas o'-représentant d’une autre équation de o’ (car
tous les o/-représentants sont distincts), donc la variable y ne peut pas apparaitre dans un autre
membre gauche d’une S*-équation de o/ (car —py est une sous formule de la brique bien typée
o). Par conséquent, du fait que les variables de Z soient accessibles dans 3%’ (voir choix de
I'ensemble A’ section 4.2.3) alors toutes les variables de Z’ restent accessibles dans 37’y /. De
plus, pour chaque valeur de la variable libre z, il existe au plus une valeur pour y. Par conséquent,
en utilisant la propriété 4.2.2.5, on obtient bien T* = 377"y o/'.

Soit, y apparait uniquement dans des sous-formules de la forme

xo =t(y) ou t1 = tog, (4.3)

avec xg = t(y) une S*-équation arborescente de o', t(y) un S*-terme qui commence par un
élément de f € F™* et contient au moins une occurrence de la variable y, et t; = to une S*-
équation non arborescente de o’ contenant au moins une occurrence de y. Rappelons que d’aprés
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le choix de 'ensemble A’ (section 4.2.3), ¥’ contient les variables accessibles quantifiées dans 37’ o/
et toutes les équations arborescentes de o’ sont accessibles dans 37'a/. (1) Si y apparait dans une
équation arborescente de o, alors du fait que y n’apparaisse pas dans un autre membre gauche
d’une équation arborescente de o/, alors les variables de Z'y restent accessibles dans 37’y o/ et
donc en utilisant la propriété 4.2.2.5 on obtient T* |= 377'y o'. (2) Si y apparait uniquement dans
des équations non-arborescentes de o', alors d’aprés le choix de ’ensemble A’ les variables de z’
sont accessibles dans 3%’ o’. Du fait que y n’apparaisse pas dans une équation arborescente de o/,
alors les variables de 7’ restent accessibles dans 37’y . De plus, du fait que o/ soit (>)-résolue
alors ses S-équations sont formatées et donc T™* = 3?7y a. En utilisant la propriété 4.2.2.5 on
obtient alors T* |= 3?7'y o/.
Dans tous les cas, T™ satisfait & la deuxiéme condition de la définition 2.2.1.1.

T* satisfait a la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1
T* satisfait au premier point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que si o € A”, alors la formule —a” est équivalente dans T™* & une disjonction
d’éléments de A, c’est-a-dire, & une disjonction de briques. Soit o une S*-formule élément de
A",

D’aprés le choix de 'ensemble A” défini a la section 4.2.3, soit o’ est la formule fauz et donc
—a/" est la formule vrai qui bien entendu est un élément de A”, soit o” est une brique relationnelle
(>)-résolue de la forme

BACN pe) AN —py),

reX yey

avec ( une conjonction de S-relations de la forme rt;...t,, avec r € R et var(f) C X. D’aprés
le deuxiéme point de la définition de théorie flexible, nous avons T' = =3 < 3’ ou 3 est une
disjonction de S-relations et de S-équations. Donc, en utilisant I'axiomatisation de T™* (plus
exactement, les axiomes 4,5 et 8), la S*-formule —a” est équivalente dans 7™ & une S*-formule
svls de la forme

(V Benpe) v (N —px) v (V py),

keK zeX yey
ou chaque [, est, soit une S-équation, soit une S-relation, p;, est une conjonction de S*-formules
de la forme px pour toute variable z € var(f},). Cette formule est bien entendu une disjonction
de briques. Donc T™* satisfait au premier point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1.

T* satisfait au deuxiéme point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que si o” € A”, alors pour toute variable z”, la S*-formule 32" est équivalente
dans 7™ a un élément de A”. Soit o/ une S*-formule de A”, trois cas sont a étudier

(1) Si 2” n’a pas d’occurrences dans o, alors la S*-formule 32" o/ est équivalente dans T*
a o qui bien entendu est un élément de A”.

(2) Si la S*-formule 32" o est de la forme Jz” of A —pa” avec of € A” et 2" n’a pas
d’occurrences dans of, alors la S*-formule 32" o est équivalente dans T* & of A (32" —pa”),
qui d’apres 'axiome 3 de T, est équivalente dans T & oY, qui bien entendu est un élément de
A",

(3) Si la S*-formule 3z” o est de la forme
Jz" ol A o,
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avec o une conjonction de S*-relations avec x” & var(af) et ¢ une brique relationnelle contenant
uniquement des S*-relations de la forme px” ou rt;...t,, avec r € R et 2’ € var(rt;...t,), alors la
formule 32" o est équivalente dans T* a

o N A (32" ), (4.4)

avec ¢ la conjonction des sous-formules de typage de ¢ de la forme pz ou —pzx avec x € var(af).
La formule o A ¢ est donc une brique relationnelle (>)-résolue. Si ¢ se réduit a la formule pz,
alors d’aprés l'axiome 7 de T*, la formule (4.4) est équivalente dans T™* & o A ¢, qui est bien un
élément de A”. Sinon, ¢ est de la forme 1 A oo A pz” ol 1 est la conjonction des contraintes
de typage de ¢ qui ne font pas intervenir la variable z” et o2 la conjonction des relations de ¢
de la forme rtq...t, avec r € R et t; des S-termes. D’aprés le dernier point de la définition de
théorie flexible, la formule 3z @9 est équivalente dans T' & faux ou a une conjonction ¢f svls de
S-relations. Par conséquent, en utilisant les axiomes 8 et 4 de T*, la formule 3z” ¢ A @3 A px”
est équivalente dans T™* & faux ou a la brique svls relationnelle (>)-résolue @1 A ¢). La formule
(4.4) est donc équivalente dans T & fauzr ou a

o NP A1 Ay,

qui est une brique relationnelle (>)-résolue. Donc, T* satisfait au deuxiéme point de la troisiéme
condition de la définition 3.2.1.1.

T* satisfait au troisiéme point de la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1

Tout d’abord, nous allons présenter deux propriétés qui sont vraies dans tout S*-modéle
M* de T*. La premiére provient de 'axiomatisation de T* et introduit la notion de zero-infinie
dans M*. La deuxiéme provient du dernier point de la définition de théorie flexible en utilisant
également les axiomes 4 et 8 de T™*.

Propriété 4.2.3.2 Soit M* un S*-modéle de T et Soit f € F* — Fy. L’ensemble des individus
i de M*, tels que M* |=3Ti = fT N\ —pi, est infini

Propriété 4.2.3.3 Soit M™ un S*-modéle de T*. Soit \ ;¢ rj(x) une conjonction de S-relations,
c’est-a-dire une conjonction de S-formules de la forme rt1...t, avec v € R et t; des S-termes.
Soit I N\je; () une instanciation de Iz \;eyri(x) par des individus de M*. Soit (x) la
formule
pxA /\ r5(z). (4.5)
Jj€J

L’ensemble des individus i de M* tel que M* |= (i) est vide ou infini.

Soit M* un S*-modéle de T™. Rappelons que ¥(u) est I'ensemble des formules de la forme
Aju = fy A —pu, avec f € F* — Fy. Soit ¢(z) une formule qui appartient & A”, Montrons que
pour toute variable z, on a T™ = 3oy o(x). Soit Jz ¢'(x) une instanciation quelconque de
3% ¢(z) par des individus de M* telle que M* | 3z ¢'(x). Montrons qu'il existe une infinité

d’individus 7 de M™ qui satisfait
M = (i) A =i (i) A= A = (i),
avec 1¥;(u) € U(u). Cette condition peut étre remplacée par la condition plus forte
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* piV 1 . .
e (0 ) A0 A ) A A

ol Y11 (u) est un élément de ¥(u) qui a été choisi différent de tous les 11 (u), . . ., ¥, (u), (toujours
possible car F* — F' est infini d’aprés la définition de F*). Du fait que pour tout k entre 1 et n,
on ait

-~ T* E px — —p(x)

— T = Ypt1(z) — i (x) (axiome 2 de T* conflit de symboles).
La condition précédente est simplifiée en

M = (pi Ag'(i) V (¥nga (i) A @'(0))-

Par conséquent, sachant M* |= 3z ¢'(z), il suffit de montrer qu’il existe une infinité d’individus
1 de M* tels que

M*Eping(i) or M* b (i) A (0. (4.6)

Deux cas sont a étudier

Soit, la formule p x apparait dans ¢'(z). Du fait que ¢’(z) soit une instanciation d’une brique
équationnelle (>)-résolue et que M* |= Jx ¢/ (x), alors en utilisant 'axiome 4 de T*, on déduit
que la S*-formule px A¢'(z) est équivalente dans M* a une S*-formule de la forme (4.5). D’aprés
la propriété 4.2.3.3 et du fait que M* = Jzpa A ¢'(z), il existe une infinité d’individus ¢ de M*
tels que M* = pi A (i) et donc tels que (4.6).

Soit, la S*-formule pz n’apparait pas dans ¢'(z). Du fait que ¢'(z) soit une instanciation
d’une brique relationnelle (>)-résolue et que M* = Jx¢'(x), alors la S*-formule ¥, 41(x) A
¢ (x) est équivalente dans M* & tp,11(x). D’aprés la propriété 4.2.3.2; il existe une infinité
d’individus ¢ de M* tels que M* |= 1, 41(i), donc tels que M* |= 1,41 (7) A¢'(7) et donc tels que
(4.6).

Dans tous les cas, T™ satisfait a la troisiéme condition de la définition 3.2.1.1.

T* satisfait a la quatriéme condition de la définition 3.2.1.1

Montrons que toute conjonction de formules & plat est équivalente dans T™* & une disjonction
d’éléments de A. Pour cela, il suffit de montrer que toute formule a plat est équivalente dans T*
& une disjonction de briques, puis effectuer une série de distribution des A sur les V. Soit alors
o une formule & plat. Si elle est de la forme vrai, faur ou px alors ¢ est une brique. Sinon, les
équivalences suivantes, aprés distribution des A sur les V, donnent les combinaisons cherchées

rrg... T\
Nizo(P@i V ~p ;)

)

T* = rzg...x, < [

T*F$0:$1H[x0:xlA ]7

M_o(pai V —pa;)

o = fx1...Tp
n

T =29 = fz1...0,, &
= @0 = fa1-an io(px;i V- pa;)

9

avecr € Ret f € F*. Donc T* satisfait a la quatriéme condition de la définition 3.2.1.1.
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T™* satisfait a la cinquiéme condition

Montrons que pour toute S*-proposition ¢ de la forme 37'a’ Ao/ avec 37'a’ € A’ et o € A",
onal=c¢,d €{vrai, faur} et o € {vrai, faur}. Du fait que ¢ ne contienne pas de variables
libres, alors il n’existe pas de variables accessibles ni d’équations accessibles dans 3z’a’. Par
conséquent, d’aprés la section 4.2.3, on a T’ = e. D’aprés le choix de Iensemble A’, la S*-
formule o/ est une brique (>)-résolue différente de la formule fauz, donc du fait que Je o’ ne
contienne pas de variables libres, alors o est la formule vrai?>. Donc la S*-proposition ¢ est
de la forme Je vrai A o”. D’aprés le choix de I'ensemble A” défini & section 4.2.3, o’ est une
brique relationnelle (>-)-résolue. Du fait que cette derniére ne contienne pas de variables libres
alors c’est soit la formule vrai, soit la formule fauz?6. Donc la théorie T* satisfait a la cinquiéme
condition de la définition 3.2.1.1. O

La théorie T* satisfait & toutes les conditions de la définition 3.2.1.1, par conséquent, elle est
zéro-infini-décomposable et donc compléte. Le théoréme 4.2.1.5 et donc démontré.

4.3 Extension en arbres 7T, des rationnels additifs ordonnés

4.3.1 Axiomatisation

Soit F' = {+, —,0,1} un ensemble de symboles de fonction d’arités respectives 2,1, 0, 0. Soit
R = {<} un ensemble de symboles de relation contenant uniquement le symbole de relation
binaire <, et soit alors S la signature F'U R.

Notation 4.3.1.1 Soit a un entier positif et t1,...,t, des S-termes. Notons

— Z l’ensemble des entiers,

— t1 < tg, le S-terme < titg,

— t1 + to, le S-terme +t1to,

— t1 +to +t3, le S-terme +t; (+t2t3),

- 0.t1, le S-terme 0,

- —a.ty, le S-terme (—t1) + -+ + (—t1),

a
a.ti, le S-terme t1 + - - - +t1.
—_———

a

Soit T4 la S-théorie des rationnels additifs ordonnés. L’axiomatisation de T4 est I’ensemble
infini de S-propositions de I'une des 14 formes suivantes

1 VaVyx+y=y+x,
2 VaVyVza+ (y+2) = (x+y) + 2,
3 Veax+0=rc,

%La formule o’ ne contient pas de sous-formules de la forme f1 = fa avec fi et fo des constantes de F' car o/
est (>)-résolue par conséquent toutes les S-équations sont formatées.

20La formule o/’ ne contient pas de sous-formules de la forme rfi...f, avec r € R et f; des constantes de F car
o est (=)-résolue par conséquent toutes les S-relations sont formatées.

99



Chapitre 4. Extension en arbres T d’une théorie T du premier ordre

4 Vzzx+(—z)=0,
5, Vznax=0—2=0, (n#0)
6, VeIlyny==x, (n#0)
7 Vr-x<uz,
8 VaVyVz(x <yAhy<z)—ax<z,
9 VaVy(r<yVaz=yVy<z),
10 VaVyz <y — (Fzx <zAz<y),
11 Vedyz <y,
12 Vedyy < z,
13 VaVyVzax <y — (v+z<y+2),
14 0<1.
avec n un entier non nul. Cette théorie 4 une propriété commode que nous allons utiliser tout
au long des nos démonstrations

Propriété 4.3.1.2

n

n
Tad ': Zazxz = a().l — Q.T = Z (—CLZ‘)..TZ‘ + a().l,
1=1 i=1,i#k

pour tout k € {1,...,n}.

Soit maintenant F* un ensemble infini de symboles de fonction contenant ’ensemble {+, —, 0, 1}.
Soit R* = {<, p} un ensemble de symboles de relation contenant le symbole < ainsi qu'un sym-
bole de relation unaire p. Soit alors S* la signature F* U R*. En utilisant les transformations de
la section 4.1.1, 'axiomatisation de 77, est I’ensemble infini des S*-propositions de I'une des 21
formes suivantes

L Vavy((-pfz) A(=p f9) A f2 = f§) — Nizi = i,

Vavy fx = gy — p fT A pgy,

VZVy (Nier i) N (Njes ~Pys) = (312 Arex (5P 2k A 21 = (2,9, 2))),
VaVyz <y — (px Apy),

VaVypx +y < px Apy,

Vep —x < px,

VZ —phZ,

VaVy (px Apy) —»z+y=y+uz,
VaVyVz (px ApyApz) —xz+ (y+2)=(x+y) + 2
Vepr —x+0=ux,

Vepx — x+ (—z) =0,

Vepr — (nx=0—2=0), (n#0)

13, Vxpx — 3ypyAny==z, (n#0)

14 Vaxpxr— —x<uz,

15 VaVyVzpax ApyApz— (z<yAy<z)—zx<z),

16 VaVy(pzApy) — (z<yVaex=yVy<z),

17 VaVy(pxApy) = (x<y— (FzpzAhz<zAz<y)),

18 Vzpr — BypyAz<y),

19 Vazpzx — (JypyAy<x),

20 VaVyVz(pxApyApz)— (z<y— (z+z<y—+2)),

21 0<1,
avec f et g deux symboles de fonction distincts pris dans F*, h € F* — F, x, y, z des variables,
Z un vecteur de variables z;, ¥ un vecteur de variables y;, Z un vecteur de variables z; toutes

© 00 J O U = W N

—_ =
3[\3.—!0
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distinctes et tx(Z, 7, Z) un S*-terme qui commence par un symbole de fonction fj élément de F*
suivi par des variables prises dans Z ou ¢ ou Z, de plus, si fy € F alors tx(Z,y, Z) contient au
moins une variable de 3 ou z. Une théorie similaire & celle-ci a été introduite par A. Colmerauer
pour la modélisation du modéle de Prolog III [6].

Notons que la théorie des arbres et la théorie des rationnels ont des signatures non-disjointes ;
en effet, les symboles + et — sont des constructeurs d’arbres dans la théorie des arbres et des
opérations d’addition et de soustraction dans la théorie des rationnels. Notons également que
T7, n’admet pas d’élimination compléte de quantificateurs. En effet, la S*-formule dzy = fx
avec f € F'— {+,—,0,1} ne peut pas étre simplifi¢e d’avantage ni dans 7, ni dans la théorie
des arbres.

4.3.2 Complétude

Théoréme 4.3.2.1 L’extension en arbres T, des rationnels additifs ordonnés T,q est une théo-
rie compléte.

D’apres le théoreme 4.2.1.5, il suffit de montrer que 7,4 est flexible pour que 717, soit zéro-infini-
décomposable et donc compléte. Montrons alors la propriété suivante

Propriété 4.3.2.2 La théorie T,y des rationnels additifs ordonnés est une théorie flexible.

Preuve. Montrons maintenant que 7,4 satisfait aux trois conditions de la définition 4.2.1.4. Afin
d’alléger cette preuve, nous allons omettre le préfixe S aux mots : équations, relations, termes,
formules, car nous allons travailler uniquement sur la théorie T,4 de signature S.

Notons Y i t;, le terme &) + 12 + ... + ¢, +0, ot £1 + t2 + ... + L, est le terme ¢1 +ta+... + 1ty
dans lequel nous avons supprimé tous les termes ¢; qui sont égaux a 0. Pour n = 0 le terme
>ieq ti se réduit au terme 0. Les formules de la forme > 7" a;.x; = ag.1 et Y ;" a;.z; < ag.1
avec a; € Z sont appelées blocs dans T,4. D’aprés la définition 4.2.1.1, et du fait que pour tout
xj € var(d i, a;.x; = ag.1) avec a; # 0 on ait Tog = Iz i, a;.2; = ap.1, (propriété 4.3.1.2
et axiome 6,, de Tpq), alors le représentant d’une équation de la forme Y 7' ;| a;.z; = ag.1 se réduit
tout simplement a la plus grand variable xy, avec k € {1,...,n} telle que aj # 0.

T,q satisfait a la premiére condition de la définition 4.2.1.4

Il faut montrer que toute conjonction d’équations et de relations est équivalente dans T &
une conjonction formatée de formules atomiques svls, c’est-a-dire, & une conjonction « svls de
formules atomiques telle que

1. «a ne contient pas de sous-formules de la forme f; = fo ourfi...f, ouy = x, avec f; € {0,1},
re{<tetz>=uy,

2. chaque équation de « a un représentant distinct qui n’a pas d’occurrence dans d’autres
équations ou relations de «a,

3. si @ est la conjonction des équations de «, alors pour tout = € var(a’) on a T,q | 372 /.

Introduisons dans un premier temps, I’ensemble des régles de réécriture suivantes qui trans-
forment toute conjonction de formules & plat soit & faux, soit en une conjonction formatée de
blocs svls équivalente dans T,.
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(1) fauz A« = faux

(2) 0=0.1 = vrai

(3) 0=ap.1 = faux

(4) z=y = z+(-1)y=01

(5) z=-y — z+y=0.1

6) z=y+=z = z+(-1).y+(-1).2=0.1
Z?: a;.x; = ag. 1N Z?: a;.x; = ag.1N

(7) [ 2?11 blﬂfl = bo.l ‘| = [ Z?:i (bkai — akbi).xi = (bkao — akbo).l ‘|

(8) l Z?:l a;.x; = ag. 1N 1 . [ Z?:l a;.x; = ag.1N 1
Z?:l b;.x; < bg.1 Z:‘Lﬂ )\(bkai — (Lkbl)$z < (bkao — akbo).l

Dans la régle (3), ag # 0. Dans les régles (7) et (8), la variable xy, est le représentant de 1’équation
> ai.x; = ag.1 et by # 0. Dans la régle (8), A = 1si ag > 0 et A = —1 sinon. Bien entendu, toute
application répétée de ces régles termine et produit bien soit fauz soit une conjonction formatée
svls de blocs équivalente dans T,.

Soit maintenant « une conjonction de formules atomiques. En insérant des variables quanti-
fiées existentiellement pour mettre a plat les formules atomiques de «, la formule « est équivalente
dans T,4 & une formule de la forme 3% 3 avec 8 une conjonction de formules & plat. Choisissons
maintenant un ordre > de variables, tel que les variables de Z soient supérieures aux variables
libres de 3% 3. Soit alors § la formule obtenue a partir de 3 aprés application des régles précé-
dentes de réécriture. Deux cas sont & étudier :

Soit, § est la formule fauz, donc la formule 3% ¢ est équivalente & faux dans T4, par consé-
quent, la conjonction « de départ est équivalente & faur dans T,y qui est bien une formule
atomique formatée dans T.

Soit, d est une conjonction formatée de blocs telle que chaque variable de T a une occurrence
comme représentant d’une équation de . Cette petite restriction provient de I'ordre > qui a été
choisi tel que les variables de Z soient supérieures aux variables libres de 3% 3. Ainsi, la formule
0 est de la forme

(N 82 AS7,

i€l

out chaque ¢,, est une équation de J dont le représentant z; est une variable de et ol 0* est
une conjonction de blocs ne contenant aucune occurrence des variables de Z. La formule 3Z3 est
donc équivalente dans 7,4 a

A (3z /\ 0z:),

i€l

qui, du fait que chaque représentant x; n’apparait pas dans une autre équation, est équivalente
dans T,4 a

oA /\(Ekl?Z 6@)7

i€l

qui, du fait que pour chaque représentant z; on ait T,4 = 3'z;0,,, est équivalente dans T,4 & 0*.
La formule de départ « est donc équivalente & la formule §* qui est une conjonction formatée de
blocs et donc de formules atomiques. La théorie T,4 satisfait donc a la premiére condition de la
définition 4.2.1.4.
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T,q satisfait a la deuxiéme condition de la définition 4.2.1.4

Montrons que toute formule de la forme —q, ol « est une conjonction de relations, est
équivalente dans 7,4 & une disjonction d’équations et de relations. D’apreés le point précédent, la
formule « est équivalente dans T,4 & une conjonction de blocs de la forme E’;:l bj.x; < bp.1. Du
fait que l'ordre soit total, alors on a

n n n

Tod ): —'(Z bj.ﬂ?j < bol) — ((Z(—bj)l‘] < (—bo)l) V (Z bj..’Ej = bol))
j=1 j=1 j=1

Donc la formule -« est équivalente dans T,4 & une disjonction de blocs, donc une disjonction

d’équations et de relations. La théorie T,4 satisfait donc bien & la deuxiéme condition de la

définition 4.2.1.4.

T,q satisfait a la troisiéme condition de la définition 4.2.1.4

Montrons que pour toute conjonction de relations 3 et toute variable x on a
— la formule Jz 3 est équivalente dans T,4 soit & fauz, soit & une conjonction svls de relations,
{fauz}

— dgd ): E|o 00 xT ,3
Le premier point est évident et provient de I’élimination de Fourier dans les rationnels additifs
ordonnés. Le deuxiéme point provient du fait que I'ordre soit dense et sans extrémes. Soit M un
modeéle de T,4. Pour toute instanciation 3z §'(7) de 3z 5(i) par des individus de M si M | ('(i),
alors il existe une infinité d’individus i de M tels que M = (i) donc Toq = i faust, G.

La théorie Tyq est donc flexible, par conséquent son extension en arbres 7, est zéro-infini-
décomposable et donc compléte. O

4.4 Discussion et conclusion partielle

Du fait que la théorie des arbres n’admette pas d’élimination compléte de quantificateurs,
alors toute extension en arbres d’une théorie T' quelconque du premier ordre n’admet pas une
élimination compléte de quantificateurs. Cette propriété provient de la maniére dont nous axio-
matisons T™ et constitue la difficulté majeure pour montrer la complétude de T*. Par ailleurs,
il existe plusieurs applications pratiques des théories étendues en arbres. Notons que ces théo-
ries sont dotées d’un trés grand pouvoir d’expression et permettent de modéliser sous forme de
contraintes du premier ordre des problémes qui utilisent des constructions d’arbres et dont les
feuilles s’évaluent par d’autres théories. On citera par exemple les contraintes modélisant les po-
sitions k-gagnantes des jeux a deux partenaires utilisées par A. Colmerauer et B. Dao [16, 7| qui
se modélisent plus facilement en utilisant une extension en arbres des entiers additifs ordonnés.
L’idée d'une éventuelle extension du modéle de Prolog IV par d’autres théories utilise également
cette notion d’extension en arbres de théories. En effet, ce travail est une perspective d’extension
du modéle de Prolog IV, en permettant & I'utilisateur de quantifier existentiellement ou univer-
sellement les clauses hybrides de Prolog. On utilisera alors I'algorithme de décision des théories
zéro-infni-décomposables pour décider de la valeur de ces clauses. D’autre part, il serait égale-
ment intéressant de pouvoir résoudre des formules hybrides avec variables libres en exprimant
les solutions des variables libres d’une maniére claire et précise! Les deux algorithmes présentés
aux chapitres 2 et 3 ne permettent pas pour le moment de répondre a ce genre de requétes. Un
tel travail demanderait certainement des définitions syntaxiques et sémantiques beaucoup plus
complexes que celles utilisées jusqu’a maintenant ainsi que des conditions beaucoup plus élabo-
rées sur 1" pour obtenir un tel algorithme sur 7. Soit alors I'extension 7T, des rationnels additifs
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Chapitre 4. Extension en arbres T d’une théorie T du premier ordre

ordonnés et essayons de trouver un algorithme de résolution de contraintes générales dans 77!
Ceci fera l'objet du chapitre 5.
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Chapitre 5

Résolution de contraintes du premier
ordre dans 7,

Sommaire
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Nous présentons dans ce chapitre un algorithme de résolution effective de contraintes générales
dans la théorie T77,. Aprés avoir présenté une axiomatisation plus commode de T}, que celle
donnée dans le chapitre 4, nous introduisons un exemple concret de contraintes dans T, et
présentons notre algorithme de résolution sous la forme d’un ensemble de 28 régles de réécriture,
qui transforment toute formule ¢ en une disjonction svls ¢ de formules résolues, équivalente a
¢ dans T77; et telle que ¢ est soit la formule wvrai, soit la formule fauz, soit une formule ayant
au moins une variable libre et n’étant équivalente ni a vra: ni & faur dans 7),. On présentera
également les solutions des variables libres d’une maniére claire et explicite. Ce dernier point
représente la différence majeure entre cet algorithme et ’algorithme général des théories zéro-
infini-décomposables. Nous terminons ce chapitre par un exemple de résolution de contraintes

dans T,. Notons que ce chapitre a fait 'objet des publications suivantes [14], [17], [21].

5.1 Contraintes du premier ordre dans 7,

5.1.1 Une axiomatisation commode de 77,

Soit F' un ensemble infini de symboles de fonction contenant notamment les symboles {+, —, 0,1}
d’arités respectives 2, 1,0,0. Soit R un ensemble de symboles de relation, contenant les symboles
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Chapitre 5. Résolution de contraintes du premier ordre dans T,

de relations unaires num et arbre.
Soit @ un entier positif et soient t¢1, ..., ¢, des termes. Notons :
— Z l’ensemble des entiers,
— t1 < tg, le terme < tyts,
— t1 + tg, le terme +t;t9,
— t1 + tg + t3, le terme +t1(+tat3),
— 0.t1, le terme O,
— —a.ty, le terme (—t1) + -+ + (—t1),

a
— a.ty, le terme t1 + - - - + 14,
—_————

a
- X% t;, leterme t1 + ... +t, +0 avec t; + ...+, le terme t1 + ... 4+ ¢, ol
tous les termes 0 ont été supprimés. Pour n = 0 on obtient le terme 0.
La théorie T}, de I’extension en arbres des rationnels additifs ordonnés consiste en I’ensemble
infini des propositions de I'une des formes suivantes

1 VzVy (arbre fz A arbre fy A fz = fy) — N\; i = yi,

2 YZVy fx = gy — num fT A num gy,

3 VaVY (Nier num i) A (Njey arbrey;) — (312 Aper (arbre zi A 21, = t(2, 9, 2))),
4 VeVyx <y — (numx A numy),

5 VaVy num x + y < num x A\ numy,

6 Va num — x < numx,

7 Yz arbre hz,

8  VaVy(numx Anumy) —x+y=1y+z,

9  VaVyVz (numz AnumyAnumz) —x+ (y+2) = (x+y)+ 2,
10 Vrnumzr —x+0=x,

11 VYznumz — z+ (—x) =0,

12, Vxnumzx — (nx =0 — x =0),

13, Vznumax — lynumy Any = x,

14 Vexnumz — —x < x,

15 VaVyVznumax AnumyAnumz — (. <yAy < z) —z < z),
16 VaVy (numax Anumy) — (x <yVz=yVy<zx),

17 VaVy (numz Anumy) — (r <y — (Fznumz Az < zAz<y)),
18 Vzxnumzx — (Jynumy Az <vy),

19 Veznumzx — Gynumy Ay < x),

20 VaVyVz(numzx AnumyA num z) = (z <y — (z+2 <y-+2)),
21 Vxnumx < —arbrex

22 0<1,

ol mn est un entier non nul, f et ¢ sont deux symboles de fonction distincts de F', h € F —
{+,—,0,1}, x, y, z sont des variables, Z est un vecteur de variables z;, § est un vecteur de
variables y;, Z est un vecteur de variables distinctes z; et ot tx(Z, ¥, Z) est un terme qui commence
par un symbole de fonction fi € F' — {0, 1} suivi de variables prises dans Z ou § ou Z, de plus,
si fr € {+,—} alors (%, y, Z) contient au moins une variable de 3 ou Z.

Cette axiomatisation est une version plus commode que celle donnée dans le chapitre 4, dans
le sens ou elle fait intervenir explicitement le symbole de relation arbre. Ce choix a été fait
uniquement par souci d’esthétique, afin d’alléger nos définitions et de rendre les régles de notre
algorithme de résolution un peu plus facile & comprendre.

Des axiomes 6,8,9,10,11 et 12, nous avons la propriété suivante

106



5.2. Blocs et blocs quantifiés dans T,

Propriété 5.1.1.1 Pour tout k € {1,...,n} on a

k k
T = (¢ a2 = ag.1 A /\ num x;) < (agzy = Eleji#k(—ai).xi +ag.1 A /\ num ;).
i=1 i=1

5.1.2 Exemple de contrainte du premier ordre dans 77,

Nous présentons maintenant un exemple concret de contrainte du premier ordre dans T,
Considérons ce jeu a deux joueurs : une paire de rationnels non négatifs (n,m) est donnée.
Chaque joueur a tour de role, soustrait 1 ou 2 de n ou de m sans les rendre négatifs. Le premier
qui ne peut plus jouer perd.

Supposons que c’est au tour de A de jouer. Une position (n,m) est appelée k-gagnante si,
quelque soit la fagon de jouer de 'autre joueur B, il est toujours possible pour A de gagner aprés
avoir fait au plus k coups. La contrainte gagnant,,(z) définie en [7] et exprimant qu’une position
x est k-gagnante, est de la forme suivante

Jycoup(x,y) A =(Jzcoup(y, z)A
—(Jycoup(z,y) A —~(Izcoup(y,x) A =(...A
—(Jycoup(z,y) A ~(Ixzcoup(y, x) A = (fauz))...)

—

Chaque position (n,m) est représentée par c(i,j) avec ¢ un symbole de fonction d’arité 2 et i
et j des rationnels. La contrainte coup(x,y) peut étre définie par la formule du premier ordre
suivante

(Fidjz=c(i,j)) Ny=cli—1,j) ANi>1ANj>0)V
(Fidje=c(i,j)Ny=c(i—2,7) Ni >2ANj>0)V
(Fidjr=c(i,j) Ny=c(i,j—1)ANi>0AjF>1)V
(FiFjz=cli,j)Ny=c(i,j—2)ANi>0Aj>2)V

(=(FiFjx = c(i,j) Nnumi A numj) ANz =1y)

En remplacant la définition de coup dans la contrainte gagnanty,(x), nous obtenons une contrainte
du premier ordre avec une variable libre x dans la théorie T,. Résoudre cette contrainte dans

T, signifie trouver toutes les positions x qui sont k-gagnantes.

5.2 Blocs et blocs quantifiés dans 77,

Nous allons maintenant définir une famille de formules structurées qu’on appellera bloc. Nous
montrerons alors que ces blocs ont des propriétés utiles qui nous permettrons de valider nos
régles de réécriture.

5.2.1 Blocs et blocs résolus dans 77,

Supposons que les variables de V soient ordonnées par un ordre strict, total, dense et sans
extrémes, noté . Pour chaque formule ¢, les variables liées sont renommées de telle fagon que
pour chaque sous-formule de ¢ on ait & > y pour chaque variable liée x et chaque variable libre
Y.

On appelle représentant de I'équation xy = fzy...x, ou xg = z1, avec f € F —{0,1}, la
variable zg. On appelle représentant de la formule X7 a;.2; = ag.1, avec a; € Z pour tout
i € {0,...,n}, la plus grande variable xj; dans l'ordre > telle que a; # 0.

107



Chapitre 5. Résolution de contraintes du premier ordre dans T,

Soient f € F et a; € Z pour tout i € {0, ...,n}. On appelle formule basique toute conjonction
a de formules de la forme
— wrai, fouzr,
- numx, arbre x,
S r=y, T = fyi..Yn,
— Ezlzlai.xi = ao.l7 Zznzlai-wi < ao.l.
Les formules num = et arbre x sont appelées contraintes de typage.
Soit a une formule basique
(1) On dit que num x est une conséquence de a, si a contient au moins une des sous-formules
suivantes
—numz,x=yAnumy, z =0,z =1,
—y=zAnumy,x=-—-yANnumy,y=—xA\numy,
—z=y+trxAnumz,z=x+yAnumz, r=y+z/N\numz/\numy,
- X a;.x; = ap.1 ou X7 a;.2; < ap.1l avec x un des z;.
(2) On dit que arbre x est une conséquence de «, si o contient au moins une des sous-formules
suivantes
—x=yANarbrey, y =1z A arbrey,
—x=—-yAarbrey, y = —x A arbrey,
— x=y+zAarbrez, x = z+yAarbre z, y = x+zAarbreyAnum z, y = z+xAarbre y Anum z,
— arbrex, x = hyy...yn, avec h € F — {+,—,0,1}.
(3) On appelle section arborescente de «, la conjonction oy des sous-formules de a de la forme
— orai, arbre x,
—x=youx = fy...yn, avec f € F—{0,1} et ou z est telle que arbre z est une sous-formule
de a.
Cette section ay est formatée, si les membres gauches des équations de «; sont tous distincts et
pour chaque équation de la forme z =y de a; on a = > y.
(4) On appelle section numérique de «, la conjonction «,, des sous-formules de « de la forme
— wrai, faux, num x,
- X a.w; = ap.l, Xi_ja;.25 < ag.l,
—r=y,r=—yY,x=1y+ 2z, ol x est telle que num x est une sous-formule de a.
Cette section oy, est consistante ssi 1,5, = 3T o, avec T = var(ay,). Elle est dite formatée si
— «y, ne contient pas de sous-formule de la forme z =y, x = —y, x = y+ 2, 0 = apl, 0 < apl,
avec ag € Z,
— «y, est consistante et chaque représentant d’une équation de v, a une occurrence dans une
seule équation de «,, et pas d’occurrences dans les inéquations de «,.
Une variable u est dite accessible dans JZx«, si u est une variable libre dans dZa, ou a a une
sous-formule de la forme y = t(u) A arbre y avec t(u) un terme contenant u et y est une variable
accessible. Dans le dernier cas, 'équation y = t(u) est dite accessible dans Jza.
Des axiomes 1 et 2 de T, on a la propriété suivante

Propriété 5.2.1.1 Soit o une formule basique. Si toutes les variables de T sont accessibles dans
3z o, alors T, = 37Za.

On appelle bloc toute formule basique «, telle que pour chaque variable x dans «, soit num x
soit arbre x est une sous-formule de « et o ne contient pas de sous-formules de la forme

—xz=0Aarbrex, z = 1A arbre x,

—xz=yAnumxA arbrey, x =y A arbrex A num y,

—x=—yAarbrex Anumy, x = —y A numzx A arbrey
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—x=y+zAnumxA arbrey, x =y + 2z Anumzx N\ arbre z, x = hy N\ num z,

—xz=y+zAarbrex A numy A num z,

- X qa;.x; = ag.1 A\ arbre xy, X7 a;.2; < ag.1 A arbre xy,
avec he€ F —{+,—,0,1}, k € {1,...,n} et a; € Z pour tout i € {0,...,n}.

Du fait que chaque variable & dans un bloc a un typage num x ou arbre x, tout bloc a peut
étre divisé en deux sections disjointes : une section arborescente et une section numérique.

Un bloc « sans équations est appelé bloc relationnel. Un bloc « sans inéquations et ot chaque
variable a une occurrence dans au moins une équation de « est appelé bloc équationnel. Un bloc
« est résolu, si ses sections arborescente et numérique sont formatées.

Du fait que dans un bloc résolue, la section numérique est consistante et du fait des axiomes
3 et 13,, alors on a la propriété suivante

Propriété 5.2.1.2 Soient a un bloc résolu et T le vecteur des variables de ov. On a T, |= 3z

5.2.2 Propriétés des blocs résolus dans 7,

Propriété 5.2.2.1 Soit o un bloc équationnel résolue. Soit T le vecteur des représentants des
équations de a. Soit o la conjonction des contraintes de typage de o de la forme arbrex ou
num x avec x ne figurant pas dans T. On a

TE« -3z

Preuve. Cette propriété est une conséquence des axiomes 3 et 13,, de 1’7, sur un bloc résolu. En
effet, du fait que les équations de la section arborescente de « aient des représentants distincts,
c’est-a-dire, des membres gauches distincts, et du fait que les équations de la section numérique de
« aient des représentants distincts qui ont une occurrence dans uniquement une seule équation de
la section numérique de «, alors en transformant toutes les équations de cette section numérique
en formules de la forme ag.zp = 37,1 ;2 (—a;).z; + ag.1 ot i est le représentant de 1'équation
Yoieq ai.xi = ag.1 (propriété 5.1.1.1), alors les membres gauches de ces équations seront tous
distincts et n’auront pas d’occurrences dans d’autres équations de la section numérique de a.
Donc, dans tout modeéle de T,, pour toute instanciation des variables qui figurent dans les
membres droits par des valeurs qui respectent les contraintes de typage, il existe une valeur
unique pour les représentants de ces équations, (axiome 13,). Pour chacune de ces valeurs et
pour chaque instanciation des variables qui ne sont pas des représentants dans des équations
de la section arborescente de a par des valeurs qui respectent les contraintes de typage de «,
il existe une valeur unique pour les représentants des équations de la section arborescente de «
(axiome 3). Notons que les instanciations sont conditionnées par le fait qu’elles doivent respecter
les contraintes de typage de «, ce qui explique le sens de I'implication dans cette propriété. O
Exemple 5.2.2.2 Soient x,y, z,v,w des variables telles que x =y > z = v = w. On a

r = fryw Ay = xA

22z4+2w=1AN3v+w=0.1A

arbre x A num v A num wA
arbre y A\ num z

T = numw — lvzzy

Cette propriété peut s’écrire de la forme suivante en utilisant la propriété 5.1.1.1

r = fryw Ay = A
22=1+4(-2).wA3v=(-1)wA
arbre x A num v A num wA
arbre y A num z

T E numw — Fvxzy

109



Chapitre 5. Résolution de contraintes du premier ordre dans T,

Pour chaque instanciation de w par des valeurs numériques (donc non arborescentes), il existe
une et une seule valeur pour v et z (axiome 13,), et donc une seule valeur pour x ety (aziome
3). Notons que si la variable w est instanciée par une valeur arborescente par exemple f(g(0)),
cette formule sera alors équivalente a faux dans tout modeéle de T, d’apres les axiomes 5 et 21
et par conséquent

= fryw Ay = xA

z+2w=1ANv+w=0A

arbre x A num v A num wA

arbrey A\ num z

T, = Fvxzy

Propriété 5.2.2.3 Soit a et § deux blocs résolus ayant les mémes sections numériques et les
mémes contraintes de typage. Soient oy et By les sections arborescentes de v et . SiT); = a — (3
et si oy et By ont le méme ensemble de membres gauches d’équations, alors T = a < 5.

Preuve. Du fait que « et § aient la méme section numérique et les mémes contraintes de typage,
alors il existe une formule J telle que a = d Aoy et =6 A Bs.

Soit Z le vecteur des variables qui apparaissent dans un membre gauche d’une équation de
ay (donc de fB; aussi) et soit X ’ensemble des variables de Z. Du fait que « et 3 soient des blocs
résolus, alors X N var(d) = (). Soit v la conjonction des contraintes de typage de a (donc de
[ aussi) qui concernent des variables qui appartiennent & Z. La formule 7 est donc une sous-
formule de 0. D’aprés la propriété 5.2.2.1, on a T, = v — 3Nzay et T, = v — J'Z6;. Donc
T E0— Nz et TSy =0 — 3T G

Sachant T, = o — (3, c’est-a-dire, T, |= VgV I Aoy — § A B¢, avec yZ le vecteur des
variables de o A 3; alors les équivalences suivantes sont vraies dans 717,

ngf5Aat—>5Aﬁt,

— Yg=(IFzo Ao A=(5 A Br)),
= V(0 A (T oy A B)), car X Nvar(d) =0
< V(0 A (3T oy A Br)) car T}, =0 — 3T oy
et du fait du corollaire 3.1.0.8 (chapitre 3),
A ng—'(é A _|(E|£f‘ ,Bt N Oét)),
o V(6 A (32 B A —aw)), car T =0 — 3z 3

et du fait de 'implication inverse du corollaire 3.1.0.8,

!

Vg—(3Z A Be A (6 A o)),
— VYQVZON B — § A ay.

Onadonc T}, = (a — B) < (B —a). Dufait que T, Fa— B, ona T} Fa < 3.0

5.2.3 Décomposition de blocs quantifiés dans 77,

Soit ¢ une formule. Soient Z un vecteur de variables et o un bloc résolu tel que pour chaque
variable quantifiée inaccessible v dans dZa et chaque variable quantifiée accessible v dans T«
on a u > v. On appelle décomposition de la formule 3Za A ¢ dans T, la formule

3zt ot A (322 A (33 a3 AY))), (5.1)

obtenue comme suit : Soit X I’ensemble des variables de Z. On divise X en deux sous-ensembles
disjoints Xgce ('ensemble des éléments de X qui sont accessibles dans 3Zar) et Xipgee. Soit Repr
I’ensemble des représentants des équations de . On a :

— ! est le vecteur des variables de X ec.
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— 72 est le vecteur des variables de Xjnace — Repr.
— 73 est le vecteur des variables de Xjnace N Repr.
— o' est de la forme af A ad ot o} est la conjonction de toutes les équations dans 3za dont
le représentant est accessible, a est la conjonction de toutes les contraintes de typage de o qui
concernent des variables de var(af).
— a? est de la forme af A a3 ott oF est la conjonction de toutes les inéquations de a et a3 est la
conjonction de toutes les contraintes de typage de o qui ne concernent pas les variables de z°.
— a3 est de la forme of Aaj ol o est la conjonction des autres équations et o3 est la conjonction
des contraintes de typage de a qui concernent des variables de var(a3).

Soit A 'ensemble de blocs résolus. Soit A' I’ensemble de formules de la forme 3z'al, o a
est un bloc équationnel résolu et les variables de Z!' sont toutes accessibles dans 3z'al. Soit A2

I’ensemble de blocs relationnels résolus.

1

Propriété 5.2.3.1 Soit 3z'al une formule sans variables libres qui appartient & A'. On a ' =€

et ot = vrai.

Preuve. Du fait que la formule 3z'a! n’ait pas de variables libres, alors il n’existe pas de
variables accessibles dans 3z'a!. Donc, d’aprés la définition de I’ensemble A! on a ' = ¢. La
formule 3z'a’ est donc équivalente dans T, a la formule sans variables libres al. D’aprés, la
définition de I’ensemble A', la formule a! est un bloc résolu. Du fait que ce dernier ne contienne
pas de variables libres alors c’est la formule vrai. O

Dans le chapitre 4 nous avons montré que 177, est zéro-infini-décomposable on a alors, par
définition, les propriétés suivantes

Propriété 5.2.3.2 Si3z'al € Al alors T E 3?2z o' et pour toue variable libre y dans 3z at,
une au moins des propriétés suivantes est satisfaite

- T = I7yzt ol

~ il existe une formule ¢¥(u) € V(u) telle que T, = Vy (37! b)) — ¥(y),

Propriété 5.2.3.3 Si a® € A2, alors pour tout x2, T = 32?8;):1:2 a?.

Propriété 5.2.3.4 Si a® € A2, alors pour tout 22, la formule 3x%a? est équivalente dans Tr, a
une formule qui appartient a A?.

Propriété 5.2.3.5 Pour toute formule décomposée de la forme (5.1) on a : 3x'al € A', o? €
A%, a3 € A et TF, EVZ?a? — Jz3ad.

Preuve. Soit 3z'a! A (32%2a% A (32303 A ¢)) la formule décomposée de Iz A ¢. D’aprés la
construction des ensembles z!, Z2, 3, a', a? et o définis dans la définition 5.2.3, il est clair que
Jzlal € Al et o € A%. Montrons maintenant que Vz2a? — 3173a3. Du fait que a? contienne les
contraintes de typage de toutes les variables qui apparaissent dans « et n’apparaissent pas dans
z> et du fait que Z3 contienne les représentants des équations de o2, alors d’aprés la propriété

5.2.2.1 ona T, | o? — Jz3a3, cest-a-dire Vz2 a? — 7303 O

Exemple 5.2.3.6 Soient v,w,x,y,z des variables telles que w = y = z = x = v. Décomposons
la formule suwante dans T,

Jwzyz

v=for Aw+2.2x+(-2).z=1Ay+3.2=0.1A
2 <1AN3.z+2.x <0.1A

arbre v A numw A num x A numy N\ num z

(5.2)

111



Chapitre 5. Résolution de contraintes du premier ordre dans T,

Les variables accessibles de cette formule sont v et . On a donc Xaee = {v, 2}, Xinace = {w,y, 2}
et Repr = {v,w,y}. Du fait que w = y = z = x, alors (5.2) est équivalente a la formule
décomposée sutvante

dxv = fox A arbrev A num xA
Jzz <1A3.z2+4 2.2 <0.1AnumzAnumz A arbre vA
Jwyw+2.24(-2).2=1Ay+3.2=0.1A
numw A numx A numy A num z)

Remarquons que les éléments de Al n’acceptent pas d’élimination de quantificateurs, du fait
que les variables de T' soient accessibles dans 3z o'. En effet, dans la formule 3z v = fvx la
quantification dz ne peut étre éliminée dans T);. Une propriété similaire a été montrée par M.J.
Maher dans la théorie des arbres finis ou infinis [33].

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations z*, 2, Z°, a', &?,a3 en référant a la décomposition

de la formule Jza.

, T

5.3 Résolution de contraintes du premier ordre dans 77,

Nous allons maintenant définir en utilisant le concept de bloc, une structure de formule que
manipulera notre algorithme de résolution tout au long de la résolution. Ce sont les formules de
travail !

5.3.1 Formules de travail et formules résolues

Définition 5.3.1.1 Une formule normalisée ¢ de profondeur d > 1 est une formule de la forme

~Gzan N\ ¢, (5.3)
i€l
avec I un ensemble fini éventuellement vide, o une formule basique et les ; des formules nor-
malisées de profondeur d; et d =1+ max{0,dy,...,dy}.

On a bien entendu la propriété suivante

Propriété 5.3.1.2 Toute formule est équivalente dans T}, a une formule normalisée.

Définition 5.3.1.3 Une formule de travail est une formule normalisée dont toutes les occur-
rences de — sont remplacées par —F avec k € {0,...,9} et telle que chaque occurrence d’une
sous-formule de la forme
¢ =-F3zaNaP A /\ ©i), (5.4)
el
ait o = wvrai si kK = 0 et satisfasse aux k premiéres conditions de la liste suivante de
conditions si k > 0. Ici oF est un bloc résolu appelé section de contraintes propagées (propagated
section), af est une formule basique appelée section de contraintes de noyaux (the core section),
les p; sont des formules de travail, et dans les conditions : BP N3¢ est la conjonction des équations
et relations de la sur-formule immédiate 1) de ¢ si elle existe, c’est-a-dire, b = =*(3yB° A BP A
O N Njey ¢;j) avec les ¢; des formules de travail.
1. si existe, alors T, = o Na® — BP A\ (B, et les sections arborescentes de o et de N 3P
ont le méme ensemble de membres gauches d’équations,
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2. la section arborescente de o N af est formatée et la formule o N\ af ne contient pas de
sous-formules de la forme arbre x A num x pour toute variable x,

3. aP N\ af est un bloc,

4. la section numérique de of A af est consistante, et u = v pour toute variable quantifiée
inaccessible u dans 3T o A af et toute variable quantifiée accessible v dans 3TaP N af,

5. aP? N af est un bloc résolu,

6. af est la formule B¢ N BP si ) existe, et la formule vrai sinon. La formule af est un bloc
résolu et pour chaque relation numx (ou arbrex) dans of, si x n’apparait pas dans une
équation ou une inéquation de o alors num x (resp. arbre x) n’apparait pas dans af,

7. (37 ) est décomposable dans T, en (3z' ot A (322 a A (3e vrai))),

8. (3z a®) est décomposable dans Ty, en (3z' at A (Fe a? A (Je vrai))),

9. (3z a) est décomposable dans T}, en (37" a! A (Je vrai A (3e vrai))).

Cette définition peut paraitre ambigué et complexe dans un premier temps, mais elle ne fait
qu’exprimer notre souhait de contréler le déroulement et ’exécution des régles de réécriture sur
les formules de travail en intégrant des numérotations au dessus des symboles de négation et en
affectant a chaque numéro un sens syntaxique et sémantique.

On appelle formule de travail initiale une formule de travail de la forme

—=%(3e vrai A /\ ©i)s
1€l

avec les p; des formules de travail dans lesquelles : tous les symboles de négation sont de la forme
-0 et toutes les sections de contraintes propagées sont réduites a la formule vrai. On appelle
formule de travail finale une formule de travail de la forme

=7(3e vrai A /\ -8(3z; al Aok A /\ —|9(E|§¢j SN ﬂf’j))), (5.5)
iel JE€J;

C

ou les ; sont différents de vrai.

Définition 5.3.1.4 Une formule générale résolue est une formule de la forme

ol Aa? A N (35! 6, (5.6)
i€l

ou Izt al € AL, o? € A2, Fy! Bl € AL, tous les ol Aa? A B} sont des blocs résolus et tous les 3}
sont différents de vrai.

D’aprés les propriétés de =8 et =2, dans la formule de travail finale (5.5), of = vrai et fj =
af Aa§. Donc cette formule est équivalente dans T, a la disjonction de formules résolues générales

\V @ziaf A N =305 55)) (5.7)

i€l Je€J;
On a donc la propriété suivante

Propriété 5.3.1.5 Toute formule de travail finale de la forme (5.5) est équivalente dans T, a
la disjonction (5.7) de formules résolues générales.
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Propriété 5.3.1.6 Soit  une formule de travail de la forme

ﬁk(ﬂf a A aP A /\ ®i)
i€l

avec 6 < k <9 et les ¢; des formules de travail. On a

TE-Gza®Aa? AN ¢7) = =(a? A (Fza® A N ¢7)),
el i€l

avec ¢; la formule normalisée obtenue a partir de ¢; en remplagant chaque =k par —.

Preuve Soit ¢ (8’1l existe) la sur-formule immédiate de la formule de travail ¢. Elle est donc de
la forme
“FEEBA BTN AN 6)),
JjEJ
avec <b;- des formules de travail. D’aprés la définition 5.3.1.3, du fait que & > 6 alors la formule
normalisée satisfait aux k premiéres conditions de cette définition. Deux cas sont alors & étudier

(1) Si ¢ n’existe pas alors af est la formule vrai, d’aprés la sixiéme condition de la définition
5.3.1.3. Par conséquent, cette propriété est vraie dans 77;.

(2) Si ¢ existe, alors of = P A ¢ d’aprés la sixiéme condition de la définition 5.3.1.3. Du
fait que les variables de T n’apparaissent pas dans 3¢ A BP, alors ces variables n’apparaissent pas
dans oP. Donc, nous pouvons remonter les quantificateurs de la formule of et les mettre avant
la quantification 3Z. Cette propriété est donc vraie dans 7,;. O

Nous allons maintenant présenter certainement une des propriétés les plus importantes de
ce chapitre et qui montre toute la différence entre décision de propositions et résolution de
contraintes du premier ordre dans 77,.

Propriété 5.3.1.7 Soit ¢ une formule générale résolue de la forme (5.6). Si ¢ n’a pas de va-
riables libres, alors ¢ est la formule vrai, sinon on n’a ni T, = @, ni T, = —p.

Preuve. Soit ¢ une formule générale résolue de la forme

At at A’ A N\ (T B, (5.8)

el

avec Izl al € AL, o? € A% 3yl B} € AL, tous les al A a? A B} sont des blocs résolus et tous les
B} sont différents de la formule vrai. Deux cas sont a étudier

Cas 1 : Montrons que si ¢ n’a pas de variables libres alors ¢ est la formule vrai. Du fait que
¢ n’ait pas de variables libres alors la formule 3z' o' A o n’a pas de variables libres. Du fait que
Jdz't ol € A et quelle n’ait pas de variables libres alors d’aprés la propriété 5.2.3.1, la formule
(5.8) est équivalente dans T, & la formule svls suivante

o® A N\ -3 B})- (5.9)

i€l

Du fait que a® € A% et a? n’aient pas de variables libres alors, d’aprés la définition de I’ensemble

A? on a o = vrai. La formule précédente est donc équivalente dans T, ala formule svls suivante
N\ ~(Gu 8}). (5.10)
el
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Du fait que Elgjil ﬂil € Al et qu’elle ne contienne pas de variables libres, alors d’aprés la propriété
5.2.3.1, on a Elgjilﬁil = Jewvrai. Mais, d’aprés les conditions de la formule (5.8), tous les ﬂll sont
différents de la formule vrai. Par conséquent, I est I’ensemble vide. La formule précédente est
donc équivalente dans T, a la formule vras.

Cas 2 : Si ¢ a au moins une variable libre, alors montrons qu’il existe au moins un modéle
M de T, et deux instanciations distinctes ¢’ et ¢ de ¢ telles que

ME-¢ e MEY"

Prenons alors pour M le modeéle standard de 7T}, défini dans le chapitre 427

(1) Montrons que ¢’ existe. Soit z une variable libre de ¢ :

— Si z apparait dans la formule o' A a2, alors du fait que 3z' o' € Al et a® € A2, les
formules a' et o? sont des blocs résolus. Donc, toutes les variables sont typées et par
conséquent num z ou ~num 2z est une sous-formule de a® A a?. Afin de mettre a faux ¢’ il
suffit d’instancier la variable libre z par un élément de @) si —num z est une sous-formule
de a' Aa?; et par f1, avec f un symbole de fonction unaire, si num z est une sous-formule
de o' A @?. On obtient alors une contradiction de typage et par conséquent M = —¢'.

— Sinon, il existe k € I tel que la formule 3yi B avec k € I, ait au moins une variable libre.
Du fait que ng,i ﬂ,i € Al alors B,i est un bloc résolu, et donc d’aprés la propriété 5.2.1.2, il
existe une instanciation 3yi B} des variables libres de 37}, 8} telle que M = 3y} B, donc
M —(3ztat Aa® A Nep ~(351 BL)), et par conséquent M = —¢'.

(2) Montrons maintenant que ¢” existe. La formule ¢ est de la forme

tal A’ A N\ (T B, (5.11)
el

avec Izl al € Al o? € A% Jy! B} € AL, tous les o' A a® A B} sont des blocs résolus et tous les
B} sont différents de la formule vrai. Soit a®* la formule o dans laquelle nous avons supprimé
les contraintes de typage qui concernent les représentants des équations de o!. Transformons,
en utilisant la propriété 5.1.1.1, les équations de la section numérique de a! et Bl-l, en mettant a
gauche les termes de la forme ay.x; avec x; le représentant de I’équation transformée. La formule
précédente est donc équivalente dans 77, a

3zt ot A A N\ - B, (5.12)
i€l

oil les équations de la section numérique de ! (respectivement ﬂzl) ont des membres gauches
distincts qui n’apparaissent pas dans d’autres équations de la section numérique de o' (respec-
tivement 3}). Du fait que 3y} 3} € A, alors 8} est un bloc résolu, consistant et différent de la
formule fauz. De plus, du fait que tous les 3} soient différents de la formule vrai, et que toutes
les variables de 7} soient accessibles dans 3y} 3},
chaque ﬂil. Du fait que a' Aa?* A ,Bil soit un bloc résolu, alors il est consistant. Par conséquent, il
existe une instanciation de 3z' a! A o?* qui satisfait cette M-formule dans M (propriété 5.2.1.2)
et donc d’apreés la propriété 5.2.3.3, il existe une infinité d’instanciations des variables de o* qui
satisfont cette M-formule dans M. Pour chacune de ces instanciations et pour chaque instancia-
tion des membres droits des équations de la section numérique de o!, il existe une valeur pour les
représentants de ces équations (axiome 13,,). D’autre part, pour toute instanciation des variables

alors il existe au moins une variable libre dans

2TCe modéle a pour domaine 'ensemble des arbres finis ou infinis étiquetés par Q U F et tels que chaque
sous-arbre étiqueté par Q U {+, —} est évalué dans @Q et réduit a une feuille étiquetée par Q.
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des équations arborescentes de o' qui ne sont pas des représentants, il existe une valeur unique
pour les représentants de ces équations (axiome 3). Il existe alors une infinité d’instanciations des
variables libres de 3z! o' A o? qui satisfont cette M-formule. Montrons maintenant que parmi
ces instanciations, il en existe une qui met a faux toutes les 373} dans M et donc qui met &
vrai la M-formule ¢” dans M. Dans chaque sous-formule de la forme 3y} 3}, les représentants
des équations de la section numérique de 5} n’apparaissent pas dans les inéquations de a® A o?.
Du fait que pour toute instanciation des membres droits des équations de la section numérique
de ﬂil, il existe une valeur pour les représentants. Donc, il suffit de choisir une valeur différente
qui met & faux tous les 3y} 3. Ce choix est possible car le domaine de M est infini. Pour toute
instanciation des variables qui ne sont pas des représentants dans les équations de la section
arborescente de 3}, il existe une valeur unique pour les représentants, donc il suffit de choisir
une autre valeur qui met a faux tous les 3y} 3}. Ce choix est toujours possible car le domaine
est infini. On a montré alors qu’il existe toujours une instanciation qui met a vrai la formule
Jztal Aa? et & fauz chaque sous-formule de la forme 3y} 3}. C’est donc la formule ¢ recherchée.

Propriété 5.3.1.8 Toute formule générale résolue est équivalente dans T, a une combinaison
booléenne de formules de la forme 3z ol Aa?, avec Iz'al € Al et o® € A?, chacune n’acceptant
pas d’élimination de quantificateurs.

Preuve. Soit la formule générale résolue suivante
V Gz A N\ ~C5iB5)) (5.13)
iel Jj€Ji
ou les 37
finale suivante

sont différents de la formule vrai. Cette formule est extraite de la formule de travail

-7 (3evrai /\ -8(3z;06 Aok A /\ _‘g(zlgij A Z)))
i€l JeJ;

D’aprés les conditions de =8, on a o = vrai et toutes les variables de Z; sont accessibles dans

dZ;0f. On sait également que la formule 37;0f est décomposable dans T}, en 3zt A af?, avec
Jz;06! € Al et af? € A2

D’aprés les conditions de =2, on a ¢ B

zpj = af/\af = oy, 0j;
un élément de A'. On déduit alors que i; A\ sont des blocs résolus. Du fait que chaque variable
dans ; soit accessible dans 37;af, alors ces variables restent accessibles dans 3%;¥;;a5 A ij Du
fait que chaque variable y dans §;; soit accessible dans 3y;; ﬁfj, alors deux cas sont a étudier

(1) y est accessible et n’est pas influencé par les variables de Z;. Donc y est accessible dans
Elfigijaf/\ ch

(2) y est accessible et est influengable par les variables de Z;. Donc, du fait que toutes
les variables de Z; soient accessibles dans 37;y;jof A 57, la variable y reste accessible dans
Eliigjijaf/\ ,Lcj

Par conséquent, les formules 3%;%;;a5 A i, peuvent étre décomposées en Eliigjijafl N By /\a?,
avec 3Z;y;;a5t A S Al et af? € A%

D’apreés la propriété 5.2.1.1, la formule (5.13) est équivalente dans T, a la formule

V (Bziof) A N\ —(CBzigijas A B5)).
il Jj€J;

A ij est un bloc résolu et E@ijﬁfj est

D’aprés le point précédent, nous avons montré que chaque conjonction quantifiée est de la forme
Jztal A a? avec Ttal € Al et o® € A%. O
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5.3.2 Idée principale

L’algorithme de résolution de contraintes du premier ordre dans 77, utilise un systéme de 28
régles de réécriture. L’idée principale est de transformer une formule de travail initiale de profon-
deur d en une formule de travail finale de profondeur inférieure ou égale & 3. La transformation
est effectuée en 2 étapes

1.

La premiére étape est un parcours descendant sur la structure de la formule de travail
avec simplification et propagation de contraintes. Dans chaque sous-formule de travail, la
formule a¢ A of est transformée en un bloc résolu, puis la formule dza‘ est décomposée
en 3 parties (voir la sous-section 5.2.3). La troisiéme partie est éliminée et ajoutée a la
section de contraintes de noyaux des sous-formules de travail immédiates, en utilisant une
propriété du quantificateur 3!. Les contraintes des deux autres parties sont propagées dans
la section de contraintes propagées des sous-formules de travail immédiates. A cette étape,
les régles 1 & 24 sont appliquées et transforment la formule de travail initiale en une formule

de travail dont tout symbole de négation est de la forme —7.

. La seconde étape est un parcours ascendant sur la structure de la formule de travail avec

élimination de quantificateurs et réduction de la profondeur de la formule de travail par
distribution. Cette étape est effectuée par les régles 25 & 28. Dans chaque sous-formule de
travail de profondeur 1 ou 2, la régle 25 élimine les variables quantifiées de la seconde partie
de la décomposition (la troisiéme partie étant éliminée dans la premiére étape). La régle 26
élimine les contraintes de la seconde partie dans les niveaux les plus profonds. Chaque sous-
formule de travail de profondeur 3 est transformée au fur et & mesure en une conjonction
de formules de travail de profondeur 2 par la régle 28, en utilisant une propriété du quan-
tificateur 37. Les transformations de cette étape peuvent créer des nouvelles sous-formules
de travail ou la premiére étape nécessite d’étre effectuée. A la fin des transformations, on
obtient une formule de travail finale de profondeur inférieure ou égale & 3.

5.3.3 Reégles de réécriture

Nous présentons maintenant les régles de réécriture qui transforment une formule de travail
initiale en une formule de travail finale équivalente dans T;. L’application d'une régle p; = p
sur une formule de travail p consiste & remplacer dans p une sous-formule p; par la formule po,
en considérant que le connecteur A est associatif et commutatif.

=W N

t

© 00 D

10

=Y 3anumax A arbrex A a A @) = wrai
-tGur = fyrz=gzAarbrex AaAyp) = ovrai
-tEuz = AaA ) = ~lGuany)
-Buy =x A arbrex Aa A ) = —lFuz=yAarbrex AaAyp)
1 Jux = fyr..yn Ax = fz1...2,A . 1 Jux = fyi..yn AN; i = 2
arbrex N a A arbrex A a A
1 Jur=yANzx = fz1...2,A . 1 dJur=yAy= fz1...2,\
arbrex A\ arbrey A a A @ arbrex N\ arbrey A a A\ ¢
-tFuz=yAx=2Aarbrex AaAyp) = ~lGuz=yAy=zAarbrex AaAp)
4320 =0.1 A A ) — 4 Faanp)
-4(3u0 < ag. 1 Aa A p) = —1GBuany)
—

-

_a| Fuz+ (=1).y =0.1A
numx AnumyNa g

numx A numy Na A\ @
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[ Juz = —yA [ Juz+y=0.1n
11 —\4 — 4
numx AnumyNa g numx ANnumyNa e

Jux =y 4+ 2z A numaxA

o s | Juz+ (—1).y+ (—=1).2 = 0.1A
numy/\numz/\a/\go numx ANnumyANnumzNa @
[ 3u YT a2 = ag. 1A [ Ju YR a7 = ag. 1A
13 4 leb Ty = bo. 1IN — 4 Zlnzl(bkai — akbz)xz = (bkao — akbo).l/\
Anumz AaAp Anumz AaAp
Ju E?Zlai.l‘i = qg.1A du E?Zlai.l‘i = ag.1A
14 =4 Z;‘:lbj.xj < by. 1N = 4 2?:1)\(bkai — akbz)wz < (bkao — akb()).l/\
Anumzxz AaAp | Anumz Aa A
15 =3z atAaP Ag) = —2(JTZaAaP Ap)
16 —2(3zaAaP Ap) = 13z numzAaAal Agp)
17 =2(3zaAaP A @) = I3z arbrez Aot AaP Ap)
=132 num z A a® A aP A p)A
18 —2(3z P
- (dT arbrez Na“ NaP N
8 (Fza®ANaP A p) = Y35 ard e n op
19 —2(3zaAaP Ap) = 3(FTaAaP Ap)
20 -3(3zaAaP Agp) = vrai
21 =3(3zaAaP Agp) e NN
22 4(3:304 A aP A @) = =9(ATaAaP A )
oy 7| FaAA” ApA . 7| 3zatnar Apn
| 3y BN BPAY) | 0E5 AP AY)
oy 6 [ 3za° A aPA . 7 [ 32122 0 A a2 A aPA
| N (30BE A B A 0i) | A ' B5EE ANE A i)
[ 3% aC A aPA [ 3zlact A o A aPA
25 -7 9(37.3¢ A 3P = - c A QP*
i Nier = (FUiB5 A BY) L Nier — (Hyzﬂi ABPT)
— [ 320 AP A A _, [ TEatnar np A =936t A B)A
(36 A B) Nier = (BTGP A BN BF2 A o)

dxa A aP A A .
7
27 =% (Jevrai A BP) 1 -

[z a A aP A pA

T3z af AaP Ap A =83y B A BP))A
35 8¢ A BPA
28 7| |7 == [/\ 6(3zgz 6¢ A 0P A ]
- 9(35. AC p B Yzi 04 1 900)
[ é\l_‘ (322% /\'Yi) ] el

Dans toutes ces régles, a représente une formule basique, ¢ et 1 des conjonctions de formules
de travail.

Dans les régles 1 a 14, les équations et relations dans a® et o sont mélangées en considé-
rant le connecteur A associatif et commutatif. Dans ces régles, sauf dans la régle 6, toutes les
modifications sont effectuées dans o€, car o est un bloc résolu.

Dans la régle 2, f et g sont deux symboles de fonction distincts de F'. Dans les régles 4, 6, 7,
x > y. Dans la régle 5, 'équation x = fz;...2, n’est pas dans oP. Dans la régle 6, si ’équation
x = fz1...zy est dans of alors I’équation x = y A arbre y obtenue par cette régle est déplacée vers
of. Dans la régle 7, I’équation z = z n’est pas dans o®.

Dans larégle 9, ag > 0. Dans les régles 13 et 14, la variable xj, est le représentant de ’équation
Yia;.x; = ap.1 et by # 0. De plus, 'équation ¥;b;2; = by.1 n’est pas dans o. Dans la régle 14,
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I'inéquation X;b;.x; < bg.1 n’est pas dans o et A =1 si ap > 0 et A = —1 sinon.

Dans la régle 15, la section arborescente de a® A of est formatée et a® A of n’a pas de sous-
formules de la forme numx A arbre x. Dans les régles 16 respectivement 17, la contrainte de
typage num z, respectivement arbre z n’est pas dans a® A of et est une conséquence de a A aP.
Dans la régle 18, z n’a pas de contraintes de typage dans a® A aP et aucune contrainte de typage
sur z n’est conséquence de cette formule.

Dans la régle 19, a® A of est un bloc. Dans la régle 20, la section numérique de a® A o est
inconsistante. Dans la régle 21, les variables inaccessibles de ¥ sont renommeées si nécessaire de
telle fagon que u > v pour chaque variable inaccessible u et chaque variable accessible v de .
De plus, la section numérique de af A o est consistante. La consistance est vérifiée en utilisant
la premiére phase du Simplex. Dans la régle 22, a® A of est un bloc résolu.

Dans la régle 23, la formule ¢ est obtenue a partir de 5¢ comme suit. Pour chaque variable
x € var(3°), on ajoute toutes les relations num x ou arbrex qui sont dans P mais pas dans
(¢, et pour toute variable y qui n’apparait pas dans une équation ou une inéquation de 3¢, on
supprime de P toutes les relations num y ou arbre y qui sont a la fois dans 3¢ et GP. La formule
P est la formule of A af.

Dans la régle 24, la formule 3Za¢ est décomposée en 3zt a“ A (Fz2a A (FT2a?P)), 78 = BEAQS
et ¥V =0 Aat Aa Aab.

Les quatre régles 25, 26, 27 et 28 ne peuvent pas s’appliquer sur le premier symbole =7 de
la formule de travail (le symbole du premier niveau). Dans la régle 25, I’ est 'ensemble des
i € I tels que (Y ne contienne pas d’occurrences de variables de z2. La formule a®* est telle que
T* E (372a?) < a® et est calculée en utilisant 'élimination de quantificateurs de Fourier. La
section de contraintes propagées (37 *est = ot A Aol

Dans la régle 26, la formule ¢ est telle que k > 6 pour tout symbole de négation —*, la formule
@0 est obtenue a partir de ¢ en remplacant toute occurrence de —* par =¥ et toute section de
contraintes propagées par la formule vrai. Soit 32 la formule obtenue de 5% en supprimant de 32
les occurrences multiples des contraintes de typage, et toutes les relations num y ou arbre y qui
sont & la fois dans B¢! et dans 3“2 pour toute variable y n’apparaissant pas dans une inéquation
de B2 Si 3% est la formule vrai alors I = (), sinon les formules 55%* avec i € I sont obtenues de
(3% comme suit : du fait que 3% € A2, alors 32 est de la forme

(Aver, num z¢) A (Apeg arbre vi)A
((/\jeJ Die @i Ti < agj.1) A A=y num ) |’

donc =32 est de la forme

(Vier arbre z0) V (Ve numvg) V (Vy,—y arbre zm)
Ve s (Ciq aijwi = agj.1 A A\j,—q num )V
(i (—ag)z; < (—ag;).1 A Njy—qy num )

Chaque élément de cette disjonction représente une formule 3¢2*. Bien entendu T, (—5?%) «
Vi 657

Dans la régle 28, I # 0, la formule ¢ est telle que k > 6 pour tout symbole de négation —*,
la formule @ est obtenue & partir de ¢ en remplacant toute occurrence de —F par - et toute
section de contraintes propagées par vrai. De plus, 07 = o, 6¢ = vF A 3¢ A a“.

Propriété 5.3.3.1 Toute application répétée des régles de réécriture précédentes sur une formule
de travail initiale se termine et produit une formule de travail finale svls équivalente dans T;.
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Preuve, premiére partie : Montrons que toute application répétée de ces régles sur une
formule de travail initiale se termine. Notons d’abord que les régles 1...7 sont appliquées sur des
sous-formules de travail commencant par le symbole —! sans jamais changer ce symbole. Le méme
phénomeéne est vrai pour les régles 8 ...14 qui sont appliquées sur des sous-formules de travail
commencant par le symbole —=*. On va alors diviser cette preuve de terminaison en trois parties :
(1) toute application des régles 1...7 sur une formule de travail commencant par —! se termine,
(2) toute application répétée des régles 8...14 sur des sous-formules de travail commengant par
-4 termine, (3) sachant (1) et (2) alors toute application répétée des régles 15 ... 28 se termine.

(1) Montrons que toute application des régles 1... 7 sur des sous-formules de travail commen-
cant par —!(3za A @) se termine. Du fait que les variables de V soient ordonnées par un ordre >
strict, total, dense et sans extrémes, alors on peut associer & chaque variable x un entier positif
no(zx), tel que x > y ssi no(z) > no(y). Soit maintenant le triplet (n1,n2,n3) ou

— nq est le nombre d’équations de la forme z = fy;...y, dans «,

— ng est la somme des no(x) pour toute occurrence d’une variable x dans «,

— nga est le nombre d’équations de la forme y = x avec x > y dans «a.

Pour chaque régle, il existe un indice 7 tel que 'application des régles diminue ou ne change pas
la valeur des n;, avec 1 < j < 7, et diminue la valeur de n;. Cet indice 7 est égal a 1 pour les
régles (2) et (5), 2 pour les régles (1), (3), (6) et (7), et 3 pour la régle (4). A chaque séquence
de formules obtenue par application finie des régles de réécriture, on peut associer une suite de
triplets (n1,n2,n3) qui est strictement décroissante dans 'ordre lexicographique. Du fait que les
n; solent des entiers positifs, ils ne peuvent pas étre négatifs et donc cette suite est une suite
finie et 'application des régles 1...7 se termine.

(2) Montrons maintenant que toute application des régles 8...14 sur des sous-formules de
travail commencant par —* se termine. Cette terminaison est évidente du fait que les régles 8
...12 transforment les équations et inéquations dans une forme de base et que les régles 13 et 14
suppriment les doubles occurrences de variables en mettant leur coefficient & zéro.

(3) Montrons maintenant que toute application répétée des régles 15 ... 28 se termine. En
commencant avec une formule de travail initiale de la forme —5(3evraiA¢), avec ¢ une conjonction
de formules de travail oti toutes les négations sont de la forme =0, la régle 24 est la seule régle qui
peut s’appliquer. Cette application va faire passer le =% au =7 et tous les = internes a —~'. D’aprés
le point (1), dans une sous-formule de travail commencant par —', toute application répétée des
régles 1... 7 se termine. Puis, la régle 15 change —! en —2. Notons alors que sur une sous-formule
de travail commencant par =2, les régles 16, 17 et 18 peuvent étre appliquées au plus une fois,
pour chaque variable libre ne contenant aucune contrainte de typage dans a® A oP, et créent de
nouvelles formules de travail commencant par —!. Cette boucle ne peut étre infinie du fait que
I'on n’ajoute jamais de nouvelles variables non typées. Notons également que toute application
des régles 19 & 24 termine. Concernant les régles 25 et 27, elles ne peuvent s’appliquer qu'une
seule fois sur chaque sous-formule de travail. Dans la régle 26 on remplace une sous-formule de
travail contenant une séquence de —'—® par la méme formule de travail avec une séquence —'—
et contenant |I| formules de travail dans lesquelles on a supprimé toutes les occurrences de la
forme —8. Dans la régle 28 nous diminuons la profondeur de la formule de travail. Ces régles ne
peuvent donc pas étre appliquées indéfiniment. Cette terminaison est due en grande partie au role
trés important de 'indice k dans les symboles de négation de la forme —*. Bien entendu, cette
preuve est une preuve semi-formelle, on aurait pu effectuer une preuve beaucoup plus formelle
mais moins intuitive en utilisant un trés grand n-uplets.

Preuve, deuxiéme partie : Montrons que les régles sont correctes dans 7T7,;. Les régles 1..14
sont évidentes dans T, et se déduisent directement de I'axiomatisation de 7 ;. Dans la régle 15,
du fait que la section arborescente de a® A aP soit formatée et ne contienne pas de sous-formules
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de la forme num x A arbre x, le symbole ='peut étre changé en —2. Donc cette régle est correcte.

Dans la régle 16, du fait que num z soit une conséquence de o A o, alors la formule o€ A o
est équivalente dans T, a o A o A num z. Donc cette regle est correcte. De la méme maniére,
on montre la correction des régles 17 et 18.

Dans la régle 20, du fait que la section numérique de a® A of soit inconsistante, alors la
formule a® A o est équivalente dans T'7; & fauz. Donc cette régle est correcte.

Les regles 19, 21 et 22 sont correctes, car leurs conditions suffisent pour changer leurs symboles
de négation en —3, =%, —=° respectivement.

Correction de la régle 23 :

7 |3x a AP A pA 7|3 a® A aP A pA
=5(3y B¢ A B2 A1) =@ AP AY)

~¢ est obtenue a partir de 3¢ comme suit : pour toute variable x € var(3°), on ajoute toutes les
relations num x ou arbre z qui sont dans la formule GP mais pas dans (¢, et pour toute variable
y qui n’apparait pas dans une équation ou inéquation de de (3¢, on supprime toute relation de la
forme num y ou arbrey qui est dans 3¢ et BP. La formule +? est la formule o A af.

On sais que 3° A P est équivalente a v A 3P dans T*,. Soient alors 3 la section arborescente
de 3P et 3P la section numérique de [P. Soient a;? la section arborescente de a A of et afP
la section numérique de a¢ A aP. D’aprés les conditions de =°, a;” et 5 ont le méme ensemble

de variables qui apparaissent dans un membre gauche d’équation. On a également o = 3P et
BN BP — af AaP. Donc

TE~YANB =~y Na’NadP,

et donc

T A ABP AR — A A Aa,
et donc

TEANAB AP = Ao AalP.

Du fait que les sections arborescentes de 7¢ A B et v¢ A a;¥ ont le méme ensemble de variables
qui apparaissent dans un membre gauche d’équation et du fait de la propriété 5.2.2.3, on a

TEANB Aol <7 ANey” Nag?,

donc
TEB AL - Na AL

Du fait que 77 = a“ A o®, alors la régle 23 est correcte dans T7,.
Correction de la régle 24 :

-

6 | ITaAaPA .7 32122 at A a®? A aPA
Ni = (3giBs A B A i) Ni = (35T A A i)

avec 7 = BSANa® et 4F = B Aat Aa? AP,
D’aprés la définition 5.3.1.3 de formule de travail, du fait que 'on ait le symbole —° alors
(Y = a® A aP. Donc, le membre gauche de cette régle est équivalent dans 77, & une formule de la
forme
=Bz a AP A N\ =(a® AP A EEBEA @),

(2
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donc a
=(3za® Ao? A N\ -GuB5 A ).

D’aprés la propriété 5.3.1.6, la formule précédente est équivalente dans 7, a

(o A @Az A N\ -(F0B A 9i)))-
i
D’aprés la définition 5.3.1.3 de formule de travail, du fait qu’on ait =% alors les conditions 4,5,6
de la définition 5.3.1.3 sont satisfaites. Ainsi, la formule 3za“ peut étre décomposée dans T7,.
La formule précédente est donc équivalente dans 777, & une formule de la forme

—(a? A (37 a A (3z%a? A 33 A /\ (F0iB7 A 0i))))),

avec T, = Vz2a? — z3a3. D’aprés le corollaire 3.1.0.8 du chapitre 3, la formule précédente
est équivalente dans 77, a

—(a? A (3zta A 3z A /\ (B2 a N G5 A 9i)))),

c’est-a-dire a
7172 at A a®? A P A
N ~CBG aS ABEANaT AN NP Ap;) |

Cette régle est donc correcte dans T7.
Correction de la régle 25

7| T A aPA . Izt A af?* A aPA
Nier =GB A7) Nier = 3B A B77)

avec I’ ’ensemble des ¢ € T tels que (¢ ne contienne pas d’occurrences d’aucune variable de 72.
La formule a®®* est telle que T, = (3z2a?) < a®* et est obtenue en utilisant I'élimination de
quantificateurs de Fourier. De plus, B = at A aCQ* AaP.

D’aprés la définition 5.3.1.3 de formule de travail, du fait que I'on ait =, alors la sixiéme
condition de cette définition est satisfaite, par conséquent 37 = a“AaP. Donc, le membre gauche
de cette regle est équivalent dans 77, a une formule de la forme

=(3za AP A N\ (e AaP A BEiB5A i),
i
c’est-a-~dire a
—(FzaNaP A /\ =365 A ;).

i

qui d’aprés la propriété 5.3.1.6 est équivalente dans 7T, a une formule de la forme
(o A (@Fza A N\ (0B A 9i)))-

i

D’aprés la définition 5.3.1.3 de formule de travail, du fait que 'on ait —7, alors les conditions

4,5,6 et 7 de cette définition sont satisfaites. Donc la formule dZa® peut étre décomposée dans

T, avec 372303 = Jevrai. La formule précédente est donc équivalente dans Tr, a

—(a? A (3t A (320 A /\ (3935 A ¢i)))-
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Notons I7, 'ensemble des i € I tels que 22 n’ait pas d’occurrences libres dans 33}

1861 1a formule
précédente est donc équivalente dans 77, &

32?302
—(a? A (3 AP A | (Nier, ~(FTEBE))A ). (5.14)
(322 a® A Njer—p, ~(355155))

D’apreés les propriétés 3.1.0.4, 5.2.3.2 et 5.2.3.3, la formule (5.14) est équivalente dans 7)), &

3zt 322
—(a? A3zt AP A | (Nier, ~(3FEBEHIA)). (5.15)
(EI:):% a‘ﬁ)

D’aprés la propriété 5.2.3.4, il existe a2? € A? tel que T, | (F22 a?) < a2 avec af? € A% La

formule précédente est donc équivalente dans 17, a

(o A (@zta AP A (Fet 3 N\ ~CE B A ),
i€l

c’est-a-dire &
—(a? A (Fztat Ao A (F22.. 322 oA /\ (35 5E))).
i€lq
En répétant les étapes précédentes (n — 1) fois et en notant Ij ’ensemble des i € I, tels que
x%n_k +1) n’ait pas d’occurrences dans 3372-1 fl, alors la formule précédente est équivalente dans
ad &
=(a? A (3Tt et Aaf? AP A Nier, 235 B7))),
c’est-a-dire &
=(3ztat AP AP AN\ (@B A Aaf? A aP)).
i€l,
Cette régle est donc correcte dans 17
Correction de la régle 26

7| FTa N al AN T3z a A aP Ao A=2(FGBL A BP)A
—8(3yBe A BP) Nicr = (3ZYBP A B A B A o)

ot la formule ¢ est telle que k& > 6 pour tout symbole de négation —*, la formule ¢, est obtenue a
partir de ¢ en remplacant toute occurrence de —* par -0 et toute section de contraintes propagées
par la formule vrai. Soit 3° la formule obtenue de 8 en supprimant de $ les occurrences
multiples des contraintes de typage, et toutes les relations numy ou arbrey qui sont a la fois
dans 3! et dans 52 pour toute variable y n’apparaissant pas dans une inéquation de 5. Si 32
est la formule vrai alors I = (), sinon les formules 3%* avec i € I sont obtenues de 3? comme
suit :
Du fait que 3% € A2, alors 32 est de la forme

(Aver, num z¢) A (Apeg arbre vi)A
((Ajes 2ier aij-mi < agj-1) A Ny numap) |’

donc =32 est de la forme

(Vier arbre zo) V (Vex numog) V (V=1 arbre z,,)
Ve (2 aij-wi = agj.1 A N\j—y num o)V
iz (=aij)-zi < (=agg) 1A Ny num x,,))
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Chaque élément de cette disjonction représente une formule 3¢2*. Bien entendu 77, = (—3?) <

Du fait que l'on ait —®, alors d’aprés la définition 5.3.1.3, la formule 3y3¢ est équivalente
dans T}, a une formule décomposée de la forme FgB A B avec gt € Al Soit 32 la formule
obtenue de 3 en supprimant de 3°? les occurrences multiples des contraintes de typage et pour
toute variable y n’apparaissant pas dans une inéquation de 5 en supprimant de 3 toutes les
relations numy ou arbrey qui sont a la fois dans 3! et 8°2. Le membre gauche de cette régle
est équivalent dans 17, a

-(3za AP Ao A-(3gsP A B A BY)).

D’aprés la définition de I’ensemble A' et de la propriété 5.2.1.1, on a T, E 3?95, donc
T = 3?95 ABP. D’aprés la propriété 3.1.0.6 du chapitre 3, la formule précédente est équivalente
dans T, a

=(3za AaP Ao A=(3gBP A B Vv =(3zysP A BN =B A Q).
D’aprés les conditions de cette régle, la formule =32 est équivalente dans T7, a une disjonction
de la forme \/,c; B¢%*. La formule précédente est donc équivalente dans T, &

=(32a° A a? A A=(FGB” A B A N\ (BEFE” A BT A B A ).
i€l
La sous-formule —(358” A 3°!) satisfait aux conditions de —?. Du fait que dans ¢, chaque négation
soit de la forme —* avec k > 6, alors en appliquant, la propriété 5.3.1.6 en commencant par la
sous-formule de travail la plus profonde de ¢ jusqu’a arriver a ¢, toutes les sections de contraintes
propagées peuvent étre supprimées et remplacées par la formule vrai. Tous les symboles = de
cette formule peuvent alors étre remplacés par =Y. Donc cette régle est correcte dans Tr.
Correction de la régle 27

—-1(3za A aP Ao A= (3evrai A BP)) = wvrai.

D’aprés les propriétés de =2 de la définition 5.3.1.3, la formule B” est la formule a¢ A oP. Cette
régle est donc correcte dans T7.
Correction de la régle 28

_ ¢ D
dZ o N « AT 2AN _|7(E|£'Ozc/\06p/\¢/\_‘S(Elgﬂc/\,@p))/\

. 3 6° A BPA wath

- 8 _ = =0(3z5z; 65 N 6F A o

- /\Iﬁg(ﬂzwﬂﬁ’) Z.e/\j( $OENIEA 20)
1€

Dans la régle 28, I # (), la formule ¢ est telle que k& > 6 pour tout symbole de négation —*,

o est obtenue & partir de ¢ en remplacant toute occurrence de —* par -0 et toute section de
contraintes propagées par vrai. De plus, 67 = a?, 6¢ = ¢ A 3°.
D’aprés les propriétés de =8 et =2 de la définition 5.3.1.3 , on a 8P = aAaP et Y2 = a®AaP ASC.
Le membre gauche de cette régle est donc équivalent dans 77, a
=3z’ Ao Ao A=(FgB°A N\ ~(Fz5))). (5.16)
el
De méme, d’aprés les propriété de =9 et la définition de I'ensemble A!, toutes les variables de

y sont accessibles dans 3yF°. Donc, en utilisant la propriété 5.2.1.1, on obtient 17, = 3775°.
D’apreés le corollaire 3.1.0.6 défini dans le chapitre 3, la formule (5.16) est équivalente dans T, &

=((3za® AP Ao A=(356%)) v\ (BZFZ§ A B Al AaP Ag)),
el
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c’est-a-dire a
(32 AP A A(FGBE A a ANaP)) A Nier 7(3ZYZivE A BEANaC Aol A ).

Du fait que P = a“AaP, 6F = o et 6§ = v A B° A a” alors la formule précédente est équivalente
dans T, a
~(Fza AP A NP3y B ABP)) A NP (Bzyz 65 A SE A o).
i€l

Il est clair que —(353° A BP) satisfait aux conditions de =% de la définition 5.3.1.3. De plus, du
fait que dans ¢, chaque négation soit de la forme —* avec k > 6, alors en appliquant la propriété
5.3.1.6 en commengant par la sous-formule de travail la plus profonde de ¢ jusqu’a arriver a ¢,
toutes les sections de contraintes propagées peuvent étre supprimées et remplacées par la formule
vrai. Tous les symboles = de cette formule peuvent alors étre remplacés par —°. Donc cette régle
est correcte dans 17,

Preuve troisiéme partie : Montrons que toute application finie des régles de réécriture sur
une formule de travail initiale produit une formule de travail finale. Soit alors une formule de
travail initiale de la forme —®(3e vrai A A;c; i), ol toutes les négations des ¢; sont de la forme
-9, La seule régle qui puisse s’appliquer sur cette formule est la régle 24, qui lance le processus
du parcours descendant avec simplification et propagation. Ce sont les régles 1...24 qui entrent
en jeu dans cette étape. A la fin de cette étape, toutes les sous-formules de travail contiennent
des négations de la forme —".

La regle 25

7| ITaf AaPA g | FTtat A af?* A aPA
o 9(35. 3¢ D =7 9(3457. 43¢ p*
Nier = (3YiB5 A B)) Nier = 3985 A B;)

avec I = () peut alors étre appliquée sur les sous-formules de travail les plus imbriquées en faisant
changer les négations de la forme -7 a la forme —%, puis la régle 26,

7| T ANaP AN
~*(358° A B7)

T3z AaP Ao A=2(FGBL A BP)A
Nier =1 (3TYBP A BN B A o)

7_8

a la forme =7

en changeant toute séquence de la forme — -9, Cette régle crée alors une
conjonction de formules de travail contenant chacune des négations de la forme - et sur lesquelles
la premiére étape de propagation va encore s’appliquer. Une fois les séquences —='—? obtenues
une des régles 27 ou 25 peut s’appliquer en changeant les négations internes de la forme ="—% &
la forme —8-?. Notons alors que si le niveau le plus profond d’une formule de travail contient a
ce stade-la une négation de la forme =%, alors la sur-formule immédiate contient obligatoirement

une négation de la forme —8, et les autres sur-formules ont toutes des négations de la forme —7,

du fait de la premiére phase de propagation. On a alors une séquence —7=8—? qui en appliquant
la regle 28

e
3T af NP N oA =T(3za A aP A A=8(35 5° A BP))A

7 3y BN PN PN
- 8 _ —=5(37yz; 65 A 67 A
| A-I@EAE A | | T /E\I (3292 07 A 67 A o)
icl

diminue d’un niveau en supprimant la négation —”. Notant que dans nos condition nous inter-
disons 'application de cette régle sur le premier niveau de la formule de travail globale. Cette
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phase de transformation est alors répétée pour obtenir finalement une formule de travail de la
forme
=7(3e vrai A /\ 33z, af A A /\ -9 (3y; Bi; N Z))),
i€l Jj€d;i

qui est bien une formule de travail finale.

5.3.4 Algorithme de résolution

La résolution d’une contrainte générale ¢ dans 7T, se fait de la facon suivante

1. Transformer ¢ en une formule normalisée équivalente dans 77;, puis en une formule de
travail initiale ¢ équivalente dans 77,

2. Transformer ¢ en une formule de travail finale ¥ en utilisant les régles de réécriture définies
dans la sous-section 5.3.3.

3. Extraire de 1 la disjonction de formules résolues générales équivalente a v dans 7T, en
utilisant la propriété 5.3.1.5. Si la disjonction contient la formule générale résolue vrai, elle
se réduit alors a vrazs.

Exemple 5.3.4.1 Etudions dans cet exemple la résolution de la contrainte suivante ayant les
variables i, j comme variables libres

drx = fijNi>0Aarbrex A numi A numj A —(3kj =2k A numk) (5.17)
En examinant cette contrainte dans la théorie T, on peut remarquer que
num j A —(3kj = 2k A num k),

est toujours faux car d’aprés laxiome 13, avec n = 2, pour chaque j tel que num j, il existe
toujours un unique k tel que numk et j = 2k. Donc bien que la formule (5.17) contienne
deuz variables libres, elle est toujours équivalente a faux dans T),;. Utilisons maintenant notre
algorithme pour résoudre cette contrainte. La formule précédente est d’abord transformée en la
formule initiale suivante (les sections de contraintes propagées sont soulignées)

6 ol Jxx= fijANi>0A arbrex A numj A vraiN
-3k j = 2k A num k A vrai).

Apres avoir appliqué les reégles 24, 15, 16, 15, 19, 21, 22, 23 dans cet ordre, on obtient la formule
équivalente dans T, suivante

7 6| Jrx=fijANi>0Aarbrex A numi A num j A vrail
93k j = 2k A num k A vrai) '

Seule la régle 24 peut s’appliquer, donnant

1> 0A numi A numj A vrai
77 1| 3xkz = fij Aj=2kANnumk A arbre z/
1> 0Anumi A numj

Les régles 15, 19, 21, 12, 22, 23 peuvent s’appliquer dans l'ordre sur la sous-formule de travail
=1(...), Uapplication donne la formule équivalente dans T, suivante

1> 0A numi A numj A\ vrai
77 6| Fxkx = fij ANj—2k=0Anumk A arbre x\
1> 0Anumi A numj
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Seule la régle 24 peut s’appliquer. On obtient alors

T_7

-/ T/

1> 0A num A numj A vraiA
="(vrai Ai >0 A numiAnumj) |

Les regles 25, 26 s’appliquent dans lordre et donnent la formule équivalente dans T7; suivante

T_T7

-/

1> 0Anumt A numj A vraiA
=%(vrai Ni > 0 A numi Anumj) |

Finalement, seule la régle 27 peut s’appliquer et on obtient la formule de travail finale =" vrai,
qui d’apres la propriété 5.3.1.5 (avec I = () est équivalente o la disjonction vide de formules
résolues générales, c’est-a-dire & la formule faux.

Du fait que 777, ait au moins un modele, et en utilisant les propriétés 5.3.3.1, 5.3.1.5 et 5.3.1.7,
on obtient le corollaire suivant

Corollaire 5.3.4.2 Chaque formule est équivalente dans T, soit a vrai, soit & faux, soit a
une disjonction de formules résolues générales, ayant au moins une variable libre et qui n’étant
équivalente ni a vrai ni a faur dans T;.
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Chapitre 6

Conclusion générale

Nous avons présenté dans cette thése deux nouvelles classes de théories appelées infini-
décomposable et zéro-infini-décomposable et avons donné pour chacune de ces classes un al-
gorithme de décision de propositions. Nous avons également donné une maniére automatique
pour combiner toute théorie T' du premier ordre a la théorie des arbres finis ou infinis et avons
montré que si T est flexible alors son extension en arbres T* est zéro-infini-décomposable et donc
compléte. Nous avons terminé cette thése par un algorithme de résolution effective de contraintes
générales du premier ordre dans une combinaison d’arbres et de rationnels additifs ordonnés.

S. Vorobyov [41] a montré que le probléme de décision de propositions dans la théorie des
arbres finis ou infinis est de complexité non-élémentaire, c’est-a-dire que la complexité de tout
algorithme de décision de propositions dans la théorie des arbres finis ou infinis n’est pas borné par
une tour de puissances de 2 dont la hauteur est fixe. A. Colmerauer et T. Dao [7]| ont également
donné une preuve de la non-élementarité de la complexité de cette théorie. Par conséquent, la
complexité des algorithmes donnés dans les chapitres 2, 3, et 5 est également non-élémentaire. En
effet, on montre facilement que la taille de la conjonction finale de formules résolues est bornée
par une tour de puissances de 2 dont la hauteur est proportionnelle & la profondeur de la formule
initiale. La fonction a(¢p) utilisée pour montrer la terminaison de nos régles, illustre trés bien cette
complexité non-commode. Cependant, 1'algorithme de résolution de contraintes générales donné
dans le chapitre 5 se réduit naturellement a I’algorithme de [16], si la formule initiale contient
uniquement des contraintes d’arbres bien typées. Nous obtiendrons alors certainement les mémes
performances que celles de [16]; on notera entre autres une résolution effective d’une contrainte
contenant 160 quantificateurs imbriqués et exprimant les solutions des positions gagnantes sur
des jeux & deux partenaires. Par ailleurs, les contraintes des positions k-gagnantes introduites
dans [16, 7] s’expriment d’une maniére beaucoup plus simple dans une extension en arbres des
entiers naturelles. En effet, alors que I'entier a est exprimé dans [16] a I’aide de I’arbre?® £¢(0) , ce
dernier sera exprimé directement par le terme a dans ’extension en arbres des entiers naturelles.
Cette simplification nous laisse alors espérer de meilleurs performances, en termes de temps
d’exécution et de profondeur maximale de formule résolue, par rapport a celles obtenues dans
[16].

Actuellement, nous essayons de trouver une caractérisation des théories décomposables beau-
coup plus simple que celle donnée dans cette thése. Une des pistes intéressantes & explorer serait
d’ajouter de nouveaux quantificateurs tels que 3" (il existe n) et EI;I:,(O%) (il existe n ou une in-
finité), afin d’augmenter la taille de ’ensemble des théories décomposables et de montrer une
éventuelle équivalence entre théories décomposables et théories complétes! Pour le moment nous

%Bien entendu fO(z) = z et f*T(z) = F(f*(x))
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ne disposons que de I'implication : théorie décomposable = théorie compléte.

A ce jour, nous avons établi une longue liste de théories infini-décomposables et zéro-infini-
décomposables. On citera par exemple : la théorie de I’égalité, la théorie des arbres finis, la théorie
des arbres infinis, la théorie des arbres finis ou infinis [19], la théorie des rationnels ou réels additifs
ordonnés, la théorie de I'ordre dense sans extrémes, la théorie des rationnels additifs ordonnés
[24], la construction d’arbres sur un ensemble ordonné 23] et extension en arbres des théories
flexibles [20]. Nous travaillons actuellement sur les décompositions des listes et des queues [39],
ainsi qu'une éventuelle décomposition de la combinaison des arbres finis ou infinis et des réels
additifs ordonnés munis de I’addition, de la soustraction, de la multiplication et d’une relation
d’ordre dense sans extrémes. Nous essayons également de trouver des méthodes beaucoup plus
intuitives pour trouver les ensembles ¥ (u), A’, A” et A™.

Notre but initial dans nos recherches était de donner des axiomatisations de théories com-
plexes autour des arbres et de montrer leur complétude. Nous avons fait mieux, en définissant
la notion d’extension en arbres de théories et en donnant des conditions sur 7' et uniquement
sur T pour que la théorie T+ Arbre soit compléte. Nous avons également montré la complétude
d’une théorie construite sur le modéle de Prolog III et qui était & ce jour non démontrée. Afin
d’enrichir ce travail théorique, nous planifions avec Thom Fruehwirth [27] d’étendre le langage
CHR afin qu’il puisse traiter les formules quantifiées. Pour cela, nous allons doter CHR d’un
mécanisme pour manipuler nos formules normalisées, ce qui nous permettra d’effectuer des im-
plantations rapides de nos algorithmes, de les améliorer et de se faire une idée sur I'expressivité
des contraintes hybrides dans des théories complétes autour des arbres.
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Résumé

L’objet de cette thése est ’étude d’une méthode générale pour combiner une théorie quel-
conque du premier ordre & la théorie des arbres finis ou infinis. Pour cela :

Nous introduisons tout d’abord deux classes de théories qu’on appelle infini-décomposable
et zéro-infini-décomposable. Nous montrons alors que ces théories sont complétes et acceptent
un algorithme de décision de propositions qui pour toute proposition donne soit vrai soit fauzx.
Nous montrons également que ces classes de théories englobent un grand nombre de théories
fondamentales, nous citerons par exemple : la théorie des rationnels additifs, la théorie de I'ordre
dense sans extrémes, la théorie des arbres finis ou infinis, la construction d’arbres sur un ensemble
ordonné et la combinaison d’arbres finis ou infinis et de rationnels additifs ordonnés.

Nous donnons ensuite une maniére automatique pour mélanger toute théorie du premier
ordre T" & la théorie des arbres finis ou infinis. Un tel mélange est alors appelé extension en
arbres de la théorie T et est noté T*. Aprés avoir défini axiomatisation de T™ a partir de T,
nous définissons une classe de théories qu’on appelle flexible et montrons que si 1" est flexible alors
T* est zéro-infini-décomposable, et donc compléte. Les théories flexibles sont des théories ayant
des propriétés agréables qui nous permettent de manipuler facilement les formules du premier
ordre. On montrera entre autres que la théorie T4 des rationnels additifs ordonnés est flexible
et par conséquent que l'extension en arbres T}, de T},4 est compléte.

Nous terminons ce travail par un algorithme de résolution effective de contraintes générales
du premier ordre dans 77,;. L’algorithme est donné sous forme d'un ensemble de 28 régles de
réécriture qui transforment toute formule ¢, qui peut éventuellement contenir des variables libres,
en une disjonction ¢ de formules résolues équivalente a ¢ dans T, et telle que ¢ est soit la formule
vrai, soit la formule faux, soit une formule ayant au moins une variable libre et n’étant équivalente
ni a vrai ni a faur dans T7;,;. De plus, les solutions des variables libres de ¢ sont présentées d'une
maniére claire et explicite dans ¢.

Mots-clés: Théorie des arbres finis ou infinis, théorie compléte, combinaison de théories, réso-
lution de contraintes du premier ordre, régles de réécriture.
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