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Introduction

A résolution de problemes combinatoires est une problématique récurrente dans beaucoup de domaines,
L on citera par exemple la biologie ou encore la logistique. En particulier, on retiendra des applications
pratiques dans des domaines aussi variés que la reconstruction de « super-arbres » en phylogénie, la
planification de missions ou la construction de tournées de véhicules en logistique.

Pour toutes ces applications, un réflexe naturel pour un scientifique consiste a tenter d’abstraire la
problématique donnée en dessinant des points (appelés sommets) pouvant représenter des individus dans
le cas de la phylogénie, ou des lieux géographiques dans le cas de la planification de missions et le cas
des tournées de véhicules. Puis, un second réflexe consiste & lier ces points par des traits (appelés arcs
ou arétes suivant qu'’il existe ou non une orientation) afin de modéliser une relation logique entre eux.
Cette relation peut consister en un lien de descendance entre individus dans le cas de la phylogénie, ou
en une condition d’accessibilité entre lieux géographiques dans le cas de la planification de missions et
le cas des tournées de véhicules. Cette maniere abstraite de représenter un probléme présente I’avantage
de mettre en évidence la structure du probleme que l'on veut résoudre, au travers d’une vision globale
permettant un raisonnement efficace. Dans ce contexte, la théorie des graphes a permis de proposer des
solutions théoriques & de nombreux problemes pratiques.

Le reconstruction de super-arbres, la planification de missions et les tournées de véhicules, bien que
provenant de domaines différents, sont des applications qui se ramenent a un probléme particulier dans
les graphes : le partitionnement. Il s’agit d’un regroupement de I’ensemble initial des sommets du graphe
considéré en une collection de sous-ensembles respectant une certaine topologie (c.-a-d., une relation
logique) appelée patron. En particulier, dans le cas de la reconstruction de super-arbres en phylogénie, le
patron recherché vérifie que les arcs unifiant les individus ne peuvent pas former de cycles et que chaque
individu est lié par un arc & un unique autre, représentant son pere dans la relation filiale. Un tel patron
dans la théorie des graphes est appelé arbre. De maniere similaire, il en existe bien d’autres types, les
plus connus étant le chemin et le cycle.

Cependant, les probléemes pratiques se résument rarement & un probléme académique « pur » comme
peuvent ’étre des problemes classiques de la théorie des graphes tel que le probleme de chemin Hamilto-
nien ou celui des K-chemins disjoints. En effet, ils combinent trés souvent le probleme de partitionnement
par un patron donné avec un ensemble de restrictions sur la topologie des sommets et des arcs. La di-
versité des contraintes opérationnelles mises en jeu constitue alors une limite a leur résolution par des
approches considérant de maniere séparée le probleme de partitionnement et les restrictions supplémen-
taires imposées.

A ce titre, la programmation par contraintes offre un paradigme flexible et déclaratif permettant
de prendre en compte ces restrictions sans pour autant remettre en question les fondements théoriques
des problemes de partitionnement de graphe. Du point de vue de la programmation par contraintes, la
diversité des restrictions possibles se traduit bien souvent par un nombre non négligeable de contraintes
distinctes modélisant le probleme. Cependant, la seule modélisation d’un probleme par un ensemble de
contraintes distinctes n’est pas toujours suffisante dans la pratique. En effet, dans les applications liées
au partitionnement de graphe la plupart des contraintes additionnelles modélisent des restrictions sur la
topologie des partitions autorisées. Ces restrictions sont donc totalement liées entre elles via le type de
patron (arbre, chemin, cycle) autorisé pour effectuer la partition.

9
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Objectifs de la these

Les contraintes globales liées a la couverture de graphes sont généralement liées a la notion de cotit associé
a la couverture. Il s’agit donc de contraintes d’optimisation visant, par exemple, & fournir une couver-
ture de cott minimum. On peut citer par exemple la contrainte de couverture par un chemin de cott
minimum [Sel03, KHO05], mais aussi la contrainte de couverture par un arbre de colit minimum [DKO06].
Cependant, cette these se concentre sur les problemes de satisfaction de contraintes liés au partition-
nement de graphe par des arbres mettant en jeu un certain nombre de restrictions sur la topologie des
partitions autorisées. Ainsi, nous ne traitons pas le volet optimisation (gestion des coiits de couverture)
qui peut étre associé aux contraintes de partitionnement de graphe. Notre travail se focalise plus particu-
lierement sur I’étude des interactions existantes entre le probleme de partitionnement et les restrictions
classiques (telles que les relations de précédences ou d’incomparabilités entre les sommets du graphe a
partitionner) imposées par les applications concrétes telles que la reconstruction de super-arbres en phy-
logénie ou la planification de missions. Nous nous attacherons plus particulierement & montrer comment
prendre en compte de maniere globale un certain nombre de ces restrictions au sein d’une contrainte de
partitionnement de graphe par des arbres.

Un autre aspect essentiel portera sur la mise en ceuvre d’une telle contrainte. Nous montrerons que
la prise en compte des contraintes modélisant les restrictions sur les partitions autorisées, nécessite de
faire communiquer (voire de partager) de maniere efficace les structures de données mises en ceuvre
pour chaque restriction. Nous débattrons aussi de la nécessité de déployer, autant que faire se peut, des
algorithmes totalement dynamiques pour gérer les mises a jour de ces structures de données. Pour cela,
nous montrerons en quoi cette gestion dynamique permet de s’abstraire significativement d’un probléeme
récurrent a la plupart des contraintes globales liées aux graphes : la sensibilité des algorithmes a la
densité! du graphe considéré. En effet, intuitivement on peut penser que, plus le graphe & partitionner
est dense, plus le nombre de partitions possibles de ce graphe est grand et plus le probleme est finalement
« facile » a résoudre. Cependant, la complexité de la plupart des algorithmes de graphes est directement
liée au nombre d’arétes? (resp., d’arcs). Cela constitue un facteur limitatif important quand & la taille des
graphes possibles a traiter en pratique. On arrive donc au paradoxe suivant : d’une part, plus la densité
du graphe considéré est élevée plus le probleme est intuitivement facile, et d’autre part, plus la densité
est élevée, plus le temps de résolution est important. C’est dans ce contexte qu’une gestion totalement
dynamique des structures de données modélisant la contrainte permet de s’abstraire partiellement du
facteur limitatif que constitue la densité du graphe.

Méthodologie de ’approche

Ce document couvre aussi bien les aspects théoriques liés au partitionnement de graphe que la mise en
ceuvre pratique d’une contrainte répondant a cette problématique. Il est organisé au travers des trois
parties suivantes :

Cadre général : la premiere partie est consacrée a la mise en place du cadre de notre étude. Nous
discuterons tout d’abord de la modélisation d’une famille de graphes dans le cadre des contraintes
globales et des niveaux de consistances associés aux contraintes de partitionnement de graphe. Puis,
nous rappellerons certaines définitions essentielles liées a la théorie des graphes qui seront utilisées
tout au long de ce document.

Théorie des contraintes d’arbre : la seconde partie propose tout d’abord quatre contraintes
de partitionnement de graphe par des arbres, deux variantes dans le cas des graphes non-
orientés [BKLO06], deux autres dans le cas des graphes orientés [BFL05]. Cependant, dans la plupart
des applications pratiques, ces contraintes seules ne peuvent modéliser completement tout le pro-
bleme. Il faut bien souvent prendre en compte des restrictions sur les configurations possibles des
partitions; par exemple :

1La densité d’un graphe représente le ratio entre nombre d’arétes (resp., d’arcs) du graphe et le nombre total d’arétes
(resp., d’arcs) possibles dans ce graphe. Par exemple, pour un graphe d’ordre n contenant m arétes, la densité est donné
s .om
par le ratio ey
2Remarquons qu’un grand nombre d’algorithmes de graphes sont soit basés sur un parcours en profondeur d’abord, soit
un parcours en largeur d’abord.
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— préciser qu’un sommet (ou un ensemble de sommets) doit étre atteint avant un autre (un sous-
ensemble d’autres) dans toute partition ;

— préciser que deux sommets (ou deux sous-ensembles de sommets) sont incomparables dans toute
partition ;

— préciser qu’'un sommet ne peut avoir qu'un nombre restreint de prédécesseurs.

Ainsi, nous proposons d’étendre une des deux contraintes d’arbre introduite dans le cas des graphes

orientés en prenant en compte des contraintes additionnelles telles que les contraintes de précédence,

d’incomparabilité ou encore de degré [BFLOG]. Finalement, beaucoup d’applications pratiques sont

directement liées a un patron de partitionnement spécifique : les chemins. Dans ce contexte, nous

proposons une spécialisation de cette contrainte d’arbre au cas particulier des chemins [BLO7]. Ce

travail s’est focalisé sur ’évaluation du nombre minimum de chemins pouvant partitionner un graphe

orienté puisqu’il s’agit de la problématique la plus courante dans les applications pratiques liées au

partitionnement par des chemins.

Stratégies de mises en ceuvre et applications : la troisieme partie détaille I'implémentation et
quelques applications de la contrainte d’arbre étendue aux contraintes additionnelles. Apres avoir
présenté une premiere implémentation de la contrainte basée sur les structures de données restau-
rables [AB90] fournies par le résolveur de contraintes Choco (http://choco.sf.net/), nous nous
intéresserons a montrer comment déployer une telle contrainte indépendamment du résolveur uti-
lisé [RLJO7] (c.-a-d., sans utiliser les structures de données spécifiques au résolveur Choco). Cette
approche sera illustrée au travers de la mise en ocuvre pratique d’une telle contrainte dans les résol-
veurs Choco et Gecode (http://gecode.org/). Ensuite, la contrainte d’arbre sera utilisée sur trois
types d’applications : le probleme de reconstruction de « super-arbres » en phylogénie, le probléeme
de la couverture partielle d'un graphe par un chemin sous contraintes de précédences, et le probleme
de chemin Hamiltonien.
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Chapitre 1

Cadre général

Sommaire
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recherche . . . . . . . . . i i i i e e e e e e e e e e e e e 15
1.2 Les contraintes globales . . . . . . . . . ... ... e 16
1.3 Les contraintes de partitionnement de graphe . . . ... ... ........ 16

A programmation par contraintes [Mac77, Lau78, vH89] est une discipline située & la croisée de nom-
breux domaines comme la recherche opérationnelle, I’analyse numérique, le calcul symbolique et
I'intelligence artificielle. Elle apporte une nouvelle approche a la résolution de problémes combinatoires
en tentant de combiner et d’unifier le meilleur de chacune de ces disciplines. Les premiers travaux dans
ce domaine remontent aux recherches effectuées a la frontiere entre 'intelligence artificielle et 'infogra-
phie [Mon74] dans les années 1970. Les deux derniéres décennies ont permis de prendre conscience que
les enjeux d’un paradigme déclaratif, permettant de modéliser, d’implémenter et de résoudre des pro-
blemes combinatoires étaient essentiels. Ainsi, I'unification des différentes approches proposées autour de
la résolution de probléemes combinatoires complexes a donné lieu a I’émergence d’un cadre commun tant
conceptuel que pratique : la programmation par contraintes. Notons que les industriels, tels que Bull,
Cosytec, IBM, ICL, Ilog, Prologia, ou Siemens, ont été les premiers a réaliser 'intérét pratique de la pro-
grammation par contraintes dans des solutions globales de résolution et/ou d’optimisation de problemes
combinatoires réels.

1.1 Un paradigme déclaratif basé sur les mécanismes de propa-
gation et de recherche

L’idée intuitive de la programmation par contraintes est de proposer une méthode de résolution de
problémes combinatoires basée sur la déclaration de contraintes (pouvant étre vues comme des conditions
portant sur des variables) devant étre satisfaites par toute solution valide du probleme considéré. Ainsi,
dans le cadre discret, un Probleme de Satisfaction de Contraintes (CSP) peut étre défini de la maniére
suivante :

— un ensemble V de variables (au sens mathématique du terme) prenant leur valeur dans I’ensemble

des entiers;

— un ensemble D de domaines finis, représentant ’ensemble des valeurs possibles que chaque variable

peut prendre;

— un ensemble C de contraintes (relations logiques) portant sur des sous-ensembles des variables.
Une solution d’'un CSP est une assignation des variables (c.-a-d., affectation d’une valeur a chaque va-
riable) satisfaisant simultanément toutes les contraintes. C’est le résolveur de contraintes qui encapsule
le mécanisme de résolution permettant d’aboutir & toutes ou une partie des solutions satisfaisant 1’en-
semble des contraintes. L’aspect déclaratif de la programmation par contraintes réside dans le fait que

15



16 1. Cadre général

I'utilisateur final doit seulement déclarer I’ensemble des variables modélisant son probleme et décrire les
conditions les liant (c.-a-d., les contraintes).

Le coeur de la programmation par contraintes repose sur le couple propagation-recherche : La partie
propagation essaie de déduire de nouvelles informations a partir de I’état courant des variables. Quand & la
partie recherche, elle consiste en un parcours, généralement une exploration dites en profondeur d’abord, de
I’espace de recherche du CSP associé. Un algorithme effectuant uniquement un parcours de cet espace de
recherche enumérera toutes les assignations de variables possibles jusqu’a, soit trouver une solution valide
pour le CSP, soit conclure qu’il n’existe aucune solution satisfaisant simultanément toutes les contraintes.
Un tel algorithme, que ’on peut qualifier d’algorithme de recherche exhaustif, a une complexité en temps
exponentielle. C’est a ce niveau que le mécanisme de propagation vient intelligemment épauler la re-
cherche. En effet, il permet au résolveur de contraintes de détecter et de supprimer des parties inutiles
(dites inconsistantes) de l'espace de recherche sans avoir & les parcourir explicitement. La réduction de
I’espace de recherche est effectuée au travers de la propagation de chaque contrainte mise en jeu dans le
CSP, via un mécanisme appelé filtrage. Le filtrage consiste en ’examen de chaque variable non encore
assignée (ou instanciée), en vue de supprimer de son domaine toute valeur inconsistante, c.-a-d., toute
valeur qui si elle était assignée & cette variable violerait au moins une des contraintes mises en jeu dans
le CSP. Malheureusement, détecter et supprimer pour chaque variable toutes les valeurs inconsistantes
releve tres souvent d’un probleme NP-difficile. C’est pour cela que le couple « propagation-recherche »
est généralement indissociable et qu'un des enjeux majeurs de la programmation par contraintes reste la
recherche d’un juste équilibre entre ’efficacité, en terme du temps de calcul, et le rendement effectif’, en
terme de filtrage. En d’autres termes, lors de la conception de contraintes, il est primordial de trouver un
équilibre entre le temps de calcul de I’algorithme effectuant le filtrage de la contrainte et la quantité ef-
fective de valeurs inconsistantes détectées (ce qui permet bien souvent en pratique, de réduire de maniere
effective la taille de I'espace de recherche & parcourir).

1.2 Les contraintes globales

Une contrainte globale [BvHO03] permet d’exprimer une relation logique entre un nombre non fixé de
variables mises en jeu dans un CSP. La contrainte globale la plus connue est, sans conteste, la contrainte
de différence [Rég94| alldifferent(vy,va,...,v,) qui exprime que toutes les valeurs affectées aux variables
v1,Va,. .., V, doivent étre deux a deux distinctes. L’intérét d’une telle contrainte dépasse clairement le gain
en expressivité qu’elle offre par rapport a une représentation basée sur 2x(n=b contraintes de différence
binaires du type v; # v;. En effet, le rendement effectif de l'algorithme de filtrage qui lui est associé
dépasse largement la capacité déductive de « simples » contraintes de différences binaires. D’une maniere
plus générale, c’est le comportement recherché pour ce type de contrainte dont 'efficacité, en terme de
temps de calcul, constitue la principale limite. Ainsi, comme c’est le cas pour la contrainte alldifferent, si
un algorithme de filtrage polynomial supprime du domaine de chaque variable toute valeur n’appartenant
a aucune solution compatible alors on dira que cet algorithme effectue un filtrage complet des domaines
des variables. Cependant, beaucoup de contraintes globales servent & modéliser des problemes qui sont
intrinsequement NP-complets, ce qui, bien entendu, entraine que seul un filtrage partiel des domaines
des variables peut étre effectué au travers d’un algorithme polynomial. C’est par exemple le cas de la
contrainte nvalue? dont I'un des aspects est lié au probleme de « minimum hitting set » [Bel01, BHHWO04].
Finalement, le caractére « global » de ce type de contrainte permet aussi de simplifier le travail du résolveur
par le fait qu’il fournit toute ou partie de la structure du probleme & résoudre.

1.3 Les contraintes de partitionnement de graphe
Les contraintes décrivant les propriétés de graphes sont considérées comme une nouvelle étape de la

recherche en programmation par contraintes. Quelques exemples connus sont les contraintes de chemin
Hamiltonien et d’arbre couvrant proposées dans ALICE [Lau78], qui ont été suivies des contraintes de cycle

1Le rendement effectif d’un algorithme de filtrage peut étre vu comme sa capacité déductive en terme de valeurs
inconsistantes détectées dans le domaine de chaque variable qu’il met en jeu.
2La contrainte nvalue permet de restreindre le nombre de valeurs distinctes assignées & un ensemble de variables.
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et de chemin introduites dans les premieres versions de CHIP [DvHS™ 88| et d’Tlog Solver [Pug94]. Ces
dernieres années ont donné lieu a une explosion des travaux sur les contraintes associées aux propriétés de
graphes. On peut en particulier retenir les contraintes de cycle [BC94, PS02, KHO06], de chemins [JKK ™99,
Sel03, CB04, QvRDCO06], d’arbres [PU06b], de connexité [PU06a], ou encore des travaux plus généraux
portant sur des ensembles de propriétés de graphes [BPR05, BCDP07].

La complexité de développement des contraintes de partitionnement de graphe et, plus généralement,
des contraintes mettant en jeu des propriétés de graphes, repose a la fois sur la représentation des graphes
en terme de structures de données, et sur lefficacité de I'implémentation des algorithmes maintenant en jeu
les propriétés nécessaire pour filtrer les domaines des variables. Bien entendu, le choix de la représentation
et lefficacité d’implémentation sont tres fortement liés. Cet aspect des contraintes de partitionnement de
graphe sera discuté plus en détail dans la suite de ce document.
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A modélisation de graphes dans les contraintes globales constitue un point clé dans la résolution de
L problemes liés au partitionnement de graphe. Lors de la conception de telles contraintes, le type de
variables choisies constitue un facteur décisif quand a I'implémentation des algorithmes qu’elles mettent
en jeu. Dans ce contexte, nous discutons tout d’abord de différentes maniéres de représenter les graphes,
en terme de variables, au sein du paradigme qui constitue la programmation par contraintes (section 2.1).
Ensuite, nous détaillons plus précisément les niveaux de consistance les plus élevés atteignables par
une contrainte prenant en parametre des graphes (section 2.2 page 21). Finalement, nous rappelons
certains concepts fondamentaux de la théorie des graphes qui seront utilisés tout au long de ce document
(section 2.3 page 21).

2.1 Représenter une famille de graphes

Les problemes liés au partitionnement de graphe peuvent souvent se voir comme la recherche d’un graphe
partiel’, vérifiant certaines propriétés, induit par un graphe initial constituant la donnée de base du
probléme. Par la suite, nous appellerons famille de graphes I’ensemble des graphes partiels induits par un
graphe initial. L’objet de cette section est d’introduire certaines représentations de familles de graphes
en programmation par contraintes, permettant de modéliser I’ensemble des graphes partiels induit par
un graphe initial donné.

Nous introduisons dans cette section deux modélisations possibles d’une famille de graphes en terme de
variables, I'une permettant de modéliser une famille de graphes non-orientés, 'autre dédiée au cas d’une
famille de graphes orientés. Dans les deux cas, les représentations permettent d’exprimer tout graphe
partiel d’un graphe orienté (resp. non-orienté) G = (V, ) engendré par un sous-ensemble d’arcs (resp.
arétes) S C €.

1Un graphe partiel G/ = (V,S) engendré par un graphe G = (V, £) est tel que S C £.
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(a) G =(V, &) ), E'CE ) G = mn,E"CE

F1G. 2.1 — Le graphe non-orienté G = (V, £) représente le graphe initial. Les graphes G’ et G” sont deux
représentants de la famille des graphes non-orientés induits par G; il s’agit de deux graphes partiels
non-orientés induits par G.

Les deux types classiques de variables connues en programmation par contraintes sont les variables
entieres et les variables ensemblistes. Elles peuvent étre définies de la maniere suivante :

Définition 1 (Variable entiere). Une variable entiére V; prend sa valeur dans un ensemble fini d’entiers
noté D(V;). La plus petite et la plus grande valeur de D(V;) sont respectivement notées min(V;) et max(V;).

Définition 2 (Variable ensembliste). Le domaine d’une variable ensembliste V; est un ensemble d’en-
sembles finis d’entiers. Il est décrit par sa borne inférieure (ou noyau) Vi et sa borne supérieure (ou
enveloppe) V.. Toute valeur de Vs est contenu dans Vs et toute valeur de Vi est contenu dans V. Lorsque
la variable ensembliste est fixée alors Vi = V. Les valeurs dans Vy sont dites valeurs obligatoires et les
valeurs de Vi \ Vs sont dites valeurs potentielles.

Nous sommes maintenant en mesure de modéliser une famille de graphes non-orientés (figure 2.1) et
une famille de graphes orientés (figure 2.2 page ci-contre).

Définition 3 (Famille de graphes non-orientés). Etant donné un graphe initial G = (V, &), la famille
de graphes représentant ’ensemble des graphes partiels de G est définie par l'association d’une variable
ensembliste V,, a chaque sommet v de V tel que, pour chaque aréte (u,v) € €, siu € V,, alors v € V,,.

Propriété 1. Toute assignation compléte des variables ensemblistes modélisant un graphe G = (V,€),
telle que u € V,,, définit un graphe partiel de G.

Définition 4 (Famille de graphes orientés). Etant donné un graphe orienté G = (V,€), la famille de
graphes représentant l’ensemble des graphes partiels de G est définie par l’association d’une wvariable
entiére Vi, a chaque sommet v de V tel que, pour chaque arc (v,w) € £, on a bien w € D(V,,).

Propriété 2. Toute assignation compléte des variables entiéres modélisant un graphe orienté G = (V,E)
définit un graphe partiel G' = (V,S) de G tel que pour chaque sommet v € V, il existe un unique successeur
weY ou (v,w) €S.

Notons que ces deux modélisations ne constituent pas la seule approche possible. En effet, Dooms et
al. proposent un cadre spécifique de modélisation directe des graphes en programmation par contraintes :
CP(Graph) [DDDO05]. L’intuition de ce modele est basée sur le fait que proposer une représentation d’un
graphe par, a la fois une relation sur ses sommets (comme celle que nous proposons), et une relation sur
ses arcs (généralement, il s’agit d’'une modélisation par une matrice de variables booléennes statuant sur
Pappartenance d’un arc & au moins une solution) est strictement plus expressive qu’une représentation
basée uniquement sur 'une de ces deux alternatives. Cette intuition prend sa source dans les travaux de
B. Courcelle [Cou97] basés sur une logique univalente du second ordre permettant d’exprimer certaines
propriétés de graphes (par exemple, l'existence d’un chemin entre deux sommets donnés du graphe).
Malheureusement, cette logique n’est pas exploitée pour évaluer (ou filtrer) par rapport & une propriété
de graphe.

Dans la suite de ce document, nous proposerons une modélisation des graphes basée sur les définitions 3
et 4. Cependant, le choix d’écarter la modélisation introduite dans CP(Graph) a été motivée par le fait
que nous ne souhaitions pas, pour I’heure, introduire ce nouveau type de variables dans le résolveur de
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F1G. 2.2 — Le graphe orienté G = (V, £) représente le graphe initial. Les graphes orientés G’ et G sont
deux représentants de la famille des graphes induit par G; Il s’agit de deux graphes partiels orientés
induits par G vérifiant que chaque sommet de V posséde un unique successeur.

contrainte Choco (http://choco.sf.net/) qui sera utilisé pour les différentes expérimentations. En effet,
méme si les variables graphes permettent un bon niveau d’expressivité pour des contraintes de graphes,
les difficultés de gestion des interactions avec les autres contraintes du résolveur, qui utilisent des variables
entieres et ensemblistes, nous ont convaincus de rester sur une approche plus « classique ».

2.2 Niveaux de consistance

Afin de pouvoir caractériser le comportement de ’algorithme de filtrage d’une contrainte mentionnant des
variables entieéres et/ou ensemblistes d’un point de vue déductif, nous introduisons la notion de niveaux
de consistance. Plus précisément, a partir des deux définitions de variables entieres et ensemblistes, nous
introduisons les définitions relatives aux deux niveaux de consistances les plus élevés respectivement
atteignables, par une contrainte, dans le cas de variables entieres seules et le cas de 'utilisation conjointe
de variables entieres et de variables ensemblistes.

Définition 5 (Arc-Consistance Généralisée [Mac77, MF85]). Une contrainte C, définie sur les variables
entiéres Vi, ..., Vld, atteint [’arc-consistance généralisée ssi pour chaque paire (V¢ v) telle que V¢ est
une variable entiére de C et v € D(V?), il eviste au moins une solution respectant C dans laquelle la
valeur v est assignée a la variable V2.

Définition 6 (Consistance-Hydride [BHH'05, BKLO06]). Une contrainte C, définie sur les variables en-
tieres Vld, cee, Vld et sur les variables ensemblistes V% |, ..., V7, est hybride-consistante ssi :

1. pour chaque paire (V%,v) telle que V? est une variable enti¢re de C et v € D(V?), il existe au moins
une solution respectant C dans laquelle la valeur v est assignée a V7 ;

2. pour toute paire (V*,v) telle que V*° est une variable ensembliste de C, si v € V* alors v appartient
a Uensemble assigné a V* dans toutes les solutions respectant C et siv € VS \ V* alors v appartient
a l’ensemble assigné a V° dans au moins une solution et est exclue de cet ensemble dans au moins
une solution.

2.3 Définitions et propriétés de graphes utiles

De nombreux algorithmes de filtrage mettant en jeu des contraintes modélisant des problemes de graphes
(ou des contraintes globales modélisables en terme de la recherche d’un graphe vérifiant certaines pro-
priétés) sont intrinseéquement liés & des notions classiques faisant partie de la théorie des graphes. Dans
ce contexte, 'objet de cette section est de rappeler un ensemble de définitions, notations et théoremes
liés a la théorie des graphes qui seront utilisés tout au long de ce document.

2.3.1 Définitions générales

Nous introduisons dans cette section les définitions communes aux graphes, qu’ils soient orientés ou non.
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Définition 7 (Graphe). Un graphe est un couple (V,E), otV est un ensemble d’objets appelés les sommets
du graphe, et £ est une relation binaire sur V x V. Les éléments de £ sont appelés les arétes (arcs) du
graphe.

Définition 8 (Ordre d’un graphe). L’ordre d’un graphe G = (V,E) est défini par le nombre de sommets
dans ce graphe, c.-a-d., le nombre d’éléments dans l’ensemble V.

Définition 9 (Sous-graphe [Ber70]). Etant donné un graphe G = (V,E), un sous-graphe G’ de G engendré
par V' CV est défini par (V' CV,{(i,5) €€ |i,5 € V'}).

Définition 10 (Graphe partiel [Ber70]). Etant donné un graphe G = (V,€), un graphe partiel G’ de G
engendré par £ C £ est défini par (V,ENE’).

Définition 11. Etant donnés deuz graphes Gy = (V1,&1) et Go = (Va, &), on peut définir les opérations
sutvantes :
— G1 UGy dénote I’union des graphes G1 et Go, qui est définie par le graphe (V1 U Vs, & U Ey).
- G1 NGy dénote U'intersection des graphes Gy et Ga, qui est définie par le graphe (V1 U Vs, & N Es).
- G1 C Gy dénote linclusion des arétes (des arcs) de Gy dans Ga, définie par Vi = Vs, £1 U Ey = &
etE1NE =&
— G1\ Vs dénote la restriction de Gy aux sommets de V1 \ Va. On définit la restriction sur les sommets
par Vi \ Vo, {(i,j) € E1 [ i ¢ V2 Nj & Va}).
- G1\ & dénote la restriction de G1 aux arétes (auz arcs) de &1\ Ey. On définit la restriction sur les
arétes (les arcs) par V1,{(,5) € &1 ] (4,7) & E2}).
- TC(Gy) dénote la fermeture transitive de Gy, qui est le graphe (V1,E&7) tel que pour tout v,w dans
Vi il existe une aréte (un arc) (v,w) dans & ssi il existe un chemin (une chaine), non vide, de v
aw dans Gy.
~ TR(G1) dénote la réduction transitive de Gi, qui est le plus petit graphe (au sens de l'inclusion
d’arétes ou d’arcs) tel que TC(G1) = TC(TR(G1)).

Définition 12 (Différence symétrique). Soit S un ensemble fini et E, F deux parties de S, on appelle
différence symétrique de E et F', notée E ® F, l’ensemble constitué par la réunion des éléments de E qui
ne sont pas dans F', et des éléments de F' qui ne sont pas dans E. Formellement, on écrira :

E@F={zecS|zec(E\F)Vae (F\E)}

2.3.2 Dans le cadre des graphes non-orientés

Nous introduisons maintenant certains concepts relatifs aux graphes non-orientés qui seront utilisés par
les contraintes d’arbres introduites dans ce document (ces différentes définitions sont extraites de [Ber70,
GMS5)) :

Définition 13 (Chaine). Une chaine de longueur ¢ > 0 est une séquence o = (u1,us,...,uq) d’arétes
d’un graphe G telle que chaque aréte de la séquence ait une extrémité en commun avec l’aréte précédente,
et Uautre extrémité avec l'aréte suivante.

Définition 14 (Cycle). Un cycle est une chaine o = (uq,ua,...,u,) telle que : (1) la méme aréte ne
figure pas deuz fois dans la séquence « et, (2) les deux sommets aux extrémités de la chaine coincident.

Définition 15 (Composante connexe). Un graphe G = (V,E) est dit connexe ssi pour toute paire de
sommets u et v, il existe une chaine dans G reliant ces deux sommets. On peut alors extraire la relation
d’équivalence :
iR { il e;’iste‘ une chaine de i a j.
ou i =j.

Les classes de cette équivalence constituent une partition de V en sous-graphes connexes de G, appelés
composantes connexes de G. CC(i) désigne la composante connexe de G, mazimale au sens de inclusion,
contenant le sommet i de V.
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Définition 16 (Point d’articulation, isthme). Etant donné un graphe non-orienté G = (V,€). Un point
d’articulation de G est un sommet dont la suppression augmente le nombre de composantes connezxes de
G. Un isthme de G est une aréte e de £ dont le retrait augmente le nombre de composantes connezes de

G.

Définition 17 (2-connexité). Un graphe est dit 2-connexe si et seulement s’il est conneze, d’ordre n > 3
et, n’admet pas de points d’articulation.

Définition 18 (Couplage, sommet saturé, couplage maximum). Soit G = (V,E) un graphe non-orienté.
Un couplage dans G est un sous-ensemble d’arétes M C &, tel que deux arétes de M ne sont pas adja-
centes. Un sommet u de G est dit saturé par le couplage M s’il existe une aréte de M incidente ¢ u. Un
couplage maximum est un couplage de cardinalité maximale.

2.3.3 Dans le cadre des graphes orientés
Nous introduisons maintenant certains concepts relatifs aux graphes orientés utilisés dans ce document :

Définition 19 (Sommet puits). Un sommet puits dans un graphe orienté G = (V, &) est un sommet p
tel qu’il n'existe pas d’arc (p,i) dans £, quel que soit i # p dans V.

Définition 20 (Chemin). Un chemin de longueur ¢ > 0 est une séquence o = (u1,us,...,uq) d’arcs
d’un graphe G telle que chaque arc de la séquence ait son origine en commun avec l’extrémité terminale
de larc précédent, et son extrémité terminale avec l'origine de ’arc suivant.

Définition 21 (Circuit). Un circuit est un chemin o = (ug, ug,...,uy) telle que : (1) le méme arc ne
figure pas deuz fois dans la séquence «v et, (2) les deux sommets aux extrémités du chemin coincident.

Définition 22 (Composante fortement connexe et graphe réduit [GM85]). Un graphe orienté G = (V,E)
est dit fortement connexe ssi, étant donné deuxr sommets quelconques i et j de V, il existe un chemin de
i vers j. On peut alors extraire la relation d’équivalence suivante :

. . il existe a l ) hemin de i & j et de j a 1.
zRg@{ i existe a fois un chemin dei a j et de j a i
ou i =j.
Les classes d’équivalence induites sur V par cette relation forment une partition Vy, ..., V,. Les sous-graphes
de G engendrés par les sous-ensembles V1, ..., V, sont appelés composantes fortement connexes de G. Le

graphe réduit G, est défini par le quotient du graphe G avec la relation de forte connexité G, = G\ R ; A
chaque composante fortement connexe (CFC) de G est associé un sommet de G, et a l’ensemble d’arcs
reliant une premiére CFC de G a une seconde CFC de G correspond un arc unique de G,.. La notation
CFC(i) désigne la composante fortement connezre de G, mazimale au sens de linclusion, contenant le
sommet 1 € V.

Définition 23 (Degré [Ber70]). Soit G = (V,E) un graphe orienté G = (V,E). Si un sommet u de
V est Uextrémité initiale d’un arc (u,v) de £, on dit que cet arc est incident & u vers l'extérieur. Le
nombre d’arcs dans lesquels u est l'extrémité initiale dans G se note dg(u) Ce nombre est désigné par le
terme demi-degré extérieur de u. Un arc incident a u vers l'intérieur et le demi-degré intérieur dg (u) se
définissent de la méme maniere. Le degré d’un sommet u est donné par dg(,y = df(u) + dg (u).

Définition 24 (Anti-arborescence). Un graphe partiel T d’un graphe orienté G = (V,E) est une anti-
arborescence de racine r € V, si c’est un arbre enraciné en r (c.-a-d., le sommet r est sommet puits de
T ), orienté des feuilles vers la racine.

Définition 25 (Sommet dominant [LT79]). Etant donné un graphe orienté G et deux sommets i et j
de G tels qu’il existe au moins un chemin de i a j; un sommet d est un sommet dominant le sommet
J par rapport au sommet i ssi il n’existe pas de chemin de i a j dans G\ {d}. L’ensemble des sommets
dominants j par rapport & i est noté DOM g~ (j).

Les notations suivantes sont spécifiquement introduites dans le cadre du partitionnement d’un graphe
orienté par des arbres (Chapitres 4 page 47 et 5 page 65).
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Notation 1 (Composante puits d’un graphe). Etant donné une graphe G et une cfc C de G, s’il n’existe
pas un arc (u,v) de G tel que u € C et v ¢ C alors, C est appelée composante puits.

Notation 2 (Racines potentielles d'un graphe). Un sommet v de V, tel que (v,v) appartient ¢ £, est
appelé racine potentielle. Par extension, un arc (v,v) de £ est appelé boucle. Une cfc de G contenant au
moins une racine potentielle est appelée composante enracinée.

Notation 3 (Sommet particulier dans une composante fortement connexe). Un sommet u deV est appelé
porte de la cfe le contenant ssi il existe un arc (u,v) appartenant a € tel que v n'appartient pas a la cfc
contenant u. Par extension, un arc (u,v) de & tel que u et v n’appartiennent pas & la méme cfc est appelé
arc connectant.

2.3.4 Théorie des flots

Cette section rappelle trois définitions issues de [Ber70, p.72] définissant les notions essentielles de la
théorie des flots.

Définition 26. Soit A un ensemble de sommets d’un graphe G = (V,E), soit wt(A) ensemble d’arcs
sortant de A, et soit w™ (A) Uensemble d’arcs entrant sur A. Un cocycle est un ensemble d’arcs w(A) =

wr(A)Uw™(A).

Définition 27 (Réseau). Soit N = (V U {s,t},E) un graphe orienté tel qu’a chaque arc (i,j) de & est
associ€e une borne inférieure ¢;; représentée par un entier non-négatif, et une capacité c;; représentée,
elle-aussi, par un entier non-négatif ({;; < c;;). Pour chaque sommet i, distinct de s et t, il existe un
chemin dans N de s a i et un chemin dei at. Il y a aussi un arc de t a s, appelé arc de retour de N.

Définition 28 (Flot). Un flot dans un réseau N'= (VU {s,t},&) est défini par une fonction f: € — N
telle que :
1. Contraintes de capacité : quel que soit (i,7) de &, f(i,7) appartient a [l;;, c;;].

2. Conservation du flot :

Veev, > flax)= > fx)) (2.1)
(i,z)ew= ({z}) (z.5)€wt({z})

Un flot global F(N) d’un réseau N est fourni par :

FN)= Y f(s)) (2.2)
(s,5)ewt({s})

Théoréme 1 (Hoffman). Etant donné un réseau N' = (V, E) défini par une fonction f : € — N telle que
pour tout (i,7) de &, fi; € [lij, cij], il existe un flot compatible dans N ssi pour tout cocycle w(A) de N,
on a:

Z Cij — Z gij Z 0 (23)

(@,4)ewt(A) (#,4)€w™(A)

2.4 Implémentation des graphes et complexité

Nous nous intéressons ici a préciser les hypothéses que nous avons faites dans ce document sur les temps
de calculs permettant d’effectuer les opérations basiques manipulant des graphes. Nous nous plagons dans
le cadre d’un graphe orienté ou non G = (V, &), tel que |V| =n et |E] = m.

Nous allons supposer que les graphes sont représentés par des structures de données Java du type
BitSet ou HashSet. Plus précisément, nous supposerons qu'un graphe peut étre vu de deux manieres
distinctes :

— Le graphe est représenté par un tableau T[] de BitSet. Quelque soit i € [0,n], T[i] désigne le

BitSet représentant ’ensemble des voisins (successeurs) du sommet d’index i.
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— Le graphe est représenté par une collection d’objets de type Sommet définis par un index de type
Integer et une liste de type HashSet<Sommet> désignant I'ensemble des sommets voisins (succes-
seurs) du sommet .

Avec ce type d'implémentation, les opérations basiques ont les complexités suivantes :

— Le test d’appartenance d’une aréte (arc) au graphe G est exécuté en temps constant.

— L’énumération des voisins (successeurs) d’un sommet du graphe G est exécutée en temps propor-
tionnel au nombre de voisins (successeurs) du sommet considéré.

— L’ajout d’une aréte (arc) dans le graphe G est effectué en temps constant.

— La suppression d’une aréte (arc) dans le graphe G est effectuée en temps constant.

— L’intersection de ’ensemble des arétes (arcs) de deux graphes G et G’ est effectuée en temps pro-
portionnel & la somme du nombre d’arétes dans G et G'.

Dans la suite du document, les complexités annoncées supposerons que les opérations basiques décrites
ci-dessus sont respectées.
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Ans ce chapitre, nous présentons deux contraintes qui partitionnent les sommets d’un graphe
D non-orienté G = (V,€), ou |V| = n et |€] = m, en un ensemble d’arbres disjoints. La premiere
contrainte, resource-forest, spécifie que chaque arbre dans la forét doit contenir au moins un sommet
ressource. L’ensemble des ressources est un sous-ensemble de sommets R inclus dans V. Nous décrivons
un algorithme de consistance-hybride (voir définition 6 page 21) pour la contrainte resource-forest ayant
une complexité de O(m + n). La seconde contrainte, proper-forest, est une variante de la premiere ne
nécessitant pas que chaque arbre contienne une ressource. Cependant, tout arbre construit doit étre un
arbre propre, c.-a-d., un arbre contenant au moins deux sommets. Nous avons développé un algorithme
de consistance-hybride ayant une complexité en O(mn) au pire des cas, et en O(m+/n) dans la plupart
des cas.

La contrainte resource-forest peut s’appliquer au probleme classique de conception de réseaux qui
consiste & considérer un graphe non-orienté G = (V,€) o R C V est un ensemble de sommets correspon-
dant a un type de ressources, par exemple des imprimantes. Les sommets restant représentent des taches
(ou clients, ou encore utilisateurs). Le probleme est de couvrir tous les sommets du graphe par des arbres
(réseaux) tels que chaque arbre contienne au moins un sommet ressource (ce qui signifie par exemple que
chaque réseau doit avoir au moins une imprimante).

La deuxieme variante de la contrainte de partitionnement, appelée proper-forest, spécifie que le graphe
doit étre une forét contenant NTREE arbres propres, comme le définit A. CAYLEY en 1889 [Cay89]. Un
arbre propre est un graphe connexe, sans cycle, contenant au moins deux sommets. Remarquons que dans
le cas de la contrainte proper-forest la notion de ressource n’existe pas (ou, de maniére équivalente on
peut considérer que tout sommet est une ressource). Elle peut étre utilisée pour la conception de réseaux
insensibles aux coupures, par exemple, chaque réseau doit contenir au moins deux ordinateurs de sorte

29
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qu’ils puissent se soutenir I'un l'autre. La contrainte proper-forest est plus complexe que son pendant
avec ressources. En effet, nous détaillerons un algorithme de filtrage ayant une complexité en O(mn),
dominée par la complexité de déterminer les arétes du graphe qui appartiennent & au moins un couplage
de cardinalité maximum. Comme nous le verrons, ce cas se produit lorsque le domaine de NTREE est fixé
a une certaine valeur. Dans tous les autres cas, l'algorithme est basé sur la recherche d’un couplage de
cardinalité maximum dans le graphe, ce qui est effectué avec une complexité en O(m+/n).

Comme ces deux contraintes mettent en jeu aussi bien des variables entieres que des variables en-
semblistes, leurs algorithmes de filtrage garantissent la consistance-hybride. La section 3.1 introduit les
contraintes resource-forest et proper-forest. Les sections 3.2 page 32 et 3.3 page 38 présentent respective-
ment les algorithmes de filtrage des contraintes resource-forest et proper-forest.

3.1 Les contraintes resource-forest et proper-forest

Dans cette section, nous introduisons et motivons les contraintes resource-forest et proper-forest, nous
définissons les graphes correspondants, et fournissons des exemples qui illustrent la sémantique de chaque
contrainte ainsi que la problématique du filtrage dans le cadre de la consistance-hybride.

Dans beaucoup de problemes de partitionnement de graphe, ’ensemble des sommets du graphe a
partitionner est constitué, d’une part, par un ensemble de sommets ressources et d’autre part, par un
ensemble de sommets taches. Indépendamment du patron utilisé pour partitionner le graphe, cette dis-
tinction entre deux types de sommet traduit le besoin de garantir ’existence d’au moins un sommet
ressource dans chaque partition. Cette distinction entre les sommets ressources et les sommets taches
fut initialement introduite dans le cadre de la contrainte cycle [BC94]. Un exemple d’application pour la
contrainte cycle est le probleme de planification de tournées de véhicules qui consiste a allouer un en-
semble de camions (ressources) livrant des marchandises & un ensemble de magasins (taches) en attente
de produits. Dans notre cas, la contrainte resource-forest peut étre utilisée pour modéliser le probleme
d’allocation de ressources matérielles partagées dans un réseau. Ici, une ressource correspond a un type
de matériel informatique qui doit étre partagé sur un réseau (par ex., une imprimante) et une téche
représente le matériel susceptible d’utiliser cette ressource (par ex., un ordinateur). Une solution (c.-a-d.,
une partition du graphe initial par une forét) est un réseau dans lequel chaque ordinateur sera connecté
a au moins une imprimante.

En 1889, A. CAYLEY [Cay89] introduisit la définition formelle d’un arbre comme celle d’un graphe
connexe, sans cycle, contenant au moins deux sommets. Dans la suite, nous appellerons les arbres définis
par Cayley des arbres propres. Alors, une forét propre sera définie comme un ensemble fini d’arbres propres.
Ainsi, la contrainte proper-forest partitionne les sommets d’un graphe non-orienté en un ensemble de
sommets disjoints formant des arbres propres. Plus formellement, la figure 3.1 présente la modélisation
des contraintes resource-forest et proper-forest.

Les contraintes resource-forest et proper-forest sont définies par une variable entiere NTREE

ainsi que par la collection VER des n sommets vy, vo,. .., v, du graphe a partitionner. A chaque

sommet v; est associé un ensemble d’attributs définis de la maniére suivante :

— L est un entier compris entre 1 et n qui peut étre interprété comme le nom du sommet v; ;

— N est une variable ensembliste dont les éléments sont des entiers (c.-a-d., les noms de sommets)
compris entre 1 et n. Les bornes inférieures et supérieures de N peuvent étre respectivement
interprétées comme ’ensemble des voisins obligatoires et ’ensemble des voisins possibles ou
obligatoires du sommet v; ;

— R (seulement dans le cas de la contrainte resource-forest) est un booléen qui est vrai si le
sommet v; est un sommet ressource et faux sinon ;

Fic. 3.1 — Définition des parametres des contraintes resource-forest et proper-forest.

Notation 4 (Attributs associés a une contrainte d’arbre). Quel que soit un entier ¢ compris entre 1 et
n, VER[i] désigne le i-éme item de la collection VER, alors que VER[i].L, VER[i].N, et VER[{].R représentent
respectivement les attributs L, N et R de VER][i].
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Lorsque I'on considere des contraintes globales, il est tres souvent plus facile de raisonner directement
sur le graphe modélisant la contrainte globale en question que de raisonner directement sur ses variables
(voir également les contraintes cycle [BC94], path [Sel02, Sel03], et alldifferent [Rég94]). Dans le cadre des
contraintes resource-forest et proper-forest, le modele de graphe est direct (voir définition 3 page 20) : il
s’agit d’un graphe non-orienté G = (V, £) dans lequel les sommets représentent des éléments de VER et les
arétes représentent la relation de voisinage entre ces derniers. Dans toutes les figures qui suivent, chaque
aréte du graphe est typée (solide ou pointillé) pour indiquer si elle représente une relation de voisinage
obligatoire (solide) ou potentielle (pointillé).

Sachant qu’il s’agit d’un pré-traitement linéaire dans le nombre de sommets du graphe G, nous sup-
poserons dans la suite de ce chapitre que le graphe G associé ne contient aucune boucle et qu’il est
symétrique, c.-a-d., i € VER[j].N < j € VER[{].N (dans ce cas nous dirons que i et j sont des voisins
obligatoires) et i € VER[j].N < j € VER[i].N (dans ce cas, si ¢ et j ne sont pas des voisins obligatoires alors
se sont des voisins potentiels). Remarquons que cette étape de pré-traitement permet de découvrir que la
contrainte n’a pas de solution. Ceci peut se produire si ¢ € VER[Z].N (il y a une boucle obligatoire) ou si
34,7 : i € VER[j].N A j ¢ VER[i].N (i est un voisin obligatoire de j mais j n’est pas un voisin possible de i).
Formellement, le graphe associé aux contraintes resource-forest et proper-forest est défini de la maniere
suivante :

Définition 29. Que l'on considére une contrainte resource-forest ou une contrainte proper-forest, le
graphe associé est le graphe non-orienté G = (V, &) pour lequel V = {v; : i € [1,n]} et (v;,v;) € €
ssi i € VER[j].N A j € VER[i].N. Nous distinguons les arétes solides de celles en pointillé de la maniére
sutvante : Uaréte (v;,v;) € € est solide si i et j sont des voisins obligatoires et elle sera en pointillé si
et j sont des voisins possibles. Pour finir, nous noterons le nombre d’arétes, |E|, dans le graphe par m.

Dans le cas de la contrainte resource-forest, nous ferons une distinction entre les sommets ressources
et les sommets tiches; l'ensemble des sommets ressources R est {v; : VER[i].R = true}. Tout sommet dans
V\R est un sommet tdache.

La contrainte resource-forest spécifie que le graphe associé doit étre une forét dans laquelle chaque
arbre contient au moins une ressource. La contrainte proper-forest spécifie, quant a elle, que le graphe
associé doit étre une forét propre. Formellement, on dira :

Définition 30. Une contrainte resource-forest(NTREE, VER) est satisfaite ssi les conditions suivantes sont
vérifiées :
1. Vi€ [l,n]: VER[i].L =4 ;
2. Vi,j € [1,n] : i € VER[j].N & j € VER[¢].N (c.-d-d., la relation de voisinage est symétrique) ;
3. Le graphe G associé contient NTREE composantes connexes telles que chacune contient au moins un
sommet de R et ne contient pas de cycles.

Définition 31. Une contrainte proper-forest(NTREE, VER) est satisfaite ssi les conditions suivantes sont
vérifiées :

1. Vi€ [l,n] : VER[{].L =i ;

2. ¥i,j € [1,n] : i € VER[j].N & j € VER[Z].N (c.-d-d., la relation de voisinage est symétrique) ;

3. Le graphe G associé est une forét de NTREE arbres propres disjoints.

Avant de pouvoir décrire les algorithmes de filtrage des contraintes resource-forest et proper-forest, nous
introduisons le graphe obligatoire Gy, et le graphe possible G, qype associé au graphe G. Un exemple est
fourni dans la Figure 3.2 page suivante.

Définition 32. (Graphe obligatoire) Etant donné une contrainte resource-forest ou proper-forest et son
graphe associé G, le graphe Gsure contient toutes les arétes qui doivent étre dans la forét. Formellement,
Gsure = (V, Esure), 0U Egure est Uensemble des arétes solides de G.

Définition 33. (Graphe possible) Etant donné une contrainte resource-forest ou proper-forest et son
graphe associé G, le graphe Gmayve contient le sous-graphe induit par les sommets qui ne sont pas incidents
auz arétes obligatoires. Formellement, Gmaybe = Vmaybes Emaybe); 0% Vimaybe contient tous les sommets
qui sont isolés dans Geure €t Emaybe = € N (Vimaybe X Vimaybe)-
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ONO, .t ORON MO
ONO, ) W ® O

(a) Le graphe Gy associé avec le graphe de la Figure 3.3(a) page suivante.

OO @ O ®

s ® o

(b) Le graphe G,qype associé avec le graphe de la Figure 3.3(a) page ci-contre.

F1G. 3.2 — Les graphes Gsyre €t Gmaype associés avec le graphe de la figure 3.3(a) page suivante.

L’exemple suivant sera utilisé dans la premiere partie de ce chapitre pour illustrer les contraintes resource-
forest et proper-forest.

Exemple 1. La figure 3.3(a) page suivante montre le graphe G donné en entrée, ot les arétes obligatoires
sont marquées d’un trait solide et les autres sont marquées en pointillé. Les figures 3.3(b) page ci-contre
et 8.8(c) page suivante montrent deux solutions possibles pour la contrainte resource-forest, la premiére
avec deuz arbres et la deuziéme avec trois. Dans les deux cas, la contrainte resource-forest est effectivement
satisfaite car chacun des arbres contient au moins un sommet ressource (c.-d-d., les sommets grisés 8,15
et 17). Les Figures 3.3(b) page ci-contre et 3.3(d) page suivante montrent deuz solutions possibles pour
la contrainte proper-forest, avec respectivement deux et sept arbres propres (c.-a-d., aucun des arbres ne
correspond a un sommet is0lé).

Un algorithme atteignant la consistance-hybride pour la contrainte resource-forest sur G devrait dé-
couvrir qu’au vu des valeurs présentes dans le domaine de NTREE, [’aréte marquée par M,., c.-a-d., l’aréte
(6,8), est obligatoire. En effet, l’absence de l’aréte (6,8) crée une composante connezre sans sommet res-
source. D’autre part, Uaréte (5,7) (étiquetée par F,.) est interdite car elle fermerait un cycle dans G. De
plus, le domaine de NTREE devrait étre restreint a l’intersection entre ses valeurs précédentes et I’ensemble
{2,3}. En effet, il existe exactement 2 composantes connezes dans G ainsi que 3 sommets ressources. Si,
en entrée, D(NTREE) = {2}, lalgorithme devrait également découwvrir que l'aréte marquée par J,., c.-a-
d., Uaréte (13,15), est obligatoire. En effet, cette aréte est un isthme dans le graphe G. La Section 3.2
justifiera ce filtrage par la suite.

Un algorithme atteignant la consistance-hybride pour la contrainte proper-forest sur G devrait décou-
vrir que Uaréte (13,15) (étiquetée par M, ) est obligatoire car il s’agit d’un isthme du graphe G et que par
définition, on ne peut pas réduire un arbre propre d un sommet unique. D’autre part, Uaréte (5,7) (éti-
quetée par F,) est interdite car elle fermerait un cycle dans G. Ensuite, cet algorithme devrait restreindre
le domaine de NTREE ¢ l’intersection entre ses valeurs précédentes et l’ensemble {2,3,4,5,6,7}. En effet,
le nombre minimum d’arbres autorisés est directement lié au nombre de composantes connezes dans G (2
dans notre cas) et le nombre maximum d’arbres autorisés peut étre obtenu en calculant la somme entre le
nombre de composantes connexes de Ggyre de taille au moins 2 et le nombre maximum d’arbres de taille 2
constructibles dans Gumaype. Si, en entrée, D(NTREE) = {7}, l'algorithme devrait également découvrir que
les arétes marquées par I, c.-a-d., (2, 3) (3,5), (4,7), (6,8), (11,13) et (12,14) sont interdites. Par la
suite, la Section 3.3 page 38 justifiera ce dernier filtrage.

3.2 Filtrer la contrainte resource-forest
Dans cette section nous étudions la contrainte resource-forest. Tout d’abord, la section 3.2.1 page ci-contre

détaille une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une solution satisfaisant cette contrainte.
Ensuite les sections 3.2.2 page 34 et 3.2.3 page 35 introduisent et démontrent que la contrainte resource-
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o moNotor: Yo
AN Jy

CRORONEN S0

(a) Pour un graphe non-orienté : J, , aréte obligatoire quand max(NTREE) = 2,
I, aréte interdite quand min(NTREE) = 7, F,. , aréte interdite dans la cas général
et, M, , aréte obligatoire dans la cas général.

RTTOET L,

(b) Une solution avec 2 arbres pour les contraintes resource-forest et proper-
forest.

TRt

(¢) Une solution avec 3 arbres pour la contrainte resource-forest.

b 3 odd be

Une solution avec 7 arbres pour la contrainte proper-forest.

F1G. 3.3 — Dans la figure 3.3(a) certaines arétes, intervenant dans le filtrage, sont étiquetées par les
symboles My, Fy, J, et I,. L’indice a est fixé a la premiere lettre de la contrainte a laquelle est lié le
filtrage en question (c.-a-d., r pour la contrainte resource-forest et p pour la contrainte proper-forest). M
dénote les arétes obligatoires, F' les arétes interdites, J les arétes obligatoires lorsque le nombre maximum
d’arbres possibles est atteint, et I les arétes interdites lorsque le nombre minimum d’arbres possibles est
atteint.

-forest peut étre filtrée jusqu’a la consistance-hybride. Finalement, la section 3.2.4 page 37 étudie la
complexité de I'algorithme de filtrage proposé.

3.2.1 Existence d’une solution pour la contrainte resource-forest

Le théoreme 2 fournit une condition nécessaire et suffisante quant a l'existence d’une solution pour
la contrainte resource-forest. Les deux premieres conditions de ce théoréme assurent qu’il existe une
partition du graphe en une forét telle que chaque arbre contienne au moins un sommet ressource. La
troisieéme condition assure, quant a elle, que le nombre d’arbres de la forét appartienne au domaine de la
variable NTREE.

Théoréme 2. Il existe une solution pour la contrainte resource-forest(NTREE, VER) ssi les conditions
suivantes sont vérifiées :

(1) Gsure ne contient aucun cycle;

(2) toute composante connexe de G contient au moins un sommet ressource ;

(3) D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] # (), ott MINTREE est le nombre de composantes connexes de G et
MAXTREE est le nombre de composantes connezxes de Ggyre comportant au moins un sommet ressource.
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Démonstration. Les conditions (1), (2) et (3) sont suffisantes : pour prouver que les trois conditions
sont, suffisantes, nous supposons qu’elles sont vérifiées et nous montrons que pour chaque valeur k£ €
[MINTREE, MAXTREE], nous pouvons construire une forét couvrante de G avec k arbres, chacun contenant
au moins un sommet ressource.

Cas 1 : k = MAXTREE. Soit 7 = {C4,---,C,} les composantes connexes de Ggyre. Par définition de
MAXTREE, exactement MAXTREE d’entre elles contiennent au moins un sommet ressource. Par la condition
(2), chaque composante qui ne contient pas un sommet ressource est connectée par une chaine dans G
& une composante en contenant au moins un. Pour obtenir une solution avec k arbres, nous fusionnons
donc chaque composante qui ne contient pas de sommets ressources avec une qui en contient un, et nous
retournons un arbre couvrant chaque composante.

Cas 2 : k < MAXTREE. Nous construisons d’abord une forét de MAXTREE arbres comme dans le cas 1
et, ensuite, nous fusionnons deux arbres jusqu’a ce qu’il ne reste plus que k arbres : tant qu’il y a trop
d’arbres, nous en sélectionnons deux qui sont connectés par une aréte e et nous les fusionnons en ajoutant
e a la forét. Comme MINTREE est le nombre de composantes connexes dans G, tant que k est strictement
supérieur a MINTREE nous avons la garantie de trouver deux arbres qui peuvent étre fusionnés.

Les conditions (1), (2) et (3) sont nécessaires : si G, contient un cycle, la solution ne peut
pas étre une forét. S’il existe une composante connexe de G ne contenant pas de sommet ressource alors
cette derniere ne pourra pas étre rattachée par une chaine & un sommet ressource et I’on n’aura donc
pas de solution. Si D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] = () alors nous avons max(NTREE) < MINTREE ou
min(NTREE) > MAXTREE. Dans chaque cas, la contrainte est insatisfiable : en effet, nous ne pouvons pas
créer moins de MINTREE arbres car un arbre doit étre connexe. Maintenant nous montrons que ’on ne
peut pas créer plus de MAXTREE arbres. Remarquons d’abord qu'une composante connexe de G, ne peut
pas étre cassée, donc chaque composante de G, ne peut pas appartenir a plus d’un arbre. De plus, les
sommets d’une composante ne contenant pas un sommet ressource doivent appartenir au méme arbre que
les sommets d’une composante contenant un sommet ressource. O

3.2.2 Consistance-Hybride pour la contrainte resource-forest

L’algorithme 1 de filtrage pour la contrainte resource-forest atteint la consistance-hybride. Dans un pre-
mier temps, cet algorithme vérifie que la contrainte possede au moins une solution, en utilisant la caracté-
risation fournit par le théoréme 2 page précédente (voir ligne 1). Les lignes 2 & 6 effectuent un filtrage en
accord avec le fait qu'une solution ne doit pas comporter de cycles (tout en ignorant le nombre d’arbres de
la forét et le fait que chaque arbre doit contenir au moins un sommet ressource). Ala ligne 6 I’algorithme
supprime toute aréte en pointillé (u,v) ol u et v sont connectés par une suite d’arétes solides; comme
les arétes solides doivent figurer dans toute solution, cette aréte en pointillé créerait un cycle (par ex.,
lajout de I'aréte en pointillé (5,7) de la figure 3.3(a) page précédente créerait le cycle d’arétes solides
{(5,7),(7,6),(6,5)}). Les lignes 7 & 8 identifient les arétes en pointillé qui doivent étre dans une solution
car leurs retraits créeraient un groupe isolé de sommets (c.-a-d., une composante connexe) sans sommet
ressource, et les basculent en arétes solides (par ex., I'aréte (6,8) de la figure 3.3(a) page précédente).
Pour finir, la ligne 9 met & jour le domaine de la variable NTREE en utilisant la condition (3) du théoréme 2
page précédente.

Les lignes 10 a 13 sont exécutées uniquement lorsque la variable NTREE est fixée. Dans ce cas, le nombre
d’arbres dans une solution est fixé, et s’il est égal & MINTREE (comme définit dans le Théoreme 2 page
précédente), tous les isthmes de G sont obligatoires et sont transformés en arétes solides. En effet, dans
le cas contraire, le nombre de composantes connexes du graphe, et par conséquent le nombre d’arbres de
toute solution, serait strictement supérieur & MINTREE (par ex., Paréte (13,15) de la figure 3.3(a) page
précédente devient obligatoire si 'on doit avoir exactement MINTREE = 2 arbres). D’un autre coté, si la
valeur de NTREE est fixée a MAXTREE, alors les composantes connexes de Gy, comportant au moins un
sommet ressource ne peuvent étre fusionnées entre elles sous peine de perdre un arbre et par conséquent
de ne plus pouvoir atteindre MAXTREE. Ainsi une aréte en pointillé entre deux composantes de ce type ne
doit pas étre dans la forét et est donc supprimée.
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Algorithme 1 Algorithme de consistance-hybride pour la contrainte resource-forest.

Si la contrainte n’a pas de solution (Théoréme 2 page 33) alors Sortir sur un échec;
Calculer les composantes connexes (CC) de Ggure ;

Pour chaque v € V faire

C(v) < la CC de Goure contenant v ;

Pour chaque aréte (u,v) € £ en pointillé faire

Si C(u) = C(v) alors supprimer (u,v) du graphe ;

Pour chaque aré&te e en pointillé faire

Si le retrait de e crée une (CC de G sans sommet ressource alors Basculer e en aréte solide;
D(NTREE) « D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] ;

. Si D(NTREE) = {MINTREE} alors

Pour chaque aréte e en pointillé qui est un isthme de G faire Basculer e en aréte solide;
. Si D(NTREE) = {MAXTREE} alors

Pour chaque arédte en pointillé e = (u,v) pour laquelle C(u) # C(v) et, C(u) et C(v)
contiennent un sommet ressource faire Supprimer e du graphe ;

© 00N O W N -
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F1Gg. 3.4 — Tllustration de la preuve du lemme 1 : figure 3.4(a), les sommets u et v sont connectés par
des arétes solides. L’aréte en pointillé (u,v) crée un cycle, par conséquent, elle est impossible. Elle est
supprimée a la ligne 6 de I’algorithme 1. Figure 3.4(b), 'aréte (u, v) connecte deux composantes connexes
contenant chacune au moins un sommet ressource. Si D(NTREE) = {MAXTREE} = {2}, cette aréte est
supprimée a la ligne 13. En effet, si elle était forcée, la solution ne comporterait qu’un seul arbre.

3.2.3 Correction et complétude

Nous prouvons que ’algorithme 1 atteint le niveau de consistance-hybride en démontrant les trois conjec-
tures suivantes :

1. aucune aréte en pointillé du graphe G, ni aucune valeur de D(NTREE) n’est supprimée si elle appar-
tient & au moins une solution (lemme 1);

2. chaque aréte en pointillé et chaque valeur de D(NTREE) restante participent & au moins une solution ;
chaque aréte en pointillé est exclue d’au moins une solution (lemme 2 page suivante) ;

3. chaque aréte en pointillé transformée en aréte solide appartient & toute solution. (lemme 3 page 37)

Lemme 1. L’algorithme 1 ne supprime aucune aréte en pointillé du graphe, ni aucune valeur du domaine
de la variable NTREE appartenant a une solution.

Démonstration. Supposons qu’il existe une solution S contenant une aréte (u,v) supprimée a la ligne 6.
Alors, il existe une chaine composée d’arétes solides depuis u jusqu’a v (figure 3.4(a)), et ses arétes sont
aussi dans la solution. Mais alors, la forét ainsi construite contient un cycle : c’est une contradiction. Si
une aréte en pointillé (u, v) était supprimée a la ligne 13 alors, D(NTREE) = {MAXTREE}, c’est & dire que le
nombre d’arbres composant la forét serait égal au nombre de composantes connexes de Ggye contenant
un sommet ressource (figure 3.4(b)). De telles composantes connexes ne peuvent étre « cassées » dans la
solution, et de plus, nous savons qu’elles ne peuvent pas étre fusionnées car alors le nombre d’arbres dans
la forét serait inférieur & NTREE. Donc, (u,v) n’appartient & aucune solution. Si l’algorithme supprime
une valeur possible de D(NTREE) alors, la troisieme condition du théoréme 2 page 33 est clairement
contredite. O
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F1a. 3.5 — Illustration de la preuve du lemme 2. figure 3.5(a) : S est la forét représentée par les arétes
solides et S = S U (u,v) est toujours une forét. Figures 3.5(b) et 3.5(c) : l'aréte (u’,v’) qui appartient &
la solution S est remplacée par I’aréte (u,v) pour produire la solution S’.

Lemme 2. Apreés avoir appliqué lalgorithme 1 page précédente, chaque aréte restante dans G et chaque
valeur du domaine de NTREE participe d au moins une solution, et toute aréte en pointillé est exclue d’au
moins une solution.

Démonstration. Soit S une solution contenant MAXTREE arbres, obtenue par la construction fournie dans
la premiere partie de la preuve du théoréme 2 page 33. Soit (u,v) une aréte qui n’a pas été supprimée de
G. Si elle appartient a S, nous savons qu’elle participe & au moins une solution. Sinon, c’est une aréte en
pointillé (car toute aréte solide appartient & S). Nous décomposons la preuve en trois assertions relatives
a chaque partie du lemme.

Assertion 1 : nous montrons que toute aréte restante (u,v) en pointillé participe & au moins une solution.

Cas 1 : siles sommets u et v sont dans des arbres distincts de S alors, S" = S U (u,v) est toujours
une forét (c.-a~d., S” ne contient pas de cycles, comme dans la Figure 3.5(a)). Evidemment, chaque
arbre de S’ contient au moins un sommet ressource car chaque arbre de S contenait un sommet
ressource. Si S’ ne peut pas étre une solution, c’est parce qu’elle contient moins que MINTREE arbres :
on sait que S’ est composée de MAXTREE — 1 arbres donc, MINTREE = MAXTREE, c.-a-d., le nombre
de CC de Ggyyre contenant un sommet ressource est égal au nombre de C'C de G. Ceci implique que
chaque CC de G contient au moins une CC' de Ggyype qui possede un sommet ressource. Donc, dans
la solution S, soit I’arbre contenant le sommet u ne contenait pas de sommets ressource, soit ¢’était
I’arbre contenant v, quoiqu’il en soit cela contredit notre hypotheése que S était une solution : c’est
une contradiction.

Cas 2 : maintenant, supposons que les sommets u et v sont dans un méme arbre de S (voir fi-
gure 3.5(b)). Comme l'aréte (u,v) n’a pas été supprimée a la ligne 6, nous savons que u et v ne
sont pas dans la méme CC de Ggype. Donc, dans la chaine connectant v a v dans S, il y a au moins
une aréte en pointillé (u', v’). Soit S’ une forét obtenue depuis S en supprimant laréte (uv/,v’) et en
insérant & la place 'aréte (u,v), c-a-d., S = (S\ {(v/,v")}) U {(u,v)} (figure 3.5(c)). Toute aréte
solide appartient toujours & S’, S’ a le méme nombre d’arbres que S et, S’ induit la méme partition
sur les sommets que S. Donc, S’ est une solution contenant (u,v).

Assertion 2 : nous montrons que toute valeur restante k& € D(NTREE) appartient & une solution. Si
I’algorithme ne change pas le nombre de CC de Ggypre contenant un sommet ressource ou le nombre de
CC de G, alors le changement ne peut provenir que de I'application du théoreme 2 page 33. Supposons
qu’il change ces valeurs. Le nombre de CC de G4y qui ont un sommet ressource ne peut pas augmenter
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F1G. 3.6 — Illustration de la preuve du lemme 3. figure 3.6(a) : (u,v) est obligatoire car sans elle, I'arbre
contenant v ne contient pas un sommet ressource. figure 3.6(b) : si D(NTREE) = {1} alors, 'isthme (u,v)
est obligatoire.

car les arétes solides ne sont ni supprimées, ni transformées en arétes en pointillé. Si ce nombre diminue,
c’est parce que deux CC' de Ggyure ont été fusionnées, et ceci ne peut se produire que si une aréte en
pointillé qui les connecte est transformée en aréte solide. Cependant, une aréte en pointillé ne peut étre
transformée en aréte solide que dans deux cas :
— une de ses extrémités appartient a une CC de G ne contenant pas un sommet ressource;
— cette aréte est un isthme de G et D(NTREE) = {MINTREE}.

Evidemment, cette aréte appartient a toute solution avec k = MINTREE arbres. Ainsi, le nombre de CC's
de Ggure ne peut pas augmenter car nous n’ajoutons pas d’arétes dans G. Il ne peut pas non plus diminuer
car toute aréte supprimée n’est jamais un isthme.

Assertion 3 : nous montrons que chaque aréte en pointillé (u,v) est exclue d’au moins une solution.
Nous avons montré précédemment qu'’il existe une solution utilisant (u,v). Soit S = S\ {(u, v)}. Si S est
une solution, alors nous savons que (u,v) est exclue d’au moins une solution. Supposons maintenant que
S’ n’est pas une solution. Ceci peut arriver soit parce qu’elle contient un arbre sans sommet ressource, soit
parce qu’elle contient trop d’arbres. Si le retrait de aréte (u,v) crée un arbre T' sans sommet ressource
alors, comme (u,v) n’était pas une aréte solide créée par la ligne 8, nous savons que cet arbre appartient
a une C'C qui contient un sommet ressource, donc nous pouvons reconnecter 7’ avec un sommet ressource
en ajoutant une aréte appropriée & la forét. Dans 'autre cas, si tout arbre de S’ contient un sommet
ressource mais que S’ est composé de trop d’arbres alors, c’est que le nombre d’arbres dans S est égal
& la valeur maximum de D(NTREE) < MAXTREE. Supposons qu’il ne soit pas possible de fusionner deux
arbres en ajoutant une aréte en pointillé autre que (u,v). Alors, le nombre d’arbres dans S est égal au
nombre de CC dans G, c.-a-d., MINTREE. Donc, D(NTREE) = {MINTREE}. Si (u, v) était un isthme, il aurait
été transformé en aréte solide a la ligne 11. Donc, il existe un cycle qui contient (u,v). Comme nous ne
sommes pas capable de fusionner deux arbres apres la suppression de (u,v), c’est que pour chaque aréte
en pointillé du cycle, toutes les extrémités des arétes en pointillé appartiennent au méme arbre. Ceci
implique que u et v sont dans le méme arbre apres le retrait de (u,v), ce qui signifie qu’il existe un cycle
dans la forét S : c’est une contradiction. O

Lemme 3. Toute aréte en pointillé que [’algorithme 1 page 35 transforme en aréte solide participe a
toutes les solutions.

Démonstration. Supposons que cela ne soit pas le cas, c.-a-d., il existe une aréte en pointillé (u,v) qui a
été transformée en aréte solide mais qui est exclue d’au moins une solution S. Si (u,v) a été transformée
a la ligne 8 alors, G possede une C'C qui ne contient pas de sommet ressource, donc S n’est pas une forét
valide (figure 3.6(a)). Donc, la transformation en aréte solide a été faite a la ligne 11. Dans ce cas, nous
savons que la variable NTREE est fixée a MINTREE, c.-a-d., le nombre d’arbres dans S est égal au nombre de
CC dans G (figure 3.6(b)). Mais alors tout isthme de G, et par conséquent l'aréte (u,v), doit appartenir
a S : c’est une contradiction. O

3.2.4 Complexité

Toutes les étapes de l'algorithme, a l'exception des lignes 7 et 8, requierent la détection des cycles, le
calcul des composantes connexes et 1'identification des isthmes. Toutes ces étapes peuvent étre effectuées
en temps linéaire [GMS85, p.18] dans le nombre d’arétes de G. Nous allons maintenant montrer que les
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g OHO
C(L‘)\Q ‘ Cl(u) C(v)

(a) Le graphe G et ses deux com-  (b) Le graphe réduit G, asso-
posantes 2-connexes. cié a g.

FiG. 3.7 — Le graphe réduit G,., associé a un grahe G, crée par contraction de chaque composante 2-connexe
de G en un unique sommet.

lignes 7 et 8 peuvent, elles aussi étre vérifiées en temps linéaire. Clairement, une aréte, dont le retrait
crée une composante connexe sans sommet ressource, est un isthme dans G. Mais tous les isthmes n’ont
pas cette propriété. Nous créons donc un graphe réduit G, en contractant chaque composante 2-connexe
de G en un seul sommet (figure 3.7). Le graphe G, est un arbre dont les arétes sont toutes des isthmes
de G. Nous dirons qu’'un sommet de G, est une ressource si un des sommets de la composante 2-connexe
correspondante est une ressource. Nous devons donc identifier quelles arétes de G, sont des arétes dont le
retrait pourrait créer une composante connexe de G, sans sommets ressources. En d’autres termes, nous
avons réduit notre probleme au méme probléme mais sur des arbres. Ceci peut se produire pour une aréte
dont un des sommets adjacents est une racine d’un sous-arbre sans ressource. Ainsi, nous sélectionnons
arbitrairement un sommet ressource de G, et effectuons un DFS de G, depuis ce sommet ressource. Chaque
fois que I'on fait un retour arriere depuis un sommet v, on communique & son parent p si une ressource a
été rencontrée dans le sous-arbre enraciné sur v. Si ce n’est pas le cas, alors 'aréte (p, v) est transformée
en une aréte solide si ce n’était pas déja le cas. Ainsi, nous venons de montrer que :

Théoréme 3. L’algorithme 1 page 35 filtre la contrainte resource-forest jusqu’a la consistance-hybride
avec une complexité temporelle de O(m + n).

3.3 Filtrer la contrainte proper-forest

Dans cette section, nous étudions la contrainte proper-forest. Tout d’abord, la section 3.3.1 détaille une
condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une solution satisfaisant cette contrainte. Ensuite les
sections 3.3.2 page ci-contre et 3.3.3 page 40 introduisent et démontrent que la contrainte proper-forest
peut étre filtrée jusqu’a la consistance-hybride. Finalement, la section 3.3.4 page 42 étudie la complexité
de Talgorithme de filtrage proposé.

3.3.1 Existence d’une solution pour la contrainte proper-forest

Le théoréme 4 fournit une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution pour une contrainte
proper-forest. Cette condition assure qu’il est possible de partitionner le graphe en une forét propre et
que le nombre d’arbres propres dans cette forét appartient au domaine de la variable NTREE.

Théoréme 4. I existe une solution pour la contrainte proper-forest(NTREE, VER) ssi les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

(1) G n’a pas de sommets isolés (c.-a-d., de composante connexe constituée d’un seul sommet) ;

(2) Gsure me contient aucun cycle;

(3) D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] # (), ot MINTREE est le nombre de composantes connezes de G et
MAXTREE est le nombre de composantes connexes de Ggyre de taille au moins deux, plus la taille d’un
couplage de cardinalité mazimum de Graype -

Démonstration. Les conditions (1), (2) et (3) sont suffisantes : pour prouver que les trois conditions
précédentes sont suffisantes, nous supposons qu’elles sont vérifiées et nous montrons que, pour chaque
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valeur k de lintervalle [MINTREE, MAXTREE], il est possible de construire une forét couvrante de G avec
k arbres propres. Commencons avec k = MAXTREE et choisissons ensuite une valeur arbitraire k& dans
[MINTREE, MAXTREE].

— Soit T = {T4,--- ,Tp} une forét couvrante maximale de Ggyre, c.-8-d., chaque T; est un sommet isolé
dans Ggyure ou une forét couvrante d’'une composante connexe de Gg,.. Remarquons qu'un arbre T;
de taille un est également un sommet de Graybe ;

— Pour construire une forét couvrante de cardinalité MAXTREE, il faut calculer un couplage de cardi-
nalité maximum M dans Gpaype et modifier la forét 7° de la maniere suivante :

— Par définition de Gaype, chaque aréte du couplage maximum M connecte deux singletons T; et
T; de 7. Alors, il faut les fusionner en un arbre comportant deux sommets;

— Pour chaque sommet u de Vp,qype, correspondant a un arbre T; de taille un, qui n’est pas saturé
dans le couplage maximum M, sélectionner un voisin quelconque v de u et inclure laréte (u,v)
dans la forét couvrante. Notons que cela n’augmente pas le nombre d’arbres propres de notre forét
car on rattache simplement le sommet u & un arbre propre déja existant. En effet, le sommet v ne
peut étre un sommet isolé de Gyqype car cela contredirait le fait que M soit un couplage maximum.
En d’autres termes, fusionner l’arbre T; avec l'arbre T, auquel v appartient. La condition (1)
garantie que ceci est possible. La forét obtenue est composée d’exactement MAXTREE arbres;

— Si k est strictement inférieur a MAXTREE alors, on repart de la construction précédente et 'on
fusionne des arbres propres jusqu’a avoir k arbres propres : tant qu’il y a trop d’arbres propres,
on en sélectionne deux qui sont liés par une aréte e de Gpaype €t on les fusionne en incluant e
dans la forét propre. Comme MINTREE est le nombre de composantes connexes de G, tant que k est
strictement supérieur a MINTREE nous sommes assurés de trouver deux arbres propres qui peuvent
étre effectivement fusionnés.

Les conditions (1), (2) et (3) sont nécessaires : clairement, si le graphe G contient un sommet
isolé v, alors v n’appartient pas a un sous-graphe de G qui est un arbre propre. Si Ggyre contient un
cycle, la solution doit contenir un cycle donc cela ne pourra pas étre une forét propre. Finalement, si
D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] = {) alors on a max(NTREE) < MINTREE ou min(NTREE) > MAXTREE. Dans
chacun des deux cas précédents, la contrainte n’a pas de solution : nous ne pouvons, en effet, avoir moins
de MINTREE arbres propres car un arbre propre doit étre connexe. Pour voir que I’on ne peut pas créer
plus de MAXTREE arbres propres, il faut remarquer que le nombre d’arbres propres est au plus le nombre
de composantes connexes de Ggyure (nOUS ne pouvons pas casser une composante connexe de Ggyre) €t
qu'un sommet de Gpayve peut soit former un nouvel arbre propre avec un autre sommet de Gpaybe, SOit
étre fusionné avec un arbre propre existant (et donc ne pas augmenter le nombre d’arbres propres). Un
plus petit arbre propre étant forcément composé de deux sommets reliés par une aréte, un agencement
des sommets de Gp,qype Par paires maximisera le nombre d’arbres propres. Clairement, un couplage de
cardinalité maximum dans Gqype Permet de construire un tel agencement et donc de maximiser le nombre
d’arbres propres construits. O

3.3.2 Consistance-Hybride pour la contrainte proper-forest

L’algorithme 2 de filtrage associé a la contrainte proper-forest atteint la consistance-hybride. Premiere-
ment, il vérifie que la contrainte possede au moins une solution, en utilisant la caractérisation fournie par
le théoreme 4 page ci-contre. Les lignes 2 a 5 et 16 a 17 filtrent en accord avec le fait qu’une solution ne
doit contenir que des arbres propres (en ignorant le nombre d’arbres propres de la forét). Les lignes 16-17
identifient les arétes en pointillé qui doivent étre dans la solution car leur retrait isolerait un sommet, et
donc il faut les rendre solides (par ex., I'aréte (13, 15) de la figure 3.3(a) page 33). A la ligne 5, I'algorithme
supprime toute aréte (u,v) en pointillé (par ex., Paréte (5,7) de la figure 3.3(a) page 33) telle que u et
v sont connectés par une chaine d’arétes solides; comme les arétes solides doivent étre présentes dans
la solution, cette aréte en pointillé créerait un cycle. Pour finir, la ligne 6 met a jour le domaine de la
variable NTREE en utilisant la condition (3) du théoréme 4 page précédente.

Les lignes 7 a 15 sont exécutées seulement lorsque la variable NTREE est fixée. Dans ce cas, le nombre
d’arbres propres dans une solution est donc fixé et s’il est égal & MINTREE ou MAXTREE (ces valeurs sont
définies dans le théoréme 4 page précédente), on peut alors effectuer un filtrage supplémentaire : si
NTREE = MINTREE alors tous les isthmes de G sont obligatoires et sont transformés en arétes solides, car
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Algorithme 2 Algorithme de consistance-hybride pour la contrainte proper-forest.

1. Si la contrainte n’a pas de solution (voir Théoréme 4 page 38) alors Sortir sur un échec;
2. Calculer les composantes connexes (CC) de Ggure-

3. Pour chaque v € V faire C(v) < la CC de Gsur. contenant v ;

4. Pour chaque aréte (u,v) € £ en pointillé faire

5. Si C(u) =C(v) alors supprimer (u,v) du graphe ;

6. D(NTREE) « D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] ;

7. Si D(NTREE) = {MINTREE} alors

8. Pour chaque aréte (u,v) en pointillé qui est un isthme de G faire

9. Basculer (u,v) en aréte solide;

10. Si D(NTREE) = {MAXTREE} alors

11. Pour chaque aréte (u,v) en pointillé faire

12. Supprimer (u,v) de G si une des conditions suivante est vérifiée :

13 a. |[C(u)|>1, |C(v)] >1, et C(u)#C(v);

14. b. (u, 1)) S 5maybe mais n’appartient & aucun couplage maximum dans g,,mybe ;
15. c. |C(u)] >1 et v est saturé dans tout couplage maximum de Gmaype -

16. Pour chaque aréte (u,v) € £ en pointillé faire

17. Si u n’a qu’un voisin v dans G alors Basculer (u,v) en aréte solide;

sinon le nombre de composantes connexes du graphe, et donc le nombre d’arbres de toute solution, serait
strictement supérieur & MINTREE. Dans ’exemple associé a la figure 3.3(a) page 33, aréte (6, 8) (marquée
par Jp) est obligatoire lorsque NTREE = 2. Maintenant, si NTREE = MAXTREE alors trois ensembles d’arétes
sont interdits et sont supprimés du graphe ; nous verrons qu’inclure 'une d’entre elles dans une solution
va réduire le nombre d’arbres que 'on peut construire a une valeur inférieure & MAXTREE. Par exemple,
si NTREE = 7 alors, les arétes marquées par I, dans la figure 3.3(a) page 33 sont supprimées : (11,13) et
(12,14) a la ligne 13, (2,3) a la ligne 14, et (3,5), (4,7) et (8,6) a la ligne 15.

3.3.3 Correction et complétude

Pour prouver la correction de ’algorithme, nous allons montrer que :

1. Aucune aréte en pointillé du graphe n’est supprimée si elle appartient a une solution et aucune
valeur de D(NTREE) n’est supprimée s'’il existe au moins une couverture de taille correspondante
(lemme 4).

2. Chaque aréte en pointillé restante dans G et chaque valeur de D(NTREE) participent & au moins
une solution ; chaque aréte en pointillé restante est exclue d’au moins une solution (lemme 5 page
suivante).

3. Chaque aréte en pointillé transformée en aréte solide appartient & toute solution (lemme 6 page 42).

Lemme 4. L’algorithme 2 ne supprime aucune aréte en pointillé du graphe, ni aucune valeur du domaine
de la variable NTREE appartenant a une solution.

Démonstration. Soit (u,v) une aréte qui a été supprimée par l'algorithme 2. Supposons qu’il existe une
solution S qui contienne (u,v). Si Paréte (u,v) a été supprimée & la ligne 5, alors il existe une chaine
formée d’arétes solides depuis u jusqu’a v, et ces arétes font partie de la solution. Mais alors la forét S
contient un cycle, c’est une contradiction. Il faut donc supposer que laréte (u,v) a été supprimée aux
lignes 10 & 15. Dans ce cas, nous savons que le nombre d’arbres dans S est égal & MAXTREE (le nombre de
composantes connexes de Gy, de cardinalité au moins deux plus la taille d’'un couplage de cardinalité
maximale dans Gmayse). Nous verrons que s’il existe toujours une solution S’ lorsque la contrainte est
appliquée sur un graphe G’ obtenu depuis G en rendant ’aréte (u, v) solide, alors ceci viole la condition (3)
du théoreme 4 page 38 car S’ aurait plus que MAXTREE' arbres (ott MAXTREE' est la valeur MAXTREE calculée
sur le graphe G'). Si (u,v) était supprimé a la ligne 13, alors MAXTREE' = MAXTREE — 1 car u et v ne sont
pas dans Gmaype et deux composantes connexes de Ggyre ont été fusionnées. La solution S” = S a MAXTREE
(i.e., > MAXTREE') arbres. Si (u,v) était supprimé & la ligne 14, alors u et v formerait une composante
connexe de taille deux dans G’ Ceci augmente MAXTREE de un. D’un autre c6té, la taille d’un couplage

sure*
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de cardinalité maximum dans g;mybe = Gmaype \ {u, v} est inférieure de deux a celle de Gpaype, car sinon

Paréte (u,v) appartiendrait & un couplage de cardinalité maximum. Ainsi, MAXTREE' = MAXTREE — 1 et
S’ = S est une solution avec MAXTREE arbres. Au final, si (u,v) est supprimé & la ligne 15, alors transformer
(u,v) en une aréte solide ajoute v dans la composante connexe contenant u dans G.,,,.. Comme v n’est
pas dans g;naybw la taille d’un couplage de cardinalité maximum dans g;mybe est inférieure de un a celle
de Graybe (sinon Gmayve aurait un couplage de cardinalité maximum dans lequel v ne serait pas saturé,
ce qui constituerait une contradiction). Supposons encore que MAXTREE' = MAXTREE — 1 et S’ = S soit
une solution avec MAXTREE arbres. Si ’algorithme supprime une valeur utile de D(NTREE), ceci contredit
trivialement le théoreme 4 page 38. O

Lemme 5. Aprés avoir appliqué lalgorithme 2 page précédente, toute aréte restant dans G et toute
valeur restant dans D(NTREE) participent a au moins une solution ; toute aréte en pointillé est exclue d’au
moins une solution.

Démonstration. Nous décomposons la preuve en deux assertions respectivement relatives & (1) montrer
que toute aréte restante dans G et toute valeur restante dans D(NTREE) participent & au moins une
solution, puis (2) montrer que toute aréte en pointillé est exclue d’au moins une solution :
Assertion 1 : nous avons déja montré dans la preuve du théoreme 4 page 38 que chaque valeur dans
[MINTREE, MAXTREE| participe & au moins une solution. Montrons donc que chaque aréte (u,v) restant
appartient a une forét dans au moins une solution. Premierement, nous construisons une solution S
avec MAXTREE arbres comme précédemment. Si (u,v) appartient & la forét, tout va bien. Sinon, soit
S = 5 U (u,v). Si S’ n’est pas une solution pour la contrainte, c’est soit a cause du fait que S’ n’est
pas une forét ou soit parce que le nombre d’arbres dans S’ n’est pas dans D(NTREE). Si ce n’est pas une
forét, c’est parce que l'ajout de (u,v) a crée un cycle, mais dans ce cas (u,v) aurait été supprimée a la
ligne 5. Ainsi, le nombre d’arbres de 1 forét S’, qui est égal & MAXTREE — 1, n’est pas dans D(NTREE). S’il
existe une valeur dans D(NTREE) qui est inférieure au nombre d’arbres de S’, nous pouvons fusionner des
arbres comme nous 'avons montré dans la preuve du théoréeme 4 page 38 jusqu’a ce que 'on obtienne
une solution. Sinon, on doit avoir D(NTREE) = {MAXTREE}. Mais dans ce cas, l'aréte (u,v) aurait du étre
supprimée a la ligne 13.
Assertion 2 : nous montrons que chaque aréte en pointillé est exclue d’au moins une solution. Soit
(u,v) une aréte en pointillé. Nous avons prouvé ci-dessus qu’il existe une solution S qui utilise (u,v). Soit
S’ =5\ {(u,v)}. Si S’ est une solution pour la contrainte alors tout va bien. Supposons que S’ n’est pas
une solution, ceci peut se produire si S’ contient un sommet isolé ou si elle est composée d’un trop grand
nombre d’arbres :
— Supposons que le retrait de (u,v) crée un arbre contenant I'unique sommet u (c.-a-d., u est un
sommet isolé). Comme (u,v) n’a pas été transformée en aréte solide a la ligne 17, nous savons que
u a un autre voisin w # v, avec lequel il est lié par une aréte en pointillé. Donc, si v n’était pas
un arbre de taille 1 ou que le nombre d’arbres était strictement supérieur a MINTREE, nous aurions
fusionné u avec un arbre voisin (celui contenant w) et obtenu ainsi une solution ne contenant pas
Paréte (u,v). Cependant, si le nombre d’arbres est exactement MINTREE et que a la fois u et v sont
des sommets isolés, fusionner chacun d’entre eux dans un arbre existant nous laisserait MINTREE — 1
arbres. Heureusement, ce cas n’est pas possible. En effet, supposons que cela se soit produit, nous
savons que w (qui est un voisin de ) appartient & un arbre de la solution qui contient au moins
deux sommets et qui ne contient pas « ou v. Ainsi, la composante connexe de u (et v) dans G est
présente dans au moins deux arbres de la solution, et la solution doit avoir plus de MINTREE arbres.
— Supposons qu’apres le retrait de (u,v) il n’existe pas d’arbres de taille 1 et qu’il n’y ait pas un arbre
de trop. Si 'on peut, nous fusionnons deux arbres en utilisant une aréte e en pointillé autre que
(u,v). Si ce n’est pas possible, alors c’est que le nombre d’arbres est égal au nombre de composantes
connexes de G \ {e}, qui est égal & MINTREE. Si l'aréte (u,v) était un isthme alors, il aurait était
transformé en une aréte solide a la ligne 9. Ainsi, il y a un cycle contenant (u,v). Comme nous
ne sommes pas en mesure de fusionner deux arbres apres la suppression de (u,v), c'est la méme
chose pour chaque aréte en pointillé sur le cycle, donc les deux extrémités appartiennent au méme
arbre. Ceci implique que u et v sont dans le méme arbre apres la suppression de laréte (u,v), ce
qui signifie qu’il existe un cycle dans la forét S : ¢’est une contradiction.
O
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Lemme 6. Chaque aréte en pointillé que l’algorithme 2 page 40 fait passer a l’état solide appartient a
toute solution.

Démonstration. Supposons qu’il existe une aréte (u,v) transformée de pointillé & solide mais qui n’ap-
partient pas a une solution S. Si (u,v) est transformée en aréte solide a la ligne 17 de l'algorithme 2
page 40 alors G a un sommet isolé, ainsi S ne peut pas étre une forét propre. Donc, la transformation a
du étre effectuée a la ligne 9. Dans ce cas, nous savons que la variable NTREE est fixée a MINTREE, c.-a-d.,
le nombre d’arbres dans S est égal au nombre de composantes connexes de G. Mais alors tout isthme de
G, et par conséquent l'aréte (u,v), doit appartenir & S. Ceci constitue une contradiction. O

3.3.4 Complexité

La complexité pour vérifier I'existence d’une solution satisfaisant la contrainte est dominée par la com-
plexité de calculer la borne MAXTREE (tout le reste peut étre effectué en temps linéaire). Pour trouver
MAXTREE, nous devons calculer la cardinalité d’un couplage maximum dans Gpayee €t la meilleure borne
supérieure connue est O(my/n) [MV80]. Les lignes 3 & 7 peuvent étre évaluées en temps linéaire sur le
nombre d’arétes : nous devons calculer les CC de Ggye et faire un parcours des arétes en pointillé. Trou-
ver tous les isthmes de G & la ligne 8 et détecter les sommets n’ayant pas plus d’un voisin (feuilles) & la
ligne 17 peut étre aussi effectué en temps linéaire sur le nombre d’arétes : O(m).

Jusqu’ici la limite de complexité de la contrainte est donnée par le test de faisabilité qui est effectué en
O(m+/n). Si la variable NTREE est instanciée & la valeur MAXTREE, nous devons exécuter aussi les lignes 10
a 15. La ligne 13 est évidente. Pour la ligne 14, nous devons déterminer quelles arétes du graphe G,qype
appartiennent a au moins un couplage de cardinalité maximum de Gqybe. Pour le cas des graphes bipartis,
ceci peut étre effectué en temps linéaire dés qu’un couplage maximum est connu [Rég94|. Cependant, dans
notre cas nous devons effectuer cette tache dans le cas d’un graphe quelconque. Nous allons décrire ci-
dessous un algorithme qui peut effectuer ceci avec une complexité bornée par O(mn). Finalement, pour
la ligne 15 nous avons besoin d’un algorithme qui, partant d’un graphe et d’un couplage maximum sur ce
graphe, détecte les sommets saturés dans tout couplage maximum. Nous montrerons que ceci peut étre
effectué en temps linéaire sur le nombre d’arétes.

Théoréme 5. L’algorithme 2 page 40 filtre la contrainte proper-forest jusqu’a la consistance-hybride
avec une complexité borné par O(mn) si D(NTREE) = {MAXTREE} et O(m+/n) sinon.

Identifier les sommets saturés dans tout couplage maximum

Soit G = (V, ) un graphe non-orienté, soit M C £ un couplage de cardinalité maximum dans G, soit V(M)
I'ensemble des sommets qui sont saturés par M et V(M) =V \ V(M). Nous allons identifier I’ensemble
S, des sommets de G qui sont saturés dans tout couplage maximum de G. Clairement, S, C V(M).

Lemme 7. Un sommet v € V(M) n’est pas dans S, ssi il existe une chaine alternée P depuis v jusqu’a
u € V(M), quittant le sommet v par une aréte saturée.

Démonstration. (Voir figure 3.8 page suivante) S’il existe une telle chaine P, la différence symétrique
M@P est un couplage de cardinalité égale a la cardinalité du couplage M (c.-a-d., un couplage maximum)
qui ne sature pas v, donc v ¢ S,.

Dans l'autre sens, supposons que v ¢ S,. Alors, il existe un couplage maximum M’ dans G qui ne
sature pas v. Considérons la différence symétrique M & M’ entre les deux couplages. Trivialement, le
degré d’un sommet de M © M’ est au plus 2. Il existe une unique aréte de M ©& M’ adjacente a v,
concretement il s’agit de 'aréte saturant v dans M. Nous pouvons donc construire de maniere gloutonne
une chaine alternée commencgant avec cette aréte. Si nous atteignons un sommet de V(M), tout va bien.
Tant que nous atteignons un sommet u € V(M) par une aréte non-saturée, nous pouvons quitter ce
sommet par son aréte saturée. Maintenant, supposons que nous atteignons un sommet u € V(M) par
une aréte saturée et que I’on ne puisse pas continuer. C’est a dire, que le sommet u n’est pas saturé dans
M’. Alors, la chaine que nous avons construit depuis v jusqu’a u est une chaine augmentante pour M/,
ce qui contredit notre hypothese que M’ était de cardinalité maximum. O




3.3. Filtrer la contrainte proper-forest 43

(a) (b)

Fic. 3.8 — figure 3.8(a) : M = {(vo,u0), (v1,u1)} et V(M) = {ug,vo, u1,v1}. Le sommet vy n’est pas
saturé dans tout couplage maximum parce qu’il existe une chaine augmentante P = {vg, ug, v1,u1, v2} tel
que (vg,ug) € M et vy ¢ V(M). Figure 3.8(b) : un couplage maximum qui ne sature pas vg. De maniére
similaire, nous déduisons que v; et vy ne sont pas saturés dans tout couplage maximum.

Algorithme 3 Détection des sommets saturés dans tout couplage maximum de G.

procedure AlwaysSaturated(gG, M)

1. SAT=VYM);

Pour chaque v € V faire
visited_by_matching_edge(v) < no ;
visited_by_non_matching_edge(v) < no ;

Pour chaque racine r € V(M) faire DDFS(G, M,SAT,r,yes)) ;

a > w N

procedure DDFS(G, M,SAT, v,matching)
Si matching = yes alors (* v est une racine ou v est atteint par une aréte saturée *)
Si visited_by_matching_edge(v) = yes alors sortir ;
SAT « SAT \ {v};
visited_by_matching_edge(v) < yes ;
Pour chaque (v,u) € £\ M faire DDFS(G, M, SAT, u,no) ;
Sinon (¥ v était atteint par une ar@te non-saturée *)
Si visited_by_non_matching_edge(v) = yes alors sortir;
visited_by_non_matching_edge(v) <« yes;
10. Si 3(v,u) € M alors DDFS(G, M, SAT, u,yes) ;

© 00N O W -

L’algorithme initialise SAT = V(M) et ensuite supprime les sommets de SAT §’il existe une chaine
alternée comme décrit dans le lemme 7 page ci-contre. Les chaines alternées seront identifiées par un
« parcours en profondeur d’abord » du graphe, en commengant sur un sommet non-saturé de M et
évoluant sur des chaines alternées. Tant que le parcours atteint un sommet v € SAT par une aréte
saturée, I’algorithme supprime v de SAT. Notons que dans le cas d’un parcours en profondeur d’abord
classique, chaque sommet est marqué soit « visité », soit « non-visité ». Dans notre cas, nous autorisons
uniquement le déplacement le long des chaines alternées. Ainsi, le statut de chaque sommet sera déterminé
par deux états possible. Le premier détermine s’il a été visité par une aréte saturée et le second s’il a été
visité par une aréte non-saturée. Remarquons que chaque sommet sera au plus visité deux fois et chaque
aréte est traversée uniquement lorsque son sommet source est lui-méme visité, donc le temps d’exécution
est toujours linéaire. Nous appelons cette procédure un « double parcours en profondeur d’abord »(DDFS
dans la suite). L’algorithme 3 détaille cette procédure. La racine du DDFS est un sommet non-saturé.
Chacun a leur tour les sommets non-saturés deviennent racine, mais observons que les états ne sont
pas remis a leur valeur par défaut (c’est le cas dans les parcours en profondeur d’abord avec sources
multiples), donc nous ne savons plus quel sommet non-saturé était la racine lorsque plusieurs sommets
ont été visités. La procédure récursive DDFS recoit en parametres le graphe G, un couplage maximum
M, Tensemble courant SAT, le sommet racine courant v et un parametre booléen appelée « matching »
spécifiant si 'aréte par laquelle le sommet a été atteint est saturée ou non. Le lemme suivant assure que
I’algorithme 3 identifie correctement I’ensemble S, des sommets saturés.

Lemme 8. Lorsque l’algorithme 3 se termine, SAT = S,, c.-a-d., la variable SAT contient I’ensemble
des sommets du graphe qui sont saturés dans tout couplage mazimum de G.

Démonstration. Pour un sommet v ¢ V(M), il est trivial que v n’est pas dans S, et, qu'il n’a jamais été
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inséré dans SAT par I’algorithme.

Siv € V(M)\S, alors, le lemme 7 page 42 assure qu'’il existe une chaine alternée P depuis un sommet
non-saturé u jusqu’a v, tel que P termine par une aréte saturée. Il est facile de montrer par induction
sur le nombre d’arétes non-saturées appartenant a P que le sommet v sera visité par la procédure DDFS
avec la variable « matching » mise & « vrai », et par conséquent que v sera supprimé de SAT.

Finalement, si v € SAT alors, v € V(M) et donc il est inséré dans SAT. S’il est supprimé plus
tard de SAT, c’est parce qu’il est atteint par une aréte saturée d’'une chaine alternée depuis un sommet
non-saturé. Mais alors, le Lemme 7 page 42 assure que v n’est pas dans S, : c’est une contradiction. [

Identifier les arétes qui appartiennent 4 au moins un couplage maximum

Soit un graphe G = (V,€) et soit M C &£ un couplage maximum de G. Nous souhaitons caractériser
I’ensemble des arétes appartenant a au moins un couplage maximum de G. Nous devons donc trouver
les arétes non-saturées qui appartiennent soit a une chaine alternée commencant par une aréte non
saturée et terminant par une aréte saturée, soit a un cycle alterné. Pour chaque sommet u, nous devons
identifier I’ensemble des sommets qui sont atteignables depuis u par une chaine alternée élémentaire
débutant et finissant sur des arétes non-saturées. Cette information est calculée a I’aide d’une dérivation
de l’algorithme « blossom-shrinking » proposé dans [Edm65], décrite en détail dans [Rég99].

Maintenant, nous décrivons brievement comment cette information peut étre utilisée pour déterminer
si une aréte non-saturée (x,y) appartient & un cycle alterné. Une telle aréte peut appartenir a un cycle
alterné seulement si il existe une aréte (u,v) telle que (x,u) € M et (y,v) € M. Supposons qu’il existe
une chaine alternée élémentaire entre u et v qui commence et finit avec des arétes non-saturées. Comme
x et y sont des sommets incidents a des arétes saturées les connectant avec le sommet final de la chaine,
la chaine ne peut pas en visiter plus d’un d’entre eux : si la chaine quitte x (resp. y) par 'aréte saturée,
il atteint u (resp. v) par une aréte saturée. Comme la chaine doit finir avec une aréte non-saturée, il doit
visiter u (resp. v) deux fois, c.-a-d., qu’il ne s’agit pas d’une chaine élémentaire. Par symétrie, la chaine
ne peut pas entrer dans z (resp. y) par une aréte saturée. Mais il s’agit bien d’une chaine alternée, donc
il ne peut pas a la fois entrer et sortir par des arétes non-saturées. Par conséquent, une telle chaine ne
visite pas x et y. En d’autre termes, la chaine élémentaire et la chaine (u, x,y, v) se combinent en un cycle
élémentaire alterné.

Finalement, s’il existe un cycle alterné contenant (z,y) alors, il doit contenir la chaine (u,z,y,v).
En résumé, un parcours est effectué pour chaque sommet du graphe afin de déterminer quelle paire de
sommets sont connectés par une chaine élémentaire alternée débutant et terminant avec des arétes non-
saturées. Ceci est effectué dans une complexité temporelle de O(mn). A partir de cette information, les
arétes (x,y) non-saturées sont parcourues et, pour chacune on détermine en temps constant s’il existe des
arétes saturées (z,u) et (y,v), et si oui, si la chaine (u,z,y,v) peut étre complétée pour former un cycle
élémentaire alterné.

3.4 Synthese sur les contraintes d’arbres dans le cas non-orienté

Cette section résume les principaux résultats de complexité théorique pour les contraintes de partition-
nement de graphe par des arbres dans les graphes non-orientés. Elle rappelle les propriétés de graphes
essentielles pour caractériser de maniere complete tout arc d’un graphe donné vis-a-vis des contraintes
d’arbres. Nous rappelons que ces contraintes sont définies sur un graphe G = (V, £), non-orienté, tel que
|[V| = n and |€] = m. Dans la suite, les tableaux 3.1 page ci-contre et 3.2 page suivante utilisent les
notations suivantes :

Notation 5. Pour un graphe non-orienté H le nombre de CC mazximales au sens de l'inclusion est donné
par |CC(H)|, un couplage de cardinalité mazimum de H est noté u(H).

Le tableau 3.1 page ci-contre résume les meilleures complexités connues pour vérifier la faisabilité et
atteindre la consistance-hybride pour chaque contrainte d’arbre. Le tableau 3.2 page suivante résume les
principales propriétés de graphes utilisées pour déterminer des bornes réalisables sur le nombre d’arbres
autorisés pour couvrir le graphe, ainsi que les conditions d’existence d’arbres « bien formés » vis-a-vis de
la définition de chaque contrainte. Ce dernier tableau montre que trois propriétés basiques de la théorie
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’ Type de contrainte H proper-forest ‘ resource-forest ‘
vérifier la faisabilité O(m+/n) O(n+m)
consistance-hybride O(mn) [pire cas|, O(m+/n) [D(NTREE) = {MAXTREE}] O(n+m)

TAB. 3.1 — Meilleures complexités connues pour les contraintes de partitionnement par des arbres dans
le cas de graphes non-orientés.

des graphes définissent complétement les deux contraintes : les composantes connexes, le couplage de
cardinalité maximum et, la détection de cycles. Pour chacune des contraintes, des conditions nécessaires
et des regles de filtrage ont été déduites avec des algorithmes connus (par ex., « parcours en profondeur
d’abord », couplage de cardinalité maximum, détection de composantes connexes, etc), ainsi que de
nouveaux algorithmes (par ex., identification des sommets saturés dans tout couplage de cardinalité
maximum). Notons toutefois qu’en terme de propriétés de graphes les bornes MINTREE et MAXTREE de la
contrainte proper-forest correspondent parfaitement aux bornes sur le nombre de composantes connexes
fournies dans [BPR05]. L’algorithme de filtrage correspondant est également presque automatiquement
retrouvé de maniére mécanique dans [BCDPO07].

’ Type de graphe H proper-forest ‘ resource-forest ‘
MINTREE |CC(9)] |CC(9)|
| Cc(gsu're)
MAXTREE | CC(Goure) I+ avec au moins
[1(Grmaybe )|

un sommet ressource|
pas de cycle dans Gsure
un sommet Tessource
dans chaque CC(Gsure)
Nombre d’arbres valides D(NTREE) n [MINTREE, MAXTREE] #* 0

pas de cycles dans Ggyre

Arbres « bien formés » L,
pas de sommets isolés dans G

TAB. 3.2 — Propriétés de graphe caractérisant les solutions des contraintes de partitionnement par des
arbres dans les graphes non-orientés.
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Ans ce chapitre, nous nous intéressons a la contrepartie orientée des contraintes resource-forest et
D proper-forest introduites au chapitre 3 page 29. Ces deux nouvelles contraintes, nommées tree et
proper-tree, partitionnent les sommets d’un graphe orienté en un ensemble d’anti-arborescences disjointes
(par abus de langage nous appellerons par la suite « arbre » une anti-arborescence). Les partitions com-
patibles pour les contraintes tree et proper-tree seront composées d’un ensemble d’arbres, c.-a-d., d’un
ensemble de composantes connexes, sans circuits telles que chaque sommet possede un unique successeur,
qu’il existe un chemin élémentaire de chaque sommet vers la racine et que la racine soit un sommet por-
tant une boucle sur lui-méme. Dans le cas de la contrainte proper-tree, c’est le nombre d’arbres propres
(c.-a-d., d’arbres composés d’au moins deux sommets) présents dans la partition qui est contraint.

Bien que ces deux contraintes ne permettent pas de modéliser tous les aspects d’un probleme, elles
interviennent dans de nombreuses applications pratiques en combinaison avec des contraintes addition-
nelles permettant de restreindre la forme des partitions autorisées. C’est le cas en particulier pour la
reconstruction de « super-arbres » en phylogénie, pour la planification de missions, ou pour la construc-
tion de tournées de véhicules en logistique. Nous étudierons leurs interactions avec certaines contraintes
additionnelles dans le chapitre 5 page 65.

Dans ce chapitre, nous montrons comment ’algorithme de filtrage de la contrainte tree garantit d’at-
teindre ’arc consistance généralisée alors que, dans le cas de la contrainte proper-tree, ’évaluation du
nombre minimum d’arbres propres est un probleme NP-dur. La section 4.1 page suivante introduit les
contraintes tree et proper-tree. Les sections 4.2 page 49 et 4.3 page 53 présentent respectivement les
algorithmes de filtrage des contraintes tree et proper-tree.
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4.1 Les contraintes tree et proper-tree

Dans cette section, nous introduisons plus formellement les contraintes tree et proper-tree en décrivant
dans un premier temps les parametres de chaque contrainte puis en définissant le graphe permettant de
les modéliser. Les contraintes tree et proper-tree sont définies comme suit (figure 4.1) :

Les contraintes tree et proper-tree sont respectivement données sous la forme tree(NTREE, VER)

et proper-tree(NPROP, VER), ol respectivement NTREE et NPROP sont deux variables entieres et

VER est la collection des n sommets VER[1],...,VER[n] du graphe & partitionner. A chaque

sommet v; = VER[i] est associé un ensemble d’attributs définis de la maniére suivante :

— L est un entier compris entre 1 et n qui peut étre interprété comme le nom du sommet v; ;

— S est une variable entiére définie sur 'intervalle [1,n]. Elle représente, dans une solution de
la contrainte tree ou proper-tree, 'unique successeur du sommet v; dans une couverture. Si ¢
appartient au domaine de la variable VER[:].S, alors on dira que v; est une racine potentielle.

F1G. 4.1 — Définition des parametres des contraintes tree et proper-tree.

Comme nous 'avons déja observé dans le cadre des contraintes resource-forest et proper-forest, lorsque
I'on définit le sens d’une contrainte globale, il est bien souvent plus facile de raisonner directement sur
un graphe modélisant la contrainte, que de raisonner sur les variables et leurs domaines. Ainsi, les deux
contraintes tree et proper-tree vont étre modélisées par le graphe orienté G = (V, &) dont les sommets
correspondent aux éléments de la collection VER et les arcs représentent la relation de successeur entre eux
(voir Définition 4 page 20). Dans le cadre des contraintes tree et proper-tree, on définit G de la maniere
suivante :

Définition 34. Le graphe orienté associé G = (V,€) auzx contraintes tree(NTREE,VER) et
proper-tree(NPROP, VER) est défini par V = {v; | i € [1,n]} et € = {(vi,v;) | j € D(VER[{].S)}. m = |&]
désigne le nombre d’arcs du graphe G.

Nous sommes maintenant en mesure de définir les notions d’arc sir et d’arc possible : un arc (4, j)
du graphe G associé & une contrainte tree est dit S-arc (un arc sir) si D(VER[i].S) = {j}, sinon (4,7)
est dit M-arc (un arc possible). Un sommet i est dit S-succ si tout arc sortant de i est S-arc, sinon ¢
est dit M-succ. De la méme maniere, un sommet ¢ est dit S-pred si tout arc entrant est S-arc, sinon i
est dit M-pred. Ces notations nous permettent d’introduire les notions de graphes des successeurs surs et
possibles associés au graphe G :

Définition 35 (Graphes des successeurs stirs et possibles). Etant donné le graphe orienté G = (V,&)
associé auz contraintes tree(NTREE, VER) et proper-tree(NPROP, VER) :
— Le graphe des successeurs surs G, contient tous les arcs qui doivent appartenir a la partition.
Formellement, Gsyre = (V, Esure), 00 Esure est lensemble des S-arcs de G ;
— Le graphe des successeurs possibles Gp,aype contient tous les arcs qui peuvent éventuellement ap-
partenir ¢ une partition. Formellement, Gmaype = (Vmaybe, Emayve); 0U Vinaype contient tous les
sommets qui sont incidents a au moins un M-arc, et Epqype est 'ensemble des M-arcs de G.

Nous pouvons maintenant définir les propriétés que doit respecter toute solution satisfaisant la contrainte
tree. Une telle contrainte spécifie que le graphe orienté G qui lui est associé doit étre une forét composée
de NTREE arbres. De maniere formelle, on peut définir une solution respectant la contrainte tree par :

Définition 36. Un graphe orienté G = (V, &) satisfait la contrainte d’arbre tree(NTREE, VER) si et seule-
ment si :

1. pour chaque i € [1,n] on a VER[i].L =4

2. le graphe G est composé de NTREE composantes connezes ;

3. chaque composante connexe de G me contient pas de circuits impliquant plus d’un seul sommet.

De maniere similaire, la contrainte proper-tree spécifie que le graphe orienté G qui lui est associé doit
étre une forét composée de NPROP arbres propres :
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Fic. 4.3 — La premiere colonne donne le nom de chaque
F1G. 4.2 — Graphe G associé aux contraintes ~sommet du graphe a couvrir. La seconde colonne décrit les
d’arbres tree et proper-tree. successeurs potentiels de chaque sommet (c.-a-d., dans la
figure 4.2 le successeur de chaque sommet).
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(a) Une forét compatible dans le cas (b) Une forét compatible dans le cas
NTREE = 4. NPROP = 2. Le sommet isolé 4 n’est pas
compté.

F1a. 4.4 — Deux solutions compatibles dans le cas des contraintes tree (a) et proper-tree (b).

Définition 37. Un graphe orienté G = (V,E) satistait la contrainte d’arbre proper-tree(NPROP, VER) si
et seulement si :

1. pour chaque i € [1,n] on a VER[i].L =4
2. le graphe G est composé de NPROP composantes connexes de taille supérieure ou égale d 2, mis a

part les sommets 1solés;

3. chaque composante connexe de G ne contient pas de circuits impliqguant plus d’un seul sommet.

Exemple 2. La figure 4.2 donne un exemple de graphe que l’on cherche da partitionner par des arbres (ou
des arbres propres). La table 4.3 décrit ce méme graphe en terme de domaines de variables successeur.
Les figures 4.4(a) et 4.4(b) fournissent une couverture par une forét compatible formée respectivement de
4 arbres et 2 arbres propres.

4.2 Filtrer la contrainte tree

Dans cette section nous étudions la contrainte tree. Tout d’abord, la section 4.2.1 détaille une condition né-
cessaire et suffisante pour ’existence d’une solution satisfaisant cette contrainte. Ensuite les sections 4.2.2
page suivante et 4.2.3 page 51 montrent que la contrainte tree peut étre filtrée jusqu’a atteindre ’arc-
consistance généralisée (voir définition 5 page 21). Finalement, la section 4.2.4 page 53 étudie la complexité
de Valgorithme de filtrage proposé.

4.2.1 Existence d’une solution pour une contrainte tree

Le théoreme suivant caractérise les conditions d’existence d’une solution pour une contrainte d’arbre.
La premiere condition assure que ’on peut effectivement créer une forét couvrante alors que la seconde
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condition vérifie qu’il existe au moins une valeur compatible k dans le domaine de NTREE permettant de
construire k arbres.

Théoréme 6. I existe une solution pour la contrainte tree(NTREE, VER) ssi les conditions suivantes sont
vérifiées :
(1) toute composante puits de G est une composante enracinée de G ;

(2) D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE| # (), ot MINTREE est le nombre de sommets puits dans le graphe
réduit G, associé¢ a G et MAXTREE est le nombre de racines potentielles ou fizées dans G.

Démonstration. On prouve d’abord que la conjonction des conditions (1) et (2) est nécessaire. Pour la
condition (1) : si une composante puits de G n’est pas une composante enracinée alors, il existe au moins
un circuit dans G parmi les sommets associés a cette composante puits et la contrainte ne peut pas
étre satisfaite. Pour la condition (2) : si D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] = () alors, soit max(NTREE) est
strictement inférieur & MINTREE, soit min(NTREE) est strictement supérieur & MAXTREE. Dans le premier
cas, la contradiction est évidente par le fait qu’il n’existe pas de chemins entre deux sommets appartenant
a des composantes puits distinctes de G. Dans le second cas, la contradiction provient du fait que chaque
arbre de la forét possede exactement une racine.

On prouve maintenant que la conjonction des conditions (1) et (2) est suffisante. Pour cela, nous don-
nons un algorithme en deux étapes, qui pour chaque valeur ¢ de 'intervalle [MINTREE, MAXTREE| construit
un partitionnement de G en t arbres. La premiere étape sélectionne t racines potentielles et choisit pour
chaque composante fortement connexe (CFC) de G le sommet qui sera soit la racine d’un nouvel arbre,
soit qui sera une porte liant la CFC a une autre. La seconde étape construit pour chaque CFC une forét
couvrante dont chaque arbre est enraciné soit sur la racine potentielle choisie, soit sur le sommet porte
sélectionné.

ETAPE 1

- Choisir une racine potentielle r pour chaque CFC puits de G et forcer la boucle (r,r) sur cette
racine. Soit Rq ’ensemble des racines sélectionnées ;

- Si t est strictement supérieur a MINTREE alors, choisir un ensemble R, de ¢ — MINTREE racines
potentielles dans G, distinct de Ry, et forcer la boucle sur chaque sommet de Ry ;

- Pour chaque CFC pour laquelle aucune boucle n’a été forcée, choisir un sommet v qui est un
sommet porte et forcer I'un des arcs connectant sortant de v. Soit R3 I’ensemble des sommets
porte ainsi sélectionnés.

ETAPE 2

Pour chaque CFC S = (Vs,E&s) de G soient :

- H=VsN(R1UR2UR3) (c.-a-d., les sommets de S sélectionnés a 1'étape 1);

- L =Vs —Hs (c.-a-d., le reste des sommets de S).

Pour chaque composante fortement connexe S de G, l'algorithme 4 page ci-contre TreeCovering(S, H, L)

construit une partition des sommets de S en |H| arbres ayant comme racines les sommets de H (la

partition est renvoyée dans le parametre de sortie ). Notons que I’algorithme 4 page suivante est

correct car comme pour tout sommet v € L, il existe un chemin vers au moins un sommet de H

(car S est une CF(C) alors, on s’assure que ’ensemble £ tend vers I’ensemble vide au fil des ité-

rations de la boucle ligne 2, c.-a-d., que tout sommet de V est bien couvert par exactement un arbre.

Ainsi, nous venons de montrer comment construire un partitionnement de G en t arbres, quel que
soit ¢ appartenant & l'intervalle [MINTREE,MAXTREE|. De plus, comme D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE]
C [MINTREE, MAXTREE], on a bien au moins une solution pour la contrainte tree. O

4.2.2 Arc-consistance généralisée pour la contrainte tree

Dans cette section, nous introduisons 'algorithme de filtrage de la contrainte tree. Cet algorithme repose
essentiellement sur la détection des arcs du graphe G qui empéchent certains sommets d’atteindre les
racines potentielles de G. Intuitivement, on cherche & s’assurer que chaque sommet de G pourra étre
couvert par un arbre bien formé, c.-a-d., un arbre enraciné sur une racine potentielle de G.
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Algorithme 4 Construire une partition des sommets de S en |H| arbres ayant leurs racines dans H.

procedure TreeCovering(S,H,L) : F
1. F<—0;
Tant que L # () faire
Si il existe un arc (v,h) € Es tel que v € L et h € H alors
F—FU{(v,h)};
H—HU{v};
L— L\ {v};

Retourner F;

~N o O W N

Algorithme 5 Filtrage associé a la contrainte tree(NTREE, VER).

procedure FilteringTree(G)

Si tree(NTREE,VER) n’a pas de solution (théoréme 6 page ci-contre) alors Retourner un échec;
D(NTREE) « D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] ;

Si D(NTREE) = {MAXTREE} alors Forcer toutes les boucles de G ;

Si D(NTREE) = {MINTREE} alors

Supprimer toutes les boucles des composantes non puits de G ;

D « 1’ensemble des sommets dominants les racines potentielles de G ;

D «— D U 1l’ensemble des racines potentielles de G ;

Appliquer la procédure FilteringDominators(G,G, D) décrite par 1’algorithme 6 page suivante ;
Retourner le graphe G filtré;

© 00 ~NO 0O WN -

L’algorithme 5 effectue un filtrage atteignant ’arc-consistance pour la contrainte tree. La ligne 1
vérifie si la contrainte posséde au moins une solution. Pour cela, une procédure calculant les composantes
fortement connexes de G est nécessaire. La ligne 2 ajuste le domaine de NTREE en utilisant les bornes
MINTREE et MAXTREE introduites par le théoreme 6 page précédente. La ligne 3 force toutes les boucles sur
les racines potentielles de G lorsque la borne MAXTREE est effectivement atteinte par NTREE. Ensuite, les
lignes 4 et 5 interdisent les boucles sur les racines potentielles appartenant a des composantes non puits
de G lorsque la borne MINTREE est atteinte par NTREE. Finalement, les lignes 6 a 9 détectent les sommets
dominants les racines potentielles de G, puis pour chaque sommet dominant, un parcours en profondeur
d’abord est effectué (dans la procédure FilteringDominators de l'algorithme 6) en vue de détecter les
arcs qui pourraient empécher certains sommets d’étre reliés a une racine potentielle. Les figures 4.5 et 4.6
proposent sur un exemple de visualiser l'effet du filtrage proposé par 'algorithme 5.

4.2.3 Correction et complétude

Pour prouver que l'algorithme 5 atteint bien ’arc-consistance, nous montrons que :

1. aucun arc de G n’est supprimé par 'algorithme 5 s’il appartient a au moins une solution satisfaisant
la contrainte ¢ree(NTREE, VER) (Lemme 9);

2. tout arc restant dans G apres application de l'algorithme 5 participe a au moins une solution
satisfaisant la contrainte tree(NTREE, VER) (Lemme 10 page suivante).

Lemme 9. L’algorithme 5 ne retire aucun arc du graphe G pouvant appartenir & une solution satisfaisant
la contrainte tree(NTREE, VER).

Démonstration. Supposons qu'il existe une solution S satisfaisant la contrainte tree(NTREE, VER) contenant
un arc (u,v) supprimé par algorithme 5.

Tout d’abord, supposons que (u, v) est supprimé par la ligne 3, c.-a-d., dans le cas oi NTREE = MAXTREE.
On est donc dans le cas ol le sommet u est une racine potentielle de G et u # v. Comme (u, v) appartient
a S alors, S est une forét composée de MAXTREE — 1 arbres : c¢’est une contradiction.

Maintenant, supposons que (u,v) est supprimé par les lignes 4 et 5, c.-a-d., dans le cas ou NTREE =
MINTREE. On est donc dans le cas ou u = v et le sommet u appartient a une composante non puits de G.
Comme (u,v) appartient & S alors, S est une forét composée de MINTREE + 1 arbres. En effet, MINTREE
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Algorithme 6 Filtrage des successeurs dans G de I’ensemble des sommets dominants D.

/* Filtre les successeurs de chaque sommet dominant d qui ne peut pas */
/* atteindre une racine contenue dans Uf sans passer par le sommet d */
procedure FilteringDominators(G,U,D) : G
1. Pour chaque sommet d € D faire
Pour chaque sommet v de Gy faire

reach_potential_root(v) < no ;

visited(v) < no ;
Visit(G,U,d,d) ;
Pour chaque successeur s de d dans Gpayue faire

Si reach_potential_root(s) = no alors supprimer 1’arc (d,s) de Gmaybe ;
8. Retourner le graphe G filtré;

/* Marque les successeurs de u pouvant atteindre une racine contenue dans U */
procedure Visit(G,U,d,u) : booléen

9. visited(u) <« yes ;
10. Si u est une racine potentielle de U/ alors reach_potential_root(u) < yes ;
11. Pour chaque successeur v de u tel que visited(v) = no faire
12. reach_potential_root(u) <« Visit(G,U,d,v) V reach_potential_root(u) ;
13. Pour chaque successeur v de u tel que visited(v) = yes et v # d faire
14. reach_potential_root(u) < reach_potential_root(u) V reach_potential_root(v) ;
15. Renvoyer reach_potential_root(u) ;

~N o 0 wN

(a,c)
C : Condition | Lignes dans
@ e o X Type sur NTREE | l'algorithme 5
O e A\ (a) - 6-8
Q)e W> (b) | NTREE =2 45
) “ (c) | NTREE =3 3
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Fi1G. 4.6 — Correspondance entre le filtrage décrit par
les arcs marqués par les lettres (a), (b) et (¢) de la fi-

FiG. 4.5 - Effet de l'algorithme de filtrage 5 gure 4.5 et I'algorithme de filtrage 5 page précédente.

page précédente sur la figure 4.2 page 49.

est donné par le nombre de composantes puits du graphe G, donc forcer 'arc (u,v) revient & forcer une
boucle dans une composante non puits : c’est une contradiction.

Finalement, supposons que (u,v) est supprimé par les lignes 6 & 8, c.-a-d. que le sommet u est un
sommet dominant toutes les racines potentielles de G par rapport au sommet v. Cela signifie que 1’arbre
de S contenant larc (u,v) est enraciné sur un sommet sans boucle (car depuis larc (u,v), on ne peut
plus atteindre de racine sans passer par u) : ¢’est une contradiction. O

Lemme 10. Tout arc restant dans le graphe G, apres application de Ualgorithme 5 page précédente,
participe d au moins une solution satisfaisant la contrainte tree(NTREE, VER).

Démonstration. Soit (u,v) un arc de G restant aprés application de ’algorithme 5 page précédente. Soit
G(u,v) le graphe G dans lequel I'arc (u,v) a été forcé.

Supposons tout d’abord que G, .) viole la condition (1) du théoreme 6 page 50. Cela signifie qu’il
existe une composante puits dans le graphe G, ,) qui ne contient pas de racine potentielle. Donc, si
forcer I'arc (u,v) dans G, ,) a augmenté le nombre de CFC de G alors, le sommet u était un sommet
dominant les racines potentielles de G. Mais alors, dans G, ., le sommet v ne peut plus atteindre de
racine potentielle. Donc, l'arc (u,v) aurait été supprimé par la procédure FilteringDominators appelée
par la ligne 8 de 'algorithme 5 page précédente : c’est une contradiction.

Supposons maintenant que G, ,) viole la condition (2) du théoreme 6 page 50. Cela signifie que
D(NTREE)N[MINTREE, MAXTREE| définit un ensemble vide. On peut distinguer deux cas : soit (a) D(NTREE) <
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MINTREE, soit (b) D(NTREE) > MAXTREE. Soient CFC(u) et CFC(v) les CFC de G contenant respective-
ment les sommets u et v.

Dans le cas (a), remarquons que la valeur de MINTREE dans G, ,) a augmenté exactement de 1
par rapport & sa valeur dans G. En effet, pour augmenter la valeur de MINTREE, le sommet u doit étre
l'unique sommet porte de CFC(u) et CFC(u) = CFC(v). Mais alors, forcer I’arc (u,v) dans G transforme
CFC(u) en une composante puits de G, . ce qui augmente MINTREE de 1. On peut donc en déduire que si
D(NTREE) < MINTREE dans G, . alors, D(NTREE) = MINTREE dans G. Ainsi, toutes les racines potentielles
de CFC(u) auraient été supprimées par la ligne 5 de ’algorithme 5 page 51. D’autre part, dans le cas u # v,
le sommet u étant I'unique porte de CFC(u), 'arc (u,v) aurait été supprimé par la procédure appelée
par la ligne 8 de I'algorithme 5 page 51 puisque u était un sommet dominant les racines potentielles de G
(celles éventuellement présentent dans CFC(u) ont été supprimées par la ligne 5) : ¢’est une contradiction.

Dans le cas (b), remarquons que la valeur de MAXTREE dans G, ,) a diminué exactement de 1 par
rapport a sa valeur dans G. En effet, pour diminuer la valeur de MAXTREE, le sommet u doit étre une
racine potentielle de G et u # v. Forcer 'arc (u,v) supprime la boucle sur le sommet v et diminue de
exactement 1 la valeur de MAXTREE dans G, ). On peut donc en déduire que si D(NTREE) > MAXTREE
dans G, alors, D(NTREE) = MAXTREE dans G. Ainsi, toutes les racines potentielles de G auraient été
forcées par la ligne 3 de lalgorithme 5 page 51 ce qui aurait conduit & la suppression de larc (u,v) dans
G : c’est une contradiction. O

4.2.4 Complexité

On s’intéresse tout d’abord a la complexité de la condition nécessaire et suffisante introduite par le
théoreme 6 page 50 qui est évaluée a la ligne 1 de l'algorithme 5 page 51. La complexité repose sur le
calcul des composantes fortement connexes de G qui peut étre effectué en O(m + n) par une recherche en
profondeur d’abord proposée dans [Tar72]. La ligne 2 ajuste le domaine de la variable NTREE relativement
aux bornes minimum (MINTREE) et maximum (MAXTREE) sur le nombre d’arbres possibles pour couvrir
G. Ensuite, les lignes 3 & 5 peuvent étre trivialement effectuées en O(n). La ligne 6 calcule les sommets
dominant les racines potentielles de G en O(n?) par 'algorithme proposé dans [CHKO1]. Finalement,
la ligne 8 appelle la procédure décrite par 'algorithme 6 page précédente. Cette procédure effectue un
parcours en profondeur d’abord (lignes 9 a 15) a partir de chaque sommet dominant les racines potentielles
de G. Globalement, les lignes 1 & 8 de la procédure sont calculées en O(mn). D’ou, le théoréme :

Théoréme 7. L’algorithme 5 page 51 filtre la contrainte tree(NTREE, VER) en temps O(mn).

4.3 Filtrer la contrainte proper-tree

De nombreuses applications pratiques ne nécessitent pas directement la couverture de tous les sommets
du graphe G associé a la contrainte proper-tree. Par exemple, on peut souhaiter trouver un certain nombre
de chemins empruntant un sous-ensemble des sommets de G (c’est par exemple le cas dans 'exemple de
planification de missions donné en introduction du chapitre 5 page 65). L’objet de cette section est de
montrer comment modéliser et prendre compte une telle situation a ’aide de la variable NPROP représentant
le nombre d’arbres propres autorisés dans une partition valide.

La section 4.3.1 montre que le graphe associé a la contrainte proper-tree ne peut pas étre filtré jusqu’a
I’arc-consistance généralisée en temps polynomial. Ensuite, la section 4.3.2 page suivante détaille I’évalua-
tion des bornes minimum et maximum sur le nombre d’arbres propres pouvant couvrir le graphe associé
a la contrainte proper-tree. Puis, la section 4.3.3 page 57 introduit une condition nécessaire sur 1’existence
d’une solution satisfaisant la contrainte proper-tree. Le filtrage relatif a cette condition nécessaire est in-
troduit en section 4.3.4 page 57 et démontré en section 4.3.5 page 59. Finalement, la section 4.3.6 page 61
étudie la complexité de l'algorithme de filtrage proposé.

4.3.1 Complexité théorique

Théoréme 8. Propager 'arc consistance généralisée pour la contrainte proper-tree(NPROP, VER) est NP-
complet.
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F1G. 4.7 — Modélisation d’un probleme de « hitting set » par une contrainte proper-tree, avec NPROP = 2
et |Vleft| = |C|

Démonstration. Premiérement, un certificat polynomial pour la contrainte proper-tree est fourni. Ce cer-
tificat repose sur un algorithme déterministe polynomial vérifiant qu’une assignation totale des variables
mises en jeu dans la contrainte proper-tree est une solution valide, c.-a-d., satisfait la contrainte. Nous
assurons qu’une assignation compléte des variables de proper-tree constitue une forét bien formée vérifiant
que (1) le graphe orienté G, associé a proper-tree contient NPROP composantes connexes comportant
au moins deux sommets, et (2) Ggure N contient aucun circuit mettant en jeu plus d’un sommet (c.-a-d.,
une boucle sur un sommet).

Dans un deuxieme temps, nous montrons que toute instance du probleme NP-complet « hitting
set »! [GJ78] est reformulable en temps polynomial sous la forme d’une contrainte proper-tree(NPROP, VER).
Une modélisation classique du probleme « hitting set » repose sur un graphe biparti B = (Vieft, Vyight, €)
défini de la maniére suivante :

— un sommet de Vi est associé a chaque sous-ensemble de C;

— un sommet de Vygnt est associé a chaque élément de S

— il existe une aréte dans £ entre un sommet de Vies: et un sommet de Vyign¢ ssi I’élément associé au

sommet de V45 appartient au sous-ensemble associé au sommet de Vies;.
Une solution au probleme du « hitting set » consiste alors a trouver une assignation de chaque som-
met de Vi a un sommet de Vg telle qu'au plus k& sommets de Vg, soient utilisés pour assi-
gner tous les sommets de Vi.r. Nous proposons une transformation polynomiale du probléeme « hit-
ting set » en une contrainte proper-tree(NPROP, VER). Pour cela, nous définissons le graphe associé G par
(Vieft U Vright, {(2,5) € Viest X Viigne | 1 =3V (4,7) € €}). Le probleme du « hitting set » consiste alors a
trouver une partition de G avec au plus k arbres propres (voir figure 4.7). O

Lemme 11. Déterminer le nombre minimum d’arbres propres MINPROP participant a une partition d’un
graphe G en arbres est NP-dur.

Démonstration. Soit P le probleme de satisfaction qui, étant donné un graphe orienté G, détermine
lexistence d’une partition par des arbres de G telle que k arbres soient propres. D’apres le théoréeme 8 page
précédente, P est un probléeme NP-complet. Supposons que G contienne exactement n racines potentielles
et que l'on connaisse un oracle répondant au probleme de satisfaction P alors, MINPROP est calculable en
log,(n) appels & Poracle sur P. O

4.3.2 Bornes sur le nombre d’arbres propres

L’évaluation du nombre minimum d’arbres propres pouvant couvrir le graphe G étant un probleme NP-
-dur, nous allons nous attacher a déterminer une borne inférieure du nombre minimum d’arbres propres

1Etant donné une collection C de sous-ensembles de I’ensemble S et un entier k, le probleme du « hitting set » vérifie
lexistence d’un sous-ensemble &’ C S tel que |S’| < k et S’ contient au moins un élément de chaque sous-ensemble de C.
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CFC, <§;> g

CFCq V

CFCj

FIG. 4.8 — Evaluation de la borne MINPROP sur le graphe G associé a une contrainte proper-tree. Les
composantes puits CFCs et CFC3 vérifient la condition (1), donc chacune va former un arbre propre.
La composante CFC|y est atteinte par un arc de Ggyre, (9,8), donc elle forme aussi un arbre propre. La
borne MINPROP est donc égale a 3.

autorisés pour couvrir G.

Proposition 1. Etant donné une contrainte proper-tree et le graphe G associ€, une borne inférieure
sur le nombre d’arbres propres, MINPROP, utilisés dans toute partition de G est définie par le nombre de
composantes puits de G telles que :

(1) il existe un sommet sans boucle dans cette composante ;

(2) ou, il existe un arc de Ggyre vers un sommet de cette composante.

Démonstration. Dans une composante puits définie par la condition (1), tout sommet sans boucle doit
atteindre une racine potentielle de cette composante. Cela constitue un arbre propre avec au moins
deux sommets. La condition (2) décrit une composante connexe de Gy de taille supérieure ou égale 2.
Comme une telle composante connexe ne peut pas étre refractionnée en composantes de taille strictement
inférieure a 2, elle forme un arbre propre. O

Exemple 3. Le graphe G représenté par la figure 4.8 contient trois composantes puits CFCy, CFC5
et CFCs. La composante CFCq est atteinte par un arc de Ggyre (U'arc (9,8)) donc elle forme un arbre
propre. D’autre part, les composantes puits CFCqy et CFC3 contiennent respectivement les sommets 1 et
4 qui ne sont pas racines potentielles. Comme ils devront quoiqu’il arrive en atteindre une, on sait que
les composantes CFCy et CFC3 engendreront chacune un arbre propre. Finalement, pour le graphe G,
on sait que MINPROP est égal a 3.

Intéressons-nous maintenant au nombre maximum d’arbres propres pouvant couvrir un graphe G associé
a une contrainte proper-tree. Ce nombre est intuitivement lié au nombre de racines potentielles présentes
dans le graphe G. En effet, on ne peut pas construire plus d’arbres bien formés que de racines potentielles
disponibles initialement. Seulement, nous ne devons pas prendre en compte les sommets isolés. Finalement,
parmi les sommets qui ne sont incidents a aucun arc de Gy, il faut évaluer le nombre maximum d’arbres
propres possibles. Un arbre propre étant composé d’au moins deux sommets, on cherche a maximiser le
nombre d’arbres propres dans le sous-graphe de Gqype induit par les sommets qui ne sont incidents a
aucun arc de Ggyur. Avant de présenter la formule calculant la borne supérieure sur le nombre d’arbres

_ : : : 4 (oroot root root
propres couvrant le graphe G = (V, £), nous introduisons le graphe non-orienté Gmaybe = ( aybe Smaybe)
défini par :
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(a) Le graphe G. (b) Le graphe G, associé a G.

maybe

F1G. 4.9 — Un graphe G associé & une contrainte proper-tree est représenté par la figure 4.9(a). Le graphe

root A . S . root
maybe ASSOCI€ & G est donné par la figure 4.9(b). Un couplage de cardinalité maximum de Qmwbe est
root

représenté par les arétes en gras de la figure 4.9(b), on a |u(G7e",. )| = 4. Les composantes connexes de
Gsure de taille > 2 sont données par CCy, CCy et CCs (contenant les arcs en trait plein). Le nombre de
racines potentielles ou fixées est donné par |R| = 6. La borne MAXPROP est donc égale & min(6,4 +3) = 6.

— l’ensemble des sommets de V;fg;be est défini par 'union de ’ensemble V,,,; des sommets racines

potentielle de G,qybe avec 'ensemble V... des sommets précédant au moins une racine potentielle
dans gmaybe )
— l'ensemble des arétes £7°°, est défini par {(u,v) € €| v € Vypot }-

maybe

De plus, nous noterons dans la suite par p( frfg;be

root >2 3 . , . , R
maybe €6, par CCOTL, Iensemble des composantes connexes de Gsyre, de taille supérieure ou égale & 2.

Finalement, on notera par R ’ensemble des racines (potentielles ou fixées) de G.

) un couplage de cardinalité maximum dans le graphe

Proposition 2. Etant donné une contrainte proper-tree et le graphe G associé, une borne supérieure sur
le nombre d’arbres propres, MAXPROP, utilisés dans une partition de G est définie par :

min(|R|, | CCZ5e| + |i(Gragse)l)

Démonstration. Montrons que la borne MAXPROP est correcte (en d’autre termes, MAXPROP est une borne
supérieure du nombre maximum d’arbres propres). Pour cela, considérons les graphes Gaybe €t Gsure
associés au graphe G définissant la contrainte proper-tree. Chaque composante connexe de Gy de taille
supérieure ou égale a 2 va participer a, au plus, un arbre propre. Il reste donc a montrer combien d’arbres

propres peuvent étre créés au plus dans G,qype. Pour cela, considérons le graphe ;?2351;@ dérivé de Graybe
root A
moaebe)| arbres propres dans Graype. A cet effet,

montrons que si tous les sommets de V¢ sont saturés dans le couplage u( ;fg;be) alors, on ne peut pas

créer plus de |u( fgg;beﬂ arbres propres dans Gaype- S'il existe un sommet de V,0¢ non saturé dans le

couplage alors : soit la racine potentielle correspondante n’a pas de prédécesseur dans G,qype €t donc
cette racine ne peut pas former un arbre propre; soit elle possede un prédécesseur u dans Gqype Mmais,

il est forcément saturé dans le couplage pu( ;‘l’gébe) sinon il existerait une chaine augmentante saturant

I’aréte correspondante. O

et montrons que 1’on ne peut pas construire plus de |u(

Exemple 4. Du graphe G représenté par la figure 4.9(a) on peut extraire d’une part le graphe Gr°%

maybe’
représenté par la figure 4.9(b), et d’autre part le graphe Ggyre, représenté par les composantes CCl, C?'JC’l
et CCq de la figure 4.9(a). Un couplage mazimum de g;;;g;be fournit un arrangement par paires des
sommets non instanciés de G précédant au moins une racine potentielle. Cet arrangement maximise, par
définition, le nombre d’arbres propres constructibles dans Gpayve (représenté par les composantes CFC\,
CFCy et CFCy de la figure 4.9(a)). On a donc |u(Goor,.)| = 4. D’autre part, les composantes connezes
CCy, CCy et CCo du graphe Ggyre sont de taille > 2 donce, elles peuvent potentiellement former chacune
un arbre propre. Ainsi, on obtient : MAXPROP = min(|R|,|CCZ2 | + |1(G7°°, )|) = min(6,3 + 4) = 6

sure maybe
arbres propres au mazimum dans le graphe G.
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4.3.3 Existence d’une solution pour la contrainte proper-tree

Le théoreme suivant donne deux conditions nécessaires d’existence d’une solution pour la contrainte
d’arbre proper-tree. La premiere condition assure que l'on peut effectivement créer une forét couvrante
alors que la seconde condition vérifie qu’il existe au moins une valeur k£ dans le domaine de NPROP
compatible avec les bornes sur le nombre d’arbres propres. Remarquons que cette condition est en tout
point similaire & la condition nécessaire et suffisante introduite pour la contrainte tree dans la section 4.2
page 49. Cependant, dans ce cas, on s’attache a évaluer la consistance du domaine de NPROP par rapport
aux bornes MINPROP et MAXPROP. Les bornes MINPROP et MAXPROP n’étant pas forcément réalisables, il
s’agit seulement de conditions nécessaires.

Théoréme 9. Sl existe une solution pour la contrainte proper-tree(NPROP,VER) alors, les conditions
sutvantes sont vérifices :

(1) toute composante puits de G est une composante enracinée de G ;

(2) D(NPROP) N [MINPROP, MAXPROP] # (), ot MINPROP est une borne inférieure du nombre minimum
d’arbres propres pouvant couvrir G (proposition 1 page 55) et, MAXPROP est une borne supérieure du
nombre maximum d’arbres propres pouvant couvrir G (proposition 2 page précédente).

Démonstration. Pour la condition (1) : Si une composante puits de G n’est pas une composante enracinée
alors, il existe au moins un circuit dans G parmi les sommets associés a cette composante puits et la
contrainte ne peut pas étre satisfaite. Pour la condition (2) : Si D(NPROP) N [MINPROP,MAXPROP| = ()
alors, soit max(NPROP) est strictement inférieur & MINPROP, soit min(NPROP) est strictement supérieur a
MAXPROP. Dans le premier cas, la contradiction est évidente par le fait que, pour chaque composante puits
de G prise en compte dans la borne MINPROP (proposition 1 page 55), on a montré qu’au moins un arbre
propre serait créé. Dans le second cas, la borne MAXPROP étant correcte (proposition 2 page précédente),
Pexistence d’une solution pour la contrainte proper-tree, contenant un nombre d’arbres propres supérieur
a MAXPROP est impossible. O

4.3.4 Algorithme de filtrage pour la contrainte proper-tree

Nous décrivouns ici le filtrage relatif a la contrainte proper-tree(NPROP, VER) par rapport aux bornes MINPROP
et MAXPROP associées aux propositions 1 page 55 et 2 page précédente. Tout d’abord, nous décrivons
comment la notion de sommet dominant dans le graphe G va & nouveau (c’était déja le cas pour la
contrainte tree en section 4.2 page 49) permettre de filtrer certains arcs inconsistants de Gmayse Dar
rapport a la borne MINPROP. Puis, nous montrerons comment les couplages maximaux du graphe ;‘L’gébe
associé & G qype vont également permettre (c’était déja le cas pour la contrainte proper-forest au chapitre 3
page 29) de filtrer les arcs inconsistants de Gpaype par rapport a la borne MAXPROP.

Cependant, avant de s’intéresser au filtrage de la contrainte proper-tree relativement aux bornes
MINPROP et MAXPROP, remarquons que l'algorithme de filtrage proposé en section 4.2 page 49 pour la
contrainte tree reste également valide dans le cas de la contrainte proper-tree, excepté pour la partie
concernant les bornes MINTREE et MAXTREE, qui sont spécifiques a la contrainte tree. En effet, il suffit
pour s’en convaincre d’observer que les deux contraintes ne different que par les variables NTREE et NPROP
spécifique a chacune. On remarque alors, que le nombre d’arbres (NTREE) pouvant partitionner un graphe
G est toujours supérieur ou égal au nombre d’arbres propres (NPROP) pouvant couvrir ce méme graphe.

Exemple 5. La figure 4.10(a) page suivante présente un graphe G associé & ume contrainte
proper-tree(NPROP, VER). Ce graphe sera utilisé pour illustrer Ueffet des algorithmes de filtrage que nous
allons introduire dans la suite de cette section. Les rectangles représentent les sommets des composantes
puits de G atteintes par un arc de Geure (T) et des composantes puits de G contenant un sommet sans
boucle (P). Les arcs en pointillé sont les arcs de Guaype €t les arcs en traits pleins sont ceuz de Gsyre.

Filtrage lorsque NPROP < MINPROP.

L’algorithme 7 page 59 commence tout d’abord par calculer la borne MINPROP (ligne 1) relative aux
nombres minimum d’arbres propres autorisés dans le graphe G associé a la contrainte proper-tree. Puis,
nous répercutons cette borne sur la variable NPROP (ligne 2).
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(a) Le graphe G associé & la contrainte (b) G apres filtrage lorsque NPROP <
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(¢) Un couplage maximum dans ;fg;be. (d) G apres filtrage lorsque NPROP >
MAXPROP = 10.

F1G. 4.10 — La figure 4.10(a) représente un graphe G associé a la contrainte proper-tree(NPROP, VER). La
figure 4.10(b) représente 1’état du graphe G apres le filtrage relatif & la borne MINPROP. La figure 4.10(c)

représente la graphe Q’;fb’g;be associé a G, les arétes en gras sont les arétes appartenant au couplage maxi-

mum (Get, ) du graphe Groot, - associé au graphe G. Les arétes en pointillé sont les arétes n’appartenant

a aucun couplage de La figure 4.10(d) représente 1'état du graphe G apres le filtrage relatif a la
borne MAXPROP.

root
maybe*

Le filtrage du graphe G4y relatif a la borne MINPROP nécessite de vérifier pour chaque sommet du
graphe Graybe, s'il peut atteindre une composante puits de Gp,qype dont on est certain qu’elle formera
un arbre propre (ces composantes sont enregistrées dans les ensembles 7 et P, lignes 4 et 5). L’intuition
de I'algorithme est basée sur la détection des arcs de Gpaype qui vont empécher certains sommets d’étre
reliés aux arbres propres déja créés ou aux composantes puits dont on est stir qu’elles formeront au moins
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Algorithme 7 Filtrer une contrainte proper-tree(NPROP, VER) avec NPROP < MINPROP.

Restriction de NPROP */

. Calculer MINPROP ;

Ajuster min(NPROP) avec MINPROP ;

Filtrage de Gmqybe par rapport a MINPROP */

Si D(NPROP) = MINPROP alors

T < les sommets des composantes puits de § atteintes par un arc de Gayre ;

P < les sommets des composantes puits de § contenant un sommet sans boucle ;

D < les sommets dominants les racines potentielles de 7 UP (racines de G inclues) ;
Appliquer la procédure FilteringDominators(G,7 UP,D) décrite par 1l’algorithme 6 page 52 ;
Retourner le graphe G filtré;

*

(O(X)O’:U'lnh(ﬂ}l\.)l—‘\

un arbre propre (les composantes enregistrées dans 7 et P). Ce filtrage correspond parfaitement & celui
introduit dans le cas de la contrainte tree. En effet, dans le cas de tree, on considérait que toute racine du
graphe G pouvait former un arbre alors que, dans le cas de proper-tree, on ne considere qu’un sous-ensemble
de racines de G donné par ’ensemble des racines contenues dans 7 UP. La procédure permettant de filtrer
chaque sommet dominant est décrite par 'algorithme 6 page 52 FilteringDominators() appliqué sur le
graphe G par rapport au sous-ensemble 7 U P des sommets de G.

Remarquons que dans le cas du filtrage sur la borne MINPROP, il est inutile d’appliquer le filtrage, pour-
tant valide, de la contrainte tree comme nous l'avions dit en introduction. En effet, si dans la contrainte
tree les sommets dominants sont calculés par rapport a toutes les racines du graphe G, dans le cas de
proper-tree, les sommets dominants sont calculés par rapport & un sous-ensemble des racines de G (celles
contenues dans 7 U P). Donc, tout sommet dominant de G pris en compte par le filtrage de la contrainte
tree est pris en compte par le filtrage de la contrainte proper-tree lorsque la borne MINPROP est atteinte.

Exemple 6. La figure 4.10(b) page précédente représente l’état du graphe G de la figure 4.10(a) page
ci-contre obtenu aprés filtrage par Ualgorithme 7. Dans la figure 4.10(a) page ci-contre, les sommets
{1,2,7,10,11} sont des sommets dominant les racines potentielles de T UP. L’algorithme 7 supprime la
boucle sur les racines potentielles 2 et 11 car il s’agit de sommets de G qui dominent les racines potentielles
de T UP pour au moins un sommet qui lui n’est pas racine potentielle, dans notre cas les sommets 1, 13 et
14. Puis, il supprime les arcs sortant de chacun des sommets dominants pouvant empécher l’accés a une
racine potentielle de T UP. Ainsi, les arcs (1,0), (2,0), (2,1), (7,6), (10,9) et (11,10) sont supprimés.

Filtrage lorsque NPROP > MAXPROP.

L’algorithme 8 page suivante commence tout d’abord par calculer la borne MAXPROP (ligne 1) relative aux
nombres maximum d’arbres propres autorisés dans le graphe G associé a une contrainte proper-tree. Puis,
nous répercutons cette borne sur la variable NPROP (ligne 2).

Le filtrage du graphe Gp,qype relatif & la borne MAXPROP nécessite de détecter les arétes (u,v) saturées
dans tout couplage maximum de :;?g;be- En effet, ces arétes nous assurent que les sommets u et v feront
partie du méme arbre propre (contenant soit les arcs (u,v) et (v,v), soit les arcs (v,u) et (u,u)) dans
toute couverture valide de Gpayve Par |1(G reyp.)| arbres propres (lignes 3 a 14). L'intuition de ce filtrage
est basée sur le fait que I'on cherche a créer le plus grand nombre d’arbres propres dans G,aype- Dans ce

but, les lignes 3 a 14 suppriment tous les arcs de Gqype qui ne peuvent pas y contribuer.

Exemple 7. La figure 4.10(d) page précédente représente ’état du graphe G de la figure 4.10(a) page
ci-contre obtenu apres filtrage par lalgorithme 8 page suivante. Dans la figure 4.10(c) page ci-contre, les
arétes (u,v) appartenant a tout couplage de cardinalité mazimum de g;gg;be conduisent au filtrage des
arcs sortant des sommets u et v. Ainsi, les arcs entre les sommets O et 2, 1 et 2, 2 et 3, 3 et 4, 4 et 5,
4 et7, 10 et 11, 10 et 12, 12 et 13, 13 et 14 vont étre supprimés. Finalement, la boucle sur le sommet 2

est supprimée par les lignes 12 a 14 puisque Uarc (2,4) appartient & Gmayve mais pas Uarc (4,2).

4.3.5 Correction

Pour prouver que les algorithmes 7 et 8 page suivante sont corrects, nous montrons que :
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Algorithme 8 Filtrer une contrainte proper-tree(NPROP, VER) avec NPROP > MAXPROP.

/* Restriction de NPROP */

1.

Calculer MAXPROP ;

2. Ajuster max(NPROP) avec MAXPROP ;
/* Filtrage de Gpayve par rapport & MAXPROP */
3. Si D(NPROP) = MAXPROP alors

4.
5
6.
7.
8
9.
10.
11.
12.

13.
14.

Pour chaque aréte (u,v) de 7';‘1’,‘;;;,8 faire

Si (u,v) appartient & tout couplage de cardinalité maximum de G

Pour chaque arc (u,w) de Gmayre tel que w # v et w # u faire
Supprimer (u,w) de Gmaybe ;

Pour chaque arc (v,w) de Gnaye tels que w # v et w # u faire
Supprimer (v,w) de Gmaybe ;

Si u est une racine potentielle ou v est une racine potentielle mais pas les deux alors
Forcer la boucle sur u ou sur v suivant le cas;

Si u et v sont deux racines potentielles alors
Si (u, v) est dans gmaybe mais pas (v,u) alors Supprimer la boucle sur u;
Sinon Supprimer la boucle sur v ;

o0t

maybe alors

15. Retourner le graphe G filtré;

. aucun arc de G n’est supprimé par ’algorithme 7 page précédente s’il appartient & au moins une

solution satisfaisant la contrainte proper-tree (Lemme 12);

. aucun arc de G n’est supprimé par l’algorithme 8 s’il appartient & au moins une solution satisfaisant

la contrainte proper-tree (Lemme 13).

Lemme 12. L’algorithme 7 page précédente ne supprime aucun arc de Gmayve appartenant a av moins
une solution satisfaisant la contrainte proper-tree(NPROP, VER) lorsque NPROP < MINPROP.

Démonstration. On rappelle tout d’abord que toute composante puits contenue dans 7 UP forme au moins
un arbre propre. Maintenant, supposons qu’il existe une solution S satisfaisant la contrainte proper-tree.
Nous pouvons distinguer deux hypotheses possibles pour le filtrage effectué a la ligne 8 de 1’algorithme 7
page précédente :

— Soit u un sommet racine de S tel que la boucle sur u aurait été supprimée par la ligne 8. Alors, par

définition, u est un sommet dominant les racines potentielles de 7 U P dans G. De plus, il existe
un sommet v, qui n’est pas une racine potentielle, tel que tout chemin de v & une racine potentielle
de 7 U P passe par le sommet u. Dong, fixer la boucle sur u va créer un nouvel arbre enraciné sur
u. Il s’agit d’un arbre propre puisque v est forcément rattaché a v par un chemin. Mais, u pouvait
lui-méme étre rattaché a une racine potentielle de 7UP, c.-a-d., a des composantes qui vont chacune
former au moins un arbre propre. Ainsi, fixer la boucle sur u crée un arbre propre supplémentaire :
c’est une contradiction ;
Soit (u,v) un arc de S qui aurait été supprimé par la ligne 8. Alors, par définition, u est un sommet
dominant les racines potentielles de 7 U P dans G. De plus, forcer 'arc (u,v) dans G implique
que ni u, ni v ne pourront atteindre une racine potentielle de 7 U P. Donc les sommets u et v
vont appartenir a un nouvel arbre propre qui ne sera pas enraciné sur un sommet de 7 U P. Ce
nouvel arbre est forcément supplémentaire car v aurait pu étre rattaché par un chemin a une racine
potentielle de 7 U P, et v pouvait toujours étre rattaché & u. Ainsi, fixer 'arc (u,v) crée un arbre
propre supplémentaire : c¢’est une contradiction.

O

Lemme 13. L’algorithme 8 ne supprime aucun arc de Gpmaype appartenant ¢ au moins une solution
satisfaisant la contrainte proper-tree(NPROP, VER) lorsque NPROP > MAXPROP.

Démonstration. On montre tout d’abord que tout arc (u,v) de Gpayse supprimé par I’algorithme ne crée
pas un sommet w ne pouvant plus atteindre de racine de G. Supposons que cela ne soit pas le cas. De la
suppression d’un arc (u,v), on peut étudier deux cas :
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(1) u # v : c’est le filtrage des lignes 5 & 11. On peut en déduire que u et v dominent les racines de G
par rapport a w. Par conséquent, le sommet v est une racine potentielle mais pas le sommet u et, u
ne précede pas directement une autre racine que v sinon le retrait de (u,v) n’aurait pas isolé w des

racines de G. Mais alors, dans erfg;be, u est atteint par 'unique aréte (u,v) donc, (u,v) est saturée
dans au moins un couplage de cardinalité maximum de :,‘L’g;be et n’a pas pu étre supprimée par les
lignes 5 & 11 : c’est une contradiction.

(2) u=wv: clest le filtrage des lignes 12 et 14. Dans ce cas, on sait que u = v. Mais alors, la boucle
sur u était la seule racine atteignable par w. Ceci est absurde car, si (u,v) est supprimée de Gaype
alors, c’est qu’il existe un arc (u,r) tel que 7 est une racine de G. Donc, apres le retrait de (u,v), le
sommet w peut toujours atteindre une racine de G.

Supposons maintenant qu'’il existe une solution S telle qu'il existe un arc (u,v) dans S supprimé par
I’algorithme 8 page ci-contre. Etudions les deux cas de filtrages possibles :
(1) u# v : cest le filtrage des lignes 5 & 11. Cela signifie qu’il existe un arc (u,w) dans Gqaype tel
que laréte (u,w) correspondante dans frfg;be soit saturée dans tout couplage maximum. Si ’aréte
(u, w) est une aréte toujours saturée alors, les sommets u et w forment un arbre propre dans toute
partition de }}L’(‘l’ébe maximisant le nombre d’arbres propres (voir la contrainte proper-forest). Par
conséquent, ils forment aussi un arbre propre dans toute partition de G,qype maximisant le nombre
d’arbres propres. Ainsi, la suppression de l'arc (u, w) de Gpaype diminue le nombre d’arbres propres
couvrant Gpaype : c’'est une contradiction.
(2) u=wv: clest le filtrage des lignes 12 et 14. C’est une conséquence directe de la preuve pour le cas
u # v. En effet, si pour une aréte (u,w) toujours saturée dans ;fg;be ne correspond qu’un unique
arc (u,w) de Guaype alors, la boucle sur u ne peut pas étre fixée. En effet, elle empécherait les
sommets u et w de former un arbre propre : ¢’est une contradiction.

O

4.3.6 Complexité

Le calcul de la borne MINPROP repose sur la connaissance des composantes connexes du graphe G, et des
composantes fortement connexes de G, la complexité est donc en O(m+n). Le calcul de la borne MAXPROP
nécessite de calculer un couplage de cardinalité maximum dans le graphe G;77%, = associé & Gaybe, ceci
peut étre effectué en O(m+/n) [MV80].

Le filtrage relatif a la borne MINPROP nécessite de connaitre les composantes puits de Gyqaype contenant
un sommet sans boucle et celles atteintes par un arc de Gq.. Reconnaitre de telles composantes fortement
connexes de Gpaybe colite au plus O(n) (en admettant que les composantes puits de Gy qype SOlent connues).
Il faut aussi détecter I’ensemble des sommets dominant les racines potentielles de 7 UP, ce qui est calculé
en O(n?) comme nous I'avons montré en section 4.2 page 49. Finalement, pour chaque sommet dominant,
un parcours en profondeur est exécuté en O(mn) par la procédure FilteringDominators introduite par
I’algorithme 6 page 52.

Finalement, le filtrage relatif a la borne MAXPROP nécessite de savoir détecter les arétes de Q;fg;be satu-

rées dans tout couplage de cardinalité maximum de :,fg;be. Comme nous ’avons montré en section 3.3.4

page 42 ceci peut étre respectivement effectué en O(mn). On en déduit les théorémes suivant :

Théoréme 10. Les algorithmes 7 page 59 et 8 page précédente filtrent une contrainte proper-tree avec
une complexité temporelle de O(nm).

4.4 Synthese sur les contraintes d’arbre dans les cas orienté et
non-orienté

Cette section met en lumiere les similitudes et les différences entre, d’une part les contraintes resource-forest
et proper-forest introduites par le chapitre 3 page 29, et d’autre part les contraintes tree et proper-tree
que nous venons de voir. Nous rappelons que toutes les quatre sont définies sur un graphe G = (V, &),
orienté ou non suivant le cas, tel que [V| =n et |E] = m.
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Le Tableau 4.1 résume les meilleures complexités connues pour vérifier la faisabilité et filtrer chaque
contrainte d’arbre. Il faut remarquer que, comme bien souvent, le calcul d’une forét couvrante pour un
graphe G donné est globalement plus coliteux dans le cas des graphes orientés, que dans le cas des graphes
non-orientés.

Dans la suite, le tableau 4.2 page ci-contre utilise les notations suivantes :

Notation 6. Pour un graphe H donné,
- |CC(H)| est le nombre de composantes connexes mazximales au sens de linclusion ;
— p(H) est un couplage de cardinalité mazimum de H ;
|CFC sin.(H)| dénote le nombre de composantes fortement connexes puits dans H ;
— |Ru| est le nombre de racines potentielles dans H ;
— |CFC proper (H)| est le nombre de composantes puits de H telles que pour chaque composante dé-
comptée, il existe un sommet sans boucle ou il existe un arc sur l’atteignant.

Le tableau 4.2 page suivante résume les principales propriétés de graphes utilisées pour déterminer
des bornes réalisables sur le nombre d’arbres autorisés pour couvrir le graphe, ainsi que les conditions
d’existence d’arbres « bien formés » vis-a-vis de la définition de chaque contrainte. Ce dernier tableau
montre que quatre propriétés de la théorie des graphes définissent les quatre contraintes : les composantes
connexes (dans le cas de graphes non-orientés), les composantes fortement connexes (dans le cas des
graphes orientés), le couplage de cardinalité maximum et, la détection de cycles et circuits. Pour chacune
des contraintes, des conditions nécessaires et des regles de filtrages ont été déduites avec des algorithmes
connus (par ex., « parcours en profondeur d’abord », couplage de cardinalité maximum, détection de
composantes connexes, calcul des sommets dominants), ainsi que de nouveaux algorithmes (par ex.,
identification des sommets saturés dans tout couplage de cardinalité maximum). Ce tableau met bien en
évidence ’équivalence sémantique existante entre la contrainte proper-forest et la contrainte proper-tree
d’une part et, entre la contrainte resource-forest et la contrainte tree d’autre part.

Dans le premier cas, les bornes MINTREE de proper-forest et MINPROP de proper-tree évaluent toutes
deux les composantes (connexes ou fortement connexes) du graphe G dont on est certain qu’elles vont
former un arbre propre dans G. De maniere similaire, la borne MAXTREE de proper-forest et MAXPROP de
proper-tree évaluent toutes deux le nombre maximum d’arbres propres de G en comptant : d’une part le
nombre de composantes connexes de Gg,re qui vont former (ou potentiellement former) un nouvel arbre
propre (| CC(Gsure )| pour proper-forest et |0022 | pour proper-tree) ; d’autre part, le nombre maximum

sure
d’arbres propres pouvant étre formé par le graphe des arcs « possibles » (|(Gmaype )| pour proper-forest
et |u(Goere)| pour proper-tree). Notons toutefois que MINPROP et MAXPROP, dans le cas de la contrainte
proper-tree, ne sont pas des bornes forcément réalisables.

Dans le second cas, les bornes MINTREE de resource-forest et MINTREE de tree évaluent toutes deux
les composantes (connexes ou fortement connexes) du graphe G dont on est certain qu’elles vont former
un arbre. On remarque bien, que dans un cas, toutes les composantes connexes sont considérées, alors
que dans 'autre seules les composantes puits le sont. En effet, le passage aux graphes orientés impose un
sens de circulation des feuilles vers la racine. Pour les bornes MAXTREE de resource-forest et MAXTREE de
tree, elles évaluent toutes deux le nombre de sommets pouvant servir de racine a un arbre (le nombre de
sommets ressources pour resource-forest et le nombre de racines potentielles pour tree).

Tuve de araphe Non-orienté Orienté
up grap proper-forest \ resource-forest tree \ proper-tree
vérifier la faisabilité O(m+/n) O(n+m) O(n+m) | O(my/n)

O(mn) [pire cas],

O(m/n) [classique] O(n+m) O(mn) O(mn)

consistance

TAB. 4.1 — Meilleures complexités connues pour les contraintes structurelles de partitionnement par des
arbres.
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Non-orienté

Type de graphe

resource-forest

|CC(G)]

proper-forest

MINTREE |CC(9)]
CC(Gsure) avec au moins
MAXTREE ‘ Oc(gsure)‘ + |M(gmaybe)| ‘ ( )
un sommet ressource|
d 1 d Sure
Arbres pas de cycles dans Gyre, pas de cycle dans &

un sommet ressource

« bien formés » pas de sommets isolés dans G

dans chaque CC(Gsure)
D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] £ ()

Nombre d’arbres valides

Orienté
Type de graphe
proper-tree tree
MINPROP | MINTREE |CFC proper(G)] |CFC sink(G)]
MAXPROP | MAXTREE min(|R|, |CCae| + [1(Graawse)|) IR|

au moins une racine potentielle dans chaque CFC's;nk(G)
‘D(NPROP) N [MINPROP, MAXPROP] # () \ D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE] # ()

Arbres « bien formés »
Nombre d’arbres valides

TAB. 4.2 — Propriétés de graphe caractérisant les solutions des contraintes de partitionnement par des
arbres.
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E nombreux problémes combinatoires reposent sur le partitionnement d’un graphe en un ensemble
d’arbres. Bien souvent, le partitionnement seul n’est pas suffisant. En effet, la modélisation du
probléme nécessite la prise en compte de contraintes additionnelles telles qu’une restriction sur le degré
de chaque sommet, des relations de précédences ou d’incomparabilités entre certains sommets du graphe
a partitionner.

Le probléme de planification de missions [Gue07] est un probléme mentionnant de telles contraintes
additionnelles hétérogenes. Ainsi, il constitue un bon exemple réel illustrant la nécessité de prendre en
compte directement des contraintes additionnelles au cceur de la contrainte tree introduite au chapitre 4
page 47. Un probléme de planification de missions peut se modéliser par un ensemble de ressources (les
sommets Fq, Eo, E5 de la figure 5.1 page suivante) devant atteindre un certain nombre d’objectifs (les
sommets O, O, O3 de la figure 5.1 page suivante). Pour cela, les ressources se déplacent dans un environ-
nement, par exemple une ville modélisée sous la forme d’un graphe orienté (les sommets ¢ € {0,1,...,11}

65
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et les arcs de la figure 5.1(a)). Chaque ressource peut étre contrainte de sorte que certains sommets de ’en-
vironnement lui soient interdits (les ressources Eq, Fy et E3 ne peuvent respectivement pas passer par les
sommets 4, 1 et 2). Certains objectifs ne peuvent étre affectés qu’a certaines ressources (la ressource Es5 est
pré-affectée a 'objectif O3). Ce type de probléeme nécessite aussi la prise en compte d’objectifs secondaires.
Par exemple, on doit pouvoir modéliser le fait qu’atteindre un sommet donné de ’environnement nécessite
le passage par d’autres sommets dans la suite du parcours (les arcs (0, 8), (0,9), (2,5), (2,10), (3,7), (3,11)
de la figure 5.1(b)). Finalement, une solution satisfaisant ’ensemble de ces contraintes est la couverture du
graphe modélisant les ressources, I’environnement et les objectifs, par des chemins disjoints (figure 5.1(c)).
Remarquons que les sommets non utilisés correspondent a des sommets isolés portant une boucle dans la
solution (le sommet 4 de la figure 5.1(c)).

ENohe
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1 1

[=]
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O3

Polielno
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Jlos=olno
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OO @

(a) Graphe des scénarios possibles. (b) Contraintes sur la planification.

O ONNCS
)

(¢) Une solution consistante.

F1c. 5.1 — Un exemple de planification de missions avec des contraintes hétérogenes. La figure 5.1(a)
représente le graphe a couvrir, c.-a-d., le graphe G qui sera associé a notre contrainte tree. L’objectif
est de proposer une couverture de ce graphe par trois chemins débutant sur les sommets E1, Fs, F5 et
terminant sur les sommets Oy, Oz, O3. La figure 5.1(b) donne les contraintes de la couverture recherchée :
les arcs en trait plein représentent des contraintes de précédences, les arcs en pointillé correspondent a des
contraintes de précédences conditionnelles (c.-a-d., s’il existe une contrainte de précédence conditionnelle
entre les sommets u et v alors, si un chemin atteint le sommet u, ce méme chemin doit ensuite atteindre
le sommet v) et les arétes en pointillé discontinus & des contraintes d’incomparabilités. Finalement, la
figure 5.1(c) représente une solution satisfaisant I’ensemble les contraintes représentées par la figure 5.1(b).

Intuitivement, les contraintes sur le degré de chaque sommet permettent de restreindre la forme
de la partition & des chemins ou des arbres binaires par exemple. De méme les contraintes de pré-
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cédence [Que06]) sont nécessaires pour exprimer un ordre partiel entre les sommets du graphe. Les
contraintes d’incomparabilité (parfois également appelées contraintes de dominance [ADKT03, Thi04,
BDMNO04]) expriment que deux sommets ne sont pas situés sur un méme chemin. La contrainte sur le
nombre d’arbres « propres » permet de faire une distinction sur la forme des arbres dans la couverture.
Ainsi, un arbre peut étre défini comme une composante connexe sans circuit. Néanmoins, on peut distin-
guer les arbres contenant au moins deux sommets (arbre propre A. CAYLEY [Cay89]) des arbres réduits
a un sommet isolé. Finalement, les contraintes de précédence conditionnelle permettent d’exprimer une
forme conditionnelle des contraintes de précédence « pures ». Une telle contrainte, entre deux sommets
u et v du graphe a couvrir, induit que si u appartient & un arbre propre alors u précede v dans cet arbre.
Parmi les exemples pratiques d’utilisation de ses contraintes, on pourra citer le probleme de reconstruc-
tion de super-arbres en phylogénie [ASSU81, BEGS02, GPSWO03, NW96, Ste92], le partitionnement d’un
graphe par des chemins [CB04, Que06] ou des circuits [Bou99.

Dans le chapitre 4 page 47, nous avons étudié les contraintes tree et proper-tree. L’objectif de ce
chapitre est d’unifier et d’étendre ces deux contraintes en une contrainte extended-tree prenant en compte
les contraintes additionnelles introduites précédemment :

— contraintes de précédence entre sommets : un sommet u précéde un sommet v dans un graphe G si

u et v appartiennent au méme arbre et qu’il existe un chemin de u a v dans cet arbre;

— contraintes de précédence conditionnelle : si deux sommets u et v sont tels que « u précede condi-

tionnellement v » et u, v sont dans le méme arbre propre alors u précede v dans la partition;

— contraintes d’incomparabilité : deux sommets u et v sont incomparables s’il n’existe pas de chemin

de u & v ou de v & u dans la partition;

— contraintes de degré : le demi-degré négatif de chaque sommet du graphe (c.-a-d., le nombre de

prédécesseurs de chaque sommet) est restreint ;

— contraintes sur le nombre d’arbres propres : un arbre propre étant défini comme un arbre conte-

nant au moins deux sommets, on force une partition a étre composée d’un certain nombre d’arbres
propres.

La figure 5.2 présente les parametres de la contrainte extended-tree qui permettent d’exprimer un ensemble
de restrictions sur les partitions effectivement autorisées.

La contrainte extended-tree étendue est définie par extended-tree(NTREE, NPROP, VER), ol NTREE

(le nombre d’arbres de taille au moins 1) et NPROP (le nombre d’arbres de taille au moins 2)

sont deux variables entieres et VER représente la collection de sommets du graphe G associé.

Chaque sommet v; possede les attributs suivants :

— L est un entier compris entre 1 et n. Il représente le nom du sommet v; dans la collection ;

— S est une variable entiére définie sur I'intervalle [1, n]. Elle représente 'unique successeur (ou
pere) du sommet v; dans une couverture. Si ¢ € D(VER[{].S) alors, on dira que v; est une
racine potentielle ;

— P est un ensemble (éventuellement vide) d’entiers composés d’éléments de [1, n] représentant
les noms des sommets du graphe. On peut 'interpréter comme I’ensemble des descendants
obligatoires du sommet v; ;

— C est un ensemble d’entiers (éventuellement vide) composés d’éléments de Uintervalle [1,n]
représentant les noms des sommets du graphe. On dira que si le sommet v; appartient & un
arbre propre alors il doit exister un chemin de v; vers chacun des sommets de VER[i].C;

— I est un ensemble (éventuellement vide) d’entiers composés d’éléments de Uintervalle [1, n] qui
représentent les noms des sommets du graphe. On peut l'interpréter comme 1’ensemble des
sommets incomparables avec v;. Notons que la relation d’incomparabilité étant symétrique,
pour un sommet v; ’ensemble des sommets éventuellement incomparables avec v; est dans
Pintervalle [i + 1,n];

— D est une variable entiere définie sur [0,n — 1]. Elle peut étre interprétée comme le demi-degré
intérieur de v; (en ne comptant pas les boucles engendrées par les racines potentielles).

F1G. 5.2 — Parametres de la contrainte extended-tree prenant en compte un ensemble de contraintes
additionnelles modélisant des restrictions sur les partitions autorisées.
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Un point clé dans la résolution de problémes combinatoires est d’éviter la découverte répétitive de
la méme inconsistance (ce phénomene est généralement appelé thrashing). Ainsi, la contribution de ce
chapitre est un ensemble de conditions nécessaires relatives aux restrictions additionnelles lies a la
contrainte extended-tree. Ces conditions prennent en compte une partie des interactions existantes entre
les contraintes supplémentaires dans le but de prévenir le phénomene de thrashing. Par conséquent, la
contrainte extended-tree proposée sera en mesure de résoudre différents problémes pratiques comme le pro-
bléme de reconstruction de super-arbres en phylogénie et les problemes de chemins disjoints partiellement
ordonnés, qui sont généralement traités par des approches ad-hoc distinctes.

La contrainte extended-tree est définie a partir d’un graphe orienté G tel que proposé dans la dé-
finition 34 page 48 : le graphe des successeurs G = (V,€) est décrit par V = {v; | i € [1,n]} et
&€ = {(vi,v;) | j € D(VER[z].8)}. nous rappelons maintenant les notions d’arc sir et d’arc possible :
un arc (4,7) du graphe G associé & une contrainte tree est dit S-arc (un arc sir) si D(VER[i].S) = {j},
sinon (4, j) est dit M-arc (un arc possible). Un sommet ¢ est dit S-succ si tout arc sortant de 4 est S-arc,
sinon ¢ est dit M-succ. De la méme maniere, un sommet ¢ est dit S-pred si tout arc entrant est S-arc,
sinon 7 est dit M-pred. Ces notations nous permettent d’introduire les notions de graphes des successeurs
surs et possibles associés au graphe G :

; . Figure 5.3(a) page ci-contre Figure 5.3(b) page suivante
vi | VERQLL | VERG]S | merr S T VERMT.C | VER[T || VER[]D | VER[].P | VER[.C | VER[].T | VER[]D
v1 1 {1,3} - - - [0, 6] - - - [0, 2]
V2 2 {4,5,6} - - - [0, 6] - - {3} [0,2]
V3 3 {1, 4} - - - [0, 6] {1} - - [0,2]
V4 4 {1,3,6} - - - [0, 6] - - {6} [0, 2]
Vs 5 {2,5} - - - [0, 6] - - - [0,2]
V6 6 {1,4,5} - - - [0, 6] - - - [0,2]

; . Figure 5.3(c) page ci-contre Figure 5.3(d) page suivante
vi | VERGLL | VERG]S | merr s TVERLI.C | VER[]T || VER[]D | VER[].P | VER[.C | VER[].T | VER[]D
o 1 .,3) 5 - 5 [0, 3] 5 5 5 0,1]
v2 2 {4,5,6} {4} - - [0,3] {3,4,6} - - [0,1]
3 3 {1,4} - - {6} [0,3] {1} - {5} [0,1]
V4 4 {1,3,6} ; - (5,6} || [0,3] - ; {5} [0,1]
Vs 5 {2,5} - - - [0, 3] - - - [0,1]
U6 6 {1,4,5} - - - [0, 3] {1} - - [0,1]

; . Figure 5.3(e) page ci-contre Figure 5.3(f) page suivante
vi | VERGLL | VERG]S | merr s TVERLT.C | VER[]T || VER[]D | VER[]P | VER[.C | VER[].T | VER[]D
T S T I 67F) S N ) S B ) S 1 B : 0.
Vs 2 {4,5,6} - - (3} [0,2] - {4} - [0,1]
vs 3 (1,4} - - - [0,2] - - - 0,1]
V4 4 {1,3,6} - - - [0,2] - - - [0, 1]
U5 5 {2,5} - - - [0,2] - - - [0,1]
V6 6 {1,4,5} - - - [0, 2] - {3} - [0,1]

TAB. 5.1 — Les trois premieres colonnes décrivent le graphe G associé a la contrainte extended-tree.
Chacune des autres colonnes représente un ensemble de contraintes supplémentaires pour laquelle chaque
sous-figure de la figure 5.3 page suivante donne une solution possible.

Définition 38 (Graphes des successeurs surs et possibles). Etant donné une contrainte extended-tree et
son graphe associé G = (V, &) :
— Le graphe des successeurs surs Gg,r. contient tous les arcs qui doivent appartenir a la partition.
Formellement, Gsyre = (V, Esure), 00 Esure est ensemble des S-arcs de G ;
— Le graphe des successeurs possibles Gpqype contient tous les arcs qui peuvent éventuellement ap-
partenir ¢ une partition. Formellement, Gmaype = (Vmaybe, Emayve); 0U Vimaype contient tous les
sommets qui sont incidents a au moins un M-arc, et Epqype est 'ensemble des M-arcs de G.

La contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER) impose que le graphe G qui lui est associé soit une
forét composée de NTREE arbres, dont NPROP sont des arbres propres, telle que toutes les contraintes de
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précédence, de précédence conditionnelle, d’incomparabilité, et de degré soient vérifiées. Formellement,
on a :

Définition 39. Un graphe orienté G = (V,€) satisfait la contrainte d’arbre étendue
extended-tree(NTREE, NPROP, VER) si et seulement si :
— pour chaque ¢ € [1,n] on a VER[{].L =14,
— G est composé de NTREE composantes connexes;
— G est composé de NPROP composantes connexes de taille au moins deux;
— a lexception de la boucle sur la racine, aucune composante connexe de G ne contient de circuits;
— pour chaque sommet i, il existe un chemin élémentaire dans G de i a j pour tout j appartenant a
VER[i].P;
— pour chaque sommet i, quel que soit j dans l’ensemble VER[i].C, il existe un chemin élémentaire dans
G dei aj ssij appartient a une composante connexe comportant au moins deur sommets ;
— pour chaque sommet i, quelque soit j appartenant a VER[i|.I, il n’existe aucun chemin de i a j et
aucun chemin de j a i dans G ;
— pour chaque sommet i, il existe VER[{].D sommets j, avec j distinct de i, tels que j soit un prédé-
cesseur de i (c.-a-d., VER[j].8 = i) dans G ;

Cr Cr Cr Cr Cr Cr

é/@\ 8t ,@5 6@5 é@é\ 6
ROROLO L0
(a) Le graphe original G. (b) D< 2, NTREE = 2, NPROP = 2.  (c) D < 3, NTREE = 2, NPROP = 1.

(Dl
Oy W

(d) D<1,NTREE=2,NPROP=1. (e) D <2, NTREE=1, NPROP = 1. (f) D <1, NTREE = 1, NPROP = 1.

F1G. 5.3 — (a) Le graphe G associé & la contrainte extended-tree détaillée dans lexemple 8. Dans les
sous-figures (b,c,d,e,f) 5 solutions vérifiant les contraintes de précédence, de précédence conditionnelle,
d’incomparabilité, et de degré, décrites dans la table 5.1 page précédente, sont représentées avec des arcs
en trait plein. Les contraintes de précédence sont représentées par des arcs avec des tirets , les contraintes
de précédence conditionnelle par des arcs avec des tirets non-continus, et les contraintes d’incomparabilité
par des arcs en pointillé.

Exemple 8. La figure 5.3(a) et les trois premiéres colonnes de la table 4.3 page 49 représentent le graphe
orienté G pour lequel cing solutions sont présentées dans les figures 5.3(b) a 5.3(f) en accord avec les
contraintes décrites dans la table 4.3 page 49 :

— partie (b) : D(NTREE) = {2} = D(NPROP), D(VER[:|.D) = [0, 2], pour chaque sommet v; de G, le som-
met v doit précéder le sommet v1, et les paires de sommets (ve,vs) et (v4,v6) sont incomparables ;

- partie (¢) : D(NTREE) = {2}, D(NPROP) = {1}, D(VER[:].D) = [0, 3], pour chaque sommet v; de G,
le sommet vy doit précéder le sommet vy, et les paires de sommets (vs, vg), (vg,v5) et (vy,vg) SONt
incomparables ;

— partie (d) : D(NTREE) = {2}, D(NPROP) = {1}, D(VER[:].D) = [0,1], pour chaque sommet v; de G,
les arcs (v, v3), (v2,vs), (v2,vs), (vs,v1), et (vg,v1) représentent des contraintes de précédence, et
les paires de sommets (vs,v5) et (va,v5) sont incomparables ;

- partie (e) : D(NTREE) = {1} = D(NPROP), D(VER[{].D) = [0,2], pour chaque sommet v; de G, le
sommet vy précéde le sommet vs, et les paires de sommets (vy,v2) et (va,vs) sont incomparables ;
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— partie (f) : D(NTREE) = {1} = D(NPROP), D(VER[i].D = [0, 1], pour chaque sommet v; de G, si le
sommet vy (Tesp. vg) appartient ¢ un arbre comportant au moins deux sommets alors le sommet vo
(resp. vg) précéde le sommet vy (resp. v3);

Dans la suite de ce chapitre, nous allons détailler des conditions nécessaires ainsi que des regles de
filtrage relatives a chaque restriction prise en compte dans la contrainte extended-tree. Tout d’abord,
la section 5.1 étudiera la complexité théorique de la contrainte extended-tree. La section 5.2 page 73
s’intéressera ensuite a I’étude des interactions évidentes entre les variables NTREE et NPROP. Puis, les
sections 5.3 page 74, 5.4 page 77 et 5.5 page 79 étudieront respectivement les contraintes de précédence,
de précédence conditionnelle et d’incomparabilité. La section 5.6 page 80 s’intéressera aux interactions
liant les contraintes de précédence et d’incomparabilité. La section 5.7 page 83 étudiera les restrictions
sur le degré de chaque sommet du graphe a partitionner. Finalement, la section 5.8 page 84 proposera
une synthese sur les complexités de la prise en compte de chacune des restrictions.

5.1 Etude de la complexité théorique

L’objectif de cette section est de clarifier la complexité théorique d’un certain nombre des restrictions
prises en compte dans la contrainte ertended-tree. Nous nous intéressons en particulier a ’étude des
parametres qui font de la propagation de ’arc consistance généralisée (GAC) un probléeme NP-complet.
Cependant, il faut noter que dans le contexte d’une contrainte extended-tree ne prenant en compte qu’un
ensemble de contraintes d’incomparabilité, nous n’avons pas su classer la complexité de propager la GAC
pour la contrainte extended-tree.

5.1.1 Le cas ou NPROP seul est contraint

Dans cette section, nous nous intéressons a la complexité théorique de la contrainte extended-tree dans le
cas ou le nombre d’arbres propres est contraint. Dans ce contexte, nous faisons les hypotheses suivantes :
— D(NPROP) C D(NTREE), c.-a-d. que la variable NPROP est contrainte ;
— il n’existe pas de contraintes de précédences entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet ¢ de G, on a VER[:].P = (};
— il n’existe pas de contraintes de précédences conditionnelles entre les sommets du graphe, c.-a-d.
que pour tout sommet i de G, on a VER[i].C = 0;
— il n’existe pas de contraintes d’incomparabilités entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet ¢ de G, on a VER[i].I = 0;
— le demi-degré intérieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a-d. que pour tout sommet ¢
de G, on a VER[{].D = [0,n].
Dans ce contexte, la contrainte extended-tree est en tout point similaire a la contrainte proper-tree in-
troduite au chapitre 4 page 47 (nous en discuterons plus en détails en section 5.2 page 73). Par consé-
quent, la contrainte extended-tree ne peut pas étre propagée, en temps polynomial, jusqu’a atteindre
I’arc consistance généralisée. En effet, nous avons déja montré pour la contrainte proper-tree que propa-
ger l'arc-consistance généralisée pour une telle contrainte est un probléme NP-complet (voir théoréme 8
page 53).

5.1.2 Le cas ou ’ensemble des contraintes de précédence est non vide

Dans cette section, nous nous intéressons a la complexité théorique de la contrainte extended-tree par
rapport a un ensemble de contraintes de précédence. Nous faisons les hypotheses suivantes :
— D(NTREE) C D(NPROP), c.-a-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte ;
— l’ensemble des contraintes de précédence entre les sommets du graphe est non vide, c.-a~-d. que pour
tout sommet ¢ de G, on a VER[{].P # ();
— il n’existe pas de contraintes de précédence conditionnelle entre les sommets du graphe, c.-a-d. que
pour tout sommet i de G, on a VER[{].C = 0};
— il n’existe pas de contraintes d’incomparabilité entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[1].I = 0;
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(a) Le graphe G associé a (b) Le graphe Gp.. associé a (C) Une solution satisfaisant

extended-tree. extended-tree. extended-tree(1, [0, n], VER).

F1G. 5.4 — Modélisation d’'un probleme de chemin Hamiltonien par une contrainte eztended-tree, avec
NTREE = NPROP = 1. La figure 5.4(a) représente le graphe G associé a la contrainte extended-tree. Les som-
mets contenus dans le rectangle représentent le graphe H pour lequel on cherche a statuer sur ’existence
d’un chemin Hamiltonien. La figure 5.4(b) dépeint le graphe de précédence G e, associé & la contrainte
extended-tree. Finalement, la figure 5.4(c) donne une solution satisfaisant la contrainte extended-tree.

— le demi-degré intérieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a-d. que pour tout sommet &
de G, on a VER[i].D = [0, n].

Dans ce contexte, nous montrons maintenant que la contrainte extended-tree ne peut pas étre propagée,
en temps polynomial, jusqu’a atteindre I’arc-consistance généralisée.

Théoréme 11. Propager la GAC pour une contrainte extended-tree par rapport auzr contraintes de
précédences est NP-complet.

Démonstration. En premier lieu, nous décrivons un certificat polynomial pour la contrainte extended-tree
par rapport & ses contraintes de précédences. Il s’agit d’un algorithme polynomial déterministe vérifiant
qu’une assignation totale des variables mises en jeu dans la contrainte extended-tree est une solution
valide, c.-a-d., satisfaisant la contrainte. Nous commengons par vérifier qu'une assignation complete des
variables de extended-tree constitue une forét contrainte : (1) le graphe orienté Gy, associé & extended-
tree contient NTREE composantes connexes dont NPROP contiennent au moins deux sommets, et (2) Ggyre
ne contient aucun circuit mettant en jeu plus d’un sommet (c.-a-d. une boucle sur un sommet). Ensuite,
pour chaque arc (u, v) de Gprec, nous vérifions qu’il existe bien un chemin de u & v dans Gsyre (en utilisant
un algorithme de recherche en profondeur d’abord depuis le sommet u dans Ggyre ).

Maintenant, nous montrons que toute instance du probléme NP-complet de chemin Hamiltonien® [GJ78]
peut étre reformulée en temps polynomial comme une contrainte d’arbre (figure 5.4). Soit H = (N, U) le
graphe pour lequel nous cherchons a statuer sur I'existence d’un chemin Hamiltonien le couvrant. Nous
définissons le graphe G associé a la contrainte extended-tree, ainsi que le graphe de précédence Gpre.. Soit
G=,€) ouV=NU{s,t} 'ensemble des sommets du graphe & couvrir et E=U U {(s,5) | j # s, j €
VYU {(i,t) | i #t, i € V} ensemble des arcs possibles. Moins formellement, s est 'unique prédécesseur
dans G de tous les sommets de N et ¢ est le successeur de tous les sommets de U. Soit Gpye. le graphe
de précédence défini par (V,{(s,j) | j # s, 7 € V}IU{(i,t) | i # t, i € V}). Le probleme de chemin
Hamiltonien consiste alors & trouver une partition de G en NTREE = 1 arbre satisfaisant les contraintes de
précédence définies par Gprec. O

1Etant donné un graphe orienté H = (N,U), le probléme de chemin Hamiltonien statue sur l'existence d’un chemin
élémentaire contenant tous les sommets de N
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5.1.3 Le cas ou I’ensemble des contraintes de précédence conditionnelle est
non vide

Cette section s’intéresse a la complexité théorique de la contrainte extended-tree par rapport a un ensemble
de contraintes de précédence conditionnelle. Dans ce contexte, nous faisons les hypotheses suivantes :
— D(NTREE) C D(NPROP), c.-a-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte; ;
— il n’existe pas de contraintes de précédences entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet ¢ de G, on a VER[i].P = (;
— Dl’ensemble des contraintes de précédences conditionnelles entre les sommets du graphe est non vide,
c.-a-d. que pour tout sommet ¢ de G, on a VER[:].C # (};
— il n’existe pas de contraintes d’incomparabilités entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet ¢ de G, on a VER[i].I = };
— le demi-degré intérieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a-d. que pour tout sommet @
de G, on a VER[{].D = [0, n].
Finalement, nous montrons maintenant que la contrainte eztended-tree ne peut pas étre propagée, en
temps polynomial, jusqu’a atteindre ’arc-consistance généralisée. Intuitivement, il s’agit de la méme
preuve que pour le théoreme 5.1.2 page 70 1ié aux contraintes de précédence. En effet, en fixant NTREE = 1,
nous nous assurons que toute contrainte de précédence conditionnelle est sémantiquement équivalente &
une contrainte de précédence classique (puisqu’elles vont appartenir & coup sir & un arbre propre). Ceci
devient évident en considérant que [V| > 2 sachant qu’alors on doit avoir tous les sommets du graphe G
a partitionner dans le méme arbre.

Théoréme 12. Propager la GAC pour une contrainte extended-tree par rapport aux contraintes de
précédence conditionnelle est NP-complet.

Démonstration. Voir théoreme 5.1.2 page 70. O

5.1.4 Le cas ou le demi-degré intérieur des sommets du graphe est contraint

Dans cette section, nous nous intéressons a la complexité théorique de la contrainte extended-tree par
rapport a un ensemble de contraintes sur le demi-degré intérieur de chaque sommet. Nous faisons les
hypotheéses suivantes :
— D(NTREE) C D(NPROP), c.-a-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte ;
— il n’existe pas de contraintes de précédence entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].P = (;
— il n’existe pas de contraintes de précédence conditionnelle entre les sommets du graphe, c.-a-d. que
pour tout sommet 7 de G, on a VER[{].C = 0;
— il n’existe pas de contraintes d’incomparabilité entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet ¢ de G, on a VER[:].I = };
— le demi-degré intérieur de chaque sommet de G est contraint, c.-a-d. que pour tout sommet i de G,
on a VER[{].D C [0, n].
Finalement, nous montrons maintenant que la contrainte eztended-tree ne peut pas étre propagée, en
temps polynomial, jusqu’a atteindre 1’arc-consistance généralisée.

Théoréme 13. Propager la GAC pour une contrainte extended-tree par rapport auz contraintes de degré
est NP-complet.

Démonstration. En premier lieu, nous allons décrire un certificat polynomial pour la contrainte exten-
ded-tree par rapport a ses contraintes de degré. Il s’agit d’un algorithme polynomial déterministe vérifiant
qu’une assignation totale des variables mises en jeu dans la contrainte tree est une solution valide, c.-a-d.,
satisfaisant la contrainte. Nous commencons par vérifier qu’une assignation complete des variables de tree
constitue une forét contrainte par (1) le graphe orienté G, associé a extended-tree contient NTREE com-
posantes connexes dont NPROP contiennent au moins deux sommets, et (2) Ggyre 1€ contient aucun circuit
mettant en jeu plus d’un sommet (c.-a-d. une boucle sur un sommet). Ensuite, pour chaque sommet ¢ du
graphe Ggyre, nous vérifions que le demi-degré intérieur de ¢ est égal a VER[¢].D.

Maintenant, nous montrons que toute instance du probléeme NP-complet de chemin Hamiltonien [GJ78]
peut étre reformulée en temps polynomial comme une contrainte d’arbre. Pour cela, nous considérons le
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Algorithme 9 Filtrer une contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER) par rapport & NTREE et NPROP.

1. Appliquer 1’algorithme 5 page 51 relatif & la contrainte tree ;

2. Appliquer les algorithmes 7 page 59 et 8 page 60 relatifs a la contrainte proper-tree ;
/* Restriction de NPROP et NTREE relative & 1’interaction */

3. Si min(NPROP) > max(NTREE) (théoréme 14) alors Retourner un échec ;

4. Si min(NTREE) < min(NPROP) alors min(NTREE) < min(NPROP) ;

5. Si max(NTREE) < max(NPROP) alors max(NPROP) < max(NTREE) ;

graphe orienté H = (U,.A) pour lequel on cherche & statuer sur lexistence d’un chemin Hamiltonien.
Associons a la contrainte eztended-tree, le graphe G défini par (HU {r}, AU {(u,r) | v € HU{r}}), et
pour chaque sommet ¢ de G fixons VER[i].D = [0, 1], c.-a-d., que chaque sommet de G peut étre atteint au
plus une fois. Le probléme de chemin Hamiltonien consiste alors & trouver une partition de G en NTREE = 1
arbre satisfaisant les contraintes de degré. O

5.1.5 Le cas ou ’ensemble des contraintes d’incomparabilités est non vide

Dans le contexte d’une contrainte extended-tree définie uniquement par un ensemble de contraintes d’in-
comparabilité, c.-a-d. que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
— D(NTREE) C D(NPROP), c.-a-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte;
— il n’existe pas de contraintes de précédences entre les sommets du graphe, c.-a-d. que pour tout
sommet ¢ de G, on a VER[:].P = (;
— il n’existe pas de contraintes de précédences conditionnelles entre les sommets du graphe, c.-a-d.
que pour tout sommet ¢ de G, on a VER[i].C = 0;
— l’ensemble des contraintes d’incomparabilités entre les sommets du graphe est non vide, c.-a-d. que
pour tout sommet ¢ de G, on a VER[z].I # 0;
— le demi-degré intérieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a-d. que pour tout sommet ¢
de G, on a VER[{].D = [0,n].
nous n’avons pas pu statuer sur la complexité théorique de la propagation de I’arc-consistance généralisée.

5.2 Interaction entre les variables NTREE et NPROP

Comme nous l'avons dit dans la section 4.3 page 53, de nombreuses applications pratiques ne nécessitent
pas directement la couverture de tous les sommets du graphe G associé a la contrainte extended-tree. Tout
d’abord, il faut remarquer que par définition de la contrainte extended-tree, les algorithmes de filtrage
relatifs aux contraintes tree et proper-tree (introduites au chapitre 4 page 47) restent valides dans le cas
de la contrainte extended-tree. L’objet de cette section est d’étudier I'interaction entre les variables NTREE
et NPROP de la contrainte extended-tree. Nous introduirons tout d’abord une condition nécessaire a la
faisabilité de la contrainte extended-tree par rapport aux variables NTREE et NPROP.

Nous commencons par introduire une condition nécessaire assurant 1’inégalité NTREE > NPROP pour la
contrainte extended-tree :

Théoréme 14. S’il existe une solution pour la contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER) alors, l’in-
égalité min(NPROP) < max(NTREE) est vérifiée entre ces deux variables.

Démonstration. Dans toute partition du graphe G associé a une contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER),
il ne peut pas exister plus d’arbres propres que d’arbres. En effet, un arbre propre contient au moins deux
sommets dont une racine potentielle, alors qu’un arbre contient au moins un sommet dont une racine
potentielle. O

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire le filtrage relatif aux bornes de NTREE et NPROP. L’al-
gorithme 9 utilise tout d’abord le filtrage relatif aux contraintes tree et proper-tree introduit au chapitre
précédant. Puis, la condition de faisabilité sur les domaines de NTREE et NPROP est vérifiée. Enfin, les
domaines de NTREE et NPROP sont ajustés si nécessaire.
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5.3 Relation de précédence entre les sommets du graphe

Nous nous intéressons dans cette section au traitement des contraintes de précédence. Rappelons que
ces contraintes de précédence sont fournies par ’attribut P de la collection de sommets VER du graphe
a partitionner. Tout d’abord, nous proposons une forme normale de l’ensemble de ces contraintes de
précédence basée sur un graphe orienté acyclique (DAG) ne contenant aucun arc transitif. Puis, nous
étudierons ces contraintes au travers (1) d’une borne supérieure sur le nombre d’arbres autorisés NTREE,
(2) de conditions nécessaires quant & l’existence d’une solution satisfaisant un ensemble de contraintes de
précédence, et (3) de regles de filtrage extraites des conditions nécessaires.

Définition 40 (Graphe de précédences et graphe de précédences contracté). Etant donné une contrainte
extended-tree et le graphe associé G = (V,€) :

~ le graphe de précédences Gpree de G est défini par TR(V,{(i,j) € V? | i € VER[j].P});

— le graphe de précédences contracté erec de G est défini par :

— pour chaque composante connexe de Geyre, il existe un sommet de G ;

prec ’
— 4l existe un arc entre deuxr sommets de gfm ssi il existe un arc dans Gprec entre deux sommets

appartenant a des composantes connexes distinctes de Ggyre ;

Dans la suite de ce chapitre, nous ferons I’hypothese que G, ne contient aucun sommet portant
une boucle sur lui-méme, c.-a-d., nous interdisons tout arc pouvant étre interprété comme le fait qu’un
sommet de Gpre. se précede lui-méme. De plus, notons que tout arc de Gyyre qui ne correspond pas a une
boucle s’interpreté comme une contrainte de précédence. Ceci équivaut a maintenir l'invariant suivant :

gsure \{(ua U) S gsure | U = 'U} g ngeC (51)

Cet invariant permet de s’assurer que le graphe des arcs surs Ggyre, privé de ces boucles, doit toujours
étre un graphe partiel du graphe de précédences G, ec.

5.3.1 Limitations du nombre maximum d’arbres

Nous étudions en premier lieu une borne supérieure sur le nombre d’arbres autorisés pour partitionner le
graphe G associé a la contrainte d’arbre eztended-tree, en prenant partiellement en compte les contraintes
de précédences définies par G,r... Une premiere borne supérieure donnée en section 4.2.1 page 49 pour le
cas de la contrainte tree et notée MAXTREE, consistait & dénombrer les racines du graphe G. L’intuition de la
nouvelle borne repose sur le dénombrement des composantes connexes de G, qui doivent nécessairement
venir se connecter a une autre composante connexe de Gprec. Ainsi, une valeur booléenne out; est associée
a chaque composante connexe CC(%) de Gppec, €t sa valeur dépend de lexistence dans CC(i) d’un sommet
dont aucun successeur n’est contenu dans CC|(7) :
o 1 si Jue CC(i): Vv € D(VER[u].8) : v ¢ CC(i)
outi= 0 sinon

Ainsi, la composante connexe CC(i) devra étre obligatoirement fusionnée avec une autre composante
connexe deés lors que out; est égal a 1 :

Proposition 3. Etant donné une contrainte d’arbre extended-tree et son graphe de précédences Gprec
telle que Gprec est partitionnée en k composantes connexes. Une borne supérieure de NTREE est donnée
par :

k
MAXTREE, .. = k — »  out; (5.2)
i=1
Démonstration. Directement fournie par la définition de out;. O

Proposition 4. MAXTREE,,.. est une borne supérieure plus fine que MAXTREE.
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Démonstration. Soit p = MAXTREE le nombre de racines potentielles de G. Nous savons que :

k
k—p< Z out; < k
i=1
Ainsi :
k
0<k— Z out; < p
i=1
et donc, 0 < MAXTREE,,, < MAXTREE. O

5.3.2 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport a un ensemble de pré-

cédences

Puisque la recherche d’une condition nécessaire et suffisante pour la contrainte extended-tree par rapport
aux contraintes de précédence est un probleme NP-difficile (théoréme 11 page 71), nous exhibons mainte-
nant une condition nécessaire quant a l’existence de solutions pour une telle contrainte. Cette condition
nécessaire est constituée de quatre conditions, chacune maintenant une propriété de la partition cherchée :

1.

2
3.
4

maintenir un nombre compatible d’arbres autorisés pour partitionner le graphe;

. garantir que la partition est sans circuits;

satisfaire toutes les contraintes de précédences dans la partition ;

. assurer que chaque arbre est enraciné sur une racine potentielle.

Théoréme 15. S’il existe une solution satisfaisant la contrainte extended-tree alors, les conditions
sutvantes sont vérifiées :

1.

nombre d’arbres : D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE,,..| # (), ot MINTREE est le nombre de compo-
santes puits dans G et MAXTREE, .. est défini par la proposition 3 page ci-contre ;

pas de circuit : Gpre. ne contient pas de circuit ;

compatibilité : la fermeture transitive de Gprec est inclue dans la fermeture transitive de G (c.-a-d.,
TC(Gprec) € TC(G))

racines compatibles : pour chaque composante puits S de G, au moins un sommet est a la fois
une racine potentielle dans G et un puits dans Gprec.

Démonstration. Une preuve est fournie pour chaque condition :

1.

Si D(NTREE) N [MINTREE,MAXTREE,,..] = () alors, max(NTREE) < MINTREE ou min(NTREE) >
MAXTREE, ;... Si la premiere inégalité est vérifiée alors, il existe plus de composantes puits dis-
tinctes dans G que le nombre maximum d’arbres autorisés. Comme nous savons qu’il n’existe pas de
chemin entre deux sommets appartenant & des composantes puits distinctes de G alors, il n’existe
pas de solution satisfaisant la contrainte extended-tree. La proposition 3 page précédente assure que
si la seconde inégalité est vérifiée alors, la contrainte extended-tree ne peut pas étre satisfaite.

Supposons que Gy contienne un circuit et qu’il existe une solution satisfaisant la contrainte
extended-tree. Alors, il existe deux chemins P = (uq,...,u) et P’ = (ug,...,u1) dans Gprec. Le
chemin P force le sommet u; & précéder le sommet uj dans toute solution. De maniére équivalente,
le chemin P’ force le sommet u, & précéder le sommet u; dans toute solution. Mais alors, il n’existe
aucune solution pouvant satisfaire simultanément P et P’ : ¢’est une contradiction.

Supposons que TC(Gprec) € TC(G). Alors, il existe au moins un arc (u,v) dans TC(Gprec) tel que
(u,v) n’appartienne pas & TC(G). Ceci signifie qu’il existe au moins une contrainte de précédence
qui ne peut pas étre satisfaite car il n’existe pas de chemin de u a v dans G.

Supposons au contraire qu’il existe une composante puits S telle que chaque racine potentielle r

possede au moins un successeur dans Gp... Dans ce cas, chaque racine potentielle devant précéder
un sommet de G, la composante puits S ne peut avoir de racine.

Chaque condition étant nécessaire, leur conjonction est aussi une condition nécessaire.
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Algorithme 10 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport a un ensemble de précédences.

/* STEP 1 : Initialisation */

1. Pour chaque sommet u € )V faire

2. (CC(u) < la composante connexe maximale de Gsu contenant le sommet u ;

3. 7(u) < 1l’unique sommet puits de CC(u);

/* STEP 2 : Normalisation du graphe de précédences : remonter les précédences
sur les racines des arbres « siirs » */

4. Pour chaque arc (u,v) € Gprec tel que u # r(u) et v ¢ CC(u) faire

5. remplacer (u,v) dans Gprc par (r(u),v);

/* STEP 3 : Vérifier la faisabilité */

6. Si la contrainte extended-tree n’a pas de solution (voir théoréme 15) alors

7. sortir sur un échec;

/* STEP 4 : Mettre & jour le domaine de NTREE */

8. D(NTREE) « D(NTREE) N [MINTREE, MAXTREE,,cc] ;

/* STEP 5 : Maintenir les conditions « sans circuits », « compatibles »,
« racines compatibles » */

9. Pour chaque arc (u,v) de Gnayse faire

10. supprimer (u,v) de g,,,mybe si une des conditions suivante est vérifiée :

11. a. (CC(u),CC(v)) crée un circuit dans Gl ;
12. b. (CC(u), CC(v)) crée un arc transitif dans G/l ;
13. c. u=v et CC(u) n’est pas un puits de G/l ;

/* STEP 6 : Normaliser le graphe de précédences */
14. gprec — TR(gprec U gsm‘e) 5

5.3.3 Algorithme de filtrage et complexité

A partir de la condition nécessaire introduite par le théoreme 15 page précédente, 1’algorithme 10 filtre la
contrainte extended-tree par rapport a ses contraintes de précédence. Cet algorithme débute par une phase
d’initialisation (STEP 1) qui calcule les composantes connexes de Ggyre €t marque I'unique sommet puits
de chaque composante connexe (en effet, par définition de Ggyre, chacune de ses composantes connexes
est un arbre). Cette phase d’initialisation est effectuée en O(n + m). Ensuite, I'étape suivante (STEP 2)
consiste & normaliser le graphe G, associé aux contraintes de précédence : pour chaque sommet v qui
n’est pas une racine (c.-a-d., qui ne porte pas une boucle sur lui méme) d’une composante connexe CC'(u)
de Ggure, toute contrainte de précédence (u, v) est remplacée par la précédence (r(w),v) dans Gprec, ol 7(w)
représente la racine de CC(u) (en effet, observons que tout chemin de u & v visite r(u) avant d’atteindre
v). Cette étape de normalisation est effectuée en O(m). Ensuite, la troisieme étape (STEP 3) vérifie la
faisabilité de la contrainte extended-tree par rapport a ses contraintes de précédence (théoreme 15 page
précédente) ; ce traitement cotite O(nm), c.-a-d., le temps de calcul de la fermeture transitive de Gppec €t
de G. La quatrieme étape (STEP 4) met & jour le domaine de NTREE par rapport a la borne inférieure,
MINTREE, définie dans la section 4.2.1 page 49, et par rapport a la borne supérieure, MAXTREE,, .., donnée
dans la proposition 3 page 74 ; cette opération est effectuée en O(n + m). La cinquieme étape (STEP 5)
vérifie la compatibilité de chaque arc (u,v) de Gy avec le graphe Gprec. Pour cela, il faut vérifier que
(u,v) ne crée ni de circuits, ni d’arcs transitifs dans G, et que si u = v alors, il s’agit d’une racine
potentielle compatible avec Gp... Cependant, il faut pouvoir ignorer les arcs de Gy correspondant a
des arcs de Ggyre, car il s’agit de contraintes de précédence déja « satisfaites ». C’est pour cela, que la
détection de circuits, d’arcs transitifs et de racines incompatibles est effectuée sur le graphe contracté ggec
(voir figure 5.5 page suivante). Il suffit de détecter les arcs transitifs et les arcs formant des circuits dans
ggec par un parcours en profondeur d’abord de gﬁec. Cette étape est calculée en O(m). Finalement, la
sixieme étape (STEP 6) met & jour la forme normale de Gy, (c.-8-d., la réduction transitive) par rapport
& Gprec. Cette étape se ramene finalement au calcul de la fermeture transitive d’un graphe : O(nm).

Lemme 14. L’algorithme 10 ne supprime aucun arc de Gpaype N aucune valeur du domaine de NTREE
appartenant a une solution satisfaisant la contrainte extended-tree.

Démonstration. Supposons qu'une valeur k de D(NTREE) soit supprimée et qu’il existe une partition de
G en k arbres satisfaisant la contrainte extended-tree. Alors, soit MINTREE n’est pas une borne inférieure
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(a) Le graphe G. (b) Le graphe Gprec- (C) Le graphe g;{ec.

F1a. 5.5 — La figure 5.5(a) représente le graphe G associé a une contrainte extended-tree. Les rectangles
représentent les composantes connexes de Ggy. Les arcs barrés par des croix sont supprimés par 1’étape
(STEP 5) de l’algorithme 10 page précédente. La figure 5.5(b) représente le graphe de précédences associé &
la contrainte extended-tree. Les contraintes de précédence induites par les arcs sirs de Gg,re sont contenues
dans les rectangles représentant les composantes connexes de Ggyre. La figure 5.5(c) représente le graphe
de précédences contracté de Gprec.

pour NTREE, soit MAXTREE,,.. n’est pas une borne supérieure pour NTREE. La condition 1 du théoreme 15
page 75 rend cette conclusion impossible : ¢’est une contradiction.

Supposons qu’il existe un arc (u, v) de Gmaype Supprimé mais qu'il existe une partition de G satisfaisant
la contrainte extended-tree et contenant un tel arc. Alors, seule I’étape 5 de 1’algorithme 10 page ci-contre
a pu conduire vers une telle situation. Les conditions a, b et ¢ de cette étape respectent les conditions
2, 3 et 4 du théoreme 15 page 75; toutefois, les conditions a, b et ¢ se restreignent au graphe ggec, ce
qui permet d’ignorer les composantes connexes de Ggyyre, c.-a-d. les morceaux d’arbres déja construits.
Ainsi les conditions 2, 3 et 4 du théoreme 15 page 75 rendent cette conclusion impossible : c¢’est une
contradiction. O

Théoréme 16. L’algorithme 10 page précédente filtre une contrainte extended-tree avec un complexité
au pire cas de O(nm).

Démonstration. Voir discussion précédant le lemme 14 page ci-contre. O

5.4 Relation de précédence conditionnelle

Beaucoup d’applications pratiques n’imposent pas de contraintes de précédence absolues entre les sommets
du graphe a couvrir. Cependant, il est bien souvent nécessaire de formuler seulement des préférences. Par
exemple, dans le contexte d’un probleme de tournées de véhicules, on veut parfois pouvoir spécifier que,
si un camion A atteint un dépdt D, alors il doit ensuite impérativement livrer les clients Cy,--- , Cj.
Plus formellement, ces préférences spécifient qu’il doit exister un chemin d’un sommet u a un sommet v
dans toute partition valide si et seulement si le sommet u appartient & un arbre contenant au moins deux
sommets.

Dans cette section, nous étudierons tout d’abord un ensemble de regles permettant de détecter au
plus t6t I'appartenance de deux sommets mis en jeu dans une contrainte de précédence conditionnelle
& un méme arbre de la partition (section 5.4.1 page suivante). Puis, nous étudierons la complexité des
algorithmes effectuant ce traitement (section 5.4.2 page suivante).

Définition 41 (Graphe de précédence conditionnelle). Le graphe de précédence conditionnelle G onq
d’une contrainte extended-tree associée a un graphe G = (V,€) est défini par (V,{(u,v) € V? | v €
VER[u].C}).
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Algorithme 11 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport aux contraintes de précédences condition-
nelles.

1. Pour chaque sommet u de G.onq faire

2 Si v n’est ni une racine potentielle, ni un sommet puit de G, alors

3. Pour chaque successeur v de u dans G.nq faire
4
5

Ajouter (u,v) dans Gprec ;
Supprimer (u,v) de Geond ;

5.4.1 Filtrer une contrainte extended-tree par rapport aux précédences condi-
tionnelles

Intuitivement, ce type de contrainte conditionnelle peut étre traité directement a ’aide des contraintes
de précédence que nous avons introduites dans la section 5.3 page 74. En effet, si 'on considere une
contrainte de précédence conditionnelle entre les sommets u et v du graphe G associé a la contrainte
extended-tree, cette contrainte de précédence conditionnelle deviendra sémantiquement équivalente a une
contrainte de précédence classique lorsque l'on sera assuré que u va appartenir a un arbre propre de la
partition. Finalement, le traitement de ces contraintes consiste a détecter au plus tot le fait que deux
sommets u, v mis en jeu dans une précédence conditionnelle appartiennent a un méme arbre dans toute
solution valide. Des lors, il suffit d’ajouter 'arc (u,v) dans le graphe de précédence G, pour effectuer
le filtrage relatif & cette contrainte de précédence conditionnelle.

Proposition 5. Ftant donné une contrainte extended-tree et les graphes G, Gpree €t Geond, une contrainte
» Ip s

de précédence conditionnelle modélisée par Uarc (u,v) de Geona €st sémantiquement équivalente & une

contrainte de précédence entre les sommets u et v dans Gpree St les conditions suivantes sont vérifiées :

1. le sommet u n’est pas un puits de Gprec ;

2. le sommet u n’est pas une racine potentielle.

Démonstration. Par définition des contraintes de précédence conditionnelle, pour tout arc (u,v) de Geond,
si le sommet u appartient a un arbre de taille au moins 2 alors on sait que u doit précéder le sommet
v dans toute partition satisfaisant la contrainte extended-tree. Cette implication peut étre transformée
sans perte de généralité en : pour tout arc (u,v) de Geond, si le sommet u appartient & un arbre de taille
au moins 2 alors (u,v) est un arc de Gppec. En effet par définition des contraintes de précédence, dire
que (u,v) est un arc de Gpre. est équivalent & dire que u doit précéder le sommet v dans toute partition
satisfaisant la contrainte extended-tree.

Ainsi, la premiere condition assure que le sommet u posséde au moins un successeur dans toute
partition satisfaisant la contrainte. Alors, on sait que w appartient & un arbre de taille au moins 2 dans
toute partition valide. Finalement, (u,v) est une contrainte de précédence.

De maniere similaire, la seconde condition assure que le sommet u ne peut pas étre la racine d’un
arbre donc, u a au moins un successeur dans toute partition satisfaisant la contrainte extended-tree et
par suite, u appartient & un arbre de taille au moins 2 dans toute partition valide. Donc, (u,v) est une
contrainte de précédence. O

5.4.2 Algorithmique et complexité

L’algorithme 11 vérifie pour chaque sommet u de )V qu’il n’est ni une racine potentielle dans le graphe
G, ni un puits de Gprec. Si les deux conditions précédentes sont vérifiées alors I'algorithme ajoute toutes
les contraintes de précédences conditionnelles, du type (u,v), v € VER[u].C, dans le graphe de précédences
Gprec puis les supprime de Geong.

Cette opération nécessite un parcours de chaque sommet de V, la décision sur le statut de puits et/ou
racine potentielle pour chaque sommet peut étre effectuée en temps constant, la complexité au pire cas
est O(n). Pour chaque sommet vérifiant les conditions, la migration des contraintes de précédence condi-
tionnelle 'impliquant vers le graphe de précédences est directement fonction du nombre de précédences
conditionnelles, au pire cas, on pourra retenir une complexité en O(m).
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Algorithme 12 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport aux contraintes d’incomparabilités.

1. Si la contrainte exztended-tree n’a pas de solution (voir théoréme 17) alors
2. sortir sur un échec;
3. Pour chaque arc e € Guayre N Gine faire supprimer e de Gaybe ;

5.5 Relation d’incomparabilité entre les sommets du graphe

Dans cette section, nous nous intéressons aux contraintes d’incomparabilité. Rappelons que ces contraintes
sont décrites par I'attribut I de la collection de sommets VER. Les contraintes d’incomparabilité sont
modélisées via un graphe d’incomparabilité non-orienté. Finalement, la contrainte est étudiée au travers
de conditions nécessaires caractérisant ’existence de solutions, ainsi qu’au travers de regles de filtrage
dérivées de ces conditions.

Définition 42 (Graphe d’incomparabilités). Le graphe d’incomparabilités G;,. d’une contrainte exten-
ded-tree associée a un graphe G = (V, &) est défini par (V, {(u,v) € V? | u € VER[v].I V v € VER[u].I}).

5.5.1 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport aux incomparabilités

Nous exhibons maintenant une condition nécessaire quant & l’existence de solutions pour la contrainte
extended-tree par rapport aux contraintes d’incomparabilité. Cette condition nécessaire est constituée de
deux parties, chacune maintenant une propriété de la partition recherchée : premierement, nous garan-
tissons que la partition ne viole aucune contrainte d’incomparabilité mise en jeu dans le graphe Gy, ;
deuxiemement, nous maintenons ’accessibilité d’une racine potentielle pour chaque sommet non racine
potentielle du graphe G.

Dans la suite, pour un sommet u de G, nous notons inc(u) 'ensemble des sommets de G qui sont
incomparables avec u. En d’autre termes, inc(u) représente le voisinage de v dans Gip..

Théoréeme 17. S’il existe une solution satisfaisant la contrainte extended-tree alors, les conditions
sutvantes sont vérifices :

1. compatibilité : TC(Gsyre) N Gine est un graphe sans arcs;

2. accessibilité : pour chaque sommet u de G, il existe au moins un chemin, atteignant une racine
potentielle de G, ne contenant aucun sommet du voisinage de u dans Gipe.

Démonstration. Nous fournissons une preuve pour chaque condition :

1. supposons qu’il existe un chemin d’un sommet u & un sommet v dans Ggyre. Si u et v sont incom-
parables alors, la contrainte d’arbre ne peut étre satisfaite ;

2. supposons qu’il existe un sommet u de G tel que pour tout sommet r racine potentielle et tout
chemin P de uw a r, il existe un sommet v dans P tel que u et v soient incomparables. Alors,
la contrainte extended-tree ne peut pas étre satisfaite puisque u ne peut atteindre aucune racine
potentielle sans violer au moins une contrainte d’incomparabilité.

Chaque condition du théoréme étant nécessaire alors, leur conjonction est également une condition né-
cessaire. O

5.5.2 Algorithme de filtrage et complexité

Tout d’abord, 1'algorithme 12 vérifie (lignes 1 et 2) la condition nécessaire relative aux contraintes d’in-
comparabilité (théoreme 17); le calcul de la fermeture transitive de Gy, impose une complexité au pire
cas de l'ordre de O(n?). En effet, le graphe Gy est une forét partitionnant le graphe G, donc le nombre
d’arcs dans Ggyre est exactement de l'ordre du nombre de sommets dans G (dans un arbre chaque
sommet a exactement un pere). Ensuite, la ligne 3 détecte et supprime les arcs de Gaype violant une
contrainte d’incomparabilité; cette détection nécessite le calcul de 'intersection des graphes Gp,qaype €t
Gine, c-a-d. au pire cas O(|Emaypve| + |Einc|) = O(m).
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Lemme 15. L’algorithme 12 page précédente ne supprime aucun arc de Guaype appartenant a une
solution satisfaisant la contrainte extended-tree.

Démonstration. Supposons qu’il existe une solution valide S pour extended-tree telle que deux sommets
u et v du graphe G soient incomparables et que l'arc (u,v) appartienne a S alors, I'incomparabilité
entre les sommets u et v est violée dans S : c’est une contradiction avec S est une solution valide pour
extended-tree. O

Théoréme 18. L’algorithme 12 page précédente filtre une contrainte extended-tree avec une complexité
temporelle de O(n?).

Démonstration. Basée sur le calcul de la fermeture transitive de Ggyure. Voir discussion précédent le
lemme 15. 0

5.6 Interactions entre précédences et incomparabilités

La combinaison de différentes restrictions portant sur la contrainte extended-tree constitue un probleme
difficile. Nous avons donc étudié deux aspects : I'un centré sur ’étude directe de regles de filtrages per-
mettant de prendre en compte 'interaction entre différentes restrictions, et I’autre centré sur la déduction
de nouvelles restrictions & partir de celles déja existantes et de I’état du graphe G associé & la contrainte
extended-tree. Ce dernier aspect est relativement original car il peut étre vu comme une regle de filtrage
indirecte.

5.6.1 Amélioration du filtrage via les interactions

Nous nous intéressons maintenant a ’'interaction entre les contraintes de précédence et d’incomparabilité.
De cette interaction, deux conditions nécessaires sont extraites ainsi que l'algorithme de filtrage dérivé.

Nous introduisons une condition nécessaire quant a l’existence de solutions satisfaisant la contrainte
extended-tree associée a une combinaison de contraintes de précédence et d’incomparabilité. Cette condi-
tion est composée de deux conjonctions : d’une part, nous devons assurer que la partition satisfait toutes
les contraintes de précédences (modélisées par G,rec) sans violer de contraintes d’incomparabilités (modé-
lisées par Gi,.) ; d’autre part, nous devons toujours garantir pour chaque sommet du graphe I’accessibilité
a une racine potentielle.

Théoréme 19. S’il existe une solution satisfaisant une contrainte extended-tree mettant en jeu une
combinaison de contraintes de précédence et d’incomparabilité alors, les conditions suivantes sont véri-
fiées :
1. compatibilité : TC(Gprec) N Gine =0 ;
2. accessibilité : pour chaque aréte (u,v) de Gine, il nexiste aucun sommet w tel que les arcs (w,u)
et (w,v) soient simultanément présents dans TC(Gprec).

Démonstration. Une preuve est détaillée pour chaque condition :

1. compatibilité : c’est une condition directement dérivée de la condition 1 du théoreme 17 page
précédente. En effet, toute contrainte d’incomparabilité entre deux sommets de Gy qui appartient
a un méme chemin de G, conduit & une contradiction avec la contrainte extended-tree.

2. accessibilité : supposons qu’il existe un sommet w tel que les arcs (w, u) et (w,v) appartiennent a
TC(Gprec), supposons de plus que (u,v) € Gine, alors les sommets u et v appartiennent & un méme
chemin dans toute solution : c’est une contradiction avec 'hypothese (u,v) € Gipe.

Chaque condition étant nécessaire, leur conjonction est également une condition nécessaire. O

L’algorithme 13 page suivante vérifie tout d’abord la faisabilité de la contrainte extended-tree associée
a une combinaison de contraintes de précédences et d’incomparabilités (théoreme 19); en acceptant que
le calcul de 'union et l'intersection de deux graphes cotite au pire cas O(m), le cout global de cette étape
peut se ramener au calcul de la fermeture transitive de Gprec, c.-8-d., O(nm). Ensuite, les lignes 3 &4 6
ont une complexité globale au pire cas de O(m?). En effet, pour chaque arc (u,v) de Gmaype, la condition
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Algorithme 13 Filtrer une contrainte extended-tree combinant des contraintes de précédences et d’in-
comparabilités.

1. Si la contrainte eztended-tree n’a pas de solution (voir théoréme 19 page ci-contre) alors
2. sortir sur un échec;
3. Pour chaque arc (u,v) € Gmayre faire
supprimer (u,v) de Gmayse Si une des conditions suivante est vérifiée :
a. Tc(gprec U {(U, 'U)}) N gww 7£ @ 5
b. I(u,uq), (Va,v) € TC(Gprec) : (Ud,Va) € Gine ;

(o) -

- J
(a) Interaction entre incom- (b) Cause de l’incompatibi-
parabilités et précédences. lité.

F1G. 5.6 — Dans la figure 5.6(a) ’arc en trait épais représente une contrainte d’incomparabilité entre les
sommets ug et v, les arcs en traits plein incurvés représentent des chemins dans le graphe de précédences
et I’arc (u,v) en pointillé représente un arc du graphe Gpqype. La figure 5.6(b) représente la contradiction
engendrée par I'ajout de larc (u,v) dans Ggyre. Il existe alors un chemin de v, vers ug dans Gpec.

(a) permet de supprimer (u,v) 8’il n’y pas de compatibilité de (u,v) avec les graphes de précédences
et d’incomparabilités, et, la condition (b) détecte les arcs de Gqype violant la condition d’accessibilité
introduite par le théoreme 19 page précédente.

Lemme 16. L’algorithme 138 ne supprime aucun arc de Gmayve appartenant d une solution satisfaisant
la contrainte extended-tree.

Démonstration. Le cas (a) de 'algorithme 13 (ligne 5) est directement dérivé de la condition 1 du théo-
réme 19 page ci-contre. En effet, supposons qu'un arc (u, v) de Gpayse tel que TC(GprecU{(w, v) })NGine = 0
soit supprimé mais qu’il existe cependant une solution contenant (u,v) satisfaisant la contrainte. Alors,
il existe une contradiction avec 'hypothese TC(Gprec U {(u,v)}) NGine = 0, puisque cette derniére assure
que (u,v) viole au moins une contrainte d’incomparabilité.

Le cas (b) de lalgorithme 13 (ligne 6) est intuitivement lié & la condition 2 du théoreme 19 page
ci-contre. En effet, si un tel arc (u,v) est ajouté dans Ggure alors, le sommet u doit précéder a la fois
les sommets ug et v, et donc il existe dans toute solution satisfaisant la contrainte un chemin depuis u,
atteignant d’abord le sommet v (par hypotheése (u,v) € Esyure) et ensuite le sommet ug (voir figure 5.6).
De plus, nous savons que le sommet v, précede v alors, par transitivité, il existe un chemin depuis v,
jusqu’a ug dans toute solution satisfaisante pour la contrainte : c’est une contradiction avec I’hypothese
que les sommets ug4 et v,) sont incomparables. O

Théoréme 20. L’algorithme 13 filtre une contrainte extended-tree avec une complexité au pire cas de
O(m?).

Démonstration. Voir discussion précédant le lemme 16. O

5.6.2 Déduction de nouvelles contraintes de précédence

Cette section montre comment certaines propriétés de graphes mises en jeu dans les graphes G, Gprec,
et Gine associés a la contrainte extended-tree permettent de déduire de nouvelles contraintes (ici des
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. J

F1G. 5.7 — L’arc de précédence (u,t) (représenté par l'arc en trait plein) peut étre ajouté dans Gprec.
L’aréte en trait épais représente une contrainte d’incomparabilité entre les sommets u et v. Les arcs
pleins incurvés désignent des chemins de G .

Algorithme 14 Déduction de contraintes de précédences.

/* Déduction de précédences depuis G */
1. calculer les sommets dominants dans le graphe Gg;
2. Pour chaque dominant d de G faire
3. Pour chaque (u,v) € Epree tel que d € DOM g,y (v) faire
4. ajouter les arcs (u,d) et (d,v) dans Gprec ;
5. supprimer 1’arc (u,v) de Gprec ;
/* Déduction de précédences depuis Gine €t Gprec */
6. Pour chaque sommet s avec au moins deux successeurs dans TC(Gpr.) faire
7. Pour chaque successeur u de s tel que Jv: (u,v) € Gin. faire
8. Si il existe un sommet ¢ € Gprc tel que les arcs
(v,t) et (s,t) soient dans TC(Gprec) alors ajouter 1’arc (u,t) & Gprec ;

contraintes de précédence) issues de l'interaction forte existante entre ces trois graphes.

Déduction de précédences a partir du graphe G

Nous montrons maintenant comment la relation de dominance entre les sommets du graphe G associé a
la contrainte extended-tree permet de mettre en lumiere de nouvelles contraintes de précédence.

Etant donné le graphe G associé a la contrainte extended-tree, soit S une composante fortement connexe
de G, et soit u et v deux sommets de S tels que (u,v) soit un arc de Gpre.. Pour chaque dominant d de v
par rapport u (DOM (g, (v)), les arcs (u,d) et (d,v) sont des contraintes de précédence valides puisque
tout chemin de u vers v dans G atteint d’abord le sommet d avant d’atteindre le sommet v. Alors, ajouter
(u,d) et (d,v) dans Gpee rend larc (u,v) transitif, qui peut donc étre supprimé de Gppe.. Les lignes 2
a 5 de l'algorithme 14 détectent un tel patron dans G en O(nm), alors que les sommets dominants sont
calculés en O(n?) [CHKO1]. De maniere pratique, les sommets dominants de G sont bien-entendu calculés
dynamiquement par rapport aux différentes racines potentielles.

Déduction de précédences a partir des graphes G,..c et G

L’interaction entre les contraintes de précédence (via le graphe Gp,..) et les contraintes d’incomparabilité
(via Gine) permet également de révéler de nouvelles contraintes de précédence.

Etant donné quatre sommets distincts u, v, s et ¢, supposons qu'il existe une incomparabilité (u,v)
dans G, et que les arcs {(v, ), (s, u), (s,t)} appartiennent & la fermeture transitive TC(Gppec). Alors, arc
(u,t) peut étre ajouté dans G,... Dans la figure 5.7, les sommets ¢ et u ne peuvent pas étre incomparables
car ils sont tous deux des descendants du sommet s. De plus, le sommet u ne peut pas étre atteint depuis
s apres avoir atteint ¢, sinon les sommets u et v appartiendraient & un méme chemin et I'incomparabilité
entre eux ne serait plus respectée. Ainsi, le seul cheminement admissible, ordonnant ¢ et u, consiste &
ajouter une contrainte de précédence de u vers t. Les lignes 6 a 8 de l'algorithme 14 détectent un tel
patron dans T'C(Gprec) avec une complexité temporelle de O(mn).



5.7. Contraindre le demi-degré intérieur de chaque sommet 83

5.7 Contraindre le demi-degré intérieur de chaque sommet

La contrainte de degré associée a chaque sommet du graphe G permet de spécifier le demi-degré intérieur
de chacun d’eux, c.-a-d., le nombre de prédécesseurs de chaque sommet dans une partition. Ainsi, prendre
en compte le demi-degré intérieur de chaque sommet du graphe G associé a la contrainte extended-tree
permet de modéliser des problemes de partitionnement par des chemins, ou des arbres binaires, sans avoir
besoin de créer une contrainte globale spécifique pour chaque patron. Cette section montre comment
représenter une telle contrainte a partir d’'une modélisation basée sur la contrainte globale de cardinalité
gce [Rég96].

La contrainte globale de cardinalité [Rég96] gec(vi, ..., Un, Cayy-- -, Cx,, ) est décrite par n variables
d’assignation vy, ..., v, et m variables d’occurrence ¢, ,...,¢cq,, . A chaque variable d’assignation v; est
associé un domaine D; C {cg,,...,¢Cq, }, €t & chaque variable d’occurrence ¢, est associé un intervalle
E; = [L;,U;]. Une solution satisfaisant la contrainte de cardinalité est une assignation des valeurs aux
variables telle que pour tout j € [1,n], la valeur assignée & v; soit dans D; et pour tout i € [1,m], le
nombre de variables assignées a la valeur x; est au moins égal a L; et au plus égal a U;. Pour un état de
Part complet sur la contrainte gcc voir [KTO05].

Dans la suite, nous étudions la contrainte sur le demi-degré intérieur de chaque sommet du graphe G
associé a la contrainte extended-tree au travers de I'approche utilisant un modele & base de flot. D’autre
part, nous nous placerons dans le contexte de la contrainte gcc originelle atteignant 1’arc-consistance
généralisée [Rég96]. Nous montrons comment il est possible de prendre en compte dans le modele flot la
gestion des racines (potentielles ou fixées) présentent dans le graphe G associé & la contrainte extended-tree.

Dans le contexte de la contrainte extended-tree, a chaque sommet v; du graphe orienté G est associée
une variable entiere VER[i].D, dont le domaine [d’ ;,,d? .. ] représente le nombre de prédécesseurs possibles
pour v; dans une solution. Soulignons que les boucles sur les racines potentielles sont ignorées. Cette
contrainte de degré est tres similaire a la contrainte gcc, excepté pour le traitement des racines poten-
tielles : une valeur ¢ affectée a v; est simplement ignorée, c.-a-d., qu’elle n’est pas comptée dans le nombre
d’occurrences de la valeur . La figure 5.8 montre le graphe de flot associé a cette contrainte gcc modifiée.
Observons la présence d’un sommet ¢ supplémentaire correspondant aux racines potentielles du graphe.
Formellement, ce graphe de flot est défini de la maniére suivante :

[d} Sl

[d2 2

[n,n)

Fi1G. 5.8 — Graphe de flot associé & G. Chaque sommet v; € Vi y; représente un sommet de G, et chaque
sommet i € Vyigne, avec i # £, représente un sommet de G. Le sommet ¢ modélise 'ensemble des racines
potentielles.

Définition 43. Le graphe de flot, noté Gy = (V;,Ey), d’une contrainte extended-tree(NTREE, VER) est tel
que :
~ Vy est l'union des ensembles de sommets suivants :
~ Viest = {VER[4].8 | i € [1,n]}, notés v; ;
~ Vyight = {VER[{].L | ¢ € [1,n]}, notés i ;
— {s,t, L} ot s, t, et £ sont respectivement appelés les sommets source, puits, et boucle ;
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— &¢ est l'union des arcs valués suivants :
— 4l existe un arc de s & chaque v; € Vi, de capacité [1,1] ;
— un arc (t,s) de capacité [n,n] ;
— il existe un arc de v; € Viesr & j € Vyighe de capacité [0,1] ssi j € D(VER[I].S) et j #i;
— il existe un arc de v; € Viepr a £ de capacité [0,1] ssii € D(VER[I].S) ;
~ il existe un arc de i € Vyjgnt Gt de capacité VER[{].D = [d’ ;. db ] ;
— un arc (¢,t) de capacité [MINTREE, MAXTREE].

Remarquons que pour chaque 7 € Vyign¢, si ¢ # £ alors dfnin et d' . représentent respectivement les
valeurs minimale et maximale du degré négatif du sommet v; de G. Si i = £ alors [d’ ., d" ..] est dominé
par les nombres minimum (MINTREE) et maximum (MAXTREE) d’arbres possibles pour couvrir le graphe G.
En pratique, nous utilisons I’algorithme de filtrage classique basé sur le graphe de flot décrit dans [Rég96)
pour supprimer tous les arcs de G incompatibles avec la contrainte sur le degré de chaque sommet.

La complexité de ’algorithme de filtrage dédié a la contrainte de degré est donnée par celle de la gce,
a savoir dans notre cas O(mn?).

5.8 Synthese

Le tableau 5.2 résume les complexités théoriques permettant de filtrer la contrainte extended-tree. Le
tableau est décomposé en quatres parties horizontales. La premiere partie rappelle les meilleures bornes
connues pour les variables NTREE et NPROP. La seconde partie résume les conditions nécessaires relatives
aux contraintes additionnelles décrites dans ce chapitre. La troisieme partie référence les algorithmes
permettant d’effectuer le filtrage relatif a chaque contrainte additionnelle prise en compte par la contrainte
extended-tree. Finalement, la derniére partie rappelle les algorithmes permettant de mettre a jour le graphe
de précédences Gpre. par rapport aux différents graphes modélisant des contraintes annexes. Pour chaque
algorithme et proposition, une borne supérieure du temps de calcul est fournie, en fonction des grandeurs
n et m représentant respectivement le nombre de sommets et le nombre d’arcs dans le graphe G. Notons
que ces deux grandeurs sont suffisantes pour fournir une borne supérieure de la complexité du temps de
calcul. En effet, soit mpyec €t My respectivement le nombre d’arcs et d’arétes dans Gprec €t Gine. D'une
part, on sait que mpr. < m puisque Gy est un graphe acyclique sans arcs transitifs; d’autre part,
Mine = M car il ne peut pas exister plus de contraintes d’incomparabilité que de liens possibles entre les
sommets du graphe G.

) Théorémes, Complezxité
Interaction Effets propositions, et algorithmes théorique
g min(NTREE) Section 4.2.1 page 49, MINTREE
Bornes Gprec max (NTREE) Proposition 3 page 74 O(m+n)
g min(NPROP) Proposition 1 page 55
G max (NPROP) Proposition 2 page 56 O(m+/n)
Gprec Théoreme 15 page 75 (précédences)
Faisabilité Ginc echec Théoreme 17 page 79 (incomparabilités) O(mn)
Gprec & Gine Théoréme 19 page 80 (préc. et inc.)
g Algorithmes 7 page 59 et 8 page 60 (NPROP) O(mn)
Gprec Algorithme 10 page 76 (précédences) O(mn)
Filtrage Gine g Algorithme 12 page 79 (incomparabilités) O(n?)
Gprec & Gine Algorithme 13 page 81 (préc. et inc.) O(m?)
Gy Global Cardinality [Rég96] (degrés) O(mn?)
Déductions géz%ond o Algorithme 11 page 78 O(m)
Internes Lree pree Algorithme 14 page 82 O(mn)
ginc & gprec

TAB. 5.2 — Résumé des complexités de chaque proposition, théoreme et algorithme permettant de main-
tenir la contrainte extended-tree.
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Ans une certaine mesure les contraintes de chemin sont reliées a plus d’un titre aux contraintes
d’arbre. D’une part, on peut remarquer que tout chemin ne constitue ni plus ni moins qu’un arbre,
tel que chaque sommet possede exactement deux voisins a I’exception des sommets sources et des sommets
destinations. D’autre part, dans un arbre! il existe un chemin de tout sommet interne vers la racine. En
conséquence, il serait surprenant que ’étude d’une contrainte de chemin ne recoupe pas les propriétés de
graphes qui avaient déja été utilisées dans le contexte des contraintes d’arbre. Cependant, les contraintes
structurelles misent en jeu dans le contexte des chemins sont beaucoup plus fortes que dans le contexte
des arbres, ce qui en justifie pleinement 1’étude.

Les contraintes de partitionnement par des chemins sont omniprésentes dans de nombreuses appli-
cations pratiques comme les problemes de tournées de véhicules [BQ64] ou de robustesse dans les ré-
seauz [Suu74]. Dans le contexte des contraintes de partitionnement par des chemins, les conditions néces-
saires prévenant la création de circuits et maintenant le fait que chaque sommet du graphe ne posséde pas
plus d’un prédécesseur ont déja été introduites dans la littérature [JKKT99, Sel03, QvRDC06, BFLO6].
Cependant, aucune de ces conditions ne considere réellement le nombre de chemins a construire. Le
but de ce chapitre est de proposer une condition nécessaire relative au nombre de chemins requis pour
partitionner un graphe orienté de maniére a ce que chaque sommet appartienne a un chemin et un seul.

Considérons un graphe orienté G = (V, A), une partition de G en chemins est une collection de chemins
sommets-disjoints Py = (V4, A1), ..., Px = (Vk, Ak ) dans G, dont I'union est représentée par V, c.-a-d.,
VinV; =0,i#j, et UZK:1 V; = V. Le probléme des K chemins sommets-disjoints [Ste03, Vyg95] (que Pon
notera K-NDP dans la suite) cherche & déterminer une partition de G telle que K € [K, K], ot K désigne le
nombre minimum de chemins d’une partition de G et K est la taille du sous-ensemble 7 C V de sommets
potentiellement finaux pour chaque chemin.

1Rappelons que 1'on se place dans le contexte d’anti-arborescence, ce qui implique que lorientation se fait des feuilles
vers la racine.
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F1G. 6.1 — En partie (a), un ensemble de taches fixées dans le temps (décrit par I’axe orienté en gras).
Chaque téache t est décrite par un triplet s, 4, d dont les éléments correspondent respectivement au lieu de
départ, Uidentifiant de la tdiche et le lieu de destination. La partie (b) représente le graphe correspondant,
respectant a la fois la continuité temporelle et géographique.

Trouver une partition de G en chemins est un probleme généralement NP-complet [FHW80, Ste03],
meéme lorsque le nombre de chemins est fixé & K = 2. Il existe cependant de nombreuses classes de graphes
particuliers pour lesquelles ce probleme de partitionnement est résolvable en temps polynomial [AR90,
YC94, Sch03]. Dans le contexte d’une contrainte maintenant une partition par des chemins sommets-
disjoints, nous ne pouvons hélas faire aucune hypothese sur la classe du graphe G. Nous allons donc
proposer une condition nécessaire basée sur la structure de G. Cette condition sera directement dérivée du
graphe réduit (voir définition 22 page 23) associé a G ainsi que de la relation de dominance 25 page 23 entre
les sommets de G. Le probléeme des K chemins sommets-disjoints est utile dans beaucoup d’applications
pratiques. L’une d’entre elle consiste & couvrir un ensemble de taches (par ex., des livraisons, des vols)
avec un minimum de ressources (par ex., des camions, des avions). Chaque tache est représentée comme
un intervalle défini par une date de départ au plus tét, une date de fin au plus tard et une durée fize. De
plus, une tache possede aussi un lieu de départ et une destination. Dans toute solution valide, une tache
t; peut précéder immédiatement une tache t9 si (1) la date de fin au plus tét de ¢; précede la date de
début au plus tard de ts, et si (2) la destination de t; est identique au lieu de départ de ts.

Exemple 9. Pour illustrer lapplication précédente, considérons l’ensemble des taches fixées dans le
temps, représentées par la figure 6.1(a). La figure 6.1(b) fournit le graphe G correspondant qui peut étre
couvert par 6 chemins sommets-disjoints. Remarquons que le graphe G est acyclique puisque toutes les
taches sont complétement fixées dans le temps.

Dans le contexte des contraintes de partitionnement [CB04, BFL06, QvRDCO06], la contribution de ce
chapitre est de montrer comment la combinaison d’un raisonnement sur les flots et d’un raisonnement sur
la relation de dominance entre les sommets du graphe fournit une condition nécessaire pour la contrainte
de partitionnement par des chemins. Cette contrainte a exactement les mémes arguments que la contrainte
tree introduit en section 4.2 page 49. Dans la suite de cette partie, la section 6.1.1 page ci-contre présente
une approche basée sur les flots dans le contexte des graphes orientés sans circuits (DAG). Puis, la
section 6.1.2 page 89 généralisera ce modele au cas avec circuits, en prenant en considération les « goulots
d’étranglement » du graphe réduit : les sections 6.1.2 page 90 et 6.1.2 page 92 montreront comment
déterminer des bornes plus précises sur le nombre de chemins minimum et maximum & partir de (1)
la relation de dominance entre les sommets du graphe G et (2) la maniére dont les sommets de deux
composantes fortement connexes sont reliées entre elles. Finalement, la section 6.2 page 93 montrera
comment exploiter une partie du modele de flot associé au probleme des K chemins sommets-disjoints
dans le but d’améliorer le filtrage lié a la contrainte de partitionnement par des chemins.
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FiG. 6.2 — Un graphe orienté acyclique G, ol les sommets potentiellement finaux sont colorés en gris. Les
arcs épais représentent une partition en chemins de cardinalité minimale.

6.1 Evaluation du nombre minimum de chemins nécessaires pour
partitionner un graphe

6.1.1 Le probleme K-NDP dans le cas de graphes orientés acycliques

Cette section s’intéresse au cas des graphes orientés sans circuits pour lesquels le probleme K-NDP peut
étre résolu en temps polynomial [AR90, YC94, Sch03]. Lorsque le nombre de chemins K n’est pas fixé,
le point clé dans la résolution d’un tel probleme concerne I’évaluation du nombre de chemins minimum
nécessaires pour partitionner le graphe G.

Une premiére piste pour évaluer cette borne inférieure consiste a regarder la taille d’une antichaine
maximale 2 (aussi appelée largeur) du graphe G (voir [Dil50] pour une caractérisation complete). En
effet, une fois que 'antichaine est traversée, il n’y a aucun moyen de revenir en arriére puisque G est sans
circuit. Cependant, méme si la largeur de G constitue une borne inférieure réalisable pour le probleme
de couverture par des chemins (voir [Sch03, p.219]), ce n’est pas le cas dans le contexte du probléme de
partitionnement par des chemins sommets-disjoints. L’exemple suivant illustre ce point :

Exemple 10. La figure 6.2 présente les deux antichaines mazimales Ay = {0,1,2} et Ay = {6,7,8}
de G. La largeur de G étant égale a 3, il existe une couverture de G avec 3 chemins (par ez., {0,6),
(1,3,5,7) et (2,4,5,8) ). Cependant, remarquons que dans le contexte du partitionnement, les antichaines
Ay = {3,4} et A3 = {b} forment un goulot d’étranglement entre les sommets de Ay et les sommets de
Ay . Ainsi, partitionner G avec 3 chemins sommets-disjoints est clairement impossible. En fait, 4 chemins
sont nécessaires pour partitionner G en chemins sommets-disjoints (par ex., (0,6), (1,3,5,7), (2,4), et

(8))-

Dans le cadre de graphes orientés sans circuits, cette section introduit un modele de flot classique (voir
exemple 11 page suivante) fournissant une condition nécessaire et suffisante pour le probleme K-NDP, ainsi
qu’une borne inférieure réalisable sur le nombre minimum de chemins sommets-disjoints nécessaires pour
partitionner G. Dans cette approche, on doit construire pour chaque K-partition en chemins du graphe, un
K flot dans un graphe dérivé. Une idée simple est d’ajouter, pour chaque sommet ¢, deux arcs (s, %) et (i, )
(o1 s et ¢ sont deux sommets supplémentaires). Alors, pour chaque chemin (iy,...,i,) de la K partition,
on peut ajouter les deux arcs (s,41) et (in,t), qui permettent de construire un K-flot. Le biais de cette
construction est que le graphe résultant admet toujours un flot nul, ce qui conduit & une borne triviale
inutile. Dans le but d’imposer un flot non-nul au travers de chaque sommet du graphe, nous scindons
chaque sommet ¢ en deux sommets i’ et i”, et nous ajoutons l'arc (¢,4”) en imposant qu’une unité de flot
le traverse. Ainsi, la conservation du flot nous assure ’existence d’un flot non-nul de i’ & 7”.

2Une antichaine dans un ensemble partiellement ordonné P est un sous-ensemble A de P tel que chaque paire d’éléments
de A est incomparable, c.-a-d., pour tout z, y dans A, on ne peut avoir ni < y, ni y < = (dans notre contexte cela s’interpréte
comme le fait qu’il n’y a ni de chemin de « & y, ni de chemin de y a x).
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F1G. 6.3 — Pour le graphe orienté G représenté en partie (a), la partie (b) fournie le réseau correspondant
N. Les arcs représentés par des tirets sont des arcs extrémités de chemins, les arcs en gras représentent
les arcs associés aux sommets dédoublés, I’arc en pointillé représente I’arc de retour, et les arcs pleins sont
les arcs associés au DAG.

Définition 44. Etant donné un graphe orienté sans circuit G, le réseau associé N' = (X, &, c) est défini
de la maniére suivante :

- A chaque sommet i de G correspond deux sommets i’ et i’ (resp. appelés sommet entrée et sommet
sortie), ainsi qu’un arc (i',i") de & associé auzr sommets dédoublés. Soient I’ et I les deux
ensembles de sommets correspondant. Finalement, deux sommets supplémentaires s (source) et t
(puits) sont ajoutés a ’ensemble des sommets X ;

~ A chaque arc (i,4) de G corresponds un arc (i",5") de €, ot " est le sommet de sortie de i et j' le
sommet d’entrée de j ;

— Il existe un arc (s,4') dans &, pour tout sommet i’ € T', ainsi qu’un arc (i",t) pour tout sommet de
sortie i appartenant a I" ;

— Un arc de retour de t a s est finalement ajouté.

Nous sommes maintenant en mesure de définir la fonction f associée au réseau N. Dans ce but, nous
distinguons différentes classes d’arcs correspondant respectivement aux arcs de retour, aux arcs associés
aux sommets dédoublés, aux arcs du DAG G, et aux arcs extrémités de chemins.

Définition 45. Etant donné un graphe orienté sans circuit G, le flot porté par chaque arc du réseau N,
associ€ a G, est défini de la maniére suivante :

1. Varc de retour : f(t,s) = fis € [1,K], 0w K= |T|;

2. les arcs associés auz sommets dédoublés : f(i/,i") = fi=1;

3. les arcs du dag : f(i",7") = fij € [lij,cij] ot l;j =0 et c;j =K;

4. les arcs extrémités de chemins : f(s,i) = f(i,t) = fsi = fir € [0,K], pour tout (s,4) et (i,t) de €.
Exemple 11. La figure 6.3 illustre les définitions 44 et 45. Chaque sommet i du graphe G de la fi-
gure 6.3(a) est dédoublé en deux sommets distincts i’ et i" dans la figure 6.3(b). L’arc en pointillé de
la figure 6.3(b) correspond o V'arc de retour de la définition 45, avec un flot [1,K], les arcs en gras cor-
respondent aux arcs associés aur sommets dédoublés, avec un flot unitaire, les arcs représentés par des

tirets correspondent auz extrémités de chemins, avec un flot [0,K], et les arcs plein correspondent quant
G eux auz arcs associés au graphe G, avec un flot [0,K].

Observons que chaque circuit dans N contient Parc (¢, s) car le graphe G est sans circuit. Alors, la
conservation du flot assure que le flot global de A est fourni par :

FN)= > fy=rhu (6.1)
(s.5)€wt({s})

Dans la suite, le flot global de A sera assimilé au flot f;s traversant ’arc de retour (¢, s).
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Théoréme 21. Un graphe orienté sans circuit G peut étre partitionné en X chemins sommets-disjoints
ssi il existe un flot compatible f;s = K dans le réseau N associé a G.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons que (a) il existe une par-
tition P en chemins sommets-disjoints de G de taille K, et (b) qu’il n’existe pas un flot compatible dans
N = (X,€) avec F = K. Montrons qu’il existe une contradiction. Pour cela, nous allons montrer qu’il est
possible de dériver, de la partition P, un flot compatible F pour le réseau N. Par définition du réseau
N, pour chaque arc (v, ") de N, associé & un sommet dédoublé, le flot f(u',u’") est fixé & 1. Le flot sur
Parc de retour fis est fixé & K. On dérive un flot compatible F = K dans N, & partir de la partition P, de
la maniere suivante :

— Pour chaque arc (u,v) de P, le flot f(u”,v’) sur Parc correspondant dans N est fixé a 1.

— Pour chaque sommet source u d’un chemin de P, le flot f(s,u’) dans A est fixé a 1.

— Pour chaque sommet puits v d’un chemin de P, le flot f(v”,t) dans N est fixé & 1.

— Tous les autres arcs du réseau N ont un flot nul.

La construction est naturellement valide car le flot traversant I’arc de retour correspondant exactement
au nombre de chemins dans la partition P (K), le flot sortant de la source s, le flot entrant sur le puits
t du réseau N sont aussi égaux & K, et chaque arc de N correspondant & un arc de la partition P
véhicule exactement une unité de flot. L’existence d’un partition en K dans le graphe G implique donc
bien l’existence d’un flot compatible de taille K dans le réseau N dérivé de G.

Nous prouvons maintenant que la condition est suffisante. Nous montrons qu’a partir de n’importe
quel flot compatible de N, F(N) = f;s = K, on peut construire une partition de G en K chemins sommets-
disjoints. Dans ce but, considérons un flot compatible f;s de N et le DAG N/ = (X', &’) défini & partir
du flot f;s de la maniere suivante :

- X' =X\ {s,t}.

— & ={(i,j) €E\ (t,3) | fiy = 1}.

Le flot f;, assure que N est un DAG composé de K composantes connexes telles que chacune corresponde
a un chemin élémentaire. Cette propriété est directement dérivée du fait que pour chaque arc du DAG
(i,7) de N, soit f;j = 1 ou fi; = 0 (car dans le cas des graphes sans circuit chaque arc associé aux
sommets dédoublés (i',i") a un flot f; = 1). Alors, en contractant chaque arc de N associé aux sommets
dédoublés en un unique sommet, N’ devient un graphe partiel de G induit par £, et composé de K chemins
sommets-disjoints. O

Lemme 17. Soit un graphe orienté sans circuit G et son réseau N associé. La borne inférieure du nombre
de chemins sommets-disjoints partitionnant G est donnée par le flot minimum f}, de N : f, =K.

Démonstration. Directement dérivée du théoréme 21. O

6.1.2 Le probleme K-NDP dans le cas de graphes quelconques

Comme nous 'avons vu dans la section précédente, dans le cas ou K n’est pas fixé, le point clé d’'une
approche résolvant le probleme K-NDP repose sur I’évaluation d’une borne inférieure du nombre minimum
de chemins partitionnant le graphe G. En effet, considérons un graphe orienté G et un ensemble 7 de
sommets potentiellement finaux. A partir d’une partition P quelconque de taille p € [1,]7]], on peut
construire une partition P’ de taille p’ € [p + 1,|7|] en décomposant, éventuellement, un des chemins
contenant au moins deux sommets potentiellement finaux. Cependant, déterminer a partir de P, une
partition P” de taille p” € [1,p — 1] est un probléme NP-complet (supposons que p = 2 alors, p” =1 et
par conséquent, nous devons construire un chemin Hamiltonien).

Dans la section 6.1.1 page 87, un modele de flot a été proposé dans le cadre de graphes orientés sans
circuit. Cette section montre comment étendre aux graphes quelconques ce modele, en considérant le
graphe réduit G, associé a G. Un sommet du graphe réduit G, correspond & une composante fortement
connexe du graphe initial G. Par conséquent nous devrons distinguer les arcs du DAG (c.-a-d., les arcs de
G,) et les arcs associés aux sommets dédoublés (c.-a-d., les arcs représentant les CFC de G), et déterminer
la borne inférieure en tenant compte des deux informations. Ainsi, les définitions 44 page ci-contre et 45
page précédente sont étendues au cas des graphes contenant éventuellement un circuit de la maniere
suivante (figure 6.4 page suivante) :

— le réseau N = (X, &, ¢) est dérivé a partir du graphe réduit G, associé & G;
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F1G. 6.4 — Le graphe orienté G, représenté par les parties (a) et (b) fournit le réseau N correspondant.
Les arcs avec des tirets représentent des arcs extrémités de chemins, les arcs en gras représentent les arcs
associés aux sommets dédoublés, I’arc en pointillé (¢, s) représente 'arc de retour du réseau.

— le flot lié & chaque arc associé aux sommets dédoublés (i/,i”) de N est maintenant évalué de
la maniére suivante : f(i/,i") = f; € [l;,¢;], ot £; (resp. ¢;) correspond & une borne inférieure
(resp. supérieure) sur le nombre minimum (resp. maximum) de chemins sommets-disjoints pouvant
partitionner C;. Nous avons f; € [1,w;] ot w; représente le nombre de sommets dans C; qui sont
soit des sommets potentiellement finaux dans G, ou des sommets directement connectés, par un seul
arc de G, a une autre CFC C; de G.

Alors, la condition nécessaire et suffisante introduite par le théoreme 21 page précédente peut étre

directement généralisée a une condition nécessaire dans le cas de graphes quelconques :

Théoreéme 22. S’il existe une partition en chemins sommets-disjoints de G de taille K € [K,K] alors, il
existe un flot compatible f;s = K dans le réseau N correspondant au graphe G.

De la méme maniere, le nombre minimum de chemins introduit par le lemme 17 page précédente est
généralisé & une borne inférieure sur le nombre de chemins sommets-disjoints partitionnant le graphe G.

Lemme 18. Etant donné un graphe orienté G et son réseau correspondant N, une borne inférieure sur
le nombre de chemins sommets-disjoints partitionnant G est donnée par le plus petit flot compatible ff,

de N : ff, € [KK].

Dans la suite, nous proposons deux manieres d’améliorer I’évaluation du plus petit flot compatible dans
le réseau N associé au graphe orienté G : premieérement, dans la section 6.1.2, nous montrons comment
estimer le nombre de chemins partitionnant chaque CFC de G dans le but d’améliorer 1’évaluation du
flot traversant chaque arc de A associé aux sommets dédoublés. Deuxiémement, dans la section 6.1.2
page 92, nous montrons comment estimer le nombre de chemins entre deux CFC dans le but de raffiner
I’évaluation du flot traversant les arcs du DAG.

Estimer le nombre de chemins partitionnant une CFC

Une premiére voie pour améliorer la précision de la relaxation du probleme K-NDP, lorsque des CFC de
G = (V, A) contiennent plus d’un sommet (c.-a-d., G n’est pas un DAG), est de raffiner les bornes sur le
flot f; € [¢;, ¢;] pour chaque arc associé aux sommets dédoublés représentant la CFC C; de G. Cette section
montre comment améliorer I’évaluation de ¢; (c.-a-d., du nombre minimum de chemins partitionnant C;)
qui était a lorigine fixée a la valeur 1 dans la définition 45 page 88. L’idée est d’identifier un sommet d
de C;, dont le retrait augmente le nombre de CFC de C; \ {d} (i.e., le graphe correspondant aux CFC
de C; auquel le sommet d a été supprimé), dans le but de ré-appliquer le Lemme 18 sur le nouveau DAG
construit & partir du graphe réduit associé a C; \ {d}. Ceci est réalisé en utilisant la relation de dominance
entre les sommets de C;, définie de la maniere suivante :

Définition 46 ([LT79)]). Etant donné un graphe orienté G et deuz sommets i, j de G tel qu’il existe au
moins un chemin de i a j, un sommet d est un dominant du sommet j par rapport ¢ un sommet i ssi il
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F1c. 6.5 — Cette figure représente pour une CFC C; de G, un de ces sommets dominant d de D; =
{1,4,8,9,11,d} par rapport aux sommets 7; représentés en gris. Les rectangles contenus dans Ay et Ay
représentent les CFC' créées par le retrait du sommet d de la composante fortement connexe Cj.

n’existe aucun chemin de i d j dans G\ {d}. L’ensemble des dominants de j par rapport d i est noté par
DOMg i) (j)-

Notation 7. Etant donné un graphe orienté G = (V, A), soit C; une CFC de G
- C; = (Cy, A;) représente le sous-graphe de G correspondant a C; ;
— T, représente le sous-ensemble des sommets de V; qui sont, soit des sommets potentiellement finaux
de G, soit des sommets atteignant, en un seul arc, une autre CFC C; de G ;
— soit D; l’ensemble des sommets dominants de C; définis par rapport a 'ensemble T; :

D; = {d|3v e Vi,Yw € T;,d € DOMc, .y (w)} (6.2)

La figure 6.5 illustre le fait que le retrait du sommet dominant d € D; crée deux sortes de CFC (la
figure 6.5 illustre ce point) :

— A, est I'ensemble, possiblement vide, des nouvelles CFC a partir des quelles un sommet de 7; est
atteint par au moins un chemin ne contenant pas d. Soit A% I’ensemble des sommets contenus dans
les CFC de Ay.

— Ay est ensemble, possiblement vide, des nouvelles CFC & partir desquelles aucun sommet de 7;

ne peut étre atteint par un chemin ne contenant pas d. Soit Ag I’ensemble des sommets contenus
dans les CFC de Ay.

Exemple 12. Dans la CFC C; de G représentée par la figure 6.5, nous avons T; = {7,8,10,12}. L’en-
semble des sommets dominants de C; par rapport a T; est D; = {1,4,8,9,11,d}. Par ezemple, tout chemin
du sommet 3 a un sommet de T; rencontre les sommets 4 et d. Ainsi, les sommets 4 et d sont des domi-
nants du sommet 3 par rapport aux sommets de T;. La figure 6.5 illustre aussi le partitionnement de la
CFC C; dans les composantes fortement connexes, produites par le retrait du sommet d :

- Ay ={C4,cq,Cd}y et Ay ={7,8,9,10,11,12},

- Ay ={C4,C¢} et Ax=1{0,1,2,3,4,5,6}.

Nous introduisons maintenant une proposition qui va nous permettre de réduire le probleme d’esti-
mation du nombre minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant C; au probléeme de trouver le
nombre minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant Ag.

Proposition 6. S’il existe une partition en chemins sommets-disjoints de G alors, pour chaque sommet
dominant d € D; d’une CFC C; par rapport a l’ensemble des sommets T;, il existe un chemin Hamiltonien,
terminant sur un prédécesseur de d, dans le sous-graphe de G induit par l'ensemble des sommets de AY.
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Démonstration. Rappelons-nous que, par construction de A_;, un chemin ne peut pas finir sur un sommet
de A_g. Puisque d domine tout sommet de 7; C A} par rapport a tout sommet de A_g, d est la seule
sortie possible pour les sommets de A%. Par conséquent, s’il n’existe pas un chemin Hamiltonien dans
A% alors, le sommet d est atteint par au moins deux chemins sommets-disjoints couvrant A% : c’est une
contradiction. O

Proposition 7. Considérons le graphe réduit Ga, (resp. Gx,) associé au sous-graphe dune CFC C;
de G induit par les sommets de A} (resp. AY). Soit xa, une borne inférieure du nombre minimum de
chemins sommets-disjoints partitionnant Ga,. Une borne inférieure du nombre minimum de chemins
sommets-disjoints partitionnant C; (noté 1), par rapport a un sommet dominant d de C;, est définie par :
- xa, — 1, s’il existe un arc (u,v) dans C; tel que uw € A, v € 53, et la CFC contenant le sommet v
est un sommet source dans gA—d,
- xA,, Sinon.

Dans la pratique, la borne inférieure xa, peut étre obtenue en réalisant le Lemme 18 page 90 basé
sur la relaxation du flot traversant le réseau associé au graphe Ga, par rapport a 'ensemble des sommets
potentiellement finaux 7;. Finalement, la valeur maximale des (¢ (d € D;) fournit une borne inférieure
du nombre minimum de chemins dans la partition couvrant C;.

Proposition 8. Soit ¢; le nombre minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant la CFC C; de
G et soit D; l’ensemble des sommets dominants de C;, une borne inférieure de ¢; est donnée par :

maz({1%|d € D;}) (6.3)

Estimer le nombre maximum de chemins entre deux composantes fortement connexes

Une seconde maniere de préciser la relaxation du probleme K-NDP est d’ajuster les bornes sur le flot
fij € [lij, cij], pour chaque arc du associé au graphe réduit correspondant au graphe G & partitionner.
Cette section montre comment améliorer la précision de la borne supérieure c¢;;, qui était originellement
fixée & K = |7| dans la Définition 45 page 88 (c.-a-d., le nombre de sommets potentiellement finaux
dans G). Ceci est réalisé en calculant la taille d’'un couplage de cardinalité maximum entre les sommets i
incidents a un arc sortant d'une CFC' Cj, et entrant sur un sommet j d'une CFC Cj.

Notation 8. Etant donné deur CFC distinctes C; et C; de G et un sommet i de C;,
- cp?'j représente le nombre d’arcs sortant de i et entrant sur un sommet j de Cj.

— ¢p;; représente le nombre d’arcs entrant sur un sommet j de Cj et sortant du sommet i.

Etant donné deux CFC distinctes C; et C; de G telles qu’il existe au moins un arc d’un sommet de
C; a un sommet de (Y, le nombre maximum de chemins sortant de C; et entrant directement sur C'; peut
étre calculé a partir d’'un graphe bipartie, extrait depuis C; et C;, définit de la maniere suivante :

Définition 47. Le graphe biparti B;; = (X,Y,E) associé avec une paire de CFC distinctes C; et C; de
G =V, A), tel qu’il existe un arc depuis un sommet de C; vers un sommet de C;, est défini par :

- X={ieCi|g);>0};

- Y={i€Cjly;>0};

~E&={(,j)eAlie X, je )}

Proposition 9. Soit M;; la taille d’un couplage de cardinalité mazximum dans le graphe biparti B;;
associé a une paire de CFC distinctes, C; et Cj, de G. La capacité c;j, traversant un arc du DAG (i", j')
du réseau N associé a G, est bornée par M;; : c;j < M.

Exemple 13. A partir du graphe G représenté par la figure 6.6(a) page suivante, nous construisons le
graphe biparti Byy représenté par la figure 6.6(b) page ci-contre. Un couplage de cardinalité maximum
de Bo1, de taille Mgy = 3, est dépeint par les arcs en gras de la figure 6.6(b) page suivante. Le nombre
minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant G est égal a 5 (les arcs en gras de la figure 6.6(a)
page ci-contre représentent les chemins suivants : {0,1,2,3}, {4,7}, {5,8}, {6,9} et {11,13,12,10}). La
figure 6.6(c) page suivante montre le réseau résultant N associé a G. Notons que, pour les arcs associés
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(c) Réseau N associé & G (les bornes en gras corres-
pondent aux bornes raffinées en utilisant les sommets
dominants ou le couplage).

F1G. 6.6 — La Partie (a) représente le graphe orienté G composé par deux CFC Cy et Cy. Les arcs en gras
représentent une solution compatible maximisant le nombre de chemins sommets-disjoints partitionnant
G (5 chemins). Les sommets en gris représentent les sommets potentiellement finaux de G. La Partie (b)
illustre le graphe bipartie By; extrait des CFC Cy et C;. La Partie (c) représente le réseau N associé au
graphe G.

auz sommets dédoublés (C}, Cf)), la borne inférieure du nombre minimum de chemins couvrant la CFC
Co est raffinée a la valeur 4 grice a la détection du sommet dominant 2 (voir section 6.1.2 page 90).
De maniere similaire, la borne inférieure sur le nombre de chemins couvrant la CFC C4 est raffinée a la
valeur 4 grace au sommet dominant 12. Dans le méme ordre d’idée, la borne supérieure sur le nombre
mazimum de chemins disjoints pouvant sortir de la CFC Cy, et atteignant la CFC Cy (représenté par la
capacité de Uarc associés aux sommets dédoublés (Cf,C1)), est raffinée a la valeur Moy = 3.

Ainsi, la valeur d’un flot minimum de N est égale d 5. Fn effet, supposons que la valeur soit 4 (c.-d-d.,
fis = 4) alors, 4 unités de flot peuvent étre injectées sur larc (s,C}) car on sait que €y = 4, et que au
plus 3 unités doivent atteindre C{ : il y a donc une contradiction avec €1 = 4. Ainsi, il n’existe pas de
flot compatible avec fis = 4.

6.2 Une contrainte de partitionnement par des chemins

Une contrainte de partitionnement par des chemins peut étre définie par un graphe orienté G = (V, A),
un nombre de chemins NPATH appartenant & un ensemble fini donné, et un ensemble 7 C V de sommets
potentiellement finaux de G. Sans perte de généralités, la description de la contrainte de chemin proposée
suit la description faite de la contrainte d’arbre tree introduite au chapitre 4 page 47. Ceci nous permet
d’utiliser directement les algorithmes de filtrage développés pour la contrainte tree afin de prévenir la
création de circuits et de chemins ne terminant pas sur des sommets potentiellement finaux. En plus,
il est alors possible d’utiliser la restriction sur le degré de chaque sommet du graphe proposée pour la
contrainte extended-tree au chapitre 5 page 65 pour contraindre chaque sommet du graphe a posséder au
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plus un prédécesseur (en veillant toujours & ignorer les boucles).

La contrainte de chemin peut étre définie sous la forme path(NPATH, NODES), olt NPATH est une

variable domaine spécifiant le nombre de chemins autorisés dans la partition, et NODES est

la collection de m sommets NODES[1],...,NODES[n| représentant le graphe G. Chaque sommet

v; = NODES[i] possede les attributs suivants, complétant la description de G :

— L est un entier défini sur [1,n]. Il peut étre interprété comme 1’identifiant du sommet v; ;

— S est une variable domaine (ou variable successeur) dont le domaine est constitué des élé-
ments ('identifiant des sommets du graphe) de [1,n]. Il peut étre interprété comme 'unique
successeur du sommet v;. De plus, si ¢ € dom(NODES[i].S) alors, nous dirons que v; est un
sommet potentiellement final pour un chemin de la partition.

F1G. 6.7 — Parametres de la contrainte path(NPATH, NODES).

Pour chaque i € [1,n], les termes NODES[i].L et NODES[¢].S représentent respectivement les attributs L
et S de NODES[:]. De plus, le graphe G associé a la contrainte de chemin peut étre formellement défini de
la maniere suivante :

Définition 48. Le graphe orienté G = (V, A), |V| = n et |A| = m, ainsi que 'ensemble T associés a une
contrainte path(NPATH, NODES) sont définis comme suit :

-v={il|lie[l,n]};

~ A={(i,5) | j € dom(NODES[i].8), i # j)} ;

- T ={i| i € dom(NODES[:].S)}.

Finalement, pour compléter la description de la contrainte, nous introduisons la description formelle
d’une instanciation complete et valide des variables. Pour des raisons de lisibilité, nous allons directement
raisonner sur le graphe G qui modélise la contrainte de chemin.

Définition 49. Une instanciation compléte des variables associées a une contrainte path(NPATH, NODES)
est valide ssi :
~ Vi€ [1,n] : NODES[i].L = i;
— G est composé de NPATH composantes connexes telles que chacune soit un chemin élémentaire ter-
minant sur un sommet potentiellement final de T .

Le reste de cette section est organisée de la maniere suivante : la section 6.2.1 fournie deux conditions
nécessaires au partitionnement du graphe G associé a la contrainte de chemin, dérivées de la condition
nécessaire introduite par le théoreme 22 page 90. La section 6.2.2 montre comment exploiter cette condi-
tion nécessaire dans le but de filtrer la variable NPATH ainsi que les variable successeurs modélisant le
graphe G.

6.2.1 Faisabilité

Basée sur le théoreme 22 page 90 de la section 6.1.2, nous introduisons un algorithme vérifiant une
condition nécessaire pour la faisabilité de la contrainte de chemin vis-a-vis d’'un nombre maximum de
chemins autorisés max(NPATH) :
— vérifier I'existence d’un flot compatible dans le réseau N associé & G ;
— pour chaque CFC C; de G, pour chaque sommet dominant d de C;, vérifier qu’il existe au plus un
chemin couvrant le graphe G, (dérivé de la proposition 6 page 91).2 Cela peut étre effectué en
vérifiant que le graphe réduit G, correspond bien a un chemin élémentaire.

6.2.2 Filtrage

Cette section montre comment filtrer les domaines des variables successeurs NODES[1].S, ..., NODES[n].S,
ainsi que celui de la variable NPATH & partir du graphe G associé a la contrainte de chemin. Tout d’abord,
il faut ajuster le minimum de NPATH au flot minimum compatible dans le réseau N associé & G. Puis,
pour chaque CFC C; de G, pour chaque sommet dominant d € C;, supprimer chaque arc (4, j) tel que :

3Rappelons-nous que QA’d est le graphe réduit associé au sous-graphe de G induit par les sommets de 52.
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FIG. 6.8 — A partir de la Figure 6.5 page 91 de la Section 6.1.2 page 90, les arcs en pointillés représentent
les arcs impossibles de G détectés par I’algorithme introduit en Section 6.2.2 page précédente.

—cas (1):i=det jeAk;

—cas (2) : i € A} et j € A} tels que la CFC, créée par le retrait de d et contenant j, n’est pas un
sommet source dans le graphe 5,5

—cas (3) : j =detie A tels que la CFC, créée par le retrait de d et contenant ¢, n’est pas un

sommet puit dans le graphe G« ;
—cas (4) 1€ Ay, j=det, A} #0.

Exemple 14. La figure 6.8 illustre les arcs impossibles détectés par l'algorithme précédent. Les arcs (d, 1)
et (d,2) sont détectés par le cas (1), larc (8,6) lest par le cas (2), Uarc (2,d) par le cas (3) et, les arcs
(9,d) et (11,d) sont finalement détectés par le cas (4).

11 faut observer que I'on aurait aussi pu supprimer tout arc (i,5) de G, tel que i et j appartiennent &
des CFC distinctes C; et Cj, si I'arc de N associé aux sommets dédoublés, correspondant & I’arc (4, j), ne
peut porter aucun flot (dans tout flot compatible de A). Ce filtrage n’a pas été inclus dans 1’algorithme
précédent puisqu’a ’heure actuelle, nous ne connaissons pas de méthode « efficace » captant le fait qu’un
arc d’un réseau ne peut porter aucun flot dans tout flot compatible de ce réseau.

6.3 Synthese

Les algorithmes de filtrage proposés dans les contraintes de chemins précédentes étaient uniquement
basés sur la prévention de circuits, ainsi que sur des contraintes maintenant le degré de chaque sommet
(chaque sommet ayant au plus un prédécesseur/successeur). Cette partie considére le probleme de par-
titionnement par des chemins pour lequel le nombre de chemins n’est pas fixé mais limité a une valeur
donnée. Dans ce contexte, nous proposons un modele de flot combinant la structure du graphe réduit
associé a G, la structure de chaque composante fortement connexe de G vis-a-vis de la relation de domi-
nance entre les sommets, et la maniére dont les sommets entre paires de composantes fortement connexes
sont connectés.

Cependant, plusieurs questions restent ouvertes. Premierement, dans notre approche, chaque sommet
dominant est considéré de maniere indépendante des autres, et on peut supposer qu’il existe une inter-
action entre les sommets dominants, de laquelle il serait peut étre possible de déduire une amélioration
des bornes sur chaque arc associé aux sommets dédoublés du réseau, ainsi qu’un filtrage plus précis.
Deuxiemement, dans la section 6.2.2 page précédente, nous avons suggéré une filtrage lié a la détection
des arcs qui n’appartiennent & aucun flot compatible du réseau N. A notre connaissance, ce probleme,
bien que polynomial, ne connait pas de réponse efficace (autre qu'un algorithme basé sur un test pour
chaque arc du réseau).
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Chapitre 7

Implémenter une contrainte d’arbre
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N

Es contraintes globales les plus puissantes sont généralement rattachées a un résolveur particulier :
L cycle, diffn, cumulative avec le résolveur CHIP [BC94], tree [BFLO5] avec le résolveur Choco, standard
deviation [SDDRO7] avec Ilog Solver. Cette tendance tient probablement au fait que, d’un point de vue
implémentation, les contraintes globales sont fortement liées aux services du noyau associé au résolveur
pour lequel elles sont développées. En effet, les contraintes globales mettent tres souvent en jeu, a la fois des
structures de données internes, mais aussi des structures de données fournies par le résolveur. Ces dernieres
sont le plus souvent des structures dites restaurables (« backtrackables ») offertes par les résolveurs en vue
de faciliter I'implémentation des contraintes. Cependant, tous les résolveurs ne fournissent pas les mémes
structures restaurables, ce qui conduit finalement I'implémentation des contraintes globales & dépendre
fortement des structures de données proposées par le résolveur utilisé. Ce phénomene entraine aussi des
différences de performance notables lorsqu'une méme contrainte est déployée sur plusieurs résolveurs.
C’est en particulier le cas pour la contrainte alldifferent (une des rares contrainte existante dans la
plupart des résolveurs).

L’implémentation réelle des contraintes globales étant bien souvent passée sous silence, dans ce cha-
pitre, nous proposons de discuter dans ce chapitre de 'implémentation des contraintes tree et extended-tree
(détaillées aux chapitres 4 page 47 et 5 page 65). Au travers, tout d’abord, de I'implémentation originale
de la contrainte tree puis de la prise en compte des contraintes additionnelles introduites au travers de la
contrainte extended-tree. Nous montrons en quoi une implémentation « directe » de telles contraintes rend
leur utilisation sur des problemes de grande taille, en particulier, & cause d’une extréme sensibilité des
algorithmes utilisés a la densité des graphes. Ensuite, nous introduisons une nouvelle implémentation de
la contrainte tree. Cette implémentation est basée sur une approche dynamique de la gestion des graphes
permettant a la fois de diminuer la sensibilité des algorithmes a la densité mais aussi, de découpler la
contrainte tree du résolveur de contrainte I'utilisant. Nous expérimentons cette nouvelle approche au tra-
vers des résolveurs Choco (http://choco.sf.net/) et Gecode (http://gecode.org/) qui utilise tous
deux des systémes de gestion de la mémoire complétement différents (c.-a-d., le trail [AB90] dans le cas
de Choco et la copie [Sch99] dans le cas de Gecode).
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7.1 Implémentation Originale

Dans cette section nous nous attachons a montrer comment la contrainte tree est implémentée au sein du
résolveur Choco, puis comment nous prenons en compte les contraintes additionnelles introduites dans le
cadre de la contrainte extended-tree. Finalement, nous concluons cette section sur une série d’expérimen-
tations montrant les limites de la premiére approche pour les instances de taille moyenne.

7.1.1 La contrainte tree

On releve souvent deux situations lorsque I'on doit implémenter une contrainte globale : dans un premier
cas, le résolveur de contraintes est connu et par la méme les mécanismes de gestion de la mémoire
sont imposés; dans le second cas, on peut choisir un résolveur adapté aux exigences de la contrainte a
implémenter c.-a-d., choisir un résolveur proposant les structures de données les plus prometteuses pour
la mise en ceuvre de la contrainte. Dans le cas de la contrainte ¢ree, nous nous sommes concentrés sur le
résolveur Choco. En effet, il permet une gestion relativement fine des événements' se produisant sur les
variables durant le mécanisme de propagation-recherche. De plus, chaque variable associée & un probleme
(lors de la déclaration de ce dernier) connait les contraintes la mettant en jeu, et symétriquement, chaque
contrainte connait le sous-ensemble de variables sur lequel elle s’applique. Ainsi, pour une contrainte
donnée, différents traitements peuvent étre effectués pour chaque type d’évenements se produisant sur
les variables misent en jeu dans la contrainte. Ceci conduit & pouvoir atteindre facilement un point fixe
pour les algorithmes de filtrages car, chaque contrainte peut spécifier si elle souhaite étre réveillée par
un évenement qu’elle a produit, ou exclusivement par des événements extérieurs. Le principal bénéfice
d’une telle fonctionnalité est que pour une contrainte n-aire donnée, I’algorithme de filtrage peut étre
découpé selon chaque type d’évenement se produisant sur les domaines des variables mises en jeu dans la
contrainte.

La figure 7.1 décrit la contrainte tree telle qu’elle est implémentée dans le résolveur Choco. Le détail
de chaque algorithme de propagation a été introduit au chapitre 4 page 47.

Pose de la contrainte tree :

— Calculer les bornes MINTREE et MAXTREE.

— S’il existe au moins une solution satisfaisant la contrainte alors, effectuer la propagation relative
a la contrainte :

1. Mettre a jour NTREE par rapport a MINTREE et MAXTREE.
2. Propager par rapport au sommets dominants les racines de G.
3. Propager par rapport & min(NTREE) et max(NTREE).

Pour chaque évenement se produisant sur le domaine d’une variable mise en jeu dans la contrainte
faire :
— Si cet événement se produit sur la variable NTREE alors :

1. Propager par rapport & min(NTREE) et max(NTREE).
— Si cet événement se produit sur une variable modélisant un sommet de G alors :
1. Mettre a jour NTREE par rapport & MINTREE et MAXTREE.

2. Propager par rapport aux éventuels nouveaux sommets dominants découvert dans G.

FiG. 7.1 — Squelette de 'algorithme de filtrage implémentant la contrainte tree dans le résolveur Choco.

Le résolveur de contraintes Choco est basé sur un systéeme de mémorisation automatique des modi-
fications (dit « trailing » [AB90])? comme linstanciation d'une variable, le retrait de valeurs dans les
domaines, mais aussi, les effets de tels évenements sur les structures de données restaurables propres a la
contrainte. Dans notre cas, ces effets consistent exclusivement en la modification de la structure de donnée

1Le résolveur Choco distingue trois types principaux d’événements : I’instanciation d’une variable, le retrait d’une valeur
dans le domaine d’une variable, et la mise & jour de la borne inférieure (resp. borne supérieure) du domaine d’une variable.

2Une approche basée sur le « trailing » mémorise pour chaque événement modifiant une structure de données, 1’infor-
mation nécessaire pour défaire cette modification.
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représentant le graphe G et ses propriétés (composantes fortement connexes, sommets dominants). Par
exemple, si un arc (¢, 7) est supprimé de G (c.-a-d., j ¢ D(VER[i].8)) alors, ce retrait peut entrainer :
1. La diminution du nombre de racines potentielles, si ¢ = j. Ceci conduit & une mise a jour de
MAXTREE ;
2. L’augmentation du nombre de composantes puits. Ceci entraine une mise & jour de MINTREE ;
3. La création de nouveaux sommets dominants des racines potentielles dans G.

Ainsi, pour pouvoir mémoriser les informations nécessaires a la restauration des structures de données
mise en jeu dans la contrainte, le résolveur Choco propose différentes structures de données restaurables
utilisant des types de données mémorisables sur les entiers, les booléens et les BitSets. La contrainte
tree utilise ces structures de données pour dynamiquement mémoriser et restaurer les propriétés de graphes
utiles comme les composantes fortement connexes et les sommets dominants du graphe G. Plus précisé-
ment, la contrainte tree s’appuie sur une représentation du graphe G basée sur un tableau de BitSet
de taille n (ou n désigne le nombre de sommets du graphe). D’autre part, la liste des sommets domi-
nants ainsi que la liste des composantes fortement connexes est elle aussi mémorisée a l’aide de BitSet.
Ainsi, lors de chaque modification des domaines des variables misent en jeu dans la contrainte tree, on
est capable de retrouver quelle modification est survenue sur le graphe G, ses sommets dominants, ou ses
composantes fortement connexes.

7.1.2 La contrainte extended-tree

Nous nous intéressons dans cette section a I'implémentation de la contrainte extended-tree introduite au
chapitre 5 page 65. Chacune des restrictions que la contrainte extended-tree met en jeu peut étre modélisée
a l'aide d'un graphe additionnel : Gy pour les contraintes de précédence, G.onq pour les contraintes de
précédence conditionnelle, G;,,. pour les contraintes d’incomparabilités, et G¢ pour le graphe de flot associé
aux contraintes sur le degré de chaque sommet du graphe. Ainsi, nous utilisons toujours la représentation
sous la forme de tableaux de BitSet introduite pour la contrainte tree.

Nous détaillons maintenant le schéma général de I’algorithme de filtrage de la contrainte extended-tree
lors de son réveil initial. Etant donné que la propagation de cette contrainte releve d’un probleme difficile,
les algorithmes que nous avons proposés au chapitre 5 page 65 ne sont pas complets. Ainsi, nous proposons
lors du réveil de la contrainte de saturer les algorithmes de filtrage proposés pour chaque restriction, dans
le but de détecter au plus to6t un maximum de valeurs inconsistantes dans les domaines des variables.

Lors du réveil de la contrainte extended-tree :

— Calculer les bornes MINTREE et MAXTREE ..

— Calculer les bornes MINPROP et MAXPROP.

— Mettre a jour le graphe de précédence G,,.. par rapport aux graphes G et Gip..

— Synchroniser Gprec €t Geona par rapport au graphe G. Cette synchronisation consiste & mettre a
jour Gprec vis a vis des arcs de Giaype devenus des arcs de Ggure, €t a ajouter dans Gpre. les arcs
de G.ong qui sont devenus des contraintes de précédence.

— Mettre & jour le graphe de flot G associé aux contraintes sur le degré de chaque sommet de G.

— S’il existe au moins une solution satisfaisant la contrainte extended-tree alors :

1. Appliquer I'algorithme de propagation relatif & la contrainte tree.
Appliquer I'algorithme de propagation relatif & la contrainte proper-tree.
Propager par rapport aux contraintes de précédences.

Propager par rapport aux contraintes d’incomparabilités.

A R

Propager par rapport aux contraintes sur le degré de chaque sommet de G.

— Tant qu'une modification est survenue sur I'un des graphes G, Gprec, Gince, Gy alors commencer un
nouveau réveil.

F1G. 7.2 — Schéma général de I'algorithme de filtrage lors du réveil initial de la contrainte extended-tree.

La motivation principale de la mise en place d’une boucle de saturation effectuant elle-méme le réveil
de la contrainte, repose sur le fait que toute modification intervenant sur I'un des graphes G, Gprec; Geonds
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Ginc, G5 peut potentiellement entrainer la détection de nouveaux arcs impossibles dans le graphe G, ou
de valeurs impossibles dans les domaines de NTREE et NPROP. De maniere réciproque, tout retrait d’arc de
G ou toute mise a jour des bornes de NTREE et NPROP peut entrainer la modification des graphes Gy,
Geonds Gine €t Gy. 1l s’agit donc bien d’une boucle de saturation permettant d’atteindre un point fixe ol
les structures G, Gprec, Geonds Gine, Gy sont dans un état stable vis-a-vis des algorithmes de filtrages.

7.1.3 Les limites de ’approche : illustration avec la contrainte tree

En nous replagant maintenant dans le contexte de la contrainte tree, nous montrons quelles sont les
limites d’un telle implémentation. En particulier, nous allons mettre en lumiere I’extréme sensibilité des
algorithmes « classiques » face a la densité du graphe G associé a la contrainte. Le tableau 7.1 illustre
cette sensibilité. Les expérimentations ont été effectuées avec la version 1.2.04 du résolveur Choco sur une
machine Intel Xeon avec 2.4GHz de CPU et 1Go RAM dont, 128Mo alloué a la machine virtuelle Java.
Pour chaque taille de graphe dans {25, 50, 75, 100, 150, 200}, et les densités tirées dans I'intervalle [0.05; 1]
avec un pas de 0.05, nous avons généré et résolu 30 instances (soit 3600 graphes au total).

’ Ordre du graphe \ Densité \ Temps moyen (ms) ‘

<05 55
25 >05 90
<05 610
5 >05 1532
<
. <05 3856
>05 8896
<05 13040
100 >05 32568
<05 69220
150 >05 219174
<05 204497
200 >05 > 300000

TAB. 7.1 — Evaluation de I'implémentation de la contrainte tree originale sur des graphes aléatoires.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons une nouvelle technique d’implémentation permettant
de s’abstraire partiellement de cette dépendance vis-a-vis de la densité du graphe considéré. Pour cela,
nous allons essayer de prendre en compte au mieux le caractere « local » des modifications engendrées
par les évenements survenant sur les domaines des variables mises en jeu dans la contrainte tree. En
effet, il est facile de constater que chaque modification sur les domaines des variables représentant des
sommets du graphe G associé & la contrainte, ne modifie que le voisinage du sommet concerné dans le
graphe G. Ceci pose donc la question suivante : est-il toujours nécessaire de recalculer des propriétés telles
que les composantes fortement connexes de G de maniere globale apres chaque évenement survenant sur
le graphe ? La réponse a cette question ne résume-t-elle pas a I’étude (ou tout simplement 1'utilisation)
d’algorithmes de graphes dynamiques maintenant ces propriétés?

7.2 Vers une implémentation « portable »

L’intuition de cette nouvelle implémentation est essentiellement basée sur I'utilisation d’algorithmes spé-
cifiques permettant d’éviter de recalculer sur le graphe G des propriétés qui pourraient étre maintenues
de maniere incrémentale. Pour cela, ’état de I'art sur les algorithmes de graphes proposes de nombreux
algorithmes dit totalement dynamiques [EGI97] maintenant différentes propriétés de graphes utiles pour
la contraintes tree. Le caractere totalement dynamiques de ces algorithmes autorise le maintient des pro-
priétés tant apres 'ajout que le retrait d’arcs dans le graphe G associé a la contrainte. Cette bonne
caractéristique conduit a poser deux questions :



7.2. Vers une implémentation « portable » 103

Contrainte = Résolveur

vue de V g“ V=A_vy,...,u}

vue de D @ D=D, x...x D,
e eoments. - € £ = {T.R.U)

Fi1G. 7.3 — Une contrainte adaptable définie par rapport a trois types de données : une vue des variables V
qui définissent le probleme, une vue des domaines de chaque variable D et, une interprétation des évene-
ments qui se produisent sur les domaines des variables. Ces évenements peuvent étre des instanciations de
variables (7), des retraits de valeurs dans les domaines (R) et, des mises & jour (i) de bornes inférieures
ou supérieures des domaines.

...... : . Cobvts -
z | : Interpréteur résultats - Module représentation
o Z—): D — i
g : d’événements : : contrainte du graphe g
o : : :
o : : : l T
o : : :
S ; :
é : : propriétés de graphe
= : Lien évis extérieurs scc’s, dominants
: gi . Vue de V : :
U : : Vue de D : Module graphe
Module interface Contrainte globale tree

F1G. 7.4 — Schéma général d’implémentation de la contrainte tree adaptable.

— Est-il réellement nécessaire d’utiliser des structure de données restaurables s’il existe des algorithmes
autorisant un maintient totalement dynamique? En effet, il existe dans la théorie des graphes de
nombreux algorithmes permettant de maintenir (sans recalcul global) des propriétés (comme les
composantes fortement connexes, la fermeture et la réduction transitive, etc) lors de 'ajout ou le
retrait d’arcs dans le graphe considéré.

— Si finalement les structures de données restaurables ne sont pas utilisées (c.-a-d., qu’il n’est pas
nécessaire de mémoriser les variations des structures de la contrainte), quel lien exact reste-t-il
entre la contrainte et le résolveur 7 Vraisemblablement ce lien est extrémement ténu, ce qui conduit
a se dire que dans le cas de la contrainte tree, on doit étre capable de fournir une implémentation
indépendante du résolveur utilisé.

Ceci ouvre alors de nouvelles perspectives : d’une part, la contrainte doit étre portable sur n’importe
quel résolveur de PPC, et d’autre part, elle doit aussi pouvoir étre utilisé sur des résolveurs de problemes
autres que des résolveurs PPC comme peuvent I’étre COMET, un environnement de développement pour
la recherche locale [HMO7], ou PaLM, une extension du résolveur Choco basée sur les explications [JB0O0].
Ainsi, nous allons maintenant montrer que I'implémentation de la contrainte tree au travers d’une gestion
dynamique des structures de données transforme cette derniere en « plugin » pour différents résolveur
(voir figure 7.3).

7.2.1 Mise en ceuvre

D’un c6té, il est possible de résumer les limites de la complexité théorique de la contrainte tree au calcul
répétitif de certaines propriétés de graphes (composantes fortement connexes (CFC'), fermeture transitive,
sommet dominants) sur le graphe G entre deux étapes de recherche effectuées par le résolveur. D’un autre
coté, les techniques de recherches sont uniquement basées sur la sélection et le retrait de valeurs dans
les domaines des variables, ou sur la restauration de valeurs dans les domaines. Dans le contexte de la
contraintes tree, ces techniques sont donc amenées a modifier uniquement la variable NTREE ainsi que
I’ensemble des arcs contenus dans le graphe G.

Une nouvelle approche implémentant la contrainte d’arbre peut naturellement étre décomposée de la
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maniere suivante (voir figure 7.4 page précédente) :

1. Le module graphe est basé sur une structure de données totalement dynamique modélisant la
graphe G et ses propriétés associées (c.-a-d., les composantes fortement connexes, les sommets
dominants et la fermeture transitive). Ce module contient les primitives mettant & jour les structures
de données par rapport aux retraits (lors du filtrage) et aux ajouts d’arcs (lors de la restauration).
Ces primitives calculent naturellement chaque propriétés sur le sous-graphe nécessaire induit par le
graphe original G.

2. Le module contrainte propose les algorithmes de filtrage (basés exclusivement sur les propriétés
maintenues par le module graphe) détectant et supprimant les arcs de G inconsistants avec la
contrainte tree.

3. Le module interface maintient une relation bijective entre les évenements survenant sur les do-
maines des variables (c.-a-d., retraits/ajouts de valeurs dans les domaines) et les événements sur-
venant sur le graphe G (c.-a-d., retraits/ajouts d’arcs).

En pratique, dans 'implémentation courante de la contrainte ¢ree adaptable, lors de chaque événement
survenant sur un domaine d’une variable : premieérement, cet événement est interprété par le module
interface ; ensuite, le module graphe met a jour ses structures de données; ensuite, les algorithmes de
filtrages de la contrainte sont appliqués; finalement, les événements résultants fournis par la contrainte
sont interprétés en terme de mises a jour des domaines des variables.

Nous détaillons maintenant les fonctionnalités du module interface. On distingue quatre événements
concernant le domaine des variables d’une contrainte : les retraits de valeurs dans les domaines, I'ins-
tanciation de variables, la mise & jour des bornes inférieures et des bornes supérieures. Cependant, les
évenements liés a I'instanciation et a la mise a jour de bornes peuvent étre naturellement ramenés a
un ensemble d’évenements de type retrait. Ainsi, pour chaque type d’événements regus par le module
interface depuis le résolveur, une transformation de I’événement recu en un ensemble de retraits d’arcs
est effectuée par le module graphe. Cependant, tous les retraits ne sont pas traités de la méme maniere
par Uinterface. En effet, I’événement a l'origine d’un ensemble de retraits n’est pas totalement ignoré par
le module graphe, dans le but de pouvoir améliorer 'efficacité du traitement. Par exemple, un ensemble
de retraits liés & un événement d’instanciation sur une variable conduit & une modification du voisinage
du sommet correspondant dans le graphe G. Cette information peut étre prise en compte dans le but
d’effectuer ces modifications de maniere plus efficace.

En d’autre termes, cette nouvelle approche pour implémenter une contrainte globale conduit a une
ré-organisation du code de la contrainte. Chaque partie est clairement isolée et identifiée : la gestion de la
structure de données avec la modification des domaines (événements), les algorithmes liés & la propagation
(le cceur de la contrainte), et le maintient des propriétés de graphe nécessaires pour la propagation (le
module graphe). Cette isolation des différentes parties composant une contrainte globale est un point
relativement important dans la conception de contraintes globales avancées.

7.2.2 Expérimentations

Nous nous intéressons maintenant a une série d’expérimentations évaluant la contrainte tree adaptable.
Dans un premier temps, nous comparons les résultats obtenus avec I'implémentation originale ad-hoc de
la contrainte. Ensuite, nous évaluons les performances de la contrainte ad-hoc sur deux résolveurs de
contraintes : Gecode et Choco. Comme précédemment, Les expérimentations ont été effectuées avec la
version 1.2.04 du résolveur Choco et la version 1.3.1 du résolveur Gecode sur une machine Intel Xeon
avec 2.4GHz de CPU et 1Go RAM dont, 128Mo alloué a la machine virtuelle Java.

Implémentation ad-hoc versus implémentation adaptable

L’objectif de ces expérimentations est de montrer que la contrainte tree adaptable surclasse largement
la version ad-hoc initialement développée. De plus, 'approche purement dynamique proposée par cette
nouvelle implémentation est, en moyenne, beaucoup moins sensible a la variation de la densité du graphe.
Ce comportement constitue une tres nette amélioration pratique par rapport a I'implémentation ad-hoc
orignale [BFLO6].
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Ordre du graphe | Densité Egiﬁgi m‘o}:ga&r:gle
95 <0.5 55 45
> 0.5 90 38

50 <0.5 610 310
> 0.5 1532 307

75 <0.5 3856 1174
> 0.5 8896 1064

100 <0.5 13040 3156
> 0.5 32568 2682

150 <0.5 69220 11543
> 0.5 219174 9645

9200 <05 204497 33763
> 0.5 > 300000 26315

TAB. 7.2 — Evaluation de la contrainte tree adaptable par rapport son implémentation ad-hoc.

45000 T T T T
Adaptable —o— L
40000 - Ad-hoc -+ +
+
35000 - + o+ .
+
30000 - :
= + +
£ 25000 - N + :
£ 20000 - N + :
2 +
15000 Lot |
10000 +
ot
5000 1 T oo oo o0 D
0 | | | | | | | |

|
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
densité de G

Fia. 7.5 — Résultats détaillés pour un graphe orienté d’ordre 100, la courbe en pointillé représente les
résultats de I'implémentation ad-hoc de la contrainte tree tandis que la courbe en traits pleins donne les
résultats de 'implémentation adaptable.

Cet ensemble d’expérimentations démontre deux apports essentiels de la version adaptable de la
contrainte tree. Comme précédemment, pour chaque taille de graphe dans {25, 50, 75,100, 150, 200}, et
les densités tirées dans I'intervalle [0.05; 1] avec un pas de 0.05, nous avons généré et résolu 30 instances
(soit 3600 graphes étudiés). Notons que la durée d’exécution maximum est limitée & 300000ms, et qu'une
heuristique de choix de variable et de valeur aléatoire est utilisée.

Premieérement, la table 7.2 met en avant une amélioration globale de I'implémentation ad-hoc de la
contrainte tree. En effet, la version adaptable est 3.8 fois plus rapide dans le cas de graphes avec une
densité inférieure ou égale a 0.5, et 10 fois plus rapide dans le cas des graphes avec une densité supérieure
a 0.5. Deuxiemement, les figures 7.5 et 7.6 page suivante fournissent les comportements respectifs des
contraintes ad-hoc et adaptables pour un graphe donné d’ordre 100. La figure 7.6 page suivante met en
avant le ratio entre des temps d’exécution de la contrainte adaptable et de la version ad-hoc. Dans les
deux cas, la version adaptable s’avere plus performante que la version ad-hoc dans le cas de graphes
denses.

Nous pouvons maintenant détailler les raisons expliquant 1’écart de performances entre les deux im-
plémentations. Premieérement, nous allons nous intéresser & I'implémentation de la condition de faisabilité
introduite au théoreme 6 page 50. Deuxiémement, nous montrerons comment le filtrage a pu étre amélioré
en pratique.
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F1G. 7.6 — La courbe en pointillé représente le ratio entre les temps d’exécution de la contrainte ad-hoc
et de la contrainte adaptable, dans le cas d’une densité du graphe G supérieure a 0.5. La courbe en traits
pleins représente le méme ratio dans le cas d’une densité inférieure ou égale a 0.5.

Lors de chaque réveil de la contrainte, la version ad-hoc de la contrainte tree recalcule les composantes
fortement connexes (CFC) associées au graphe G par une procédure de recherche en profondeur d’abord
introduite par Tarjan [Tar72], ayant une complexité en O(n 4+ m). Cependant, recalculer les CFC lors de
chaque réveil est inutile. En effet, durant les étapes de propagation/recherche, les retraits ou les ajouts
d’arcs dans G induisent uniquement des modifications locales de G. Alors, le cotit de recalcul des scc peut
étre significativement réduit en s’intéressant uniquement au sous-graphe nécessaire induit par les CFC
précédemment calculées. En pratique, durant la recherche, la taille des CFC' ne cesse de diminuer (alors
que leur nombre augmente) jusqu’a étre réduites & un unique sommet. Ainsi, le maintien dynamique des
CFC est la premiere raison des améliorations fournies par la contrainte tree.

Dans ’algorithme de filtrage original, la contrainte détecte les sommets dominant [LT79] I’ensemble
des racines potentielles du graphe G. Pour chaque sommet dominant, l'algorithme de filtrage détecte
et supprime les arcs sortants qui ne peuvent pas atteindre au moins une racine potentielle. Ainsi, pour
chaque sommet dominant, il faut calculer un arbre de recherche en profondeur d’abord pour détecter si
une racine potentielle peut étre atteinte ou pas. Globalement, ceci est effectué en O(nm). Dans le cas de
la contrainte adaptable une nouvelle approche est proposée. Nous associons au graphe G, sa fermeture
transitive. Le calcul de cette fermeture transitive de G n’est effectué explicitement que durant I’étape de
propagation initiale en O(nm). Ensuite, un maintien dynamique de la fermeture transitive est effectué
par une mise a jour incrémentale calculée sur un sous-graphe de G induit par les événements ayant
modifié G. En pratique, ce maintient dynamique est efficace. Finalement, la connaissance de la fermeture
transitive de G fournit les conditions d’accessibilités nécessaires pour effectuer le filtrage des arcs sortants
des sommets dominant directement lorsque ces sommets sont identifiés par 1’algorithme.

Evaluation de la portabilité

L’objectif de cette expérimentation est d’illustrer la portabilité de la nouvelle implémentation de la
contrainte tree. Le choix des résolveurs de contraintes Gecode et Choco montre une légere dégradation
dans le cas du résolveur Gecode. Nous montrerons que cette dégradation est liée au module interface
gérant le lien entre la contrainte tree et le résolveur.

Gecode est un résolveur centré sur la propagation c.-a-d., que les contraintes ne connaissent pas
les causes de leur réveil. En d’autres termes, ce résolveur ne peut pas dynamiquement enregistrer les
évenements survenant sur les variables durant la recherche. Ainsi, c’est le module interface qui calcule
ces évenements dans le but de les traduire en termes de retraits/ajouts d’arcs dans le module graphe.

Le module interface est un observateur surveillant les modifications survenant sur les domaines des
variables misent en jeu. Lors de la pose de la contrainte, I’observateur mémorise une copie des domaines
de chaque variable. Ensuite, lors de chaque réveil de la contrainte, I’observateur compare 1’état courant
des domaines de chaque variables a leur copie. Si un domaine a été modifié depuis le dernier réveil,
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Temps d’exécution Choco (ms) Temps d’éxécution Gecode (ms)

Taille du graphe Module Module Module Module Module | Module
interface | contrainte | graphe interface | contrainte | graphe

25 5 10 27 6 10 27

50 5 57 229 24 56 228

75 11 190 863 58 186 879

100 18 440 2287 120 439 2310

150 50 1466 9524 368 1329 9596

200 82 3214 27551 812 3009 27097

TAB. 7.3 — Comparaison des temps d’exécution de la contrainte tree adaptable sur deux résolveurs distincts
(Choco et Gecode). Pour chaque résolveur, le temps d’exécution de chaque partie est détaillé.

I’observateur met a jour la copie des domaines et envoie les modifications d’arcs au module graphe. Ainsi,
dans le pire cas il y a O(|V| x |D(v)|) comparaisons de valeurs. En pratique, ce traitement peut étre
effectué en utilisant des structures de données classiques comme les Java BitSet.

Ce calcul conduit a un surcotit du module interface lorsque la contrainte est utilisée avec le résolveur
Gecode. Notons que ce n’est pas le cas avec le résolveur Choco car il s’agit d’un résolveur de contraintes
centré sur les variables. Ainsi, le module interface connait quel type de modifications est survenu sur les
domaines des variables sans avoir a les parcourir. Par conséquent, lorsque le module interface est réveillé,
il transforme uniquement les évenements survenant sur les variables en évenements sur le graphe et les
envoie au module graphe.

Pour chaque taille de graphe dans {25,50,75,100,150,200}, et les densités tirées dans {0.05,0.2,
0.4,0.5,0.6,0.8,0.95}, nous avons généré et résolu 50 instances (soit 2100 graphes en tout). Le tableau 7.3
résume les temps de calcul de chaque partie composant la contrainte tree adaptable (Figure 7.4 page 103),
a la fois pour les résolveurs de contraintes Choco et Gecode. Notons que pour chaque résolveur une
heuristique aléatoire de choix de variables/valeurs est utilisée.

La colonne « Module interface » du tableau 7.3 illustre parfaitement le surcott dut a l'interface dans
le cas du résolveur Gecode. De plus, nous pouvons noter que les temps d’exécution relatifs a la contrainte
elle-méme sont équivalents dans les deux résolveurs : les colonnes « Module contrainte » et « Module
graphe » illustrent parfaitement ce résultat.

7.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous venons de débattre de I'intérét de séparer 'implémentation des contraintes globales
liées au partitionnement d’un quelconque résolveur. Nous avons illustré, par le biais de la contrainte tree,
que cette séparation permettait non seulement de rendre la contrainte portable sur plusieurs résolveurs
mais aussi, de gagner en performances pures par la mise en place d’algorithmes de graphes totalement
dynamiques.

Il faut noter que I'indépendance de la contrainte tree est directement liée au fait que les propriétés de
graphe qu’elle met en jeu peuvent étre maintenues de manieére totalement dynamique. Un effet de bord
relativement intéressant pour la communauté réside dans le fait que la conception de contraintes globales
« portables » permet une large diffusion de ces dernieres sur différents résolveurs. En effet, la plupart
du temps les contraintes globales « avancées » sont rattachées a un unique résolveur et ne sont que tres
rarement déployées sur d’autres.

Toutefois, comme nous ’avons montré dans ce chapitre, la contrainte tree nécessite le maintien de
différentes propriétés de graphe. Pour chacune de ces propriétés, il existe dans I’état de I’art un ou plusieurs
algorithmes incrémentaux détaillant une implémentation efficace. Cependant, chacun de ces algorithmes
nécessitent des structures de données spécifiques. Un challenge intéressant (qui peut aussi constituer une
limite) consiste donc & déployer une structure de données unique pour la contrainte, maintenant I’ensemble
des propriétés en évitant de dégrader les meilleures complexités théoriques connues pour chacune d’entre
elles. Pour cette premiere approche, ce compromis peut encore étre amélioré.
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Chapitre 8

Applications
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ous nous intéressons dans ce chapitre a une série d’expérimentations de la contrainte extended-tree sur
trois problemes pratiques. Tout d’abord, la section 8.1 étudie le probleme de phylogénie de super-
arbre au travers d’un certain nombre d’instances issues de probleme réels, et compare les résultats obtenus
par la contrainte extended-tree vis-a-vis d’'une approche dédiée a cette application. Ensuite, la section 8.2
page 113 présente les résultats de la contrainte extended-tree sur un probléme de cheminement qui consiste
en la construction d’un chemin induit par un ordre partiel entre un sous-ensemble des sommets du graphe
initial. Nous comparons, la encore, les résultats de la contrainte extended-tree avec une approche spécifique
a ce probleme. Finalement, la section 8.3 page 114 fournit les résultats de la contrainte extended-tree pour
un ensemble d’instances aléatoires du probléme de chemin Hamiltonien.
Toutes les expérimentations présentées dans cette section ont été effectuées avec la version 1.2.04 du
résolveur Choco sur une machine Intel Pentium 4 avec 3GHz de CPU et 1Go de RAM (512Mo ont été
alloués a la machine virtuelle Java).

8.1 Reconstruction de super-arbres en phylogénie

Un des objectifs de la phylogénie est de reconstruire la généalogie des especes vivantes. Cette généalogie
est idéalement représentée par un arbre appelé « arbre de la vie ». Il est constitué de feuilles représentant
les especes contemporaines et de sommets internes représentant des especes éteintes dont on ne connait
pas forcément le nom. Un probleme central en phylogénie est la construction d’un super-arbre généalo-
gique [BEGS02] compatible avec plusieurs arbres généalogiques déja connus. Il existe dans la littérature
différentes définitions de la compatibilité d’un super-arbre avec un ensemble d’arbres donnés :

Définition 50 (Compatibilités forte, faible et stable).

— Un arbre T est dit fortement compatible avec un arbre T', si T’ est topologiquement équivalent &
un sous-arbre de T respectant l’agencement des noms des sommets.[NW96]

— Un arbre T est dit faiblement compatible avec un arbre 7', si T’ peut étre obtenu a partir de T
par une série de contradictions d’arcs. [Ste92]

— Un arbre T est dit stablement compatible avec un ensemble d’arbres S, si T est faiblement com-
patible avec chaque arbre de S et chaque sommet interne de T peut étre nommé par au moins un
sommet interne d’un arbre de S.

La contradiction d'un arc a = (v, w) est la substitution des sommets v et w par un unique sommet dont les arcs incidents
sont ceux qui étaient incidents & v et w a ’exception de a.

109



110 8. Applications

T 9 11 d 11 d
10 ¢ 10 e
c c
= 13 a 12 b
: 9 13

b 7 8 a
9
! !

L7 8Ea T

g

T T T

FiG. 8.2 — Trois « petits » arbres phylogéniques.

Pour le probléeme de reconstruction de super-arbres, les compatibilités forte, faible et stable coincident
ssi tous les arbres donnés en entrée sont binaires [NW96]. L’existence de solutions reste valable lorsque
I’on restreint la compatibilité faible a la compatibilité stable.
Par exemple, les arbres 7; et 75 de la figure 8.1 acceptent 7 et 7’ comme super-arbres a la fois
pour la compatibilité faible et forte. Comme on peut le voir, tous les sommets internes de 7’ peuvent
étre nommés par un sommet interne des deux arbres donnés en entrée, mais ce n’est pas le cas pour le
pere des sommets b et g de ’arbre 7. Par conséquent, 7 et quatre autres super-arbres sont tendancieux
car ils font des hypothéses sur l'existence d’espeéces éteintes qui n’appartiendraient & aucun des arbres
donnés en entrée. Considérons aussi les trois arbres de la figure 8.2 : les arbres 73 et 7, acceptent 1’arbre
7, comme super-arbre par rapport a la définition de compatibilité faible, en effet, il suffit de contracter
Parc (3,2) pour obtenir 73 & partir de 7;. Cependant, les arbres 73 et 74 n’acceptent pas de super-arbre
vis-a-vis de la définition de compatibilité forte. En effet, le plus récent ancétre commun aux sommets b et
¢, noté mrea(b, c), est le méme sommet que mrea(a,b) dans 'arbre 73, il est noté 1, mais ce n’est pas le
méme dans 'arbre 7y, puisque le sommet correspondant au mrea (b, ¢) = 3 est un descendant du sommet
correspondant au mrea(a,b) = 2. De la méme manieres, les arbres 73 et 75 n’acceptent de superarbres ni
par rapport a la compatibilité faible, ni par rapport a la compatibilité forte.
Le premier algorithme répondant au probleme de reconstruction d’un super-arbre a été donné
dans [ASSUS8I]|. Cet algorithme est basé sur la définition de compatibilité forte, sa complexité est de
l'ordre de O(£?), ot £ est le nombre de feuilles des arbres donnés en entrée. Beaucoup d’algorithmes
dérivés ont depuis émergés. On retiendra surtout 'algorithme OneTree [NW96]. La premieére approche
par programmation par contraintes a été proposée dans [GPSWO03] sans utiliser de contraintes globales.
Concernant la compatibilité faible, un algorithme classique est, par exemple, donné dans [Ste92]. Finale-
ment, concernant la compatibilité stable, I’algorithme issue de la linguistique [BK07] peut étre directement
spécialisé pour le probleme de reconstruction de super-arbre.
Nous nous plagons maintenant dans le contexte de la compatibilité stable, le probleme de reconstruc-
tion de super-arbre est défini a partir d’'un ensemble 71,...,7; d’arbres et peut étre modélisé par une
contrainte extended-tree(1,1,VER) telle que :
— le graphe G associé & la contrainte est un graphe complet orienté (V, &) tel que I'ensemble des
sommets est défini par V = N(71) U--- UN(7;) et I'ensemble des arcs par € = {(u,v) | u,v € V},
ol N(T) est I'ensemble des sommets de l'arbre 7 ;

— le graphe de précédence Gprec = (V, Eprec) est directement donné & partir des arbres 7y, ..., 7 ;

— le graphe d’incomparabilité est généré a partir des sommets incomparables dans chaque arbre
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— toutes les feuilles des arbres 71,...,7; doivent rester des feuilles dans toute solution donc, leur
demi-degré intérieur est fixé a zéro : VER[{].D = 0. Tous les autres sommets de V ont leur degré
contraint & VER[i].D € [1, 2] si un super-arbre binaire est recherché, et VER[].D € [1,n — 1] dans tous
les autres cas, o n = |V|.

Une heuristique de choix de variables par taille de domaine croissante est utilisée lors de chaque réveil de
la contrainte extended-tree (c.-a-d., lors de chaque instanciation décidée par le résolveur), et 'heuristique
de choix de valeur privilégie, pour un sommet v; donné, le pere v; de v; tel que il existe un plus court
chemin de v; a v; dans le graphe de précédence Gpre.. Cette derniere heuristique est basée sur I'intuition
que plus la distance entre v; et v; est grande dans Gye., plus les chances de satisfaire toutes les contraintes
de précédence mises en jeu sur un chemin de v; a v; sont faibles.

Le tableau 8.1 compare les performances de notre modele en Choco (vérifiant la compatibilité stable),
avec le modele Choco introduit dans [GPSWO03] (vérifiant la compatibilité forte). Ce dernier modele
est disponible & ’adresse suivante http://www.dcs.gla.ac.uk/ pat/supertrees/. Pour une instance
donnée, la colonne « satisfiabilité » indique 'existence d’un super-arbre, et, entre parentheéses, nous pré-
cisons §’il existe ou non un super-arbre binaire. Précisons que la mention « n/a » est ajouté lorsqu’une
colonne n’a pas de sens dans le contexte considéré. Au niveau des instances choisies, il y a tout d’abord
deux arbres S et Sy, issus de 1’étude des araignées disponible dans la base de données TreeBase (voir
http://www.treebase.org/, étude S1x6x97c14c42c30). Pour ces instances, il faut noter que le fait qu’un
des deux arbres ne soit pas binaires implique qu’il n’existe pas de super-arbre binaire les unifiant. Nous
nous sommes intéressé ensuite a deux arbres Cy et Cy issus d’une base de données étudiant les chats
extraite de journaux spécifiques. Comme pour les araignées, I’existence d’un arbre non binaire implique
qu’il n’existe pas de super-unifiant ces deux arbres. Enfin, nous avons étudié 129 especes d’oiseaux marins
au travers des arbres A & G. Ces instances ont été extraites a partir d’un journal d’ornithologie [KP02]. On
peut remarquer que seuls les arbres A, E et G ne sont pas binaires ce qui implique que toute combinaison
les contenant ne peut pas étre unifiée en un super-arbre binaire.

TaB. 8.1: Comparaison des deux approches de programmation par
contraintes connues pour le probleme phylogénétique de recons-
truction de super-arbres.

instance #tespeces | approche |G| | satisfiabilité | #échecs temps(ms)
S+ 5, 7 e i e i 155
Ci+C 23 g:§sser n?g yeSyé: E (2) 257)2
A+B 0 o TRy 2 o
ave | e ; 50
AvD e 0 1972
AvE | T/ |t o memory
avE | e e i 10
A+G I e T A 9 133
Bro | R e e 3566
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] instance \ #especes \ approche \ |G| \ satisfiabilité \ #échecs \ temps(ms) ‘
extended-tree | 85 yes (yes) 0 301
B+D 43 Prosser n/a yes 3 1683
B+ E 95 extended-tree | 195 no (no) 0 892
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
extended-tree | 62 yes (no) 0 144
B+F 33 Prosser n/a yes 0 606
extended-tree | 81 yes (no) 0 1440
B+G 44 Prosser n/a yes 35 1765
extended-tree | 101 yes (no) 0 630
C+D 52 Prosser n/a yes 0 2979
C+E 96 extended-tree | 203 yes (no) 0 27180
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
extended-tree | 74 yes (no) 0 393
C+F 38 Prosser n/a yes 3 979
C+aG extended-tree | 93 yes (no) 0 1530
49 Prosser n/a no 0 2371
D+ E 104 extended-tree | 220 no (no) 0 1126
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
extended-tree | 91 | yes (yes) 0 630
D+F 46 Prosser n/a yes 4 1776
extended-tree | 112 yes (no) 0 910
D+@ 59 Prosser n/a no 35 4403
E+F 96 extended-tree | 199 no (no) 0 1035
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
E+G 100 extended-tree | 211 no (no) 0 1211
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
extended-tree | 83 no (no) 0 62
F+G 43 Prosser n/a n/a n/a >5-10°
ALCLE 99 extended-tree | 215 yes (no) 0 49224
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
extended-tree | 139 yes (no) 0 8139
A+B+D+F 72 Prosser n/a yes 59 4811
A+B+D+C 82 extended-tree | 157 no (no) 0 347
Prosser n/a n/a n/a | out of memory
extended-tree | 150 yes (no) 0 8690
A+CH+D+F 7 Prosser n/a no 0 2553
A+C+D4G 36 extended-tree | 168 yes (no) 0 12650
Prosser n/a n/a n/a | out of memory

Notre modélisation actuelle ne prend pas en compte les symétries contrairement a I’approche proposée
par Prosser dans [GPSWO03]. En effet, dans ce probléme les sommets internes d’un arbre donné ont tous
un unique sommet pére. Cependant, lorsque ’on tente d’unifier plusieurs arbres certains sommets internes
ont des roles totalement symétriques. Par exemple, pour les deux arbres donnés dans la figure 8.1 page 110,
nous trouvons 36 super-arbres alors qu’il n’en existe que 8 qui ne sont pas symétriques par rapport a la
compatibilité stable. Nous avons néanmoins ajouté une procédure permettant de contacter les branches
des arbres telles que chaque sommets ne posséde qu’un unique prédécesseurs. Ceci, permet par exemple
d’obtenir 10 super-arbres au lieu des 36 initiaux sur I’exemple de la figure 8.1 page 110.
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OSPMN instances . e/xtended—tree pomReachabilitvaPath [Que06]

réveils | échecs | temps (ms) | échecs | temps (ms)
SPMN_22 7 0 52 5 110
SPMN_22_full 3 0 36 0 70
SPMN_52b 20 0 1115 6 920
SPMN_52_full 6 0 562 0 580
SPM N _52order_a 6 0 592 0 500
SPM N _52order_b 1 0 17 4 280

TaB. 8.2 — Résultats des expérimentations du probleme OSPMN introduites dans [Que06].

Cependant, notre modélisation ne met en jeu que ©(¢) variables, ol ¢ est le nombre de feuilles dans
les arbres donnés en entrée, alors que le modele de Prosser nécessite ©(¢?) variables. Les conséquences
en terme de temps de calcul et de consommation de mémoire sur les instances les plus grandes sont
clairement visibles dans le tableau 8.1 page 111.

En ce qui concerne les algorithmes spécialisés, nous pouvons retenir les approches proposées dans [BK07,
NW96] qui ont ont un temps de calcul de I'ordre de O(¢?). Ces algorithmes dominent, sans surprise, les
approches basées sur la programmation par contraintes (nous avons relevé sur les instances du tableau 8.1
page 111 un temps d’exécution maximum de l'ordre de 100ms). Cependant, ces algorithmes ne fournissent
aucune flexibilité en comparaison des approches utilisant la programmation par contraintes. De plus, il
est de plus en plus nécessaire de prendre en compte un certain nombre de restrictions pour ce probleme.
On retiendra en particulier la notion de date de divergence, d’especes privilégiées, etc. Chacune de ces
restrictions peut étre prise en compte dans notre modele sans remettre en question le modele précédant
alors que ce n’est évidemment pas le cas pour un algorithme dédié.

8.2 Couverture par un chemin sous contraintes de précédence

Nous évaluons maintenant la contrainte extended-tree au travers d’un probleme de couverture de graphe
par un chemin sous contraintes de précédence. Ce probléme est une restriction du probleme des k che-
mins sommets-disjoints [GJ78, page 217], prenant en compte un ordre partiel entre certain sommets du
graphe a couvrir. dans la suite ce probleme sera appelé OSPMN pour « Ordered Simple Path problem
with Mandatory Nodes ». Un intérét de s’intéresser a cette restriction est de pouvoir comparer notre
approche utilisant la contrainte extended-tree avec une modélisation spécifique du probleme proposée
dans [Que06]. Cependant, dans ce contexte, nous avons restreint notre étude & la recherche d’un unique
chemin compatible.

Le probleme OSPMN est modélisé par une contrainte extended-tree dont le graphe associé G est le
graphe a couvrir tel qu'une boucle a été ajoutée sur chaque sommet. Ensuite, I’ensemble des contraintes
de précédence est contenu dans une composante connexe du graphe de précédence Gpr... Ces contraintes
sont telles que chaque sommet obligatoirement couvert succede le sommet étant l'origine du chemin
et précede le dernier sommet du chemin. d’autre part, s’il existe un ordre imposé entre deux sommets
obligatoires alors il existe un arc les liant dans Gpe.. Tous les sommets obligatoires sont isolés dans G ec.
Pour compléter notre modele, nous utilisons une heuristique de choix de variable construisant de maniere
incrémentale le chemin couvrant le graphe. Plus précisément, I’heuristique choisie comme nouvelle variable
a instancier, la variable correspondant a la valeur choisie & I’étape précédente. En terme d’arcs dans le
graphe, on peut l'interpréter comme le fait que si un arc (v;,v;) de G est forcé a une étape donné alors,
un arc sortant de v; sera sélectionné a ’étape suivante.

Le tableau 8.2 montre que notre modele se comporte de maniere tres acceptable, en particulier au
niveau du nombre d’échecs pour trouver une solution, par rapport au précédent modele [Que06]. Précisons
seulement que ce modele est basé sur une approche utilisant les contraintes domReachability, noCycle, et
allDifferent implémentées dans le résolveur Gecode(CP(Graph)). Au niveau des temps de calcul, les deux
approches sont quasiment similaires.
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Fic. 8.3 — Etude du comportement de la contrainte extended-tree sur le probleme de chemin Hamiltonien.

8.3 Couverture par un chemin Hamiltonien

Notre modele pour le probleme de chemin Hamiltonien utilise toujours la contrainte extended-tree pour
laquelle on force que le degré de chaque sommet du graphe G associé soit fixé a 1, excepté pour le sommet
origine du chemin. D’autre part, des contraintes de précédences sont ajoutés de sorte que 'origine du
chemin précede tous le sommets du graphe G, et tous les sommets de G précedent le sommet destination
du chemin. Pour chaque densité dans I’ensemble {0%, 10%, . ..,100%}, un total de 50 graphes pour chaque
taille parmi {25, 50, 75, 100} sont générés aléatoirement. De plus, pour chaque graphe généré, les sommets
origine et destination sont tirés aléatoirement parmi tous les sommets du graphe.

La figure 8.3(a) montre que les instances les plus difficiles (selon le critere du nombre d’échecs) concerne
des graphes ayant une densité comprise entre 8% et 30%. Intuitivement, ce résultat n’est pas surprenant.
En effet, plus le graphe initial est dense, plus la probabilité d’existence d’un chemin Hamiltonien est
grande [KS83, P6s76]. Si le graphe contient moins d’arcs que de sommets, la probabilité d’existence d’un
tel chemin est nulle, alors que, dans le cas d’'un graphe complet, ’existence d’un chemin Hamiltonien
est garantie. A partir de cette observation, la partie gauche de l'intervalle [8%,30%)] de la figure 8.3(a)
constitue une zone de problemes « faciles » & résoudre (relativement au nombre d’échecs). La partie droite
de cet intervalle est elle aussi composée de problemes généralement facile a résoudre car, comme nous
l’avons dit, la probabilité d’existence d’'un chemin Hamiltonien augmente avec la densité. Cependant,
il peut paraitre étrange de n’obtenir qu'une moyenne de 1.9 échecs dans le pire cas alors que le pro-
bleme est connu comme NP-complet. Pourtant, ce chiffre ne fait que mettre en lumiere la difficulté de
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générer des graphes pour lesquels le probleme de chemin Hamiltonien est dur. Néanmoins, nous sommes
parfaitement conscient des limites de notre approche. Par exemple, les graphes ayant la topologie du
graphe de Tutte [Tut46] ? nécessitent autour d’'une centaine d’échecs avant d’obtenir une réponse sur la
non-existence d’un chemin Hamiltonien dans de tels graphes.

La figure 8.3(b) confirme les complexités théoriques annoncées dans le tableau 5.2 de la section 5.8.
Cependant, on peut remarquer que U'intervalle de densités [8%,30%], que venons de décrire comme une
zone ou les graphes générés sont généralement plus complexes a résoudre en terme du nombre d’échecs,
n’est pas visible sur le graphique du temps de calcul. L’explication de ce comportement repose sur le fait
que le temps d’éxécution dépend directement de la densité du graphe et que le nombre moyen d’échecs
constatés dans la zone de densité [8%, 30%)] ne compense pas Paugmentation du temps de calcul liée & la
densité dans cet intervalle. En conclusion, cette expérimentation est une fois encore un plaidoyer en faveur
d’une implémentation totalement incrémentale de la contrainte extended-tree (voir chapitre 7 page 99). En
effet, une approche totalement incrémentale permettrait de s’abstraire partiellement du facteur densité
et donc de ne pas avoir des temps de calcul prohibitifs alors que ’existance d’un chemin Hamiltonien est
quasiment garantie.

2Le graphe de emphTutte est graphe cubique, 3-connexe, n’admettant pas de chemin Hamiltonien.
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Conclusion

‘objectif de cette these était de proposer une étude des contraintes de partitionnement de graphe. Nous
L avons volontairement limité le cadre de cette étude aux problemes de satisfaction de contraintes, car,
si la majorité des travaux concernent ’aspect optimisation des contraintes de partitionnement, le coté
purement structurel a trop souvent été négligé. En effet, la compréhension des propriétés de graphes
(composantes fortement connexes, sommets dominant, etc) mises en jeu constitue un point fondamental
pour la prise en compte de restrictions supplémentaires.

Tout d’abord, nous nous sommes intéressé a I’étude de contraintes globales pour le partitionnement
de graphe par des arbres, tant dans le contexte des graphes non-orientés que dans le contexte des graphes
orientés. En particulier, nous avons montré qu’il était possible d’atteindre un niveau de consistance
maximal dans le cas de graphes non-orientés. En ce qui concerne le cas orienté, nous avons montré que,
suivant la définition retenue pour la notion d’arbre (doit-il contenir ou non au moins deux sommets ?),
il était aussi possible d’atteindre un niveau de consistance maximal des lors que le nombre minimum de
sommets dans un arbre n’est pas contraint.

Pourtant, ces contraintes de partitionnement seules n’ont qu’un intérét limité en pratique. En effet, la
plupart des applications pouvant se modéliser sous la forme d’un probleme de partitionnement de graphe
nécessitent l'introduction de restrictions portant sur la topologie des partitions valides. Dans ce contexte,
nous avons étudié un certain nombre de restrictions classiques en nous appuyant, dans la mesure du
possible, sur les propriétés structurelles mises en avant pour le probleme « pur » de partitionnement de
graphe par des arbres. En particulier, nous avons retenu la prise en compte d’un ordre partiel entre les
sommets du graphe a partitionner (au travers de contraintes de précédence et de précédence condition-
nelles), la notion de contraintes d’incomparabilité entre certains sommets du graphe, et la restriction sur
le nombre de prédécesseurs possibles pour chaque sommet dans toute partition valide. En outre, nous
nous sommes aussi attaché a étudier les interactions fortes existantes entre chacune de ces restrictions
lorsqu’elles sont combinées.

Finalement, le dernier volet de cette thése a concerné un aspect bien souvent passé sous silence :
Pimplémentation pratique (d’un point de vue ingénierie) de telles contraintes globales. En effet, partant
du constat que la plupart des contraintes globales dépassent rarement le stade d’une implémentation
spécifique a un résolveur de contraintes particulier (dont le code n’est souvent pas disponible), nous nous
sommes interrogé sur les moyens de diffuser « plus rapidement » ces derniéres. Le déploiement et le main-
tient d’une nouvelle contrainte globale sur les résolveurs existant est un travail difficilement envisageable
en pratique. Cependant, nous avons montré que dans le contexte des contraintes globales modélisables
par des graphes, il était possible de découpler totalement la contrainte du résolveur, a la condition que les
algorithmes de graphes mis en jeu dans la contrainte puissent étre totalement dynamiques. Ainsi, nous
avons illustré cette nouvelle maniere d’envisager I'implémentation des contraintes globales de graphes au
travers d’une contrainte de partitionnement par des arbres : la contrainte tree.

Perspectives

Au niveau théorique, il reste encore beaucoup de pistes & explorer dans la lignée des travaux que cette
these vient de détailler. Tout d’abord, le principale étude repose sur 'unification des quatre principales
contraintes de partitionnement de graphe (arbre, chemin, cycle et map), ainsi que des contraintes addition-
nelles permettant de les utiliser dans des applications pratiques. Cependant, il reste aussi de nombreuses
pistes a explorer dans le contexte des contraintes d’arbre et en particulier autour du nombre d’arbres
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propres (c.-a-d., des arbres contenant plus d’un sommet) qui prend tout son sens dans les problémes
de couverture partielle de graphes. En effet, nous pensons qu’un filtrage complet du graphe associé a la
contrainte proper-tree est possible lorsque NPROP est fixé a 1. L’étude de l'interaction entre les variables
NTREE et NPROP au sein de la contrainte ertended-tree semble aussi étre un probleme treés intéressant,
puisque l'interaction entre ces deux parametres pourrait permettre de s’attaquer, par exemple, a une
relaxation du probléeme de super-arbre en phylogénie ou de tournées de véhicules en logistique. Par
exemple, en phylogénie, dans de nombreux cas, ’ensemble des arbres donnés en entrée n’est pas unifiable
en un unique arbre. Cependant, l'interaction des variables NTREE et NPROP pourrait permettre de fournir
une solution maximisant le nombre d’espeéces unifiées. Pour cela, une simple relaxation des domaines
des variables NTREE et NPROP (fixés & 1 dans la modélisation initiale du probleme) en NTREE = [0;n| et
NPROP = 1, permet de maximiser le nombre d’espéces unifiées en recherchant la valeur minimale pour
NTREE satisfaisant la contrainte extended-tree.

Au niveau des applications pratiques et de l'implémentation, nous continuerons lintégration les
contraintes additionnelles au sein de la contrainte extended-tree « portable ». En parallele, nous ajoute-
rons dans les restrictions additionnelles, la notion de fenétres temporelles qui nous permettra de modéliser
pleinement des problémes de planification de missions et/ou de tournées de véhicules.

Questions spécifiques

Finalement, nous conclurons cette these par une liste de questions et de probléemes spécifiques rencontrés

au cours de notre étude :

— L’évaluation d’une borne supérieure sur le nombre d’arbres propres (NPROP) pouvant couvrir un
graphe orienté. Plus précisément, est-ce que ’évaluation de cette borne releve d’un probleme poly-
nomial ou non ?

La complexité d’un algorithme de filtrage atteignant ’arc-consistance généralisée pour une contrainte

d’arbre restreinte par un ensemble d’incomparabilités entre les sommets du graphe a partitionner ;

— L’existence d’algorithme « efficace » pour le probleme de la détection des arcs d’un réseau n’appar-
tenant a aucun flot maximum. Un tel algorithme serait particulierement intéressant dans le contexte
de la contrainte de chemin que nous avons présenté ;

— Bien que nous ayons montré que propager l’arc-consistance généralisée pour la contrainte exten-
ded-tree releve d’un probléeme NP-complet lorsqu’on ne fait aucune hypothese sur la structure des
contraintes de précédence, d’incomparabilité et de degré, une question ouverte réside dans le fait
de savoir si certaines configurations des contraintes de précédence et d’incomparabilité n’autorisent
pas une propagation complete.

— Au niveau de 'implémentation, nous avons clairement démontré I'intérét d’implémenter les algo-
rithmes maintenant des propriétés de graphes sous une forme totalement dynamique. Méme si 1’état
de ’art actuel nous fournit beaucoup d’algorithmes basé sur le retrait ou ’ajout d’un unique arc
dans le graphe, dans le contexte de la programmation par contraintes, le réveil d’une contrainte
globale modélisant un probleme de graphe est trés souvent lié au retrait d’un ensemble d’arcs dans
le graphe associé a la contrainte. Un traitement individuel du retrait de chaque arc, méme par un
algorithme efficace, est toujours possible mais semble peu pertinent. En effet, les retraits d’arcs
ne relevent jamais d’'un phénomene épart mais plutot d’une modification locale ayant pour but de
restreindre (ou d’enrichir) le voisinage d’un sommet (par ex., 'instanciation d’une variable conduit
a retirer tous les arcs sortant d’un sommet excepté celui correspondant & la valeur affectée). Cette
remarque faite, on peut alors s’interroger sur la recherche d’algorithmes incrémentaux permettant
de gérer, non plus un ajout ou un retrait d’arc, mais un ensemble d’ajouts ou de retraits relatif a
un unique sommet.
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Contraintes de Partitionnement de Graphe
Xavier LORCA

Mots-clés : programmation par contraintes, contraintes globales, partitionnement de graphe

Les problemes combinatoires basés sur le partitionnement de graphe permettent de modéliser un grand nombre
d’applications pratiques. On retiendra des exemples aussi variés que la reconstruction de « super-arbres » en
phylogénie, la planification de missions, ou la construction de tournées de véhicules en logistique. Ces applications,
bien que provenant de domaines différents, peuvent toutes se voir comme un probléme de partitionnement de
graphe par des patrons tels que des cycles, des chemins, ou des arbres. Cependant, les problémes pratiques se
résument rarement & des problémes « pur » comme peuvent I'étre le probléeme de chemin Hamiltonien ou le
probléeme des K-chemins disjoints. En effet, ils combinent bien souvent le probléme de partitionnement avec un
ensemble de restrictions sur la topologie des sommets et des arcs. La diversité des contraintes opérationnelles
misent en jeu constitue souvent une limite & leur résolution par des approches considérant de maniere séparée le
probleme de partitionnement et les restrictions supplémentaires imposées.

Cette theése se concentre sur les problemes de satisfaction de contraintes liés au partitionnement de graphe par
des arbres mettant en jeu un certain nombre de restrictions sur la topologie des partitions autorisées. Notre travail
se focalise d’une part sur la compréhension des propriétés structurelles inhérentes aux contraintes de partitionne-
ment par des arbres, et d’autre part sur I’étude des interactions existantes entre le probléeme de partitionnement
et les restrictions classiques (telles que les relations de précédences ou d’incomparabilités entre les sommets du
graphe & partitionner). Nous nous attachons plus particulierement & montrer comment prendre en compte de
maniere globale un certain nombre de ces restrictions au sein d’une contrainte de partitionnement de graphes par
des arbres. Un autre aspect essentiel porte sur la mise en ceuvre d’une telle contrainte : nous montrons en quoi
une gestion dynamique des structures de données permet de s’abstraire significativement d’un probléme récurrent
a la plupart des contraintes globales liées aux graphes : la sensibilité des algorithmes de graphes a la densité des
graphes manipulés par la contrainte.

Graph Partitioning Constraints
Xavier LORCA

Keywords : Constraint Programming, Global Constraints, Graph Partitioning

Combinatorial problems based on graph partitioning enable to represent many practical applications. Examples
based on phylogenetic supertree problem, mission planning, or the routing problems in logistic, perfectly illustrate
such applications. Nevertheless, these problems are not based on the same partitioning pattern : Generally, patterns
like cycles, paths, or trees are distinguished. Moreover, the practical applications are not often limited to theoretical
problems like Hamiltonian path problem, or K-node disjoint paths problems. Indeed, they usually combine the
graph partitioning problem with several restrictions related to the topology of nodes and arcs. The diversity of
implied constraints in real-life applications is a practical limit to the resolution of such problems by approaches
considering the partitioning problem independently from each additional restriction.

This thesis focuses on constraint satisfaction problems related to tree partitioning problems enriched by several
additional constraints that restrict the possible partitions topology. On the one hand, our study focuses the
structural properties of tree partitioning constraints. On the ohter hand, it is dedicated to the interactions between
the tree partitioning problem and classical restrictions (such as precedence relations or incomparability relations
between nodes) involved in practical applications. Precisely, we show how to globally take into account several
restrictions within one single tree partitioning constraint. Another interesting aspect of this thesis is related to the
implementation of such a constraint. In the context of graph-based global constraints, we show how a fully dynamic
management of data structures makes the runtime of filtering algorithms independent of the graph density.



