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P (Oui) = 0.5 P (Non) = 0.5
Proverbe statistique normand

P (Oui) = θ P (θ) ∼ β(n, 0.5)
Proverbe bayésien normand
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Première partie

Réseaux bayésiens :
apprentissage et modélisation
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Chapitre 1

Introduction aux réseaux
bayésiens

La représentation des connaissances et le raisonnement à partir de ces re-
présentations a donné naissance à de nombreux modèles. Les modèles graphiques
probabilistes, et plus précisément les réseaux bayésiens, initiés par Judea Pearl
dans les années 1980, se sont révélés des outils très pratiques pour la représen-
tation de connaissances incertaines, et le raisonnement à partir d’informations
incomplètes.

Un réseau bayésien B = (G, θ) est défini par
– G = (X, E), graphe dirigé sans circuit dont les sommets sont associés à un

ensemble de variables aléatoires X = {X1, · · · , Xn},
– θ = {P (Xi | Pa(Xi))}, ensemble des probabilités de chaque nœud Xi

conditionnellement à l’état de ses parents Pa(Xi) dans G.
Ainsi, la partie graphique du réseau bayésien indique les dépendances (ou

indépendances) entre les variables et donne un outil visuel de représentation
des connaissances, outil plus facilement appréhendable par ses utilisateurs. De
plus, l’utilisation de probabilités permet de prendre en compte l’incertain, en
quantifiant les dépendances entre les variables. Ces deux propriétés ont ainsi
été à l’origine des premières dénominations des réseaux bayésiens, "systèmes
experts probabilistes", où le graphe était comparé à l’ensemble de règles d’un
système expert classique, et les probabilités conditionnelles présentées comme
une quantification de l’incertitude sur ces règles.

Pearl et al. ont aussi montré que les réseaux bayésiens permettaient de repré-
senter de manière compacte la distribution de probabilité jointe sur l’ensemble
des variables :

P (X1, X2, · · · , Xn) =
n∏

i=1

P (Xi | Pa(Xi)) (1.1)

Cette décomposition d’une fonction globale en un produit de termes locaux
dépendant uniquement du nœud considéré et de ses parents dans le graphe, est
une propriété fondamentale des réseaux bayésiens. Elle est à la base des premiers
travaux portant sur le développement d’algorithmes d’inférence, qui calculent
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la probabilité de n’importe quelle variable du modèle à partir de l’observation
même partielle des autres variables. Ce problème a été prouvé NP-complet, mais
a abouti à différents algorithmes qui peuvent être assimilés à des méthodes de
propagation d’information dans un graphe. Ces méthodes utilisent évidemment
la notion de probabilité conditionnelle, i.e. quelle est la probabilité de Xi sachant
que j’ai observé Xj , mais aussi le théorème de Bayes, qui permet de calculer,
inversement, la probabilité de Xj sachant Xi, lorsque P (Xi | Xj) est connu.

Nos travaux ne concernent pas ces algorithmes d’inférence. Par contre, le
chapitre 5 de [145] constitue une très bonne introduction à ces méthodes.

Il faut noter que l’appellation "réseaux bayésiens" prête à confusion. En ef-
fet, ceux-ci ne sont pas forcément des modèles bayésiens, au sens statistique du
terme.1 Ce sont des modèles graphiques probabilistes utilisant le théorème de
Bayes pour "raisonner".

La modélisation d’un problème par un réseau bayésien, puis l’utilisation
d’algorithmes d’inférence, ont fait des réseaux bayésiens des outils idéaux pour
le raisonnement ou le diagnostic à partir d’informations incomplètes. Quelle est,
par exemple, la probabilité qu’un patient soit atteint de telle ou telle maladie,
sachant que certains symptômes ont été observés, mais que d’autres informations
ne sont pas connues ? Quelle est la configuration des variables représentant l’état
de chacun des composants d’un système, sachant que tel ou tel comportement
a été remarqué ?

Ainsi Microsoft a proposé dès 1994 un assistant de dépannage pour les pro-
blèmes d’impression dans Windows 95. Leur programme commence par propo-
ser la solution qui paraît la plus probable pour résoudre le problème détecté.
L’utilisateur a alors trois solutions :

– indiquer que la solution a effectivement résolu le problème, ce qui met fin
à la session d’assistance,

– indiquer qu’il est dans l’incapacité de tester la solution proposée. Le sys-
tème doit donc proposer une autre solution sans avoir obtenu d’informa-
tion supplémentaire,

– ou indiquer que cette solution n’est pas la bonne, après l’avoir testée, ce
qui donne un renseignement additionnel au système qui pourra donc en
tenir compte pour inférer une nouvelle proposition.

Les réseaux bayésiens modélisant efficacement la loi de probabilité jointe de
l’ensemble des variables, sont un formalisme privilégié pour l’utilisation de mé-
thodes d’échantillonage stochastique. Celles-ci permettent de générer à volonté
des données simulées. Les réseaux bayésiens sont alors des outils de simulation
qui permettent à l’expert d’observer le comportement de son système dans des
contextes qu’il n’est pas forcément capable de tester lui même.

La figure 1.1 est un exemple de réseau bayésien modélisant un cycle de main-
tenance sur un système. Les modules au centre du modèle représentent quatre
experts indépendants estimant l’état du système, en fonction d’un contexte
qui leur est propre. Les propositions de maintenance de ces experts sont en-
suite fusionnées dans le module suivant pour arriver à une décision finale de
maintenance. La partie supérieure du modèle permet de représenter l’évolution

1i.e. définissant une loi a priori sur ses paramètres, puis faisant évoluer cette loi à l’aide de
données.
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Etat (t)

Estimation1
Etat

Contexte S1
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Expert 1

Expert 2

Estimation3
Etat

Contexte S3
Expert 3

Contexte S4

Estimation4
Etat

Expert 4

Maintenance
Estimée 1

Maintenance
Estimée 2

Maintenance
Estimée 3

Maintenance
Estimée 4

Décision
Maintenance

Etat (t+1)

Fusion

Fig. 1.1 – Un exemple de réseau bayésien : application à la modélisation de la
maintenance d’un système à partir de plusieurs expertises.

temporelle de l’état du système : cet état dépend du fait qu’une décision de
maintenance a été prise, mais aussi de son état précédent, permettant ainsi
de représenter des modèles de dégradation. A partir d’un tel modèle, l’indus-
triel peut vérifier la qualité de chacun des experts, et jouer sur les valeurs des
contextes pour tenter d’améliorer la qualité de son système.

En parallèle avec les algorithmes d’inférences, d’autres approches ont été
proposées pour l’apprentissage à partir de données, ou d’expertises, des proba-
bilités conditionnelles quantifiant les dépendances entre les variables d’un réseau
bayésien de structure connue. Le chapitre 2 passe donc en revue les différentes
méthodes existantes.

Celles-ci ont l’avantage de faire intervenir l’expert à plusieurs niveaux. Il peut
ainsi déterminer complètement ces paramètres, à partir de techniques d’élicita-
tion de probabilité ou d’autres techniques développées en Ingénierie des Connais-
sances. A l’opposé, il peut laisser les données guider complètement cette estima-
tion, grâce aux techniques d’estimation statistique. A mi-chemin entre ces deux
modes de fonctionnement, les techniques d’estimation bayésienne permettent
l’utilisation conjointe de données et de connaissances a priori qui peuvent être
fixées par l’expert.

La modularité des réseaux bayésiens permet aussi à l’expert de choisir n’im-
porte quelle source d’estimation disponible (lui-même ou des données) pour
estimer les paramètres d’une partie du système, et une autre pour telle autre
partie. Cette flexibilité autorise alors la construction progressive de modèles de
plus en plus complexes, à l’aide de sources d’informations hétérogènes.

Reprenons par exemple le réseau bayésien de la figure 1.1. Les probabilités
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conditionnelles des modules représentant les experts peuvent être estimées in-
dépendamment, à partir d’expériences ou d’expertises différentes. De même, les
paramètres du module de fusion (décision de maintenance), ou ceux correspon-
dant à la modélisation dynamique de l’état du système, pourront être estimés à
partir de données ou fixés par des connaissances expertes.

Dans certains problèmes, l’expert est souvent amené à construire lui-même
le graphe du réseau bayésien, en refléchissant en terme de causalité. A l’opposé,
l’apprentissage du graphe à partir de données se fait dans un cadre plus général
que celui des réseaux bayésiens causaux, cadre dans lequel plusieurs graphes
seront équivalents, mais où un seul capturera éventuellement les relations de
causalité du problème. Cette problématique d’apprentissage de la structure fera
l’objet de notre chapitre 3.

Depuis 1990, les travaux de recherche dans ce domaine se sont essentiellement
intéressés à l’apprentissage des réseaux bayésiens lorsque toutes les variables sont
connues (pas de variables latentes), et lorsque ces variables sont complètement
observées (pas de données manquantes), problème lui aussi NP-complet.

La prise en compte de données incomplètes, comme la découverte de variables
latentes, posent encore de sérieux défis en terme de complexité.

La découverte de réseaux bayésiens complètement causaux à partir de don-
nées est une question qui a été abordée plus récemment. Les travaux sur le
sujet s’accordent sur le fait qu’il est impossible de travailler à partir de données
d’observations uniquement. Les plans d’expériences, c’est à dire la façon dont
les données ont été obtenues, sont des informations essentielles pour capturer la
notion de causalité.

Les méthodes proposées dans le cadre de l’apprentissage de structure ont
transformé les réseaux bayésiens non seulement en outil de représentation des
connaissances, mais aussi en outil de découverte de celles-ci. Lorsque ces connais-
sances font appel à la notion de causalité, les résultats de telles méthodes sont
à examiner avec précaution. Tout d’abord, la causalité est une notion complexe
que les spécialistes peinent à définir unanimement. Ensuite, les hypothèses sous-
jacentes à ces algorithmes ne doivent pas être oubliées, sous peine d’aboutir à
des interprétations causales erronées, voire dangereuses. Par exemple , peut-on
toujours affirmer que toutes les variables nécessaires à notre modélisation sont
connues ?

L’essentiel de nos travaux de recherche concerne l’apprentissage de struc-
ture d’un réseau bayésien, en levant progressivement les différentes hypothèses
posées :

– pas de variables latentes, données complètes
– pas de variables latentes, données incomplètes
– comment découvrir des variables latentes ?
– comment arriver à une structure réellement causale ?
Nous aborderons aussi le cas particulier de la classification, pour lequel des

structures spécifiques de réseaux bayésiens ont été étudiées.
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2.1 A partir de données complètes
Nous cherchons ici à estimer les distributions de probabilités (ou les para-

mètres des lois correspondantes) à partir de données disponibles.
L’estimation de distributions de probabilités, paramétriques ou non, est un su-
jet très vaste et complexe. Nous décrirons ici les méthodes les plus utilisées
dans le cadre des réseaux bayésiens, selon que les données à notre disposition
sont complètes ou non, en conseillant la lecture de ([70], [83] et [75]) pour plus
d’informations.

2.1.1 Apprentissage statistique
Dans le cas où toutes les variables sont observées, la méthode la plus simple

et la plus utilisée est l’estimation statistique qui consiste à estimer la probabi-
lité d’un événement par la fréquence d’apparition de l’événement dans la base
de données. Cette approche, appelée maximum de vraisemblance (MV), nous
donne alors :

P̂ (Xi = xk | pa(Xi) = xj) = θ̂MV
i,j,k =

Ni,j,k∑
k Ni,j,k

(2.1)

où Ni,j,k est le nombre d’événements dans la base de données pour lesquels la
variable Xi est dans l’état xk et ses parents sont dans la configuration xj .

Soit x(l) = {x(l)
k1

...x
(l)
kn
} un exemple de notre base de données. La vraisem-

blance de cet exemple conditionnellement aux paramètres θ du réseau est :

P (X = x(l) | θ) = P (X1 = x
(l)
k1

, ..., Xn = x
(l)
kn
| θ)

=
n∏

i=1

P (Xi = x
(l)
ki
| pa(Xi) = x

(l)
j , θ)

=
n∏

i=1

θi,j(l),k(l)

La vraisemblance de l’ensemble des données D est :

L(D | θ) =
N∏

l=1

P (X = x(l) | θ) =
n∏

i=1

N∏
l=1

θi,j(l),k(l)

L’examen détaillé du produit
∏

l θi,j(l),k(l) nous montre que le terme θi,j,k

(pour i, j, k fixés) apparaît autant de fois que l’on trouve la configuration Xi =
xk et pa(Xi) = xj dans les données, soit Ni,j,k. La vraisemblance des données
peut donc se réécrire :

L(D | θ) =
n∏

i=1

N∏
l=1

θi,j(l),k(l) =
n∏

i=1

qi∏
j=1

ri∏
k=1

θ
Ni,j,k

i,j,k (2.2)

La log-vraisemblance s’écrit alors :

LL(D | θ) = log L(D | θ) =
n∑

i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

Ni,j,k log θi,j,k (2.3)

18



Nous savons aussi que les θi,j,k sont liés par la formule suivante :

ri∑
k=1

θi,j,k = 1 soit θi,j,ri = 1−
ri−1∑
k=1

θi,j,k

Réécrivons la log-vraisemblance à partir des θi,j,k indépendants :

LL(D | θ) =
n∑

i=1

qi∑
j=1

(
ri−1∑

k

Ni,j,k log θi,j,k + Ni,j,ri
log

(
1−

ri−1∑
k=1

θi,j,k

))

Et sa dérivée par rapport à un paramètre θi,j,k est :

∂LL(D | θ)
∂θi,j,k

=
Ni,j,k

θi,j,k
− Ni,j,ri(

1−
∑ri−1

k=1 θi,j,k

) =
Ni,j,k

θi,j,k
− Ni,j,ri

θi,j,ri

La valeur θ̂i,j,k du paramètre θi,j,k maximisant la vraisemblance doit annuler
cette dérivée et vérifie donc :

Ni,j,k

θ̂i,j,k

=
Ni,j,ri

θ̂i,j,ri

∀k ∈ {1, ..., ri − 1}

soit

Ni,j,1

θ̂i,j,1

=
Ni,j,2

θ̂i,j,2

= ... =
Ni,j,ri−1

θ̂i,j,ri−1

=
Ni,j,ri

θ̂i,j,ri

=
∑ri

k=1 Ni,j,k∑ri

k=1 θ̂i,j,k

=
ri∑

k=1

Ni,j,k

d’où

θ̂i,j,k =
Ni,j,k∑ri

k=1 Ni,j,k
∀k ∈ {1, ..., ri}

2.1.2 Apprentissage bayésien
L’estimation bayésienne suit un principe quelque peu différent. Il consiste

à trouver les paramètres θ les plus probables sachant que les données ont été
observées, en utilisant des a priori sur les paramètres. La règle de Bayes nous
énonce que :

P (θ | D) ∝ P (D | θ)P (θ) = L(D | θ)P (θ)

Lorsque la distribution de l’échantillon suit une loi multinomiale (voir équa-
tion 2.2), la distribution a priori conjuguée est la distribution de Dirichlet :

P (θ) ∝
n∏

i=1

qi∏
j=1

ri∏
k=1

(θi,j,k)αi,j,k−1

où αi,j,k sont les cœfficients de la distribution de Dirichlet associée à la loi a
priori P (Xi = xk | pa(Xi) = xj). Un des avantages des distributions exponen-
tielles comme celle de Dirichlet est qu’elle permet d’exprimer facilement la loi a
posteriori des paramètres P (θ | D) [113] :

P (θ | D) ∝
n∏

i=1

qi∏
j=1

ri∏
k=1

(θi,j,k)Ni,j,k+αi,j,k−1
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En posant N ′
i,j,k = Ni,j,k +αi,j,k− 1, on retrouve le même genre de formule que

dans l’équation 2.2. Un raisonnement identique permet de trouver les valeurs
des paramètres θi,j,k qui vont maximiser P (θ | D).

L’approche de maximum a posteriori (MAP) nous donne alors :

P̂ (Xi = xk | pa(Xi) = xj) = θ̂MAP
i,j,k =

Ni,j,k + αi,j,k − 1∑
k (Ni,j,k + αi,j,k − 1)

(2.4)

où αi,j,k sont les paramètres de la distribution de Dirichlet associée à la loi a
priori P (Xi = xk | pa(Xi) = xj).

Une autre approche bayésienne consiste à calculer l’espérance a posteriori
des paramètres θi,j,k au lieu d’en chercher le maximum. Nous abtenons alors
par cette approche d’espérance a posteriori (EAP) (voir [113]) :

P̂ (Xi = xk | pa(Xi) = xj) = θ̂EAP
i,j,k =

Ni,j,k + αi,j,k∑
k (Ni,j,k + αi,j,k)

(2.5)

Les estimations que nous venons d’évoquer (maximum de vraisemblance,
maximum a posteriori et espérance a posteriori) ne sont valables que si les va-
riables sont entièrement observées. Les méthodes suivantes vont donc s’appliquer
aux cas où certaines données sont manquantes.

2.2 A partir de données incomplètes
Dans les applications pratiques, les bases de données sont très souvent in-

complètes. Certaines variables ne sont observées que partiellement ou même
jamais, que ce soit en raison d’une panne de capteurs, d’une variable mesurable
seulement dans un contexte bien précis, d’une personne sondée ayant oublié de
répondre à une question, etc...

Après avoir constaté l’existence de différents types de données incomplètes,
nous aborderons les deux cas traitables automatiquement, pour ensuite nous
concentrer sur un des algorithmes les plus utilisés, l’algorithme EM.

2.2.1 Nature des données manquantes
Notons D = {X l

i}16i6n,16l6N notre ensemble de données, avec Do la partie
observée mais incomplète de D, et Dm la partie manquante. Notons aussiM =
{Mil} avec Mil = 1 si X l

i est manquant, et 0 sinon.
Le traitement des données manquantes dépend de leur nature. [115] distingue

plusieurs types de données manquantes :
– MCAR (Missing Completly At Random) : P (M | D) = P (M), la proba-

bilité qu’une donnée soit manquante ne dépend pas de D,
– MAR (Missing At Random) : P (M | D) = P (M | Do), la probabilité

qu’une donnée soit manquante dépend des données observées,
– NMAR (Not Missing At Random) : la probabilité qu’une donnée soit man-

quante dépend à la fois des données observées et manquantes.
Les situations MCAR et MAR sont les plus faciles à résoudre car les don-

nées observées contiennent toutes les informations nécessaires pour estimer la
distribution des données manquantes. La situation NMAR est plus délicate car
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il faut alors faire appel à des informations extérieures pour réussir à modéliser
la distribution des données manquantes et revenir à une situation MCAR ou
MAR.

2.2.2 Traitement des données MCAR
Lorsque les données manquantes sont de type MCAR, la première approche

possible et la plus simple est l’analyse des exemples complets. Cette méthode
consiste à estimer les paramètres à partir de Dco ensemble des exemples com-
plètement observés dans Do. Lorsque D est MCAR, l’estimateur basé sur Dco

n’est pas biaisé. Malheureusement, lorsque le nombre de variables est élevé, la
probabilité qu’un exemple soit complètement mesuré devient faible, et Dco peut
être vide ou insuffisant pour que la qualité de l’estimation soit bonne.

Une autre technique, l’analyse des exemples disponibles, est particulièrement
intéressante dans le cas des réseaux bayésiens. En effet, puisque la loi jointe est
décomposée en un produit de probabilités conditionnelles, il n’est pas nécessaire
de mesurer toutes les variables pour estimer la loi de probabilité condition-
nelle P (Xi | Pa(Xi)), mais seulement des variables Xi et Pa(Xi). Il suffit donc
d’utiliser tous les exemples où Xi et Pa(Xi) sont complètement mesurés pour
l’estimation de P (Xi | Pa(Xi)).

2.2.3 Traitement des données MAR
De nombreuses méthodes tentent d’estimer les paramètres d’un modèle à

partir de données MAR. Citons par exemple le sequential updating [122], l’échan-
tillonnage de Gibbs [63], et l’algorithme expectation maximisation (EM) [44, 88].

Plus récemment, les algorithmes bound and collapse [107] et robust bayesian
estimator [108] cherchent à résoudre le problème quel que soit le type de données
manquantes.

L’application de l’algorithme itératif EM aux réseaux bayésiens a été pro-
posée dans [39] et [95] puis adaptée aux grandes bases de données dans [128].
Nous allons présenter les grandes lignes de cet algorithme dans le cas de l’ap-
prentissage statistique puis de l’apprentissage bayésien.

2.2.4 Apprentissage statistique et algorithme EM
Soit log P (D | θ) = log P (Do,Dm | θ) la log-vraisemblance des données. Dm

étant une variable aléatoire non mesurée, cette log-vraisemblance est elle-aussi
une variable aléatoire fonction de Dm. En se fixant un modèle de référence
θ∗, il est possible d’estimer la densité de probabilité des données manquantes
P (Dm | θ∗), et ainsi de calculer Q(θ : θ∗), espérance de la log-vraisemblance
précédente :

Q(θ : θ∗) = Eθ∗ [log P (Do,Dm | θ)] (2.6)

Q(θ : θ∗) est donc l’espérance de la vraisemblance d’un jeu de paramètres
θ quelconque, calculée en utilisant une distribution des données manquantes
P (Dm | θ∗).

Cette équation peut se réécrire de la façon suivante (cf. eq. 2.3) :

Q(θ : θ∗) =
n∑

i=1

ri∑
k=1

qk∑
j=1

N∗
ijk log θi,j,k (2.7)
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où N∗
i,j,k = Eθ∗ [Ni,j,k] = N ∗ P (Xi = xk, Pa(Xi) = paj | θ∗) est obtenu par

inférence dans le réseau de paramètres θ∗ si les { Xi, Pa(Xi) } ne sont pas
complètement mesurés et par simple comptage sinon.

L’algorithme EM est très simple : soient θ(t) = {θ(t)
i,j,k } les paramètres du

réseau bayésien à l’itération t.
– expectation : estimer les N∗ de l’équation 2.7 à partir des paramètres de

référence θ(t) ,
– maximisation : choisir la meilleure valeur des paramètres θ(t+1) en maxi-

misant Q,

θ
(t+1)
i,j,k =

N∗
i,j,k∑

k N∗
i,j,k

(2.8)

– répéter ces deux étapes tant que l’on arrive à augmenter la valeur de Q.
[44] a prouvé la convergence de cet algorithme, ainsi que le fait qu’il n’était

pas nécessaire de trouver l’optimum global θ(t+1) de la fonction Q(θ : θ(t)) mais
uniquement une valeur qui permette à la fonction Q d’augmenter (Generalized
EM ).

De nombreuses heuristiques ont été conçues pour accélérer ou améliorer la
convergence de l’algorithme EM [95]. Citons par exemple, l’ajout d’un moment
γ, proposé par Nowlan [98] qui permet d’accélérer la convergence si le paramètre
γ est bien réglé :

θ
(t+1)
i,j,k ← θ

(t+1)
i,j,k + γθ

(t)
i,j,k (2.9)

Exemple simple :
Prenons le réseau bayésien et la base d’exemples définis ci-dessous (où « ? »
représente une donnée manquante) :

Pluie

Para Seine

Pluie Seine
o ?
n ?
o n
n n
o o

Pluie = « il pleut à Rouen »,
Seine = « la Seine déborde »,
Para = « j’ai sorti mon parapluie ».

Commençons par définir quels sont les paramètres à estimer :
- P (Pluie) = [θP 1− θP ]
- p(P (Seine | Pluie = o) = [θS|P=o 1− θS|P=o]
- P (Seine | Pluie = n) = [θS|P=n 1− θS|P=n]
- idem pour P (Para | Pluie)...

Concentrons-nous sur l’estimation des paramètres θS|P=o et θS|P=n avec l’algo-
rithme EM.

Tab. 2.1: Exécution de l’algorithme EM (à suivre . . . )

22



Initialisation
Les valeurs initiales des paramètres sont : θ

(0)
S|P=o = 0.3, θ

(0)
S|P=n = 0.4

Première itération
Le calcul de l’étape E est résumé dans le tableau ci-après (les valeurs suivies d’un
+ sont obtenues par calcul des probabilités selon le modèle θ(0)) :

P (S | P = o) P (S | P = n)
Pluie Seine S = o S = n S = o S=n

o ? 0.3 + 0.7 + 0 0
n ? 0 0 0.4 + 0.6 +

o n 0 1 0 0
n n 0 0 0 1
o o 1 0 0 0

N∗ 1.3 1.7 0.4 1.6

L’étape M nous donne θ
(1)
S|P=o = 1.3

1.3+1.7 = 0.433 et θ
(1)
S|P=n = 0.4

0.4+1.6 = 0.2

Deuxième itération
Etape E (les valeurs suivies d’un + sont obtenues par calcul des probabilités selon
le modèle θ(1) obtenu à l’itération précédente) :

P (S | P = o) P (S | P = n)
Pluie Seine S = o S = n S = o S = n

o ? 0.433 + 0.567 + 0 0
n ? 0 0 0.2 + 0.8 +

o n 0 1 0 0
n n 0 0 0 1
o o 1 0 0 0

N∗ 1.433 1.567 0.2 1.8

Etape M : θ
(1)
S|P=o = 1.433

1.433+1.567 = 0.478 et θ
(1)
S|P=n = 0.2

0.2+1.8 = 0.1

Convergence
Après quelques itérations de l’algorithme EM, les valeurs de paramètres
convergent vers θ

(t)
S|P=o = 0.5 et θ

(t)
S|P=n = 0

Dans cet exemple très simple, les données manquantes sont MCAR et les ap-
proches analyse des exemples complets ou analyse des exemples disponibles (cf.
p.21) auraient directement fourni la solution.

Tab. 2.1: Exécution de l’algorithme EM

2.2.5 Apprentissage bayésien et algorithme EM
L’algorithme EM peut aussi s’appliquer dans le cadre bayésien. Pour l’ap-

prentissage des paramètres, il suffit de remplacer le maximum de vraisemblance
de l’étape M par un maximum (ou une espérance) a posteriori. Nous obtenons
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dans le cas de l’espérance a posteriori :

θ
(t+1)
i,j,k =

N∗
i,j,k + αi,j,k∑

k (N∗
i,j,k + +αi,j,k)

(2.10)

Exemple simple : Reprenons l’exemple précédent. Il nous faut ajouter un a
priori sur les paramètres, par exemple une distribution de Dirichlet uniforme
avec αi,j,k = 1. L’algorithme EM utilisant un maximum de vraisemblance nous
donne :
- θ

(1)
S|P=o = 1.3+1

1.3+1.7+2 = 0.46 et θ
(1)
S|P=n = 0.4+1

0.4+1.6+2 = 0.35

- θ
(2)
S|P=o = 1.46+1

1.46+1.54+2 = 0.492 et θ
(1)
S|P=n = 0.35+1

0.35+1.65+2 = 0.338
- . . .
- θ

(t)
S|P=o = 0.5 et θ

(t)
S|P=n = 0.333

L’ajout d’un a priori uniforme sur les paramètres a « empêché » la valeur θ
(t)
S|P=n

de tendre vers 0 alors que la configuration {S = o et P = n} n’est pas présente
dans les données.

Tab. 2.2: Exécution de l’algorithme EM avec a priori de Dirichlet

2.3 Incorporation de connaissances
Dans de nombreuses applications réelles, il n’existe pas (ou très peu) de

données. Dans ces situations, l’apprentissage des paramètres du réseau bayé-
sien passe par l’utilisation de connaissances d’experts pour tenter d’estimer les
probabilités conditionnelles. Cette difficulté, souvent appelée élicitation de pro-
babilités dans la littérature, est générale dans le domaine de l’acquisition de
connaissances.

Nous décrirons tout d’abord l’utilisation d’une échelle de probabilité permet-
tant à l’expert d’estimer de manière quantitative ou qualitative la probabilité
d’un événement quelconque.

Malheurement, chaque paramètre d’un réseau bayésien est une loi de proba-
bilité conditionnelle dont la taille augmente exponentiellement par rapport au
nombre de parents de la variable considérée. Il n’est donc pas réaliste d’inter-
roger un expert sur toutes les valeurs de chacune de ces lois. Nous détaillerons
quelques méthodes permettant de simplifier une loi de probabilité conditionnelle,
ce qui diminue le nombre de questions à poser à l’expert. Nous proposerons aussi
quelques règles pour vérifier la cohérence des estimations de l’expert.

Pour finir, nous aborderons le problème de l’estimation de la probabilité
d’un événement en présence de plusieurs experts ou de sources d’information
multiples. Comment prendre en compte la fiabilité de ces experts et de ces
sources ? et que faire lorsqu’ils sont en désaccord ?
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certain 100

probable 85

attendu 75

moitié-moitié 50

incertain
25

improbable 15

impossible 0

Fig. 2.1 – Echelle de probabilité

2.3.1 Comment demander à un expert d’estimer une pro-
babilité ?

De nombreux travaux comme ceux de [109] abordent le sujet de l’élicitation
de probabilités. La tâche la plus difficile est souvent de trouver un expert dispo-
nible et familiarisé à la notion de probabilité. Ensuite il faut considérer les biais
éventuels parfois subconscients (un expert va souvent surestimer la probabilité
de réussite d’un projet le concernant, etc.). La dernière étape consiste à fournir à
l’expert des outils associant des notions qualitatives et quantitatives, pour qu’il
puisse associer une probabilité aux différents événements. L’outil le plus connu
et le plus facile à mettre en œuvre est l’échelle de probabilité [50] présentée
figure 2.1. Cette échelle permet aux experts d’utiliser des informations à la fois
textuelles et numériques pour assigner un degré de réalisation à telle ou telle
affirmation, puis éventuellement de comparer les probabilités des événements
pour les modifier. [132] propose une étude détaillée des techniques d’élicitation
de probabilités pour résoudre un problème de diagnostic médical.

2.3.2 Quelles probabilités estimer ?
Nous supposons ici que l’expert doive estimer la probabilité conditionnelle

P (Y | X1, X2, ..., Xn) et que toutes nos variables (Y et Xi) soient binaires (de
valeurs respectives {y et y} et {xi et xi}).

L’expert devra donc estimer 2n valeurs, ce qui est peu réaliste pour des pro-
blèmes complexes (manque de temps, fiabilité des 2n valeurs, etc.). Plusieurs
approches permettent de simplifier cette probabilité conditionnelle par diverses
formes d’approximation comme le modèle OU bruité, les facteurs d’interpola-
tion ou le modèle log-linéaire.
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Modèle OU bruité
Le modèle OU bruité, proposé initialement par Pearl [102], pose les hypo-

thèses suivantes :
– La probabilité suivante (probabilité que Xi cause Y lorsque les autres

variables Xj sont absentes) est facile à estimer :

pi = P (y | x1, x2, ..., xi, ..., xn) (2.11)

– Le fait que Xi cause Y est indépendant des autres variables Xj (pas d’effet
mutuel des variables).

Ces hypothèses permettent alors d’affirmer que :

– Si un des Xi est vrai, alors Y est presque toujours vrai (avec la probabilité
pi),

– Si plusieurs Xi sont vrais, alors la probabilité que Y soit vrai est :

P (y | X ) = 1−
∏

i|Xi∈Xp

(1− pi) (2.12)

où Xp est l’ensemble des Xi vrais.

Ce modèle a été étendu au cas où Y peut être vrai sans qu’une seule des
causes soit vraie (leaky noisy-OR gate) [71] et aux variables multivaluées (gene-
ralized noisy-OR gate) [71, 47, 126]. Il s’intègre très facilement aux algorithmes
d’inférence tels que les algorithmes de « message passing » ou d’arbre de jonc-
tion.

Il est important de noter que cette modélisation simplifiée des probabilités
conditionnelles peut aussi être utilisée dans le cadre de l’apprentissage, lorsque
le nombre de données est faible. Cette approche a donné de bons résultats dans
des domaines tels que le diagnostic médical [106, 99] ou le diagnostic de pannes
[16].

Facteurs d’interpolation
L’utilisation de facteurs d’interpolation a été proposée par [18] pour la dé-

termination pratique de tables de probabilités conditionnelles. A la différence
du modèle précédent, l’expert est consulté pour déterminer la probabilité des
événements suivants :

pi = P (y | x1, x2, ..., xi, ..., xn) (2.13)

p = P (y | x1, x2, ..., xi, ..., xn) (2.14)

p = P (y | x1, x2, ..., xi, ..., xn) (2.15)

Ces valeurs permettent de calculer les facteurs d’interpolation IFi de la façon
suivante :

IFi =
pi − p

p− p
(2.16)

Chacun de ces facteurs peut être interprété comme l’effet relatif (par rapport à
pi, situation où tous les Xi sont "absents") du passage de Xi de xi à xi (lorsque
tous les autres Xj sont à xj).

Dans le cas le plus simple proposé par Cain, parents non modifiants, l’effet de
chaque Xi sur Y ne dépend pas de la valeur des autres Xj . Avec cette hypothèse,
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le facteur d’interpolation est donc de manière plus générale l’effet de la variation
de Xi quelles que soient les valeurs prises par les autres Xj , ce qui nous permet
de calculer par récurrence la valeur de n’importe quelle probabilité P (y | X ),
par exemple :

P (y | x1, x2, ..., xi, ...xj , ..., xn) = p + IFi(pj − p) (2.17)

et ainsi de suite pour les probabilités où k Xi sont "absents" (xi) en faisant in-
tervenir les probabilités où (k−1) Xi sont "absents" et le facteur d’interpolation
de l’autre variable.

Cain adapte ensuite cette utilisation de facteurs d’interpolation à des va-
riables discrètes quelconques. L’approche se généralise aussi au cas où certains
parents sont modifiants en estimant des facteurs d’interpolation spécifiques à
chaque configuration de ces parents modifiants.

Modèles log-linéaires
Les modèles log-linéaires [34] peuvent aussi être utilisés pour simplifier le

nombre de paramètres d’une loi de probabilité conditionnelle, ou plus généra-
lement la loi de probabilité jointe P (Y,X1, X2, ..., Xn) d’une variable et de ses
parents.

Le principe, très général, de ces modèles est de décomposer le logarithme
d’une loi de probabilité en une somme de termes décrivant les interactions entre
les variables. Cette décomposition est dite saturée lorsque tous les termes sont
présents dans la décomposition, et non saturée lorsque des hypothèses supplé-
mentaires sont ajoutées, comme par exemple le fait que certaines variables soient
indépendantes, pour supprimer des termes dans la décomposition.

Dans le cas qui nous intéresse, nous savons aussi que les parents sont mu-
tuellements indépendants. De plus, [38] propose de ne garder que les termes
d’interaction d’ordre inférieur ou égal à 2 (u ui, u′i), arrivant au modèle log-
linéaire non saturé suivant :

log P (Y, X1, ..., Xn) = u +
∑

i

ui(xi) +
∑

i

u′i(xi, y) (2.18)

La détermination de ces termes d’interaction passe par la résolution d’un
système linéaire, en utilisant certaines contraintes comme le fait que la somme
des P (Y,X1, ..., Xn) doit être égale à 1. En supposant que l’expert soit interrogé
sur toutes les probabilités marginales P (xi), P (y), et sur toutes les probabilités
conditionnelles P (y | xi) et P (y | xi), [38] montre qu’il reste encore 2n − 2n
contraintes à satisfaire pour déterminer complètement les paramètres du modèle
log-linéaire.

Cette approche permet donc d’obtenir une modélisation plus générale que
les deux premières, mais nécessite davantage d’estimations de la part de l’expert
lorsque le nombre de parents d’une variable est important.

Cohérence des estimations
Les méthodes que nous venons d’étudier permettent de simplifier une distri-

bution de probabilité conditionnelle en estimant un nombre réduit de probabi-
lités d’événements, à l’aide par exemple d’une échelle de probabilité.

[38] propose une série de règles afin de vérifier la cohérence des estimations
de l’expert, et éventuellement de corriger automatiquement certaines des proba-

27



bilités estimées. Cette approche décrite ci-dessous dans le cadre de l’utilisation
de modèles log-linéaires se généralise assez facilement aux autres approches :

1. Estimation par l’expert des probabilités marginales P (xi) et P (y). Ces
probabilités correspondent à des événements "non conditionnés" qui sont
en général faciles à estimer. Ces valeurs ne sont pas suffisantes, mais per-
mettront par la suite de vérifier la cohérence des estimations de l’expert.

2. Estimation des probabilités conditionnelles P (y | xi) et P (y | xi) pour
toutes les variables Xi.

3. Utilisation des redondances pour vérifier la cohérence des estimations. En
effet, nous savons que, pour chaque variable Xi :

P (y) = P (y | xi)P (xi) + P (y | xi)(1− P (xi)) (2.19)

Puisque chacune de ces valeurs a été estimée par l’expert, nous pouvons
donc comparer le P (y) estimé et celui obtenu par l’équation 2.19 pour
détecter des incohérences éventuelles.

4. Correction des incohérences. Cette correction peut être soit manuelle, en
redemandant à l’expert de ré-estimer les P (y | xi) et P (y | xi) incrimi-
nés, soit automatique, en les modifiant tout en gardant leurs proportions
respectives pour que l’équation 2.19 soit vérifiée.

2.3.3 Comment fusionner les avis de plusieurs experts ?
En ingénierie de la connaissance, l’ingénieur doit souvent faire face à des

sources d’informations de diverses natures : experts, données collectées selon
des moyens variés, etc. La prise en compte de ces différentes expertises doit se
faire avec précaution. Afin d’éviter d’utiliser des données biaisées, Druzdzel et
al. [51] proposent un critère pour vérifier si les diverses sources d’informations
ont été utilisées dans les mêmes conditions.

Supposons maintenant que plusieurs experts proposent une estimation des
mêmes valeurs. Comment faut-il combiner ces différents résultats, en sachant
que les experts ne sont pas forcément tous fiables, ou le sont uniquement sur
une partie du problème ? La prise en compte de données incertaines a été abordée
avec différentes méthodes dont la logique floue [14], les réseaux de neurones (avec
par exemple les mélanges d’experts proposés par [73]), ou la théorie des fonctions
de croyances [121]. Pour ce dernier cas, S. Populaire et al. [105] proposent une
méthode qui permet de combiner l’estimation des probabilités faite par un expert
avec celle obtenue grâce à des données.
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3.1 Introduction
Dans le chapitre 2, nous avons examiné différentes méthodes d’apprentissage

des paramètres d’un réseau bayésien à partir de données complètes ou incom-
plètes, ou à l’aide d’un expert, en supposant que la structure de ce réseau était
déjà connue. Se pose maintenant la question de l’apprentissage de cette struc-
ture : comment trouver la structure qui représentera le mieux notre problème.

Avant d’aborder les deux grandes familles d’approches (recherche d’indépen-
dances conditionnelles et méthodes basées sur un score), nous commencerons par
rappeler le cadre dans lequel nous travaillons. Ainsi l’apprentissage de la struc-
ture d’un réseau bayésien à partir de données revient à trouver un graphe qui
soit une P-map d’un modèle d’indépendance associé à une distribution de pro-
babilité dont nous possédons un échantillon. Il faut donc être sûr de l’existence
d’une telle P-map (fidélité) et de bien connaître toutes les variables (suffisance
causale).

Nous évoquerons ensuite une notion générale, l’équivalence de Markov,
qui nous sera utile dans les deux types d’approche, notion liée au fait que plu-
sieurs graphes avec le même squelette pourront représenter les mêmes indépen-
dances conditionnelles.

Comme précédemment, nous pourrons aussi distinguer trois cas :
– les données sont complètes et représentent totalement le problème.
– les données sont incomplètes et/ou il existe des variables latentes.
– peu de données sont disponibles, et il faut utiliser une connaissance ex-

perte.

Une première approche, proposée initialement par Spirtes et al. d’un côté, et
Pearl et Verma de l’autre, consiste à rechercher les différentes indépendances
conditionnelles qui existent entre les variables. Les autres approches tentent
de quantifier l’adéquation d’un réseau bayésien au problème à résoudre, c’est-à-
dire d’associer un score à chaque réseau bayésien. Puis elles recherchent
la structure qui donnera le meilleur score dans l’espace B des graphes acycliques
dirigés. Un parcours exhaustif est impossible en pratique en raison de la taille de
l’espace de recherche. La formule 3.1 démontrée par [114] prouve que le nombre
de structures possibles à partir de n nœuds est super-exponentiel (par exemple,
NS(5) = 29281 et NS(10) = 4.2× 1018).

NS(n) =
{

1 , n = 0 ou 1∑n
i=1(−1)i+1

(
n
i

)
2i(n−1)NS(n− i), n > 1

(3.1)

Pour résoudre ce problème ont été proposées un certain nombre d’heuris-
tiques de recherche dans l’espace B, qui restreignent cet espace à l’espace
des arbres (MWST), ordonnent les nœuds pour limiter la recherche des parents
possibles pour chaque variable (K2), ou effectuent une recherche gloutonne dans
B (GS).

En partant du principe que plusieurs structures encodent les mêmes indé-
pendances conditionnelles (équivalence de Markov) et possèdent le même score,
d’autres méthodes proposent de parcourir l’espace E des représentants des
classes d’équivalence de Markov, espace certes super-exponentiel (mais lé-
gèrement plus petit) mais qui possède de meilleures propriétés.

Nous nous intéresserons aussi aux méthodes qui permettent d’incorporer
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des connaissances a priori sur le problème à résoudre en détaillant plus préci-
sément l’apprentissage de structure dans le cadre de la classification,
et l’apprentissage de structure lorsque des variables latentes sont dé-
finies explicitement.

Pour répondre à ces différentes questions, nous examinerons successivement
les méthodes existantes, en détaillant à chaque fois une des approches les plus re-
présentatives. Nous finirons en abordant quelques problèmes ouverts dans l’ap-
prentissage de structure : la découverte automatique de variables latentes et
l’apprentissage de réseaux bayésiens "réellement" causaux.

3.2 Hypothèses

3.2.1 Fidélité
Les liens entre modèle d’indépendance et réseau bayésien sont largement dé-

crits dans [145]. Un réseau bayésien n’est pas capable de représenter n’importe
quelle distribution de probabilité (ou la liste des indépendances conditionnelles
associées). La première hypothèse que nous poserons est donc l’existence d’un
réseau bayésien qui soit la P-map du modèle d’indépendance associé à la distri-
bution de probabilité P sous-jacente à nos données. Cette hypothèse se retrouve
souvent sous le terme de fidélité (faithfulness) entre le graphe et P .

3.2.2 Suffisance causale
L’autre hypothèse importante est celle de suffisance causale. Un ensemble

de variables X est suffisant causalement pour une population donnée D si et
seulement si dans cette population, chaque cause Y commune à plusieurs va-
riables de X appartient aussi à X , ou si Y est constant pour toute la population.
Cela signifie que l’ensemble X est suffisant pour représenter toutes les relations
d’indépendances conditionnelles qui pourraient être extraites des données.

3.2.3 Notion d’équivalence de Markov
Deux réseaux bayésiens B1 et B2 sont dits équivalents au sens de Markov

(B1 ≡ B2) s’ils représentent les mêmes relations d’indépendance conditionnelle.
Afin d’illustrer simplement cette notion, montrons que les structures B1, B2

et B3 décrites ci-dessous sont équivalentes.

XA XB

XC

XA XB

XC

XA XB

XC

XA XB

XC

B1 B2 B3 B4

Montrons-le pour B1 et B2 :

Selon B1 : P (XA, XB , XC)B1 = P (XA | XB) ∗ P (XB | XC) ∗ P (XC)
Selon B2 : P (XA, XB , XC)B2 = P (XA) ∗ P (XB | XA) ∗ P (XC | XB)
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– Réseau « théorique » asia

A S

T L B

O

X D

– CPDAG

A S

T L B

O

X D

O → X est obligatoirement orienté pour ne pas créer de V-structure
supplémentaire

Tab. 3.1 – Exemple de réseau bayésien et son représentant dans l’espace des
classes d’équivalence de Markov

Mais d’après la définition d’une probabilité conditionnelle,

P (XA, XB) = P (XA | XB) ∗ P (XB) ∗ P (XA) ∗ P (XB | XA)
P (XB , XC) = P (XC | XB) ∗ P (XB) ∗ P (XC) ∗ P (XB | XC)

donc

P (XA, XB , XC)B2 = P (XA) ∗ P (XB | XA) ∗ P (XC | XB)
= P (XA | XB) ∗ P (XB) ∗ P (XC | XB)
= P (XA | XB) ∗ P (XB | XC) ∗ P (XC)
= P (XA, XB , XC)B1

Les réseaux bayésiens B1 et B2 sont donc équivalents (id. avec B3).

Par contre, ces trois structures ne sont pas équivalentes à la V-structure B4.
En effet, nous avons P (XA, XB , XC)B4 = P (XA) ∗P (XC) ∗P (XB | XA, XC) et
le terme P (XB | XA, XC) ne peut pas se simplifier.

Verma et Pearl [134] ont démontré que tous les DAG équivalents possèdent
le même squelette (graphe non dirigé) et les mêmes V-structures. Une classe
d’équivalence, c’est-à-dire un ensemble de réseaux bayésiens qui sont tous équi-
valents, peut donc être représentée par le graphe sans circuit partiellement dirigé
(PDAG) qui a la même structure que tous les réseaux équivalents, mais pour
lequel les arcs réversibles (n’appartenant pas à des V-structures, ou dont l’inver-
sion ne génère pas de V-structure) sont remplacés par des arêtes (non orientées).
Le DAG partiellement dirigé ainsi obtenu est dit complété (CPDAG) ou graphe
essentiel [6]. La table 3.1 nous donne le graphe asia et son CPDAG représen-
tant dans l’espace des classes d’équivalence de Markov. Ce CPDAG possède
bien le même squelette que le DAG initial ainsi que ses deux V-structures. De
plus, l’arc O → X est obligatoirement orienté dans ce sens pour ne pas créer de
V-structure supplémentaire.
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Algorithme DAGtoCPDAG

• Ordonner les arcs du DAG
• ∀arc, étiquette(arc)← ∅
• A ← liste des arcs non étiquetés
• Répéter

(Xi, Xj)← minA(arc) (plus petit arc non étiqueté)
∀Xk/ étiquette(Xk, Xi) = NonRéversible

Fin← Faux
si Xk 6∈ pa(Xj) alors

étiquette(∗, Xj)← NonRéversible
A ← A \ (∗, Xj)
Fin← V rai

sinon
étiquette(Xk, Xj)← NonRéversible
A ← A \ (Xk, Xj)

si Fin = Faux alors
si ∃arc (Xk, Xj)/Xk 6∈ pa(Xi) ∪ {Xi} alors
∀(Xk, Xj) ∈ A,

étiquette(Xk, Xj)← NonRéversible
A ← A \ (Xk, Xj)

sinon
∀(Xk, Xj) ∈ A,

étiquette(Xk, Xj)← réversible
A ← A \ (Xk, Xj)

Tant que A 6= ∅
Ordonner-Arc
• Trier les Xi dans l’ordre topologique
• k ← 0
• A ← liste des arcs (non ordonnés)
• Répéter

Xj ← minj(Xj/(Xi, Xj) ∈ A)
plus petit nœud destination d’un arc non ordonné

Xi ← maxi(Xi/(Xi, Xj) ∈ A)
plus grand nœud origine d’un arc non ordonné vers Xj

Ordre(Xi, Xj)← k
k ← k + 1
A ← A \ (Xi, Xj)

Tant que A 6= ∅

Tab. 3.2 – Algorithme DAGtoCPDAG

Chickering [31] propose une méthode pour passer du DAG d’un réseau bayé-
sien au CPDAG représentant sa classe d’équivalence de Markov. Pour cela,
il faut commencer par ordonner tous les arcs du réseau de départ (algorithme
Ordonner-Arc, table 3.2), puis parcourir l’ensemble des arcs ainsi ordonnés pour
« simplifier » les arcs réversibles (algorithme DAGtoCPDAG, table 3.2).

Il existe plusieurs algorithmes « inverses » capables de générer un des réseaux
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Algorithme PDAGtoDAG

• B ← PDAG
• A ← liste des arêtes de PDAG
• Répéter

Recherche d’un nœud Xi tel que
- il n’existe aucun arc Xi ← Xj dans A
- et pour tout Xj tel qu’il existe Xi–Xj dans A,

Xj est adjacent à tous les autres nœuds adjacents à Xi

Si Xi n’existe pas alors
PDAG n’admet aucune extension complètement dirigée

sinon
∀Xj tel que Xi–Xj ∈ A

Xi → Xj dans B
A ← A \ (Xi, Xj)

Tant Que A 6= ∅
Notations :
PDAG graphe acyclique partiellement dirigé
B DAG complètement dirigé, extension consistante de PDAG

Tab. 3.3 – Algorithme PDAGtoDAG

bayésiens équivalents à partir d’un PDAG, si ce PDAG est bien le représentant
d’une classe d’équivalence (on dit alors que le DAG résultant est une extension
consistante du PDAG de départ). Nous décrivons dans la table 3.3 l’algorithme
PDAGtoDAG proposé par Dor et Tarsi [48]. Notons qu’il est aussi possible
d’utiliser les règles d’orientation d’arcs proposées par les algorithmes IC et PC
que nous décrirons dans les prochaines sections (table 3.4) puisqu’elles résolvent
également la même tâche.

3.3 Recherche d’indépendances conditionnelles
Cette première série d’approches d’apprentissage de structure, souvent appe-

lée recherche sous contraintes, est issue des travaux de deux équipes « concur-
rentes », Pearl et Verma d’une part avec les algorithmes IC et IC*, Spirtes,
Glymour et Scheines de l’autre avec les algorithmes SGS, PC, CI, FCI. Citons
de même, plus récemment, l’algorithme BN-PC de Cheng et al. [21, 22, 25]. Ces
algorithmes sont tous basés sur un principe identique :

– construire un graphe non dirigé contenant les relations entre les variables,
à partir de tests d’indépendance conditionnelle,

– détecter les V-structures (en utilisant aussi des tests d’indépendance condi-
tionnelle),

– « propager » les orientations de certains arcs,
– prendre éventuellement en compte les causes artificielles dues à des va-

riables latentes (cf. section 3.8).
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La caractéristique principale de toutes ces méthodes réside dans la déter-
mination à partir de données des relations d’indépendance conditionnelle entre
deux variables quelconques conditionnellement à un ensemble de variables. Ceci
nous amènera à évoquer les tests statistiques d’indépendance classiquement
utilisés. Nous passerons ensuite en revue les algorithmes principaux issus de ces
travaux et les améliorations qui y ont été apportées.

3.3.1 Tests d’indépendance conditionnelle
Les tests statistiques classiquement utilisés pour tester l’indépendance condi-

tionnelle sont les tests du χ2 et du rapport de vraisemblance G2. Détaillons le
test d’indépendance du χ2 puis son utilisation dans le cadre de l’indépendance
conditionnelle.

Soit deux variables discrètes XA et XB , de taille respective rA et rB . Soit
Nab le nombre d’occurrences de {XA = xa et XB = xb} dans la base d’exemples,
Na. le nombre d’occurrences de {XA = xa} et N.b le nombre d’occurrences de
{XB = xb}.

Le test du χ2 met en concurrence deux modèles :
– le modèle observé po = P (XA, XB), représenté par les occurrences obser-

vées Oab = Nab

– le modèle théorique pt = P (XA)P (XB), représenté par les occurrences
théoriques Tab = Na.∗N.b

N .

Soit la statistique suivante (de degré de liberté df = (rA − 1)(rB − 1)) :

χ2 =
rA∑

a=1

rB∑
b=1

(Oab − Tab)2

Tab
=

rA∑
a=1

rB∑
b=1

(Nab − Na.∗N.b

N )2
Na.∗N.b

N

(3.2)

L’hypothèse d’indépendance entre XA et XB est vérifiée si et seulement si χ2 <
χ2
théorique(df, 1− α) (pour un seuil de confiance α)

Lorsqu’un effectif Tab est faible (Tab < 10), la formule 3.2 n’est plus appli-
cable. Il faut alors remplacer le terme (Oab−Tab)

2

Tab
par (|Oab−Tab|−0.5)2

Tab
(Correction

de Yates).
Spirtes et al. proposent aussi d’utiliser le rapport de vraisemblance G2 (qui

suit encore une loi du χ2 de degré de liberté df = (rA − 1)(rB − 1)) :

G2 = 2
rA∑

a=1

rB∑
b=1

Oab ln(
Oab

Tab
) = 2

rA∑
a=1

qB∑
j=1

Nab ln(
Nab ∗N

Na. ∗N.b
) (3.3)

Notons que ce rapport de vraisemblance est relativement proche de l’informa-
tion mutuelle entre les variables XA et XB , notion qui sera reprise par certaines
fonctions de score des réseaux bayésiens (voir équations 3.7 et 3.8).

Les équations 3.2 et 3.3 testent l’indépendance entre deux variables. L’uti-
lisation de ces tests pour la recherche de structure dans les réseaux bayésiens
nécessite une adaptation pour les tests d’indépendance conditionnelle entre deux
variables XA et XB conditionnellement à un ensemble quelconque de variables
XC . Pour cela le principe ne change pas, il faut mettre en concurrence les deux
modèles suivants :
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– le modèle observé po = P (XA, XB | XC), représenté par les occurrences
observées Oabc = Nabc où Nabc est le nombre d’occurrences de {XA = xa,
XB = xb et XC = xc}.

– le modèle théorique pt = P (XA | XC)P (XB | XC), représenté par les oc-
currences théoriques Tabc = Na.c∗N.bc

N..c
.

Soit la statistique suivante (de degré de liberté df = (rA − 1)(rB − 1)rC) :

χ2 =
rA∑

a=1

rB∑
b=1

rC∑
c=1

(Oabc − Tabc)2

Tabc
(3.4)

L’hypothèse d’indépendance entre XA et XB conditionnellement à XC est véri-
fiée si χ2 < χ2

théorique(df, 1− α) (pour un seuil de confiance α).

Se pose ici un inconvénient majeur lorsque le nombre de variables disponibles
est important : plus XC est grand, plus la somme de l’équation 3.4 contient de
termes (df croît exponentiellement) et plus les Nabc sont faibles, ce qui rend le
test du χ2 peu applicable en grande dimension.

Spirtes et al. ont recours à une heuristique simple pour pallier cet inconvé-
nient : si le nombre de données n’est pas suffisamment important par rapport
au degré de liberté (df < N

10 ), alors l’hypothèse est rejetée et les variables XA

et XB sont déclarées dépendantes conditionnellement à XC .
Grâce à ces tests statistiques, il est possible de déterminer une série de

contraintes sur la structure du réseau bayésien recherché : une indépendance
entre deux variables se traduit par l’absence d’arc entre deux nœuds, une dé-
pendance conditionnelle correspond à une V-structure, etc. Nous allons mainte-
nant étudier les deux familles d’algorithmes qui utilisent ces informations pour
apprendre la structure du réseau bayésien.

3.3.2 Algorithmes PC et IC
La détermination des indépendances conditionnelles à partir de données per-

met donc de générer la structure du réseau bayésien représentant toutes ces
indépendances. Sur ce principe, Spirtes, Glymour et Scheines [123] ont tout
d’abord élaboré l’algorithme SGS. Celui-ci part d’un graphe non orienté com-
plètement relié, et teste toutes les indépendances conditionnelles pour supprimer
des arêtes. Il cherche ensuite toutes les V-structures et propage l’orientation des
arcs obtenus sur les arêtes adjacentes. Cette méthode requiert malheureuse-
ment un nombre de tests d’indépendance conditionnelle exponentiel par rap-
port au nombre de variables. Spirtes et al. ont alors proposé une variation de
SGS, l’algorithme PC [123] détaillé dans la table 3.4 qui limite les tests d’in-
dépendance aux indépendances d’ordre 0 (XA⊥XB), puis aux indépendances
conditionnelles d’ordre 1 (XA⊥XB | XC), et ainsi de suite.

L’exemple 3.5 illustre la façon dont les tests d’indépendance conditionnelle
permettent de simplifier le graphe non dirigé complètement connecté du départ
(étapes 1a à 1c), puis dirigent les arêtes des V-structures détectées dans les
données (étape 2). A l’issue de ces deux étapes, le graphe obtenu est un CPDAG
qu’il faut finir d’orienter, en prenant soin de ne pas ajouter de V-structures
non détectées précédemment (étapes 3 et 4). Notons que les règles proposées
par Spirtes et al. pour ces deux dernières étapes peuvent être implémentées
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Algorithme PC
• Construction d’un graphe non orienté

Soit G le graphe reliant complètement tous les nœuds X
i← 0
Répéter

Recherche des indépendances cond. d’ordre i
∀{XA, XB} ∈ X 2 tels que XA −XB et Card(Adj(G, XA, XB)) ≥ i
∀S ⊂ Adj(G, XA, XB) tel que Card(S) = i

si XA⊥XB | S alors
• suppression de l’arête XA −XB dans G
• SepSet(XA, XB)← SepSet(XA, XB) ∪ S
• SepSet(XB , XA)← SepSet(XB , XA) ∪ S

i← i + 1
Jusqu’à Card(Adj(G, XA, XB)) < i,∀{XA, XB} ∈ X 2

• Recherche des V-structures
∀{XA, XB , XC} ∈ X 3 tels que ¬XAXB et XA −XC −XB ,

si XC 6∈ SepSet(XA, XB) alors on crée une V-structure :
XA → XC ← XB

• Ajout récursif de →
Répéter
∀{XA, XB} ∈ X 2,

si XA −XB et XA  XB , alors ajout d’une flèche à XB :
XA → XB

si ¬XAXB , ∀XC tel que XA → XC et XC −XB alors XC → XB

Tant qu’il est possible d’orienter des arêtes

Notations :
X ensemble de tous les nœuds
Adj(G, XA) ensemble des nœuds adjacents à XA dans G
Adj(G, XA, XB) Adj(G, XA) \ {XB}
XA −XB il existe une arête entre XA et XB

XA → XB il existe un arc de XA vers XB

XAXB XA et XB adjacents XA −XB , XA → XB ou XB → XA

XA  XB il existe un chemin dirigé reliant XA et XB

Tab. 3.4 – Algorithme PC

de manière plus systématique par l’algorithme de Dor et Tarsi (cf. Algo. 3.3)
détaillé dans la section 3.2.3.

La première étape de l’algorithme PC (recherche d’indépendances condi-
tionnelles) est l’étape la plus coûteuse de l’algorithme. Spirtes et al. ont suggéré
plusieurs simplifications ou heuristiques afin de diminuer cette complexité.

– Dans l’algorithme PC*, ils proposent de ne plus parcourir tous les S pos-
sibles, mais seulement les ensembles de variables adjacentes à XA ou XB

qui sont sur un chemin entre XA et XB . Cette solution est malheureu-
sement inutilisable avec un trop grand nombre de variables puisqu’elle
équivaut à stocker tous les chemins possibles dans le graphe.

– Trois heuristiques permettent d’accélérer l’algorithme PC en choisissant
judicieusement les nœuds XA et XB et l’ensemble S :
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– PC-1 : les couples de variables {XA, XB} et les ensembles S possibles
sont parcourus dans l’ordre lexicographique.

– PC-2 : les couples de variables {XA, XB} sont testés dans l’ordre crois-
sant de la statistique utilisée pour le test d’indépendance (des moins
dépendants aux plus dépendants). Les ensembles S sont parcourus dans
l’ordre lexicographique.

– PC-3 : pour une variable XA fixée, sont testés d’abord les XB les moins
dépendants à XA conditionnellement aux ensembles S les plus dépen-
dants à XA.

L’algorithme IC (Inductive Causation), développé par Pearl [103], est basé
sur le même principe, mais construit le graphe non orienté en ajoutant des arêtes
au lieu d’en supprimer. Il faut noter que Pearl [104] a présenté en 1991 un algo-
rithme IC différent qui prend en compte les variables latentes. Cet algorithme,
renommé IC* dans [103], est détaillé dans la section 3.8.

- Le réseau « théorique » asia est utilisé pour générer 5000 exemples :

A S

T L B

O

X D

- Etape 0 : Génération du graphe non orienté reliant tous les nœuds :

A S

T L B

O

X D

Tab. 3.5: Exécution de l’algorithme PC (à suivre . . . )
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- Etape 1a : Suppression des indépendances conditionnelles d’ordre 0 :

A S

T L B

O

X D

Test du χ2 sur les données :
S⊥A L⊥A B⊥A
O⊥A X⊥A D⊥A
T⊥S L⊥T
O⊥B X⊥B

- Etape 1b : Suppression des indépendances conditionnelles d’ordre 1

A S

T L B

O

X D

Test du χ2 sur les données :
T⊥A | O O⊥S | L
X⊥S | L B⊥T | S
X⊥T | O D⊥T | O
B⊥L | S X⊥L | O
D⊥L | O D⊥X | O

- Etape 1c : Suppression des indépendances conditionnelles d’ordre 2

A S

T L B

O

X D

Test du χ2 sur les données :
D⊥S | {L,B}
X⊥O | {T,L}
D⊥O | {T,L}

Tab. 3.5: Exécution de l’algorithme PC (à suivre . . . )
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- Etape 2 : Recherche des V-structures

A S

T L B

O

X D

Test du χ2 sur les données :
découverte de la V-structure
T → O ← L

- Etape 3 : Orientation récursive de certaines arêtes (aucune ici)

- Etape 4 : Orientation des arcs restants :

A S

T L B

O

X D

Seule condition :
ne pas introduire de nouvelle
V-structure

Dans cet exemple, le test du χ2 sur 5000 exemples n’est pas parvenu à retrouver
trois arcs (A → T , O → X et O → D). En supposant que nos données aient pu
nous permettre de trouver un lien O–X, l’étape 3 aurait forcé son orientation en
O → X pour ne pas générer une V-structure O → X ← T (ou L) non détectée
dans l’étape 2.

Tab. 3.5: Exécution de l’algorithme PC

3.3.3 Quelques améliorations
Des travaux récents ont repris le principe des algorithmes IC et PC en tentant

de diminuer le nombre de tests d’indépendance conditionnelle nécessaires dans
les deux premières étapes de ces algorithmes. Ces travaux s’inspirent aussi de
méthodes d’apprentissage basées sur des scores que nous présenterons en 3.4.
Citons, par exemple, l’approche par squelette de van Dijk et al. [133], celle
de de Campos et al. [43], ou les deux algorithmes BN-PC A et B proposés par
Cheng et al. [25] qui ont donné naissance à un logiciel d’apprentissage de réseaux
bayésiens Belief Network PowerConstructor.
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L’algorithme BN-PC-B [22] est le plus général des deux. Le principe de cet
algorithme est simple et se décompose en trois phases : (1) utiliser l’arbre de re-
couvrement maximal (MWST, voir algorithme 3.6), arbre qui relie les variables
de manière optimale au sens de l’information mutuelle comme graphe non dirigé
de départ, puis (2) effectuer un nombre réduit de tests d’indépendance condi-
tionnelle pour ajouter des arêtes à cet arbre, et (3) finir avec une dernière série
de tests pour supprimer les arêtes inutiles et détecter les V-structures. Le graphe
partiellement dirigé obtenu à l’issue de la phase C est alors orienté complètement
de la même manière que pour les algorithmes IC et PC.

Afin de diminuer le nombre de O(n4) tests d’indépendance conditionnelle à
effectuer dans le pire des cas pour BN-PC-B, l’algorithme BN-PC-A [21] consi-
dère un ordre des nœuds qui permet d’orienter les arêtes dès la phase 1 de
l’algorithme. Sa complexité est alors au maximum en O(n2) au lieu de O(n4).

3.4 Algorithmes basés sur un score
Contrairement à la première famille de méthodes qui tentait de retrouver

des indépendances conditionnelles entre les variables, les approches suivantes
vont soit chercher la structure qui maximise un certain score, soit chercher les
meilleures structures et combiner leurs résultats.

Pour que ces approches à base de score soient réalisables en pratique, nous
verrons que le score doit être décomposable localement, c’est-à-dire s’exprimer
comme la somme de scores locaux au niveau de chaque nœud. Se pose aussi le
problème de parcours de l’espace B des réseaux bayésiens à la recherche de la
meilleure structure. Comme une recherche exhaustive est impossible, les algo-
rithmes proposés travaillent sur un espace réduit (espace des arbres, ordonnan-
cement des nœuds), ou effectuent une recherche gloutonne dans cet espace.

3.4.1 Les scores possibles
La plupart des scores existants dans la littérature appliquent le principe de

parcimonie du rasoir d’Occam : trouver le modèle qui corresponde le mieux aux
données D mais qui soit le plus simple possible. Ainsi ces scores sont souvent
décomposables en deux termes : la vraisemblance L(D | θ,B), et un second
terme qui tient compte de la complexité du modèle, à l’aide entre autres, du
nombre de paramètres nécessaires pour représenter le réseau.

Soit Xi un nœud du réseau bayésien de taille ri, et pa(Xi) ses parents. Le
nombre de paramètres nécessaires pour décrire la distribution de probabilité
P (Xi | pa(Xi) = xj) est égal à ri−1. Pour représenter P (Xi | pa(Xi)), il faudra
donc Dim(Xi,B) paramètres, avec :

Dim(Xi,B) = (ri − 1)
∏

Xj∈pa(Xi)

rj = (ri − 1)qi (3.5)

Le nombre de paramètres nécessaires pour décrire toutes les distributions de
probabilité du réseau B est Dim(B) :

Dim(B) =
n∑

i=1

Dim(Xi,B) =
n∑

i=1

(ri − 1)qi (3.6)
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A partir de cela, différents scores ont été proposés :

L’entropie conditionnelle de la structure B [15]

H(B,D) =
n∑

i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

−Ni,j,k

N
log(

Ni,j,k

Ni,j
) (3.7)

En partant de l’équation 2.3, il est possible de faire le lien entre l’entropie et le
maximum de la log-vraisemblance :

log L(D | θ,B) =
n∑

i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

Ni,j,k log θi,j,k

log L(D | θMV ,B) =
n∑

i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

Ni,j,k log(
Ni,j,k

Ni,j
)

log L(D | θMV ,B) = −N ×H(B,D) (3.8)

La vraisemblance – ou l’entropie – n’impose aucun contrôle sur la complexité
de la structure recherchée. Au contraire, pour un ensemble de données B fixé,
la structure la plus vraisemblable sera celle qui possède le plus de paramètres,
c’est-à-dire la structure reliant toutes les variables [55].

Les critères AIC [3] et BIC [118] peuvent aussi s’appliquer aux réseaux
bayésiens :

ScoreAIC(B,D) = log L(D | θMV ,B)−Dim(B) (3.9)

ScoreBIC(B,D) = log L(D | θMV ,B)− 1
2
Dim(B) log N (3.10)

A la différence de la vraisemblance, ces deux équations 3.9 et 3.10 illustrent
bien la volonté de rechercher un modèle capable de bien modéliser les données
tout en restant simple.

La longueur de description minimale
Il est aussi possible d’appliquer le principe de longueur de description mi-

nimale MDL [112]. Ce principe général affirme que le modèle représentant au
mieux un ensemble de données est celui qui minimise la somme des deux termes
suivants : (1) la longueur de codage du modèle et (2) la longueur de codage des
données lorsque ce modèle est utilisé pour représenter ces données. Plusieurs
travaux ont transposé ce principe aux réseaux bayésiens : Bouckaert [15], Lam
et Bacchus [84] et Suzuki [127]. Nous ne citerons ici que l’approche de Lam et
Bacchus [84] :

ScoreMDL(B,D) = log L(D | θMV ,B)− | AB | log N − c.Dim(B) (3.11)

où | AB | est le nombre d’arcs dans le graphe B et c est le nombre de bits utilisés
pour stocker chaque paramètre numérique.
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Le score BD (bayesian Dirichlet)
Cooper et Herskovits [35] proposent un score basé sur une approche bayé-

sienne. En partant d’une loi a priori sur les structures possibles P (B), le but est
d’exprimer la probabilité a posteriori des structures possibles sachant que les
données D ont été observées P (B | D), ou plus simplement P (B,D) :

ScoreBD(B,D) = P (B,D) =
∫

θ

L(D | θ,B)P (θ | B)P (B) dθ

= P (B)
∫

θ

L(D | θ,B)P (θ | B) dθ (3.12)

L’intégrale de l’équation 3.12 n’est pas toujours exprimable simplement.
D’une manière générale, Chickering et Heckerman [27] montrent comment uti-
liser l’approximation de Laplace pour calculer cette intégrale (avec un échan-
tillon de grande taille), et qu’une simplification de cette approximation mène au
ScoreBIC.

Avec les hypothèses classiques d’indépendance des exemples, et en prenant
une distribution a priori de Dirichlet sur les paramètres, il est néanmoins pos-
sible d’exprimer le ScoreBD facilement :

ScoreBD(B,D) = P (B)
n∏

i=1

qi∏
j=1

Γ(αij)
Γ(Nij + αij)

ri∏
k=1

Γ(Nijk + αijk)
Γ(αijk)

(3.13)

où Γ est la fonction Gamma

Le score BDe (Bayesian Dirichlet Equivalent)
Ce critère suggéré par Heckerman [68] s’appuie sur la même formule que

le score bayesian Dirichlet avec des propriétés supplémentaires intéressantes,
comme la conservation du score pour des structures équivalentes (voir p. 57).
Le score BDe utilise une distribution a priori sur les paramètres définie par :

αijk = N ′ × P (Xi = xk, pa(Xi) = xj | Bc) (3.14)

où Bc est la structure a priori n’encodant aucune indépendance conditionnelle
(graphe complètement connecté) et N ′ est un nombre d’exemples « équivalent »
défini par l’utilisateur.

Dans le cas où la distribution de probabilité conditionnelle en Xi est uni-
forme, Heckerman et al. arrivent aux cœfficients de Dirichlet de l’équation 3.15
qui correspondent à un a priori uniforme non informatif proposé tout d’abord
par [17]. Le score BDe utilisant les αijk décrits dans l’équation 3.15 est souvent
appelé score BDeu.

αijk =
N ′

riqi
(3.15)

Heckerman et al. [68] prouvent aussi que le score BDe utilisant les a priori
définis par l’équation 3.14 n’a plus besoin d’utiliser une distribution de Dirichlet
comme loi a priori sur les paramètres.
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Le score BDγ (bayesian Dirichlet généralisé)
Borgelt et Kruse [13] ont généralisé le score BD en introduisant un hyper-

paramètre γ :

ScoreBDγ(B,D) = P (B)
n∏

i=1

qi∏
j=1

Γ(γNij + αij)
Γ((γ + 1)Nij + αij)

. . . (3.16)

. . .

ri∏
k=1

Γ((γ + 1)Nijk + αijk)
Γ(γNijk + αijk)

Borgelt et al. démontrent aussi que leur fonction de score permet de passer
du score bayésien (γ = 0) à l’entropie conditionnelle (γ → +∞), contrôlant
ainsi la tendance à sélectionner des structures simples.

3.4.2 Déterminer un a priori sur les structures
Certains scores (ScoreBD, ScoreBDe et ScoreBDγ) utilisent des métriques

bayésiennes et nécessitent la détermination d’une loi de probabilité a priori sur
les structures. Cette distribution de probabilités est soit uniforme (la solution
la plus simple), soit calculable à partir de connaissances a priori fixées par un
expert (en fixant une distribution de probabilité sur les arcs possibles ou une
structure de référence).

– La loi uniforme est la distribution sur les structures la plus simple :

P (B) = constante

– Il est également possible de décomposer la probabilité d’une structure
comme produit des probabilités de chaque relation parent-nœud :

P (B) =
n∏

i=1

P (paBi → Xi)

où P (paBi → Xi) est la probabilité que paBi soient les parents de Xi.
Ces probabilités locales peuvent être fournies par exemple par un expert,
comme le proposent Richardson et al. [110].

– Une autre façon de prendre en compte les connaissances expertes est de
privilégier les structures proches du réseau a priori Be donné par un ex-
pert :

P (B) ∝ κδ

où δ est le nombre d’arcs différents entre B et Be et κ un cœfficient de
pénalisation [68].

3.4.3 Pourquoi chercher la meilleure structure ?
Dans de nombreux domaines, la structure de score maximal est souvent

beaucoup plus vraisemblable que les autres (voir [69, 59]). Par contre, il existe
aussi des situations où plusieurs structures candidates sont à peu près aussi
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vraisemblables. Dans ce cas, [59] proposent, toujours dans le cadre des approches
bayésiennes, le principe de model averaging. Le but n’est pas d’interroger le
meilleur modèle, mais de faire la moyenne sur tous les réseaux possibles.

Supposons par exemple que nous cherchions la probabilité de la variable XA :

P (XA | D) =
∑
B

P (XA | B,D)P (B | D) (3.17)

L’équation 3.1 montre que l’espace des réseaux bayésiens est super-exponentiel.
Il n’est donc pas envisageable de calculer tous les termes de cette somme. L’ap-
proximation la plus courante est issue des méthodes MCMC [89] où quelques
structures sont générées puis utilisées dans le calcul de 3.17. Une autre approche
possible consiste à utiliser les méthodes de type bootstrap [58] pour produire
différents ensembles de données qui serviront à obtenir plusieurs structures can-
didates, et à utiliser l’équation 3.17 avec ces structures.

3.4.4 Recherche dans l’espace des réseaux bayésiens
L’estimation du score d’un réseau bayésien peut mener à de nombreux cal-

culs inutiles et rendre les méthodes d’apprentissage de structure inutilisables
en pratique. La première précaution à prendre concerne l’utilisation d’un score
décomposable localement pour ne pas recalculer complètement le score d’une
nouvelle structure.

Score(B,D) = constante +
n∑

i=1

score(Xi, pai) (3.18)

Il est facile de montrer que les scores évoqués précédemment, ou leur logarithme
pour ScoreBD et ScoreBDe, sont des scores décomposables. Par la suite, nous
noterons Score(.) le score global et score(.) le score local en chaque nœud.

Cette décomposition locale du score permet une évaluation rapide de la va-
riation du score entre deux structures en fonction d’un nombre réduit de scores
locaux liés aux différences entre ces deux structures. Il reste maintenant à par-
courir l’espace B des réseaux bayésiens pour trouver la structure qui possède
le meilleur score. Nous avons vu en 3.2.3 qu’une recherche exhaustive n’est pas
concevable. Plusieurs heuristiques permettent de remédier à ce problème, soit en
réduisant l’espace de recherche à un sous-espace particulier (l’espace des arbres),
soit en ordonnant les nœuds pour ne chercher les parents d’un nœud que parmi
les nœuds suivants, soit en effectuant une heuristique de parcours de l’espace B
de type recherche gloutonne.
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Restriction à l’espace des arbres
Cette méthode utilise une notion classique en recherche opérationnelle, l’arbre

de recouvrement maximal (Maximum Weight Spanning Tree) : l’arbre qui passe
par tous les nœuds et maximise un score défini pour tous les arcs possibles.

Chow et Liu [33] ont proposé d’utiliser un score basé sur un critère d’infor-
mation mutuelle :

WCL(XA, XB) =
∑

xa,xb

P (XA = xa, XB = xb) log
P (XA = xa, XB = xb)

P (XA = xa)P (XB = xb)

=
∑
a,b

Nab

N
log

NabN

Na.N.b
(3.19)

Heckerman [68] suggère d’utiliser un score quelconque, localement décompo-
sable, en définissant le poids d’une arête par :

W (XA, XB) = score(XA, XB)− score(XA, ∅) (3.20)

où score(XA, XB) est le score local en XA en supposant que XB est son parent,
et score(XA, ∅) est le score local en XA en supposant qu’il ne possède aucun
parent.

Parmi toutes les heuristiques qui permettent de construire l’arbre optimal
à partir des poids des arêtes, nous utiliserons l’algorithme de Kruskal (voir par
exemple [117, 37, 2]). Celui-ci part d’un ensemble de n arbres d’un seul nœud
(un par variable) et les fusionne en fonction du poids des arêtes (voir algorithme
3.6).

L’arbre de recouvrement maximal est un arbre non orienté reliant toutes
les variables. Notons que cet arbre non orienté est le représentant de la classe
d’équivalence de Markov de tous les arbres dirigés possédant ce même squelette.
En effet, par définition, un arbre orienté ne peut pas contenir de V-structure,
donc tous les arbres de même squelette sont équivalents au sens de Markov (cf.
section 3.2.3).

L’orientation de cet arbre non orienté pourrait donc être réalisée grâce à
l’algorithme 3.3, ou plus simplement, en choisissant arbitrairement un nœud
racine et en dirigeant chaque arête à partir de ce nœud. Pour cela, il suffit
d’effectuer un parcours en profondeur de l’arbre en mémorisant le père de chaque
nœud, puis de se servir de cette information pour orienter les arêtes.

Nous appellerons algorithme MWST « dirigé », l’algorithme de construction
d’un arbre orienté qui utilise l’algorithme de Kruskal pour obtenir l’arbre de re-
couvrement optimal non orienté, puis qui oriente les arêtes à partir d’un nœud
racine arbitraire.

L’exemple 3.7 illustre certains avantages et inconvénients de cet algorithme.
Il permet d’obtenir rapidement un arbre orienté très proche de la structure
d’origine. De plus, par définition de l’arbre de recouvrement, aucun nœud ne
sera écarté de la structure, ce qui permet de retrouver des liens difficiles à
apprendre, comme le lien A← T de l’exemple, qui n’a pas un poids W très fort
et qui est le dernier lien ajouté. Cette propriété peut cependant devenir gênante
puisqu’elle forcera des variables à appartenir au graphe même si elles ne sont
pas utiles au problème.

46



Algorithme MWST « dirigé »
• Construction de l’arbre optimal (Kruskal)

∀Xi, T (Xi) = {Xi}
B ← ∅
∀(Xi, Xj) ∈ A

si T (Xi) 6= T (Xj) alors
• B ← B ∪ (Xi, Xj)
• T ′ ← T (Xi) ∪ T (Xj)
• T (Xi)← T ′
• T (Xj)← T ′

• Orientation des arêtes
B ← ∅
{pai} ← ParcoursProfondeur(B, Xr)
∀Xi,

si pai 6= ∅ alors ajout de pai → Xi dans B
Notations :
A liste des arêtes (Xi, Xj) dans l’ordre décroissant des W
T (Xi) arbre passant par le nœud Xi

Xr racine choisie pour orienter l’arbre
pai parent du nœud Xi

B arbre optimal non orienté
B structure finale obtenue par l’algorithme

Tab. 3.6 – Algorithme MWST « dirigé »

A S

T L B

O

X D

- Le réseau « théorique » asia est utilisé
pour générer 10000 exemples et calculer
la matrice W .

- Les arêtes potentielles sont triées dans l’ordre décroissant des W :
B-D (1), L-B (2), O-X (3), L-X, S-B (4), T-O (5), S-D, S-L (6), O-D, T-X,
S-O, L-D, X-D, S-X, T-D, L-B, B-O, B-X, A-T (7), S-T, A-L, A-O, T-B, T-L,
A-S, A-X, A-D, A-B

- Les arêtes en gras sont ajoutées au fur et à mesure dans l’arbre non orienté. Les
autres sont ignorées car les nœuds correspondants appartiennent déjà à l’arbre
au moment où l’arête est traitée.

Tab. 3.7: Exécution de l’algorithme MWST « dirigé » (à suivre . . . )
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A S

T L B

O

X D

7

5

6 4

2

3

1

- Arbre optimal (les arêtes sont étique-
tées en fonction de leur ordre d’appari-
tion à l’étape précédente)

A S

T L B

O

X D

- Arbre orienté obtenu par un parcours
en profondeur, en partant de A

- Le graphe obtenu est bien l’un des meilleurs arbres possibles. En effet, ajouter
l’arc O → D ou inverser les arcs O → L → S pour se rapprocher du graphe
théorique nous fait sortir de l’espace des arbres.

Tab. 3.7: Exécution de l’algorithme MWST « dirigé »

Ordonnancement des nœuds
Un autre moyen de limiter l’espace de recherche consiste à rester dans l’es-

pace des réseaux bayésiens, tout en ajoutant un ordre sur les nœuds pour se limi-
ter dans la recherche des arcs intéressants : si Xi est avant Xj alors il ne pourra
y avoir d’arc de Xj vers Xi. Cette hypothèse forte réduit le nombre de structures
possibles de NS(n) (eq.3.1) à NS′(n) = 2n(n−1)/2. Par exemple, NS′(5) = 1024
contre NS(5) = 29281 et NS′(10) = 3.5× 1013 contre NS(10) = 4.2× 1018.

Pour rendre cette idée exploitable, il faut diminuer encore l’espace de re-
cherche en ajoutant des heuristiques supplémentaires. Ainsi l’algorithme K2 de
Cooper et Herskovits [35] détaillé dans la table 3.8 reprend le score bayesian
Dirichlet (eq. 3.13) avec un a priori uniforme sur les structures. Ce score peut
s’écrire de la façon suivante :

ScoreBD(B,D) ∝
n∏

i=1

g(i, pai)
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Algorithme K2

Pour i = 1 à n
pai ← ∅
gold ← g(i, pai)
OK ← vrai
Répéter
• Chercher Xj ∈ Pred(Xi)\pai qui maximise g(i, pai ∪ {Xj})
• gnew ← g(i, pai) ∪ {Xj}
• Si gnew > gold alors

gold ← gnew

pai ← pai ∪ {Xj}
sinon OK ← faux

Tant Que OK et | pai |< u

Notations :
Pred() relation d’ordre sur les nœuds Xi

u borne sup. du nombre de parents possibles pour un nœud
pai ensemble des parents du nœud Xi

g(i, pai) score local défini dans l’équation (3.21)

Tab. 3.8 – Algorithme K2

avec

g(i, pai) =
qi∏

j=1

Γ(αij)
Γ(Nij + αij)

ri∏
k=1

Γ(Nijk + αijk)
Γ(αijk)

(3.21)

Pour maximiser ScoreBD, Cooper et Herskovits proposent d’effectuer une
recherche gloutonne en cherchant les parents pai du nœud Xi qui vont maximiser
g(i, pai), et ainsi de suite, sans remettre en cause les choix effectués précédem-
ment. Ils suggèrent aussi de fixer une borne supérieure u au nombre de parents
possibles pour un nœud.

L’algorithme K3 présenté par Bouckaert [15] reprend le principe de l’algo-
rithme K2 en remplaçant le score bayesian Dirichlet par un score MDL. L’al-
gorithme BENEDICT développé par Acid et de Campos [1] emprunte le même
procédé en utilisant comme score l’information mutuelle conditionnelle.

L’inconvénient principal de ces méthodes réside dans la détermination de
l’ordre des nœuds. Ceci est illustré dans l’exemple 3.9 : en utilisant l’ordre to-
pologique du réseau recherché, l’algorithme parvient à retrouver la structure
recherchée (a). Par contre, dans deux situations plus réalistes (b) et (c), l’algo-
rithme donne des structures de qualité variable. Dans l’exemple (b), l’ordonnan-
cement des nœuds empêche de retrouver la V-structure T → O ← L et génère à
la place la meilleure structure entre les trois nœuds, compte tenu des contraintes
fixées.

Pour tenter de résoudre ce problème d’initialisation, les travaux de [72] uti-
lisent une approche de type algorithmes génétiques pour trouver l’ordonnan-
cement optimal des nœuds et ainsi la meilleure structure grâce à l’algorithme
K2.
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Reprenons les 1000 exemples générés pour le problème asia, et utilisons l’algo-
rithme K2 à partir de trois initialisations différentes.

A S

T L B

O

X D

(a) Graphe obtenu avec un ordonnance-
ment des nœuds biaisé (ASTLBOXD,
ordre topologique du graphe asia)

A S

T L B

O

X D

(b) Graphe obtenu avec un or-
donnancement des nœuds aléatoire
(OLBXASDT )

A S

T L B

O

X D

(c) Graphe obtenu avec un autre
ordonnancement des nœuds aléatoire
(TALDSXOB)

Commentaires : l’initialisation de l’algorithme K2 est problématique. Deux ini-
tialisations différentes (b) et (c) mènent à des résultats de qualité variable.

Tab. 3.9: Exécution de l’algorithme K2
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Opérateur INSERT (XA, XB) DELETE(XA, XB) REV ERSE(XA, XB)
Variation s(XB , Pa+XA

XB
) s(XB , Pa−XA

XB
) s(XB , Pa−XA

XB
)

du score −s(XB , PaXB
) −s(XB , PaXB

) −s(XB , PaXB
)

+s(XA, Pa+XB

XA
)

−s(XA, PaXA
)

Notations : Pa
−Xj

Xi
= Pa(Xi) \ {Xj} Pa

+Xj

Xi
= Pa(Xi) ∪ {Xj}

Tab. 3.10 – Exemple d’opérateurs dans l’espace des réseaux bayésiens et calcul
de la variation du score pour chacun des opérateurs

Recherche gloutonne dans B
Vue la taille super-exponentielle de l’espace des réseaux bayésiens, une autre

solution logique est d’utiliser des méthodes d’optimisation simples pour parcou-
rir cet espace moins brutalement que les méthodes de type K2, sans toutefois
parcourir tout l’espace.

Les principales différences entre les méthodes proposées résident dans la
façon de parcourir l’espace, c’est-à-dire dans le choix des opérateurs générant
le voisinage d’un graphe, et l’utilisation d’heuristiques supplémentaires pour
simplifier le voisinage obtenu.

Chickering et al. [26] utilisent l’algorithme classique de recherche gloutonne
(Greedy Search) dans l’espace des réseaux bayésiens décrit dans la table 3.12.
La notion de voisinage utilisée, définie à l’aide de trois opérateurs : ajout, sup-
pression ou inversion d’arc, est illustrée dans l’exemple 3.11. L’utilisation d’un
score décomposable localement nous permet de calculer rapidement la variation
du score pour les structures obtenues avec ces trois opérateurs (voir table 3.10).

Considérons le graphe B suivant, ainsi qu’un voisinage défini par les trois opé-
rateurs ajout (INSERT), suppression (DELETE) et retournement (REVERSE)
d’arc. Remarquons que les graphes résultants ne sont retenus que s’ils sont sans
circuit.

XA XB

XC XD

Tab. 3.11: Exemple de voisinage GS (à suivre . . . )
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- Génération du voisinage de B :

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XB) INSERT(XA, XD) INSERT(XC , XD)

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

DELETE(XA, XC) DELETE(XB , XD) DELETE(XC , XB)

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

REVERSE(XA, XC) REVERSE(XB , XD) REVERSE(XC , XB)

Notons que pour cet exemple de petite taille, le voisinage comprend déjà neuf
DAG dont il faut à présent évaluer la qualité. Pour des structures plus complexes,
la taille du voisinage devient beaucoup plus importante, ce qui rend nécessaire
l’utilisation de scores locaux pour limiter les calculs, et l’implémentation d’un
système de cache pour ne pas recalculer plusieurs fois chaque score local.

Tab. 3.11: Exemple de voisinage GS
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Algorithme Recherche Gloutonne
• Initialisation du graphe B
(Graphe vide, aléatoire, donné par un expert ou arbre obtenu par MWST)
• Continuer ← V rai
• Scoremax ← score(B)
• Répéter

• Génération de VB, voisinage de B, à l’aide d’opérateurs :
- Ajout d’arc, suppression d’arc, inversion d’arc
(les graphes ainsi obtenus doivent être acycliques)

• Calcul du score pour chaque graphe de VB
• Bnew ← argmaxB′∈VB(score(B′))
• Si score(Bnew) ≥ Scoremax alors

Scoremax ← score(Bnew)
B ← Bnew

sinon
Continuer ← Faux

Tant Que Continuer

Notations :
Score() fonction de score sur les structures possibles
VB ensemble des DAG voisins du DAG B courant
B structure finale obtenue par l’algorithme

Tab. 3.12 – Algorithme Recherche Gloutonne (GS)

L’algorithme de recherche gloutonne est connu pour converger vers un opti-
mum local et souvent de mauvaise qualité (voir exemple 3.15). Une façon simple
d’éviter de tomber dans cet optimum local est de répéter plusieurs fois la re-
cherche gloutonne à partir d’initialisations tirées aléatoirement. Cette méthode
connue sous le nom de iterated hill climbing ou random restart permet de dé-
couvrir plusieurs optima, et a donc plus de chances de converger vers la solution
optimale si la fonction de score n’est pas trop « bruitée ».

Dans le même esprit, d’autres techniques d’optimisation peuvent être uti-
lisées, comme par exemple le recuit simulé (Simulated Annealing) [80]. Citons
aussi les travaux de Larrañaga et al. [87] qui se servent d’algorithmes génétiques
pour parcourir l’espace des DAG.

Jouffe et Munteanu ([77], [78]) proposent une autre série d’opérateurs pour
éviter de tomber dans des minima locaux facilement reconnaissables (voir exemple
p.58), ainsi qu’une méthode de parcours encore plus simple dans l’espace des
ordonnancements possibles, en utilisant ensuite l’algorithme K2 pour calculer
la meilleure structure possible pour chaque ordonnancement.

Les méthodes itératives comme la recherche gloutonne souffrent souvent de
problèmes d’initialisation. Il est parfois possible d’utiliser des connaissances ex-
pertes pour définir un graphe de départ. Dans le cas contraire, sur une idée de
[70], nous avons utilisé dans [153] l’arbre obtenu par l’algorithme MWST décrit
précédemment, ce qui permet souvent d’arriver à une meilleure solution qu’avec
une initialisation aléatoire (ou « vide »), ou à la même solution mais en moins
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A S

T L B

O

X D

- Graphe obtenu avec les données asia
et le score bic en partant d’un graphe
vide

A S

T L B

O

X D

- Graphe obtenu sur les mêmes données
en partant de l’arbre fourni par MWST

Une initialisation quelconque peut faire converger l’algorithme vers un
optimum local de mauvaise qualité (voir exemple 3.15). Une initialisation plus
rusée permet d’arriver à une meilleure solution. Notons que l’arc A ← T n’a
pas été jugé intéressant car l’augmentation du terme de vraisemblance du score
BIC (voir équation 3.10) est compensée par l’augmentation du second terme
qui pénalise les structures les plus complexes.

Tab. 3.13 – Résultat de l’algorithme GS avec le score BIC

d’itérations. L’exemple 3.13 nous montre l’intérêt d’une initialisation « rusée » :
en partant d’un graphe vide, l’algorithme converge vers une solution moyenne
alors qu’une initialisation à l’aide de l’arbre optimal aboutit à une solution plus
proche de la réalité. Il faut remarquer ici un des inconvénients des méthodes à
base de score : les dépendances faibles entre variables (A ← T dans l’exemple)
ne sont pas jugées intéressantes car l’augmentation du terme de vraisemblance
du score est compensée par l’augmentation du second terme qui pénalise les
structures les plus complexes.

3.4.5 Algorithmes basés sur un score et données incom-
plètes

Le premier problème à résoudre, lorsque les données sont incomplètes, concerne
le calcul de la vraisemblance ou plus généralement du score pour une structure
fixée, puis sa maximisation.

Concernant la maximisation de cette vraisemblance, nous avons déjà évoqué
en 2.2 comment le principe de l’algorithme EM pouvait être utilisé pour estimer
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Algorithme EM structurel générique
• Initialiser i← 0
• Initialisation du graphe G0

(Graphe vide, aléatoire, donné par un expert ou arbre obtenu par MWST-EM)
• Initialisation des paramètres Θ0)
• Répéter

• i← i + 1
• (Bi,Θi) = argmax

B,Θ
Q(B,Θ : Bi−1,Θi−1)

Tant Que | Q(Bi,Θi : Bi−1,Θi−1)−Q(Bi−1,Θi−1 : Bi−1,Θi−1) |> ε

Notations :
Q(B,Θ : B∗,Θ∗) Espérance de la vraisemblance d’un réseau bayésien

< B,Θ > calculée à partir de la distribution de probabilité
des données manquantes P (Dm | B∗,Θ∗)

Tab. 3.14 – Algorithme EM structurel générique

les paramètres θ d’une structure B fixée. Ce même principe s’applique aussi
naturellement à la recherche conjointe de θ et B pour donner ce que Friedman
a d’abord appelé EM pour la sélection de modèle [56] puis EM structurel [57].
L’algorithme 3.14 présente très sommairement l’application de l’algorithme EM
à l’apprentissage de structure.

L’étape de maximisation dans l’espace des paramètres de l’algorithme EM
paramétrique (cf. p.20) est maintenant remplacée par une maximisation dans
l’espace {B,Θ}. Cela revient, à chaque itération, à chercher la meilleure structure
et les meilleurs paramètres associés à cette structure. En pratique, ces deux
étapes sont clairement distinctes1 :

Bi = argmax
B

Q(B, • : Bi−1,Θi−1) (3.22)

Θi = argmax
Θ

Q(Bi,Θ : Bi−1,Θi−1) (3.23)

où Q(B,Θ : B∗,Θ∗) est l’espérance de la vraisemblance d’un réseau bayésien <
B,Θ > calculée à partir de la distribution de probabilité des données manquantes
P (Dm | B∗,Θ∗).

Il faut noter que la recherche dans l’espace des graphes (équation 3.22) nous
ramène au problème initial, c’est à dire, trouver le maximum de la fonction de
score dans tout l’espace des DAG. Heureusement, grâce aux travaux de Demps-
ter (Generalised EM ), il est possible de remplacer cette étape de recherche de
l’optimum global de la fonction Q par la recherche d’une meilleure solution aug-
mentant le score, sans affecter les propriétés de convergence de l’algorithme.
Cette recherche "d’une meilleure solution" (au lieu de "la meilleure") peut alors
s’effectuer dans un espace plus limité, comme par exemple VB, l’ensemble des
voisins du graphe B comme défini pour une recherche gloutonne classique.

Concernant la recherche dans l’espace des paramètres (équation 3.23), [56]
suggère de répéter l’opération plusieurs fois, en utilisant une initialisation intel-
ligente. Cela revient alors à exécuter l’algorithme EM paramétrique pour chaque
structure Bi à partir de la structure B0.

1la notation Q(B, • : . . . ) utilisée dans l’équation 3.22 correspond à EΘ[Q(B, Θ : . . . )] pour
un score bayésien ou à Q(B, ΘMV : . . . ) où ΘMV est obtenu par maximum de vraisemblance
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La fonction Q à maximiser est très liée à la notion de score dans le cas des
données complètes, puisqu’il s’agit de l’espérance de cette fonction de score en
utilisant une densité de probabilité sur les données manquantes fixée P (Dm |
B∗,Θ∗). Dans ses deux articles concernant les algorithmes EM structurels, Fried-
man adapte respectivement le score BIC et le score BDe pour les données man-
quantes. Décrivons ici le cas du score BIC :

QBIC(B,Θ : B∗,Θ∗) = (3.24)

EB∗,Θ∗ [log P (Do,Dm | B,Θ)]− 1
2
Dim(B) log N

Comme le score BIC, QBIC est lui aussi décomposable :

QBIC(B,Θ : B∗,Θ∗) = (3.25)∑
i

Qbic(Xi, Pi,ΘXi|Pi
: B∗,Θ∗)

où

Qbic(Xi, Pi,ΘXi|Pi
: B∗,Θ∗) = (3.26)∑

Xi=xk

∑
Pi=paj

N∗
ijk log θijk −

log N

2
Dim(Xi,B)

avec N∗
ijk = EB∗,Θ∗ [Nijk] = N ∗ P (Xi = xk, Pi = paj | B∗,Θ∗) obtenu par

inférence dans le réseau {B∗,Θ∗} si {Xi,Pi} ne sont pas complètement mesurés,
ou calculé classiquement sinon.

Les deux algorithmes EM structurels présentés par Friedman peuvent ainsi
être assimilés à des algorithmes de recherche gloutonne (avec un score BIC ou
BDe), avec un apprentissage EM paramétrique à chaque itération.

A partir de ces considérations, et de nos travaux concernant l’initialisation
des algorithmes de recherche gloutonne par l’arbre optimal reliant toutes les
variables (MWST), nous avons proposé dans [161] une adaptation de MWST aux
bases de données incomplètes (MWST-EM) pouvant aussi être utilisée comme
initialisation des algorithmes EM structurels classiques.

L’algorithme MWST-EM est ainsi une instanciation de l’algorithme EM
structurel générique (cf. algo. 3.14) où la maximisation sur B (équation 3.22)
ne s’effectue plus dans tout l’espace des DAG mais seulement dans l’espace
des arbres. Cette simplification permet d’éviter de limiter la recherche dans le
voisinage du graphe courant, comme doivent le faire les algorithmes EM struc-
turels précédents, puisqu’il est possible de trouver directement le meilleur arbre
maximisant une fonction Q fixée.
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3.5 Recherche dans l’espace des classes d’équiva-
lence de Markov

Certaines méthodes décrites précédemment ne travaillent pas réellement
dans l’espace B des réseaux bayésiens. Par exemple, des algorithmes tels que
PC, IC ou BN-PC permettent d’obtenir le CPDAG représentant de la classe
d’équivalence qu’il faut ensuite finir d’orienter. De même, l’algorithme MWST
nous donne une structure non orientée qui est aussi le représentant de la classe
d’équivalence de tous les arbres orientés possédant le même squelette. L’orien-
tation finale de ces graphes peut mener à des DAG orientés différemment, mais
impossibles à distinguer d’après les données.

Chickering [28] a montré que des réseaux bayésiens équivalents obtiennent
le même score, pour la plupart des scores (AIC, BIC, BDe, MDL). L’utilisation
de ces scores dans l’espace B des réseaux bayésiens aboutit alors à des décou-
vertes de structures non globalement optimales [92]. La table 3.15 nous montre
l’exemple d’une recherche gloutonne (par ajout d’arcs) qui cherche à retrouver
une V-structure initiale dans l’espace B des réseaux bayésiens à trois variables.
Les scores classiques conservant les équivalences, l’algorithme peut se retrou-
ver soit dans la situation 1 (découverte d’une structure optimale, c’est-à-dire la
structure initiale) soit dans la situation 2 (découverte d’une structure optimale
localement).

Pour éviter ce genre de problème sans utiliser de techniques d’optimisa-
tion complexes comme le recuit simulé ou les algorithmes génétiques, certaines
méthodes proposent de travailler directement dans l’espace E des classes d’équi-
valence, ou de tenir compte des propriétés d’équivalence pour mieux parcourir
l’espace B.

L’espace E est quasiment de même taille que l’espace B des réseaux bayé-
siens. Gillispie et Perlman [64] ont montré que le nombre moyen de DAG par
classe d’équivalence semblait converger vers une valeur asymptotique proche de
3.7 (en observant ce résultat jusqu’à n = 10 variables). Deux choix s’offrent
donc à nous : soit travailler directement dans l’espace B, en tenant compte des
propriétés de E en ajoutant des heuristiques pour éviter de tomber dans des
minima locaux (Munteanu et al. [92]), ou en bridant les opérateurs de voisinage
(Castelo et al. [19]) ; soit travailler directement dans l’espace E. Ainsi Chicke-
ring [28, 29] propose une série d’opérateurs dans l’espace des PDAG (insérer
une arête, supprimer une arête, insérer un arc, supprimer un arc, inverser un
arc, créer une V-structure). Malheureusement, ces opérateurs sont trop lourds
et l’algorithme nécessite de nombreuses opérations entre l’espace des CPDAG,
des PDAG intermédiaires et l’espace des DAG. Bendou et Munteanu [11] ont
recours au même ensemble d’opérateurs, mais en travaillant directement dans
un espace intermédiaire, l’espace des graphes chaînés maximaux.

Concernant la multitude d’opérateurs à utiliser lors de la recherche glou-
tonne, une avancée significative est apportée grâce à la conjecture de Meek [91]
démontrée dans [31]. Chickering montre qu’il suffit d’effectuer une recherche
gloutonne en ajoutant des arcs puis une autre recherche gloutonne en en sup-
primant pour arriver à la structure optimale.

Cet algorithme GES (Greedy Equivalence Search) se sert uniquement de
deux opérateurs d’insertion et de suppression proposés dans [8], [31], [30] et
[32]. La table 3.16 nous décrit les opérateurs INSERT et DELETE ainsi que

57



état initial

XA XB

XC

2 scores maximums (équivalence) :
score(XA → XC) = score(XC ← XA)

XA XB

XC

score maximal :
score(XB → XC)

XA XB

XC

(1) optimum global

XA XB

XC

2 scores maximums (équivalents) :
score(XB → XC) = score(XC → XB)

XA XB

XC

score maximal :
score(XA → XB)

XA XB

XC

(2) optimum local

Tab. 3.15 – Exemple de découverte d’une structure de réseau bayésien non
globalement optimale par une méthode d’ajout d’arcs dans l’espace B des ré-
seaux bayésiens [92] : au lieu de retrouver la V-structure initiale (1), l’algorithme
pourra converger vers un optimum local (2)

leur condition de validité et le calcul de la variation du score qu’ils entraînent.
Ces deux opérateurs servent à construire les limites d’inclusion inférieure

V −(E) et supérieure V +(E) du CPDAG courant E .
Soit E un CPDAG, la limite d’inclusion supérieure V +(E) est l’ensemble des
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Opérateur INSERT (XA, XB , T ) DELETE(XA, XB ,H)
Conditions •NAXB ,XA

∪ T est une clique •NAXB ,XA
\H est une clique

de validité • chaque chemin semi-dirigé
XB . . . XA contient un nœud
dans NAXB ,XA

∪ T

Variation s(XB , NAXB ,XA
∪ T ∪ Pa+XA

XB
) s(XB , {NAXB ,XA

\ T} ∪ Pa−XA

XB
)

du score −s(XB , NAXB ,XA
∪ T ∪ PaXB

) −s(XB , {NAXB ,XA
\ T} ∪ PaXB

)
Effet XA XB devient XA → XB XA-*XB devient XA XB

∀Xt ∈ T, ∀Xh ∈ H,
Xt - XB devient Xt → XB XB - Xh devient XB → Xh

XA - Xh devient XA → Xh

Notations : Pa
−Xj

Xi
= Pa(Xi) \ {Xj} Pa

+Xj

Xi
= Pa(Xi) ∪ {Xj}

NAXB ,XA
= {Xt / (Xt → XA ou Xt ← XA) et Xt–XB}

Tab. 3.16 – Exemple d’opérateurs dans l’espace des classes d’équivalence de
Markov, condition de validité et calcul de la variation du score pour chacun des
opérateurs

CPDAG(t)

PDAG1 . . . PDAGi . . . PDAGx

DAG1 . . . DAGi . . . DAGx

Δscore(DAG1) . . . Δscore(DAGi) . . . Δscore(DAGx)

DAG = ArgmaxΔscore(.)

CPDAG(t + 1)

Opérateur

PDAGtoDAG

DAGtoCPDAG

Tab. 3.17 – Algorithme GES, exemple d’itération dans l’espace E des CPDAG

CPDAG voisins de E définis par :

E+ ∈ V +(E) ssi ∃G ≡ E / {G+ = {G + 1 arc} et G+ ≡ E+}

Soit E un CPDAG, la limite d’inclusion inférieure V −(E) est l’ensemble des
CPDAG voisins de E définis par :

E− ∈ V −(E) ssi ∃G ≡ E / {G− = {G − 1 arc} et G− ≡ E−}

59



Algorithme Greedy Equivalence Search (insertion d’arc)
• G ← G0

• Score← −∞
• Répéter

Scoremax ← −∞
∀(XA, XB) ∈ X 2/XA non adjacent àXB

NNAXB ,XA
= {Xt / Xt non adjacent àXA et Xt–XB}

NAXB ,XA
= {Xt / (Xt → XA ou Xt ← XA) et Xt–XB}

∀T ∈ powerset(NNAXB ,XA
)

Gnew ← G
Test1 ← NAXB ,XA

∪ T est une clique
Test2 ← ∃ XB

part.
 XA dans G \ (NAXB ,XA

∪ T )
Si Test1 et ¬Test2 alors
Gnew ← G + INSERT (XA, XB , T ), c’est-à-dire :

XA XB devient XA → XB dans Gnew

∀Xt ∈ T,Xt – XB devient Xt → XB dans Gnew

DAGnew ← CPDAGtoDAG(Gnew)
Scorenew ← score(DAGnew)
Si Scorenew > Scoremax alors

DAGmax = DAGnew

Scoremax = Scorenew

Scoreold ← Score
Score← Scoremax

Si Score ≥ Scoreold alors G← DAGtoCPAG(DAGmax)

Tant Que Score ≥ Scoreold

Tab. 3.18 – Algorithme GES (insertion d’arcs)

La première étape de cet algorithme, détaillée dans la table 3.18, est donc
une recherche gloutonne dans la limite d’inclusion supérieure, afin de complexi-
fier la structure tant que le score augmente. L’étape suivante (table 3.19) est une
recherche gloutonne dans la limite d’inclusion inférieure, pour simplifier la struc-
ture « maximale » obtenue et converger vers la structure optimale. L’exemple
3.20 illustre cette recherche pour quatre nœuds, en donnant les CPDAG générés
à chaque étape.

L’algorithme Greedy Equivalence Search ne s’affranchit pas totalement de
l’espace B des DAG. En effet, les fonctions de score existantes ne travaillent que
dans cet espace. Il faut donc y revenir à chaque itération pour calculer le score
d’un des DAG de la classe d’équivalence (voir la table 3.17).

Greedy Equivalence Search tire avantageusement parti des propriétés de l’es-
pace E pour converger vers la structure optimale. Il ouvre aussi des perspectives
intéressantes qui devraient rapidement voir le jour : pourquoi ne pas adapter
GES aux données incomplètes avec le même principe que l’algorithme EM struc-
turel travaillant dans B, pour obtenir un EM structurel dans l’espace E ?
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Algorithme Greedy Equivalence Search (Suppression d’arc)
Score← Scoreold

Répéter
Scoremax ← −∞
∀(XA, XB) ∈ X 2/XA adjacent àXB

NAXB ,XA
= {Xt / (Xt → XA ou Xt ← XA) et Xt–XB}

∀H ∈ powerset(NAXB ,XA
)

Gnew ← G
Si NAXB ,XA

\H est une clique alors
Gnew ← G + DELETE(XA, XB ,H), c’est-à-dire :

XA–XB (ou XA → XB) devient XA XB dans Gnew

∀Xh ∈ H,
XB – Xh devient XB → Xh dans Gnew

XA – Xh (s’il existe) devient XA → Xh dans Gnew

DAGnew ← CPDAGtoDAG(Gnew)
Scorenew ← score(DAGnew)
Si Scorenew > Scoremax alors

DAGmax = DAGnew

Scoremax = Scorenew

Scoreold ← Score
Score← Scoremax

Si Score ≥ Scoreold alors G← DAGtoCPAG(DAGmax)
Tant Que Score ≥ Scoreold

Tab. 3.19 – Algorithme GES (suppression d’arcs)

Soient quatre nœuds XA, XB , XC et XD. L’opérateur INSERT de l’algorithme
GES nous donne la limite d’inclusion supérieure du graphe courant. Cette série
de PDAG est transformée en DAG grâce à l’algorithme de Dor et Tarsi (voir
table 3.3) pour pouvoir appliquer la fonction de score, puis en CPDAG grâce à
l’algorithme de Chickering (voir table 3.2).

XA XB

XC XD

Tab. 3.20: Exécution de l’algorithme GES pour quatre nœuds (à
suivre. . . )
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La première itération de l’algorithme GES revient à tester les six CPDAG sui-
vants, qui sont effectivement les représentants des classes d’équivalence des douze
DAG qui possèdent un unique arc.

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XB , ∅) INSERT(XA, XC , ∅) INSERT(XB , XC , ∅)

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XD, ∅) INSERT(XB , XD, ∅) INSERT(XC , XD, ∅)

Supposons que le score obtenu par le CPDAG XC–XD soit le meilleur.
GES va appliquer une nouvelle fois l’opérateur d’insertion pour obtenir neuf
autres CPDAG. Ces graphes correspondent aux classes d’équivalence possibles
pour les vingt DAGS à deux arcs obtenus après insertion d’un arc sur chacun des
DAG équivalents au CPDAG précédent XC–XD :

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XB , ∅) INSERT(XA, XC , ∅) INSERT(XA, XC , XD)

Tab. 3.20: Exécution de l’algorithme GES pour quatre nœuds (à
suivre. . . )
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XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XD, ∅) INSERT(XA, XD, XC) INSERT(XB , XC , ∅)

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XB , XC , XD) INSERT(XB , XD, ∅) INSERT(XB , XD, XC)

Pour l’itération suivante, supposons à présent que notre meilleure structure soit
la structure XC–XD–XB . L’opérateur d’ajout d’arc nous permet de parcourir les
huit CPDAG suivants :

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XB , ∅) INSERT(XA, XB , XD) INSERT(XA, XC , ∅)

Tab. 3.20: Exécution de l’algorithme GES pour quatre nœuds (à
suivre. . . )
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XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XC , XD) INSERT(XA, XD, ∅) INSERT(XA, XD, XB)

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

INSERT(XA, XD, XC) INSERT(XB , XC , ∅)

Envisageons maintenant que le CPDAG issu de INSERT(XB , XC , ∅) obtienne
le meilleur score, supérieur à celui de l’itération précédente, et que l’itération
suivante d’ajout d’arc (non détaillée ici) ne parvienne pas à trouver de meilleure
structure. La première phase de l’algorithme GES (ajout d’arc) prend fin.
Suit maintenant la seconde phase où nous allons chercher une meilleure structure
en retirant des arcs. L’opérateur de suppression d’arc génère les six CPDAG
suivants qui représentent un ensemble de douze DAG.

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

DELETE(XB , XC , ∅) DELETE(XB , XD, ∅) DELETE(XC , XD, ∅)

Tab. 3.20: Exécution de l’algorithme GES pour quatre nœuds (à
suivre. . . )
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XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

XA XB

XC XD

DELETE(XB , XC , XD) DELETE(XB , XD, XC) DELETE(XC , XD, XB)

Les structures indiquées en gris foncé ont déjà été évaluées lors de l’étape d’ajout
d’arc, le meilleur score correspondant à la première structure obtenue en fai-
sant DELETE(XB , XC , ∅). Il faut alors comparer ce score avec celui des deux
structures de la colonne de droite qui n’ont pas encore été parcourues par notre
algorithme pour choisir la meilleure structure pour cette itération, et continuer
ensuite à appliquer l’opérateur DELETE tant que le score augmente pour obtenir
la structure optimale.

Tab. 3.20: Exécution de l’algorithme GES pour quatre nœuds

3.6 Méthodes hybrides
Afin de tirer parti des avantages respectifs des algorithmes de recherche

d’indépendances conditionnelles et de ceux basés sur l’utilisation d’un score, de
nombreux travaux ont mené à des méthodes hybrides.

Ainsi, plusieurs approches emploient les informations issues d’une première
phase de recherche d’indépendances conditionnelles pour guider la phase sui-
vante, une recherche dans l’espace des DAG. Singh et Valtorta [120] ou Lamma
et al. [85] génèrent, grâce à cette recherche d’indépendances conditionnelles, un
ordonnancement des variables qui sert de point de départ à l’algorithme K2.
Wong et al. [136] ont recours au même genre d’information pour contraindre
une heuristique de parcours de l’espace des DAG par algorithmes génétiques.

D’autres approches, symétriques aux précédentes, vont profiter des avan-
tages des méthodes à base de score pour aider les algorithmes d’apprentissage
de structure par recherche d’indépendance conditionnelle. Dash et Druzdzel [41]
partent du fait que l’algorithme PC est sensible, tout d’abord, aux heuristiques
employées pour ne pas parcourir tous les ensembles de conditionnement, et en-
suite au seuil du test statistique utilisé. Ils suggèrent alors un parcours aléatoire
de l’espace de ces deux paramètres (ordre permettant de limiter les ensembles de
conditionnement ainsi que le niveau de signification du test) en se servant d’un
score bayésien pour comparer les réseaux obtenus. Sur le même principe général,
Dash et Druzdzel [42] présentent un nouveau test d’indépendance conditionnelle
Hybrid Independence Test se servant de certains avantages des approches à base
de score comme l’ajout possible d’a priori et le recours à l’algorithme EM pour
prendre en compte les données incomplètes.
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3.7 Incorporation de connaissances
Nous avons pour l’instant décrit les différentes familles de méthodes d’ap-

prentissage de structure à partir de données. Ces méthodes n’intègrent aucune
connaissance précise sur la tâche à résoudre ou aucune connaissance d’experts
sur la structure à trouver.

Si l’expert fournit directement la structure du réseau bayésien, le problème
est résolu. Par contre, dans la plupart des cas, les connaissances de l’expert sur
la structure ne sont que partielles. Cheng et al. [25] ont listé ces connaissances
a priori :

1. Déclaration d’un nœud racine, c’est-à-dire sans parent,
2. Déclaration d’un nœud feuille, c’est-à-dire sans enfant,
3. Existence (ou absence) d’un arc entre deux nœuds précis,
4. Indépendance de deux nœuds conditionnellement à certains autres,
5. Déclaration d’un ordre (partiel ou complet) sur les variables.

A cette liste, nous ajouterons les points suivants :
6. Déclaration d’un nœud « cible » : essentiellement pour des tâches de clas-

sification,
7. Existence d’une variable latente entre deux nœuds.
Quel que soit le type de connaissance apportée par l’expert, il est souvent

nécessaire d’utiliser des données pour trouver la structure du réseau bayésien.
Les a priori de type 1. à 5. peuvent être facilement pris en compte par les
algorithmes d’apprentissage de structure évoqués en 3.3 et 3.4. Nous allons donc
approfondir les points 6. et 7. : l’apprentissage de structure dans le cadre
de la classification, et l’apprentissage de structure lorsque des variables
latentes sont définies explicitement.

3.7.1 Structures de réseaux bayésiens pour la classifica-
tion

Dans les tâches de classification, une variable précise correspond à la classe
qu’il faut « reconnaître » à partir des autres variables (les caractéristiques). Plu-
sieurs méthodes d’apprentissage vont donc proposer des structures où ce nœud
classe aura un rôle central ([55], [23], [24]).

Structure de Bayes naïve
Le classifieur de Bayes naïf correspond à la structure la plus simple qui soit,

en posant l’hypothèse que les caractéristiques X1 . . . Xn−1 sont indépendantes
conditionnellement à la classe Xc. Cela mène à la structure type de la figure
3.1. Cette structure, pourtant très simple, donne de très bons résultats dans de
nombreuses applications [86].

Structure augmentée
Afin d’alléger l’hypothèse d’indépendance conditionnelle des caractéristiques,

il a été suggéré « d’augmenter » la structure naïve en ajoutant des liens entre
certaines caractéristiques ([79], [55], [116]).

Parmi les différentes méthodes avancées pour augmenter le réseau bayésien
naïf, citons TANB (Tree Augmented Naive Bayes) qui utilise une structure
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Xc

X1 Xi
. . .

Fig. 3.1 – Réseau bayésien naïf

Xc

X1 X2 Xi
. . .

Fig. 3.2 – Réseau bayésien naïf augmenté (par un arbre)

naïve entre la classe et les caractéristiques et un arbre reliant toutes les carac-
téristiques. [61] a montré que la structure augmentée – par un arbre – optimale
s’obtenait facilement en utilisant MWST sur les caractéristiques, et en reliant
la classe aux caractéristiques comme pour une structure naïve. La seule dif-
férence réside dans le calcul de l’intérêt de connecter deux nœuds, où il faut
remplacer l’information conditionnelle (équation 3.19) ou la différence de score
(équation 3.20) utilisées par une information mutuelle ou une différence de score
conditionnelle à la variable classe.

[55] et [65] ont établi que l’utilisation de telles structures donne de meilleurs
résultats qu’une approche de recherche de structure brute à base de score (c’est-
à-dire ne tenant pas compte de la spécifité du nœud classe).

Plusieurs extensions de TANB ont été étudiées récemment. L’arbre obtenu
par TANB va obligatoirement relier chaque variable caractéristique avec une
autre de ces variables. Pour assouplir cette hypothèse, [116] propose avec l’algo-
rithme FANB (Forest Augmented Naive Bayes) de ne pas rechercher le meilleur
arbre, mais la meilleure forêt, i.e. l’ensemble optimal d’arbres disjoints sur l’en-
semble des variables caractéristiques. Pour cela, il utilise les spécificités de l’al-
gorithme de recherche de l’arbre de recouvrement maximal proposé par Kruskal
(voir par exemple [117, 37, 2]) pour trouver ces ensembles d’arbres disjoints.

D’autres extensions adaptent les méthodes au cas des bases de données in-
complètes. Citons par exemple [40] qui abordent l’apprentissage de ces structures
augmentées lorsque la variable classe est partiellement observée. L’algorithme
MWST-EM proposé par [161] et évoqué p.54 peut aussi être appliqué pour trou-
ver une structure de type TANB ou FANB, avec l’avantage supplémentaire de
pouvoir traiter les situations où n’importe quelle variable peut être partielle-
ment observée (et pas uniquement la variable classe).

Multi-net
Cette approche originale exposée par [62] et [55] suppose (1) que les rela-

tions de causalité ou d’indépendance conditionnelles entre les variables ne sont
pas nécessairement les mêmes selon les modalités de la classe, et (2) que la
structure représentant les relations entre les caractéristiques pour une modalité
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Xc = x1 Xc = x2 Xc = xrc

X1 X2

Xi
. . .

X1 X2

Xi
. . .

. . .

X1 X2

Xi
. . .

Fig. 3.3 – Approche multi-net

de la classe fixée est souvent plus simple que la structure représentant les rela-
tions entre toutes les variables (caractéristiques et classe). Au lieu de rechercher
la structure optimale englobant les n variables, classes comprises, l’approche
multi-net consiste à chercher rc structures reliant uniquement les n− 1 caracté-
ristiques, avec une structure pour chaque modalité i de la classe (i ∈ [1 . . . rc]),
comme illustré dans la figure 3.3.

Selon l’hypothèse (2), la plupart des approches de ce type utilisent des mé-
thodes simples comme MWST ou BN-PC pour trouver chacune des structures,
au lieu d’algorithmes plus lourds comme la recherche gloutonne.

Apprentissage des modèles discriminants
Toutes les méthodes d’apprentissage de paramètres ou de structure évoquées

jusqu’ici maximisent la vraisemblance sur toutes les variables, la variable classe
ne tenant pas une place particulière lors de l’apprentissage. En prenant l’exemple
de la régression logistique, Ng et Jordan [97] montrent que cet apprentissage
génératif n’est pas le plus adapté dans le cas particulier de la classification,
et qu’il est préférable d’utiliser un apprentissage de type discriminant. Pour
cela, la fonction objectif n’est plus la vraisemblance de toutes les variables, mais
la vraisemblance de la variable classe conditionnellement à toutes les autres,
fonction permettant de mesurer directement le pouvoir discriminant du réseau
bayésien.

Greiner et al. [66] développent ainsi un algorithme d’apprentissage des para-
mètres d’un réseau bayésien maximisant la vraisemblance conditionnelle (ELR).
Il faut noter que cet apprentissage n’est plus aussi simple que dans le cas gé-
nératif. Dans la plupart des cas classiques, la maximisation de la vraisemblance
revient à estimer les statistiques essentielles de l’échantillon (fréquence d’appa-
rition d’un événement dans le cas discret, moyenne et variance empiriques dans
le cas gaussien). Or, la maximisation de la vraisemblance conditionnelle n’est
plus si aisée et passe par une étape d’optimisation itérative, comme la descente
de gradient proposée dans l’algorithme ELR.

L’apprentissage de la structure d’un modèle discriminant est donc encore
plus problématique. En effet, les méthodes d’apprentissage de structure évoquées
précédemment sont des méthodes itératives conjuguant une étape de maximisa-
tion dans l’espace des graphes et une étape de maximisation dans l’espace des
paramètres. Remplacer la vraisemblance par la vraisemblance conditionnelle
conduirait donc à ajouter une étape d’optimisation itérative (celle concernant
les paramètres) dans le parcours itératif de l’espace des graphes, ce qui rend la
méthode particulièrement coûteuse en temps de calcul. Grossman et Domingos
[67] ont alors eu l’idée de garder l’étape classique d’estimation des paramètres
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H

X1 X2 . . . Xi . . . Xn

Fig. 3.4 – Modèle latent

H1

H2 H3

X1 X2 . . . Xi . . . Xj Xn

Fig. 3.5 – Modèle latent hiérarchique

par maximisation de la vraisemblance, mais d’employer un score prenant en
compte le pouvoir discriminant du réseau bayésien pour le parcours dans l’es-
pace des graphes. Le score présenté s’inspire du score BIC, en utilisant cette
fois-ci la vraisemblance conditionnelle à la place de la vraisemblance classique.

3.7.2 Structures de réseaux bayésiens avec variables la-
tentes

La connaissance apportée par un expert peut aussi se traduire par la créa-
tion de variables latentes entre deux ou plusieurs nœuds, remettant en cause
l’hypothèse de suffisance causale.

C’est le cas par exemple pour des problèmes de classification non supervisée
où la classe n’est jamais mesurée. Il est donc possible de proposer l’équivalent
d’un réseau bayésien naïf, le modèle latent, mais où la classe (représentée en
gris dans la figure 3.4) ne fait pas partie des variables mesurées.

Les modèles hiérarchiques latents illustrés par la figure 3.5 ont été sug-
gérés par [12] pour la visualisation de données et [142] pour la classification non
supervisée. Ils généralisent la structure de modèle latent en faisant le parallèle
avec les arbres phylogénétiques utilisés en bioinformatique ou avec les méthodes
de classification hiérarchique.

L’apprentissage des paramètres pour le modèle latent ou le modèle hiérar-
chique latent s’appuie fortement sur l’algorithme EM. Cheeseman et al. ont
ainsi développé autoclass [20], un algorithme bayésien de classification non
supervisée utilisant l’algorithme EM. Attias et al. [7] ont utilisé les approches
variationnelles popularisées par Jordan et al. [76] pour généraliser l’algorithme
EM pour les modèles latents.

Peña et al. [100] simplifient la procédure de recherche de l’algorithme EM
structurel pour rechercher une structure latente « augmentée », tout en em-
ployant une variante plus rapide de l’algorithme EM.
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Dans ce genre de modèles, la détermination de la cardinalité des variables
latentes est une tâche difficile, que nous décrirons plus en détail dans la section
3.8.

3.7.3 Autres structures particulières
La modélisation de systèmes complexes passe souvent par la détermination

de régularités dans le modèle. La connaissance de ces régularités permet alors
de restreindre l’identification du modèle à celles de ses composants qui peuvent
se répéter plusieurs fois.

Ce type de modélisation se retrouve par exemple dans le formalisme des
Réseaux Bayésiens Orientés Objets (OOBN [10]). Ces OOBN introduisent la
notion d’objet dans un réseau bayésien, objet qui pourra se retrouver plusieurs
fois dans le modèle, puis de relations entre les objets. La détermination de la
structure d’un OOBN se traduit donc par la recherche de la structure interne
de chaque objet et de la structure représentant les interactions entre les objets
[9].

Le formalisme des Réseaux Bayésiens Temporels [93], et plus particulière-
ment celui des 2TBN (Two-slice Temporal Bayesian Network) reprend le même
raisonnement. Dans ces modèles, les relations entre les variables sont décom-
posées en deux catégories. La première concerne les relations intra-slice entre
les variables à un instant donné t , supposant que ces relations sont constantes
au cours du temps.2 L’autre catégorie de relation, inter-slice, décrit les dépen-
dances entre les variables à un instant t et celles à un instant t+1. Comme pour
les Modèles de Markov Cachés, ce genre de décomposition suppose que la loi
jointe sur toutes les variables dépend seulement des probabilités conditionnelles
intra-slices et inter-slices. La détermination de la structure d’un 2TBN peut
donc elle-aussi se simplifier en la recherche de ces deux catégories de relations,
comme exposé par [60].

3.8 Découverte de variables latentes
Les algorithmes présentés dans les sections 3.3, 3.4 et 3.6 font l’hypothèse

de suffisance causale. Or, cette hypothèse est souvent fausse pour des pro-
blèmes réels où toutes les variables ne sont pas forcément disponibles, et où,
par exemple, certaines variables peuvent être reliées par une cause commune
non mesurée.

Conscients de ce fait, des chercheurs ont tenté d’étendre la plupart des mé-
thodes existantes à la découverte de variables latentes.

3.8.1 Recherche d’indépendances conditionnelles
Les auteurs respectifs de PC et IC (cf. p.36) ont utilisé la notion de causalité,

dont nous parlons plus en détail dans la prochaine section, pour découvrir la
présence de variables latentes à partir de la recherche d’indépendances condi-
tionnelles. Pour cela, ils ont déterminé plusieurs genres de causalité (notations
issues de [124]) :

2Pour cette raison, la terminologie Réseaux Bayésiens Temporels est plus appropriée que
celle de Réseaux Bayésiens Dynamiques
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Algorithme IC*
• Construction d’un graphe non orienté

Soit G le graphe ne reliant aucun des nœuds X
∀{XA, XB} ∈ X 2

Recherche de Sepset(XA, XB) tel que XA⊥XB | Sepset(XA, XB)
si Sepset(XA, XB) = ∅ alors ajout de l’arête XA o–o XB dans G

• Recherche des V-structures
∀{XA, XB , XC} ∈ X 3 / XA et XB non adjacents et XA∗–∗XC∗–∗XB ,

si XC 6∈ SepSet(XA, XB) alors on crée une V-structure :
XA∗→ XC ←∗XB

• Ajout récursif de →
Répéter
∀{XA, XB} ∈ X 2,

si XA∗–∗XB et XA  XB , alors ajout d’une flèche à XB :
XA∗→ XB

si XA et XB non adjacents, ∀XC tel que XA∗→ XC et XC∗–∗XB

alors XC → XB

Tant qu’il est possible d’orienter des arêtes

Définitions et notations :
Cause véritable XA → XB

Cause potentielle XA –o XB : XA → XB ou XA ↔ XB

Cause artificielle XA ↔ XB : XA ← H → XB

Cause indéterminée XA o–o XB : XA → XB , XA ← XB ou XA ↔ XB

X ensemble de tous les nœuds
XA–∗XB XA −XB ou XA → XB ou XB –o XA

XA  XB il existe un chemin dirigé reliant XA et XB

Tab. 3.21 – Algorithme IC*

– cause véritable (XA → XB),
– cause artificielle (XA ↔ XB) :

XA est vu comme la cause de XB et réciproquement. Ces deux variables
sont en réalité les conséquences d’une cause commune H non mesurée
(XA ← H → XB),

– cause potentielle (XA –o XB) :
XA peut être soit la cause de XB (XA → XB), soit la conséquence avec
XB d’une variable latente (XA ↔ XB),

– cause indéterminée (XA o–o XB) :
Il est impossible de savoir si XA cause XB ou l’inverse, ou si elles sont les
conséquences d’une variable latente (XA ↔ XB).

La prise en compte de ces types de causalité dans les algorithmes précédents
a abouti à l’algorithme FCI (Fast Causal Inference) pour Spirtes et al. [125, 124]
et l’algorithme IC* pour Pearl et al. [103] (détaillé dans la table 3.21). Comme
pour PC et IC, la différence principale entre ces deux méthodes réside dans la
construction du graphe non orienté de départ : suppression d’arêtes à partir
d’un graphe complètement connecté pour FCI, et ajout d’arêtes à partir d’un
graphe vide pour IC*. La détermination du type de causalité s’effectue d’abord
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lors de l’étape de détection de V-structures où certains arcs sont orientés, puis
lors de l’étape suivante où des relations de causalité ambiguës sont levées.

Récemment, J. Zhang [141] a montré que les règles d’orientation proposées
dans l’algorithme FCI ne sont pas complètes, élaborant une version augmentée
et complète de l’algorithme.

Précisons que, même si ces méthodes se basent sur la notion de causalité,
le réseau bayésien obtenu n’est pas un réseau bayésien causal, tel que défini
dans la section 3.9.1. La structure obtenue est celle du représentant de la classe
d’équivalence de Markov et l’orientation finale de cette structure ne tient plus
nécessairement compte de l’idée de causalité.

3.8.2 Algorithmes basés sur un score
La découverte de variables latentes et le réglage de la cardinalité de ces va-

riables sont souvent incorporés au processus d’apprentissage, et plus précisément
aux méthodes de type recherche gloutonne.

Récemment, N. Zhang [143] a adapté l’algorithme EM structurel pour les
modèles hiérarchiques latents. Cette adaptation tente d’optimiser la taille des
variables latentes pendant l’apprentissage simultané de la structure et des para-
mètres, en suggérant d’autres opérateurs tels que l’ajout ou la suppression d’une
variable latente, ou l’augmentation de la cardinalité d’une variable latente.

Martin et Vanlehn [90] suggèrent une heuristique permettant de ne pas ajou-
ter une variable latente à n’importe quel moment lors de la recherche gloutonne
précédente, mais dans des situations bien précises. En effet, ils considèrent que
l’apparition d’une clique, i.e. un groupe de variables complètement connectées,
et donc mutuellement dépendantes, peut alors n’être qu’un optimum local dû
au fait qu’elles possèdent en commun une unique cause cachée. Leur opéra-
teur d’ajout d’une variable latente introduit donc un nouveau nœud Hi dans le
graphe, en remplaçant tous les arcs de la clique par des arcs partants de Hi.

La détermination de la cardinalité des variables latentes peut aussi être sé-
parée du processus d’apprentissage pour rentrer dans le cadre de la sélection
de modèles. Ainsi, plusieurs modèles peuvent être appris, avec différentes confi-
gurations de ces cardinalités. Le meilleur modèle, au sens d’un critère de score
comme le critère bic [54, 144], permettra ensuite de sélectionner les meilleures
cardinalités des variables latentes. Malheureusement, l’utilisation de ces critères
n’est pas toujours appropriée pour des modèles latents. Comment calculer par
exemple la dimension effective du réseau bayésien Dim(B) lorsqu’il y a des va-
riables latentes ? Des corrections aux critères classiques ont été proposées par
[82] pour les modèles hiérarchiques latents.

3.9 Cas particulier des réseaux bayésiens causaux
La notion de causalité est souvent associée au formalisme des réseaux bayé-

siens, parfois même à tort puisque le graphe complètement orienté obtenu à
partir d’un algorithme d’apprentissage de structure n’est pas nécessairement
causal.

La causalité est un champ d’étude très large, qui a motivé de nombreux
travaux, de la Biologie [119] à l’Informatique en passant par la Philosophie
[135].
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Après avoir défini ce qu’est un réseau bayésien causal, et la notion d’interven-
tion, nous nous intéresserons à la détermination de la structure de ces réseaux
lorsque toutes les variables sont connues, puis dans un cas plus général.

3.9.1 Définition
Un réseau bayésien causal est un réseau bayésien pour lequel tous les arcs

représentent des relations de causalité.
Leurs premier avantages sont leur lisibilité et leur facilité d’interprétation

pour les utilisateurs.
Un autre avantage des réseaux bayésiens causaux réside dans la possibilité de

pouvoir estimer l’influence sur n’importe quelle variable du graphe d’une inter-
vention externe sur une de ces variables. Cette notion importante d’intervention
(ou manipulation) a amené Pearl [103] à distinguer le concept de mesure d’une
variable (XA = a) à celle de manipulation de la variable XA grâce à l’opéra-
teur do-calculus. do(XA = a) signifie ainsi qu’une intervention externe a forcé
la variable XA à prendre la valeur a.

Le principe de probabilité conditionnelle P (XA | XB), symétrique grâce au
théorème de Bayes, ne permet pas de représenter les relations, assymétriques,
de causalité. L’usage de cet opérateur répond à ce problème. Si XA est la cause
de XB , nous obtenons :

P (XB = b | do(XA = a)) = P (XB = b | XA = a)
P (XA = a | do(XB = b)) = P (XA = a)

Ces considérations ont débouché sur des travaux très intéressants sur l’idée
d’identifiabilité, c’est-à-dire dans quelles conditions il est possible de calculer
P (Xi | do(Xj)), Xi et Xj étant n’importe quel nœud du graphe, et sur l’inférence
causale, i.e. fournir des algorithmes capables de réaliser efficacement ce calcul
lorsqu’il est possible.

3.9.2 Apprentissage sans variables latentes
Lorsqu’un expert détermine lui-même la structure d’un réseau bayésien, il

utilise souvent implicitement la notion de causalité. A l’opposé, l’apprentissage
du graphe à partir de données se fait dans un cadre plus général que celui des
réseaux bayésiens causaux, cadre dans lequel plusieurs graphes seront équiva-
lents, mais où un seul capturera éventuellement les relations de causalité du
problème.

La découverte de réseaux bayésiens complètement causaux à partir de don-
nées est une question qui a été abordée plus récemment. Les avancées sur le
sujet s’accordent sur le fait qu’il est impossible de travailler uniquement à par-
tir de données d’observations. Les plans d’expériences, c’est à dire la façon dont
les données ont été obtenues, sont des informations essentielles pour capturer la
notion de causalité puisqu’ils définissent explicitement sur quelle(s) variable(s)
a eu lieu l’intervention.

Les travaux théoriques de Eberhardt et al. [52] montrent que le nombre
maximal d’interventions à effectuer sur le système est de N − 1, où N est le
nombre de variables.
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Fig. 3.6 – Aprentissage de la structure d’un réseau bayésien causal à partir de
données d’observation et d’expérimentation : l’algorithme MyCaDo (MY CAusal
DiscOvery) [159].

Deux types d’approches ont été élaborés. Les travaux de Cooper et Yo [36],
Tong et Koller [131] ou Murphy [94] se placent dans le cadre de l’apprentissage
actif, où les seules données seront celles obtenues par expérimentation, et où le
modèle va être construit au fur et à mesure de ces expériences.

Nos travaux [159] partent d’une hypothèse différente. Nous supposons qu’un
ensemble de données d’observation est déjà disponible, et a permis d’obtenir le
représentant de la classe d’équivalence de Markov. Il reste donc à finir d’orienter
cette structure à partir d’expérimentations sur le système. Notre algorithme, ité-
ratif, est résumé dans la figure 3.6. Il propose à l’utilisateur l’expérience à réaliser
qui pourrait lui permettre d’orienter potentiellement le plus d’arêtes. Une fois
que les résultats de cette expérience sont pris en compte dans le graphe, il faut
ré-évaluer la situation pour choisir l’expérience suivante. Cette approche permet
aussi de tenir compte des coûts éventuels d’expérimentation ou d’observation
de chaque variable.

3.9.3 Apprentissage avec variables latentes
Un modèle causal semi-markovien (SMCM) [103] est un graphe sans circuit

avec à la fois des arcs dirigés et bi-dirigés. Les nœuds du graphe sont associés aux
variables observables, tandis que les arcs bi-dirigés représenteront implicitement
des variables latentes.

Un avantage de ces modèles est cette représentation implicite des variables
latentes dans le graphe. Contrairement aux approches à base de score abordées
dans la section précédente, il n’est plus nécessaire de déclarer explicitement les
variables latentes, ni de trouver la cardinalité de ces variables.

Spirtes et al. [125, 124] et Tian et Pearl [103, 129, 130] ont conçu des al-
gorithmes efficaces permettant de répondre aux questions d’identifiabilité et
d’inférence dans ces modèles.

Concernant l’apprentissage de réseaux bayésiens causaux avec variables la-
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tentes, les checrheurs se sont tournés vers un autre formalisme, celui des graphes
ancestraux maximaux (MAG), développés initialement par Richardson et Spirtes
[111].

Ces travaux consistent à caractériser les classes d’équivalences des graphes
ancestraux maximaux et à construire des opérateurs qui permettent de générer
des graphes équivalents [4, 5, 139, 140]. La finalité de ces études est d’arriver
à un algorithme s’inspirant de GES, décrit dans la section 3.5, mais travaillant
dans l’espace des représentants des classes d’équivalence des MAG au lieu des
DAG.

Malheureusement, comme pour l’algorithme GES, ces travaux ne permettent
toujours pas de déterminer une structure qui soit complètement causale. De plus,
il n’existe pas à notre connaissance d’algorithme d’inférence probabiliste ou cau-
sal travaillant à partir des graphes ancestraux maximaux.

Ces observations sont à l’origine de nos travaux les plus récents [160, 146,
147], où nous suggérons une approche mixte s’inspirant des principes décrits
pour l’algorithme MyCaDo dans la section précédente.

La finalité de notre d’approche est d’utiliser des données d’observations et
les algorithmes d’apprentissage de structure d’un MAG (ou du représentant
de sa classe d’équivalence). Ensuite, l’idée est de mettre en œuvre une série
d’expérimentations pour finir d’orienter "causalement" ce MAG, et surtout le
transformer en un SMCM dans lequel il sera possible d’effectuer à la fois de
l’inférence probabiliste et causale.
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Chapitre 4

Conclusion et Perspectives

L’utilisation des réseaux bayésiens pour la modélisation de systèmes com-
plexes passe inévitablement par la détermination de la structure et des para-
mètres du réseau. Nous avons vu dans les deux chapitres précédents comment
construire ce modèle à partir d’expertises, ou de données, qu’elles soient com-
plètes ou non.

De multiples méthodes existent, mais beaucoup de problèmes restent encore
à résoudre concernant la prise en compte de données incomplètes, par exemple,
ou l’apprentissage de modèles comme les réseaux bayésiens temporels.

Il est de plus en plus fréquent d’être confronté à des applications où les
données sont nombreuses mais incomplètes, et que les utilisateurs aimeraient
exploiter, de manière à en extraire le plus d’informations possible. Il ne suffit
plus d’apprendre automatiquement un modèle qui réponde à une tâche précise, il
faut arriver à un modèle permettant de découvrir des relations, des explications
dont les utilisateurs pourront tirer profit.

La découverte de structures causales sans variables latentes est une première
étape, pas encore complètement résolue, mais elle n’est pas suffisante. Rares sont
les problèmes où les variables pertinentes sont toutes connues, et l’oublier peut
aboutir à la découverte de relations causales erronées. Il faut donc à présent
continuer à explorer la piste des réseaux bayésiens causaux avec variables la-
tentes comme les modèles causaux semi-markoviens (SMCM). Ces modèles sont
bien étudiés en ce qui concerne l’inférence causale, mais l’apprentissage de leur
structure reste à approfondir.

De nombreuses extensions des réseaux bayésiens ont été proposées. Ainsi, les
diagrammes d’influence permettent de représenter les problèmes de décision, où
certaines variables sont des décisions prises ou des actions réalisées par l’utilisa-
teur, d’autres sont observées à l’issue de ce choix, et les dernières représentent
le coût de telle ou telle décision dans un certain contexte. Il est aussi possible
de faire le lien avec des formalismes comme les processus de décision de Markov
(MDP) qui peuvent être considérés comme le croisement des réseaux bayésiens
temporels et des diagrammes d’influence. De plus, la prise en compte de va-
riables latentes ou de données incomplètes mène à un autre formalisme, celui des
processus de décision de Markov partiellement observés (POMDP). Une com-
munauté très importante de chercheurs étudie l’apprentissage des paramètres
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de ces modèles, avec des méthodes issues, entre autres, de l’apprentissage par
renforcement, ainsi que l’inférence, i.e. l’obtention de la séquence de décision
(la politique) optimale. La détermination de la structure de tels modèles est un
problème peu abordé à notre connaissance.

Les modèles les plus communément employés ne considèrent que des den-
sités de probabilités conditionnelles de variables discrètes. Dans le cas des va-
riables continues, l’utilisation de lois gaussiennes conditionnelles est possible
dans certains algorithmes, mais cette approximation est assez pauvre. Certaines
heuristiques permettent alors d’approcher la loi conditionnelle par un mélange
de gaussiennes, multipliant ainsi le nombre de paramètres à estimer (dont le
nombre de gaussiennes utilisées). Les méthodes à noyau ont fait leur preuve
dans de nombreux problèmes de classification, étendant les modèles exponen-
tiels classiques. Une piste de recherche concerne donc l’incorporation de ces
noyaux dans la paramétrisation des lois conditionnelles d’un réseau bayésien,
afin de mieux les modéliser.

Il serait aussi envisageable d’exploiter les méthodes à noyaux dans le cadre
d’un autre modèle graphique causal, le modèle d’équations structurelles (SEM),
où les dépendances entre les variables sont définies par des équations linéaires.
L’apprentissage de la structure de ces modèles, dans leur version linéaire, fait
déjà l’objet de travaux assez proches de ceux proposés dans le cadre des réseaux
bayésiens.

Une autre piste intéressante est liée aux travaux de Jordan et al. [75] qui ont
mis en avant la notion plus générale de modèle graphique probabiliste, unifiant
ainsi des approches développées auparavant de façon concurrente comme les
réseaux bayésiens, les modèles de Markov cachés, les filtres de Kalman ou les
champs aléatoires de Markov. Il est donc tout à fait concevable d’utiliser les
principes développés pour les réseaux bayésiens à la découverte de la structure
d’autres modèles graphiques, qu’ils soient dirigés ou pas, comme c’est le cas
pour les champs aléatoires de Markov.
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Chapitre 5
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