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Notations

Les notations présentées ici sont valables dans I'intégralité du document et ne sont pas rappelées
par la suite.

Tenseurs d’ordre 1
e Les vecteurs sont notés en gras.

e La transposée d'un vecteur u est notée u” .

Tenseurs d’ordre 2
e Les tenseurs d’ordre 2 sont notés en gras.
e Le tenseur identité d’ordre 2 est noté I.
e Soit g un tenseur symétrique d’ordre 2 :
e La partie hydrostatique de g est notée g, et vaut %Tr(q).
e La partie déviatorique de g est notée g, et vaut :

dq9=9q— qml. (1)

e Si g est un tenseur de contrainte, alors la contrainte équivalente g., est égale a \/%qd 1 qy-
e Si g est un tenseur de déformation, alors la déformation équivalente g, est égale a 4/ %qd 1 qy.

e La notation vectorielle suivante de q est parfois utilisée (comme dans Suquet et Bornert
(2001)) :

T
{a} = <Q11,Q22,Q33,\/§Q23,\/§Q317\/§QI2) ; (2)

ou chaque composante ij de g est notée g;;.

Tenseurs d’ordre 4

e Les tenseurs d’ordre 4 sont notés en gras.

e Le tenseur identité d’ordre 4 projetant tout tenseur d’ordre 2 sur sa partie symétrique est
notée I'D. La composante ijkl de I D est égale a %(Iikfjl + Iyljp).

e Les tenseurs J et K projetent tout tenseur d’ordre 2 symétrique respectivement sur sa partie
hydrostatique et déviatorique. La composante ijkl de J est égale a %Iijlkl et K est égal a
ID —J.

e Soit C, un tenseur de raideur isotrope. Les coefficients de compressibilité et de cisaillement
associés & C, sont notés respectivement k, et pi,.

e La notation matricielle d'un tenseur @ d’ordre 4 présentant les symétries mineures (Q;jr =



NOTATIONS

Qjirl = Qijik = Qjuk) est parfois utilisée :

Qui11
Q2211
Q3311
V2Qa311
V2Qsz111
V2Q1211

Divers opérateurs
Le symbole Tr désigne la trace.
Le symbole div désigne la divergence.

Le symbole ® désigne le produit tensoriel.
Le symbole - désigne le produit scalaire.
Le symbole : désigne le produit doublement contracté.

La transposée d’une matrice Q est notée Q7.

Q1122

Q2222
Q3322

V2Q2322
V2Q3122
V2Q1222

Q1133

Q2233
Q3333

V2Q2333
V2Q3133
V2Q1233

V2Q1123
V2Q2223
V2Qs3323
2Q2323
2Q3123
201223

V2Q1131
V2Q2231
V2Qs3331
2Q2331
2Q3131
2Q1231

V2Q1112
V2Q2212
V2Qs3312
2Q2312
2Q3112
2Q1212

Le symbole (g), désigne la moyenne volumique de g sur le domaine V' (opérateur de moyenne) :

: ][
Qv =7 | 94V,
< >V ’V’ v

(4)

ou le volume de V est noté |V (le symbole 0V désigne, quant a lui, la surface extérieure de

V).
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Chapitre 1

Introduction

L’Institut de Radioprotection et de Streté Nucléaire (IRSN) méne conjointement des recherches
et des expertises scientifiques dans les disciplines du risque, de la stireté et de la sécurité des instal-
lations nucléaires, du transport et du controle des matiéres nucléaires et sensibles, de la protection
de 'environnement et de la santé. Dans le cadre de la stireté des installations nucléaires, le Service
d’Etude et de Modélisation du Combustible en situation Accidentelle (SEMCA) effectue, au sein de
la Direction de la Prévention des Accidents Majeurs (DPAM), des recherches sur le comportement
thermomécanique du combustible des réacteurs nucléaires en dehors des conditions nominales de
fonctionnement.

Ce travail, réalisé au SEMCA, entre dans le cadre des programmes de modélisation avancée de
I'IRSN et d’Electricité de France (EdF) relatifs & ’étude de I'accident de réactivité dans les réac-
teurs & eau sous pression. L’application de ce travail concerne 1’étude du comportement mécanique
de l'oxyde d’uranium UQO» fortement irradié lors d’un tel accident de réactivité. Les motivations de
ce travail sont présentées dés le chapitre 2. Pour ’essentiel, ’accident de réactivité constitue, pour
la classe des réacteurs & eau sous pression, un accident de dimensionnement : c¢’est un un accident
dont 'occurrence et les éventuelles conséquences doivent étre étudiées par 'exploitant nucléaire &
la conception de ces réacteurs et lors de la définition et de la mise en place de leurs gestions. D’une
facon générale, étudier le comportement du combustible nucléaire — ici I'oxyde d’uranium — lors
de ces accidents revient a contribuer, a [’échelle la plus fine, & 'analyse de I'intégrité des barriéres
de confinements de la matiére radioactive et des produits de fission associés.

Deux particularités fortes de I’étude du comportement des matériaux dans le domaine du nu-
cléaire sont, d’'une part, ’évolution constante de leur microstructure lors de leur vie en réacteur
(irradiation, physico-chimie complexe) et d’autre part, Pextréme difficulté a procéder a des mesures
locales en ligne de leur comportement. Ces deux particularités font que la modélisation multi-échelle
constitue une démarche naturelle dans la prédiction quantitative du comportement de ces maté-
riaux aprés un temps donné de séjour en réacteur.

L’évolution de la microstructure du combustible UOs n’échappe pas a cette régle. Cette céra-
mique poreuse présente a I’état non irradié des macro-pores de fabrication d’échelle micrométrique,
dont la géométrie est souvent assimilée & des sphéres et dont 1’état initial est sans pression. Lors
de son séjour en réacteur, une étape de densification du combustible conduit progressivement & la
diminution de cette population de pores au profit de deux autres populations qui se développent a
des échelles inférieures. Le combustible fortement irradié exhibe ainsi deux nouvelles populations
de pores distinctes par leur taille et leur forme : (1) a I’échelle du grain, une population de cavi-

13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

tés nanométriques de forme plutdt sphérique, appelées bulles intragranulaires, (2) a 'échelle d’une
collection de grains, une population de cavités micrométriques de forme plutét ellipsoidale aplatie,
appelées bulles intergranulaires. Du point de vue d’une modélisation multi-échelle, il semble légi-
time de considérer que la taille de ces deux nouvelles populations de pores est compatible avec une
hypothése de séparation d’échelle, et que leur distribution est isotrope en espace et en orientation
(orientations équiprobables). Par ailleurs, ces deux populations sont saturées par la présence de pro-
duits de fissions gazeux. Durant un accident de réactivité, la température du matériau augmente
fortement, ce qui induit une forte augmentation du chargement d’origine thermique ainsi qu’une
forte augmentation des pressions dans ces bulles. Les bulles intergranulaires croissent, coalescent
et des macrofissures apparaissent, conduisant ainsi, & la ruine totale du matériau et a la création
de chemins d’écoulement pour la libération des gaz de fission.

Ce travail propose un modéle d’endommagement ductile pour décrire le comportement élasto-
plastique du matériau avec gonflement des bulles inter et intragranulaires puis percolation des bulles
intergranulaires. Comme annoncé, la modélisation proposée est basée sur une approche multi-échelle
sous I’hypothése de séparation d’échelle et les propriétés effectives du matériau global sont obte-
nues en deux étapes : (étape 1) les propriétés effectives du milieu & la premiére échelle (échelle des
bulles intragranulaires) sont déterminées; (étape 2) le matériau possédant ces propriétes effectives
constitue la matrice du milieu poreux a I’échelle supérieure (échelle des bulles intergranulaires). Le
modéle élastoplastique endommageable proposé par cette démarche traite séparément de 1’élasti-
cité, de la surface de plasticité — ou surface de charge — puis de I’évolution des parameétres internes
du modéle avec le chargement. Ce modéle est ensuite enrichi a posteriori pour prendre en compte
une coalescence des bulles intergranulaires compatible avec des simulations numériques. Le terme
de percolation utilisé dans le titre de ce travail est assimilé ici au phénoméne de coalescence.

Le point le plus ardu de ce travail concerne la détermination de la surface de plasticité du milieu
effectif constitué¢ d’une matrice plastique parfaite (critére de Von Mises) contenant deux popula-
tions de pores sous pression — la pression et la forme étant différentes pour chaque population.
Compte tenu de 'absence d’effets d’échelles dans les méthodes d’homogénéisation pour matériaux
non linéaires et de la morphologie des différentes populations de pores présentées, on peut d’ores
et déja souligner que I'obtention d’'un comportement effectif drainé & I’échelle des pores sphériques
intragranulaires pour le combustible fortement irradié, fournit aussi celui du combustible vierge
(une seule population sphérique micrométrique drainée).

D’un point de vue général, les méthodes mises en ceuvre dans ce travail se répartissent en trois
groupes.

1. La poroélasticité deux échelles. Les méthodes classiques en poroélasticité (Dormieux
et al. (2002)) sont ici étendues au cas deux échelles avec pression saturante différente a chaque
échelle a la maniére de Dormieux et al. (2006). La morphologie et la distribution des pores sont
prises en compte a 'aide des bornes de Hashin et Shtrikman (1963) a I’échelle des petits pores
sphériques, et de Ponte Castaneda et Willis (1995) avec prise de moyenne sur les orientations
a ’échelle des larges pores ellipsoidaux aplatis. Le comportement poroélastique effectif dérive
alors d’un potentiel quadratique en déformation et en pression apparente. Cette pression
apparente se définit comme une différence entre les pressions aux deux échelles pondérées par
des termes de Biot.

2. La poroplasticité deux échelles. Dans le cadre des études de siireté, il est usuel de distin-
guer les approches conservatives et les approches best-estimate. Les approches conservatives
s’appuient sur des combinaisons d’hypothéses restrictives afin de garantir un résultat pos-
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sédant des marges confortables du point de vue de la streté. Les approches best-estimate
cherchent & fournir des estimations au plus juste afin de connaitre I'amplitude des marges
précédentes. La démarche micromécanique développée dans cette étude vise principalement
a fournir des estimations pertinentes. Une partie du présent document s’intéresse cependant
a 'obtention de bornes supérieures minimales, de maniére notamment a garantir la validité
des estimations proposées.

Deux grandes classes d’approches micromécaniques sont développées ici dans le cadre de la
poroplasticité : (1) les approches de type Gurson (1977) qui conduisent & des modéles per-
tinents sous chargements hydrostatiques; (2) les approches de type approche variationnelle
de Ponte Castanieda (1991) fiables en cisaillement. Pour chacune de ces approches, une borne
supérieure rigoureuse est proposée, ainsi qu'une estimation qui tire le meilleur parti des deux
approches.

L’originalité principale de ce travail concerne le double changement d’échelle qui conduit &
étudier un matériau poreux a matrice compressible & la deuxiéme échelle. En particulier,
un modéle efficace de poroplasticité pour matériaux poreux fissurés drainés ou saturés est
obtenu.

3. Les simulations numériques multi-échelle. Trois types de méthodes numériques sont

employées dans ce travail :

— la méthode classique des éléments finis est utilisée pour la validation des modéles proposés
sur cellule unitaire (sphére ou ellipsoide creux) ;

— la méthode de la transformée de Fourier rapide (méthode FFT), pour la validation des
modéles & I’échelle d’une collection de plusieurs cavités ;

— laméthode des éléments finis cohésifs-volumiques sur des cellules périodiques de type pavage
de Voronoi, pour I'analyse de la coalescence des bulles intergranulaires.

Ce document s’organise en quatre parties.

— Partie I — Position du probléme. Cette premiére partie est essentiellement consacrée a
la description de la problématique industrielle, a la description du matériau d’étude et a la
présentation détaillée de la démarche de modélisation micromécanique (chapitre 2).

— Partie II — Surface de plasticité. Cette partie présente les principaux résultats obtenus
en homogénéisation non linéaire des matériaux poreux a deux échelles. Une procédure par
étape est suivie afin d’aboutir a la surface de plasticité effective finale. Tout d’abord, le cas
d’un milieu avec une seule population de cavité est traité (chapitre 3) pour trois cas : le cas
des cavités sphériques, celui des cavités ellipsoidales aplaties alignées, puis celui des cavités
ellipsoidales aplaties orientées aléatoirement (orientations équiprobables). Ensuite, le cas d'un
milieu avec les deux populations de cavité est abordé (chapitre 4), en reconsidérant les trois
cas précédents. Enfin, le cas non drainé est traité au chapitre 5. Des bornes supérieures et des
estimations (les plus analytiques possibles) sont déterminées pour les surfaces de plasticité
effectives. Le modéle retenu pour la suite est comparé, dans le cas des cavités sphériques, a
des simulations numériques par éléments finis et, dans le cas bidimensionnel o les cavités
sont & base elliptique, & des simulations numériques par FFT.

— Partie III — Modéle d’endommagement. Cette partie détaille le modeéle élastoplastique
endommageable final. La poroélasticité est traitée et les lois d’évolution du modéle élastoplas-
tique endommageable sont proposées (chapitre 6). Ces lois d’évolution reposent sur certaines
hypothéses morphologiques et demeurent approximatives. De plus, elles ne permettent pas
de décrire la coalescence des bulles intergranulaires menant & la ruine totale du matériau.
Ce point est abordé au travers de simulations numériques macroscopiques relatives a 'UQO4
fortement irradié & haute température (chapitre 7) afin d’enrichir a posteriori le modéle élas-
toplastique endommageable.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

— Partie IV — Annexes techniques. Cette derniére partie rassemble des développements
techniques utilisés dans les parties II et III et les microstructures utilisées pour les simulations
numeériques de la coalescence.

16



Chapitre 2

Probléme physique et choix de
modélisation

On rappelle que ce travail entre dans le cadre de modélisations avancées relatives a 1’étude de
l'accident de réactivité (RIA, Reactivity Initiated Accident) dans les réacteurs & eau sous pres-
sion (REP) et que l'application de ce travail concerne I’étude du comportement mécanique de
l'oxyde d’uranium UQOs fortement irradié lors d’un accident de réactivité. Ce chapitre traite du
contexte général en présentant quelques données relatives aux REP et au RIA (section 2.1). Puis
loxyde d’uranium UQOj est plus précisément présenté (microstructure du matériau fortement irra-
dié, propriétés a 'état vierge). Cette présentation de I'UOs fortement irradié conduit aux objectifs
applicatifs de ce travail, qui consistent a disposer d’'un modéle complet pour décrire le comporte-
ment mécanique de ce matériau (section 2.2). Ce travail est une approche multi-échelle visant a
modéliser le comportement poroélastoplastique endommageable du matériau. Une étude numérique
concernant la ruine totale du matériau permet d’enrichir a posteriori le modéle obtenu (section 2.3).

2.1 Le contexte : accident de réactivité dans les réacteurs a eau
sous pression!

Un réacteur a eau sous pression (REP) est constitué d’assemblages combustibles (157 pour un
réacteur 900 MWe, 193 pour un réacteur 1300 MWe). Chaque assemblage comprend 264 crayons
combustibles disposés en un réseau carré 17*17, un tube d’instrumentation central, 24 tubes-guides
servant au passage des barres de controle (qui peuvent recevoir des crayons absorbant les neutrons
afin de limiter la puissance du réacteur). Chaque crayon combustible est composé d’une gaine (tube
cylindrique) en alliage de Zirconium fermée a chaque extrémité par un bouchon soudé a la gaine.
Chaque gaine comprend une colonne de pastilles de combustible (256 pastilles) empilées les unes
sur les autres. Les gaines sont extrémement élancées (environ 4 m de long, 1 cm de diamétre et
0.5 mm d’épaisseur). Le combustible est constitué soit d’oxyde d’uranium enrichi UQOs soit d’oxyde
mixte d’uranium et de plutonium (en général appelé Mixed OXide, MOX). Le crayon est fermé
sous hélium & une pression supérieure ou égale & 25 bars & froid afin de "contrebalancer" effet
de la pression externe du fluide caloporteur sur la gaine. Chaque pastille de combustible forme un
cylindre de 8.2 mm de diamétre et de 13.5 mm de hauteur environ. La FI1G. 2.1 montre un schéma
d’un assemblage ainsi qu’une coupe d’'un crayon de combustible pour REP. La FI1G. 2.2 présente
un schéma d’une pastille de combustible d’UQOs.

En fonctionnement nominal, il est & noter que le fluide caloporteur est & 155 bars pour une

'Les quelques données présentées ici sont principalement issues de Bailly et al. (1996).
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CHAPITRE 2. PROBLEME PHYSIQUE ET CHOIX DE MODELISATION

araignée

crayon de contrdle .~
bouchon supérieur
(Zircaloy-4)

ressort de maintien Z

volume libre d’expansion

embout supérieur des gaz de fission

[ >~
- 16

grille supérieure ressort

(inconel)

tube guide

grille de mélange / |« tube de gainage

385,2 em " (Zircaloy-4)
crayon combustible

| pastilles d’oxyde d’uranium
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ey’ Lo

embout inférieur

bouchon inférieur
(Zircaloy-4)

Fig. 2.1 — Assemblage et coupe d’un crayon de combustible pour réacteur & eau sous pression

(d’aprées Bailly et al. (1996)).

température d’environ 300 °C. Toujours en fonctionnement nominal, la température d’une pastille
de combustible UQOy varie entre 500 °C (& l'extérieur de la pastille) & 1000 °C (au centre de la
pastille). Le gradient radial de température induit des contraintes internes spécifiques dans le
combustible. Dés les premiers cycles de fonctionnement, la pastille se fracture longitudinalement,
radialement et axialement. De plus, ces températures de fonctionnement induisent un gonflement
du combustible dont la forme tend alors vers une forme de "diabolo" (voir F1G. 2.3).

Afin de garantir la siireté des réacteurs nucléaires, les produits radioactifs présents dans le
réacteur sont enfermés dans trois barriéres de confinement successives :

— les gaines contenant les pastilles de combustible constituent la premiére barriére,
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2.1. LE CONTEXTE : ACCIDENT DE REACTIVITE DANS LES REACTEURS A EAU SOUS PRESSION

évidement
chanfrein

F1c. 2.2 — Coupe schématique d’une pastille de combustible (d’aprés Bailly et al. (1996)).

(b)

F1G. 2.3 — (a) Macrographie de pastille de combustible de réacteur a eau sous pression fissurée par
gradient thermique et (b) schéma de la forme de diabolo vers laquelle tend une pastille de combustible
sous effet des contraintes thermiques (d’aprés Bailly et al. (1996)).

— la cuve en acier contenant le coeur du réacteur constitue la deuxiéme barriére,
— l’enceinte en béton entourant le réacteur constitue la troisiéme barriére.

Un accident de réactivité (RIA) est un accident de dimensionnement correspondant a une éjection
de barre de controle limitant la réaction neutronique du cceur. Cette éjection entraine un transitoire
de puissance (i.e. une augmentation rapide, environ 10 ms, de la puissance locale) dans les assem-
blages combustibles. La montée en température du combustible est rapide, de I'ordre de 10* K/s.
Le combustible gonfle, se fragmente et vient pressuriser la gaine (interaction pastille-gaine, voir
F1G. 2.4). La pression des gaz contenus a l'intérieur de la gaine augmente aussi fortement et vient
s’ajouter au chargement sur la gaine. La gaine peut éventuellement se rompre (fortes sollicitations
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mécaniques et thermiques sur la gaine), ce qui correspond alors a la rupture de la premiére barriére
(dans ce cas éventuel, le combustible peut se disperser dans le circuit primaire) et peut conduire a
I’extension de ’accident de ceeur.

fonctionnement transitoire

normal de puissance
l%( B4 Po<@3<B
i - plis

secondaires
plis plis
" | primaires primaires
H

Fi1G. 2.4 — Schéma retracant ’évolution du jeu entre pastilles et gaine au cours de son utilisation
nominale et lors d’un transitoire de puissance (d’aprés Bailly et al. (1996)).

Afin de déterminer les sollicitations mécaniques sur la gaine durant un RIA, il est essentiel de
déterminer le comportement mécanique du combustible durant cet accident.

L’UO4 fortement irradié est un matériau a plusieurs populations de cavités (voir section 2.2).
Durant un RIA, les pressions dans les cavités (contenant des gaz de fission, essentiellement du Xenon
et du Krypton) augmentent fortement ainsi que la déformation d’origine thermique du matériau. Les
bulles intergranulaires (cavités situées aux joints de grain, voir section 2.2) peuvent alors percoler ;
les gaz de fission que ces bulles contiennent peuvent alors s’écouler librement & travers le matériau
et augmenter la pression des gaz sur la gaine. D’aprés Casanova (1998), la séparation des joints de
grain de 'UOy fortement irradié (dte a la coalescence des bulles intergranulaires) augmente avec
I’énergie injectée durant le transitoire de la périphérie de la pastille vers le centre de la pastille. La
Fi1G. 2.5 schématise, pour le combustible étudié, le phénoméne observé durant un RIA.

Ce travail propose un modéle microménique pour décrire le comportement mécanique du com-
bustible U5 fortement irradié et a haute température afin de pouvoir déterminer le gonflement et
la fissuration de ce matériau durant un RIA.

2.2 Le combustible U0, fortement irradié

Le matériau constitutif de ’étude est 'oxyde d’uranium UQOs fortement irradié. La microstruc-
ture d’un tel matériau est présentée en 2.2.1 puis quelques propriétés, essentiellement mécaniques,
du matériau vierge sont exposées en 2.2.2. Enfin, 'objectif de la thése est présenté en 2.2.3.
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2.2. LE COMBUSTIBLE UQy FORTEMENT IRRADIE

‘E (déformation thermique)

\° )G

l

F1G. 2.5 — Phénomeéne de gonflement et de fissuration du combustible lors d’un accident de réactivité.

2.2.1 Microstructure

L’oxyde d’uranium UQOs est une céramique poreuse. La taille des grains qui la constituent est
de l'ordre de 10 pm (suivant le taux de combustion, les conditions d’utilisation et de fabrication) :
e de l'ordre de 5 pm pour de 'UOs vierge d’aprés Olander (1976),
e de l'ordre de 10 pm pour de 'UO5 vierge d’aprés Dherbey et al. (2002),
e de lordre de 9 um pour de 'UO, irradié (28 GW j/T, GigaWatt jour par Tonne) pour
Kashibe et Une (1991),
e de l'ordre de 13 um pour de 'UO; fortement irradié (83 GW j/T) pour Kashibe et al. (1993),
etc...
L’oxyde d’uranium UQO- fortement irradié posséde principalement deux populations de cavités sa-
turées (i.e. sous pression) qui contiennent des gaz de fission. On parle alors de bulles. Dans la zone
centrale du combustible qui apparait en sombre sur la F1G. 2.6, on observe une forte concentration
de bulles intragranulaires (i.e. situées a l'intérieur des grains) ainsi qu’'une forte concentration de
bulles intergranulaires (i.e. situées aux joints de grains) sous forme de "chapelets" formant parfois
des tunnels (Bailly et al. (1996)).

Pour 'UO; fortement irradié¢ (83 GW j/T), Kashibe et al. (1993) montrent que les bulles in-
tragranulaires sont plutdt sphériques (voir aussi la F1G. 2.7) et de taille moyenne d’environ 4.7 nm
(diametre). Plus précisément, ils mettent en évidence des bulles intragranulaires de 2 nm de dia-
métre environ et d’autres bulles intragranulaires de 10 — 20 nm de diameétre. La concentration
moyenne des bulles intragranulaires donnée par Kashibe et al. (1993) pour ce matériau est de
4.410%% /m3 (nombre de bulles par unité de volume). Cela donne une fraction volumique (poro-
sité) d’environ 2.4 %. Une fois le matériau chauffé & 1800 °C pendant 5 h, Kashibe et al. (1993)
observent une taille moyenne de bulles intragranulaires de 800 nm environ, ce qui prouve le fort
gonflement des bulles intragranulaires lors d’une montée en température du combustible. L’étude
bibliographique de Losonen (2000) décrit 1’évolution de la taille et de la concentration des bulles
intragranulaires en fonction du taux de combustion (irradiation) et de la température.

D’aprés Kashibe et Une (1991), pour 'UQO; irradié a 28 GW j/T, les bulles intergranulaires
sont aplaties (forme lenticulaires), de longueur d’environ 229 nm en moyenne et couvrent environ
10.1 % de la surface des joints de grain. Ces bulles sont donc de taille beaucoup plus importante
que les bulles intragranulaires (facteur entre 10 et 100). Les F1G. 2.7 (b) et Fi1G. 2.8 sont des
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CHAPITRE 2. PROBLEME PHYSIQUE ET CHOIX DE MODELISATION

Zone centrale

Fic. 2.6 — Micrographies d’un combustible UOs irradié pendant 5 cycles annuels : visualisation de
la "zone sombre" (d’apres Bailly et al. (1996)).

exemples de micrographies mettant en évidence des bulles intergranulaires. La F1G. 2.9 montre une
micrographie et un schéma présentant des bulles intergranulaires dans le plan d’un joint de grain.

2.2.2 Propriétés thermomécaniques

Une étude bibliographique a permis de dégager les propriétés suivantes. Le but est de détermi-
ner les propriétés mécaniques de 'UQO; vierge (non irradié), si possible sans porosité de fabrication
(f =0), pour une taille de grain standard (de l'ordre de 10 pum) et & partir d’essais a faible vitesse
de déformation. Ces propriétés seront par la suite utilisées pour décrire le comportement élasto-
plastique de la phase matrice de 'UQO; irradié (sans porosités intergranulaires ni intragranulaires).

Propriétés élastiques Martin (1989) propose les lois empiriques suivantes (par comparaison a
des essais expérimentaux) concernant les propriétés élastiques de 'UQO; vierge (matériau isotrope) :

E =223(1 -25f)(1 —1.32107*T), (2.1)
~223(1 —2.5f)
©168(1 —2.25f)

pour des températures T en °C (T < 1500 °C) et des porosités de fabrication f entre 0 et 30 %.
E représente le module d’Young (en GPa) et v le coefficient de Poisson. Ces lois sont validées par
Gatt et al. (2005).

—1, (2.2)
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2.2. LE COMBUSTIBLE UQy FORTEMENT IRRADIE

bulle intergranulaire  bulle intragranulaire

F1G. 2.7 — Bulles intragranulaires : (a) UOq irradié a 38.8 GW j/T aprés rampe a 1200 °C' (Yagnik
et al. (2004)), (b) UOq irradié a 33 GW j/T porté a 2000 °K pendant 3 h environ (Dubourg et al.
(2005)) .

300 mn/1715°C

10 pm

F1G. 2.8 — Bulles intergranulaires : UOqy irradié a 25 GW j/T porté a 1700 °C pendant 300 min
environ (Zacharie et al. (1998)).

Contrainte maximale Pour 'UO; vierge (porosité de fabrication de 3 %, taille de grain de 8
pum), Canon et al. (1971) ont réalisé des essais de flexion 4 points pour différentes températures.
Nous retenons ici les essais réalisés a faible vitesse de déformation (2.6107° /s). Les valeurs des
contraintes maximales en traction en fonction de la température sont données sur la F1G. 2.10. Une
zone fragile (basses températures, rupture transgranulaire) et une zone ductile (hautes tempéra-
tures, rupture intergranulaire) sont mises en évidence. La température de transition fragile-ductile
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Intergranular
bubblcs

Surface of a
grain boundary

F1G. 2.9 — Bulles intergranulaires : (a) surface d’un joint de grain avec bulles intergranulaires
(Zacharie et al. (1998)), (b) bulles intergranulaires dans le plan d’un joint de grain (UOz porté a
1200 °C pendant 100 h Yagnik et al. (2004)).

est d’environ 1400 °C. Au dela de cette température, des déformations plus importantes sont rele-
vées (voir F1G. 2.10).

D’aprés Canon et al. (1971), Knudsen et al. (1960) proposent la loi empirique suivante obtenue
sur de 'UOy vierge a basse température (différentes porosités de fabrication, différentes tailles
de grain, T' = 25 °C) pour la dépendance de la contrainte maximale en traction a la porosité de
fabrication :

UTS =UTS(f =0)exp(—3.17f). (2.3)

Pour le domaine ductile (haute température), Canon et al. (1971) proposent la loi empirique sui-

vante : /423
1. 87000 '

O = 0.1 <§€Texp (W)) s (24)
avec R = 1.987 cal mole™ K=, T'en K, € en h™!, o, en MPa.
Il est & noter que la valeur de la contrainte maximale en compression et & basse température est
beaucoup plus élevée : Igata et Domoto (1972) donnent la loi suivante de contrainte maximale (pour
IPUOs vierge a différentes valeurs de f et de tailles de grains entre 5 et 10 pum) en compression
simple et pour T'= 20 °C :

0. = 1067 exp(—3.505f), (2.5)

en MPa. Extrapolé a f = 0, cette relation donne : o, = 1067 MPa.

2.2.3 Objectifs de la thése

La section 2.1 a rappelé l'intérét d’obtenir une loi de comportement évolutive et compléte
(jusqu’a la rupture) pour le combustible UO; lors d’un accident de réactivité. La section 2.2.1 a
montré que le combustible fortement irradié est un matériau granulaire avec plusieurs populations
de cavités sous pression. La section 2.2.2 a montré que pour de hautes températures (rencontrées
durant un accident de réactivité), le combustible est plutot ductile. Ces observations étant faites,
I'objectif de cette thése est d’obtenir un modéle micromécanique pour décrire le comportement
poroélastoplastique endommageable de I’'U Oy fortement irradié. Ce modéle doit prendre en compte
les différentes porosités, la morphologie des cavités et les pressions qui y régnent ainsi que le
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2.3. DEMARCHE PROPOSEE ET HYPOTHESES PRINCIPALES
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Fia. 2.10 — Résultats expérimentaur de Canon et al. (1971) (en traction, pour de 'UQOs vierge,
porosité de fabrication de 3 %, taille de grain de 8 pum, faible vitesse de déformation). Mise en
évidence d’une partie fragile (basse température) et d’une partie ductile (haute température).

comportement de la matrice d’UQO;y (sans cavité). Les différents parameétres du modeéle doivent
évoluer durant le chargement (essentiellement hydrostatique et d aux déformations thermiques)
afin de décire le caractére "évolutif" du matériau.

2.3 Démarche proposée et hypothéses principales

La démarche proposée afin de répondre aux objectifs visés est basée sur une approche multi-
échelle (méthodes d’homogénéisation) dont les résultats sont enrichis a posteriori & 1'aide de simu-
lations numeériques pour prendre en compte des effets coalescence/rupture.

2.3.1 Modélisation multi-échelle : endommagement ductile par croissance de
pores

La section 2.2.1 a montré que le combustible fortement irradié est un matériau avec deux
populations de cavités sous pression (bulles intergranulaires et bulles intragranulaires) de tailles
différentes. La section 2.2.2 a exposé les propriétés élastoplastiques du matériau (vierge et sans
cavité). Le modeéle doit donc prendre en compte :

— une matrice élastoplastique,

— la présence de petites bulles sphériques sous pression (bulles intragranulaires),
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— la présence de bulles aplaties sous pression (bulles intergranulaires) de plus grande taille que
les précédentes.

Les bulles intragranulaires (appelées aussi cavités a la petite échelle ou a la premiére échelle dans
ce document) étant trés petites par rapport aux bulles intergranulaires (appelées aussi cavités a
I’échelle supérieure ou a la deuxiéme échelle dans ce document), une hypothése de séparation
d’échelles est formulée. Les propriétés effectives sont d’abord déterminées sur un milieu composé
de la matrice élastoplastique et des petites bulles intragranulaires (premiére échelle). Le matériau
homogéne équivalent obtenu sert de matrice a ’échelle supérieure ot les bulles intergranulaires
sont ajoutées. Les propriétés effectives de ce matériau sont ensuite déterminées. Cette démarche
est schématisée sur la Fia. 2.11.

atrice initiale

bulle intragranulaire
(cavité a la petite échelle)

Premiére échelle 4,‘ Milieu homogéne équivalent

Deuxiéme échelle x 1 — ‘Milieu homogéne équivalent final

bulle )
mter_%ranulalre _
(cavité a ’échelle supérieure)

Fi1Gc. 2.11 — Démarche suivie pour obtenir le modéle micromécanique fournissant le comportement
élastoplastique endommageable du matériau de l’étude.

La matrice initiale est supposée isotrope et élastoplastique parfaite (critére de Von Mises). La
porosité des bulles intragranulaires est notée fj, et représente une porosité locale (rapport du volume
occupée par ces cavités sur le volume total occupé par la matrice initiale et ces cavités). La porosité
des bulles intergranulaires est notée f.. On note V' le domaine total, w; le domaine occupé par les
bulles intragranulaires et w, le domaine occupé par les bulles intergranulaires. Les porosités fp et
fe s’écrivent :

fo = %, (2.6)
fo= '|°;f|'. (2.7)

Les pressions dans les bulles intragranulaires et intergranulaires sont supposées uniformes et sont
notées respectivement py, et p.. Les bulles intragranulaires sont supposées sphériques. Les
bulles intergranulaires sont supposées ellipsoidales aplaties ("oblate", de révolution
autour de leur petit axe) et orientées aléatoirement. Leur nombre est assez important
pour supposer que le comportement global (ou effectif) du matériau est isotrope.

Deux étapes d’homogénéisation sont nécessaires (premiére échelle et deuxiéme échelle). Les proprié-
tés élastiques et plastiques sont déterminées séparemment et I’hypothése de partition des déforma-
tions élastiques et plastiques est utilisée : des méthodes d’homogénéisation linéaires sont utilisées
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pour la partie élastique et des méthodes d’homogénéisation non linéaires sont utilisées pour la par-
tie plastique. Le comportement plastique revient & déterminer la surface de plasticité du matériau
effectif. L’évolution des paramétres internes (porosités, forme des cavités) conditionne I’endomma-
gement par croissance de cavités. Le paragraphe suivant rappelle, de facon générale, les équations
d’homogénéisation pour les matériaux poreux (systémes a résoudre, approches variationnelles).

Rappels généraux d’homogénéisation pour les matériaux poreux On considére dans ce
paragraphe un domaine V' constitué d’une matrice et de cavités (domaine w,, porosité f.) drainées
(pressions nulles dans les cavités). La matrice suit un potentiel de dissipation (&) tel que, en
chaque point de la matrice :
_ 9

o=
Deux types de conditions sont classiquement appliquées sur le bord du domaine V.
Les conditions de taux de déformation homogéne au bord s’écrivent, avec © le champ de
vitesse et E imposé (appelé taux de déformation effectif ou macroscopique) :

(2.8)

w=FE.xsur dV. (2.9)

Ainsi le systéme a résoudre sur V' s’écrit :

azaidans V — we,

(2.10)

[
div(e) =0 dans V — w, et o - N = 0 sur dw,, IN normale au pore considéré,
u=F- xsur JV.

La contrainte effective ou macroscopique X est définie par (1 — f€)<a>V—we' On peut montrer que
E = ‘—‘1/‘ Jov $(w® N+ N ®1)dS (voir par exemple Leblond (2003)). Le vecteur N est la normale
sortante de V. En prolongeant les champs de contrainte par 0 dans w, et en prolongeant les champs
de vitesse dans w, de fagon & étre différentiables et continus dans V', on peut écrire (voir Leblond

(2003)) :

Y= (o) (2.11)
et )
=), (2.12)
ou & = e(u). L’écriture variationnelle de ce probléme est :
OT(E)= inf (1— f){o(e(®))y_p., KE)={v|v=E zsurdV} (2.13)
v eK(E)

la contrainte effective X et le taux de déformation effectif E issus du probléme précédent (a taux
de déformation homogene au bord) vérifient :

+
5 - %. (2.14)

Le potentiel en contrainte dual de ®T est noté U et vaut :

H(E) = ;neg‘(l — f)W(T))y ., S={7|divt =0dansV —w, et ¥ = (1)}, (2.15)

en notant 1 le potentiel dual de ¢.
Les conditions de contrainte homogéne au bord s’écrivent, avec 3 imposé :

o-N =3%-N sur JV, N normale sortante de V. (2.16)
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Ainsi le systéme a résoudre sur V' s’écrit :

azaidans V —we,

(2.17)

[
div(e) =0 dans V — w, et 0 - N = 0 sur dw,, IN normale au pore considéré,
o-N =N sur 9V, N normale sortante de V.

Le taux de déformation effectif ou macroscopique est défini par E = ‘—‘% J. oV %(u ®@ N+ N @u)dsS.

On peut montrer que la contrainte effective vaut alors ¥ = (1 — f.){o)y,_,, . On utilise les mémes
prolongements que précédemment et on obtient de nouveau les équations de moyenne (2.11) et
(2.12). L’écriture variationnelle de ce probléme est :

V()= inf (I-f)((T)y_ ., SE)={r|[divr =0dansV —w, et 7-N =X-N sur 9V };

TES(X)
(2.18)
la contrainte effective ¥ et le taux de déformation effectif E issus du probléme précédent (a
contrainte homogéne au bord) vérifient :

E = a;'—z_. (2.19)
Le potentiel en taux de déformation dual de W~ est noté &~ et vaut :
O~(E) = inf (1= fo){e(e(®)y o, K={0]E = (e(®))}. (2.20)
Le potentiel de dissipation effectif ®(E) solution est encadré par (Willis (1989)) :
d(E) < O(E) <o (E) (2.21)
et son potentiel dual ¥(X) est encadré par :
UH(E) < YD) < (3). (2.22)

Ces résultats seront grandement utilisés dans la suite de ce travail.

Remarque 2.1 (Cas saturé) Dans le cas ou les cavités w, sont saturées (pression p dans
les cavités), il suffit de prolonger les champs de contrainte par —pI dans w.. Ensuite,
il convient de remplacer, dans les écritures variationnelles (1 — fe)(w(e()))y_,, par
(p(e(v)))y, avec (IN normale rentrant dans le pore considéré) :

Ple@y == Felelo))y o~ [ po-Nas

= (L= f){e(e@))y_y, + fe(=pTr(e(®)))y,

(2.23)

2.3.2 Enrichissement a 1’échelle macroscopique : prise en compte de la coales-
cence

Les modéles d’homogénéisation (méthodes de changement d’échelle) dont les principes variation-
nels sont rappelés ci-dessus conduisent dans ce travail a ’élaboration d’un modéle élastoplastique
endommageable pour un matériau poreux & deux populations de cavités saturées. Le modéle obtenu
est capable de décrire 'endommagement du matériau par croissance des cavités (bulles) mais il est
incapable de décrire la coalescence des cavités conduisant & la ruine totale du matériau. L’idée est
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d’effectuer des simulations numériques et d’enrichir a posteriori le modéle élastoplastique endom-
mageable afin de tenir compte de la coalescence.

Les simulations numériques sont effectuées sur des cellules périodiques partitionnées en cellules de
Voronoi (les grains, voir F1G. 2.12) et en utilisant les propriétés mécanique de 'UQO; présentées en
2.2.2. Ces grains sont discrétisés et des modéles de zones cohésives (lois de traction-séparation des
mailles) sont introduits aux joints de grains afin de simuler la fissuration intergranulaire. Des pré-
fissures représentant les bulles intergranulaires sont placées aléatoirement sur les joints de grains.
Un chargement hydrostatique est appliqué sur la cellule (chargement essentiellement d’origine ther-
mique et donc hydrostatique lors d’un accident de réactivité). Les courbes contrainte-déformation
obtenues par ses simulatons numériques mettent en évidence ’apparition de la coalescence et le
début de la ruine du matériau. La modification a posteriori du modéle élastoplastique endomma-
geable obtenu par ’approche multi-échelle consiste a accélérer la porosité intergranulaire dés le
début de la coalescence observée sur les simulations numériques. Cette accélération de la porosité
intergranulaire permet de décrire in fine la ruine du matériau de fagon phénoménologique dans le
modéle élastoplastique endommageable complet.

FiG. 2.12 — Simulations numériques effectuées sur des cellules périodiques partitionnées en cellules
de Voronoi (les grains). Ces grains sont discrétisés et des modéles de zones cohésives (lois de
traction-séparation des mailles) sont introduits auzx joints de grains afin de simuler la fissuration
intergranulaire.

Toute la partie suivante est dédiée a la détermination de la surface de plasticité pour le modéle
élastoplastique endommageable. Concernant ’élaboration du modéle, cette partie constitue le point
difficile (mécanique non linéaire). Les simulations numériques abordées dans cette section seront
détaillées dans la partie III.
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Deuxiéme partie

Surface de plasticité
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Chapitre 3

Matériaux poreux avec une seule
population de cavités

L’endommagement des matériaux ductiles est lié a la présence de micro-cavités au sein du maté-
riau qui croissent jusqu’a former une fissure macroscopique (Chaboche et al. (2001)). La modélisa-
tion de cet endommagement peut se faire en partie & partir du critére de plasticité macroscopique
du matériau poreux. Ce chapitre traite des surfaces de plasticité effectives (ou macroscopiques)
d’un milieu poreux constitué d’une matrice et d’'une unique population de cavités.

Deux fagons différentes d’obtenir pour un tel matériau des bornes supérieures pour le critére de
plasticité sont utilisées.

— D’un coté, I'approche de "type Gurson" consiste a utiliser le principe variationnel (équations
(2.13) et (2.21)) en choisissant un champ de vitesse précis en hydrostatique mais peu perti-
nent en cisaillement. La borne supérieure obtenue par cette approche s’avére pertinente en
hydrostatique mais trop majorante en cisaillement.

— D’un autre coté, I'utilisation du principe variationnel de Ponte Castaneda (1991) (équivalent
a la méthode sécante modifiée, voir Suquet (1995) et Ponte Castaneda et Suquet (1998)) avec
un composite linéaire de comparaison identique au composite non linéaire (voir 3.1.2) per-
met d’obtenir une borne supérieure pour le critére de plasticité. Contrairement & I'approche
précédente, cette borne supérieure s’avére pertinente en cisaillement mais trop majorante en
hydrostatique.

Ainsi, ces deux approches sont simultanément mises en ceuvre afin d’exhiber une estimation perti-
nente & la fois en hydrostatique et en cisaillement.

Remarque 3.1 (Généralité du résultat de Ponte Castaneda (1991)) La premiére ap-
proche (approche de type Gurson) est une borne supérieure pour une cellule élémentaire
contenant une seule cavité et, par extension, est aussi une borne supérieure pour ’as-
semblage de Hashin de cellules élémentaires contenant chacune une cavité. La seconde
approche (approche variationnelle de Ponte Castaneda (1991)) est plus générale : elle
constitue une borne supérieure pour toute microstructure isotrope. Cette remarque est
détaillée dans la suite de ce chapitre.

Tout d’abord, une analyse bibliographique présente les critéres de plasticité disponibles dans le cas
des cavités sphériques et obtenus par 'intermédiaire de I’approche de type Gurson ou de I’approche
variationnelle de Ponte Castaneda (1991) (avec deux phases pour le composite linéaire de compa-
raison). Des estimations issues de la comparaison entre les deux approches précédentes sont aussi
présentées.

Le cas des cavités ellipsoidales aplaties et alignées est ensuite traité dans ce travail par I'intermé-
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diaire d’une approche de type Gurson (en utilisant le champ de vitesse de Gologanu et al. (1994)).
Une borne supérieure est obtenue et une estimation est proposée. Ce point constitue une étape
intermédiaire pour traiter le cas des cavités ellipsoidales aplaties et orientées aléatoirement dans le
matériau (orientations équiprobables).

Ce dernier cas est étudié dans la derniére section du chapitre. De nouveau, une borne supérieure
et une estimation sont obtenues en opérant une "moyenne sur les orientations" de la borne supé-
rieure et de l'estimation précédentes. Cette nouvelle borne supérieure conduit, par un traitement
numérique, & un critére qui s’avére plus pertinent en hydrostatique (resp. moins pertinent en ci-
saillement) que celui obtenu par l’approche variationnelle de Ponte Castaneda (1991) (avec deux
phases pour le composite linéaire de comparaison). La nouvelle estimation proposée correspond a
un critére analytique et tire le meilleur parti des deux approches : elle est proche, en hydrostatique,
de la borne supérieure issue de ’approche de type Gurson et proche, en cisaillement, de la borne
supérieure issue de I'approche variationnelle de Ponte Castaneda (1991).

3.1 Cavités sphériques : rappels

Cette section rappelle les surfaces de plasticité obtenues via I’étude d’un milieu poreux constitué
d’une matrice et d’une unique population de cavités sphériques.
3.1.1 Critére de Gurson

Le critére le plus utilisé est celui de Gurson (1977), obtenu a partir de I’analyse d’une sphére
creuse chargée sur sa face externe. Il s’écrit :

2
<Eeq> + 2f cosh <§2—> —1-f*=0. (3.1)
0o

g0

Il s’agit d’un critére non elliptique en ¥, et X,,. Il dépend de la porosité f des cavités et de og la
contrainte d’écoulement en traction de la matrice saine (sans porosité). La démarche aboutissant
a ce critére a été grandement améliorée par Perrin (1992) (voir aussi Leblond (2003) ou Chaboche
et al. (2001)) et les étapes essentielles sont rappelées ici afin de présenter le potentiel de dissipation
associé a ce critére.

Le volume élémentaire considéré (domaine Q) est une sphére creuse de rayons interne et externe
notés respectivement a; et ag (voir F1G. 3.1). Des conditions de taux de déformation homogeéne
au bord, & = E - x, sont appliquées sur la surface externe du volume élémentaire. La matrice
(domaine Q2 —w) est rigide plastique parfaite de contrainte d’écoulement en traction og. Le potentiel
de dissipation de la matrice s’écrit :

0(€) = 00 Eeq- (3.2)

Le champ de vitesse dans la matrice initialement proposé¢ par Gurson (1977), noté 07, se
décompose en une partie correspondant a4 un changement de volume de la cavité sans changement
de forme et une partie correspondant & un changement de forme de la cavité sans changement de

volume : X

X . .Qa .
09(E) = EmT—geT + Ey-x. (3.3)

L’utilisation du principe variationnel (équations (2.13) et (2.21)) avec ce champ de vitesse permet
de majorer le potentiel de dissipation effectif :

d(E) < L

S Jo o(e()) dQ—‘Q’ . 0/0 0/ Eeqr? sin 6 dr df do (3.4)
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F1G. 3.1 — Sphére creuse.

avec € = e(v ) et r, 8, ¢ les coordonnées sphériques. L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit alors :

o(E) < E;' \/ / Qj /6 052 ds dr (3.5)

avec S(r) = 4mr? et dS = r?sinfdfd¢. Le calcul de E? et I'introduction d’un changement de
variable (y = (r/az)?) conduisent & :

. ) L [4E2 .
B(E) < ¢ (E) = o / P2 dy, (3.6)
f

avec f = (a1/az)? la porosité du domaine considéré.

Les contraintes effectives hydrostatique et équivalente dérivant de <I>G(E) vérifient alors le critére de
Gurson (1977) rappelé en (3.1) (les calculs détaillés sont donnés par exemple dans Leblond (2003)
ou, dans un cas plus général, dans Garajeu et Suquet (1997)).

Il est intéressant de noter que le critére de Gurson est une borne supérieure pour le probléme de
la sphére creuse. Par reproduction de motifs, il est aussi une borne supérieure pour un assemblage
de Hashin (voir F1G. 3.2) de sphéres creuses autosemblables (voir par exemple la démonstration de
Garajeu (1995) pour la construction d’'un champ de vitesse cinématiquement admissible sur 'as-
semblage & partir d’un champ de vitesse cinématiquement admissible sur la sphére creuse unitaire).
Le point purement équivalent (ou purement déviatorique) donné par le critére de Gurson (1977)
correspond a la borne supérieure de type Voigt, i.e. oo(1 — f).

Le point purement hydrostatique donné par le critére de Gurson (1977) correspond a la solution
exacte du probléme de la sphére creuse soumise & un chargement hydrostatique homogéne sur sa

surface externe (en taux de déformation ou en contrainte, voir par exemple Leblond (2003) ou
Michel et Suquet (1992)).

3.1.2 Critéres elliptiques

Ponte Castanieda (1991) a proposé le critére suivant & partir d’un principe variationnel générique
appliqué au cas d’une distribution isotrope de pores dans une matrice rigide plastique parfaite :

e T e 5.1)

Il s’agit d'un critére elliptique en ¥, et en 3,,. Comme dans le cas du critére de Gurson, ce critére
dépend de la porosité f des cavités et de o( la contrainte d’écoulement en traction de la matrice
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o
(o
o

Fic. 3.2 — Empilement de Hashin de sphéres creuses autosemblables.

saine.

Le principe variationnel de Ponte Castaneda (1991), mis en ceuvre pour aboutir & ce critére el-
liptique, est équivalent a la "méthode sécante modifiée" de Suquet (1995) et Ponte Castaneda et
Suquet (1998) (voir aussi Bornert et Suquet (2001)). Il revient a remplacer le milieu hétérogéne
réél non linéaire par un composite linéaire de comparaison (CLC) dont les propriétés de chaque
phase vérifient un systéme d’équations non linéaires et dont les propriétés effectives sont aisément
calculables. Le résultat final de la méthode variationnelle de Ponte Castaneda (1991) (ou de fagon
équivalente de la méthode sécante modifiée) utilisé pour aboutir au critére elliptique (3.7) peut
étre interprété de la maniére suivante. En remplacant les modules sécants Cy.(€ ® €) qui varient
d’un point a 'autre dans la matrice (domaine M) par un module uniforme Cj((€ ® €),,) calculé
a partir du second moment (¢ ® €),, du champ de vitesse de déformation, on obtient un compo-
site linéaire de comparaison dont la raideur est une borne supérieure rigoureuse pour le composite
non linéaire. Autrement dit, le critére elliptique (3.7) est obtenu en considérant un composite li-
néaire de comparaison a deux phases : une phase de cavité dans une matrice de module uniforme
Cci((€ ® €),) calculé a partir du second moment (¢ ® €),, du taux de déformation dans le CLC.
On montre que pour chaque taux de déformation macroscopique donné E, la raideur effective du
CLC majore la raideur sécante du composite non linéaire. Les équations ci-dessous reprennent de
fagon plus détaillée cette interprétation.

Le probleéme & résoudre conduisant au critére (3.7) s’écrit en taux de déformation homogeéne au
bord sur le domaine V' (milieu poreux) :

Entrée : E, résoudre :
o(x) = g—i(m,é(m)), avec p(€) = 0p€eq, VI € M, (3.8)
ocSecté e K(E) (Set K(E) définis en (2.15) et (2.13)).

La contrainte effective issue de ce probléme vaut ¥ = (o). Le module sécant, C, permet de
réécrire la deuxiéme ligne de (3.8) sous la forme :

o(x) = Csu(x,é(x)) : é(x), YV eM (3.9)

et la méthode sécante modifiée, telle qu’utilisée pour obtenir le critére (3.7), conduit au systéme
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suivant formé d’un probléme non linéaire couplé avec un probléme linéaire :

Entrée : E.
Trouver C}. et (¢ ® &), tels que :
C¢1) =Cst((E®E) ) N

1 . ocym™ .
ERE) )y, = E:——:FE
E@En =17 f 7 oc,

Probléme non linéaire :

Résoudre : (3.10)

o(x)=Cl:é(x) Yz €M,

ocSectéc KE)

(S et K(E) définis en (2.15) et (2.13)).

La contrainte effective issue du probléme linéaire vaut 3 = ngm - E.

Probléme linéaire :

L’équation de (3.10) donnant (¢ ® €),, est valable pour tout composite linéaire (voir Ponte Cas-
taneda et Suquet (1998), Bornert et Suquet (2001)). Le CLC est ici composé de 2 phases (la phase
matrice et les cavités) et posséde la méme géométrie que le milieu non linéaire. La phase matrice
du CLC a un tenseur de raideur noté C} et le tenseur de raideur effectif du CLC est noté Co™.
Le probléme (3.10) fait clairement apparaitre l'interprétation finale de ’approche variationnelle de
Ponte Castaneda (1991), a savoir que le module sécant Cy (€ ® €) est remplacé par un module
uniforme Cj((é€ ® €),,) calculé a partir du second moment (€ ® €),, du taux de déformation dans
le CLC. Si C’Z"m correspond & une borne supérieure des propriétés effectives du CLC alors la so-
lution du probléme (3.10) est aussi une borne supérieure. Afin d’obtenir le critére (3.7), la borne
supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) est utilisée pour C1o™,

Il est intéressant de noter que le critére (3.7) de Ponte Castaneda (1991) est une borne supérieure
pour tout milieu poreux macroscopiquement isotrope et constitué d’une matrice rigide plastique
parfaite.

Le point purement équivalent (ou purement déviatorique) donné par le critére (3.7) de Ponte Cas-

taneda (1991) vaut oo(1 — f)/4/1 + %f, ce qui améliore la borne supérieure de type Voigt.

Le point purement hydrostatique donné par le critére (3.7) majore grandement (& faible porosité)
la solution exacte de la sphére creuse soumise & un chargement hydrostatique homogéne sur sa face
externe. Ainsi, Michel et Suquet (1992) ont proposé de modifier le terme en ¥, dans le critére (3.7)
afin de retrouver cette solution exacte. Le critére de Michel et Suquet (1992) (appelé "modeéle de
sphére creuse") s’écrit :

(1+§f)<izq>2+§ <in?fj)c>2<‘:—’0”>2—(1—f)2:0. (3.11)

La FiG. 3.3 illustre la différence de "forme" entre ces critéres elliptiques et le critére de Gurson.
La forme du critére conditionne I’évolution de la triaxialité du taux de déformation avec celle
des contraintes (voir F1G. 3.4) et, par la méme, le taux de croissance des cavités (directement
relié & la partie hydrostatique du taux de déformation, voir la section 6.3). Ainsi, afin d’avoir
une bonne prédiction du taux de croissance des cavités, il est donc nécessaire d’avoir une bonne
estimation de la "forme" du critére. Le modéle de Gurson donne une partie hydrostatique du taux
de déformation macroscopique plus importante que celle donnée par le modéle de sphére creuse de
Michel et Suquet (1992) et prévoit donc un taux de croissance des cavités plus important ; ce qui est
plus en adéquation avec les simulations numériques et les résultats expérimentaux (voir Chaboche
et al. (2001)). Ainsi, le modéle de Gurson est retenu dans la suite.

La F1aG. 3.3 illustre aussi le fait que le critére de Gurson viole la borne supérieure de Ponte Castatieda
(1991) pour un chargement purement équivalent (ou purement déviatorique). Ce point est discuté
a la section 3.1.4 ou les modifications de type GTN du critére de Gurson sont abordées.
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oo —==

FiG. 3.3 — Critéres de plasticité : Trait plein noir : critere de Gurson. Trait plein gris : critére de
Ponte Castanieda (1991) (relation (3.7)). Trait discontinu noir : modéle de sphére creuse de Michel
et Suquet (1992) (relation (3.11)). Porosité : f = 0.05. Illustration de la différence de "forme"
entre les critéres elliptiques de Ponte Castaneda (1991) ou de Michel et Suquet (1992) et le critére
non elliptique de Gurson. Le critére de Gurson viole la borne supérieure de Ponte Castaneda (1991)
pour un chargement purement équivalent (ou purement déviatorique), mais reste intérieur a la borne
supérieure de Ponte Castaneda (1991) pour un chargement purement hydrostatique.

Yeq
g0

éGurson

~Gurson -elli
€m €m

~Gurson ~elli
eeq geq

F1G. 3.4 — Importance de la "forme" du critére de plasticité sur le taux de déformation macrosco-
pique & (porosité f = 0.01). Trait plein : critére de Gurson. Trait discontinu : modéle de sphére
creuse de Michel et Suquet (1992) (relation (3.11)).

3.1.3 Meéthode sécante modifiée (approche variationnelle) & N phases

Afin de réunir les avantages des deux démarches précédentes, a savoir, le fait que la borne
supérieure due a 'approche de Gurson est pertinente dans le cas d’un chargement purement hy-
drostatique (solution exacte de la sphére creuse soumise a un chargement hydrostatique homogéne
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sur sa face externe) et que la borne supérieure due a 'approche variationnelle de Ponte Castafieda
(1991), relation (3.7), est pertinente dans le cas d’un chargement purement déviatorique, Bilger
et al. (2002) proposent approche dite "N phases" détaillée ci-dessous.

Bilger et al. (2002) utilisent la méthode sécante modifiée en découpant fictivement la matrice en
N phases : au final, cela revient a remplacer Csc¢(€ ® €) par un module C((€ ® €)g ) uniforme
dans chacune des phases r (domaines €,.) issues du découpage de la matrice. L’objectif de Bilger
et al. (2002) est de prendre en compte I'hétérogénéité radiale du champ de déformation dans la
matrice pour le calcul de Cg. Le CLC est alors composé de N sphéres concentriques : la phase
1 correspond aux cavités et les N — 1 autres phases correspondent au "découpage" radial de la
matrice M, voir F1G. F.1. Chaque phase r (2 < r < N) du CLC a un tenseur de raideur noté C7, et
une fraction volumique notée f,. Le tenseur de raideur effectif du CLC est noté Cgom. L’application
de la méthode sécante modifiée conduit au systéme suivant :

Entrée : E.
Trouver C et (€ ® &) , V7 (2 <7 < N), tels que :
C,=Csa((é® é>Q,.)

1 Behom

€8, =7 e

Probléme non linéaire :

 E

Résoudre : (3.12)

ox)=C):é(x), Ve e€Q,, Vr(2<r<N)
ocSeté e K(E)

(S et K(E) définis en (2.15) et (2.13)).

La contrainte effective issue du probléme linéaire vaut X = Ch™ : E.

Probléme linéaire :

La matrice étant rigide plastique parfaite et le milieu effectif étant supposé isotrope, le probléme
(3.12) peut se réécrire de la fagon suivante (voir Bilger et al. (2002)) :

Entrées : E et T';
répéter
Vr(2<r<N):

E2 o hom hom \ 2 8khom
<€.gq>Q _ €q :u'o + 3 (TMZ > o :
e\ Ouy kgem ) Oy
r g0
Mo = 2 ;
3 <€€q>r

Jjusqu’a convergence sur <égq>ﬂr et py, Vr(2<r<N);

Sorties : ¥y = 3uﬁ}°mEeq et Xy, = T3,

ou T est le taux de triaxialité macroscopique des contraintes. Bilger et al. (2002) étudient un
milieu composé d'un assemblage de Hashin de sphére creuses autosemblables (voir F1G. 3.2) et
choisissent un CLC de méme géométrie que le milieu étudié et en incluant le découpage de chaque
sphére. L’estimation autocohérente ou la borne supérieure de Hervé et Zaoui (1993) sont utilisées
pour déterminer les propriétés effectives du CLC. Le critére de plasticité associé n’est pas décrit

hom
analytiquement et le systéme précédent est résolu par un algorithme de point fixe. Les termes agZ =
o
hom
et a’éor sont déterminés numériquement par un développement a ’ordre 1.
15

La F1G. 3.5 compare, pour une porosité donnée, les critéres de Gurson (1977) et de 'approche de
Bilger et al. (2002). Le point hydrostatique obtenu avec 1’approche de Bilger et al. (2002) tend vers
le point hydrostatique du critére de Gurson lorsque le nombre N de phases augmente et donc vers la
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solution exacte du probléme de sphére creuse. Cela s’explique de la fagon suivante. Dun coté, afin
d’aboutir au critére de Gurson, l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (3.5) revient, au
final, & utiliser un égq uniforme dans chaque couche concentrique paramétrée par r en coordonnées
sphériques et entourant la cavité centrale. D’un autre cété, la méthode sécante modifiée utilisée
par Bilger et al. (2002) revient a remplacer, au final, le module sécant Cs.(é ® €) par un module
Csct((é¢ ® €),) uniforme dans chaque phase r et qui vaut dans ce cas C sct(<é2q>r) dans chaque

phase r. Ainsi, a la limite (N — 400), ces deux approches sont équivalentes en hydrostatique.

0 —\

F1G. 3.5 — Critéres de plasticité : Trait plein noir : critére de Gurson (relation (3.1)). Trait dis-
continu gris : approche de Bilger et al. (2002) (probléeme (3.12)) pour N =2, N = 3, N = 6,
N = 21. Porosité f = 0.05 : le point hydrostatique obtenu avec l’approche de Bilger et al. (2002)
tend wvers le point hydrostatique du critére de Gurson (solution exacte de la sphére creuse chargée
hydrostatiquement sur sa face externe) lorsque le nombre de phases N augmente.

Le tableau ci-dessous regroupe les propriétés essentielles des modéles précédents :

Modéle Bon en hydro- | Bon en dévia- | Bon taux de | Analytique

statique pur torique pur croissance des
cavités

Gurson (Gurson | oui non oui oui

(1977))

Variationnel non oui non oui

(Ponte Cas-

taneda (1991))

Sphére creuse | oui oui non oui

(Michel et Su-

quet (1992))

N phases (Bilger | oui oui oui non

et al. (2002))

Le tableau ci-dessus montre que la meilleure estimation non nécessairement analytique est celle
obtenue avec le modeéle N phases. Le modéle de Gurson constitue la meilleure estimation analytique
sous réserve de modification de son "point équivalent" (ou déviatorique). C’est 'objet de la section
suivante 3.1.4.
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3.1.4 Modifications de type GTN du critére de Gurson

Différentes modifications ont été apportées dans la littérature au critére initial de Gurson (1977).
La plus connue de ses différentes modifications est le critére "GTN" (Gurson, Tvergaard, Needle-
man) :

Yoo\ 2 3%,
q3 <—q> + 2¢1 f cosh (——) —1-— (qlf)2 =0 (3.13)
o) 2 o9

Les paramétres g1 et g3 sont introduits afin, d’'une part, de donner un meilleur accord entre le
critére initial de Gurson et différentes simulations numériques par éléments finis (qui, pour d’autres
géométries que celle d’une sphére creuse et essentiellement pour une contrainte effective hydrosta-
tique, font apparaitre le phénomeéne de localisation de la déformation) et, d’autre part, d’améliorer
le point équivalent (déviatorique pur) du critére initial de Gurson (i.e. la borne supérieure de Voigt
comme signalé en 3.1.1).

Les valeurs de ¢; différent selon les auteurs et les approches :

e ¢1 = 1 pour le critére initial de Gurson (approche théorique exposée en 3.1.1),

e ¢1 = 1.5 pour Tvergaard (1982) (comparaison & des simulations numériques par éléments
finis),

e ¢ = 1.25 pour Koplik et Needleman (1988) (comparaison a des simulations numériques par
éléments finis),

e ¢1 ~ 1.47 pour Perrin et Leblond (1990) (approche théorique : modéle autocohérent basé sur
le probléme de la sphére creuse placée dans un milieu infini lui méme obéissant au critére
GTN et sous chargement hydrostatique).

La valeur de ¢; conseillée par Chaboche et al. (2001) est de 1.25. Cette valeur est intermédiaire
entre la valeur g1 = 1 (correspondant & la solution dans le cas d’une cellule unitaire sphérique
chargée en hydrostatique) et la valeur ¢; = 1.5 de Tvergaard (simulations numériques effectuées
sur une cellule axisymétrique cylindrique contenant une cavité sphérique en son centre). Cette va-
leur de g1 = 1.25 semble aussi étre en accord avec les simulations numériques par transformée de
Fourier rapide (méthode FFT exposée en 4.6.1) effectuées par Bilger (2003) sur un volume élémen-
taire représentatif contenant un grand nombre de cavités sphériques distribuées aléatoirement (le
point hydrostatique des simulations numériques de Bilger (2003) est proche du critére GTN avec
q1 = 1.25). Cette valeur est donc retenue par la suite.

Afin de mettre en adéquation le critére initial de Gurson (1977) et la borne de Ponte Castafnieda
(1991) pour un chargement purement équivalent (déviatorique pur), Leblond et al. (1994) intro-
duisent la fonction gs(f) suivante : g3(f) = 1+ % f. Cette fonction est définie pour le cas ¢; = 1.
Une fonction ¢3(f) a été proposée par Garajeu (1995) afin d’abaisser le point équivalent du critére
initial de Gurson (1977) tout en conservant, quel que soit le taux de triaxialité, le statut de borne
supérieure sur le probléme de la sphére creuse. Le point équivalent obtenu est encore supérieur a
la borne supérieure de Ponte Castafieda (1991). La fonction ¢3(f) de Gardjeu (1995) vaut :

-1

1 f

= — , 3.14
©) =\ T=F ~ Gepich ; 8A-FFEa7 (3.14)
5 5(16+1957/3)
Dans ce travail, nous retenons la valeur g1 = 1.25 et nous proposons une extension de la

fonction ¢3(f) de Leblond et al. (1994) adapté au cas ¢ = 1.25 et qui permet de retrouver,
dans le cas d’un chargement purement équivalent (purement déviatorique), la borne supérieure

2 2

de Ponte Castaneda (1991) : <i—‘zq) = (i[-;-g)f . Ainsi, les valeurs de ¢; et de g3 retenues pour la
3

présente étude permettent de retrouver, dans le cas d’un chargement purement équivalent, la borne

supérieure de Ponte Castaneda (1991) et, dans le cas d’un chargement purement hydrostatique,
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F1G. 3.6 — Domaine étudié par Gologanu et al. (1994).

la valeur de la contrainte hydrostatique en accord avec les simulations numériques présentées ci-
dessus :

¢ =125 (3.15)

(I_Q1f)2‘
(1-1)?

Par la suite, ce critére approché est appelé "critére de Gurson modifié".

a(f) = (1 n §f> (3.16)

3.2 Cayvités ellipsoidales aplaties et alignées

Cette section traite de surfaces de plasticité pour un milieu poreux constitué d’une matrice
rigide plastique parfaite avec critére de Von Mises et d’une unique population de cavités ellipsoi-
dales aplaties alignées. Tout d’abord, le critére de Gologanu et al. (1994) est rappelé. Il s’agit d'un
critére de type Gurson. Puis, une borne supérieure et une estimation sont proposées par extension
de la démarche de Gologanu et al. (1994) & un taux de déformation effectif qui n’est plus seule-
ment axisymétrique. Cette section constitue une étape intermédiaire pour traiter le cas des cavités
ellipsoidales aplaties et orientées aléatoirement dans la matrice (voir F1G. 3.8, cas traité en 3.3).

3.2.1 Critéres de type Gurson (rappels)

Le cas des cavités ellipsoidales aplaties et alignées a été étudié par Gologanu et al. (1994). Pour
lessentiel, ces auteurs étudient un volume € ellipsoidal aplati ("oblate") contenant en son centre
une cavité ellipsoidale oblate (domaine w) de mémes axes que le domaine Q. Les deux ellipsoides
2 et w sont confocaux (mémes foyers). La géométrie est schématisée sur la F1G. 3.6. La matrice
(domaine © — w) est supposée rigide plastique parfaite (contrainte limite d’écoulement en traction
09). Des conditions de taux de déformation homogéne au bord (noté E) sont appliquées avec un
taux de déformation effectif E axisymétrique, d’axe 'axe de révolution des ellipsoides Q et w.

Les demi-axes de w (respectivement 2) sont notés a; et by (respectivement as et ba) comme
illustré sur la Fic. 3.6. La demi-distance focale est notée ¢ et vaut :

c= /0 —at = /1 —a}. (3.17)

Les coordonnées cartésiennes (z,y,2) (base (e, ey, e)), cylindriques (p,¢,2) (base (e, ey, e.))
et elliptiques (X, 3,¢) (base (ex,eg,ey)) sont utilisées. L'axe des z est I’axe de révolution des
ellipsoides ) et w. Les notations suivantes sont introduites :
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p=ccoshAsinfB, ¢=¢, 2z=csinhA cosp,

A€ 0,400, pe€[0,n], ¢€]0,2n],

f = (a1b?)/(ab3) (porosité), (3.18)
a=csinh\, b=ccoshA

ea = c/ba, €1 = c/by, (excentricités).

Les surfaces a A constant sont des ellipsoides confocaux dont les foyers sont situés sur un cercle
(défini par p = ¢, z = 0) et dont les demi-axes mineur et majeur valent respectivement a = ¢ sinh A
et b = ¢ cosh A. Le rapport e = ¢/b est prescrit. La matrice (domaine Q0 — w) est délimitée par les
surfaces & A\ et Ay constants.

Remarque 3.2 (Cas des fissures) Le cas oul w est une fissure (a; = 0) est obtenu pour
f =0, e; =1 et ey arbitraire.

Le champ de vitesse incompressible dans la matrice utilisé par Gologanu et al. (1994) s’écrit :

99 = Av) 4+ BouB)  avec
v =R(\) pe,+Z(\) ze,, vB) =
R()\) = —ac/b? + Arcsin(c/b) et Z (A

fe,—%e +ze;, (3.19)
= 2c/a — 2Arcsin(c/b).

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux limites & = E - & sur 99 :

: (3.20)

Epw = Eyy = ARy — B/2 avec : Ry = R()\2)
E..,=AZy+ B avec: Zy = Z()\2).

Le taux de déformation effectif imposé E est axisymétrique ; il s’écrit en notation vectorielle :

. . . . . T
[} = (Bva By = Buw, B.2,0,0,0) (3.21)

L’utilisation du principe variationnel (équations (2.13) et (2.21)) avec ce champ de vitesse 9“°

permet de majorer le potentiel de dissipation effectif :

. 1 A2 2w B=m
®(E) < p(e(©9)) dQ = o9 / / / EeqIrnge A3 dp dX (3.22)
19 Jo—w A Jé=0J5=0

avec &€ = £(09°) et Jygy = (b(a®sin? B+ b? cos® B)sin B) /|2 Lintégrale (3.22) est approchée par
Gologanu et al. (1994) en remplacant cos? 3 par sa valeur moyenne sur [0, 7], puis en adoptant les
deux changements de variables suivants :

3 1 XT
F=S_ — = puis §=—22_ avec x=+/72+32/3, 3.23
ab?  sinh \ cosh? \ P Y=3% +3x/4 X / ( )

10 ~ / 1/2 / /
et enfin en approchant €., par une fonction de la forme : (A 22+ B 2) ou A et B sont des

constantes non précisées ici. Le potentiel effectif approché correspond au critére suivant :

<2n — 2p+772h

2
Vs > +2(g+1) (g + f)cosh <§02h> —(g+1)°=(g+ =0 (3.24)
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avec :

_ 4e3 _ 2
g= VI T X = +32/3,_1
we (2490 =Hlg+2f+9f)

3 3(g+1)? (g+f)21n§i} ’
—_e2 /1=
ale) = —12626 + 1263 arcsin(e),

_ KL= £)(g + (g + /) sinh (25 (a3 — aq))
7 g+ 12+ (g+f)?+2(g+1)(g+ f) (kg — a1) sinh (2x (a2 — 1)) — cosh (2x (a2 — aq)))’
ay = alez), a1 =aler),

o gt (g+ f)rsinh (2 (a2 — a1))
5 (1E—f—277(a2—041))?7 ’
¥, = y Yn =%, XSp=2wY,+(1-2a)%,.

(3.25)
Les constantes précédentes ont été modifiées par Gologanu et al. (1997) afin d’améliorer le résultat
de la comparaison entre le modeéle précédent et des simulations numériques par éléments finis (les
constantes modifiées sont indexées par *) :

—e1 (1—€f)+(1— e?)'/2arcsin(e;)
e

—_ %

263 ’

ot = (1—e3) (1—2¢3)
2 3 —6e3 +4dej

3 * ES
* 462 g 9 * *
g (1—e2)i/2’ U= xf NT a1 o] — g, 2o

2/3) (g5 — 2/5) (6% = 62/ (4/3 — g7/ — ¢ (3.26)

eyt 2, O =)+ @) (6 —0) (136" i
K = — 7

3 111( gr/91)
= (1= f)(g" +1)(g" + f)sinh (v" H)

(D2 (g + )P+ (g +1)§g + f) (k*H sinh (k*H) — 2 cosh (k*H))’
o = (/M) (g + 1) (" + f) sinh (" H)
mH—(1-f)

Remarque 3.3 (Lien avec le champ élastique de Milton (2002)) La solution exacte
du probléme élastique linéaire correspondant & une déformation hydrostatique de la

cavité et & une déformation uniforme D sur la surface extérieure (notée 0€2) est connue
(Milton (2002)), avec :

D=D,(e;,®e,+e,®ey)+ D..e; e,
Dyp = —1 +a(er) — faler),

D,, = _2Dmm f>

a(e) défini en (3.25).

(3.27)

Il est intéressant de noter que cette solution coincide avec le champ ©¢° lorsque E = D.
La démonstration est donnée en Annexe A.

Remarque 3.4 (Cas des cavités allongées) Le cas des cavités allongées ("prolate") a été
traité de la méme fagon par Gologanu et al. (1993). Le résultat n’est pas rappelé dans le
présent travail (restreint aux cavités aplaties). Il est intéressant de noter que le champ
de vitesse utilisé par Gologanu et al. (1993) et Gologanu et al. (1994) fait intervenir
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un champ v qui donne des conditions de taux de déformation homogéne sur tous les
ellipsoides confocaux avec la cavité centrale mais ce champ n’est pas uniquement dirigé
selon ey .

Dans le cas des cavités allongées, Gardajeu (1995) utilise un champ de vitesse tiré du
cas linéaire qui fait intervenir un champ »(©) dirigé selon ey et qui correspond a des
conditions de taux de déformation homogeéne sur le bord extérieur seulement. Ce résultat
de Garajeu (1995) n’est pas rappelé dans le présent document.

Remarque 3.5 (Critére de Monchiet et al. (2007)) Plus récemment, Monchiet et al.
(2007) ont développé un nouveau critére en utilisant un champ de vitesse tiré du cas
linéaire et correspondant au probléme d’Eshelby (cavité ellipsoidale en milieu infini,
(Eshelby (1957)), (Mura (1987))). Les conditions de déformation homogéne au bord
sont remplacées par la condition : (&), = E, ce qui implique que le caracteére rigoureux
de borne supérieure pour le critére de plasticité est perdu. Contrairement a l’analyse
de Gologanu et al. (1994), le tenseur E est quelconque (pas seulement axisymétrique).
L’estimation obtenue est rappelée ici dans le cas des cavités sphériques :

Seg ) 1 /9 2 )
< p > + 2f cosh (0—0 ZEgn - §E§q> —1-f*=0. (3.28)

Pour de faibles valeurs de X,,, un développement limité du terme en cosh montre que
le critére précédent est analogue a la borne supérieure de Ponte Castaneda (1991).
Lorsque ¥¢, = 0, le critére précédent, comme le critére de Gurson, permet de retrouver
la solution exacte de la sphére creuse chargée hydrostatiquement et de fagon homogéne
sur sa face externe.

3.2.2 Approche de type Gurson : borne supérieure

Le but de cette section est de reprendre I'analyse de Gologanu et al. (1994) avec un taux de
déformation effectif E général (et non plus seulement axisymétrique) et d’en déduire une borne
supérieure rigoureuse pour la surface de charge (critére de plasticité).

Le taux de déformation effectif E est décomposé en une partie axisymétrique E et une partie

non-axisymétrique ENA (en notation vectorielle) :
. A . NA
(B} ={E }+{E }, .
A . . . . )
(B} = (Lo, BB F 00,0, (3.29)

. NA S S . . . \T
(B} = (Bt Db 0\, V2B, V3EL,)

Go

Le champ de vitesse ¥ choisi utilise le champ de vitesse ©~° (relation (3.19)) et un champ

élémentaire V4 de la facon suivante :
o(z) = 09(z) + oV (x) avec
00o(z) = B -2, Vo € 9 et (3.30)

oNA(x) :ENA-:B, Ve € Q—w.

Les champs 99° et ¥4 sont incompressibles, ce qui assure la méme propriété pour le champ ©. De

plus, © vérifie les conditions de taux de déformation homogene au bord : v(z) = E - &, V& € 9.
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Les constantes A et B intervenant dans ¥“° (équation (3.19)) sont déterminées par les conditions

aux limites de ¥%° sur 9Q par intermédiaire de la relation (3.20) et en veillant a bien utiliser E

Tr(E)

A:2R2+Z2

et B=E,, —AZy, avec Ry=R(\y) et Zy=Z(\y). (3.31)

En utilisant le principe variationnel (équations (2.13) et (2.21)), le potentiel effectif est majoré par :

g0

¢>(E)<,Q‘ o wseq( x)) dQ:cro/A /¢ /5 Eeq(T) InpgdB dep d), (3.32)

ot &(x) = e(v(x)) et Jygy = (b(a®sin? B + b? cos? 3) sin B) /|| (notations définies en 3.2.1). L’in-
égalité de Cauchy-Schwarz fournit :

d(E) < ao J(\ \/ / (x) JagpdB de d, (3.33)
=0

avec

2
J(\) = / / TngedB de = 4”1)(2“9—”). (3.34)
$=0J 3=0 1€

Aprés quelques calculs (cf Annexe B), cette derniére intégrale se met sous la forme :

<UO/AA2\/—\/EQ E d), (3.35)

ol @ est un tenseur du quatriéme ordre qui s’écrit en utilisant la notation matricielle 6 % 6 :

2mh [1 [2) NA
N =17 T+ J(A ,
Q-1 3 (P N Q o
4 4 2b
I :§(3b2R2+2a (R*+RZ+2%), L= g( VR +ad*Z), 13=%+7, (3.36)
G L _ab o ﬁmzzﬁ,

2Ry + Z9 263

avec T une matrice 2 x 6 et Q¥4 une matrice symétrique 6 x 6 dont les coefficients non nuls sont :

Ty =T =Ti3=a& To =T = —aly, Tz =1—aZs, (3.37)
NA 1 na NA Na _ 2
1 = = Q' = 30 Qu” = @55 = Wes” = 3 (3.38)

L’expression (3.35) constitue une borne supérieure rigoureuse du potentiel effectif en taux de dé-
formation et par conséquent une borne supérieure pour la surface de charge (critére de plasticité),
tracée point par point :

0%

5B (3.39)

=0y / VI () E d\. (3.40)
A1

VE: Q) : E
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Autre champ de vitesse Un champ de vitesse différent de (3.30) a été testé. Le champ choisi
utilise principalement un champ tiré de l'analyse de Garajeu (1995) pour le cas des cavités ellip-
soidales allongées et adapté pour le cas des cavités aplaties. L’analyse est détaillée en Annexe C.
Le résultat donné & titre indicatif s’écrit :

A2
<ao/ VIOWE: Q*(\) : E dx, (3.41)
At
avec, en notation matricielle 6 % 6 :
J(N) 4 Fy (N 1 2F (A)
=TI QM — gy Tha-——=r al.a* (342
@ we (1 + 222)? 3 2 cosh® \ (1 + 222)? 3 (1 +292)? (3.42)
T=(1 1100 0),
T=(11 =222 0 0 0),} (343)
2 = tanh(A2),
Fy (\) =sinh?(\)J (\) + Q1 (V) 20Jy 4+ Q2 (N) 27J + Q3 (N) 27 J3, (3.44)
Fy(A) = =T (A) 4+ 27Q7 () J1 +27Q5 (A) Jo + 27Q5 (N) J3
Q1 ()\) = sinh? A (1 + 32 — sinh? )\>,
c
Q2 (\) = _Ci4 + sinh® A (1 + 64—2> + (sinh* X) <—1 + C%) — sinh® A, (3.45)
1 4 . 2 . 4 3 4 4 . 6 . 8
Qs (\) = a —|—gsmh A+ sinh™ A <—1—|— - c_2> — gsmh A+ sinh® A, J
3
J1 = cosh A,
el
Jo = i72 arctan (3.46)
27 10| tanh A sinh A ‘
J. 3 sinh A\ + (1 + sinh? ) arctan (ﬁ)
5 || tanh A sinh? \ + sinh® \ ’
Qi (\) =1— ¢ — 2¢%sinh? ),
Q5 (\) = =3+ 5sinh® A (¢* — ) + 7¢? Slnh4()\) (3.47)
Q3 (\) = 4sinh?(\) (1+ sinh?(\ M) (1- ¢?) — c*sinh? A,
QN4 défini en (3.38),
4 3.48
Q] = —7T(12b2 (8.48)

La borne supérieure obtenue s’avére moins serrée que celle obtenue avec le champ (3.30) et n’est
donc pas retenue pour la suite de 1'étude (voir la F1G. 3.7).
3.2.3 Approche de type Gurson : estimation

Cette section a pour but d’obtenir un critére de plasticité analytique en contraintes. La démarche
aboutissant & la borne supérieure décrite en 3.2.2 est reprise. L’idée est d’utiliser les approximations
faites par Gologanu et al. (1994) afin d’aboutir & un critére analytique. L’inéquation (3.33) est

reprise :
A2 2w B=
VIO / /
A =0 J =0

. . 4 .
(E) < oy (£G0)2 + (BYA) + 5% EY A) IngedBdpdr,  (3.49)
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Z m

g0

_— —

02505075 1 1.251.51.75

F1G. 3.7 — Criteéres de plasticité : la borne supérieure (3.35) obtenue par une extension non axisy-
métrique de l'approche de Gologanu et al. (1994) (trait plein) est meilleure que la borne supérieure
(3.41) obtenue par une extension au cas des ellipsoides aplatis de l’approche de Garajeu (1995)
(trait discontinu). f = 0.1, w = 1/5. Chargement azisymétrique d’aze z.

avec € Go). D’aprés I’Annexe B, le terme "croisé", f;;ro ﬁﬁ 07r g0 . J>\5¢dﬁ d¢ s’annule.

D’ou :

. Ao 27 B=m .
eE) <o [T (A)\/ [ (e E02) hpdsasdr. (350)
A ¢=0J3=0
L’expression de (€& £52)? est donnée en (B.5). La premiére approximation de Gologanu et al. (1994)

consiste a remplacer, dans I'expression de (£ )2 la fonction cos? 3 par sa valeur moyenne sur [0, 7],
i.e. 1/3. Cela donne :

A2
Nao/ VI(EGo)? + (BNA)2T (A) d),

o 242 2R+ Z V(2R +Z
(E{; )2 3 <2R2 Zz m (2b2R+ (CL —C )Z)) +2AB <Z — ﬁ) —|—B2.
(3.51)

Remarque 3.6 (Approximation) L’équation (3.51) peut aussi étre obtenue en rempla-
cant cos? 3 par 1/3 directement dans (3.50). En effet :

21
T = a?sin? 3 + b% cos? ﬂ)smﬂd dé — +b )smﬁd dé.
/¢ o o o /ﬁo ( ﬁ)‘f’
3.52

3
: : s B 1 s
Le changement de variables suivant Z = > = ety conduit a :

A di

(3.53)
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En effet :
J(A)_EM—@(ZP—Q—C?’)—LC 3 cosh A smh2)\+1 (3.54)
3o 9 37719 3 |
et :
d—i = —3cosh \ [ sinh? \ + dM. (3.55)
P2 3 |
D’ou :
. Ancdoy [T - : dz
() ~ 2Go( + (ENAY2Z 3.56
(E) 3 / \/ (7) o) = ( )

Les quantités Z; et T3 représentent respectivement les valeurs de T en Ay et en Ag.
Un deuxiéme changement de variables, § = #“;/4 avec x = /72 + 32/3, est effectué (dj/j> =
3d7 /43?) et, en suivant Gologanu et al. (1994), la fonction (_Go(a?))2 est remplacée par une fonction

plus simple sous la forme : A"2§2 + B2, Cela donne :

167coy
91|
avec A = FA+GB, B = HB.

. Y1
() ~ / A2+ B 4 (BN Y
Y2

7 (3.57)

Les quantités ¢y et 7o représentent respectivement les valeurs de § en A1 et en 9. Les quantités A
et B dépendent de E et sont données en (3.31). Les constantes F'; G et H ne sont pas données ici.
Un dernier changement de variables Z = g5 /9 permet d’obtenir :

. 1 /2 //2
Yo

’ 167TC O'() ~ 1z 19 -9
avec o, , = ~—, A2 = A%,
°= ol K i &

(3.58)

Le critére associé & ce potentiel est calculé dans I’Annexe D et s’écrit :

zn_2p+7]2h>2 7—5 ’7'72L <K/ > 2 2
+3543=%42(g+1)(g+ f)cosh | =2 | —(g+1)"— (g + =0. (3.59
( e o2 352 (g+1)(g+11) oo on) @) =g+ f) (3.59)
Ce critére est identique & celui de Gologanu et al. (1994), rappelé en (3.24), avec des termes de
cisaillement supplémentaires 7, et 7, :

T2 =32+ (Sow — D) /4, 12 =32, +52. (3.60)

Pour l'estimation proposée, les coefficients de Gologanu et al. (1997) (rappelés en (3.26)) sont
utilisés : les coefficients C, 7, g, k apparaissant dans (3.59) sont, au final, remplacés par les C*, n*,

g%, k* de (3.26).

3.3 Cavités ellipsoidales aplaties et orientées aléatoirement

Le domaine V étudié dans cette section est composé d'un assemblage de cellules élémentaires
de type Q (étudiées en 3.2) orientées aléatoirement (orientations équiprobables) et en nombre
suffisant afin d’assurer l'isotropie globale de V. Le domaine V est schématisé sur la Fi1Gg. 3.8 :
c’est un assemblage de cellules élémentaires orientées aléatoirement. D’aprés Benveniste et Milton
(2003), tout l'espace peut étre rempli par des cellules ellipsoidales orientées aléatoirement (voir
la démonstration dans I’annexe de Benveniste et Milton (2003)). Cette section propose une borne
supérieure et une estimation analytique de la surface de plasticité.
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Fic. 3.8 — Domaine V : assemblage de cellules élémentaires de type €0 orientées aléatoirement
(orientations équiprobables).

F1G. 3.9 — Domaine V : assemblage de cellules élémentaires )y, orientées aléatoirement (orientations
équiprobables). Domaine Q : domaine de référence ou motif (les domaines 2, correspondent chacun
a une translation, une rotation et une dilation de Q). A chaque domaine §,, correspond un vecteur
n colinéaire a son axe de révolution.

3.3.1 Approche de type Gurson : borne supérieure

Des conditions de taux de déformation homogéne au bord sur OV sont appliquées. Un champ
de vitesse est construit tel que v = E .z sur chaque ellipsoide élémentaire 92, (voir F1G. 3.9).
Ce champ vérifie bien v = E -z sur OV. En utilisant le principe variationnel (équations (2.13) et
(2.21)) et la borne supérieure (3.35) sur une cellule élémentaire €2 de référence (motif), le potentiel
effectif est majoré par :

d(E) < 7{00 /:2 \/J(,\)E ‘Q(R,\) : E d\dR, (3.61)

1

olt R décrit une dépendance & ’orientation de la quantité considérée et f est une moyenne sur
toutes les orientations possibles. Il est & noter que cette construction du champ de vitesse dans
V' nécessite le fait que E sur la cellule élémentaire de référence soit totalement général (et pas
seulement axisymétrique par exemple). L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

®(E) < og /:2 \/J(,\) j{E ‘Q(R,\) : EdR d\. (3.62)
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Un résultat de Gatt et al. (2005) fournit :
%E ‘Q(R,\) : EdAR =3Q F2 + %QKEE[], avec Q;=Q:J et Qr=Q: K. (3.63)

Apres quelques calculs utilisant 'expression de @ donnée en (3.36), il vient :

Q= 2IT[B2(—1+4 6Ra + 3Z20)% + 2a2(1 — 6Z2a + 12R2%G> + 122262 + 92262

919

+6Za(1 + 2Ra — 3Z2a))] (3.64)
Q= I,
La surface de charge effective (critére de plasticité) est obtenue numériquement avec 3 = 84(;%5) :
1 )
Yim = —00 \/ 3QJEm dX,
3QsE2, +

\/ QB+ 15Qx L (3.65)

A2 1
Zeqzao/ VI — 1OQKEeq A,
M ¢3QJE% + 5QiEz,

Remarque 3.7 (Autre champ de vitesse) Dans le cas d’un champ de vitesse de type
Garajeu (1995) (voir Annexe C), les calculs donnent :

Q=270 (-1+2)° B 4 4RK) (1-%)
T e oS (e (30
Qk = gz](/\) = Qk.

Remarque 3.8 (Point purement équivalent) Pour les deux champs de vitesse utilisés,
le point purement équivalent (purement déviatorique) vaut og(1 — f) et correspond a
la borne de Voigt.

La nouvelle borne supérieure constituée des équations (3.64) et (3.65) est appelée par la suite
"Borne de type Gologanu non axisymétrique". De méme, celle relative aux équations (3.65) et
(3.66) est appelée "Borne de type Gardjeu oblate".

3.3.2 Approche de type Gurson : estimation

De nouveau, on associe & la borne supérieure précédente une estimation permettant d’exhiber
un critére analytique. Cette estimation est ici une moyenne sur les orientations de l’estimation
obtenue dans le cas des cavités alignées.

Le critére de plasticité (3.59) sur la cellule élémentaire €2 (motif) peut se mettre sous la forme :

$:80:2+2(g+1)(g+ feosh(To: ) —(g+1)> = (g+ f)* =0, (3.67)

ol Sy et Ty sont respectivement des tenseurs du quatriéme ordre et du deuxiéme ordre, donnés en
Annexe D.

A toute cellule élémentaire §2,, de V' est associé un vecteur n colinéaire a I’axe de révolution de ’el-
lipsoide €2, considéré. Chaque vecteur n permet de définir entiérement I'orientation de I’ellipsoide
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Q,,. Ainsi, pour chaque cellule élémentaire €2,, de V, il existe un tenseur de rotation du deuxiéme
ordre, Q("), dépendant de n et tel que, pour cette cellule, le critére s’écrive :

2™ 8y : 2™ 4 2(g+1)(g+ f)cosh (TO : 2<">) —(g+ 1) =(g+f)*=0,

3.68
avec : (M) — Q(") .. Q(”)T‘ ( )

De plus, il existe un autre tenseur de rotation du deuxiéme ordre RO permettant d’exprimer X
dans la base associée & ses directions de contraintes principales :

»=R".5.ROT (3.69)
avec {E}7 = (¥4, 89, X3, 0, 0, 0).

Ainsi, pour chaque cellule élémentaire €2,,, il existe un tenseur du deuxiéme ordre R™ = Q(") -R(O),

tel que :
() — R0 . 5. RMT (3.70)

Cela permet d’écrire, pour chaque cellule élémentaire €2, :
2.5, : 2 =% Sgn) 3, (3.71)

avec (S5 )mnop = (RUIT),i (RUIT), 5 (RUIT) o (RUIT) 1 (S0) s

La méme démarche pour Ty donne :
Ty: ™ =1 .3, (3.72)

avec : (T§ ) = (R™T)i(To)i;(R™) 1.
Le critére approché s’écrit ainsi pour toute cellule élémentaire 2, de V :

8™ S +2(g+1)(g+ f)cosh (T(()") : 2‘3) —(g+1)?=(g+f)<o. (3.73)

La moyenne sur les orientations de (3.73), notée ¢, conduit a :

fi:sé"’:i—(gﬂ)?—(ﬁf)? g—z(g+1)(g+f)]§cosh(:rg">:2)

< —2(g+1)(g+ f)cosh <7§ T . f)) : (7

En suivant Gologanu et al. (1993), ce dernier terme vaut —2 (g + 1) (¢ + f) cosh (0—’2 Em>. Le terme

$3: Sg") : 3 est calculé en utilisant la projection de S sur la base d’isotropie (J, K) (comme en
(3.63)). Au final, le critére approché obtenu s’écrit :

Cn? <20—Z"b>2 +D (Z;Zq>2 +2(g + 1)(g + f)cosh (%Em> —(g+1)?=(g+f)*=0, (375)

ou

4 3 n? 9 4
D=—C|-+—(1-3 1-3 —. 3.76
2o (34T 030 01— 300)) + (3.76)
Les coefficients C, 7, ag, g, k retenus sont ceux de Gologanu et al. (1994) (marqués d’une * en

(3.26)).

Remarque 3.9 (Cas des cavités sphériques) Dans le cas des cavités sphériques, il est
aisé de vérifier que C* = 1, n* = 0, k* = 3/2 et ¢* = 0. Ainsi, le critére (3.75) est
exactement le critére du Gurson original.
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3.3.3 Comparaisons et résultats

Comparaison des deux bornes supérieures Les deux bornes supérieures obtenues en 3.3.1
(borne de type Gologanu non axisymétrique et borne de type Gardjeu oblate) sont comparées sur
la F1G. 3.10. Le point purement déviatorique est le méme pour les deux bornes. Par contre, le point
purement hydrostatique obtenu avec la borne de type Gologanu non axisymétrique est inférieur a
celui obtenu avec la borne de type Garajeu oblate.

0.8

0.6

0.4

0.2

Em
00 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 5o

Fic. 3.10 — Critere de plasticité pour cavités ellipsoidales aplaties orientées aléatoirement dans
une matrice rigide plastique parfaite (critére de Von Mises) (ai1/by = 1/5) : comparaison de la
borne supérieure de type Gologanu non azisymétrique en noir et de la borne supérieure de type
Garajeu oblate en gris. a1/by = 1/5, f = 0.1. La borne de type Gologanu non axisymétrique est
plus pertinente que la borne de type Gardjeu oblate.

Pertinence de l’estimation proposée Afin d’estimer le pertinence de 'estimation proposée,
des simulations numériques par éléments finis sont réalisées sur la cellule élémentaire 2 (motif).
Des conditions de contrainte homogéne au bord sont appliquées dans le cas d’une contrainte hydro-
statique : o - N = X,,,I - N sur 9 (avec IN la normale extérieure a ). La valeur de la contrainte
d’écoulement hydrostatique ., est relevée. Cette valeur de 3, constitue une borne inférieure pour
I’assemblage V' concernant le point purement hydrostatique.

En effet, il est possible de construire un champ de contrainte o dans V' tel que, sur chaque cellule
Q,, la condition, - N = X,,I - N sur son bord extérieur, soit respectée. Ce champ o vérifie alors
la condition o - N = %,,,I - N sur V. Le champ o, dans chaque ellipsoide (2, résulte du calcul sur
une cellule ellipsoidale (en l'occurrence €2,,) chargée en contrainte et de fagon homogéne sur sa face
externe. Le champ o vérifie bien div(e’) = 0 dans chaque ,, et donc dans V. En vertu du prin-
cipe variationnel (équations (2.18), (2.20) et (2.21)), l'utilisation de ce champ de contrainte permet
d’obtenir une borne inférieure pour le critére de plasticité effectif. Etant donné que le chargement
est hydrostatique, un seul calcul du champ o sur la cellule de référence €2 est nécessaire. La valeur
de la contrainte d’écoulement hydrostatique X,, obtenue sur €2 est relevée et constitue une borne
inférieure pour V' (a la précision des calculs par éléments finis prés).

Les maillages utilisés sont donnés sur la F1G. 3.11 et les résultats sont donnés sur la Fia. 3.12.
La F1G. 3.12 montre que estimation proposée (3.75) ne viole pas la borne supérieure de type
Gologanu non axisymétrique ((3.64) et (3.65)).

Dans le cas des fissures, la borne supérieure non linéaire exposée dans Ponte Castafieda et Suquet
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(1998) est aussi reportée (voir Fia. 3.12). Il est a noter que le résultat de Ponte Castafieda et
Suquet (1998) est une borne supérieure lorsque ¢* < 1. Comme dans le cas des cavités sphériques
exposé en 3.1.2, la borne supérieure de Ponte Castaneda et Suquet (1998) s’avére trés pertinente
pour le point purement déviatorique mais beaucoup trop majorante pour le point purement hydro-
statique. Dans le cas du chargement purement déviatorique, I’estimation (3.75) viole légérement la
borne supérieure de Ponte Castafieda et Suquet (1998) mais reste meilleure que la borne de type
Gologanu non axisymétrique qui correspond dans le cas des fissures & la borne de Voigt.

Pour conclure, I'estimation proposée s’avére proche, en hydrostatique, de la borne supérieure due
a l'approche de type Gurson (borne de type Gologanu non axisymétrique (3.65) (3.64)) et s’avére
meilleure que cette derniére en cisaillement car plus proche de la borne supérieure due a 'ap-
proche variationnelle de Ponte Castaneda (1991) (borne supérieure exposée dans Ponte Castaneda
et Suquet (1998)).

o4



3.3. CAVITES ELLIPSOIDALES APLATIES ET ORIENTEES ALEATOIREMENT

i
LR
o R AR
S oo
7 S s oot PR
R 0o SGLSIEN s
RSB ACEIEKITCKe S &
gty e e 00 0e e OSSN B
QA S SIS syt ot
et eistatie) ey teg Vaglty e,
SIS A Reryry St r i tes
%% 0% e slge\ PP r 0 0 o0
"y AT TR,
% o eielen s rignignl A RIALRL
sy e tutstels) Maybeteste,
5 S s
il e Prryitigy leytupltaste,to ity
i o e
b LUg g a4y )0, 0,4y 0 4,9,9,9
7 sy s s e
il A P e el e
i i e Ity g s o e e 2 e e e
i G e T s s
s e AP b e e e e e
o Ol e S
%jf’"%,% e

it

e

S
SRR
R

PR LR
SRS SR
IR
i G
Wi

/ i

H
:,’:'hnn iibess
L

S

% ayeteitess
irgy, Bhsyleost

m,.,,,,,',,,l,;,'z',v,' 20,2002

o
SRS
syt tisiatetiet
B ",:-“

ik
virnsont
I
i it
it A 020
i
s

SaS,

S
o
s

R

11
fin

(f)

Fi1c. 3.11 — Maillages utilisés pour les simulations numériques par éléments finis (voir texte). (a)
f=0.001, w=1/5, (b) f=0.01, w=1/5, (¢c) f =0.1, w=1/5. Cas des fissures : (d) g* = 0.008,
(e) g8 =0.14, (f) g* = 1.67 (sur chaque figure, la double fleche indique la longueur de la fissure).
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Fi1G. 3.12 — Critére de plasticité pour cavités ellipsoidales aplaties orientées aléatoirement dans une
matrice rigide plastique parfaite (critére de Von Mises) (a) (a1/bi = 1/5); (b) fissures. Croix :
borne supérieure de type Gologanu non azisymétrique. Triangles : borne inférieure issue des simu-
lations numériques par éléments finis (voir texte) ; Trait discontinu : estimation (3.75). Trait plein :

borne supérieure (lorsque g* < 1) de Ponte Castaneda et Suquet (1998). Pertinence de l’estimation
proposée.
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Chapitre 4

Matériaux poreux avec deux populations
de cavités

Ce chapitre traite des surfaces de plasticité pour un milieu poreux avec deux populations de
cavités a deux échelles différentes. La premiére population de cavités (correspondant a la premiére
échelle) est supposée sphérique et distribuée de fagon isotrope. La deuxiéme population de cavités
(correspondant & la deuxiéme échelle, i.e. I’échelle supérieure) est supposée :

— tout d’abord sphérique et distribuée de fagon isotrope (section 4.1),

— puis ellipsoidale aplatie et orientée selon une direction (section 4.2),

— et enfin ellipsoidale aplatie et orientée aléatoirement dans le matériau (orientations équipro-

bables, section 4.3).
Comme dans le cas d’une unique population de cavités, deux fagons différentes d’obtenir sur un tel
matériau des bornes supérieures pour le critére de plasticité sont mises en ceuvre.

— D’un co6té, 'approche de "type Gurson" consiste a utiliser le principe variationnel (équations
(2.13) et (2.21)) en choisissant un champ de vitesse précis en hydrostatique mais peu perti-
nent en cisaillement. Par conséquent, la borne supérieure obtenue par cette approche s’avére
pertinente en hydrostatique mais trop majorante en cisaillement.

— D’un autre coté, I'utilisation du principe variationnel de Ponte Castaneda (1991) (équivalent
a la méthode sécante modifiée, voir Suquet (1995) et Ponte Castaneda et Suquet (1998))
avec deux phases pour le composite linéaire de comparaison (comme explicité en 3.1.2) per-
met d’obtenir une borne supérieure pour le critére de plasticité. Contrairement & I'approche
précédente, cette borne supérieure s’avére pertinente en cisaillement mais trop majorante en
hydrostatique.

Ainsi, les deux approches précédentes sont mises en ceuvre afin d’exhiber une estimation qui soit
a la fois en accord avec l'approche de type Gurson en hydrostatique et en accord avec I'approche
variationnelle de Ponte Castaneda (1991) en cisaillement. Deux estimations obtenues par 'inter-
médiaire des deux approches précédentes sont proposées. L’estimation issue de ’approche de type
Gurson est entiérement analytique; celle issue de 'approche variationnelle nécessite un traitement
numeérique. Dans le cas des cavités saturées (i.e. pressions non nulles dans les cavités, objet de la
section 5), seule l'estimation issue de l'approche variationnelle est proposée dans ce document.
Les cavités a la premiére échelle étant supposées sphériques et réparties de facon isotrope, le critére
de Gurson est utilisé (sous sa forme modifiée rappelée en (3.13)). Les coefficients ¢; et g3 retenus
sont donnés en (3.15) et en (3.16) pour les raisons exposées en 3.1.4. La porosité a la premiére
échelle est maintenant notée f;. Ainsi, le critére s’écrit :

2
Oe 3om

a3 <—q> + 2q1 fi cosh <——> —1—(q1fy)* =0, (4.1)
o) 2 o9
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qu = 1.25, (4.2)

(1—qi f)?
1-f)?

Dans la suite du document, f,, représente le produit ¢ f.
D’aprés la démarche aboutissant au critére de Gurson (démarche exposée en 3.1.1), il est rappelé
que le potentiel en taux de déformation associé & ce critére s’écrit :

1 D) 2
. 4¢ €
(&) = 0'0/ \ 5+ = dy. (4.4)
Fab Yy qs

La démarche permettant d’obtenir une estimation du critére de plasticité par I'intermédiaire de la
méthode sécante modifiée est validée par comparaison & des simulations numériques & la section
4.6. Ces simulations numeériques utilisent la méthode de la transformée de Fourier rapide (FFT,
Michel et al. (2000)) sur un milieu bidimensionnel contenant des cavités elliptiques orientées aléa-
toirement (orientations équiprobables) et plongées dans une matrice de Gurson. Les résultats de ces
simulations numériques sont comparés aux résultats donnés par I’estimation du critére de plasticité
obtenue avec la méthode sécante modifiée et écrite en déformations planes généralisées (I'écriture
de ce modéle en déformations planes généralisées est détaillée au chapitre 7).

w(i) = (1+35) (4.3

4.1 Cavités sphériques

Dans cette section, les cavités a la deuxiéme échelle sont supposées sphériques et réparties de
facon isotrope. La porosité des cavités a la deuxiéme échelle est notée f.. La matrice est constituée
du milieu effectif de la premiére échelle dont la loi de comportement est donnée par le potentiel
de Gurson modifi¢ (4.4). Le domaine total est noté V et le domaine occupé par les cavités a la
deuxiéme échelle est noté w,. Le probléme & résoudre s’écrit, en taux de déformation homogéne au

bord :

G,. :
o= 88%(5) dans la matrice

div(e) =0  dans V
o-N=0N sur dwe, IN est la normale dirigée vers 'intérieur de w,
u=EFE x sur oV

La contrainte effective issue de ce probléme s’écrit : ¥ = (o). Comme précisé dans Leblond
(2003), le champ de contrainte o est prolongé par 0 dans w,. Les conditions o - N = 0 N sur dw,
et div(o) = 0 dans V' sont toujours vérifiées. Le champ de vitesse w est prolongé dans w, de fagon
a étre de classe C'! dans V.

La loi de comportement de la matrice du probléme donné ci-dessus s’écrit :

G
o= %(é). (4.5)

La difficulté majeure de cette section réside dans le fait que la matrice est compressible contraire-
ment aux approches plus classiques telles que celles traitées au chapitre 3 ot la matrice est rigide
plastique parfaite de Von Mises (donc incompressible).

Cette section 4.1 présente deux bornes supérieures obtenues avec deux approches différentes et
deux estimations (issues des deux bornes).
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4.1. CAVITES SPHERIQUES

4.1.1 Meéthode sécante modifiée (approche variationnelle) : borne supérieure

La méthode sécante modifiée (dont le principe est présenté en 3.1.2) aboutit a la résolution
du systéme d’équations donné ci-dessous. La démonstration est donnée en Annexe J dans le cas
saturé (i.e. avec prise en compte des pressions dans les cavités). Le probléme suivant est donc celui
correspondant & 1’équation (J.58) en considérant le cas drainé (pressions nulles).

Entrée : E. B
Trouver C1 et EM | tels que :
ol 99 99 Ry (4.6)
O aDl 1., ocwm
E(l) o ° . E.
\ - fe OC%

La contrainte effective est donnée par X = C}O“”” . E. Le tenseur E() représente la moyenne
volumique de E sur la matrice (le tenseur E est un tenseur d’ordre 4 et vaut %é ® &). L’équation

donnant Ci provient de la définition du module sécant évalué pour E = E® et représente le
tenseur de raideur de la matrice du composite linéaire de comparaison. Le composite linéaire de
comparaison est pris ici de méme géométrie que le milieu non linéaire. Le tenseur ngm représente
le tenseur de raideur effectif du composite linéaire de comparaison. L’expression de % est détaillée
en Annexe J et s’écrit :

8(’0 =AJ +BK, avec : (4.7)

2 1 . (Em)? (Em)?
A= gUOW (—Arcsmh <2 @(]3) + Arcsinh <fqb ﬁQ3>> , (4.8)

_2_00 : (Eeq)® Aem)® | (Eeq)”
= 3 (éeq)z <\/4(€m)2 + a3 fqb\/ (fqb)2 + o ) . (49)

Chaque phase étant isotrope et le milieu total étant macroscopiquement isotrope, le probléme ci-
dessus se met sous la forme suivante (calculs donnés en Annexe J) :

Entrées : Em et Eeq;
répéter

El = §UOW (—Arcsmh (2 @qz),) + Arcsinh (fqb ﬁ%)) ;

1_1 oo : (eg)® Aem)? | (Eeg)?)
Ho = 3 Cra)? (\/4(5’")2+ s f"b\/ U s )

1 guhom 1 gkhom

2 \2 __ 2 2,

En)" =gty ok Fed) ¥ T B
1 o hom . 3 ak,hom .

Ce)® = Ty gor Bea)® + = o ()

jusqu’a convergence sur (ém)2 et (Eeq)?;
Sorties : X, = 3I<:h°mEm et Xeg = 3,uh0mE

Les coefficients khom et ,uhom sont respectivement les coefficients de compressibilité et de cisaille-

ment effectifs du composite linéaire de comparaison. La borne supérieure de Hashin et Shtrikman
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CHAPITRE 4. MATERIAUX POREUX AVEC DEUX POPULATIONS DE CAVITES

Fi1G. 4.1 — Spheére creuse avec matrice poreuse.

(1963) est utilisée pour déterminer ces coefﬁcients, i.e. khom = pHS

HS  HS 0kXS oplts okks oults
dek ’p’o’akl’akl’aul’ay

Le systéme d’équations précédent est résolu avec un algorithme de point fixe.
Le résultat obtenu est une borne supérieure pour le critére de plasticité. Le modéle obtenu est
noté MSM sphérique dans ce document.

om

et phom = S Les expressions

sont données en Annexe E.

4.1.2 Approche de type Gurson : borne supérieure

Le probléme de la sphére creuse avec condition de taux de déformation homogéne aux bords
est repris (voir 3.1.1). Le volume élémentaire (domaine §2) est une sphére creuse de rayons interne
et externe notés respectivement aj et ay (voir F1G. 4.1). Des conditions de taux de déformation
homogeéne au bord, ¥ = E - x, sont appliquées sur la surface externe du volume élémentaire. La
matrice (domaine € — w) suit le critére de Gurson sous sa forme modifiée (potentiel ¢© (4.4)). Le
champ de vitesse dans la matrice est pris sous la forme :

v =Ax+v°(E — AI. (4.10)

Le champ A & permet d’introduire une composante compressible au champ %, champ de I’analyse
initiale de Gurson présentée en 3.1.1. Le champ ©© est pris cinématiquement admissible avec E—AI,
ie.:

= (E—-AI) -z, sur0Q. (4.11)

Ainsi le champ ¢ vérifie © = E - & sur Q. Etant donné le potentiel pour la matrice (rappelé en
(4.4)), le principe variationnel (équations (2.13) et (2.21)) implique que :

! . b Aen(®)? | (@)

O(E) < 1nf— 0% (e(0))dQ = 1nf / < = > dy dS). (4.12
( ) ‘Q| Q—w ( ( )) |Q‘ Q-wJqfp y2 q3 ( )
Etant donné que dans la matrice, €,(9) = A est uniforme et que (g¢(9))? = (g¢(0))?, cela

donne : /o

2 G\\2
d(E) < 1nf / <4A (Eeq(67)) ) dy dSQ. (4.13)
‘Q| Q-wJdq1fp q3

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est appliquée (comme en 3.1.1, inégalité (3.5)) :

2
o(E) <1nf— / / 4A / / 68‘1 @) 16y (4.14)
A9 Ja s, 6=0
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4.1. CAVITES SPHERIQUES

L’analyse détaillée en 3.1.1, permet de calculer le terme : f "o Joo (Eeq( ©))2dS. Le méme chan-
gement de variables qu’en 3.1.1 (z = (r/az)?) est effectué :

Lol J4A2 4 (B, — A2 E2
E) <inf ao/ / \/ 5 421 5 Sy Ze dz dy. (4.15)
A afsJfe VY q3 z s

Remarque 4.1 (Assemblage) Comme le critére de Gurson initial, le résultat (4.15) est
une borne supérieure pour l'assemblage de Hashin.

Le A solution qui minimise (4.15) est noté Ay et vérifie (dérivation de (4.15) par rapport a A) :

. . —1/2 .
4A2) | 4 (B — A)? E? 4Asy 4 (B — Ag,
/ / < sol ( 5 501) + 4 5 ! — —( 5 l) dz dy = 0. (416)
q1fp e z a3 y e &

La regle X = S—E(E) donne avec I’équation précédente et (4.15) :

1 00 .
PR L)

38E A= Asol

. o\ —1/2
4A2 - 2 E62 m — <lso
- Lo / /( ol 4<Em A +_q> A= Aea)
q1fy  fe z q3 q3z
(4.17)

Yeq (E)

8E A= A.sol

eq
. . -1/2 .
1 4A2 4 (B, — Agy)?  E? E
qife J fe Y q3 q3 q3

4.1.3 Comparaison entre les deux bornes supérieures précédentes

Les deux bornes supérieures obtenues avec la méthode sécante modifiée en 4.1.1 et 'approche
de type Gurson en 4.1.2 sont comparées. Le méme type de résultat que dans le cas d’une seule
population de cavité est obtenu. Afin d’estimer le caractére majorant de ces bornes, la solution
hydrostatique du probléme de sphére creuse avec matrice de Gurson est rappelée dans un premier
temps.

Point hydrostatique de Perrin (1992) et Leblond (2003) (rappels) Perrin étudie le pro-
bléme de la sphére creuse avec matrice de Gurson et avec un chargement hydrostatique en tension
et en contrainte homogéne aux bords i.e. - N = X,,IN sur 909 avec ¥, > 0. L'intégration de
I’équation d’équilibre dans la matrice combinée aux conditions aux limites et au critére vérifié dans
la matrice conduit au systéme d’équations suivant (donné ici avec g1 = g3 = 1, voir Perrin (1992)) :

vy + 2fpcosh (va) — 1= (fp)? =
1
T / VI ()2 = 2 =40 2 " @18)

i_? -2 <arccosh < (fb; - (o) > B vb) '

Ce systéme d’équations peut étre résolu numériquement. Perrin propose les simplifications suivantes
(voir Perrin (1992) ou Leblond (2003)) : dans le critére de Gurson, le 2 cosh(v,) est remplacé par
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exp(v,) et le terme en (fy)? est négligé. Les équations précédentes se simplifient alors en :

(w2 + frexp(vg) —1— (f,)> =0
- feva(l + vg)
1—v,

1 3 /5 3 4.19
Ub:§<—)\—1+ )\2+6)\+1> ( )

Yim 2 1+(fb)2—vg
x0—0_§<_vb+ln< o >>

La premiére équation de (4.19) est une équation implicite en v,. Les autres équations donnent %,,.
Compte tenu de la géométrie et du type de chargement, la solution du probléme (4.18) constitue la
solution exacte du probléme de la sphére creuse avec matrice de Gurson et chargement homogéne
hydrostatique sur le bord extérieur.

Comparaison La Fi1G. 4.2 montre que, dans le cas d’'un chargement purement déviatorique, la
méthode sécante modifiée est meilleure que 'approche de type Gurson (le point purement déviato-
rique de la méthode sécante modifiée est inférieur au point purement déviatorique de 'approche de
type Gurson) et que, dans le cas d’un chargement purement hydrostatique, 'approche de type Gur-
son est meilleure que la méthode sécante modifiée (le point purement hydrostatique de la méthode
sécante modifiée est supérieur au point purement hydrostatique de ’approche de type Gurson). Le
point numérique de Perrin (1992) est aussi représenté car il représente la solution exacte pour le
probléme de la sphére creuse avec matrice de Gurson (trait vertical).

1
Eeq 0 8.--_\~\~\
oo . Or -
\\\
0.6} \:\
N
AR
0. 4! v N
\ \
0.2 \ \
\ \
0 1 5
0 0.250.50.75 1 1.251.51.75 ==

F1G. 4.2 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée (section
4.1.1, trait discontinu épais), borne supérieure obtenue avec l’approche de type Gurson (section
4.1.2, potentiel (4.15), trait discontinu fin). Point hydrostatique de Perrin (1992) (trait vertical).
fe=0.1, f, =0.01, g3 = g1 = 1. La borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée
(resp. lapproche de type Gurson) est meilleure en déviatorique pur (resp. hydrostatique pur) que la
borne supérieure obtenue avec l'approche de type Gurson (resp. la méthode sécante modifiée).

4.1.4 Meéthode sécante modifiée (approche variationnelle) 4 N phases : estima-
tion

Comme indiqué par la comparaison précédente sur la F1G.4.2, la borne supérieure obtenue avec
la méthode sécante modifiée dans la section 4.1.1 ne conduit pas & une bonne estimation du critére
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4.1. CAVITES SPHERIQUES

de plasticité dans le cas du chargement purement hydrostatique. L’idée de cette section est de
reprendre P'analyse de Bilger et al. (2002) présentée en 3.1.2 en utilisant une matrice obéissant au
critére de Gurson modifié :

2
Oe 3om
qs3 <—q> + 2q¢1 fp cosh <——> —1— (qlfb)2 =0, (4.20)
o) 2 o9

dont on rappelle le potentiel en taux de déformation associé :

1 D) 2
. 4e 15
0C(e) = ao/ — 4+ L dy. (4.21)
Fab Y qs

La méthode sécante modifiée est mise en ceuvre en utilisant le méme composite linéaire de compa-
raison que Bilger et al. (2002) : sphére creuse & N — 1 phases concentriques entourant la porosité
centrale (voir la F1G. F.1). Toutes les couches sont choisies arbitrairement de méme épaisseur. La
fraction volumique de chaque couche est notée f; et le domaine occupé par chaque couche est noté
;. L’estimation autocohérente de Hervé et Zaoui (1993), présentée en Annexe F, est utilisée pour
le comportement effectif du composite linéaire de comparaison. Le résultat obtenu constitue une
estimation du critére de plasticité macroscopique. Les équations a résoudre s’écrivent & la maniére
de la méthode sécante modifiée & deux phases (voir équations (4.6) et Annexe J) :

E donné, trouver (o), tel que, Vi (2 <i < N):
0
o= "55 (") hom (4.22)
ITE(i):ilE:aCO. ' E .
fi2 oC!,
(o), == =Chm. E

Le tenseur £ représente la moyenne volumique de E = %é ® € sur la phase 7. L’équation donnant

Ci provient de la définition du module sécant évalué, dans chaque phase i« du CLC, pour E = E®.
Le tenseur CZ représente le tenseur de raideur de la phase ¢ du composite linéaire de comparaison
et le tenseur Cgom représente le tenseur de raideur effectif du composite linéaire de comparaison.
Chaque phase étant isotrope et le milieu total étant macroscopiquement isotrope, le probléme ci-
dessus se met sous la forme suivante (calculs donnés en Annexe J) :

Entrées : Em et Eeq;
répéter

Vi(2<i<N):

+ Arcsinh

) o .6f1 2 ) 4 (Em 2 )
o = %70 \/4<(ém)2>gi +L V), _fqb\/ {(En) Jg, +

(), qs (fap)?
. ov 1 okhem 5 1 gulom 2.
<(E7Tl) >Ql - E (9/4:3 ( m) 3_f7, (9/4:3 (EEQ) ’

) 3 Okhom 1 Quhom
<(Eeq)2>ﬂi - £, ol ( M)2+? gui (Eeq)?;

jusqu’a convergence sur <(e—:m)2>Q et <(éeq)2>ﬂ_, Vi(2<i<N);
Sorties : X, = 3k3°mE‘m et Mg = 3,uf)me"eq.
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Un algorithme de point fixe permet d’atteindre en peu d’itérations la convergence de ce probléme.
Le critére d’arrét utilisé porte sur la variation des moyennes par phases des seconds moments du
taux de déformation :

| <<(ém)2>ﬂi)réactualisé B <(5m)2>91| < 001<(5m)2>91
et : (4.23)

[ ((Ce)®)s,) — {(Eeq)®g,| < 0.01{ e, -

Le calcul des dérivées partielles se fait numériquement en utilisant une formulation approchée a

ordre 1. Les coefficients k"™ = kHZ et pufo™ = ;f1% de I’estimation auto-cohérente de Hervé et

Zaoui (1993) sont donnés en Annexe F. Le modéle développé dans cette section est appelé
par la suite MSMN sphérique (Méthode Sécante Modifiée & N phases).

réactualisé

Résultats :  Le point hydrostatique obtenu avec cette méthode tend vers le point de Perrin (1992)
donné en (4.18) lorsque le nombre de phases N augmente. Cela est illustré sur la F1G. 4.3. De plus, il
est vérifié que le critére obtenu par cette méthode respecte les deux bornes supérieures obtenues aux
sections 4.1.1 et 4.1.2 (méthode sécante modifiée avec 2 phases et approche de type Gurson) lorsque
le nombre de phases N augmente. Cela est illustré sur la F1G. 4.4. Enfin des simulations numériques
par éléments finis ont été réalisées sur des quarts de sphéres creuses (axisymétrie). Deux fractions
volumiques (fe = 0.01 et fo = 0.1) pour la cavité centrale ont été testées. La F1G. 4.5 représente les
maillages utilisés. Des conditions de taux déformation homogéne au bord sont appliquées. Chaque
direction de contrainte peut étre imposée (méthode de pilotage en contrainte analogue a celle décrite
dans Michel et al. (1999)). La matrice suit le critére de Gurson (critéere GTN avec ¢ = g3 = 1).
Les simulations numeériques sont réalisées pour différentes valeurs de la porosité f, (fp = 0.01
et fp = 0.1). Les critéres obtenus par l'intermédaire de la méthode développée dans cette section
(méthode sécante modifiée & N phases) sont en bon accord avec les critéres obtenus par simulations
numériques (voir F1G. 4.6).

4.1.5 Approche de type Gurson : estimation

Cette section propose un critére approché, dérivé de la borne supérieure de type Gurson (4.15).
L’idée est d’utiliser un champ de vitesse compressible approché pour estimer le potentiel (4.15).
Le point purement hydrostatique et le point purement déviatorique sont ensuite calculés a l'aide
de cette approximation et un critére de type Gurson reliant ces deux points est proposé. Le critére
obtenu est proche de la borne supérieure (4.15) et des simulations numériques par éléments finis
présentées en 4.1.4. L’avantage de ce critére est qu’il est totalement analytique.

On rappelle que le potentiel (4.15) s’écrit :

1 1 ; 2
. 4A2 4 (E,—-A? E
¢(E) < inf O'O/ / \/ — 4 (Em _ ) + — dz dy. (4.24)
A afJfe VY a2 a3
L’approximation proposée consiste & prendre A sous la forme :
7 a1 /v
A= """ _F,. 4.25
fetafo " ( )

Ce choix conserve le statut de borne supérieure de (4.24) et le A proposé correspond & la solution
exacte de l'infimum de (4.24) lorsque :
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0.2

Em
O0 0.25 0.50.75 1 1.251.51.75 oo

FiG. 4.3 — Critéres de plasticité : estimations obtenues avec la méthode sécante modifiée & N phases
(section 4.1.4, trait continu) pour N =2, N =3, N =6, N =11, N = 21 (solution "convergée"
pour N > 6). Point hydrostatique de Perrin (1992) (trait vertical). fo = 0.1, fp = 0.01, g3 = ¢1 = 1.
Le point purement hydrostatique obtenu avec la méthode sécante modifiée a N phases (section 4.1.4)
tend vers le point de Perrin (1992) donné en (4.18) lorsque le nombre de phases N augmente.

Seg 1
oo —
0.8 ~ce
\
o
0.6 N
\
NN
0.4 \ \
\
0.2 \
\
0 \ Sm
0 0.250.50.75 1 1.25 1.5 1.75 oo

F1G. 4.4 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée (section
4.1.1, trait discontinu épais), borne supérieure obtenue avec [’approche de type Gurson (section
4.1.2, potentiel (4.15), trait discontinu fin), estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée a
N =11 phases (section 4.1.4, trait continu). Point hydrostatique de Perrin (1992) (trait vertical).
fe=0.1, fy =0.01, g3 = q1 = 1. Le critére obtenu via la méthode sécante modifiée a N = 11 phases
respecte les deux bornes supérieures obtenues aux sections 4.1.1 et 4.1.2 (méthode sécante modifiée
avec 2 phases et approche de type Gurson).

e f, =0 (dans ce cas, A =0 est solution du probléme d’infimum (4.24)),
e f. =0, (dans ce cas, A = E,, est solution du probleme d’'infimum (4.24)),
e g3 =1et q1fp = fe, (dans ce cas, A = 1/2F,, est solution du probléme d’infimum (4.24)).
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(a) (b)

F1G. 4.5 — Maillages utilisés pour les simulations numériques par éléments finis : (a) fo = 0.01, (b)

fo=0.1.

En utilisant A = A, la borne supérieure (4.24) est encore majorée par :

, Lot A3 E2 Afz B2, B2
d(E ga/ /\/#—mjt—e—mjt 4 dzdy. 4.26
(&) ’ af i V (fetaf)? v2  a(fetafy)? 22 q3 Y (4.26)

Le point purement déviatorique et le point purement hydrostatique obtenus avec (4.26) peuvent
étre calculés analytiquement (voir Annexe I) :

Ym =0, Xe=00 avec oog=o00(1— f)(1— fe)/vVa3 (4.27)
et : 1 5
Sn =Py Sy =0 F=c0p—(Cy +1In(Cy)), 4.28
P q avec P = 700 NGTES A (C1 +1n(Cy)) (4.28)
avec :

Bi=\/f2+ fhas, Ba= foV/f2+as, Bs=fe\/1+ fha3. Bi= fpfer/1+as, (429

Ci = 2(31 — By — Bg + B4),

Cy = f=IVE ((1=f)fe (Bl-fe)fe <B4-fqbfe>f«zbfe (Bl—qu—s)fqb\/q? <B4—fqbfe¢q—3)fqbfe¢q_3
2= Jgp € B3— fe Ba—fqvfe Ba—fpr/a5 Bs—fypfer/a3 :
(4.30)

La seconde approximation introduite ici consiste & proposer un critére arbitraire de type Gurson
et passant par les points purement hydrostatique p et purement déviatorique .

1 (Be)? | 1 S p 5o\’
= £} + — cosh 32m ) _ 1 =0, avec a= cosh 3P et f = L (). (4.31)
B\ oo o 2 o9 2 0 a—1 \og

Le critére précédent (4.31) constitue une estimation analytique pour le critére de plasticité d’un
milieu poreux avec deux populations de cavités sphériques.
La F1G. 4.7 montre le bon accord entre le critére approché précédent (4.31) et les simulations
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X:eq 1.
00
0.
n
0. u fe = 0.01
[ |
0.
0 Em
0 0.5 1 1.5 2 2.5 o0
X:eq 1
00
0.
0.
0.
=0.1
0.2 o [ -
fo=01]
0 Zm

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 oo

Fi1G. 4.6 — Criteres de plasticité : bon accord entre [’estimation obtenue avec la méthode sécante
modifiée @ N = 21 phases (section 4.1.4, trait continu) et les simulations numériques par éléments
finis (carrés noirs). g3 = q1 = 1.

numeériques par éléments finis présentées en 4.1.4. De plus le critére approché (4.31) reste proche de
la borne supérieure (4.15). La figure FI1G. 4.7 montre néanmoins que le point purement déviatorique
obtenu avec le critére approché (4.31) est légérement supérieur aux simulations numériques par
éléments finis (voir remarque 4.2).

Remarque 4.2 (Amélioration du point purement déviatorique (4.27)) Le principe
variationnel est repris sur le milieu V' contenant une matrice M de potentiel ¢ (4.4)
(critére de Gurson modifié) et une population de pores sphériques w, distribués de fagon
isotrope :

. . oo 1 462, €2,
®(E) < inf — — 4+ — dy dV. (4.32)
. o |V 2
VEK(E) M Jqfy Yy q3

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est d’abord appliquée sur I'intégrale en y :

@ o / (4(1 - Q1fb)€.2 n (1-— Q1fb)éz >1/2 dv, (4.33)
M

O(E) < m c
() @ f q3 ?

- V] beK(E)

puis sur Uintégrale sur V :

1/2

(4.34)

®(E) < oo\/1—qify\/1— fo | inf i/ <9kléfn+§ms'§q> dv
vek(®) V] \2 2

67



CHAPITRE 4. MATERIAUX POREUX AVEC DEUX POPULATIONS DE CAVITES

Seq
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F1G. 4.7 — Critéres de plasticité : borne supérieure (4.15) (croiz), critére approché (4.31), (4.27)
(trait plein), simulations numériques par éléments finis (carrés noirs). q3 = q1 = 1. Trait vertical :
valeur hydrostatique de Perrin (1992) donnée en (4.18). Le critére approché (4.531), (4.27) ne viole
pas la borne supérieure (4.15) et est en bon accord avec les simulations numériques par éléments

finis.

ou :
8(1 —q1fp) 2(1 —qifp)
gy = i) 2l maly) 4.35
! 91 fv H 3q3 (4:35)

De plus, lorsque le matériau est macroscopiquement isotrope :

: 9~ . 3. 5 \?
®(E) < oo\/1—aqifo\/1— fe <§k1E,2ﬂ + §M1E§q> , (4.36)

ol %1 et 111 représentent respectivement les coefficients de compressibilité et de cisaille-
ment effectifs d’'un matériau poreux linéaire avec coeflicients de compressibilité et de
cisaillement k; et p; respectivement (choix d’une borne supérieure).

La borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) (rappelée en Annexe E) est utilisée
pour El et pi :

~ 4 1—f 1—f.
ki < gpi——p— 1< i, (4.37)
37 fe gt L+ 6 fe gt
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et la borne supérieure suivante est obtenue :

. . 1/2
: 1— 1— 4F2 E?
(E) < 00 mﬁﬁ_ ﬂ)( oE T ﬁgwn> : (4.38)
s et gt H fedgiaad,
Le point purement déviatorique obtenu avec cette borne supérieure s’écrit :
~ ~ (1—aqfy)( = fe) 1

Ym =0, X =00 avec 0¢=0p 5 . (4.39)

’ /0= 93+3q1 f

a3 L+ /e 3qz+2q1f:

Le critére obtenu avec (4.31), (4.28) et (4.39) est une borne supérieure concernant les
point purement hydrostatique et déviatorique. Dans le cas du chargement purement
déviatorique, cette borne supérieure est meilleure que celle obtenue avec (4.31), (4.28)
et (4.27) (voir F1G. 4.8).

Seg 1
o0
0.8
0.6 fp = 0.01
0.2
0 Sm
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0
Seg 1
o0
0.8
0.6 f, = 0.01
0.4 . fe=10.1
o f,=0.1
' fo=0.1
0 Zm
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 oo

F1G. 4.8 — Critéres de plasticité : borne supérieure (4.15) (croiz), critére approché (4.31), (4.27)
(trait plein), simulations numériques par éléments finis (carrés noirs), critére approché (4.51),
(4.39) (trait plein épais). Trait vertical : valeur hydrostatique de Perrin (1992) donnée en (4.18).
g3 = q1 = 1. Le critére approché (4.31), (4.39) améliore le point purement déviatorique du critére

approché (4.31), (4.27).

Remarque 4.3 (Interprétation de A) FEtant donné le champ de vitesse utilisé (relation
(4.10)), il est rappelé que le scalaire A est égal au taux de déformation hydrostatique
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dans la matrice : A = &,,. La scalaire A est ainsi directement relié a la loi d’évolution
de fp, qui s’écrit (incompressibilité de la matrice initiale) :

fo =3(1 — fp)A. (4.40)

De plus, en utilisant les relations liant la porosité totale du milieu, la porosité a la
premiére échelle fy, et la porosité a la deuxiéme échelle f, il vient :

fe = 3(1 - fe)(Em - A) (4.41)

La F1G. 4.9 compare les taux de dilatation relatifs obtenus dans la matrice en utilisant
le A optimal, noté A,y en 4.1.2 et en utilisant ’approximation de A notée A dans cette
section. Le chargement choisi est un chargement purement hydrostatique en tension.
Le résultat exact de Perrin (1992) est reporté sur cette figure afin d’illustrer la non
uniformité du taux de dilatation relatif exact dans la matrice. Ce résultat exact de
Perrin (1992) peut étre retrouvé en utilisant la méthode sécante modifiée & N phases
exposée en 4.1.4 ainsi que les lois d’évolution exposées en 6.3 mais en autorisant ici une
évolution différente de la porosité f, dans chaque couche entourant la cavité centrale. .

4.2 Cavités ellipsoidales aplaties et alignées

4.2.1 Approche de type Gurson : borne supérieure

Le but de cette section est d’obtenir une majoration du potentiel effectif en taux de déformation
de Pellipsoide creux (cavité ellipsoidale aplatie dans un domaine ellipsoidal aplati confocal, voir
F1G. 3.6) pour une matrice qui suit le critéere GTN dont le potentiel 0% est rappelé en (4.4).
Le potentiel effectif obtenu servira dans la suite pour le passage a 'assemblage (assemblage de
cellules élémentaires orientées aléatoirement dans la matrice). Comme pour le cas de la spheére
creuse avec matrice de Gurson (section 4.1.2), le champ de vitesse proposé est la somme d’une
partie compressible et d’une partie incompressible :

v(x) = Az + v9°(x) + vV x) avec oV (x) = DYt x, (4.42)

ot 79 est le champ de vitesse utilisé pour l'ellipsoide creux a matrice incompressible (section

. . . . . A . . .
3.2.2). Ici, 9% est pris tel que : 99° = D - & sur 90 avec D = E — AI. Le tenseur D est
, , . . L. A . L. - NA ..
décomposé en partie axisymétrique D et non-axisymétrique D~ comme en (3.29). Le principe
variationnel (équations (2.13) et (2.21)) est utilisé avec ce champ de vitesse :

: 1 Lo 442 &2
®(F) <inf — ao/ = 4+ 4 dydQ), €& =c¢(0). (4.43)
A ‘Q’ Q—w q1fp 2 q3

La démarche est alors la méme que pour 'ellipsoide creux & matrice incompressible en prenant en

compte le terme additionnel compressible %4;. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
. 1 A2 4A2 A 2T ™
B(E) < inf oy / / s T / / 22 Jyss dB dédAdy. (4.44)
Ao I Y a3 Jg—0Jp=o0
Le dernier terme est calculé en utilisant le résultat de la section 3.2.2 (passage de (3.33) a (3.35)) :
. 1 e 4A2 . .
() < in 00/ / 2L TNV o0y Dy, (4.45)
A q1fe /M1 Yy g3
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Ml. 1
fel fe

0.2 0.4 0.6 0.8,/q 1)

Fi1G. 4.9 — Sphére creuse sous chargement purement hydrostatique en tension sur sa face externe :
tauz de dilatation relatif. Résultat exact de Perrin (1992) ou, de fagon équivalente, résultat obtenu
avec la méthode sécante modifiée & N phases exposée en 4.1.4 avec évolution de la porosité fy
différente dans chaque phase entourant la cavité centrale (courbe en trait plein). Utilisation du A
optimal, noté A,y en 4.1.2 (trait horizontal plein). Utilisation de I’approzimation de A notée A en
4.1.5 (trait horizontal discontinu). (a) fe=1%, =10 % . (b) fe=1 %, fo=1%. q1 = q3 = 1.

Le A qui minimise (4.45) est noté Ag. La relation 3 = g—% permet d’obtenir une majoration de la
surface de plasticité comme explicité en 4.1.2 :

1 Az
- / / _ —r : TN 0 (A : (B—Au ) drdy,
it ) e 4 IO A1) QN (B - Ag) B
(4.46)
Le critére obtenu est une borne supérieure rigoureuse. Il est rappelé que ce résultat sera utilisé lors
de I’étude des cavités ellipsoidales aplaties orientées aléatoirement dans la matrice.

4.2.2 Approche de type Gurson : estimation

Une estimation de ® peut étre obtenue a partir de I'inéquation précédente :

. 1 Ao 2 27 T
B(E) < inf oy / / s T / / $2. g dB dé dAdy. (4.47)
4 afe /A1 Y a3 Je=0Jp=0
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Le terme f;io f 57;0 égq Jrgg dB d¢ est approché en utilisant les méme étapes que dans le cas de la
matrice incompressible (voir 3.2.3). Cela donne :

2 A" 2(T ENA
2 mfao/ / \/4A 2 D) + 57(D) + (Bey)” dzdy, (4.48)
afy 43~ 43 qs3
avec :
’ 1671'030'() ~ g2 "y, 9
= —— == D)= D
" Sag 0 T AP AD
A(D) = FA(D) + GB(D), B (D)= HB(D), (4.49)
3
- XT 3 - c 1 9
I=Fiagr XTVE TR S S ety = gl

Les quantités T1 et Io représentent respectivement les valeurs de Z en Ay et en A\y. De méme, les

quantités g1 et 7o représentent respectivement les valeurs de § en A1 et en Ao. Les constantes A(D)

et B(D) sont déterminées par les conditions aux limites données a I'équation (3.31) en remplacant

E par D.

Les constantes F', G et H sont des constantes introduites par Gologanu et al. (1994). Le terme
A2(D) | s
% +B*(D) (4.50)

peut se simplifier en considérant que H? + G232 ~ 1 (voir (Gologanu et al. (1994))). Le résultat
s’écrit :

. .ol 2 L . . 2 2(T ENA
<I>(E)mnfao/ / £+[F2A2( D) +2FGA(D)B(D)) y22+8 (D) +( e”)* dz dy.
4 anJf VY q3z qs q3
(4.51)

Enfin, le terme

[F2A%(D) + 2FGA(D)B(D)] v | BX(D) N (BX)?

, 4.52
Q322 qs3 q3 ( )

peut facilement s’écrire sous la forme D : Sap) D avec S (ap) un tenseur d’ordre 4 (non précisé
dans ce travail). Ainsi, le potentiel ® est approximé par :

2 .
1nf o / / \/i +D: S(ap) : Ddzdy. (4.53)
afe

Ce potentiel est utilisé lors du passage aux cavités ellipsoidales aplaties et orientées aléatoirement
dans la section suivante (en 4.3.5).

4.3 Cavités ellipsoidales aplaties et orientées aléatoirement

Dans cette section, les cavités a la deuxiéme échelle (échelle supérieure) sont supposées ellipsoi-
dales aplaties, réparties de fagon isotrope dans la matrice et orientées de fagon aléatoire (orientations
équiprobables). La porosité des cavités a la deuxiéme échelle est notée f.. Le rapport de forme des
cavités a la deuxiéme échelle est noté w (rapport du petit axe sur le grand axe, w < 1 dans le cas
oblate). La matrice est constituée du milieu effectif de la premiére échelle dont la loi de comporte-
ment est donnée par le potentiel (4.4) (critére de Gurson modifié).
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Les difficultés majeures de cette section résident dans la géométrie spécifique des cavités (ellipsoi-
dales) et dans le fait que la matrice est compressible.

Cette section présente, comme dans le cas sphérique traité en 4.1, deux bornes supérieures ob-
tenues avec deux approches différentes et deux estimations (issues des deux bornes supérieures
précédentes).

4.3.1 Méthode sécante modifiée (approche variationnelle) : borne supérieure

La méthode sécante modifiée est ici mise en ceuvre comme dans le cas sphérique (section 4.1.1)
en estimant les coefficients de compressibilité et de cisaillement effectifs non plus par la borne
supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) mais par la borne supérieure de Ponte Castaneda et
Willis (1995), i.e. khom = EPCW et phom = ylCW . Cette derniére permet une prise en compte
distincte de la morphologie ellipsoidale des cavités et de leur distribution isotrope (sphérique). Les
expressions de kZ'W, uPCW sont données en Annexe G.

Il est rappelé que les expressions de k! et de pl sont tirées de la relation
G =
cl = 227 g (4.54)
oD

et que les expressions de (£,,)? et de (£.,)? sont tirées de la relation

1 1. Chom .
NS} (4.55)

B — ¥
1—fe2 oC!

Le probléme & résoudre est le méme que dans le cas sphérique, avec des expressions différentes de
k,éwm et de Iuhom .

o .

Entrées : Em et Eeq;
répéter

- 2 : )2
k;; = gaoﬁ (—Arcsinh (2 %%) + Arcsinh (fiqb %%)) ;

11 0o . (éeq)2_ AEm)? | (Eeg)? ) |
Ho = 3 Cra)? (\/4(5’")2+ as f"b\/ U s )

: 1 dupm 1 Okhom

(€m)2=3(1_fe) gkg (Eeq)2+1_—fe oK1 (Em)?;
© N2 1 oup™ o 3 Okl 2,
= =g o P g o P

jusqu’a convergence sur (6,,)% et (Eeq)? ;
Sorties : X, = 3k2°mE‘m et Xeg = 3,ug0mE"eq.

Le systéme d’équation précédent est résolu avec un algorithme de point fixe.
Le résultat obtenu est une borne supérieure pour le critére de plasticité. Le modéle obtenu est
noté MSM ellipsoidal dans ce document.

4.3.2 Approche de type Gurson : borne supérieure

Le probléme traité en 3.3.1 d’'un matériau poreux avec une seule population de cavités ellip-
soidales aplaties et orientées aléatoirement (orientations équiprobables) est repris mais avec une
matrice GTN : le domaine V étudié dans cette section est composé d'un assemblage de cellules
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élémentaires de type € (cavité ellipsoidale aplatie dans un domaine 2 ellipsoidal aplati confocal)
orientées aléatoirement et en nombre suffisant afin d’assurer isotropie globale de V. Le domaine V'
est schématisé sur la F1G. 3.8 : c’est un assemblage de cellules élémentaires orientées aléatoirement.
D’aprés Benveniste et Milton (2003), tout I'espace peut étre rempli par des cellules ellipsoidales
orientées aléatoirement (voir la démonstration dans ’annexe de Benveniste et Milton (2003)). Cette
section propose une borne supérieure pour la surface de plasticité.

Comme en 3.3.1, des conditions de taux de déformations homogénes au bord sur 9V sont appli-
quées. Un champ de vitesse est construit tel que © = E - & sur chaque ellipsoide élémentaire 9€,.
Ce champ vérifie bien © = E - & sur V. En utilisant le principe variationnel (équations (2.13) et
(2.21)) et la borne supérieure élaborée en 4.2 pour le cas des ellipsoides alignés (relation (4.45))
sur la cellule élémentaire de référence €2, le potentiel effectif est majoré par :

d(E) < ]4 o0 1nf / \/ 4‘42 J()\)D(R):Q(R,)\):D(R)d)\dyd’R.
q1fo J M

q3
(4.56)
Il est supposé que A est indépendant de R pour tous les ellipsoides et uniforme dans V. Ce choix
préserve le statut de borne supérieure sur (4.56). D’ou :

c1>(E)<ao 1nf / \/ﬂ +ﬁD Q(R,)\) : Dd\dydR. (4.57)
qfe /M 43

Puis, en utilisant le fait que la somme des infima est majorée par 'infimum de la somme :

®(E) < oy 1nf / \/J2 (/\)D Q (R, )\ : Dd)\dydR, (4.58)
A afy I qs

et 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Lo 2 . .
B) < o inf/ / \/ﬁ(A)% + I j{D QRN : DdRd\dy. (4.59)
A Jaify In Y 43

De la méme maniére que pour le cas de la matrice incompressible de la section 3.3.1, on obtient :

}I{D:Q(’R,)\):Dd’R,:BQJDfn—ir%QKDSq avec Q;=Q:=J et Qxg=Q: K. (4.60)

Au final, la borne supérieure obtenue s’écrit :

E) < oy inf /q 1f /A ¢ 720\ 4_142 + ﬁ (3@;( ) (B - A)2 + J(A)E§q> d\dy.  (4.61)

La quantité @ ; est donnée en 3 64). Le A qui minimise (4.61) est noté Agy. Comme explicité a la
fin de 4.1.2, la relation X = 6 > ® permet d’obtenir une majoration de la surface de plasticité :

%§3Qﬂk)@%r—AwQ

d\dy

1 1 A2
" 500 /‘Ilfb />\1 2 .
J2( SOZ + <3Q ( ) ( Asol) + J(/\)Eezq>
Y0 5o (4.62)
T (N Eeq

)\ dy.

1 A2
q1fe J M1 \/JQ()\) Sol + (

350 (B — Awt) +IONEZ,
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4.3.3 Comparaison entre les deux bornes supérieures précédentes

Pour certaines valeurs de porosité, les mémes conclusions que dans le cas sphérique sont obte-
nues. Dans le cas d’'un chargement purement déviatorique, la méthode sécante modifiée est meilleure
que l'approche de type Gurson (pour ce point, la méthode sécante modifiée donne un résultat infé-
rieur a celui obtenu avec I'approche de type Gurson et constitue donc, pour ce point, une meilleure
borne supérieure). Dans le cas d’un chargement purement hydrostatique, ’approche de type Gurson
est meilleure que la méthode sécante modifiée. Ces remarques sont illustrées sur la FiaG. 4.10.
Pour d’autres valeurs de porosité, la méthode sécante modifiée est meilleure (borne plus restrictive)
que 'approche de type Gurson quel que soit le taux de triaxialité des contraintes (voir F1G. 4.11).

1;5‘—‘
Zeq TSss
oo 08 ‘\\
\\
A
0.6 NN
NN
0.4 o\
N
0.2 T Y
(I |
0 | 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 Zm
a0

F1G. 4.10 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée (section
4.8.1, trait discontinu épais), borne supérieure obtenue avec l’approche de type Gurson (section
4.8.2, potentiel (4.61), trait discontinu fin). fo = 0.02, f, = 0.01, g3 = ¢ = 1, w = 1/5. Dans
le cas d’un chargement purement déviatorique (resp. hydrostatique), la méthode sécante modifiée
(resp. Uapproche de type Gurson) est meilleure que ’approche de type Gurson (resp. la méthode
sécante modifiée).

4.3.4 Méthode sécante modifiée (approche variationnelle) & N phases : estima-
tion

De nouveau, comme dans le cas des cavités sphériques, on cherche ici & appliquer la méthode
sécante modifiée avec un CLC & N phases. Il s’agit ici cependant d'un CLC constitué d’un assem-
blage d’ellipsoide creux ol chaque cavité ellipsoidale est enrobée de N — 1 couches ellipsoidales
confocales. L’estimation des propriétés effectives d’'un tel composite n’est pas & notre connaissance
un probléme définitivement résolu (voir des pistes dans Barhdadi (2005)). 11 est donc proposé ici
d’utiliser, pour le comportement effectif du CLC, I'estimation de Hervé et Zaoui (1993), valable
dans le cas sphérique. Pour ce faire, la notion de "porosités équivalentes" est introduite et permet
de traiter le cas ellipsoidal & partir du cas sphérique. Le but est de remplacer le milieu avec cavités
ellipsoidales de porosités f. par un milieu avec cavités sphériques de porosité f; comme schématisé
sur la F1a. 4.12.

Afin de déterminer f;, il est tout d’abord rappelé que les modéles MISM sphérique et MISM
ellipsoidal développés en 4.1.1 et 4.3.1 donnent lieu au probléme suivant :
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Pt -—
o) 0. 8¢ ---~ NG
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0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 Zm

F1G. 4.11 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée (section
4.8.1, trait discontinu épais), borne supérieure obtenue avec l'approche de type Gurson (section
4.8.2, potentiel (4.61), trait discontinu fin). fe = 0.1, fp, =0.01, g3 = ¢ = 1, w = 1/5. La méthode
sécante modifiée est ici meilleure que ’approche de type Gurson.

S
/ %
- |

fe [s

Fi1G. 4.12 — Notion de porosité équivalente : remplacer le milieu avec cavités ellipsoidales de porosités
fe par un milieu avec cavités sphériques de porosité fs.

Entrées : Em et Eeq;

répéter
actualisation de k} et de pl, puis de (¢,,)% et de (é¢q)? :
1 8ﬂhom . 1 ak.hom .
. 2 0 2 0 2.
Em)” = 30 =7y "okt B + 7= F g (Fm)s
1 a'u/hom . 3 ak.hom .
‘e 2 _ 0 Ee 2 0 Em 2.
Cea = =gy "o Feol T Ty T (B

jusqu’a convergence sur ()% et (feq)? ;

Sorties : X, = 3k20mEm et Xeg = 3uf,"’mEeq.

Il est de plus rappelé que les coefficients k2°™ et u*™ sont estimés via la borne supérieure de
Hashin et Shtrikman (1963) pour le cas sphérique et via la borne supérieure de Ponte Castafnieda

et Willis (1995) pour le cas ellipsoidal.
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Le but étant de traiter le cas ellipsoidal & partir du cas sphérique, on cherche ainsi f; tel que :

kg NV (fe) _ k(o)

1—f. 11— f,
OV s (463)
1_fe - 1_fs ’

Avec cette définition de la porosité équivalente fs, il est possible de retrouver exactement le cas
ellipsoidal & partir du cas sphérique en résolvant ce systéme :

Entrées : Em et Eeq;

répéter
actualisation de k! et de pl, puis de (é,,)% et de (€¢4)? :
LIS o 1 RIS

s \2 2.
TRy A R 7e S S AN A
.2 1 3Mfs(fs) S \2 3 81{:5{5(]08) S \2
e = E. En)”;
(6ea) (1—fs) Oud (Bea) "+ 77 fs Oul (Em)
jusqu’a convergence sur (6,,)% et (Eeq)? ;
Sorties : ¥, = 3k§1’5(f8)1 — §Em et Yo = 3ufs(fs)i — jZEq

La boucle du probléme ci-dessus correspond physiquement au probléme sur un milieu avec ca-
vités sphériques et dont la porosité vaut fs.

Cependant, il n’existe pas une unique porosité fs capable de vérifier les deux équations de (4.63) :
il existe une premiére solution fsk capable de vérifier la premiére équation de (4.63) et il existe une

deuxiéme solution f£ capable de vérifier la deuxiéme équation de (4.63). Ce couple de porosités
(fE, f&) vérifie :

kW (fe) _ k(£

1- fe 1- ff
WPV (£ IS (£ (469
1—f,  1-f

Les coefficients fF et fi vérifiant le systéme ci-dessus dépendent de f., de w mais aussi de k)
et de pl. La matrice restant proche de I'incompressibilité pour les faibles fractions volumiques f;
motivant cette étude, une bonne approximation consiste a prendre k! grand (i.e. le faire tendre vers
I'infini). Les expressions de f¥ et de f4 résultant de cette approximation sont données en Annexe
H et dépendent uniquement de f. et de w.

En utilisant ce couple de porosités ( ff, 1, le probléme des ellipsoides traité avec le modéle
MSM ellipsoidal s’écrit en fonction du probléme ci-dessous oil la borne supérieure de Hashin
et Shtrikman (1963) est utilisée. Les termes contenant k2% sont exprimés en fF et les termes

contenant uf S sont exprimés en fE
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CHAPITRE 4. MATERIAUX POREUX AVEC DEUX POPULATIONS DE CAVITES

Entrées : Em et Eeq;
répéter
actualisation de k} et de ul, puis de (¢,,)2 et de (£¢4)?
: )2 1 S (fL) 2 Lok (fY) 2
m) = e En)”;
(6 ) 3(1 . féu) ak}) ( (1) + 1— fﬁ: ak}) ( )
_ 1 oullS(fty . 3 OKSS(fY) -
ea)? = g 2o ) g B e L)
(1 f8 ) 8#0 1 fs aiu’o

jusqu’a convergence sur (é,,)? et (Zeq)? ;
1—f . 1—f. .
Sorties : %, = 3kI15(fF) . J{z By, et Soq = 3ul5 (f14) : ;ZEeq.
— 7 — 7l

La boucle du probléme ci-dessus correspond physiquement (voir F1G. 4.13) au :

— cas des cavités sphériques de fraction volumique fF lorsque Eeq =0.
— cas des cavités sphériques de fraction volumique f£ lorsque E,, = 0.

fE ft

Fi1G. 4.13 — La boucle du probléeme résolu correspond au cas des cavités sphériques de fraction
volumique f¥ lorsque le chargement est purement hydrostatique et au cas des cavités sphériques de
fraction volumique f lorsque le chargement est purement déviatorique.

La méthode sécante modifiée avec N phases est alors utilisée sur ce dernier pro-
bléme, ainsi que lestimation de Hervé et Zaoui (1993) comme en 4.1.4 (voir Fi1G. 4.14). Les
équations & résoudre sont données ci-dessous. Les f,L-k (respectivement f!') sont les fractions vo-
lumiques des couches entourant la sphére centrale de fraction volumique fsk (respectivement f%).
Toutes les couches 2 < ¢ < N sont prises de méme épaisseur.
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E.,
!

FIG. 4.14 — Utilisation de ’estimation de Hervé et Zaoui (1993) sur les milieuz de porosités fF et

fé.

Entrées : Em et Eeq;

répéter
Vi(2<i<N):
k= 30’0; —Arcsinh | 2 + Arcsinh
(Em)*)g,
il o0 oy (g, \/4<(ém)2>m
Mo = 3 <(éeq)2>gi \/4<(5m) >Q, + 0 fab (fqb)2 +
, 1 oubZ(fr 1 ORHZ(fh)
<(5m)2>gi - 3f“ = 8k‘§ )(Eeq)2 + F%(Emﬁ ;
. 1 oulZ (1) 3 OKHZ(fk
<(Eeq)2>gi = fz# Iua,uo (E ) + F%(Em)a
jusqu’a convergence sur <(€m)2>92 et <(5eq)2> o Vi(2 § i<N);
Sorties:Em:?)kfz(ff)ll:“ﬁEm et Xeg = 3p HZ(f“) ffeE

Comme pour le cas sphérique en 4.1.4, un simple algorithme de point fixe permet d’atteindre
en peu d’itérations la convergence. Le calcul des dérivées partielles se fait numériquement en utili-
sant une formulation approchée a 'ordre 1.

Le modéle développé dans cette section est appelé par la suite MSMN ellipsoidal (Mé-
thode Sécante Modifiée & N phases). La F1G. 4.15 illustre la propriété que le modéle MSMN
ellipsoidal améliore le modéle MSM ellipsoidal pour le cas du chargement purement hydrostatique
lorsque le nombre de couches N augmente sans changer le point purement déviatorique. De plus,
cette figure montre que le modéle MSMN ellipsoidal est en accord avec les deux bornes supérieures
établies en 4.3.1 (modéle MSM ellipsoidal) et en 4.3.2 (approche de type Gurson).

Le caractére arbitraire de cette notion de "porosités équivalentes" conduisant au modéle MSMN
ellipsoidal est & souligner. Dans le cas des déformations planes généralisées, des simulations nu-
mériques par Transformées de Fourier Rapides (FFT) permettent de valider l'utilisation de ces
"porosités équivalentes" (voir 4.6).
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CHAPITRE 4. MATERIAUX POREUX AVEC DEUX POPULATIONS DE CAVITES

Le modéle MSMN ellipsoidal nécessite un traitement numérique (résolution d’un probléme de point
fixe). La section suivante propose un modéle conduisant a un critére de plasticité analytique et issu
de I'approche de type Gurson.

Yeq

g0

0.8

0.6

0.4

0.2

2.5 u»,

o0

F1G. 4.15 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée (section
4.8.1, trait discontinu épais), borne supérieure obtenue avec [’approche de type Gurson (section
4.8.2, potentiel (4.61), trait discontinu fin), estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée
a N phases N = 21 (section 4.3.4). fe = 0.02, f, = 0.01, g3 = ¢1 = 1, w = 1/5. L’estimation
obtenue avec la méthode sécante modifice a N = 21 phases améliore le point hydrostatique obtenu
avec la méthode sécante modifiée de la section 4.3.1. L’estimation obtenue avec la méthode sécante
modifiée & N = 21 phases respecte les deux bornes supérieures obtenues auz sections 4.5.1 et 4.5.2.

4.3.5 Approche de type Gurson : estimation

Le but de cette section est d’obtenir une estimation analytique & partir de I’approche de type
Gurson. Le probléme traité en 4.3.2 est repris ici. La méme démarche que celle suivie en 4.3.2
est appliquée mais en utilisant le potentiel effectif sur cellule élémentaire donné en (4.53) pour les
cavités ellipsoidales alignées. Ce potentiel sur cellule unitaire correspond & une estimation et n’a
pas le statut de borne supérieure. La moyenne sur les orientations (voir 4.3.2) conduit & effectuer
la projection de S4) sur J et K. Cela donne :

. , 1 1 2 T A2 52 . 72 E. )2
O(FE) ~ infao/ / \/4/2 + (Em — A)” a2 + (Em — A)2b_ + (Eeg) dz dy
A afoJf Y

22
q3 q3 q3 (4.65)
1 1 ; ~ 7 ;
4A2 E,, — A)2a? . b2 E.,)?
~ infog(g + 1) —I-( ) a——l—(Em—A)z——l—@dzdy
A . 2 2
afeJf Yy z q3 q3 q3
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avec :
g g+fe 46% 2 ~2 47722
= , g = —F——, VT2 +32/3 3—2n+ ;
/ g+19 3\/1——2X +1)( ! Xg) (4.66)
~ 2 .
v =(1- —Zg) , Zo = s 2arcsin(es), ag = afes), a; = afey).
X9 1—e3

Les fonctions x, «, n sont données en (3.25) :

e ViTd SO +2fe+gfe>>_1

7 7 TPy T Ay
k(1 — £)(g + 1)(g + f.) sinh (2 (an — o)

g+ 12+ (g+ f)2+2(g+ 1)(g+ fe) (k(az — 1) sinh (2k (ag — 1)) — cosh (2k (2 —(al))))'

4.67
Les fonctions *, o*, n* et Z3 tirées de Gologanu et al. (1997) sont utilisées a la place de k, a,
et 7y :

B

—e1 (1—€2) + (1 — e2)Y2arcsin(e;) (1—e3) (1—2e3)

“= ; 2l ’ ai_ 3—6c2 +4ed
9*26727 gf:gi7 glzg—v H:2|O‘T_O‘§|7
(1—e€3)!/2 (g% + fe) g +1
2 @) (g —a)+(2/5) ( 7 - 5/2) (4/3 -7 - g1%) (4.68)
(k") = 3T )
o (L= F)a" Ul 1) sinh (v 1)
(g +1)2 + (g% + fe)? + (¢* + 1)(g" + fe) (s*H sinh (x*H) — 2 cosh (k*H))’

Z5 =3g"(1 — 203).
Sous chargement purement déviatorique, le potentiel (4.65) donne :

Em = 07 Eeq = 5-0 avec 5-0 = 00(1 - fe)(l - q1fb)/\/q_37 (469)

valeur qui ne prend pas en compte le rapport de forme des ellipsoides et qui peut étre améliorée
(voir la remarque 4.4).

Dans le but d’obtenir une estimation analytique du critére de plasticité, un A approché de la forme
suivante est proposé, par simple analogie avec le cas sphérique donné en (4.25) :

A d=_Bh_j (4.70)
f+af
Ce choix de A conduit sous chargement purement hydrostatique & :
1
Yeg=0,%,, =p avec p = gao(g + 1)1, (4.71)
ou I est une intégrale dont ’expression détaillée est donnée en Annexe I avec :
. b -1 fa -1 fb
fi=Ff, fs=af, P=2 _afe :_7f et R:—~f7.
F+afl VG | f+afe VG | f+af

(4.72)
Un critére de type Gurson passant par les deux points purement hydrostatique p et purement
déviatorique G est proposé (comme dans le cas sphérique en (4.31)) :

1 Eeq 2 1 32m 3p D 50 2
— + — h(-—— ) —1= \Y% = h{-— t O = — . 4.73
< 0> COS <2 0> 0, avec « COS <2 0> € 5 1 < 0) ( )
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Le critére précédent (4.31) constitue une estimation analytique pour le critére de plasticité d'un
milieu poreux avec deux populations de cavités, la seconde population pouvant étre de type ellip-
soides aplatis orientés aléatoirement. En particulier, ce modéle analytique fournit une estimation
du critére de plasticité pour un milieu poreux fissuré. Les deux points purement déviatorique et
purement hydrostatique obtenus avec ce critére sont des bornes supérieures.

Remarque 4.4 (Amélioration du point purement déviatorique (4.69)) La démarche
variationnelle suivie en 4.1.5 dans le cas sphérique est appliquée ici et conduit & :

1/2

: 9~ . 3.

®(E) <oovV/1—aifs/1— fe <§k1E72n + §M1E3q> ; (4.74)
ol %1 et 111 représentent respectivement les coefficients de compressibilité et de cisaille-
ment effectifs d’un matériau poreux linéaire avec coeflicients de compressibilité et de
cisaillement k; et p; respectivement (choix d’une borne supérieure) :

_8(1—aq1fp) 20— qife)
= oafy M7 T 3¢5 (4.75)

La borne supérieure de Ponte Castaneda et Willis (1995) est utilisée pour k1 et 1. Le
point purement déviatorique obtenu avec cette majoration s’écrit :

- - 13 .
Xm =0, 2eq =00 avec o= UO\/(l - Q1fb)(1 - fe) 5:“1- (4'76)

Le critére obtenu (4.73), (4.71), (4.76) est une estimation du critére de plasticité. Les
deux points purement déviatorique et purement hydrostatique obtenus avec ce critére
sont des bornes supérieures.

La F1G. 4.16 compare les critéres obtenus via la borne supérieure de 4.3.2 (approche de type Gurson,
minimisation sur A), le critére approché (4.73) avec (4.71) et (4.69) puis le critére approché modifié
en déviatorique avec (4.71) et (4.76). Le critére approché est trés proche de la borne supérieure de
4.3.2. Le critére approché modifié en déviatorique fournit bien un point purement déviatorique plus
petit que les deux autres modéles. La méthode sécante modifiée & N phases est aussi représentée
sur la F1G. 4.16 afin de montrer le bon accord entre ce modéle et les approches de type Gurson
(borne supérieure de 4.3.2 et critére approché (4.73)).

4.3.6 Conclusion

Dans le cadre de la modélisation des critéres de plasticité des milieux poreux & deux populations
de cavités, notamment les poreux fissurés, les recommandations suivantes peuvent étre formulées :
— pour une estimation la plus précise possible, mettre en ocuvre la résolution numérique du
modéle MSMN ellipsoidal (mise en ceuvre lourde),
— pour une estimation moins précise mais rapide et pertinente, ou pour des développements
analytiques, utiliser 'estimation de type Gurson modifiée en déviatorique (équation (4.73)
avec (4.71) et (4.76)),
cette derniére fournissant par ailleurs la meilleure borne supérieure connue pour des chargements
purement hydrostatiques et une borne supérieure trés pertinente pour des chargements purement
déviatoriques.
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Zeg 1
00
0.8
0.6 =0.01
0.2
S
% o
X:eq 1
00
0.8
0.6 f, = 0.01
0.4 K| fe=01
X
0.2
fe=0.1 X
0 ] Zm
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0

F1G. 4.16 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec l’approche de type Gurson ((4.61),
croix), estimation obtenue avec ’approche de type Gurson ((4.73) avec (4.71) et (4.69), trait plein),
estimation obtenue avec approche de type Gurson modifiée en déviatorique ((4.73) avec (4.71) et
(4.76), trait plein épais), méthode sécante modifiée & N = 6 phases (exposée en 4.3.4, carrés blancs).
L’estimation (4.73) avec (4.71) et (4.76) ne viole pas la borne supérieure (4.61) et reste proche du
modele issu de la méthode sécante modifiée & N = 6 phases exposé en 4.3.4. w =1/5, ¢ = q3 = 1.

4.4 Borne et estimation elliptiques

Seulement dans cette section, la surface de charge donnée par la borne non linéaire de Ponte Cas-
taneda (1991) ou le modéle de sphére creuse de Michel et Suquet (1992) (présentés en 3.1.2) sont
utilisées pour la matrice & la place du critére GTN. Ainsi, un critére elliptique est utilisé pour la
matrice dans cette section :

Yeg

)2, (4.77)
00

(1= 1) = AR + (15 2 o)

2 In(fp)
pour le modeéle de sphére creuse de Michel et Suquet (1992). Conformément aux choix de g; et

g3 (équations (3.15) et (3.16)), le coefficient A(fp) utilisé ici pour le modeéle de sphére creuse de
Michel et Suquet (1992) est (le but est de conserver le point purement déviatorique donné par la
borne supérieure de Ponte Castaneda (1991) et d’abaisser le point hydrostatique par comparaison

2
avec A(f,) = 3f, pour la borne non linéaire de Ponte Castafieda (1991) et A(fy) = (3 (1_f”))
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aux simulations numériques par l'intermédiaire de ¢1) :

3(1-£)Y’
A(fp) = <§m> . (4.78)

Le potentiel g obtenu par Michel et Suquet (1992) et correspondant a la surface de plasticité
(4.77) est utilisé pour décrire le comportement de la matrice. Puis une démarche analogue & celle
de Michel et Suquet (1992) est utilisée afin d’obtenir la surface de plasticité du matériau contenant
la deuxiéme population de cavité (porosité f.). La démonstration donnée en Annexe K (dans le cas
saturé) conduit au critére suivant :

1 ()2 1 (S’ )
Thom \ —/ =2(1- 1- 4.79
kéwm < 0o ) + 3Mf0wm < o0 ( fe)( fb) ( )
Les coefficients k2™ et p/°™ s’obtiennent par homogénéisation sur un milieu élastique linéaire de

matrice de coefficients k. et u! et de porosités de fraction volumique f. de méme géométrie que le

milieu non linéaire : ) .
ko = 34

fv) 4.80

pl = GB%fb) avec  B(fy) = (1 + %fb)- (4.80)

Lorsque le A(fp) est celui de la borne non linéaire de Ponte Castaneda (1991) :

A(fo) = %fb, (4.81)

le modéle obtenu fournit une borne supérieure pour la surface de charge. Ce modéle est appelé
modéle 2BNL (borne non linéaire pour les deux échelles).
Lorsque le A(fp) est celui du modéle de sphére creuse de Michel et Suquet (1992) :

9 (1—f)’
A(fy) = Zm, (4.82)

le modéle obtenu fournit une estimation pour la surface de charge. Ce modéle est appelé modéle
BNLSC (borne non linéaire pour la deuxiéme échelle et modéle de sphére creuse pour la premiére
échelle).

Dans le cas des porosités sphériques, les modules kﬁ}om et uf;om correspondent & la borne supé-
rieure de Hashin et Shtrikman (1963). Dans le cas des pores ellipsoidaux répartis et orientés de
fagon aléatoire (orientations équiprobables, porosité f.), la borne supérieure de Ponte Castafieda
et Willis (1995) est utilisée.

L’avantage du modéle 2BNL est qu’il constitue une borne supérieure de la surface de plasticité. Son
inconvénient est que cette borne est trop majorante pour un chargement purement hydrostatique.
L’avantage du modéle BNLSC est d’étre entiérement analytique. Son inconvénient réside dans le
fait que le modéle de sphére creuse utilisé pour la matrice prédit un taux de croissance des petites
porosités trop faible (forme du critére, voir 3.1.2).

La F1G. 4.17 compare les surfaces de plasticité obtenues avec les modéles 2BNL, BNLSC et la
méthode sécante modifiee & N phases (modeéle MSMN ellipsoidal), ce dernier constituant ici la
meilleure approximation du critére de plasticité pour un matériau poreux constitué d’une ma-
trice rigide parfaitement plastique, d’une population de cavités sphériques de petite taille et d’une
population de cavités ellipsoidales de plus grande taille (séparation de échelles) distribuées aléa-
toirement en espace et en orientation. De plus, le modéle MSMN ellipsoidal permet une prise en
compte des pressions dans toutes les cavités, ce qui n’est pas le cas de 'estimation donnée en 4.3.5
par 'approche de type Gurson.
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3 Zm

g0

F1G. 4.17 — Critéres de plasticité : borne supérieure obtenue avec le modéle 2BNL (relations (4.79)
(4.80) (4.81), trait discontinu épais), estimation obtenue avec le modéle BNLSC' (relations (4.79)
(4.80) (4.82), trait discontinu fin), estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée & N phases
N = 6 (section 4.3.4, modéle MSMN ellipsoidal, trait plein). f. = 0.02, f, = 0.01, g3 = q1 = 1,
w=1/5.

4.5 Bilan sur les modéles

Les modéles détaillés dans ce chapitre sont recensés dans le tableau ci-dessous :
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Méthode Avantage Inconvénient Section
Approche varia- | Pertinent en déviato- | Large en hydrosta- | 4.1.1 et 4.3.1
tionnelle :  borne | rique tique , non analytique

supérieure MSM

sphérique et MSM

ellipsoidal

Approche de type | Pertinent en hydro- | Large en déviato- | 4.1.2 et 4.3.2
Gurson : borne | statique rique, non analytique

supérieure

Approche variation- | Pertinent en déviato- | Non analytique 4.1.4 et 4.3.4
nelle : estimation | rique et en hydrosta-

MSMN sphérique et | tique
MSMN ellipsoidal
Approche de type | Pertinent en hydro- | Large en déviato- | 4.1.5 et 4.3.5
Gurson : estimation statique, analytique rique, forme arbitraire
du critére

Approche de type | Pertinent en déviato- | Forme arbitraire du | 4.1.5, remarque 4.2 et
Gurson : estimation rique et en hydrosta- | critére 4.3.5, remarque 4.4
tique, analytique

Approche varia- | Pertinent en déviato- | Large en hydrosta- | 4.4
tionnelle :  borne | rique, analytique tique , utilisation d’un
supérieure 2BNL autre critére que celui

de Gurson pour la ma-

trice
Approche variation- | Pertinent en déviato- | Large en hydrosta- | 4.4
nelle : estimation | rique, analytique tique , utilisation d’un
BNLSC autre critére que celui

de Gurson pour la ma-

trice

Les modeles énoncés dans le tableau ci-dessus sont étendus au cas des cavités saturées (i.e. pressions
non nulles dans les cavités) dans le chapitre 5, & part les estimations issues de I’approche de type
Gurson (pour ces modeéles, un A approché n’a pas pu étre déterminé dans le cas saturé). Au final,
le modéle MSMN ellipsoidal est retenu pour la suite (cas des cavités saturées).

4.6 Simulations numériques FFT

Le modéle MSMN ellipsoidal est écrit & la section 7.1.2 en déformations planes généralisées.
L’objectif de la présente section est de valider la démarche conduisant au modéle MSMN ellipsoidal
(utilisation des "porosités équivalentes") par comparaison & des simulations numériques. Le milieu
étudié ici est un milieu bidimensionnel contenant des cavités elliptiques orientées aléatoirement
(orientations équiprobables) et plongées dans une matrice de Gurson. Les simulations numériques
effectuées utilisent la méthode de la transformée de Fourier rapide (FFT, Michel et al. (2000)).
En effet, afin d’étudier les propriétés effectives des composites & microstructures périodiques, Mou-
linec et Suquet (1998) ont proposé une méthode numeérique basée sur des transformées de Fourier
rapides (Fast Fourier Transforms, FFT). Cette méthode itérative est basée sur I'expression de la
fonction de Green d’un milieu de référence élastique linéaire. Cette méthode n’assure pas la conver-
gence lorsque le contraste entre les phases est infini (par exemple, le cas d’'un matériau poreux avec
matrice rigide plastique parfaite de Von Mises). C’est pourquoi, Michel et al. (2000) ont proposé
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de lever cette difficulté de convergence en utilisant une méthode de Lagrangien augmenté. Cette
approche s’est révélée efficace pour traiter le cas des problémes & contraste grand ou infini entre
les phases. La méthode de Michel et al. (2000) a été appliquée avec succés dans ce travail pour
un matériau & fort contraste entre les deux phases (matrice de Gurson et cavités). L'intérét de ce
type de simulations est de pouvoir réaliser des calculs sur des cellules périodiques et présentant
des microstructures complexes. Ainsi, des calculs sur des cellules contenant un grand nombre de
cavités ont pu étre réalisés, ce qui permet de mieux approximer la géométrie réelle du matériau.
Cette section rappelle la méthode dite FFT de Michel et al. (2000), puis 'implémentation dans
cette méthode d’une matrice de type Gurson et enfin, les résultats obtenus concernant les surfaces
de plasticité pour un milieu poreux (cavités elliptiques orientées aléatoirement) dans une matrice
de type Gurson.

4.6.1 Meéthode FFT de Michel et al. (2000) (rappels)

D’une fagon générale, on considére dans ce paragraphe que I’élément de volume V' est composé
de différentes phases dont le potentiel en déformation, ¢(x,€), est tel que pour tout « de V' :

o(x) = %(m,e). (4.83)
Le potentiel ¢(x,e) est une fonction convexe de e. L’¢lément de volume V est soumis & une
déformation moyenne E. Des conditions de périodicité sont imposées sur OV et la déformation
locale e(u) est décomposée en sa moyenne E et en une fluctuation e(v) telle que e(u) = E +¢(v).
Le champ v est imposé périodique et o - n est imposé anti-périodique. Le potentiel effectif en
déformation @ s’écrit (voir, par exemple, Ponte Castaneda et Suquet (1998)) :

®(B)=  inf = (o(ctw)y. (4.89)

avec K7 (E) = {u tel que e(u) = E+¢(v), v périodique}. Le probléme (4.84) est reformulé comme
un probléme de minimisation sous contrainte :

inf inf , 4.85
inf  duf 5 ey (4.85)

sous la contrainte :
e(u(x)) —e(x) =0 Vo € V. (4.86)

Le Lagrangien augmenté associé au probléme de minimisation sous contrainte précédent s’écrit :

1
Ley(e(u) e, X) = {ple))y + (A : (e(u) —e))y + 5((e(u) —e) : Co: (e(u) —e))y.  (4.87)
Le probléme de minimisation sous contrainte (4.85) revient a résoudre :

inf inf L e ). 488
supinf inf col(e(u), e, A) (4.88)

Ce probléme de point selle est résolu par I'intermédiaire d’un algorithme d’Uzawa :
e Pasi: e~ et A1 connus.
e Etape 1 : Trouver e(u?) solution du probléme :

. i—1 —1
L Lo (ew) e X,
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e Etape 2 : Trouver e’ tel que (pour tout x) :

%(m, e)+Cy:el(x)=Cy:e(u'(x)) + )\i_l(az).

. . . OL oL
Cette équation provient du fait que L, est convexe en e et que —22(e) = 0 < —2(e) =0

en posant Le, = (Lcy)y-
e Etape 3 : Mise a jour de A*:

N(z) = A" (@) + Do : (e(u'(2)) — €'(2)).

Le tenseur d’ordre 4, Dg donne la direction de descente dans l'algorithme d’Uzawa. Une fois la
convergence obtenue : £(u) = e et u est tel que l'infimum inf, ¢ o gy (p(e(n)))y est atteint.
L’étape 1 correspond au probléme d’élasticité linéaire suivant pour un milieu homogéne élastique
linéaire de raideur Cj :

{ 0(11:) =Cy:e(v(x)) + 7(x) /V.ac € Vv, S (4.89)
dive(x) =0 Vax € V, v périodique, o - n antipériodique,
avec T(x), un champ de polarisation, qui s’écrit :
() =A"Hx) - Ch: e x)+Cy: E. (4.90)
La solution du probléme précédent s’exprime en fonction de I'opérateur de Green T :
c(w(x)) = -T«7(x) Yz eV, (4.91)

ol le symbole * représente le produit de convolution. Dans I’espace de Fourier, la relation précédente
s’écrit :

E(v(&) = —T"(€) : #(6). (4.92)

. ~0 .. .
La transformée de Fourier I peut étre obtenue de fagon explicite (non précisée dans ce document).
Lorsque le potentiel p(g) peut se mettre sous la forme ¢(ey,,e¢q), I'étape 2 revient a résoudre le
systéme non linéaire suivant :
100 (i i 3knet = 3k i A1
30e emveeq) + Skoe,, = Ogm(u ) T AL

Do i i i i 4.93
T () + by = (1) + g (1)) (499

eq

L’étape 3 consiste a réactualiser le multiplicateur de lagrange A, qui correspond, & convergence, au
champ de contrainte solution. Le tenseur Dy est choisi tel que Dy = Cj. Ce choix a I'avantage de
donner A' = 0 dans les cavités.

Remarque 4.5 (Direction de contrainte imposée) La méthode FFT est mise en ceuvre
de fagon incrémentale et & déformation imposée E. Il est remarquable que la direction
de contrainte 3° peut étre imposée en utilisant la procédure suivante (voir Michel et al.
(1999)) :

e t (paramétre de chargement) imposé. X0 (direction de contrainte) imposée.
e Trouver E, ¥, k (13 inconnues) tels que :
e E:X% =1t (1 équation),
e ¥ ={(E) (méthode FFT, 6 équations),
[ J

> = kX0 (le scalaire k est appelé niveau de contrainte, 6 équations).
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4.6.2 Modéle de Gurson en théorie élastoplastique (ou de déformation)

Le but est d’utiliser la méthode FFT (présentée dans le paragraphe précédent) afin de déter-
miner numériquement et pour différentes valeurs de porosité les surfaces de plasticité d’un milieu
contenant des cavités elliptiques (porosité f.) et une matrice obéissant au critére de Gurson (avec
une porosité fp fixe). La méthode précédente est valable lorsque le comportement de la matrice
obéit & un potentiel en déformation ¢(e). Le comportement de la matrice de Gurson doit étre
régularisé et écrit en théorie de la déformation, ce qui fait 'objet de ce paragraphe.

La méthode FFT (présentée dans le paragraphe précédent) nécessite, pour cette étude, la connais-
sance de o = g—ﬁ dans la matrice (voir I’étape 3). La régularisation du comportement de la matrice
en théorie de la déformation revient a écrire un algorithme dont I'entée est e (déformation en un
point) et la sortie est o (contrainte en un point). La fonction de charge correspondant au critére
de Gurson s’écrit :
Flo)= 2% 4o com (37m) — 1 g2 1.94
(@)= %4 +2pconh (52 ) <1 - £ (1.99)
La déformation est la somme de la déformation élastique et de la déformation plastique :

e =¢e°+ e’ (4.95)

La déformation élastique se met sous la forme :

e=8:0. (4.96)
La déformation plastique s’écrit (théorie de la déformation) :
oOF
P — \PT 4.97
=N (@), (497)

ol N est le multiplicateur plastique. Le systéme a résoudre est le suivant :

gm:U—m—F)\IJE sin <§U—m>

c?}k 000 2 op 108
e e
€eq = 3—: + 2 \P U—él ( . )

N>0, F(o)<0, MF(o)=0.

A € donné, la premiére étape consiste a calculer le champ test o = C : €. Cela donne : o, 7 =
Bkem et Ocg 7 =3 [hEeq-

Si F(or) <0 alors o = or.

Sinon, le systéme formé des équations (4.98) doit étre résolu en remplacant la derniére équation du
systéme par F (o, 0cq) = 0.

L’équation F' (0, 0¢q) = 0 donne :

Oeq = 00\/1 + f2 — 2fp cosh (ga_m> (4.99)

g0

La deuxiéme équation de (4.98) donne :

_ % %0 0 (4.100)

\P
2 0o Gu

La premiére équation de (4.98) donne :

-1/2 2
Om €eq00 9 3om a5\ o . Som
L 14 f2 — 2fycosh (227 _ 20 o (29 4101
5 3k‘+< 5 <—|—fb fpcos (200>> Gu) Uosm (200 (4.101)
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Cette derniére est une équation non linéaire de la forme F(o,,) = 0. Pour la résoudre, un algorithme
de Newton-Raphson est utilisé avec :

Flom) = Zm Ceaft _ Jooo sinh <§U—m> — €m,

, 13 30m o (30om\\? 3f2ee ) 3om\\ 2
) = — + ——cosh (22m p(22m) ) 2o (1 g2 9p o (2Im
F'(om) 3k‘+200 cos <2 0_0>H+<Sln (2 00)) 1og + fif — 2fp cos 5 o0
Ji

(4.102)
Une fois la valeur de oy, fixée, 'équation (4.99) fournit o.,. L’équation (4.100) fournit ensuite A’
Pour finir :

1
(o] ﬁ n )\p%&“d. (4.103)
Remarque 4.6 (Test de I’algorithme) Afin de tester 'algorithme, il est intéressant d’uti-
liser un volume V' homogeéne ne comportant aucune cavité (uniquement de la matrice).
En chaque point de V, I'entrée de ’algorithme détaillé dans ce paragraphe correspond
a la déformation e, ce qui implique que le rapport €,,/c., est fixe. Pendant la partie
élastique, le rapport %’; = ﬁgt"; est donc lui aussi imposé. Pour une certaine valeur
de t (paramétre de chargement), la surface de plasticité est atteinte. L’algorithme fait
alors en sorte que, pour chaque ¢ suivant, le critére de plasticité soit toujours vérifié
jusqu’a ce que P (qui est normal a la surface de plasticité) soit grand devant e (partie
élastique, fixe) et donc soit tel que € ~ €P. Ainsi, a 'asymptote obtenue, la valeur de
la contrainte est toujours située sur la surface de plasticité et en un point tel que la
normale & la surface de plasticité en ce point soit colinéaire .

Remarque 4.7 (Cas particulier) Si F'(o7) > 0 et e, = 0 alors la solution est directe-
ment oqq =0 et oy, = |%00 In (fp) |sign(em).

4.6.3 Reésultats

Des simulations numériques utilisant la méthode FF'T ont été réalisées en déformations planes
généralisées (d’axe 3). Les directions de contrainte choisies sont axisymétriques, de la forme :

™ 0 0
= 0o 1 0 |. (4.104)
0o 0 S

Les cellules V' sont périodiques et sont constituées d’une matrice obéissant au modéle de Gurson
régularisé (porosité fp) et de cavités a bases elliptiques dans le plan 1 — 2. Pour chaque direction
de contrainte imposée, la valeur de X & ’asymptote est relevée afin de construire, point par point,
la surface de plasticité. Les bases des cavités sont orientées aléatoirement dans la matrice et sont
toutes de méme dimension (il ne s’agit pas d’un assemblage de Hashin). La microstructure est
construite telle que chaque base elliptique est entourée d’un cercle de sécurité comme schématisé
sur la F1G. 4.18 afin d’empécher le recouvrement d’ellipses (processus de type "sphére-dure" pour le
cercle de sécurité). Un grand nombre d’ellipses est placé dans V afin d’approcher 'isotropie globale
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dans le plan transverse 1 — 2 : 'algorithme place les cercles de sécurité contenant les ellipses une
a une (de fagon itérative) et en interdisant le recouvrement entre cercles de sécurité ; I’algorithme
s’arréte lorsque qu’il n’y a plus assez d’espace disponible dans V pour placer un seul cercle de
sécurité. Dans cette section, les surfaces de plasticité obtenues par simulations numériques utilisant
la méthode FFT sont comparées aux surfaces de plasticité obtenues via le modéle utilisant la
méthode sécante modifiée & N phases, décrit en 7.1.2.

(b)

Fi1G. 4.18 — Pour les simulations numériques par FFT réalisées, chaque ellipse est entourée d’un
cercle de sécurité de matrice, ce qui empéche le recouvrement d’ellipses lors de la construction de
Uassemblage (figure (a)). Définition de la porosité fge comme le rapport entre la surface occupée
par une cavité elliptique et la surface occupée par ’ellipse confocale de matrice entourant la cavité
et de méme grand aze que le cercle de sécurité (figure (b)).

La demi longueur du grand axe des cavités elliptiques (dans le plan 1 — 2) est notée by ; la demi

longueur du petit axe des cavités elliptiques (dans le plan 1 — 2) est noté a;. Le rayon du cercle de
sécurité (dans le plan 1 — 2) entourant la cavité est notée b.
Différentes simulations ont été efféctuées avec différentes valeurs de la porosité f. des cavités el-
liptiques et du rapport de forme w = a1/b;. La porosité f, du critére de Gurson est fixée a 0.1.
Les microstructures utilisées sont représentées sur les F1G. 4.19, F1G. 4.21, F1G. 4.23, FI1G. 4.25 et
Fi1G. 4.27. La direction de contrainte :

000
000 (4.105)
001

donne une déformation homogéne dans la matrice. La direction de contrainte :
1 00
010 (4.106)
000

donne une déformation diffuse autour de chaque cavité (la déformation diminue avec la distance
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au centre de la cavité). La direction de contrainte :

1 00
010 (4.107)
0 01

(cas hydrostatique) aboutit & des bandes de localisation : la déformation se concentre en "bandes"

entre les cavités. Les F1G. 4.19, F1G. 4.21, F1G. 4.23, F1G. 4.25 et F1G. 4.27 illustrent ces conclu-
sions. Les surfaces de plasticité obtenues par FFT sur ces microstructures sont comparées a celles

Image 1 | Image 2 | Image 3 | Image 4 | Image 5
% 3 2 15 346 | 1413
- 3 3 3 1 6
b 0.025 0.018 0.015 0.018 0.018
Nombre de cavités 278 537 776 037 037
fe obtenu (en %) 2.02 4.57 8.10 4.58 4.56

TAB. 4.1 — Le domaine V étudié est un carré dont la longueur du cété vaut 1. Le nombre de pizels
dans V est 1215 x 1215. Pour chaque image, le nombre de pizels dans chaque cavité est supérieur
a 100 (il a été vérifié sur un domaine contenant une seule cavité que cela était suffisant).

données par la méthode sécante modifiee & N phases (méthode exposée en 7.1.2). Dans le cas
du chargement (4.105) (chargement axial) et du chargement (4.106) (chargement hy-
drostatique plan), la méthode sécante modifiée & N phases est en accord avec les simulations
numériques. Dans le cas du chargement hydrostatique (4.107), la méthode sécante modifiée
a4 N phases est trop majorante comparée aux simulations numériques : les bandes de localisation
observées dans les simulations numériques ne sont pas prises en compte dans le modéle. La mo-
délisation de ce phénoméne de localisation reste encore un probléme ouvert. Il a été observé qu’a
porosité f. fixe, plus w est petit et plus le phénoméne de localisation est important. De méme, a
w fixe, il a été constaté que plus la porosité f. augmente et plus le phénoméne de localisation est
important.

Afin d’améliorer ’accord en hydrostatique entre simulations numériques FFT et méthode sécante
modifiée & N phases, une porosité modifiée plus importante que la porosité réélle est utilisée dans
le modéle (cf ¢; dans les modeéles GTN) : cette porosité modifiée fq. est définie comme le rapport
entre la surface occupée par une seule cavité elliptique et la surface occupée par l'ellipse confocale
de matrice entourant cette cavité et de méme grand axe que le cercle de sécurité (voir FI1G. 4.18).
Il est rappelé que, la porosité f. est définie comme la fraction volumique occupée par les cavités
dans le domaine total V. L’utilisation de la porosité f,. améliore grandement les résultats de la
comparaison entre simulations numériques FFT et méthode sécante modifiée & N phases : les points
du modéle correspondant aux chargements (4.105) (chargement axial) et (4.106) (chargement hy-
drostatique plan) sont légérement inférieurs a ceux des simulations numériques mais un bon accord
est observé dans le cas du chargement (4.107) (hydrostatique).

Les F1G. 4.20, F1G. 4.22, F1G. 4.24, F1G. 4.26, F1G. 4.28 illustrent ces résultats.

Bilan Ces simulations numériques par FFT permettent de valider le modéle utilisant la méthode
sécante modifiée & IV phases en déformations planes généralisées décrit en 7.1.2 et, d’une fagon plus
générale, de valider la notion de "porosités équivalentes" permettant de traiter le cas des cavités a
bases elliptiques (resp. des cavités ellipsoidales en 3D) a partir du cas des cavités a bases circulaires
(resp. des cavités sphériques en 3D).
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Fi1a. 4.19 — Simulations numériques par FFT. Image 1 (caractéristiques précisées dans TAB. 4.1).
(a) : Microstructure. Cartes des déformations équivalentes (blanc : déformations équivalentes su-
périeures ou égales a 1%.) : (b) : Direction de chargement (4.105). (c) : Direction de chargement
(4.106). (d) : Direction de chargement (4.107).
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Yi33/00
1.5

0.25

O0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Y11/00

F1G. 4.20 — Comparaison entre simulations numériques FET (Image 1, caractéristiques précisées
dans TAB. 4.1) et modéle. Traits pleins : modeéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases
décrite en 7.1.2 (pour N = 2 puis N = 6 puis N = 11); Croix : simulations numériques FFT;
Trait discontinu : modéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases décrite en 7.1.2 avec la
porosité modifiée foe (ici fge = 3.91% et N =6).
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Fi1a. 4.21 — Simulations numériques par FFT. Image 2 (caractéristiques précisées dans TAB. 4.1).
(a) : Microstructure. Cartes des déformations équivalentes (blanc : déformations équivalentes su-
périeures ou égales a 1%.) : (b) : Direction de chargement (4.105). (c) : Direction de chargement
(4.106). (d) : Direction de chargement (4.107).
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Yi33/00
1.5

0.25

O0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Y11/00

F1G. 4.22 — Comparaison entre simulations numériques FET (Image 2, caractéristiques précisées
dans TAB. 4.1) et modéle. Traits pleins : modeéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases
décrite en 7.1.2 (pour N = 2 puis N = 6 puis N = 11); Croix : simulations numériques FFT;
Trait discontinu : modéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases décrite en 7.1.2 avec la
porosité modifiée foe (ici fge = 9.49% et N =6).
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dans TAB. 4.1).

-

-

récisées

F1a. 4.23 — Simulations numériques par FFT. Image 3 (caractéristiques p

déformations équivalentes su-

les 4 1%.) : (b) : Direction de chargement (4.105). (c) : Direction de chargement

(a) : Microstructure. Cartes des déformations équivalentes (blanc :
(4.106). (d) : Direction de chargement (4.107).

-

-

périeures ou €ga
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Yi33/00
1.2

S

F1G. 4.24 — Comparaison entre simulations numériques FET (Image 3, caractéristiques précisées
dans TAB. 4.1) et modéle. Traits pleins : modeéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases
décrite en 7.1.2 (pour N = 2 puis N = 6 puis N = 11); Croix : simulations numériques FFT;
Trait discontinu : modéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases décrite en 7.1.2 avec la
porosité modifiée foe (ici foe = 18.98% et N =6).
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Fi1a. 4.25 — Simulations numériques par FFT. Image 4 (caractéristiques précisées dans TAB. 4.1).
(a) : Microstructure. Cartes des déformations équivalentes (blanc : déformations équivalentes su-
périeures ou égales a 1%.) : (b) : Direction de chargement (4.105). (c) : Direction de chargement
(4.106). (d) : Direction de chargement (4.107).
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Yi33/00
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O0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Y11/00

F1G. 4.26 — Comparaison entre simulations numériques FET (Image 4, caractéristiques précisées
dans TAB. 4.1) et modéle. Traits pleins : modeéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases
décrite en 7.1.2 (pour N = 2 puis N = 6 puis N = 11); Croix : simulations numériques FFT;
Trait discontinu : modéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases décrite en 7.1.2 avec la
porosité modifiée foe (ici fge = 8.39% et N =6).
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F1a. 4.27 — Simulations numériques par FFT. Image 5 (caractéristiques précisées dans TAB. 4.1).
(a) : Microstructure. Cartes des déformations équivalentes (blanc : déformations équivalentes su-

périeures ou égales a 1%.) : (b) : Direction de chargement (4.105). (c) : Direction de chargement
(4.106). (d) : Direction de chargement (4.107).
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Yi33/00
1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 52/
11/00

F1G. 4.28 — Comparaison entre simulations numériques FET (Image 5, caractéristiques précisées
dans TAB. 4.1) et modéle. Traits pleins : modeéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases
décrite en 7.1.2 (pour N = 2 puis N = 6 puis N = 11); Croix : simulations numériques FFT;
Trait discontinu : modéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases décrite en 7.1.2 avec la
porosité modifiée foe (ici foe = 11.66% et N =6).
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Chapitre 5

Matériaux poreux avec deux populations
de cavités sous pressions (saturées)

Le milieu étudié dans ce chapitre est composé d’une matrice rigide plastique parfaite (critére de
Von Mises), d’une premiére population de cavités sphériques (petite échelle) sous pression (pression
uniforme notée py) et d’une seconde population de cavités ellipsoidales aplaties (oblate) orientées
aléatoirement avec orientations équiprobables (échelle supérieure) sous pression (pression uniforme
notée pe). Le milieu est schématisé sur la F1G. 5.1.

Fi1c. 5.1 — Milieu étudié au chapitre 5 : premiére population de cavités sphériques (petite échelle)
sous pression uniforme py et seconde population de cavités ellipsoidales orientées aléatoirement avec
orientations équiprobables (échelle supérieure) sous pression uniforme pe.

L’objectif de ce chapitre est d’étendre le modéle MSMN ellipsoidal (estimation obtenue par
I'intermédiaire de 1’approche variationnelle) présenté au chapitre 4 dans le cas ou les cavités sont
saturées (i.e. le cas ot les cavités sont sous pression). Comme dans le chapitre 4, il est vérifié que
le modele MSMN ellipsoidal ne viole pas les deux bornes supérieures obtenues avec ’approche
variationnelle (méthode sécante modifiée avec 2 phases pour le composite linéaire de comparaison)
et avec l'approche de type Gurson.

Le contenu du chapitre est le suivant.

— Tout d’abord sont exposés des rappels bibliographiques concernant le cas élastique linéaire
avec une unique population de cavités saturées (pression uniforme dans les cavités). Ces
rappels sont utiles pour déterminer le comportement effectif ainsi que 1’énergie totale du
composite linéaire de comparaison dans la méthode sécante modifiée (approche variation-
nelle).
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— L’approche variationnelle (méthode sécante modifiée avec 2 phases pour le composite linéaire
de comparaison) est exposée et conduit & une borne supérieure pour la surface de plasticité.

— L’approche de type Gurson est étendue au cas saturé et conduit aussi & une borne supé-
rieure pour la surface de plasticité. Comme dans le cas drainé (i.e. pressions nulles dans les
cavités), Papproche de type Gurson s’avére pertinente dans le cas d’un chargement purement
hydrostatique et la méthode sécante modifiée avec 2 phases pour le composite linéaire de
comparaison s’avére pertinente dans le cas d’un chargement purement déviatorique.

— L’estimation MSMN ellipsoidal (et MSMN sphérique) est ensuite établie & partir de la mé-
thode sécante modifiée avec N phases pour le composite linéaire de comparaison. Comme
dans le cas drainé, il est vérifié que I'estimation obtenue ne viole ni le point hydrostatique
obtenue avec la borne supérieure due & 'approche de type Gurson ni le point déviatorique
obtenue avec la borne supérieure due & ’approche variationnelle.

— Les modéles basés sur une matrice autre que le critére de Gurson (modeéles elliptiques), appelés
2BNL et BNLSC dans le chapitre 4, sont étendus au cas des cavités saturées. Ils constituent
respectivement une borne supérieure et une estimation pour la surface de plasticité. Leur
avantage est qu’ils sont analytiques (contrairement aux autres modéles exposés dans ce cha-
pitre qui nécessitent un traitement numérique) mais il est montré qu’ils sont trés imprécis en
hydrostatique dans le cas saturé.

— Enfin, 'effet mécanique des pressions sur la surface de plasticité globale est discutée.

5.1 Cas élastique linéaire avec une unique population de cavités
saturées : rappels

Cette section reprend quelques résultats classiques concernant un domaine V' de matrice élas-
tique linéaire et contenant des cavités w, (de forme non précisée et de porosité f.). Le tenseur de
rigidité de la matrice est noté C,. Les cavités sont sous pression (uniforme) notée p. Le probléme
en condition de déformation homogéne au bord est traité sur ce milieu :

o=0C,:¢€ dans la matrice
div(e) =0 dans V
o-N=—p-N sur dwe,
u=F- x sur 9V

On en déduit que la contrainte effective s’écrit : ¥ = (o),,. Le vecteur N est la normale rentrant
dans la cavité considérée. D’aprés le théoréme de superposition, le probléme précédent peut se
décomposer en deux sous-problémes, I'un drainé mais avec déformation homogéne au bord non
nulle et 'autre saturé mais avec déformation homogéne au bord nulle :

o' =C,: € dans la matrice o'=C,: € dans la matrice
div(e’) =0 dans V N div(e”) =0 dans V'

o -N=0 sur dw,, 0’ -N=—-p-N sur duw,,
uw=E-x surdV u" =0 sur 9V

L’annexe J.1.2 (qui reprend les résultats de Dormieux et al. (2002, 2006)) donne la relation suivante
entre E et X :
> =C"":.E - Bp, (5.1)

relation originale de Biot (1941). Le tenseur C"™ est le tenseur effectif du milieu drainé. Le
tenseur B est un tenseur d’ordre 2 appelé tenseur de Biot. Ce tenseur s’écrit, lorsque le milieu V'
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est macroscopiquement isotrope et que la matrice est isotrope, sous la forme :

khom
B=0bI avec: b=1- : (5.2)
L’annexe J.1.2 montre que I'énergie totale sur V vaut :
V] h V| p
=—FE:C"Y":E—-|VpB: E—~—=—. 5.3
&= Vip 5 M (5.3)

L’énergie fait bien apparaitre un terme quadratique en FE, un terme quadratique en p et un terme
"croisé" en pE. Ces résultats seront utilisés par la suite (section 5.3) dans 'approche variationnelle.
Le coefficient 1/M est appelé module de Biot et vaut dans le cas d’un milieu V' macroscopiquement
isotrope et avec une matrice isotrope :

1 b_fe

M ko

. (5.4)

5.2 Premiére échelle : prise en compte d’une pression dans les ca-
vités
Soit un matériau poreux (domaine V') saturé (une pression p, régne dans les cavités) ayant une

matrice incompressible de potentiel en contrainte 1. Le probléme & résoudre s’écrit, en taux de
déformation homogéne au bord :

g = g—f(a) dans la matrice
div(e) =0 dans la matrice

o-N = —py, N sur le bord des pores
u=F- x sur oV

Le champ o est prolongé par —ppI dans le volume occupé par les pores et la contrainte effective X
vaut (o)y,. Le vecteur IV est la normale dirigée vers I'intérieur du pore considéré. Le changement de
variable suivant est effectué : 6’ = o + ppI. Compte tenu du fait que la matrice est incompressible,
le potentiel ¢ ne dépend pas de o, et on a : ¥(o’) = ¥(o), ce qui induit : g—f(a’) = g—f(a). Ce
probléme "translaté" s’écrit alors :

g€ = g—f(a’) dans la matrice
div(e’) =0 dans la matrice

o'-N =0 sur les bords des pores
w=E-x surdV

Le champ o est prolongé par —p,I dans le volume occupé par les pores et la contrainte effective 3’
vaut <0'/>V =3+ ppI. C’est le méme probléme que le probléme drainé (i.e. pression nulle dans les
cavités) ou la contrainte macroscopique X est remplacée par X+ p,I. Les critéres développés au
chapitre 3 s’appliquent donc pour des porosités sous pression (il suffit que la matrice
soit incompressible). Il suffit, dans ces critéres, de remplacer ¥,, par %,, + p,. Cette
translation du critére de plasticité effectif le long de ’axe hydrostatique est mise en évidence dans
Dormieux et al. (2006).
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5.3 Deuxiéme échelle : cavités ellipsoidales aplaties et orientées
aléatoirement, prise en compte d’une pression dans les cavités

Dans cette section, les cavités a la petite échelle (porosité f;) sont sphériques et sous pression

(uniforme et notée py) et les cavités a I’échelle supérieure (porosité f.) sont ellipsoidales aplaties
(oblate) orientées aléatoirement (orientations équiprobables) et également sous pression (uniforme
et notée p,). La différence des pressions (p, — p.) est notée p. La matrice est supposée rigide
plastique parfaite (critére de Von Mises). Le domaine étudié est schématisé sur la F1G. 5.1.
Cette section reprend, pour le cas saturé, les bornes supérieures obtenues dans le cas drainé au
chapitre 4 (borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée et borne supérieure obtenue
avec l'approche de type Gurson). Comme dans le cas drainé, une estimation est proposée a partir
de la méthode sécante modifiée & N phases.

5.3.1 Méthode sécante modifiée (approche variationnelle) : borne supérieure

La méthode sécante modifiée (approche variationnelle) aboutit & la résolution d’un systéme
d’équations donné a la fin de cette section. La démonstration est donnée en Annexe J.
La borne supérieure de Ponte Castaiieda et Willis (1995) est utilisée, i.e. kP = kPCW et yhom =
pPEW (Annexe G).

Il est rappelé que les expressions de k! et de u} sont tirées de la relation

Cl = —.G(fE<1>) (5.5)

(matrice de Gurson de potentiel ¢ donné en (4.4)) et que les expressions de (£,)% et de (£¢4)2

dérivent de la relation suivante faisant intervenir 'énergie du CLC (voir équation (5.3) et Annexe

J):

= 1 0 (1. om & . 1p?
E(l):ﬁw<§E:Ci} :E+p(B—I):E—§M>, (5.6)

ot le tenseur E() représente la moyenne volumique de E = %é ® € sur la phase matrice. Le tenseur
B est le tenseur de Biot et le terme 1/M est le module de Biot du composite linéaire de comparai-
son.

Le probléme a résoudre s’écrit :
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Entrées : Em et Eeq;

répéter

e actualisation de k. et de pl (propriétés de la matrice du composite linéaire de
comparaison) :

k;; = 500 e (—Arcsmh (2 (éeq)Q(B) + Arcsinh (fqb (Eon 2 Q3>> ;

1_ 1 oo : (feq)” (Em)? | (e
Ho = 3 (éeq)2 (\/4(67”)2 a3 \/ (fq ) " a3 ) ’

e actualisation du second moment du taux de déformation dans la matrice :

L2 1 oulom .,
S =5 g ok B

1 akhom . 2 9 . khom 2 2khom
+ D B — i & D T — 1+ fe )
1- fe 8k1 3]% (1 - fe) (k ) (k(%)29(1 - fe) k(%

1 aluhom . 3 Okhom < P )2

: 2 2 o

2 = E)+————F—|En—55) ;

R (e A R e Ry AR S
jusqu’a convergence sur ()% et (Geq)? ;

. hom
Sorties : ¥, = 3k2°mEm P 21 — Pe €t Xeg = 3uh0mE
o

5.3.2 Approche de type Gurson : borne supérieure

Le probléme traité aux sections 4.1.2 et 4.3.2 est repris avec prise en compte des pressions py
et pe :

u=E -z sur 0f2
div(e) =0 dans 2
o-N=—-p. N sur dw, IN est la normale dirigée vers l'intérieur de w

o+ppl = %’%(é) dans la matrice
((o)g =X
Le champ de contrainte o est prolongé par —p.I dans w. Ainsi, o vérifie bien o - N = —p. N sur
Ow et div(e) = 0 dans Q. Le champ de vitesse 4 est prolongé dans w de facon a étre de classe C*
dans Q.
La loi de comportement du probléme donné ci-dessus peut s’écrire dans la matrice :

A(p% (&) — 3ppé

O¢

Le principe variationnel (équations (2.13) et (2.21)) donne avec le champ de vitesse ¥ précisé dans
le cas drainé :

P(E) < ngf ] </Q_w (¢ (e()) — 3prem () dz + / o

w

a(iz)d:c) . (5.8)

Etant donné que &, (v) = A dans Q—w et que & = —p.I dans w et que E,, = (1 — fe)A+ felém),,

1 Em_(l_fe)A
<I><E><mf<|ﬂ| [ Ctonist o <—3pbAm—w\—3pe\wr< + >>> (59)

<1><E><mf<‘§2, In wwG<e<@>>dm+(—3pbA<1—fe>—3pe<E‘m—<1—fe>A>)> (5.10)
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o(B) <t (o [ @) BB 30 )0 -mA) (51

Le terme ﬁ Jo_., ¢C(e(¥))da est calculé en 4.1.2 dans le cas sphérique et en 4.3.2 dans le cas des
ellipsoides. Il suffit de rajouter

—3peEnm + 3(1 — fo)(pe — pp) A (5.12)

dans la recherche de l'infimum sur A dans les expressions du potentiel macroscopique (4.15) ou
(4.61).

5.3.3 Méthode sécante modifiée (approche variationnelle) & N phases : estima-
tion

Le but de cette section est d’obtenir une estimation de la surface de plasticité par I'intermédiaire

de la méthode sécante modifiée et en utilisant un CLC a N phases (comme dans les cas drainés :
en 4.1.4 dans le cas sphérique et en 4.3.4 dans le cas ellipsoidal).
Comme dans le cas drainé, on vise a utiliser pour le comportement effectif du CLC l’estimation
de Hervé et Zaoui (1993) valable dans le cas sphérique. Pour ce faire, la notion de "porosités équi-
valentes" (4.64) déja introduite & la section 4.3.4 dans le cas drainé est de nouveau utilisée. Le
traitement du probléme des ellipsoides passe alors par la mise en ceuvre de la méthode sécante mo-
difiée telle que présentée en 5.3.1 pour le cas saturé ou la borne supérieure de Hashin et Shtrikman
(1963) est utilisée :

Entrées : Em et Eeq;
répéter

e actualisation de k! et de pl;

e actualisation de (¢,,)? et de (£44)?
L ORES(f5)

L oud®(f8) 20  En  OKIS(fF)

. 2 s 2 - 2__
Col =T o P taa—gn ok e TR o
LR SN L RSuh Sl
1 fFO(k})? Ok 3(1—fH" (k)2 (kD290 - fE) K (k3)%9°
HS( rky | HS( rHy | HS( rk 2
(éeq)2: 3 ako (S)E2 + 1 3#0 (fS)qu+ 3 8ko (fs) p 2_1_“.

(I—f&) oul ™ (A—f oul
3 OKIS(rE) 2p .
Coo1—fF opd 3RSV

jusqu’a convergence sur (é,,)% et (Eeq)? ;

L—f5 oug 9(kS)

1— . kHS k 1— A
Sorties : %, = 3k5(fF) fEm—i—p(— o Us) f)—peet

1 fE ks 1-—ff
HS( rp 1_f6 :
Eeq = 3“0 ( 5)1 _fMEGQ‘

L’utilisation de la méthode sécante modifiée avec N phases sur ce dernier probléme et 1'utilisa-
tion de lestimation de Hervé et Zaoui (1993) conduisent alors au probléme donné ci-dessous.
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Entrées : Em et Eeq;
répéter
Vi(2<i<N):
o2 1
k= gO —Arcsinh | 2

(3

L1 o Coy (G, \/4<<s’m>2>gi
Mo_3<(éeq)2>gi \/4<(5m) >Qi+ 0 fab (fqb)2 +
(), = L PRt () Lol o g OUE B O3
I (R Ok 3(fF) Okl “ 3(fH)" Ok 9(fF) Ok,
. 3 OkMA(rh 1 oull?(fl - 2p . Ob(fF)  p* O4p(fF)
T O T N VI T ST

+ Arcsinh

(Em)® +

En)? + s
() U0 o, BUD o
jusqu’a convergence sur <(e—:m)2>Q et <(éeq)2>ﬂ_, Vi(2<i<N);

. 1—fe - 1—f
. _ HZ/ rk e k e
Sorties : ¥, = 3k, “(f; )1 — fskEm + p(b(f;") — 1)1 — — Pe €t
1— fe -
HZ e
Yeq = 3Ho (fiu)l_fy eq-

Les fF (respectivement f!') sont les fractions volumiques des couches entourant la boule centrale
de fraction volumique f¥ (respectivement f£). Toutes les couches 2 < i < N sont prises de méme
épaisseur. Les termes b et 1/M sont des termes de Biot adaptés a l’estimation N phases de Hervé
et Zaoui (1993) et sont calculés en Annexe J (équations (J.87) et (J.108)). Dans le cas des cavités
sphériques, la notion de "porosités équivalentes" n’est bien stir pas utilisée et ff = fi' = f. et Vi,

fF=r=r.

5.4 Borne et estimation elliptiques

Dans le cas des cavités saturées, la démarche suivie en 4.4 (approche variationnelle sur matrice
avec critére elliptique) conduit au critére analytique suivant (démonstration donnée en Annexe K) :

K} K}
pom (S 90 = 00)° + 2550 (Be)” = 032k (1= J) L= fo)* = (0)° (0= fo)  (5.13)
o o
Les coefficients k2™ et °™ sont ceux spécifiés en 4.4. Le terme b (terme de Biot) vaut (1 — %)

Comme en 4.4, le critére (5.13) conduit, suivant les coefficients choisis, & une borne supérieure
appelée 2BNL ou 4 une estimation appelée BNLSC.

Le critére (5.13) montre clairement que la différence des pressions p, — p, induit une translation du
critére selon ’axe hydrostatique et une réduction du critére selon, & la fois, la contrainte équivalente
et la contrainte hydrostatique. Lorsque p. = pp, i.e. p = 0, la surface de plasticité du cas saturé est
une pure translation de la surface de plasticité du cas drainé selon ’axe hydrostatique.

5.5 Effet mécanique des pressions aux deux échelles et comparaison
des modéles

Afin de comparer entre eux les modéles saturés proposés et d’estimer leur pertinence, un point
hydrostatique de type Leblond (2003) est obtenu dans le cas de la prise en compte des pressions.
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5.5.1 Ecriture du point hydrostatique de Leblond (2003) avec pressions

Pour les cavités sphériques, le point hydrostatique de Leblond (2003) peut étre déterminé dans
le cas saturé. A partir des travaux de ces auteurs, le résultat est immédiat et la démonstration n’est

e (p = q1) = U% et ‘Z:OT(T = ay) =

pas reprise ici. Les nouvelles conditions aux limites s’écrivent :

00
%—m + B et le systéme d’équations suivant est obtenu :
0 g0
2 3p 2
Vg + fbeXp(§U—0 +va) =1 —=(fp)" =0
< V(1 4 vg)

/\:fe 1—
s - - (5.14)
vb:§<—>\—1+\u2+6>\+1>

2_m+@:§<_vb+1n<1+(fb)2_”2>>-

oo o) fb

Remarque 5.1 (Matrice en traction) Ces équations sont obtenues en prenant X, > 0
et pp > pe(> 0). Cela assure le fait que o, dans la matrice est positif (matrice en
traction), condition nécessaire a ’élaboration du systéme d’équations ci-dessus (voir la
démonstration de Leblond (2003))

5.5.2 Comparaison des modéles

La F1G. 5.3 montre le bon accord entre le point hydrostatique précédent et celui obtenu avec
la méthode sécante modifiée & IV phases.
La F1c. 5.4 et la F1G. 5.5 illustrent, dans le cas des cavités ellipsoidales de porosité f., les résultats
obtenus avec les différents modeéles. La F1G. 5.4 montre que le critére obtenu avec la méthode sé-
cante modifiée & N phases respecte (pour un N assez grand) les deux bornes supérieures (méthode
sécante modifiée de 5.3.1 et I'approche de type Gurson de 5.3.2). La F1G. 5.5 montre que les modéles
2BNL et BNLSC ne peuvent pas donner une bonne approximation du critére de plasticité dans le
cas saturé.
Lorsque les deux pressions p, et p. sont différentes, une translation du critére selon
I’axe hydrostatique est observée. De plus, une réduction du critére selon a la fois la
contrainte équivalente et la contrainte hydrostatique est observée : le critére de plasticité
effectif du milieu saturé n’est pas une pure translation du critére de plasticité effectif du milieu
drainé le long de I’axe hydrostatique (voir figure F1G. 5.6). Cela est en accord avec le résultat de
Dormieux et al. (2006) dans le cas général d’un milieu poreux dont le critére de la matrice dépend
a la fois de oy, et de o¢4. Lorsque p. = py, i.e. p = 0, la surface de plasticité du cas saturé
est une pure translation de la surface de plasticité du cas drainé (pressions nulles) de
pe = pp selon 'axe hydrostatique. La F1G. 5.2 illustre cette propriété.

5.5.3 Critére utilisé dans les codes simplifiés pour ’'oxyde d’uranium irradié

Les critéres utilisés pour I'oxyde d’uranium irradié dans les codes simplifiés de stireté traduisent
I’hypothése que le matériau n’a pas de résistance en traction et que le matériau respecte le critére
de Von Mises sl est globalement en compression (Lamare et al. (2007)). Ce type de critére est
représenté sur la F1G. 5.7. Le modéle obtenu dans ce chapitre (avec la méthode sécante modifiée a
N phases) peut servir a justifier, dans certains cas, 'utilisation d’un tel critére simplifié et, dans
d’autres cas, peut servir de base pour ’élaboration d’un critére plus pertinent. Pour des valeurs
de fp, fe, w et p relevées sur un calcul utilisant un code simplifié de modélisation d’un accident
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0.8

g0

Fi1G. 5.2 — Critéres de plasticité : estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée a N phases
N = 6 (section 5.3.3) fo = 0.02, f, = 0.01, g3 = ¢ = 1, w = 1/5. Cas drainé (p, = p. = 0,
trait discontinu) et cas saturé avec py, = pe = oq (trait plein). Lorsque py, = p. # 0, le critére de
plasticité est une simple translation du critére de plasticité du cas drainé selon l’axe hydrostatique.

S 0.8

0.4 drainé
saturé

0.5 1 1.5 2 2.5 3 Zm

o0

F1G. 5.3 — Critéres de plasticité : estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée & N phases
N =6 (section 5.3.3) fo =0.02, f, =0.01, g3 = q1 = 1, cas des cavités sphériques. Trait vertical :
Point hydrostatique de (5.14). Cas drainé (py = p. = 0) vers cas saturés avec p, = %00, Pe = %00,
PULS avec py = 0g, Pe = %00. Un bon accord est observé entre le point hydrostatique de (5.14) et la
méthode sécante modifice & N phases pour le cas drainé et le cas saturé.

de réactivité —le code SCANAIR—, le modéle retenu dans ce chapitre est utilisé pour prédire a
partir de quelle valeur de la pression py le matériau n’a plus de résistance en traction (au sens ou
Ym < 0 quel que soit E) La valeur obtenue pour p, est de 2.10(. Le critére de plasticité obtenu
est représenté sur la F1G. 5.7. Deux types de commentaires mécaniques peuvent étre formulés :

1. pour des taux de triaxialité 3,,/¥¢, compris environ entre —4 et +o00, la modélisation trés
simplifiée "Von Mises - No tension material" semble pouvoir constituer une approximation
acceptable pour 'UQOs fortement irradié en situation de RIA, compte tenu des incertitudes
des données matériaux ;

2. la pertinence de cette approximation s’appuie sur le fait, essentiel ici, que les modéles de
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ok 0.8

2 Xm

g0

Fi1G. 5.4 — Critéres de plasticité : estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée a N phases
N = 6 (section 5.8.3, trait plein), borne supérieure obtenue avec la méthode sécante modifiée en
5.8.1 (trait discontinu épais), borne supérieure obtenue avec l’approche de type Gurson en 5.3.2
(trait discontinu fin). fo =0.02, f, =0.01, g3 =q1 =1, w =1/5, pp = 00, Pe = %00. L’estimation
obtenue avec la méthode sécante modifiée & N phases respecte les deux bornes supérieures (obtenue
avec la méthode sécante modifiée et obtenue avec l’approche de type Gurson).

Fi1G. 5.5 — Critéres de plasticité : estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée a N phases
N = 6 (section 5.3.3, trait plein), borne supérieure obtenue avec le modéle 2BNL en 5.4 (trait
discontinu épais), estimation obtenue avec le modéle BNLSC en 5.4 (trait discontinu fin). fo = 0.02,
=001, ¢g=qg=1 w=1/5 (a) pp = 00, pe = %O‘o. (b) pp = 200, pPe = %0'0. Les modéles
2BNL et BNLSC ne constituent pas une bonne approximation dans le cas saturé.

comportement des gaz de fission & la petite échelle prédisent une pression dans les bulles
intragranulaires de l'ordre de 20¢, ce qui pour 'UQOy au voisinage de 1700 °C correspond
environ a p, &~ 100 MPa. Les hypotheéses sur lesquelles reposent les modéles de comportement
des gaz semblent conduire a des valeurs de py, trés différentes. En particulier, ces modéles font :
(1) ’hypothése d’un couplage trés faible entre les gaz et la mécanique, (2) ’hypothése que ce
couplage est convenablement traduit par un équilibre purement élastique. La présente étude
indique ainsi, du point de vue appliqué, qu'un effort doit étre fait du coté de la modélisation
des gaz de fission.
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o0

F1G. 5.6 — Critéres de plasticité : estimation obtenue avec la méthode sécante modifiée & N phases
N = 6 (section 5.8.3). fo = 0.02, f, = 0.01, g3 = ¢ = 1, w = 1/5. Cas drainé (pp = p. = 0,
trait discontinu) et cas saturé (trait plein) avec py = 200, pe = %00. Lorsque les deux pressions
Py et pe sont différentes, une translation du critére selon ’axe hydrostatique est observée. De plus,
une réduction du critére selon a la fois la contrainte équivalente et la contrainte hydrostatique est
observée.

Zeg 1

g0

2m
o0

F1G. 5.7 — Type de critere de plasticité utilisé dans les codes simplifiés de sareté (trait épais), critéres
de plasticité obtenus avec la méthode sécante modifiée & N phases N = 6 (section 5.5.3, traits fins).
fe=0.001, f, =0.035, w = 0.45, q1 et q3 de la forme (3.15) et (3.16), p. = 0¢. Différentes valeurs
de Pb-
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CHAPITRE 5. MATERIAUX POREUX AVEC DEUX POPULATIONS DE CAVITES SOUS PRESSIONS
(SATUREES)

114



Troisiéme partie

Evolution de 'endommagement
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Chapitre 6

Evolution de 'endommagement

Le but de ce chapitre est d’exposer les équations nécessaires a 1’établissement d’un modéle
d’endommagement complet pour un matériau a double populations de cavités saturées (cavités
sphériques & la petite échelle et cavités ellipsoidales aplaties distribuées et orientées aléatoirement
avec orientations équiprobables & 1'échelle supérieure). Le modéle micromécanique utilisé pour la
partie élastique est exposé en 6.1. Celui utilisé pour le critére de plasticité est donné en 6.2. Les
lois d’évolution des paramétres internes du modéle sont établies en 6.3 & partir du modéle choisi
pour le critére de plasticité. Enfin, les équations nécessaires a 'intégration numérique du modéle
complet sont données en 6.4.

6.1 Partie élastique

Soit un milieu V' contenant des cavités w,. La matrice est élastique linéaire (tenseur de rigidité
C,). Les cavités sont sous pression notée p. Le probléme en condition de déformation homogéne au
bord est traité sur ce milieu :

o=0C,:¢€ dans la matrice
div(e) =0 dans V
o-N=—p-N sur duw,,
u=F- x sur 9V

La contrainte effective 3 déduite du probléme précédent vaut (o),  (le champ o est prolongé par
—pI dans we). Le vecteur N est la normale rentrante dans la cavité considérée. L’annexe J.1.2
redémontre la relation classique reliant E & X :

> =C"" . E - Bp. (6.1)
Il est rappelé que le tenseur de Biot B s’écrit lorsque le milieu V' est macroscopiquement isotrope

et que la matrice est isotrope :

k,hom

B=bl avec: b=1-— ?

(6.2)

Pour notre probléme, la premiére échelle correspond a un milieu élastique linéaire isotrope (coeffi-
cients de compressibilité et de cisaillement k et p) contenant des cavités sphériques distribuées de
fagon isotrope et sous pression (porosité f,, pression pp). Le probléme a traiter a la premiére échelle

conduit donc & :
o=Cl":e— Bipy, (6.3)
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CHAPITRE 6. EVOLUTION DE L’ENDOMMAGEMENT

avec : L
om
k 1

k

La borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) est utilisée pour Co™.
Pour la deuxiéme échelle, le domaine w, correspond & la seconde population de cavités sous pression
(porosité fe, pression pe) :

Bi=WI, b=1- (6.4)

o= Cffom ;€ — bippd dans la matrice

div(e) =0 dans V
o-N=—-p.-N sur Owe,
u=FE x sur OV

La contrainte effective ¥ déduite de ce probléme vaut (o)y,. Le changement de variables o* =
o + bipyd donne :

of =Chom . e dans la matrice
div(e*) =0 dans V

o N = (bipp — pe) - N sur Ow,,
u=F x sur OV

La contrainte effective issue de ce probléme vaut X+b1pp = (™). Le comportement poroélastique
du probléme & cette deuxiéme échelle est donc donné par :

X+ bippd = C5™ : E — By (pe — bips). (6.5)

La borne supérieure de Ponte Castafieda et Willis (1995) est utilisée pour CE™ (cavités ellipsoidales
aplaties orientées et distribuées aléatoirement). Le milieu V' étant macroscopiquement isotrope et
C'™ étant isotrope :

kgom
By =bI, by=1-— o (6.6)
1
L’équation (6.5) donne alors :
> =Chom B — bypd + (by — 1)bipp . (6.7)

L’équation précédente a été obtenue simultanément a ce travail par Dormieux et al. (2006) (voir
Monerie et al. (2006)).
Au final, on obtient pour le cas traité ici :

S = 3k E,, — bope + (ba — 1)b1pe

6.8
Bq = 265" Eq, (68)
avec . f k;
hom __ b
© M=k e
fet- 22
Iuhom _ (1 - fb):u(gk + 8:“)
! (94 6/5)k + 42+ 3fo)
_ kpom
[ ] b1 =1-

kh

k om

b = (1- )

Dans le cas ou les cavités de porosité f. sont des fissures, les expressions de k:g“’m et de ,ué“’m
sont :
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6.2. CRITERE DE PLASTICITE : METHODE SECANTE MODIFIEE A N PHASES

k{mmu?om (3k{LOmﬂ._4k{Lo7nac +7ru}1mm)

° khom —
2 3(kimm)2ac+3kimmﬂ_u}1mm+7F(H{Lom)2
o hom — phom (27(kpom)2 (25w — 120 )+27k O™ (25— 160 ) pho™ +2(T5m—64ac) (ufo™)?)
Mo = 3(9(kfom)2(25m+8ac)+k O™ (2257 + 1760 )uf o™ +2(25m+320c ) (uho™)?)
e Dans le cas ot les cavités de porosité f. sont des ellipsoides aplatis, les expressions de k:éwm et

de p5°™ sont données en Annexe G en (G.6) et (G.9) (remplacer k} et ul par khom et phom).

6.2 Critére de plasticité : méthode sécante modifiée & N phases

Le critére de plasticité est déterminé en utilisant le modéle MSMN ellipsoidal décrit en 5.3.3.
Pour un taux de déformation plastique E” donné et pour des valeurs de pressions py et p. données,
le modeéle MSMN ellipsoidal fournit la contrainte 33 sur le critére de plasticité estimé.

6.3 Lois d’évolution des parameétres internes

Les paramétres internes du modéle sont :

e f, (porosité a la premiére échelle),

e f. (porosité a I’échelle supérieure),

e w (rapport petit axe sur grand axe des ellipsoides aplatis de révolution correspondant aux

bulles intergranulaires).

Ces paramétres sont supposés rester constants durant la phase élastique mais évoluent lorsque le
critére de plasticité est atteint. Les lois d’évolution des paramétres internes sont déterminées a
partir du composite linéaire de comparaison issu de la méthode sécante modifiée & N phases.
L’objet de cette section est de détailler ces lois.
La porosité "absolue" des bulles intragranulaires est notée f, et est définie par :

el el VI el _
VI~ V= lwel V]

fba fb (1 _fe)v (69)

avec wyp le volume occupé par les bulles intragranulaires, V' le volume total et w, le volume occupé
par les bulles intergranulaires. De plus, la porosité totale étant f. + fpq, 'incompressibilité de la
matrice sans aucune porosité permet d’écrire :

fet fra =1~ fo— foa) Te(E). (6.10)

De plus, la dérivée de (6.9) donne :

fba:fb(l_fe)_fbfe (611)
et (6.10) et (6.11) fournissent :
i Joat fofe _ (1= fo— fo(1— fo) To(E) = fe+ fofe
fo = =7 a5 : (6.12)

Le modéle suppose que :
— les ellipsoides de révolution correspondant a la phase w, restent des ellipsoides de révolution
quel que soit le chargement ;
— la déformation dans la phase w. est homogeéne;
— tous les ellipsoides de la phase w, ont le méme rapport de forme quel que soit le chargement.
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CHAPITRE 6. EVOLUTION DE L’ENDOMMAGEMENT

Dans le cadre de ce travail, ces hypothéses ont été choisies pour des raisons de simplicité mais il
est clair que pour de grandes déformations ces hypothéses constituent une approximation forte.
Par conséquent, pour chaque ellipsoide et dans sa base locale, le taux de déformation s’écrit :

b
o U0

eE=| o 2_1 0 (6.13)
0 0 @

ot les dimensions des ellipsoides sont notées : by, les demi-longueurs dans les directions e, et e, de
la base locale et aj, la demi-épaisseur dans la direction e, de la base locale (e, axe de révolution).
D’ou :

) by a
m =2— 4+ — 6.14
Hemh, = 2 + 2 (6:14)
et : .
. 2.d b
e = —|—= - —|. 6.15
O (6.15)

Les expressions de (£,),, et (€¢q),, sont données par I'intermédiaire du composite linéaire de com-
€
paraison de la facon suivante.

Soit le probléme suivant, ou les coeflicients des Cé sont donnés par le dernier pas de la méthode
sécante modifiée (& convergence) :

o= Cf) D€ dans chaque phase 7 de la matrice, 2 <¢ < N
div(e) =0 dans V

o-N=—p"-N=p-N surles bords de w,

u=FE z sur le bord de 9V,

et la contrainte effective associée a ce probléeme s’écrit X + ppI = (o)y,. Ce probléme linéaire est
décomposé en deux sous problémes linéaires comme en J.1.2 et J.2.2. Le sous probléme sans pression
est indicé par un ’ et le sous probléme sans taux de déformation imposé sur le bord du VER est
indicé par un ”. Le taux de déformation total s’écrit :

e=¢ +é&, (6.16)

et sa moyenne sur les cavités we :
€, = (&) +(&) =(A),  E-(a),p" (6.17)

ou A et a sont les tenseurs de localisation associés aux deux sous-problémes. Lorsque N = 2, les
équations (J.25) et (J.36) ainsi que les définitions de B (J.26) et 1/M (J.38) permettent d’écrire,
en notant C? la raideur de la matrice (modules de compressibilité et de cisaillement associés k. et

Ho) :

E, 1 khom . 11 E 1 khom . 1 b—f
.m _ __O—Em E3 _ m__o—Em * _— e
e A A A Y5 VA A A B YA !
E, 1 khom . 1 [(1—f,  khom E 1 : 11
- S T - N ¢ o =" (1—bE, +pf——
o Fok PP 3fe< K > A A ey
(6.18)
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6.3. LOIS D’EVOLUTION DES PARAMETRES INTERNES

Dans le cas des bulles intergranulaires sphériques, la borne supérieure de Hashin et Shtrikman
(1963) est utilisée :

. En  1EIS. L 11— fe KPS
<€m>we = fe —ﬁk—:OLEm +p 3fe < k% - k% > (619)

Dans le cas des bulles intergranulaires ellipsoidales, la borne supérieure Ponte Castaneda et Willis
(1995) est utilisée :

E 1 kPCW | 1 1— LPCw
Emdo, = = — 27— FEm + " < 1f€— o > (6.20)
¢ f@ f@ ko 3f6 ko ko
En utilisant les "porosités équivalentes" (relations (4.64)) cette derniére équation se réécrit :
@) _Bn 1RSI fe L L—fF KPS () 11
m - m
we fe fe k"é 1 - fsk 3f6 k"é k% 1 - fsk (6.21)

_Em 1 sy L= fe ; « 1 1 1—fe
=7, 7 () e g <M55>1—f§‘

Le tenseur et le module de Biot sont ceux obtenus avec la borne supérieure de Hashin et Shtrikman
(1963) (BXS = pHST et —L<). Pour passer aux modéles a N phases, l'estimation de Hervé et

NS
Zaoui (1993) est utilisée (bXZ et M}{Z sont donnés en (J.87) et (J.108)) :
, E 1 1—fo . 1 1 1—f
mw, = — — — (1= b7 = Ep +p* . 6.22
<E >we fe fe( ? )1_.](? T 3fe <M¢£{Z> 1_.](? ( )

Le calcul de (£¢q) w, Suit le méme raisonnement. Dans le cas des bulles intergranulaires sphériques,
la borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) est utilisée :

1 1 HS .
(‘éeq>w\,i = <ﬁ - ﬁlu'uo—l> Eeq. (6.23)

Dans le cas des bulles intergranulaires ellipsoidales, la borne supérieure Ponte Castaneda et Willis
(1995) est utilisée :

. 11 pbewy . 1. 1 uHS (£ 1~ f. .
<Eeq>w = <_ - _Iuo 1 > Eeq = _Eeq - _MO ng) fZEeq. (624)
¢ fe fe Mo fe fe Mo 1- fs

Pour passer aux modéles & N phases, 'estimation de Hervé et Zaoui (1993) sur le probléme de la
porosité sphérique w, de porosité f permet d’écrire :

(éeq>we = AfZEetr (6.25)
ou : ) o1
AHZ — A — = (R’ B ). (6.26)
ANt 5
avec, R désignant le rayon de la cavité w, de porosité f£', et :
A Py
Avi PRy - PR Py
B P

By PR - PP
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CHAPITRE 6. EVOLUTION DE L’ENDOMMAGEMENT

j=1
e PO = [ MV

j=N
e M®) donné en (F.7).
La quantité (¢.q) o, Sécrit donc pour le modele N phases :

1. 1. 1—f .
Fla— R Je gy

<éeq>we: fe ,ul_féu eqr

avec :
Ruy=1-f¢ A2
Le nombre d’ellipsoides dans V' est noté N, et la porosité f. est donnée par :
_ gmblaiN.
fe= v
D’ou :

. 4 N, 4 tb2ay N, by .
; 201b b ~ ey, 2— + — | —3f.E,,
f |V| ( 101a1 + 1a1> 3 |V|2 | | < bl + a1> f

En utilisant (6.14) :
Je=fe (3<5m>we - 3Em> .

Les équations (6.22) et (6.31) permettent alors de déterminer fe.
De plus w = ‘g—i donne :

W= —— —=b =w (ﬂ _ b_1> = igw<éGQ>w cf équation (6.15).
1 e

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

Les équations (6.27) et (6.32) permettent de déterminer |w|. Une hypothése supplémentaire doit
étre faite sur le signe de w. En I'absence d’informations supplémentaires, il est supposé que w < 0,

i.e. que les cavités ont tendance & s’allonger.

Bilan pour les lois d’évolution

fb _(—fe— 0 - @)fg(@ —fethobe _ (B fo for 0.0
( (ém)o, — 3E ) =02 (E Jos fesw, pb,pe)
g (Eeq), =93 (E. fy, fer w0, pb,pe)

B 0 o ()

(b, = £ B = FRuT 5B

p* = Ppe — Py

6.4 Intégration du modéle élastoplastique endommageable

(6.33)

Le but de cette section est de fournir les équations nécessaires au modéle élastoplastique en-
dommageable lors d’un calcul de structure. Le taux de déformation € est imposé (€ et o sont
respectivement le taux de déformation et la contrainte en un point de Gauss). Un pas de temps dt

est imposé. La démarche est la suivante.
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6.4. INTEGRATION DU MODELE ELASTOPLASTIQUE ENDOMMAGEABLE

e Premier pas, calcul de :

€1 = €0t
6.34
0'{ — (—bgpeI + (bg — 1)[)1pr) = szwm €1, ( )
e Détermination de la direction du taux de déformation plastique d ou la surface de plasticité
est atteinte en premier. Le fait de fixer € et dt impose la direction de contrainte dans la partie

élastique :
i = (=bope + (b2 — Dbapy) _ K3y (6.35)
Teq HE"Eeq
T _(_ _
Ainsi, la surface est atteinte en premier pour ce taux de triaxialite Zm1 (Zbap e;(bz Doips) 7.

Ueq 1

direction du taux de déformation plastique d telle que :

ol — (=bape + (b — 1)b1pp) _ oNL — (—bype + (ba — 1)bipp) (6.36)
ol oh* ’ '

est recherchée. oV (d) est donné par le modéle MSMN ellipsoidal (détermination de la surface
de plasticité) pour une direction de taux de déformation d donnée. La direction du taux de

déformation d vérifiant (6.36) est obtenue via un algorithme de Newton-Raphson.

e Calcul de :
Ei+1 = &; + g ot

6.37
Uzlii-l — (—bgpeI + (bg — 1)[)1pr) = szwm LEi41- ( )

1 < oVl et of 1 < oNL alors : ¢ = o”. Sinon, le systéme suivant doit

-
Tant que : o eqit eq >

mi+
étre résolu :
o =Chom: (¢ —¢P)
o = f(ép7fb7f67w7pb7pe) modéle MSMN
fo =01 (€2, fo, fe,w, pp,pe) lois d’évolution des paramétres internes (6.38)
fe = 92 (ép7 fbv fev w7pb7pe)
w = g3 (ép7 fb7 f€7 w7pb7pe)

Ce systéme d’équation est intégré avec un 6-schéma :
Oiy1 =0 +06tCh™: (e — ((1—0)el + 00, )
oir1 = f (1, Xit1,Pbs De) (6.39)
Xit1 = Xi +0tg (1 — 0)&? + 0l |, (1 — 0)Xs + OXiv1. Db, De)

ou la variable x représente les paramétres internes du modeéle : x = {3, fe, w}. Les inconnues
de ce systéme d’équation sont o;y1, é‘fﬂ et xit1 (i.e. foix1, feitr1, wit1). Ce systéme est
résolu numériquement via un algorithme de Newton-Raphson.

Remarque 6.1 (Partie élastique) Il est supposé que les paramétres internes n’évoluent
pas dans la partie élastique. Ainsi C}zwm, by et by restent constants. Les lois d’évolution
des paramétres internes sont écrites avec la partie plastique du taux de déformation.__

La FIG. 6.1 donne un exemple d’une courbe contrainte-déformation obtenue avec ces relations.
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CHAPITRE 6. EVOLUTION DE L’ENDOMMAGEMENT

100 — —

50 — —

. . . . .
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 ESCSC

F1c. 6.1 — Courbe contrainte-déformation : Eyy > 0, autres E” = 0. Surface de charge obtenue
avec le modele MSMN ellipsoidal (méthode sécante modifiée & N phases avec N =6). p, = p. =0,
¢ =q3=1,w=1/5 f, =0.01, fo =0.02, 09 =55 MPa, k =170 GPa, u = 65 GPa. Equations
intégrées avec un schéma de point milieu (6 = 1/2) comme présenté en 6.4.
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Chapitre 7

Modélisation du comportement
élastoplastique endommageable jusqu’a
rupture du matériau d’étude

Le modéle élastoplastique endommageable présenté au chapitre 6 est écrit dans ce chapitre en
déformations planes généralisées afin d’étre comparé & des simulations numériques exclusivement
bidimensionnelles.

Les simulations numériques bidimensionnelles présentées dans ce chapitre utilisent une méthode
d’éléments finis multi-corps et des modéles de zones cohésives (voir (Perales, 2005)) sur un milieu
contenant des fissures plongées dans une matrice élastoplastique parfaite avec critére de Von Mises.
Le milieu étudié est un milieu périodique constitué de cellules de Voronoi dont chacune repré-
sente un grain. Des zones cohésives sont placées sur les joins de grain et des fissures sont placées
aléatoirement sur certains joins de grains. Les propriétés des zones cohésives sont identifiées par
comparaison & des données expérimentales issues de la littérature et concernant le matériau mo-
tivant cette étude, a savoir I'oxyde d’uranium a haute température. Un chargement hydrostatique
plan est appliqué sur le milieu et les résultats des simulations numériques sont comparées aux ré-
sultats donnés par le modéle élastoplastique endommageable complet écrit en déformations planes
généralisées. Cette comparaison permet d’exhiber, pour le matériau d’étude, une densité de fissure
critique correspondant au début de la coalescence et donc au début de la ruine du matériau. Cette
densité de fissure critique permet d’introduire la notion de coalescence dans le modéle élastoplas-
tique endommageable final en s’inspirant du modéle GTN (Gurson, Tvergaard, Needleman, voir
par exemple, Koplik et Needleman (1988)).

L’organisation de ce chapitre est la suivante :

— La section 7.1 présente le modéle élastoplastique endommageable complet en déformations
planes généralisées.

— La section 7.2 présente les simulations numériques bidimensionnelles utilisant éléments finis
multi-corps et zones cohésives.

— La section 7.3 présente les résulats obtenus avec ces simulations numériques ainsi que le
modéle élastoplastique endommageable final avec prise en compte, pour le matériau d’étude,
de la coalescence et de la rupture.
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CHAPITRE 7. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE ENDOMMAGEABLE
JUSQU’A RUPTURE DU MATERIAU D’ETUDE

7.1 Modéle élastoplastique endommageable proposé en déforma-
tions planes généralisées

Le modéle élastoplastique endommageable présenté au chapitre 6 est écrit ici en déformations
planes généralisées. Le milieu étudié, noté V', est constitué de cavités cylindriques infiniment longues
dans la direction 3 et a bases elliptiques (rapport petit axe sur grand axe noté w) dans le plan 1 —2
(coordonnées cartésiennes) plongées dans une matrice obéissant au critére de Gurson modifié :

3om

2
a3 <@> + 2q1 fp cosh <——> —1—(qfy)* =0, (7.1)
oo 2 (1)

dont le potentiel en taux de déformation s’écrit (on rappelle que la quantité fq, représente le produit

qfe)
1 D) 2
. 4¢e €
(&) = 00/ — + 4 dy. (7.2)
Fab Y q3

Toutes les bases elliptiques des cavités ont le méme rapport de forme et sont orientées aléatoirement
dans le plan 1 — 2. La fraction volumique des cavités cylindriques w, est notée f.. Le taux de
déformation appliqué sur le bord de V est de la forme :

‘ Ey B 0
0 0 Ess

7.1.1 Partie élastique

La premiére échelle correspond a un milieu élastique linéaire isotrope (coefficients de compres-
sibilité et de cisaillement k et p) contenant des cavités sphériques (bulles intragranulaires, porosité
fp) distribuées de fagon isotrope. Le probléme & traiter a cette échelle conduit a :

o=Chm g, (7.4)
La borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) est utilisée pour C™
chom = cH5, (7.5)

Le milieu a la premiére échelle étant isotrope, deux coefficients élastiques sont nécessaires, par
exemple, les coefficients de compressibilité et de cisaillement :

hom __ 1. fbk
M R R (I
k22
om 1 - f K 9k + 8
o om _ (L= )9k + 8

(9+6/p)k +4(2+3fp)n

A la deuxiéme échelle, w, correspond au domaine occupé par la seconde population de cavités (de
porosité f.). Ces cavités sont supposées cylindriques (d’axe 3) a bases elliptiques aplaties dans le
plan 1 — 2 (rapport petit axe sur grand axe noté w) orientées et distribuées aléatoirement dans le
plan 1 — 2. Le probléme & la deuxiéme échelle s’écrit sur le domaine total V :

o =C"" e dans la matrice M
div(e) =0 dans V
o-N=0-N surdw,,

u=FE -z sur OV
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7.1. MODELE ELASTOPLASTIQUE ENDOMMAGEABLE PROPOSE EN DEFORMATIONS PLANES
GENERALISEES

La contrainte effective déduite de ce probléme vaut ¥ = (o). Sur ce probléme :

(o), =Ch™ . E. (7.6)
La borne supérieure de Ponte Castafieda et Willis (1995) est utilisée pour Cho™

Cchom = cPCW, (7.7)

Le milieu effectif est isotrope transverse d’axe 3. Ainsi, 5 coefficients sont nécessaires pour dé-
crire Chom, par exemple, K hom EL hom. L hom. ,uT hom, ML hom yeprésentant respectivement le
coefficient de compressibilité plane, le module d’Young longitudinal, le coefficient de Poisson lon-
gitudinal, le module de cisaillement transverse et le module de cisaillement longitudinal. La loi de
comportement

> =Cchm. g, (7.8)

s’écrit en considérant E sous la forme (7.3) (déformations planes généralisées), ou les seules com-
posantes non nulles de F sont E11, Foo, F33, F1o :

S = (Khom .y hom> By + (Khom L hom> Eoy + 20k homchom g

Sy = (Khom vy hom> Ey + (Khom y hom> B + 20k hom gchom .

o Sip=2u3 " Eyy

o Y3 = 2uf homghomp,, 4 oyl hom gchomp,, 4 (EQL hom 4 4 <1/2L hom) Kh°m> Ess.

Les coefficients Khom gL hom L hom /T hom gont calculés en Annexe M :
(2w _ fe(l +w )) hom(3khom _|_Mhom)

hom __

¢ 2 o 6 hom 1 2 3khom hom
wpto™ + fe(l+w )( + p1m)
o ,Ug hom __ (411) fe(l + w) ) hom(3khom + Nhom)

4w(3k,hom _‘_’uhom) +fe(1+w) (3k‘hom+7ﬂhom)
° EL hom __ ( fe)khom pom (1 o f )Ehom
2 3khom _|_Iuhom €

° I/L hom __ 3k,hom Iuhom — Vhom-
2 Gkhom 4 2uhom 1

7.1.2 Critére de plasticité : méthode sécante modifiée (approche variationnelle)
a N phases

Le critére de plasticité est déterminé en utilisant la méthode sécante modifiée (approche varia-
tionnelle) & N phases.

Cas des bases circulaires

Dans le cas ot les cavités w, sont cylindriques d’axe 3 et a base circulaire dans le plan 1 — 2, le
composite linéaire de comparaison est constitué d’un cylindre creux (cavité cylindrique d’axe 3 et a
base circulaire dans le plan 1—2) décomposé en N phases : la phase 1 correspond a la cavité centrale
et les N — 1 autres phases correspondent & N — 1 couches concentriques entourant la cavité centrale
(voir la F1G. F.1). La fraction volumique de chaque couche est notée f; et le domaine occupé par
chaque couche est noté 2;. L’estimation auto-cohérente de Hervé et Zaoui (1995) associée a ce CLC
est donnée en Annexe N. L’énergie du composite linéaire de comparaison s’écrit alors (voir Annexe
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0):
1. hom r
o, = §E C" B
1 . 2 . . ..
— 5 <K£me§ + (EOL hom +4 <V£/ hom) Kéwm) Er2z + Mg homF?) + 41/5 homK(i)mepEn> ,
(7.9)
avec .
. . . . . . o 1 /. . 2
Ep= B+ Ep, Bo=Ey ot Ty=2/Eh+ (E22 - E11> . (7.10)

Les coefficients Khom  pL hom L hom =T hom qo Hervé et Zaoui (1995) sont donnés en Annexe N
et le probléme suivant est obtenu :

_ Eyn Eiz 0
Entrées : E = E12 E22 0 5
0 0 DBy

répéter

Vi (2<i<N):

e actualisation de k! et de pf :

.2 1 . .
k; = —0p———= | —Arcsinh | 2 + Arcsinh ;

°7 9 <(57n)2>91
i 1 g0 ) <(é6f1)2>9i _ \/4<(ém)2>9i
Mo = 3 <(éeq)2>gi \/4<(5m) >QZ + 0 fab (fqb)2 +

e actualisation de <(ém)2>ﬂi et de ((¢eq)?)

y _210%
L2y 2109,
(Eal 0 = 57,5,

Q-

Jjusqu’a convergence sur <(ém)2>ﬂ_ et <(éeq)2>Q_ ;

Sorties : ¥ = Chom . E .

Y = (Kéwm + Mg" hom) Ell + (Kéwm o Mg" hom) E'22 + 21/51 homK(i)megg;
Yoo = (Kéwm o Mg" hom) Ell + (Kéwm + Mg" hom) E'22 + 21/51 homK(i)megg;
S = 2ul "By,

. . 2 .
233 — 2]/51 homl(v(i)mevl1 + 2]/5 homK(i)me22 + <E§/ hom +4 (I/(f hom) K(i)wm) E33.

Un algorithme de point fixe permet d’atteindre la convergence en peu d’iterations. Les dérivées
partielles sont calculées avec une formule approchée au premier ordre.

Comparaison avec le modéle de Gurson (1977)

Gurson (1977) a déterminé la surface de plasticité pour un cylindre creux a base circulaire dans
le plan 1 — 2, infiniment long dans la direction longitudinale (axe 3) et avec une condition de taux
de déformation homogéne sur la section latérale et externe du cylindre. La matrice est dans ce
paragraphe rigide plastique parfaite de Von Mises et la porosité du cylindre creux est notée
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f. Les résultats sont les suivants :

qu Eiﬁ 2
C— +2fcosh (V3=2) —1- f?=0, (7.11)
g9 (o)
ou > 5
2p=711;r =3 (7.12)

C = 1 dans le cas d'un chargement axisymétrique et C = 1 + 3f + 24f% pour un probléme en
déformations planes (C' est alors déterminé numériquement).

Le but de ce paragraphe est de comparer les résultats donnés avec la méthode sécante
modifiée & N phases en déformations planes généralisées exposée précédemment et le
critére de Gurson (1977) rappelé ci-dessus. Le méme type de comparaison a été effectué par
Bilger et al. (2002) dans le cas des cavités sphériques.

La méthode sécante modifiée & N phases en déformations planes généralisées est ainsi mise en
ceuvre avec une matrice rigide plastique parfaite de Von Mises (f, = 0). Le composite linéaire de
comparaison est donc actualisé & I'aide des coefficients suivants :
00

3((CePg,)

Comme dans le cas tridimensionnel, on constate que le point hydrostatique du modéle & N phases
tend vers celui du critére de Gurson lorsque le nombre de phases augmente (voir FiG. 7.1 et
Fic. 7.2).

kD= +o00 et pl= (7.13)

Remarque 7.1 (Rayons R;) Les résultats précédents ont été obtenus en considérant les
rayons R; ci-dessous (le but est de découper plus finement la zone la plus proche de
la cavité centrale, c’est a dire la zone ou les fluctuations du second moment sont les
plus importantes; il a été vérifié que cela améliorait les résultats i.e. pour un nombre
de couche donné cela rapproche les résultats du modéle & N phases vers la surface de
Gurson (1977)). Dans ce travail, les rayons R; (pour 1 < i < N) choisis pour
le modéle utilisant la méthode sécante modifiée & N phases en déformations
planes généralisées sont calculés a partir de la relation :

Ri=fe+ (1 —=/f) <;\'7__11>2. (7.14)

Point analytique
Un cylindre creux a base circulaire de porosité f. est considéré ici. La matrice de ce cylindre
creux obéit au critére de Gurson modifié :
30m

2
q3 <@> + 241 fp cosh <——> —1—(q1fp)* =0. (7.15)
oo 2 g0

Le but est d’obtenir un point analytique du critére de plasticité effectif pour le chargement spécifique
suivant (I’axe 3 correspond a 'axe des z) :

ug = K33 -z sur les deux sections terminales infinies
(0-N); =(0-N), =0 sur les deux sections terminales infinies, avec IN' la normale sortante

o-N=0 sur les surfaces latérales externe et interne
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—a— N=2
. - N=6
b
0 4l % ] 8- N-11
. U
[ ]
g B —X— Q@irson 2D
fm
0.2 e
Hm
P
fpm
Nzl |
1 2 3 4 5 6 22

FiG. 7.1 — Critéres de plasticité : modéle avec méthode sécante modifiée & N phases pour différentes
valeurs de N comparé au modeéle de Gurson (1977) (relation (7.11)). Cylindre creux & base circulaire
de porosité f = 0.01 et a matrice rigide plastique parfaite de Von Mises. R; définis en (7.14).
Chargement azisymétrique. Le point hydrostatique du modéle 6 N phases tend vers celui du critére
de Gurson lorsque le nombre de phases augmente.

L’attention est portée sur le caractére mixte du chargement imposé (c’est un mélange entre la
condition de taux de déformation homogéne au bord et la condition de contrainte homogéne au
bord). La solution évidente du probléme précédent correspond au tenseur des contraintes suivant :

00 0
co=(00 0 |. (7.16)
00 =%

Les équations d’équilibre dans la matrice ainsi que les conditions aux limites sur les bords sont
vérifiées. Dans la matrice, le critére de Gurson s’écrit :

PR ( X33 > 2
—2 4+ 2fpcosh | ————— | —1— f5, =0. 7.17
q3 O'g (1 — fe)g fqb 200 (1 — fe) qb ( )

Cette équation non linéaire en X33 posséde deux solutions. Les deux points obtenus sont placés
sur un graphique 2%, — 3, (avec X, = X33) afin d’étre comparés avec le modéle utilisant la
méthode sécante modifiée & N phases (voir F1G. 7.3). Un bon accord est observé entre le point
exact précédent et la méthode sécante modifiée & N phases.

Cas des bases elliptiques

Ce paragraphe traite du cas ou les cavités w, sont & base elliptique dans le plan 1 —2. La matrice
suit le critére de Gurson modifié. On cherche & mettre en ceuvre la méthode sécante modifiée a IV

130



7.1. MODELE ELASTOPLASTIQUE ENDOMMAGEABLE PROPOSE EN DEFORMATIONS PLANES
GENERALISEES

~€q, = —
abaeee 2
o0 v
0.8
—a N=6
0.6
S Ne11
- - N21
0.4
— > — Qurson 2D
0.2
i 6 221)
g0

Fi1G. 7.2 — Critéres de plasticité : modéle avec méthode sécante modifiée & N phases pour différentes
valeurs de N comparé au modeéle de Gurson (1977) (relation (7.11)). Cylindre creux & base circulaire
de porosité f = 0.01 et a matrice rigide plastique parfaite de Von Mises. R; définis en (7.14).
Déformations planes (avec Fis fize). Le point hydrostatique du modéle a N phases tend vers celui
du critére de Gurson lorsque le nombre de phases augmente.

phases en utilisant I'estimation de Hashin et Shtrikman (1963) valable pour le cas des bases circu-
laires et la notion de "porosités équivalentes". La méthode sécante modifiée avec un CLC a
2 phases conduit au probléme suivant :
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N
3 .
2,
Xn
g0
1,
0
_1,
_2,
-4 -2 0 2 4 6
2%,
00|

Fi1G. 7.3 — Critéres de plasticité : modéle avec méthode sécante modifiée & N phases pour différentes
valeurs de N (2 puis 6 puis 11) comparé auz points analytiques exacts donnés par (7.17). Cylindre
creuz & base circulaire. Porosités f, = 0.01, fo = 0.01 (g1 = 1.25, q3(fp) donné en 3.16). R; définis
en (7.14). Déformations planes généralisées (avec Fia=0et By = Egg). Un bon accord est observé
entre le point exact et la méthode sécante modifiée & N phases.

Entrées : E de la forme (7.3);
répéter

cI)o — - <KhomE2 + <EL hom +4 om Khom) E2 + NZ homf?) + 4VoL hongzomE'pEn

l— ga L resin gm resin 2 | Em)? :
KV Ens ( : h( )*A h<fqb ed qg))’
e )

. 2 1 0%,
(Em) 91—f68]{717
el 2 1 0%
(66[]) _31_]068’“1(%7

jusqu’a convergence sur (ém)? et (éeq)2 ;
Sorties : ¥ = Chom . E
Yy = (Kéwm + 1 T hom) Ell + (Kéwm _ NT hom) E'22 + 21/51 homK(i)meSg;
Yoo = (Kgom 1o hom) En+ (Kgom + g hom) En +2vy "MKy B
Sig = 2ug "By
) . 2 .
Y3 = 21/51 homl(v(l)mevl1 + 2]/5 homK(l)me22 + <E§/ hom +4 (l/(f hom) K(i)wm) Fss.
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Dans le cas des bases circulaires, les coefficients de ngm sont obtenus via la borne supérieure
de Hashin et Shtrikman (1963) (rappellée en Annexe L pour le cas bidimensionnel). Dans le cas des
bases elliptiques, les coefficients de ngm sont obtenus via la borne supérieure de Ponte Castaneda
et Willis (1995) (rappellée en Annexe M pour le cas bidimensionnel).

La notion de "porosités équivalentes" dans le cas bidimensionnel introduit le couple de porosi-
tes (fK, ft T) fournissant les mémes coefficients dans le cas de la borne supérieure de Hashin et
Shtrikman (1963) que dans la cas de la borne supérieure de Ponte Castanieda et Willis (1995). Plus
précisément, on cherche les porosités fs telles que :

KPOV () KFS(f,)

= 1— f,
B} Pc{iv(fe) _ By ffs(f)

1-— fe - 1-— fs
(v: PCW({ ))fKPCW(f ) _ (vt HS({S»;Kfs(fs) (7.18)
pa PV (fe) uZ 2 (f5) 8

vl PCVJ KPCW {S vE BS(fO)K5 (f,)

1—ﬁ 1—fs

La premiére égalité fournit une porosité fs notée fX. La deuxiéme égalité est valable quel que soit

Ef POW(fe) _ EEY HS(f) _ F i PR F C CATEA

fs- En effet, =7 =7, — E;. La troisieme et la cinquiéme égalité sont aussi vérifiées

lorsque f, = fE. En effet, vE POV (f,) = vl H9(f,) = vl. La quatriéme égalité est vérifiée pour
T T

une porosité fs notée f5 . En utilisant ce couple de porosités (fX, f& ), le cas elliptique est traité

a partir du cas circulaire ot la borne de Hashin et Shtrikman (1963) est utilisée :
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Entrées : E de la forme (7.3);
répéter
2 e
@, = UKL (FIVEL + (EE 1S(E) + 4 (v H9(1) KIS () B2 e P8 (7415 +
i PRI By
Do = T HS(f,u )
Q. = q)o — Do
actualisation de k. et de ! ;
actualisation de (&,,)2 et de (Z¢4)? :

2 1 09 1 09
- \2 _ “ ol 02 | .
(Em)” =3 1—§<akg+1_ffakg>’

2 1 00 1 0P
- \2 4 ol 02 | .
(ea)” =3 (1—sz ol 1 I aué)’

jusqu’a convergence sur ()% et (feq)? ;

Sorties :

X = (11 f%KHS(ff) iff%/tf HS(ffT)> B+

(f k) = s U )) B+ 27 =ficvly M9 (PRI (1) B
g2 = (11 T KIS (FE) — 11__ff s T (fE )) B+

(f FKSS () + l_fj; ut Hs(fs”T)> g + 24 Levl U5 (FE) KIS (£5) Eig;
Yo = Qll_—ffe uT HS(fM )Elz;

233:211 ff<VL HS(fs )KHS(fS )E +21 ;‘;{VL HS(fs )KHS(fS )E22_|_

(5 (75 + 4 (v 75(E)° KOHSUSK)) =

La boucle du probléme correspond physiquement au :

e cas des cavités we a base circulaire dans le plan transverse et de fraction volumique f; K lorsque
p—O (1e Ell —E22 et Elg—O)

T
e cas des cavités we a base circulaire dans le plan transverse et de fraction volumique A
lorsque E, = E, =0

Ce probléme permet de retrouver le cas des cavités a base elliptique de fraction volumique f,.
T
La méme simplification que celle réalisée en 4.3.4 est utilisée ici pour le calcul de fX et fi : k!

T
est supposé grand (i.e. tend vers l'infini). Les expressions de fX et f{ obtenues sont données en
Annexe P.

T
Pour le cas d'un CLC a N phases et en notant fiK (respectivement f!' ) les fractions volumiques

T
des couches entourant la cavité centrale de porosité fX (respectivement f£ ), I'estimation auto-
cohérente de Hervé et Zaoui (1995) (Annexe N) est alors utilisée :

T
e Dans le cas des bases circulaires : fX = fI' = f..

T
e Dans le cas des bases elliptiques : fX et f{ sont donnés en Annexe P.
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Entrées : E de la forme (7.3);
répéter

B = BIKLZ (OB + (B3 M2 + 4 (o MHGSO) KI2()) B+
W 2 (PR + av (IO KEZ (1) By )
Dpr = il M2

Dy =D, — Py ;
Vi (2<i<N):
k! = 209 1 —Arcsinh | 2 :
) 3 )
<(€m)2>n

: 0P 8%
<(5m)2>9i =3 <f1K ok, T fiT o

= \2 2 1 0%, 1 0%,
<(5eq) >QZ = <fK (rml + fMT 5M2

jusqu’a convergence sur <(€m)2>9_ et <(Eeq)2>ﬂ/_, Vi (2<i<N);

Sorties :
X1 = (11__,{?Kfz(ff) + ll__ffe g TA(fE )) By +

T
(11 ]{f%KHZ(sz) l_ffeT po A f )) By + 254 VL HZ(FRVKIZ(f5) B ;
Sz = (f KGR = T T >> E11 +
(f}ﬁKﬂZva+-*j€ THZU“)>1ﬁ2+21j&uLHZu;)KHZU;>E%,
Yig =2 1—ffe T HZ(fH )E12;
Y33 = 2 f;{VLHZ(fK)KHZ(fK)EH_i_ ;‘;{I/L HZ(fK)KHZ(fK)E22+
(&2 (g 1 (o P21 K >) Lk by,

Le calcul des dérivées partielles se fait numériquement en utilisant une formulation approchée
a l'ordre 1. Cet algorithme permet d’estimer la surface de plasticité pour un milieu avec une ma-
trice de Gurson et des cavités cylindriques d’axe 3 et & bases elliptiques dans le plan 1 —2 pour une
chargement en taux de déformations planes généralisées. Il est rappelé que la section 4.6 compare

les critéres de plasticité obtenus par ce modéle avec des simulations numériques par transformée de
Fourier rapide (FFT, Michel et al. (2000)).

7.1.3 Lois d’évolution des parameétres internes

Comme dans le cas tridimensionnel, 'évolution des paramétres internes x = {fp, fe,w} est
maintenant déterminée.

La relation (6.12) établie dans le cas tridimensionnel est toujours valable :

j = Dot hofe (= fem Jo(L= J) THE) = fe o+ fule

(1_fe) B (1_fe) ' (7.19)
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Le modéle suppose que :

e dans le plan transverse 1 — 2, les ellipses restent des ellipses quel que soit le chargement ;

e la déformation dans la phase w, est homogéne ;

e dans le plan transverse, toutes les ellipses de la phase w, restent de méme rapport de forme.
Par conséquent, pour chaque ellipse et dans sa base locale, le taux de déformation s’écrit (en notant
b1, la demi-longueur dans la direction 1 de la base locale, a1, la demi-épaisseur dans la direction 2
de la base locale et h, la longueur du cylindre dans la direction 3) :

b
5 U0
e=| 0 & g (7.20)
0o 0 #
D’ou : ) )
. b1 dl h
IR L 7.21
3(ém)w, b + @ +5 (7.21)
et : )
G, = | D (7.22)
p we ay bl : :

Les expressions de (¢,,),, et (p), sont données par l'intermédiaire du composite linéaire de
comparaison de la fagon suivante.

En utilisant les équations (N.12), (N.13) et (N.14) :

We

. b by -
(Emw. = 3 b+ 3B (7.23)

Cela permet d’écrire, en utilisant les définitions suivantes bll =1-—10b; et b,2 =1-—1by:

, En by - by .
(Emde, = 7 —3—;Ep—3—£En. (7.24)

Or, dans le cas d'un biphasé (matrice et cavité), le relation suivante donne (&,,),, :

. _Em_l_fe- _Em_i o T
(Em)y, = 7. T (Em)y = AT (I -B):E, (7.25)

avec

B=1I: (ID —(ch) ngm) . (7.26)

Dans le cas ou C} est isotrope et oit C™ est isotrope transverse, il vient :

bo=1—b, 0 0
B = 0 by 0 (7.27)
0 0 by=1-b
avec . N I
. 2Khem(1 4 L hom)
by = =2 0 7.28
et L h L h L h L h
, E om 4K om om 1 om
bl — 9] + (9] VO ( + VO ) . (729)

3k1
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Cela donne :

o b b
<ém>“€:b;e 57,00~ 3p P (7.30)

En suivant le méme raisonnement que dans la section 7.1.2, le cas des N phases peut se traiter

avec :
. / K / K
e = 7+ (_52 V), Bl )En) = (7.31)

fe 3fe 3fe 1_sz’

en utilisant b et by de (N.12), (N.13) et (N.14). Dans le cas des bases circulaires dans le plan
transverse, le cisaillement plan microscopique est relié au cisaillement plan macroscopique par
I'intermédiaire de la relation suivante :

1 MT HS\N |
G, = (1- 22 ) (7.32)
€ o
et dans le cas des bases elliptiques dans le plan transverse :
T HS M
SRR A LAY UDRETAP
A =—|1-=—|T),=—|1- . 7.33
i, = (1- 2 ; P L

L’estimation de Hervé et Zaoui (1995) sur le probléme de la porosité a base sphérique w, de porosité

fs permet d’écrire dans le cas d’un chargement macroscopique du type cisaillement plan (les seules

composantes non nulles de E sont Ej; = et Fyy = —7) :
(Eeas, = A", (7.34)
avec : ,
N N
AHZ — é ( le : + 3@&4) > (7 35)
o N N N N ’ :
3 (N) ( )_Qil)Qg4)
H] ! ) et NU) donnée en (N.11) avec gy = 1. La quantité (€eq),, s'écrit donc pour le
modele N phases
. 4 2
(Eeqo, = — 3 (1= Ryur)™ 7%, (7.36)

)
Ryr=1- ng\/ZAng. (7.37)

Or, pour ce chargement macroscopique et dans la cas d’un biphasé, le taux de déformation équi-
valent dans la matrice est (aprés calculs) :

) 4 NZ hom\ 2
(Eeq)?, = ; (fuT>2 (1 - ) 72 (7.38)

En suivant le méme raisonnement que dans la section 7.1.2, le cas des N phases peut se traiter

<mwzé< o (1) _E)m. (7.39)

avec .

137



CHAPITRE 7. MODELISATION DU COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE ENDOMMAGEABLE
JUSQU’A RUPTURE DU MATERIAU D’ETUDE

La porosité f. est définie par :

Tblathe
f, = TeahNe (7.40)
14
avec N, le nombre de cavités dans le domaine total. D’ou :
, by a h :
e —Jel| 1 - 7| — eEm
fo =1 (bl to ) T (7.41)

= 3fe(ém),, — 3feEm (cf relation (7.21)).

Les équations (7.31) et (7.41) permettent de déterminer f.. Le rapport de forme des ellipses dans

le plan transverse 1 — 2 est défini par :
ai

—_— 7.42
w=g (7.42)

Cela donne :
Wb — % _ Z_%z}l —w (% - %) = Zw (i), (cf relation (7.22)). (7.43)

Les équations (7.39) et (7.43) permettent de déterminer |w|. Une hypothése supplémentaire doit
étre faite sur le signe de w. En ’absence d’informations supplémentaires, il est supposé que w < 0
(i.e. que les cavités ont tendance a s’allonger).

Bilan ) ) )
(A —fe= (1= f)) Tx(E) — fe+ fofe
fo= A
fo=f. (3(ém>we - 3Em)
w = _w<;Yp>we
.y _ En by (f5) o b (F5) o\ 1—te (7.44)
e A T T g R
b, =1—by et by =1 — by, by et by définis en (N.13) et (N.14),
, 1 ™ 1—fe .
(Ip), = T <1 —Ry,r (fs“ ) W) Lp.

7.2 Méthode numérique : homogénéisation périodique avec modéle
de zone cohésive et cellules de Voronoi bidimensionnelles

Cette section est relative aux simulations numeériques utilisées dans la suite (en 7.3) pour étudier
la coalescence et la rupture de 'UQ,. Le modéle numérique ainsi que le type de cellule utilisé pour
ces simulations sont présentés dans cette section.

7.2.1 Modéle de zone cohésive utilisé et homogénéisation périodique (logiciel
Xper, Perales (2005))

Les modeéles de zone cohésive permettent une approche locale des phénoménes de fissuration.
L’idée est de placer des zones cohésives entre chaque maille d’'un maillage éléments finis (voir
F1G. 7.4) afin de simuler l'initiation et la propagation de fissures sur ce maillage (approche dite
parfois "méthode des éléments finis volumiques-cohésifs"). Les mailles du maillage éléments finis
initial sont "éclatées" et des zones cohésives sont placées entre les mailles. Les zones cohésives
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Fi1G. 7.4 — Représentation d’un maillage éléments finis "éclaté” : entre chaque maille est implémenté
un modeéle de zone cohésive (d’aprés Perales (2005)).

introduisent une relation entre le vecteur contrainte et le saut de déplacement entre les mailles en
vis & vis. Entre deux mailles en vis & vis, par exemple €21 et (o, le saut de déplacement a I'interface
[u] est défini par [u] = u; — ug et il est décomposé entre partie normale uymn et partie tangente
ur (voir les notations sur la F1G. 7.5) :

[u] = unn + ur. (7.45)
0
n
%
w?
: 3
ur
Qs

F1G. 7.5 — Notations utilisées en 7.2.1 : saut de déplacement [u] = u; — uo.

Le vecteur R est défini comme le vecteur contrainte de la maille € (c’est la force surfacique
définie comme R = o - v dans (1 ou v est la normale unitaire sortante a 2y, i.e. v = —n, voir
F1G. 7.5) et il est décomposé en partie normale Ryn et partie tangente Ry :

R =Rnyn+ Rr. (7.46)
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Avec ces notations, la réaction interfaciale normale Ry est positive (resp. négative) lorsque l'in-
terface est en compression (resp. en traction). Le modéle de zone cohésive utilisé dans ce travail
utilise une loi adhésive avec contact parfait sans frottement. A chaque interface, les conditions de
Signorini pour le contact unilatéral s’écrivent :

_ adh

n ot e o

ot le vecteur R est donné dans la suite. Etant donné que l'on ne simule pas le frottement, le

vecteur tangentiel Ry vaut Ry = —R%". La loi adhésive est celle utilisée par Perales et al. (2005)

(d’apreés ces auteurs, c’est une variante de la loi d’endommagement surfacique de Michel et Suquet
(1994)) :

R = K (3) . [ul], (7.48)

avec .

(7.49)

K (g) — 3 <CNn ®n+ CTM> ,

[lur||?

ou ||ur|| représente la norme euclidienne de wy. La variable 3, comprise entre 0 et 1, décrit le degré
d’endommagement surfacique : pour § = 1 la zone cohésive est parfaite, pour 0 < 6 < 1 la zone
cohésive est partiellement endommagée et pour 5 = 0 la zone cohésive est rompue. L’évolution de
B (appelé niveau d’endommagement surfacique) prend en compte l'irréversibilité du comportement
lorsque 0 < 3 < 1 et lorsque la norme du vecteur saut de déplacement a atteint, a un instant donné,
une valeur critique 6 :

B = min(gadh([u]mam)a gadh([u])),
si ||v]]| < de,

0
30. — [Jv|| . (7.50)
adh c
9" (v) =9 Bor—rr side <|lv[| <34,
Sor ol °
sinon,
avec .
wref 1 1
be=|—— | — + =, 7.51
\/9—4ln4 <CN+CT> ( )

ou Cp et Cr sont respectivement appelés les raideurs linéiques interfaciales initiales normale et
tangente, 0 < By < 1 est le niveau d’endommagement surfacique initial, w™/ est une énergie sur-
facique de référence et [u]mq, est le saut de déplacement correspondant a la plus grande valeur
atteinte par ||[u]]|.

Afin d’illustrer le modéle de zone cohésive utilisé, la FI1G. 7.6 représente I'évolution de la loi cohé-
sive normale lors d’un essai en traction normale, en supposant que ur = 0 et en supposant que
I'interface est initialement vierge (fy = 1). Le modeéle est entiérement défini avec C, Cr et wret.
Dans la suite, on suppose que les raideurs initiales normale et tangente sont identiques (Cp = Cy);
le modéle est alors défini avec deux paramétres : Cy et w7,

Le logiciel Xper (Perales (2005) et Perales et al. (2005)) permet de prendre en compte le
modéle de zone cohésive précédent entre chaque maille d’un maillage éléments finis et dans le cadre
de la théorie de I'homogénéisation périodique en grandes déformations (Perales et al. (2007)). On
considére un milieu périodique (il existe deux vecteurs selon lesquels la géométrie du milieu se
reproduit par périodicité). Le champ du gradient de la transformation solution et le champ du
tenseur de Piola-Kirchhoff de premiére espéce solution sont tous les deux périodiques de méme
période que le milieu étudié. De plus, ils sont chacun décomposés en une partie moyenne et en une
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Fi1G. 7.6 — Loi cohésive normale : charge-décharge en traction normale, en supposant que ur = 0
et que By =1 (d’aprés Perales (2005)).

partie fluctuante de moyenne nulle (voir Perales et al. (2007)). Le logiciel Xper permet d’imposer
des composantes non nulles du tenseur de contrainte (de Piola-Kirchhoff de premiére espéce) effectif
ou du tenseur de taux de déformation effectif (en repectant que chaque direction ait 'une des deux
imposée) et de relever les valeurs des composantes laissées libres.

7.2.2 Domaine étudié : milieu périodique partitionné en grains (cellules de
Voronoi) avec possibilité de préfissures sur certains joints de grain

Les simulations numériques avec modéle de zone cohésive présentées dans ce travail sont effec-
tuées en deux dimensions. Le milieu granulaire V' étudié est 'oxyde d’uranium UQO; et est modélisé
comme un assemblage de cellules de Voronoi dans lequel chaque cellule représente un grain. La
partition du domaine V est obtenue de la fagon suivante. Des points sont placés dans V' de fagon
isotrope (distribution isotrope des points); ces points vont représenter les centres des cellules de
Voronoi (on les appelle les germes). Physiquement, chaque cellule de Voronoi associée a un germe i
regroupe les points de I’espace qui sont plus prés du germe i que de tous les autres germes j # i. On
parle alors de zone d’influence du germe 4. Coster et Chermant (2002) montrent, a partir d’études
de microstructures, que la représentation de la microstructure de 'UQOy (vierge et sans porosité de
fabrication) avec une partition du domaine en cellules de Voronoi constitue une bonne approxima-
tion.

Les domaines V utilisés pour les simulations numériques avec le logiciel Xper sont des domaines
périodiques et partitionés en cellules de Voronoi. Un pavage périodique en cellules de Voronoi
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est obtenu sur V a partir d’'un ensemble périodique de germes comme expliqué par Nygards et
Gudmundson (2002) (voir F1G. 7.7).

F1G. 7.7 — Construction d’un domaine V périodique (en gris) et constitué de cellules de Voronoi.

Des zones cohésives sont placées uniquement sur les joints de grains (les interfaces délimitant
les grains adjacents), tandis que U'intérieur des grains est composé d’éléments finis standard (sans
zone cohésive). Cela permet de simuler la rupture intergranulaire et non transgranulaire en accord
avec les observations expérimentales (voir chapitre 2). Des exemples de maillages sont donnés par la
suite. Des préfissures peuvent aussi étre placées sur certains joints de grains en posant 5y = 0 (zone
cohésive rompue initialement) sur les zones des préfissures. On parle alors de densité de fissure
initiale non nulle.

7.3 Description du comportement élastoplastique endommageable
jusqu’a rupture du matériau d’étude

Cette section aboutit & I’enrichissement a posteriori du modéle élastoplastique endommageable
pour simuler la coalescence et la rupture de ’'UO;. Tout d’abord, les données matériaux utiles pour
simuler le comportement mécanique de 'UQO» sont exposées. Puis, les coefficients utiles aux simu-
lations numériques avec modéle de zone cohésive embarqué sont identifiés. Enfin, les résultats des
simulations numériques avec modéle de zone cohésive embarqué et densité de fissures initiales non
nulles sont donnés. Les lois d’évolution du modéle élastoplastique endommageable sont modifiées
afin de retrouver les résultats numériques relatifs a la coalescence et la rupture du matériau.

7.3.1 Données expérimentales utilisées pour le comportement mécanique de
I’UO, vierge sans porosité et & haute température (la matrice)

Le but de cette section est de donner les coefficients matériaux disponibles pour décrire le
comportement élastoplastique de la matrice d’'UQO; (sans cavités), supposée élastoplastique parfaite
(critére de Von Mises).

Concernant le module d’Young (en GPa) et le coefficient de Poisson de 'UO; vierge, les relations
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suivantes sont utilisées (voir section 2.2.2) :
E =223(1 — 2.5f)(1 — 1.32107*7T), (7.52)

223(1 - 2.5)

T 168(1—2.25f) b (7.53)

ou f représente la porosité de fabrication et T la température en °C. Pour une porosité de fabrication
nulle, le module d’Young et le coeflicient de Poisson s’écrivent :

E =223(1 — 1321077, (7.54)

v =0.33. (7.55)

Pour une température de 1700 °C, le module d’Young vaut 173 GPa.

La contrainte maximale en traction est obtenue & partir des résultats de Canon et al. (1971) et
Knudsen et al. (1960) pour les basses températures et de la loi de Canon et al. (1971) pour les
hautes températures (voir 2.2.2). Pour les basses températures, on peut supposer que la contrainte
maximale est constante en fonction de la température et sa valeur est obtenue & partir des résultats
de Canon et al. (1971) a température ambiante modifiée avec la loi de Knudsen et al. (1960) afin
de ramener cette valeur & f = 0. Pour les hautes températures, la loi de Canon et al. (1971) a trés
faible vitesse de sollicitation est utilisée (avec é = 2.6107° /s). La courbe obtenue est tracée en
F1G. 7.8. La transition entre les deux parties (courbe basse et courbe haute température) a toujours
lieu pour une température d’environ 1400 °C. A 1700 °C, la contrainte maximale en traction vaut
55 MPa.

Concernant la déformation totale, seules les données de Canon et al. (1971) (exposées sur la
F1G. 2.10) sont disponibles : & 1700 °C, la déformation & rupture est d’environ 3.5 % si 'on extra-
pole les résultats expérimentaux et d’environ 2 % si 'on conserve la valeur expérimentale obtenue
pour la température la plus proche de 1700 °C.

UTS MPa

175
150
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100
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50

25
0 500 1000 1500 2000

T °C

Fig. 7.8 — Contrainte maximale en traction en fonction de la température pour de 'UQOo sans
porosité : utilisation des lois de Canon et al. (1971) et Knudsen et al. (1960) pour les basses
températures et de la loi de Canon et al. (1971) pour les hautes températures.
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Au final, & 1700 °C (haute température), les coefficients matériaux retenus sont :

E =173 GPa
v =0.33
oo = 55 MPa (7.56)

Emaz € [2 — 3.5] %.

7.3.2 Identification des paramétres du modéle de zone cohésive utilisé pour
I’UO, vierge sans porosité et & haute température (la matrice)

Le but de cette section est d’identifier les paramétres nécessaires au modéle de zone cohésive

(présenté en 7.2.1), a savoir Cy et w"®. Des premiers calculs numériques avec le logiciel Xper sont
réalisés afin de retrouver approximativement la valeur de la déformation maximale expérimentale.
La matrice est supposée élastoplastique parfaite avec critére de Von Mises (coefficients matériaux
donnés en (7.56)).
Un premier calcul concerne le nombre d’éléments moyen dans chaque grain nécessaire afin d’assurer
la convergence du calcul par éléments finis. Le nombre obtenu et utilisé par la suite est de 135
éléments par grain (voir les courbes de traction sur la F1G. 7.9 et les maillages sur la F1G. 7.10),
pour une triangularisation de type Delaunay avec des mailles P; (interpolation linéaire a 1 point
de Gauss).
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Fic. 7.9 — Simulations numériques : 9 grains maillés avec 135 éléments par grain en moyenne
(courbe noire) et 352 éléments par grain en moyenne (courbe grise). Epe imposé non nul et autres
Y = 0. Propriétés matériaux données en (7.56). Paramétres du modéle de zone cohésive : Cn =
3.027510'® Pa/m et w"f = 0.001 J/m?, longueur de la cellule 30 um. Pas de préfissures : Fy = 1
sur chaque zone cohésive (zones cohésives situées sur les joints de grains). 135 éléments par grain
en moyenne est suffisant.

Dans la suite, des cellules & 25 grains sont utilisées, maillées avec 135 éléments par grains en
moyenne. La taille des grains moyenne étant de 10 pm, cela fait des cellules de 50 um de longueur
environ. Les tailles de mailles L, utilisées sont de 1.24 pym environ. Le paramétre C'n est choisi
de fagon a vérifier la relation de Perales et al. (2007) :

oy > 22 (7.57)

mesh
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Fi1G. 7.10 — Maillages utilisés pour les simulations numériques : 9 grains maillés avec 135 éléments
par grain en moyenne (a) et 352 éléments par grain en moyenne (b).

D’apreés Perales et al. (2007), ce critére permet d’assurer que les zones cohésives ne modifient pas
(ou peu) la raideur apparente de la structure. La valeur de Cy utilisée est de 3.027510'® Pa/m et
permet de vérifier le critére précédent pour les cellules a 25 grains et 135 éléments par grains en
moyenne utilisées dans la suite.

L’énergie surfacique de référence w™/ reste a déterminer. Des simulations numériques sont effec-
tuées afin de retrouver la déformation maximale expérimentale. Le w™/ identifié vaut 0.025 .J/m?
(voir les courbes de traction sur la FIG. 7.11, les maillages utilisés sont les deux derniers de la
Fia. 7.13).

Au final, les parameétres du modéle de zone cohésive utilisé sont :
Cy =3.027510'® Pa/m et w" =0.025 J/m?. (7.58)

Afin d’illustrer le modéle de zone cohésive utilisé avec les paramétres précédents, la Fi1G. 7.12
représente 1’évolution de la loi cohésive normale lors d’un essai en traction normale, en supposant
que ur = 0 et en supposant que l'interface est initialement vierge (fy = 1). Pour résumer, les
deux paramétres nécessaires au modéle de zone cohésive utilisé sont déterminés : le paramétre Cy
est fixé par 'intermédiaire du critére de Perales et al. (2007) et le paramétre w"e est identifié par
I'intermédiaire d’une comparaison entre des simulations numériques et une donnée expérimentale.
Avec ces parameétres fixés, la F1G. 7.12 montre que la valeur maximale de la force surfacique durant
Pouverture |Ry| est de 'ordre de 4 % 09 et que le saut de déplacement & rupture est trés faible (de
l'ordre de 0.2 nm). Ce modéle de zone cohésive introduit donc un comportement fragile dans un
matériau globalement ductile. Cela explique les fortes déformations plastiques et la chute brutale
de la contrainte dans les simulations numériques exposées sur la F1G. 7.11 : le modéle de zone
cohésive retenu conduit & un comportement élastoplastique avec quasiment aucun endommagement
jusqu’au moment de la rupture et & une rupture de type fragile ensuite. Lorsque la fissuration s’initie
aux joints de grains, la ruine du matériau est alors trés rapide et s’effectue presque sans aucune
déformation plastique macroscopique additionnelle.
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FiG. 7.11 — Simulations numériques sur 6 tirages : FEoa imposé non nul et autres ¥;; = 0. Propriétés
matériaur données en (7.56). Paramétres du modéle de zone cohésive : Cy = 3.027510'® Pa/m
et w = 0.025 J/m?. Pas de préfissures : By = 1 sur chaque zone cohésive (zomes cohésives
situées sur les joints de grains). Cette valeur de w'el permet de retrouver approzimativement la
déformation maximale expérimentale. Les deux courbes tracées correspondent aux deux tirages qui
ont donné les valeurs des déformations a rupture minimale et mazximale parmis les 6 tirages.
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F1G. 7.12 — Loi cohésive normale avec les paramétres du modéle de zone cohésive (7.58) : charge-
décharge en traction normale, en supposant que ur = 0 et que By = 1.

7.3.3 Cellules de Voronoi avec préfissures placées aux joints de grain

Le but de cette section est de présenter les résultats numériques obtenus pour des cellules
préfissurées. Des cellules de 25 grains maillées avec 135 éléments par grains sont utilisées (cellules
de la Fia. 7.13). Des préfissures sont placées sur certains joints de grains. Ces préfissures sont
composées de 4 éléments chacune et le paramétre d’endommagement initial du modéle de zone
cohésive vaut 0 sur ces préfissures (zones cohésives rompues). Des calculs a 12, 25, 33 et 40 préfissures
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Fi1G. 7.13 — Maillages des 6 tirages utilisés pour les simulations numériques : 25 grains, 135 éléments
par grain en moyenne, cellules de 50 um de coté.
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sont effectués et les microstructures associées sont données en Annexe Q. On rappelle que, pour
ces simulations numériques, la matrice d’UQO> est prise élastoplastique parfaite avec critére de Von
Mises.

Le chargement imposé est en taux de déformation macroscopique plan, i.e. Fp, = Eyy # 0 et
autres Eij = 0. Ce chargement est choisi pour les simulations numériques car il correspond, pour la
plasticité, & un chargement purement hydrostatique en contrainte ce qui représente le chargement
principal lors d’un accident de réactivité. En effet, pour un chargement hydrostatique plan en taux
de déformation, les équations du modéle MSMN ellipsoidal (voir les équations des algorithmes
présentés en 7.1.2) montrent par exemple que ¥, = Yyy = X, et autres X;; = 0 (matrice
incompressible : vL "™ = 1/2 dans les équations de 7.1.2).

Dans le cas des cellules avec 12 préfissures, différents tirages de cellules de Voronoi et différents
tirages de préfissures sont testés. Les maillages sont ceux de la FIG. 7.13 et les microstructures
sont données en Annexe Q. Les courbes contraintes-déformations obtenues pour ces six calculs sont
données sur la FIG. 7.14 et montrent que 12 fissures suffisent pour obtenir des calculs convergés
vis a vis de la distribution des fissures dans la cellule totale. Des résultats analogues sont réalisés
avec le cas des 25 préfissures et les résultats sont donnés sur la FiG. 7.15. Dans le cas 33 et 40
préfissures, un seul calcul (avec un seul tirage de grains et de préfissures) est ainsi nécessaire. Les
courbes contraintes-déformations obtenues sont données sur la Fi1G. 7.16.
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Fi1Gc. 7.14 — Simulations numériques sur 6 tirages : chargement hydrostatique plan en tauzr de dé-
formation effectif Eyy = .yy imposé non nul et autres Ew nuls. Propriétés matériaur données
en (7.56). Parameétres du modele de zone cohésive donnés en (7.58). 25 grains. 12 préfissures de
longueur 4.96 pm chacune environ (cellules de 50 pm de coté). Maillages donnés sur la F1G. 7.13
et microstructures données en Annexe Q).

7.3.4 Comparaison entre simulations numériques avec modéle de zone cohésive
et modéle élastoplastique endommageable — Enrichissement du modéle
élastoplastique endommageable

Le but de cette section est de comparer le modéle élastoplastique endommageable et les simula-
tions numériques. Pour ce faire, les simulations numériques effectuées a 12, 25, 33 et 40 préfissures
et exposées en 7.3.3 sont utilisées. Le modéle élastoplastique endommageable établi en 7.1 est mis
en ceuvre avec les densités de fissures correspondantes et une matrice de Von Mises (sans bulle
intragranulaire).
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Fi1Gc. 7.15 — Simulations numériques sur 6 tirages : chargement hydrostatique plan en tauzr de dé-
formation effectif Fyp = Eyy imposé non nul et autres Ew nuls. Propriétés matériaur données
en (7.56). Parameétres du modeéle de zone cohésive donnés en (7.58). 25 grains. 25 préfissures de
longueur 4.96 um chacune environ (cellules de 50 pum de coté). Maillages donnés sur la F1G. 7.13
et microstructures données en Annexe ().
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F1G. 7.16 — Simulations numériques : chargement hydrostatique plan en tauz de déformation effectif
Ex:c = Eyy imposé non nul et autres Eij nuls. Propriétés matériauz données en (7.56). Paramétres
du modéle de zone cohésive donnés en (7.58). 25 grains. 33 préfissures (courbe noire) et 40 pré-
fissures (courbe grise) de longueur 4.96 um chacune environ (cellules de 50 pm de coté). Maillage
donné sur la F1G. 7.13 (premiére figure) et microstructures données en Annexe Q.

Le modéle élastoplastique endommageable établi en 7.1 nécessite la connaissance de la porosité et
du rapport de forme initial des cavités intergranulaires (notés f. et w). Les simulations numériques
étant effectuées dans le cas ou les cavités intergranulaires sont des fissures, le modéle élastoplastique
endommageable est utilisé avec un w initial proche de 0. Dans les simulations numériques, le rayon
des fissures vaut by = 2.48 pum, la surface vaut S = 50 x 50 um?, et le nombre de fissures est noté
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N,. Cela permet de définir la densité de fissure initiale de la maniére suivante :
o — b3 N,
¢ S

A chaque simulation numérique correspond une densité de fissure initiale a... Pour le modéle élas-
toplastique endommageable, la porosité initiale et le rapport de forme initial vérifient :

. (7.59)

Je = acw. (7.60)

La valeur initiale de a, étant imposé pour chaque simulation numétrique, les porosités et les rapports
de forme nécessaires au modéle sont proportionnels. Il est vérifié que w = 0.1 est suffisamment petit
pour simuler correctement des fissures avec le modeéle (w = 0.01 donne approximativement le méme
résultat). Ainsi, chaque simulation numeérique exposée en 7.3.3 (12, 25, 33 et 40 préfissures) peut
étre comparée au modéle élastoplastique endommageable :

— le cas 12 fissures correspond a f. ~ 1% et w = 0.1

— le cas 25 fissures correspond a f, =~ 2% et w = 0.1

— le cas 33 fissures correspond a f, =~ 2.5% et w = 0.1

— le cas 40 fissures correspond & f. =~ 3% et w = 0.1.
Le chargement effectif est hydrostatique en contrainte. D’aprés les simulations numériques par FFT
exposées en 4.6, ce cas de chargement induit la localisation de la déformation. Ce phénomeéne n’est
pas pris en compte par le modéle qui conduit alors & une surestimation de la contrainte effective. Les
porosités f. sont augmentées (remplacées par fge > fe), d'un facteur 2, tiré de fagon approximative
des simulations numériques par FFT exposées en 4.6.
Vu le chargement utilisé, les équations d’évolution du modéle données en 7.1.3 donnent :

Jo _
fe Q¢
Ainsi, I’évolution de . est obtenue aisément & partir de ’évolution de f.. Les courbes contraintes-
déformations obtenues par le modéle et les simulations numériques sont comparées sur la F1G. 7.17.
Concernant les contraintes maximales, un bon accord est observé entre le modéle
et simulations numériques. Le modéle décrit convenablement le comportement du matériau
jusqu’au début de la coalescence des fissures intergranulaires. Cependant, comme pour le modéle
de Gurson original, le modéle développé dans ce travail ne peut pas décrire convenablement la
derniére partie de la courbe contrainte-déformation correspondant & une chute plus importante de la
contrainte effective (coalescence des bulles). En effet, pour un chargement purement hydrostatique
en taux de déformation, le modéle de Gurson peut étre intégré analytiquement et conduit & la
contrainte hydrostatique suivante :

Ww=0 et (7.61)

() = j:%o'oln (1 (1= 7t = 0))exp(~3E,,1)) (7.62)

Dans ces conditions, la valeur X,,, = 0 (indiquant la ruine totale du matériau) ne peut étre obtenue
que pour un chargement infini. C’est pourquoi, les modéles GTN introduisent une accélération de
la porosité afin d’atteindre une valeur de contrainte effective nulle pour un chargement fini. Par
conséquent, ces modéles GTN nécéssitent une loi pour décrire cette accélération de porosité et un
critére pour déterminer 'instant a partir duquel la porosité doit étre accélérée, cet instant corres-
pondant au début de la coalescence des bulles.

L’objectif est maintenant d’utiliser les simulations numériques avec modéle de zone cohésive afin
d’enrichir le modéle élastoplastique endommageable développé dans ce travail : comme dans les
modéles GTN, un critére de coalescence et une accélération de la porosité sont recherchés. Cela
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va permettre de décrire convenablement avec le modéle la derniére partie de la courbe contrainte-
déformation. Etant donné que les simulations numériques sont effectuées sur le matériau d’étude
(UO2 a 1700 °C), il est évident que le critére de coalescence et 1'accélération de porosité énoncés
ci-dessous ne sont pas entiérement génériques et sont uniquement déterminés pour le matériau
d’étude.
Il est observé que la contrainte chute brutalement dans les simulations numériques lorsque la va-
riation relative de o, dans le modele vaut 1 %. Ce critére a été déterminé par comparaison avec les
simulations numériques dans les cas 12 et 25 fissures et semble pertinent dans les deux autres cas
(25 et 33 fissures). Au final, le critére de coalescence utilisé pour le modéle s’écrit :

Qe — Qcing

= 0.01, (7.63)

Qcing

Ol Qgjin; est la valeur de «. initiale. De maniére intrinséque, ce critére porte sur ’accroissement
relatif du rayon des fissures by et, de ce point de vue, il s’écrit :

by \?2
< )m.m, (7.64)

b1ini

avec by;n; la valeur initiale de b;. Par conséquent, le critére de coalescence utilisé dans ce travail
dépend de I'endommagement initial du matériau, ce qui n’est pas le cas dans les modéles GTN
(voir par exemple Koplik et Needleman (1988)) ou le critére de coalescence est relatif & une po-
rosité critique indépendante de la porosité initiale. Cette dépendance du critére de coalescence a
I'endommagement initial du matériau est mise en évidence dans Pardoen et Hutchinson (2000).
Dés que le critére précédent est atteint par le modéle, la valeur de la porosité f. correspondante est
relevée et notée fe. (porosité de début de coalescence). La contrainte effective est ensuite calculée
a partir d’une porosité accélérée de la méme fagon que dans les modéles GTN (voir par exemple

Koplik et Needleman (1988)) :
f: = fec+ 5lin(fe - fec)' (7.65)

Plus le paramétre dy;, est élevé et plus la courbe contrainte-déformation chute brutalement. La
valeur de dj;;, a été déterminée par comparaison avec les simulations numériques dans les cas 12
et 25 fissures et semble pertinente dans les deux autres cas (25 et 33 fissures). La valeur de d;;,
identifiée vaut :

Siim = 140. (7.66)

Les courbes contraintes-déformations obtenues par le modéle et les simulations numériques sont
alors comparées sur la F1G. 7.17. Les valeurs des énergies (énergie du modéle avec accélération
de porosité (7.65) notée w™o? $im) sont relevées et
comparées. L’écart relatif est peu important (voir le tableau ci-dessous).

et énergie des simulations numériques notée w

12 fissures | 25 fissures | 33 fissures | 40 fissures
wmod_wszm

S geim —16 % -8 % 1% 1%

La valeur de 4y, identifiée est trés importante comparée a la valeur de d;;, de Koplik et Needleman
(1988) : ces auteurs ont obtenu un d;;, de 7.7 & partir de simulations numeériques sur une cellule
cylindrique contenant une cavité sphérique. Cependant, cette valeur de d;;, de 140 permet de re-
trouver la chute brutale de contrainte effective observée sur les simulations numériques avec modéle
de zone cohésive. Cette chute brutale de la contrainte effective s’explique par le comportement fra-
gile des propriétés des zones cohésives identifiées en 7.3.2.
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Nous proposons dans ce travail une autre accélération de la porosité que celle exposée en (7.65)
sous la forme :

e Mif . <ffm> Oin =140, fomaz =0.2.  (7.67)

Les courbes contraintes-déformations obtenues par le modéle avec ’accélération de porosité (7.67)
et les simulations numériques sont comparées sur la F1G. 7.18. La décroissance de X, donnée par le
modeéle semble plus proche des simulations numériques avec l’accélération de porosité (7.67) qu’avec
l'accélération de porosité (7.65). Les valeurs des énergies (énergie du modéle avec accélération de
porosité (7.67) notée w™°? et énergie des simulations numériques notée w*™) sont relevées et
comparées. L’écart relatif est peu important (voir le tableau ci-dessous).

mod

12 fissures | 25 fissures | 33 fissures | 40 fissures
T 6 % 4% 8 % 8 %

Au final, le critére de coalescence (7.63) et I'accélération de porosité (7.67) sont retenus. La

différence avec le modéle décrit dans Koplik et Needleman (1988) est double :

— dans le modéle de Koplik et Needleman (1988), le début de la coalescence est détecté par
I'intermédiaire d’une porosité critique indépendante de I’endommagement initial du matériau;
ici, le critére de coalescence utilisé fait intervenir la variation relative du paramétre de densité
de fissure et dépend de 'endommagement initial du matériau;

— dans le modeéle de Koplik et Needleman (1988), I'accélération de la porosité est donnée par
une expression linéaire de fF en fonction de f. ; ici, une expression non linéaire (exponentielle)
de f¥ en fonction de f. est utilisée.

7.3.5 Conclusion : prise en compte de la coalescence et de la rupture dans le
modéle élastoplastique endommageable tridimensionnel pour le matériau
d’étude

Le critére de coalescence et la description de la rupture présentés a la section 7.3.4 ont été
identifiés pour du 'UO5 & 1700 °C, a partir de simulations numériques bidimensionnelles utilisant
une matrice de Von Mises (sans cavité intragranulaire). L’hypothése principale de cette partie est
de considérer que ces résultats sont valables pour enrichir le modéle élastoplastique endommageable
tridimensionnel de la section 6 et avec une matrice de Gurson (présence de cavités intragra-
nulaires). Au final, le critére de coalescence utilisé pour le modéle élastoplastique endommageable

tridimensionnel s’écrit :
Qe —feimi _ 015, (7.68)

Qcing

ol o = %Wb‘z"ch est la densité de fissures en 3D. Cette valeur de 0.015 vient du fait que le critére

obtenu en 7.3.4 s’écrit en fonction du rayon des fissures sous la forme :

b 2
< > ~ 1.01, (7.69)

b1ini

avec by ;n; la valeur initiale de by ; ce qui donne :
b1 ini
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(c) By (d) Eqa

Fig. 7.17 — Simulations numériques de 7.3.3 (trait continu épais), modéle élastoplastique endom-
mageable de 7.1 (trait discontinu) et modéle élastoplastique endommageable de 7.1 avec prise en
compte de la coalescence et de la rupture (trait continu fin) par Uintermédiaire de laccelemtzon
de la porosité (7.65). Chargement hydrostatique plan en tauz de déformation effectif : B, = vy
mmposé non nul et autres E,j nuls. Propriétés matériaux données en (7.56). Paramétres du modeéle
de zone cohésive donnés en (7.58). 25 grains. (a) 12 fissures, (b) 25 fissures, (c) 33 fissures, (d) 40
fissures. Maillage donné sur la F1G. 7.13 (premieére figure) et microstructures données en Annexe Q)
(premiére figure pour chaque densité de fissure). Préfissures de longueur 4.96 pum chacune environ
(cellules de 50 pum de coté). Pour le modéle : N = 4, 6 = 1, rapport de forme initial w = 0.1,
porosité initiale : (a) fe =2%0.0093, (b) fo =2%0.0193, (¢) fe =2%0.0255, (d) fo =2 x0.0309.

et conduit au critére 3D (7.68). Dés que le critére précédent est atteint par le modéle, la valeur
de la porosité f. correspondante est relevée et notée fe. (porosité de début de coalescence). La
contrainte effective est ensuite calculée & partir d’une porosité accélérée :

f2 = fopeeorUemfee) 5, — 7 Otin 7 In <f‘}ma””>, Otin = 140, femaz = 0.2.  (7.71)

Des exemples de courbes contrainte-déformation obtenues avec le modéle élastoplastique endomma-
geable tridimensionnel complet pour I’'UQOs fortement irradié & 1700 °C sont donnés sur la F1G. 7.19.
D’un point de vue général, ce modeéle pour 'UOs conduit a des déformations a rupture faibles (de
l'ordre de 0.1 % pour un chargement purement hydrostatique en taux de déformation). En ce sens,
il s’agit d’'un modéle relativement fragile. Cette fragilité est principalement due au mécanisme de
coalescence /rupture intergranulaire. A contrario, la présence de cavités intragranulaires agit en fa-
veur d’une augmentation de la ductilité du matériau, au sens d’'une augmentation de la déformation
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Fia. 7.18 — Simulations numériques de 7.3.3 (trait continu épais), modéle élastoplastique endom-
mageable de 7.1 avec prise en compte de la coalescence et de la rupture (trait continu fin) par
Uintermédiaire de ’accelération de la porosité (7.67). Chargement hydrostatique plan en taux de
déformation effectif : Eyp = E yy imposé non nul et autres Ew nuls. Propriétés matériaux données
en (7.56). Paramétres du modeéle de zone cohésive donnés en (7.58). 25 grains. (a) 12 fissures, (b)
25 fissures, (c) 33 fissures, (d) 40 fissures. Maillage donné sur la F1G. 7.18 (premiere figure) et
microstructures données en Annexe () (premiére figure pour chaque densité de fissure). Préfissures
de longueur 4.96 um chacune environ (cellules de 50 um de co6té). Pour le modéle : N =4, 6 =1,
rapport de forme initial w = 0.1, porosité initiale : (a) fo = 2% 0.0093, (b) fo = 2% 0.0193, (¢)
fe =2%0.0255, (d) fo =2 %0.0309.

a rupture et d’'une diminution de la contrainte d’écoulement macroscopique. Par ailleurs, méme si la
déformation & rupture est tres faible, la F1G. 7.20 montre avec des décharges que I’endommagement
progresse peu jusqu’a la rupture totale dans le sens ou la part de la déformation plastique dans la
déformation totale reste importante ; cela montre que le matériau est de type plastique.
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FI1G. 7.19 — Modele d’endommagement tridimensionnel complet. Chargement hydrostatique en E,.
fe=0.01, w=0.1, p, =p. =0, q1 et g3 de la forme (3.15) et (3.16), f, = 0.03 (trait plein), f, =
0.05 (trait discontinu). Plus fy, est grand (i.e. plus la matrice a la deuziéme échelle est compressible)
et plus la déformation & rupture obtenue est importante.
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FIG. 7.20 — Modeéle d’endommagement tridimensionnel complet. Chargement hydrostatique en E,,.
fe =001, w=0.1, p, =pe =0, q1 et q3 de la forme (3.15) et (3.16), fp = 0.03 (trait plein),
fo = 0.05 (trait discontinu). Les décharges montrent la part importante de la déformation plastique
dans la déformation totale.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

8.1 Bilan du travail réalisé

Ce travail a visé a la construction d’un modéle élastoplastique endommageable pour une céra-
mique poreuse a deux populations de pores saturés : le combustible nucléaire d’oxyde d’uranium
UQO, fortement irradié et a haute température. Une étude bibliographique a permis d’identifier
sa microstructure et les coefficients matériaux associés a son comportement élastoplastique avant
irradiation (i.e. hors prise en compte de cette microstructure). La démarche suivie a consisté en une
approche multi-échelle basée sur ’hypothése de séparation des échelles entre les deux populations
de cavités et sur celle de I'isotropie macroscopique. Le comportement effectif du matériau a ainsi
été obtenu en deux changements d’échelle :

— (étape 1) établissement du comportement effectif du milieu a la premiére échelle (échelle des

bulles intragranulaires), constitué d’une matrice plastique parfaite respectant un critére de
Von Mises et contenant des pores sphériques distribués aléatoirement ;

— (étape 2) établissement du comportement effectif du milieu a la deuxiéme échelle (échelle des
bulles intergranulaires), constitué d’une matrice compressible possédant le comportement et
les propriétés du milieu effectif de la premiére échelle et contenant des cavités ellipsoidales
aplaties distribuées et orientées aléatoirement (orientations équiprobables).

Le modéle élastoplastique endommageable proposé traite séparément de 1’élasticité, de la sur-
face de plasticité et de I’évolution des paramétres internes du modéle avec le chargement. La prise
en compte de pressions différentes dans chaque population de cavités a été effectuée pour les trois
régimes élasticité-plasticité-endommagement. Au sens strict, le modéle développé est un modéle
d’endommagement ductile qui ne tient compte, en premier lieu, que de la croissance des cavités; la
coalescence des cavités de plus large taille est prise en compte a posteriori par une accélération de
la porosité de type Gurson-Tvergaard-Needleman identifiée sur des simulations numériques lorsque
cette population de cavités est considérée comme un ensemble de fissures.

Les principaux résultats de ce travail sont d’ordre théorique. Ils contribuent pour I’essentiel a la
définition de nouveaux modéles en poroélasticité a deux échelles et en poroplasticité & une et deux
échelles.

» La poroélasticité a deux échelles. Les méthodes classiques en poroélasticité (voir par
exemple Dormieux et al. (2002)) ont été étendues au cas de deux changement d’échelles avec
prise en compte d’une pression saturante différente a chaque échelle. Il a été montré que le
comportement poroélastique effectif faisait alors intervenir une contrainte macroscopique de
type Terzaghi et dérivait d’un potentiel quadratique en déformation et en pression apparente,
cette pression apparente étant obtenue comme une différence entre la pression des pores de la
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seconde échelle et de celle des pores de la premiére échelle pondérée par le tenseur de Biot de
la premiére échelle. Par ailleurs, ce potentiel quadratique fait intervenir des tenseurs et des
modules de Biot relatifs & chaque changement d’échelle. Le résultat obtenu est identique a
celui de Dormieux et al. (2006) dont le travail a été publi¢ simultanément (voir Monerie et al.
(2006)). A la premiére échelle, les pores sphériques distribués aléatoirement ont été pris en
compte & l’aide de la borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963). A la seconde échelle,
les pores ellipsoidaux aplatis distribués et orientés alétoirement ont été pris en compte a I'aide
de la borne supérieure de Ponte Castanieda et Willis (1995) avec prise de moyenne sur les
orientations.

» La poroplasticité a une échelle. Le cas d’une seule population de cavités sphériques ou
ellipsoidales aplaties dans une matrice de Von Mises a été traité en détails.
> Cavités sphériques distribuées aléatoirement.

— Proposition d'un critére GTN avec des coefficients ¢; et g3 (voir les relations (3.15)
et (3.16)) permettant d’étre compatible avec les simulations numériques de Koplik et
Needleman (1988), Chaboche et al. (2001) et Bilger (2003) sous chargement purement
hydrostatique, et avec la borne supérieure de Ponte Castaneda (1991) sous chargement
purement déviatorique.

> Cavités ellipsoidales aplaties et alignées — Ellipsoide aplati creux.

— Il a été montré que le champ test proposé par Gologanu et al. (1994) dans le cadre de
I’étude de Pellipsoide creux a matrice de Von Mises correspondait au champ élastique de
Milton (2002) dans le cas d’une déformation hydrostatique de la cavité ellipsoidale.

— Une nouvelle borne supérieure et une nouvelle estimation analytique ont été proposées
pour le cas de lellipsoide creux. Ces deux résultats s’appuient sur une approche de
type Gurson & partir d'un champ de vitesse cinématiquement admissible avec un taux
de déformation quelconque. Ils permettent, d’une part, d’étendre le résultat initial de
Gologanu et al. (1994) a un champ autre qu’axisymétrique, et d’autre part, d’envisager
un assemblage d’ellipsoides orientés aléatoirement. Une borne supérieure a aussi été
déterminée a partir d’'un champ inspiré de l'analyse de Gardjeu (1995). Cette derniére
se révéle moins pertinente que la précédente.

> Cavités ellipsoidales aplaties distribuées et orientées aléatoirement.

— Pour un assemblage de cavités ellipsoidales aplaties distribuées et orientées aléatoire-
ment, une borne supérieure et une estimation analytique ont été obtenues par moyenne
sur les orientations équiprobables du cas des cavités ellipsoidales aplaties alignées.

— La borne et I'estimation proposées ont été confrontées & des simulations numeériques
par éléments finis permettant d’approcher la borne inférieure pour le point purement
hydrostatique.

» La poroplasticité a deux échelles. Pour le cas & deux échelles, I’étude a porté sur une
population de cavités sphériques ou ellipsoidales aplaties dans une matrice compressible obéis-
sant au critére obtenu & la premiére échelle dans le cas des cavités sphériques (le critére de
Gurson (1977) modifié avec les facteurs ¢; et g3 spécifiques). Le cas des ellipsoides a la pre-
miére échelle n’a pas été retenu pour le comportement de la matrice compressible compte
tenu du matériau considéré. Les résultats obtenus & la premiére échelle pour les ellipsoides
ont constitué un cadre essentiel aux développements analytiques de la deuxiéme échelle.
> Cavités sphériques distribuées aléatoirement.

— Le cas de la sphére creuse 4 matrice de type Gurson a été étudié. Une borne supérieure a
été proposée en utilisant une approche dite ici "de type Gurson" : principe variationnel
classique avec un champ de vitesse correspondant & celui de Gurson augmenté d’une
partie compressible. Cette borne supérieure étend au cas d’un taux de triaxialité quel-
conque les résultats antérieurs de Perrin (1992) obtenus pour des chargements purement
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hydrostatiques (voir aussi Perrin et Leblond (1990), Leblond (2003)).

— Une seconde borne supérieure a été proposée sur les bases de 'approche variationnelle de
Ponte Castaneda (1991) (équivalente & la méthode sécante modifiée, voir Suquet (1995) et
Ponte Castaneda et Suquet (1998)). Cette borne supérieure issue de la méthode sécante
modifiée se révéle plus pertinente (resp. moins pertinente) que la borne supérieure issue
de l'approche de type Gurson dans le cas d'un chargement purement déviatorique (resp.
purement hydrostatique).

— Deux estimations ont été obtenues a partir des deux bornes supérieures précédentes :
une estimation analytique & partir de 'approche de type Gurson, et une estimation non
analytique & partir de la méthode sécante modifiée en utilisant un composite linéaire de
comparaison & N phases, ainsi que 'estimation de Hervé et Zaoui (1993). La pertinence de
ces estimations a été soulignée par des comparaisons avec des simulations numériques par
éléments finis, avec les deux bornes supérieures précédentes et avec le point hydrostatique
de Perrin (1992). L’estimation analytique de type Gurson se révéle extrémement fiable
et I'estimation non analytique de type N phases se révéle trés pertinente dés six phases
environ.

> Cavités ellipsoidales aplaties et alignées — Ellipsoide aplati creux.

— Une borne supérieure a été proposée en utilisant ’approche de type Gurson : le champ
de vitesse retenu correspondant maintenant & l’extension non axisymétrique du champ
de Gologanu et al. (1994) proposé a la premiére échelle et augmenté d’une partie com-
pressible.

> Cavités ellipsoidales aplaties distribuées et orientées aléatoirement.

— De nouveau, une borne supérieure a été proposée a partir de ’approche de type Gurson,
ainsi qu'une estimation analytique. Cette derniére constitue un modéle particuliérement
efficace pour les matériaux poreux drainés a deux échelles et en particulier pour les
matériaux poreux fissurés : & notre connaissance, il s’agit du modéle le plus abouti dans
ce domaine. Cependant, le présent travail n’a pas permis de la rendre compatible avec
une prise en compte de pressions dans les pores.

— La méthode sécante modifiée & N phases a conduit quant & elle & une estimation basée sur
la notion de "porosités équivalentes" qui permet de traiter le cas des cavités ellipsoidales
a partir du cas des cavités sphériques. Cette estimation, fiable pour un faible nombre de
phases, présente ’avantage de permettre une prise en compte de pressions dans les pores
aux deux échelles.

— Des simulations numériques FFT (Fast Fourier Transform, Michel et al. (2000)) ont
été réalisées afin de valider le modéle retenu en poroplasticité & deux échelles, & savoir
la méthode sécante modifiée avec composite linéaire de comparaison & N phases. Pour
cela, le critére de Gurson est écrit en théorie élastoplastique (ou de déformation). Ces
simulations ont montré I'importance de la localisation de la déformation dans le cas bi-
dimensionnel sous chargement purement hydrostatique en contrainte. L’utilisation d’une
porosité modifiée, & la maniére d’un critére GTN, a permis d’améliorer I'accord entre les
prédictions du modéle et des simulations numériques.

— De maniére plus anecdotique dans ce travail, une borne supérieure et une estimation ont
été obtenues dans le cas d’une matrice compressible obéissant & un critére elliptique.

» La prise en compte des pressions.

— La prise en compte des pressions dans les pores aux deux échelles a été effectuée directement
dans le cas des cavités ellipsoidales aplaties et orientées aléatoirement pour la deuxiéme
échelle. Deux bornes supérieures utilisant la méthode sécante modifiée & N phases et 'ap-
proche de type Gurson ont été obtenues. Pour cela, 'approche variationnelle de Ponte Cas-
taneda (1991) a été réécrite afin de prendre en compte les termes dus aux pressions dans
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les cavités. Des termes analogues a des termes de Biot ont été déterminés pour I'estimation
du composite linéaire de comparaison & N phases. Le point de Leblond (2003) (sphére
creuse avec chargement hydrostatique homogéne en contrainte sur sa face externe et ma-
trice de Gurson) a été étendu au cas des cavités saturées et le modeéle a été comparé avec
ce point hydrostatique. L’effet mécanique des pressions a été détaillé : lorsque les pressions
a la premiére échelle (pp) et a la deuxiéme échelle (p.) sont différentes, une translation du
critére selon I'axe hydrostatique et une réduction du critére selon, a la fois, la contrainte
équivalente et la contrainte hydrostatique sont obtenues. Lorsque ces pressions sont égales
(pe = pp = P), la surface de plasticité du cas saturé est une pure translation de p selon
I’axe hydrostatique de la surface de plasticité du cas drainé.

— La borne supérieure et l'estimation développées & partir d’un critére elliptique pour la
matrice ont été données a titre indicatif. Elles ne permettent cependant pas d’obtenir un
estimation satisfaisante du critére de plasticité dans le cas des cavités saturées.

Un modéle poroélastoplastique endommageable a ensuite été établi sur la base : (1) du
modele de poroélasticité deux échelles proposé, (2) du modeéle de poroplasticité deux échelles basé
sur la méthode sécante modifiée avec un composite linéaire de comparaison & N phases, (3) des
lois d’évolution associées. Ces lois d’évolution ont été obtenues sous réserve de quelques hypothéses
concernant notamment ’évolution du facteur d’aspect de la population de pores ellipsoidaux.

Ce modeéle a été enrichi a posteriori pour prendre en compte la coalescence des pores el-
lipsoidaux par l'intermédiaire d’une accélération de leur fraction volumique inspirée de Koplik et
Needleman (1988). Cette accélération est identifiée a partir de simulations numériques bidimen-
sionnelles. Ce point a, en particulier, nécessité d’écrire le modéle élastoplastique endommageable
en déformations planes généralisées (cavités cylindriques a bases elliptiques dans le plan trans-
verse), ce qui a aussi permis de le comparer au critére de Gurson bidimensionnel (dans le cas
d’une matrice de Von Mises) et & un point de chargement exact (dans le cas d’une matrice de
Gurson). Les simulations numériques utilisées reposent sur une approche de type éléments finis
cohésifs-volumiques avec modéles de zone cohésive et sont conduites sur des cellules périodiques de
type Voronoi. Ces calculs ont été réalisés pour des coefficients matériaux correspondant a 'UO- a
haute température, des pores intergranulaires sous forme de fissure, sans porosités intragranulaires,
sans pression et sous chargement hydrostatique plan. Il a été supposé que l'identification de la
coalescence résultant de cette comparaison modéle-simulation devrait rester valable en situation
tridimensionnelle, en présence de pores intragranulaires, de pressions aux deux échelles et pour des
chargements symptomatiques de ceux rencontrés en situations accidentelles. L’identification rete-
nue propose une croissance exponentielle de la porosité initiale aux joints de grain. Il en a résulté
un modéle d’endommagement ductile complet pour 'oxyde d’uranium fortement irradié et a haute
température.

8.2 Perspectives

Sur le plan théorique, de nombreuses pistes d’amélioration-extension de ce travail peuvent
étre envisagées.
> Extension de I’estimation analytique obtenue avec I’approche de type Gurson au cas saturé.
> Ecriture des bornes supérieures et des estimations présentées dans ce travail pour le cas des
cavités ellipsoidales allongées.
> Simulations numériques par FF'T dans le cas tridimensionnel, toujours avec matrice de Gur-
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son et cavités ellipsoidales, afin d’étudier I'importance de la localisation de la déformation.
> Etablir un critére de coalescence non phénoménologique (on peut penser a des arguments
analogues a ceux de Thomason (1985)).
> Etendre ce travail au cas d’'une matrice de Drucker-Prager.

Sur le plan applicatif, ce travail ouvre de nombreuses perspectives dans la compréhension et
la prédiction du comportement de 'oxyde d’uranium fortement irradié, mais aussi dans d’autres
domaines tels que la mécanique des sols ou des roches (milieux poreux fissurés saturés ou drainés).
Concernant le combustible nucléaire, on peut déja énoncer quelques perspectives applicatives :
> Dés l'instant oit la coalescence des bulles intergranulaires est prédite par le modéle, il semble
judicieux d’étudier la perméabilité effective du milieu fissuré en utilisant une approche multi-
échelle. Dans un premier temps, ’analyse multi-échelle de Dormieux et Kondo (2004) pourrait
étre utilisée et cette étude pourrait servir de point de départ pour la modélisation de la
perméabilité effective du matériau en fonction de sa microstructure : vers une prise en compte
de la "tortuosité" des chemins d’écoulement le long des joints de grains.
> S’appuyer sur le modéle pour modéliser plus finement les différences de comportement ob-
servées en situations accidentelles dans différentes zones des pastilles de combustible (a cceur,
a mi-rayon, en périphérie) afin d’adapter les modélisations de type "no-tension material" uti-
lisées dans les codes actuels. Le modéle pourrait servir, dans un premier temps, & prédire a
partir de quelles valeurs de porosités fj et f. et a partir de quelles valeurs des pressions py, et
Pe le matériau n’a plus de résistance en traction (plus précisément 3, < 0 quel que soit E)
> Valider les hypothéses majeures des lois de croissance-coalescence du modéle, en étendant
par exemple les simulations numériques sur cellules de Voronoi périodiques au cas tridimen-
sionnel et avec prise en compte d’une matrice de Gurson drainée ou saturée a 1’échelle du
comportement des grains.
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Annexe A

Probléme de 'ellipsoide creux :
équivalence entre le champ élastique de
Milton (2002) et le champ axisymétrique
de Gologanu et al. (1994)

Le probléme de Dellipsoide creux traité en 3.2.1 est repris. Un volume Q ellipsoidal aplati
("oblate") contenant en son centre une cavité ellipsoidale oblate (domaine w) de mémes axes que
le domaine Q est étudié. Les deux ellipsoides € et w sont pris confocaux (mémes foyers). La
géométrie est schématisée sur la F1G. 3.6. Des conditions de taux de déformation homogéne au
bord sont appliquées. Les demi-axes de w (respectivement 2) sont notés aj et by (respectivement
ay et by) comme illustré sur la F1G. 3.6. La demi-distance focale est notée ¢ et vaut :

c= /0 —at = /13— a}. (A1)

Les coordonnées cartésiennes (z,y, z) (base (e, ey, e.)) et cylindriques (p, ¢,2) (base (e,, ey, e.))
sont utilisées. L’axe des z est 'axe de révolution des ellipsoides €2 et w. Les notations suivantes

sont utilisées :
[ = (@103)/(asb3) (porosite),
a=csinh A\, b=ccosh\ (A.2)
ea = c/by, €1 =c/by, (excentricités).

Les surfaces & A constants sont des ellipsoides confocaux dont les foyers sont situés sur un cercle
(défini par p = ¢, z = 0) et dont les demi-axes mineurs et majeurs valent respectivement a = ¢ sinh A
et b = ¢ cosh \. Le rapport e = ¢/b est défini. La matrice (domaine € — w) est délimitée par les
surfaces & A\ et Ay constants.

Milton (2002) donne le champ solution correspondant & une déformation hydrostatique de la cavité
et & une déformation uniforme D sur la surface extérieure (notée 0€2) dans le cas ot la matrice est
élastique linéaire (isotrope) et incompressible. La déformation D s’écrit :

D = Dwx(ex &® €, + ey ® ey) + Dzzez & €,

Dyw = —3 + afer) — fa(es)

T 3 )
D,,=—-2D;; — f, (A3)
ale) = —IT_:; + ﬁ—vée_.éarcsin(e).

Théoréme Cette solution coincide avec le champ v&° donné en (3.19) lorsque E = D.
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ANNEXE A. PROBLEME DE L'ELLIPSOIDE CREUX : EQUIVALENCE ENTRE LE CHAMP ELASTIQUE
DE MILTON (2002) ET LE CHAMP AXISYMETRIQUE DE GOLOGANU ET AL. (1994)

Démonstration Le champ de déplacement proposé par Milton (2002) s’écrit, dans la base des
coordonnées cartésiennes :

2 2 a?
d
ux($):_§+xa1(c2+a1)/ 2 p2
) at (c +dp) VP
y o yar(c® + ai /“ »
u = xr)=—=-+ A4
w =5 L (A4)
us(a) = % 4 2l +aD) / L
3 2 o (@4
Aprés intégration :
upl@) = (—3— 5 — 2D arctan (2) ) + o G0 (Gt + Sarctan (2))
A ) )Y _ pe (e .
x 3~ 502 5.3 arctan ( A ) L + arctan (C) (A.5)
=z(-%- % - % arctan (4) ) — z€ (3 — R(\))
=CzR(\) — 5
De la méme facon :
uy(z) = CyR(N) — %@. (A.6)
Ou il est posé :
¢ = al(c;c'ga%)
D = QZ7T —|— —I— + w arctan (%) (A.7)
2
3 + — “cﬁ,’ arcsin (H) .
u(w) =z(—3+ai(?+a}) (2= + Farctan (L)) ) + 2 <—a1(0022:a%) — al(cz;al) arctan (9)>
=z (-5 +a(@+a]) (z cg arctan (2) ) ) + 2€ (% + 2arctan (2))
=z —% +ai(c® + a?) Czlal 63 arctan () ) ) +2€(Z (\) + )
=Cz2Z(\)+ =z (Q:ﬂ' - % + al(cczjlal) 4ol ;— %) arctan (71))
=CzZ (\) + 29
(A.8)
Les quantités R (A) et Z (\) sont définies en (3.19).
Ainsi, le champ u peut s’écrire sous la forme : €v) + Dv®) | avec :
v = R(\)ze, + R(\)ye, + 2Z (\) e, A
vB) = _Ze _Ue i e (A.9)
2€z — €y z:
Dans la base des coordonnées cylindriques, les composantes de v sont :
ng) = R()\) p, véA) =0, v =20z (A.10)

Les champs v et v(5) sont les champs utilisés par Gologanu et al. (1994) (voir équation (3.19)).
D’aprés Milton (2002), ce champ w donne une déformation D uniforme sur le bord 92 et dont les
composantes non nulles sont :

Dyp = Dyy = —% +dy(er) — fda(e2), D..=—%+di(e1) — fdi(ea)

di(e) = —2a(e) +1, da(e) = ale). (A.11)
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D’ou :

1 2
Dyy = Dy = —3 +aler) — fales), D,,= 3~ f—2a(er) + 2fa(es). (A.12)
Les quantités € et © s’écrivent alors, aprés quelques calculs :
azb’ b2 agbl . [ c
¢ = 2—C3Tr(D), D =D,,—Tr(D) <c_2 — —g arcsin n) ) (A.13)

Or, d’aprés (3.19) et (3.20), les coefficients A et B utilisés dans le champ de Gologanu et al. (1994)
s’expriment sous la forme :

2 . _ 2 2
A= a2—b2Tr(E), B=EFE,,—Tr(E) <b—2 _ by arcsin <b£>> . (A.14)

2¢3 c2 c3 o

Cela achéve la démonstration.
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ANNEXE A. PROBLEME DE L'ELLIPSOIDE CREUX : EQUIVALENCE ENTRE LE CHAMP ELASTIQUE
DE MILTON (2002) ET LE CHAMP AXISYMETRIQUE DE GOLOGANU ET AL. (1994)
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Annexe B

Nouvelle borne supérieure pour un
matériau poreux a matrice rigide
plastique parfaite et a cavités aplaties
alignées

Le probléme de lellipsoide creux traité en 3.2.1 est repris. Un volume 2 ellipsoidal aplati
("oblate") contenant en son centre une cavité ellipsoidale oblate (domaine w) de mémes axes que le
domaine Q est étudié. Les deux ellipsoides €2 et w sont pris confocaux (mémes foyers). La géométrie
est schématisée sur la F1G. 3.6. La matrice (domaine 2 —w) est supposée rigide plastique parfaite de
Von Mises (contrainte limite d’écoulement en traction og). Des conditions de taux de déformation
homogeéne au bord (noté E) sont appliquées. Les demi-axes de w (respectivement Q) sont notés a;
et by (respectivement ag et bg) comme illustré sur la F1G. 3.6. La demi-distance focale est notée ¢

et vaut :
c= /0 —at = /13— a}. (B.1)

Les coordonnées cartésiennes (z,y,2) (base (e, ey, e)), cylindriques (p,¢,2) (base (e,, ey, e.))
et elliptiques (X, 3,¢) (base (ex,eg,ey)) sont utilisées. L'axe des z est ’axe de révolution des
ellipsoides () et w. Les notations suivantes sont utilisées :

p=ccoshAsinfB, ¢=¢, z=csinh cosp,

A€ 0,400, pe€[0,x], ¢€]0,2n],

f = (a1b?)/(axb3) (porosité), (B.2)
a=csinh), b=ccoshA\

es = c/by, e =c/by, (excentricités).

Les surfaces & A constants sont des ellipsoides confocaux dont les foyers sont situés sur un cercle
(défini par p = ¢, z = 0) et dont les demi-axes mineurs et majeurs valent respectivement a = ¢ sinh A
et b = ¢ cosh \. Le rapport e = ¢/b est défini. La matrice (domaine € — w) est délimitée par les
surfaces & A\ et Ay constants.

Le champ de vitesse ¥ choisi ici est donné par les équations (3.29), (3.30) et (3.31). Il conduit a la
majoration suivante (voir 3.2.2) :

. Ao 21 B=m
B(E) < oy /A NG, (A)\/ /¢ - /ﬁ (@) DasdBdodx (B.3)
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ANNEXE B. NOUVELLE BORNE SUPERIEURE POUR UN MATERIAU POREUX A MATRICE RIGIDE
PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES

2 2
avec J () = f2ﬂ0 fgzo JrggpdB do = %% Le but de cette annexe est de calculer le terme

1 56 07r &2, () IrggdfB do.
Le terme g2 () sécrit ici :
NA

2 (a) = (£6%)? (EéZA)Q—k%éGO:E , (B.4)

ol €99 = g(99°). D’aprés Gologanu et al. (1994), le terme (¢ :Cio)2 écrit :

eq

(60)2 = % (2R2 + 7%+ _2Rgz (26 R cos? B + (a*sin? B — b? cos? 3) Z)> +

(B.5)
+2.AB (z - LS (3R + 7)) + B,
avec : )
D = a?sin? 3 + b? cos? 3. (B.6)
Le terme (Eé\;A)z vaut :
ENay = 2 (X, — B,) B2 4 B2, 4 2 B.7
(eq)_34 T vy +yz+ xz+ xy | ()
et le terme croisé de (B.4) :
gGo . BN = e A + BeB) . pNA = peA) . pNA (B.8)

ou : ¢ = g(v@) et ¢B) = g(wB)) (les champs v4) et v(P) sont définis en (3.19)). Il est aisé
de vérifier que le terme & =(B) . ENA gannule. De plus, e est exprimé par Gologanu et al. (1994)
dans la base des coordonnées cylindriques (p, ¢, z) :

o &) = RO\ + 2L gin? g

o« =R\

o é _ 7 (n) 4 L) cop () cos” 5

e el =0

. 6'5)?) = W cos 3 sin 3
e V=0,

Le tenseur ENA s’exprime dans la base des coordonnées cylindriques :
A — E'NEE@_@ (cos? ¢ — sin ¢) + 2, cos ¢ sin ¢

EQ%A = % (— cos® ¢ + sin? (;5) — 2E"wy cos ¢ sin ¢

ENA =0

ENA = Emy (COS2 ¢ — sin? gb) <Em — Eyy> cos ¢ sin ¢

ENA = mcos¢+E . sin ¢

° EA;A =—F,,sin¢ + Eyz cos ¢.
L’expression de ¢9° : ENA s’en dedult
D’apres (B.4), l'intégrale f; 0 f :2,(x) Iagedf do s’exprime sous la forme :
. 4, - NA
/ / < + (BRA)? + gsGO - E ) Jrssd do. (B.9)
$=0J5=0
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e LExpression du terme f ﬁﬁ Oﬂ( ) J,\ﬁ¢dﬂ do

D’aprés (B.5), le terme f¢ 0 f )2 J\gsd3 dp peut s’exprimer par :
_ I I A
JoZo )2 InpedBdo = 37 (A B)‘<1 2>< )
L Iy B (B.10)
. I, I . :
_ 2nbgfnT . T | 1 2\ 4
ou T est une matrice 2 * 6 telle que :
( “; > =T -{E}, (B.11)
c’est a dire d’aprés (3.31) :
a « « 0 0O - 1
T= < —aZy —aZy 1—aZs 0 0 0 ) M T Rtz (B.12)

Les quantités Iy, Iy et I3 valent :

= fﬁﬂ:O% <2R2 + 72 + % (2b2RCOS2ﬁ+ (a2 Sin2ﬁ — b2 cos ﬁ) Z)) D sin 3 dg
=8 (3V’R? + 24% (R? + RZ + Z?))

= Jio (2 - 2% @R+ 2)) D sin §df = 4 (- R+ a*2)

= JioDsinpds =% + 2.

(B.13)
e Expression du terme f(j Ofﬁ " ENA )2 IrgedB do
D’apres (B.7), le terme f¢ 0 fﬁ - ENA ) JIrgpdB d¢ se met simplement sous la forme :
1 1
1 0 0 0 0
) -7 7 0 0 0 0
T 4 0 0 0 O 0 0 i
{E} 3J()\) 0 0 0 1/2 0 0 {E}. (B.14)
0O 0 0 0 1/2 0
0O 0 0 O 0 1/2

e Expression du terme f; 0 f f=r Go . N4 3B do
L’expression de f =0 f 50 EG BN \36d3 d¢ est nulle puisque : f "cos = f O=IT Gin ¢ =
f¢ 2T os2 ¢ —sin® ¢ = f cosquanS—O
Au final, le potentiel effectif (3.33) oo [{2\/J \/ gq(ac) IrgpdB do dX se met sous la

forme : oy fAf v J ()\)\/E QN E d) avec Q un tenseur d’ordre 4, qui en notation 66 s’écrit :

Q=17 1 §§)-T+J<A>QNA,
I

= 5 (3b2R* + 24 (2R2 +RZ+2%), L=3%(-0PR+d?Z), L= 2  (B15)
1 agb

g = - Q| = Zragh?
TR+ Zy 283 [0 = gmazb.
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ANNEXE B. NOUVELLE BORNE SUPERIEURE POUR UN MATERIAU POREUX A MATRICE RIGIDE
PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES

T est une matrice 2 X 6 et QN 4 est une matrice symétrique 6 x 6 dont les coefficients non nuls

sont :

Ty =T =Tis=a, To1 =Thy = —aZsy, To3 =1— als, (B.16)
1 2
A A A A A A
M= Qi = Qi = L o =) = ol = 2. (B.17

172



Annexe C

Borne supérieure de type Garajeu
(1995) pour un matériau poreux a
matrice rigide plastique parfaite et a
cavités aplaties alignées

Le probléme traité en 3.2.2 et en Annexe B est repris mais avec un champ de vitesse tiré
de Gardjeu (1995) et adapté au cas des cavités ellipsoidales aplaties (oblate) avec un taux de
déformation effectif E général. L utilisation du principe variationnel et de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz conduisent comme en (3.33) a :

avec : ,
J () fj foot = Daopd dp = 4% (2)
= ﬁ (cosh()\) + 3cosh(3\)) = 4|C—S;‘7T cosh()) (sinh?(\) + %) .

L’objectif est d’exprimer : f;io f;:_f% égq(m) Jropd0 do, avec égq(m) = g¢q(V(x)) et ¥, le nouveau
champ de vitesse utilisé ici.
Le taux de déformation effectif E est décomposé en partie axisymétrique et non axisymétrique
selon la relation (3.29). Le champ de vitesse incompressible utilisé dans la matrice (domaine Q —w)
s’écrit :

b=+ B g, (C.3)

Le champ 9% est lui méme décomposé en deux parties incompressibles :

99 = (@) 4 (D) (C.4)

avec 9(©) et ©P) vérifiant les propriétés suivantes :

e v(¢) = d .z sur 99, d indépendant de
o Tr(e(0© > = 0 dans la matrice
A

) ’i)(c) = U;C) ( ,9) €)
o 0 = (EA - Ei) x dans la matrice
o Tt (E") =Tv (d)
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ANNEXE C. BORNE SUPERIEURE DE TYPE GARAJEU (1995) POUR UN MATERIAU POREUX A
MATRICE RIGIDE PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES

Les coordonnées elliptiques sont & nouveau utilisées (les notations suivantes sont légérement diffé-
rentes de celles utilisées en 3.2.2: 0 =3 —3) :

e 0 <A<+

e -3<0<3

o <<
Le fait d’imposer 9(©) = Ug\c) (X, 0) ey et de prendre ce champ a divergence nulle (incompressible)
implique que (¢ désigne toujours la distance focale) :

cT (9)
cosh A\v/sin? # + sinh? /\’

ot T' () est une fonction inconnue a ce stade. En coordonnées cartésiennes et sur le bord extérieur
(A = A2), le champ »(©) s'¢crit :

U&C) (A, 0) = (C.5)

éx
v Q2,0 = | ¢ (C.6)
@Z
avec .
sinh(A2)T (9) A = tanh(\o). (C.7)

- cosh? Ao (sin2 0 + sinh? )\2) ’

(©)

Etant donné que ¥'¢) = d - & sur 9, cela donne :

et puisque Tr (EA> =Tr (El), il vient :

. A2
= (1 (B)) +—ogm C9

€= (™ 1+ 2207 (€9)
Les demi petits et grands axes s’écrivent respectivement ag = ¢ sinh (A2) et by = ¢ cosh (A2). Afin
de fixer la géométrie, il est imposé : az = 1. En utilisant (C.7), cela donne :

3

(1+c*sin®6). (C.10)

Pour récapituler :

e 2 = tanh(\g)

— 3 22
e (1 (e]) 2
. 1+c?sin? 6
o UE\C) _ 5( +c* sin )
A2c2 cosh(N) \/sin2 6+sinh? X

e cxpression de d donnée en (C.8).
Le tenseur des déformations associé a ©(©) est calculé dans la base des coordonnées elliptiques. Ses
composantes non nulles sont :

°c (@(C)> _ ¢ sinh(}) (cosh(2)\) + sinz(e)) (1 + 2 sinz(e))
AN A23 coSh2()\) (Sin2(9) + sinhz()\))

o c (1-,(0)> _ & cos(9)sin(f) (1 c*sinh®(N))
20 A2 cosh()) (sin?(0) + sinh? (1)
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- sinh() (1 4 ¢? sin? 9))

) E< (C)>99 91203 (sin?(9) + sinh?(A ))

. 6( (C)> _ 13 sinh(\) (1+c sin?(0 ))
o6 A%c3 cosh?(A) (sin?(0) + sinh?(\))

Le terme €2, (¥) s'écrit :

. . - NA : 2 4, - NA
52q(v):5§q <UG“—|—E a:) :(gf”) +<E¥A) —|—§5G“:E .

e Expression du terme f -0 fe__g ( > Jrop dO do

.
/(Zj /0_% (£54) JA%degb:(E'égA)zJ(/\).

e Expression du terme f;jo f;_:_fi eGa . Ny A0 A0 dop
- -2
quue(_izENA:0et EA:ENA:0'

0=% 6=2%
/ / BN g 0 dp = / BN g 6 do.
$=0 _x _r

(C.11)

(C.12)

(C.13)

. ., . L, . - NA PN
e(9(©)) est exprimé dans la base des coordonnées cartésiennes. B~ est déja dans la base
des coordonnées cartésiennes. Le produit doublement contracté entre ces deux grandeurs est

effectué. Son intégrale sur ¢ et 8 est nulle.
. 2T == -G 2
E dut 2y )" JropdO d
e Expression du terme ffb:O fe:—§ (seq) A0 o)

(£50) = (ce)

2
Le terme <z—:eq('i)(c))> peut se mettre sous la forme :

2 2

+ (cea®P)) "+ 36©) - (6P,

<5eq(7‘)(c)))2 — 1 462 <Sinh2 A+ Ql ()‘) QQ ()‘) + Q?’ ()‘)

_I_
A2 (cosh A)* P(0,))  (P(6,))"  (P(6,))°
avec :
e Q1 (N) = 1nh2 A1 + — sinh? \)
o Q2(\) = —2% +sinh? \ (1+2%)+ (sinh4 A) (—1+ %) —sinh® A
e Q3(\) = 4—1— 4Smh /\—l—smh4)\( —I—C%—;%)——smh6)\—|—smh8/\

e P(A,)\) = sin? 9—|—smh2/\ B
Compte tenu de la forme de 9P, il vient : E(’i)(D)) = FE, ou:

o . A —
E=E"—d,
avec :
11="3 T+227 — 2(1+2m2 =

E22 :Ell :g

E33 = EZZ — (Tr <E>) 1++m2 = —25

Ainsi, E sécrit - -
E = E(I —3es® 63).
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ANNEXE C. BORNE SUPERIEURE DE TYPE GARAJEU (1995) POUR UN MATERIAU POREUX A
MATRICE RIGIDE PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES

Cela donne : )
(seq(@w))) =4(9)° (C.19)

et :
4

36( (C)) : (U(D)) = _45 (Ecart('b(c))>33 . (CQO)

Le terme (&?cart(i)(c))) s’exprime dans la base des coordonnées cartésiennes :
33

. 3 QAN | Q) Q35 ()
(2ear (@), = gy siub A <_C2 TreN TPy TP )\)> (C.21)

e Qi (\) =1-c?—2c?sinh? \

o Q5 (N\) = —3+45sinh® A (¢? — 1) + 7¢? sinh?())

e Q5 (\) = 4sinh?()\) (1+ sinh?(\) (1-c?)—¢? sinh* A).

L’intégrale sur le domaine des trois termes précédents fait intervenir la quantité Jygq qui peut
s’écrire de différentes facons :

Irog

Cﬁ cos 0 cosh A (— cos(26) + cosh(2)))
% cos 0 cosh A (cosh2 A + sinh? \ — (C082 0 — sin? 9))
< cos @ cosh A (1 + 2sinh? A\ — 1 + 2sin? 9)

11
cos @ cosh AP (6,)).

(C.22)

Il
|0 l\)lr—l N N[
T —
D

=

Aprés calculs, il vient :

2 2 .
[ fe__ﬂ (seq (#(C >)) Trgg A0 dp = m(mlﬁ(xu(xw
+Q1 () 211 + Q2 (M) 212 + Q3 (M) 27TJ3>
_ 42
T 3A4¢2(cosh A)? 1 ()\)’
(C.23)

avec, pour 1 < ¢ < 3 et en posant u =sinf :

/2 Irog /2 3 cos O cosh A e
= = - h - .24
5 /W/QP " // N T A/ P (u, A) (24

o J = cﬁ‘cosh)\

c3
* o= 1Ot anh A arctan (smh)\)

3 sinh A+ (14sinh? \) arctan i
°* J3= \Q|tanh)\ (smh%;s)mh‘* ( M)
= 2
/¢ / (a0 )) Trog d0.de = 4 (€)% J(N). (C.25)
-3
Enfin :
= ;é§§ ( 2J( )+27TQ1( ) Ji 4 20Q% (N) Jo +27Q% (A) J3) = goes By (M) .
Le potentiel effectif en taux de déformation est ainsi majoré par :
4¢2 4£€
E) < ENA 4€2 +—F1 (AN — === F5 (A dA
)_UO/A \/ ) AT )+ 324¢2 cosh* A 1Y) A2¢3 (M)
(C.27)
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<00/AA2\/—\/E Q*(\) : E d).

En utilisant la notation vectorielle de E, les scalaires € et € s’écrivent :

°* {= 13522(2(Z {E}
o= 1+22{2 T {E},

avec !
T=(1 1100 0)
T=(11 =22 0 0 0).
D’ou :
i §2Z<1+2g2) {E}T 3’/1" - {E}
o &= e By T T {E)

4(1+222)2
ffzw{E}T Th.g*. {E}

En écrivant le terme (B.14) sous la forme :
{E}' - M {E},

il vient :

(Eé\;Af JO) = (BT M - {E).

On obtient au final I'expression suivante de Q@* en notation 6 x 6 :

Q (1+292) 32 cosh? \ (1 + 222)?
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ANNEXE C. BORNE SUPERIEURE DE TYPE GARAJEU (1995) POUR UN MATERIAU POREUX A
MATRICE RIGIDE PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES
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Annexe D

Un critére approché pour un matériau

poreux a matrice rigide plastique
parfaite et a cavités aplaties alignées

Cette Annexe a pour but d’écrire le critére en contrainte associé au potentiel déterminé en

3.2.3 :

= ao \/— + B2+ (ENA)2dz, (D.1)

auveC.A2 A2 2, A=FA+GB, B =HB.
. P m A T o~ : . . - NA .
Les quantités o, f, F', G, H, 7 sont des constantes. EN 4 est la partie équivalente de E défini
n (3.29). Les quantités A et B sont déterminées par les condltlons limites données en (3 31).
Le taux de déformation E appliqué posséde 6 composantes indépendantes : Em, Eyy, Ezz, Exy, Eyz, E,..
Ses 6 composantes indépendantes peuvent étre remplacées par Ep7 Eq7 EZZ, Egcy7 Ey., Em, avec :

Do . B4k,
R R (D2)
Ey=Ey — Eyy B, =t t
D’apreés la régle ¥ = aq;(lf) :
aq)(.E ) _ a(I’.(E ) OFua + 8(I>.(E ) 8E.yy _ Zoo t 2y ¥y (D.3)
0E, 0E,, O0E, oE,, OE, 2
IOE) _ 00(E) b OV(E) Oy ew T o)
0E, 0E,, OE, 0E,, O0E, 2
Par ailleurs, on a :
A=A _ g A" =i, (FA+ GB)
F ~ HF =2 _
{ B-5 {5 ks 03
H
D’ou : . . . . _ .
0®(E) 0®(E) 1 0P(E) _0®(E)( G n 02(E) 1 (D.6)
OA"  OA GF’ oB  0A HF oB H’ '
D’aprés les conditions limites données en (3.31) et la définition de & donnée en (B.15) :
A=a(E, + E..) E,=2AR; - B
{ B=(1— Z&)E,, — ZaE,  \ F.=AZ+B (D7)
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ANNEXE D. UN CRITERE APPROCHE POUR UN MATERIAU POREUX A MATRICE RIGIDE
PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES

D’ou : ) . ) . .
0P(E) 0®(E)0E, 0®(E)JE,, _
= - : =3,(2R Y., 29 =X /d. D.8
oA Z?Ep OA oL, OA P( 2)+ 2 h/a ( )
Cela donne, avec la définition de as donnée en (3.25) :
Xp = 20(221, + (1 — 20[2)222. (Dg)
De méme : )
0P(E)
=3, — 2, D.1
En reprenant (D.6) :
00(E) 1 00(E) G 1
__1 5 S+ —=(D.. — ). D.11
8./4” QQF& hs aB/ HFa h T H( p) ( )
Le calcul de (Eé\;A)z donne directement :
(ENM2 = 31F2 + 2(E2, + B2, + E2, + E2, + E2, + E2)). (D.12)

Lemme : Soit A; des variables indépendantes et :

(D.13)
alors : N
w— [OW? oW
— 2fcosh | — | —1—f2=0. D.14
i=2 <8Ai> 2 cos <8A1> =0 ( )
Preuve :
. _1 . _1
ow (a2 X P A ow (a2 X :
o = — + A? —-dy, —:/ 1+ A? Apdy pour 2 <k < N.
0A; ¥ <y2 ZZ:; 12 0Ay P\ Y2 ZZ:; .
(D.15)
Le changement de variable suivant x = $ L ost effectué. Cela donne dy = $ (—%) dx
VZisy Ay Yy Ay
" ow (7 . A
2 -5 _ 1
— = (a: +1) 2de =1, [f=——oo. (D.16)
Od s Vo=t
Pour 2< k<N :
I
= ﬁ/ (22 41) 227 de = BJ. (D.17)
0A i= i=
oA e Yo A7
D’ou : N
— [OW\?
<—6A > = (8J)2. (D.18)
k=2 k
La relation suivante (établie dans Garajeu et Suquet (1997)) donne le résultat :
(BJ)? 4 2f cosh(I) — 1 — f2 = 0. (D.19)
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Le lemme précédent donne :

1 (0P \2 1 0P 2 1 0P 2 1 0P 2
(o) + /2(8E 05+ 7 G +g(7) + o Ga. ) T

o8B aEzy\/ /3 OEyz+/2/3 OFE2:+/2/3

B __os 0 B0y 2 (D.20)
0_(1)2(8E-,zz\/7) + IZ(aEyz\/W) + IZ(aEzy\/W) + 2fCOSh( 8.,4//) 1-— f =0.
(}62(5,;11)2 + oioz 322+ 3(22, + 322, + 52, + 52, + %2, +52))) +2f cosh(o—z%) —1-f2=0.
(D.21)
1L (892 | 1 2 2 7 1 9% F2 _
U—(,)Q(E)B,) + o (37}, +37'n) + 2fcosh( 6A,,) —1—f>=0. (D.22)
En utilisant les constantes de Gologanu et al. (1994), a savoir : kK = %, C = %, n = _32’;;‘7G les

équations (D.11) et (D.22) donnent le critére donné en (3.59) :

Sy = S0\ LT LT
( p T "> +3J—g+3%+2(9+1) (g + f) cosh <§zh>—(g+1)2—(g+f)2:0. (D.23)
0

o0/VC 0 0
Yo =%, T2=32 4+ (Zae — X)) /4, =32, +%2. (D.24)
Ce critére de plasticité peut se mettre sous la forme :
:80:2+2(g+1)(g+ f)eosh (To: E) — (9 +1)* = (9+ f)* =0, (D.25)
e C c 20 3 3
n
So = _QQ(dnps 2Q(hh 2 (hdnp) + _QQ(tps) + _QQ(tns)' (D26)
90 90 90 90
En notation vectorielle, le tenseur d’ordre 2, X, s’écrit {3} = (Em, Yy Lzzs \/§Eyz, V23,., ﬁzwy)T
et :
1/4 1/4 —=1/2 0 0 0
1/4 1/4 -1/2 0 0 0
_ -1/2 —-1/2 1 0 00
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0
a3 a3 az(l1—2a2) 0 0 O
a3 a3 a2(1—2a22) 0 00
042( 20&2) 012(1—2012) (1—20[2) 0 0 O
Qeuny = 0 0 0 000 (D-28)
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0
—2 2 -1 000
721 —%1 as—3 0 0 0
Qninp) = 0 0 0 00 0 (D-29)
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0O
i -+t 0000 000000
-1 1 0000 000000
0 0 00 0O 000O0O0O0
Quws=| 0 0 0000 | Q==]000 100 (D-30)
0O 0 0000 0000110
0 0 00 0 3 000000
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ANNEXE D. UN CRITERE APPROCHE POUR UN MATERIAU POREUX A MATRICE RIGIDE
PLASTIQUE PARFAITE ET A CAVITES APLATIES ALIGNEES

Le tenseur d’ordre 2, Ty, s’écrit (sans utiliser la notation vectorielle) :

To=—1| 0 oy 0 . (D.31)
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Annexe E

Borne supérieure de Hashin et
Shtrikman (1963)

Les coefficients de compressibilité et de cisaillement issus de la borne supérieure de Hashin et

Shtrikman (1963) s’écrivent :

LHS — |1 + —kg ,
R
HS 1 — 1t
= + fo—te
S fe”“‘fe)u;fi})
avec . 1 1 1
ho = 1 o O 81t
T3t 6 kL roul

Aprés calculs :
Okg'S _ 16(1— fo)(ng)®  OKY'S _ 12(1 — fo) fe(ky)®
Ok (fkb+Apl)T Oub (ki +Au)?

oplls 60(1 — fe) fe(pd)?
Okl (94 6f. )kl +4(2+3f.)ul)?’

Opdls (1 — fe) (27(3 + 2fe) (k,y)* + 48(3 + 2fe)kgpg + 32(2 + 3fe) (115)*)

oul ((9+ 6fe )kl +4(2+ 3fc)ul)?
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ANNEXE E. BORNE SUPERIEURE DE HASHIN ET SHTRIKMAN (1963)
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Annexe F

Estimation auto-cohérente de Hervé et
Zaoui (1993)

Ces auteurs étudient une inclusion sphérique entourée de N — 1 couches concentriques sphé-
riques (la derniére couche est de rayon Ry, voir FIG. F.1). La couche N + 1 est supposée infinie.
Le chargement est appliqué & 'infini, soit en condition de déformation homogéne au bord, soit en
condition de contrainte homogéne au bord. Toutes les phases sont élastiques linéaires et isotropes.
Le cas du chargement purement hydrostatique est traité afin de déterminer un coefficient de com-
pressibilité homogéne équivalent. Pour le cas déviatorique, le déplacement suivant est imposé a
I'infini (en cartésien) :

I
2
8]

-7y (F.1)
0.

S & &
NOLO RO

Ce cas permet d’en déduire un coefficient de cisaillement équivalent.

Les champs de déplacement utilisés ne sont pas précisés ici. Les modules de compressibilité et de
cisaillement équivalents peuvent étre obtenus par une approche auto-cohérente : la phase N + 1
est caractérisée par les modules de compressibilité et de cisaillement recherchés. Dans le cas de la
condition de déformation homogéne au bord, la condition d’auto-cohérence traduit le fait que la
déformation appliquée a l'infini est égale a la déformation moyenne sur la boule de rayon Ry .

Les coefficients kX% et pll# sécrivent (Hervé et Zaoui (1993)) :

e l'indice ¢ = 1 désigne la boule centrale

e R; désigne le rayon externe de la couche i, 1 <i < N

e Ry est choisi tel que la boule contenant les N premiéres couches est de volume 1

e les coefficients de compressibilité et de cisaillement de chaque phase ¢ (1 < ¢ < N) sont notés
kL et p (coefficient de Poisson 1/2).

N-1 N-1
pHZ _ 3k RY gl - 4M§le :

(F.2)

N-1 N-1

3 (R%le "+ Q4 )>
j=1
QW-1 = H N (F.3)
j=N-1
N — 1 Bky +4pg™ (g™ — ) (F.4)
ST s - ERE (R ) ) '
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ANNEXE F. ESTIMATION AUTO-COHERENTE DE HERVE ET ZAOUI (1993)

Phase n+1

Fic. F.1 - Inclusion multi-enrobée dans une matrice infinie (Hervé et Zaoui (1993)).

Le coefficient uf# est solution de 1'équation du second degré suivante (ul/# est la solution positive
et plus petite que le plus grand des p’, 1 <i < N) :

A<%>2+B<MO>+C—O (F.5)

A, B et C désignent dans cette annexe les quantités suivantes :

o A=4RP(1 - 20N (7 — 100)Y) Z12 + 20RT, (7 — 120 + 8(vN)2) Zyo + 12R3, (1 — 202) (Z14 —
7Z93) + 20R3%, (1 — 2v) )2213 +16(4 — 5N (1 — 2uN) Z43

e B=3RY(1 - 20M)(150) — 7)212 + 60T LW = 3)WwNZyy — 24R3(1 — 20 )(Z14 — TZ023) —
40R%, (1 — 2] )2213 —8(1—5vM)(1 — QI/N)Z43

o O =—RYV1 — 207+ 50 )212 + 10R% (7 —
20R3 (1 — 2v/) )2213 —8(7 - 5vM)(1 - 2ugV)Z43

avec : Zog = PO VPGV - pIYTU P

(W) Zyg + 12R3, (1 — 20 ) (Z14 — TZ03) +

Jj=1
N-1 j
pWN-1) _ MG (F.6)
j=N-1
ok RZ (3by, —Tcy) —12ay 4(f, —270y)
3 5(1—2vk) .i 15(1— 2Vk)R3
0 (a—2vktlyp, —20(1—2vF*ta, —12a (1— 2uk+1)
(k) 1 7(1—-2vF) 7R}, 7(1— 2uk)R5
M= Y 5 7 2 k41 k41 (F.7)
5(1 — vg ) RY oy 7Rk(2ak+147o¢k) dy Rk(l()s(lfuo )+120 (T—10v] )=Tey,
70(1—2vk) 7 35(1—2vk)
o k1 5 o k1
B o k41 3 7(1—20Ft1)a; RY ep(1—20k+1)
6 (1= 2v, " o Ry, 2(1—20F) 0 3(1—20F)

o o= Har(T+ ) =005 = (7= 102) (745 )
o b = 4(7—100%) + u’““ (7+50F)

o ¢ =(7— 51/k+1)+2 Mo (4 — 5kt
o dj = (T+5v1) +4 “5;1( — 10 vhth)
e cp=24—-5vk+ (7 5uk)
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o fio= (4= 5u8)(T — Skt — Har (4 — 5ufH) (7 - 5u)

o
o

k
— _M

o oy = 57 — L
(o}

Remarque F.1 (Phase 1) Cette estimation est donnée dans le cas ou la phase 1 (i.e. w, la
phase la plus & l'intérieur) a pour coefficients de compressibilité et de cisaillement k}
et pl. Pour le cas traité ici, cette phase est vide. Hervé et Pellegrini (1995) ont repris
I'étude de Hervé et Zaoui (1993) en considérant le cas ou la phase 1 est vide. Cela
revient & faire tendre k) et pl vers 0 dans I’estimation de Hervé et Zaoui (1993). Pour
ce travail, estimation de Hervé et Zaoui (1993) est utilisée en prenant k} et ul proches
de 0
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Annexe G

Borne supérieure de Ponte Castaneda et
Willis (1995)

La borne supérieure de Ponte Castanieda et Willis (1995) permet de distinguer la forme et la
distribution des cavités dans la matrice par I'intermédiaire de deux tenseurs morphologiques P et
P4, Le tenseur de raideur issu de la borne supérieure de Ponte Castafieda et Willis (1995) s’écrit
(le tenseur de raideur de la matrice est notée C?) :

, -1 -1 : !
crew —ct 4 ¢, (ID — 1. }[[(Pl —(c?) 1) ] Pd> : %[(P’ —(cY) 1) ] (@)
avec P' = S (w) : (C}J)_l et P4 =87 (w?): (C}J)_l.
Le symbole ¢ représente la moyenne sur les orientations et revient a projeter I'argument sur la base

(J,K) (Gatt et al. (2005)) :

AR J AR K
]éAR:PJK(AR): Sy K (G2)

Les tenseurs 8% et S¢ sont les tenseurs d’Eshelby relatifs respectivement a la forme et a la distri-
bution des inclusions (voir une expression de ces tenseurs dans Mura (1987)).

Dans le cas des fissures (w = 0) orientées aléatoirement (orientations équiprobables) et distri-
buées de fagon isotrope, les coefficients de compressibilité et de cisaillement effectifs s’écrivent (en

fonction de o, et en fonction des coefficients de la phase matrice, de coefficient de Poisson v/}) :

120 (1 — (1))?
e e I (©3)
97 (1 —2v}) + 4o (1 + 1))
120a. (1 —v}) (5—v}
(I)DCW:Mi_N(lj 1 ( )( 1) 1 (G4)
2257 (2 — v}) + 16a, (4 — 5v}) (b —v})
avec : (b N,
4 7(by c
= s ———. G.5

Le demi-grand axe des fissures (rayon des fissures) est noté b;. Le nombre de fissures dans le volume
total V' est noté N, (a. est le parameétre utilisé dans Ponte Castaneda et Willis (1995)).

Dans le cas plus général des ellipsoides, les expressions de kW et de ul’“W sont

kn
gPew — 2 G.6
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ANNEXE G. BORNE SUPERIEURE DE PONTE CASTANEDA ET WILLIS (1995)

kn = 2k0u0(k1(2f8 (=3+4f)uw?)( =2+ w? +w?) + 2(=1+ fo)w?(—1—w? + 2w )ul+
(2\/1 —w2(3kL(1+ fo+ (14 2f)w?) + (=1 + fo)(— 1+ 4w?)p}) — 9klw arccos(w)))
(G

w arccos(w)

7)

kd = (=14 w)(1 +w)(3fekd (1 + 2w?) (K (2 + w?) + w?pl) + 2w?pul (3kL (2 4+ w?) + 2ul + 4w?pl))+
w arccos(w) (\/ 1 — w? (9fek;2(1 +2w?) + 3k (=4 — fo+ 41 + fo)w?)pl
+4( -1+ 4w2),u£2) + 18k wpl arccos(w))

(G.8)

Le résultat analytique pour u est compliqué. Un développement limité & 'ordre 1 en w
donne une expression plus simple (en écrivant f, = a.w) :

PCW

P = (b (562572w? (3K + pd)* (3kL + 2ud)* — 96£2 (k] + 2ub) (94 + 4ub)* (9] + )+

25 fow( — 81kL" (800w + 97 (4 + 157w)) — 108kL” (37 + 5(304 + 4572 ) w) pud—

54kL* (= 687 + 5(496 + 6972) w) pud? — 24k (— 967 + 5(368 + 4572 ) w) 5_

8( — 487 + 640w + 45m%w) ut"))) /(9(25mw (3K + pl) (3kE + 2ul) + 8fe(l<:1 +2ub) (9KL + 4%) 2)
G.9)

Remarque G.1 (Statut de borne supérieure) Le résultat de Ponte Castaneda et Willis
(1995) est une borne supérieure lorsque f. < w
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Annexe H

Porosités "équivalentes", cas
tridimensionnel

Les porosités équivalentes fs’l‘C et f£ sont utilisées dans le modéle MSMN ellipsoidal pour traiter
le cas des cavités ellipsoidales orientées aléatoirement & partir du cas des cavités sphériques.
Dans le cas des cavités ellipsoidales, les porosités f¥ et fi' s’écrivent :

* (2 (=14 fe) fe (1 + 2w2) (72 + w2 + w? + 3wy/1 — w2 arccos(w)))

s ((72 + w2 4+ wd)(=3w2 + fe(2 + 4w?)) + 6w/ 1 — w2 (1 + fe — w2 + 2few?) arccos(w) — Jw?2 (arccos(w))z) ’

(H.1)

L fe(w(=1+w?)? (sfﬁ(ﬂ +w?)2(—4 — 65w? — 44w? + 14w8) — 5(—16 + 612w2 — 2w* + 283w¢ — 93uwS + 26w10)) +

s

2(w(—1 4 w?)2? (4fc (=1 + w2)2(—4 — 65w? — 4dw? + 14w6) — 25w2(—56 + 22w?2 — Jw? — 13wS + 2w8)) —

6(1 — w?2)3/2 (4f5(71 + w2)2(12 — 28w? + 55w?) (12 — 28w? + 55w?) + 5(—24 + 24w? + 169w?* + 96w’ + 5w10)) arcosh(w)+

2(1 — w2)3/2 (=6fc(—1+w?)2(12 — 28w? + 55w?) + 25w2(—16 4 83w? — 36w? 4 22w6 + w?)) arccos(w)+
18w(—1 + w?2)2(130 + 265w? + 60w? — 5wS + 4fc (=3 + 21w? — 26w? 4 8w?)) (arccos(w))? — 54w? /1T — w2 (5(13 + 20w? — 4w?* + wb)+
6w(—1 + w2)2(—25(4 + 19w?2 — 8wt 4 3w6) + 6fc (—3 + 21w?2 — 26w? 4 8wb)) (arccos(w))2 —
4fe(1 — 3w + 2w%)) (arccos(w))? + 2025(w? + wP) (arccos(w))?)
18w2 /1 — w2 (—25(3 + 4w2 — 2w + wb) + 6f¢ (1 — 3w + 2w0)) (arccos(w))3 — 675(w3 + w?) (arccos(w))?) ’

(H.2)
Lorsque ces cavités sont des fissures, les porosités f* et f' se mettent sous la forme :
4o
k c
= ° H.3
fs 37T _ 4ac ) ( )
30¢,
=\ HA4
I 26 — 120, (H4)
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Annexe 1

Calcul de 'intégrale [

L el [ p2 N2
s t y z
Les notations suivantes sont introduites :
Bi=\P2+ Q2+ B2 Bo= P2+ JAQ2+ R, By= Q2+ 2P+ )

By = \/f§Q2 + fA(P2 + f2R?), Bs= PQR, A;=(P*Q*—-R’B?), C;=2BsB;, i=1,4,

K=AA,—CCy, L=AC,—ClAy, M= AyA3—CoCs, N = AyCs+ A3Cs.
Une expression analytique de I est obtenue :
M2 + N2

.. . . PQ LM — NK
I = By —By— B3+ By+ 2—garcsin <7>

avm (50BN pin \"(r(rar )\
m AP+Bi fs (P+By) fQ+ By ] '

+In
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Annexe J

Démonstration : méthode sécante
modifiée pour un matériau poreux
saturé a matrice de Gurson

Cette annexe présente la méthode sécante modifiée (équivalente au principe variationnel de

Ponte Castaneda (1991), voir Suquet (1995) et Ponte Castaneda et Suquet (1998)) dans le cas ou
les cavités sont sous pression : pression p, dans les cavités intragranulaires et pression p. dans les
cavités intergranulaires. La différence des pressions (p, — p.) est notée p. Le domaine total V'
contient les cavités de porosité f. qui occupent le domaine w.. La microstructure est telle que le
comportement effectif est isotrope. La matrice de V' (domaine M) suit le critére GTN rappelé en
3.1.4.
Pour des raisons de simplicité, la méthode sécante modifiée est d’abord mise en oeuvre avec 2
phases pour le composite linéaire de comparaison (une phase cavité correspondant & w,. et une
phase matrice) ce qui conduit aux modéles MSM (MSM sphérique et MSM ellipsoidal) présentés
en 4.1.1, 4.3.1 et 5.3.1. Puis, la méthode sécante modifiée est mise en oeuvre avec N phases pour le
composite linéaire de comparaison ce qui conduit aux modéles MSMN (MSMN sphérique et MSMN
ellipsoidal) présentés en 4.1.4, 4.3.4 et 5.3.3.

J.1 Modéles MSM (MSM sphérique et MSM ellipsoidal)

Le probléme a résoudre s’écrit (en taux de déformation homogeéne au bord) :

o+pp = %(é) dans la matrice

div(e) =0 dans V
o-N=-p. N sur Owe, IN est la normale dirigée vers l'intérieur de w,
u=FE -z sur OV

La contrainte effective 3 déduite de ce probléme vaut (o),,. Comme précisé dans Leblond (2003),
le champ de contrainte o est prolongé par —p.I dans w,. Ainsi, o vérifie bien o - N = —p, N sur
Owe et div(e) = 0 dans V. Le champ de vitesse % est prolongé dans w. de fagon a étre de classe
C' dans V.

La loi de comportement du probléme donné ci-dessus peut s’écrire dans la matrice :

_ 9(@Y(€) — 3ppEm)
o= 5 . (J.1)
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ANNEXE J. DEMONSTRATION : METHODE SECANTE MODIFIEE POUR UN MATERIAU POREUX
SATURE A MATRICE DE GURSON

Le principe variationnel (équations (2.13) et (2.21)) donne :

: . . 1 . . .
¢(E7pb7pe) < ¢+(E7pb7p6) = lnf. IEval </ (@G(e(v)) - 3pb€m(’U)) dx +/ o: 6(’0)dm> .
vek(B) |V \J we
(J.2)
Etant donné que o = —p.I dans we, il vient :
q)+(-.E7pb7p6) = inf'i;e]C E)(l - f6)<(10G(E(v)) - 3pb‘€m(’v)>M_ 3p€f€<‘€m(’ij)>we (J 3)
= infi,e/c(E)(l - fe)<‘:0 (e(v)) = 3(p» — pe)z—:m(@)>M — 3peEm.
Pour des raisons de simplicité, e(v) est noté €. Soit ¢,(¢) tel que :
op(€) = 09 (&) = 3pém = @ (&) — wo(&) + wo(&) — 3pém. (J.4)

Le potentiel w, est le potentiel quadratique en taux de déformation de la matrice du "composite
linéaire de comparaison" (CLC). La matrice du CLC a un tenseur de raideur noté C?. Le CLC est
pris de méme géométrie que le milieu non linéaire.

pp(€) < sup ((&) = wo(€)) + wo(&) — 3pém (J.5)
Soit V(C1)
V(Gs) = sup (+7(8) — wo(e)) (J.6)
Ainsi :
(@p(€))pr < (V(C)) yy + (wo(€) = 3pem) - (J.7)
Vu que V est indépend de € :
D (ena) < (VIO)y ot inf, (@)~ i)y (1.
< inf (V(C;) + w) : (1.9)
Cl>0 1—fe
| WM (B, p) = (1~ fo) inf_((wn() — 3p2m) ) (7.10)
veK(E)

J.1.1 Etude de W' (E,p)

Whom(E. p) est le potentiel effectif du probléme suivant : une matrice de potentiel w,(¢) —3pép,
dans laquelle sont plongés des pores w, sans pression interne. Le champ 4 = E - x est appliqué sur
le bord du domaine total V. Dans la matrice, la loi de comportement s’écrit :

O(wo(€) — 3pem)

— — .~ _
o= 9 =C,:¢e—pl (J.11)

o+pl=C}:é (J.12)
C’est a dire que le probléme s’écrit :

o +pl =C.:¢ dans la matrice

() div(e) =0 dans V
e N=0-N sur dw,
u=E -z sur oV
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J.1. MopELES MSM (MSM SPHERIQUE ET MSM ELLIPSOIDAL)

On effectue le changement de variable 6* = o + pI et on obtient le probléme en posant p* = —p :
o*=Cl:¢ dans la matrice
« ) div(e™) =0 dans V
(PO) * *
o N =—p" N sur dw,
wu=F x sur oV

Afin de déterminer Wg’om(E ,p), il est necessaire de connaitre le potentiel effectif d’un milieu poreux
élastique linéaire saturé. C’est I'objet de la section suivante.
J.1.2 Probléme général du milieu poreux saturé élastique linéaire

Soit un milieu poreux dont la matrice est élastique linéaire. Le volume occupé par les pores est
noté |we|. Les pores sont sous pression p. Le volume total est noté |V|. Le probléme s’écrit :

o=0C,:¢€ dans la matrice
div(e) =0 dans V

(P) B
o-N=—p-N sur dw,
u=F- x sur oV

Par linéarité, I'énergie du probléme (P) est une fonction quadratique par rapport & E et p. Nous

montrons dans ce paragraphe que I'énergie de (P) s’écrit sous la forme (voir aussi Dormieux et al.
(2006)) :

v

5:%E:Ch°m:E—|V|pB:E——— (J.13)

ou les quantités B et ﬁ sont explicités dans la suite.

Le théoréme de superposition permet de décomposer ce probléme en deux sous problémes :

o = C,: € dans la matrice o =C,:¢€ dans la matrice
P) dilV(O'/) =0 dans V P di/\l/(oﬂ) = dans V
o -N=0-N sur Jw, o -N=—-—p-N sur dw,
u=F- x sur dV u=20 sur oV
Le volume occupé par la matrice est noté¢ |M| = |V — we|.
(o) = i/ o (@)dw = C"™ : B (J.14)
v VI u

Le probléme (P”) étant linéaire, un tenseur d’ordre 2, appelé B, tenseur de Biot, est introduit :

<0'N>V = —pB. (J.15)

Le tenseur B se détermine comme ceci : le théoréme de Hill est d’abord appliqué deux fois.

<0'" : e/>V = <0'">V : <e/>v =-—-pB:E (J.16)

<e” : 0'/>V = <6”>V : <0/>V =0. (J.17)

et :
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ANNEXE J. DEMONSTRATION : METHODE SECANTE MODIFIEE POUR UN MATERIAU POREUX
SATURE A MATRICE DE GURSON

La derniére égalité vient du fait que <EH>V = 0.

Vu que o =C,:€ dans M et que o est prolongé par —plI dans we, cela donne :

" / 1 1 ’ ’
<a .e>V—m</Me :C, € +/we—pTr(e)>.

De plus :

1" " ! I !
/e:CO:e:/e:a caro =C,:€ dans M
M M

_ / e” : 0-/ o / 6// : 0-/
1% We
= —/ € :o équation (J.17)
We

!
=0 car o =0 dans w,.

Les équations (J.18) et (J.19) donnent :

e ()

= —pfei/ € : I=—pf(E:A: I, =-pfeE: (A1), .

|we|

A est le tenseur de localisation : € (x) = A(x) : E. Les équations (J.16) et (J.20) donnent :

-pB:E=—pfE:(A:I),

B=f(A:1I),.
De plus :
O = (1= £)C0 s (Al & (A)y = 1= (C) s
(1= fe)(A)y + fe(A),, = ID & fe(A), =ID — (1= fo)(A)y
fe(A),, =ID —(C,)~": CMm,
Ainsi :

B=1I: (ID —(Cy)t: Chom) Tenseur de Biot.

Si le milieu est isotrope (matrice isotrope et distribution isotrope des pores) :

khom

B=bl, avec b=1-— o

ko est le coefficient de compressibilité de la matrice.
L’énergie totale du probléme (P”) s’écrit :

1" 1 " 1" "
& = —/ € :C,:€ +/ (—p)Tr(e ).
2 M We
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J.1. MopELES MSM (MSM SPHERIQUE ET MSM ELLIPSOIDAL)

Or :

" "

1" 1"
o e caoc =C,:e dans M

1/ " "
g €
2 Jo.

N =
=
s
&
m\
l\

"

——
q: q:
— "

|

NI~ NI~ N~ N~

[

pTr(e') car <6N>v =0.

D’aprés (J.28) :

" 1 "
& :—5/ pTr(e ).

Par linéarité de (P”), il existe a tel que : € = —ap. Alors :

" 1
£ :§p2/wea:I

De plus :

D’ou :
<0N>V = —pB d’apres (J.15)

= (U= [(Co:€")  + fel=pI)
(1 - fe)Co : <_ap>M - fepI-

—B=—-(1—f.)Co,:(a),, — fl

(1= fe)la)y, = (CO)_l (B = fed).

D’aprés (J.32) :

Cela donne :

&' = %p2 fwe a:l= %p2|w6| ‘u}e| fwe a:l= %p2|we|f—le ((C’o)_1 (fed — B)) T

- 2
=1V ((Co) 7 s (I = B)) : T=—1EV,
avec .

1
=1 (C,)™' (B = f.I) Module de Biot.
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€ + 5/ pTr(e ) lemme de Hill et o
We

—pI dans w,

(J.29)

(J.30)

(J.31)

(1.32)

(1.33)

(J.34)

(J.35)

(.36)

(1.37)

(1.38)



ANNEXE J. DEMONSTRATION : METHODE SECANTE MODIFIEE POUR UN MATERIAU POREUX
SATURE A MATRICE DE GURSON

L’énergie totale du probléme s’écrit :

1
£ = —/ €e:C,: e+/ (—p)Tr(e). (J.39)
2 M We
De plus, vu que € = €+e eto=0c 40"
1 ! " ! " ! "
E= /(e—i—e):(a—i—a)—/pTr(e)—/pTr(e)
M We We

2
1 ! ! ’

:_/ € .0 —/ pTr(e) (J.40)
2 M We

/e”' /:/ "o Cara—Odanswe
M
/ / lemme de Hill

car < >v =0 (J.41)

1" ! ! !
:/e :C,:€ caro =C,:€ dans M
M
1" ! 1 1"
:/0' e caro =C,:e dans M.
M

Les équations (J.40), (J.41) et (J.28) (avec & = C,: € dans M) donnent :

1 / / ! 1"
6':—/6:0—/pr(€)—|—5
2 M We

1 (J.42)
= 5/ €:0 — / pTr(e) + €& car o/ = 0 dans we.
\% We
Les équations (J.37), (J.42) et ﬁ I € :0 =E:C"":E donnent :
Vv 1p
= %E:C’wm:E—/ pTr(e)———|V| (1.43)

Les relations € (z) = A(z) : E puis (A),, = 1—1fe (Co)~" - €™ puis B = f.(A: I),, sont
utilisées pour écrire :

/weTr(e):/VTr(e)—/MTr(e): |[V|Tr(E) — ME:A:I
— VITH(E) — B s [M|(A: 1)y, = [VITH(E) — V|1~ f)E: (A),,: T )

(
= [V|Tx(E) — |V|E : ((C,) ™" : C’“’m) I=|V|E: <ID —(Cy) chom) T
=|V|IE:B=|V|B:E.

Au final :
4

2

Vi’

E="—E:C"".E—|VpB:E— YR (J.45)
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J.1. MopELES MSM (MSM SPHERIQUE ET MSM ELLIPSOIDAL)

J.1.3 Energie du probléme (P,)

L’énergie du probléme (P,), notée &, est la méme que celle du probléme (P}) (un simple
changement de variable a permis d’établir (P}) a partir de (P,)).

50:%/Méicrla:é—/%p*Tr(é)zé/Mé:cé:é— (/Vp*Tr(é)—/Mp*Tr(é)>
= [w@r+ [p@ - [y = [ wie) v~ [y (.46)

= /M (wo(€) = pTr(€)) + [VIp Te(E) = [M|(wo(€) — pTr(&))y, + [V Ip Tr(E)

Or :
_ 1 niN hom . 1 * T 1 (p*)2
€ =SIVIE:Clom B~ |Vp'B: B~ S|V|= (J.47)
D’ou :
(0a&) = p )y = (% -~ p () ) =
Wo plir =77 P
M |V| 1_fe
1 1(p*)? : 1
—(zE:Cch™ . E—p*B.E— = —pTr(E
(38:c! ;L o)
| o X (3.48)
_ (2. hom - _p_ .
—<2E.CO E+pB:E 57 pTlr(E)>1_f6
1. : . 1p? 1
= (zE:Cchm . E B-I1):E—-=— .
Le potentiel Wohom(E,p) s’écrit donc :
Wr(E,p) = (1— fe) -ei;?(fm ((wo(e(0)) — 3pem (V) yr)
, 1y (3.49)
_ 1 4. yhom | g _ N I
=B Cl"Etp(B-I):E— 7

J.1.4 Ecriture de la méthode sécante modifiée

D’aprés I'inéquation (J.9), les conditions d’optimalité par rapport a Ci sont les suivantes :
8V+ 0 < 1 p 8B:E_ 1 5,0 (3
act “act \aa— 1y 1-f. oct 21— f.)" acC]

Cette inéquation peut se réécrire en :

E: Chom . E> + ) =0. (J.50)

inf < inf [V (C))+ inf (w,(&) — 3pém
ity (oo < ot (V€0) i, e -3t .

. 1 . 1.1 .
< c;?io <V (Co) + i;ell?(fE) <CO < E 3p5m>M> .

Le tenseur E est un tenseur d’ordre 4 et vaut %é R® E.

inf < inf [V (C))+ inf Ci::IE(l)—3 Em
veK(E) ST Cl>0 ( ( ) vek(E) ( P >M>

< inf (V(CL) +CL D) — 3plen (i) )

(J.52)
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ANNEXE J. DEMONSTRATION : METHODE SECANTE MODIFIEE POUR UN MATERIAU POREUX
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Le tenseur E(M) représente la moyenne volumique de E sur la phase 1, c’est & dire la phase matrice.
Le champ de vitesse 4 est le champ solution. Les conditions d’optimalité par rapport & C? s’écrivent
donc :

B — _ v (Cy) '

= (J.53)

Les conditions d’optimalité par rapport & C donnent donc en utilisant (J.50) et (J.53) :

- . . :. ai
g = 2 (2( ! E:CZO’”:E>+ p OB E__ 1 (Ml) (1.54)

~ I \20 1y 7. ot 201" ac!
V(€)= sup ($9®) ~ wo(®)) = ~inf (wo(D) ~ (D)) (3.55)

Cela permet d’exhiber le dual de V :
V(D) = —% (). (4.56)
L’équation (J.53) donne :

0p% =
Ci — %(E(l)) (J57)

J.1.5 Reécapitulatif pour la méthode sécante modifiée

Le systéme non linéaire d’équation a résoudre est le suivant :

ED — ( E:Chom:E> - By
ooy \a(i-7)" C B T iogaer A= ach (s
0™ =

Cl= (kW)
oD

Lorsque Ci vérifie ces deux équations, alors :

T (E,py,p.) < T (E,py,p.), avec (J.59)

. . . . 2
ST (E, py,pe) = (1 — fe) (V (C)+ 3B ClmE+ L (B-1I): E- ﬁ%)

—3pe b
(J.60)
et :
0P+t hom . 7
DIES B (E,pp,pe) =C,°" : E+p(B—1)—pl. (J.61)
Les termes de ces équations doivent étre explicités.
Pour le probléme traité, B et ngm sont isotropes.
Soit A un scalaire. Soit C un tenseur d’ordre 4 isotrope, C' = 3kJ + 2uK.
0A 0A 0k 0AO 0A 0A1 0A 1
- 1 = K (1.62)

ac ~ kac Tapac o~ a3’ T a0
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J.1. MopELES MSM (MSM SPHERIQUE ET MSM ELLIPSOIDAL)

Les relations 2J DO = <(dm)2>M et 3K = DM = <(deq)2>M sont utilisées. Les notations

suivantes sont introduites (valables dans cette section uniquement) :

hom . om om
A= 2(1 7. )E Chm E= ( 7 (91‘32 (Em)? + 3ufom( eq)2)
A=B:E (.63)
A// — ﬁ

Deplus, il est rappelé que : J : J =1, K :: K =5 et J :: K = 0. Ces indications permettent de
déterminer <(ém)2>M et <(éeq)2>M sous la forme :

9 B 1 ak,éwm ) 1 8'uhom S 2p . ﬁ B p2 A"
(o = a7y i B ¥ 5= ok e TS ) ek 80— ) oR
(J.64)
. o 3 OQkhom ., 1 Quhom 9 2p 8b p? oA”
e = — En)+—— E.)"+——F, - — .
R A (i A R L L (S A R M TR AR
(J.65)
Le fait que b = 1 — Oim et que A” = fe permet d’exprimer plus simplement <(éeq)2> v €t
<(5m)2>M :
oy Lo 8 Ok b Y
<(56q) >M - (1 _fe) 8#(1) (Eeq) + (1_fe) au}) Em 31{% (J66)
U 1 ulom 9 1 Okhom (. P 2
(Em))ar = 37y g Eea) + 7= g (B~ 3
(J.67)
N 2]7 E k(f)mm B p2 2k(f)zom . +f
3(1—fo) (k) (kD)9 —fe) \ K )

akhom akhom alu(f)zom 8Mh0m
okl opl oKL T opl

Il est donc nécessaire de connaitre :

Remarque J.1 (Particularité de la borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963))
Pour la borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963), les relations :

Dkhom 119 OA” 1 Ob
al% - _(ko) allé - 08#(1) (J68)
ot h "
Okpom 0A" (1 12 Ob 1 1\2
aké - aké < fe29> 16(“0) - aké <12f&ué> 16(“0) (‘]69)
permettent de réécrire plus simplement <(am)2> €t <(éeq)2> IvE
) 9 B 1 8Mhom . 5 8k(f)zom 3 . _L 2
(= gy oot B+ o oy \ B~ 3 (J.70)
Lo 1 ophem 1 Qkhom (. ple 2
<(5m) >M - 3(1 _ fe) ak% (Eeq) + (1 — fe) 8](% E, 4,&% . (J71)
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Il ne reste plus qu’a expliciter le terme C} = %(E(l)).

9% 09 dd,, N 9% 0de,
oD 9d, OD  9d. OD

(1.72)
orDh= %d@ d, (a'lm)2 = %J =D et (deq)2 = %K = D. Dou :
1 1
G 1 -2 -2 2 1 .2 -2 2
. 4 fop 4 4 Eg 1. 2
—&‘0. (E) = 00/ E—;” + z—:mdy J+ 0'0/ E—;” + = <—€eq> dy—K
oD afy \ Y q3 y? 3Em af \ Y a3 a3 3Eeq
1 1
Uofge2 &2\ % 4 Uofge2 g2\ 2/ 9
=ao/ “m oy e —QdyJ—Fao/ Zm oy e (—)dyK
afy \ Y q3 3y afs \ Y q3 3q3

= AJ + BK.
(1.73)

Avec, aprés calculs :

2 1 . (ém)? (2 [(Em)?
A= 300 G (—Arcsmh (2 (éeq)z%) + Arcsinh (fqb (éeq)2q3)> (J.74)

_2 00 : (Eeq)? AEm)? | (Eeg)?
B = 3 <\/4(sm)2+ ~ fqb\/ )2 + ) (J.75)

J.2 Modéle MSMN sphérique

Le cas des cavités sphériques est traité ici. Le composite linéaire de comparaison posséde cette
fois N phases. Cela permet de mieux prendre en compte ’hétérogénéité de E dans la matrice.

L’équation (J.3) est toujours valable. Le domaine M =V — w, est découpé en (N — 1) phases
Q; (i variant de 2 & N). La fraction volumique de chaque phase §2; est notée f;.

¢+(E7pb7p6) = lnfvelc(E) Zz 2 74<(70 )) - 3p5m( )>Qz> - 3peEm

. (1.76)
= infy i P i} (e( )>Q> — 3peLom

0h(&) = ©9(&) — 3pém = 0% (&) — wi (&) + w (&) — 3pénm. (J.77)

Le potentiel w? est le potentiel en taux de déformation de la phase i du CLC. La phase i du CLC
a pour tenseur de raideur C? (des modules de compressibilité et de cisaillement k¢ et ).
Soit :

v = sup (¢% (&) —wh(e)) - (1.78)

Dans chaque phase 2 < < N :

e (&) < VW +wi(é) — 3pén, (J.79)

204



J.2. MODELE MSMN SPHERIQUE

(0p(€))g, < VW + (wi() = 3pém), - (J.80)

(I)+(Eapbape) + 3peEm = inf <Z fz (pp )

veK(E)
< f i + (w, (&) — 3pém
_velllcl(E <Zf< w( &) = 3pe > >>
=N i=N )
<D fVO+ inf (Z fi{wh(€) — 3pm)g, ) = > FVO LW (B, p)
=2 vek(E) Z =2

IA

~inf ((Z fz-V“)) + Wf"m(E,p)) :
Ci>0, 2<i<N o

(J.81)

J.2.1 Etude de W' (E,p)

Whom(E p) est le potentiel effectif du probléme suivant : des pores w, sans pression interne
plonges dans un matériau contenant N — 1 phases de potentiels w’ (&) —3pé,, (2 < i < N). Le champ
@ = E - x est appliqué sur le bord de V. Dans chaque phase 2 < i < N, la loi de comportement
s’écrit :

o=C!:¢—pl (J.82)
o+pl=C!:¢ (J.83)
C’est a dire que le probléme s’écrit :

o+pl =C':¢ dans chaque phase 2 <i < N

(PN div(e) =0 dans V
° o- N=0-N sur Jw,
u=FE x sur oV
Le changement de variable suivant o* = o 4 pI donne le probléme en posant p* = —p :
o' = Cf, ¥ dans chaque phase 2 <i < N

(PN div(e*) =0 dans V

o N =—-p* N sur Ow,

u=FE- x sur oV

J.2.2 Probléme général du milieu poreux saturé élastique linéaire multiphases

Energie totale Soit un milieu poreux dont la matrice est élastique linéaire constituée de N — 1
phases. Le volume occupé par les pores est noté |we|. Les pores sont sous pression p. Le volume
total est noté |V|. Chaque phase i (2 < i < N) occupe un volume [€2;|. La fraction volumique de
chaque phase ¢ est notée f;. La fraction volumique des pores est notée f.. Le probléme s’écrit :

o= Cf, (€ dans chaque phase 2 <i < N
P div(e) =0 dans V

o-N=—p-N sur dw,

u=F- x sur OV
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Le théoréme de superposition permet de décomposer ce probléme en deux sous problémes :

/

, ,
— T .
o =C):¢

div(e’) =0 dans V

dans chaque phase 2 < < N

(PM)S
o -N=0-N sur dw,
W =FE sur oV
o' = Cé e dans chaque phase 2 <i < N
v | divie”) =0 dans V
+ (PN ) ”( )
o -N=—p-N surdw,
u =0 sur oV
Le volume sans les pores est noté |[M| = |V — we|.

Les équations (J.14) & (J.22) puis (J.28) a (J.30) puis (J.39) a (J.42) sont toujours valides (C,
devient C,(x) = C? dans chaque phase 7).
Au final, 'énergie totale du probléme (PY) s’écrit :

/ 1 "
&= %E .Cchom L E— ptr(e) — 5/ pTr(e). (J.84)

Le module C"™ provient du probléme (PN') (le probléme drainé). L’estimation auto-cohérente de
Hervé et Zaoui (1993) est utilisée pour C"™. L’analyse de Hervé et Zaoui (1993) est reprise afin
de déterminer les termes en pression issus du probleme (PN') (— [ . ptr(e")) et du probleme (PN")

(=3 [, pTe(").

Terme en pression du probléme (PN ,) Le but de cette partie est de déterminer le coefficient
g = -/, ptr(e) = —p[we]<Tr(€/)> nécessaire a l'expression de 1'énergie (J.84). Il faut donc
€ w

déterminer la moyenne sur la phase 1 de la trace de la déformation. Le travail de Hervé et Zaoui
(1993) est repris (voir Annexe F). D’aprés ces auteurs :

’ Tr(FE
<Tr(s )>Q = EN)). (1.85)
1=ee Qp
Par conséquent :
g Tr(E)
11

Par analogie avec 'expression (J.45), on en déduit un "terme de Biot" b :

po JL (J.87)
Q(N )
11
Terme en pression du probléme (PV ”) Le but de cette partie est de déterminer le coefficient
g = —% fwe pTr(EN) = —%p J. we u’ -mdS. Le vecteur n est ici la normale extérieure a we. Il faut

déterminer le déplacement sur la boule w, pour ce probléme :

o = Cé (€ dans chaque phase 2 <i < N
div(e”) =0 dans V
o -n=-p-n surdw,
u =0 sur JV
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Comme dans Hervé et Zaoui (1993) dans le cas du chargement hydrostatique, le champ de dépla-

. " i
cement est recherché dans chaque couche sous la forme (en coordonnées sphériques) : v = u,e,,
avec :
" Bz

La déformation dans chaque couche s’écrit :

A - 0 0
e = 0 Ai+5 0 . (J.89)
0 0 A+ 5

. 12
Les coefficients non nuls de o sont :

" . 4u* B;
® 0., = 3]{7(7;142 - IUTO3 !

" 7 ; 2 ZB
[ ] 0'99 = O'(z)(z) = 3]93141 + %

La phase 1 est vide. La continuité des u: a chaque interface r = R; s’écrit :

B; By
AR + = = Aj 1 Ry + =21 (J.90)
1+ RZ2 (A (2 RZ2
pour 2 <i < N.
La continuité des ... a chaque interface r = R; s’écrit :
7 4N2Bi i+1 4M2+le+1
3k, A; — e 3k, Aj — B (J.91)
i i
pour 2<i< N —1et:
N 4ME]JVBN hom 4lu’homBN+1 hom
3k, An — @ - K" AN — J5 —b""p. (J.92)
N N
Enr =Ry, o, = —p doi :
4u2B
3k2 Ay — ”ég 2 = p. (1.93)
1
A Vinfini, v = 0. Cela impose que :
An41 =0. (J.94)

Pour 2 <i < N — 1, les équations (J.90) et (J.91) donnent :
R 4 R 1
) R% < Az > ? EZQ_ L ( Ai+1 > (J 95)
At . = ) i+ . . .
3K, ke B; Skitl  —hues Bit

Il est noté : M; = ( 1;2 > La relation précédente permet de définir N; tel que : M;+1 = N;M;.
i

Cela donne pour 2 <i< N —1:

M; 1 = H; My (J.96)
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avec : H; = Nj - ... - Na. Les relations (J.90) (avec i = N), (J.92) et (J.94) donnent :

1 1
R — R —
NoORY Ay Moo R 0 0
) —pm [\ B T ppomy ) 9D
3]€N o N 3khom N+1 p
Ry Ry

Ji(r) est défini par :

1
" )
Ji(r) = i | (1.98)
R —
,
D’ou :
—p | 4u2B; 0 0
JN(RN) - Hy-1-| 3k2  3R3k2 :JN+1(RN)'<B >+< hom ) (1.99)
B, N+1 - p

b"™). La condition d’auto-

C’est un probléme & deux équations et trois inconnues (B2, Byt et
cohérence permet d’obtenir une troisiéme équation.
La méme condition d’auto-cohérence que celle utilisée par Hervé et Zaoui (1993) est utilisée, a

savoir (€ est la boule unité et E° la déformation imposée a l'infini nulle dans ce cas) :
<T1~(s”)>Q = Tr(E°) = 0. (J.100)

D’ou :

<Tr(e")>Q =0= /8Q u' -ndS = 47R% (Bg2+1> . (J.101)
N

D’ot Byy+1 = 0. Le déplacement est nul dans la couche N + 1.
Comme condition d’auto-cohérence, il est aussi naturel de poser :

o,.(r = Ry) = —pb"™. (J.102)
Ainsi :
4uhom om om
7 By 41 — pb"om = —pbhom, (J.103)
N

D’ou Byy1 = 0. Le déplacement est nul dans la couche N + 1. On obtient la méme condition.
Le systéme d’équation & résoudre s’écrit d’aprés (J.99) :

—p 4B 0
JN(RN)-Hy-1-| 3k2 ' 3R3E2 | = < ) : (J.104)
By

Soit L = Jn(RN) - Hy—1. Le systéme (J.104) donne :

" 32 L11 1
By = D B 3—1931312 + L11—4*.‘g . (1.105)
3R3k2
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On a donc :

v Ag 1 4u2 \ Ly 1
A= < o . (J.106)
v~ o\ WL,

Il est désormais possible d’exprimer totalement ’énergie :

"

1 " 1 / )
£ = —gpArRiu, (Ry) = —5p*4r Ry (Ale + —) : (J.107)

Par analogie avec I’équation (J.45), on en déduit un "terme de Biot" du type % :

1 . By
— = Ay 4+ 22 ). 1
Vi 3f1< 2 Ri”) (J.108)

Récapitulatif pour ’énergie totale de (P") Au final, I'énergie totale (J.84) s’écrit :

£ 9 3 1 p?
= _ —khomE2 - homE2 _ bE . J109

avec

k"™ donné par I'équation (F.2)
p™ donné par 'équation (F.5)
b donné par 'équation (J.87)

< donné par I'équation (J.108).

J.2.3 Energie du probléme (PY)

Les équations (J.46) a (J.48) sont toujours valables (en remplacant C. par Cl(z) = C° et w,
par w,(x) = w’ dans chaque phase 7).
Le potentiel W™ (E, p) s’écrit donc :

. 1. . . 1p?
Wi (E,p) = <§E;C§0m :E+p(B-1I):E- 5%) (J.110)

J.2.4 Ecriture de la méthode sécante modifiée

D’aprés I'inéquation (J.81), les conditions d’optimalité par rapport a C’é sont les suivantes pour
2<i<N:

8V(i>+ G, < 1
act  act \2(f;)

Cette inéquation peut se réécrire en :

pOB: E 1 ,0(5)
— — — — = (). J.111
fi oC’ 2(fi ( )

E:Cijom:E>+

i=N i=N
OT(E, py, pe) + 3pe B < inf ( V@ 4 inf < fi{wh(e(v)) — 3p€m(b)>gi)>

Ci>0, 2<i<N \ ‘=5 vek(E) \ i3
i=N ' i=N .
< inf fiVO + inf fi<C’o::E('b)—3p€m(@)> :
Ci>0, 2<i<N \ =5 vek(E) \ i i
(J.112)
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Le tenseur E est un tenseur d’ordre 4 et vaut %é R E.

i=N _
(B, py,pe) + 3peEm < inf (Zfiv@ inf (ZfZCZ >—3p<sm(v>>gi>>
=2

Ci>0, 2<i<N eIC(E

i=N = -
< inf <Z VO 4 Z £C% = EO (4) —3p<6m(ﬂ)>gi>
=2 =2

Ci>0, 2<i<N
(J.113)

Le tenseur E® représente la moyenne volumique de E sur la phase i. Le champ de vitesse 1 est le
champ solution. Les conditions d’optimalité par rapport & C? s’écrivent donc :

Y (%)
B0 - V" (J.114)
oC,
Les conditions d’optimalité par rapport & C? donnent donc en utilisant (J.111) et (J.114) :
= 0 pOB: E 1,0 (i)
E® = — < E:chm . E> — — pt ML J.115
oC;, \2fi fi act 27,7 oC" ( )

La démonstration sur le dual de V® est la méme que celle faite pour V dans le cas du biphasé
(voir les équations (J.55) a (J.57)). Cela permet d’écrire :

_(ﬁ(z‘)). (J.116)

J.2.5 Reécapitulatif pour la méthode sécante modifiée & N phases

Le systéme d’équation a résoudre est le suivant :

IE(Z) 0 < 1 Chom E) p 0B : E 1 28 (%)

— 5P

3@ 2fi fi aci 27 aCi (J.117)
c; = 2% (5o
B}

Lorsque C, vérifie ces deux équations, alors :

O (E, py,pe) < T (E, py, pe), (J.118)

avec :

il 1 1 p?
dtH(E o) = (@) —E.Cchm . E B-1):E—-") —3p.E,, 11
( y Dby D ) Zzz:fv + 2 C'o +p( ) 2 M 3p (J 9)
et :
oo+t . .

DIES B (E,pp,p.) =C"™ . E+p(B—-1)—p.I. (J.120)

Les termes de ces équations doivent étre explicités.
Pour le probléme traité, B et Cgom sont isotropes.
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Les équations (J.64) et (J.65) sont toujours valables (il suffit de remplacer M par €;, 'indice 1 par
I'indice i et (1 — fe) par f;).
Les équations (J.72) a (J.75) sont toujours valables.

Au final, le systéme d’équations & résoudre se réécrit comme ceci :

Entrées : F,, et Eeq;
répéter
Vi(2<i<N):

2 1
+ Arcsinh

i 1 o . <(éeq)2> ; 4<(ém)2> .

((Eeq))q, e
: )2 _l@k‘fz- 2 Laﬂglz' 2 2P ﬁ_ﬁaﬁ.
(Enl D0, = 3 i B+ 5 g oo 35 P, ~ o oy
B i@kfz 1 outtz . 2p . Ob  p? 3% .

(Gl = 7 5o B+ G B B

0 fi " Ouh, 3f; Oul,
jusqu’a convergence sur <(ém)2>ﬂ_ et <(éeq)2>Q,_, Vi(2<i<N);
Sorties : ¥, = 3kuEm +p(b—1) — pe et Xeq = 3,ufZEeq.

Les quantités b et 1/M sont données en (J.87) et en (J.108).
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Annexe K

Démonstration : borne et estimation
elliptiques

Le potentiel ¥g¢ obtenu par Michel et Suquet (1992) et correspondant & la surface de plasticité
(4.77) est utilisé pour décrire le comportement de la matrice (domaine M). Puis une démarche
analogue a celle de Michel et Suquet (1992) est utilisée afin d’obtenir la surface de
plasticité du matériau contenant la deuxiéme population de cavité (porosité f., domaine w,). Le

domaine total est noté V.

n+1

vso(o) = Ky (Ancr%1 + Bagq) 2 (K.1)
n — +oo correspond au cas d’'une matrice rigide plastique parfaite et permet de retrouver le critére
(4.77). L’exposant n est un réel supérieur ou égal a 1. Avec :
£0
K, = K.2
O e ICEEy Ak 2

B=(1+3) (K3)

Pour le modéle de spheére creuse de Michel et Suquet (1992) :

4 0 (n <(fqb)_% - 1)>_”2+nl' -
Loa-pn

Pour la borne non linéaire de Ponte Castaneda (1991) :
9

Le probléme a résoudre s’écrit avec " = o + pe! :

o + pp — pd = 8520 (é) dans la matrice

div(e”) =0 dans V
o' N=0N sur Ow,
u=E x sur JdV,
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d’ott I'on tire ¥ = <0'”>V = X + p.I. Ce probléme se réécrit :

é = —&gic (6" + ppI — p.I) dans la matrice
div(e”) =0 dans V'
o' N=0N sur Owe
uwu=FE x sur OV

Le potentiel macroscopique dual de <I>(E) s’écrit, avec le champ o” solution :
Y (E) = U(X") = (1 - f){bsc(a” +pod — pel)),,- (K.6)

Le potentiel ¥(X") est cherché sous la forme :

n+1

V() = K (1—fe)< . (= ;;) +B(2”>2> c (K.7)

Le but est de déterminer =" L’inégalité de Holder (extension de I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
est utilisée ainsi qu’une borne pour le comportement effectif d’un milieu de méme géométrie que le
milieu non linéaire mais avec des phases élastiques linéaires. Soit o” le champ solution :

n+1

(40 (2024 B (50)") 7 = <<An (o 00— e) + B (01,)°) >M (K.5)

2_]: est la solution lorsque ’exposant vaut 1 (le coefficient n dans A,, n’est pas imposé) : ¥ (2_]:) =
min, (1 — fe) (Ysc (T + pod —pel))

A (S)° + B (Sg)” < (An (ol +po—pe) + B (01,)") (K.9)

L’inégalité de Holder donne :

(<An (o +pp—pe)° + B (Ué'q)2>M) = <<An (o +pb—pe)* + B (Ué'q)2> N

3
ot
=
3
=

L’équation (K.7) fournit alors :

n+l
U(") 2 Kn (1= fo) ((An (0 + 20— p)* + B (o)) )
w1 M (K.11)
Ka(1— f.) <An (=7.)° + B (32.,) )
K.1 Etude du probléme linéaire
Lorsque ’exposant n vaut 1, le potentiel macroscopique est recherché sous la forme :
() = Ki (1 £o) (An (S4,)° + B (2,)°). (K.12)
Il est possible de prendre indifféremment K, ou K; (cf. la remarque K.1).
Le potentiel en contrainte dans la matrice est :
2 2 1 2 1 2
00" = K (A0 (05)+ B (0l)") = g (00) 4 s (01 (113)
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K.2. ECRITURE DU CRITERE

Le probléme a résoudre s’écrit :

e — gd)( "+ ppI — peI) dans la matrice

div(e”) =0 dans V
o' - N=0-N sur Owe
u=E z sur AV,

d’ot1 'on tire X" = <a”> . Le changement de variables 6/ = o” + (py — pe)I = o+ ppI est effectué.
La différence de pression p. — pp est notée p*.

€= gf(a ) dans la matrice
div(e’) =0 dans V
o -N=—p* N surdw,
u=FE sur 9V,

d’ou l'on tire ¥/ = <0' > Une estimation pour le comportement effectif d’un milieu poreux ou la
matrice est élastique linéaire avec des modules de compressibilité et de cisaillement k! et pl est
utilisée. Il s’agit ici de la borne supérieure de Ponte Castatieda et Willis (1995). Le potentiel effectif
s’écrit (voir J.1.2) (c’est une borne supérieure) :

PCW . ¥ C1(p)?
o(E) = E CrViB-pBiB- (K.14)

Le potentiel dual de ® s’écrit :

1 1 1 (p*)?
Ll qrow v v @PCW v Low2 PCW }(P*)z
==-3:5 X +p'B: S, X+ =(p")*B: S, : B+
2 2 2 M
(K.15)
1
\I’(Eﬁ o 5 ( I) SPCW (2/1 D I) —l—p*B SPCW (2/1 *I)
1
n 5( 2B ST . B ¢ 5 p*)? (K.16)
= L(x").
Ainsi : )
A, (2 B (¥ =— L. K.1
< ( *m ) + ( *6(]) ) Kl(l _fe) ( ) ( 7)

K.2 Ecriture du critére

’ L)\ _ (- - 1) L(s") -
w00 (i) = (R )
(K.18)
La surface de charge obtenue s’écrit (n — 400) :
L(Z") = K1(1 — fo)od(1 — f)? (K.19)
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avec :
1 * 1 *
L) =5 (E+pd): SN (S +pd) + "B ST (B4 ) + 507’ B: ST B
L L)
2 M
(K.20)
Or B = bI = (1 - %501 (voir J.1.2), SPOW = Lo g4 A K et L = (b— fo)k (voi
r B = = ( 7 ) (voir J.1.2), S. = gpewJ + g pow et 37 = ( fe)k}, (voir
J.1.2). D’ou :
1 1
LX) = 52  SPCW 4 §(pb)2I : SPCW T 4 ppd : SPCV o3 4 p*pI - SPCW . 3
. 1, 1, 1
+ppubl : SV T+ 5(17 )26°1 - STV T+ 5(29 )*(b - fe)ﬁ
? (K.21)
= —— En+ )2+;(2 )2+; “bY, +p'h +1( *)?p?
- 2]€£)CW m pb 6/.LOPCW eq k(})DCW p m p pb 2 p
1, . 1
—(p")*(b— fo)—.
Les coefficients kI’ CW et ul CW $obtiennent par homogénéisation sur un milieu de coefficients k}

et pl contenant des porosités we (de fraction volumique f) tels que :

K1A(fy) = ﬁ7 A(fp) = limy,— 400 Ap
1

1
o K.22
KIB(fb) = 6ul ( )
C’est & dire :
2 — #
1 .

1 _

Ho 6K1B(fp)

Remarque K.1 (Simplification) Les coefficients k! et ul sont proportionnels a I% Les

produits kaWKl, quWKl, kLK1 et ulKi, ne dépendent pas de Ki

La surface de charge s’écrit (avec K7) :

1 S+ o) 2 1 Seg )
Qk‘OPCWKl(l — fe) (o) 6,&5ch1(1 — fe) (o)

1 P Sm pept,  1(pH)? (p*)? 2
— — e pr— 1— .
TRV~ ) (UobUO Pty t) T K- o O J ==

(K.24)
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Annexe L

Borne supérieure de Hashin et
Shtrikman (1963) dans le cas
bidimensionnel

Dans le cas des cavités cylindriques infiniment longues dans la direction longitudinale (axe
3), a base circulaire dans le plan 1-2 et plongées dans une matrice élastique linéaire isotrope (de
coefficients k! et ul), la borne de Hashin et Shtrikman (1963) donne les cinq coefficients ci-dessous
(cing coefficients sont nécessaires puisque le milieu effectif est isotrope transverse d’axe 3, voir
Gilormini (2001), porosité notée f.) :

s (1= fo)us(3ks + )

O Bub 4 fe(3kL + pd)
ras _ (1= fe)uo(3ks + 115)
o T 0TI
L HS — Je)FoHo 1
E; 77 = TR (1—fe)E, (L.1)
yL HS Bk — 241 — !
6k} +2ul  °
rms _ (1— fe)s
© I+ fe
K = ELH = vk HS ur HS ,uZL HS représentent respectivement le coefficient de compressibilité

plane, le module d’Young longitudinal, le coefficient de Poisson longitudinal, le module de cisaille-
ment transverse et le module de cisaillement longitudinal.
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BIDIMENSIONNEL
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Annexe M

Borne supérieure de Ponte Castaneda et
Willis (1995) dans le cas bidimensionnel

Le cas traité ici correspond aux cavités cylindriques infiniment longues dans la direction lon-
gitudinale (axe 3), a base elliptique dans le plan transverse 1-2 (de rapport de forme w) et dont
les orientations et les centres sont tirés aléatoirement dans le plan 1-2 (distribution isotrope des
centres et orientations équiprobables dans le plan 1-2). Ces cavités sont plongées dans une matrice
élastique linéaire isotrope (de coefficients k! et ul, tenseur de raideur noté Cé) La borne supérieure
de Ponte Castaneda et Willis (1995) donne 'expression ci-dessous (cing coefficients sont nécessaires
puisque le milieu effectif est isotrope transverse d’axe 3; la porosité est notée f.). La moyenne du

. _1\—1
tenseur du quatriéme ordre (PZ — (C})) 1) sur toutes les orientations dans le plan transverse

1-2 est donnée par I'intermédiaire de la projection de ce tenseur dans la base d’isotropie transverse
(projection notée Pjso) dont les éléments sont donnés dans Suquet et Bornert (2001).

_ —1
CfCW = Ci‘i’fe |:ID_fePisotr |:(13Z - (Ci)_l) 1:| :Pd:|

avec :
o P4 = g4 (ké, plw = 1) : (Ci)_l, le tenseur de Hill relatif & la distribution des centres des
ellipses dans le plan transverse,
o P = S’; (ké,ué,w) : (Ci)_l, le tenseur de Hill relatif a la forme elliptique dans le plan
transverse.
Le tenseur S, (k‘;, ul, w) est le tenseur d’Eshelby pour une inclusion cylindrique (& base elliptique
dans le plan transverse) dans un milieu infini composé de la matrice de coefficients k) et ul (voir
I'expression de ce tenseur dans Mura (1987)). Les résultats sont :

KPOW _ (2w — fo(1+w?)) pb(3kd + 1)
° 6wl + fo(1+ w?)(3kL + pb)

I POW (4w — fe(1 4+ w)?)ul(3k, + 1)

’ Aw(3k} + pb) + fe(1+ w)?(3k} + Tul)
ELPCW—M_(I_f)El (MQ)
? B 13193 +1u§ B /o :
YL POW _ 3ko — 21, _ y)

6k} +2p}

L POW _ (4w — fo(1+w)?)
° 4w + fe(1+w)?
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ANNEXE M. BORNE SUPERIEURE DE PONTE CASTANEDA ET WILLIS (1995) DANS LE CAS
BIDIMENSIONNEL

Lorque w = 1, la borne supérieure de Hashin et Shtrikman (1963) est retrouvée.

Le rapport de forme des cavités, w, est défini comme le rapport aj/by, ot aj désigne la demi-
longueur du petit axe et b; désigne la demi-longueur du grand axe. La porosité f. est définie telle
que :

N,
fe 7Ta1b1h|V|, (M3)
ou V est le domaine total, IV, est le nombre de fissures dans V' et h est la longueur du domaine total
selon 3. Le cas des fissures est traité en faisant tendre a; vers 0. Le rapport f./w reste constant et
est noté a. :
o — 7(b1)2hN,
‘ vl

Cette définition de . est analogue a celle utilisée par Ponte Castaneda et Willis (1995) dans le cas
des cavités ellipsoidales. Lorsque ¢ vers 0 (cas des fissures), les coefficients suivants sont obtenus :

(M.4)

KPCW _ (2 — ac)ug(3ky + p15)
° 3klae + (6 + ac)pd

I POW _ (4 — ) g (3K + 1)
° 31@&]{% 41— ae) + (4 + Tae)pd
9k,
EL POW — m = E! (M.5)
o 0.
L pow _ ko =21ty _
° 6kl +2uk ©
L PCW _ (4 — ac)uy
° (4+ o)
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Annexe N

Estimation auto-cohérente de Hervé et
Zaoui (1995) dans le cas bidimensionnel

Hervé et Zaoui (1995) étudient une inclusion cylindrique entourée de N —1 couches concentriques
cylindriques (la derniére couche est de rayon Ry, voir F1G. F.1). La couche N + 1 est infinie. Le
chargement est appliqué & l'infini soit en condition de déformation homogéne au bord soit en
condition de contrainte homogéne au bord. Toutes les phases sont élastiques linéaires et isotropes
transverses de méme axe que les cylindres.

Afin de déterminer les coefficients K'om EL hom o 1] , un chargement normal longitudinal
et hydrostatique dans le plan transverse est utilisé. Afin de déterminer le coefficient ul hom un
cisaillement dans le plan transverse est utilisé. Les champs de déplacement utilisés ne sont pas
précisés ici. Les modules effectifs sont obtenus par une approche auto-cohérente : la phase N +1 est
caractérisée par les modules recherchés. Dans le cas de la condition de déformation homogéne au
bord, la condition d’auto-cohérence utilisée traduit le fait que la déformation appliquée & l'infinie
est égale & la déformation moyenne sur le cylindre de rayon Ry .

Les coefficients de chaque phase i (1 <i < N) sont notés K, EL ¢ vEi iy Le

Les résultats sont :

L hom

ENR3,QY Y ) TNR2 QY
N —
RJZVle + N—1Q21

hom __
K)o =

Egzhom: ZZRZ R
RNzl

_cN Rz _2KNR2 ( )+2 TNRZ M(N) . 4
<C011+Cé12Q(Z Y ( A 5 Fo - 2 +2Cé12M1Z)
KNQl RN NQ RN 1

(N.2)
om N om N
VLhom:2R2 (KN Kh )M( )_2R12\7 1(#TN+Kh )M( )+R20012 (N?))
¢ 2Khom R
avec
1 0
0O — ( Lo ) (N.4)
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ANNEXE N. ESTIMATION AUTO-COHERENTE DE HERVE ET ZAOUI (1995) DANS LE CAS

BIDIMENSIONNEL
Pour 1<k <N :
j=1
o Z T NO (N.5)
T k+1 ko B, Tkl _ Tk
N 1 po " KY =t (g =g F) N6)
pE SRR g o gh M (e gt |
MO ( ! > (N.7)
ClL,—C2 1
M(2) _ 012 012 N.
20 T A \ 1 )
pour 1l <k <N :
k i=k—1 i ; j=it1
M(k—i—l) _ C'012 Cofgl ( 1 ) + Z 012 Coirzl H N(j) . ( 1 ) (N_g)
2 (Mép Ry K!f“) -1 =1 2 (Mép 1y Ké“) =k -1

Le coefficient p! hom et 1a solution positive et plus petite que le plus grand des pl ¥ de 'équation

du second ordre suivante :

2
ur
Al —=— +2B< >+C’—0 N.10
(uoTN> pd (N-10)

avec (
(3 — 4V )(Za + Z32) — (3 — 4y, )2213 + Zag + Za3 — 3213 — 3212

Bet C de&gnent dans cette annexe seulement) :
[ ] =

A,
A
e B ( )(Z41 + Zgg) (3 4V )Zlg - (Z42 + Zy3 — 3213 — 3212)
o C=1"Zp + Z43 —3Z13 — 3Z12 - (Z41 -I- Z3o + Z13)
Zag
QW

Q Qﬁqfl QB4 Qal avecl§a§4et1§ﬁ§4.

° Hjl

01‘11§2<N—1

% 2(=pi) Z(1=p) 0
NGO 1 2qz bi gjci 2q2 di  qi(pi—1) (N.11)
A1 —vigr) | =3¢7(1 - pi) 0 giai  q;(1—p)

et dans cette annexe seulement, on note :

o a=pi+(B-4))

o bi=(3—2v)) +pi(2v5" —3)

o ¢;=1+p;(3—4ith)

o d;i =2vl — 1+ p;(1— 205+
_ HoTi

® D = MoT i1

* %= R?jl

o ! = 0223

o 03234_0222
C" est le tenseur de raideur de la phase i dont les coefficients utilisés dans les équations ci-dessus
s’écrivent :

o Copp =20y 'K}
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i _ 1L L i\2 178
° C(0'11 - Eq +$('Vo ) Ko
(3 — (A KA
o Copp =Ko+ Ho
(A _ (3 i
i 023 — Ko — Mo
Remarque : dans le cas traité ici, les couches entourant la cavité sont isotropes et non isotropes

transverses. Seuls un coefficient de compressibilité £ et un module de cisaillement p! sont neces-

saires pour chaque couche. Il est rappelé que dans ce cas k! = K’ — %3’ et que p! = ug i = MZ B

Déformation hydrostatique de la cavité Le but de cette partie est de déterminer le terme
(Tr(g)),, nécessaire a 'expression de la loi d’évolution de f. dans le modéle élastoplastique endom-
mageable. Le travail de Hervé et Zaoui (1995) est repris. D’aprés ces auteurs :

M_EHMUWLU
fe<Tr(5)>we = fe E33+2< 2 (N(;)(3 : >>

o (VHD )
= fe| (1= x| B33 + =ty (B11 + Ea2) (N.12)
Qll Qll
= b1 E33 + by (B + Eo)
=B:FE,
avec . (N+1)
2M
by = f. (1 — %) , (N.13)
Q1
1
Q11
et : ,
by=1-b, 0 0
B-= 0 by 0 . (N.15)
0 0 by=1-0

Q@ est défini en N.5 et N.6.
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ANNEXE N. ESTIMATION AUTO-COHERENTE DE HERVE ET ZAOUI (1995) DANS LE CAS
BIDIMENSIONNEL
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Annexe O

Energie élastique d’un milieu élastique
linéaire isotrope transverse

Un tenseur de raideur C isotrope transverse d’axe 3 peut s’écrire, en notations 66, de la facon
suivante :

B+6 B4
5 7 oz 000
B0 B+ v g 0 0
2 2 2
. .
c=| v v « 000 (0.1)
0 0 0 6 00
0 0 0 04 0
0 0 0 0 0 9
Les tenseurs de contrainte et de déformation peuvent s’écrire sous forme vectorielle :
o11 €11
0922 €22
033 €33
o = s E = . 02
\/50'23 \/5523 ( )
V2013 V2e13
\/50’ 12 \/5612
En déformations planes généralisées, le tenseur € s’écrit :
€11
€22
- €33
€= 0 (0.3)
0
\/5612
D’ou : s s
11 Tlen + F5lem + Joem
022 @611 + @622 + %533
o — 733 —C.e— %611 + %622 + aess 7 (0.4)
V20733 0
V2013 0
V20 12 5\/5512
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ANNEXE O. ENERGIE ELASTIQUE D’UN MILIEU ELASTIQUE LINEAIRE ISOTROPE TRANSVERSE

e:C:e = @6%1 + @6%2 + s + 11622 (B — 6) + €33811V/ 2y + £33622V/27 + 26¢2,

D
= g (e11 + 622)2 + a5§3 + 26 <6%2 + % (€92 — 611)2> + V27 (€11 + €22) €33. (0.5)
En notant :
® ¢, =¢€11 + €2,
® &n = £33,
o, = 2\/6%2 + % (622 — 611)2,
on a : 1 1 ﬁ 6
€ C:e= 3 (5512, + ag? + 575 + \/§’y€pan> . (0.6)

K, EF vE 4T, pl représentent respectivement le coefficient de compressibilité plane, le module
d’Young longitudinal, le coefficient de Poisson longitudinal, le module de cisaillement transverse et
le module de cisaillement longitudinal (cing coefficients matériaux sont nécessaires pour un milieu
élastique linéaire isotrope transverse). En utilisant les relations suivantes (notations de Suquet et
Bornert (2001)) :

o 3=2K
o a=El+4(v")’ K
o v=2VWlK
o 5 =2u"
o & =2ut,
I’énergie élastique s’écrit :
%s Cie= % (st, + (EL +4(vh)? K) &2 + 12 + 41/LKspsn> . (0.7)

226



Annexe P

Porosités "équivalentes", cas
bidimensionnel

T
Les porosités équivalentes fSK et fi sont utilisées a la section 7.1 pour traiter le cas des cavités
a bases elliptiques dans le plan transverse & partir du cas des cavités & bases circulaires dans le
plan transverse.
. . P T L .
Dans le cas des bases elliptiques, les porosités fX et fi' s’écrivent :

sz — (l_fe)fe(1+w2) (P.l)

2w—few2_fe ’

T fe (fe(1+w)? =201 + w?)) (P2)
s —dw + fo(1+w)? '
Lorsque ces bases sont des fissures, les porosités fX et f& " se mettent sous la forme :

K Oc

_ P.3

fS 2 _ ac7 ( )
2c

A P.4

fs 4 _ OZC ( )
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ANNEXE P. POROSITES "EQUIVALENTES", CAS BIDIMENSIONNEL
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Annexe Q

Microstructures utilisées pour les
simulations numériques avec modéle de
zone cohésive

Cette Annexe présente les microstructures utilisées pour les simulations numériques présentés

en 7.3.3.

(a) (b)

F1Gc. Q.1 — Microstructures utilisées pour les calculs a 33 préfissures (a) et 40 préfissures (b) exposés
en 7.3.3. Les préfissures sont situées sur les joints de grains (en blanc).
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ANNEXE Q. MICROSTRUCTURES UTILISEES POUR LES SIMULATIONS NUMERIQUES AVEC
MODELE DE ZONE COHESIVE

Fic. Q.2 — Microstructures utilisées pour les calculs a 12 préfissures exposés en 7.3.3. Les préfissures
sont situées sur les joints de grains (en blanc).
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Fi1G. Q.3 — Microstructures utilisées pour les calculs a 25 préfissures exposés en 7.5.5. Les préfissures
sont situées sur les joints de grains (en blanc).
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ANNEXE Q. MICROSTRUCTURES UTILISEES POUR LES SIMULATIONS NUMERIQUES AVEC
MODELE DE ZONE COHESIVE
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Modélisation micromécanique de la croissance et de la percolation de pores sous
pression dans une matrice céramique a haute température

Résumé : Ce travail vise & la construction d’'un modéle élastoplastique endommageable pour une
céramique poreuse & deux populations de pores saturés : le combustible nucléaire d’oxyde d’uranium
fortement irradié et a4 haute température. La démarche suivie consiste en une approche multi-échelle
basée sur ’hypothése de séparation des échelles entre les deux populations de cavités (pores intragra-
nulaires sphériques et pores intergranulaires ellipsoidaux) et sur celle de l'isotropie macroscopique.
Le modé¢le élastoplastique endommageable proposé traite séparément de 1’élasticité, de la surface
de plasticité et de I’évolution des paramétres internes du modéle avec le chargement. La prise en
compte de pressions différentes dans chaque population de cavités est effectuée pour les trois régimes
élasticité-plasticité-endommagement.

Le modéle développé pour le comportement élastique prend en compte les deux populations de cavité,
leur morphologie, leur distribution et les pressions internes qui y régnent (par l'intermédiaire de
tenseurs de Biot aux deux échelles).

Le critére de plasticité proposé s’appuie sur des méthodes d’homogénéisation pour comportements non
linéaires. A I’échelle du grain, la premiére population de cavité est prise en compte par I'intermédiaire
d’un critére de plasticité de type Gurson-Tvergaard-Needleman. A I’échelle d’une collection de grains,
la présence d’une deuxiéme population de cavité au sein d’'une matrice compressible donne lieu au dé-
veloppement de nouvelles bornes supérieures et d’estimations pertinentes pour la surface de plasticité
effective. Ces modéles sont dépendants de la morphologie et de la distribution des cavités. Dans le cas
des cavités drainées, une estimation analytique, basée sur ’écriture du principe variationnel classique
avec un champ de vitesse compressible et une moyenne sur les orientations équiprobables, est dévelop-
pée. Dans le cas saturé, une autre estimation, basée sur I’approche variationnelle de Ponte Castafieda
(1991) avec un composite linéaire de comparaison & N phases est proposée. Ces modéles sont com-
parés & des simulations numériques par éléments finis et & des simulations numériques utilisant la
méthode de la transformée de Fourier rapide (méthode FFT).

Les lois d’évolution du modéle élastoplastique retenu (I’estimation N phases) sont établies sur des
hypotheses de conservation moyenne des morphologies des cavités. Un enrichissement a posteriori de
la loi d’évolution de la porosité & la deuxiéme échelle est réalisé par l'intermédiaire de simulations
numériques qui sont relatives au matériau d’étude. Ces simulations numériques permettent d’étudier
la coalescence des bulles de la deuxiéme échelle (le terme de percolation est assimilé ici au phénoméne
de coalescence) et mettent en ceuvre une méthode d’éléments finis volumiques/cohésifs sur des cellules
de Voronoi périodiques.

Mots-clefs : Milieux poreux, oxyde d’uranium, combustible, homogénéisation, approche multi-
échelle, élasticité, plasticité, endommagement, critére de Gurson, approches variationnelles, cavités
ellipsoidales, fissures, éléments finis, transformée de Fourier rapide, zones cohésives, cellules de Voro-
noi.



