
HAL Id: tel-00522656
https://theses.hal.science/tel-00522656

Submitted on 1 Oct 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Ballottement des Liquides avec Tension Superficielle :
Etudes Statique et Dynamique

Mahdi El-Kamali

To cite this version:
Mahdi El-Kamali. Ballottement des Liquides avec Tension Superficielle : Etudes Statique et Dy-
namique. Mécanique [physics.med-ph]. Conservatoire national des arts et metiers - CNAM, 2010.
Français. �NNT : �. �tel-00522656�

https://theses.hal.science/tel-00522656
https://hal.archives-ouvertes.fr


Conservatoire National des Arts et Métiers Chaire de Mécanique - ED415
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Directeur de thèse : R. Ohayon, Professeur, Conservatoire National des Arts et Métiers
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6.2.3 Cas d’un réservoir sphérique avec θ = 5◦ . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Introduction générale

L’étude de l’interaction entre une structure et le liquide interne suscite un intérêt grandissant
auprès des industriels (industrie aéronautique et spatiale, constructeurs automobiles, industrie
navale, nucléaire, etc). En effet, les mouvements des liquides internes embarqués (en général le
carburant, mais aussi les liquides de refroidissement, ou tout simplement une cargaison liquide)
peuvent avoir un impact non négligeable sur le comportement vibratoire ou vibroacoustique, ainsi
que sur la stabilité dynamique de l’engin (satellite, lanceur, avion, pétrolier, camion-citerne, etc).
On pourra commencer par citer, à titre d’exemple, l’ouvrage de R. A. Ibrahim [50] traitant des
aspects généraux du problème de ballottement.

Le but dans cette thèse est d’étudier ces mouvements de liquides internes dans un environ-
nement à faible gravité ou en microgravité, et cela pour des applications spatiales. En effet, les
satellites, les sondes spatiales ou la Station Spatiale Internationale (SSI), contiennent souvent
une très grande quantité de liquides. Les mouvements de ces derniers influencent surtout la
stabilité dynamique du véhicule et peuvent perturber sa trajectoire : plusieurs incidents plus ou
moins graves ont été reportés, pouvant causer un retard dans une mission (plus d’un an de retard
pour la sonde NEAR Shoemaker) ou aller jusqu’à la perte de satellite (ATS-5). Les mouvements
des liquides internes, s’ils sont mal mâıtrisés, peuvent aussi compliquer certaines manœuvres
critiques nécessitant une grande précision (alunissage d’Apollo 11, réorientation d’un satellite,
arrimage d’une navette à la SSI, etc), ou bien limiter l’efficacité des dispositifs de contrôle vi-
bratoire lors de certaines expériences menées en orbite (dans une navette spatiale ou sur la SSI)
qui nécessitent de maintenir les plates-formes à un niveau d’accélération très faible.

Le problème de ballottement des liquides au sein de réservoirs dans un environnement de
faible gravité ou en microgravité a fait l’objet de beaucoup d’investigations, et cela depuis le
début de la conquète spatiale. On pourra se réfèrer à la fameuse synthèse de la NASA, faite par
H. N. Abramson et ses collaborateurs [1] (une version actualisée par F. T. Dodge [29] est aussi
disponible), et aux références [30, 20, 23, 76, 88, 64], ainsi qu’à l’ouvrage précurseur de N. N.
Möıseyev et V. V. Rumyantsev [61], suivi dans les années quatre-vingts par différents travaux
dans le monde académique et industriel [71, 63].

Plus récemment, différentes missions dédiées à l’étude du ballottement des liquides en mi-
crogravité ont été menées, entre autres à la NASA, avec les investigations de H. A. Snyder [86]
et les programmes tels que LOWGSLOSH, et en Europe, avec le lancement en 2005 du satellite
SloshSat FLEVO (Facility for Liquid Experimentation and Verification in Orbit) [60] dont le
rôle fut de valider des simulations numériques de mouvements de liquides en microgravité. Ce
sujet est toujours d’actualité au sein de l’industrie spatiale, puisque des études actives continuent
d’être menées dans ce domaine, notamment par les constructeurs et les exploitants de satellites
[70, 98, 95, 90].

Un grand nombre de travaux dans le domaine du ballottement se fait avec une approche
“mécanique des fluides” en formulation eulérienne. Cette approche est particulièrement adaptée
à la simulation des fluides en écoulement pour lesquels l’inconnue naturelle pour le fluide est sa
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Introduction générale

vitesse en tout point du domaine fluide, supposé connu. Cependant dans certains cas, l’espace
occupé par le fluide est une inconnue du problème : par exemple dans le cas d’un fluide avec
surface libre. L’approche eulérienne standard doit alors être adaptée pour pouvoir tenir compte
des déformations du domaine fluide. On distingue alors principalement deux types de méthodes
qui correspondent à deux façons différentes de suivre les évolutions de la surface libre. La première
consiste à “traquer” la surface libre (surface tracking) : pour cela, la surface libre est considérée
comme n’importe quel autre bord du domaine et est donc maillée comme l’ensemble du domaine
fluide et de ses contours. Le mouvement de la surface libre est obtenu au travers du calcul de
la déformation du maillage fluide par une approche lagrangienne. Une approche eulérienne est
par contre conservée pour représenter le mouvement du fluide par rapport à ce maillage déformé
[59, 16, 28]. Cette méthode, appelée ALE (Arbitrary Lagrange Euler) [31], trouve ses limites
dès que les déformations de la surface libre sont importantes car la qualité du maillage fluide
se dégrade alors rapidement. Bien qu’on puisse limiter cet effet en effectuant des remaillages
[92, 67], on ne pourra pas représenter avec cette méthode des changements de topologie du
domaine fluide tels que des séparations de gouttes, des vagues cassantes (breaking waves), etc.
Pour traiter ces cas, plus complexes, une deuxième approche consiste à “recapturer” (c’est-à-dire
à reconstruire) la surface libre du liquide à chaque étape de la simulation (surface capturing).
Plusieurs méthodes utilisent ce principe, dont la méthode MAC (Marker And Cell) [96], la
méthode Level Set (LS) [69] et la méthode VOF (Volume Of Fluid) [47] qui semble être la
plus utilisée [60, 17]. Dans cette dernière, l’ensemble du domaine susceptible d’être occupé par
le fluide est maillé et, par une approche eulérienne, on détermine la fraction volumique de
liquide dans chacune des cellules de ce maillage. La méthode de Youngs [97] est ensuite utilisée
pour reconstruire la surface libre du liquide à partir de cette information. En plus d’être très
coûteuses en temps de calcul (en particulier pour des problèmes tri-dimensionnels), ces méthodes
fournissent une description géométrique assez peu précise de la surface libre et, par conséquent,
une estimation peu fiable de sa courbure.

Quand il s’agit de prendre en compte les effets de la tension superficielle (qui sont propor-
tionnels à la courbure de la surface libre), les méthodes de surface capturing sont donc pénalisées
[91]. De plus, la surface libre du liquide n’étant pas une frontière du domaine, les forces de ten-
sion superficielle ne peuvent pas être intégrées dans le modèle comme une condition aux limites
en effort surfacique. On couple alors à l’approche VOF, la méthode CSF (Continuum Surface
Force) [13, 51] pour modéliser la tension de surface localisée à l’interface par une force volu-
mique équivalente agissant sur les éléments appartenant à un domaine de transition d’épaisseur
finie, défini autour de l’interface [93]. Dans le cas d’une approche Level Set, on utilise plutôt la
méthode GFM (Ghost Fluid Method) [37] pour modéliser les forces de tension de surface car
cette méthode utilise la notion de distance à l’interface qui est naturellement disponible dans
l’approche LS [40]. La méthode LS+GFM est en général plus précise que la méthode VOF+CSF,
mais la condition de conservation de masse est plus délicate à imposer. Pour finir, on peut noter
que certains travaux récents visent à améliorer la méthode VOF en introduisant un aspect la-
grangien dans la détermination de la surface libre (méthode CLEAR-VOF, pour Computational
Lagrangian-Eulerian Advection Remap) et en effectuant un lissage de la surface libre obtenue
[93]. D’autre part, notons qu’il est possible de coupler les deux approches pour tirer parti des
avantages de chacune. Ainsi Aquelet et al. proposent d’utiliser la formulation ALE pour décrire
le mouvement du réservoir, couplée à une méthode VOF pour décrire l’évolution du liquide à
l’intérieur de celui-ci [2].

Il est clair d’après ce descriptif que la paramétrisation lagrangienne (surface tracking) est plus
adaptée pour un problème avec tension superficielle, surtout dans les cas où les déformations
ne sont pas trop importantes [73, 16]. Ainsi, pour étudier les vibrations non linéaires d’une
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goutte d’eau, Perić et al. ont utilisé dans un premier temps une méthode ALE [28]. Cependant,
pour décrire un liquide sans écoulement, oscillant autour d’une position d’équilibre, la variable
naturelle n’est pas sa vitesse mais plutôt son déplacement et, au même titre que la structure, le
liquide peut être décrit par une formulation lagrangienne [72]. Dans leurs travaux récents, Perić
et al. ont ainsi opté pour une formulation complètement lagrangienne du problème [74, 75].

Les approches décrites ci-dessus entrâınent une résolution dans le domaine temporel qui
est en général coûteuse en temps de calcul, surtout pour les cas tridimensionnels. De plus,
les réponses obtenues sont liées aux excitations imposées au système, ce qui ne permet pas
d’avoir une connaissance “intrinsèque” du système et rend cette approche peu adaptée pour le
prédimensionnement. L’approche qui sera adoptée ici est du type “réponse modale” du système,
qui convient bien pour traiter les problèmes de résonance dynamique, stabilité, bruit, etc. Cette
thèse s’inscrit donc dans la continuité des développements menés à l’ONERA par J.-S. Schotté
[77] sur la thématique de l’interaction liquide-structure, et basés sur les travaux de H. J.-P.
Morand et R. Ohayon [62].

Les résultats récents du programme SloshSat [60] montrent que l’effet de la capillarité sur
le mouvement du liquide est beaucoup plus sensible dans le cas du ballottement d’amplitude
modérée. Puisqu’on s’intéresse aux vibrations de faibles amplitudes du système, notre étude
tiendra donc compte du phénomème de capillarité. Les mouvements de ballottement de liquide
se font autour de sa position d’équilibre, c’est pour cela que la première partie de cette thèse
traitera le problème de recherche de la position d’équilibre statique du liquide au sein d’un
réservoir de forme quelconque 3D. La seconde partie est dédiée au problème dynamique, linéarisé
au voisinage de cette position d’équilibre. Les travaux de la première partie ont déjà fait l’objet
de présentations dans deux congrés [34, 35] ainsi que d’un article [36], alors que ceux de la
deuxième partie donneront lieu, dans un futur proche, à un second article.
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Préliminaire :. Introduction à la tension superficielle

0.1 Énergie d’interface

Schématiquement, un matériau condensé (comme un cristal ou un liquide) peut être vu
comme un agglomérat de particules (atomes ou molécules). La cohésion du milieu vient du fait
qu’à chaque fois que deux particules sont accolées, on «gagne» 1 une énergie égale au potentiel
d’interaction attractive entre particules.

Pour créer une interface S entre le corps et le milieu environnant (l’air par exemple), on doit
fournir l’équivalent de cette énergie de cohésion, pour chaque couple d’atomes sérapés (modèle
des liaisons coupées [84]). On appelle énergie d’interface ES l’énergie correspondant à la création
de S , et elle sera donc proportionnelle au nombre de particules sur la surface :

ES = k1NS (0.1)

où NS est le nombre de particules à la surface et k1 un coefficient positif de proportionnalité,
homogène à une énergie, et qui dépend des deux milieux mis en jeu.

D’autre part, puisque le matériau est considéré homogène, le nombre d’atomes à la surface
de S sera proportionnel à l’aire AS de celle-ci, on a alors :

NS = k2AS (0.2)

où k2 est un réel strictement positif, dont l’inverse est homogène à une surface. On a alors :

ES = σS AS (0.3)

avec σS = k1 k2, énergie par unité de surface (densité surfacique d’énergie de surface).
Ces considérations peuvent être généralisées à toute interface entre deux milieux (a) et (b)

dont, au moins un, est condensé et on a alors :

EΣab
= σab AΣab

(0.4)

où Σab est l’interface d’aire AΣab
entre ces deux milieux et σab le coefficient d’énergie d’interface

entre eux.
On retiendra donc qu’on associe à une interface entre deux milieux une énergie potentielle

surfacique d’interface, proportionnelle à l’aire de celle-ci. Pour les concepts de base liés à la
tension de surface, on pourra se réferer aux travaux de L. D. Landau and E. M. Lifshitz [56]
(Chap. 7).

0.2 Ordres de grandeurs

Pour un liquide peu cohésif comme une huile volatile, σ ≈ 20mJ/m2. L’eau, plus cohésive à
cause des liaisons hydrogène, a une densité surfacique d’énergie plus élevée : elle vaut 72mJ/m2

à 20◦C. Condensé par des liaisons fortes, le mercure a une densité surfacique d’énergie encore
plus élevée de l’ordre de 500mJ/m2.

Sur terre, la présence de l’énergie potentielle de pesanteur nous amène souvent à négliger
l’énergie potentielle d’interface car l’intensité de cette dernière est beaucoup plus faible, cepen-
dant, deux situations peuvent faire pencher la balance en faveur de l’énergie d’interface :

La première situation est quand la gravité diminue, par exemple en orbite. Cette situation
concerne essentiellement les satellites et les stations spatiales car ils contiennent souvent de

1. Gagner de l’énergie signifie ici que le système diminue son énergie potentielle.
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0.3. Tension superficielle

grandes quantités de liquides (carburant, liquides de refroidissement, etc). Puisque l’énergie
potentielle de pesanteur est proportionnelle à l’intensité du champ de gravité, elle tend donc
naturellement vers zéro alors que l’énergie d’interface reste la même, et de ce fait devient l’énergie
prépondérante.

La deuxième situation est bien plus facile à observer car elle se manifeste sur terre. En effet,
pour les domaines liquides de petites dimensions (à partir de quelques millimètres), l’énergie
d’interface devient non négligeable, voire dominante, comparée à l’énergie de pesanteur, et c’est
cela qui donne, par exemple, à une goûtte d’eau sa forme sphérique. Ce comportement se justifie
par le fait que les énergies d’interfaces sont proportionnelles aux aires des interfaces du domaine
liquide, alors que l’énergie de pesanteur est proportionnelle au volume de ce dernier. Comme la
fonction L3 (volume) tend plus rapidement vers zéro que L2 (surface) quand L→ 0 (L désigne
la longueur caractéristique du domaine), l’influence des deux contributions sur la physique du
problème sera fonction de la dimension spatiale de l’échantillon. Afin de quantifier le degré
de contribution de ces deux énergies potentielles, on a l’habitude d’introduire en mécanique des
fluides, pour une interface S donnée d’un domaine liquide, un paramètre adimensionné B, appelé
nombre de Bond, défini par :

B =
ρ g L2

σS
=
L2

l2c
avec lc =

√
σS
ρ g

(0.5)

où ρ et la densité du liquide, g l’intensité du champ de pesanteur, et σS la densité d’énergie
d’interface. lc est ce qu’on appelle la longueur capillaire. En milieu borné par un récipient de
forme géométrique complexe, la définition d’une longueur caractéristique L devient difficile, c’est
pour cette raison qu’on préfère ne pas utiliser ce paramètre B dans le reste de cette étude, et
continuer à utiliser ρ, g et σS pour caractériser le système.

0.3 Tension superficielle

Nous allons établir l’existence d’une densité surfacique de force, tangentielle à l’interface,
appelée tension de surface, qui est directement associée à la densité d’énergie de surface que l’on
vient de présenter.

On considère pour cela une lame mince Σ d’eau savonneuse fixée sur un cadre en fil de fer
dont un des côtés est mobile (voir Figure 0.1). Le travail nécessaire pour augmenter les deux
faces de la lame d’eau savonneuse d’une quantité dΣ est égal, d’après (0.3), à :

dW = 2σ dΣ (0.6)

L’augmentation d’aire des côtés du volume de la pellicule savonneuse est évidemment négligeable
face à l’augmentation d’aire des deux faces principales. Chacune des deux faces de la lame d’eau
savonneuse va exercer sur le fil de fer une force de rappel f et va donc se comporter comme une
membrane élastique. Le travail nécessaire pour déplacer le côté mobile d’une distance dx peut
donc également s’écrire :

dW = 2 f dx = 2 ς l dx (0.7)

où ς est la tension superficielle exprimée en Nm−1. Comme dΣ = l dx, d’après ces deux dernières
expressions on a :

σ = ς (0.8)
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Préliminaire :. Introduction à la tension superficielle
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Figure 0.1 – Expérience de la lame d’eau savonneuse

Cette relation explique pourquoi par la suite on pourra confondre densité d’énergie de surface
et tension superficielle.

Pour toute la suite, on notera par σL le cœfficient de tension superficielle entre le liquide et
le solide, σG celui de l’interface entre le gaz et le solide et σ celui de l’interface entre le liquide et
le gaz.

0.4 Ménisque en présence de 3 milieux et angle de contact

0.4.1 Courbure de l’interface
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θ
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Figure 0.2 – Interface entre trois milieux

Quand on est en présence de trois milieux (par exemple, un solide S, un liquide L et un
gaz G) trois énergies d’interfaces entrent en jeu. Le système cherchant à minimiser son énergie
potentielle totale, il aura tendance à se mettre dans une configuration permettant de réduire au
maximum l’aire de la surface entre les milieux dont l’énergie d’interface est la plus importante :
l’interface fluide (G/L) est donc suceptible de se courber (voir Figure 0.2).

Ainsi par exemple, en remarquant que l’énergie d’interface du couple verre/air est plus im-
portante que celle du couple verre/eau, on peut expliquer la formation d’un ménisque dans un
tube à essai rempli d’eau (voir Figure 0.2a) : le système cherche à minimiser l’interface verre/air,
même au prix d’une augmentation de la surface verre/eau et eau/air, ainsi que de l’énergie po-
tentielle de pesanteur. Au contraire, dans le cas d’un tube en verre rempli de mercure, on pourra
remarquer que le ménisque ne se forme pas en se creusant côté mercure, mais côté air. L’énergie
d’interface du couple verre/mercure étant la plus élevée, le système veut minimiser l’interface
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0.4. Ménisque en présence de 3 milieux et angle de contact

entre le verre et le mercure, même au prix d’une augmentation des autres énergies (voir Figure
0.2b).

0.4.2 Angle de contact

Gσ

νΓ

Σn

νΣ

L

θ

L

S

G

Γ

γ

σ

σ

Figure 0.3 – Équilibre des tensions superficielles au bord de Γ

Si on se place sur le bord γ de Γ (ligne de contact entre les trois milieux, voir Figure 0.3),
l’équation traduisant la somme des forces qui s’exercent sur un élément du bord dγ (de masse
nulle) s’écrit :

σG dγ νΣ − σL dγ νΣ − σ dγ νΓ + fΣnΣ = 0 (0.9)

où νΣ et νΓ sont les vecteurs unitaires orthogonaux à γ et tangents aux interfaces liquide/solide et
liquide/gaz respectivement et où nΣ est la normale unitaire au récipient (voir Figure 0.3). Quant
à fΣnΣ, elle représente la force de contact appliquée par le réservoir sur dγ, perpendiculaire au
réservoir car on suppose que le liquide glisse parfaitement sur le solide.

La projection de l’équation (0.9) sur le plan tangent au réservoir (S) donne :

σG − σL − σ cos(θ) = 0 (0.10)

Ainsi, on peut trouver la valeur de l’angle θ que fait la surface libre du liquide avec le réservoir :

cos(θ) =
σG − σL
σ

(0.11)

Cette condition limite s’appelle condition d’angle de contact valable en statique (à l’équilibre)
et en dynamique (au cours du mouvement) si on suppose que le glissement du liquide sur le solide
est parfait. Elle montre que l’angle de contact du ménisque avec le récipient, ne dépend que de
la nature des trois corps mis en jeu.

5



Préliminaire :. Introduction à la tension superficielle

0.5 Saut de pression à l’interface

Considérons un système composé d’un réservoir S contenant un liquide L présentant une
surface libre Γ. L’espace restant du réservoir sera rempli d’un gaz G (voir Figure 0.4). On va

S

L

G

Γ

Figure 0.4 – Milieux considerés

démontrer dans cette partie l’existence d’un saut de pression au niveau de l’interface Γ (entre le
liquide et le gaz) dû à la courbure de celle-ci.

0.5.1 Première approche : équilibre des forces

Du fait de la courbure de la surface, les efforts résultant de la tension superficielle ne sont
pas compris dans un plan. Ainsi, leur résultante selon la normale à la surface est non nulle. Pour
assurer l’équilibre des forces à l’interface, une différence de pression entre les deux milieux L et
G apparâıt.

En effet, soit dΓ un élément de surface de Γ (supposée d’épaisseur nulle), de normale n à
dirigée vers G. L’élément de surface dΓ est ici une portion de la surface Γ délimitée par des
lignes paramétriques orthogonales. Les forces s’exerçant sur dΓ sont d’une part :

fn = (P − PG) dΓn = ∆P dΓn (0.12)

où P et PG sont, respectivement, la pression dans le liquide et dans le gaz, et d’autre part ft, la
résultante des forces de tension superficielle (voir Figure 0.5).

D’après le principe fondamental de la dynamique, la somme de ces deux forces est égale au
vecteur nul (car la surface est supposée de masse nulle) :

fn + ft = 0 (0.13)

En projetant cette équation sur la direction n, on obtient :

∆P dΓ = 2 f1 cos(δ1) + 2 f2 cos(δ2) (0.14)
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Figure 0.5 – Équilibre des forces pour un élément de surface dΓ

Puisque dΓ = dl1 dl2 et que les forces de tension superficielle s’écrivent :

f1 = σ dl2 et f2 = σ dl1 (0.15)

Ainsi, on peut écrire au premier ordre :

∆P ≈ 2σ
cos(δ1)

dl1
+ 2σ

cos(δ2)
dl2

(0.16)

Le rayon de courbure étant une grandeur algébrique, on adoptera la convention suivante : si le
centre de courbure est dans le milieu vers lequel la normale n pointe, alors le rayon de courbure
est négatif. Ainsi, d’après la Figure 0.5, on a dl1 = 2R1 cos(δ1) et dl2 = 2R2 cos(δ2). On déduit
que le saut de pression peut s’écrire :

∆P = P − PG = σ

(
1
R1

+
1
R2

)
(0.17)

0.5.2 Deuxième approche : démonstration énergétique

On peut également démontrer la relation (0.17) en adoptant un point de vue énergétique.
Pour cela, on considère encore une fois dΓ une surface élémentaire de normale n de l’interface
liquide/gaz, avec les mêmes conventions. On note par δη un petit déplacement normal qui trans-
forme dΓ en dΓ′. Le travail nécessaire à une telle perturbation est δW . Ce dernier se décompose
en un travail des forces de pression δWn et un travail de la tension superficielle δWt (égal à
l’opposé de la variation de l’énergie potentielle de surface) tels que :

δWn = δη (P − PG) dΓ et δWt = −σ (dΓ′ − dΓ) (0.18)
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Figure 0.6 – Évolution de dΓ

Ainsi
δW = δWn + δWt = δη (P − PG) dΓ− σ (dΓ′ − dΓ) (0.19)

Lors du déplacement de la surface, les éléments de longueur dl1 et dl2 varient de (δη/R1) dl1 et
(δη/R2) dl2 respectivement (voir Figure 0.6), ainsi, après le déplacement, l’élément de surface
dΓ = dl1 dl2 devient :

dΓ′ = dl1 (1 + δη/R1) dl2(1 + δη/R2) = dl1 dl2(1 + δη/R1 + δη/R2) + o(δη) (0.20)

Cette approximation au premier ordre implique que la variation locale de la surface est :

dΓ′ − dΓ ≈
(

1
R1

+
1
R2

)
δη dΓ

Étant donné que la surface est supposée de masse nulle, c’est à dire sans énergie cinétique, et
puisqu’on néglige les dissipations, on peut montrer que le principe des moindres actions, appliqué
à l’interface, donne : ∫

Γ
δW = 0 ∀ δη (0.21)
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On obtient alors :

(P − PG)− σ
(

1
R1

+
1
R2

)
= 0 (0.22)

et on retrouve donc :

∆P = σ

(
1
R1

+
1
R2

)
(0.23)

Cette relation est appelée Loi de Laplace-Young. On remarque bien que dans le cas où la somme 2(
1
R1

+ 1
R2

)
est positive, P > PG. Ce qui implique que c’est toujours dans le milieu convexe que

la pression est la plus grande. Si on se place par contre dans un cas de surface plane, on observe
que le saut de pression est nul, puisque le rayon de courbure est infini.

0.6 Influence de la gravité sur la forme de la surface libre à
l’équilibre

Étudions l’équilibre mécanique du système grâce à l’équation (0.17). On suppose que le
système est en apesanteur et n’est soumis à aucune autre action mécanique extérieure. Dans ce
cas, on peut considérer que la pression est constante dans chacun des milieux. Ainsi le saut de
pression peut être consideré comme une constante :(

1
R1

+
1
R2

)
= constante (0.24)

Ceci montre qu’en deux dimensions et en apesanteur, le ménisque est un arc de cercle.
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Figure 0.7 – Variation de R en fonction de z

Dans le cas où le système est dans un champ de pesanteur, d’après les lois de l’hydrostatique,

P = PZ=0 − ρ g Z

où l’axe Z est vertical orienté vers le haut. Ainsi, la condition d’équilibre de la surface libre Γ
devient :

σ

(
1
R1

+
1
R2

)
+ ρ g Z = constante = PZ=0 − PG (0.25)

2. La quantité
(

1
R1

+ 1
R2

)
est égale au double de la courbure moyenne H de la surface libre. C’est une

grandeur intrinsèque (ne dépend pas du choix du repère orthonormé local), et est aussi définie comme étant la
trace du tenseur de courbure de la surface libre.
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Préliminaire :. Introduction à la tension superficielle

L’équation (0.25) montre que dans un cas en deux dimensions (avec un angle de contact
différent de 90◦), comme celui de la Figure 0.7, si la surface libre du liquide est concave (respec-
tivement convexe) alors Z diminue si |R| augmente (respectivement diminue). Autrement dit,
plus on s’éloigne du bord, plus la courbure de la surface libre diminue.
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Première partie

Étude statique
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Introduction

Comme on s’intéresse ici aux vibrations d’un liquide au sein d’un réservoir, la position d’équi-
libre du système doit d’abord être déterminée. Le faible niveau de gravité fait que les effets de
capillarité ne peuvent plus être négligés, comme c’est généralement le cas pour les applications
terrestres où la surface libre du liquide est assimilée à un plan horizontal.

Le calcul de la position statique d’un liquide au sein d’un réservoir donné est un problème
non linéaire dans lequel le liquide (supposé non visqueux) glisse sur la paroi interne du réser-
voir. Plus la géométrie de ce dernier sera complexe, plus le problème sera difficile à résoudre.
Pour cette raison, la majorité des auteurs traitent uniquement des réservoirs de formes simples
(axisymétriques, sphériques ou à parois verticales) en utilisant des paramétrisations adaptées
[38, 86, 98, 90]. Ces approches ne peuvent cependant être utilisées ni pour des cas de réser-
voirs complexes tridimensionnels, ni même pour les cas où la direction de la gravité n’est pas
compatible avec les symétries du réservoir 3.

A notre connaissance, le seul logiciel capable de calculer les positions d’équilibres d’un liquide
avec tension de surface en 3D est Surface Evolver, développé par K. A. Brakke [14]. Cet outil
est utilisé dans beaucoup de domaines où l’énergie de tension superficielle, à laquelle s’ajoutent
éventuellement d’autres énergies, doit étre minimisée sous différentes contraintes. Malgré ses
qualités et sa polyvalence, Surface Evolver reste assez peu adapté à notre problème dans la
mesure où il nécessite l’intervention répétée de l’utilisateur durant les itérations du calcul pour
modifier certains paramètres, vérifier la qualité du maillage, fractionner des éléments, lisser la
surface, etc. Ce caractère interactif pose problème dans le cas de problèmes complexes de grande
taille.

Dans la première partie de ce document, on propose une approche automatique (ne nécessi-
tant pas l’intervention de l’utilisateur au cours du calcul), où le calcul de la position d’équilibre
d’un liquide dans un cas général 3D (quelque soit la géométrie du réservoir) et pour n’importe
quelle intensité et orientation du champ de gravité 4, en utilisant la méthode des éléments finis
standard. Une description lagragienne du déplacement est adoptée car elle permet d’avoir une
définition précise de la géométrie de la surface libre du liquide [74], ce qui est particulièrement
important dans notre problème car l’effet de tension de surface est proportionnel à la courbure
de la surface libre. Les équations d’équilibre seront déduites de la caractérisation du minimum
de l’énergie potentielle totale du système. Au lieu de déformer le domaine liquide en entier, nous
allons ramener le problème à une recherche de la géométrie de la surface libre uniquement, ce qui
permet de réduire considérablement la taille du problème. Un multiplicateur de Lagrange sera
utilisé pour prendre en compte la contrainte d’incompressibilité du liquide. Afin de permettre à

3. Même un réservoir de forme simple comme un parallélépipède peut donner lieu à une situation 3D complexe
quand ce dernier est incliné par rapport à la direction de la gravité apparente (un exemple est donné dans les
Figures 3.5 et 3.7).

4. On désigne par“gravité” l’accélération apparente due à l’attraction gravitationnelle et/ou à tout autre source
d’accélération constante due à une force de propulsion par exemple.
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Introduction

la surface libre de glisser sur les parois d’un réservoir de forme quelconque, le déplacement de
chaque point de la surface libre sera décrit par un vecteur à trois composantes. Cependant, cela
introduit une singularité dans le problème car les mouvements tangents à la surface libre sont
indéterminés (ils ne font pas varier l’énergie potentielle du système). Pour résoudre ce problème,
on utilisera une procédure appelée Updated Reference Strategy (URS) proposée pour résoudre un
problème singulier similaire, rencontré dans le cadre de la recherche de surfaces d’aire minimale
[10, 11, 12].
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Chapitre 1

Minimisation de l’énergie potentielle
et formulation variationnelle non

linéaire
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Chapitre 1. Minimisation de l’énergie potentielle et formulation variationnelle non linéaire

1.1 Description du système

On va établir ici les équations décrivant la statique d’un liquide incompressible homogène
(L) au sein d’un réservoir (S) de géométrie quelconque, le reste étant occupé par un gaz (G)
de pression constante. Le système est soumis à un champ de pesanteur constant g. Soit ΩL le
domaine liquide à l’équilibre, on note respectivement Γ, ΣL et ΣG les surfaces de séparation
liquide/gaz, solide/liquide et solide/gaz, γ = ∂Γ le bord de Γ, et enfin on rappelle que σ, σL
et σG sont les coefficients de tension superficielle —supposés constants— correspondant à ces
surfaces.

La recherche de la configuration d’équilibre se résume à trouver la position du liquide mini-
misant l’énergie potentielle totale E du système, donnée par :

E = EΓ + EΣL + EΣG + Epes + Cte (1.1)

où EΓ, EΣL et EΣG désignent les énergies de tension superficielle associées aux interfaces Γ, ΣL

et ΣG, et où Epes est l’énergie potentielle de pesanteur du liquide (voir Figure 1.1). La constante
«Cte» traduit le fait que toutes les énergies potentielles sont définies par rapport à une origine
arbitraire, c’est-à-dire à une constante additive près.

νΓ
Σν ΣG

ΩL

ΩL

Γθ
Γ

O

nΣ

iz

ΣΣL

g

Figure 1.1 – Configuration d’équilibre

Le problème est soumis de plus à la condition d’incompressibilité :

V (Γ) =
∫

ΩL

dΩL = V0 = constante (1.2)

où V (Γ) désigne la valeur du volume du liquide correspondant à la position de la surface libre
Γ, et V0 la valeur du volume du liquide (donnée du problème).

1.2 Minimisation sous contrainte d’incompressibilité

On considère une configuration arbitraire du liquide ΩL0
de surface libre Γ0. On peut donc

décrire le domaine ΩL avec un champ vectoriel U défini dans le volume ΩL0
. On introduit ainsi
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1.2. Minimisation sous contrainte d’incompressibilité

uδ

G

L S

Γ
Γ0

U

U

U

Figure 1.2 – Paramétrisation de Γ par un champ U , et représentation d’une perturbation
cinématiquement admissible δu

l’ensemble Cvol
U des champs admissibles U tel que le liquide ne peut ni pénétrer dans la paroi ni

s’en décoller (voir Figure 1.2). Le problème s’écrit donc :

Trouver U∗ ∈ I / E(U∗) = min
U ∈I

E(U)

où
I =

{
U ∈ Cvol

U / V (U) = V0

} (1.3)

La résolution de ce problème nécessite d’exprimer la stationnarité de l’énergie potentielle E,
quand on perturbe cette dernière par un champ δu dans I, c’est à dire que U + δu ∈ I. Cela
veut dire qu’il faudra exprimer la nullité de la“dérivée de E dans I enU∗”. Il est délicat d’aborder
le problème sous cet angle car on ne sait pas intégrer la contrainte d’incompressiblilité dans le
calcul de cette variation. Pour contourner cette difficulté, on va utiliser un multiplicateur de
Lagrange Λ pour prendre en compte la contrainte de volume constant, ce qui va nous permettre
de ramener le problème à la recherche de l’extrémum (point selle) du Lagrangien L(U ,Λ), défini
par :

L(U ,Λ) = E(U) + Λ (V (U)− V0) (1.4)

La différence est que le domaine de recherche est cette fois Cvol
U × R et non pas I.

Le problème de minimisation sous contrainte d’incompressibilité devient :

Trouver (U∗,Λ∗) ∈ Cvol
U × R / L(U∗,Λ∗) = min

U ∈Cvol
U

(
max
Λ∈R

L(U ,Λ)
)

avec
L(U ,Λ) = E(U) + Λ

(
V (U)− V0

) (1.5)

U∗ et Λ∗ solutions de (1.5) implique que les dérivées de L par rapport à U et par rapport à
Λ sont nulles en (U∗,Λ∗).
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Chapitre 1. Minimisation de l’énergie potentielle et formulation variationnelle non linéaire

Dire que la dérivée de L par rapport à U est nulle au point (U∗,Λ∗) revient à dire que la
dérivée directionnelle (ou variation au premier ordre) en ce point D

∗
UL(δu), est nulle dans toutes

les directions δu :

D
∗
UL (δu) =

∂L
∂U

∗
(δu) = 0, ∀ δu vérifiant 5 U∗ + δu ∈ Cvol

U (1.6)

Puisque U∗ et U∗ + δu appartiennent à Cvol
U , alors on peut dire que δu · nΣ = 0 sur ΣL (voir

Figure 1.1 pour la définition de nΣ). On introduit ainsi l’espace Cvol
u où vivent les δu :

Cvol
u =

{
u définis dans ΩL / u · nΣ = 0 sur ΣL

}
(1.7)

La dérivée par rapport à Λ permet de retrouver la condition d’incompressibilité :

D
∗
ΛL(δλ) =

∂L
∂Λ

∗
(δλ) = δλ

(
V (U∗)− V0

)
= 0, ∀ δλ ∈ R (1.8)

Afin d’alléger les écritures, on notera dans la suite D
∗
UL (δu) par δ[L](δu), où on ne mettra plus

le symbole “∗” pour désigner la solution. Ainsi, le problème à résoudre devient :

Trouver (U ,Λ) ∈ Cvol
U × R / ∀ (δu, δλ) ∈ Cvol

u × R,
δ[L(U ,Λ)](δu) = 0

δλ
(
V (U)− V0

)
= 0

(1.9)

D’après (0.4), (1.1) et (1.4) :

δ[L](δu) = σ δ[AΓ](δu) + σL δ[AΣL ](δu) + σG δ[AΣG ](δu) + δ[Epes](δu) + Λ δ[V ](δu) (1.10)

Il faut à présent exprimer les différentes variations au premier ordre de l’équation ci-dessus.

1.3 Calcul des variations au premier ordre

1.3.1 Variation au premier ordre des aires des interfaces

Géométrie différentielle des surfaces

On va calculer ici la variation au premier ordre de l’aire AS d’une surface S perturbée par
un champ δu (i.e. : on va calculer δ[AS ](δu), dérivée de AS par rapport à U dans la direction
δu). On prendra la surface S0 comme surface de référence connue, à partir de laquelle on définit
le champ U . Un point M de la surface S est paramétré par deux variables indépendantes
ξ1 et ξ2 (parcourant le domaine paramétrique Sp), et repéré par le vecteur position X(ξ1, ξ2)
dans un repère orthonormé direct (O, ix, iy, iz). La Figure 1.3 représente un schéma de cette
paramétrisation.

5. Par définition de la dérivée directionnelle, on a : lim
‖δu‖→0

‖L(U∗ + δu,Λ∗)− L(U∗,Λ∗)−DUL∗ (δu)‖
‖δu‖ = 0.

Pour que L(U∗ + δu,Λ∗) soit défini, il faut donc que U∗ + δu ∈ Cvol
U .
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1.3. Calcul des variations au premier ordre

ξ2

1ξ

zi
yi

xi
0X 1(ξ , ξ  )

S

M

O

M

a2

a1

a
2

1
0

Sp

X(ξ , ξ  )21

S0

0

a0

2

21(ξ , ξ  )U

Figure 1.3 – Paramétrisation

Les deux premiers vecteurs de la base covariante de S en M , a1 et a2, sont des vecteurs
tangents à cette surface en M et définis en dérivant X par rapport à ξ1 et ξ2 :

a1 =
∂X

∂ξ1
et a2 =

∂X

∂ξ2
(1.11)

On complète cette base en y ajoutant un troisième vecteur a3 orthogonal aux deux premiers et
unitaire :

a3 =
a1 ∧ a2

‖a1 ∧ a2‖
, ‖a3‖ = 1 (1.12)

Les deux premiers vecteurs de la base contravariante de S, a1 et a2, sont eux aussi tangents à
S en M et définis par 6 :

am · an = δmn avec m,n ∈ {1, 2} (1.13)

On complète la base contravariante en construisant a3 de la même façon que a3 :

a3 =
a1 ∧ a2

‖a1 ∧ a2‖
, ‖a3‖ = 1 (1.14)

D’une façon analogue, on définit la base covariante (a0i)i=1,3, et contravariante (ai0)i=1,3, de
la surface S0 en M0.

Notation : On note [v1,v2, · · · ,vp] la matrice formée par les composantes des vecteurs vi dans
la base (ix, iy, iz), disposées en colonnes.

Soit a le tenseur métrique covariant de la surface S, défini par :

a = [a1,a2]T [a1,a2] (1.15)

Ainsi, si on note dS un élément d’aire de S, on a alors 7 :

dS = ‖a1 ∧ a2‖ dξ1dξ2 =
√

det(a) dξ1dξ2 = J dξ1dξ2 (1.16)

6. δmn est le symbole de Kronecker valant 1 si m = n et 0 sinon.

7. On peut facilement montrer que ‖a1 ∧ a2‖ =
√

det(a) en utilisant les coordonnées des vecteurs a1 et a2

dans (ix, iy, iz).
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Chapitre 1. Minimisation de l’énergie potentielle et formulation variationnelle non linéaire

Remarque : Puisqu’on a d’une manière analogue dS0 = J0 dξ1dξ2, alors on pourra égale-
ment écrire :

dS =
J

J0
dS0 =

√(
det(ai ⊗ ai0)

)2 = det(Fs) dS0 (1.17)

où Fs est le gradient de la transformation S0 −→ S, donné par 8 :

Fs = ai ⊗ ai0 avec i ∈ {1, 2, 3} (1.18)

Soit a le tenseur métrique contravariant de la surface S, définit par

a = [a1,a2]T [a1,a2] (1.19)

alors, ce tenseur contravariant est l’inverse du tenseur covariant. Pour démontrer ce résultat, on
prend un vecteur v quelconque tangent à S en M , on peut alors écrire v dans la base covariante :

v = (v · a1)a1 + (v · a2)a2 (1.20)

ainsi que dans la base contravariante :

v = (v · a1)a1 + (v · a2)a2 (1.21)

En multipliant (1.20) scalairement par a1 puis par a2, on obtient :{
v · a1 = (v · a1) (a1 · a1) + (v · a2) (a1 · a2)
v · a2 = (v · a1) (a2 · a1) + (v · a2) (a2 · a2)

⇔
[
v · a1

v · a2

]
= a

[
v · a1

v · a2

]
(1.22)

De manière analogue, en multipliant (1.21) scalairement par a1 puis par a2, on obtient :{
v · a1 = (v · a1) (a1 · a1) + (v · a2) (a1 · a2)
v · a2 = (v · a1) (a2 · a1) + (v · a2) (a2 · a2)

⇔
[
v · a1

v · a2

]
= a

[
v · a1

v · a2

]
(1.23)

À partir de (1.22) et (1.23), on arrive à la conclusion que :

a = a−1 (1.24)

En plus, on a la propriété suivante :

‖a1 ∧ a2‖ = ‖a1 ∧ a2‖−1 = J−1 (1.25)

Le résultat (1.25) est, en effet, facile à démontrer en utilisant (1.24), puisque :

‖a1 ∧ a2‖ =
√

det(a) =
√

det(a−1) =
1√

det(a)
= ‖a1 ∧ a2‖−1 = J−1 (1.26)

La dernière propriété à démontrer est que les deux normales à S, a3 et a3 sont confondues.
En effet, par définition :

a3 =
a1 ∧ a2

‖a1 ∧ a2‖
d’après (1.25) :

a3 = J
(
a1 ∧ a2

)
(1.27)

8. On adopte la convention de la sommation sur les indices répétés.
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1.3. Calcul des variations au premier ordre

Par ailleurs, en écrivant les vecteurs a1 et a2 dans la base covariante, on aura :{
a1 = (a1 · a1)a1 + (a1 · a2)a2

a2 = (a2 · a1)a1 + (a2 · a2)a2
(1.28)

ainsi,
a1 ∧ a2 = det(a) (a1 ∧ a2) = J−2 (a1 ∧ a2) (1.29)

donc,

a3 =
(a1 ∧ a2)

J
=

(a1 ∧ a2)
‖a1 ∧ a2‖

= a3

On désignera dans la suite a3 et a3 par un unique vecteur n.
À présent, on peut passer au calcul de la variation de l’aire d’une surface S.

Variation au premier ordre de AS

D’après (1.16), l’aire de S est donnée par :

AS =
∫
S

dS =
∫
ξ1,ξ2

J dξ1dξ2 (1.30)

Contrairement à S, la surface paramétrique Sp ne dépendant pas de U , alors :

δ[AS ](δu) = δ

[∫
S

dS
]
(δu) =

∫
ξ1,ξ2

δ[J ](δu) dξ1dξ2 (1.31)

Puisque J(U) = ‖a1(U) ∧ a2(U)‖, alors :

δ[J ](δu) = δ
[
‖a1 ∧ a2‖

]
(δu)

=
(a1 ∧ a2)

J
·
(
δ[a1](δu) ∧ a2 + a1 ∧ δ[a2](δu)

)
= n ·

(
δ[a1](δu) ∧ a2 + a1 ∧ δ[a2](δu)

)
(1.32)

Par ailleurs, on a X = X0 +U (voir Figure 1.3), et d’après (1.11), on peut écrire :

a1 = a01 +
∂U

∂ξ1
et a2 = a02 +

∂U

∂ξ2
(1.33)

ainsi,

δ[a1](δu) =
∂δu

∂ξ1
et δ[a2](δu) =

∂δu

∂ξ2
(1.34)

donc,

δ[AS ](δu) =
∫
ξ1,ξ2

n ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (1.35)

Pour donner un sens physique à cette équation, on va revenir à une expression intégrale sur
la surface S. Puisque J dξ1dξ2 = dS, alors,

δ[AS ](δu) =
∫
S
J−1 n ·

(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
dS (1.36)
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Chapitre 1. Minimisation de l’énergie potentielle et formulation variationnelle non linéaire

D’après (1.27) :
J−1 n = a1 ∧ a2 (1.37)

Donc :

δ[AS ](δu) =
∫
S

(
a1 ∧ a2

)
·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
dS (1.38)

En écrivant
∂δu

∂ξ1
dans la base covariante on a :

∂δu

∂ξ1
∧ a2 =

[
3∑
i=1

(
∂δu

∂ξ1
· ai
)
ai

]
∧ a2 =

(
∂δu

∂ξ1
· a1

)
(a1 ∧ a2) +

(
∂δu

∂ξ1
· a3

)
(a3 ∧ a2) (1.39)

Puisque le vecteur (a3 ∧ a2) est orthogonal à a3 = n, et que
(
a1 ∧ a2

)
est porté par n, donc

leur produit scalaire est nul, d’où :

(
a1 ∧ a2

)
·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2

)
=
(
a1 ∧ a2

)︸ ︷︷ ︸
J−1 n

· (a1 ∧ a2)︸ ︷︷ ︸
J n

(
∂δu

∂ξ1
· a1

)
=
(
∂δu

∂ξ1
· a1

)
(1.40)

De la même manière on montre que :

(
a1 ∧ a2

)
·
(
a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
=
(
∂δu

∂ξ2
· a2

)
(1.41)

En reportant (1.40) et (1.41) dans (1.38), on obtient alors :

δ[AS ](δu) =
∫
S

(
∂δu

∂ξ1
· a1 +

∂δu

∂ξ2
· a2

)
dS = 0 (1.42)

Or, par définition de la divergence surfacique 9, on a :

divs(δu) =
∂δu

∂ξ1
· a1 +

∂δu

∂ξ2
· a2 (1.43)

Donc :

δ[AS ](δu) =
∫
S

divs(δu) dS (1.44)

Si on décompose maintenant δu en une partie δu‖ tangentielle à S et une autre normale
δu⊥ = (δu · n)n, on aura :

divs(δu) = divs(δu‖) + n ·∇s(δu · n) + (δu · n) divs(n) (1.45)

Le produit scalaire n ·∇s(δu · n) est nul puisque ces deux vecteurs sont toujours orthogonaux.
D’autre part, on a par définition :

divs(n) = 2H (1.46)

où H est la courbure moyenne 10 de la surface S (avec la convention que la courbure est négative
si le centre de courbure est situé dans le milieu vers lequel n pointe). Ainsi, on obtient

δ[AS ](δu) =
∫
S

2Hδu · ndS +
∫
S

divs(δu‖) dS (1.47)
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Figure 1.4 – Éléments de notation de géométrie différentielle.

Le second terme de cette expression peut être transformé par la formule d’Ostrogradsky,
pour le ramener à une intégrale sur le bord ∂S de S :∫

S
divs(δu‖) dS =

∮
∂S
δu · νS dl (1.48)

où νS est le vecteur unitaire sortant tangeant à S et perpendiculaire à ∂S (voir Figure 1.4).
Finalement,

δ[AS ](δu) =
∫
S

2Hδu · ndS +
∮
∂S
δu · νS dl (1.49)

On remarque que ces deux termes ont une signification physique bien précise : le premier re-
présente la variation de l’aire de S due à la déformation normale (δu · n) et proportionnel au
double de la courbure moyenne H, alors que le second terme représente la variation d’aire due
au déplacement tangentiel ramené au bord de la surface S.

En appliquant le résultat (1.49) au calcul de δ[AΓ](δu), δ[AΣL ](δu) et δ[AΣG ](δu), et vu que
le champ δu est tangent à ΣL et ΣG, on obtient :

δ[AΓ](δu) =
∫

Γ
2Hδu · n dΓ +

∮
γ
δu · νΓ dγ

δ[AΣL ](δu) =
∮
γ
δu · νΣ dγ

δ[AΣG ](δu) = −
∮
γ
δu · νΣ dγ

(1.50)

où n est la normale unitaire sortante du volume liquide, et où νΓ et νΣ représentent les vecteurs
unitaires tangents à Γ et ΣL et orthogonaux à γ (voir Figure 1.1 et Figure 1.5).

9. La divergence surfacique d’un champ vectoriel v défini sur S est donnée par divs(v) = ∇s · v, où ∇s est le
gradient surfacique défini pour toute fonction scalaire f sur S par df = ∇sf ·dM . Puisque df = ∂f

∂ξ1
dξ1 + ∂f

∂ξ2
dξ2

et dM = ∂X
∂ξ1

dξ1 + ∂X
∂ξ2

dξ2 = a1dξ1 + a2dξ2, alors ∇s = ∂
∂ξ1
a1 + ∂

∂ξ2
a2 et ainsi divs(v) = ∂v

∂ξ1
· a1 + ∂v

∂ξ2
· a2.

10. Si R1 et R2 représentent les deux rayons de courbure selon une paramétrisation orthonormée, on peut écrire :
2H = 1

R1
+ 1

R2
.

23
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Γ
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Figure 1.5 – Définition de νΓ et νΣ

1.3.2 Variation au premier ordre de l’énergie potentielle de pesanteur

En considérant une configuration initiale fixe ΩL0 du domaine liquide (correspondant à la
surface Γ0), repérée par le vecteur position X0, et une configuration actuelle ΩL (correspondant
à Γ), repérée par le vecetur X = X0 +U , on a :

Epes = ρg

∫
ΩL

X · iz dΩL = ρg

∫
ΩL0

X · iz det(F) dΩL0 (1.51)

où F représente le gradient de la déformation volumique, défini par :

F = DX0
X =

∂X

∂X0
(1.52)

Les deux fonctions de U sont X(U) et F(U), donc

δ[Epes](δu) = ρg

∫
ΩL0

δ[X det(F)](δu) · iz dΩL0

= ρg

∫
ΩL0

(
δ[X](δu) det(F) +X δ[det(F)](δu)

)
· iz dΩL0 (1.53)

D’une part :
δ[X](δu) = δ[X0 +U ](δu) = δ[U ](δu) = δu (1.54)

et d’autre part, on a :

δ[det(F)](δu) =
∂ det(F)
∂U

(δu) =
∂ det(F)
∂F

∂F
∂U

(δu) =
∂ det(F)
∂F

(
δ[F](δu)

)
(1.55)
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1.3. Calcul des variations au premier ordre

Pour exprimer δ[det(F)](δu), il faut donc calculer la dérivée de det(F) par rapport à F dans la
direction δ[F](δu). Comme on suppose F inversible 11, on a :

det
(
F + ε δ[F](δu)

)
= det

(
F(I + ε F−1δ[F](δu))

)
= det(F) det

(
I + ε F−1δ[F](δu)

)
= det(F)

(
1 + ε Tr

(
F−1δ[F](δu)

))
+ o(ε) (1.56)

Alors,

δ[det(F)](δu) = lim
ε→0

det
(
F + ε δ[F](δu)

)
− det(F)

ε
= det(F) Tr

(
F−1δ[F](δu)

)
(1.57)

Finalement,

δ[Epes](δu) = ρg

∫
ΩL0

δu · iz det(F) dΩL0 + ρg

∫
ΩL0

X · iz det(F) Tr
(
F−1δ[F](δu)

)
dΩL0

= ρg

∫
ΩL

δu · iz dΩL + ρg

∫
ΩL

Z Tr
(
F−1δ[F](δu)

)
dΩL (1.58)

où Z = X · iz. Puisqu’on peut écrire F = I +
∂U

∂X0
, alors δ[F](δu) =

∂δu

∂X0
, donc :

F−1δ[F](δu) =
∂X0

∂X

∂δu

∂X0
=
∂δu

∂X
= DXδu (1.59)

Sachant que :
Tr(DXδu) = div(δu) (1.60)

et étant donnée la formule :

div(Z δu) = Z div(δu) + δu ·∇Z

= Z div(δu) + δu · iz (1.61)

alors, (1.58),(1.60) et (1.61) donnent :

δ[Epes](δu) = ρg

∫
ΩL

div(Z δu) dΩL (1.62)

Transformée par la formmule d’Ostrogradsky, avec ∂ΩL = Γ ∪ ΣL, cette dernière expression
devient :

δ[Epes](δu) = ρg

∫
Γ
Z δu · n dΓ + ρg

∫
ΣL

Z δu · nΣ dΣL (1.63)

Or δu ∈ Cvol
u , alors δu · nΣ = 0 sur ΣL, ainsi la deuxième intégrale s’annulle, et on a le résultat

final :

δ[Epes](δu) = ρg

∫
Γ
Z δu · n dΓ (1.64)

11. det(F) est le rapport entre deux volumes élémentaires non nuls.
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1.3.3 Variation au premier ordre du volume liquide

δ[V ](δu) = δ

[∫
ΩL

dΩL

]
(δu) =

∫
ΩL0

δ[det(F)](δu) dΩL0 (1.65)

D’après (1.57), (1.60) et en utilisant la formule d’Ostrogradsky, on arrive facilement à :

δ[V ](δu) =
∫
∂ΩL

δu · n d∂ΩL (1.66)

Pour la même raison que plus haut, l’intégrale sur ∂ΩL se réduit seulement à une intégrale sur
Γ. On obtient alors :

δ[V ](δu) =
∫

Γ
δu · n dΓ (1.67)

1.4 Formulation variationnelle du problème

D’après les résultats (1.50), (1.64) et (1.67), on voit que toutes les variations au premier
ordre du problème peuvent s’exprimer uniquement sur la surface libre Γ du domaine liquide. En
plus, le volume V du liquide peut être calculé à partir de l’intersection entre Γ et le réservoir,
donc la taille du problème peut être réduite significativement en le limitant à la recherche de
la surface libre uniquement : au lieu de chercher U défini dans ΩL0

(U ∈ Cvol
U ), on va chercher

uniquement sa restriction à Γ0, et ce nouvel espace de recherche sera noté CU . Le champ test δu
qui est initialement défini dans ΩL sera aussi restreint à Γ, donc on a désormais δu ∈ Cu, avec

Cu =
{
u définis sur Γ / u · nΣ = 0 sur γ

}
(1.68)

Finalement, le système (1.9) devient :

Trouver (U ,Λ) ∈ CU × R / ∀ (δu, δλ) ∈ Cu × R

σ

∫
Γ

2H δu · n dΓ + σ

∮
γ
δu · νΓ dγ − (σG − σL)

∮
γ
δu · νΣ dγ + · · ·

· · · ρ g
∫

Γ
Z δu · n dΓ + Λ

∫
Γ
δu · n dΓ = 0

δλ (V − V0) = 0

(1.69)

1.5 Equation locale et condition aux limites

À partir de (1.69), on peut retrouver l’équation locale vérifiée en tout point de Γ, ainsi que
la condition aux limites à imposer sur le bord γ, et cela en choisissant des fonctions tests δu
particulières :

En prenant δu nulle sur γ on obtient :
∀ δu = 0 sur γ :

σ

∫
Γ

2H δu · n dΓ + ρ g

∫
Γ
Z δu · n dΓ + Λ

∫
Γ
δu · n dΓ = 0 (1.70)
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1.5. Equation locale et condition aux limites

d’où l’on retrouve l’équation locale (loi de Laplace-Young), énoncée précédemment dans (0.25) :

σ 2H + ρ g Z = −Λ = Cte sur Γ (1.71)

Remarque : La loi de Laplace-Young s’écrit plus généralement sous la forme P − PG = σ 2H.
Puisqu’en hydrostatique on a P = PZ=0 − ρ g Z, donc :

PG − PZ=0 = Λ (1.72)

En reportant (1.71) dans (1.69) et en prenant δu = k νΣ on obtient :

(σG − σL)
∮
γ
k νΣ · νΣ dγ − σ

∮
γ
k νΣ · νΓ dγ = 0 , ∀k (1.73)

k est une fonction scalaire définie sur γ. Or, νΣ · νΓ = cos(θ) (voir Figure 1.1 et Figure 1.5),
alors :

νΣ · νΓ = cos(θ) =
σG − σL
σ

(1.74)

On démontre ainsi la condition d’angle de contact énoncée au §0.4. (On admet que les valeurs
physiques des constantes σ, σL et σG garantissent l’existance de θ).

Remarque : On vérifie qu’en prenant δu = k (νΣ∧nΣ) sur γ, on obtient l’équation “0 = 0”,
ce qui signifie que les déplacements le long de γ ne travaillent pas (ne font pas varier l’énergie
potentielle du système). D’après (1.70), on voit d’ailleurs que les déplacements tangents à Γ ne
font pas, non plus, varier cette énergie.
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2.2.1 Linéarisation de l’opérateur d’aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Chapitre 2. Résolution itérative du problème statique non linéaire

2.1 Formulation variationnelle à linéariser

On rappelle qu’on cherche à déterminer la position d’équilibre d’un liquide incompressible
(celle de sa surface libre Γ) en présence d’un champ de pesanteur g, en prenant en compte les
forces de tension superficielle à la surface. La position de la surface libre Γ est paramétrée par
un champ de déplacements U défini par rapport à une surface de référence Γ0 (voir Figure 1.2).
La solution de ce problème statique est obtenue en résolvant le système (1.69). La condition
d’angle de contact (1.74) nous permet d’écrire :

σG − σL = σ cos(θ) (2.1)

Le problème (1.69) devient alors :

Trouver (U ,Λ) ∈ CU × R / ∀ (δu, δλ) ∈ Cu × R

σ

∫
Γ

2H δu · n dΓ + σ

∮
γ
δu · νΓ dγ − σ cos(θ)

∮
γ
δu · νΣ dγ + · · ·

· · · ρ g
∫

Γ
Z δu · n dΓ + Λ

∫
Γ
δu · n dΓ = 0

δλ (V − V0) = 0

(2.2)

Il s’agit d’un problème non linéaire en grands déplacements, pour le résoudre, on va utiliser la
méthode de résolution itérative de Newton-Raphson : on suppose qu’on a une solution (Uk,Λk)
à l’itération k, et qu’on veut trouver (Uk+1,Λk+1), plus proche de la solution finale, telle que
Uk+1 = Uk +u et Λk+1 = Λk + λ. En adoptant l’hypothèse des petites perturbations, à chaque
pas de calcul, on peut faire une linéarisation des opérateurs, ainsi, on se ramène à une suite de
calculs linéaires dont les inconnues sont (u, λ) (voir Figure 2.1).

Γ0

x

z

y

Uk Uk
Uk

k+1

Σ Σ
νΣ νΣ

u

uu

kΓ  

Γ  

Figure 2.1 – Résolution itérative

Si on commence la linéarisation du problème tel qu’il est formulé dans (2.2), on va devoir li-
néariser l’opérateur de courbure 2H. Pour éviter ce calcul, on va changer le formalisme d’écriture.
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2.2. Newton-Raphson : linéarisation des opérateurs

En effet, d’après (1.35) et (1.49), on peut écrire :∫
Γ

2H δu · n dΓ +
∮
γ
δu · νΓ dγ =

∫
ξ1,ξ2

n ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (2.3)

De plus, et pour faciliter la dérivation des opérateurs (nécessaire pour l’étape de linéarisation
de la méthode Newton-Raphson), on va reporter toutes les intégrales du problème sur la surface
paramétrique Sp : pour les intégrales surfaciques (opérateur de pesanteur et opérateur d’incom-
pressibilité), on utilise la relation : ndΓ = (a1∧a2)dξ1dξ2, alors que pour l’intégrale sur le bord
γ (condition d’angle de contact), on introduit une courbe fermée de référence, paramétrée par
une variable ξ de vecteur directeur aγ = ∂X

∂ξ , on a ainsi dγ = ‖aγ‖ dξ. En utilisant donc (2.3)
et avec ce changement de variable d’intégration, le problème (2.2) devient :

Trouver (U ,Λ) ∈ CU × R / ∀ (δu, δλ) ∈ Cu × R
σ Rσ

Γ(U ; δu)− σ cos(θ) Rθ
γ(U ; δu) + ρ g Rg

Γ
(U ; δu) + Λ RΛ

Γ(U ; δu) = 0

δλ (V (U)− V0) = 0

(2.4)

avec 

Rσ
Γ(U ; δu) =

∫
ξ1,ξ2

n(U) ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2(U) + a1(U) ∧ ∂δu

∂ξ2

)
dξ1dξ2

Rθ
γ(U ; δu) =

∮
ξ
δu · νΣ(U) ‖aγ(U)‖ dξ

Rg
Γ
(U ; δu) =

∫
ξ1,ξ2

Z(U) δu ·
(
a1(U) ∧ a2(U)

)
dξ1dξ2

RΛ
Γ(U ; δu) =

∫
ξ1,ξ2

δu ·
(
a1(U) ∧ a2(U)

)
dξ1dξ2

(2.5)

2.2 Newton-Raphson : linéarisation des opérateurs

Dans cette section, on va linéariser les opérateurs du problème (2.4). Cette opération signifie
que l’on va dériver ces opérateurs, notamment par rapport au champ U dans la direction du
champ u. D’un point de vue mathématique, cette opération s’appelle la dérivée de Lie, géné-
ralisant la notion de dérivation directionnelle d’une fonction sur une variété différentielle. On
suppose que les conditions de régularité sont satisfaites ici pour légitimer de telles opérations.

Remarque concernant la dérivation de δu : le champ δu est choisi d’une manière arbi-
traire (ses trois composantes sont arbitraires) à l’intérieur de la surface Γ, donc lors de
la dérivation des opérateurs surfacique, on aura directement δ[δu](u) = 0. Cependant, ce
champ test est contraint sur γ par la condition δu ·nΣ = 0, et on ne pourra pas, en général,
considérer δ[δu](u) = 0 sur γ. En effet, puisque la condition de glissement est vérifiée sur
γ, ∀U , alors on a sur le bord :

δ[δu · nΣ](u) = 0 (2.6)
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Chapitre 2. Résolution itérative du problème statique non linéaire

donc
δ[δu](u) · nΣ = −δ[nΣ](u) · δu = −u ·κΣ · δu (2.7)

où κΣ est le tenseur de courbure de Σ. Il est donc évident que δ[δu](u) 6= 0 sur γ, à moins
de faire l’hypothèse supplémentaire que la courbure du réservoir est nulle. C’est justement
le cadre choisi pour la résolution du problème statique. En effet, si on considère une telle
hypothèse, le vecteur nΣ est constant lors d’un pas de calcul (indépendant de U), donc on
pourra construire deux vecteurs indépendents de U notés tΣ1

et tΣ2
tangents à Σ en γ de

telle sorte que (t1Σ, t
2
Σ,nΣ) soit une base orthonormée, et alors on pourra écrire dans cette

base δu = δu1 tΣ1
+ δu2 tΣ2

. Avec cette écriture, on voit clairement que δ[δu](u) = 0. Sans
l’hypothèse sur la courbure du réservoir, les vecteurs t1Σ et t2Σ dépendent de U et on devra
donc écrire :

δ[δu](u) = δu1 δ
[
tΣ1

]
(u) + δu2 δ

[
tΣ2

]
(u)

Finalement, dans toute cette partie (étude statique) δ[δu](u) = 0 sur Γ (naturellement) et
également sur le bord γ (car on fait l’hypothèse que la courbure du réservoir est négligeable
sur la ligne de contact au cours d’un pas de calcul).

2.2.1 Linéarisation de l’opérateur d’aire

On a

Rσ
Γ(U ; δu) =

∫
ξ1,ξ2

n(U) ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2(U) + a1(U) ∧ ∂δu

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (2.8)

Pour linéariser Rσ
Γ(Uk+1; δu) autour de Γk, on écrit :

Rσ
Γ(Uk + u; δu) = Rσ

Γ(Uk; δu) + D
k

U Rσ
Γ(U ; δu)(u)︸ ︷︷ ︸

Kσ
Γ(u, δu)

(2.9)

où D
k

U Rσ
Γ(U ; δu)(u) est la dérivée de Rσ

Γ(U ; δu) par rapport à U en Γk, dans la direction
u, cette dérivée n’est autre que l’opérateur bilinéaire de rigidité (ou matrice tangente) noté :
Kσ

Γ(u, δu).
Dans la suite, et pour alléger les écritures, on continuera d’utiliser l’écriture δ[Rσ

Γ(δu)](u)
pour désigner D

k

U Rσ
Γ(U ; δu)(u). Bien que les dérivations se fassent en Γk, les entités relatives à

cette surface, telles que Jk, nk, g1k
, g2k

. . . , seront simplement notées J , n, g1, g2, . . . à l’intérieur
des intégrales, c’est à dire sans l’indice k. Ainsi, pour trouver l’expression de Kσ

Γ(u, δu), on écrit :

Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

δ

[
n(U) ·

(
∂δu

∂ξ1
∧ a2(U) + a1(U) ∧ ∂δu

∂ξ2

)]
(u) dξ1dξ2 (2.10)

L’intégrande peut s’écrire :

δ

[
n·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)]
(u) = δ[n](u) ·

(
∂δu

∂ξ1
∧ g2 + g1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
︸ ︷︷ ︸

T1

+ · · ·

· · · + n · δ
[
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

]
(u)︸ ︷︷ ︸

T2

(2.11)

Calcul de T1 :
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2.2. Newton-Raphson : linéarisation des opérateurs

Puisque n =
a1 ∧ a2

J
, alors

δ[n](u) =
1
J2

[(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
J − (a1 ∧ a2)

(
n ·
(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

))]
= J−1

(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
− n

(
J−1n ·

(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

))
(2.12)

D’après §1.3.1, 
J−1n ·

(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
= divs(δu)

J−1n ·
(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
= divs(u)

(2.13)

donc

T1 = J−1

(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
− J divs(u) divs(δu) (2.14)

Calcul de T2 :
Puisque

δ

[
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

]
(u) =

∂δu

∂ξ1
∧ ∂u

∂ξ2
+
∂u

∂ξ1
∧ ∂δu
∂ξ2

(2.15)

alors

T2 = n ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ ∂u

∂ξ2
+
∂u

∂ξ1
∧ ∂δu
∂ξ2

)
(2.16)

Ainsi, on obtient la linéarisation suivante :

Rσ
Γ(Uk + u; δu) = Rσ

Γ(Uk; δu) + 1Kσ
Γ(u, δu)− 2Kσ

Γ(u, δu) + 3Kσ
Γ(u, δu)︸ ︷︷ ︸

Kσ
Γ(u, δu)

, avec



1Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

J−1

(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
dξ1dξ2

2Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

divs(u) divs(δu) Jdξ1dξ2

3Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

n ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ ∂u

∂ξ2
+
∂u

∂ξ1
∧ ∂δu
∂ξ2

)
dξ1dξ2

(2.17)

On remarquera que les opérateurs de raideur 1Kσ
Γ(u, δu), 2Kσ

Γ(u, δu) et 3Kσ
Γ(u, δu) sont symé-

triques, et donc Kσ
Γ(u, δu) l’est aussi.

2.2.2 Linéarisation de l’opérateur de bord

On a
Rθ
γ(U ; δu) =

∮
ξ
δu · νΣ(U) ‖aγ(U)‖ dξ (2.18)
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Chapitre 2. Résolution itérative du problème statique non linéaire

De la même manière, la linéarisation de Rθ
γ(Uk+1; δu) au voisinage de Γk s’écrit 12 ici :

Rθ
γ(Uk + u; δu) = Rθ

γ(Uk; δu) + 1Kθ
γ(u, δu) (2.19)

avec
1Kθ

γ(u, δu) =
∮
ξ
δu · δ

[
νΣ(U) ‖aγ(U)‖

]
(u) dξ (2.20)

D’autre part, on a sur le γ la relation νΣ ‖aγ‖ = nΣ ∧ aγ , et puisque δ[aγ ](u) =
∂u

∂ξ
, alors :

δu · δ
[
νΣ ‖aγ‖

]
(u) = δu · (δ[nΣ](u) ∧ aγ)︸ ︷︷ ︸

= 0

+ δu ·
(
nΣ ∧

∂u

∂ξ

)
(2.21)

Le premier produit mixte s’annulle 13 car les vecteurs δu, δ[nΣ](u) et aγ sont coplanaires (ap-
partiennent tous au plan tangent au réservoir). La linéarisation de l’opérateur de bord s’écrit
donc :

Rθ
γ(Uk + u; δu) = Rθ

γ(Uk; δu) + 1Kθ
γ(u, δu) , avec

1Kθ
γ(u, δu) =

∮
ξ
δu ·

(
nΣ ∧

∂u

∂ξ

)
dξ

(2.22)

2.2.3 Linéarisation de l’opérateur de pesanteur

On a

Rg
Γ(U ; δu) =

∫
ξ1,ξ2

Z(U) δu ·
(
a1(U) ∧ a2(U)

)
dξ1dξ2

=
∫
ξ1,ξ2

(Z0 +U · iz) δu ·
(
a1(U) ∧ a2(U)

)
dξ1dξ2 (2.23)

En linéarisant Rg
Γ(Uk+1; δu) autour de Γk, on aura

Rg
Γ(Uk + u; δu) = Rg

Γ(Uk; δu) + Kg
Γ(u, δu) (2.24)

avec

Kg
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

δu · δ
[
(Z0 +U · iz)

(
a1(U) ∧ a2(U)

)]
(u) dξ1dξ2 (2.25)

On a

δ
[
(Z0 +U · iz)

(
a1 ∧ a2

)]
(u) = (u · iz)

(
a1 ∧ a2

)
+ Z

( ∂u
∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
(2.26)

12. On rappelle que dans cette partie, on néglige les effets de courbure du réservoir, cela se manifeste dans la
linéarisation de la condition d’angle de contact par la disparition d’un terme dans la raideur du bord, c’est pour
cela qu’on a choisi de noter cette dernière avec l’indice «1», le complément tenant compte de la courbure de Σ
sera introduit dans la deuxième partie (étude dynamique).

13. Puisqu’on néglige la courbure du réservoir, alors δ[nΣ](u) = 0, mais cela est ici transparent car le produit
mixte est de toute façon nul.
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2.2. Newton-Raphson : linéarisation des opérateurs

Finalement :

Rg
Γ(Uk + u; δu) = Rg

Γ(Uk; δu) + Kg
Γ(u, δu) , avec

Kg
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

(u · iz) δu ·
(
a1 ∧ a2

)
dξ1dξ2 +

∫
ξ1,ξ2

Z δu ·
( ∂u
∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
dξ1dξ2

(2.27)

2.2.4 Linéarisation de l’opérateur d’incompressibilité

On a
Λ RΛ

Γ(U ; δu) = Λ
∫
ξ1,ξ2

δu ·
(
a1(U) ∧ a2(U)

)
dξ1dξ2 (2.28)

En linéarisant Λk+1 RΛ
Γ(Uk+1; δu) autour de Γk, on aura

(Λk +λ) RΛ
Γ(Uk +u; δu) = Λk RΛ

Γ(Uk; δu) + Λk δ[RΛ
Γ(U ; δu)](u)︸ ︷︷ ︸
KΛ

Γ(u, δu)

+ D
k

ΛΛ(λ)︸ ︷︷ ︸
λ

RΛ
Γ(Uk; δu) (2.29)

avec

KΛ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

δu · δ[a1(U) ∧ a2(U)](u) dξ1dξ2

=
∫
ξ1,ξ2

δu ·
( ∂u
∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (2.30)

Ainsi :

(Λk + λ) RΛ
Γ(Uk + u; δu) = Λk RΛ

Γ(Uk; δu) + Λk KΛ
Γ(u, δu) + λRΛ

Γ(Uk; δu) , avec

KΛ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

δu ·
( ∂u
∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
dξ1dξ2

(2.31)

2.2.5 Linéarisation du volume liquide

Pour linéariser la contrainte d’incompressibilité, on doit linéariser V (Uk+1). Or d’après §1.3.3
on a immédiatement :

V (Uk + u) = V (Uk) +
∫

Γ
u · n dΓ

= V (Uk) +
∫
ξ1,ξ2

u · (a1 ∧ a2) dξ1dξ2

= V (Uk) + RΛ
Γ(Uk;u) (2.32)

Ainsi :

V (Uk + u) = V (Uk) + RΛ
Γ(Uk;u) (2.33)
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Chapitre 2. Résolution itérative du problème statique non linéaire

2.2.6 Synthèse du problème

Avec les résultats qu’on vient d’établir, le problème à l’itération k peut s’écrire sous la forme
suivante 14 :

Trouver (u, λ) ∈ Cu × R / ∀ (δu, δλ) ∈ Cu × R
σ Kσ

Γ(u, δu)− σ cos(θ) 1Kθ
γ(u, δu) + ρ g Kg

Γ(u, δu) + . . .

. . .Λ KΛ
Γ(u, δu) + λRΛ

Γ(δu) = −R(δu)

δλRΛ
Γ(u) = δλ

(
V0 − V

)
où R(δu) est le résidu à l’itération k :

R(δu) = σ Rσ
Γ(δu)− σ cos(θ) Rθ

γ(δu) + ρ g Rg
Γ(δu) + Λ RΛ

Γ(δu)

(2.34)

2.3 Régularisation

2.3.1 Singularité

?
Γk+1

Γk

u

Figure 2.2 – Indétermination tangentielle

Dans le problème (2.34), les déplacements tangentiels ne travaillent pas, ce qui se traduit
par l’abscence de raideur tangentielle et fait que le problème est mal conditionné lorsque l’on
fait le choix de chercher un champ tridimensionnel. Cette singularité est bien connue dans les
problèmes de minimisation de surfaces [46], et est liée au fait qu’il n’existe pas un unique champ
vectoriel u qui permet de décrire une surface Γk+1 à partir d’une surface Γk (voir Figure 2.2).

Pour remédier à ce manque de raideur, une première solution est de restreindre les dépla-
cements de la surface libre à des directions prédéfinis et non tangentes à la surface actuelle [5],
ainsi les trois degrés de liberté par nœud se réduisent à un seul. Le problème avec cette solution
est qu’il est techniquement difficile de trouver, à priori, ces directions pour un réservoir de forme
arbitraire dans le cas de grandes déformations (ce qui est le cas dans notre problème). Ce type
de régularisation est pourtant utilisé dans le logiciel Surface-Evolver (K. A. Brakke [14]), où
les nœuds de la surface sont contraints à se déplacer dans la direction normale, mais dans ce

14. Les opérateurs de ce problème sont calculés sur Γk, c’est à dire qu’ils dépendent de Uk. Cependant, et pour
plus de lisibilité, on ne va écrire que les dépendances en u et δu.

36



2.3. Régularisation

cas, l’utilisateur doit interrompre le calcul régulièrement pour visualier la qualité du maillage,
corriger la distorsion de ce dernier et appliquer certaines opérations d’accompagnement pour
que le calcul puisse se poursuivre.

Afin d’avoir une méthode de régularisation adaptée à des géométries complexes (même pour
des déplacements relativement grands) et qui soit autonome (ne nécessitant pas l’intervention
de l’utilisateur durant le calcul), on a choisi d’adapter une méthode appelée Updated Reference
Strategy (URS), proposée par K.-U. Bletzinger [10, 11] pour la régularisation de problèmes de
recherche de surfaces mininales. L’idée principale de cette procédure est de garder les trois degrés
de libertés par nœud, et de modifier le problème initial en lui ajoutant un terme supplémentaire
dépendant de la surface de référence Γ0 et qui va introduire une raideur additionnelle. En mettant
à jour cette surface de référence au cours des itérations, on garantit que la solution finale ne
va pas dépendre du terme ajouté et va correspondre en plus à l’une des solutions du problème
initial. Pour présenter cette méthodologie, il est nécessaire de rappeler tout d’abord l’analogie
qui existe entre le problème de minimisation de surface et le problème mécanique d’équilibre de
membrane élastique.

2.3.2 Analogie mécanique

La singularité du problème (2.34) correspond à la singularité du problème de minimisation
de l’énergie de tension superficielle EΓ. D’après (1.17), cette énergie peut être calculée en se
référant à une surface de référence arbitraire Γ0 (isomorphe à Γ), et on a donc :

EΓ = σ

∫
Γ

dΓ = σ

∫
Γ0

det(Fs) dΓ0 (2.35)

où Fs est le gradient de la transformation Γ0 −→ Γ, donné par 15 :

Fs = ai ⊗ ai0 avec i ∈ {1, 2, 3} (2.36)

On montre donc, grâce à (1.57), que la variation au premier ordre de EΓ, quand Γ est perturbée
par un champ vectoriel δu, peut être exprimée par :

δ[EΓ](δu) = σ Rσ
Γ(δu) = σ

∫
Γ0

det(Fs) Fs−T : δ[Fs](δu) dΓ0 (2.37)

D’autre part, la variation au premier ordre de l’énergie de déformation d’une membrane cöın-
cidant avec Γ, subissant un champ de contraintes donné σ et ayant une épaisseur constante e,
peut être calculée sur la surface de référence Γ0 par :

δ[Edéf ](δu) = e

∫
Γ0

det(Fs) (σFs−T) : δ[Fs](δu) dΓ0 (2.38)

On remarque donc une analogie entre le problème de minimisation de surface et le problème de
membrane élastique si le tenseur σ est isotrope et uniforme tel que σ = σ

e I.
Dans la suite, on utilisera le terme «contrainte» pour désigner une force par unité de longueur

de membrane, de cette manière, on évitera toute allusion à l’épaisseur puisque l’on considère ici
des surfaces d’épaisseur nulle.

Soit S le second tenseur de Piola-Kirchhoff défini par :

S = det(Fs) F−1
s σ Fs−T (2.39)

15. On adopte la convention de la sommation sur les indices répétés.
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Chapitre 2. Résolution itérative du problème statique non linéaire

où le tenseur de contraintes de Cauchy-Green est donnée par :

σ = σ I (2.40)

alors, (2.37) devient :

σ Rσ
Γ(δu) =

∫
Γ0

(Fs S) : δ[Fs](δu) dΓ0 (2.41)

2.3.3 Régularisation URS avec continuation

Bletzinger et al. [11] ont proposé de résoudre le problème de singularité en utilisant le principe
de continuation 16, de paramètre r ∈ ]0, 1], entre le terme (2.37) et un terme de régularisation
σRr

Γ(δu) construit à partir de (2.41) en prenant S = σ I, ce qui donne :

σ Rr
Γ(δu) = σ

∫
Γ0

Fs : δ[Fs](δu) dΓ0

= σ

∫
Γ0

aij0
∂δu

∂ξi
· aj dΓ0 , avec i, j ∈ {1, 2} (2.42)

où aij0 sont les composantes du tenseur métrique contravariant a0 de Γ0. Ainsi, on modifie (2.4)
en remplacant la première équation par :

σ [(1− r) Rσ
Γ(δu) + r Rr

Γ(δu)]− σ cos(θ) Rθ
γ(δu) + ρ g Rg

Γ(δu) + Λ RΛ
Γ(δu) = 0 (2.43)

Si Γ0 tend vers Γ, on aura Fs → I alors Rr
Γ → Rσ

Γ , cela veut dire que la solution du problème mo-
difié va converger vers une solution du problème initial (∀ r > 0). D’autre part, la différentiation
de Rr

Γ(δu) va donner au problème une raideur additionnelle Kr
Γ(u, δu) donnée par :

Kr
Γ(u, δu) = δ[Rr

Γ(δu)](u) =
∫

Γ0

aij0
∂δu

∂ξi
· ∂u
∂ξj

dΓ0 , avec i, j ∈ {1, 2} (2.44)

Kr
Γ est un terme de raideur classique connu sous le nom de raideur géométrique.

Dans le contexte de la résolution itérative de Newton-Raphson, le problème (2.34) sera trans-
formé en remplaçant Rσ

Γ par [(1− r) Rσ
Γ + r Rr

Γ] et Kσ
Γ sera remplacée par [(1− r) Kσ

Γ + r Kr
Γ].

La méthode URS, comme son nom l’indique, sera appliquée à ce nouveau problème en mettant
à jour la surface de référence : à chaque pas de calcul, la surface de référence sera la surface
obtenue à l’itération précédente, ainsi Fs = I, donc Rσ

Γ = Rr
Γ à chaque itération. Cela signifie

que la procédure URS ne modifie pas le résidu dans (2.34), mais ajoute seulement une raideur
supplémentaire qui va régulariser le problème.

Dans [11], les auteurs proposent de changer la valeur de r au cours des itérations de 1 vers
0.1 afin d’accélerer la convergence. La résolution reste cependant efficace et robuste sans avoir
recours à cette continuation. Il faut noter que quand r → 0, le problème devient de plus en
plus singulier, et on préfère pour notre cas, fixer la valeur de r à 1, de cette manière, la matrice
du système linéaire modifié reste bien conditionnée et en plus de cela, on évite l’assemblage de
l’opérateur Kσ

Γ à chaque pas de calcul.

16. Le principe de la méthode de continuation peut se résumer ainsi : si on veut résoudre une équation f(x) = 0
mais que cette dernière est singulière (admet une infinité de solutions possibles), on résoud plutôt le problème
(1− r) f(x) + r g(x) = 0, où g(x) = 0 est un problème régulier. On fait ensuite tendre le paramètre r vers 0 pour
avoir une solution du problème initial.
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2.3.4 Régularisation URS avec minimisation de la distorsion du maillage

La méthode URS proposée par Bletzinger est efficace et donne de bons résultats, cependant,
le choix de l’opérateur de régularisation Rr

Γ (construit à partir de (2.41) en prenant S = σ I)
reste quelque peu arbitraire et intuitif dans la mesure où l’on peut construire une infinité de ces
opérateurs qui auront à peu près les mêmes propriétés.

On présente ici une autre manière de régulariser le problème qui a l’avantage d’être plus
méthodique dans la construction du terme de régularisation. Cette procédure a été proposée
par J. Bonet and J. Mahaney dans le contexte de recherche de surfaces minimales [12]. Cette
méthode consiste à ajouter au problème de minimisation d’énergie, une énergie de distorsion Ed
faisant travailler les déplacements tangents. Cette énergie de distorsion Ed est définie en utilisant
un modèle neo-hookéen communément utilisé pour décrire les comportements hyperélastiques :

Ed =
σd
2

∫
Γ0

(
F̃s : F̃s − 3

)
dΓ0 (2.45)

où σd est un module de cisaillement fictif ajouté au comportement de membrane de la surface
libre et F̃s la partie isochore 17 de Fs définie par :

F̃s = det(Fs)
− 1

3 Fs (2.46)

La différentiation de cette énergie donne un nouvel opérateur de régularisation Rd
Γ tel que :

δ[Ed](δu) = σd Rd
Γ(δu) =

∫
Γ0

(Fs S̃) : δ[Fs](δu)dΓ0 (2.47)

avec

S̃ = σd det(Fs)
− 2

3

(
I− 1

3
(Fs : Fs) (FsT Fs)

−1
)

(2.48)

D’après (2.39), le tenseur de Cauchy-Green correspondant à S̃ est :

σ̃ = σd det(Fs)
− 5

3

(
Fs FsT −

1
3

(Fs : Fs) I
)

(2.49)

Il est facile de vérifier que la trace de σ̃ est bien nulle : le tenseur des contraintes que l’on a
ajouté à la surface libre est purement déviateur.

Maintenant, la première équation du problème (2.4) sera remplacée par :

σ Rσ
Γ(δu) + σd Rd

Γ(δu)− σ cos(θ) Rθ
γ(δu) + ρ g Rg

Γ(δu) + Λ RΛ
Γ(δu) = 0 (2.50)

On peut vérifier que si Fs → I, alors l’opérateur Rd
Γ → 0. Dans le cadre de la procédure URS

(Fs = I à chaque pas), le résidu de (2.34) ne sera toujours pas changé. Par contre, la matrice
de raideur Kd

Γ introduite par cette énergie de distortion ne sera pas nulle, et elle est obtenue en
différentiant Rd

Γ dans la direction u puis en prenant Fs = I. Après avoir effectué ces calculs on
arrive à :

Kd
Γ = Kr

Γ −Kσ
Γ +

1
3

2Kσ
Γ (2.51)

17. La constrution de F̃s fait que det(F̃s) = 1, cela veut dire que la transformation représentée par F̃s ne voit

pas la variation du volume entre la configuration de référence et la configuration finale, c’est à dire que F̃s ne voit
pas la variation de l’aire de la surface (puisque l’épaisseur est constante).
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Si on écrit σd = r σ, où r > 0, le problème (2.34) sera transformé en remplaçant la raideur
de tension de surface initiale Kσ

Γ par
[
(1− r) Kσ

Γ + r Kr
Γ + r

3
2Kσ

Γ

]
. Comparé avec la méthode

de continuation, on a ici un terme supplémentaire : r3
2Kσ

Γ . Même si on a pas noté de différences
notables en utilisant ces deux approches, on retiendra cette deuxième méthode car la construction
du terme de régularisation est plus rigoureuse. Comme précédemment, on choisi r = 1 pour les
mêmes raisons (voir §2.3.3).

2.4 Synthèse du problème

Avec les résultats qu’on vient d’établir, et en adoptant la seconde méthode de régularisation,
le problème à l’itération k peut s’écrire sous la forme suivante :

Trouver (u, λ) ∈ Cu × R / ∀ (δu, δλ) ∈ Cu × R
σ

(
Kr

Γ(u, δu) +
1
3

2Kσ
Γ(u, δu)

)
− σ cos(θ) 1Kθ

γ(u, δu) + . . .

. . . ρ g Kg
Γ(u, δu) + Λ KΛ

Γ(u, δu) + λRΛ
Γ(δu) = −R(δu)

δλRΛ
Γ(u) = δλ

(
V0 − V

)
où R(δu) est le résidu à l’itération k :

R(δu) = σ Rσ
Γ(δu)− σ cos(θ) Rθ

γ(δu) + ρ g Rg
Γ(δu) + Λ RΛ

Γ(δu)

(2.52)

Au fur et à mesure des itérations, le résidu tendra vers zéro, et l’incrément (u, λ) également.
Le critère d’arrêt consiste classiquement à tester, soit la nullité du résidu ou bien celle de l’in-
crément. On préfère la première solution car un résidu qui tend vers zéro signifie directement
que la solution s’approche de l’équilibre. Le fait que l’incrément (u, λ) −→ (0, 0) veux dire que
l’évolution est lente, ceci pourrait se produire loin de la solution si, par exemple, la fonctionnelle
à minimiser présente une “vallée”.

Remarque : la généralisation au cas de surfaces libres à plusieurs bords est immédiate. En
effet, si par exemple Γ est traversée par m structures (tuyaux, antiballottants,...etc), elle aura
donc m bords supplémentaires γi. Si en plus chaque poutre est faite dans un matériau différent,
les angles de contact θi seront, en général, différents d’un bord à l’autre. Le problème à chaque
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pas de calcul sera :

Trouver (u, λ) ∈ Cu × R /∀ (δu, δλ) ∈ Cu × R

σ

(
Kr

Γ(u, δu) +
1
3

2Kσ
Γ(u, δu)

)
− σ cos(θ) 1Kθ

γ(u, δu)− . . .

. . . σ
m∑
i=1

cos(θi) 1Kθ
γi(u, δu) + ρ g Kg

Γ(u, δu) + Λ KΛ
Γ(u, δu) + λRΛ

Γ(δu) = −R(δu)

δλRΛ
Γ(u) = δλ

(
V0 − V

)
où R(δu) est le résidu à l’itération k :

R(δu) = σ Rσ
Γ(δu)− σ cos(θ) Rθ

γ(δu)− σ
m∑
i=1

cos(θi) Rθ
γi(δu) + ρ g Rg

Γ(δu) + Λ RΛ
Γ(δu)

(2.53)
où les opérateurs 1Kθ

γi et Rθ
γi ont les mêmes expressions que 1Kθ

γ et Rθ
γ respectivement, la seule

différence est qu’ils sont calculés sur γi.
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Chapitre 3. Mise en œuvre numérique et validation

3.1 Numérisation par la méthode des éléments finis

3.1.1 Présentation de la démarche

La méthode retenue pour la résolution numérique du problème (2.52) est la méthode des
éléments finis. Ce choix se justifie par la souplesse de cette méthode, notamment pour traiter
des cas 3D complexes, et aussi par la possibilité d’intégration dans les logiciels commerciaux qui
utilisent en grande majorité cette méthode. De nombreux ouvrages détaillent cette méthode :
citons entre autre ceux de Zienkiewicz & Taylor [99], Ciarlet [21] et Bathe [3].

La méthode des éléments finis se base sur la discrétisation spatiale (maillage) du domaine
d’étude au moyen d’éléments de géométries simples standardisés. Comme notre problème est sur-
facique (recherche de la surface libre du domaine liquide), on va utiliser la discrétisation la plus
simple et la plus souple qui est le maillage triangulaire non structuré. Des logiciels (mailleurs)
existent pour générer automatiquement de tels discrétisations. Ainsi, à partir des valeurs aux
nœuds d’un triangle élémentaire se, la géométrie et le champ inconnu seront interpolés à l’in-
térieur de l’élément (maille de la surface libre) au moyen de trois fonctions de forme N1(Ξ),
N2(Ξ) et N3(Ξ), où Ξ est une paramétrisation bidimensionnelle décrivant le triangle de réfé-
rence. Grâce à la formulation du problème (2.52) qui ne fait intervenir que la dérivée première
(car on a éliminé les termes contenant la courbure), on pourra se contenter des fonctions de forme
les plus simples, à savoir des polynômes du premier degré en Ξ. On utilisera cette interpolation
pour la géométrie ainsi que pour le champ inconnu (éléments finis isoparamétriques). Puisque
la formulation du problème (2.52) est indépendante du choix des coordonnées de référence ξ1

et ξ2, alors chaque triangle du maillage surfacique pourra simplement être paramétré à partir
du triangle de référence éléments finis. Ainsi, ξ1 et ξ2 seront tout simplement les variables des
fonctions de forme (Ξ = (ξ1, ξ2)), et on aura donc N1 = 1−ξ1−ξ2, N2 = ξ1 et N3 = ξ2. Ainsi sur
l’élément se, le vecteur position Xse , décrivant la géométrie, le champ inconnu use et le champ
test δuse seront discrétisés en écrivant :

Xse = N(ξ1, ξ2) Xse , use = N(ξ1, ξ2) use et δuse = N(ξ1, ξ2) δuse (3.1)

où Xse , use et δuse sont les vecteurs colonnes (9×1) des valeurs aux nœuds du triangle se de Xse ,
use et δuse respectivement, disposés, par exemple, en regroupant les trois degrés de liberté (ddls)
de chaque nœud (composantes selon ix, iy puis iz) tout en respectant l’ordre conventionnel de
numérotation des nœuds du triangle. Avec ces conventions, la matrice des fonctions de forme N
aura la forme :

N(ξ1, ξ2) =

 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0
0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3

 (3.2)

Vu les formes complexes que peuvent avoir les réservoirs réels, la géométrie de ces derniers
est souvent disponible sous forme de modèle éléments finis. Pour cette raison, on va utiliser
également des maillages triangulaires non structurés pour la représentation du réservoir (qui est
une donnée du problème). On rappelle que ce dernier est non déformable, il est là uniquement
pour guider le glissement de la surface libre au cours des itérations, et aussi pour évaluer le
volume liquide présent entre le réservoir et la surface libre.

La surface initiale Γ0 sera horizontale et correspondera au volume V0.
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3.1. Numérisation par la méthode des éléments finis

3.1.2 Problème matriciel

Le problème (2.52) peut aisément être discrétisé puisque tous les opérateurs sont déjà expri-
més en fonction des variables ξ1 et ξ2. Les dérivées présentes dans ces opérateurs sont également
faciles à calculer puisqu’elles consistent uniquement à dériver les polynomes du premier degré
Ni. Pour les opérateurs de bord (intégrales linéiques), une discrétisation de la courbe γ avec des
éléments finis unidimensionnels (segments) est nécessaire. Par soucis de simplicité, les nœuds du
bord γ cöıncident avec ceux de Γ.

Sans entrer plus dans les détails de cette méthode très classique, on passera directement
au problème discrétrisé obtenu après assemblage des différents opérateurs, ainsi on obtient les
écritures matricielles suivantes :

Kr
Γ(u, δu) =⇒ δuT Kr

Γ u (3.3a)

2Kσ
Γ(u, δu) =⇒ δuT 2Kσ

Γ u (3.3b)

1Kθ
γ(u, δu) =⇒ δuT 1Kθ

γ u (3.3c)

Kg
Γ(u, δu) =⇒ δuT Kg

Γ u (3.3d)

KΛ
Γ(u, δu) =⇒ δuT KΛ

Γ u (3.3e)

Rσ
Γ(δu) =⇒ δuT RσΓ (3.3f)

Rθ
γ(δu) =⇒ δuT Rθγ (3.3g)

Rg
Γ(δu) =⇒ δuT RgΓ (3.3h)

RΛ
Γ(δu) =⇒ δuT RΛ

Γ (3.3i)

où u et δu sont les vecteurs colonnes contenant tous les ddls de la surface libre (3 ddls par nœud
correspondant aux déplacements dans les trois directions de l’espace, y compris pour les nœuds
du bord γ car la contrainte de glissement n’a pas encore été prise en compte à ce stade). Ainsi,
l’équation (2.52) est équivalente au problème matriciel suivant :

[
δuT δλ

] [ K RΛ
Γ

RΛ
Γ

T 0

][
u

λ

]
=
[
δuT δλ

] [ −R

V0 − V

]
(3.4)

où R est le vecteur résidu à l’itération k donné par :

R = σRσΓ − σ cos(θ) Rθγ + ρ gRgΓ + Λ RΛ
Γ (3.5)

et où K est la matrice hessienne du problème régularisé, donnée par :

K = σ

(
Kr

Γ +
1
3

2Kσ
Γ

)
− σ cos(θ) 1Kθ

γ + ρ gKg
Γ + Λ KΛ

Γ (3.6)

La taille de K est 3NΓ × 3NΓ, où NΓ est le nombre des nœuds de Γ.
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3.1.3 Prise en compte de la contrainte de glissement

Dans la discrétisation que l’on vient de faire, on n’a pas tenu compte du fait que u et δu
appartiennent à Cu (c’est à dire que u ·nΣ = 0 et δu ·nΣ = 0 sur γ). Il s’agit là d’une contrainte
dite « forte» qu’il s’agit d’imposer directement dans l’espace de recherche, c’est à dire que pour
tout nœud i qui se trouve sur γ, on utilisera un champ test tel que δui = δui1 t

i
Σ1

+ δui2 t
i
Σ2

, et on
cherchera un déplacement tel que ui = ui1 t

i
Σ1

+ui2 t
i
Σ2

, où tiΣ1
et tiΣ2

sont deux vecteurs unitaires
tangents à Σ en i tels que (tiΣ1

, tiΣ2
,niΣ) est une base orthonormée (niΣ étant la normale à Σ en

i). On peut construire une infinité de bases de cette façon, obtenues par rotation autour de niΣ,
et ici on en choisit une arbitrairement.

Ainsi, dans δu et u, on remplacera, pour chaque nœud i du bord, les 3 ddls initiaux par les
deux ddls glissant en écrivant : δuix

δuiy

δuiz


︸ ︷︷ ︸
δui

=
[
tiΣ1

tiΣ2

] [ δui1
δui2

]
︸ ︷︷ ︸
δuG

i

et

 uix

uiy

uiz


︸ ︷︷ ︸

ui

=
[
tiΣ1

tiΣ2

] [ ui1
ui2

]
︸ ︷︷ ︸

uG
i

(3.7)

Pour les nœuds qui ne sont pas sur le bord de la surface Γ, on ne change pas les ddls (on multiplie
par l’identité), de cette façon, on arrive à construire une matrice G de taille 3NΓ × (3NΓ −Nγ),
où Nγ est le nombre de nœuds de γ, telle que :

δu = G δuG et u = GuG (3.8)

où δuG et uG tiennent compte du glissement grâce à (3.7), et auront donc Nγ composantes en
moins. Ainsi, le système (3.4) devient :

[
δuG

T δλ
] [ GTKG GTRΛ

Γ

RΛ
Γ

TG 0

][
uG

λ

]
=
[
δuG

T δλ
] [ −GTR

V0 − V

]
(3.9)

Le système (3.9) est vérifié ∀ δuG et ∀ δλ, ce qui revient à résoudre le système linéaire :[
GTKG GTRΛ

Γ

RΛ
Γ

TG 0

][
uG

λ

]
=

[
−GTR

V0 − V

]
(3.10)

3.2 Résolution

3.2.1 Pas de charge sur la condition aux limites

L’algorithme itératif de Newton-Raphson que l’on utilise ici pour résoudre le problème sta-
tique est une méthode de minimisation qui utilise la matrice hessienne (matrice des dérivées
secondes) de L. Comparée aux méthodes du gradient (n’utilisant que les dérivées premières de
la fonctionnelle à minimiser), cette démarche est plus efficace et donne une convergence très
rapide quand on est au voisinage de la solution. Cependant, le point de départ (que l’on choisira
simplement être une surface plane horizontale) peut être en général loin de la solution finale, et
la méthode de Newton-Raphson a de grandes chances de diverger. Afin d’éviter ce problème, un
algorithme a été implémenté dans le but de rester en permanence au voisinage d’une solution
intermédiaire, et cela en incrémentant petit à petit la condition d’angle de contact.
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En effet, puisque la surface initiale Γ0 est plane, alors si on applique l’angle de contact θ0 que
fait cette surface avec le réservoir (en fonction de la géométrie du réservoir, cet angle de contact
peut être variable le long de γ0), alors la surface libre se trouve en état d’équilibre. L’angle de
contact θ0 est donc choisi pour initialiser les pas de charge.

Maintenant, étant donné une surface à l’équilibre Γk correspondant à une condition aux
limites θk, le prochain pas de charge (angle de contact à appliquer) sera :

θk+1 = (1− x) θk + x θ (3.11)

où θ est l’angle de contact final que l’on désire atteindre, et on choisi la valeur de x de telle sorte
que :

max |θk+1 − θk| = ∆θmax (3.12)

avec ∆θmax l’amplitude maximale que l’on veut appliquer le long de γk. Dans les exemples
d’application qui seront présentés, des pas de charge de 10◦ et de 5◦ ont été utilisés (un pas de
charge plus fin de 1◦ a été adopté pour le dernier exemple de validation §3.4.2).

La solution de ce problème intermédiaire sera la surface Γk+1, proche de Γk, et ainsi on
garantit l’efficacité et la convergence de la méthode Newton-Raphson. Ces calculs intermédiaires
convergent en général au bout de 1, 2 ou 3 pas de calculs.

On teste à la fin de chaque calcul intermédiaire si max |θk − θ| < ∆θmax. Si c’est le cas,
θk+1 = θ et ainsi ce sera le dernier calcul.

Pour des réservoirs à fortes courbures, on peut imaginer que, au cours des itérations d’un
des calculs intermédiaires, la surface traverse une zone telle que l’angle de contact effectif
θeff formé par la surface et le réservoir, sorte brusquement de l’intervalle toléré, à savoir
[θk+1 −∆θmax, θk+1 + ∆θmax]. Dans ce cas, le résidu augmente brusquement en raison de l’éloi-
gnement brutal entre l’angle de contact objectif et l’angle de contact effectif et on retombe dans
le problème qu’on essaye d’éviter. Pour remédier à cela, un test de réinitialisation a été inclus
après chaque pas de calcul, et qui fait que la procédure redémarre en initialisant l’angle de
contact appliqué à θ0 = θeff . Un exemple illustrant cette situation est présenté dans la Figure
3.7, où la surface libre traverse un coin du réservoir.

3.2.2 Glissement sur le réservoir

La contrainte cinématique u ∈ Cu signifie que chaque nœud du bord γ ne peut se déplacer
que tangentionnellement au réservoir, représenté par Σ. Cette condition linéarisée n’est pas
suffisante dans un calcul non linéaire avec un réservoir à parois courbées. En effet, à cause de
cette courbure, le bord de Γ peut se retrouver décollé de Σ après un pas de calcul. Pour corriger
cela, on effectue, après chaque pas, une projection des nœuds de γ sur le maillage de Σ dans
les directions des normales géodésiques de Γ, c’est à dire selon νΓ. Après cela, on déforme le
maillage de la surface libre avec ce déplacement imposé du bord, tout en n’autorisant que les
déplacements tangentiels à la surface. De cette manière, on préserve la topologie de Γ (voir la
Figure 3.1 pour une illustration en 2D).
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Chapitre 3. Mise en œuvre numérique et validation

Figure 3.1 – Correction du glissement de la surface libre sur le réservoir : l’étape “1” (en bleu)
est la surface après un pas de calcul, alors que l’étape“2” (en noir) est la surface après correction.

La déformation du maillage est faite selon la méthode classique introduite par J.T. Batina
[4], où la matrice de déformation de maillage est constante, donc assemblée une seule fois au
début du calcul.

La projection de γ sur le réservoir nous donne également les nouveaux éléments de Σ en
contact avec la surface libre. Ces derniers seront donc utilisés pour construire les nouvelles
conditions aux limites, mais aussi pour le calcul du volume liquide.

3.2.3 Calcul du volume liquide

Après la correction du glissement de la ligne de contact sur Σ, le volume V du liquide devra
être évalué pour renseigner le dernier terme du vecteur résidu de (3.4). Puisqu’on ne dispose que
de maillages surfaciques, celui de Γ et celui du réservoir Σ, ce volume ne pourra pas être calculé
directement, on utilise pour cela la relation suivante :

V (Γ) =
∫

ΩL

dΩL =
1
3

∫
ΩL

div(OM) dΩL

=
1
3

∫
∂ΩL

OM · nL d∂ΩL (3.13)

où O est l’origine du repère global (dans lequel sont exprimées les coordonnées des nœuds du
problème), M le point courant décrivant le domaine et nL la normale unitaire sortante de ΩL.
Puisque ∂ΩL = Γ ∪ ΣL, alors cette dernière expression devient :

V (Γ) =
1
3

∫
Γ
OM · n dΓ +

1
3

∫
ΣL

OM · nΣ dΣL (3.14)

Le premier terme de (3.14) est facile à évaluer car on dispose directement du maillage de
Γ. Cependant, ΣL va être déterminée en faisant l’intersection entre les maillages du réservoir
et de la surface libre du liquide. Pour cela, un algorithme à été implémenté pour extraire,
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Figure 3.2 – Construction de l’interface ΣL à partir de l’intersection entre les élémets finis du
réservoir (gris) et ceux du bord (rouge) : ΣL = “éléments bleus”∪“morceaux verts”.

automatiquement après l’étape de projection précédente, tous les éléments“mouillés”du réservoir
(de couleur bleue dans la Figure 3.2), et cela en utilisant les connectivités des éléments finis de Σ.
En plus de cela, les éléments finis du réservoir qui sont traversés par le bord γ seront fractionnés 18

(de couleur verte dans la Figure 3.2) afin de pouvoir reconstituer le plus précisément possible
l’interface liquide-structure ΣL. Cette procédure est efficace et n’est pas très gourmande en
temps de calcul. Grâce à elle, les deux maillages sont complètement indépendants et peuvent être
générés séparément. Ainsi, pour traiter différents niveaux de remplissage, il suffit de translater
le maillage de Γ0, puis de le projeter sur Σ selon la procédure décrite dans §3.2.2.

3.3 Exemples d’application

3.3.1 Cadre général pour les exemples

Sans perte de généralité, la valeur du cœfficient de tension de surface sera fixée à σ = 0.072
N/m (valeur pour l’interface eau-air à 25̊ C) et celle de la masse volumique à ρ = 1000 kg/m3

(densité de l’eau), et cela pour tous les exemples qui seront présentés ici. Le champ de gravité
g sera toujours vertical et dirigé vers le bas, quant aux dimensions des réservoirs, elles sont de
l’ordre du mètre.

Pour tester les configurations d’équilibre possibles au sein des réservoirs, on va faire varier
trois paramètres : le niveau de remplissage, la valeur de l’angle de contact θ et l’intensité du
champ de pesanteur g. Ce dernier sera exprimé comme un produit entre la gravité terrestre
g0 = 9.81 ms−2 et un facteur à faire varier.

3.3.2 Configurations simples

Le premier exemple (Figure 3.3) est un réservoir à parois verticales. L’équilibre a été obtenu
après quelques itérations (entre 4 et 10). Cette configuration est parmi les plus simples à traiter

18. On précise ici que le maillage du réservoir ne sera pas modifié par cette opération : les nouveaux “éléments”
verts dans la figure 3.2 seront créés juste pour le calcul du volume liquide et seront éliminés tout de suite après
ce calcul.
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Figure 3.3 – Positions d’équilibre d’un liquide au sein d’un réservoir parallélépipédique vertical
pour différentes valeurs de gravité et d’angle de contact

car la surface libre peut être paramétrée par un champ scalaire qui n’est autre que le déplacement
vertical. Ainsi la taille du problème pourra être divisée par trois et on n’aura pas de problème
de singularité car les déplacements tangents ne seront plus libres. En plus de cela, la condition
de glissement est automatiquement satisfaite. Cependant, il est très rare de rencontrer ce cas

Figure 3.4 – Positions d’équilibre d’un liquide au sein d’un réservoir sphérique. Les surfaces
vertes représentent les solutions intermédiaires pour les incréments d’angle de contact

de figure dans les applications industrielles. En effet, les réservoirs de liquides ont rarement des
parois planes, de ce fait, le cas des réservoirs sphériques est beaucoup plus réaliste. Différents
cas ont été testés (voir Figure 3.4). Pour une telle géométrie, la paramétrisation du déplacement
de la surface libre par un champ scalaire vertical est inadaptée car, d’une part, le glissement
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de la ligne de contact sur la sphère serait impossible, et d’autre part, la surface libre pourrait
devenir si courbée (quand l’angle de contact est loin de la zone 90◦) que la description verticale
donnerait lieu à une fonction à deux valeurs (ce qui est évidemment exclu mathématiquement).
Une autre alternative serait l’utilisation de coordonnées sphériques [90], mais cette approche
serait réservée aux cas particuliers des réservoirs de forme sphérique.

3.3.3 Configurations complexes

La méthode proposée pour résoudre le problème d’équilibre trouve toute sa justification dans
les cas 3D où la complexité de la configuration exclut le recours aux paramétrisations particu-
lières. Il est important de préciser que même une géométrie simple, comme celle d’un réservoir
parallélépipédique illustré dans l’exemple Figure 3.5, ou bien celle d’un réservoir axisymétrique
dans l’exemple Figure 3.6, peut donner lieu à une configuration complexe qui nécessite un calcul
3D et cela dès que la direction de la gravité n’est pas parallèle aux parois (Figure 3.5) ou non
colinéaire à l’axe de symétrie (Figure 3.6).

Figure 3.5 – Position d’équilibre d’un liquide non mouillant au sein d’un réservoir parallélépi-
pédique incliné
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Figure 3.6 – Positions d’équilibre d’un liquide au sein d’un réservoir axisymétrique d’axe per-
pendiculaire au champ de gravité

Traversée d’un coin

Un coin est considéré comme étant une zone de la paroi où la courbure de celle-ci varie
violemment. Les coins vifs ne sont pas considérés dans cette étude car la présence de ces derniers
remetterait en cause certaines hypothèses sur la régularité des champs qu’on utilise, et introduit
en plus des problème de définition des vecteurs nΣ, νΣ et νΓ sur γ. Pour éviter cela, les coins
traités sont arrondis, ce qui a aussi l’avantage de ne pas avoir à implémenter, en plus, une
procédure spécifique pour gérer le glissement de la surface libre sur ces formes singulières.

Dans l’exemple Figure 3.7, on montre un calcul statique où la surface libre traverse un coin
(arrondi) du réservoir pour atteindre sa position d’équilibre. Cet exemple illustre bien l’intérêt
de la procédure de réinitialisation des pas de charge d’angle de contact décrite dans §3.2.1. En
effet, dans la Figure 3.8, on a représenté en rouge l’angle de contact initial θ0 que fait la surface
initiale (horizontale) Γ0 avec le réservoir, et en vert l’angle de contact objectif θ = 23◦. Entre ces
deux courbes on voit, en traits bleus, les différents pas de charge progressifs de la valeur de l’angle
de contact, qui convergent uniformément vers la courbe verte, sauf les nœuds de la zone voisine
du nœud 550 (sur l’axe des abscisses) qui, à un moment donné, traversent le coin du réservoir.
La procédure de réinitialisation décrite dans §3.2.1 garantit à ce moment là, l’adaptation à ce
changement brutal de la condition aux limites.
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Figure 3.7 – Position d’équilibre d’un liquide au sein d’un réservoir parallélépipédique incliné.
La première figure montre les itérations de surfaces libres (vert transparent) traversant un coin
du réservoir. Les autres figures montrent la solution finale sous trois angles de vues
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Figure 3.8 – Évolution des pas de charges d’angle de contact pour le calul de la Figure 3.7

Surface libre à deux bords

Un réservoir réaliste de satellite a souvent une géométrie interne très complexe, due à la
présence de composants ayant des formes plus ou moins complexes, comme des tuyaux ou des
anti-ballottants par exemple. Ces éléments peuvent traverser la surface libre du liquide et donner
lieu à de nouveaux bords. Le matériau constituant chaque élément donnera la valeur de l’angle
de contact à appliquer sur ce nouveau bord, selon la formule (1.74).

Un exemple simple illustrant cette situation est donné dans la Figure 3.9, où l’on a cal-
culé quatre surfaces d’équilibre en faisant varier le niveau de remplissage, l’angle de contact
et la gravité, dans un réservoir cylindrique incliné, traversé par un tube le long de son axe de
révolution.

3.4 Validation

3.4.1 Solution 2D axisymétrique

On considère ici le cylindre du dernier exemple (Figure 3.9), mais disposé cette fois verticale-
ment (parallèlement à g). Le problème devient ainsi complètement axisymétrique et sa résolution
pourra se limiter à un plan contenant l’axe de révolution du réservoir. La trace de la surface
libre du liquide sur ce plan est une courbe qui peut être paramétrée par le champ vertical Z(r),
où r est la coordonnée radiale (voir Figure 3.10).
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Figure 3.9 – Différentes configurations d’équilibre d’un liquide au sein d’un réservoir axisymé-
trique incliné, traversé par un tuyau cylindrique le long de son axe de symétrie

Dans ce cas particulier, la courbure moyenne 2H de la surface libre pourra s’écrire :

2H(r) = − Z ′′(r)(
1 + Z ′(r)2

) 3
2

− Z ′(r)

r
(

1 + Z ′(r)2
) 1

2

(3.15)

où Z ′(r) et Z ′′(r) sont, respectivement, les dérivées première et seconde de Z(r) par rapport à
r. Ainsi l’équation de Laplace-Young (1.71) devient :

Z ′′(r) +
1
r
Z ′(r)

(
1 + Z ′(r)2

)
− ρ g

σ
Z(r)

(
1 + Z ′(r)2

) 3
2 − Λ

σ

(
1 + Z ′(r)2

) 3
2 = 0 (3.16)
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Figure 3.10 – Paramétrisation axisymétrique

Quant aux conditions aux limites, elles s’écrivent :

Z ′(Ri) = − tan
(π

2
− θi

)
and Z ′(Re) = tan

(π
2
− θe

)
(3.17)

où Ri = 0.05 m et Re = 0.5 m. Ces paramètres sont, respectivement, les rayons interne et externe
du réservoir.

Si (Z,Λ) est une solution de (3.16) et (3.17), alors on pourra facilement vérifier que (Z +
C,Λ− ρ g C) l’est aussi, et cela quelque soit la valeur de la constante C. Cela est dû au fait que
le problème est invariant par translation verticale car on n’a pas pris en compte la contrainte
d’incompressibilité. On remplace ici cette contrainte par l’ajout d’une condition limite supplé-
mentaire sur Z :

Z(Ri) = ZEF (3.18)

où ZEF est la valeur de la coordonnée verticale du bord interne de la solution 3D obtenue par
éléments finis (solution que l’on souhaite valider). Le système d’équations (3.16), (3.17) et (3.18)
est maintenant bien posé.

La résolution numérique de ce problème non linéaire est effectuée avec le solveur “bvp4c” du
logiciel Matlab c©. Comme on peut le constater dans la Figure 3.11, on obtient une très bonne
concordance entre cette solution 2D axisymétrique (la courbe violette) et la solution 3D éléments
finis (la surface bleue), même pour des angles de contact très faibles.

Remarque : il est utile de signaler qu’à la convergence, on vérifie que les nœuds du maillage
de la surface libre cöıncident bien avec la solution de référence alors que l’angle de contact EF à
l’équilibre (angle entre le maillage de la surface libre et celui du réservoir) est forcément différent
de la valeur de référence θ en raison de la courbure de la surface libre (les éléments de surface
étant, quant à eux, plats). L’angle de contact EF n’est donc pas un moyen précis pour contrôler
la valeur de l’angle de contact à la convergence. Cela dit, l’angle EF converge vers la valeur
théorique quand on raffine les maillages au voisinage du bord.
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(a) : θi = θe = 9◦ et g = 10−5g0 (b) : θi = θe = 160◦ et g = 8.10−5g0

(c) : θi = 5◦, θe = 175◦ et g = 5.10−4g0 (d) : θi = 10◦, θe = 170◦ et g = 5.10−5g0

Figure 3.11 – Comparaison entre les solutions 3D obtenues par éléments finis, et les solutions
2D axisymétriques, pour différents angles de contact et niveaux de gravité

3.4.2 Critère de Concus-Finn : angle de contact critique

L’étude de l’existence et de la stabilité des surfaces d’équilibre de liquides avec tension de
surface est un problème mathématique très complexe. Un des résultats intéressants qui ressort
de ces études est un critère d’existence établit par P. Concus and R. Finn, applicable à une
certaine classe de réservoirs ayant un ou plusieurs coins.

Cette théorie n’exige pas une gravité nulle, mais le phénomène d’instabilité qu’on va mettre
en évidence ici est plus visible dans cette configuration, donc on prendra ici g = 0.
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On considère un réservoir à parois verticales. Si φ est la valeur du plus petit angle intérieur
en un coin, alors P. Concus and R. Finn [24] ont monté que pour un liquide mouillant 19, aucune
solution ne peut exister si θ < θcr, où l’angle de contact critique θcr est donné par :

θcr =
π

2
− φ

2
(3.19)

Des expériences en tour de crash [85] et en orbite [26] ont confirmés la validité de ce critère.
Concus et Finn ont également montré que, en général, la valeur critique θcr diminue quand

on arrondit les coins du réservoir, et ont proposé une procédure pour calculer la valeur critique
dans ce cas, en fonction du rayon de l’arrondi [25].

r

2/φ

1m

Figure 3.12 – Section horizontale d’un réservoir ayant un angle dont le rayon de l’arrondi est
r.

Figure 3.13 – Exemple d’une surface libre en équilibre pour un θ > θcr

19. Le cas de liquide non mouillant peut être traité d’une manière analogue.
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Afin de confronter notre algorithme de résolution 3D à cette théorie, on utilise un cylindre
vertical, dont la section présente un coin intérieur d’angle φ = 40◦, avec un rayon d’arrondi de
r = 0.01m (voir Figure 3.12). D’après la procédure décrite dans [25], l’angle de contact critique
dans cette configuration est θcr = 67.80◦. Pour retrouver numériquement la valeur de l’angle de
contact critique, on commence par une surface horizontale (θ = 90◦), et on cherche les surfaces
d’équilibre pour des angles de contact décroissants : θ = 89◦, θ = 88◦, θ = 87◦, . . .etc. La surface
libre est discrétisée par un maillage de 8081 triangles, dont la taille diminue progressivement
quand on va vers la pointe.

Dans la Figure 3.14a, on a représenté les différentes surfaces d’équilibre correspondantes aux
différents angles de contact, alors que dans la Figure 3.14b, c’est l’évolution de la norme du résidu
pour chaque calcul qui est représentée, en fonction des itérations du calcul Newton-Raphson.
On remarque que la convergence est très rapide dans les premiers calculs (θ loin de θcr), et au
fur et à mesure que l’on se rapproche de la valeur critique, le calcul peine à converger.

D’après ce calcul, l’angle de contact critique est à peu près égal à 65◦, puisque c’est la
dernière valeur d’angle de contact pour laquelle un équilibre 20 a été trouvé. La valeur que l’on a
trouvé pour θcr (qui est 2.8◦ en deça de la valeur attendue) pourrait être améliorée en raffinant
le maillage de la surface libre et aussi celui du réservoir. En plus de cela, un critère d’arrêt plus
exigeant (donc plus d’itérations) pourra donner lieu à une meilleure estimation de l’angle de
contact critique, comme il est montré avec Surface Evolver [22]. Dans le calcul avec θ = 64◦

Figure 3.14 – Recherche itérative de la valeur de l’angle de contact critique

(correpondant à la surface rouge dans la Figure 3.14a et à la courbe rouge dans la Figure 3.14b),
la surface continue de monter le long du coin.

En conclusion, cet exemple montre que la valeur calculée de θcr ainsi que le comportement

20. Dans cet exemple, le calcul statique est arrêté quand la norme euclidienne du résidu devient inférieure à
10−5.
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de la surface quand θ < θcr sont tous les deux conformes aux prévisions de la théorie de Concus-
Finn.
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Deuxième partie

Étude dynamique
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Introduction

Connaissant la configuration d’équilibre du liquide au sein du réservoir, on se propose dans
cette partie d’étudier ses vibrations au voisinage de cette position, en considèrant le réservoir
immobile. Alors que la majorité des travaux dans ce domaine concerne des réservoirs à géométries
simples [38, 86, 98, 90], on propose ici une résolution 3D par la méthode des éléments finis.

Dans le premier chapitre de cette partie, on va établir les équations locales régissant ce
problème de ballottement. Ainsi, on pourra construire dans le chapitre suivant la formulation
variationnelle du problème. Le dernier chapitre est consacré à la discrétisation par la méthode
des éléments finis ainsi qu’à la symétrisation du problème matriciel spectral qui en découle.

Cette partie a été largement inspirée de l’ouvrage de H. J.-P. Morand et R. Ohayon [62]
(Chap. 2 et Chap. 4) pour l’établissement des équations locales et pour la symétrisation du
système matriciel obtenu. L’originalité du travail présenté ici réside essentiellement dans la for-
mulation variationnelle proposée qui présente plusieurs avantages facilitant sa mise en œuvre
numérique.
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Chapitre 4

Equations linéarisées d’un liquide
parfait incompressible avec tension

superficielle

Sommaire
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Chapitre 4. Equations linéarisées d’un liquide parfait incompressible avec tension superficielle

4.1 Description du système étudié

Dans ce chapitre, on va établir les équations linéarisées décrivant les petits mouvements
d’un fluide (liquide) non visqueux et pesant en prenant en compte la tension superficielle. On
va introduire les fluctuations lagrangienne et eulérienne de pression pour ensuite établir les
équations locales du problème. On introduira ensuite le potentiel de déplacement ϕ qui sera la
variable décrivant le mouvement à l’intérieur du volume liquide. Quant au mouvement de la
surface libre, on utilisera la variable supplémentaire η qui est le déplacement normal à la surface
libre.

4.1.1 Le système

On s’intéresse aux petits mouvements d’un liquide incompressible non visqueux L de densité
homogène ρ au voisinage de sa position d’équilibre statique. Le liquide remplit partiellement un
réservoir rigide et fixe, le reste du volume est occupé par un gaz G de pression constante PG.
Le phénomène de capillarité est pris en compte à travers le coefficient de tension superficielle
σ de la surface libre considéré constant ainsi qu’à travers l’angle de contact statique θ (voir
partie statique). Enfin la gravité est supposée constante g = −g iz, où iz est le vecteur unitaire
ascendant. Un tel système peut être schématisé par la figure 4.1.

Figure 4.1 – Petits mouvements d’un liquide dans le champs de pesanteur

4.1.2 Notations

Les variables notées avec un prime « ′ » seront associées à la configuration déformée à un
instant t, ainsi :

Entité à l’équilibre à l’instant t
Position d’une particule liquide M M ′

Domaine liquide ΩL Ω′L
Surface libre Γ Γ′

Normale unitaire sortante à la surface libre n n′

Interface liquide-réservoir ΣL Σ′L
Normale unitaire sortante à l’interface liquide-réservoir nΣ n′Σ

Pression du liquide P P ′

Courbure moyenne de la surface libre H H ′
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4.1.3 Hypothèses de linéarisation

Pour décrire les mouvements, on note u le déplacement d’une particule liquide occupant le
point M à l’équilibre, ainsi on a :

M ′ = M + u(M, t) ∀M ∈ ΩL (4.1)

La linéarisation des équations du problème se fera en faisant l’hypothèse des petits mouvements
au voisinage de la position d’équilibre statique. Les déplacements et les variations de pression
—ainsi que leurs dérivées spatiales et temporelles— seront considérés comme des infiniments
petits. Le but sera d’établir des équations vérifiées dans ΩL.

4.2 Équations locales linéarisées dans le domaine liquide

4.2.1 Équations d’Euler

On rappelle que les petits mouvements d’un liquide incompressible, homogène et non vis-
queux sont gouvernés par l’équation d’Euler :

∇P ′ = ρ (g − acc) dans Ω′L (4.2)

où acc(M ′, t) est le vecteur accélération instantanée en M ′.
À l’équilibre, l’équation classique de l’hydrostatique s’appliquera :

∇P = ρ g dans ΩL (4.3)

4.2.2 Fluctuations lagrangienne pL et eulérienne p de pression

La fluctuation lagrangienne de pression pL(M) est défini pour tout point M de la configura-
tion d’équilibre en suivant la particule de liquide dans son mouvement :

pL(M) = P ′(M ′, t)− P (M) (4.4a)

alors que la fluctuation eulérienne p(M) est défini au point géométrique M par :

p(M) = P ′(M, t)− P (M) (4.4b)

En calculant la différence entre ces 2 expressions, on obtient, au 1er ordre en u :

pL(M)− p(M) = P ′(M ′, t)− P ′(M, t) '∇P ′(M, t) · u(M, t)

Or d’après (4.4b) on a :
∇P ′(M, t) = ∇p(M) + ∇P (M) (4.5)

En utilisant (4.3) et le fait que ∇p(M) est un infiniment petit du premier ordre, on arrive à :

pL(M)− p(M) = −ρ g u · iz ∀M ∈ ΩL (4.6)
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Remarques :

– la fluctuation lagrangienne de pression peut s’écrire mathématiquement comme la dérivée
de P par rapport à la position de la particule liquide dans la direction de u. En utilisant
les notations de la partie I, on peut donc l’écrire pL = δ[P ](u).

– l’équation (4.6) montre que, pour un fluide pesant en présence d’un champ de gravité,
la fluctuation de pression p —mesurée en un point géométrique— et pL —mesurée en
suivant la particule fluide dans sont déplacement— ne sont pas égales, malgré l’hypothèse
des petits mouvements. Si le fluide est non pesant, (comme un gaz) ou si la gravité est
négligeable, on aura p = pL.

– on remarque que, contrairement à pL qui est directement définie dans le domaine d’équilibre
ΩL par (4.4a), la fluctuation eulérienne p n’est rigoureusement définie que pour un point
appartenant à ΩL∩Ω′L. Cependant, l’hypothèse des petits déplacements peut étendre cette
définitions aux points appartenent au bord de ΩL, grâce à l’équation (4.6).

4.2.3 Linéarisation des équations d’Euler

On se place en un point géométrique M ∈ ΩL ∩ Ω′L à un instant t. En faisant la différence
des deux équations (4.2) et (4.3), et en utilisant (4.5), on obtient :

∇p(M) = −ρacc(M, t) (4.7)

D’autre part, en dérivant (4.1) deux fois par rapport au temps, on trouve :

acc(M ′, t) =
∂2u(M, t)

∂t2
(4.8)

En plus, on a au premier ordre en u pour les trois composantes de l’accélération, ai(M ′, t) −
ai(M, t) = ∇ai(M, t) · u(M, t). Donc d’après les hypothèses de linéarisation, les accélerations
en M et en M ′ sont égales au premier ordre. Ainsi on arrive aux équations d’Euler linéarisées,
reliant la fluctuation eulérienne de pression p et le déplacement u d’une particule liquide autour
d’une position d’équilibre statique :

∇p = −ρ ∂
2u

∂t2
dans ΩL (4.9)

Les mouvements étudiés ici sont les petits mouvements harmoniques où le déplacement u et
la fluctuation de pression p varient sinusöıdalement autour de leur valeur d’équilibre, on écrit
donc :

u(M, t) = u(M) cos(ωt) , p(M, t) = p(M) cos(ωt) (4.10)

où ω est la pulsation du mouvement. À partir d’ici, on considère uniquement l’amplitude du
déplacement u et celle de la fluctuation de pression p. Les équations linéarisées d’Euler (4.9)
deviennent :

∇p− ρ ω2 u = 0 dans ΩL (4.11)

4.2.4 Représentation du liquide dans ΩL

Irrotationnalité du liquide et potentiel de déplacement

En appliquant l’opérateur rotationnel à l’équation (4.11), et en utilisant le résultat classique
rot(∇p) = 0, on obtient que ρ ω2 rot(u) = 0. Or ρ > 0, donc pour ω 6= 0 on a le résultat
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classique d’irrotationnalité du mouvement :

rot(u) = 0 dans ΩL (4.12)

Cette dernière propriété implique l’existence d’un champ scalaire ϕ, appelé potentiel de dépla-
cement, défini à une constante additive près par :

u = ∇ϕ dans ΩL (4.13)

Choix de la variable décrivant le liquide

A ce stade, il y a plusieurs choix de variable d’état possibles pour écrire les équations du
liquide dans ΩL :

– soit son champ de déplacement u [53, 8, 68] : la compatibilité des déplacements à l’inter-
face ∂ΩL est ainsi facilement satisfaite, mais l’apparition de “modes de circulation” non
physiques apporte des problèmes numériques. Bien que des méthodes aient été dévelop-
pées pour faire disparâıtre ces modes indésirables (soit par ajout d’un terme de pénalité
proportionnel à rot(u) [19], soit par l’utilisation d’éléments finis spéciaux [9, 7, 8]), ces mé-
thodes restent exigeantes en terme de capacité de calcul, vue la taille des modèles qu’elles
engendrent 21.

– soit la fluctuation de pression p dans le liquide : cependant, l’introduction de cette variable
duale dans la formulation rend le système obtenu non symétrique et moins facilement
implémentable dans des codes de calcul standards [58]. La symétrisation nécessite alors
une projection modale [65].

– soit, grâce à l’introduction du potentiel 22 de déplacement ϕ. En introduisant ce potentiel,
on élimine les solutions stationnaires irrotationnelles parasites qui peuvent exister [49],
ainsi que les mouvements rotationnels permanents (qui ne sont pas le sujet de l’analyse
vibratoire qu’on désire faire ici).

C’est cette dernière possibilité qui sera utilisée par la suite.

Unicité du potentiel de déplacement ϕ

En utilisant la relation (4.13) dans (4.11), on obtient que ∇p− ρ ω2 ∇ϕ = 0. Une définition
alternative du potentiel ϕ va être :


p = ρ ω2 ϕ+ π (a)

l(ϕ) = 0 avec l(1) 6= 0 (b)
(4.14)

où π est une constante et l(ϕ) est une relation linéaire arbitraire garantissant l’unicité de la
définition de ϕ (et donc de π). Cette relation linéaire doit toutefois vérifier l(1) 6= 0. En effet,
soit ϕ un champ scalaire sur ΩL et c une constante tels que l(ϕ + c) = l(ϕ) = 0. Pour établir
l’unicité de ϕ, il faut montrer que c = 0. Or l(ϕ+c) = l(ϕ)+c l(1) = c l(1) = 0, donc la propriété
l(1) 6= 0 est nécessaire pour conclure sur la nullité de c, et donc l’unicité de ϕ.

21. Si la viscosité du fluide devait être prise en compte, une formulation en déplacement pour le fluide serait
certainement le seul choix possible.

22. Dans le cas de domaines fluides multiples, il faut définir des potentiels ϕi pour chaque domaine.
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Chapitre 4. Equations linéarisées d’un liquide parfait incompressible avec tension superficielle

4.2.5 Condition d’incompressibilité

La condition d’incompressibilité du liquide est classiquement écrite sous la forme

div
(
v(M ′, t)

)
= 0 dans Ω′L

où v est la vitesse instantannée de la particule fluide. Cependant, ici on utilisera la relation
linéarisée qui fait intervenir la déformation :

div(u) = 0 dans ΩL (4.15)

Cette relation peut être obtenue directement en considérant la loi de conservation de la masse
en coordonnées lagrangiennes, qui s’écrit :

ρ′ det(F) = ρ

où F est le gradient de la déformation ΩL −→ Ω′L. Puisque le liquide est incompressible, on a
ρ′ = ρ donc det(F) = 1. Comme det(F) = 1 + div (u) au 1er ordre en u, on obtient donc bien la
relation (4.15).

Finalement, du fait que u = ∇ϕ, la condition d’incompressibilité devient :

∆ϕ = 0 dans ΩL (4.16)

où ∆ϕ = div(∇ϕ) est le laplacien de ϕ.

4.3 Équations linéarisées au bord ∂ΩL du domaine

Pour résoudre l’équation différentielle (4.16), on aura besoin de conditions aux limites sur le
bord du domaine ∂ΩL = ΣL ∪ Γ. Cette condition aux limites renseigne sur la valeur de la trace
normale de ∇ϕ sur ∂ΩL, c’est à dire la valeur de ∇ϕ · nΣ sur ΣL et ∇ϕ · n sur Γ.

4.3.1 Condition aux limites sur ΣL

La condition aux limites linéarisée à l’interface avec la structure immobile est simplement :

u · nΣ = 0 sur ΣL (4.17)

Ce qui est la traduction, au premier ordre, du fait qu’une particule liquide, initialement sur
l’interface ΣL, ne peut ni pénétrer cette dernière ni s’en décoller. Cela signifie qu’en théorie
linéarisée, le mouvement de cette particule est limité au plan tangent au réservoir à cet endroit.
D’autre part, puisque u = ∇ϕ, la condition limite en ϕ s’écrit donc :

∂ϕ

∂nΣ

= 0 sur ΣL (4.18)

où
∂ϕ

∂nΣ

désigne le produit scalaire ∇ϕ · nΣ.
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4.3.2 Condition aux limites sur Γ

Sur Γ, le déplacement normal u · n = ∂ϕ
∂n (où ∂ϕ

∂n désigne le produit scalaire ∇ϕ · n) est
inconnu, il sera noté η dans la suite :

∂ϕ

∂n
= η sur Γ (4.19)

Il faut à présent établir une équation permettant de déterminer η sur la surface libre. Pour
cela, on va linéariser l’équation de Laplace-Young traduisant le saut de pression sur Γ.

On sait que cette équation s’applique à l’équilibre :

P − PG − σ 2H = 0 sur Γ (4.20)

ainsi qu’à l’instant t sur Γ′ :

P ′ − PG − σ 2H ′ = 0 sur Γ′ (4.21)

La linéarisation de la condition de surface libre, consiste à exprimer la différence entre (4.20)
et (4.21) au premier ordre. Cette opération n’est autre que le calcul de la dérivée directionnelle
suivant u en Γ, notée :

δ[P − PG − σ 2H](u) = 0 sur Γ (4.22)

On désignera désormais par u le déplacement du liquide à la surface libre, et on décompose
ce dernier de la manière suivante :

u = µ1 t1 + µ2 t2︸ ︷︷ ︸
u‖

+ηn (4.23)

où (t1, t2,n) est une des bases orthonormées locales, où n est la normale à Γ et où t1 et t2 y sont
tangents. On peut construire une infinité de bases possibles, obtenues par rotation autour de
n. Le choix reste ici arbitraire. On fait le choix de dériver l’équation de Laplace-Young dans la
direction normale à Γ uniquement, ceci afin d’éviter d’introduire les inconnues supplémentaires
µ1 et µ2 dans les équations. Ce choix sera justifié plus tard dans la deuxième remarque §6.1.3.
La linéarisation de la condition de surface libre sera donc :

δ[P − PG − σ 2H](ηn) = 0 sur Γ (4.24)

Puisque la pression du gaz est supposée constante, alors δPG(ηn) = 0. Il reste à calculer
δP (ηn) et δ[2H](ηn). Une première manière d’exprimer ces variations est présentée dans [62],
où l’on trouve :

δ[P ](ηn) = p− ρ g (iz · n) η (4.25a)

δ[2H](ηn) = −
( 1
R2
α

+
1
R2
β

)
η − divs(∇s η) (4.25b)

où Rα et Rβ sont les rayons principaux 23 de courbure de la surface libre. La condition linéarisée
de surface libre est ainsi donnée par l’équation :

p = ρ g (iz · n)η − σ
[( 1
R2
α

+
1
R2
β

)
η + divs(∇s η)

]
(4.26)

23. Les courbures principales 1
Rα

et 1
Rβ

sont les valeurs propres du tenseur de courbure de Γ.
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Chapitre 4. Equations linéarisées d’un liquide parfait incompressible avec tension superficielle

Puisque p peut s’exprimer en fonction de ϕ et π grâce à (4.14a), on obtient finalement :

ρ ω2 ϕ+ π = ρ g (iz · n)η − σ
[( 1
R2
α

+
1
R2
β

)
η + ∆sη

]
(4.27)

où ∆sη = divs(∇s η) est le laplacien surfacique de η.

’

n

Γ

GPη

M

Γ

P’

N’

M’

u(M)
η

Figure 4.2 – La surface libre du fluide

Remarque : le calcul de la variation de l’équation de surface libre dans la direction normale
(4.24) est une dérivation partielle où on maintient les composantes tangentielles de u nulles.
L’équation qui en résulte, à savoir (4.27), fait donc en réalité intervenir le déplacement η̃
mesuré entre les points M et N ′ (voir Figure 4.2). La valeur de η̃ est, en général, différente
de celle de η = u · n, mais cette différence reste du second ordre en u. En effet, pour des
petits mouvements, les points N ′ et M ′ sont assez proches pour écrire N ′M ′ ·n′ = 0. Or
on a d’une part N ′M ′ = u − η̃n et d’autre part n′ = n + δ[n](u), alors en utilisant le
fait que δ[n](u) est un vecteur orthogonal à n, on obtient :

η̃ − u · n = u · δ[n](u) = 0 + o(‖u‖)

Ainsi, on peut considérer, dans un cadre linéarisé, que η̃ = u · n = η.

4.3.3 Condition d’angle de contact sur γ

La linéarisation (4.27) de l’équation de surface libre fait intervenir des dérivées secondes
de η au travers du terme ∆sη. Il est donc nécessaire d’adjoindre au système d’équations aux
dérivées partielles régissant les petits mouvements, une condition aux limites donnant la valeur

de
∂η

∂νΓ

= (∇s η) · νΓ sur le bord de la surface libre. Cette condition aux limites viendra de la

linéarisation de la condition de conservation de l’angle de contact au cours du mouvement :

νΓ · νΣ = cos(θ) = Cte (4.28)

Cette linéarisation devra tenir compte de la condition de glissement (4.17) appliquée sur le bord
γ, et cela oblige à introduire une inconnue supplémentaire, qui est le déplacement tangentiel dans
la direction de la normale géodésique νΓ, notée µΓ. En effet, prenons un point situé sur la ligne
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4.3. Équations linéarisées au bord ∂ΩL du domaine

de contact γ, si on considère la base locale (νΓ, tγ ,n), où tγ est le vecteur directeur de γ (voir
Figure 4.3), le déplacement de la surface libre en ce point peut s’écrire u = µΓ νΓ+(u·tγ) tγ+ηn,
avec µΓ = u · νΓ. Compte tenu du fait que νΓ ·nΣ = sin(θ), n ·nΣ = − cos(θ) et que tγ ·nΣ = 0,
la condition de glissement (4.17) sur la ligne de contact γ devient :

nΣ

’

νΓ

tγ

u

n

θ

νΣ

Γ

Γ

Γ

Σ

η

M

M’
µ

Figure 4.3 – Déplacement au bord de la surface libre

µΓ sin(θ)− η cos(θ) = 0 (4.29)

Morand et Ohayon [62] ont proposé une linéarisation de (4.28) dans la direction ηn+ µΓ νΓ

en calculant 24 sur γ :
δ[νΓ · νΣ](ηn+ µΓ νΓ) = 0, (4.30)

pour ensuite éliminer l’inconnue µΓ en fonction de η, grâce à (4.29), en écrivant :

µΓ =
cos(θ)
sin(θ)

η. (4.31)

Ils ont ainsi montré que la linéarisation de la condition aux limites d’angle de contact (tenant
compte de la contrainte de glissement au bord) pouvait s’écrire sous la forme :

∂η

∂νΓ

=
1

sin(θ)

(
cos(θ)

1
RΓΓ

+
1
RΣΣ

)
η (4.32)

où
1
RΓΓ

= κΓ(νΓ) · νΓ et
1
RΣΣ

= κΣ(νΣ) · νΣ, avec κΓ et κΣ les tenseurs de courbure de Γ et Σ

respectivement, définis par κΓ =
∂n

∂M
et κΣ =

∂nΣ

∂M
où M décrit la surface considérée. Cette

expression sera utilisée, dans un premier temps, comme condition aux limites sur le bord γ.

24. Cette linéarisation de la condition d’angle de contact donne, en réalité, une équation faisant intervenir des
variables µ̂γ et η̂, en général, différentes de µΓ et η. Cependant, compte tenu des hypothèses de linéarisation et de
régularité de γ, on peut montrer que cette différence est du second ordre (de la même manière que la différence
entre η̃ et η dans la remarque §4.3.2).
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Chapitre 5

Formulation variationnelle du
problème de ballottement avec

tension superficielle
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Chapitre 5. Formulation variationnelle du problème de ballottement avec tension superficielle

5.1 Problème en (ϕ, η, π)

5.1.1 Rappel des équations locales

Dans le chapitre précédent, les équations locales linéarisées régissant le problème de ballot-
tement avec capillarité ont été établies pour le jeu de variables (ϕ, η, π). Le problème spectral
s’écrit alors :

∆ϕ = 0 dans ΩL (a)

∂ϕ

∂nΣ

= 0 sur ΣL (b)

∂ϕ

∂n
= η sur Γ (c)

l(ϕ) = 0 avec l(1) 6= 0 (d)

ρ ω2 ϕ+ π = ρ g (iz · n)η + σ L(η) sur Γ (e)

∂η

∂νΓ

= Dη sur γ (f)

(5.1)

où L(η) et D sont donnés, respectivement par (4.27) et (4.32) :

L(η) = −
( 1
R2
α

+
1
R2
β

)
η −∆sη (5.2a)

D =
1

sin(θ)

(
cos(θ)

1
RΓΓ

+
1
RΣΣ

)
(5.2b)

5.1.2 Difficultés d’implémentation

Les équations locales (5.1) du problème de ballottement avec tension superficielle ont permis
à Morand et Ohayon [62] (chapitre 4) d’établir une formulation variationnelle symétrique. C’est
de plus la seule formulation, à notre connaissance, qui prend en compte la courbure du réservoir
(le terme 1

RΣΣ
dans 5.2b) dans l’expression de la condition d’angle de contact dynamique. La

signification physique de la présence de cette courbure dans la condition limite (5.1f) sera discutée
ultérieurement.

La formulation variationnelle qu’ils proposent, obtenue par multiplication des équations
locales par des champs tests puis intégration sur le domaine d’équilibre, présente cependant
quelques difficultés techniques pour son implémentation par la méthode des éléments finis :

– description de la géométrie de la surface libre : la présence de la quantité 1
R2
α

+ 1
R2
β

dans l’opérateur L nous oblige à calculer avec une bonne précision les courbures principales
de la surface d’équilibre Γ. Or la géométrie de cette dernière est donnée par un maillage
linéaire obtenu par le calcul statique (cf. Partie I). Bien que des méthodes —plus ou
moins complexes— existent pour estimer la courbure sur un maillage surfacique [44, 42],
la précision de cette estimation restera limitée par le niveau de finesse du maillage utilisé
dans la description de la surface, d’autant plus que l’erreur relative est doublée ici par la
présence des carrés.
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5.2. Problème en (ϕ,u, π)

– précision dans la condition aux limites : la présence de la quantité 1
RΓΓ

dans l’opéra-
teur de bord D signifie que nous devons estimer aussi la courbure de Γ au niveau de son
bord γ. Les méthodes d’estimation de la courbure sur un maillage ont besoin d’évaluer les
dérivées discrètes premières et secondes en chaque nœud du maillage ce qui nécessite un
certain nombre de points dans leur voisinage. Par conséquent, le calcul de la courbure aux
points qui se trouvent sur le bord γ sera le moins précis (le voisinage du point est restreint).
Cela est d’autant plus vrai que c’est précisément au bord de la surface libre que la courbure
est en général la plus élevée donc nécessiterait plus de points. D’après la littérateure, le
problème de ballottement avec capillarité est sensible à la condition aux limites, donc les
résultats numériques obtenus risquent d’être entâchés d’une erreur importante due à la
mauvaise estimation de ces courbures.

– description du déplacement sur γ : le champ η a été retenu comme unique variable
pour décrire le mouvement de la surface libre, y compris sur son bord. Bien que la contrainte
de glissement (4.17) ait été prise en compte, ce choix reste, quelque part, peu naturel,
dès que l’angle de contact est différent de π/2. Cependant, le vrai problème avec cette
formulation est dû à la présence de 1

sin(θ) dans (5.2b), qui laisse présager de problèmes
numériques si l’angle de contact devient voisin de zéro.

Nous proposons dans ce qui suit une écriture alternative du problème (5.1) avec un autre
jeu de variables au bord et une manière de procéder permettant d’éviter les problèmes décrits
ci-dessus.

5.2 Problème en (ϕ,u, π)

5.2.1 Formulation (ϕ, η, µΣ, π)

Dans le chapitre précédent, la condition aux limites d’angle de contact de la formulation
(ϕ, η, π) a été établie en calculant la variation au premier ordre de (4.28), dans la direction
ηn+µΓ νΓ, pour ensuite éliminer µΓ par l’intermédiaire de (4.31) et arriver enfin à (5.1f). Pour

avoir une formulation qui évite le terme en
1

sin(θ)
, on choisit une paramétrisation du déplacement

au bord sous la forme :

u = µΣ νΣ au lieu de


u = ηn+ µΓ νΓ

µΓ sin(θ)− η cos(θ) = 0
(5.3)

Ainsi, la contrainte cinématique u·nΣ = 0 sera prise directement en compte dans l’espace admis-
sible. On remplace ainsi (5.1f) par δ[νΓ · νΣ](µΣ νΣ) = 0. Le problème spectral en (ϕ, η, µΣ, π)
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Chapitre 5. Formulation variationnelle du problème de ballottement avec tension superficielle

s’écrit :

∆ϕ = 0 dans ΩL (a)

∂ϕ

∂nΣ

= 0 sur ΣL (b)

∂ϕ

∂n
= η sur Γ (c)

l(ϕ) = 0 avec l(1) 6= 0 (d)

ρ ω2 ϕ+ π = ρ g (iz · n)η + σ L(η) sur Γ (e)

δ[νΓ · νΣ](µΣ νΣ) = 0 sur γ (f)

(5.4)

5.2.2 Formulation (ϕ,u, π)

L’équation (5.4e) a été établie à partir de (4.24), où les dérivées de P et de 2H dans la
direction ηn sont données respectivement dans (4.25a) et (4.25b). D’une manière plus générale,
on peut calculer les variations au premier ordre dans une direction donnée, comme ηn par
exemple, en procédant en deux temps : d’abord on exprime ces variations dans la direction du
champ complet u, puis on annulle la contribution des directions indésirables, ce qui revient, dans
notre exemple, à remplacer u par ηn. Autrement dit, pour toute fonction f défini sur Γ, on a
l’équivalence :

δ[f ](ηn) ⇐⇒


δ[f ](u)

u = ηn
(5.5)

Appliquons cette démarche au calcul de δ[P ](ηn) et de δ[2H](ηn) :
– on sait que δ[P ](u) = pL, donc d’après (4.6), on a directement :

δ[P ](u) = p− ρ g iz · u (5.6)

En prenant u = ηn, on arrive bien à (4.25a).
– on montre (voir Annexe A) que la variation au premier ordre de la courbure moyenne de

la surface libre dans la direction u s’écrit :

δ[2H](u) = −
( 1
R2
α

+
1
R2
β

)
(u · n)− divs(∇s (u · n)) + h2H(u‖) (5.7)

où h2H(u‖) est une fonction linéaire de la partie tangente du déplacements u‖, dont une
écriture est donnée dans l’Annexe A (dans la base orthogonale de Gauss). Encore une fois,
si on prend u = ηn, on retrouve bien (4.25b).

D’après (4.14a), p = ρ ω2 ϕ+ π, et puisque δ[PG](u) = 0 alors :

(5.4e) ⇐⇒


δ[P − PG − σ 2H](u) = 0

u = ηn
(5.8)
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5.3. Formulation variationnelle

Cette démarche peut également être utilisée sur γ pour retrouver (5.4f) en utilisant :

δ[νΓ · νΣ](µΣ νΣ) ⇐⇒


δ[νΓ · νΣ](u)

u = µΣ νΣ

(5.9)

En introduisant l’espace Clϕ défini par :

Clϕ =
{
ϕ ∈ Cϕ / l(ϕ) = 0 , l(1) 6= 0

}
(5.10)

ainsi que l’espace C⊥u défini 25 par :

C⊥u =
{
u ∈ Cu / u//n sur Γ et u//νΣ sur γ

}
(5.11)

alors le problème (5.4) peut s’écrire sous la forme :

∆ϕ = 0 dans ΩL (a)

∂ϕ

∂nΣ

= 0 sur ΣL (b)

∂ϕ

∂n
= u · n sur Γ (c)

ρ ω2 ϕ+ π = ρ g iz · u+ σ δ[2H](u) sur Γ (d)

δ[νΓ · νΣ](u) = 0 sur γ (e)

avec ϕ ∈ Clϕ , u ∈ C⊥u et π ∈ R

(5.12)

C’est la formulation (ϕ,u, π) ci-dessus qui sera utilisée dans la résolution du problème.

5.3 Formulation variationnelle

On considère une solution (ϕ,u, π) des équations (5.12) correspondant à une pulsation ω.
Pour établir une formulation variationnelle de ce système d’équations, on procède par la méthode
des fonctions-tests.

5.3.1 Équation variationnelle sur la surface libre

Opérateurs de surface

On considère un champ-test δu ∈ Cu (i.e. défini sur Γ avec δu · nΣ = 0 sur γ). Avant de
pouvoir multiplier (5.12d) par δu, on va proposer une expression vectorielle de cette équation. En
effet, on a vu d’après (5.8) que l’équation de surface libre (5.12d) est équivalente à la linéarisation
de l’équation de Laplace-Young :

δ[P − PG − σ 2H](u) = 0 (5.13)

25. La notation «⊥» vient du fait que u ∈ C⊥u est tel que u⊥Γ sur la surface libre et u⊥γ le long du bord.
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Or l’équation de Laplace-Young est à l’origine une équation vectorielle portée par la normale n
et traduisant l’équilibre des forces à la surface libre. Ainsi, une équation vectorielle équivalente
à (5.12d) peut être obtenue en écrivant :

δ[(P − PG − σ 2H)n dΓ](u) = 0 (5.14)

La règle de dérivation du produit de fonctions nous permet d’écrire (5.14) sous la forme :(
δ[P − PG − σ 2H](u)

)
n dΓ + (P − PG − σ 2H) δ[n dΓ](u) = 0 (5.15)

Puisque l’équation de Laplace-Young (P −PG−σ 2H = 0) est vérifiée et que ndΓ 6= 0, alors les
équations (5.15) et (5.13) sont bien équivalentes. Bien que le deuxième terme de (5.15) soit donc
nul, on choisit quand même de le conserver pour pouvoir le réarranger avec les autres termes de
l’équation. En utilisant (5.6) et en rappelant qu’à l’équilibre on a P = PZ=0−ρ g Z où Z = X ·iz
avec X le vecteur position dans le repère absolu, (5.15) devient :

p n dΓ = ρ g
(
Z δ[n dΓ](u) + (u · iz) n dΓ

)
+ · · ·

(PG − PZ=0) δ[n dΓ](u) + σ δ[2H n dΓ](u)
(5.16)

Or d’après (1.72), PG−PZ=0 = Λ, où Λ est la valeur à l’équilibre du multiplicateur de Lagrange
assurant la condition d’incompressibilité dans le problème statique 26. Cette valeur est connue,
en même temps que X (cf. Partie I). Finalement, en introduisant le vecteur τ défini par :

τ (u) dΓ = δ[n dΓ](u) (5.17)

alors (5.16) devient :

p n dΓ = ρ g
(
Z τ (u) + (u · iz) n

)
dΓ + Λ τ (u) dΓ + σ δ[2H n dΓ](u) (5.18)

Enfin, grâce à (4.14a), on écrit p en fonction de ϕ et de π, et on arrive à l’équation :

(ρ ω2 ϕ+ π) n dΓ = ρ g
(
Z τ (u) + (u · iz) n

)
dΓ + Λ τ (u) dΓ + σ δ[2H n dΓ](u) (5.19)

Cette dernière équation, vérifiée sur Γ, est donc équivalente à (5.12d). En la multipliant scalai-
rement par δu et en intégrant sur Γ on obtient :

σ

∫
Γ
δu · δ[2H n dΓ](u) dΓ + ρ g

∫
Γ
δu ·

(
Z τ (u) + (u · iz) n

)
dΓ + · · ·

Λ
∫

Γ
δu · τ (u) dΓ− ρ ω2

∫
Γ
ϕ δu · n dΓ− π

∫
Γ
δu · n dΓ = 0 (5.20)

En reprenant la paramétrisation introduite dans la partie I §1.3.1, où la surface de référence est
ici Γ elle même (U = 0), on peut écrire n dΓ = (a1 ∧ a2) dξ1dξ2 et donc :

τ (u) dΓ =
(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (5.21)

26. PG−PZ=0 = Λ si les origines des repères utilisés dans le calcul statique et le calcul dynamique ont la même
altitude. Si cela n’est pas le cas, il faudra changer la valeur de Λ pour tenir compte du changement de repère.
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On reconnait ainsi immédiatement dans (5.20) les opérateurs Kg
Γ, KΛ

Γ et RΛ
Γ participant à la

matrice hessienne du calcul statique. On introduit en plus l’opérateur C de couplage entre le
potentiel de déplacement et le déplacement normal à la surface libre :

C(ϕ, δu) =
∫

Γ
ϕ δu · n dΓ =

∫
ξ1,ξ2

ϕ δu · (a1 ∧ a2) dξ1dξ2 (5.22)

L’équation (5.20) est donc équivalente à :

σ

∫
Γ
δu · δ[2H n dΓ](u) + ρ gKg

Γ(u, δu) + Λ KΛ
Γ (u, δu)− ρ ω2 C(ϕ, δu)− πRΛ

Γ (δu) = 0 (5.23)

D’autre part, d’après (2.3) et la définition de Rσ
Γ dans (2.5), on a pour tout champ δu :∫

Γ
2H δu · n dΓ = Rσ

Γ(δu)−
∮
γ
δu · νΓ dγ (5.24)

En différentiant cette dernière intégration par parties, on obtient :∫
Γ
δu · δ[2H n dΓ](u) = Kσ

Γ(u, δu)−
∮
γ
δu · δ[νΓ dγ](u) + . . .

. . .Rσ
Γ(v)−

∮
γ
v · νΓ dγ −

∫
Γ

2H v · n dΓ︸ ︷︷ ︸
= 0, d’après (5.24)

(5.25)

où v = δ[δu](u). L’opérateur Kσ
Γ(u, δu) est la variation au premier ordre de Rσ

Γ(δu) en gardant
δu constant, déjà exprimée dans (2.17). Finalement (5.20) s’écrit :

σKσ
Γ(u, δu) + ρ gKg

Γ(u, δu) + Λ KΛ
Γ (u, δu)− · · ·

ρ ω2 C(ϕ, δu)− πRΛ
Γ (δu)− σ

∮
γ
δu · δ[νΓ dγ](u) = 0 (5.26)

Opérateurs de bord

Dans l’équation (5.26), le dernier terme —qui est une intégrale sur le bord γ— devra être
exprimé en tenant compte de la condition d’angle de contact (5.12e). Pour arriver à une for-
mulation variationnelle de cette condition d’angle de contact on va, cette fois encore, revenir à
l’équilibre des forces à l’origine de cette condition. On a vu dans §0.4.2 que cet équilibre peut
s’écrire sur un élément dγ sous la forme :

σ cos(θ)νΣ dγ − σ νΓ dγ + fΣnΣ dγ = 0 (5.27)

où fΣ est la réaction linéique appliquée par le réservoir sur le bord de la surface libre pour assurer
que ce dernier ne se décolle pas. On multiplie maintenant (5.27) scalairement par δu, en utilisant
le fait que δu · nΣ = 0, puis on intègre sur γ pour obtenir :

σ

∮
γ
δu · νΓ dγ − σ cos(θ)

∮
γ
δu · νΣ dγ = 0 (5.28)

La variation au premier ordre de cette relation s’écrit :

σ

∮
γ
δ[δu](u) · νΓ dγ + σ

∮
γ
δu · δ[νΓ dγ](u)− . . .

σ δ[cos(θ)](u)
∮
γ
δu · νΣ dγ − σ cos(θ)

∮
γ
δ[δu · νΣ dγ](u) = 0 (5.29)
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Chapitre 5. Formulation variationnelle du problème de ballottement avec tension superficielle

En utilisant maintenant (5.12f), on a :

δ[cos(θ)](u) = δ[νΓ · νΣ](u) = 0 (5.30)

Finalement, et grâce à la condition de conservation de l’angle de contact au cours du mouvement,
on arrive à :

σ

∮
γ
δu · δ[νΓ dγ](u) = σ cos(θ)

∮
γ
δ[δu · νΣ dγ](u)− σ

∮
γ
δ[δu](u) · νΓ dγ︸ ︷︷ ︸

σKθ
γ(u, δu)

(5.31)

Le développement des calculs a été mené dans l’Annexe B, où on montre que l’opérateur de bord
Kθ

γ peut s’écrire sous la forme :

Kθ
γ(u, δu) = cos(θ) 1Kθ

γ(u, δu) + sin(θ) 2Kθ
γ(u, δu) (5.32)

où 1Kθ
γ est l’opérateur d’angle de contact, introduit dans la partie I dans (2.22), ne tenant

pas compte de la courbure du réservoir, et où 2Kθ
γ est un nouvel opérateur tenant contenant

l’information sur la courbure de Σ, et donné par :

2Kθ
γ(u, δu) =

∮
γ
δu ·κΣ · u dγ =

∮
ξ
δu ·κΣ · u ‖aγ‖ dξ (5.33)

avec la notation δu ·κΣ · u = δu ·κΣ(u).

Équation variationnelle sur Γ avec conditions aux limites

À partir de (5.26) et (5.32), on arrive finalement à l’équation variationnelle de la surface libre
avec prise en compte des conditions aux limites :

σKσ
Γ(u, δu)− σKθ

γ(u, δu) + ρ gKg
Γ(u, δu) + . . .

· · ·+ Λ KΛ
Γ (u, δu)− ρ ω2 C(ϕ, δu)− πRΛ

Γ (δu) = 0 ∀δu ∈ Cu
(5.34)

5.3.2 Équation variationnelle dans le volume liquide

On introduit l’espace Cϕ des fonctions-tests δϕ régulières dans ΩL. On multiplie (5.12a) par
une fonction-test δϕ ∈ ΩL puis on intègre dans ΩL, et enfin en appliquant la formule de Green
suivante (sachant que ∂ΩL = ΣL ∪ Γ) :∫

ΩL

∆ϕ δϕ dΩL =
∫

ΣL

∂ϕ

∂nΣ

δϕ dΣL +
∫

Γ

∂ϕ

∂n
δϕ dΓ−

∫
ΩL

∇ϕ ·∇δϕ dΩL (5.35)

on obtient : ∫
ΩL

∇ϕ ·∇δϕ dΩL −
∫

ΣL

∂ϕ

∂nΣ

δϕ dΣL −
∫

Γ

∂ϕ

∂n
δϕ dΓ = 0 (5.36)

Finalement, en prenant en compte (5.12b) et (5.12c), on arrive à l’équation variationnelle vérifiée
dans ΩL :

M(ϕ, δϕ)−C(δϕ,u) = 0 ∀δϕ ∈ Cϕ (5.37)

où M est un nouvel opérateur 27 donné par M(ϕ, δϕ) =
∫

ΩL

∇ϕ ·∇δϕ dΩL.

27. On verra plus tard que M est l’opérateur de masse du problème de ballottement.
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5.3.3 Espaces des fonctions-tests

On remarque que dans (5.37), les fonctions-tests δϕ ne sont pas soumises à la condition (5.4d)
que doit satisfaire ϕ (puisque ϕ ∈ Clϕ). On remarque également que dans (5.34), les fonctions-test
δu n’appartiennent pas à C⊥u comme l’est u. Le but de cette section sera d’établir une formulation
variationnelle où ϕ et δϕ appartiennent au même espace admissible, et la même chose pour u et
δu.

Espace des fonctions-tests δu

On va montrer ici que les fonctions-tests δu peuvent être restreintes à C⊥u sans modification
des équations. En effet, si on introduit l’espace C//u défini 28 par :

C//u =
{
u ∈ Cu / u⊥n sur Γ et u⊥νΣ sur γ

}
(5.38)

alors, il est évident que tout δu ∈ Cu se décompose d’une manière unique sous la forme :

δu = δu⊥ + δu// avec δu⊥ ∈ C⊥u et δu// ∈ C//u (5.39)

Par conséquent, Cu peut s’écrire comme la somme directe :

Cu = C⊥u ⊕ C//u (5.40)

Compte tenu de cette décomposition, (5.34) peut être remplacé par l’ensemble équivalent des
deux équations variationnelles obtenues en restreignant successivement (5.34) à la classe des
fonctions-tests δu ∈ C⊥u et aux fonctions-tests δu ∈ C//u. Seulement, pour un champ-test δu ∈ C//u,
l’équation (5.34) n’est pas significative (elle est du type “0 = 0”) et pourra donc être éliminée.
En effet, on a vu que l’équation variationnelle (5.34) a été obtenue à partir de deux opérations :
la première est le produit scalaire de (5.19) avec δu, et la deuxième est la linéarisation de
(5.28). Concernant la première opération, on peut remarquer que la partie δu// du champ-test
ne travaille pas puisque (5.19) est équivalente à (5.15). Quant à la deuxième opération, on voit,
d’après (5.28), que la partie du champ-test tangente au bord n’est pas impliquée dans l’équilibre
des forces, et peut donc être éliminée d’emblée. En conclusion, pour tout champ-test δu ∈ C//u,
l’équation (5.34) est équivalente à “0 = 0”. Bien qu’inutile sur le plan énergétique, on a préféré
garder cette partie du champ-test pour conserver la symétrie de la formulation.

En conclusion, (5.34) peut être remplacée uniquement par :

σKσ
Γ(u, δu)− σKθ

γ(u, δu) + ρ gKg
Γ(u, δu) + . . .

· · ·+ Λ KΛ
Γ (u, δu)− ρ ω2 C(ϕ, δu)− πRΛ

Γ (δu) = 0 ∀δu ∈ C⊥u
(5.41)

Espace des fonctions-tests δϕ

Pour mettre en place un cadre où ϕ et δϕ appartiennent au même espace admissible, on va
commencer par montrer que ϕ ∈ Cϕ peut s’écrire d’une manière unique sous la forme :

ϕ = ϕl + Cte avec ϕl ∈ Clϕ (5.42)

28. La notation «//» vient du fait que si u ∈ C//u, alors u//Γ sur la surface libre et u//γ le long du bord.
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En effet, en appliquant l à (5.42) et en utilisant l(ϕl) = 0, on détermine de façon unique la valeur
de la constante : Cte = l(ϕ)/l(1). Par conséquent, Cϕ se décompose selon :

Cϕ = Clϕ ⊕ R (5.43)

Compte tenu de cette décomposition, (5.37) peut être remplacé par l’ensemble équivalent
des deux équations variationnelles obtenues en restreignant successivement (5.37) à la classe des
fonctions-tests δϕ ∈ Clϕ et aux fonctions-tests constantes δπ ∈ R, ce qui donne :

M(ϕ, δϕ)−C(δϕ,u) = 0 ∀δϕ ∈ Clϕ (a)

δπRΛ
Γ (u) = 0 ∀δπ ∈ R (b)

(5.44)

On note que (5.44b) conduit à
∫

Γ u·ndΓ = 0, ce qui permet de retrouver la condition d’invariance
du volume liquide.

5.4 Synthèse et remarques

5.4.1 Formulation variationnelle et récapitulatif des opérateurs

Formulation variationnelle du problème dynamique

La formulation variationnelle du problème spectral de ballottement d’un liquide, avec prise
en compte de la tension superficielle, s’obtient en regroupant (5.41) et (5.44) :

Trouver ω2 ∈ R+ ; (u, ϕ, π) ∈ C⊥u × Clϕ × R / ∀ (δu, δϕ, δπ) ∈ C⊥u × Clϕ × R

σKσ
Γ(u, δu)− σKθ

γ(u, δu) + ρ gKg
Γ(u, δu) + . . .

. . .Λ KΛ
Γ (u, δu)− ρω2 C(ϕ, δu)− πRΛ

Γ (δu) = 0 (a)

M(ϕ, δϕ)−C(δϕ,u) = 0 (b)

δπRΛ
Γ (u) = 0 (c)

où les opérateurs Kσ
Γ et Kθ

γ sont donnés par :

Kσ
Γ = 1Kσ

Γ − 2Kσ
Γ + 3Kσ

Γ et Kθ
γ = cos(θ) 1Kθ

γ + sin(θ) 2Kθ
γ

(5.45)

Rappel des opérateurs

On récapitule ici les expressions des différents opérateurs intervenant dans (5.45), dont la
majorité a été introduite dans la partie statique. Les dix opérateurs constituant (5.45) sont donc :

1Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

J−1

(
∂u

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂u

∂ξ2

)
·
(
∂δu

∂ξ1
∧ a2 + a1 ∧

∂δu

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (5.46a)
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2Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

divs(u) divs(δu) Jdξ1dξ2 (5.46b)

3Kσ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

n ·
(
∂δu

∂ξ1
∧ ∂u

∂ξ2
+
∂u

∂ξ1
∧ ∂δu
∂ξ2

)
dξ1dξ2 (5.46c)

1Kθ
γ(u, δu) =

∮
ξ
δu ·

(
nΣ ∧

∂u

∂ξ

)
dξ (5.46d)

2Kθ
γ(u, δu) =

∮
ξ
δu ·κΣ · u ‖aγ‖dξ (5.46e)

Kg
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

(u·iz)δu·
(
a1∧a2

)
dξ1dξ2+

∫
ξ1,ξ2

Zδu·
( ∂u
∂ξ1
∧a2+a1∧

∂u

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (5.46f)

KΛ
Γ(u, δu) =

∫
ξ1,ξ2

δu ·
( ∂u
∂ξ1
∧a2 +a1∧

∂u

∂ξ2

)
dξ1dξ2 (5.46g)

C(ϕ, δu) =
∫
ξ1,ξ2

ϕ δu ·(a1∧a2)dξ1dξ2 (5.46h)

M(ϕ, δϕ) =
∫

ΩL

∇ϕ ·∇δϕ dΩL (5.46i)

RΛ
Γ(δu) =

∫
ξ1,ξ2

δu · (a1 ∧a2) dξ1dξ2 (5.46j)

Remarque : Si la surface libre présente plusieurs bords, comme par exemple dans le cas où
m tuyaux traversant Γ, alors il suffit (comme il a été fait dans (2.53) pour le problème statique)
d’ajouter à l’équation (5.45a), le terme −σ

∑m
i=1 cos(θi) Kθ

γi(u, δu), où θi est l’angle de contact
sur le bord γi, formé entre la surface libre et le corps i. L’opérateur Kθ

γi a la même expression
que Kθ

γ , mais calculé sur γi.

5.4.2 Étude du cas ω = 0

Pour le cas ω = 0, on va montrer ici que le problème (5.45) est bien posé, c’est à dire qu’il
admet une solution unique (ϕ0,u0, π0), en l’occurence (0,0, 0).

En effet, le système formé par les deux équations (5.45a) et (5.45c) avec ω = 0 n’est autre
que le problème statique (2.34) à l’équilibre (R = 0 et V0 − V = 0), où π0 = −λ et δπ = δλ.
Puisqu’on considère un état d’équilibre stable, alors la seule solution de ce problème est u0 = 0
et π0 = 0. D’autre part, puisque u0 = 0, alors l’équation restante (5.45b) devient :

M(ϕ0, δϕ) = 0 (5.47)

Cette équation variationnelle est équivalente au problème :

∆ϕ0 = 0 dans ΩL

∂ϕ0

∂nΣ

= 0 sur ΣL

∂ϕ0

∂n
= 0 sur Γ

(5.48)

où ϕ0 ∈ Clϕ. On sait que l’unique solution de (5.48) est ϕ0 = Cte, mais avec la contrainte
l(ϕ0) = 0, on a ϕ0 = 0.

En conclusion, si ω = 0, alors la solution de (5.45) est (ϕ0,u0, π0) = (0,0, 0). Ce résul-
tat signifie aussi qu’il n’existe pas de modes propres à fréquence nulle au voisinage d’un état
d’équilibre stable puisqu’un vecteur propre (ϕ,u, π) est, par définition, un vecteur non nul.
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5.4.3 Conditions aux limites particulières sur γ

Cas d’un angle de contact θ = 90◦

Dans le cas où la surface libre rencontre le réservoir avec un angle droit θ = 90◦, l’opérateur
de bord Kθ

γ se réduit à 2Kθ
γ . D’autre par, δu et u appartiennent à C⊥u , donc on peut écrire sur

γ :
δu = δµΣ νΣ et u = µΣ νΣ (5.49)

ainsi :
2Kθ

γ(u, δu) =
∫
γ

1
RΣΣ

µΣ δµΣ dγ (5.50)

Par ailleurs, on voit d’après (5.2b) que l’opérateur d’angle de contact, dans le cadre de la for-
mulation (ϕ, η, π), s’écrit :∫

γ
Dη δη dγ =

∫
γ

1
sin(θ)

(
cos(θ)

1
RΓΓ

+
1
RΣΣ

)
η δη dγ (5.51)

Or, pour θ = 90◦, on a sin(θ) = 1 et cos(θ) = 0, et en plus νΣ = n ce qui signifie que
(µΣ, δµΣ) = (η, δη), et dans ce cas seulement, on remarque que (5.51), cöıncide avec (5.50). En
effet, on peut voir d’après l’Annexe B que Kθ

γ ne contient pas la partie 1
RΓΓ

de la courbure de la
surface libre 29 (quelque soit la valeur de θ), alors le seul cas où ces deux formulations peuvent
avoir le même opérateur d’angle de contact est quand 1

RΓΓ
disparâıt également de (5.51), c’est à

dire pour θ = 90◦.

Cas d’un angle de contact θ = 0◦

Pour la formulation (ϕ, η, π), le cas —rarement rencontré— de mouillage total correspondant
à θ = 0◦, fait que le terme D, défini par (5.2b), devient infini. En même temps, la condition de
glissement (4.29) devient équivalente à imposer η = 0 sur γ, de façon à ce que le terme Dη dans
(5.51) reste fini. On fait généralement disparâıtre ce terme en restreignant l’espace de recherche à
des champs η nuls sur γ et en utilisant des champs-tests δη également nuls sur le bord. Cependant,
dans le cas où l’angle de contact s’approche de zéro (sans être nul), cette procédure ne peut
s’appliquer car la valeur de η redevient inconnue. Dans ce cas, D est très grand et des problèmes
de conditionnement numérique peuvent apparâıtre. Une manière de contourner ce problème est
de faire un changement de variable en introduisant une inconnue supplémentaire q = Dη sur
γ. Cette opération —correspondant à une transformation de Legendre— s’accompagnera d’une
équation supplémentaire sur le bord.

Avec la formulation (ϕ,u, π) proposée ici, le cas θ = 0◦ fait que l’opérateur de bord Kθ
γ se

réduit cette fois-ci à 1Kθ
γ , et on n’a plus besoin de calculer la courbure du réservoir. Par ailleurs,

le déplacement au bord devient purement tangentiel à la surface libre car νΣ = νΓ, et la raideur
associée contient deux contributions, celle du terme de bord 1Kθ

γ d’une part, et celle de Kσ
Γ

d’autre part. Cependant, puisque l’opérateur de masse M ne “voit” que la partie normale à Γ du
déplacement, alors ces ddls de bord peuvent être exclus du problème spectral car ils donneront
lieu à des modes locaux parasites à fréquences infinies. Malgré cela, la solution retenue pour ce
cas est de ne rien faire puisqu’on va chercher les valeurs propres du système dans un intervalle
borné de la forme ]0, ω2

max]. La formulation (5.45) peut donc être utilisée telle qu’elle, quelque
soit la valeur de θ.

29. Dans la formulation (ϕ,u, π), la partie 1
RΓΓ

de la courbure de la surface libre est contenue uniquement dans
les opérateurs surfaciques, et d’une manière implicite.
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5.4. Synthèse et remarques

Effet de la courbure du réservoir 1
RΣΣ

Dans la littérature traitant du problème de ballottement avec tension superficielle, on ren-
contre souvent deux types de conditions sur le bord γ. La première est la condition de bord
libre —free-end boundary condition— où on impose un angle de contact constant et où le bord
γ glisse librement 30 sur Σ. Les prédictions avec ce modèle ne donnant pas toujours des résultats
compatibles avec les expériences, un deuxième modèle est introduit [6, 43] qui est la condition
de bord immobile —pinned-end boundary condition— où la ligne de contact ne bouge pas, par
contre l’angle de contact varie librement.

Pour valider la condition de bord libre, on se place souvent dans la situation d’un réservoir
cylindrique vertical à section circulaire (où g est parallèle à l’axe de révolution) partiellement
rempli [95], alors que pour valider la condition de bord fixe, on utilise un réservoir rempli à
ras-bord [45]. Ces deux conditions aux limites ne sont autres que deux cas particuliers contenus
dans l’opérateur 2Kθ

γ . En effet, d’après (5.45), cet opérateur apporte au problème une raideur
qui a la forme :

− σ sin(θ)
∫
γ

1
RΣΣ

µΣ δµΣ dγ (5.52)

Le terme de courbure du réservoir 1
RΣΣ

est nul dans le premier cas et tend vers −∞ dans le
deuxième cas. Il peut être vu comme un facteur de pénalisation qui, dans le cas de condition de
bord libre ( 1

RΣΣ
= 0) l’effet de courbure du réservoir est absent, alors que dans le cas du réservoir

rempli à ras-bord ( 1
RΣΣ

= −∞) le déplacement de la ligne de contact est nul. Une étude de ces
deux cas, avec θ = 90◦, a été menée par Wang et al [95] où il a été nécessaire d’introduire un
tel cœfficient de pénalisation car la formulation ne tient pas compte de l’effet de courbure du
réservoir.

L’abscence de prise en compte de la courbure du réservoir dans les modèles de ballottement
avec tension de surface pourrait expliquer les écarts constatés dans la littérature entre les simu-
lations numériques et les résultats expérimentaux. En effet, les meilleurs résultats sont obtenus
dans les cas particuliers où cet effet est abscent (comme c’est le cas pour le cylindre vertical
partiellement rempli) ou bien dans les cas où un traitement spécial remplace l’effet de cette
courbure (cas du réservoir rempli à ras-bord). Il est clair que dans le cas général, la prise en
compte de la courbure du réservoir est nécessaire et influence nettement le résultat, comme on
va l’illuster dans le chapitre suivant.

30. Un glissement “libre” signifie ici que l’on ne prend pas en compte la courbure du réservoir. En effet, cette
dernière introduit une raideur proportionnelle à 1

RΣΣ
par le biais de l’opérateur 2Kθ

γ .
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Chapitre 5. Formulation variationnelle du problème de ballottement avec tension superficielle
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Chapitre 6

Implémentation et validation
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Chapitre 6. Implémentation et validation

6.1 Implémentation

6.1.1 Discrétisation des opérateurs

Cadre général

La résolution numérique du problème spectral (5.45) se fera après discrétisation de ce dernier
par la méthode des éléments finis, déjà présentée dans §3.1.1. En utilisant les même fonctions de
formes linéaires Ni que dans (3.1), les champs scalaires ϕ et δϕ seront discrétisés sur un triangle
élémentaire se de la surface libre par :

ϕse =
[

N1 N2 N3

]
Φse et δϕse =

[
N1 N2 N3

]
δΦse (6.1)

où Φse et δΦse sont les vecteurs colonnes formés par les trois valeurs aux nœuds de ϕ et δϕ,
respectivement. Cette représentation est destinée à discrétiser l’opérateur surfacique C. Quant à
la discrétisation de l’opérateur volumique M, un maillage volumique du domaine liquide ΩL sera
nécessaire. Les éléments finis utilisés seront des tétraèdres, dont les nœuds cöıncident avec ceux
du maillage du réservoir sur l’interface ΣL d’une part, et ceux du maillage de la surface libre Γ
d’autre part. Ainsi, les champs scalaires ϕ et δϕ seront interpolés sur un tétraèdre élémentaire
ve par :

ϕve =
[

Nv
1 Nv

2 Nv
3 Nv

4

]
Φve et δϕve =

[
Nv

1 Nv
2 Nv

3 Nv
4

]
δΦve (6.2)

où Nv
1 = 1− ξ1− ξ2− ξ3, Nv

2 = ξ1, Nv
3 = ξ2 et Nv

4 = ξ3, sont les fonctions d’interpolation linéaires
classiques pour un tétraèdre, où les paramètres ξi décrivent le tétraèdre de référence. Ici les
vecteurs Φve et δΦve contiennent les 4 valeurs de ϕ et δϕ aux nœuds du tétraèdre. La géométrie
est également interpolée dans le domaine liquide par ces mêmes fonctions de forme :

Xve = Nve(ξ1, ξ2, ξ3) Xve (6.3)

où Xve est le vecteur colonne (12× 1) des valeurs aux nœuds du tétraèdre ve de Xve , disposées,
par exemple, en regroupant les trois ddls de chaque nœud (composante selon ix, iy puis iz),
ainsi la matrice des fonctions de forme Nve pourra avoir la forme :

Nve(ξ1, ξ2, ξ3) =

 Nv
1 0 0 Nv

2 0 0 Nv
3 0 0 Nv

4 0 0
0 Nv

1 0 0 Nv
2 0 0 Nv

3 0 0 Nv
4 0

0 0 Nv
1 0 0 Nv

2 0 0 Nv
3 0 0 Nv

4

 (6.4)

Bien que le système étudié ici soit borné, certains auteurs discrétisent le fluide par des
éléments de frontière [57, 33, 39], habituellement réservés au traitement des fluides externes
infinis (pour l’étude du rayonnement acoustique par exemple). Cette méthode s’affranchit de la
construction d’un maillage volumique du fluide et peut donc être avantageuse dans certains cas.
Notons que des méthodes ont également été développées pour coupler les deux techniques [54]
dans le but de profiter de leurs avantages respectifs. Pour des raisons de facilité d’implémentation
dans les codes standards et pour éviter les problèmes spécifiques à la méthode des éléments de
frontière, nous avons opté pour une discrétisation EF classique.

Opérateurs matriciels

La discrétisation des différents opérateurs intégraux du problème (5.45) donne naissance aux
opérateurs matriciels —dont plusieurs ont déjà été introduits dans (3.3)— suivant :

1Kσ
Γ(u, δu) =⇒ δuT 1Kσ

Γ u (6.5a)
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6.1. Implémentation

2Kσ
Γ(u, δu) =⇒ δuT 2Kσ

Γ u (6.5b)
3Kσ

Γ(u, δu) =⇒ δuT 3Kσ
Γ u (6.5c)

1Kθ
γ(u, δu) =⇒ δuT 1Kθ

γ u (6.5d)
2Kθ

γ(u, δu) =⇒ δuT 2Kθ
γ u (6.5e)

Kg
Γ(u, δu) =⇒ δuT Kg

Γ u (6.5f)

KΛ
Γ(u, δu) =⇒ δuT KΛ

Γ u (6.5g)

C(ϕ, δu) =⇒ δuT CΦ (6.5h)

M(ϕ, δϕ) =⇒ δΦT MΦ (6.5i)

RΛ
Γ(δu) =⇒ δuT RΛ

Γ (6.5j)

La numérisation et l’assemblage de ces opérateurs ne pose aucun problème particulier. Le
seul opérateur qui nécessite un traitement spécial est 2Kθ

γ(u, δu) =
∮
γ δu ·κΣ · u dγ, en raison

de la présence du tenseur de courbure de Σ.

Calcul de la courbure de Σ sur γ

Afin d’éviter les problèmes d’interpolation de tenseurs d’ordre 2,κΣ est supposé constant par
élément (segment) de γ et est estimé au milieu de ce dernier. Suivant la procédure décrite dans
[41], on commence par construire, au milieu de chaque élément du bord, un repère orthonormé
local où le troisième vecteur est une première estimation de la normale à Σ (par exemple la
normale à l’élément triangulaire de Σ le plus proche). On approxime ensuite localement la
surface du réservoir par une fonction polynomiale du second degré f0 sous la forme :

f0(µΣ1
, µΣ2

) = a0 µ
2
Σ1

+ b0 µ
2
Σ2

+ c0 µΣ1
µΣ2

+ d0 µΣ1
+ e0 µΣ2

+ f0 (6.6)

en la faisant passer par les nœuds voisins du réservoir (par le critère des moindres carrés). Un
voisinage étendu est nécessaire (au moins 6 nœuds) pour pouvoir trouver les six paramètres
du polynome. Ce premier polynome ne sert que pour trouver une meilleure approximation de
l’origine du repère local, qui sera ici (0, 0, f0), ainsi que de nΣ, qui sera donnée par :

nΣ =
1√

1 + d2
0 + e2

0

 −d0

−e0

1

 (6.7)

Avec cette nouvelle normale et cette nouvelle origine, on construit le nouveau repère local dans
lequel on recherche, de la même façon, les paramètres d’un nouveau polynome f de la même
forme que f0 dont les paramètres sont notés sans l’indice «0». En exprimant le gradient du
vecteur normal à ce polynome à l’origine, on arrive à l’expression du tenseur de courbure dans
la base locale aura comme expression :

κΣ =


2ad2+ecd

(1+d2+e2)3/2 − 2a√
1+d2+e2

cd2+2ebd
(1+d2+e2)3/2 − c√

1+d2+e2
0

ce2+2ead
(1+d2+e2)3/2 − c√

1+d2+e2
2be2+ecd

(1+d2+e2)3/2 − 2b√
1+d2+e2

0

0 0 0

 (6.8)

Il suffit maintenant de faire un changement de base pour écrire ce tenseur dans la base globale
(où sont exprimés les vercteurs u et δu) pour l’utiliser finalement dans la discrétisation de 2Kθ

γ .
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Chapitre 6. Implémentation et validation

6.1.2 Problème matriciel

L’écriture matriciel du problème spectral (5.45) est la suivante :

[
δuT δΦT δπ

]


K 0 −RΛ
Γ

−CT M 0

RΛ
Γ

T 0 0

− ω2


0 ρC 0

0 0 0

0 0 0





u

Φ

π

 = 0 (6.9)

où K = σKσ
Γ − σKθ

γ + ρgKg
Γ + Λ KΛ

Γ .
Comme u et δu appartiennent à C⊥u , alors on pose, pour chaque nœud i interne du maillage

de Γ, les relations ui = ni ηi et δui = ni δηi, où ni est la normale sortante au nœud i, obtenue en
moyennant les normales aux triangles de la surface libre connectés au nœud i. Pour les nœuds
j situés sur le bord γ, on pose uj = νjΣ µ

j
Σ et δuj = νjΣ δµ

j
Σ, où νjΣ = njΣ ∧ tjγ . Les vecteurs njΣ

et tjγ sont obtenus en moyennant les deux contributions sur les segments adjacents : on pourra
utiliser comme njΣ le vecteur donné par (6.7), alors que tjγ n’est autre que le vecteur directeur de
l’élément de bord correspondant. Ainsi, avec ces opérations, on arrive à construire une matrice
Q, de taille (3NΓ ×NΓ), telle que :

u = Qu⊥ et δu = Q δu⊥ (6.10)

où u⊥, respectivement δu⊥, est le vecteur des inconnues nodales ηi et µjΣ, respectivement δηi et
δµjΣ.

D’autre part, ϕ et δϕ appartiennent à Clϕ, donc on doit imposer dans le problème matriciel
(6.9), une relation linéaire (correspondant à l) entre les composantes du vecteur Φ, et de même
pour δΦ. Comme cette relation peut être choisie arbitrairement, on choisira ici d’annuler le
premier degré de liberté en prenant Φ1 = 0 et δΦ1 = 0, et on notera par Φ2 et δΦ2 les vecteurs
ainsi tronqués, à Nϕ−1 composantes. On notera C2 la matrice obtenue en éliminant la première
colonne de C, et M22 la matrice obtenue en éliminant la première ligne et la première colonne
de M, correspondant à ϕ1 et δϕ1.

Finalement, le problème matriciel (6.9) devient équivalent à :
K⊥ 0 −b

−B2
T M22 0

bT 0 0




u⊥

Φ2

π

 = ω2


0 ρB2 0

0 0 0

0 0 0




u⊥

Φ2

π

 (6.11)

où les matrices K⊥ et B2 et le vecteur b sont donnés par :
K⊥ = QT KQ (a)

B2 = QT C2 (b)

b = QT RΛ
Γ (c)

(6.12)

6.1.3 Symétrisation

On constate que le système obtenu (6.11) n’est pas symétrique alors qu’en théorie des mi-
lieux continus, la propriété de symétrie du système est assurée par l’existence, pour tout système
linéaire conservatif, d’opérateurs quadratiques associés à des concepts énergétiques [15]. Cepen-
dant, dans le cas présent, le choix d’une variable primale (le déplacement u) pour la surface libre,
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associée à une variable duale (le potentiel ϕ que l’on peut apparenter à une pression) pour le
liquide rend le problème de la recherche d’une formulation symétrique non standard d’un point
de vue théorique et aboutit naturellement à des formulations non symétriques [66]. Les nom-
breuses formulations non symétriques sont dues, en général, à un choix inapproprié des variables
d’état pour décrire le système. Le choix de la même variable primale u pour Γ et pour ΩL peut
sembler plus intéressant de ce point de vue, mais cela pose d’autres problèmes déjà évolqués
dans §4.2.4. On préfèrera plutôt rechercher une méthode de symétrisation des équations qui
nous permettra ensuite d’utiliser les algorithmes de résolution standards réservés aux systèmes
symétriques (méthode de Lanczos).

Symétrie des opérateurs K⊥ et M22

La première phase de la symétrisation de (6.11) consiste à montrer que la matrice de raideur
K⊥ et celle de masse M22 sont symétriques.

D’après l’expression (5.46i) de l’opérateur M, il est évident que la matrice M est symétrique.
En éliminant la première ligne et la première colonne de cette dernière, on a obtenue M22, qui
sera donc elle aussi symétrique.

Concernant la matrice de raideur, on peut voir dans (5.46) que les expressions des différents
opérateurs constituant K, mis à part 1Kθ

γ , Kg
Γ et KΛ

Γ , sont tous, d’évidence, symétriques. La
symétrie de 1Kθ

γ étant évidente 31 d’après l’Annexe B, il reste enfin à établir que Kg
Γ et KΛ

Γ sont
eux aussi des opérateurs symétriques. Pour cela, on considère l’opérateur Kα

Γ défini par :

Kα
Γ (v,w) =

∫
Γ
(v ·∇α)w · n dΓ +

∫
Γ
αw · τ (v) dΓ (6.13)

où α est un champ scalaire et v et w des champs vectoriels, définis dans le domaine liquide.
On se propose maintenant de montrer que cet opérateur est symétrique. En effet, si on note
Γ′ = Γ + v et F le gradient de cette transformation, alors d’après la formule de transport d’une
surface orientée (C.7b) :

n′ dΓ′ = det(F) F−Tn dΓ (6.14)

Puisqu’on a, au premier ordre en v, F = I + DXv et det(F) = 1 + div(v), alors on peut écrire
au premier ordre en v :

det(F) F−T =
(
1 + div(v)

)(
I− (DXv)T

)
(6.15)

= I + div(v) I− (DXv)T (6.16)

D’après (5.17), le vecteur τ (v) pourra s’écrire :

τ (v) = div(v)n− (DXv)Tn (6.17)

Ce qui nous permet d’obtenir une autre expression de Kα
Γ sous la forme :

Kα
Γ (v,w) =

∫
Γ
(v ·∇α)w · n dΓ +

∫
Γ
α
(
div(v)w − (DXv)w

)
· n dΓ (6.18)

31. Dans l’Annexe B, on voit dans (B.19) que 1Kθ
γ est symétrique pour des champs vectoriels u et δu appartenant

à Cu, ce qui est suffisant dans notre cas puisque C⊥u est un sous espace de Cu.
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Pour montrer que cet opérateur est symétrique, on va utiliser l’écriture (6.18) pour exprimer la
différence Kα

Γ (v,w)−Kα
Γ (w,v) :

Kα
Γ (v,w)−Kα

Γ (w,v) =
∫

Γ

(
(v ·∇α)w − (w ·∇α) v

)
· n dΓ︸ ︷︷ ︸

T1

+ . . .

. . .

∫
Γ
α
(

div(v)w − (DXv)w − div(w)v + (DXw)v
)
· n dΓ︸ ︷︷ ︸

T2

(6.19)

Le terme T1 de l’équation (6.19) est transformé grâce à l’identité classique sur le double produit
vectoriel (C.3) :

T1 =
∫

Γ

(
∇α ∧ (w ∧ v)

)
· n dΓ

En remarquant que la notation (DXv)w est équivalente à la notation “nabla” (w.∇)v, et que
div(v) est équivalente à ∇ · v, on reconnâıt, dans le terme T2 de l’équation (6.19), l’identité de
l’analyse vectorielle (C.4a), d’où :

T2 =
∫

Γ
α∇ ∧ (w ∧ v) · n dΓ =

∫
Γ
α rot(w ∧ v) · n dΓ

En utilisant l’identité de l’analyse vectorielle (C.4b), on effectue la transformation suivante :

T2 =
∫

Γ
rot(αw ∧ v) · n dΓ−

∫
Γ

(
∇α ∧ (w ∧ v)

)
· n dΓ

On fait ensuite intervenir la formule de Stokes (C.5) pour obtenir :

T2 =
∫
γ
α (w ∧ v) · tγ dγ −

∫
Γ

(
∇α ∧ (w ∧ v)

)
· n dΓ

Ainsi :

Kα
Γ (v,w)−Kα

Γ (w,v) =
∫
γ
α (w ∧ v) · tγ dγ (6.20)

Si v et w sont tangents à Σ sur γ —autrement dit si v et w appartiennent à Cu ⊃ C⊥u — alors
les vecteurs v, w et tγ sont coplanaires et on aura donc (w ∧ v) · tγ = 0. L’opérateur Kα

Γ est
donc symétrique si les champs vectoriels glissent sur Σ au bord γ, et cela quelque soit le champ
scalaire α.

Enfin, en remarquant que

KΛ
Γ = Kα

Γ |α=1 et Kg
Γ = Kα

Γ |α=Z (6.21)

et puisque le glissement sur Σ au bord est pris en compte par (6.12a), alors K⊥ est une matrice
symétrique 32.

32. La matrice K n’est pas symétrique car la contrainte de glissement sur le bord n’y est pas encore intégrée.
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Remarques :

1. La matrice du problème statique (3.10) est aussi symétrique. En effet, que cela soit dans la
formulation non régularisée (2.34), ou dans les formulations régularisées (2.52) et (2.53),
les seuls opérateurs qui ne sont pas, d’évidence, symétriques sont encore une fois 1Kθ

γ ,
Kg

Γ et KΛ
Γ . Vu que dans ces problèmes, les champs vectoriels appartiennent à Cu, alors la

matrice globale du problème statique (3.10) est bien symétrique.

2. Si u et δu appartenaient à Cu, alors grâce à (5.39) on peut séparer ces vecteurs en une
partie appartenant à C⊥u et une autre appartenant à C//u. Dans ce cas, la matrice de raideur
de surface libre du problème dynamique pourra s’écrire :

KG = GTKG =

[
K⊥ K⊥//

K//⊥ K//

]
(6.22)

où G est la matrice qui traduit la contrainte de glissement, introduite dans (3.1.3). Vu qu’on
a montré dans §5.3.3 que le champ test δu ∈ Cu pouvait être restreint à C⊥u parce que δu//

ne travaillait pas, alors cela signifie que K//⊥ = 0 et K// = 0. Comme KG est symétrique 33,
alors K⊥// = 0. Ce résultat vient valider le choix fait depuis §4.3.2 et jusqu’à l’établissement
de la formulation (5.12) du problème dynamique, qui consiste à ne considérer que la partie
u⊥ ∈ C⊥u du déplacement u de la surface libre, c’est à dire à négliger la partie K⊥// de la
raideur de celle-ci.

Élimination de Φ2

La deuxième phase de la symétrisation de (6.11) passe par la méthode proposée dans [62], et
qui consiste à éliminer les inconnues Φ2 en l’exprimant en fonction de u⊥. En effet, la deuxième
équation de (6.11) n’est autre que :

M22 Φ2 = B2
T u⊥ (6.23)

Puisque
∫

ΩL
∇ϕ ·∇δϕ dΩL = 0 si et seulement si ϕ = constante, alors le noyau de M est de

dimension 1 généré par le vecteur colonne 1Nϕ de taille Nϕ, ne contenant que des 1 :

MX = 0⇐⇒ X = constante× 1Nϕ (6.24)

Ce résultat implique que toute sous matrice de M obtenue par élimination d’une, ou plusieurs
lignes, avec les colonnes correspondantes sera inversible, en particulier M22. Cela nous autorise
donc à écrire :

Φ2 = M−1
22 B2

T u⊥ (6.25)

En reportant cette relation dans (6.11) tout en multipliant la dernière ligne par −1, on ar-
rive finalement à une formulation matricielle symétrique (vu que K⊥ et M22 sont symétriques)
suivante : [

K⊥ −b

−bT 0

][
u⊥

π

]
= ω2

[
ρB2 M−1

22 B2
T 0

0 0

][
u⊥

π

]
(6.26)

33. KG = GTKG est symétrique car le glissement au bord est pris en compte.
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Remarques :

1. La matrice K⊥ est définie positive si l’équilibre est stable, ce qui est admis par hypothèse.
Quant à la matrice ρB2 M−1

22 B2
T, elle est définie positive puisque M22 l’est.

2. Si on note NΓ le nombre de nœuds de la surface libre, alors (6.26) admet NΓ − 1 va-
leurs propres positives. En effet, (6.26) est équivalent à résoudre le problème spectral
δu⊥K⊥ u⊥ = ω2 δu⊥ ρB2 M−1

22 B2
T u⊥, où u⊥ et δu⊥ vérifient la contrainte bTu⊥ = 0 (ap-

partiennent au sous-espace orthogonal à b). Comme le vecteur b est non nul, alors on peut
construire une matrice P = [e1, · · · , eNΓ−1] formée par les NΓ − 1 vecteurs d’une base du
sous-espace orthogonal à b. Cette matrice sera de dimension (NΓ ×NΓ − 1), et on pourra
ainsi écrire u⊥ = PX et δu⊥ = P δX, où X et δX sont de taille NΓ − 1. Par conséquence,
le problème (6.26) est équivalent à(

PT K⊥ P
)
X = ω2

(
ρPT B2 M−1

22 B2
T P
)
X (6.27)

Les deux matrices de ce problème spectral sont symétriques définies positives et de taille
(NΓ − 1×NΓ − 1), donc il admet NΓ − 1 valeurs propres positives.

3. Une manière pratique et économique pour le calcul de la matrice B2 M−1
22 B2

T est de résoudre
le système M22X = B2, ensuite il suffira de multiplier X, à gauche, par B2 pour obtenir
B2 M−1

22 B2
T, ce qui évite d’avoir à calculer explicitement la matrice pleine M−1

22 de taille
(Nϕ − 1×Nϕ − 1), où Nϕ est le nombre de nœuds du maillage du liquide.

6.2 Validation

En raison de la difficulté de trouver des résultats expérimentaux pour les problèmes du
ballottement des liquides avec tension superficielle, la validation de la formulation matricielle
(6.26) se fera sur des cas simples, où des solutions analytiques ou semi-analytiques existent.

Dans toutes les figures montrant les déformées modales, les couleurs du liquide représentent
le champ de pression p.

6.2.1 Cas d’une goutte de liquide en apesanteur

La première validation se fera sur le cas d’une goutte de liquide en apesanteur (g = 0). L’état
d’équilibre est donc une boule, dont la surface est une sphère de rayon Rgte. Pour cet exemple,
une solution analytique existe dans [55], où la nème fréquence propre ωn est donnée par :

ω2
n =

σ

ρR3
gte

n (n+ 2) (n− 1) (6.28)

Un maillage de 6900 éléments triangulaires a été utilisé pour la discrétisation de la surface
de la goutte. On a choisi les paramètres σ, ρ et Rgte de telle façon que σ

ρR3
gte

= 5.7920 s−2.

La Figure 6.1 montre les six premières déformées propres non nulles 34 (n = 2 à n = 7),
données par (6.26) et la Table 6.1 compare les valeurs propres correspondantes avec les valeurs
analytiques données par (6.28).

Remarque : pour les modes d’ordre élevé (n = 6 et n = 7), on constate que l’erreur est
relativement importante, cela dit, la multiplicité des modes de ce problème (2n+ 1) fait que le
rang des modes propres devient vite très élevé.

34. Le cas n = 1 correspond au mode de corps rigide (ω1 = 0) de rang 1 à 3.
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Figure 6.1 – Les six premières déformées propres non nulles (n = 2 à n = 7) calculées par
éléments finis pour l’exemple de la goutte de liquide, classées de gauche à droite et de haut en
bas

Table 6.1 – Comparaison entre les valeurs numériques et analytiques des six premières fré-
quences propres non nulles de vibration d’une goutte de liquide en apesanteur

Rang 4-8 9-15 16-24 25-35 36-48 49-63
n 2 3 4 5 6 7
Valeur numérique en Hz 1.09 2.12 3.32 4.69 6.24 7.96
Valeur analytique en Hz 1.08 2.09 3.25 4.53 5.93 7.44
Erreur < 1% 1.2% 2.1% 3.4% 5.1% 7.0%

6.2.2 Cas d’un réservoir cylindrique vertical avec θ = 90◦

Le deuxième cas de validation —également étudié dans [95]— est un réservoir cylindrique
à section circulaire dont le rayon Rcyl = 2.766 cm. Ce réservoir est partiellement rempli d’un
liquide (l’eau) de densité ρ = 1000 kg/m3 et de cœfficient de tension de surface σ. Le niveau
du liquide dans le cylindre atteind une hauteur h = 3.80 cm. L’angle de contact statique est
θ = 90◦, ce qui implique que la surface libre du liquide à l’équilibre est plane et horizontale. Les
modes de ballottement de ce système ont été étudiés analytiquement [18] et leurs fréquences ωd,c
sont données par :

ω2
d,c =

g λd,c
Rcyl

(
1 +

σ λ2
d,c

ρ g R2
cyl

)
tanh

(
hλd,c
Rcyl

)
(6.29)
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avec λd,c solution de J ′d(λd,c) = 0 où Jd est la fonction de Bessel de première espèce. Les entiers
d et c représentent, respectivement, le nombre de diamètres nodaux et le nombre de cercles
nodaux. Pour la résolution numérique, la surface libre du liquide est maillée par 840 éléments

Figure 6.2 – Les six premières déformées propres calculées par éléments finis pour l’exemple du
cylindre partiellement rempli, classées de gauche à droite et de haut en bas dans l’ordre suivant :
(1, 0), (2, 0), (0, 1), (3, 0), (4, 0) and (1, 1)

triangulaires. La Figure 6.2 montre les six premiers modes de ballottement du liquide au sein de
ce réservoir, calculés grâce à (6.26). Ces déformées restent inchangées pour les différentes valeurs
de gravité et de tension de surface qu’on a testées. La Table 6.2 compare les fréquences propres
obtenues numériquement avec les valeurs données par (6.29).
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Table 6.2 – Comparaison entre les valeurs numériques et analytiques des six premières fré-
quences propres de vibration pour l’exemple du cylindre, pour différentes valeurs de gravité et
de capillarité

Rang 1-2 3-4 5 6-7 8-9 10-11
(d, c) (1, 0) (2, 0) (0, 1) (3, 0) (4, 0) (1, 1)

• σ = 0, g = g0

Valeur numérique en Hz 4.05 5.27 5.91 6.24 7.11 7.03
Valeur analytique en Hz 4.04 5.24 5.87 6.14 6.91 6.92
Erreur < 1% < 1% < 1% 1.6% 3.2% 1.9%

• σ = 0.0724 N/m, g = g0

Valeur numérique en Hz 4.11 5.50 6.32 6.76 8.05 7.96
Valeur analytique en Hz 4.11 5.47 6.27 6.65 7.80 7.81
Erreur < 1% < 1% < 1% 1.6% 2.9% 1.6%

• σ = 0.0724 N/m, g = 10−3g0

Valeur numérique en Hz 0.74 1.60 2.24 2.61 3.78 3.73
Valeur analytique en Hz 0.74 1.58 2.22 2.54 3.62 3.63
Erreur < 1% 1.2% < 1% 2.7% 4.4% 2.7%

6.2.3 Cas d’un réservoir sphérique avec θ = 5◦

Le troisième et dernier cas de validation est un réservoir sous forme de sphère de rayon
Rsph = 1m. Pour une telle géométrie, une paramétrisation en coordonnées sphériques a été
proposée par M. Utsumi [89], ce qui lui permet de résoudre le problème de ballottement par
une approche semi-analytique. Le liquide utilisé ici est l’hydrazine (N2H4) —souvent employé
dans la propulsion spatiale— de densité ρ = 1011 kg/m3 et de cœfficient de tension de surface
σ = 0.0725 N/m. L’angle de contact est de valeur très petite : θ = 5◦. Le calcul numérique par
éléments finis sera effectué sur trois configurations 35 d’équilibre, A, B et C, données dans la
Figure 6.3. Ces différentes configurations sont caractérisées par l’intensité du champ de gravité
g et la valeur du paramètre Zγ/Rsph où Zγ est l’élévation du bord de la surface libre mesurée à
partir du point le plus bas du réservoir.

35. La moitié supérieure du réservoir de l’exemple A est maillée très grossièrement car elle est loin de la zone
d’intérêt.
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A B C

Figure 6.3 – Différentes configurations d’équilibre dans un réservoir sphérique, avec un angle
de contact de 5◦

Deux modes propres particuliers ont été étudiés dans [89] pour leur influence sur la dyna-
mique de la structure (satellite), il s’agit des modes (1, 0) et (0, 1), dont les fréquences propres
respectives sont ω1,0 et ω0,1 (le premier indice est le nombre des diamètres nodaux et le second,
celui des cercles nodaux). La Figure 6.4 montre ces déformées modales pour le cas C, calculées
par la formulation éléments finis (6.26).

Mode (1, 0) Mode (0, 1)

Figure 6.4 – Déformées modales (1, 0) et (0, 1) pour la configuration C

Grâce à une résolution semi-analytique, M. Utsumi a dressé (voir Figure 6.5) les évolutions
de ces deux fréquences en fonction de Zγ/Rsph, pour différentes valeurs du nombre de Bond
B = ρgR2

sph/σ. Les indices 0, 0.5, 1, 1.5 et 2 sur les courbes de la Figure 6.5 sont les valeurs
de log10(B) correspondantes. La formulation utilisée par M. Utsumi ne tenant pas compte de
l’influence de la courbure du réservoir, nous avons donc supprimé la contribution du terme
−σ sin(θ) 2Kθ

γ dans (6.26) pour que la comparaison soit pertinente. Les résultats numériques
correspondant aux cas A, B et C ont été reportés dans la Table 6.3, et comparés avec les
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résultats extraits des courbes de la Figure 6.5.

Zγ/Rsph Zγ/Rsph

Figure 6.5 – Évolution des pulsations ω1,0 et ω0,1 en fonction du niveau de remplissage pour
différentes valeurs du nombre de Bond. Les points A, B, et C correspondent aux 3 calculs de
validation

Les Figures 6.6 et 6.7 montrent des exemples de déformées modales pour les cas A et B.

Mode (2, 1) Mode (1, 1)

Figure 6.6 – Déformées modales (2, 1) et (1, 1) pour la configuration A
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Table 6.3 – Comparaison entre les valeurs numériques et semi-analytiques pour l’exemple du
réservoir sphérique, pour les cas A, B et C

• A : Zγ/Rsph = 0.657, g = 2.35× 10−4g0 (log10(B) = 1.5)

Rang 1-2 3-4 5-6 7 8-9 10-11
(d, c) (1, 0) (2, 0) (3, 0) (0, 1) (4, 0) (1, 1)
Valeur numérique en 10−2rad/s 5.24 7.82 10.27 10.30 12.78 14.40
Valeur M. Utsumi en 10−2rad/s 5.2 — — 10.0 — —
Erreur < 1% — — < 3% — —

• B : Zγ/Rsph = 1.497, g = 2.32× 10−5g0 (log10(B) = 0.5)

Rang 1-2 3-4 5 6-7 8-9 10-11
(d, c) (1, 0) (2, 0) (0, 1) (3, 0) (1, 1) (4, 0)
Valeur numérique en 10−2rad/s 1.81 3.44 4.31 5.29 6.78 7.33
Valeur M. Utsumi en 10−2rad/s 1.8 — 4.3 — — —
Erreur < 1% — < 1% — — —

• C : Zγ/Rsph = 1.641, g = 7.34× 10−4g0 (log10(B) = 2)

Rang 1-2 3-4 5 6-7 8-9 10-11
(d, c) (1, 0) (2, 0) (0, 1) (3, 0) (4, 0) (1, 1)
Valeur numérique en 10−2rad/s 12.50 16.73 19.33 20.61 24.63 25.25
Valeur M. Utsumi en 10−2rad/s 12.2 — 18.8 — — —
Erreur < 3% — < 3% — — —

Mode (0, 1) Mode (1, 1)

Figure 6.7 – Déformées modales (0, 1) et (1, 1) pour la configuration B avec liquide transparent
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Remarque : en effectuant le calcul avec prise en compte de la courbure du réservoir, on
constate une légère baisse des valeurs des fréquences (de l’ordre de quelques %). Cette tendance
est prévisible dans un réservoir sphérique car la raideur apportée par le terme−σ sin(θ) 2Kθ

γ(u, δu) =
−σ sin(5◦)µΣ δµΣ/RΣΣ est négative vu que RΣΣ est positif selon nos conventions.

6.3 Influence de la courbure du réservoir

On a vu dans l’exemple précédent (réservoir sphérique) que la prise en compte de la courbure
du réservoir n’avait qu’un impact mineur sur les modes propres de ballottement. Ici on présente
un cas où l’influence de cette courbure sur les fréquences de ballottement est non négligeable.
On profitera également de cet exemple pour récapituler l’ensemble de la procédure mise en place
dans les deux parties de cette thèse, en indiquant les logiciels utilisés :

1. On commence par créer le modèle EF du réservoir (en utilisant le logiciel Patran c©).

2. On crée ensuite la surface libre initiale du liquide, en faisant l’intersection entre le réservoir
et un plan horizontal, choisi en fonction du niveau de remplissage désiré. Le maillage
surfacique et celui du bord de la surface libre sont alors générés, toujours en utilisant le
même logiciel. On rappelle que le maillage de la surface libre est indépendant de celui du
réservoir.

3. Après avoir entré les valeurs de ρ, g, σ, θ, l’algorithme itératif (Partie I), implémenté en
totalité sous Matlab c©, effectue le calcul de la position d’équilibre de la surface libre (voir
Figure 6.8), en utilisant les tableaux de nœuds et de connectivités décrivant les maillages
(générés par Patran c©).

4. Une fois le calcul statique convergé, on transfère les nouvelles coordonnées du maillage
de la surface libre dans un logiciel de CAO pour construire la géométrie du domaine
liquide à l’équilibre et pour générer les nouveaux maillages qui seront utilisés dans le
calcul dynamique, notamment celui du volume liquide. Ces opérations ont été réalisées en
utilisant une nouvelle fois le logiciel Patran c©).

5. En utilisant ces nouveaux maillages, on assemble, dans Matlab c©, les matrices de raideur
et de masse du problème spectral (6.26). Le solveur symétrique de Nastran c© a été choisi,
en raison de ses performances, pour la recherche des valeurs propres et vecteurs propres
de (6.26). Les résultats sont enfin affichés avec Matlab c© (voir Figure 6.9).

=⇒

itérations du calcul statique configuration d’équilibre

Figure 6.8 – Recherche de la configuration d’équilibre du liquide
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Chapitre 6. Implémentation et validation

mode 1 mode 2 mode 3

mode 4 mode 5 mode 6

mode 7 mode 8 mode 9

Figure 6.9 – Les 9 premiers modes de ballottement correspondant à la configuration Figure 6.8

Les fréquences de ballottement de ces 9 premiers modes, obtenus avec prise en compte de
l’effet de courbure du réservoir, sont comparées dans la Table 6.4 aux valeurs obtenues sans la
prise en compte de cette courbure. On constate alors des écarts relatifs non négligeables, surtout
pour les premiers modes.
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Table 6.4 – Comparaison entre les fréquences de ballottement avec et sans la prise en compte
de la courbure du réservoir

ρ = 1000 kg/m3, θ = 30◦, g = 5× 10−5g0 (Longeur du réservoir = 1m)

mode 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sans courbure (10−2Hz) 0.34 0.44 0.60 0.77 0.97 0.92 1.24 1.32 1.39
Avec courbure (10−2Hz) 0.26 0.40 0.55 0.69 0.81 0.85 1.17 1.23 1.31
Écart 30% 10% 9% 12% 20% 8% 6% 5% 6%
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Dans cette étude, nous nous sommes intéressés à la modélisation des effets de la capillarité
sur les mouvements de ballottement (de faible amplitude) d’un liquide pesant, incompressible et
non visqueux.

Dans un premier temps, la formulation du problème de minimisation de l’énergie potentielle
du liquide (contenant un terme d’énergie de tension de surface) a permis d’établir l’équation
variationnelle non linéaire régissant l’équilibre statique du liquide. Grâce à une paramétrisation
vectorielle de la surface libre du liquide, il a été possible, d’une part, d’assurer correctement la
condition de glissement du liquide sur la paroi interne du réservoir, mais également de proposer
une formulation des différents opérateurs du problème qui ne fassent pas intervenir explicitement
la courbure de la surface libre. La méthode des Eléments Finis linéaires standard a ainsi pu être
utilisée pour discrétiser les équations du problème et un algorithme automatique de recherche
de la position d’équilibre statique du liquide au sein d’un réservoir de forme tridimensionnelle
quelconque a pu être proposé.

Une fois l’état d’équilibre du liquide déterminé, les équations dynamiques non linéaires de
ballottement ont pu être linéarisées autour de cette position de référence, en faisant l’hypothèse
que l’angle de contact entre la surface libre et la paroi du réservoir reste constant au cours
du mouvement. Il a été montré que la formulation obtenue peut être symétrisée de façon à
pouvoir calculer les fréquences et modes propres de ballottement du liquide avec un algorithme
de Lanczos standard.

Les solutions des problèmes statiques et dynamiques obtenues pour des réservoirs de géo-
métries simples ont pu être validées par comparaison avec des résultats analytiques ou semi-
analytiques. Cependant, l’absence de résultats publiés pour des géométries complexes de réser-
voirs ne nous a pas permis de valider certains termes liés à la courbure du réservoir au niveau
de la ligne de contact et la mise en place d’une campagne de validation expérimentale de ces
termes pourrait être envisageable par la suite.

D’un point de vue formulation, la suite directe de ces travaux consistera à établir les termes
de couplage entre les déformations de la structure (qui a été supposée rigide jusqu’à maintenant)
et les mouvements du liquide. Du point de vue du liquide, cela consistera entre autre à prendre
en compte le déplacement de la paroi de la structure dans la linéarisation de la condition d’angle
de contact ([62] chapitre 4). Du point de vue de la structure, la difficulté sera d’écrire une
condition d’équilibre, au niveau de la ligne triple (ligne de mouillage), entre les efforts de tension
superficielle linéique à la surface libre du liquide et la contrainte surfacique à la paroi la structure.
Une façon de contourner ce problème consiste à ne considérer que des mouvements de corps
rigides du réservoir (ce qui, dans le domaine très basse fréquence auquel on s’intéresse, reste une
hypothèse tout à fait raisonnable) ou à supposer au moins que le réservoir est rigide dans une
zone localisée au voisinage de la ligne de contact avec la surface libre [87].

Une fois la formulation couplée fluide-structure établie, les modes propres du liquide avec
capillarité, que nous avons calculés ici, pourront servir de base de projection pour les inconnues du
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liquide, de façon à obtenir un modèle réduit de liquide ballottant [82]. Afin de pouvoir calculer
les réponses fréquentielles, ou temporelles linéarisées, du système couplé “structure + liquide
interne” à une déformation imposée par la structure ou à des sollicitations extérieures, il parâıt
nécessaire d’introduire la notion d’amortissement dans ce modèle de liquide ballottant. Parmi
les différents phénomènes dissipatifs concernés [45], certains, comme la dissipation par mouillage
(qui est due à l’adhérence du liquide sur la paroi du réservoir) [52, 48] ou la dissipation par
effet Marangoni à la surface libre [27, 32], sont directement liés au phénomène de capillarité et
leur modélisation pourra donc s’appuyer sur les travaux présentés ici. Des études menées par T.
Miras et J.-S. Schotté sur ce thème sont actuellement en cours à l’ONERA.
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[7] A. Bermúdez, R. Durán, and R. Rodŕıguez. Finite element solution of incompressible fluid-
structure vibration problems. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
40 :1435–1448, 1997.
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Annexe A

Variation au premier ordre de la
courbure moyenne

Dans l’espace R3, on considère un point M sur la surface Γ, repéré par le vecteur position
X(α, β), où α et β sont des coordonnées orthogonales surfaciques. On introduit les vecteurs
unitaires iα et iβ définis par :

∂X

∂α
= A iα et

∂X

∂β
= B iβ (A.1)

et on complète cette base avec la normale unitaire n = iα ∧ iβ.
Le tenseur de courbure κΓ de cette surface en M est un endomorphisme du plan tangent à

Γ en M , et est défini par :

κΓ =
∂n

∂X
(A.2)

Si on suppose que (α, β) est le système de coordonnées orthogonales de Gauss, alors on aura
∂n
∂X iα = 1

Rα
iα et ∂n

∂X iβ = 1
Rβ
iβ, où Rα et Rβ sont les rayons principaux de courbure en M .

Ainsi, le tenseur de courbure pourra s’écrire dans la base de ses vecteurs propres (iα, iβ) sous la
forme :

κΓ =

[
1
Rα

0
0 1

Rβ

]
(A.3)

Les invariants H = 1
2

(
1
Rα

+ 1
Rβ

)
et G = 1

RαRβ
(correspondant à la demi-trace et au déterminant

de κΓ) sont appelés, respectivement, courbure moyenne et courbure totale de la surface Γ en M .
Soit Γ′ la surface obtenue en déformant Γ par un champ vectoriel u. On se propose ici de

calculer, au premier ordre en u, la différence 2H ′ − 2H = δ[2H](u), où H ′ est la courbure
moyenne au point M ′ repéré par le vecteur X ′(α, β) = X(α, β) + u(α, β). D’après [94] (page
281), on a :

δ[2H](u) = 2 ∇s · u− n ·∇2
s u (A.4)

où ∇s et ∇2
s u sont donnés par :

∇s = − [∇sn] ·∇s et ∇2
s u = ∇s · [∇su]

Afin de simplifier les calculs, on va développer (A.4) dans le système orthogonal de Gauss,
dans lequel on peut écrire :

∇s =
1
A

∂

∂α
iα +

1
B

∂

∂β
iβ (A.5)
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Annexe A. Variation au premier ordre de la courbure moyenne

On aura également besoin des relations suivantes :

∂n

∂α
=

A

Rα
iα

∂iα
∂α

= − 1
B

∂A

∂β
iβ −

A

Rα
n

∂iβ
∂α

=
1
B

∂A

∂β
iα

et



∂n

∂β
=

B

Rβ
iβ

∂iα
∂β

=
1
A

∂B

∂α
iβ

∂iβ
∂β

= − 1
A

∂B

∂α
iα −

B

Rβ
n

(A.6)

Calcul du terme ∇s · u

Sachant que ∇s ·u = −
(

[∇sn] ·∇s
)
·u, on va commencer par exprimer ∇sn. D’après (A.5),

et en utilisant les formules (A.6) on a :

∇sn =
1
A
iα ⊗

∂n

∂α
+

1
B
iβ ⊗

∂n

∂β

=
1
Rα

iα ⊗ iα +
1
Rβ

iβ ⊗ iβ (A.7)

∇sn n’est autre donc que le tenseur de courbure κΓ. On aura donc :(
[∇sn] ·∇s

)
· u =

1
ARα

∂u

∂α
· iα +

1
BRβ

∂u

∂β
· iβ (A.8)

En exprimant u dans la base locale (iα, iβ,n) tel que :

u = uα iα + uβ iβ︸ ︷︷ ︸
u‖

+(u · n)n (A.9)

et en utilisant les formules (A.6), on arrive facilement au résultat :

∇s · u = −(u · n)

(
1
R2
α

+
1
R2
β

)
− 1
ARα

∂uα
∂α
− 1
BRβ

∂uβ
∂β
− 1
AB

(
uβ
Rα

∂A

∂β
+
uα
Rβ

∂B

∂α

)
(A.10)

Calcul du terme n ·∇2
s u

Sachant que n ·∇2
s u = n ·

(
∇s · [∇su]

)
, on va commencer ici par exprimer ∇su. D’après

(A.5), on a :

∇su =
1
A
iα ⊗

∂u

∂α
+

1
B
iβ ⊗

∂u

∂β
(A.11)

Par ailleurs, d’après (A.9) et (A.6), on peut écrire :

∂u

∂α
=
(
∂uα
∂α

+
uβ
B

∂A

∂β
+
A(u · n)
Rα

)
︸ ︷︷ ︸

a1

iα +
(
∂uβ
∂α
− uα
B

∂A

∂β

)
︸ ︷︷ ︸

a2

iβ +
(
∂(u · n)
∂α

− Auα
Rα

)
︸ ︷︷ ︸

a3

n (A.12a)

∂u

∂β
=
(
∂uα
∂β
−
uβ
A

∂B

∂α

)
︸ ︷︷ ︸

b1

iα +
(
∂uβ
∂β

+
uα
A

∂B

∂α
+
B(u · n)
Rβ

)
︸ ︷︷ ︸

b2

iβ +
(
∂(u · n)
∂β

−
Buβ
Rβ

)
︸ ︷︷ ︸

b3

n (A.12b)
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Ainsi, on pourra écrire :

∇su =
a1

A
iα ⊗ iα +

a2

A
iα ⊗ iβ +

a3

A
iα ⊗ n+

b1
B
iβ ⊗ iα +

b2
B
iβ ⊗ iβ +

b3
B
iβ ⊗ n (A.13)

et donc :

n ·
(
∇s · [∇su]

)
= − a1

ARα
+

1
A

∂

∂α

(a3

A

)
− b2
BRβ

+
1
B

∂

∂β

(
b3
B

)
(A.14)

En remplacant a1, a3, b2 et b3 par leurs expressions introduites dans (A.12), on arrive finalement
à :

n ·∇2
s u = −(u · n)

(
1
R2
α

+
1
R2
β

)
− 1
ARα

∂uα
∂α
− 1
BRβ

∂uβ
∂β
− . . .

1
AB

(
uβ
Rα

∂A

∂β
+
uα
Rβ

∂B

∂α

)
− 1
A

∂

∂α

(
uα
Rα

)
− 1
B

∂

∂β

(
uβ
Rβ

)
+ divs(∇s (u · n))

(A.15)

où divs(∇s (u · n)) = ∇s · (∇s (u · n)), et ainsi :

divs(∇s (u · n)) =
1
A2

∂2(u · n)
∂α2

+
1
B2

∂2(u · n)
∂β2

− 1
A3

∂A

∂α

∂(u · n)
∂α

− 1
B3

∂B

∂β

∂(u · n)
∂β

(A.16)

D’après (A.4), (A.10) et (A.15), on arrive à l’expression de la variation au premier ordre en
u de l’opérateur 2H :

δ[2H](u) = −

(
1
R2
α

+
1
R2
β

)
(u · n)− divs(∇s (u · n)) + h2H(u‖) (A.17)

où la fonction h2H est donnée par :

h2H(u‖) = − uα
AR2

α

∂Rα
∂α
−

uβ
BR2

β

∂Rβ
∂β
− 1
AB

(
uβ
Rα

∂A

∂β
+
uα
Rβ

∂B

∂α

)
(A.18)
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Annexe B

Linéarisation de la condition d’angle
de contact

Dans cette annexe, on va établir la linéarisation de la condition d’angle de contact, en tenant
compte de la courbure du réservoir. Pour cela, on va montrer que l’opérateur de bord Kθ

γ défini
dans (5.31) par :

Kθ
γ(u, δu) = cos(θ)

∮
γ
δ[δu · νΣ dγ](u)−

∮
γ
δ[δu](u) · νΓ dγ (B.1)

s’exprime bien sous la forme (5.32).
Puisque les champs u et δu appartiennent ici à Cu, on choisi de les décomposer, au niveau

du bord γ, dans la base locale 36 (tγ ,νΣ,nΣ) représentée dans la Figure B.1, et on écrit alors :

u = µγ tγ + µΣ νΣ et δu = δµγ tγ + δµΣ νΣ (B.2)

nΣ

Σν

ΣνnΣ

t γ

Γν

θ

P

t γ

γ

Γ

γ

Σ

P

Σ

Γ

s

Figure B.1 – Base locale sur la ligne de contact

36. Cette base mobile est également appelée trièdre de Darboux-Ribaucour, utile pour l’étude des courbes tracées
sur les surfaces.
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En gardant la même notation adoptée dans la thèse, le vecteur position X(ξ) décrivant γ
est paramétré par une variable ξ, ainsi on a :

tγ =
aγ
‖aγ‖

où aγ =
∂X

∂ξ
(B.3)

Calcul du terme δ[δu · νΣ dγ](u)

D’après (B.2) et (B.3), et puisque dγ = ‖aγ‖ dξ et δ[aγ ](u) = ∂u
∂ξ , alors on a :

δ[δu · νΣ dγ](u) = δ
[
δµΣ‖aγ‖ dξ

]
(u)

= δµΣ δ[‖aγ‖](u) dξ

= δµΣ

∂u

∂ξ
· tγ dξ

= δµΣ

∂u

∂s
· tγ dγ (B.4)

où s est l’abscisse curviligne de la courbe γ. Compte tenu de (B.2), on a :

∂u

∂s
=
∂µγ
∂s

tγ + µγ
∂tγ
∂s

+
∂µΣ

∂s
νΣ + µΣ

∂νΣ

∂s
(B.5)

D’après les formules de Darboux-Ribaucour et compte tenu de nos conventions de signe et
d’orientation, on a :

∂tγ
∂s

= − 1
Rg
νΣ −

1
Rγγ

nΣ et
∂νΣ

∂s
=

1
Rg
tγ −

1
RγΣ

nΣ (B.6)

où 1
Rγγ

, 1
Rg

et 1
RγΣ

sont, respectivement, la courbure normale, la courbure géodésique et la torsion

géodésique de la courbe γ. Ainsi, le vecteur ∂u
∂s pourra s’écrire dans la base (tγ ,νΣ,nΣ) sous la

forme :

∂u

∂s
=



∂µγ
∂s

+
µΣ

Rg

∂µΣ

∂s
− µγ
Rg

− µγ
Rγγ

− µΣ

RγΣ


(tγ ,νΣ,nΣ)

(B.7)

Donc on obtient d’après (B.4) et (B.7) :

δ[δu · νΣ dγ](u) = δµΣ

(
∂µγ
∂s

+
µΣ

Rg

)
dγ (B.8)

Calcul du terme δ[δu](u) · νΓ

D’après (B.2), on a :

δ[δu](u) = δµγ δ[tγ ](u) + δµΣ δ[νΣ](u) (B.9)
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Le vecteur directeur tγ de la ligne de contact étant donné par (B.3), on peut donc écrire :

δ[tγ ](u) =
∂u
∂ξ ‖aγ‖ − aγ

aγ
‖aγ‖ ·

∂u
∂ξ

‖aγ‖2

=
∂u

∂s
−
(
∂u

∂s
· tγ
)
tγ (B.10)

Compte tenu de (B.7), on a alors :

δ[tγ ](u) =


0

∂µΣ

∂s
− µγ
Rg

− µγ
Rγγ

− µΣ

RγΣ


(tγ ,νΣ,nΣ)

(B.11)

D’autre part, puisque νΣ = nΣ ∧ tγ , alors :

δ[νΣ](u) = κΣ(u) ∧ tγ + nΣ ∧ δ[tγ ](u) (B.12)

avec κΣ(u) = δ[nΣ](u) où κΣ est le tenseur de courbure de la surface Σ. Ce dernier s’écrit dans
la base (tγ ,νΣ) sous la forme :

κΣ =

 1
Rγγ

1
RγΣ

1
RγΣ

1
RΣΣ

 (B.13)

Ainsi :

κΣ(u) =
(
µγ
Rγγ

+
µΣ

RγΣ

)
tγ +

(
µγ
RγΣ

+
µΣ

RΣΣ

)
νΣ (B.14)

Compte tenu de (B.14) et de (B.11), la linéarisation (B.12) devient :

δ[νΣ](u) =



µγ
Rg
− ∂µΣ

∂s

0

− µγ
RγΣ

− µΣ

RΣΣ


(tγ ,νΣ,nΣ)

(B.15)

Finalement, en utilisant (B.11) et (B.15) dans (B.9) puis multipliant scalairement par νΓ, on
arrive à :

δ[δu](u) · νΓ = −δµγ µγ
(

sin(θ)
Rγγ

+
cos(θ)
Rg

)
− δµΣ µΣ

sin(θ)
RΣΣ

− . . .

. . .
(
δµΣ µγ + δµγ µΣ

)sin(θ)
RγΣ

+ cos(θ) δµγ
∂µΣ

∂s

(B.16)
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Annexe B. Linéarisation de la condition d’angle de contact

Expression de l’opérateur de bord Kθ
γ

D’après les expressions (B.8) et (B.16), l’opérateur de bord défini dans (B.1) prend la forme
suivante :

Kθ
γ(u, δu) =

∮
γ

(
sin(θ)
Rγγ

+
cos(θ)
Rg

)
δµγ µγ dγ + . . .

. . .

∮
γ

(
sin(θ)
RΣΣ

+
cos(θ)
Rg

)
δµΣ µΣ dγ + . . .

. . . sin(θ)
∮
γ

1
RγΣ

(
δµΣ µγ + δµγ µΣ

)
dγ − . . .

. . . cos(θ)
∮
γ

(
δµγ

∂µΣ

∂s
− δµΣ

∂µγ
∂s

)
dγ (B.17)

D’autre part, puisque le bord γ est une courbe fermée, alors :∮
γ
δµΣ

∂µγ
∂s

dγ =
[
δµΣ µγ

]
γ︸ ︷︷ ︸

0

−
∮
γ
µγ

∂δµΣ

∂s
dγ (B.18)

Finalement, on obtient une première expression de Kθ
γ où le caractère symétrique de cet opérateur

est exhibé :

Kθ
γ(u, δu) =

∮
γ

(
sin(θ)
Rγγ

+
cos(θ)
Rg

)
δµγ µγ dγ + . . .

. . .

∮
γ

(
sin(θ)
RΣΣ

+
cos(θ)
Rg

)
δµΣ µΣ dγ + . . .

. . . sin(θ)
∮
γ

1
RγΣ

(
δµΣ µγ + δµγ µΣ

)
dγ − . . .

. . . cos(θ)
∮
γ

(
δµγ

∂µΣ

∂s
+ µγ

∂δµΣ

∂s

)
dγ (B.19)

L’implémentation de ette dernière expression nécessite le calcul des quatres composantes du
tenseur de courbure κΣ, mais aussi de la courbure géodésique 1

Rg
de γ (courbure de γ projetée

sur le plan tangent au réservoir). Afin d’éviter le calcul de cette partie de la courbure de la
surface libre Γ, on propose une autre expression de Kθ

γ beaucoup plus concise et indépendante
du choix de la base locale, obtenue en factorisant par sin(θ) d’une part et cos(θ) d’autre part.
Ainsi, et compte tenu de (B.2), (B.7) et de (B.13), on obtient :

Kθ
γ(u, δu) = cos(θ)

∮
γ
δu ·

(
nΣ ∧

∂u

∂s

)
dγ︸ ︷︷ ︸

1Kθ
γ(u, δu)

+ sin(θ)
∮
γ
δu ·κΣ · u dγ︸ ︷︷ ︸
2Kθ

γ(u, δu)

(B.20)

Le premier opérateur 1Kθ
γ ne tient pas compte de la courbure du réservoir, et a été introduit dans

la partie I (étude statique) où cette courbure a été négligée par hypothèse. Le second opérateur
2Kθ

γ prend en compte les effets de courbures de Σ par l’intermédiaire de κΣ. Paramétré par ξ,
l’opérateur d’angle de contact s’écrit finalement :

Kθ
γ(u, δu) = cos(θ)

∮
ξ
δu ·

(
nΣ ∧

∂u

∂ξ

)
dξ + sin(θ)

∮
ξ
δu ·κΣ · u ‖aγ‖ dξ (B.21)
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Annexe C

Quelques formules utiles

Propriétes de l’opérateur Trace

Soit 3 matrices carrées A, B, C et une matrice symétrique S :

Tr(A B) = Tr(B A) = Tr(Bᵀ Aᵀ) = Tr(Aᵀ Bᵀ) (C.1a)

Tr(S A) = Tr(S Aᵀ) = Tr
(

1
2
S(A + Aᵀ)

)
(C.1b)

Tr(A B C) = Tr(CᵀBᵀAᵀ) = Tr(C A B) = Tr(B C A) = Tr(BᵀAᵀCᵀ) = Tr(AᵀCᵀBᵀ) (C.1c)

Formules d’analyse vectorielle

Equivalent matriciel du produit vectoriel : matrice spin(u)

Soit 2 vecteurs u et v de R3. Pour la discrétisation d’un opérateur contenant le produit
vectoriel u ∧ v, il est souvent pratique d’écrire ce produit sous forme de produit d’une matrice
et d’un vecteur :

u ∧ v = [spin(u)] v avec [spin(u)] =

 0 − u3 u2

u3 0 − u1

− u2 u1 0

 (C.2)

Double produit vectoriel

Soit 3 vecteurs u, v et w de R3 :

u ∧ (v ∧w) = (u ·w)v − (u · v)w (C.3)

Relations vectorielles

Soit 2 vecteurs u et v de R3 et un scalaire α :

∇ ∧ (u ∧ v) = (v ·∇)u− (u ·∇)v + (∇ · v)u− (∇ · u)v (C.4a)
∇ ∧ (αu) = α∇ ∧ u+ (∇α) ∧ u (C.4b)

div(u ∧ v) = v · rot(u)− u · rot(v) (C.4c)
div(α u) = α div(u) + u · grad(α) (C.4d)
∇(u · v) = (v ·∇)u+ (u ·∇)v + v ∧∇ ∧ u+ u ∧∇ ∧ v (C.4e)
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Annexe C. Quelques formules utiles

Formule de Stokes

Soit u un champ vectoriel sur une surface S de nornale n et de bord ∂S :∫
S

rot(u) · n dS =
∮
∂S
u · dl (C.5)

Changements de variable

Dans les intégrales de volume

Soit une application vectorielle bijective régulière Φ différentiable et de dérivée F, alors les
intégrales sur les domaines Ω et Φ(Ω) se déduisent l’une de l’autre par la formule de changement
de variable suivante : ∫

x ∈ Φ(Ω)
f(x) dΩx =

∫
X ∈ Ω

f (Φ(X)) det(F) dΩX (C.6a)

Dans les intégrales de surface

Soit une application vectorielle bijective régulière Φ différentiable et de dérivée F. Soit ∂Ω, la
frontière du domaine Ω, nx et nX les normales extérieures aux domaines respectivement Φ(Ω) et
Ω. Alors les intégrales sur les frontières ∂Ω et Φ(∂Ω) se déduisent l’une de l’autre par la formule
de changement de variable suivante :∫

x ∈ Φ(∂Ω)
f(x) nx dΣx =

∫
X ∈ ∂Ω

f (Φ(X)) det(F) F−ᵀ nX dΩX (C.6b)

Formulations locales

Des formulations locales de changement de variable peuvent être déduites des relations inté-
grales précédentes :

Transport par changement de variable d’un élément de volume

dΩx = det(F) dΩX (C.7a)

Transport par changement de variable d’un élément de surface orienté

nx dΣx = det(F) F−ᵀ nX dΣX (C.7b)
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