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Introduction

Ce document présente une synthese de mes travaux sur des probléma-
tiques de mathématiques appliquées a l’actuariat. La théorie du risque,
également appelée théorie de la ruine, concerne d’'une maniere générale
I’évaluation de probabilités de réalisations d’événements défavorables
pour des compagnies d’assurances. Au-dela de ces calculs de probabi-
lités dans un modele fixé, des branches de cette théorie s’intéressent
aussi a différents problemes d’optimisation : d’allocation de réserve,
de stratégie de versement de dividendes ou d’imposition (au sens de
la fiscalité), d’investissement dans des actifs risqués, de programme de
réassurance...

De nos jours, dans une démarche (appelée ERM, Enterprise Risk
Management en anglais) de gestion globale des risques qui pesent sur
une entreprise ou une entité en général, les compagnies d’assurance
définissent leur appétit pour le risque en déterminant entre autres des
limites (risk limits en anglais). Certaines de ces limites peuvent concer-
ner les provisions techniques de certaines branches d’activité dans un
ou plusieurs référentiels comptables. D’autres limites concernent le ma-
telas de sécurité que la compagnie d’assurance doit détenir en plus
des provisions techniques pour pouvoir continuer a exercer sans subir
d’intervention automatique et progressive de 'autorité de controle (le
régulateur pouvant intervenir pour d’autres raisons qu’'un probleme de
solvabilité).

Jusqu’a présent, ce matelas de sécurité était déterminé de maniere
proportionnelle au maximum entre les cotisations attendues et ce qui
avait été payé 'année précédente en assurance non-vie, et proportion-
nellement aux provisions mathématiques en assurance-vie, sans tenir
vraiment compte de la nature des risques. Dans le projet européen Sol-
vabilité 11, selon la directive votée en avril 2009 qui en fixe les grands
principes, le matelas de sécurité appelé Solvency Capital Requirement
(SCR) devrait en théorie permettre d’atteindre un niveau de sécurité
correspondant a une probabilité de ruine a horizon d’un an inférieure
a 0,5%. D’un point de vue scientifique, il est bien évidemment diffici-
lement imaginable de prétendre analyser le comportement de la com-
pagnie d’assurance et de 1’économie a ce niveau si extréme de risque.
En effet, s’il est déja ardu en finance, ou les quantiles (appelés Value-
at-Risk ou VaR) considérés le sont en général sur un horizon d'un jour,
d’estimer de tels quantiles, alors qu’on dispose d’un grand nombre de
données du fait du pas de temps journalier, on ne dispose souvent que
d’un historique d’une dizaine a une vingtaine d’années tout au plus en
assurance. Il semble donc bien délicat de s’intéresser a des événements
qui devraient se produire une fois tous les deux cents ans environ avec
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un historique pertinent si limité... Ceci est d’autant plus vrai qu'un cer-
tain nombre de phénomenes liés aux comportements des assurés en cas
de hausse des taux d’intérét par exemple n’ont tout simplement jamais
été observés. De plus, dans des scénarios si extrémes, les raccourcis
de valorisation des portefeuilles d’assurance utilisant entre autres des
méthodes de type risque-neutre devraient se trouver étre encore plus
inadaptés qu’en régime de croisiere. C’est la raison pour laquelle un cer-
tain nombre de chercheurs en actuariat et en mathématiques financieres
(dont je fais partie) et de directeurs des risques de compagnies d’assu-
rance pensent qu’'un niveau de risque correspondant a des probabilités
de ruine de I'ordre de 10% sur un horizon un peu plus long serait plus
adapté (quitte a ensuite utiliser un facteur multiplicatif qui serait fixé
au niveau européen).

Toujours est-il que le but d'une compagnie d’assurances n’est pas
seulement d’étre capable de rembourser ses assurés dans un an : si un
événement défavorable, mais pas extréme se produisait dans ’année
courante, la compagnie d’assurances qui disposerait d’'un matelas de
sécurité exactement égal au SCR au début de 'année serait certes en
mesure de payer ses dettes, mais pourrait ne plus respecter la contrainte
de solvabilité a la fin de 'année. Si cela se produisait, la compagnie
d’assurances pourrait étre mise en run-off, c’est-a-dire ne plus avoir
le droit d’accepter de nouveaux contrats. Un objectif plus raisonnable
de la compagnie d’assurances consiste donc a respecter la contrainte de
solvabilité sur le long terme avec une probabilité suffisante. Pour cela, il
ne faut pas disposer uniquement du SCR mais d’un matelas de sécurité
supplémentaire. L’épaisseur de ce matelas supplémentaire peut étre es-
timé par un calcul de probabilité de ruine en temps discret (avec un
pas de temps d’un an) sur un horizon de 5 ans ou de 10 ans par exemple.

De plus, pour les grands groupes d’assurances, la situation est sou-
vent beaucoup plus compliquée. La fongibilité du capital (qui permet
de transférer une partie du capital d’une branche d’activités ou d’une
filiale pays vers une autre) est tres variable d'un groupe a un autre,
en fonction des positions de la gouvernance, des lois et regles comp-
tables et de solvabilité des états concernés, et de la structure financiere
du groupe. Les réserves globales du groupe restant bien stur un indica-
teur de risque primordial, il est toutefois pertinent dans de nombreux
cas de considérer conjointement les réserves propres a chaque branche
d’activité ou a chaque filiale. Cela conduit a s’intéresser a la fois a des
probabilités de ruine dans un cadre univarié dans lequel on somme des
processus de risque corrélés entre eux, et a des indicateurs de risque en
dimension supérieure comme par exemple la probabilité qu’au moins
une branche soit ruinée avant une certaine date, ou comme la somme de
certaines pénalités (sorte d’aggios) subies par certaines branches pour
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cause d’insolvabilité temporaire.

Le coeur de cette habilitation a diriger les recherches correspond a
I’étude de certains de ces indicateurs univariés et multivariés de théorie
du risque. Lors de ma soutenance de these en décembre 2004, une ques-
tion sur la faisabilité de la transposition de certains résultats obtenus
en temps continu au cas a temps discret avait été posée. L’article [112]
co-écrit avec Claude Lefevre répond a cette interrogation, dans la conti-
nuité directe de certains de mes travaux de these. Deux articles coécrits
avec Christian Mazza et Didier Rulliere [124] [125] et un article co-écrit
avec Nicolas Privault [127] traitent de questions liées a la robustesse
et a la sensibilité des calculs de probabilité de ruine en temps fini :
comment la probabilité de ruine réagit-elle en cas de contamination
des données, ou de changement de réserve? Quelle marge de sécurité
supplémentaire devrait-on constituer a cause de certains risques d’es-
timation ?

Dans trois travaux coécrits respectivement avec Claude Lefevre [113],
avec Romain Biard et Claude Lefevre [38], et avec Romain Biard,
Claude Lefevre et Haikady Nagaraja [35], nous cherchons a relacher
les hypotheses d’indépendance et de stationnarité entre les montants
de sinistres, et d’indépendance entre les montants et le nombre de si-
nistres.

Avec Romain Biard, Claudio Macci et Noél Veraverbeke [36], nous nous
intéressons au comportement asymptotique de l’allocation de réserve
optimale entre branches d’activité pour différents types de queues de
distribution de montants de sinistres individuels. D’autres problémati-
ques liées a la gestion des risques et a Solvabilité II ont été abordées
dans deux articles avec Laurent Devineau [69, [70], dans un article
de vulgarisation sur le risque de rachats et les crises de corrélation
coéerit avec Xavier Milhaud et Marie-Pierre Gonon [I3§], et dans un
article avec Wayne Fisher et Shaun Wang [7§], d’un point de vue plus
orienté gestion que mathématiques appliquées. J’ai également travaillé
sur deux thématiques plus orthogonales a la théorie du risque : les ex-
trema s-convexes avec Claude Lefevre [I15] et le risque de longévité
[30] avec I’équipe de la chaire de recherche Dérivés du Futur portée par
Nicole El Karoui au laboratoire CMAP de I’Ecole Polytechnique.

Ce document de synthese est donc organisé de la maniere suivante :
a une partie qui introduit les concepts généraux et les principales
définitions de théorie de la ruine et vise a replacer dans leur contexte les
huit articles [112) 124] 125, 127, 113, 138, [35] [36] (publiés ou acceptés)
cités plus haut de mathématiques appliquées relatifs a la théorie du



DOCUMENT DE SYNTHESE 5

risque qui ont été commencés aprés ma théseﬂ succede une deuxieme
partie consacrée aux nouvelles thématiques (extréma s-convexes [115]
et risque de longévité [30]) et perspectives de recherche sur lesquelles
j’ai déja commencé a travailler ou que j’aimerais explorer dans le proche
futur. Dans cette partie, mes publications relevant plus du domaine des
sciences de gestion [138, 69, [70] [78, 131] seront également brievement
évoquées, notamment dans le but d’introduire certaines pistes de re-
cherche futures.

I. Certains travaux commencés pendant ma these n’ont été publiés que plus
tard. Ils sont rappelés dans la liste complete de mes publications pages et
mais ne sont pas présentés en détail dans 'introduction.
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Premiere partie I. Théorie de la ruine

La théorie de la ruine étant le theme principal de cette habilita-
tion, il est naturel de commencer par en faire une description générale.
Pour cela, je commence par m’inspirer du début de mon introduction
de these, puis je décris deux sous-thématiques qui me semblent im-
portantes : la prise en compte de certaines corrélations, les études de
sensibilité et de robustesse, et les problématiques d’allocation optimale.
Meéme si je n’ai pas contribué depuis ma these sur ces sujets, je dirai
aussi quelques mots a propos de modeles prenant en compte certains
impots dont les compagnies doivent s’acquitter aupres des états, et a
propos des fonctions de pénalité escomptées dites de Gerber-Shiu. Les
ouvrages suivants (dans 'ordre chronologique) de Gerber [82] Grandell
[93], Rolski et al. [I60], Asmussen [I5], Goovaerts et al. [90], Marceau
[133], et d’Asmussen et Albrecher [16] donnent un apergu général des
principaux résultats de cette théorie.

Le concept de ruine doit se comprendre dans ce travail comme la sur-
venance d’un scénario défavorable, pouvant conduire a 'impossibilité,
pour la compagnie, de faire face a certains de ses engagements, aussi
bien envers ses assurés que ses actionnaires, voire a devoir cesser son
activité pour cause d’insolvabilité.

Le but premier de la théorie de la ruine a donc logiquement été de
modéliser 1’évolution de la richesse de la compagnie par un processus
stochastique, d’évaluer la probabilité de ruine, c’est-a-dire la probabi-
lité que le scénario traduisant un échec se réalise, et d’estimer le niveau
de réserve initiale pour rendre cette probabilité de ruine suffisamment
faible.

1. LE MODELE CLASSIQUE DE LA THEORIE DE LA RUINE

Le modele classique de la théorie de la ruine représente le fonction-
nement d’une compagnie d’assurance de la facon suivante. On suppose
que la compagnie d’assurance recoit des cotisations de ses assurés, ap-
pelées primes, de facon déterministe et continue, a raison de ¢ unités de
compte par unité de temps. Elle dispose d'une réserve initiale u pour
absorber un éventuel exces de sinistralité, et doit indemniser ses assurés
pour les sinistres qui la concernent.

Le montant cumulé des sinistres au temps t > 0 est représenté par le

processus stochastique
N(t)

S(t)=>_ W,

avec la convention selon laquelle la somme est nulle si N(¢) = 0. Le
nombre de sinistres survenus jusqu’au temps ¢, N (t), est dans ce modele
décrit par un processus de Poisson de parametre A > 0. Le montant
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du °™M€ ginistre est modélisé par une variable aléatoire W; & valeurs
dans R*. Les {W;,i € N*} forment une suite de variables aléatoires
indépendantes, identiquement distribuées, et indépendantes du proces-
sus de Poisson N (t). Fy désignera leur fonction de répartition, et leur
espérance supposée finie sera notée p. Le montant des réserves de la
compagnie d’assurances au temps t est alors donné par le processus

(1.1) R(t) =u+ct — S(t),

qui pourra également étre noté R; au lieu de R(t) (idem pour S; au lieu
de S(t)). La probabilité de ruine en temps fini ¢ avec réserve initiale u
correspond a la probabilité que la réserve devienne strictement négative
a un instant précédant t, et se note traditionnellement

Y(u,t) =P[3s € [0,t], R(s)<0].
En temps infini, définissons la probabilité de ruine par
Y(u) = Y(u,+00) =P[Is >0, R(s) <0].
Les probabilités de non ruine correspondantes seront notées

afin de garder la lettre ¢ pour la fonction de pénalité escomptée de

Gerber-Shiu (cf page selon la préférence d’Hans Gerber. Le char-
gement de sécurité est défini par

p=c— A\

Si p > 0, alors l'activité est dite rentable. En effet, la loi des grands
nombres assure que, dans ce cas, R; tend vers 4+o00 presque stirement
quand t tend vers l'infini. La probabilité de non ruine est alors non
nulle. Si p < 0, alors R; tend vers —oo presque strement quand ¢ tend
vers l'infini, et par conséquent ¢ (u) = 1. Généralement, nous ferons
I'hypothese que l'activité est rentable (méme si cette hypothese n’est
pas toujours nécessaire en temps fini).

La probabilité de non ruine ¢ (u) est continue sur R, et admet comme
dérivées a gauche et a droite respectivement 7" et Q,er, qui vérifient les
équations intégro-différentielles respectives :

(1.2) e (1) = M) — / "B — y)dFw ()

(1.3) ' (u) = A(ih(u) — / B — y)dFw(y))

Les équations [L.2) et font intervenir & la fois une dérivée et une
intégrale de 1. Il est possible de se ramener a une équation intégrale

en intégrant [1.2]:

Y / " Fu(a)de + / "l — ) Py (2)de)

u
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Les transformées de Laplace respectives Ly (s) = J° w(w)e"du et
IA%(S) = [7 ¥(u)e *"du de 1 et de 1 s’expriment alors en fonction de

la transformée de Laplace Ly de W :

Proposition 1. Pour tout s > 0,

P (s) — c— A\t
Lats) =77 AL — Iy (s))
By(s) =1 - ——

s s — M1 —lw(s))

On peut ensuite obtenir la formule de Pollaczek-Khinchine qui fait
intervenir des produits de convolution infinis de la fonction de survie
intégrée Fy;, de W définie pour x > 0 par

mezilﬁw@@,

ot Fiy(y) = 1 — Fyy(y) est la fonction de survie de W. Dans toute la

suite, g*" désignera le n'°™€ produit de convolution d’une fonction g

avec elle-méme (avec g** = 1).

Proposition 2. (Formule de Pollaczek-Khinchine) Pour tout u >
0, la probabilité de survie partant de u vérifie

i =123 (1) Eom

I+ p &= 1+

Cette formule fournit un premier moyen d’obtenir numériquement la
probabilité de ruine en temps infini.
La premiere généralisation possible du modele classique est le modele
dit de Sparre Andersen, dans lequel N(¢) n’est plus un processus de
Poisson, mais un processus de renouvellement stationnarisé, donné par
des temps inter-sauts A,; i.i.d., indépendants des W;, et de fonction
de répartition Fa. Lorsque u est grand, on dispose dans ce modele
de renouvellement de résultats asymptotiques, qui seront exposés au
chapitre |3| Ces résultats sont utilisables pour des montants de réserve
intiale tres grands; lorsqu’on est en dehors de ce domaine d’applica-
bilité, il faut utiliser d’autres formules dont nous parlerons dans les
chapitre |4 et suivants. Le modele classique de la théorie de la ruine,
décrit précédemment page [6] peut étre généralisé sous diverses formes,
que 'on peut classer en deux rubriques, suivant que I'on s’intéresse aux
hypotheses portant sur le passif de la compagnie (sur la modélisation
des sinistres) ou sur son actif (sur les hypotheses modélisant la stratégie
de versement de dividendes ou I'investissement de la réserve et la prise
en compte du taux d’intérét).
Au niveau du passif, les modifications concernent principalement la
prise en compte des corrélations et des changements éventuels de régime,
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présentés plus en détail au chapitre [7] Les modifications plutot fi-
nancieres consistent a introduire un taux d’intérét instantané (détermi-
niste ou stochastique), et dans le processus des réserves une composante
Brownienne ou de type Lévy. La plus importante de ces modifications
prend en compte une politique de versements de dividendes aux ac-
tionnaires des que la richesse devient assez élevée. Méme si je n’ai pas
vraiment travaillé sur ce sujet précis depuis la fin de ma these, il me
semble utile de dire quelques mots sur les modeles avec dividendes et
taxes, qui sont devenus un champ de recherche a part entiere de la
théorie du risque.

2. DIVIDENDES ET TAXES

2.1. Versement de dividendes au dela d’une barriere. Outre le
fait que le versement de dividendes aux actionnaires au-dela d’une
barriere supérieure est un phénomene réaliste, il ”présente 1’énorme
avantage” de conduire a une probabilité de ruine en temps infini égale
a 1, méme si le chargement de sécurité est positif. Cela permet de
rapprocher la théorie de la ruine avec celle du risque de défaut, se-
lon laquelle aucune compagnie n’est éternelle. La probabilité de ruine
en temps infini est donc toujours 1 en risque de défaut, alors que la
théorie de la ruine avait pour but initial de déterminer le niveau de
réserve nécessaire pour rendre cette probabilité inférieure a e.

On attribue traditionnellement les premieres études de ce type de modele
a De Finetti[53]. Dés lors, on peut se poser des problémes de poli-
tique de versement de dividendes optimale. On peut également ajouter
une composante brownienne ou Lévy, et utiliser des méthodes du type
Hamilton-Jacobi-Bellmann (voir Asmussen et Taksar [19], Gerber et
Shiu [87]), ou utiliser les méthodes du controle impulsionnel, c¢’est-a-
dire réagir a un exces de capital par un versement de dividendes traduit
par un saut (voir les travaux d’Agnes Sulem et de ses co-auteurs, par
exemple [145]). La méthode la plus simple consiste a considérer une
barriere horizontale de niveau b > u, et a verser instantanément aux
actionnaires I'exces ou une fraction de l'exces de réserve par rapport
a ce niveau b. Cela correspond soit a faire stagner le processus en b
jusqu’au prochain sinistre (figure [1]), soit a créer une sorte d’angle de
réfraction lors de la traversée de la barriere en b (voir par exemple As-
mussen et Taksar [19]). Le processus Uy (t) représentant la richesse de
la compagnie au temps t avec cette stratégie de dividendes se déduit
du processus classique R(t). Soit b > u et

X(t) = S(t) — ct.

La stratégie qui consiste a limiter supérieurement le surplus de la com-
pagnie a la valeur b en versant sous forme de dividendes l’exces par
rapport a b donne le processus U,(t). Le temps de ruine est alors
7 =inf{t > 0, Uy(t) < 0}. Le cumul des dividendes versés jusqu’au
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A L(t)){
b

A

R(Y)

) Up(t)

FIGURE 1. Illustration de Uy(t), Z(t) et de L(t).

temps t est

L= —Olgréfgt{b—u—i-X(s)} :
ou =~ = min(z,0).
Soit

Z(t)=b—u+ X(t)+ L(t).
Alors Uy(t) = b — Z(t) est le processus recherché. Notons que
t

Lt = C/]lUb(s):de
0

quand Uy(s) = b, jusqu’au prochain sinistre, la richesse de la compagnie
stagne en b, alors que l'accroissement de richesse avec une pente c est
transféré aux actionnaires sous forme de dividendes. L augmente en t
si et seulement si Uy(t) = b, ou encore Z(t) = 0. Ceci est illustré sur
une trajectoire par la figure

Asmussen et Taksar [I9] démontrent que, dans certains cas assez géné-
raux, le modele a barriere horizontal est un modele optimal de ver-
sement de dividendes. Les travaux de Palmowski, Loeffen, Albrecher,
Kyprianou et leurs coauteurs fournissent une base importante des tra-
vaux récents et des résultats disponibles sur les problemes de dividendes
dans le cas de processus de Lévy.

Dans l'article [I30] commencé pendant ma these, j’avais montré qu’il
était possible de calculer la moyenne des dividendes versés aux action-
naires et de ceux qui ont di étre utilisés pour payer des pénalités a
cause de l'insolvabilité temporaire d’une autre branche. Nous avions
calculé aussi le temps moyen de ruine de la branche principale et la loi
de la richesse des autres branches a cet instant, ce qui donnait une infor-
mation sur la capacité des autres branches a faire face a la défaillance
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de la branche principale. Pour cela, j'utilisais une approximation du
taux de cotisation continu et déterministe par un processus de Poisson
composé a sauts positifs de méme moyenne par unité de temps. Albre-
cher et al. [I] ont trés récemment commencé & analyser un modele de
risque univarié avec cotisations cumulées aléatoires représentées par un
processus de Poisson composé.

2.2. Taxes. Albrecher et Hipp [8] ont introduit un modele avec taxes
(ou impots) : des que le processus de risque est & son maximum courant,
la compagnie d’assurances paie des taxes a un taux déterministe vy €
[0, 1]. Ce processus de risque modifié (R, (t)),s, vérifie donc R, (0) = u
et

dR,(t) = ¢ |1 = YR (1) =supge,<; Ry ()} | At — dS(t),

ol (S(t)),>o est un processus de Poisson composé tel que la condition
de profit soit réalisée dans le modele équivalent sans taxe (y = 0). Si &
Iextréme le taux d’imposition est de v = 100%, on se retrouve dans le
modele de versement de dividendes avec barriere horizontale au niveau
de la réserve initiale, et la probabilité de ruine est alors égale a 1.
L’idée du modele avec taxes est qu'une perte ouvre doit a un crédit
d’'impot et que 'état ne commencerait a taxer que les bénéfices. Ce
modele est évidemment tres simplifié par rapport aux mécanismes réels
d’imposition pratiqués par les états, toutefois il en capture a mon avis
I’essentiel. Albrecher et Hipp obtiennent une formule tres élégante pour
la probabilité de ruine v, (u) en partant de u quand le taux d’imposition
est v>0:

1
(2.1) y(u) =1 = (1 = to(u)=.

Cette formule a été étendue a des cas plus généraux (notamment a
certaines classes de processus de Lévy) et discutée plus en détails no-

tamment dans les articles d’Hansjoerg Albrecher et de ses coauteurs
[9], 4, [5].

Si nous écrivions un livre sur la théorie de la ruine, ce chapitre serait
certainement beaucoup plus long. Néanmoins, n’ayant pas vraiment
contribué sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur intéressé aux articles
cités plus hauts et a leurs références pour plus de détails. Revenons
maintenant au probleme d’approximation de la probabilité de ruine
dans le modele dit de renouvellement ou de Sparre Andersen, sans
versement de dividende ou de taxe, dans le cas d'une réserve initiale
tres élevée. C’est en travaillant sur ces problemes que I’école scandinave
du début du vingtieme siecle (Lundberg, Cramer,...) posera les premiers
jalons de la théorie des grandes déviations. Ces résultats asymptotiques,
qui portent maintenant le nom de Cramer-Lundberg, fournissent une
information sur le comportement de la probabilité de ruine pour des
réserves initiales élevées.
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3. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DANS LE MODELE DE SPARRE
ANDERSEN

Considérons le modele de Sparre Andersen, toujours avec des mon-
tants de sinistres modélisés par des variables aléatoires indépendantes
distribués comme U, et des temps inter-sinistres indépendants et dis-
tribués comme A, et indépendants des montants des sinistres. Sup-
posons aussi que le chargement de sécurité est strictement positif. Le
processus décrivant la réserve disponible au temps t s’écrit encore :

N(t)

R(t)=u+ct—» Wi
=1

Soit
g (s) = E [eV]
Pour les distributions de montants de sinistres a queues légeres, 1’équa-
tion en s
i (s)la(cs) =1
admet une solution non nulle v (appelée le coefficient d’ajustement).

Soit Y =W — cA, et
zo =sup {z, Fy(r) <1}
Théoreme 1. Pour tout u > 0, on a l’encadrement
be " < (u) <bge ™
ou 0 < b_ < by <1 vérifient :

gk REan
b= ot @)y gy W)
xE[O,xo[fx erFy(y) xe[(),gco[fz erFy(y)

Si W suit une loi exponentielle de parametre 1/u, et si N(t) est un
processus de Poisson de parametre A, alors la propriété asymptotique
devient une égalité vraie pour tout u > 0 :

P(u) = (1 —py)e™™.

Cette formule peut étre généralisée a une famille de lois appelées lois
phase-type, que nous introduirons plus tard, dont font partie entre
autres les lois exponentielles et gamma.

Pour les distributions de montants de sinistres a queues lourdes, si la
fonction de survie intégrée est sous-exponentielle, pour E[W] fixée, le
comportement asymptotique de la probabilité de ruine v (u) ne dépend
de W qu’a travers ses queues, et du temps inter-sinistres A seulement
par rapport a son espérance :

Théoreme 2. Si Fyj, € S, alors

lim @_D(u) = E[W]
5% Fy(w) ~ cBIA] - BW]
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Dans Rolski et al. [I60] page 267, on peut trouver des équivalents de
¥ (u) pour des montants de sinistres suivant des lois de Weibull, Pareto
et lognormale. En particulier, lorsque la loi du montant de sinistre
individuel est a variation réguliere (ce qui veut dire que

1 — Fy(x) =2 %(x),

ou [ est une fonction a variation lente), Embrechts et Veraverbeke [75]
ont montré que lorsque a > 1 et si la condition de profit est respectée
dans le modele Poisson-composé, on a

A 1

~ —a+1
c—)\ua—lu '

(3.1) ()

Ce résultat est utilisé dans l'article [36] pour déterminer le comporte-
ment asymptotique d’une certaine fonction de pénalité dans le cas ou
les montants de sinistres sont a variation réguliere (cf page .

4. METHODES POUR LE CALCUL EXACT OU APPROCHE DE
PROBABILITES DE RUINE

Le pendant de I’étude asymptotique est le calcul ou 'approximation
de la probabilité de ruine en temps fini ou infini. Un des buts pour-
suivis dans les articles [124], [125] 112] 127] est d’étendre et d’unifier
des méthodes numériques pour calculer explicitement des probabilités
de ruine en temps fini, ainsi que d’étudier leur sensibilité a certains
parametres et leur robustesse. Rappelons donc ici deux formules inter-
venant dans ces quatre travaux, celle dite de Picard-Lefevre et celle
dite de Seal, ainsi que le lemme du ballot (ou scrutin) qui en est un
ingrédient important.

La probabilité de ruine en temps fini avec des montants de sinistres
a valeurs entieres (contrairement a larticle [112] dans lequel certaines
lois de montant de sinistre individuel peuvent étre absolument conti-
nues) était ’objet de mon premier article de these [162]. Dans ce cadre,
le modele a temps continu coincidait avec certains modeles a temps
discret. En effet, pour déterminer si la réserve devient négative a un
certain temps ¢ € [0,77, il suffit de savoir si la réserve est négative a
I'une des dates d’inventaires 0 < t; < --- < t, < T judicieusement
choisies.

4.1. Formule de Picard-Lefevre. Pour calculer la probabilité de
ruine en temps fini dans ce modele, on dispose de la formule de Picard
et Lefevre [I51], et nous expliquons comment il est possible d'y adapter
une formule de Seal [169]. La formule de Picard-Lefevre est basée sur les
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polynomes d’Appell généralisés. Ces polynomes sont définis récursive-
ment par : Ag = 1 et pour n > 0,

(4.1) A, = MfAn
j=1
(4.2) A, (v,) =0,
ol
(4.3) v, = max (n—u)o) ,
c

et

f7::7)ﬂwq ::]]
Soit

T, = inf{t > 0, R“(t) < 0}
le temps de ruine, éventuellement égal & +oo. Soit pour t € R™,n € N,
(4.4) P,(t)=P(S; =n,T, > t).
En conditionnant par rapport au dernier instant de sinistre, Picard et
Lefevre [I51] montrent que P,(t) = 0 quand ¢t < v, et que
(4.5) P,(t) = e MA, (1)

quand t > v, ou les A,, sont des polynomes de degré n définis récursive-
ment par (4.1)).

Ces polynomes (voir Picard et Lefevre [I51] pour une bibliographie
sur ce sujet) peuvent aussi étre obtenus grace aux polynomes e,,, définis
par la fonction génératrice formelle

+oo
(4.6) Z en(t)s™ = e
n=0

+o0 .
ou g(s) = > Af;s?. Les polynomes e, s’obtiennent assez aisément a
=1
partir des convolutions successives de Fy,. On peut alors exprimer les
A,, en fonction des e, et en déduire la formule suivante :

Théoréme 3. ([151])
(4.7)

u Lutet] . .
- Y J—u\ut+ct—n u—7
P(u,t) =e E e;(t) + g e; ( . ) p—— _jen,j <t+ T)

j=0 n=u+1

En pratique, la taille du portefeuille d’assurances peut fluctuer dans
le temps du fait de fusions-acquisitions, de souscription importante
d’affaires nouvelles ou d’une perte de part de marché. Dans I'article
[113], nous étendons la formule de Picard-Lefevre au cas ou les cotisa-
tions, et éventuellement la fréquence des sinistres change au cours du
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temps : en effet si la taille du portefeuille augmente, le taux de cotisa-
tion doit augmenter, mais aussi le nombre moyen de sinistres par unité
de temps. Nous proposons également une formule qui permet de mieux
mettre en évidence et de mieux pouvoir utiliser les propriétés de type
Appell que celle proposée par Ignatov et al. [I0I] dans le cas ou les
montants de sinistres ne sont plus indépendants entre eux. Néanmoins,
cette formule qui est vraie pour une structure de dépendance générale
entre les montants de sinistres, peut étre améliorée dans des cas plus
spécifiques si I'on précise la loi jointe des montants de sinistres. Nous
verrons dans le chapitre [7| comment prendre en compte certains types
de dépendance stochastique entre montants de sinistres et entre ins-
tants et montants de sinistres.

La manipulation de ces polynomes présente I’avantage d’étre généra-
lisable au cas multidimensionnel (voir Picard et al. [152], Pomme-
ret [I53] ainsi que ma these [128]). Néanmoins, méme en utilisant
leurs propriétés, les temps de calcul de probabilité de ruine deviennent
rapidement difficilement gérables sur des cas concrets en dimension
supérieure. La formule ”de type Seal” repose sur un résultat de Takéacs
[T76], adaptation du probléme du scrutin au processus de Poisson com-
posé avec dérive.

4.2. Formules de Takacs et de type Seal. Exposons maintenant
les formules de Seal pour une distribution de W admettant une densité
fw, et dont la formule exposée dans [162] est une adaptation au cas de
montants de sinistres a valeurs entieres. Supposons que P(W > 0) =
1. Dans le cas d'une arrivée poissonnienne, cette hypothese n’est pas
restrictive. On peut toujours se ramener au cas P(W > 0) = 1, quitte
a remplacer le parametre A\ par le parametre A(1 — P(W = 0)) et W
par W', tel que Vk > 1, P(W'=k)(1—-P(W =0)) =P(W =k) et
P(W'"=0) = 0. La fonction de répartition Fs¢ de la variable aléatoire
représentant le montant agrégé des sinistres jusqu’au temps t vérifie
pour x > 0

Fsuy(z) = e +/ Fsw () dy,
0

ou

- il VALY
() = 3 P e g,
n=1 :

Cette fonction permet de calculer les probabilités 1) (u, x) de non ruine
avant la date x avec réserve initiale u :

Théoréme 4. (Formules de Seal)

50 = SERO = % [ Fao iy
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et pour u > 0 si W admet pour densité fy,
3u,t) = P (-t ct) = ¢ [ 6(0.¢ = ) fogpu + ep)dy
0

Quand les montants des sinistres suivent une loi exponentielle de
parametre 1/p, on a les formules suivantes :
Gu,t) = 1— e /m=0FONg(u/p 4+ adt, M),

ou a = ¢/(Au), et ou g est la fonction définie par

g(2,0) = J(02)+0J'(02) + /OZ e* U J(Ov)dv — ! /an e J(zv/a)dv

(0%

en notant

ou I est la fonction de Bessel modifiée

X (2/2)%k
Io(z) :Z(k/!k)! ‘

On peut aussi obtenir une formule équivalente :

1 e 1 ™
Ylut) = —e e — —6_“/“_(”‘“)t/ h(u/p, M, y)dy,
0

Q T
ol h est définie par

0 2\/_ 6(2\/&9+w/\/a)cosy ' ' W
d0.0.2) = 2T iy sinly + i)

On trouvera dans Seal [169], Takacs [176], et Rolski et al. [160] les
démonstrations et des extensions.

La formule classique de Takécs [176] est un outil clé pour obtenir notre
formule de type Seal.

Lemme 1. (Takdcs [176]) Soit Y, = X1 + .. + X, ot les (X;)ien+
forment une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées, a valeurs dans {0,1}. Pourn € N*, i € N, i < n,

Pr[{Y, <rr=1..0}N{Y,=n—i}]= ~Pr[Y,=n—1i.
n

Le membre de gauche correspond a la probabilité que le candidat
vainqueur d’un scrutin a deux candidats avec le score final i voix contre
n — 1 ait toujours été en téte lors du dépouillement. Cette probabilité
s’écrit donc comme une fraction fois la probabilité d’arriver au méme
score final.

Grace aux propriétés du processus de Poisson composé, la formule de
Takécs [I76] donne les deux résultats bien connus suivants dans le cas
ou W est a valeurs dans N :
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Théoréme 5. (Takdcs [176]) Soit n € N*. Pour x € R, notons x4 =
max(z,0). On a

Pr|S=inR>0,te0,2]] = “Pr[Su=i],i=0,.n
(& c n c

P(02) = S el il = Lo,

c n

i=1
Théoréme 6. Pourt € R, on a

p(0.0) = ~B[(R),]

[t] z)
0,t/c) = -2 Pr[Szzz}.
P10 = (1-5) pes:

En conditionnant par le dernier temps avant ¢t ou le processus R(t)
est égal a 0 en cas de ruine, le résultat précédent permet d’obtenir dans
[162] une formule alternative pour la probabilité de ruine en temps fini
avec des montants de sinistres a valeurs entieres. Nous verrons dans
le chapitre 5[ que ces résultats peuvent étre généralisés a des processus
dits partiellement translatés que nous introduirons page |19,

4.3. Equivalence entre les deux formules et cas continu. Nous
avions expliqué l'équivalence entre ces deux formules dans D’article
[162], qui constituait le premier chapitre de ma these. La démonstration
s’appuie sur le résultat de Takacs [I76] et sur le comportement des tra-
jectoires, et fait intervenir ce que De Vylder [56] a appelé des pseudo-
distributions Poisson composées. Ces pseudo-distributions correspon-
dent a des mesures signées ne permettant pas d’interprétation proba-
biliste immédiate, mais vérifiant des propriétés de convolution formelle
qui permettent de conclure la démonstration, et qui fournissent toute
une classe de formules avec un parametre libre, dont la formule de type
Seal et la formule de Picard-Lefevre font partie. Pouvoir choisir 1'une
ou 'autre formule présente un intérét non négligeable, car les temps de
calcul sont tres différents suivant le rapport entre la réserve initiale et
les primes qui seront regues jusqu’a I’horizon de temps.

La question posée lors de ma soutenance de these était la suivante :
peut-on faire la méme chose dans le cas discret et dans le cas continu ?
Javais alors botté en touche en répondant que Philippe Picard m’avait
toujours dit que les deux approches étaient quasiment toujours équiva-
lentes. Le travail réalisé avec Claude Lefevre [112] vise a unifier les deux
approches dans les cas discrets et continus, et a montrer que la formule
de Picard Lefevre peut étre utilisée d’'une maniere unifiée a la fois dans
le modele a temps discret binomial composé avec une loi de montants
de sinistres discrete et dans le modele a temps continu Poisson composé
avec une loi de montants de sinistres absolument continue par rapport
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a la mesure de Lebesgue.

Notons que d’autres techniques d’approximation existent pour le cal-
cul de probabilités de ruine en temps fini, notamment la méthode dite
d’Erlangisation, que nous évoquerons dans le chapitre[3.2] de la partie []]
pour dire quelques mots du preprint [29].

5. ROBUSTESSE ET SENSIBILITE

Dans les articles [124] et [125] co-écrits avec Christian Mazza et Di-
dier Rulliere, nous nous intéressons a l'impact d’une contamination
des données de montants de sinistres individuels sur ’estimation de la
probabilité de ruine en temps fini effectuée a I'aide de la fonction de
répartition empirique du montant de sinistre individuel. Pour cela, nous
commengons par calculer les fonctions d’influence de diverses quantités.
En effet, les montants de sinistres observés ne colleront jamais parfai-
tement a la modélisation qui en a été faite, ils correspondront dans
un cas tres favorable a une faible perturbation de la distribution ini-
tiale. Il est donc intéressant de disposer d’estimateurs qui ne soient pas
trop sensibles a de légers changements des entrées du modele. De tels
estimateurs sont dits robustes. La fonction d’influence, introduite par
Hampel [94] pour étudier le comportement infinitésimal de fonctions
réelles, est un des outils principaux pour mesurer 'impact d’une petite
perturbation du modele sur les résultats.

Définition 1 (Fonction d’influence (notée IF en anglais)). Soit T une
fonction d’une loi F'. La fonction d’influence au point x € R est définie
comme la limite (quand elle eziste)

IF, (7] = Tim ) =~ T(F)

sJ0 S

ot F&%) est définie pour x € R et 0 < s < 1 par
foru e R, F(u) = slpeyy + (1 — 8)F(u).

On peut également considérer ce concept pour un X aléatoire, ce qui
donne alors une variable aléatoire.

On utilisera désormais I'exposant %) pour signaler qu'une quan-
tité est reliée a la loi contaminée F#). Etant donné un échantillon
X4, , X, de fonction de répartition F', soit F,, la fonction de réparti-
tion empirique associée a 1’échantillon. La fonction d’influence a deux
intéréts principaux : elle fournit des informations sur 'influence de per-
turbations des données (de 1’échantillon) sur les valeurs prises par la
fonctionnelle T, et elle permet, sous certaines conditions de régularité,
d’obtenir la variance asymptotique de 'erreur quand le processus re-
normalisé converge faiblement vers une variable aléatoire gaussienne

Var(vn|T(F,) — T(F)|) — A(F,T),
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quand n — oo, ou

(5.1) AP, T) = / (IR, [T (F)])? F(dz)

R
(voir Huber [98], Hampel [94] ou Hampel et al. [95]).

Marceau et Rioux [I32] ont fourni un algorithme pour calculer la
fonction d’influence de la probabilité de ruine en temps infini. Nous
commengons par calculer la fonction d’influence de la probabilité de
ruine dans le cas d’un horizon de temps fini (ce qui fait intervenir des
outils différents).

Pour une réserve initiale u > 0 (cela a en pratique été fait en deux
étapes, d’abord pour u = 0 dans [124] puis pour v > 0 quelconque
dans [125]), nous démontrons ensuite la convergence en loi de I’écart
renormalisé

\/N (w(uv t) - ¢N(Ua t))
entre la probabilité de non ruine en temps fini classique ¥ (u,t) et
son équivalent calculé a partir de la loi empirique obtenue avec un
échantillon de taille N vers une loi normale centrée de variance asymp-
totique

(5.2) Vi, =Var [IFy [¢(u,t)]] .

Ici dans cette partie dédiée a la robustesse de la probabilité de ruine, Y
désigne une variable aléatoire de méme loi que le montant de sinistre
individuel habituel W;. Nous parvenons a exprimer la variance asymp-
totique en fonction d’une grandeur aisée a obtenir par simulations di-
rectes, a l'aide de processus de risque dits modifiés, ou partiellement
translatés (partly shifted en anglais).

Pour x > 0, nous définissons le processus de risque partiellement
translaté de x comme

R =u+ct— 5],
ol

Sy =85+ l’]l{USt},
et U est une certaine variable aléatoire positive. Apres ce délai aléatoire
U, la trajectoire de R} est translatée de = unités vers le bas. Cela re-
vient a ajouter un saut d’amplitude x vers le bas a un instant aléatoire

U. Cet ajout d'un saut vers le bas peut faire penser aux dérivées ver-
ticales introduites par Rama Cont[]

Les accroissements du processus modifié (R} );>o ne sont ni station-
naires ni indépendants. Néanmoins, nous montrons dans [125] comment

§. Merci a Monique Jeanblanc pour cette remarque.
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Rt A
u
0 t
FiGure 2. Une tra-
jectoire du processus de
risque classique (R;):>o.
R%( A
*
u ﬂx/
\
\
0 U t

Ficure 3. Une tra-
jectoire du processus de
risque (RY)i>o partielle-
ment translaté de z.

adapter certains résultats de théorie du risque, dont le lemme |1} dii a
Takacs [176], a ces processus de risque partiellement translatés. Ceci est
intéressant car nous montrons que la variance asymptotique V,,
fait directement intervenir la probabilité de ruine en temps fini pour
des processus de risque partiellement translatés :
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Théoréme 7 (Lien avec les processus de risque partiellement translatés
[115]). Soit

P (u,t) =P (R >0Vs < t| RE =),
ou R = Ry — Ly, s > 0, et ou U est une variable uniforme sur
Uintervalle [0,t]. Alors la variance asymptotique de

VN (§(u, t) = 9N (u, 1))
peut étre obtenue par la formule suivante :
Vi, =Var [)\tfzﬁy(u,t)} ,

ot Y (u,t) correspond a la probabilité de non-ruine pour le processus
de risque modifié en rajoutant un saut d’amplitude aléatoire Y a un
instant aléatoire de loi uniforme sur [0,¢].

Normalement, dans le projet Solvabilité II, le risque d’estimation doit
étre controlé, en particulier si on utilise un modele interne. Toutefois,
la plupart des approches consistent a utiliser un modele calibré sur les
données et a rajouter a posteriori un facteur de sécurité proportion-
nel pour tenir compte de ce risque d’estimation. Il serait évidemment
préférable d’accomplir une analyse de robustesse en méme temps. Cela
nous conduit a définir dans [124] les concepts de probabilité de ruine
fiable et de marge de solvabilité pour risque d’estimation (ERSM, FEs-
timation Risk Solvency Margin en anglais) : soit ¢ (u, t) la probabilité
de ruine avant la date ¢ > 0 dans le modele ou les montants de si-
nistres ont pour fonction de répartition Fy la fonction de répartition
empirique associée a un échantillon de taille N > 1 de la loi initiale. On
définit alors la probabilité de ruine fiable en temps fini """ (u, t)
comme le (1 — ¢)-quantile de la probabilité de ruine (aléatoire) avec
montants de sinistres bootstrappés ¢V (u, t) :

{\T:liabk(u, t) _ égg {73 (wN(u’ t) > S) < 5} .

Si u, (resp. u,.) est défini comme le capital initial requis pour assurer
que

Y(uy,t) <1

(rsp. BT .. 1) < ),

la marge de solvabilité pour risque d’estimation FRSM,, ;_. peut étre
défini comme le capital requis supplémentaire pour gérer le risque d’es-
timation :

ERSM,1_c = upe — uy.

Dans le graphique , nous déterminons les plus petites valeurs u,

et u,. telles que ¥(u,,t) et @Zlo_NE;:lmble(uw,t)) soient inférieures a 7).
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FIGURE 4. Histogramme de 100000 probabilités de ruine
empiriques ¢ (u,t) pour N = 5000 et densité dune
loi normale de moyenne p = (u,t) et de variance
Var (IFy [ (u,t)]) /N, Ao =1,¢=1.1,t = 10,u = 10,0 = 1.
Q95 désigne le quantile & 95% de la probabilité de ruine.

Grace a I'approximation normale de " (u,t) pour N > 1000 (la qua-
lité de cette approximation pour N = 5000 est illustrée par le gra-
phique @), nous estimons la marge de solvabilité pour risque d’estima-
tion ERSM,, ;. par la différence u,, . —u,. Cette marge est logiquement
décroissante en la taille N de 1’échantillon disponible.

Nous verrons au chapitre [5| de la deuxieme partie de ce document
de synthese (page que dans d’autres cas (comme dans certaines
problématiques directement liées au projet Solvabilité II que nous étu-
dions actuellement avec Matthieu Chauvigny, Laurent Devineau et
Véronique Maume-Deschamps dans la pré-publication [47] en cours
de finalisation), ce sont d’autres techniques qui peuvent nous fournir
des intervalles de confiance asymptotiques, et donc ’équivalent d’une
marge pour risque d’estimation.

Une autre possibilité pour la compagnie d’assurances est d’adapter
ses niveaux de cotisation en fonction de I'historique des données dispo-
nibles qui croit avec le temps (ici nous avons une approche statique du
point de vue du volume des données disponibles). Nous verrons dans le
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FIGURE 5. Valeurs de u, et u,. > u, comme fonctions

de N, telles que 9(uy,t) = 2% et ¢1O_N8;O€”able(un,€,t) = 2%,

No=1c=11t=10,6=1,e = 5%.

chapitre de la partie II quand nous évoquerons la pré-publication
[T77] co-écrite avec Julien Trufin comment la probabilité de ruine peut
étre calculée quand les niveaux de cotisation changent au cours du
temps en fonction des sinistres qui se sont produits et sont mis a jour
a ’aide de la théorie de la crédibilité.

Notons également qu’avec Christian Mazza et Didier Rulliere, nous
avons le projet d’étudier la robustesse d’autres mesures de risques, en
particulier de certains indicateurs définis comme des supréma de cer-
taines L-statistiques, dont Heyde et al. [06] ont étudié certaines pro-
priétés pour la mesure des risques. Rappelons que pour un échantillon
T = (x1,...,2,) € R™ de taille n > 1 d’une variable aléatoire X
représentant une perte par exemple, la L-statistique pg; paramétrée
par un vecteur w € R™ est définie par

Dans l'article [124], nous avons donné des premieres formules de cal-
cul de la sensibilité de la probabilité de ruine en temps fini en partant
de v > 0 par rapport a ¢ dans le cas continu ou le montant de si-
nistre individuel admet une densité continue, ainsi qu’en partant d’une
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réserve initiale nulle par rapport a A dans le modele Poisson composé
avec montants de sinistres a valeurs entieres. Nous avons également
donné une premiere formule pour la dérivée de la probabilité de (non)-
ruine par rapport a la réserve initiale dans le cas ou la densité du
montant de sinistre est continue, dans le modele Poisson composé avec
taux de cotisation constant. Cette formule faisait malgré tout interve-
nir une intégrale d’une fonction (une probabilité de ruine partant de
zéro) contre la dérivée de la densité du montant cumulé de sinistres
jusqu’a la date t, ce qui n’est pas forcément toujours facile a calculer
en pratique.

Dans l'article [127] co-écrit avec Nicolas Privault, nous nous inté-
ressons plus spécifiquement a la sensibilité de la probabilité de ruine
par rapport a la réserve initiale

oY

%(U,t),

et donc a la densité, si elle existe, de I'infimum du processus de risque
sur une période de temps fini car dans ce cas

9
(5.3) — 5, Wt
est égal a la densité de
Mpm = inf (R(t) — R(0))

te[0,7

au point —u. Ici, la réserve courante de la compagnie d’assurances est
supposée étre définie par

R(t) =u+C(t) = S,

ol (St)i>0 est un processus de Poisson composé a sauts positifs, et ou
C est une fonction qui évaluée en ¢ > 0 représente I’ensemble des co-
tisations accumulées par la compagnie jusqu’a la date ¢, en excluant
la réserve initiale u. Si l'on se plagait dans le cas le plus classique, on
aurait C(t) = ct, ou ¢ est le taux de cotisation par unité de temps. Ici
en pratique on supposera que C' est une fonction continiiment dérivable
de dérivée bornée inférieurement par une constante strictement posi-
tive (ce qui garantit au passage l'existence de sa bijection réciproque
que nous noterons C~1).

Privault et Wei [156] avaient utilisé des techniques du calcul de Mal-
liavin sur ’espace de Poisson pour calculer la sensibilité de la probabi-
lité que la réserve terminale soit strictement négative

P (R(T) < 0)

par rapport a la réserve initiale. Pour une introduction au calcul de
Malliavin, nous renvoyons le lecteur au livre de Nualart [143], ainsi
qu’a Privault [I55] et Carlen et al. [44] pour son adaptation a ’espace
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FIGURE 6. Densité de I'infimum du processus de risque,
calculée par la méthode des différences finies et par
intégration par parties.

de Poisson.

Toutefois nous ne pouvions pas utiliser les outils de Privault et Wei
[156] pour calculer la sensibilité recherchée (5.3), car I'infimum du pro-
cessus sur [0, 7], contrairement a la valeur terminale du processus, ne
respecte pas les conditions de régularité requises : par exemple, comme
on le voit sur la figure [0 dans le cas de sinistres de montants unitaires,
la densité de 'infimum du processus n’est pas continue et présente des
sauts. Nous développons donc une approche alternative, fondée sur des
techniques d’intégration par parties. Nous obtenons entre autres une
formule qui est utile pour calculer directement la densité par simula-
tions de Monte Carlo :

Proposition 3. Résultat d’intégration par parties [127]

Supposons que C' est C* sur RT avec C'(t) > ¢ > 0 pour tout t € RT.
Alors la densité de probabilité conditionnelle g, 1| mp <0 de Moy
au point y < 0 sachant que { Mo < 0} est égale a

gM[O,T] ‘M[O’T] <0(y) -

_ N(T)
MC™HY (y) E Z 1oy<int, o (0m)-viy LT 1)-Y; <y} L{y<int T =Y}
P(M[O,T] < O) — y<infi<;<;(C(T1)-Y) (Tj-1)-Y;<y y<in jglgN(T)( (T))—Yi41)
AC (y)

+P(M[07T] < O)E [1{0<YN(T)+1+3/<C(T)}l{C(TN<T))<YN<T)+1+y}l{inf1gng<T)(C(Tz)—Yl)>y}] )
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y < 0, avec la convention inf & = +o0.

Dans la proposition |3| les cotisations sont recues de maniere détermi-
niste avec un taux de cotisation minimum a chaque instant. Nous
relachons ensuite cette hypothese en permettant aux primes d’étre sto-
chastiques et modélisées par un processus (Z;)¢>o nul en zéro, a accrois-
sements indépendants et tel que pour tous 0 < a < b,

inf Z(t)
te[a,b]
admet une densité. Un exemple typique correspond au cas ou (Z)>0
est un mouvement brownien.

Dans la grande majorité des travaux cités jusqu’a présent, les mon-
tants de sinistres étaient représentés par des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées, et indépendantes du processus
d’arrivée des sinistres. Voyons maintenant comment on peut essayer
de rendre moins strictes ces hypotheses pour prendre en compte des
corrélations qui existent en pratique.

6. MODULATION PAR UN PROCESSUS D’ENVIRONNEMENT
MARKOVIEN

Le modele avec modulation par un processus d’environnement mar-
kovien, introduit dans le domaine de la théorie du risque par Asmussen
[13], et étudié ensuite en particulier par Frostig [79] et Asmussen et
Kella [20], peut étre étendu a un modele multirisques, que nous intro-
duirons ultérieurement (voir page . Nous le présentons maintenant
car ce cadre va nous servir a construire un modele avec une corrélation
dynamique entre les montants de sinistre au chapitre[7] Soit n le nombre
fini d’états possibles de 'environnement. Soit (J;);>o un processus mar-
kovien a temps continu représentant 1’état de ’environnement a la date
t, et pour chaque état de la nature 1 < i < n, soient

Xi(t) = S'(t) — c't
des processus de Lévy indépendants et d’exposants

r'(a) = In (E [eaXi(l)D :

Soit T, Vinstant du pl®™M€ saut du processus (J;);o. On construit le
processus (X (t))s>o modulé par le processus d’environnement (J;)>o
de la maniere suivante :

X(1) - x0) =" 3 (X'(T) — X'(Tp)Lisy, i<t

p=1 1<i<n

+ Z Z (Xz(t) - Xi(TP—l)ﬂ{JTp_IZi,Tp71§t<Tp}-

p>1 1<i<n
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La Figure [7| montre un exemple de modulation avec n = 2 états. La
trajectoire bleue est celle d'un monde virtuel dans lequel on serait tou-
jours dans I'état 1 (bleu); la trajectoire rouge correspond au monde
virtuel dans lequel on serait toujours dans 1’état 2 (rouge). En dessous,
la trajectoire mixte correspond a une trajectoire qu’on pourrait obser-
ver dans le monde réel avec une alternance de périodes de séjour dans
I’état 1 et dans I'état 2. Soit () la matrice des taux de transition de
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FIGURE 7. Exemple d’un processus de risque modulé,
avec deux états (un rouge, 'autre bleu)

(Ji)e>0. Définissons
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D’apres le lemme 2.1 d’Asmussen et Kella [20], en notant pour 1 < i <
n?

1; = (0,...,0, 0,...,0),

L,
—~

MW<t, Oé) _ eaX(t)]lJte—F(a)t

est une martingale de dimension n (le nombre d’états) pour tout o € C
tel que tous les () existent et pour toute distribution de (X (0), Jp).
Si h(a) est un vecteur propre (a droite) de F'(a) pour la valeur propre
A «), alors

N(t, Oé) — eaX(t)f)\(a)tth (Oé)

est une martingale.

Cette modulation peut, par exemple, servir a incorporer dans le modele
I'impact de facteurs climatiques sur 'occurrence de catastrophes natu-
relles, ou I'impact de la répression et du climat sur le nombre d’acci-
dents de la route et les cotits qu’ils engendrent. Une version discrete
de ce modele est utilisée par Lévi et Partrat [I16] pour modéliser les
variations annuelles des nombres de cyclones.

La modulation par un environnement markovien permet en général de
créer de la surdispersion, souvent observée dans la réalité. Cela nous
permettra aussi dans l'article [38] évoqué au chapitre |7| de prendre
en compte des changements dans les niveaux de corrélation entre mon-
tants de sinistres. Mais le principal atout de ce modele est qu’il permet,
combiné a des chocs communs, de traduire de facon assez réaliste la
dépendance entre plusieurs branches d’activité d’'une compagnie d’as-
surances (voir chapitre .

7. DEPENDANCE STOCHASTIQUE EN UNIVERS UNIVARIE

7.1. Principaux types de dépendance en théorie du risque.
Nous avons déja évoqué page la formule que nous proposons dans
[T13] pour la probabilité de ruine en temps fini dans le modele Poisson
composé quand les montants de sinistres admettent une structure de
dépendance arbitraire. Cette formule générale peut étre améliorée ou
complétée quand on précise le type de dépendance entre les montants
de sinistres. Nous verrons dans le chapitre comment prendre en
compte le fait que les montants de sinistres sont souvent influencés par
des facteurs communs, ce qui génere une corrélation aléatoire, suscep-
tible de changer au cours du temps a cause de I'incertitude de parametre
(voir Meyers [136]) ou a des crises de corrélation : des risques supposés
quasiment indépendants en régime de croisiere peuvent soudain devenir
extrémement positivement corrélés en temps de crise. Des raisons pour
lesquelles les crises de corrélation peuvent se produire sont exposées
en détail dans le preprint coécrit avec Pierre Arnal et Romain Durand
[123] et dans l'article [I30]. Lorsqu’on est en présence de montants de
sinistres dépendants et qu’on souhaite obtenir la loi du montant de
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sinistre cumulé, des références utiles sont Barbe et al. [27], Albrecher
et al. [3], Kortschak et Albrecher [109] et Demarta [60]. Nous essayons
également de prendre en compte ce type de phénomene dans le cadre
du risque de rachat en assurance-vie dans le preprint coécrit avec Xa-
vier Milhaud [126].

Nous avons déja brievement mentionné page le fait qu’en pra-
tique, le taux de cotisation par unité de temps est souvent dépendant
des sinistres passés, ce qui correspond a une corrélation entre le pro-
cessus des sinistres cumulés et le processus (qui devient aléatoire) des
cotisations cumulées, avec retard et avec une mémoire plus ou moins
longue. Nous reviendrons plus en détail sur ce type de modele dans le
chapitre de la deuxieme partie de ce document de synthese.

Un autre type de corrélation peut provenir de 'influence de 'arrivée
des sinistres sur le processus de risque. Un premier exemple ou I'impact
est sur le nombre de sinistres principalement correspond a celui des pro-
cessus de type shot-noise, étudiés en théorie de la ruine par Albrecher
et Asmussen [2] : dans ce cas, lorsqu’un sinistre survient, cela engendre
un saut vers le haut pour I'intensité (qui est dans ce cas un processus) ;
I'intensité revient ensuite vers un niveau cible exponentiellement vite.
Ces processus peuvent dans certains cas avoir un comportement ex-
plosif, ce qui rejoint un peu par certains cotés le phénomene de cercle
vicieux source de crises de corrélation décrit dans la pré-publication
[123].

Au lieu d’avoir un impact sur lui-méme, le processus d’arrivée des si-
nistres peut aussi avoir des conséquences sur les montants de sinistres.
Dans le chapitre |[7.3, nous introduirons des modeles dans lesquels soit
le montant de sinistre et le temps inter-sinistres précédent ou suivant
sont corrélés, soit une accumulation de temps inter-sinistres trop courts
ou trop longs joue sur la loi du montant de sinistre suivant.

Enfin, si nous avons choisi de distinguer plus bas corrélation entre
montants de sinistres et corrélation entre temps inter-sinistres et mon-
tants de sinistres, il faut préciser que certains modeles engendrent
des dépendances moins faciles a caractériser. Par exemple, dans la
pré-publication [29] co-écrite avec Mathieu Barges et Xavier Venel et
évoquée plus en détail page |56 nous nous intéressons a l'influence des
sinistres importants sur les cycles de réassurance. Dans ce cadre de
modélisation, les montants de sinistres ne sont plus indépendants, et
Iarrivée de sinistres de montant important influence le taux de cotisa-
tion et éventuellement certains autres parametres.
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7.2. Corrélation entre montants de sinistres. Dans l'article co-
écrit avec Romain Biard et Claude Lefevre [38], nous commengons par
examiner 'impact de la dépendance entre montants de sinistres sur la
probabilité de ruine, et remarquons un comportement analogue a celui
observé par Paul Embrechts et ses co-auteurs au sujet de la Value-at-
Risk : dans le cas de montants de sinistres identiquement distribués et
de loi a variation réguliere d’ordre a > 0, la probabilité de ruine en
temps fini est asymptotiquement croissante en la corrélation lorsqu’on
a a > 1; en revanche, pour des risques "tres” extrémes comme certains
risques opérationnels, pour lesquels il est probable qu’on ait o < 1 (rap-
pelons que dans ce cas la moyenne est infinie), alors la corrélation a
tendance a diminuer la probabilité de ruine. Ceci peut paraitre contre-
intuitif & premiere vue car la corrélation entre des risques de pertes est
le plus souvent synonyme d’augmentation du risque global.

Pour rendre ce phénomene plus accessible, prenons '’exemple tres
schématique suivant. Imaginons deux cataclysmes susceptibles de se
produire chacun avec probabilité 1079, et qui ne laisserait dans ce cas
aucun survivant : une collision d'une grosse météorite avec la Terre, et
une pandémie foudroyante. Les indicatrices de survenance de ces deux
événements semblent a premiere vue relativement indépendantes, ce qui
conduit a une probabilité d’extinction de notre espece d’a peine moins
de 2.1075. Tout philanthrope préférerait a cette situation d’indépen-
dance la situation de dépendance positive parfaite (ou comonotonie,
voir les travaux de Marc Goovaerts et ses co-auteurs sur ce sujet) dans
laquelle soit les deux cataclysmes se produisent simultanément (avec
probabilité go = 1079), soit aucun des deux cataclysmes ne se produit
avec probabilité 1—g¢, puisque cela permettrait de diviser la probabilité
d’extinction d’un facteur voisin de 2. La probabilité de ruine en temps
fini se comporte donc un peu comme la Value-at-Risk, alors que 'aire
en rouge moyenne qui sera définie dans le chapitre se comporte vis-
a-vis de la corrélation un peu plus comme la Tail-Value-at-Risk (définie
comme une moyenne des Value-at-Risk de niveau supérieur au seuil de
la Tail-Value-at-Risk) : augmenter la corrélation augmentera en général
la vision du risque.

Nous permettons ensuite (toujours dans [38]) a la corrélation entre
les montants de sinistres de varier au cours du temps afin de prendre
en compte d’éventuelles crises de corrélation évoquées plus haut. Afin
de simplifier le probleme, nous considérons le cas ou la corrélation
dépend de I’état de I'environnement, décrit par un processus marko-
vien a nombre d’états fini. Le caractere markovien de ce processus
d’environnement pourrait tout a fait étre assoupli. Toutefois, dans le
cas markovien, nous sommes capables d’obtenir des formules expli-
cites pour I’équivalent de la probabilité de ruine en temps fini pour
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des montants de sinistres distribués selon des lois a variation réguliere
dans chaque état. Le coefficient de variation réguliere peut différer d’un
état a lautre. Lorsque le plus petit de ces coefficients est un entier «
(forcément supérieur ou égal & 1), nous sommes en mesure, pour un
certain nombre de types de dépendance entre montants de sinistres, de
calculer explicitement pour tout horizon de gestion 7" > 0 la limite

lim —@Z)(u, T) )

u—+oo YU~

Ce calcul fait intervenir les nombres de Stirling de seconde espece ainsi
que des formules récursives sur les moments des temps passés par un
processus markovien a nombre d’états fini dans un certain état ¢ en
partant d'un certain état j dues a Castella et al. [45]. Notons que
dans certains modeles faisant intervenir des sinistres comonotones, la
dépendance est persistante : on peut dans certains cas, si on le souhaite,
permettre d’avoir avoir une certaine probabilité des sinistres égaux a un
certain Wy aléatoire dans chaque passage dans un certain état (la valeur
de Wy n’étant pas réinitialisée a la sortie de I'état en question). Cela
peut permettre d’approcher des situations dans lesquelles on déboucle
une situation financiere délicate par des chocs importants espacés tres
corrélés.

Dans les modeles de Darticle [38] évoqués plus haut, la corrélation
provenait essentiellement du processus d’environnement, qui pourrait
éventuellement moduler également la fréquence des sinistres (cela ne
poserait pas de probleme technique). Toutefois, un autre type de corré-
lation mentionné précédemment correspond aux phénomenes d’accu-
mulation de risque (par exemple en cas de pluies trop rapprochées pour
le risque d’inondation, ou en cas d’absence prolongée d’ajustement ou
de trop petit nombre d’ajustements de la crotiite terrestre dans le cas
des séismes). C’est ce que nous essayons de prendre en compte dans
I’article co-écrit avec Romain Biard, Claude Lefevre et Haikady Naga-
raja [35].

7.3. Corrélation entre temps inter-sinistres et montants de si-
nistres. La dépendance entre les temps inter-sinistres et les montants
des sinistres a été étudiée dans plusieurs travaux en théorie de la ruine.
Dans Albrecher et Boxma [6], le temps inter-sinistres est dépendant
du montant du sinistre qui le précede. Plus précisément, si le montant
W, du jeme sinistre est plus grand qu’une certaine barriere, alors le
temps d’attente du prochain sinistre est distribué selon une loi expo-
nentielle de parametre \;, dans le cas contraire, le temps d’attente est
distribué selon une loi exponentielle de parametre \y. Dans ce modele,
Albrecher et Boxma [6] obtiennent des résultats explicites de la trans-
formée de Laplace de la probabilité de ruine. Albrecher et Teugels [10]
considerent que chaque montant de sinistre est corrélé avec le temps
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inter-sinistre précédent et non plus suivant. Dans ce cadre, des résultats
asymptotiques de la probabilité de ruine en temps fini et infini sont ob-
tenus dans le cas de montants de sinistres ayant une distribution a
queue légere pour une structure de dépendance arbitraire. Supposant
également dépendants le montant de sinistre et le temps inter-sinistre
précédent, Boudreault et al. [39] étudient la fonction de pénalité de
Gerber-Shiu (qui sera introduite au chapitre et considerent une
forme particuliere de dépendance en définissant la densité condition-
nelle fy v, du montant du jéme sinistre W; sachant le temps inter-
sinistre précédent V; par

Fusiy (@) = e i fi(a) + (1= e ) fola) 220,

pour un certain 8 > 0, et certaines densités f; et f;. Dans Meng et
al. [135], le temps précédant un sinistre influence la distribution de
son montant ; si le temps inter-sinistre V; est plus grand qu'une cer-
taine barriere M; alors le montant du sinistre aura une certaine dis-
tribution, dans le cas contraire, le montant du sinistre aura une dis-
tribution différente. La probabilité de non-ruine en temps infini est
calculée avec des montants de sinistres exponentiels. Enfin, Ambagas-
pitiya [II] modélise la loi jointe du temps inter-sinistre et du mon-
tant du sinistre suivant par deux distributions gamma bivariées et cal-
cule dans son modele la probabilité de ruine en temps infini. Dans la
pré-publication [28] co-écrite avec Mathieu Barges, Hélene Cossette et
Etienne Marceau, nous nous intéressons aux moments escomptés du
cumul des sinistres en temps fini dans un modele ou les temps inter-
sinistres et les montants de sinistres sont dépendants et admettent
une loi jointe bien particuliere, en laissant la possibilité de prendre
en compte d’éventuelles crises d’inflation.

Le modele que nous proposons dans [35] peut étre vu comme une ex-
tension de certains travaux précédemment cités : cette fois, en gardant
de la dépendance entre les montants de sinistres utilisant les résultats
de larticle [3§], la distribution d’un montant de sinistre dépend de plu-
sieurs temps inter-sinistre qui le précedent ; ceci permet de modéliser
des phénomenes d’accumulation propres aux risques de tremblement de
terre ou d’inondation par exemple, et de mieux prendre en considération
le passé du processus. Si une personne boit des bieres de fagon trop
rapprochée, au bout d’un certain nombre d’intervalles consécutifs trop
courts entre deux bieres, la biere suivante risque de produire un ef-
fet décuplé. Cela correspond au phénomene de pluies répétées pour le
risque d’inondation que nous considérons dans [35]. A Uinverse, si une
personne laisse passer beaucoup trop de temps entre les prises de biere
de maniere répétée, alors son corps risque de se déshabituer et de réagir
plus violemment a la prochaine biere. Cela correspond au risque d’ajus-
tement trop peu fréquents de la croute terrestre pour le risque sismique
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que nous considérons également dans [35]. Nous y obtenons de maniere
récursive les lois du nombre M, (n, k,t,7) de séquences entre 0 et ¢ de
k temps inter-sinistres plus grands que 7 (risque de type sismique) et
du nombre M_(n, k,t,7) de séquences entre 0 et ¢t d’au moins k temps
inter-sinistres plus petits que 7 (risque de type inondation), ainsi que
des équivalents de la probabilité de ruine en temps fini.

8. AU-DELA DE LA PROBABILITE DE RUINE : FONCTIONS DE
PENALITE

La probabilité de ruine peut sembler trop binaire, comme toute pro-
babilité de franchissement de barriere. On peut compléter cette vision
par un calcul de sensibilité (voir chapitre [5)), ou par des mesures de
risque qui prennent en compte la gravité de la situation si la barriere
est franchie comme la sévérité de la ruine

| u _'_ XTu |7
ou le temps écoulé avant la ruine
T, =inf{t > 0,u+ X; <0}

appelé instant de ruine (voir par exemple Gerber [84], Dufresne et
Gerber [73] et Picard [I50]). On peut aussi considérer le temps passé
en-dessous de zéro entre la premiere ruine et le rétablissement 7T, —T),,
ol

T, = inf{t > T,,u + X, = 0},
la sévérité agrégée de la ruine jusqu’au rétablissement

T,
J(u):/ lu + X;|dt,

u

ou encore le temps total passé en-dessous de zéro

+oo
T(u) = / Liut x,<opdt
0

étudié par Dos Reis [71] en utilisant les résultats de Gerber [84]. La
distribution du temps de ruine et du temps passé en dessous de zéro
est aussi étudiée par Picard [I50] , Frostig [80], Dos Reis [72], et Gerber
et Shiu [SG.

On peut aussi s’intéresser aux probabilités
flu,z,y) =P(T, < 400, —R“(T,) >z, R (T,]) > vy).

Remarquons que pour x = y = 0, on retrouve la probabilité de ruine
¥(u) = f(u,0,0). Pour un processus de Poisson composé avec distri-
bution de montant de sinistre W, on a la formule explicite pour une
réserve initiale nulle :

+o0
f(0,z,y) = %/ Fy (v)dv

+y
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ot Fyy est la fonction de survie de W (voir par exemple le livre de
Rolski et al. [I60] pour la preuve). Ce résultat peut étre généralisé a
une classe plus large de processus. Lin et Wilmott [119, 118] ont étudié
les propriétés et les moments du temps de ruine, du déficit juste apres
et du surplus juste avant la ruine et des fonctionnelles de ces quantités
introduites par Gerber et Landry [85]. Usébel [180] donne des moyens
pratiques d’approcher f(u,x,y).

8.1. Fonction de pénalité escomptée de Gerber-Shiu. Depuis
maintenant quelques années, une autre fonction de risque est apparue,
et a fait maintenant ’objet de nombreux papiers et de trois conférences
spécialisées ; il s’agit de la fonction de pénalité escomptée de Gerber-
Shiu. Cette fonction est apparue dans Gerber et Shiu [86] en 1998 et
est définie comme suit :

p(u) = B [e”Tw (R(7=),| R(7) |) Lr<oo| R(0) = u]

ou 7 = inf{t > 0, R(t) < 0} est 'instant de ruine, § > 0 est un fac-
teur d’actualisation, et w est une certaine fonction positive définie sur
[0, 0o[?, normalement croissante en son deuxiéme argument. Hans Ger-
ber aime a dire que ceux qui sont avec lui utilisent la notation ¢, alors
que ceux qui sont contre lui utilisent la notation m. Etant donné qu’il
est un de mes rapporteurs, je privilégie donc ici la premiere notation...
Si 'on choisit 6 = 0 et w = 1, on retrouve la probabilité de ruine en
temps infini. Plus généralement, pour w =1 et § > 0, ¢ correspond a
la transformée de Laplace du temps de ruine au point 6. Pour 6 = 0 et
w(z,y) =y, on obtient la sévérité de la ruine. Avec Corina Constanti-
nescu, Claude Leféevre et Didier Rulliere, nous comptons adapter a un
cadre discret certaines techniques de calcul de la fonction de pénalité de
Gerber-Shiu développées dans Albrecher et al. [7] et faisant intervenir
le calcul symbolique.

Les mesures de risque en présence de plusieurs sources de risque et
les problemes d’allocation optimale de capital qui en découlent seront
évoqués dans la partie de 'introduction consacrée aux modeles multi-
dimensionnels (voir pages [40| et suivantes).

8.2. Aire en dessous de zéro. Dans I’hypothese ou la compagnie,
en cas de ruine, a 'opportunité de combler sa dette sous la forme d’un
emprunt tant que sa richesse algébrique est négative, 'aire entre le
processus et zéro quand celui-ci est en-dessous de zéro (voir figure
peut étre interprétée comme un multiple des intéréts a payer par la
compagnie jusqu’au retour a la solvabilité.
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Pour mesurer cela, considérons un processus de risque univarié (R(t)):>o
et définissons, pour u,T > 0,

T
(8.1 w = [ Lol RiO)de.
0

(8.1) correspond a l'aire délimitée d'une part par la droite d’équation

= 0 et d’autre part par la trajectoire du processus de risque (R(%)):>0
lorsque celui-ci est négatif. Sur la Figure , correspond a 'aire en
rouge. Nous pouvons ainsi définir comme indicateur de risque pour
un processus univarié (R(t));>o, I'espérance de Ir(u). En considérant

FIGURE 8. Partie négative du processus intégré par rap-
port au temps.

un horizon de temps infini, on peut obtenir E[l(u)] & partir de la
probabilité de ruine ¥ (u) en utilisant les résultats ci-dessous obtenus

dans [122].

Théoreme 8. Soit T € R*, (Yy)icjor) un processus de renouvelle-
ment (qui peut-étre modulé par un processus d’environnement avec un
nombre d’états finis) intégrable par rapport au temps. Soit u € R, no-
tons par 7(u, T) la variable aléatoire correspondant au temps passé par
le processus w + Yy sous la barriere zéro entre 0 et T :

T
T(%T)I/ T iury,<0ydt,
0

Soit 1o(u, T) le temps passé en zéro par le processus u + Yy entre 0 et

T :
T
To(u, T) :/ Lguty;=oydt.
0
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Enfin, soit Ir(u) représentant l'intégrale par rapport au temps de la
partie négative du processus u+ Y; entre 0 et T :

T

10) = [ Tarxcolu+ Xof
0

et f(u) = E(Ir(u)).
Pour u € R, si E(1o(u,T)) =0, alors f est dérivable en u et f'(u) =
—E (1(u,T)).

Théoréme 9. Soit Y; = ¢t — S(t), avec S(t) un processus de Poisson
composé. Soit T' < +oo et h défini par h(u) = E(7(u)) pour u € R. h
est dérivable sur R} = (0,00), et pour u > 0,

R (u) = —%E (N°(w,T)),

ot N%u,T) = Card({t €[0,T], wu+ct—S(t)=0}). De plus pour
T = oo, si T(u) est intégrable pour tout u > 0,

()
(8.2) E(N°u,@)) = ————.
(W 09)) = 125
Dans le modele Poisson composé, des qu'on a une formule expli-
cite pour la probabilité de ruine en partant de u > 0, il est possible
apres deux intégrations d’en déduire une formule explicite pour 'aire
moyenne en rouge en-dessous de zero en temps infini (voir Loisel [121]).

Dans l'article [36], on utilise et d’autres formules pour faire
I’analyse asymptotique de l'aire moyenne en rouge quand la réserve
initiale tend vers l'infini. Ces mesures de risque sont définies par rap-
port a la richesse globale de la compagnie, en agrégeant les richesses
de ses différentes branches. Dans le modele multirisques, nous verrons
des propositions d’extension de ces mesures de risque en présence de
plusieurs sources de risque. Voyons donc quels types de modeles et
quels indicateurs de risque sont pertinents et étudiés en univers multi-
varié, avant d’évoquer les résultats d’allocation optimale obtenus dans
larticle [36].

9. MODELE MULTI-BRANCHES

Il est évident que la somme des richesses est un indicateur important
pour apprécier la solvabilité de I'entreprise. Toutefois, il est discutable
que cet indicateur soit suffisant pour la décrire totalement.

En effet, il semble logique que les actionnaires redoutent en cas
de déséquilibre entre les branches, de devoir combler dans le futur
les dettes appelées a empirer au détriment de versements de divi-
dendes qui pourraient avoir lieu dans une configuration plus stable.
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De plus, les problemes de gestion interne de la compagnie et les nou-
velles réglementations sont susceptibles de créer des besoins d’analyse
multidimensionnelle. Par exemple, il n’est pas clair qu’un réassureur
ayant des opérations dans le monde entier pourra se contenter d'un
capital de solvabilité global au niveau groupe en profitant de I'effet de
diversification géographique (par exemple entre I’Europe, bientot sou-
mise au référentiel Solvabilité II, et ’Amérique). En effet, les efforts
pour essayer de coordonner la supervision des groupes internationaux
butent sur de nombreuses questions politiques, économiques et autres.
Il faudra donc probablement un capital de solvabilité pour chaque zone,
ce qui oblige les strateges du groupe a adopter une vision multivariée
en plus de la vision agrégée.

De plus, dans une démarche de gestion globale de leurs risques, les
compagnies commencent a allouer le capital économique calculé au ni-
veau groupe vers les branches d’activité, de maniere a répercuter sur les
assurés le couit de I'immobilisation du capital de maniere plus équitable
(en fonction de la contribution de la branche au besoin en capital glo-
bal et a I'effet de diversification). Cela correspond & des problématiques
d’allocation optimale que nous évoquerons au chapitre [9.3]

Ces considérations amenent a considérer 1’évolution conjointe des
richesses des K > 1 branches d’activité d’une compagnie d’assurance,
et donc d'un processus multivarié

R(t) = (RV(t),..., RT(t)).

Ces branches peuvent représenter des filiales différentes, des secteurs
d’activité différents (assurance santé, habitation, automobile, respon-
sabilité civile) ou encore des activités, différentes ou identiques, dans
différents continents, pays ou régions. On trouve aussi des articles dans
lesquels la premiere branche correspond a un assureur et la deuxieme
a un réassureur (voir par exemple Avram et al. [24] 23]).

9.1. Processus de risque multivarié et dépendances inter-branches.
Picard et al. [I52] et Collamore [49] considerent des marches aléatoires
a accroissement indépendants, de loi jointe quelconque sur une sorte
de sous-réseau de Z% avec des généralisations des polynomes d’Appell
pour Picard et al. [152], et dans RY avec des méthodes de grandes
déviations pour Collamore [49]. Ces modeles sont intéressants et as-
sez généraux, mais présentent le léger défaut de considérer que ce qui
se produit pour la branche 2 a la période 1 est corrélé avec ce qui se
passe pour la branche 1 a la période 1, mais indépendant de ce qui se
passe pour la branche 1 a la période 2. Il y a en effet un déséquilibre
entre I'indépendance temporelle et la totale généralité de la distribution
multidimensionnelle des montants cumulés de sinistres sur une période.
Avram et al. [24], 23] s’intéressent a I’évolution conjointe de la richesse
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FIGURE 9. Deux branches d’activité modulées par le
méme processus d’environnement

d’un assureur et de son réassureur. La réassurance étant de type pro-
portionnel, la dépendance entre les deux composantes est totale, et la
probabilité qu’au moins une des deux branches soit ruinée (que nous
appellerons bientot ., a partir de la page [40]) se ramene a la probabi-
lité qu'un processus univarié touche au moins une parmi deux barrieres.

Pour identifier la source de la corrélation entre les branches, comme
cela était expliqué dans ma these [I128], on peut sélectionner deux
phénomenes principaux :

— dans certains cas, 'influence du climat, des marchés financiers, de
la répression et de la prévention routiere, ou d’autres parametres
peuvent avoir un impact sur la fréquence de sinistres a priori
indépendants les uns des autres une fois le climat et les autres pa-
rametres influents fixés. Typiquement, une année particulierement
pluvieuse peut causer une augmentation du nombre d’accidents, le
seul point commun entre deux accidents dans deux régions différen-
tes étant la dégradation des conditions de circulation par la pluie.
Cela correspond a la modulation du processus d’arrivée des si-
nistres par un processus représentant 1’état de variables d’environ-
nement commun aux branches d’activité (voir figure [9] pour un
exemple avec K = 2 branches).

Dans d’autres cas, un événement unique peut induire des sinistres
dans plusieurs branches d’activités différentes. Par exemple, pour
un accident de voiture, il faut dans certains cas réparer la voi-
ture (branche automobile), indemniser et réparer les dommages
causés au tiers (responsabilité civile), et indemniser le conducteur
en cas d’invalidité ou prendre en charge des frais de santé. Ces
phénomenes peuvent se produire également pour deux branches
d’activité reliées de fagon moins évidente et situées dans deux zones
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géographiques tres différentes, comme la branche assurance déces
suédoise et la branche assurance ouvrages de 1’Asie du sud-est! Le
tsunami de 2004 a en effet ravagé le sud-est asiatique, endroit de
villégiature des Suédois pour y passer leurs vacances en hiver, et
détruit ou fortement endommagé de nombreux ports (voir la pré-
publication [123] co-écrite avec Pierre Arnal et Romain Durand
pour plus de détails). Le modele le plus classique pour prendre en
compte cette éventualité est le modele de chocs communs de Pois-
son. Lindskog et McNeil [I120] ont travaillé sur des problemes de
risque de crédit faisant intervenir des modeles a chocs communs.
Sundt [I75] fournit une sorte de généralisation de la formule de
Panjer pour le calcul de distributions Poisson composées multi-
variées.
La modélisation du premier phénomene a déja été évoquée en dimen-
sion 1 page En plus des travaux déja cités sur ce sujet dans le
modele unidimensionnel, il faut mentionner 'article de Masuda et al.
[174], qui ont étudié des propriétés d'un processus de Poisson multidi-
mensionnel modulé par un environnement markovien dans le domaine
des files d’attente. De plus, les problemes d’inférence statistique pour
les parametres de ce type de processus ont été examinés par Rydén
[164], [165].

L’environnement commun peut en particulier favoriser ’apparition
de crises de corrélation au sein de plusieurs branches simultanément,
ou entre des branches différentes. Un prolongement de l'article [3§]
évoqué page [28| correspond a la premiere des perspectives de recherche
en théorie de la ruine évoquées apres les deux nouvelles thématiques
(extrema s-convexes et risque de longévité) dans le chapitre de
la partie |l avec un sujet connexe, qui concerne la détection et les
problemes d’estimation dans ces modeles multivariés a environnement
markovien commun. Nous travaillons en effet actuellement avec Armelle
Guillou et Gilles Stupfler sur des problemes liés a ceux considérés par

Rydén [164, [165] (voir page [56).

On peut aussi incorporer dans ce type de modele une influence de la
situation financiere des autres sur le comportement d’une branche d’ac-
tivité de la compagnie. Cela permet de définir le processus modifié par
la stratégie de barriere (by,...,bx) : quand une branche k parvient au
niveau maximal b, les primes sont reversées sous forme de dividendes
jusqu’au prochain instant de sinistre frappant la branche k. Il semble
toutefois inconcevable de verser des dividendes aux actionnaires alors
que les autres branches vont tres mal. De plus, il est tres probable que
la situation financiere des autres branches ait un impact, d’une fagon ou
d’une autre, sur chaque branche. Dans cet esprit, nous avions considéré
dans larticle [130] (qui faisait partie de ma these) des processus pour
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lesquels les taux de cotisations sont fonctions de la position du pro-
cessus. Nous avions montré qu’il était possible de calculer la moyenne
des dividendes versés aux actionnaires et de ceux qui avaient da étre
utilisés pour payer des pénalités a cause de l'insolvabilité temporaire
d’une autre branche. Nous avions aussi calculé le temps moyen de ruine
de la branche principale et la loi de la richesse des autres branches a
cet instant, ce qui donnait une information sur la capacité des autres
branches a faire face a la défaillance de la branche principale.

9.2. Criteres de risque. Barrieu et El Karoui [31], Picard et al. [152]
se sont intéressés a la probabilité que le processus entre avant un temps
fini dans une zone d’insolvabilité, et principalement a la probabilité
qu’au moins une des branches soit ruinée avant un temps fini. Il est
possible de choisir d’autres formes de zones de solvabilité (voir la these
de Romain Biard [37] et la mienne [I28], ainsi que Cai et Li [42]), un
peu a la maniere des domaines d’acceptance définis par Artzner et al.
[12] ou Barrieu et El Karoui [31].

Voici une présentation des concepts principaux de probabilité de
ruine multivariée, en suivant les notations de Cai et Li [42]. Pour 7" > 0
et

u=(uV, ... u¥) e (0,00)K
tel que le vecteur des réserves initiales R(0) soit égal a u, on définit la

probabilité 1g,, (9.1) que la richesse agrégée (la somme des richesses
des branches) devienne & un certain moment négative :

(9.1) Vsum(u,T) = P (Elt €0,7], Y RY) < 0) .

L’impact de la dépendance entre les risques sur le processus somme a
été par exemple considéré par Denuit et al. [62]. Cette probabilité 1y,
est a mon sens une fausse probabilité de ruine multivariée, puisque
son analyse conduit & étudier au final un processus univarié. La (vraie)
probabilité de ruine multivariée la plus fréquemment rencontrée dans
la littérature est la probabilité v, qu’au moins une des branches
soit ruinée avant la date T':

(92) Yor(u,T)=P((31<j<K, 3 e€l0,T], RY(¥)<0).

La probabilité de ruine multivariée 1, n’est pas le bon indica-
teur de risque a regarder en premier pour choisir ses risques. En effet,
calculer uniquement la probabilité qu’au moins une branche soit ruinée
avant un temps fini donné va a l’encontre du principe de recherches de
risques plus ou moins compensatoires les uns des autres (et donc de
leffet de diversification au niveau groupe). Picard et al. [I52] montrent
en effet que si les branches sont positivement corrélées sous une certaine
forme, alors les temps de ruine sont aussi positivement corrélés, ce qui
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diminue la probabilité de ruine ainsi définie. Cela signifie pour moi que
Yor ne doit pas étre utilisée comme outil de choix des risques dans
lesquels investir, mais plutot a un deuxieme stade, une fois la politique
de souscription des risques choisie (par exemple & I'aide de 'indicateur
de risque ¥syum (9.1)), dans la perspective du choix de 'allocation op-
timale de la réserve entre les branches par exemple (voir chapitre .

La probabilité de ruine ¥4,q est définie comme la probabilité que
toutes les branches soient ruinées avant la date T', mais pas forcément
simultanément, ce qui peut permettre par le jeu de solidarité entre les
branches (si cela est autorisé et si le groupe n’est pas ruiné au niveau
agrégé) de garder une chance de poursuivre ’activité, probablement au
prix d’une certaine pénalité due a l'insolvabilité temporaire de chaque
branche (que I'on cherchera a minimiser dans le chapitre sur 'allo-
cation optimale de réserve) :

(93) Yua(w,T)=P(V1<j<K, 3t €[0,T], RY#)<0).

La probabilité de ruine vy, (9.4) est la probabilité d’un événement
beaucoup plus défavorable et rédhibitoire : le fait que toutes les branches
de la compagnie soient simultanément dans le rouge a une certaine date.

Dans ce cas, la poursuite des activités semble difficilement envisageable.
Cette probabilité est formellement définie par

(94)  Yum(u,T)=P(3te€0,T], V1<j<K, RY(t)<0).

Ces quatre définitions coincident bien entendu en dimension 1. On
peut naturellement définir les probabilités de ruine correspondantes
en temps infini en prenant 7' = oco. On pourrait aussi introduire des
concepts équivalents aux probabilités de déclenchement de produits de
type N to default en risque de crédit, pour lesquels une indemnisa-
tion sera versée des qu’au moins ¢ parmi les K noms concernés ont fait
défaut avant la maturité.

Dans sa these [37], Romain Biard étudie une autre probabilité de
ruine multivariée, définie par Hu et Lin [99] : pour S € [0, 1], soit

(9.5) Fs = {x : BZ ([E(k) V0) < — ($(k) A 0)} ,

oll V = min et A = max. Pour T" > 0, la probabilité de ruine multi-
variée en temps fini ¢4 3(u,T’) est définie comme la probabilité que le
processus de risque multivarié (R(t));>o appartienne a Fz a un certain
moment ¢ avant T'. Explicitement, pour 17" > 0, on a

(96) @bd,ﬂ(u, T) = P(Ht € [O,T], R(t) S FB) .

On a aussi, en temps infini

(9.7) Yas(u) =P (3t >0, R(t) € F) .

d
k=1
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FIGURE 10. Fj pour 8 =0, % et 1 en dimension 2

Remarque 1.  — L’ensemble Fj correspond a la possibilité de transférer

du capital entre les branches; une branche d’activité qui est dans
une position confortable au regard de sa solvabilité peut transférer
une fraction B de sa richesse vers une autre branche qui est en
position d’insolvabilité.

— Pour B = 0, les transferts de capitaux ne sont pas autorisés et

donc Vg0 = Yor.
— Pour 8 =1, les transferts sont autorisés sans aucune restriction

et wd,l = wsum'

La Figure (10| représente I'ensemble Fjg pour 8 = 0, % et 1 en dimen-
sion 2.

Dans 'article [36] co-écrit avec Romain Biard, Claudio Macci et Noél
Veraverbeke, nous nous intéressons a un autre critere de risque que
j'avais introduit dans l'article [I21] pendant ma these [128]. Ce critere
de risque prend en considération le comportement du processus lorsque
certaines de ses composantes sont négatives et correspond a la somme
des indicateurs univariés définis pour une branche en . Le but est
de différencier des branches d’activité en ruine avec un déficit petit et
donc assez facile a combler, d’une autre compagnie qui est en ruine soit
tres longtemps, soit avec un déficit conséquent, soit les deux. Il s’agit
de T'espérance de la somme des aires délimitées par la droite y = 0 et
par la partie négative de chaque branche d’activité, (sur la figure
en dimension 2, cela correspond a l’espérance de 1’aire en rouge plus
I'espérance de 'aire en bleu), c’est-a~-dire que nous nous intéressons a
la fonction

d

(9.8) In(w) = > Bl (w)]

i=1
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R1{M)

FiGURE 11. Critere de risque en dimension 2

oi1 pour un processus de risque multivarié R(t) = (RV(¢),..., RO (1)),
on a, pour 1 <i<d, et u;, T >0,

T

I (u;) = /]I{R(i)(t)<0}|R(i)<t>|dt'
0

Ce critere de risque ne fait pas intervenir la dépendance entre les
branches (ce qui peut étre vu de maniere positive comme une référence,
ou de maniere négative si ’on souhaite prendre en compte la dépendance
entre les branches). Cependant, en le modifiant quelque peu, on peut
obtenir un indicateur de risque qui prend en compte cette dépendance.
Par exemple, dans [121], nous avions introduit pour 7" > 0 'indicateur

d

T
FE 1,r0 1 ; .
; (/0 {rRO(H)<0} {7, R(J>(t)>0})

Pour un processus discret multivarié (R, ),en, Cénac et al. [46] étudient
des problematiques d’allocation optimale liées a 'indicateur de risque

d n
(9.9) Z E (Z gi(R;l))]l{Rﬁfko}]l{zjzl R;j)>0}> :
i=1 p=1

pour n > 0 et des fonctions g¢; dérivables, convexes et satisfaisant
gi(x) > 0 pour z < 0,7 = 1,...,d. Nous reverrons l'indicateur de
risque défini par dans la partie consacrée aux perspectives de re-
cherche. Ces indicateurs de risque vont servir de critere pour allouer de
maniere optimale une réserve initiale globale entre les branches d’acti-
vité de la compagnie.
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9.3. Allocation optimale. Jouini et al. [I03] a introduit récemment
des mesures de risque vectorielles. Panjer [148] et Panjer et Jing [149]
s’intéressent a la solvabilité & une unique date fixée d’une entreprise
en présence de plusieurs risques décrits par des lois normales multi-
variées, et a l’allocation optimale de capital. Cette problématique, et
les travaux (parmi plein d’autres) de Tsanakas et Barnett [179] et de
Finkelshtain et al. [76] nous amenent naturellement a évoquer mainte-
nant la question de I'allocation optimale de capital, ou de réserve.

Les mesures de risques évoquées plus haut sont directement liées au
probleme d’allocation de capital économique ou d’allocation de réserve,
a distinguer du capital a investir dans plusieurs branches.

Soit p une mesure de risque, et soit (X7,..., Xk) un vecteur aléatoire
représentant K risques p-intégrables (éventuellement a valeurs dans Q
pour faciliter les preuves). On considere les portefeuilles de valeurs

K
= E up Xg
k=1

correspondant a une allocation u; du capital total u a chaque risque k. p
induit sur le portefeuille une mesure de risque pg par pg(u) = p(X(u)).
Denault [61] donne des conditions sur p et sur les risques pour que pp
soit une mesure de risque cohérente. Denault [61] et Delbaen [59] entre
autres utilisent des résultats sur les jeux de coalition avec des joueurs
fractionnels (notamment d’Aubin [21]) pour démontrer que 1'alloca-
tion optimale peut étre dans certains cas obtenue avec la méthode du
gradient : l’allocation par unité de capital optimale (u}) est donnée par

03 02 )
k=1 * Oy
Cette allocation de capital est différente du probleme auquel nous

nous étions naturellement intéressé dans 'article [121] (rédigé pendant
ma these) et dans l'article [36] : comment répartir la réserve initiale glo-
bale u entre les branches de facon a minimiser une certaine mesure de
risque 7 Il serait intéressant de disposer d’une mesure de risque neutre
par rapport a la structure de dépendance entre les branches pour pou-
voir ensuite déterminer si I'utilisation de la mesure de risque choisie
favorise les branches positivement corrélées en leur allouant plus de
capital, ou en tout cas si la dépendance a un impact significatif sur la
stratégie d’allocation de capital.

Les théoremes de différentiation [§ et [9] combinés a un lagrangien,
permettent de déterminer l'allocation optimale u; + -+ + uxg = u
telle que la somme des aires moyennes est minimale. Les figures
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FIGURE 12. Premiere
stratégie d’allocation de
réserve (ug,ug)
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FIGURE 13. Une autre
stratégie d’allocation de
réserve (u1,ug)

et présentent deux trajectoires pour deux stratégies d’allocation
différentes.

Elle consiste a ne pas affecter de réserve aux branches les plus sures,
et a répartir la réserve totale u entre les autres de facon a rendre égaux
entre eux les temps moyens passés en-dessous de zéro par ces branches
plus risquées. Ce résultat tres parlant permet d’avoir une bonne concep-
tion de la stratégie d’allocation de capital avec cette mesure de risque.
Mentionnons que les contrats d’assurance étant souvent annuels, on ne
peut s’en dégager aussi rapidement qu’une banque achete ou vend des
titres. De plus, des regles comptables ou fiscales peuvent imposer de ne
pas faire varier les réserves entre les branches trop souvent. C’est pour
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cette raison que nous ne nous sommes pas intéressés a des problemes
de controle optimal sur les capitaux des branches.

En économie du risque, tout ce qui correspond a de la monnaie est
toujours regroupé dans une seule et méme variable. Le seul cas ou
I’'on considere des fonctions d’utilité a deux arguments est celui ou le
deuxieme bien ne s’échange pas avec de la monnaie, typiquement ’état
de santé (voir les travaux de Courbage [50] et de Rey-Fournier [I5§]).
Meéme si les richesses de deux branches d’une compagnie d’assurance
sont toutes deux exprimées en monnaie, il est théoriquement interdit
de combler le déficit de 'une avec I'autre. Des lors, il semble intéressant
de considérer une facon de représenter la satisfaction des actionnaires
ou I’évaluation boursiere de la compagnie grace a une fonction d’utilité
a K arguments, ou K est le nombre de branches de la compagnie. Le
transfert d’une partie de la réserve initiale de la branche 1 au profit
de la branche 2 correspondrait alors au paiement d’une prime déduite
de la richesse de la branche 1 pour réduire le risque supporté par la
branche 2, ce qui correspond au type de probleme étudié par Courbage
[50] et Rey [158].

Dans larticle [30], nous déterminons le comportement asymptotique
de T'allocation optimale de réserve lorsqu’on cherche a minimiser la
somme des aires en rouge et bleu espérées pour des processus de risque
multivariés dont les marginales correspondent a des processus de risque
classiques. Cénac et al. [46] utilisent des techniques d’algorithmes sto-
chastiques pour estimer I’allocation optimale pour I'indicateur de risque
dans le cas de processus discrets a accroissements indépendants et
gaussiens. Nous avons le projet d’étudier ensemble (avec Peggy Cénac,
Véronique Maume-Deschamps et Clémentine Prieur) I’allocation opti-
male de l'indicateur pour des processus de risque plus actuariels.

Romain Biard [37] s’intéresse dans le dernier chapitre de sa these
aux comportements asymptotiques de 'allocation optimale lorsque la
réserve initiale est particulierement grande pour l'indicateur de risque

g p—0(u) défini en :
{minueRi Yao(u),

9.10
( ) sous la contrainte u™® + ...+ ul® = q .

Il étudie I’allocation qui répond au probleme ((9.10)) et analyse I'impact
de la dépendance entre les branches sur I’allocation optimale. Il suppose
dans un souci de simplification que les risques souscrits par chaque
branche ont des distributions dont les queues sont équivalentes.
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Deuxieme partie II. Nouvelles thématiques et perspectives
1. EXTREMA S-CONVEXES

Les concepts d’ordres stochastiques sont utiles dans de nombreux
modeles de probabilité appliquée. C’est particulierement le cas en as-
surance et en finance ou différents scénarios sont possibles et doivent
souvent étre comparés, par exemple en assurance-vie, en théorie de la
ruine et en théorie du portefeuille. Les ouvrages de Goovaerts et al.
[89], Kaas et al. [104], Ross [161], Miiller et Stoyan [140] et Shaked et
Shanthikumar [I70, I71] sont de bonnes références pour découvrir ou
approfondir ses connaissances sur la théorie des ordres stochastiques et
ses applications variées.

Dans 'article [I15] avec Claude Lefevre, nous considérons la classe
des ordres stochastiques s-convezes,on s € Ny = {1,2,...}. Pour s =1,
cet ordre est I'ordre de dominance stochastique usuel. Pour s = 2, il
s’agit de I'ordre convexe qui correspond en actuariat a l'ordre stop-loss
avec moyenne finie (car il permet d’ordonner les primes de contrats de
réassurance de type stop-loss). Pour une valeur de s arbitraire, I'ordre s-
convexe compare les fonction de survie d’ordre s de variables aléatoires
qui ont les mémes s — 1 premiers moments. La classe des ordres s-
convexes a été entre autres analysée pour les distributions discretes
par Lefevre et Picard [I11], Fishburn et Lavalle [77], Lefevre et Utev
[114], Denuit et Lefevre [64] et Denuit el al. [67], [65]. Le cas plus tra-
ditionnel des variables aléatoires réelles a été étudié par Rolski [159],
Levy [117], Denuit et al. [66, [68] et par de nombreux autres auteurs.

Quand on dispose d’'un ordre, se pose immédiatement la question
de la construction d’extréma. D’un point de vue actuariel, les risques
extrémaux représentent les risques les plus et moins dangereux, et
leur connaissance peut permettre de déduire des bornes inférieures et
supérieures précises pour un certain nombre de quantités (par exemple
la prime, ou la variance du résultat). Le probleme d’optimisation s-
convexe correspond & un probléme de moments traditionnel (voir par
exemple Hoeffding [97], Karlin et Studden [105], Kemperman [106],
Utev [I8]1], Prékopa [154] et Hiirlimann [I00]). Dans le cas discret, les
distributions extrémales sont connues explicitement pour s = 1,2, 3,4
et ont été obtenues par Denuit et Lefevre [64], Denuit et al. [65] et
Courtois et al. [51]. Pour les variables aléatoires réelles, les distribu-
tions extrémales ont été explicitement trouvées par Jansen et al. [102],
De Vylder [57] et Denuit et al. [66, [68], entre autres.

L’opérateur que nous désignerons par son nom anglais de stationary-
excess operator et que nous noterons SE est un outil mathématique
standard qui joue un role important dans la théorie du renouvellement
et des fonctions de survie (voir Cox [52]). Dans le cas continu (pour



48 STEPHANE LOISEL

une variable aléatoire X a valeurs dans R* de fonction de répartition
Fx et de moyenne E(X) > 0), Popérateur SE est défini comme suit
(voir Cox [52]) :

Définition 2. Lopérateur SE noté H associe a toute variable aléatoire
X comme ci-dessus une variable aléatoire Xy a valeurs dans R™ dont
la fonction de répartition H(Fx) est définie par

1 X
H(F =P(Xg < = — 1-F d > 0.
(FO@) = PXn <0) = oo [ 1= Fxln, o>
De facon équivalente, on a
1 o0
_ - > 0.
(L) P> 1) = g / P(X > y)dy, >0

Cette définition de H garantit son caractere bijectif. En notant la den-
sité de Xy par gx,, on a

(1.2) P(X >z) =E(X) gxu(x), x>0,

et E(X) vient par suite. Les moments de Xy et X sont reliés par une
formule simple.

Supposons maintenant que X est une variable aléatoire discreéte posi-
tive ou nulle de loi décrite par les masses de probabilité Px = {P(X =
j), 7€ N={0,1,...}} et de moyenne E(X) > 0. L’opérateur SE peut
évidemment étre utilisé dans ce cadre également. Toutefois, comme
souligné par Whitt [I83], il est plus approprié de travailler avec une
version discrete qui est directement applicable aux processus de renou-
vellement a temps discret. Nous proposons donc la définition suivante
dans le cas discret :

Définition 3. L’opérateur SE discret H associe a toute variable aléatoire
X comme ci-dessus une variable aléatoire discrete positive ou nulle Xy
de la fonction de masse de probabilité H(Px) est donnée par

P(X>j+1)

E(X) , JeN

(1.3) H(Px)(j) =P(Xu=j) =

Une version légerement différente de cet opérateur a été considérée
par Whitt [I83] pour des variables aléatoires X discretes strictement
positives. Dans ce cas, Xy est décrite par

P(X >j)
E(X)
Contrairement a ce dernier opérateur, H défini en (|1.3) ne garan-

tit pas une bijection sur ’ensemble des mesures de probabilité sur N.

On peut directement vérifier que Xy et (¥X )y sont identiquement dis-
tribués si v est un indicateur indépendant de X. Cependant, quand

P(Xy=j) = , 7 € No.
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E(X) est fixée, H est bien bijectif car
(IP)X =0) = 1—-E(X)P(Xg=0), and
(X =j) = EX)[P(Xu=j—-1)-PXu=J), j=12....

La définition ((1.3)) présente ’avantage de fournir une relation simple
entre les moments binomiaux de Xg et X.

Dans article [IT5], nous montrons comment cet opérateur et ses
itérés transforment les ordres s-convexes et les espaces de moments as-
sociés, a la fois dans le cas discret et dans le cas continu. Cela nous
permet de plus de proposer une méthode pour résoudre le probleme
d’optimisation s-convexe dans le sous-ensemble des distributions qui
sont t-monotones, t € Ny. Pour ¢t = 1, cette propriété correspond a la
décroissance de la densité (discréte ou continue), et pour t = 2 cela
correspond a la décroissance et convexité de la densité. La monotonie
d’ordre ¢ dans le cas discret (resp. continu) signifie que les ¢ premieres
différences de la densité discrete (resp. dérivées de la fonction de den-
sité) sont de signes alternés, la premiere étant négative. Notre théoréeme
principal dit que le probleme d’optimisation s-convexe parmi les distri-
butions t-monotones est (presque) équivalent, en appliquant 'opérateur
SE, a un probleme d’optimisation s+ t-convexe sans contrainte de mo-
notonie. Il avait déja été montré dans plusieurs articles que les extréma
s-convexes pouvaient étre améliorés quand on se limitait a des lois a
densité décroissante et, plus généralement, unimodale (voir par exemple
Denuit et al. [66], [68], [65]). Notre contribution dans [I15] peut étre
vue comme une extension de ces résultats qui est obtenue en utilisant
I'opérateur SE et ses itérés.

Lorsque s = t = 2, le suprémum 2-convexe a bien une densité discrete
convexe sur le support [0,n] mais pas sur N (il y a un décrochage au
point n) : soit v; = E(Y') la moyenne fixée dans ’ensemble d’admissi-

bilité Bao(n). Alors le suprémum est Y, 22 décrit par

(L2 (n) = {

Avec Manel Kacem et Claude Lefevre, nous finalisons actuellement un
article dans lequel nous déterminons les extréma s-convexes t-monotones
pour s < 2 et t < 2 en imposant que la t-monotonie soit vérifiée sur
N tout entier. Nous avons également un autre projet d’article sur les
extréma s-convexes avec Claude Lefevre et Esterina Masiello.

0 avec probabilité 1 — 2uv1/(n + 1),
1,...,n avec probabilité 2v; /n(n + 1).

2. RISQUE DE LONGEVITE

Le risque de longévité est le risque (horrible!) que les assurés vivent
plus longtemps que prévu. Plus sérieusement, au-dela du risque que
chaque personne qui atteigne I’age de cent vingt ans sorte un disque
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comme Jeanne Calment, ’allongement de la durée de vie, s’il est bien-
venu d’un point de vue philanthrope tant que les gens vivent en moyenne
plus longtemps en bonne santé, pose évidemment des problemes aux
organismes ou institutions qui se sont engagés a leur verser des rentes
(retraites, retraites complémentaires, autres rentes viageres, etc...).

Il ne faut pas confondre risques de longévité et de mortalité : le
premier est un risque de long terme; le second est un risque de court
terme, dont une composante importante est le risque de catastrophe
(pandémie, terrorisme, risques biologiques et sanitaires, ...).

Comprendre et gérer le risque de longévité n’est pas une chose aisée.
Ce domaine de recherche est au centre de nombreux autres : pro-
babilités, statistiques, assurance-vie, démographie, médecine, finance
(risque de taux, risque de contrepartie entre autres) bien sur, mais
aussi théorie de la fiabilité, géostatistique (lors de forages pétroliers, les
résultats de deux ou trois carottages imposent des contraintes fortes sur
la composition du sous-sol au voisinage de ces forages, qui permettent
de réduire 'incertitude sur la taille et la forme de la nappe potentielle ;
de la meéme fagon, certaines informations ou hypotheses sur la morta-
lité peuvent permettre de reconstituer en partie les tables prospectives
ou du moment utilisées par les assureurs). Nous espérons contribuer a
faciliter la communication entre les chercheurs des différents domaines
impliqués en profitant de la complémentarité des chaires de recherche
de I'Institut Louis Bachelier, en particulier lors du semestre spécial
sur le risque de longévité qui sera organisé début 2011 a Paris par les
membres des chaires impliquées.

Les actuaires ont pendant de nombreuses années utilisé des tables de
mortalité dites du moment, avant de passer a des tables prospectives
pour les engagements de rentes. Ils regroupaient donc les probabilités
pour quelqu’un (de vivant et) d’age « € N de décéder avant d’atteindre
I’age  + 1. Ces probabilités étaient estimées sur une période d’obser-
vation commune et permettaient de reconstituer (en mélangeant donc
des générations différentes) une table de mortalité dite du moment, qui
commencait avec 100 000 assurés a 1I’age 0 et qui continuait avec le
nombre de survivants moyen obtenu en multipliant la population ini-
tiale par le produit des taux de mortalité annuels. Bien évidemment,
le probleme de cette méthode est qu’elle sous-estime énormément la
longévité des individus dans les pays développés dans lesquels la longévi-
té progresse : sur la base de I’évolution de la population fictive d’une
table du moment, quelquun qui a 20 ans aujourd’hui serait supposé
avoir dans 50 ans le méme taux de mortalité annuel a 'age x = 70
que celui constaté sur la génération de son grand-pere actuellement.
Des tables dites prospectives ou par génération sont depuis quelques
décennies construites dans les pays développés afin de tenir compte
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de la progression anticipée de la longévité. Le gros probleme est que
les démographes sont tres divisés sur les prévisions des tendances de
longévité futures. Comme il n’y a pas de consensus au niveau de la
tendance moyenne, on se doute qu’il y a évidemment un tres grand
nombre de modeles de mortalité stochastiques, certains tres différents
des autres, qui visent a représenter 1’aléa pesant sur la longévité future.
Dans larticle [30] co-écrit avec Pauline Barrieu, Harry Bensusan, Nicole
El Karoui, Caroline Hillairet, Claudia Ravanelli et Yahia Salhi, nous
avons, dans un travail collectif impliquant 1’équipe de recherche sur la
longévité de la chaire de recherche Dérivés du Futur, tenté de faire le
point et de proposer des idées sur les types de modélisations du risque
de longévité, les questions réglementaires, ainsi que les problématiques
relatives au transfert du risque, a I’évaluation et a la couverture de ces
produits. Comme cet article [30] est écrit dans un but de synthese, je
renvoie le lecteur a ce document pour une revue détaillée sur ces sujets.
Je vais néanmoins expliquer brievement comment les premieres lois de
durée de survie étaient construites et pourquoi les chercheurs en risque
de taux et de crédit se sont lancés sur le sujet du risque de longévité.

Le modele non trivial de durée le plus simple est probablement celui
défini par la loi exponentielle. Il intervient notamment en assurance
non-vie et en finance dans la modélisation de la durée entre deux sauts
(qui peuvent représenter des sinistres en assurance et des sauts dans
les rendements des actifs en finance) du processus de Poisson. La pro-
priété de perte de mémoire rend la loi exponentielle particulierement
inadaptée pour le risque de longévité. Pour traduire les variations de la
mortalité en fonction de 1’age (mortalité infantile, accidentelle, vieillis-
sement, etc...), on peut définir la fonction de survie S par

S(t) = P(T > t) = e~ Jo ),
ou u(s) est appelé taux de hasard de S a I'age s > 0 et est défini par

1) () = 22 ),

En choisissant des formes paramétriques pour g on peut obtenir les
modeles classiques de Gompertz, Makeham, etc ... Pour un individu
vivant d’age x aujourd’hui, la probabilité de vivre encore au moins ¢
années supplémentaires est donnée par

S(t]a)=e Jonatois,

Si on souhaite intégrer une dynamique d’évolution calendaire de la
mortalité, on est amené a définir le taux de hasard p(z,t) pour I'age x
a la date ¢t . La probabilité de survivre jusqu’a une date 7 > t sachant
qu'on a l'age x a la date t est alors égale a :

(2.2)  S(t,z,7)=P(T>x+ (1 —1t) | T >x)=e J#latsto)ds,
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Dans les modeles de mortalité stochastique, les p(x, s) sont aléatoires.
Plus précisément, les lois de ces variables aléatoires sont déduites :

— soit de 1’étude pour chaque age = du processus s — p(z,s). On
peut parler dans ce cas d’'un modele qui traduit la variation aléatoire
de la mortalité du moment (ici a I'instant s),

— soit de I'étude du processus s — u(x + s, s) qui traduit I’évolution
de la survie dans le temps d’un individu d’age x. On peut parler
dans ce cas de modele de ”cohorte”.

Le plus souvent les chercheurs ayant une culture financiere choisissent
un modele de diffusion pour le second, appelé processus d’intensité
stochastique, de maniere a obtenir des expressions explicites ou semi-
explicites de la fonction de survie.

Avec les modeles déterministes (pour I'instant, mais cela se générali-
sera aux modeles stochastiques), I’équation fait évoluer la définition
du taux de hasard en fonction de la fonction de survie de la formule
a la formule suivante : pour 7 > 0,

d(In S)

T

(2.3) p(z,7) = lim {— (x,t,r)] .

trr
Le terme entre crochets dans I’équation ({2.3]), qu'on pourrait noter
wu(z,t,7) est a rapprocher de la notion de taux d’intérét instantané
forward dans la théorie de I’évaluation des zéro-coupons (produits fi-
nanciers caractérisés par le versement d’un (euro, dollar, ...) a la matu-
rité T), la fonction de survie étant a rapprocher du prix. Cela conduit
donc la plupart des auteurs inspirés par les modeles de taux d’intérét
a définir un taux de mortalité instantané forward qui devient un pro-
cessus a ajouter au taux d’intéret instantané forward dans les modeles
stochastiques qui traitent simultanément le risque de longévité et le
risque financier (en les supposant quasiment toujours indépendants).

Sans rentrer dans les détails et sans nous lancer dans une revue du
sujet, rappelons tout de méme le modele de Lee-Carter qui a été uti-
lisé par le Bureau of Census américain pour I’élaboration des tables
de mortalité prospectives (pour prévoir la mortalité future), et dont
s’'inspirent un grand nombre de techniques de construction de tables de
mortalité prospectives et de modeles de mortalité stochastique. Le livre
de Delwaerde et Denuit [63] est une bonne référence sur 1’élaboration
de tables de mortalité prospectives.

Le modele de Lee-Carter est plutot un modele d’inspiration ”"morta-
lité du moment”, puisque les pu(z,t) s’écrivent

p(z, t) = e@)+B@x()

méme si I'on pourrait en avoir une approche par générations.
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Les modélisations stochastiques issues du modele de Lee-Carter partent
soit de I'étude des "résidus”, soit de I’étude du processus (de la série)
des (k(t)) en temps continu (ou discret).

Une des caractéristiques communes testées sur des périodes et des
pays développés différents est que la série (k(t)) se modélise par une
dérive affine décroissante qui se prolonge facilement tout au moins
sur une période future d’amplitude raisonnable (une dérive linéaire
négative conduit asymptotiquement a des taux de mortalité nuls (quel
que soit ’age)!). Il est donc inévitable d’observer des changements de
tendance de longévité régulierement.

Dans un projet d’article avec Yahia Salhi et Christian Mazza, nous
tentons de détecter rétrospectivement ces changements de tendance
dans un cadre univarié (en regroupant toutes les plages d’age) et dans
un cadre multivarié (la dimension correspondant au nombre de classes
d’age distinguées). Dans un autre projet d’article avec Nicole El Karoui,
Christian Mazza et Yahia Salhi, nous nous intéressons a la problémati-
que de détection rapide de changements de tendance de longévité par
différents acteurs (réassureurs, assureurs directs, investisseurs, ana-
lystes, gouvernements, ...) qui ont acces a des sources d’information
tres diverses. Tenter de détecter le plus vite possible un changement
de tendance tout en controlant la probabilité de fausse alerte n’est pas
un probleme nouveau. A 1’'époque de la guerre froide, 1’école russe a
beaucoup travaillé sur ces problemes dans le domaine des radars : on
cherchait alors a détecter un changement de tendance dans le signal
capté par le radar (cela correspondait en premiere approximation a un
passage d’un mouvement brownien avec dérive nulle a un brownien avec
dérive non nulle) le plus vite possible (de maniére & pouvoir riposter ou
tenter d’intercepter le missile avant qu’il ne soit arrivé), tout en évitant
si possible les fausses alarmes (de maniére a ne pas déclencher un conflit
mondial a cause d'une excursion un peu trop longue d’'un mouvement
brownien). La détection de rupture et la détection "rapide” de rupture
ont fait 'objet de nombreux travaux, par exemple par P. Gapeev, A.
Shiryaev, et N. El Karoui.

Avec les membres de 1'équipe de la chaire “Dérivés du futur”, nous
comptons réfléchir sur les types de produits de titrisation du risque de
longévité qui auraient a la fois suffisamment de simplicité et de trans-
parence pour les marchés financiers et qui permettraient de maintenir
le risque de base et le risque de contrepartie (qui est particulierement
important du fait de la maturité des engagements) suffisamment bas.

Le risque de base correspond au risque que les flux financiers générés
par un portefeuille financier détenu par un assureur ou un réassureur
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ne correspondent pas assez bien aux flux engendrés par les mouvements
de la mortalité et des marchés financiers. Nous évoquons dans ’article
de synthese [30] mentionné plus haut certains moyens de prendre en
compte le risque de base, notamment en suivant ’approche de Ben-
susan et El Karoui [34] fondée sur des techniques de dynamique des
populations.

Dans la prépublication [166] co-écrite avec Yahia Salhi, nous nous
intéressons a une modélisation conjointe de la longévité de la popu-
lation nationale (sur laquelle la plupart des indices utilisés dans les
opérations de titrisation devraient étre fondés) et de celle de la popu-
lation assurée (qui est celle qui engendre les flux réels pour I'assureur).
Nous montrons que dans certains pays des séries temporelles associées a
la longévité de ces deux groupes semblent présenter de la co-intégration
(un peu comme les prix du pétrole et du gas, voir Benmenzer et al. [33],
ou les indicateurs de mortalité de plusieurs pays étudiés par Lazar et
Denuit [110]). Cela nous amene a nous intéresser pour un age x donné
ou une classe d’ages a des séries temporelles de dimension 2 comme
Qi(x) = (¢¥(z) ¢F(x))T. La premiere coordonnée (avec un N) corres-
pond au taux de mortalité annuel de la population nationale, alors que
la seconde (avec un E) correspond a celui du portefeuille d’assurances,
constaté par I'expérience (d’out le E). Rappelons que pour z € [0, 1], le
logit de z est défini par

. z
logit(z) = In T
Nous nous intéressons a la représentation de logitQ;(x) par une équation
qui fait entrer de la co-intégration dans le modele dit de Cairns et al.
[43] : pour t > p, ol p est un certain entier naturel (fréquemment égal
a 1 dans les cas considérés)

(2.4)
k=p

logitQy(x) = ®; + > Ay logitQu_k(x) + &1(z), &i(z) ~ N(0,5),
k=1

ou chaque A; est une matrice (2 x 2) de parametres et ¢, correspond
a la tendance. Les (g(z)); sont i.i.d. en ¢t. Nous testons la présence de
co-intégration dans les séries obtenues a partir des données de plusieurs
pays, et nous quantifions 'impact de la présence ou de I'absence de la
co-intégration sur le besoin en capital économique dii au risque de base.

Deux sources de risque de base particulieres sont 'objets de deux pro-
jets d’articles. Le premier, une véritable arlésienne, consiste a étudier
avec Elsa Renouf l'effet de sélection médicale sur la mortalité de la
population assurée : grossierement, on observe sur les portefeuilles
d’assurés devant passer une visite médicale a la signature du contrat,
une sous-mortalité pendant les cinq premieres années. Au-dela de cette
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période, l'effet de la sélection médicale a ’entrée semble fortement di-
minué. Il est donc important de prendre en compte I'age des différents
contrats (la durée de détention écoulée) de maniére & ne pas trop sures-
timer la différence future entre la mortalité du portefeuille d’assurances
et la mortalité nationale si le portefeuille est “jeune”.

Le deuxieme projet porte sur un phénomene qui est plus marqué
dans certains pays que dans d’autres : l'effet cohorte. En effet, cer-
taines générations, ou cohortes (groupes de personnes nées la méme
année) présentent des taux de mortalité particulierement différents de
ce & quoi on pourrait s’attendre au vu des générations alentours. Avec
Séverine Gaille, Yahia Salhi et Michael Sherris, nous allons commencer
a chercher une explication a certains de ces effets du coté des causes
de mortalité (cancers, problemes cardio-vasculaires, accidents, ...). Il
est en général assez difficile de travailler sur les causes de mortalité,
qui sont assez mal renseignées dans les données, et sont souvent mul-
tiples et corrélées. Néanmoins, nous espérons trouver un début d’expli-
cation rationnelle a cet effet cohorte, qui est particulierement présent au
Royaume-Uni par exemple. Cela est important pour savoir dans quelle
mesure cet effet risque de persister, de se renforcer ou de s’atténuer
dans les vingt années a venir.

Enfin, nous travaillons avec Martin Jimenez sur les problématiques
d’évaluation et de couverture de certains produits de type wvariable
annuities, produits d’assurance-vie complexes contenant de multiples
options pour l'assuré. Nous allons poursuivre notre travail sur le su-
jet en collaboration avec Nicole El Karoui et Trung Lap Nguyen, qui
réfléchissent également sur le sujet. Comme pour le risque de rachat
dans les contrats d’épargne plus traditionnels qui seront abordés dans
le chapitre [6.1] il convient dans ce cas de figure d’adapter les tech-
niques financieres classiques pour prendre en compte les comportements
des assurés qui sont loin d’étre toujours financierement rationnels, et
peuvent présenter des crises de corrélation, dont nous avons déja parlé
au chapitre [7] de la premiére partie en théorie du risque en univers uni-
varié. Nous commencons maintenant a parler des pistes de recherche en
théorie du risque avec une problématique liée aux crises de corrélation
en univers multivarié.

3. THEORIE DU RISQUE

3.1. Crises de corrélation en univers multivarié. Dans un projet
d’article, nous nous intéressons a deux types de crises de corrélation :
celles qui se produisent indépendamment des pertes observées jusqu’au
début de la crise, et celles qui sont déclenchées par un sinistre impor-
tant. Nous considérons des modeles univariés, ainsi que des modeles
a quatre branches d’activité (réparties éventuellement dans deux pays
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différents). Nous essayons de montrer que sous des hypothéses raison-
nables, au niveau d’un pays et au niveau agrégé, les crises de corrélation
déclenchées pas un sinistre important sont en général plus dangereuses
que celles qui surviendraient de maniere moins directe. En revanche, si
I'on s’intéresse a des indicateurs de risque comme la probabilité qu’au
moins une branche soit ruinée (notée 1, et définie en au cha-
pitre , alors comme souvent pour les probabilités de ruine multi-
variées, on observe l'effet inverse pour des niveaux de réserve initiale
élevés.

Avec Gilles Stupfler et sa directrice de these Armelle Guillou, nous
nous intéressons a la détection de crises de corrélation en assurance et
en finance et a certains problemes d’estimation dans ces modeles mul-
tivariés a environnement markovien commun. Nous travaillons actuel-
lement a la fois sur des applications a des bases de données de sinistres
de type incendies (en assurance non-vie) et également & une base de
données de rachats et d’arbitrages par les épargnants en assurance-vie.
Le risque de rachat en assurance-vie sera traité plus en détail dans le
chapitre[6.1]de cette deuxiéme partie. L’arbitrage évoqué précédemment
n’a rien a voir avec la notion financiere de stratégie de cout initial
négatif ou nul ouvrant a un profit toujours positif ou nul et d’espérance
strictement positive (arbitrage du premier type) ou de profit stric-
tement positif a la date zéro avec un gain futur positif ou nul (ar-
bitrage du second type); un arbitrage désigne ici la décision par un
assuré de changer de support de contrat d’épargne (par exemple de
passer d’un support en unité de compte avec une forte composante
de type actions & un support en euros). De tels mouvements, s'ils
sont massifs et se produisent a un mauvais moment, peuvent avoir
des conséquences néfastes pour 'assureur. La récente crise financiere
a engendré un grand nombre d’arbitrages dans plusieurs portefeuilles
d’assurance vie en France de supports comportant une composante ac-
tions vers des supports en euros, ce qui a constitué un exemple de crise
de corrélation entre risques d’assurance et de finance habituellement
supposés peu corrélés. Ce phénomene est décrit plus en détail dans
la pré-publication [123] coécrite avec Pierre Arnal et Romain Durand
dont nous reparlerons au chapitre [5| de cette deuxieme partie.

3.2. Méthode dite d’Erlangisation. Dans le projet d’article [29]

avec Mathieu Barges et Xavier Venel, nous calculons la probabilité de

ruine en temps fini de maniere approchée en utilisant la méthode d’Er-

langisation, qui consiste a remplacer I’horizon de fini T" par une variable

aléatoire Ty, = 01+ - -+ 0y, de loi Erlang de moyenne 7' (les o; sont i.i.d.

et de loi exponentielle de parametre %) Lorsque k est suffisamment
T2

grand, la variance de T} (qui est égale a 7~) est suffisamment petite

pour donner une approximation correcte. Cette méthode, introduite en
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théorie de la ruine par Asmussen et al. [18] et utilisée et développée
par de nombreux auteurs (voir par exemple Asmussen et al. [17], Ba-
descu et al. [26] et Avram et al. [22]) est une alternative intéressante
aux méthodes asymptotiques lorsque la réserve initiale n’est pas assez
grande pour qu’on puisse utiliser I’équivalent asymptotique de la proba-
bilité de ruine en temps fini. Nous nous intéressons a la prise en compte
des cycles de réassurance, et du fait que certains changements de phase
peuvent étre causés par un sinistre important ou un cumul de sinistres
importants. Les niveaux de prix des contrats de réassurance fluctuent
en effet au cours du temps, alternant entre niveaux de prix relative-
ment bas (résultant d’une concurrence entre nombreux réassureurs) et
prix élevés suite par exemple a la sélection faite entre les réassureurs
apres une ou deux mauvaises années : comme évoqué dans Uarticle [30]
sur la longévité, le transfert de risque (que ce soit par titrisation ou
par réassurance traditionnelle) devient plus compliqué et plus onéreux
apres des événements tels que I'attentat du World Trade Center, 'ou-
ragan Katrina ou la faillite de Lehmann Brothers. Or, habituellement,
les changements de cycle étaient modélisés en théorie de la ruine en
utilisant le modele de modulation par un processus d’environnement
markovien introduit au chapitre [0] de la partie 1. Dans ce modele, les
montants de sinistre n’ont pas d’impact sur les changements d’état de
I’environnement. Nous proposons un modele qui prend en compte I'im-
pact des sinistres importants sur les cycles de réassurance et analysons
I'impact de cet effet sur la probabilité de ruine en temps fini.

3.3. Autres travaux en cours en théorie de la ruine. Dans le
modele classique de théorie de la ruine, le taux de cotisation par unité
de temps ¢ est déterministe et fixe dans le temps. Comme mentionné
page nous avons montré dans 'article [I13] qu’il est possible d’étendre
certaines formules comme celle de Picard-Lefevre au cas ou le taux de
cotisation pour unité de temps varie au cours du temps de maniere
déterministe (de maniére a prendre en compte une évolution de la
taille du portefeuille d’assurés par exemple). Toutefois, en pratique,
le taux de cotisation est souvent calculé a partir d’un barycentre entre
un indicateur de sinistralité du marché et un indicateur basé sur la
sinistralité passée observée par la compagnie : lorsqu'un assuré dune
certaine mutuelle francaise avait percuté un pont avec sa 2CV et en-
gendré une perte d’exploitation importante pour 1'usine approvisionnée
habituellement par la voie ferrée qui passait sur le pont endommagé,
les assurés de la mutuelle ont vu leur cotisation augmenter de 20%
I’année suivante. Evidemment, cela peut engendrer des mouvements
d’'un certain nombre d’assurés vers un autre assureur, ce que nous ne
prenons pas en compte ici, mais qui sera évoqué au chapitre Le
poids accordé a la sinistralité passée observée par I'assureur lui-méme
peut étre obtenu grace a la théorie de la crédibilité. Les fondements de
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ce domaine peuvent étre consultés dans ces deux articles de Biithlmann
[40], [4T]. Dans une pré-publication en cours de révision avec Julien Tru-
fin [I77], nous nous intéressons au comportement asymptotique de la
probabilité de ruine quand les niveaux de cotisation sont mis a jour a
partir du modele de crédibilité linéaire de Biithlmann. Notre approche
est voisine de celle d’Asmussen [14]. Nous obtenons des résultats de
grandes déviations pour des montants de sinistres de loi a queue lourde
et a queue légere ainsi qu’une borne pour la probabilité de ruine. Dans
certains cas, nous retrouvons des résultats de travaux sur les processus
a moyennes mobiles de Nyrhinen [144] et de Mikosch et Samorodnitsky
[137], ainsi que de travaux de Gerber [83] et de Promislow [I57].

Dans un travail en cours avec Christophette Blanchet, Diana Doro-
bantu et Sana Louhichi, nous nous intéressons a l'impact de la prise
en compte du défaut potentiel du réassureur sur la probabilité de ruine
d’un assureur. Nous commencons par analyser le cas tres schématique
dans lequel I'assureur cede la totalité du risque au réassureur. Dans
ce modele de risque en dimension 2, la dépendance entre les processus
de risque de l'assureur et du réassureur est prise en compte a l'aide
de chocs communs : si le réassureur fait défaut, la compagnie d’assu-
rances peut éventuellement subir un sinistre au moment du défaut du
réassureur, et doit par la suite prendre en charge les sinistres qui se
produisent. Nous espérons ensuite considérer des cas dans lesquels 1’as-
sureur conserve une partie du risque.

Dans un autre travail en cours avec Sana Louhichi, nous nous inté-
ressons a l'approximation brownienne du processus de risque lorsqu’on
est en présence d’une multitude de sauts d’amplitudes peu importantes.
Pour certains risques d’assurance santé, on a en effet un grand nombre
de remboursements dont les montants sont assez faibles (rien a voir
avec les risques de catastrophes naturelles pour lesquelles on est en
présence d’un petit nombre de sinistres tres cotteux). Or ces mon-
tants sont soumis a l'influence de certains facteurs (déremboursement
de certains médicaments par la sécurité sociale, augmentation du ticket
modérateur, inflation sectorielle, inflation générale, ...) qui ont ten-
dance a créer une dépendance positive entre les montants de sinistres.
Nous montrons que 1'on peut généraliser certains résultats de conver-
gence (lorsque les sauts deviennent de plus en plus petits et de plus en
plus fréquents) de processus de risque pour la topologie de Skorohod
quand les montants de sinistres ont une variance finie et présentent cer-
taines formes de dépendance positive utilisées pour prendre en compte
la corrélation évoquée plus haut.

Nous travaillons également actuellement sur des formules exactes
pour la probabilité de ruine en temps infini en dimension 1 ainsi qu’en
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dimension supérieure (¢),,) lorsque les montants de sinistres individuels
suivent une loi de Pareto et présentent certaines forme de dépendance.

Enfin, dans un travail en cours avec Manel Kacem et Véronique
Maume-Deschamps, nous nous intéressons a un modele de risque dans
lequel les montants de sinistres sont conditionnellement indépendants
par rapport a un processus d’environnement qui n’est pas forcément
markovien. Dans ce cadre, la mémoire du processus d’environnement
joue un role important, ce qui nous permet par exemple de tenir compte
du fait qu’il y a eu une crise financiere dans les trois dernieres années
(ce qui est connu comme un facteur aggravant pour plusieurs branches
d’activité comme la branche incendies de locaux commerciaux et in-
dustriels, la fraude a I'assurance augmentant régulierement suite a une
période de crise). Ce travail va dans le sens de la prise en compte des
corrélations entre marchés de l'assurance et de la finance, dont nous
avons déja parlé dans le chapitre [2| sur le risque de longévité, et dont
nous reparlerons notamment dans le chapitre sur le risque de rachat
en assurance-vie.

4. RISQUES LIES AU CLIMAT

Avec Alexandre Mornet, Esterina Masiello et Pierre Ribereau, nous
avons pour l'instant deux projets d’article concrets, qui portent sur
I'exploitation de deux bases de données. La premiere concerne la si-
nistralité des conducteurs de voitures ayant souscrit ’assurance au ki-
lometre. Le rapport avec le réchauffement climatique est assez vague,
il s’agit de voir dans quelle mesure l'incitation a conduire moins ou
mieux peut étre récompensée par une tarification avantageuse pour les
assurés respectueux de ’environnement. La deuxieme base de données
vient d’étre constituée par Alexandre Mornet : il s’agit des localisa-
tions précises et des conditions météorologiques dans la station la plus
proche de chaque sinistre de la base de données tempétes d’Allianz,
chez qui Alexandre effectue sa these en contrat CIFRE sur le theme
réchauffement climatique et actuariat.

Au-dela du co-encadrement avec Pauline Barrieu de la these d’Alexan-
dre Mornet, je compte participer activement au projet MIRACCLE
(Mesures et Indicateurs de Risques Adaptées au Changement CLima-
tiquE et assurabilité des risques associés) porté par Pierre Ribereau et
qui vient d’étre retenu par le ministere de 1’écologie. Je reprends ici des
passages du projet rédigé par I’équipe du projet MIRACCLE afin de
préciser un peu plus ce qui deviendra certainement un nouvel axe de
recherche (a coté des autres et non en remplacement) pour moi dans le
futur proche.
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Evaluer I'impact du changement climatique et mettre en place une
politique publique de gestion des risques associés suppose de dispo-
ser d’indicateurs de risque pertinents. Dans le cadre du projet MI-
RACCLE, nous proposons de définir de nouveaux indicateurs ou me-
sures de risques adaptés aux problemes du changement climatique. Ces
mesures devront prendre en compte la nature vectorielle (nature multi-
factorielle des risques environnementaux) et/ou spatio-temporelle des
données climatiques ainsi que la non-stationnarité de leurs lois.

Ces mesures de risques permettront de mieux comprendre les im-
pacts et les conséquences du changement climatique et donc de per-
mettre aux instances décisionnelles d’adapter leur politique en fonction
des risques. Une attention particuliere sera apportée a l'assurabilité
des risques climatiques. En effet, I’état, a travers la Caisse Centrale
de Réassurance se trouve directement affecté lors d’une catastrophe
naturelle. Or, le changement climatique semble produire un accroisse-
ment des phénomenes extrémes. Nous nous intéresserons en particulier
a I'apparition de nouveaux titres sur les marchés financiers associés a
la réalisation de conditions climatiques extrémes (cat-bonds, produits
indexés sur des indicateurs climatiques de type HDD/CDD, Heating
ou Cooling Degree Day) et a leurs conséquences dans le contexte du
changement climatique.

Le but du projet est donc double : mesurer les risques climatiques
en proposant de nouvelles mesures de risques adaptées au changement
climatique mais aussi mesurer I'impact économique du changement cli-
matique sur les compagnies d’assurance, ’état et les marchés financiers.

Pour comprendre la problématique des mesures de risques associées
aux changements climatiques, prenons un exemple pédagogique simple.
Un décideur est confronté a la question suivante : quelle est la valeur u
que la hauteur d’une crue ne dépassera qu’avec une probabilité faible
a (= 0,1% par exemple) étant donné qu’il a observé les hauteurs des n
crues précédentes ? Cette valeur u est la Value-at-Risk (VaR) de niveau
1 — «a du risque associé a la crue, a rapprocher de la réserve initiale du
processus de risque classique. Si « est plus petit que %, les techniques
statistiques simples ne peuvent pas répondre a cette question, a moins
de se placer dans un cadre paramétrique (c’est-a-dire supposer connue
la loi des hauteurs des crues). La théorie des valeurs extrémes permet
néanmoins d’estimer ce quantile si on suppose que les n crues sont issues
de n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
qui servent de base a la construction d’estimateurs de la VaR. Or, le
changement climatique actuel va, a moyen et long terme, a ’encontre
de cette hypothese que les variables, d’'une année a une autre sont de
méme loi (non stationnarité). C’est pourquoi de nouvelles mesures ou
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indicateurs de risques doivent étre développées, la non stationnarité ne
pouvant étre négligée pour des indicateurs de long terme. Ainsi, si 'on
considere le risque de crues d’une riviere, il faut une mesure de risques
"instantanée” et une mesure de risques a plus long terme. Le risque
"instantané” (qui correspond a la VaR de la variable au temps t) est
utile pour les compagnies d’assurance pour tarifer leurs contrats mais
aussi pour prévoir les fonds nécessaires a la solvabilité de 'entreprise.
Le risque a plus long terme (qui correspond a la valeur qui sera dépassée
en moyenne une seule fois au cours des toutes les x prochaines années,
appelé niveau de période de retour x années et donc au niveau de retour
de z ans) est utile pour les compagnies de réassurance qui interviennent
au-dela d’un seuil défini contractuellement avec 1’assureur, mais aussi
pour les collectivités et les instances décisionnelles dans le cadre de
la construction d’ouvrages comme des digues, ou de la planification
des politiques de prévention (un événement est déclaré catastrophe na-
turelle si son intensité dépasse le niveau de retour de 10 ans) . Cet
exemple simple peut se compliquer en prenant deux variables conjoin-
tement (crue et précipitations, crue et débit, crue Sadne-Rhone....), ou
plusieurs variables conjointes. En passant a la dimension spatiale, la
notion de mesure de risque dépendra du support considéré. Est-ce que
I’on doit mesurer le risque global d’une région 7 Est-ce que la mesure du
risque peut autoriser localement des valeurs élevées ? Ceci implique que
les mesures de risques " classiques” ne peuvent pas étre utilisées dans le
contexte climatique, et encore moins en parlant de changement clima-
tique. La méthodologie a utiliser regroupera donc diverses méthodes :
des modeles probabilistes adaptés aux valeurs extrémes et a la nature
multivariée et/ou spatiale des données, 'identification et I’estimation
de la dépendance entre variables, mais aussi de la dépendance tem-
porelle et spatiale, et finalement ’adaptation des mesures de risques
existantes aux contraintes propres aux données climatiques.

La Théorie des Valeurs Extrémes est la branche des statistiques qui
étudie le comportement des plus grandes observations d’un échantillon,
quantifie de maniere précise leur incertitude et, par extension, propose
des estimations de probabilités ou de seuils encore jamais observés. Son
résultat fondateur date de 1928 par Fisher et Tippett et depuis, elle
a conquis de nombreux domaines d’applications comme la finance et
I'assurance (Embrechts et al. [74]), 'hydrologie ou méme les sciences
du vivant. L’intérét pour les valeurs extrémes en sciences du climat
est relativement récent (Kharin et al. [I107], Goubanova et Li [92], Sal-
vadori et al. [I67]). Le résultat de Fisher et Tippett qui représente la
base de cette théorie montre que le comportement du maximum, la
plus grande valeur d'un échantillon, va ressembler de plus en plus (va
converger) a celui d'une variable aléatoire distribuées suivant la loi des
extréemes généralisées. Bien évidemment cette approche est critiquable
puisqu’elle n’est basée que sur le maximum de l’échantillon et donc
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n’exploite pas les informations contenues dans les autres grandes va-
leurs de I’échantillon ; ainsi elle ne doit étre privilégiée que si I'on ne
dispose que de maxima.

Des modélisations cherchant a intégrer une dimension spatiale pour
les extrémes des processus de précipitations ont été proposées, comme le
modele "tempéte” de Smith [I73] basée sur les processus max-stables
(voir de Haan [54]). Cependant, la mise en oeuvre de ces techniques
est extremement complexe. Il est d’ailleurs instructif de constater que
dans les livres de références comme Coles [48] et Beirlant et al. [32],
I’état de I’art de la recherche sur les extrémes spatiaux n’occupe qu’une
demi-page. Tres récemment de nouveaux modeles (de Haan et Pereira
[55], Schlather [168]) sont apparus, associés a des techniques d’esti-
mation déja connues dans d’autres domaines mais qui semblent parti-
culierement efficaces sur ces modeles (Padoan et al. [146]). Nous propo-
sons de développer ces modeles spatiaux dans un cadre spatio-temporel,
pour obtenir une approche spatio-temporelle des extrémes et ainsi pro-
poser des mesures de risques adaptées.

5. SovaBILITE 1T ET ERM

Dans le dispositif Solvabilité II, le capital économique (au sens de ca-
pital de solvabilité, appelé précédemment SCR) correspond au montant
de fonds propres dont doit disposer la compagnie pour faire face a une
ruine économique a horizon 1 an et au niveau de confiance 99, 5%. Ce
capital économique peut étre en pratique calculé de deux facons : soit
a l’aide d’une formule standard fournie pour le CEIOPS([Y soit & I’aide
d’un modele interne ou d’'un modele interne partiel. Dans l'article [70]
co-écrit avec Laurent Devineau, nous tentons d’expliquer les sources
principales de différence de résultats que les compagnies d’assurance
peuvent observer entre les deux modes de calcul. Grosso modo, la for-
mule standard peut étre vue comme le résultat obtenu avec une sorte
de développement limité a 'ordre 1 du calcul du modele interne. Nous
montrons comment on peut essayer d’expliquer la différence entre les
deux résultats par un petit nombre de termes croisés d’ordre supérieur
lorsqu’on reste dans un certain domaine. Néanmoins, comme d’habi-
tude, lorsqu’on est trop loin du point autour duquel le développement
limité a été fait, on ne parvient en général que difficilement a expliquer
I’écart di a ’emploi d’'une méthode locale pour un probleme global.

La définition précise du capital économique repose sur trois notions :
— La ruine économique correspond a une situation ou l'actif de la
compagnie évalué en valeur de marché est inférieur a la valeur

§. Le CEIOPS (Committee of European Insurance and Occupational Pensions
Supervisors) regroupe les représentants a haut niveau des autorités de controle des
30 Etats membres de I'Union Européenne et de I’Espace Economique Européen.



DOCUMENT DE SYNTHESE 63

économique des passifs. En d’autres termes, il s’agit d’une situa-
tion dans laquelle les fonds propres économiques de la compagnie
(calculés comme différence entre la valeur de marché de I'actif et
de la valeur économique des passifs) sont négatifs.

— L’horizon d’une année impose de pouvoir disposer de la distribu-
tion des fonds propres économiques dans un an. Notons en effet
qu’en date initiale les fonds propres économiques de la compagnie
constituent une grandeur déterministe alors qu’un an plus tard, il
s’agit d’une variable aléatoire dont les valeurs dépendent des aléas
(financiers, démographiques, ...) qui se sont réalisés durant I’année.

— Le seuil 99, 5% représente le niveau de solvabilité requis. La pro-
babilité de ’événement < ruine économique > est dans ce cas
inférieure a 0, 5%.

Or, pour la plupart des portefeuilles d’assurance-vie, il est délicat d’ob-
tenir cette distribution compte tenu de la complexité des liens de dépen-
dances actif / passif qui découlent des mécanismes de participation aux
bénéfices et des comportements de rachats dynamiques des assurés. La
méthode de calcul du capital économique la plus précise revient a ef-
fectuer des simulations « market-consistent > (simulations secondaires)
au sein de simulations <« monde-réel > de premieére année (simulations
primaires) afin de disposer d’une distribution de bilans économiques
de la compagnie au bout d'un an. Cette mise en oeuvre (utilisée par
exemple par Gordy et Juneja [01]) est connue sous le nom de < si-
mulations dans les simulations » (SdS). Cependant, cette approche re-
quiert un grand nombre de simulations et conduit a des temps de calcul
conséquents. Ainsi, actuellement, pour estimer une VaR a 99,5%, de
nombreux assureurs sont limités a 2000 ou 5000 simulations primaires !
De nombreuses techniques permettent d’améliorer la rapidité de conver-
gence des simulations de Monte Carlo. Ces méthodes, notamment celles
basées sur les systemes de particules en interaction, sont décrites dans
le livre de Del Moral [58], et dans celui de Glasserman [88] pour ce
qui concerne l'ingénierie financiére. Nous présentons dans I'article [69)
co-écrit avec Laurent Devineau un algorithme de calcul permettant de
réduire tres significativement le nombre de simulations d’une projec-
tion SdS. Si la méthodologie SdS standard pouvait jusqu’alors s’avérer
délicate a mettre en oeuvre au sein de certaines compagnies (en fonc-
tion notamment de leur nombre de portefeuilles), I’algorithme que nous
avons développé rend désormais I’approche SdS envisageable quelle que
soit la taille et la structure de la compagnie considérée. Le principe de
cette méthode, que nous désignerons par < accélérateur SdS >, consiste
a < localiser > les scénarii les plus adverses en termes de solvabilité
au moyen de facteurs de risques. L’accélérateur SAS repose en outre
sur trois étapes clés : I'extraction de facteurs de risques élémentaires
véhiculant l'intensité du risque des simulations primaires, la construc-
tion de régions d’exécution, une procédure itérative sur les seuils des
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régions d’exécution de maniere a prioriser les calculs relatifs aux situa-
tions les plus adverses en termes de solvabilité. L’idéal serait de disposer
de T'équivalent d’un million de simulations primaires. Sur la plupart
des portefeuilles d’assurance vie réels testés, en dimension inférieure
ou égale a 4, 'accélérateur permet de n’exécuter les simulations secon-
daires que pour moins d’environ 60000 a 80000 simulations primaires.
On peut espérer qu’avec les progres de I'informatique, cet objectif soit
atteignable d’ici quelques années, méme si les simulations secondaires,
qui courent jusqu’a 'extinction du portefeuille (horizon treés long) sont
tres longues.

Dans la pré-publication en cours de finalisation [47] co-écrite avec
Matthieu Chauvigny, Laurent Devineau et Véronique Maume-Deschamps,
nous montrons la convergence de l'estimateur de la VaR des fonds
propres économiques a 1 an lorsque la fonction situation nette a 1
an vérifie soit une hypothese de concavité globale en les facteurs de
risque, soit des hypotheses plus souples mélant concavité directionnelle
locale et monotonie en certains facteurs de risques sur certains sous-
espaces. Nous obtenons également, a 1’aide de techniques usuelles de la
théorie des processus empiriques, des intervalles de confiance asympto-
tiques qui pourraient (devraient!) étre utilisés dans Solvabilité II, sous
la forme par exemple de I’Estimation Risk Solvency Margin introduite
dans l'article [124] et évoquée dans le chapitre [5| de la premiere partie
de ce document de synthese. Nous calculons également la probabilité
d’arrét inopiné de l'accélérateur alors qu’il ne devrait pas s’arréter.
Nous proposons une méthode de vérification qui, sous 'hypothese de
concavité, garantit qu’on ne s’est pas arrété trop tot. Cette méthode est
fondée sur un corollaire du théoreme de Krein-Milman. Enfin, nous don-
nons différentes manieres de définir les zones de non exécution des si-
mulations secondaires, lorsque la loi des facteurs de risque élémentaires
est connue ou lorsqu’elle ne 'est pas (par les méthodes des lignes de
niveau de la densité jointe, des quantiles géométriques, des bagplots
et des fonctions de profondeur, voir [47] pour les définitions de ces
différents concepts). En effet, les générateurs de scénarios économiques
étant payants et vendus par un oligopole, les compagnies ne connaissent
pas forcément le modele exact qui a servi a générer les facteurs de
risques primaires (méme s'ils en connaissent les grands principes par la
documentation). La plupart des compagnies d’assurance utilisent ac-
tuellement des facteurs de risques distribués selon une loi elliptique, et
nous sommes partis de ce qui était utilisé le plus souvent pour illus-
trer notre méthode d’accélération sur des cas réels. Néanmoins, nous
sommes convaincus que certains de ces modeles (notamment ceux de
taux et d’actions) ont tendance a sous-estimer les queues de distribu-
tion des risques ainsi que les crises de corrélation ou corrélations des
extrémes. C’est la raison pour laquelle nous proposons dans [47] des
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méthodes qui ne dépendent pas de la loi jointe des facteurs de risque.
A titre d’exemple, méme si cela n’est pas vraiment encore passé dans
les moeurs en assurance, nous montrons comment définir des zones de
non exécution pour des facteurs de risque dont les lois marginales sont
a-stables (voir les travaux de John Nolan, par exemple [142] pour en
savoir plus sur les lois a-stables) ou pour des facteurs de risques dont
la structure de dépendance est décrite par une copule de survie de
Clayton, qui présente de la dépendance forte des extrémes a droite (ce
qui signifie que la probabilité de valeurs tres grandes pour plusieurs
risques simultanément est beaucoup plus élevée avec cette structure de
corrélation que dans le cas indépendant). Nous ne détaillons pas ici la
théorie des copules, le lecteur intéressé par ce sujet peut consulter le
livre de Nelsen [141].

La plupart des compagnies d’assurances utilisent une technique d’éva-
luation de leur situation nette en prenant grosso modo 1’espérance, sous
une probabilité risque-neutre, de la somme des flux futurs actualisés.
Le plus souvent, cela s’estime par une série de simulations secondaires
en univers risque-neutre (dans l’approche SAS mentionnée ci-dessous),
ou par des simulations directes en univers risque-neutre pour le cal-
cul de la Market-Consistent Embedded Value (MCEV) qui est censée
représenter une certaine valeur virtuelle de la compagnie s’il n’y avait
pas d’affaire nouvelle. Les professionnels avertis savent que cette va-
leur absolue ne veut pas dire grand chose mais esperent qu’on puisse
tirer des informations en relatif lorsqu’on compare les MCEV de deux
compagnies. Je compte m’interroger dans les prochaines années sur la
notion de valeur dans ces deux contextes et sur la facon dont on de-
vrait évaluer les portefeuilles d’assurance. Cela dépend évidemment de
ce que 'on veut en faire; toutefois, comme nous ’avons vu dans le
chapitre [2 au sujet du risque de longévité, nous pensons qu’il faut tres
souvent sortir de la méthode risque-neutre pour un certain nombre de
raisons. On peut en citer deux : la premiere est que les passifs d’assu-
rance sont tres loin d’étre réplicables sur les marchés financiers, méme
avec le développement d’outils de titrisation comme les cat-bonds ou
les mortality bonds. La deuxieme est que les assureurs qui investissent
une partie de leur actif dans des actions ne cherchent pas du tout a
éliminer le risque (méme si I'investissement d’une partie du surplus en
actions peut protéger de certains risques) mais au contraire a augmen-
ter la performance moyenne (d’ailleurs au fur et & mesure que 1'on se
rapproche de la maturité du contrat, I'investissement se fait de plus en
plus en obligations).

Au-dela de Solvabilité II, nous avons réfléchi dans article [130] co-
écrit avec Wayne Fisher et Shaun Wang aux problématiques liées a la
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prise en compte de 'effet de diversification au niveau groupe. Ce docu-
ment faisait suite au premier séminaire de recherche de "TERMII (Enter-
prise Risk Management Institute, International) qui avait regroupé plus
de 100 personnes de trente pays différents a Lyon en 2007. Dans 'article
[131], nous expliquons comment une crise de liquidité peut engendrer
une crise de corrélation quand la plupart des acteurs du marché se re-
trouvent dans des expositions similaires et quand le marché manque
de profondeur pour absorber le choc. D’une facon générale, je compte
réfléchir sur des questions diverses liées a 'ERM en interaction avec
I’ERMII, avec le club ERM que je vais relancer et qui regroupe a Paris
une dizaine de chercheurs et enseignants-chercheurs et une trentaine
de professionnels en ERM, ainsi que dans le cadre de la chaire de re-
cherche en cours de finalisation au laboratoire SAF dans laquelle je suis
impliquée.

Dans la pré-publication [123] co-écrite avec Pierre Arnal et Romain
Durand, nous analysons plus en détail les différents mécanismes qui
peuvent créer des crises de corrélation en assurance et en finance.
Ces mécanismes peuvent entre autres provenir de source de corrélation
ignorée, d’un risque de défaut ou de liquidité partagé, du fait que le
marché tout entier utilisent les mémes scénarios économiques (car Bar-
rie and Hibbert ont un quasi-monopole) ou les mémes courbes d’ex-
position de catastrophes naturelles (car AIR, EQECAT et RMS ont
un oligopole avec une grande partie de modeles black—boxm), de risques
endogenes capables de générer des cercles vicieux ou de comportements
moutonniers potentiels d’assurés (comme nous le verrons au chapitre
suivant) ou d’investisseurs. La cartographie des risques que les com-
pagnies d’assurances ont mis en place ou sont sur le point de mettre
en place est souvent statique (mono-périodique). C’est d’ailleurs d’une
certaine facon le cas de 'approche SdS de Solvabilité II dans laquelle
seule la valeur finale (au bout d’un an) du facteur de risque est rete-
nue et non la simulation primaire sur la premiere année tout entiere
(méme 'l serait possible de rajouter un facteur de risque pour incor-
porer plus de mémoire au détriment de la vitesse et de la capacité de
calcul). Nous insistons dans ce papier [123] sur la nécessité d’avoir une
vision dynamique de ces phénomenes, le temps disponible pour gérer
ces crises lorsqu’elles surviennent et la capacité de le faire, ainsi que
leur durée ou leur enchainement sont en effet des éléments tres impor-
tants pour mesurer la dangerosité potentielle de certains événements
défavorables. Ce passage a une vision dynamique reste encore a venir,
y compris pour ce qui est du risque de rachat en assurance-vie et des
résiliations en assurance non-vie que nous allons aborder maintenant.

|l. boite-noire, car propriétaires
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6. THEORIE DES JEUX ET COMPORTEMENT DES ASSURES

6.1. Rachats en assurance vie. Ce paragraphe reprend essentiel-
lement 1’article co-écrit avec Xavier Milhaud et Marie-Pierre Gonon
[138] sur le risque de rachats en assurance-vie, a paraitre dans la re-
vue Risques. Cet article étant écrit dans un souci de vulgarisation, je
trouve plus logique de l'inclure ici que dans le recueil d’articles acceptés
et publiés.

Le contrat d’Assurance Vie est un accord entre une compagnie d’as-
surance qui prend l'engagement irrévocable de verser des prestations
au bénéficiaire du contrat en fonction de la réalisation d’événements
aléatoires viagers, en échange de quoi le souscripteur prend l'enga-
gement révocable de verser des primes en fonction de la réalisation
d’événements viagers. Le risque de rachat est omniprésent dans les
problématiques de valorisation et de provisionnement de contrats d’épar-
gne dans les compagnies d’Assurance Vie. Pour satisfaire par exemple
a un besoin de liquidité immédiat, 1’assuré peut a tout moment résilier
son contrat et récupérer tout (rachat total) ou une partie (rachat par-
tiel) de son épargne capitalisée, éventuellement diminuée de pénalités
prévues a cet effet et dépendantes des conditions fixées lors de la sous-
cription. Une bonne compréhension du comportement des assurés et
plus globalement du rachat et de ses facteurs explicatifs permet d’adap-
ter les caractéristiques et clauses lors de la création de nouveaux pro-
duits, avec pour objectif la rétention de clients par exemple, ainsi que
de mettre en place de meilleures stratégies de gestion actif-passif. Dans
la pré-publication co-écrite avec Xavier Milhaud et Véronique Maume-
Deschamps [139], nous utilisons et comparons deux méthodes pour ana-
lyser les causes de rachat en régime de croisiere en assurance-vie : la
régression logistique et les méthodes CART (Classification And Regres-
sion Trees).

Deux questions sous-jacentes au rachat doivent étre abordées : tout
d’abord les conséquences financieres d’'un mauvais choix de modélisation
pour les lois de rachat et ensuite son impact sur les garanties. Nous
nous focalisons ici sur le premier point, étroitement lié au contexte
économique et financier et donc a la dynamique des taux d’intérét. Se-
lon la position de 'assureur (phase d’investissement ou de désinvestisse-
ment) et son anticipation du marché, un scénario haussier aussi bien
que baissier des taux d’intéréts peut avoir des conséquences impor-
tantes au niveau de sa gestion actif-passif et de son stock de réserves.
Ces conséquences peuvent méme devenir critiques en cas de rachat
massif (dans un scénario haussier) ou d’absence de rachat (scénario
baissier), obligeant ainsi 'assureur & emprunter ou a verser un taux
garanti supérieur au rendement de ses propres actifs. Nous distinguons
ainsi qu’'un probleme d’adéquation se pose pour l'assureur dans tous
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les cas. Habituellement, ’assureur fait I’hypotheése que son portefeuille
d’assurés est composé de personnes se comportant indépendamment
les unes des autres, ce qui est relativement juste en régime de croisiere.
Néanmoins un probleme majeur se pose dans le cas d'une perturba-
tion de I'équilibre économique et financier : cette hypothese est clai-
rement inadaptée et les comportements des assurés deviennent forte-
ment corrélés (Loisel et Milhaud [126]). La recherche académique s’est
penchée sur le sujet et les travaux de Lee et al. (2008) apparaissent
comme un premier essai de modélisation dynamique du comportement
humain, de méme que Fum et al. [81], Kim et al. [I08] et Pan et al.
[T47] qui étudient les réactions humaines en cas de panique. D’un point
de vue plus quantitatif, Loisel et Milhaud [126] présentent certains ou-
tils théoriques servant a modéliser 'interaction et la corrélation entre
les comportements des assurés, de méme que McNeil et al. [134] qui
posent la question dans un contexte plus général. Des problématiques
telles que I'anti-sélection et ’aléa moral ont aussi une importance toute
particuliere, notamment dans un contexte de contrat d’Assurance Vie
Prévoyance ou la santé des assurés est la question centrale dans le
processus de tarification et de gestion des risques. Il est par exemple
interdit en France de racheter des contrats de type rente viagere pour
éviter le phénomene d’anti-sélection. En épargne, la santé des marchés
financiers a une incidence directe sur le comportement de rachat des
assurés, créant une corrélation entre leurs décisions. Vandaele et Van-
maele [182], Bacinello [25], Siu [172] et Tsai et al. [I78] entre autres ont
développé des méthodes de valorisation financiere de I'option de rachat.
Ces méthodes ont vocation a étre améliorées pour une meilleure prise
en compte de la modélisation comportementale et des réelles questions
et besoins de 'assuré lors du rachat, notamment en ce qui concerne la
rationalité de son choix. Commencons par dresser un panorama du ra-
chat en France et évoquer certains aspects clefs dans la compréhension
de ce risque. Apres avoir abordé la question du risque de rachat et de
son évaluation dans le contexte réglementaire de la directive Solvabilité
IT, nous parlerons de I'intégration du probleme de corrélation des com-
portements dans un modele interne et donnerons un apercu de I'impact
des crises de corrélation en termes de rachat sur le capital économique
et donc indirectement la santé financiere d’une compagnie d’Assurance
Vie.

6.1.1. Bref panorama des rachats en France. L’assurance vie reste au-
jourd’hui le placement préféré des francais en offrant la meilleure com-
binaison risque-rendement-fiscalité : fin 2008, 27 millions de contrats
ouverts avaient déja été ouverts et les prestations annuelles versées
par les compagnies d’Assurance Vie dépassaient 100 milliards d’euros!
Les offres sont multiples et permettent de répondre aux besoins des
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épargnants, les principaux criteres étant la liquidité des sommes in-
vesties, le rendement et la sécurité financiere associée aux entreprises
d’assurance. La liquidité se traduit principalement pour les contrats
d’épargne mono-support (un seul support en euro, a valeur plancher ga-
rantie) et multi-supports par la liberté de sortir du contrat sans perdre
les avantages du produit. Pour cela, I’assuré devra connaitre quelques
bases de fiscalité applicables aux contrats d’assurance vie. Cette fis-
calité évolue régulierement mais continue d’offrir certains avantages,
notamment pour les contrats d'une durée de détention supérieure a
huit ans. Cette caractéristique est clairement identifiable dans les ob-
servations passées, avec un pic de rachat lors de la neuvieme année
de présence en portefeuille. L’assuré devra aussi porter attention aux
pénalités qui pourraient lui eétre prélevées au moment de la sortie,
qui selon les codes des assurances sont cependant limitées & 5% de
la somme épargnée sur 10 ans. Enfin, il pourra étudier les options qui
lui sont offertes dans le contrat pour bénéficier de cette liquidité sans
pour autant clore son contrat d’assurance vie et ainsi ne pas perdre
son antériorité fiscale, au travers notamment des possibilités de rachat
partiel ou d’avance. On entend par rachat partiel la possibilité qui est
offerte a un assuré de ne racheter qu’'une partie de son épargne, et ainsi
ne pas demander la fermeture de son contrat. L’avance quand a elle est
assimilable a un prét que consent l'assureur envers l’assuré, 1’épargne
de 'assuré constituant alors le collatéral. D’autres clients, souvent plus
fortunés sont également intéressés par le caractere non rachetable de
leur contrat, mais cela est un autre sujet... Le phénomene de rachat est
important pour les assureurs frangais. Meilleure en est leur connais-
sance, meilleure sera leur anticipation de gestion des flux entrants et
sortants en termes de trésorerie. Ils pourront méme parfois en profi-
ter pour améliorer leur offre produit. Alors quelles sont les variables
explicatives du choix de I'assuré, comment pouvons-nous projeter les
comportements humains, pouvons-nous répondre en moyenne ? Tout
d’abord en termes de variables explicatives, on a observé pendant de
nombreuses années l'influence directe de la fiscalité, des profils patri-
moniaux des assurés... Ces observations avaient pour avantage qu’elles
étaient connues parfaitement de ’assureur et ainsi pouvaient faire ’ob-
jet de modélisations relativement adaptées. Puis, on a introduit des
effets moins évidents tels que la tenue des marchés financiers. Lorsque
les taux baissent, les assurés seraient-ils plus fideles ? Lorsque les taux
montent, auraient-ils tendance a sortir 7 Rien n’est moins évident, d’au-
tant que les données sur lesquelles les variations de taux pourraient
influencer le comportement des assurés ne sont pas nombreuses. Méme
au plus haut de la crise financiere que I'on vient de connaitre, la fidélité
des clients n’a pas été énormément entamée. Ce n’est pas tant que les
assurés ne suivent pas l’actualité ou ne prennent pas le temps de mo-
difier leur allocation d’épargne, que la difficulté d’évaluer a quel taux
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de marché il serait intéressant pour eux d’aller souscrire ailleurs en
tenant compte de nouveaux frais d’entrée, d'une perte de I'antériorité
fiscale... Ces nombreux facteurs compliquent les décisions a prendre
de maniere rationnelle. En revanche, c¢’est lorsque l'on commence a
s'intéresser au rendement relatif des contrats d’assurance vie entre eux
que I'épargnant devient plus vigilant, voir plus susceptible. Et c’est
ainsi que les assureurs se sont penchés sur cette question. Combien de
clients vont racheter leur contrat lorsque je servirai un taux de ren-
dement différent de mon concurrent, et a partir de quel écart de taux
commenceront-ils a réagir 7 La encore, les statistiques ne sont pas nom-
breuses. Quelques assureurs ont démarché leurs clients pour connaitre
leur sensibilité a un écart de taux, mais les résultats obtenus ne per-
mettent pas de modéliser de facon fiable une courbe de comportement.
D’autres facteurs comme le relai d’information par la presse quant aux
taux garantis peuvent influencer les décisions des souscripteurs. A ce
titre, de nombreux assureurs ont élu un produit vitrine sur lequel ils
communiquent pour le marché. De la a penser que tous les assurés
aient été aussi largement récompensés... Voyons maintenant comment
Solvabilité 2 traite le risque de rachat.

6.1.2. Le risque de rachat dans le cadre de Solvabilité II. Avant de
parler du risque de rachat en tant que tel, évalué pour les besoins en
solvabilité, rappelons que Solvabilité 2 réforme également les calculs de
provisions. Dans un bilan au format économique, les provisions tech-
niques seront estimées avec des hypotheses de type best estimate, quand
elles sont aujourd’hui estimées avec des hypotheses prudentes définies
par exemple par le code des assurances. Quelles sont les implications
pour ce qui est des rachats 7 Aujourd’hui, le taux de rachat estimé dans
les provisions techniques d’épargne est de 100% a chaque instant. L’en-
treprise d’assurance se doit donc d’immobiliser en permanence, dans ses
comptes, le montant de I’'épargne de chaque client, comme si le rachat
devait intervenir demain. Dans un bilan plus économique, les provi-
sions incluront des probabilités de rachat estimées en best-estimate,
c’est-a-dire reflétant au mieux la probabilité de rachat observée par
Iassureur. Ainsi, les hypotheses de rachat qui ne servaient hier que
dans le cadre des calculs d’embedded value ou d’études ALM (Ges-
tion Actif-Passif) vont-elles étre introduites dans la comptabilité des
entreprises d’assurances. Ces lois de probabilités vont également servir
a simuler le comportement des assurés dans le cadre des stress tests qui
interviennent dans le calcul du SCR (Solvency Capital Requirement).
Les assureurs sont encouragés a utiliser la meilleur connaissance pos-
sible qu’ils ont de leur portefeuille, pour modéliser les flux financiers de
passif dans les scénarios de stress comme ceux des marchés financiers
permettant d’estimer les SCR de taux, d’actions...
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Les dernieres pré-spécifications techniques de la cinquieme étude
quantitative d’impact (QIS 5) donnent des formules fermées (cf TP
4.58) pour modéliser les rachats en fonction des garanties offertes, des
taux servis, des conditions de marchés financiers... Ces différentes for-
mules devant encore étre calibrées par les assureurs pour refléter au
mieux leur portefeuille. Enfin, dans la liste des risques nécessitant
la mise en oeuvre d'un calcul de SCR, se trouve a part entiere le
risque de rachat a I'intérieur du module de risque de souscription. Dans
les dernieres parutions des pré-specifications techniques, les assureurs
sont priés d’étudier I'impact d'une hausse constante du taux de rachat
de 50% (limité & un taux de rachat de 100%), I'impact d’une baisse
constante du taux de rachat de 50% (limité & un taux de rachat di-
minué de 20% en absolu) et I'impact d’un rachat massif de 30% de
la population sous risque. L’impact le plus significatif sera retenu pour
étre intégré au risque de souscription vie selon la matrice de corrélation
définie dans les textes (parametre de pseudo-corrélation égal a 50% avec
le SCR du risque de dérive des frais). Au-dela du référentiel Solvabi-
lité II, voyons de plus pres comment gérer les corrélations potentielles
entre les comportements des assurés durant les périodes de crises, sus-
ceptibles de venir entamer la solvabilité des entreprises.

6.1.3. Crrises de corrélation. Au cours de périodes de crise, les assurés
ont tendance a se comporter de maniere irrationnelle et a prendre des
décisions qui deviennent tres corrélées. Ce comportement moutonnier,
que nous avons déja évoqué au chapitre 5| de cette deuxieme partie, s’il
était poussé a l'extréme, pourrait conduire a deux situations extrémes
possibles : soit les assurés peuvent quasiment tous racheter leur contrat,
soit personne ne rachete. Dans la pré-publication co-écrite avec Xavier
Milhaud [126], nous décrivons comment modéliser mathématiquement
cette dépendance, par I'introduction d’un parametre de corrélation tra-
duisant avec quelle intensité I’assuré moyen va avoir tendance a se com-
porter comme ses voisins. La corrélation induite par une situation de
crise change radicalement 1’allure du risque de rachat supporté par ’as-
sureur et augmente tres significativement le matelas de sécurité qu’il
doit mettre de coté pour éventuellement faire face a un risque de ra-
chat extréme. Ce matelas de sécurité, représenté par la notion de capi-
tal économique dans Solvabilité II, peut étre schématiquement calculé
dans un modele interne partiel comme la différence entre la Value-at-
Risk (notée VaR) de niveau « et le best estimate. Dans notre contexte,
I’assureur veut déterminer un taux de rachat qui ne sera pas dépassé
avec probabilité 99,5%. Mais étant donné qu’'une baisse soudaine et
intense des taux de rachat peut également le mettre en péril, I’assureur
pourrait aussi étre intéressé par s’assurer que le taux de rachat sera
toujours supérieur & un niveau minimal avec probabilité (ce dont nous
ne parlons pas ici). La figure illustre notre raisonnement dans le
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premier cas, c’est a dire celui d'un niveau de taux de rachat a ne pas
dépasser. La fonction de répartition du taux de rachat dessinée sur ce
graphe représente la probabilité que le taux de rachat soit inférieur
a un certain niveau (ce niveau est donné par l'axe des ordonnées).
Cette courbe tend vers la valeur 1 lorsque le taux de rachat augmente
vers de grandes valeurs, ce qui traduit le fait que la probabilité que
le taux de rachat observé soit inférieur a un taux de rachat maximal
tres grand vaut quasiment 1. La courbe noire en pointillés représente
le cas ou 'on prend en compte la corrélation entre les comportements
des assurés (comme dans Loisel et Milhaud [126]) tandis que la courbe
noire en trait plein correspond au cas ou les comportements sont sup-
posés indépendants. Le best estimate tel que défini dans la directive
Solvabilité II est I'estimation du taux de rachat moyen prédit. Le ca-
pital économique est la différence entre la VaR et le best estimate. Ce
graphe montre I’énorme différence entre le matelas de sécurité ou ca-
pital économique a allouer suivant I’hypothese de dépendance ou non
des comportements des assurés et permet de se rendre compte de I’am-
pleur de la négligence en termes de risque de rachat couvert lorsque
I’assureur considere que ses assurés agissent indépendamment les uns
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des autres. Sur ce graphe ou le taux de rachat moyen est de 25% et
la corrélation lorsqu’elle est introduite est de 30%, nous voyons que la
Value-at-Risk du taux de rachat augmente quasiment de 23%. Toute-
fois, la corrélation peut étre bien plus élevée, et la différence en capital
économique serait par conséquent bien plus importante. De plus, méme
une corrélation tres faible peut avoir un impact non négligeable sur les
besoins en capital économique.

6.2. Résiliations en assurance non-vie et théorie des jeux. En
assurance non-vie, on parle de taux de résiliation plutot que de taux
de rachat. En effet, en France, la plupart des contrats d’assurance non-
vie traditionnels sont annuels avec tacite reconduction. Cette situa-
tion est tres différente dans d’autres pays comme le Royaume-Uni, ou
le contrat prend fin au bout d'un an si ’assuré ne se manifeste pas.
On observe d’ailleurs outre-Manche des taux de départ des assurés
beaucoup plus élevés, un marché de ’assurance automobile déficitaire
et tres concurrentiel : un assureur qui ne se trouverait pas parmi la
premiere page (celle des tarifs les plus avantageux) sur les compara-
teurs de devis d’assurance en ligne risquerait de ne pas avoir d’affaires
nouvelles (et donc plus d’affaires du tout, puisque les contrats en cours
ne sont pas renouvelés automatiquement). Ces comparateurs sont tres
précis et prennent en compte une tarification (souvent basée sur les
modeles linéaires généralisés) qui fait intervenir un grand nombre de
variables explicatives allant jusqu’au code postal de 'assuré! En effet,
au Royaume-Uni, le code postal est tres précis et permet d’obtenir in-
directement beaucoup d’informations, sur le niveau de vie de I'assuré
par exemple. En France, le fait que les contrats soient reconduits auto-
matiquement en I’absence de résiliation par I'assuré maintient des taux
de résilitation assez bas, entre 5% et 20% pour la plupart des assureurs
automobiles par exemple. L’évolution des réseaux de courtage et de dis-
tribution des contrats d’assurances, ainsi que celle des comparateurs en
ligne qui existent déja mais ont une influence limitée pour I'instant en
France (en comparaison du Royaume-Uni par exemple) auront un effet
non négligeable sur les taux de résiliation futurs. Avec Christophe Du-
tang, dont je co-encadre avec Véronique Maume-Deschamps la these
en contrat CIFRE chez Axa, nous avons le projet d’analyser les fac-
teurs qui augmentent la probabilité de résiliation en assurance non-vie,
en prenant en compte ’historique sur plusieurs années, car la décision
de résilier son contrat d’assurance non-vie semble étre influencée non
seulement par 'augmentation du tarif 'année courante, mais aussi ce
qui s’est passé lors des années précédentes.

Ces mouvements d’assurés d’une compagnie a une autre, ou du sta-
tut d’assuré a celui de non assuré pour les assurances non obligatoires,
ne sont pas du tout pris en compte dans les modeles de théorie de la
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ruine. Nous avons vu au chapitre que la compagnie d’assurance
adaptait ses niveaux de cotisation a la sinistralité observée lors des
années précédentes, et que cela pouvait jouer sur la probabilité de ruine.
Toutefois, dans ces modeles, il manque un élément important : si les
niveaux de prime montent trop chez un assureur, ou si un autre assu-
reur est tres agressif en termes de tarification afin d’attirer de nouveaux
clients, des assurés sont susceptibles de changer d’assureur de fagon as-
sez massive. Il convient donc dans l'idéal de considérer I’évolution de
la compagnie d’assurances et du marché, au lieu de ne s’intéresser qu’a
la compagnie d’assurances dans un monde virtuel dans lequel la stabi-
lité du portefeuille d’assurés est garantie. Les compagnies d’assurances
devraient normalement fixer leur niveau de cotisation en fonction de ce
qui s’est passé avant et de leur anticipation des réactions des concur-
rents. Nous commencons a travailler sur des problemes au confluent de
la théorie du risque et de la théorie des jeux avec Christophe Dutang,
Hansjoerg Albrecher et Marco Scarsini.
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