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Extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham en
théorie de la fonctionnelle de la densité par décomposition de
P’interaction électronique en contributions de longue portée et

de courte portée.

Résumé

Cette these constitue une contribution a ’extension multidéterminantale de la méthode de
Kohn-Sham en théorie de la fonctionnelle de la densité, basée sur une décomposition longue
portée/courte portée de 'interaction électronique et visant & améliorer le calcul des effets de
corrélation de (quasi-)dégénérescence des systémes atomiques et moléculaires. Cette approche
met en jeu un calcul de type fonction d’onde pour la contribution de longue portée a 1’énergie
complété de fagon autocohérente par une fonctionnelle de la densité pour la contribution de
courte portée.

Nous avons réexaminé la décomposition longue portée/courte portée de 1’énergie. Nous avons
étudié des propriétés théoriques de la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée et
analysé son approximation locale. Enfin, nous avons exploré diverses approximations pour cette
fonctionnelle dépassant I’approximation locale et appliqué la méthode a quelques systémes ato-
miques et moléculaires présentant des effets de corrélation de (quasi-)dégénérescence importants.

Mots-clés

théorie de la fonctionnelle de la densité; corrélation électronique; quasi-dégénérescence;
décomposition longue portée/courte portée; approximation locale; gaz homogene d’électrons;
atomes ; molécules.



RESUME



Multideterminantal extension of the Kohn-Sham scheme of
density functional theory by decomposition of the
electron-electron interaction into long-range and short-range
contributions.

Abstract

This thesis constitutes a contribution to the multideterminantal extension of the Kohn-Sham
scheme of density functional theory, that is based on a long-range/short-range decomposition
of the electron-electron interaction and aims at improving the calculation of (near-)degeneracy
correlation effects in atomic and molecular systems. This approach involves a wave function
type calculation for the long-range contribution supplemented in a self-consistent manner by a
density functional for the short-range contribution.

We have reexamine the long-range/short-range decomposition of the energy. We have studied
some theoretical properties of the short-range exchange-correlation functional and analyzed its
local density approximation. Finally, we have explored several approximations for this functional
which go beyond the local density approximation and applied the method to a few atomic and
molecular systems displaying important (near-)degeneracy correlation effects.

Keywords

density functional theory; electronic correlation; near-degeneracy ; long-range/short-range
decomposition ; local density approximation ; uniform electron gas; atoms; molecules.
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Introduction générale

Il est communément admis qu'un modele physique simplifié, I’équation de Schrodinger élec-
tronique stationnaire dans ’approximation de Born-Oppenheimer et non-relativiste, décrivant
un ensemble d’électrons quantiques en interaction coulombienne entre eux et avec des noyaux
supposés classiques, contient toute la physique nécessaire a la compréhension d’un grand nombre
de phénomenes chimiques. Une des premieres taches de la chimie quantique est alors la déter-
mination de ’énergie de 1’état fondamental de ce modele physique. Pour résoudre ce probleme,
de nombreuses méthodes basées sur la construction explicite d’'une approximation multidéter-
minantale pour la fonction d’onde de I’état fondamental ont été développées, en particulier
les techniques variationnelles. En principe, ces méthodes sont capables d’approcher la solution
exacte du modele physique avec précision. En pratique, elles sont souvent limitées par la lourdeur
du calcul mis en jeu, qui croit exponentiellement en fonction de la taille du systeme.

En prouvant que la densité électronique de 1’état fondamental d’un systeme électronique
détermine I'énergie de cet état et en démontrant un principe variationnel pour atteindre cette
énergie en fonction de la densité électronique, Hohenberg et Kohn [1] ont révolutionné le probleme
quantique a N corps, fondant la théorie de la fonctionnelle de la densité. En principe, il est alors
possible de calculer exactement I’énergie de 1’état fondamental en minimisant une fonctionnelle de
la densité, le remplacement de la variable fonction d’onde par la variable densité constituant une
simplification considérable du probleme. En pratique, la forme explicite de cette fonctionnelle est
inconnue et difficile & approcher, particulierement sa partie cinétique pour laquelle il est difficile
de rendre compte des effets de la statistique fermionique a partir de la seule densité.

Kohn et Sham [2] ont eu I'idée de calculer explicitement une fraction importante de I’énergie
cinétique exacte, constituée par I'énergie cinétique d’un systeme fictif d’électrons sans inter-
action, de densité imposée par un potentiel effectif externe local, réduisant ainsi le probleme
a trouver une fonctionnelle de la densité approximative pour la partie restante de l'énergie
seulement. Le prix a payer dans cette approche est que la minimisation de I’énergie n’est plus
effectuée par rapport a la densité mais par rapport a une fonction d’onde, certes uniquement
monodéterminantale, associée au systeme fictif sans interaction de Kohn-Sham. De nombreuses
approximations ont été proposées pour la fonctionnelle d’échange-corrélation, la partie non tri-
viale de la fonctionnelle de la densité établissant le lien entre le systeme fictif de Kohn-Sham
et le systeme physique. L’historique approximation locale a 1’énergie d’échange-corrélation et
les corrections de gradients qui ont suit, essentiellement construites a partir du modele du gaz
homogene d’électrons, sont apparues étonnamment performantes et ont fait de la méthode de
Kohn-Sham un outil extrémement puissant pour la physique de la matiere condensée et la chimie
théorique.

Toutefois, les fonctionnelles d’échange-corrélation approchées actuelles sont loin d’étre par-
faites. Parmi les manques manifestes de ces approximations se trouve le traitement insatisfaisant
des effets de corrélation de (quasi-)dégénérescence des systémes atomiques ou moléculaires. Ces
effets se rencontrent dans les cas ou une dégénérescence ou une quasi-dégénérescence énergé-
tique, non présente dans le systéme physique, apparait pour I’état fondamental du systéme sans
interaction de Kohn-Sham. Le rétablissement de I'interaction électronique leve cette (quasi-)dé-
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14 INTRODUCTION GENERALE

générescence et se traduit par un abaissement, généralement important, de ’énergie de ’état
fondamental. La raison pour laquelle les fonctionnelles approchées actuelles ne décrivent pas
de maniere uniformément satisfaisante ces effets est que I’hypothese de la bonne transférabilité
locale des effets d’interactions du gaz homogene d’électrons au systéme étudié, qui justifie habi-
tuellement les approximations faites, n’est ici plus vérifiée. Ayant une densité d’états non nulle
au niveau de Fermi, le gaz homogene d’électrons est un systeme dégénéré, mais cette dégéné-
rescence d’états continus est d’une toute autre nature que la (quasi-)dégénérescence des états
discrets d’un systéme atomique ou moléculaire. Les fonctionnelles approchées basées sur le mo-
dele du gaz homogeéne d’électrons ne peuvent donc pas rendre compte de ces effets, autrement
que par une fortuite et incontrolable compensation d’erreurs. L’inaptitude du gaz homogene
d’électrons a reproduire la (quasi-)dégénérescence de systémes atomiques ou moléculaires pour-
rait inciter a utiliser un autre systéme modele pour construire des approximations. En fait, il est
difficile de concevoir un systéeme modele d’ou 1’on puisse extraire une approximation suffisam-
ment universelle et capable de rendre compte correctement des effets de (quasi-)dégénérescence,
ceux-ci étant tres spécifiques au systeme étudié et donc peu transférables.

Dans les situations ou la dégénérescence résulte d’une symétrie du systeme, ou par exten-
sion pour la quasi-dégénérescence d’une « quasi-symétrie », par exemple la dissociation d’une
molécule diatomique, une solution consiste a lever la dégénérescence en brisant artificiellement
cette symétrie, passant d’'un formalisme Restricted Kohn-Sham a Unrestricted Kohn-Sham. La
fonction d’onde de Kohn-Sham obtenue dans cette approche a l'inconvénient de ne plus respec-
ter les symétries spatiale et de spin du systeme physique, et introduit souvent une densité de
spin non physique. De plus, cette méthode ne permet pas de résoudre le probleme des quasi-
dégénérescences accidentelles, fréquentes lorsque le systeme a une couche électronique de valence
que partiellement remplie. Une solution plus satisfaisante physiquement consiste a étendre la mé-
thode de Kohn-Sham en considérant un mélange d’états au lieu d’un seul état pur, ce qui revient
a autoriser des nombres d’occupations fractionnaires pour les plus hautes orbitales occupées de
Kohn-Sham dégénérées. Une méthode suffisamment générale basée sur cette approche est en-
core & développer. Enfin, diverses combinaisons de calculs partiellement corrélés de type fonction
d’onde, traitant explicitement les effets de (quasi-)dégénérescence, avec une fonctionnelle de la
densité ont été tentés. Le principal risque est alors de perdre le bénéfice d’une théorie en principe
exacte en introduisant le risque d’un double comptage de I’énergie de corrélation entre les deux
parties du calcul.

Dans cette these, nous étudions une solution possible au probleme posé par la (quasi-)dé-
générescence en théorie de la fonctionnelle de la densité, consistant a étendre l'approche de
Kohn-Sham en restant dans le cadre d’'une méthode en principe exacte. Comme dans d’autres
approches, le point de départ est de renoncer au traitement des effets de (quasi-)dégénérescence
par une fonctionnelle de la densité. Pour cela, la (quasi-)dégénérescence est levée a sa source en
introduisant dans le systéeme de Kohn-Sham une interaction électronique fictive, définissant ainsi
un nouveau systeme fictif d’électrons en interaction partielle. Cette approche suit la démarche de
Kohn et Sham dans le sens ol la physique que I'on ne sait pas modéliser par une fonctionnelle
de la densité est a la place incorporée dans un systeme fictif. II est bien évident que toute
I'interaction électronique coulombienne ne doit pas étre rétablie dans ce systeme fictif, ce qui
constituerait un simple retour au probleme a N corps initial. Cette interaction doit étre assez
« faible » pour que le systéme fictif soit soluble sans trop de difficultés, tout en étant assez
« forte » pour lever significativement la (quasi-)dégénérescence. Pour rester dans le cadre de la
théorie de la fonctionnelle de la densité, il convient également de réajuster le potentiel effectif
externe local du systeme fictif en interaction partielle de facon & maintenir la densité constante,
le théoreme de Hohenberg-Kohn s’appliquant pour toute interaction électronique raisonnable.

Pour conserver une méthode en principe exacte, la fonctionnelle de la densité faisant le lien
entre le systeme fictif en interaction partielle et le systeme physique ne peut pas étre identique a
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celle de la méthode Kohn-Sham, mais doit étre redéfinie de facon a exclure les effets d’interaction
déja incorporés dans le systéme fictif. Comme dans 'approche de Kohn-Sham, cet objectif est
atteint simplement en définissant cette fonctionnelle comme la partie manquante de 1’énergie
permettant de régénérer exactement 1’énergie totale du systeme physique a partir du nouveau
systeme fictif. Elle rend compte essentiellement des effets d’interaction associés a l'interaction
complémentaire de celle incluse dans le systeme fictif, permettant de recomposer 'interaction
coulombienne complete.

La question qui se pose est le choix de l'interaction électronique a inclure dans le systeme
fictif. Partant de ’hypothese que la forme de cette interaction n’est pas cruciale pour lever la
(quasi-)dégénérescence, I'interaction fictive est choisie de fagon a ce qu'’il soit facile de trouver
une approximation pour la fonctionnelle de la densité associée a l'interaction complémentaire.
Raisonnant a présent dans l’espace réel a trois dimensions, ’expérience acquise au cours des
années en théorie de la fonctionnelle de la densité a montré que les fonctionnelles approchées
habituelles, locales ou semilocales, construites a partir du modele du gaz homogene d’électrons,
décrivent généralement avec suffisamment de précision les effets d’interactions aux courtes dis-
tances interélectroniques. On congoit en effet que la physique régissant le comportement de deux
électrons suffisamment proches, en comparaison des distances les séparant des autres particules
du systeme, dépende peu de leur environnement et que les effets d’interaction & courte portée
soient transférables d’un systeme électronique a un autre. Partant de cette idée, l'interaction
électronique coulombienne est décomposée en une contribution de longue portée, définissant
I'interaction incluse dans le systeme fictif, et une contribution complémentaire de courte por-
tée. Il en résulte une décomposition de 1’énergie d’interaction de 1’état fondamental du systeme
physique en une partie de longue portée, prise en compte par le systéme fictif, et une partie de
courte portée, modélisée par une fonctionnelle de la densité.

Une portée d’interaction n’a de sens que comparée a la distance moyenne entre particules,
inversement reliée a la densité. Il s’en suit que la portée a laquelle est effectuée la décomposition
de I'interaction coulombienne devrait en fait étre définie localement dans un systeme inhomogene.
Une interaction de portée différente en chaque point de I’espace rendrait néanmoins la résolution
du systeme fictif tres difficile. Il est donc décidé de décomposer I'interaction coulombienne suivant
une portée commune a tout le systeme. En pratique, cette portée est contrélée par un parametre
laissé libre, a choisir en fonction du systeme ou du phénomene étudié.

L’approche en principe exacte ainsi décrite met en jeu la résolution d’un systeme fictif en
interaction partielle de longue portée complété de fagon autocohérente par une fonctionnelle
de la densité de courte portée. La fonction d’onde du systeme fictif étant multidéterminantale,
nous parlerons d’extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham. En pratique, on
ne peut évidement résoudre le systeme fictif qu’approximativement et on ne peut qu’utiliser
une fonctionnelle de la densité approchée. Le caractere de courte portée de cette fonctionnelle
aide & la construction d’approximations précises et le fait que le systeme fictif ne mette en jeu
qu’une interaction réduite, en comparaison avec l'interaction coulombienne complete, facilite sa
résolution en autorisant a se concentrer essentiellement sur les états (quasi-)dégénérés du systeme
de Kohn-Sham, la contribution de ces états a 1’énergie totale étant en général d’autant plus
grande que I'interaction est faible. Pour ce systeme fictif, les techniques habituelles de résolution
de I’équation de Schrédinger utilisant une fonction d’onde (faiblement) multidéterminantale sont
utilisées. Cette approche peut donc étre vue comme une combinaison rigoureuse d’un calcul de
type fonction d’onde avec une fonctionnelle de la densité. La modulation de I'interaction dans
le systeme fictif permet de controler la proportion de I’énergie traitée par la fonction d’onde et
celle laissée a la fonctionnelle, introduisant une certaine systématique dans la méthode.

L’idée de cette extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham n’est pas nou-
velle. Elle a déja été essayée [3-8] sur quelques systémes atomiques et moléculaires, & un
stade d’implémentation expérimental, utilisant un calcul d’interaction de configuration limité
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a quelques fonctions de configuration pour la fonction d’onde de longue portée et I'approxima-
tion locale pour la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée. Ces essais se sont révélés
encourageants en montrant que les effets de corrélation de (quasi-)dégénérescence sont effecti-
vement pris en compte dans la méthode. Cependant, ’approximation locale limite grandement
I'utilité de la méthode, conduisant notamment & des énergies totales médiocres pour les systemes
comportant plusieurs couches électroniques.

Cette these s’inscrit dans la continuité de ces travaux antérieurs. Ces objectifs principaux sont
de controler la justification de ’extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham et
d’étendre son domaine d’application. Pour cela, nos efforts se sont concentrés suivant trois lignes
directrices. La premiere ligne consiste a réexaminer un des fondements méme de la méthode,
c’est-a-dire la décomposition longue portée/courte portée de linteraction électronique et de
I’énergie, de facon a infirmer ou confirmer les choix arbitraires de décomposition effectués. La
deuxiéme concerne 1’étude théorique de la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée,
dont peu de propriétés étaient connues jusqu’a présent, et ’analyse détaillée des succes et des
échecs de ’approximation locale de courte portée. La troisieme ligne a attrait au développement
et a 'application de fonctionnelles de courte portée approchées dépassant ’approximation locale.

Le manuscrit est divisé en sept chapitres.

Le chapitre 1 rappelle quelques concepts fondamentaux de ’approche par la théorie de la
fonctionnelle de la densité du probleme quantique a N électrons. Les choix de présentation ont
été effectués afin de faciliter la comparaison de la méthode de Kohn-Sham avec son extension
multidéterminantale exposée dans les chapitres suivants.

Le chapitre 2 introduit la décomposition longue portée/courte portée de I'interaction électro-
nique coulombienne, puis celle de ’énergie en théorie de la fonctionnelle de la densité. Diverses
décompositions de l'interaction électronique et de l’énergie sont étudiées et testées, sur des
systemes atomiques, vis-a-vis de la performance de I'approximation locale, ceci afin de dégager
les meilleures alternatives de décompositions.

Le chapitre 3 expose 'extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham et rap-
pelle les principaux résultats obtenus avec I’approximation locale a la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée. Les limitations de cette approximation sont mises en évidence.
Diverses alternatives permettant d’utiliser un terme d’échange de courte portée « exact » sont
discutées.

Le chapitre 4 présente, pour quelques systemes atomiques, les potentiels et des énergies
locales par particule d’échange-corrélation associés a la fonctionnelle de courte portée exacte.
Ces quantités permettent d’effectuer une étude locale de cette fonctionnelle. L’approximation
locale de courte portée est analysée a la lueur de ces résultats.

Le chapitre 5 contient la détermination de relations théoriques satisfaites par les fonction-
nelles d’échange et de corrélation de courte portée exactes, incluant 1’étude de comportements
asymptotiques, des propriétés de transformation d’échelle et le théoreme du viriel. Ces relations
permettent de poursuivre 'analyse de ’approximation locale de courte portée.

Le chapitre 6 propose un certain nombre d’approximations a la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée qui dépassent 'approximation locale. Certaines de ces fonctionnelles
approchées sont construites a partir de contraintes théoriques et permettent d’étendre la portée
de l'interaction traitée correctement par la fonctionnelle.

Le chapitre 7 applique, sur quelques systemes atomiques et moléculaires pouvant présenter
des effets de corrélation de (quasi-)dégénérescence importants, ’extension multidéterminantale
de la méthode de Kohn-Sham dans une implémentation efficace et en utilisant une fonctionnelle
d’échange-corrélation de courte portée améliorant I’approximation locale.

Apres la conclusion générale viennent des annexes contenant des détails techniques d’im-
plémentations et de calculs, certaines démonstrations longues et la détermination détaillée de
propriétés du gaz homogene d’électrons avec une interaction électronique modifiée.
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Lorsque les unités ne sont pas spécifiées explicitement, ce sont les unités atomiques (a.u.) qui
sont tacitement utilisées dans ’ensemble de ce document.
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Chapitre 1

Théorie de la fonctionnelle de la
densité

Ce chapitre décrit le probleme quantique a N électrons étudié dans cette these et présente
quelques aspects de I'approche de la théorie de la fonctionnelle de la densité. Ce sujet tres
vaste n’est évidement pas traité ici de maniere exhaustive. Les themes discutés ont été choisis
principalement en raison de leur utilité pour le reste du manuscrit ou par intérét personnel. Ce
chapitre permet par ailleurs d’introduire les principales notations utilisées dans cette these.

1.1 Probleme quantique a N électrons

Le systeéme étudié est un systeme quantique formé par N électrons (situés en r;) et M noyaux
(situés en R,,) en interaction coulombienne (atomes, molécules ou solides). Dans I’approximation
de Born-Oppenheimer et non-relativiste, I’hamiltonien électronique s’écrit, en unités atomiques
(h=m = e%/(4meg) = 1),

N N N
1 1
H(I']_, ro, ..., I'N) = _5 Z V’LZ + 5 Z we@(rij) + Z vne(ri)v (11)
% i#£j %
ol le premier terme représente I’énergie cinétique électronique, wee(ri;) = 1/|r; —r;| est I'inter-
action électron-électron et vy,e(r;) = — Zi\f Za/Iri — Ry| est linteraction noyaux-électron (Z,
sont les charges nucléaires). L’opérateur hamiltonien H(ry,rs,...,ry) agit dans l'espace de Hil-

bert des états £ '. On s’intéresse aux états stationnaires donnés par I’équation de Schrédinger
indépendante du temps

H(I‘l,l‘g, ceny I‘N>\I/(I‘181, roSo, ..., I‘NSN) = E\Il(rlsl, rosSo, ...,I‘NSN), (12)

ou la fonction d’onde V¥ est antisymétrique dans I’échange des coordonnées d’espace r; et de spin
s; de deux électrons. L’équation de Schrédinger (1.2) contient toute la physique nécessaire a la
description des propriétés statiques de la plus grande majorité des systemes électroniques.
L’équation de Schrédinger (1.2) peut également étre écrite dans I'espace de Hilbert abstrait
de Dirac suivant R
H|¥) = E|¥), (1.3)

dans lequel il est commode d’exprimer ’hamiltonien en formalisme de seconde quantification

H=T+ W+ Vpe, (1.4)

'L’espace de Hilbert des états est £ = L?(R*N x 2V) muni du produit scalaire hermitien usuel et ot ¥ =
{—1/2,1/2} est l'espace des coordonnées de spin.

19
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o T est I'opérateur d’énergie cinétique
:—z/w )V, (r)dr (1.5)

Wee est I'opérateur d’interaction électron-électron

=5 2 [ [ b 0B w2 ra2) s (v, (i, (1.6)

0'10'2

et Vne est 'opérateur d’interaction noyaux-électron
=3 [ )b (r), (L7)
g

utilisant les opérateurs de champs création zﬁl(r) et annihilation v, (r) satisfaisant aux régles
d’anticommutation fermioniques usuelles.
Il est également pratique de définir 'opérateur densité

= 570 ) (), (18)
e
lopérateur matrice densité a une particule

=D dh)ds (), (1.9)

et 'opérateur matrice densité diagonale a deux particules

ﬁ2(r1>r2) = Z¢ I'1’QZJ 1‘2)1@72(1‘2)12)01(1‘1)

o102

= A(r)f(ry) — a(ry)o(ry —ra), (1.10)
de sorte que les équations (1.5), (1.6) et (1.7) peuvent se réécrire de maniere plus compacte

T:—l/ (V2 (r,x)],_ dr, (1.11)

// N (r1, r2)Wee(r12)dridrs, (1.12)
Ve = /vne(r)ﬁ(r)dr. (1.13)

Pour une base monoélectronique quelconque {|i)} (par exemple une base de fonctions gaus-
siennes ou d’ondes planes), les expressions des opérateurs précédents deviennent

T = (ilil)el, e, (1.14)
ijo
. 1
Wee = 5 Z <7f]’wee’kl> Cioy ]JQClagckala (115)
ijkloioa
Vne = Z<i’ﬁne|j>é;rgéjoa (116)

1j0
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T

10
les éléments de matrice des opérateurs monoélectroniques d’énergie cinétique t et d’interaction
électron-noyaux vpe (« intégrales monoélectroniques ») et (ij|wec|kl) sont les éléments de matrice
de Popérateur biélectronique d’interaction électron-électron we. (« intégrales biélectroniques »).
En pratique, une « base incompléte » est utilisée et ces équations désignent alors les projections
des opérateurs sur cette « base ».

On étudie le systeme a température nulle de sorte que parmi tous les états stationnaires
du systeme on ne s’intéresse essentiellement qu’a I'état fondamental W, supposé lié et éven-
tuellement dégénéré, d’énergie Ey. Calculer ’énergie de I’état fondamental Ey est en général le
premier but dans toute étude d’un systeme électronique. Un résultat fondamental donné par le
théoreme variationnel est que l'énergie Ey peut étre obtenue par minimisation

et é;, sont les opérateurs création et annihilation dans cette base, (i|t|j) et (i|i,e|j) sont

ou ¢

Ey = min (U|H|W 1.17
0 &gH!>7 (1.17)

la recherche étant effectuée dans ’espace £4 des fonctions d’onde décrivant un état lié, a N
électrons, normalisé et antisymétrique 2. On vérifie que 1’équation d’Euler-Lagrange associée &
la minimisation (1.17) prenant en compte la normalisation de la fonction d’onde est équivalente
a I’équation de Schrodinger (1.3). On supposera toujours qu’au moins un minimum existe et est
atteint pour Vg. Un avantage important de la formulation variationnelle est qu’une erreur du
premier ordre sur la fonction d’onde n’entraine qu’une erreur du deuxieéme ordre sur 1’énergie.

Les méthodes variationnelles habituelles de la chimie quantique ou de la physique de la ma-
tiere condensée utilisent directement le théoreme variationnel (1.17) dans l’espace des fonctions
d’onde. Au contraire, 'approche de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT pour Den-
sity Functional Theory) est basée sur une reformulation du théoréme variationnel en terme de
la densité électronique.

Nous rappelons a présent quelques aspects essentiels de la DFT. Pour une description plus
détaillée, voir par exemple les références [1-9].

1.2 Théoreme de Hohenberg-Kohn

Hohenberg et Kohn [10] ont montré que la densité de I’état fondamental détermine (& une
constante additive pres) le potentiel externe dans I’hamiltonien d’un systéme électronique. Toutes
les observables du systeme, en particulier I’énergie de 1’état fondamental, sont donc des fonc-
tionnelles de la densité de 1’état fondamental. Hohenberg et Kohn ont ainsi pu écrire la somme
de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle d’interaction électronique sous la forme d’une
fonctionnelle universelle de la densité (indépendante du potentiel externe) sur l’ensemble des
densités v-représentables avec interaction 3, noté A,,. Par la suite, cette fonctionnelle a été éten-
due & Iensemble des densités N-représentables 4 | désigné par A, par Levy [11,12] et Lieb [13]
sous la forme

Fln] = min (¥|T + Wee|W), (1.18)

el (n)
ot £4(n) est I'ensemble des fonctions d’onde de €4 donnant la densité n ° . La fonction d’onde
minimisante dans I’équation (1.18) sera notée ¥[n|. On peut également écrire cette fonctionnelle

*Plus précisément, E4 = {¥ € E| Y sn [pan [VE[* < oo, (¥|¥) = 1, ¥ antisymétrique} qui est un sous-espace
de Sobolev d’ordre 1.
A 3Upe densité est v-représentable avec interaction si elle est la densité de 1’état fondamental d’un hamiltonien
T+ Wee + [v(r)n(r)dr.

4Une densité est N-représentable si elle est la densité d’un état lié & N électrons. L’ensemble des densités
N-représentables est N = {n|n > 0,/n € H'(R?), [ n(r)dr = N} avec I'espace de Sobolev d’ordre 1, H*(R?) =
{f € L?| [45 IV f|? < oo}, lui-méme sous-espace de I'espace de Banach L' N L?.

Scest-a-dire E4(n) = {¥ € Ea|(T|A(r)|¥) = n(r)}.
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avec ses composantes cinétique et potentielle : F'[n] = T'[n] + Wee[n] avec T'[n] = (U[n)|T|W[n])
et Weeln] = (W[n]|Wee|¥[n]).

Hohenberg et Kohn ont aussi démontré un théoreme variationnel de 1’énergie de 1’état fon-
damental par rapport a la densité. La version généralisée de ce théoreme pour des densités
N-représentables est

ne

Ey = mij{lf{F[n]+ / vne(r)n(r)dr}, (1.19)

le minimum étant obtenu pour la densité ny de ’état fondamental.

1.3 Méthode de Kohn-Sham

La fonctionnelle F'[n| étant difficile & approcher directement et notamment sa partie cinétique,
Kohn et Sham (KS) [14] ont introduit la fonctionnelle d’énergie cinétique sans interaction pour
des densités v-représentables sans interaction ¢ | noté AV. La version étendue aux densités N-
représentables de Levy et Lieb est

Ty[n] = min (¥|T|® 1.20
n) = min (¥[T]0), (1.20
La fonction d’onde minimisante dans 1’équation (1.20) sera notée ®[n]. Il s’agit en général d'un

déterminant de Slater.
La fonctionnelle universelle peut alors étre décomposée sous la forme

Fln] = Ts[n] + Euln] + Eaeln], (1.21)

ou Ey[n] est la fonctionnelle d’énergie de Hartree

Exu[n] = ;//n(r1)n(rg)wee(rlg)drldrg, (1.22)

représentant la contribution majeure a I’énergie d’interaction d’origine classique et non-locale et
E.c[n] est la fonctionnelle d’énergie d’échange-corrélation d’expression inconnue.
L’énergie de I’état fondamental est alors donnée exactement par

Ey = min {@é?LIEn)<q’|T"I’> + / Une(T)n(r)dr + Byln] + Exc[n]}

= \IIIIEHSI}L\ {(\I’\TW} + /vne(r)n\p(r)dr + Eulng] + Exc[n\p]} . (1.23)

ou ny désigne la densité associée a la fonction d’onde W, c’est-a-dire ny(r) = (¥|n(r)| V).
En écrivant I’équation d’Euler-Lagrange correspondant & la minimisation (1.23), nous obte-
nons

(T + VKS[W]) T = Exs|T) (1.24)

ou &ks est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de normalisation de la fonction
d’onde et Vks[n] est le potentiel externe local de Kohn-Sham Vkg[n| = [ wvks(r)n(r)dr avec
VKS(r) = Une(r) + vH(r) + v4e(r), faisant apparaitre le potentiel de Hartree

(1.25)

. 5Une densité est v-représentable sans interaction si elle est la densité de I’état fondamental d’un hamiltonien
T + [v(r)i(r)dr.
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et le potentiel d’échange-corrélation

dEc[n]
on(r)

Vge(r) = (1.26)

L’équation de KS (1.24) se résout de maniere itérative en supposant que le minimum de
I’équation (1.23) est atteint pour I'état fondamental de T+ Viks. A la convergence, la fonction
d’onde KS, @, est obtenue et donne en principe la densité exacte de I'état fondamental ng =
ng. Si 'état fondamental du systeme KS n’est pas dégénéré, @ est un déterminant de Slater.
L’équation (1.24) définit le systéme fictif sans interaction de KS d’hamiltonien Hys =T + Vks.

Pour écrire ’équation d’Euler-Lagrange (1.24), il a été supposé que E,.[n] est différentiable
(au sens de Gateaux) au moins a la densité ny du systeme physique. En fait, jusqu’a présent,
il n’a été possible de démontrer la différentiabilité de E,.[n] que sur I’ensemble A, N N des
densités a la fois v-représentables avec interaction et sans interaction [15]. S'il est clair que la
densité du systeme physique est v-représentable avec interaction, elle n’est pas nécessairement
v-représentable sans interaction (voir par exemple les références [16,17]). Il est donc possible
que le systeme de KS de I'équation (1.24) n’existe pas pour certaines densités. Comme nous
I'indiquons dans le paragraphe suivant, ce probleme de la v-représentabilité peut étre surmonté
en redéfinissant la fonctionnelle universelle & partir d’'un mélange d’états plutét que d’'un état
pur.

Notons pour finir que la fonctionnelle d’échange-corrélation est fréquemment décomposée en
deux contributions

E.c[n] = Ei[n] + E.[n], (1.27)

ou E.[n| est la fonctionnelle d’échange
Ey[n] = (®[n][Wee|®[n]) — Euln], (1.28)
et E.[n] est la fonctionnelle de corrélation
Ee[n] = (W[n]|T + Wee|¥[n]) — (@[n]|T + Wee|®[n]). (1.29)
L’énergie de corrélation contient donc la somme d’une contribution d’énergie cinétique et poten-
tielle : E.[n] = Tc[n] + Ucn] avec Te[n] = T'[n] — Ts[n] et Ue[n] = Ween| — (Eu[n] + Ez[n]). En
conséquence, le potentiel d’échange-corrélation se décompose aussi en une contribution d’échange

_ 0E;[n]

g (1) Sn(r) (1.30)
et de corrélation 5K
ve(r) = M‘ZES]. (1.31)

1.4 Meélange d’états et transformée de Legendre

La redéfinition de la fonctionnelle universelle F'[n] en utilisant une matrice densité d’un
mélange d’états (ensemble) au lieu d’'un état pur permet la construction d’une méthode de KS
mathématiquement plus rigoureuse. Pour une densité N-représentable, Lieb [13] et Valone [18]
ont ainsi redéfini la fonctionnelle universelle par

Fln] = DI»EH’DiI(ln) Tr {]_A) (T + Wee)} , (1.32)
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ou la recherche est effectuée sur I’ensemble des matrices densité normalisées d’un mélange d’états
a N particules et donnant la densité n, noté D(n) 7. La fonctionnelle correspondante pour
I’énergie cinétique sans interaction est

Ty[n] = min Tr[DT]. (1.33)

DeD(n)

Ainsi définies, ces fonctionnelles ont I’avantage d’étre convexes sur N et il est possible de dé-
montrer que F'[n] est différentiable sur I'ensemble des densités v-représentables par un mélange
d’états avec interaction, noté N, et que Ts[n] est différentiable sur I’ensemble des densités
v-représentables par un mélange d’états sans interaction, désigné par N2 [9]. La fonctionnelle
d’échange-corrélation correspondante E,.[n] = F[n| — Tg[n]| — Ex[n| est donc différentiable sur
I’ensemble Ay, N NSU. Il est tres probable que ce dernier ensemble soit égal & N, ou soit au
moins dense dans Ng,, de sorte que 1’on puisse toujours différentier F,.[n] a la densité du sys-
téme physique (qui est dans N, C Ngy) [9]. Dans le cas ou I'état fondamental de le systeme de
KS obtenu est dégénéré, la fonction d’onde ® de KS doit alors en général étre remplacée par un
mélange des états fondamentaux. Une formulation équivalente consiste a conserver une vision
monodéterminantale mais a introduire des nombres d’occupation fractionnaires pour les plus
hautes orbitales occupées dégénérées (voir par exemple la référence [4]).

La fonctionnelle universelle de I’équation (1.32) peut étre aussi formulée comme la transfor-
mée de Legendre de E[v] = mingeg , (¥|T + Wee + [v(r)n(r)dr|¥) [13,19)]

F[n] = sup {E[v] - /v(r)n(r)} , (1.34)
veY

ot la recherche est effectuée sur 'ensemble des potentiels « physiquement réalistes » V 8. La borne
supérieure dans ’équation (1.34) existe pour des densités N-représentables. Dans cette formu-
lation le probleme de wv-représentabilité s’exprime clairement : si la densité est v-représentable
par un état pur avec interaction alors la borne supérieure est en réalité un maximum qui est
atteint pour le potentiel correspondant. Par exemple, pour la densité du systeme physique, le
maximum est atteint pour le potentiel physique noyaux-électron vye(r). De maniere similaire,
la fonctionnelle d’énergie cinétique sans interaction de I’équation (1.33) est la transformée de
Legendre de Ey[v] = mingeg, (¥|T + [ v(r)a(r)dr|¥)

nm:m{&m_/mmm} (1.35)

veY

Si la densité est v-représentable par un état pur sans interaction alors la borne supérieure est
un maximum qui est atteint pour le potentiel de KS associé a cette densité.

Cette formulation par transformée de Legendre des fonctionnelles ne constitue pas seulement
un apport purement mathématique a la théorie. Elle fournit aussi un moyen pratique de cal-
culer le potentiel effectif de KS associé a une densité donnée en appliquant une procédure de
maximisation (voir par exemple les références [20,21]).

1.5 Utilisation de ’échange exact

Au lieu d’employer une fonctionnelle de la densité explicite pour E,[n], il est possible d’utiliser
Pexpression exacte de 1’échange construit avec la fonction d’onde ®[n] :

E.[n] = (®[n]|We|B[n]) — Euln]. (1.36)

"D(n) = {ﬁ = 3% N|T) (W] avec A > 0, S50 A = 1, {¥;} base orthonormée de £4 et Tr[Dia(r)] =
n(r)}

8y = [3/2 4 L™ qui est le dual de L' N L? contenant ’ensemble des densités N-représentables.
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Cependant, dans la minimisation de 1’équation (1.23), la contrainte de localité du potentiel
d’échange v, (r) = 0E;[n]/on(r) doit alors étre imposée explicitement. Il est alors plus pratique
d’effectuer la minimisation par rapport au potentiel externe local de KS. En effet, la correspon-
dance biunivoque entre densité et potentiel externe local permet d’écrire (voir par exemple les
références [8,22])

By = inf { (@]l H|9[e]) + Eofn.]} (137)

ou ®[v] et n, sont la fonction d’onde et la densité de I’état fondamental du systéme sans interac-
tion d’hamiltonien 7' + J v(r)n(r)dr. La borne inférieure dans 1'équation (1.37) est un minimum
qui est atteint pour le potentiel de KS si la densité du systeme physique est v-représentable sans
interaction. Cette procédure, dite d’optimisation du potentiel effectif (OEP pour Optimized Ef-
fective Potential), permet en outre l'utilisation de fonctionnelle de corrélation E. ne dépendant
pas explicitement de la densité mais des orbitales ou des énergies orbitalaires de KS par exemple.

Alternativement, il est possible d’éviter la procédure fastidieuse d’optimisation du potentiel
en introduisant une énergie d’échange de type Hartree-Fock (HF), fonctionnelle explicite d’une
fonction d’onde W. Cette énergie d’échange s’écrit

1 .
Eynr[V] = —4// (@[ (r1,12) |¥)|*wee (r12)drdrs. (1.38)
Une fonctionnelle universelle de type HF est alors obtenue & partir de E, yr[¥] par
Fyur[n] = min {(xymm + Euln] + Ea;,HF[\I/]}, (1.39)
velq(n)

qui peut étre utilisée pour écrire la fonctionnelle universelle F'[n] suivant
Fn] = Fur[n] + Ecur(n]. (1.40)

L’équation (1.40) définie la fonctionnelle de corrélation E. mr[n] [14,23]. De maniére semblable &
Péquation (1.23), I'énergie de 1’état fondamental du systéme électronique est donnée exactement
par

Ey = lIEIéIEI; {<\I/|T|‘1/> + /vne(r)nq,(r)dr + EH[TL\I/] + E%HF[\I’} + Ec,HF[n\I!]}

= (Purc|T|Purc) + / Vne(T) Mgy, (v)dr + En[neg, ] + Eenr[®Pure] + Eenr [noyp. ],
(1.41)

le minimum étant atteint pour la fonction d’onde @y, en général un déterminant de Slater,
donnant en principe la densité exacte ng. La fonction d’onde ®yp. n’est ni le déterminant KS,
ni le déterminant habituel HF. En conséquence, ’énergie de corrélation E.yr n’est ni I'énergie
de corrélation de la méthode de KS, ni ’énergie de corrélation post-HF habituelle. En pratique,
les différences sont néanmoins minimes. Notamment, ces énergies de corrélation sont toutes
identiques pour le gaz homogene d’électrons. Remarquons que cette approche sort du cadre de
ce que 'on appelle habituellement la méthode de KS puisque le potentiel d’échange associé a
E, 1r[¥] n’est plus local.

1.6 Densité de paires

Pour améliorer notre perception physique de la fonctionnelle d’échange-corrélation, il est
utile d’introduire des fonctions de corrélation a deux particules telle que la densité de paires.
Pour la fonction d’onde ¥[n|, la densité de paires correspondante s’écrit

ng(rl,rg) = <\If[’l’LHTAL2(I'1,I'2)|\IJ[n]> (142)
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L’interprétation probabiliste de cette quantité est que na(ry, ro)dridrs est la probabilité [norma-
lisée au nombre total de paires N(N — 1)] de trouver une paire d’électrons en (ri,rq). L’énergie
d’interaction électronique s’exprime en fonction de na(ry,ry) par

(0[] [Wee | 91 / / na(r1, 12)wee (r12)drrdrs. (1.43)

En suivant la décomposition de I'énergie effectuée dans la méthode de KS, la densité de paires
est décomposée sous la forme

N9 (1‘1, I'Q) = n(rl)n(rg) + n27xc(r1, I'Q), (144)

oll N2 z¢(r1,T2) est la densité de paires d’échange-corrélation. Il est également pratique d’intro-
duire le trou d’échange-corrélation ng.(ri,r2) = ngge(ri,r2)/n(ry). La positivité de na(ry, r2)
entraine que ng.(r1,r2) > n(re). De plus, nous avons la régle de somme suivante

/nm(rl,rg)drg =—1. (1.45)
La densité de paires associée a la fonction d’onde KS, ®[n], sera notée
RS ey, 1) = (@[n]lia(r1, 72)|@[n]), (1.46)
et permet de définir la densité de paires d’échange ny ,(r1,r2) par
nES(ry, o) = n(ri)n(re) 4+ no(ry, ra), (1.47)
ainsi que le trou d’échange ny(ri,r2) = ngz(ri,r2)/n(r;). Comme pour le trou d’échange-
corrélation, nous avons ng(ri,re) > n(rz) et

/n$(r17r2)dr2 = —1. (1.48)

De plus, le trou d’échange est toujours négatif : n,(ry,re) < 0. L’énergie d’échange s’exprime en
fonction de ng 4 (r1,r2) ou ng(ry,ra) par

// 122 (X1, r2)Wee(ri2)dridry = // n(ry)ng(r1, re)wee(ri2)dridrs, (1.49)

conduisant a l'interprétation de F, comme I’énergie d’interaction électrostatique des distribu-
tions de charge n(ry) et n;(ry,ry). La densité de paires de corrélation est définie par différence

n2.c(r1,r2) = N2 4e(r1, r2) — no 4 (ri, r2), (1.50)

et le trou de corrélation n.(ry,ra) = ng(ri, ra)/n(ry) satisfait donc a la regle de somme

/nc(rl, I‘Q)drg =0. (151)

La contribution de corrélation a I'énergie d’interaction s’exprime en fonction de ny.(r1,r2) ou
ne(ry, ra) par

// na.c I'1,I'2 wee(rlg dI‘ldI'Q // I‘l Ne rl,rg)wee(rlg)drldrg (152)

Nous utiliserons aussi la fonction de corrélation de paires g,.(r1,r2) définie par
na(ri,ro) = n(ry)n(re)gz.(ri, ra), (1.53)
que peut étre décomposée en une partie d’échange et une partie de corrélation
Gre(r1,T2) = g2 (r1,T2) + ge(r1,T2), (1.54)
ou la partie d’échange est donnée par

nKS(r1,19) = n(r))n(ry)g.(r1,r2). (1.55)
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1.7 Connexion adiabatique linéaire

Le procédé de connexion adiabatique reliant de fagon continue le systéme sans interaction
de KS au systeme physique en maintenant la densité constante est un outil tres utile en DFT,
permettant notamment d’obtenir une expression pratique pour la fonctionnelle de corrélation. Si
une infinité de chemins de connexion adiabatique sont possibles, le chemin le long duquel I'inter-
action électronique est branché linéairement, We/\e = )\Wee, avec le parametre d’interaction A, est
le plus simple et le premier qui a été utilisé historiquement (voir par exemple la référence [24]).
L’hamiltonien le long de cette connexion adiabatique linéaire s’écrit

H =T+ WX +V*, (1.56)

olt VA = [ (r)i(r)dr et v*(r) est le potentiel externe local (& une constante additive pres)
imposant que la densité de 1’état fondamental le long de la connexion reste égale a la densité de
I’état fondamental du systeme physique. La fonction d’onde de I’état fondamental du systeme
de I’équation (1.56) sera notée W*. L’hamiltonien (1.56) se réduit & I’hamiltonien KS pour A = 0
et a ’hamiltonien physique pour A = 1.

Comme pour le systéeme physique, il est possible de définir une fonctionnelle universelle pour
chaque parametre \ associée au systeme de 1’équation (1.56)

FANn] = min (U|T 4 AW, |®), (1.57)
veq(n)

la fonction d’onde minimisante étant notée WA[n]. Cette fonctionnelle se décompose suivant
FAln] = Ti[n] + Ey[n] + Ex[n], (1.58)

ot E{[n] est la fonctionnelle de Hartree pour I'interaction AMwee(r12)
1
Ej[n] = 3 // n(ry)n(re) Awee (r12)dridry = AEx[n], (1.59)

et E.[n] est la fonctionnelle d’échange-corrélation correspondante. Celle-ci se décompose en une
contribution d’échange

E[n] = (2[n]| A\ Wee|®[n]) — E[n] = AEx[n], (1.60)
et une contribution de corrélation
EXMn) = (U 0]|T + AW |9 [n]) — (®[n]|T + AWee|®[n]). (1.61)

En prenant la dérivée par rapport & A de Iéquation (1.61) et en utilisant le théoreme de
Hellmann-Feynman, nous obtenons

OEX [n) « .

B (O[] [Wee| 97 [1]) — (@[n]|Wee|@[n])

1
= 2//né\,c(rh1‘2)wee(7“12)d1‘1d1‘2, (1.62)

ot nj .(ry,r2) est la densité de paires de corrélation associée & la fonction d’onde W*. En intégrant
sur A de 0 a 1, nous arrivons a l'expression suivante pour la fonctionnelle de corrélation du
systeme physique

1 1
E.n] = 2/0 d\ // n%"c(rl,rg)wee(rlg)drldrg. (1.63)
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Chapitre 2

Décomposition longue portée/courte
portée de I’énergie en théorie de la
fonctionnelle de la densité

Ce chapitre expose, dans le contexte de la théorie de la fonctionnelle de la densité, 'intérét
et le principe de la décomposition de 1’énergie électronique en contributions de longue portée
et de courte portée en partant d’'une décomposition de l'interaction électronique coulombienne.
Diverses alternatives pour la décomposition de l'interaction et de I’énergie sont présentées et
comparées en détail. L’approximation locale aux fonctionnelles d’échange et de corrélation de
longue et de courte portée ainsi introduites dans ces décompositions est testée sur des systemes
simples tels que les atomes d’hélium et de béryllium.

2.1 Introduction

L’intéréet de décomposer I’énergie totale ou une partie de 1’énergie totale d’un systeme en
une contribution de longue portée et une contribution de courte portée afin d’en faciliter son
calcul est ancienne. Ainsi, la technique de la sommation d’Ewald [1], la méthode des moments
multipolaires rapides (FMM) [2], ou encore I'algorithme KWIK [3], qui permettent par exemple
un calcul efficace des énergies électrostatiques coulombiennes, constituent autant de méthodes
basées sur la décomposition longue portée/courte portée de 'interaction électronique. Un autre
exemple en mécanique quantique est donné par les premiers calculs de I’énergie de corrélation du
gaz homogene d’électrons basés sur un traitement différent des contributions de longue portée
et de courte portée (voir par exemple les références [4-6]).

En théorie de la fonctionnelle de la densité, ’analyse en vecteurs d’onde de ’énergie d’échange-
corrélation d’un systéme inhomogene [7], analogue dans ’espace de Fourier & I’analyse en terme
de portée de l'interaction dans ’espace direct, a été tres instructive. En effet, elle a conclu que
Papproximation locale (LDA pour Local Density Approzimation) et 'approximation du déve-
loppement en gradient (GEA pour Gradient Expansion Approximation) constituent de bonnes
approximations a la fonctionnelle d’échange-corrélation dans le domaine des courtes longueurs
d’onde mais sont tres imprécises dans le domaine des grandes longueurs d’onde. Une analyse
rudimentaire effectuée dans l’espace direct conduit & la méme conclusion que 'approximation
LDA est précise aux petites distances interélectroniques mais pas aux grandes distances (voir
par exemple la référence [8]). Ces observations ont aussitot poussé a la conception de nouvelles
approximations basées sur une décomposition de 1’énergie d’échange-corrélation dans l’espace
de Fourier [9,10] ou dans ’espace direct [11]. Cette démarche a aussi joué un rdle important
dans la construction des premieres corrections généralisées de gradient (GGA pour Generalized
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Gradient Approzimation) [12-17] basées sur 1'idée directrice de corriger dans I’approximation
LDA la contribution incorrecte de longue portée a 1’énergie d’échange-corrélation.

Toujours dans le cadre de la DFT, Savin et al. [18-25] ont suggéré de décomposer l'interaction
électronique en contributions de longue portée et de courte portée dans le but de construire une
extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham. Cette approche consiste a traiter
la partie de longue portée de I'énergie par une méthode traditionnelle de la chimie quantique
utilisant une fonction d’onde multidéterminantale et de n’utiliser une fonctionnelle de la densité
approchée que pour la partie de courte portée. Cette méthode permet d’améliorer la précision et
le controle des approximations en DFT, en particulier dans les cas de systemes présentant des
phénomenes de quasi-dégénérescence.

Kohn et al. ont également proposé une autre décomposition longue portée/courte portée
pour une description précise d’énergies de van der Waals en combinant une fonctionnelle de
courte portée et un calcul de I'énergie de longue portée basée sur I'utilisation du théoreme de
fluctuation-dissipation appliqué dans le cadre d’une connexion adiabatique (ACFD pour Adia-
batic Connection Fluctuation Dissipation) [26].

En vue d’améliorer la méthode de Kohn-Sham avec les fonctionnelles approximatives ac-
tuelles, il a aussi été envisagé d’appliquer la décomposition longue portée/courte portée en conser-
vant un formalisme & un seul déterminant de type Hartree-Fock ou Kohn-Sham [27,28], ce qui
revient notamment a négliger la partie de longue portée de I’énergie de corrélation. Une variante
proche consiste a n’effectuer la décomposition que sur I’énergie d’échange. Il est alors possible de
combiner une fonctionnelle d’échange de courte portée avec une énergie d’échange de longue por-
tée de type Hartree-Fock [29-32], ou au contraire d’utiliser une fonctionnelle d’échange a longue
portée avec une fonctionnelle hybridée avec ’échange Hartree-Fock a courte portée [33-35].

Tous ces choix de décomposition de ’énergie en DFT, similaires sur le principe mais diffé-
rents qualitativement, reposent plus sur une intuition physique ou sur des considérations d’ordre
pratique que sur de réels criteres objectifs. Dans ce contexte, il est intéressant de réexaminer les
choix possibles pour la décomposition de 'interaction électronique et celle de I’énergie, et d’étu-
dier en détail par des expériences numériques leurs influences sur la précision des approximations
afin de dégager la ou les décompositions les plus adéquates. C’est ce que nous nous proposons
d’entreprendre dans ce chapitre.

2.2 Décomposition de l’'interaction électronique

Le point de départ de la décomposition longue portée/courte portée de I’énergie en DFT est
la décomposition de I'interaction électronique coulombienne selon

1
o we (r) + wigh (r), (2.1)

\ Ir, . . , sr, . . , .
oll wee!'(r) est une interaction de longue portée, wee! (r) est linteraction complémentaire de

courte portée et p est un parametre dit d’interaction, contrélant cette séparation.
Le potentiel de Yukawa a souvent été utilisé pour effectuer une telle décomposition [11,18—
20,26,36]. Savin et al. [21-25] ont également utilisé la fonction erreur pour représenter la partie

longue portée de l'interaction
Ir,p ( ) _ erf(/”")

ee,erf r

(2.2)

Nous utilisons dans cette these cette interaction qui sera désignée par « interaction erf ». Cette
derniere a aussi été utilisée dans d’autres contextes en DFT (voir par exemple les références [29-
34,37]). Nous nous proposons de tester également une autre interaction de longue portée ayant
le potentiel d’effectuer une meilleure séparation longue portée/courte portée de l'interaction
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FIG. 2.1: Interaction coulombienne 1/7 (courbe pointillée), interactions de longue portée w':*(r) (courbes
pleines) et de courte portée wii*(r) (courbes tiretées) suivant les décompositions erf [équation (2.2),
courbes fines| et erfgau [équation (2.3), courbes épaisses| avec un parameétre d’interaction u = 1 a.u.. Pour
les deux décompositions, 'inverse du parametre d’interaction permet de définir un « rayon de coupure »,
re & 1/p, au dela duquel les interactions de longue portée se réduisent approximativement & I'interaction
coulombienne et les interactions de courte portée sont pratiquement nulles.

coulombienne. Cette interaction, désignée par « interaction erfgau », est obtenue en soustrayant
de l'interaction erf une fonction gaussienne

Ir s erf(cur)  2cp _1.2,2,2
ee,crfgau( ) = r - \/;‘_e 3 ) (23)
ou le coefficient et 'exposant de la gaussienne ont été choisis de facon a ce que wire"érfgau(r) et sa

dérivée par rapport a r soient nuls en r = 0, ce que 'on attend intuitivement d’une interaction
de longue portée. Afin de faciliter la comparaison des deux interactions, la constante ¢ dans
I’équation (2.3) est choisie a ¢ = (1 + 6\/3)1/2 ~ 3.375, valeur déterminée en imposant que les
développements asymptotiques (au sens des distributions) quand p — oo des interactions de
courte portée complémentaires aux interactions erf et erfgau coincident a 'ordre le plus bas
(voir 'annexe D). Il est & noter que cette forme d’interaction a déja été mentionnée dans la
littérature dans d’autres contextes [38,39].

Pour p = 0, les deux interactions de longue portée erf et erfgau sont nulles, wléz“ :O(T) =0,

alors que, dans la limite y — oo, elles se réduisent a l'interaction coulombienne, w?g” () =
1/r. Symétriquement, pour p = 0, les interactions de courte portée se réduisent a l'interaction
coulombienne, wis*="(r) = 1/r, et s’annulent pour p — oo, wiy” "*°(r) = 0. Ces interactions
modifiées, ainsi que l'interaction coulombienne, sont tracées dans la figure 2.1 avec u = 1 a.u..
Pour les décompositions erf et erfgau, l'inverse du parametre d’interaction peut s’interpréter
comme un rayon de coupure, 7. ~ 1/u, au deld duquel les interactions de longue portée se
réduisent approximativement a l'interaction coulombienne et les interactions de courte portée
sont pratiquement nulles. En ce sens, I'interaction erfgau réalise une décomposition longue por-
tée/courte portée plus nette.

Nous précisons que les interactions erf et erfgau présentent un avantage pratique important
pour des calculs utilisant des bases monoélectroniques de type gaussienne : I’évaluation des
intégrales biélectroniques correspondantes est analytique et ne requiert que des modifications
simples des algorithmes existants pour le calcul des intégrales coulombiennes (voir ’annexe A).

Enfin, de maniére analogue a 1’équation (1.12), nous définissons et utilisons par la suite les
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opérateurs d’interaction électronique de longue portée et de courte portée

. 1 R

Wik = 3 // fia (11, o) wegt (r12)drydrs, (2.4)
et )

Wbt = 5 // fa(r1, ro)wigt (r12)dridrs. (2.5)

2.3 Décomposition de la fonctionnelle universelle

Nous envisageons a présent la décomposition de la fonctionnelle universelle coulombienne
[équation (1.18)] en contributions de longue portée et de courte portée. Au premier abord,
nous pourrions penser que les différentes décompositions possibles de I'interaction électronique
conduisent & exactement autant de décompositions de la fonctionnelle universelle. Nous allons
cependant voir que, pour une décomposition de l'interaction électronique donnée, il existe en
réalité deux décompositions possibles de la fonctionnelle universelle qui seront appelées « décom-
position longue portée pure/courte portée complémentaire » et « décomposition courte portée
pure/longue portée complémentaire ».

2.3.1 Décomposition longue portée pure/courte portée complémentaire

Pour une décomposition de 'interaction électronique donnée, il est possible de définir une
. . , e s . . N
fonctionnelle universelle de longue portée associée a l'interaction électronique Wee*

F™i[n] = min (U + WEHD), (2.6)

VeEq(n)
ou E4(n) est 'ensemble des fonctions d’onde antisymétriques a N électrons donnant la densité
n (cf. paragraphe 1.2). La fonction d’onde minimisante sera notée W'™#[n]. Nous pouvons alors
définir la fonctionnelle universelle de courte portée F*"#[n| comme la contribution manquante

pour obtenir F'[n]
Fln] = F™F[n] 4+ F5Fn). (2.7)

Par analogie au cas coulombien, nous pouvons décomposer F* [n] suivant
F"[n] = Ty[n] + " [n] + B[], (2:8)

ou Ts[n] est la fonctionnelle d’énergie cinétique KS, Eg’“ [n] est la fonctionnelle de Hartree de

longue portée
r 1 r
B (o] = 5 [ [ ntron(ea)uls (o) s, (2.9)

Ir . , ’ . , . .
et Ez'[n] est une fonctionnelle d’échange-corrélation de longue portée d’expression inconnue.
Toujours par analogie au cas coulombien, nous pouvons définir des contributions d’échange et
de corrélation de longue portée par

EyHn] = (®[n]|Wit|®[n]) — Ey*[n], (2.10)
et
EMn] = F'"[n] — (@[n)|T + Wi|®[n])
(U )| T + WM (O n]) — (D[n]|[T + Wept|@[n]), (2.11)

ou ®[n] est le déterminant KS.
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A son tour, la fonctionnelle de courte portée Fs"1[n] peut se décomposer suivant
F*Fn) = Bt n] + E52F[n), (2.12)
ot E}j""[n] est la fonctionnelle de Hartree de courte portée
Eytin] =

Ex[n] — Egy"[n]
= ;// n(ry)n(ry)wiot (rig)dridrs, (2.13)

ST . 3 , . , o N
et Fout [n] est une fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée d’expression inconnue.
Les contributions d’échange et de corrélation de courte portée s’écrivent alors

EY*[n] = Eyn] - E3"n]
= (@[n)|Wet|®[n]) — Eyy*[n], (2.14)
et
EF*[n] = EBcn] - ESMn]
= FHn] — (@[n]|Wep*|@[n)). (2.15)

Notons que, pour pu = 0, les fonctionnelles de longue portée Eg’” [n], Ene [n], et EIH [n]
s’annulent alors que les fonctionnelles de courte portée Ey*[n], Ez " [n], et E¢ "[n] se réduisent
aux fonctionnelles coulombiennes de la méthode de KS. Symétriquement, dans la limite yu — oo,
les fonctionnelles de courte portée s’annulent et les fonctionnelles de longue portée se réduisent
aux fonctionnelles coulombiennes.

2.3.2 Décomposition courte portée pure/longue portée complémentaire

Pour la méme décomposition de l'interaction électronique, il existe une deuxieme fagon de
décomposer la fonctionnelle universelle coulombienne. Pour cela, nous commencgons par définir
. . , s 19 . ’ . T7ST, [
une fonctionnelle universelle de courte portée associée a l'interaction électronique Wee par
F*"Hn) = min (U|T + WEH D). (2.16)
Ve 4(n)

La fonction d’onde minimisante sera notée W*"#[n]. Nous définissons alors une fonctionnelle
universelle de longue portée F'#[n] comme la contribution manquante pour obtenir F[n]

F[n] = F"H[n] + F™F[n]. (2.17)

A cause de la non-linéarité de la fonctionnelle universelle par rapport a 'interaction électro-
nique, la décomposition ainsi obtenue est différente de celle du paragraphe 2.3.1 : F*"#[n] n’est
pas égale & F"F[n] et F™H[n] n’est pas égale & F™H[n).

La nouvelle fonctionnelle universelle de courte portée F**[n] peut étre décomposée suivant

FsMn] = Tyn] + E[n] + ES0F(n), (2.18)

ot Ef"[n] est toujours la méme fonctionnelle de Hartree de courte portée définie par 'équa-
tion (2.13) et Eyc![n] est une nouvelle fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée. La
fonctionnelle E3:*[n] se décompose en une contribution d’échange, E3*[n], déja définie par
’équation (2.14), et une contribution de corrélation Eg " [n]

Eiin] = F[n] = (@fn]|T+ Wes|ofn)
(W] T+ WEH (oF o)) — (B[] | T+ Wers|@fnl).  (2.19)
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La fonctionnelle de longue portée F'™#[n] peut étre décomposée suivant

F'™n) = Ey"[n] + EX'[n), (2:20)
ol Eyp*[n] est la fonctionnelle de Hartree de longue portée définie par Péquation (2.9) et Eye[n]
est une nouvelle fonctionnelle d’échange-corrélation de longue portée. Enfin, la fonctionnelle
EXF[n] se décompose en une contribution d’échange, Ex*[n], déja définie par Péquation (2.10),
et une contribution de corrélation E¢*[n]

g n] Ec[n] = EZH[n]

vt n] — (@[] Wi

o[n)). (2.21)

Pour toutes ces nouvelles fonctionnelles, les cas limites 1 = 0 et 1 — oo sont identiques a
ceux du paragraphe précédent.

2.3.3 Comparaison des deux décompositions

Dans la décomposition du paragraphe 2.3.1 la fonctionnelle de corrélation de courte portée
EZ""[n], étant définie par différence & une fonctionnelle de longue portée, ne dépend pas unique-
ment de l'interaction de courte portée WENH mais aussi de son complémentaire de longue portée
WEH, Pour cette raison, elle est qualifiée de « complémentaire ». Au contraire, dans la décom-
position du paragraphe 2.3.2, la fonctionnelle de corrélation de courte portée Eg *[n] résulte
directement de l'interaction de courte portée WEH et est qualifiée, par opposition, de « pure ».
Ces deux fonctionnelles sont reliées suivant

ESoH[n) = B ] + EX 5"k [n], (2.22)

N Ir—sr, ’ . . . , /N 192 .
ol E. ""[n] représente une contribution mixte longue portée/courte portée a 'énergie de cor-
rélation. Les fonctionnelles de corrélation de longue portée sont connectées de maniere identique

EM#[n] = EXHn] + EX S (n). (2.23)

Les deux décompositions se distinguent donc par I'affectation du terme mixte Er*"*[n] soit
a la partie de courte portée de énergie de corrélation (paragraphe 2.3.1) soit a la partie de
longue portée de celle-ci (paragraphe 2.3.2).

Dans la décomposition du paragraphe 2.3.1 la fonctionnelle de longue portée F'™#[n] [équa-
tion (2.6)] est directement exprimée dans le langage variationnel des méthodes de type fonction
d’onde. L’extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham exposée dans le chapitre
suivant se construit de facon naturelle avec cette décomposition.

La décomposition du paragraphe 2.3.2 a été utilisée par Kohn et al. [26] pour le couplage de
la DFT avec des approches basées sur le théoreme de fluctuation-dissipation pour le traitement
des interactions de van der Waals.

2.4 Performance de ’approximation locale aux fonctionnelles de
longue portée et de courte portée

Nous avons ainsi scindé 1’énergie électronique en diverses contributions de longue portée et de
courte portée suivant plusieurs schémas de décomposition. Le choix optimal des contributions
a l’énergie pouvant étre traitées explicitement par une fonctionnelle de la densité dépend de
notre capacité a construire des approximations suffisamment précises pour celles-ci. Dans ce
contexte, nous étudions ici la performance de 'approximation locale pour la description des
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diverses fonctionnelles d’échange et de corrélation de longue portée et de courte portée introduites
précédemment. Le LDA est en effet 'approximation la plus simple, servant de référence et
indiquant les tendances pour des approximations plus raffinées.

Apres une présentation de I’approximation locale de ces fonctionnelles modifiées, nous com-
parons les contributions de longue portée et de courte portée dans les deux décompositions
des paragraphes 2.3.1 et 2.3.2. Nous étudions aussi I'influence du choix de la décomposition de
linteraction électronique (interactions erf et erfgau). Pour cela, nous prenons I’exemple simple
des atomes d’hélium et/ou de béryllium. La précision de approximation LDA est évaluée par
comparaison a des énergies obtenues par des calculs précis (de 'ordre du millihartree) exposés
dans ’annexe B.

2.4.1 L’approximation locale

Pour une interaction électronique donnée, I’approximation locale aux diverses fonctionnelles
d’échange et de corrélation consiste & transférer localement ’énergie correspondante d’'un gaz
homogene d’électrons avec la méme interaction électronique et de densité égale a la valeur locale
de la densité du systeme inhomogene.

Considérons en premier lieu les fonctionnelles de courte portée. L’approximation locale de la
fonctionnelle d’échange de courte portée E; *[n] [équation (2.14)] s’écrit

Exfionln] = [ @)= lnir)i, (2:29)

ST, [
z,unif

de courte portée wee”, qui a été calculée pour les interactions erf et erfgau dans annexe F. De
méme maniére, la fonctionnelle de corrélation de courte portée Ep *[n] [équation (2.15)] est
donnée en LDA par

oue (n) est I’énergie d’échange par particule d’un gaz homogene d’électrons avec I'interaction

Exffpaln) = [ n(x)elit tn(r))dr, (2.2

N ST, o ) Ir,p s 5z . PR
ol &, 1ir(n) = ecunit(n) — €. 15(n) est obtenue par différence de I'énergie de corrélation coulom-

bienne, e nif(n), et de I'énergie de corrélation de longue portée d’'un gaz homogene d’électrons

. . 1 . o . _
avec l'interaction wee”. L’annexe F contient une paramétrisation de &/ ..(n) pour les cas des
interactions erf et erfgau. L’approximation locale de la fonctionnelle de corrélation de courte

portée E¢ *[n] [équation (2.19)] est

Exffpaln) = [ n(x)elifgtn(r))dr, (2:20)

ST, [
c,uni

tion de courte portée wee", calculée et paramétrée dans le cas de 'interaction erf par Zecca et
al. [40].

Les approximations locales aux fonctionnelles de longue portée peuvent étre obtenues par
simple différence par rapport au cas coulombien : E};’ﬁ‘D Aln] = Bz uoaln]—E;{h, [0l ng baln] =

Eerpaln] — EXan] et B aln] = EeLoaln] — ESjh, n).

ou g, . est I'énergie de corrélation par particule d'un gaz homogene d’électrons avec I'interac-

2.4.2 Comparaison des divers schémas de décomposition

La figure 2.2 représente 1'énergie d’échange de courte portée Ey " en fonction du parametre
d’interaction p, calculée de manieére précise et en LDA, pour I'atome d’hélium avec 'interaction
erf. A u = 0, la fonctionnelle de courte portée se réduit a la fonctionnelle d’échange coulombienne
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FIG. 2.2: Energie d’échange de courte portée Esm# [équation (2.14)] en fonction de p pour 'atome He avec
I'interaction erf. Un calcul précis (courbe pleine) est comparé & approximation LDA (courbe tiretée).

et nous retrouvons la sous-estimation bien connue de 1’énergie d’échange en LDA (environ 140
mH). Au fur et & mesure que i augmente, la partie de longue portée de I'interaction associée
a la fonctionnelle est progressivement éteinte, 1’énergie d’échange diminue et la précision de
I’approximation LDA est continuellement améliorée. Par exemple, pour p = 1.7 a.u., 'erreur
LDA sur I'énergie d’échange est inférieure & 1 mH. Dans la limite 4 — oo, la fonctionnelle de
courte portée s’annule.

L’évolution de I’énergie d’échange de longue portée Eg’“ en fonction de u est représentée
similairement dans la figure 2.3. Le cas coulombien, avec la sous-estimation de I’énergie d’échange
en LDA, correspond cette fois a la limite u — oo. Lorsque p décroit, la contribution de courte
portée a linteraction associée a la fonctionnelle est graduellement réduite, I’énergie d’échange
s’atténue et 'erreur LDA diminue. La fonctionnelle s’annule pour p = 0.

Afin de comparer de maniere adéquate la précision de 'approximation LDA sur les énergies
d’échange de courte portée et de longue portée, les erreurs LDA commises sur ESF ot EXF
sont représentées en fonction de la valeur exacte de ces énergies dans la figure 2.4. Pour toute
valeur de I’énergie d’échange, I'erreur LDA sur E;"" est significativement plus petite que celle
sur Ex* (la différence est de Pordre de 25 mH pour une énergie intermédiaire de —0.5 a.u.). Le
traitement en LDA de la contribution de courte portée a ’énergie d’échange, par opposition a la
contribution de longue portée, permet ainsi, pour une énergie donnée, de commettre une erreur
plus petite sur I’énergie, ou de maniére équivalente pour une erreur fixée, de traiter une plus
grande proportion de ’énergie d’échange. Notons que la différence entre les erreurs LDA dans
les deux cas reste malgré tout modeste.

La figure 2.5 représente les énergies de corrélation de courte portée Ea " et Ea " en fonction
de p pour 'atome d’hélium avec 'interaction erf. A 1 = 0, ces deux énergies de corrélation se
réduisent & 1’énergie de corrélation coulombienne pour laquelle nous retrouvons la forte sures-
timation de lapproximation LDA (environ 70 mH). Dans les deux cas, lorsque p augmente, la
portée de l'interaction est réduite, I’énergie décroit et la précision de 'approximation LDA est
améliorée. Par exemple, 'erreur LDA est inférieure & 1 mH lorsque i 2> 2.1 a.u. pour E2 " et des
que p 2> 1.4 a.u. pour E.. Les deux fonctionnelles finissent par s’annuler dans la limite 4 — oo.
L’énergie de corrélation de courte portée Ei " est toujours plus grande en valeur absolue que
ESM | témoignant du signe négatif du terme mixte EX""* pour ce systéme. En particulier, £S5
a une décroissance avec p plus lente que Ez " mais qui est bien décrite par 'approximation
LDA.

Les énergies de corrélation de longue portée EX* et E sont indiquées dans la figure 2.6.
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FIG. 2.3: Energie d’échange de longue portée E™# [équation (2.10)] en fonction de p pour I'atome He avec
Pinteraction erf. Un calcul précis (courbe pleine) est comparé & approximation LDA (courbe tiretée).

(@)
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FIG. 2.4: Erreurs LDA sur E$*# (courbe pleine) et EX# (courbe tiretée) en fonction de —ES5# et — EIX-#
respectivement, pour I’atome He avec I'interaction erf.
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FIG. 2.5: Energies de corrélation de courte portée ES"# [équation (2.15), courbes fines| et ES5F [équa-
tion (2.19), courbes épaisses] en fonction de p pour l'atome He avec l'interaction erf. Un calcul précis
(courbes pleines) est comparé a 'approximation LDA (courbes tiretées).

La limite g — oo correspond ici au cas coulombien. Dans les deux cas, lorsque la contribution
de courte portée a l'interaction est progressivement éteinte en diminuant y, ’énergie décroit et
de ce fait 'erreur LDA est légérement réduite. Parallelement au cas de la courte portée, pour

. L s . =y i Ir—
ce systeme, I’énergie de corrélation de longue portée E. ", incluant le terme mixte E. >, est
) 1
toujours plus grande en valeur absolue que E. .
) ) o . ) . s ) )
L’énergie de corrélation mixte longue portée/courte portée E. " est représentée dans la

figure 2.7. Le terme EX~SUF constitue une contribution & I’énergie de corrélation coulombienne
loin d’étre négligeable, pouvant atteindre environ 37% de cette énergie autour de p ~ 1.5 a.u..
Il apparait que I’approximation LDA est capable de décrire relativement correctement ce terme,
la précision étant trés bonne pour p 2 2 a.u.. Ce résultat n’était a priori pas attendu.

La figure 2.8 permet une comparaison de la précision de 'approximation LDA sur les diffé-
rentes contributions a ’énergie de corrélation en fonction de la valeur de cette énergie. 11 apparailt
que 'erreur LDA commise sur Eg " est toujours plus petite en valeur absolue que celle commise
sur Ei°F, ce qui est en accord avec 'observation précédente concernant la bonne description
de EX™"" en LDA. En comparaison avec les erreurs LDA commises sur les contributions de
courte portée, celles obtenues sur les contributions de longue portée sont toujours beaucoup plus
grandes, Uerreur sur Er* étant légerement inférieure i celle sur EXF. D’avantage que pour le
cas de I’échange, il est donc essentiel pour atteindre une bonne précision relative d’appliquer
I’approximation LDA sur la partie de courte portée de I’énergie de corrélation et non pas celle
de longue portée. Le choix de I'énergie de corrélation de courte portée Ei ' est par ailleurs
optimal.

Les compensations d’erreur entre les fonctionnelles d’échange et de corrélation étant fré-
quentes en DFT, en particulier au niveau LDA, il est intéressant de regarder les erreurs LDA
commises sur les diverses énergies d’échange-corrélation de longue et de courte portée comme
indiquées dans la figure 2.9. De maniére naturelle d’apres ce qui précede 'erreur LDA est mini-
male pour E3:" et maximale pour ELp , les deux composantes de I'énergie d’échange-corrélation
intervenant dans la décomposition du paragraphe 2.3.1. Les deux autres énergies d’échange-
corrélation ESHF et EMF relatives a la décomposition du paragraphe 2.3.2 conduisent a une
précision intermédiaire de ’approximation LDA. De maniére peu intuitive, le jeu des compen-
sations d’erreur meéne a des erreurs LDA quasiment identiques pour ces deux énergies.
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FIG. 2.6: Energies de corrélation de longue portée E™# [équation (2.11), courbes fines] et E™# [équa-
tion (2.21), courbes épaisses] en fonction de p pour l'atome He avec l'interaction erf. Un calcul précis
(courbes pleines) est comparé a ’approximation LDA (courbes tiretées).
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Fic. 2.7: Energie de corrélation mixte longue portée/courte portée EX~5"# en fonction de p pour I’atome
He avec l'interaction erf. Un calcul précis (courbe pleine) est comparé & I'approximation LDA (courbe
tiretée).
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F1G. 2.8: Erreurs LDA sur ES"* (courbe fine pleine), ES"# (courbe épaisse pleine), E[* (courbe fine
tiretée) et EM# (courbe épaisse tiretée) en fonction de —ES"H# —ES5H —EIH et — E# respectivement,
pour 'atome He avec l'interaction erf.
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FiG. 2.9: Erreurs LDA sur ES3# (courbe fine pleine), ES# (courbe épaisse pleine), E# (courbe fine
tiretée) et EH (courbe épaisse tiretée) en fonction de —ES5H, —ESUH — Bk et — EF respectivement,
pour 'atome He avec l'interaction erf.

2.4.3 Comparaison des décompositions erf et erfgau

La figure 2.10 représente, pour ’atome d’hélium, I’énergie d’échange de courte portée E5 ",
calculée de maniere précise et en LDA, en fonction de p pour les interactions erf et erfgau. Les
allures générales des courbes sont similaires pour ces deux interactions. Une comparaison plus
fine révele que 'approximation LDA avec l'interaction erfgau atteint la méme précision absolue
sur ’énergie d’échange que dans le cas de I'interaction erf pour une plus petite valeur de p et
pour une plus grande valeur de I’énergie. Par exemple, 'erreur LDA est inférieure & 1 mH des
que i 2 1.3 a.u. avec linteraction erfgau au lieu de g 2 1.7 a.u. avec Uinteraction erf. Au
voisinage de p = 0, les deux interactions conduisent également a des comportements légerement
différents de 1’énergie d’échange exacte. La courbe de E;"" en fonction de u avec l'interaction
erfgau est en effet plus plate au voisinage de y = 0 que celle obtenue avec I'interaction erf. Cette
particularité de l'interaction erfgau correspond bien a priori a ce que nous attendons d’une
bonne séparation des interactions de longue et de courte portées. En effet, proche de u = 0,
augmenter légérement u revient pour la fonctionnelle E;" & éteindre la contribution de trés
longue portée de l'interaction électronique, ce qui ne peut pas avoir d’effet dans un systeme
fini d’extension spatiale inférieure a cette portée. L’interaction erf conduit au contraire a une
diminution immédiate de I’énergie d’échange lorsque p augmente a partir de 0, révélant dans ce
cas 'imperfection de la séparation des interactions de longue et de courte portées. Cependant,
I’énergie d’échange LDA avec l'interaction erfgau décroit rapidement au voisinage de 4 = 0
comme dans le cas de l'interaction erf. Ceci vient du fait que 'extinction des interactions de
trés longue portée dans un systeme infini comme le gaz homogene d’électrons a une répercussion
immédiate sur son énergie.

La figure 2.11 compare les erreurs LDA sur ESP" obtenues avec les deux interactions. Elle
confirme qu’a une valeur d’énergie d’échange fixée I'approximation LDA est significativement
plus précise avec I'interaction erfgau, a ’exception du voisinage de la limite coulombienne lorsque
I’énergie est supérieure & environ 0.84 a.u.. Dans ce dernier cas, la différence de comportement
précitée entre systemes fini et infini vis-a-vis des interactions de tres longue portée révélée par
I'interaction erfgau conduit en effet a une plus grande erreur LDA proche du cas coulombien en
comparaison aux erreurs obtenues avec l'interaction erf. Cette erreur peut méme étre supérieure
a lerreur du cas coulombien. Par exemple, pour une énergie de —0.95 a.u., 'interaction erfgau
conduit & une erreur LDA environ 20 mH supérieure a lerreur LDA sur I'énergie d’échange
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FIG. 2.10: Energie d’échange de courte portée Eso# [équation (2.14)] en fonction de p pour 'atome He
avec les interactions erf (courbes fines) et erfgau (courbes épaisses). Un calcul précis (courbes pleines) est
comparé & Papproximation LDA (courbes tiretées).
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F1a. 2.11: Erreurs LDA sur ES"* en fonction de —ES"* pour I’atome He avec les interactions erf (courbe
fine) et erfgau (courbe épaisse).

coulombienne. Ceci atteste que ’énergie d’échange LDA dans le cas coulombien contient une
contribution de longue portée non physique contribuant fortuitement a 1’énergie.

L’évolution en fonction de p de 1’énergie de corrélation de courte portée E:* est représentée
dans la figure 2.12 pour les interactions erf et erfgau. Les courbes sont tres similaires pour ces
deux interactions. En particulier, les courbes de Ei " calculée de maniere précise sont trés plates
au voisinage de 1 = 0 pour les deux interactions, indiquant une séparation longue portée/courte
portée raisonnable pour cette quantité dans les deux cas. Nous notons au passage que le 1éger
maximum aux faibles valeurs de p sur la courbe de EZF calculée de maniere précise avec
I'interaction erfgau est une manifestation du caractere non-monotone de cette interaction, étant
a son tour responsable d’'un caractere attractif aux petites valeurs de p (voir paragraphe F.3.3
de I'annexe F).

L’inspection de la figure 2.12 montre que, comme dans le cas de I’échange, I'erreur LDA sur
E:F obtenue avec I'interaction erfgau est inférieure & celle obtenue avec l'interaction erf, sauf
au voisinage du cas coulombien.

Le cas de latome de béryllium est indiqué dans les figures 2.14 et 2.15. L’évolution de
I’énergie d’échange de courte portée E3 " en fonction de p est trés similaire & celle de I’atome
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FIG. 2.12: Energie de corrélation de courte portée ES"# [équation (2.15)] en fonction de p pour atome
He avec les interactions erf (courbes fines) et erfgau (courbes épaisses). Un calcul précis (courbes pleines)
est comparé & ’approximation LDA (courbes tiretées).
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FIG. 2.13: Erreurs LDA sur ES%# en fonction de — E5™# pour 'atome He avec les interactions erf (courbe
fine) et erfgau (courbe épaisse).
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u (a.u.)

FIG. 2.14: Energie d’échange de courte portée Est# [équation (2.14)] en fonction de p pour 'atome Be
avec les interactions erf (courbes épaisses) et erfgau (courbes fines). Un calcul précis (courbes pleines) est
comparé & approximation LDA (courbes tiretées).

FIG. 2.15: Energie de corrélation de courte portée ES"# [équation (2.15)] en fonction de p pour atome
Be avec les interactions erf (courbes épaisses) et erfgau (courbes fines). Un calcul précis (courbes pleines)
est comparé & ’approximation LDA (courbes tiretées).

d’hélium. L’erreur LDA sur ’énergie d’échange est maintenant inférieure & 1 mH pour p = 5
a.u. avec l'interaction erf et deés que i 2 3.6 a.u. avec l'interaction erfgau. La courbe de 1’énergie
de corrélation de courte portée Eg * présente une importante variation entre pu ~ 0.5 a.u. et
p =~ 1 a.u. caractéristique de la structure de couches de 'atome de béryllium. L’approximation
locale de I’énergie de corrélation Ei " ne décrit pas bien cette structure de couches. Par rapport &
I’atome d’hélium, I’erreur LDA diminue plus lentement avec p, une erreur de I'ordre de grandeur
de 1 mH n’étant atteinte qu’a partir de g = 10 a.u. aussi bien pour l'interaction erf que pour
Iinteraction erfgau.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, la décomposition longue portée/courte portée de 1’énergie en DFT & partir
d’une décomposition de I'interaction électronique a été étudiée en détail. L’approximation LDA
aux fonctionnelles d’échange et de corrélation de longue portée et de courte portée a été testée sur
les atomes d’hélium ou de béryllium pour diverses décompositions. Dans tous les cas, les résultats
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confirment que, en comparaison au cas coulombien, 'approximation LDA peut atteindre une tres
bonne précision sur la partie de courte portée de 1’énergie d’échange-corrélation, la précision
étant moindre pour la partie de longue portée. Ceci est d’autant plus vrai pour la contribution
de corrélation.

Deux schémas de décomposition de la fonctionnelle universelle, longue portée pure/courte
portée complémentaire et courte portée pure/longue portée complémentaire, ont été comparés.
Ces deux décompositions different par l'affection d’un terme mixte de corrélation longue por-
tée/courte portée soit a la partie de courte portée de Iénergie soit a celle de longue portée
respectivement. La décomposition longue portée pure/courte portée complémentaire constitue
le choix optimal dans le sens ou le traitement de 1’énergie de corrélation de courte portée par
I'approximation locale permet de décrire dans ce cas, a une précision donnée, la plus grande
proportion de I’énergie de corrélation coulombienne totale. De plus, ce schéma de décomposition
présente 'avantage que la partie de longue portée de 1’énergie, libérée du terme mixte longue
portée/courte portée, s’exprime directement dans le langage variationnel des méthodes tradi-
tionnelles de la chimie quantique, comme nous allons le rappeler dans le chapitre suivant. Le
choix de cette décomposition pour ’extension multidéterminantale de la méthode de KS exposée
dans le chapitre suivant se trouve ainsi conforté par cette analyse et nous utiliserons par la suite
uniquement cette décomposition.

La comparaison de deux décompositions possibles de 'interaction électronique (erf et erfgau)
suggere que la meilleure séparation des interactions de longue portée et de courte portée obtenue
avec l'interaction erfgau se traduit par une précision légerement plus grande de I’approximation
LDA sur les énergies d’échange et de corrélation de courte portée pour une séparation suivant
une portée intermédiaire. Néanmoins, I'interaction erfgau, de par sa forme particuliére, est aussi
responsable d’une erreur LDA plus importante que celle obtenue avec 'interaction erf au voi-
sinage du cas coulombien. Ces conclusions contrastées ne nous permettent pas pour I'instant
de trancher définitivement en faveur d’une interaction. De plus, il reste également a comparer
les interactions erf et erfgau pour le traitement de la partie de longue portée de I’énergie dans
Iextension multidéterminantale de la méthode de KS.
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Chapitre 3

Extension multidéterminantale de la
méthode de Kohn-Sham

Ce chapitre présente ’extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham basée sur
la décomposition longue portée/courte portée de ’énergie. Le principe de la méthode est rappelé.
Une fonction d’onde multidéterminantale est utilisée pour traiter la partie longue portée de
I’énergie alors que la partie courte portée est représentée par une fonctionnelle de la densité. La
précision des approximations utilisées et I'influence du choix de la décomposition de I'interaction
sont étudiées sur des systeémes atomiques simples. Certaines limitations de ’approximation locale
sont mises en évidence et diverses alternatives pour le calcul de I’énergie sont envisagées.

3.1 Introduction

Les fonctionnelles de la densité approximatives actuelles utilisées dans la méthode de KS ne
permettent pas de traiter de fagon fiable et systématique les systémes présentant des (quasi-)dé-
générescences énergétiques (voir par exemple les références [1,2]). Le traitement correct des effets
de corrélation dis aux (quasi-)dégénérescences en utilisant uniquement une fonctionnelle de la
densité apparaissant inaccessible, il semble souhaitable de construire une théorie de la fonc-
tionnelle de la densité multidéterminantale dans laquelle ces effets de corrélation soient pris en
compte explicitement en utilisant les fonctions de configuration associés aux états (quasi-)dégé-
nérés, en addition d’une fonctionnelle de la densité pour décrire les effets de corrélation restants.

La construction d’une théorie de la fonctionnelle de la densité multidéterminantale est loin
d’étre une tache aisée. Une possible approche consiste a remplacer le déterminant KS par un
mélange de déterminants, équivalent & autoriser des nombres d’occupation fractionnaires pour
les plus hautes orbitales de KS dégénérées (voir par exemple les références [3-12]). Une méthode
suffisamment générale basée sur ce principe est encore a développer. D’autres tentatives sont
fondées sur la combinaison d’un calcul partiellement corrélé de type fonction d’onde, incluant
les fonctions de configuration (quasi-)dégénérées couplées par 'interaction coulombienne, avec
une fonctionnelle de la densité décrivant les effets de corrélation restants (voir par exemple les
références [13-33]). Dans ces approches, la principale difficulté est de concevoir une fonctionnelle
de la densité variant avec la « taille » du calcul multidéterminantal, afin d’éviter tout double
comptage de I’énergie de corrélation entre la partie fonction d’onde du calcul et la fonctionnelle
de la densité.

Une approche différente consiste a décomposer ’énergie en contributions de longue portée
et de courte portée a partir d’'une décomposition de l'interaction électronique [34-36], comme
exposé au chapitre précédent. La partie de longue portée est alors traitée par une fonction
d’onde multidéterminantale et la partie de courte portée par une fonctionnelle de la densité. La
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décomposition permet d’éviter tout double comptage de 1’énergie de corrélation et la méthode
est en principe exacte. Un des avantages de cette approche est que la fonctionnelle de courte
portée introduite conserve un caractere universel évident, se prétant bien a des approximations
DFT. L’application de cette méthode utilisant I'interaction erf [équation (2.2)] a déja fait I'objet
d’un certain nombre d’études [37-42] que nous poursuivons dans cette these. Nous étudierons
en particulier dans ce chapitre 'influence du choix d’une autre décomposition de 'interaction,
I'interaction erfgau [équation (2.3)], déja entrepris dans le chapitre précédent pour la partie fonc-
tionnelle de la densité du calcul. Nous mettons aussi en évidence des limitations a ’application
de la méthode en raison de l'utilisation de l'approximation locale et envisagerons brievement
diverses alternatives au calcul de ’énergie totale consistant a utiliser un terme d’échange de
courte portée « exact ».

3.2 Principe de la méthode

Nous rappelons ici le principe général de ’extension multidéterminantale de la méthode de
KS. Nous partons de la décomposition de la fonctionnelle universelle suivant 'alternative du
paragraphe 2.3.1 du chapitre précédent

Fln] = F™Hn] + FSi[n), (3.1)

ou la partie de longue portée de la fonctionnelle est définie avec l'interaction électronique de
longue portée Wéé“ suivant

F™Fp] = min (0|7 4+ WEH W), (3.2)
velq(n)

avec €4(n) Pensemble des fonctions d’onde antisymétriques a N électrons donnant la densité n
(cf. paragraphe 1.2) et la partie de courte portée se décompose en une fonctionnelle de Hartree
de courte portée Ep*[n] [équation (2.13)] et une fonctionnelle d’échange-corrélation de courte
portée Eyct[n]

FoF[n) = ESPH(n] 4+ B34 [n). (3:3)

Utilisant le principe variationnel par rapport a la densité [voir ’équation (1.19)] et cette décompo-
sition de la fonctionnelle universelle, I’énergie exacte de 1’état fondamental du systéme physique
peut alors étre écrite comme

Bo = wig{ P+ P + / Une()n(r)dr . (3.4)
ne,

ou nous rappelons que A désigne I’ensemble des densités N-représentables (cf. paragraphe 1.2).

Utilisant pour F'™#[n] I’expression en terme de fonction d’onde et pour F*"*#[n] I’expression en

terme de fonctionnelle de la densité, nous obtenons

By = ng&{@;gi{}n)@@ WD) + / Une (r)(x)dr + B [n] + E;gﬂ[n]}

— min {<xp\:ﬁ W) 4 / Une () (r)dr + B [ng] + E;l;ﬂ[w]}. (3.5)
vel g

A w = 0, interaction Wgﬂ“ s’annule, les fonctionnelles de courte portée Els{r et Eyet se réduisent
aux fonctionnelles coulombiennes et nous retrouvons la méthode de Kohn-Sham [équation (1.23)].
Au contraire, dans la limite  — oo, l'interaction Wehé” se réduit a I'interaction coulombienne,
les fonctionnelles de courte portée s’annulent et nous retrouvons la formulation traditionnelle
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du principe variationnel [équation (1.17)] sur lequel sont basées les méthodes de fonction d’onde
habituelles.
L’équation d’Euler-Lagrange correspondant & la minimisation (3.5) s’écrit

(7 -+ Wl - V=g ) |9) = 7|w), (3.6)

ol & est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de la normalisation de la fonction
d’onde et VS"#[n] = [v*#(r)n(r)dr est un potentiel externe local avec v"*(r) = vpe(r) +
vyt (r) + v (r) faisant apparaitre le potentiel de Hartree de courte portée

SE ! [n]
ST, 4 — H 37
vH (I') 5TL(I') I ( )
et le potentiel d’échange-corrélation de courte portée
SE3H[n)
SoH(r) = ————. 3.8
W) = (33)

L’équation (3.6) est l'analogue de 'équation de KS [équation (1.24)]. Elle se résout de maniere
itérative et conduit & la fonction d’onde multidéterminantale W de D'état fondamental de 7"+
Wehé“ +Vst# donnant en principe la densité exacte de I’état fondamental. Mieux, la minimisation
directe de I’équation (3.5), sans utiliser I’équation d’Euler-Lagrange (3.6), peut étre réalisée [43].

Dans 'équation (3.6), nous avons supposé la différentiabilité de la fonctionnelle Egc*[n]. 11
se peut néanmoins que celle-ci ne soit pas garantie pour toutes les densités et que ’on soit obligé
pour y remédier de redéfinir cette fonctionnelle a partir de la matrice densité d’'un mélange
d’états au lieu d'un état pur comme dans le cas de la méthode de KS. Nous n’aborderons pas
ce point.

Une fois la fonction d’onde ¥!™# déterminée, I’énergie totale est calculée suivant

Ey = (UWH|T + Whe|ghr) 4 / One (D) gie s (B)dr + B3 F [ngien] + B [0
= (T 4 WepH 4 Vi [0 + B [ngue ] + ESg* [, (3.9)

faisant explicitement apparaitre une partie de longue portée traitée par une fonction d’onde et
une partie de courte portée traitée par une fonctionnelle de la densité.

En pratique, bien siir, des approximations doivent étre choisies pour Ezc'[n] et ylos . En
particulier, la fonction d’onde W¥™* peut étre calculée par une méthode traditionnelle de la
chimie quantique. Si une interaction de configuration (CI pour Configuration Interaction) est
utilisée, nous parlerons de méthode CI+DFT. S’il s’agit d’un calcul de champ autocohérent
multiconfigurationnel (MCSCF pour Multi-Configurational Self-Consistent Field), nous parle-
rons de MCSCF+DFT et ainsi de suite. Le caractére multidéterminantal de ¥'™* permet de
rendre compte des éventuelles (quasi-)dégénérescences du systeme.

Notons que pour des systémes ne présentant pas de (quasi-)dégénérescences, il peut étre
raisonnable de restreindre la fonction d’onde U™# & un seul déterminant, c’est-a-dire résoudre
I’équation (3.6) dans l'approximation Hartree-Fock (HF). Nous obtenons alors une méthode
hybride combinant I’énergie d’échange de longue portée HF avec ’énergie d’échange-corrélation
de courte portée DFT. Nous désignerons cette méthode par HF+DFT.

3.3 Connexion adiabatique généralisée

Il est utile d’introduire a ce stade le concept de connexion adiabatique généralisée appa-
raissant de facon naturelle dans la méthode exposée au paragraphe précédent et permettant
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notamment d’obtenir une expression pratique pour la fonctionnelle de corrélation de courte por-
tée. L’équation (3.6) permet en effet de définir un systeme fictif en interaction partielle de longue
portée d’hamiltonien

AP =T + Wht L ysee, (3.10)

la fonction d’onde de 1'état fondamental de ce systéme fictif étant ¥™#. Le potentiel Vst =
[ osH( r)dr est un potentiel externe local assurant que la densité de I’état fondamental de ce
systeme ﬁctlf soit égale & la densité de 1’état fondamental du systeme physique : (WTH |7 ()| TTH) =
no. Nous supposerons l'existence de ce potentiel ; son unicité (a une constante additive pres) est
assurée par le théoreme de Hohenberg-Kohn [44].

Pour une interaction Wey" donnée, I’équation (3.10) définit un chemin de connexion adiaba-
tique non-linéaire [45] entre le systéme sans interaction de KS et le systeme physique. Le systéme
de KS est obtenu pour =0

H*=0 = Hypg =T + Vis, (3.11)

avec pour fonction d’onde de 'état fondamental ® = ¥#=C, le déterminant KS. A I'opposé, la
limite p — oo correspond au systeme réel

H' 7 = H =T 4 Wee + Vi, (3.12)

avec la fonction d’onde du systeme physique ¥ = U#7°, De maniere plus générale, le parametre
1 sera omis pour désigner une quantité relative au systéme physique.

Le long de cette connexion adiabatique, ’énergie d’échange de courte portée s’exprime en
fonction de la densité de paires d’échange ng ,(r1,r2) similairement au cas coulombien [cf. équa-
tion (1.49)]

Esru // na.x I‘1,I‘2 w ’M(Tlg)drldI‘Q (313)

Une expression similaire pour ’énergie de corrélation de courte portée requiert l'intégra-
tion sur la variable p de la connexion adiabatique comme dans ’équation (1.63) pour le cas
coulombien. Il est pratique d’utiliser ici la connexion adiabatique non-linéaire correspondant a
I'interaction choisie. Utilisant les équations (2.11) et (2.15), nous obtenons

OESn] . Wb | oWk
Z—c 11— _ (g 2 |plnm — (P P
o << [n]] on [T Hn]) — (@[n]| on |®[n])
1 , west
- _5 // anf(rlv I‘2) = 8/5r12) dridry, (3'14)

ol 1y ’C“(rl, ry) est la densité de paire de corrélation correspondant & la fonction d’onde W+, En

intégrant 1’équation (3.14), nous obtenons la représentation exacte de I’énergie de corrélation de
courte portée suivante

- Ing ﬁwleﬁg(rm)
ESHHIn] = / d§//n;’C ri,ry) o€ ————=2dridrs, (3.15)

o M7 = 0. Cette relation sera employée par la suite.

ol nous avons utilisé le fait que E¢

3.4 Résolution approchée du systeme fictif en interaction par-
tielle

Pour que la méthode du paragraphe 3.2 soit facilement applicable, il est nécessaire que la ré-
solution de I’équation (3.6) puisse étre réalisée efficacement. Nous allons montrer que, en prenant
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pour critere le calcul de I'énergie de I'état fondamental £ de ’hamiltonien H* [équation (3.10)]
dans le cas de systemes atomiques simples, la réduction de I'interaction par rapport au cas cou-
lombien permet d’approcher la fonction d’onde U*# de 1’état fondamental par une combinaison
linéaire d’un petit nombre de déterminants. Ceci nous permettra par ailleurs d’évaluer ’influence
du choix de I'interaction (erf ou erfgau) sur la précision de 'approximation pour ¥,

Nous procédons de la fagon suivante. Pour chaque parametre d’interaction p, nous construi-
sons Phamiltonien H* avec un potentiel précis (voir I'annexe B) et calculons de maniere précise
Iénergie (& environ 1 millihartree) de son état fondamental, E# = (U4 FHH| WA au niveau
MRCISD (Multi-Reference Configuration Interaction Single Double). Nous calculons alors di-
verses énergies approchées de ’état fondamental, 55 = (Wg“ H “\\I/g’“ ), en utilisant des fonc-
tions d’onde de type CI, \Ilg’“ , développées en combinaisons linéaires de tous les déterminants de
Slater générés a partir d’espaces orbitalaires S limités. Les orbitales utilisées sont les orbitales
naturelles du systeme coulombien (diagonalisant la matrice densité a une particule) calculées au
niveau MRCISD ; elles sont adaptées a la prise en compte des effets de corrélation. La précision
d’une approximation est évaluée en calculant la différence entre &£ ‘S‘ et EX.

AEH =gl —gn, (3.16)

Nous notons bien que dans I'équation (3.9) ce sont les erreurs sur la quantité (U7 + Wit 4
Vie [ U#) qui importent et non pas celles sur EX = (U#|T 4 WEH 4 ysrw
sur ces deux quantités sont cependant tres similaires.

WKy Les erreurs

Pour P'atome d’hélium, systéme non quasi-dégénéré, les erreurs AEL sont tracées le long
des connexions adiabatiques erf et erfgau dans la figure 3.1 pour les espaces orbitalaires S = 1s,
S = 1s2s et 5 = 15252p. Dans la limite coulombienne, y — oo, la réduction de I’espace orbitalaire
entraine des erreurs importantes sur I’énergie. Quand p diminue, 'interaction est réduite et les
erreurs dues a la taille limitée des espaces orbitalaires diminuent également. Par exemple, a p =~ 1
a.u., 'utilisation d’une fonction d’onde monodéterminantale \Illlrs’“ est suffisante pour obtenir une
erreur AEY, inférieure & 5 mH. En comparaison avec l'interaction erf, des erreurs légerement plus
petites sont obtenues avec 'interaction erfgau excepté pour les faibles valeurs de p ou la non-
monotonicité de I'interaction erfgau conduit a un comportement particulier déja observé sur les
fonctionnelles de la densité au chapitre 2 (voir également le paragraphe F.3.3 de ’annexe F pour
le cas du gaz homogene d’électrons).

Le cas de I'atome de béryllium, présentant une quasi-dégénérescence des niveaux monoélec-
troniques 2s et 2p, est indiqué dans la figure 3.2 pour les espaces orbitalaires S = 1s2s et
S = 1s52s2p. A cause de la quasi-dégénérescence, I'inclusion dans la fonction d’onde des confi-
gurations construites avec les orbitales 2p est importante pour le calcul de ’énergie, de maniere
assez indépendante de l'interaction électronique. La différence d’énergie £{',, — 5{‘525219 est en
effet importante et varie peu en fonction de p pour p = 1 a.u.. Au contraire, I'erreur Agfszszp
décroit tres vite lorsque p diminue. Ainsi, pour 'interaction erf ou erfgau, autour de u ~ 1 a.u.,
I'utilisation d’une fonction d’onde \Ili’gﬂp, ne comportant qu’un petit nombre de déterminants,
conduit a une erreur inférieure a 5 mH. Comme pour le cas de I'hélium, 'interaction erfgau
conduit a des erreurs légerement plus petites excepté dans le domaine des petites valeurs de u
(0 <2 au).

La modification de I'interaction électronique permet donc, pour un méme effort de calcul CI,
d’augmenter la précision, ou pour une précision cible donnée, de diminuer ’effort du calcul en
réduisant ’espace orbitalaire. Ce n’est pas vraiment le caracteére de longue portée de I'interaction
qui est essentiel mais plutot la réduction de l'interaction électronique.



52 CHAPITRE 3. EXTENSION MULTIDETERMINANTALE DE LA METHODE DE...

AEH
(a.u.)

u (a.u.)

FiG. 3.1: Erreurs sur D'énergie de D'état fondamental du systeme fictif AEH = (Wit |HP W) —
(WMk| FE| W) oty U4 est une fonction d’onde précise et \Illsr’“ sont des fonctions d’onde approchées
générées a partir de petits espaces orbitalaires S = 1s, S = 1525 et S = 152s2p le long des connexions

adiabatiques erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées) pour 'atome He.

0.08
1s2s ,-“""/—
0.06
AEH )
(a.u.) 0.04
/ 1s2s2p /—/‘_‘_,_——
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0 WA= ‘
0 2 4 6 8
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FiG. 3.2: Erreurs sur D'énergie de D'état fondamental du systeme fictif AEH = (Wt |HP|WHH) —
(W1 FE| W1 oft W4 est une fonction d’onde précise et \Ilg’” sont des fonctions d’onde approchées gé-
nérées a partir de petits espaces orbitalaires S = 1s2s et S = 152s2p le long des connexions adiabatiques

erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées) pour 'atome Be.



3.5. EXEMPLES D’APPLICATIONS DE LA METHODE CI+DFT 53

3.5 Exemples d’applications de la méthode CI+DFT

Nous présentons ici quelques exemples d’applications de ’extension multidéterminantale de
la méthode de KS sur des systemes atomiques simples. Le but est de rappeler les performances
générales de la méthode, d’évaluer I'influence du choix de I'interaction erf ou celui de I'interaction
erfgau sur la précision des résultats, et de souligner les limitations de la méthode lorsque celle-ci
est appliquée avec ’approximation locale.

Pour des raisons de simplicité, nous nous limiterons ici & la variante CI4+DFT dans laquelle
seuls les coefficients des fonctions de configuration, et pas les orbitales, sont optimisés de fagon au-
tocohérente au cours du calcul. L’énergie électronique totale est calculée suivant 1’équation (3.9)
en utilisant une fonction d’onde de type CI, U'# ~ \Ilg’“ , engendrée a partir d’un espace orbita-
laire .S donné, et en employant ’approximation locale pour la fonctionnelle d’échange-corrélation

de courte portée Eqct[n] ~ E>4 1, [n]. L'expression finale de 'énergie électronique totale est

donc
Bo ~ (UMD 4 W 4 7, w0y 4 Elsg,u[%g,u] + Eipa [nmg,u]. (3.17)

Les orbitales utilisées sont les orbitales naturelles du systeme coulombien obtenues au niveau
MRCISD. Ces orbitales étant figées dans le calcul nous parlerons de méthode CI+DFT méme
dans le cas d’une fonction d’onde monodéterminantale, en distinction de la méthode HF+DFT
ou les orbitales seraient optimisées. A I’exception de ’atome de néon, les bases monoélectro-
niques utilisées sont des grandes bases de fonctions gaussiennes even-tempered décontractées
déja employées dans les références [46] et [41].

3.5.1 Atome d’hélium

L’énergie CI+DFT de ’atome d’hélium est tracée en fonction de p dans la figure 3.3 pour
les interactions erf et erfgau et les espaces orbitalaires S = 1s et S = 15252p. L’énergie « exacte
non-relativiste » [47] et celle obtenue dans un calcul KS avec la fonctionnelle PBE [48] sont
indiquées par des droites horizontales.

Discutons en premier lieu du cas de l’espace orbitalaire S = 1s, c’est-a-dire dans le cas ou la
fonction d’onde U# est limité & un seul déterminant de Slater. A p = 0, la méthode CI+DFT
employée ici est équivalente a la méthode de KS avec I’approximation LDA - a ceci pres que les
orbitales ne sont pas optimisées - et sous-estime fortement 1’énergie totale. Au contraire, la limite
1 — oo correspond a un calcul de type HF, toujours sans optimisation des orbitales. Pour des
valeurs intermédiaires de p, il s’opere un compromis entre la précision des approximations pour
la partie fonctionnelle de la densité et la partie fonction d’onde, et ’énergie CI4+DF'T devient en
général plus précise que dans les deux cas limites. En particulier, pour les deux interactions erf
et erfgau, la courbe de I'énergie CI4+DFT passe par un minimum autour de p &~ 1 a.u. proche
de I'énergie exacte. En ce minimum, ’énergie CI4+DF'T n’utilisant que la simple approximation
LDA est pratiquement aussi précise que ’énergie obtenue par un calcul KS avec la fonctionnelle
PBE qui incorpore des corrections de gradient.

En comparaison avec 'interaction erf, I'interaction erfgau conduit, a la valeur optimale de
i, & une énergie plus basse, plus proche de ’énergie exacte (erreur inférieure & 1 mH avec
I'interaction erfgau contre une erreur de 8 mH avec I'interaction erf). Une autre différence entre
les deux interactions, visible sur la figure, est que, avec I'interaction erfgau, 'erreur sur I’énergie
commence a augmenter avec i en partant de la limite KS. Ce comportement, déja observé sur
I’énergie d’échange LDA dans le paragraphe 2.4.3, reflete la destruction d’une compensation
partielle d’erreur s’opérant dans I’approximation LDA a p = 0.

Passons au cas de 'espace orbitalaire S = 1s2s2p. Si & p = 0 la méthode CI4+DFT se réduit
aussi a un calcul KS dans I’approximation LDA sans optimisation des orbitales, la limite y — oo
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FIG. 3.3: Energie totale CI+DFT de 'atome He calculée suivant Péquation (3.17) utilisant une fonction
d’onde de type CI pour \Illsr’” générée & partir des espaces orbitalaires S = 1s (haut) et S = 152s2p (bas),
et 'approximation LDA pour la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée Eii”iD A» pour les
interactions erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées). Les droites horizontales indioiuent I’énergie
« exacte non-relativiste » [47], Eg exact = —2.9037 a.u. (ligne pleine), et énergie issue d'un calcul KS avec
la fonctionnelle PBE, Ep ppg = —2.8968 a.u. (ligne pointillée).
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erf erfgau
espace orbitalaire | pmin (a.0.) AEpmin (2.1.) | fmin (a.0.) AEpmin (a.1.) AEOCI (a.u.)
1s 1.1 0.0075 1.1 -0.0002 0.0421
1s2s 1.2 0.0062 1.1 -0.0002 0.0258
1s2s2p 1.6 0.0003 1.2 -0.0014 0.0062
15252p3s 1.6 0.0000 1.2 -0.0023 0.0054
15252p3s3p 1.6 -0.0006 1.2 -0.0041 0.0038

TaB. 3.1: Valeurs du parametre d’interaction, fimin, et de 'erreur sur I'énergie CI+DFT, AEy min =
Eo,min — Eo,exact, al minimum d’énergie pour les interactions erf et erfgau dans I’atome He pour chaque
espace orbitalaire. L’erreur obtenue dans un calcul CI normal, AE c1 = Eo c1 — Eo exact, €st également
indiquée.

correspond cette fois & un calcul CI habituel limité a ’espace orbitalaire considéré. L’ajout de
déterminants de Slater a la fonction d’onde abaisse beaucoup ’énergie dans la limite u — oo
mais pratiquement pas dans le domaine autour de p =~ 1 a.u. ot I’énergie de ce systéeme non
quasi-dégénéré était déja bien donnée par un seul déterminant. Ceci illustre bien 1’absence de
double comptage de I’énergie de corrélation dans la méthode entre la partie fonctionnelle de la
densité et la partie fonction d’onde.

Pour une comparaison plus complete, le tableau 3.1 donne, pour chaque espace orbitalaire,
la valeur de p et lerreur sur Ey par rapport a I’énergie exacte, au minimum d’énergie pour les
deux interactions. L’erreur obtenue dans un calcul CI normal dans le méme espace orbitalaire est
également indiquée. A la valeur optimale de 1, la méthode CI+DFT permet de récupérer une plus
grande proportion de I’énergie de corrélation que le CI normal, qui converge lentement en fonction
de ’espace orbitalaire. Par rapport a I'interaction erf, au minimum d’énergie, I'interaction erfgau
conduit & une énergie plus précise pour des petits espaces orbitalaires (S = 1s et S = 1s2s)
mais surestime d’avantage 1’énergie pour des espaces orbitalaires plus grands (S = 1s52s2p,
S = 152s2p3s et S = 152s2p3s3p). Cette surestimation de I’énergie n’est pas le signe d’un
double comptage de I'énergie de corrélation mais reflete plutét un défaut de la fonctionnelle
utilisée.

3.5.2 Atome de béryllium

Le cas de l'atome de béryllium, qui est quasi-dégénéré, est indiqué dans la figure 3.4 et
dans le tableau 3.2. Les allures des courbes d’énergie CI4+DFT sont globalement similaires a
celles de I'atome d’hélium, le minimum d’énergie étant désormais atteint autour de p ~ 3 a.u..
Cependant, en comparaison avec I'atome d’hélium et pour les deux interactions, 'utilisation
d’une fonction d’onde monodéterminantale (espace orbitalaire S = 1s2s) conduit & une énergie
CI+DFT entachée d’une erreur importante méme au minimum d’énergie (erreur de 50 & 60
mH avec les interactions erf et erfgau). La prise en compte des orbitales 2p (espace orbitalaire
S = 152s2p) permet d’améliorer 1’énergie CI4+DFT d’environ un ordre de grandeur a la valeur
optimale de p. Dans ce cas, la méthode devient plus précise qu'un calcul KS avec la fonctionnelle
PBE.

Comparée a I'interaction erf, I'interaction erfgau permet d’améliorer significativement 1’éner-
gie totale. Par exemple, pour ’espace orbitalaire 1s2s2p, l'interaction erfgau conduit a une
erreur de AFEg minerfgau = 0.0067 a.u. alors que 'interaction erf donne AEq min erf = 0.0192 a.u..
Egalement, la valeur optimale de p est légérement plus petite avec 'interaction erfgau.
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FIG. 3.4: Energie totale CI+DFT de I'atome Be calculée suivant I’équation (3.17) utilisant une fonction
d’onde de type CI pour ‘Ilg’“ générée & partir des espaces orbitalaires S = 1s2s (haut) et S = 152s2p (bas),
et approximation LDA pour la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée E. 414, pour les
interactions erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées). Les droites horizontales indi(iuent I’énergie
« exacte non-relativiste » [49], Eo exact = —14.6674 a.u. (ligne pleine), et 1'énergie issue d’un calcul KS
avec la fonctionnelle PBE, Ey ppg = —14.6386 a.u. (ligne pointillée).
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erf erfgau
espace orbitalaire | pmin (a.0.) AEpmin (2.1.) | fmin (a.0.) AEpmin (a.1.) AEOCI (a.u.)

1s2s 3.3 0.0626 2.9 0.0496 0.0952
152s2p 3.4 0.0192 2.9 0.0067 0.0506
15252p3s 3.4 0.0178 2.9 0.0057 0.0477
15252p3s3p 3.9 0.0080 3.2 0.0007 0.0251

TAB. 3.2: Valeurs du parametre d’interaction, pimin, et de lerreur sur I'énergie CI4+DFT, AEj) min =
E0 min — E0,exact, au minimum d’énergie pour les interactions erf et erfgau dans ’atome Be pour chaque
espace orbitalaire. L’erreur obtenue dans un calcul CI normal, AEy c1 = Ey,c1 — Eo,exact, €St également
indiquée.

3.5.3 Limitations

Nous présentons maintenant d’autres systémes qui vont nous aider a souligner les limitations
de la méthode lorsque seule ’approximation locale est utilisée.

Les énergies CI+DFT pour deux cations atomiques de la série isoélectronique de I’hélium,
Be?t et NeBt, sont représentées dans les figures 3.5 et 3.6. La fonction d’onde est limitée & un
seul déterminant \Pllr;“ . L’évolution de I’énergie en fonction de u est comparable au cas de ’atome
d’hélium, la différence résidant dans la valeur de p au minimum d’énergie qui se trouve fortement
augmentée : pour Be?t, pinin ~ 3.2 a.u. avec l'interaction erf et pyin ~ 2.7 a.u. avec I'interaction
erfgau, et pour Ne®T, Mmin ~ 11.2 a.u. avec l'interaction erf et ppin, ~ 9.4 a.u. avec I'interaction
erfgau. Il est en fait conforme a I'intuition que la portée optimale de I'interaction électronique a
choisir, donnée par 1/u (cf. paragraphe 2.2), diminue quand la distance moyenne entre électrons
décroit, c’est-a-dire lorsque la densité électronique augmente. La valeur optimale de p dépend
donc fortement du systeme, ce qui souleve immédiatement la question de sa détermination.

Idéalement, la valeur optimale du parametre d’interaction devrait étre déterminée localement,
c’est-a-dire ft = popt () OU flopt (r) est un parametre d’interaction local dépendant par exemple de
la densité n(r). Considérant que le rayon de Wigner-Seitz r,(r) = (47n(r)/3)~1/3, qui représente
le rayon de la spheére centrée en r et contenant en moyenne un électron, donne une bonne
estimation locale de la portée optimale de l'interaction, un choix possible pour fiopt(r) serait [39,
40

1
Hopt (T) = m (3.18)

Le probleme est qu’en pratique choisir un parametre d’interaction local dans la partie fonction
d’onde du calcul est difficilement envisageable. Les intégrales monoélectroniques et surtout bi-
électroniques sur les fonctions de base ne seraient alors plus calculables analytiquement. Il a été
au contraire proposé de choisir une valeur globale, p = fiopt, obtenue en prenant la moyenne de
la valeur optimale locale fiopt(r) sur tout le systeme [39,40]

ot = [ o (6)m(x), (3.19)

ol N est le nombre d’électrons. Ce choix peut étre utile pour estimer a priori la valeur optimale
de p pour des systemes tres simples comme les atomes de la série isoélectronique de I’hélium ;
il conduit par exemple a figpt = 1.0 a.u. pour He, fiopy = 2.1 a.u. pour Be?t et flopt = 5.6 a.u.
pour Ne8+,

Cependant, le probleme du choix du parametre d’interaction optimal resurgit aussitot pour
des systemes plus hétérogenes. Si le systeme est constitué de plusieurs régions de I'espace de den-
sités moyennes tres différentes, nous pouvons en effet anticiper qu’il sera difficile de déterminer
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FIG. 3.5: Energie totale CI+DFT du cation Be2* calculée suivant 'équation (3.17) utilisant une fonction
d’onde monodéterminantale \Illf‘;” et I'approximation LDA pour la fonctionnelle d’échange-corrélation de
courte portée EH 4, pour les interactions erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées). Les droites
horizontales indiqﬁent Iénergie « exacte non-relativiste » [47], Fg exact = —13.6556 a.u. (ligne pleine), et

Iénergie issue d’un calcul KS avec la fonctionnelle PBE, Ey ppr = —13.6270 a.u. (ligne pointillée).
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FIG. 3.6: Energie totale CI+DFT du cation Ne®*t calculée suivant I'équation (3.17) utilisant une fonction
d’onde monodéterminantale \Illlrs’“ et 'approximation LDA pour la fonctionnelle d’échange-corrélation de
courte portée E;rCﬁZD A, bour les interactions erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées). Les droites

horizontales indiquent I’énergie « exacte non-relativiste » [47], Eg exact = —93.9068 a.u. (ligne pleine), et
Pénergie issue d’un calcul KS avec la fonctionnelle PBE, Ey ppg = —93.8060 a.u. (ligne pointillée).
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FIG. 3.7: Energie totale CI+DFT de 'atome Ne calculée suivant I'équation (3.17) utilisant une fonction

d’onde monodéterminantale \Iflfé’,gSQp et 'approximation LDA pour la fonctionnelle d’échange-corrélation
de courte portée E;rc’ﬁD A, bour les interactions erf (courbes pleines) et erfgau (courbes tiretées). Les

droites horizontales indiquent 1'énergie « exacte non-relativiste » [49], Eg exact = —128.9383 a.u. (ligne
pleine), et I’énergie issue d’'un calcul KS avec la fonctionnelle PBE, Eyppg = —128.8773 a.u. (ligne
pointillée).

une bonne valeur optimale de u, globale & tout le systeme. La figure 3.7 illustre cette situation en
présentant 1’énergie CI4+DFT de ’atome de néon obtenue avec une fonction d’onde monodéter-
minantale et avec la base monoélectronique cc-pVTZ [50]. La densité électronique de I'atome de
néon est constitué de deux régions de ’espace bien distinctes : la région de cceur, correspondant
a un parametre d’interaction optimal de 'ordre de 10 a.u. comme le suggere la figure 3.6, et la
région de valence, de densité inférieure et donc associée a un parametre d’interaction optimal
plus petit, de 'ordre de 1 a.u.. Un parametre d’interaction global ne permet pas de traiter de
maniere correcte ces deux régions simultanément ce qui se traduit par une erreur importante de
I’énergie pour toutes les valeurs de p, I'erreur minimale étant de l'ordre de 350 mH. L’atome
de néon n’étant pas quasi-dégénéré, I’ajout de quelques fonctions de configuration a la fonction
d’onde ne peut pas changer ce résultat et il donc nécessaire de corriger I'approximation locale.
En comparaison, un calcul KS avec la fonctionnelle PBE donne une énergie plus raisonnable
(erreur d’environ 60 mH).

Nous reviendrons plus en détail sur ce probleme dans le chapitre 4 en nous appuyant sur une
analyse locale de la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée.

3.6 Utilisation de I’échange de courte portée exact

L’erreur importante dont ’énergie CI4+-DFT est entachée aux faibles valeurs de p est due
en majeure partie a I’énergie d’échange LDA. Sans recourir pour l'instant au développement de
fonctionnelles plus performantes que la fonctionnelle LDA, il est envisageable de corriger cette
erreur en utilisant un terme d’échange de courte portée « exact », calculé par une fonction d’onde
au lieu d’une fonctionnelle.

Dans la méthode de KS, I'utilisation de I’échange exact souffre de notre incapacité a dévelop-
per de bonnes approximations pour la fonctionnelle de corrélation incluant des effets non-locaux
compensant, lorsqu’il est nécessaire, ceux de 1’échange exact. Ici, la fonctionnelle de corrélation
n’étant que de courte portée, on peut prévoir que la situation sera plus favorable.

Plusieurs alternatives sont possibles pour généraliser I'utilisation de 1’échange exact a 1'ex-
tension multidéterminantale de la méthode de KS. En effet, si nous avons jusqu’a présent défini
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S = 1s

F1G. 3.8: Energie totale CI+DFT de I'atome He avec une fonction d’onde monodéterminantale \Illfs’“ et
ou I’énergie d’échange de courte portée est calculée soit en LDA [équation (3.17), courbes fines| soit avec
le déterminant ® [équation (3.20), courbes épaisses] pour les interactions erf (courbes pleines) et erfgau
(courbes tiretées). Les droites horizontales indiquent I’énergie « exacte non-relativiste » (ligne pleine) et
Pénergie issue d’un calcul KS avec la fonctionnelle PBE (ligne pointillée).

I’énergie d’échange de courte portée a partir de la fonction d’onde monodéterminantale de KS,
®, comme dans le cas coulombien, nous pouvons aussi imaginer définir un terme d’échange de
courte portée a partir d’une fonction d’onde multidéterminantale.

3.6.1 Echange de courte portée exact défini a partir de la fonction d’onde
monodéterminantale ¢

Rappelons que dans le paragraphe 2.3 la contribution d’échange a la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée Ej.t [n] a été définie a partir de la fonction d’onde monodétermi-
nantale de KS, ®[n],

EH[n] = (@[n)|WH|®[n]) — Ef*[n]. (3.20)

Nous pouvons envisager de calculer le déterminant ® par un calcul KS standard avec I'interac-
tion coulombienne utilisant par exemple I’approximation LDA, puis de construire explicitement
I’énergie d’échange de courte portée Ej " & partir de ce déterminant suivant ’équation (3.20). Cet
échange de courte portée est dit « exact » méme si le déterminant ® utilisé dans sa construction
n’est qu'approché. L’énergie finale de I’équation (3.17) peut ensuite étre corrigée en remplagant
I'échange de courte portée LDA, E> | par Péchange de courte portée exact.

Les énergies CI+DFT obtenues avec I’échange de courte portée LDA et exact sont comparées
dans la figure 3.8 pour 'atome d’hélium avec les interactions erf et erfgau et en utilisant une
fonction monodéterminantale \Ifllr;“ A p = 0, Uerreur sur ’énergie calculée avec I’échange exact
est presque 'opposée de celle obtenue avec I’échange LDA, confirmant la compensation d’erreur
s’effectuant entre les énergies d’échange et de corrélation LDA. L’erreur obtenue avec ’échange
exact diminue en augmentant p de maniere symétrique a ’erreur obtenue avec I’échange LDA
jusqu’a p ~ 1 a.u., les deux calculs donnant par la suite des résultats quasiment identiques. Il
faut noter que lorsque I’échange de courte portée exact est utilisé, les interactions erf et erfgau
donnent des courbes tres similaires.

Le cas de 'atome de béryllium, ou une fonction d’onde multidéterminantale \Illlr;’2‘52p a été
utilisée, est indiqué dans la figure 3.9. L’utilisation de 1’échange exact améliore ici 1’énergie
CI4+DFT en LDA pour p < 2 a.u., élargissant le domaine de p sur lequel I’énergie est obtenue
avec une précision correcte. Comme dans le cas de I'atome d’hélium, les différences entre les
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S = 1s2s2p
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FIG. 3.9: Energie totale CI+DFT de I’atome Be avec une fonction d’onde multidéterminantale \I/llrg‘QLSQp et

ou I’énergie d’échange de courte portée est calculée soit en LDA [équation (3.17), courbes fines| soit avec
le déterminant ® [équation (3.20), courbes épaisses| pour les interactions erf (courbes pleines) et erfgau
(courbes tiretées). Les droites horizontales indiquent I’énergie « exacte non-relativiste » (ligne pleine) et
Pénergie issue d’un calcul KS avec la fonctionnelle PBE (ligne pointillée).

interactions erf et erfgau sont maintenant minimes.

Enfin, I’énergie CI+DFT pour 'atome de néon calculée avec 1’échange de courte portée
exact et une fonction d’onde monodéterminantale \11112/2‘821) est représentée sur la figure 3.10. En
comparaison au cas de ’échange LDA, I'erreur est réduite pour p < 7 a.u.. En particulier, entre
p~1au et u~ 2 au., cette erreur est faible, la précision étant similaire a celle d’un calcul
KS avec la fonctionnelle PBE. Comme dans les cas précédents, proche de u = 0, I’énergie est
surestimée en valeur absolue de par la fonctionnelle de corrélation LDA. A Iéchelle du graphique,
les énergies obtenues avec les interactions erf et erfgau sont indiscernables.

L’utilisation de I’échange de courte portée exact semble donc apporter une amélioration dans
le contexte du CI4+DFT, qui resterait néanmoins a vérifier sur des systemes plus complexes.
L’utilisation de la fonction d’onde ® a cependant des inconvénients. Elle nécessite d’effectuer un
calcul KS supplémentaire et détruit 'autocohérence de la méthode.

3.6.2 Echange de courte portée exact défini a partir de la fonction d’onde
multidéterminantale Wr+

Dans le contexte de ’extension multidéterminantale de la méthode de KS, il est plus naturel
de définir une énergie d’échange de courte portée en utilisant la fonction d’onde multidéter-
minantale W'"#[n] de 1’état fondamental de I’hamiltonien (3.10). Nous décomposons donc la
fonctionnelle Eyc*[n] suivant I'alternative

EShin) = (U)W [n]) — ERH[n], (3.21)
et
Eln] = F[n] — (O[] Wk @ [n)), (3.22)

ou l'indice « md » réfere a « multidéterminantal ». De cette maniére, nous ne faisons plus jouer
de role particulier au systeme de KS.

Avec cette nouvelle séparation entre échange et corrélation de courte portée, I’énergie élec-
tronique totale s’écrit simplement comme la valeur moyenne de 'hamiltonien physique H prise
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F1G. 3.10: Energie totale CI+DFT de I'atome Ne avec une fonction d’onde monodéterminantale \Illlrjz‘ﬂp et
ou I’énergie d’échange de courte portée est calculée soit en LDA [équation (3.17), courbes fines| soit avec
le déterminant ® [équation (3.20), courbes épaisses] pour les interactions erf (courbes pleines) et erfgau
(courbes tiretées). Les droites horizontales indiquent I’énergie « exacte non-relativiste » (ligne pleine) et
Pénergie issue d’un calcul KS avec la fonctionnelle PBE (ligne pointillée).

II‘,/J, 3 ST,
avec UM plus le terme correctif E emd

Eo = (UWEH|WY 4 B g, (3.23)

Dans cette approche, 'information contenue dans la fonction d’onde W!™# relative & 1’énergie est
donc extraite au maximum et la fonctionnelle E7", donne un critére énergétique pour évaluer la

qualité de la fonction d’onde W'™#. Cette nouvelle fonctionnelle de corrélation de courte portée

ST, L sk BN
E; aln] s’écrit de maniere plus transparente

B = (W[n)|T + Wee | [n]) — (O [n]| T+ Wee| " [n])
Ezriefn] — (W[l Wert (i [n]) — (@ln] W @) ), (3.24)

et 'on s’attend a priori avec une interaction répulsive que (WIWH|TWEDH W1 < (B|WEH| D),
cest-a-dire |ESVH | < |EZH

Une approximation locale peut étre construite pour Eirr: d [n] suivant

Bt uoaln] = [ 002 gln(r)) . (3.29
ot Pénergie &8 ..(n) pour le gaz homogene d’électrons est donnée par
gk (n) =&" (n) — [ e (r, n)wH (r)dmrdr (3.26)
c,md,unif — “c,unif 2 0 gc,unif ) ee ’ '
ol &4 ¢(n) est Dénergie définissant I'approximation LDA pour Ec™*[n] [équation (2.25)] et

gg;ﬁlif(r, n) est la contribution de corrélation a la fonction de corrélation de paires pour le gaz

N I 5e . , Ir,p 52 . —SI,U ~
homogene d’électrons avec l'interaction de longue portée wee (). L'énergie & e, d,unif(n) a pu étre

déterminée pour le cas de l'interaction erf grace a un calcul de Gori-Giorgi [51] de 'intégrale
de I’équation (3.26) utilisant pour gir’“

if(m, ) une bonne estimation donnée par le modele de
Overhauser étendu [52].
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FIG. 3.11: Energies de corrélation de courte portée ES"* [équation (2.15), courbes fines| et ER [équa-

tion (3.24), courbes épaisses] en fonction de p pour 'atome He avec l'interaction erf. Un calcul précis
(courbes pleines) est comparé a 'approximation LDA (courbes tiretées).

0 ‘ ‘ —
-0.02

AE, 1oa -0.04 |

(a.u.)
-0.06
-0.08

FIG. 3.12: Erreurs LDA sur les énergies de corrélation de courte portée ESUH (courbe fine) et ESUH
(courbe épaisse) en fonction de p pour 'atome He avec 'interaction erf.

Les énergies de corrélation de courte portée Eo* et E° I’I’l‘d, calculées de maniere précise
et en LDA, sont comparées pour l'atome d’hélium avec llnteraction erf dans la figure 3.11.
Comme attendu, on a toujours |E} % | < [EC™|, Pénergie de corrélation E7Ny décroissant plus
rapidement en fonction de p que Esr“ . La figure 3.12 montre néanmoins que les erreurs LDA
commises sur i " et Ezrn’f ', sont quasiment identiques pour toutes les valeurs de p.

La figure 3.13 montre le cas de l'interaction erfgau pour I’atome d’hélium. Aux grandes va-
leurs de p (@ 2 1 a.u.), le comportement de E’:i’nd est identique au cas de interaction erf.
Cependant, aux faibles valeurs de p (u < 1 a.u.), 'énergie de corrélation E’Zrn’fd devient main-
tenant inférieure & Ea ", reflétant clairement le caracteére attractif de cette interaction dans ce
domaine de u. Dans ce contexte, l'interaction erf présente donc l'avantage d’une décroissance
monotone de Ezfgd en comparaison de I'interaction erfgau.

Au moins pour atome d’hélium avec 'interaction erf, la précision de I’approximation LDA
est tres voisine pour les deux fonctionnelles Eg " et E ’“ . Nous anticipons donc que la courbe
de I'énergie totale Ejy en fonction de p calculée sulvant l’equatlon (3.23) sera similaire a celle
obtenue par ’approche du paragraphe 3.6.1. L’implémentation pratique de ’équation (3.23) et
une étude plus détaillée de cette approche resteraient toutefois a réaliser.
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FIG. 3.13: Energies de corrélation de courte portée ES™* [équation (2.15), courbe fine] et EZR [équa-

tion (3.24), courbe épaisse| en fonction de p pour 'atome He avec l'interaction erfgau, calculées de maniere
précise.

Insistons sur le fait que, comparée a la définition de ’échange de courte portée exact a partir
du déterminant ®, 'utilisation de la fonction d’onde multidéterminantale U'"# a 1’avantage de
ne pas nécessiter de calcul KS supplémentaire. De plus, I’énergie dans ce cas peut étre calculée
en principe de fagon autocohérente. Pour cela, nous utilisons la formulation suivante en terme
d’optimisation du potentiel effectif v(r)

Eo = inf { (o ] HL 0 ]) + B ) (3.27)
oi1 V est I’ensemble des potentiels « physiquement réalistes » (cf. paragraphe 1.4), W [v] et n,
sont la fonction d’onde multidéterminantale et la densité de 1’état fondamental de I’hamiltonien
T+ Wt + J v(r)n(r)dr. L’équation (3.27) généralise le cas standard de 'équation (1.37) au
cas d’une fonction d’onde multidéterminantale et demande a chaque itération un calcul corrélé
(CI ou MCSCF par exemple). Malheureusement, cette implémentation autocohérente semble
aujourd’hui d’un cout prohibitif pour des calculs de routine.

3.6.3 Echange de courte portée exact défini a partir de la matrice densité a
une particule

Nous pouvons nous affranchir de l'optimisation fastidieuse du potentiel effectif de 1’équa-
tion (3.27) tout en conservant un formalisme autocohérent. Pour cela, nous définissons une
énergie d’échange de courte portée comme fonctionnelle explicite d’une fonction d’onde multidé-
terminantale W, construite a partir de la matrice densité a une particule associée a cette fonction
d’onde V. Cette énergie d’échange s’écrit,

ST 1 A ST
EXfonl¥) =~ [ [ 10l (r1,02) ) Put ()i e (3.29)

L’indice « 1dm » fait référence a one-particle density matriz. Une fonctionnelle universelle incor-
porant cette énergie d’échange peut alors étre écrite suivant

Pl = min {07+ W) + B (] + Y, 01, (3.29)
Vela(n) ’

et étre utilisée pour exprimer la fonctionnelle universelle F'[n]

Ir, ST,
Fln] = Flﬁﬁl[n] + Ei,rlﬁm [n], (3.30)
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cette dernitre équation définissant la fonctionnelle de corrélation de courte portée E. ;4 [n].
L’énergie de I’état fondamental est alors donnée exactement par

By = guin (07 + WEH0) + [ o e)ng (c)ae + B ne] + B 101 + B, o}
1 ) T by r, \ ) )
— (WHLIE 4 WL + [ vnc(e)ngyy (s + B ngy,
9. 1 bl n 9,
B V] Bl | (331

llr(’i’;l, donne par construction la densité exacte. Il faut noter

que nous sortons avec cette approche du formalisme du paragraphe 3.2, le potentiel d’échange
associé a Eif’l’ém n’étant plus local. Signalons enfin que I'équation (3.31) se réduit & 1’équa-
tion (1.41) & u = 0 et constitue pour p # 0 une généralisation de celle-ci sur la connexion
adiabatique.

. . s ~ . 7Sr“u‘ .
Une approximation locale peut évidement étre construite pour E_j [n] suivant

ou la fonction d’onde minimisante, ¥

Ei,rl’l(;m,LDA[n] :/n(r)ifiﬁm,unif(n(r))dr’ (332)

=ST, [

< 112 . . "z .
ou I’énergie € el dm’unif(n) pour le gaz homogene d’électrons est donnée par

n o 1 [ dk [ dke . N
gc,i/élm,unif(n) = ‘gaccffmif(n) + n/ (27_(_)3 / (27T)3n1 ”u(kla Ts)nl ’#(k%rs)w ”u(|k1 - k2|)7 (333)

ott w*H(|k; — ko) est la transformée de Fourier de wge” (r) et n™#(k,r,) est la distribution en
impulsion du gaz homogene d’électrons avec l'interaction de longue portée wleﬁ“ (calculée dans
l’annexe H).

Cette approche devrait étre qualitativement similaire & celles des paragraphes 3.6.1 et 3.6.2
tout en présentant ’avantage de sa formulation autocohérente aisée. Son implémentation et son
étude détaillée reste a faire.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé le principe de 'extension multidéterminantale de la mé-
thode de KS basée sur la décomposition longue portée/courte portée de ’énergie et permettant
le traitement explicite de la (quasi-)dégénérescence. Cette approche consiste & combiner rigou-
reusement un calcul de type fonction d’onde multidéterminantale pour la partie longue portée
de I’énergie avec une fonctionnelle de la densité pour la partie courte portée, la proportion des
deux contributions étant controlée par un parametre p. En faisant varier u, il est possible de
passer continiment d’un calcul de type KS (pour g = 0) & un calcul de type fonction d’onde
traditionnel (pour pu — 00).

Nous avons comparé l'influence de deux décompositions de l'interaction électronique (erf et
erfgau) sur des systémes atomiques simples au niveau LDA. L’interaction erfgau, réalisant une
meilleure séparation des interactions de longue et de courte portées, semble améliorer légerement
la précision de la méthode a la valeur optimale de p. L’erreur en LDA obtenue avec cette
interaction est cependant plus grande aux petites valeurs de p. L’amélioration restant modeste et
non systématique, nous continuerons a utiliser 'interaction erf pour sa simplicité et considérerons
I'interaction erfgau comme un possible raffinement ultérieur.

Pour I'application pratique de la méthode, le choix du parametre p est une limitation im-
portante. Avec I'approximation LDA, la valeur optimale de p dépend fortement du systeme, ou
plus généralement de la densité moyenne de la région de I'espace considérée du systeme. Pour
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des systemes tres inhomogenes, il est alors impossible de trouver une bonne valeur de u, valable
pour tout le systéeme. Une solution a ce probleme passe par ’amélioration de ’approximation
locale.

La généralisation de I'utilisation de I’échange exact a l'extension multidéterminantale de la
méthode de KS suivant différentes alternatives pourrait aider a la résolution de ce probleme
en se libérant de I'approximation locale pour la fonctionnelle d’échange de courte portée mais
un travail important d’implémentation, de développement des fonctionnelles de corrélation de
courte portée adéquates et de tests reste a accomplir.

Dans la suite, comme il a été fait historiquement dans le cadre de la méthode de KS, nous
persisterons au contraire dans la voie des fonctionnelles explicites de la densité en construisant
des approximations améliorant ’approximation LDA par inclusion de corrections de gradients
par exemple. Auparavant, dans les deux prochains chapitres, nous allons réaliser des études plus
détaillées des fonctionnelles d’échange et de corrélation de courte portée qui nous guideront dans
la recherche de telles approximations.
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Chapitre 4

Analyse locale des fonctionnelles de
courte portée

Dans ce chapitre, nous effectuons une étude numérique locale des fonctionnelles d’échange
et de corrélation de courte portée. Les quantités locales examinées sont les potentiels et les
énergies locales par particule d’échange et de corrélation de courte portée. L’approximation
locale est analysée au regard de ces quantités.

4.1 Introduction

La performance de I'approximation LDA pour la description de I’énergie d’échange-corrélation
de courte portée Eyct a été étudiée dans les chapitres précédents (voir aussi les références [1-3]).
Il a été montré sur des systemes atomiques que l'approximation LDA devient d’autant plus
précise que le parametre d’interaction p est grand. Par exemple, pour ’atome d’hélium, lorsque
i > 2 a.u., les erreurs de I'approximation LDA sur E; " et E2 " sont inférieures & 1 mH. Cepen-
dant, une bonne précision sur des quantités intégrées ne garantie pas forcément une précision
similaire sur des quantités locales. Dans ce chapitre, nous continuons d’étudier la performance
de I'approximation LDA pour la description des effets d’échange-corrélation de courte portée en
réalisant une étude locale détaillée. Cette étude va également nous permettre de mieux appré-
hender le probleme pressenti dans le chapitre précédent concernant le fait que la valeur optimale
de p dans I'extension multidéterminantale de la méthode de KS dépend de la région de 'espace
considérée dans le systeme.

Nous considérons deux quantités locales reliées & Ey. La premiere est le potentiel d’échange-
corrélation de courte portée
oE
~ on(r)’

vic(r)

(4.1)

dont I'importance vient de ce qu’il s’agit d’'un ingrédient essentiel de l’extension multidéter-
minantale de la méthode de KS (voir le chapitre 3). Une seconde quantité intéressante est
I’énergie locale d’échange-corrélation de courte portée par particule &3¢ (r) qui donne Eyc" par
intégration

e = / n(r)E (r)dr. (4.2)

L’équation (4.2) ne définit pas de maniere unique 3¢/ (r). En effet, toute fonction f(r) telle que
[ n(r)f(r)dr = 0 peut étre ajoutée arbitrairement & 32" (r).
Pour des systemes atomiques simples tels que les atomes d’hélium ou de béryllium et avec les

interactions erf et erfgau, nous avons calculé de maniere précise vy (r) et &y (r) suivant deux
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n=0.00 nu=0.50
0 ——— 0 ——
\ - e
“0.2 [\ - -0.2 F\\ e
\\ ,// N
-0.4 N /// -0.4
r vi(r) r vi(r)
(a.u.) -0.6 (a.u.) -0.6
-0.8 -0.8
-1 -1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
r (a.u.) r (a.u.)
n=1.00 nu=2.00
0 == 0
-0.2 NG -0.2
-0.4 -0.4
r vi(r) r vi(r)
(a.u.) -0.6 (a.u.) -0.6
-0.8 -0.8
-1 -1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
r (a.u.) r (a.u.)

F1a. 4.1: Potentiels d’échange de courte portée rv#(r) de atome He pour U'interaction erf avec p = 0,
0.5, 1 et 2 a.u. : les potentiels précis (courbes pleines) sont comparés aux potentiels LDA (courbes tiretées).

s el . , , oz ST,
définitions possibles, et comparé ces données aux quantités LDA correspondantes v, oLD A7) et

‘(gjcréiDA(r)'

4.2 Potentiels d’échange-corrélation de courte portée

La méthode utilisée pour calculer des potentiels précis, correspondant a une précision sur
I’énergie d’au moins 1 mH, est donnée dans I'annexe B.

Dans le cas d’un systeme a deux électrons, le potentiel d’échange-corrélation peut étre facile-
ment décomposé en contributions d’échange et de corrélation. En effet, le potentiel d’échange est
calculable & partir du potentiel de Hartree, vy *(r) = —vg*(r)/2, et le potentiel de corrélation
est alors obtenu simplement par différence ve ¥ (r) = vy (r) — vy *(r). La figure 4.1 représente
les potentiels d’échange de courte portée de I'atome d’hélium avec I'interaction erf pour p = 0,
0.5, 1 et 2 a.u., ainsi que les potentiels LDA correspondants. Afin de mieux montrer le comporte-
ment asymptotique pour r — oo, rvy ¥ (r) est tracé au lieu de vy *'(r). Dans le cas KS (u = 0), le
potentiel LDA differe significativement du potentiel précis. En particulier, le potentiel LDA n’a
pas le comportement asymptotique coulombien correct pour r — oo, vy * =0 (r) ~ =1/r c’est-a-
dire rvs*="(r) — —1 . Lorsque p augmente, la portée des potentiels précis diminue et rvS*(r)
tends vers 0 a 'infini. L’asymptote est atteinte pour des valeurs de plus en plus petites de r au
fur et & mesure que pu augmente. Une observation importante est que la précision des potentiels
LDA augmente avec i en chaque point de I’espace. A @ = 2 a.u., a Iéchelle du graphique, le
potentiel LDA est pratiquement identique au potentiel précis.

Les potentiels précis de corrélation de courte portée de I’atome d’hélium pour l'interaction
erf avec 4 = 0, 1, 3 et 6 a.u. sont tracés dans la figure 4.2, ainsi que les potentiels LDA. Dans
le cas KS (1 = 0), le potentiel de corrélation calculé par Umrigar et Gonze [4] par inversion de
I’équation KS a partir d’une densité tres précise est aussi indiqué. Ce potentiel est en bon accord
avec notre potentiel excepté aux petites valeurs de r ou la précision de nos calculs (utilisant des
fonctions de bases gaussiennes) n’est pas suffisante pour extraire le potentiel de corrélation. Le
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1u=0.00 u=1.00
o /[_\\\ o N
S 0 ——
-0.02 P -0.02 o
ve () ; /,// vi (r) //
(a.u.) _—0.04 - (a.u.) -0.04 ,
H - 7
3 e
-0.06 f d ~0.06 %
7
-
_o0.08f - ~0.08
7
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
r (a.u.) r (a.u.)
u=3.00 u=6.00
0.02 0.02
0 — 0 —
—0.02| /7 ~0.02
vi (r) / vE (1)
(a.u.) -0.04 (a.u.) -0.04
-0.06 -0.06
-0.08 -0.08
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
r (a.u.) r (a.u.)

F1G. 4.2: Potentiels de corrélation de courte portée v #(r) de 'atome He pour l'interaction erf avec
1 =0,1, 3 et 6 a.u. : les potentiels précis (courbes pleines) sont comparés aux potentiels LDA (courbes
tiretées). Pour u = 0, le potentiel de corrélation calculé par Umrigar et Gonze [4] (courbe pointillée) est
également présenté.

potentiel de corrélation LDA pour g = 0 est une mauvaise approximation du potentiel précis qui
présente une structure plus complexe. Comme dans le cas du potentiel d’échange, la portée du
potentiel de corrélation est réduite lorsque p augmente. Aux grandes valeurs de p, le potentiel
de corrélation est moins structuré et le potentiel LDA en constitue une meilleure approximation.
Contrairement au cas de ’échange, méme pour p = 3, des différences notables subsistent entre
les potentiels de corrélation précis et LDA.

Les potentiels obtenus pour 'atome de béryllium avec I'interaction erf sont montrés sur la
figure 4.3. A = 0, le potentiel d’échange-corrélation calculé par Umrigar et Gonze [5] par une
méthode de type Monte Carlo quantique est aussi indiqué. Contrairement au cas de I'atome
d’hélium, les potentiels précis aux petites valeurs de p présentent maintenant une structure de
couches (autour de r ~ 1 a.u.) mal reproduite par les potentiels LDA. Lorsque p est suffisamment
grand (u 2 1 a.u.) de fagon a ce que la région de l'espace r > 1 a.u. soit coupée, la structure de
couches du potentiel disparait et I'approximation LDA s’améliore.

Les potentiels obtenus avec l'interaction erfgau sont qualitativement similaires et ne seront
pas présentés ici. Nous mentionnons juste que les potentiels avec I'interaction erfgau sont de plus
courte portée que les potentiels avec I'interaction erf, ce qui confirme que interaction erfgau
établit une meilleure séparation longue portée/courte portée que l'interaction erf.

4.3 Energies locales d’échange-corrélation de courte portée par
particule

Si Iénergie locale d’échange-corrélation de courte portée par particule &yl (r) associée a
I’énergie d’échange-corrélation de courte portée exacte Epe* n’est pas définie de maniere unique,
il est cependant possible de définir et de calculer des énergies locales « physiquement réalistes »
qui peuvent étre comparées aux approximations telles que ’approximation locale. Nous discutons
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u=0.00 u=0.50
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F1G. 4.3: Potentiels d’échange-corrélation de courte portée rv3:*(r) de l'atome Be avec I'interaction erf
pour p =0, 0.5, 1.5 et 3 a.u. : les potentiels précis (courbes pleines) sont comparés aux potentiels LDA
(courbes tiretées). Pour u = 0 le potentiel d’échange-corrélation calculé par Umrigar et Gonze [5] (courbe
pointillée) est aussi indiqué.

ici deux définitions possibles : les énergies locales par particule obtenues par intégration des
densités de paires sur une connexion adiabatique et les énergies locales par particule obtenues
directement & partir des potentiels.

4.3.1 Energies locales d’échange-corrélation de courte portée par particule
provenant des densités de paires

Il est naturel de définir une énergie locale d’échange de courte portée par particule & partir
de I’équation (3.13) par

eSTmPd () = ;/nm(rl,rg)wzg’“(rlg)drg. (4.3)
ol ng(ry,ra) est le trou d’échange calculé a partir de la matrice densité KS & une particule :
ng(r1,re) = —|nfS(ry,r9)|2/(2n(r1)). L'indice en exposant « pd » réfere & pair density. De
méme, la représentation de Eo " par intégration sur une connexion adiabatique [équation (3.15)]
suggere de définir une énergie locale de corrélation de courte portée par particule par (voir aussi
la référence [6])

1 [ Qwes (r
grmpd(r)) = - / dg / o€ (ry, x) 202 12) (44)
2 J, 23
ol nlcr’g(rl,rg) est le trou de corrélation pour le parametre d’interaction €. Il faut remarquer
que méme dans le cas KS (i = 0), I'énergie locale de corrélation par particule &5 #="P4(r) ainsi

définie dépend en général du chemin de connexion adiabatique choisi.

Nous avons calculé ces énergies locales par particule a partir de trous d’échange et de corréla-
tion précis associés au systéme d’hamiltonien (3.10) avec les potentiels précis du paragraphe 4.2
et utilisant les programmes MOLPRO [7] et CASDI [8].
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4.3.2 Energies locales d’échange-corrélation de courte portée par particule
provenant des potentiels

Nous définissons & présent une autre énergie locale d’échange-corrélation par particule 52" local(n),
fonction de n, en imposant bien str qu’elle donne I’énergie d’échange-corrélation exacte
Byt = / n(r)ge 1 (n(r))dr, (4.5)
mais aussi le potentiel d’échange-corrélation exact
d (ngzrcu local(n)>
=il (r) + C. (4.6)

dn
n=n(r)
Le potentiel n’est défini qu’a une constante additive pres C et vye!'(r) est le potentiel d’échange-
corrélation qui s’annule a l'infini (discuté dans le paragraphe 4.2).
Pour un systeme donné, £5¢'°* (n) définit une fonctionnelle locale d’échange-corrélation
de courte portée exacte dans le sens ou elle donne I’énergie exacte et le potentiel d’échange-
corrélation exact, et donc la densité exacte. Cette approche a déja été appliquée au cas KS [9].

sr,,u local( )

Nous rappelons ici comment I’énergie locale &; est calculé.

La condition (4.6) implique

—sr,u,local

\Y (ns‘sr“local( )) = ! ( %Cdn ( )> Vn = (v3oH(r) + C)Vn, (4.7)

qui devient pour les systemes a symétrie sphérique

a (nEPND) gy

= e . 4.
— "0 ) + 0 (1.8
L’intégration dans ’équation (4.8) donne
o0 d /
() ol) - (nryeet)) = [T D ey s opar. @)

Afin d’éviter la divergence de 'intégrale dans ’équation (4.5), il est nécessaire que

(n(r)@gfc“ ’local(r)> =0; &5local(1) est alors déterminé par
T—00

-1 [ dn(r)
=Py 71 1 p—
gzrcy ocal (7") — n(r) /r‘ 07 ;rcli( )d7’ + C’ (410)
ou la constante C' est fixée en imposant
o0
Bk = /0 n(r)éi%“’local(r)llﬁrzdr
Ar 0o d < ( )ﬂsr,u,local(r)) ,
= —— rodr
3 0 dr
4 *d
- T n(r) V35 (r)r3dr 4+ CN, (4.11)
3 0 dr
avec le nombre d’électrons N = [ n( r)4nr?dr. De maniere similaire, en n’utilisant que les parties

d’échange et de corrélation de vsr“ ( ) et de Egc" dans les équations (4.10) et (4.11), nous

obtenons I'énergie d’échange locale par particule g% (r)

ST, ,u,,local(,r)

et I’énergie de corrélation locale
par particule &;

Nous avons calculé ces énergies locales par particule a partir des potentiels précis du para-
graphe 4.2 et des valeurs précises de E3" and Eg ",
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r (a.u.) r (a.u.)
u=1.000 u=3.000

-0.8 -0.8
-1 -1
-1.2 -1.2
0 1 2 3 4 5 [ 0 1 2 3 4 5 [
r (a.u.) r (a.u.)

Fic. 4.4 Energies locale d’échange de courte portée pour ’atome He avec l'interaction erf pour pu = 0,
0.5, Let 3 a.u. : & ¥p,(r) (courbes en tirets longs) est comparé & esHPd(r) (courbe pleine) et gsh#local ()
(courbes en tirets courts).

4.3.3 Résultats

Pour ’'atome d’hélium avec 'interaction erf, les deux énergies locales d’échange par particule
calculées de maniere précise, ey " ’pd(r) et ep ! ’bcal(r), sont comparées dans la figure 4.4, ainsi
qu’avec I'énergie locale par particule LDA. La différence entre les deux énergies locales précises,
toutes deux donnant la méme énergie d’échange exacte Ej *, illustre ’arbitraire dans la définition
de quantités locales & partir de quantités globales. En particulier, pour p = 0, ei#°l(p)
ne s’annule pas a l'infini, ce qui n’a de conséquences énergétiques puisque les énergies locales
par particule sont pondérées par la densité dans 1’équation (4.2). Cependant, les différences
s’amoindrissent nettement lorsque g augmente. L’énergie d’échange locale par particule LDA
est significativement différente des deux énergies locales précises dans le cas KS (u = 0), mais
lorsque p augmente 1’énergie locale LDA se rapproche des énergies locales précises.

Dans la figure 4.5, toujours pour l'atome d’hélium avec l'interaction erf, les énergies de
corrélation par particule 5" P(r) et &5*1°?! (1) sont représentées et comparées au LDA. Les
deux énergies locales par particule précises donnent la méme énergie de corrélation de courte
portée E: " mais ont des formes tres différentes. Ces différences s’amoindrissent un peu lorsque
1 augmente. A i = 0 et dans la région de 'espace énergétiquement importante, r < 2 a.u.,
I’approximation LDA surestime fortement les deux énergies locales précises, mais lorsque p
augmente 'approximation s’améliore. Globalement, ’énergie locale LDA est plus comparable &
Pénergie £8P (r) qu'a énergie 2510 (1),

Des courbes globalement similaires sont obtenues pour l'interaction erfgau. Cependant, le
caractere attractif de cette interaction aux petites valeurs de p (voir le paragraphe F.3.3 de
lannexe F) peut conduire & de petites différences. La figure 4.6 montre ces différences pour
I’énergie locale de corrélation par particule &5 " ’pd(r) a p = 0. En comparaison a l'interaction
erf, ’énergie locale par particule obtenue avec I'interaction erfgau présente la particularité d’avoir

une contribution positive aux grandes distances r. Ceci souligne I'arbitraire de la définition de
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Fic. 4.5: Energies locales de corrélation de courte portée par particule pour ’atome He avec l'interaction
erf pour 1 = 0, 1, 3 et 6 a.u. : &1, (r) (courbes en tirets longs) est comparé a gsompd (1) (courbes

pleines) et &5#1ocal () (courbes en tirets courts).

gt ’pd(r) quant au choix de la connexion adiabatique le long de laquelle la densité de paires est

intégrée.

La figure 4.7 montre les énergies d’échange-corrélation locales par particule dans le cas de
I’atome de béryllium pour l'interaction erf avec p = 0 et = 1.5 a.u.. Afin de faciliter les com-
paraisons, les énergies locales sont tracées en fonction de 1/r, = (47n/3)/3. Ceci est possible
pour des densités sphériques a décroissance monotone puisque dans ce cas l'application r — n(r)
est inversible. La raison de 'utilisation de 1/rs est que 1’énergie d’échange par particule du gaz
homogene d’électrons coulombien e, it est proportionnel a 1/rs. Dans cette représentation, a
it = 0 les courbes des deux énergies précises &y ’pd(l /rs) et &zt ’local(l /Ts) présentent clairement
un saut a 1/rg = 0.5 a.u., caractéristique de la structure de couches de 'atome, que ’approxima-
tion LDA ne reproduit pas. Cette structure de couches est gommée a p = 1.5 a.u. et la qualité
de 'approximation LDA est alors améliorée.

Enfin, I’évolution en fonction de p des énergies d’échange et de corrélation locales par parti-
cule £577P4(7) et 5P (1) ainsi que les énergies locales LDA, est représentée dans les figures 4.8
et 4.9 pour ’atome de béryllium. Sur ces figures, aux petites valeurs de p, la structure en couches
est nettement visible, les régions de coeur (r < 1) et de valence (r 2 1 a.u.) étant aisément iden-
tifiables. A i = 0, Papproximation LDA sous-estime 1’énergie locale 5 " ’pd(r) dans la région de
valence et dans la région de cceur (excepté tres proche du noyau). Lorsque p augmente, 1'ap-
proximation LDA commence a mieux reproduire la région de valence mais sous-estime toujours
la région de cceur. En continuant d’augmenter u, la région de valence est coupée et I'approxi-
mation LDA commence & bien décrire la région de coeur. L’évolution est similaire pour ’énergie
de corrélation locale. A 1 =0, Papproximation LDA surestime fortement I’énergie locale précise
[ ’pd(r) pour toutes les valeurs de r. Lorsque i augmente, 'approximation LDA commence a
bien reproduire la région de valence, avant que celle-ci soit coupée et que 'approximation LDA
décrive bien & son tour la région de cceur.
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-0.08 ¢

Fic. 4.6: Energies locales de corrélation de courte portée précises £57#P4(r) pour 'atome He avec les
interactions erf (courbe pleine) et erfgau (courbe pointillée) & p = 0.

©=0.000 u=1.500

0 1 2 3 4 5
l/rs(a.u.) 1/rs(a.u.)

Fic. 4.7: Energie locale d’échange-corrélation de courte portée par particule en fonction de 1/rs pour
atome de Be avec I'interaction erf pour p = 0 et 1.5 a.u. : £,/ 5, (1/75) (courbes en tirets longs) est

comparé & &5:#P4(1/r,) (courbes pleines) et &55#1¢al(1 /1) (courbes en tirets courts).



4.3. ENERGIES LOCALES D’ECHANGE-CORRELATION DE COURTE PORTEE...

0 1 3
r (a.u.)
u=1.000
-2
0 1 3
r (a.u.)

77

0 1 2 3 4
r (a.u.)
u=3.000
0
7
-0.5
1
|
-1
-1.5
-2
0 1 2 3 4 6
r (a.u.)

Fic. 4.8: Energies locales d’échange de courte portée par particule pour 'atome Be avec I'interaction erf

pour =0, 0.5, 1 et 3 a.u. : Eii’[’fDA (courbes en tirets longs) est comparé & £57#P4 (courbes pleines).
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Fi1c. 4.9: Energies locales de corrélation de courte portée par particule en fonction de 1/r¢ pour I'atome

Be avec l'interaction erf pour p = 0, 0.5, 1 et 3 a.u. :

&

(&

P4 (courbes pleines).

ST, [t
P €¢LDA

(courbes en tirets longs) est comparé a
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4.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre, pour les atomes d’hélium et de béryllium, des potentiels
et des énergies locales par particule d’échange et de corrélation de courte portée calculés de
manieére précise et nous les avons comparés aux quantités LDA correspondantes. Cette étude
réalise une analyse locale de I’approximation LDA en fonction du parametre d’interaction p,
fixant, dans l’extension multidéterminantale de la méthode de KS, la position de la frontiere
entre la partie de longue portée de I’énergie d’interaction électronique traitée par fonction d’onde
et la partie de courte portée décrite par une fonctionnelle de la densité.

Quand la portée de I'interaction dans la partie courte portée de ’énergie est réduite, corres-
pondant & une augmentation de u, ’approximation LDA devient une approximation de plus en
plus précise a la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée. En effet, comme il a été
vérifié dans ce chapitre, I’approximation LDA donne, pour une valeur de p suffisamment grande,
de bons potentiels et énergies locales par particule de courte portée.

De maniere plus formelle, nous pouvons introduire un parametre d’interaction optimal local,
Hopt (r), défini de facon que 'approximation LDA reproduise pour g > fiopt(r), & une précision
donnée, les potentiels ou les énergies locales par particule de courte portée exacts au point de
I'espace considéré. Physiquement, 1/piopt(r) représente la portée locale maximale sur laquelle
les effets d’échange-corrélation sont bien transférables du gaz homogene d’électrons au systéeme
inhomogene étudié. En général, piopt(r) est d’autant plus grand que la densité au point r est
élevée. Par exemple, une estimation raisonnable de pope(r) a été donnée dans ’équation (3.18).
Comme déja remarqué, il n’est cependant pas envisageable d’utiliser dans 1’extension multidé-
terminantale de la méthode de KS un parametre d’interaction dépendant de la position r dans
le systeme a cause de la partie fonction d’onde du calcul.

Dans un systéme aussi simple que I’atome d’hélium, ’approximation LDA s’améliore de fa-
con relativement uniforme dans l'espace lorsque p augmente, de sorte qu’il possible de définir
un parametre d’interaction moyen global a tout le systeme, fiopt, par exemple suivant 1'équa-
tion (3.19), et de I'utiliser pour fixer la frontiere de la décomposition longue portée/courte portée,
c’est-a-dire g = fopt.

De facon plus générale, dans des systémes aussi inhomogenes que ’atome de béryllium, au
moins deux régions de I'espace sont identifiables, la couche de coeur et celle de valence, et il n’est

pertinent que de définir un moyenne de popt(r) pour chaque région, Popt €t ﬂ(‘)’%ltence. Comme la

densité est plus élevée dans le coeur que dans la valence, nous avons figr > ﬁggltence.

Si nous fixons la frontiere de la décomposition longue portée/courte portée a la valeur op-
timale pour la couche de cceur, c’est-a-dire p = g, la partie fonctionnelle de la densité de
courte portée du calcul peut étre bien décrite en LDA, mais alors la partie complémentaire du
coeur et la région de valence en entier sont assignées a la partie fonction d’onde, ce qui peut
nécessiter le besoin d’un long développement en déterminants de Slater.

Au contraire, si nous fixons la frontiere de la décomposition & la valeur optimale pour la
couche de valence, c’est-a-dire p = ﬁgglteme, I’approximation LDA de courte portée n’est pas
capable de bien décrire la région de coeur mais peut bien traiter la partie de la région de valence
qui lui est assignée. La partie fonction d’onde du calcul n’a plus alors qu’a décrire la partie
restante de la région de valence, ce qui permet en général I'utilisation d’un développement court
en déterminants de Slater.

Evidement, nous aimerions concilier ces deux alternatives. Pour des applications pratiques
de la méthode & des systemes moléculaires d’intérét chimique, il serait souhaitable de garder un
développement de la fonction d’onde minimal et donc de choisir la frontiere de la décomposition
dans la région de valence, c’est-a-dire p = ﬂ(‘)’gltence. Pour le calcul de propriétés dépendant
essentiellement de la couche de valence, comme ’énergie d’atomisation d’une molécule, I'erreur

de 'approximation LDA dans la couche de coeur peut étre simplement ignorée, ou les électrons de
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coeur peuvent étre remplacés par un pseudopotentiel. Sinon, nous devons trouver de meilleures
approximations a la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée qui étendent le domaine
de précision de 'approximation LDA vers des portées d’interaction plus grandes (petites valeurs
de ).

En partie pour guider le développement de telles approximations, qui est abordé dans le
chapitre 6, nous allons dans le chapitre suivant donner un certain nombres de relations exactes
satisfaites par les fonctionnelles de courte portée.
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Chapitre 5

Etude théorique des fonctionnelles
de courte portée

Dans ce chapitre, des relations exactes sur les fonctionnelles d’échange et de corrélation de
courte portée sont déduites. En particulier, nous étudions des développements des fonctionnelles
en fonction du parametre d’interaction et généralisons les relations habituelles de transformation
d’échelle ainsi que le théoreme du viriel. L’approximation locale est analysée a la lumiere de ces
conditions exactes.

5.1 Introduction

Dans le cadre de la méthode de KS, la formulation de conditions théoriques satisfaites par la
fonctionnelle d’échange-corrélation exacte, E,.[n], a permis de développer la perception de cette
quantité et a servi de guide a I’amélioration constante des approximations.

Dans le contexte de ’extension multidéterminantale de la méthode de KS, la connaissance de
relations exactes satisfaites par la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée, Eyct [n],
est aussi d’un grand intérét. Les objectifs sont d’améliorer notre compréhension de cette fonc-
tionnelle, moins familiere que son analogue coulombienne, d’expliquer les succes et les échecs de
son approximation locale et de proposer in fine de meilleures approximations.

Les expériences numériques des chapitres précédents ont montré que 'approximation LDA est
de qualité médiocre aux faibles valeurs du parametre d’interaction p, mais devient étonnamment
précise aux grandes valeurs de ce parametre. Afin de mieux comprendre cette observation, nous
allons dans un premier temps étudier les développements des fonctionnelles d’échange et de
corrélation de courte portée, E3 *[n] et E. " [n], dans les limites u — 0 et u — oo. Outre Panalyse
de l'approximation LDA que cette étude procure, le comportement de ces fonctionnelles au
voisinage de ¢ = 0 nous permettra de poursuivre sur des bases plus quantitatives la comparaison
des interactions erf et erfgau.

Par ailleurs, un certain nombres de relations de transformation d’échelle satisfaites par les
fonctionnelles d’échange et de corrélation coulombiennes seront généralisées au cas de 'interac-
tion modifiée. Ces relations permettrons de discuter de la limite des hautes densités apparaissant
par exemple dans une série isoélectronique atomique a charge nucléaire infinie. Le théoreme du
viriel, conséquence directe des relations de transformation d’échelle, sera aussi généralisé aux
fonctionnelles de courte portée.
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5.2 Développements des fonctionnelles de courte portée dans la
limite 4 — 0

Dans la limite d'un parametre d’interaction nul, u = 0, la fonctionnelle d’échange-corrélation
de courte portée Ej" se réduit & la fonctionnelle d’échange-corrélation coulombienne de la
méthode de KS, Eyc* =0 _ FEy.. L’étude du développement de cette fonctionnelle pour y — 0
nous renseigne sur la fagon dont répond la fonctionnelle d’échange-corrélation coulombienne
quand la partie de tres longue portée de 'interaction électronique est éteinte.

Nous commengons par donner la forme de ces développements dans le cas de systemes finis
confinés dans une partie de ’espace. La condition de décroissance exponentielle de la densité de
paires a l'infini est une condition suffisante pour 'existence des intégrales apparaissant dans les
développements. Dans le cas de ’énergie d’échange, nous pourrons alors voir explicitement que
ces développements prennent une forme différente dans un systéeme infini tel que le gaz homogene
d’électrons. Afin d’alléger le texte, les développements détaillés sont relégués a ’annexe C.

5.2.1 Energie d’échange de courte portée d’un systeme fini pour y — 0

L’énergie d’échange de courte portée d’un systeme fini a le développement suivant autour de
i =0 (voir le paragraphe C.2)

ol Z a" pAntt //nzz (r1,r2)riydridrs, (5.1)

ou E, est I’énergie d’échange KS, ng »(r1,r2) est la contribution d’échange a la densité de paires
et a, sont des coefficients dépendants de 'interaction choisie : ay e = 1/(2n + 1) pour erf et
an erfgan = 2" T1[1/(2n+1) —1/3"] (= 0 pour n < 1 par construction) ot ¢ = (14 6v/3) 12 pour
erfgau. En particulier, pour l'interaction erf, ce développement s’écrit

ESM — B+ N_|_ //an ri,ro TlgdrldI'Q + - (5.2)

x,erf

ou le terme linéaire en p provient de la normalisation du trou d’échange [1]. Pour 'interaction
erfgau, le développement est

2c5
B = B~ 312 [ [ naaes eayrbtesdrs + 6:3)

Avec l'interaction erf, I’énergie d’échange varie donc linéairement avec p au voisinage de la limite
KS de la connexion adiabatique. Au contraire, avec I'interaction erfgau, ’énergie d’échange ne
varie qu’en 1° donnant une courbe en fonction de y tres plate au voisinage de p = 0 (voir plus loin
la figure 5.1). Ce dernier comportement témoigne d’une bonne séparation longue portée/courte
portée. En effet, avec 'interaction erfgau, lorsque p s’écarte faiblement de 0, uniquement la
partie de tres longue portée de I'interaction électronique est éliminée ce qui n’a pas d’influence
sur I’énergie d’échange d’un systeéme fini d’extension inférieure a cette portée. Avec I'interaction
erf, la séparation longue portée/courte portée est imparfaite et la partie de courte portée de
Iinteraction est également atténuée lorsque u s’écarte faiblement de 0, entrainant dans ce cas
une variation linéaire de I’énergie d’échange.
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5.2.2 Energie de corrélation de courte portée d’un systéme fini pour y — 0

Le développement de 'énergie de corrélation de courte portée d’un systeme fini autour de
=0 est donné dans le paragraphe C.3. Il s’écrit

_ I K& (=) 2n+1 )a 6’% r1 r2)
ST, [ N n 2n+k+1 Z 2 \" DA 2n
E? = FE, N ng_l 2 Tk (20 1k // ) ripdridre,
= = lll:

(5.4)

\ , . , . 1 o2 . ’ . .y
olt E, est I'énergie de corrélation KS et n,*'(rq,r2) est la densité de paires de corrélation associée

a l'interaction de longue portée wt?. En fait, les premiers termes de ce développement sont nuls.
Pour l'interaction erf, ce développement s’écrit

ST a3”2 ,C r17 1‘2)
Ec,l;ff = 36f // ( T%erler + - (55)
o

=0

De méme, pour l'interaction erfgau, nous avons

_ 10 10 85n2 rl,r2)
Ef:,éffgau = c 5400\/> // ( = T%erler +--- (56)

n=0

Au voisinage du systeme KS, I’énergie de corrélation varie donc beaucoup plus lentement que
I’énergie d’échange. La courbe de 1’énergie de corrélation en fonction de p est ainsi tres plate
autour de p = 0 (voir plus loin la figure 5.2). Ceci reflete le fait que la modification de la
partie de tres longue portée de I'interaction électronique n’a pas effet sur I’énergie de corrélation
d’un systeme fini. D’un point de vue pratique, cette caractéristique a pour conséquence que
I’énergie de corrélation a p = 0 est difficile a extrapoler a partir de la connaissance de 1’énergie
de corrélation aux grandes valeurs de p.

5.2.3 Energie d’échange de courte portée du gaz homogene d’électrons pour
p—0

Les expressions analytiques des énergies d’échange de courte portée par particule € . umf du
gaz homogene d’électrons avec les interactions erf et erfgau sont calculées dans 'annexe F. Dans

le cas de l'interaction erf, le développement de £ .. umf pour p — 0 s’écrit

1/3
52’&?(%) = €3 unif(Ts) + \/17?# - (27?;4> s + %,u 75 + termes exponentiels ,  (5.7)
olt s = 3/(47n)"/3 est le rayon local de Wigner-Seitz et e, unit(rs) est 'énergie d’échange par
particule du gaz homogene d’électrons coulombien. A Texception du terme linéaire en W, ce
développement n’est pas de la méme forme que le développement de I’énergie d’échange d’un
systéme fini (5.2). Le développement dans le gaz homogene d’électrons contient des termes en
puissances paires de pu.
Pour l'interaction erfgau, nous avons le développement

sr,u,erfgau 2\/> 3 2 2 (9 4\/>) 4 4

e LB (rg) = € unif(Ts) + (813 s BT 73 + termes exponentiels , (5.8)

qui est aussi de forme différente de celle du développement obtenu pour un systeme fini (5.3).

Ainsi, les énergies d’échange de courte portée dans ’approximation LDA appliqué & un
systeme fini ne présentent pas le bon comportement au voisinage de u = 0. Il n’y a aucune
raison qu’il en soit autrement pour I’énergie de corrélation.
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5.3 Développements des fonctionnelles de courte portée dans la
limite © — oo

Dans la limite g — o0, la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée s’annule,
Eyct ™ = 0. Le développement asymptotique de E5c" quand g — oo nous donne la forme de
la fonctionnelle d’échange-corrélation associée & une interaction de trés courte portée.

Nous donnons ici les développements asymptotiques des énergies d’échange et de corrélation
de courte portée pour u — oo. Ces développements, détaillés dans I'annexe D, s’appliquent
aussi au gaz homogene d’électrons. A Daide de ces développements, nous pourrons alors discuter
de la pertinence de 'approximation locale pour les fonctionnelles de courte portée en prenant
I’exemple simple de 'atome d’hélium.

5.3.1 Energie d’échange de courte portée pour y — oo

L’énergie d’échange de courte portée admet le développement asymptotique suivant quand
1 — oo (voir le paragraphe D.3)

1

ST, - A2n (2n)
ESoh = Qﬁzo )i + 2) 2+ /ngx (r,r)dr + O( 2m+3) (5.9)

(2

ou les coefficients A,, ont été définis dans I’annexe D et n2,; ) (r,r) désigne la densité de paires
d’échange a la coalescence (on-top) et ses dérivées (en moyenne sphérique par rapport a rig).
Nous allons donner une expression explicite des deux premiers termes de ce développement. La
densité de paires d’échange a la coalescence est

ng z(r,r) Zn (5.10)

ou la sommation porte sur les deux états de la projection du spin o = «, 3 et n,(r) sont les
densités de spin; sa dérivée seconde est donnée par [2]

Ne (1r)]?
ny)(r.r) = —;;na(r) (Vzna(r)—‘l ()+;’vno((r))’ ) (5.11)

ol 7,(r) sont les densités d’énergie cinétique KS résolues en spin et qui s’expriment en fonction
des spin-orbitales KS ¢;,(r) par

No

7o (r) = %Z Voo (1) 2, (5.12)

i=1

ou N, est le nombre d’électrons de spin o. Le laplacien dans I’équation (5.11) peut étre éliminé
par intégration par parties

/na(r)V2nU(r)dr = —/]Vna(r)lzdr, (5.13)

ce qui conduit aux premiers termes du développement de 1’énergie d’échange de courte portée

e L [t S i (S
(5.14)




5.3. DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONNELLES DE COURTE PORTEE DANS... 85

avec Agert = Ao erfean = VT/2, Azt = 3v/T/4 et Ag ertgan = A2 ere(1+ 36v/3)/c*. Dans le cas de
I'interaction erf, ce résultat a déja été mentionné dans la littérature [3]. Dans le cas de systemes
sans polarisation de spin, I’équation (5.14) devient

Y nir 2
’ ;/n(r)2dr+ \2;32(15/71(1') (W +4T(r)> dr+--- . (5.15)

L’équation (5.14) ou (5.15) montre que le premier terme du développement de ’énergie d’échange
de courte portée quand p — oo est exactement une fonctionnelle locale de la densité (ou, en
général, une fonctionnelle des densités de spin). L’approximation LDA devient donc exacte dans
cette limite. Une autre facon d’obtenir ce résultat est d’effectuer une décomposition en vecteur
d’onde de 'énergie d’échange KS et d’étudier la limite des courtes longueurs d’onde [4]. Le
terme suivant dans le développement (5.15) faisant intervenir le gradient de la densité |Vn| et
la densité d’énergie cinétique 7 est du type meta-GGA. Les termes suivants d’ordres supérieurs
font intervenir des quantités construites a partir des dérivées d’ordres supérieurs des orbitales
KS. 11 faut noter que, au lieu d’utiliser des quantités résolues en spin, il est tout a fait équivalent
de n’utiliser que la densité de paires d’échange a la coalescence et ses dérivées successives.

Un développement asymptotique similaire peut étre obtenu pour ’énergie de Hartree de
courte portée (voir le paragraphe D.2)

ESH = \/ifo / n(r)2dr — ﬁfé / IVn(r)|?dr +-- - . (5.16)
En comparant les équations (5.14) et (5.16), il apparait que, pour un systéme a un seul élec-
tron (ng = n, ng = 0, 7 = 7w = |Vn|?/(8n), 73 = 0), énergie de Hartree et d’échange se
compensent exactement & chaque ordre. Comme le premier terme (en p~2) du développement
asymptotique de I’énergie d’échange est une fonctionnelle locale de la densité, cette compen-
sation est exactement maintenue dans ’approximation locale. Il n’y a donc pas d’erreur de
self-interaction dans 'approximation LDA pour ce premier terme. Concernant le terme suivant
du développement (en p~*), la correction de I'erreur de self-interaction requiere 1'utilisation
d’une approximation de type meta-GGA dépendant explicitement de |Vn,| et 7,.

Dans la méthode de KS, il a été fréquemment argumenté que les approximations (semi)locales
de la fonctionnelle d’échange peuvent parfois simuler des effets de corrélation de quasi-dégéné-
rescence (voir par exemple la référence [5]). Il est clair d’apres la discussion précédente que, dans
le cas des fonctionnelles d’échange de courte portée, les approximations (semi)locales deviennent
exactes dans la limite u — oo et cette simulation fortuite des effets de corrélation de quasi-dé-
générescence disparait.

ESOH — 7"-140
z - 2

5.3.2 Energie de corrélation de courte portée pour [t — 00

Le développement asymptotique de ’énergie de corrélation de courte portée quand p — oo
s’écrit de maniére approchée (voir le paragraphe D.4)

B & 2 ng c(r,r)dr + v

oll ngc(r,r) et na(r,r) sont les densités de paires coalescentes de corrélation et totale, le coeffi-
cient Ag est donné apres 'équation (5.14), Ay erf = 1 et A erfgan = 28/c3. Le premier terme de
Iéquation (5.17) est exact mais le second n’est qu'une estimation.

Ce résultat montre que, aux grandes valeurs de u, ’énergie de corrélation de courte portée
devient exactement une fonctionnelle locale de ng .(r,r). Ceci met 'accent sur 'importance de
cette quantité dans la construction d’approximations. Ceci est dans la méme ligne de pensée
qu'un certain nombre de travaux antérieurs [6-8] relevant 1'utilité d’inclure explicitement la
densité de paires coalescentes dans les approximations pour les fonctionnelles de la densité.

na(r,r)dr + -, (5.17)
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5.3.3 Energie d’échange de courte portée du gaz homogene d’électrons pour
H— 00

Le développement asymptotique pour p — oo de I’énergie d’échange de courte portée par
particule du gaz homogene d’électrons est de la méme forme que celui d’'un systeéme fini [équa-
tion (5.9)]

m
Ag 1
ST, . n (2n)
gz,unif(rs) - 2\/7?7;) (2n)!(2n + 2)N2n+2 ngm,unif(rs) + O(M2m+3 )’ (5'18)
ol gg:r)lif(rs) désigne les dérivées successives en r15 = 0 de la fonction de distribution de paires

d’échange du gaz homogene d’électrons [9]

9 <Sin(k’p7"12) — kpria cos(kpria) ) ? (5.19)

g%unif(TS)TlQ) =1—-= 3 3
2 kpriy

avec kp = (3m%n)'/3. Par exemple, les deux premiers termes du développement (5.18) s’écrivent

SH (7’ ) _ ﬁAO n + ﬁAQ (371'2)2/377,5/3 4.
z,unif\' $ /’LQ 2 4:“'4 5 ’

(5.20)
comme il est par ailleurs possible de le vérifier & partir des expressions analytiques de I’annexe F.

5.3.4 Energie de corrélation de courte portée du gaz homogene d’électrons
pour [ — o0

Parallelement a I’équation (5.17), le développement asymptotique pour ;1 — oo de ’énergie de
corrélation de courte portée par particule du gaz homogene d’électrons s’écrit approximativement

A 2\/TA
ghk ( s) ~ Vg © ( s) + \3{;31 © (rs) 4+ (5.21)

c,unif ~ /1'2 ngc,unif xc,unif
. (0 () B (0) . . ) _
ol g, imie(Ts) = Gpounir(Ts) — 1/2 et g, i(7s) est la fonction de distribution de paires coales
centes du gaz homogene d’électrons pour laquelle Burke, Perdew et Ernzerhof ont proposé la
paramétrisation [10]

gzc,unif

O i) = D (7472 4 §) e AVIFT, (5:22)

avec D = 32/(3m), A =3.2581, § = 163.44 et v = 4.7125.

5.3.5 Approximation locale pour y — oo

L’étude des développements asymptotiques pour pu — oo permettent d’analyser ’approxi-
mation locale dans la limite d’une interaction de courte portée. Nous allons ainsi montrer que
les premiers termes des développements asymptotiques des énergies d’échange et de corrélation
sont bien approchés en LDA.

Le développement LDA de I’énergie d’échange de courte portée, obtenu a partir de I’équation
(5.20), est comparé au développement exact (5.15) dans le cas de 'atome d’hélium pour les
interactions erf et erfgau dans la figure 5.1. Dans ces expressions, une densité précise calculée au
niveau MRCISD est utilisée (voir "annexe B). L’approximation LDA associée a ces interactions
modifiées évaluée avec la méme densité est aussi indiquée, ainsi qu'un calcul précis de ’énergie
d’échange le long de la connexion adiabatique (voir 'annexe B). Le développement LDA est
exact pour le premier terme et tres proche du développement exact avec les deux premiers
termes. En conséquence, dans le domaine de validité de ce développement (ici pour p = 2
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Fic. 5.1: Energie d’échange de courte de portée ESHH de 'atome d’hélium le long des connexions adiaba-
tiques erf (haut) et erfgau (bas) : calcul précis (courbe pleine épaisse), LDA (courbe pointillée épaisse),
développement asymptotique exact pour 1 — oo [équation (5.15)] tronqué apres le premier terme (courbe
pleine inférieure) et apreés les deux premiers termes (courbe pleine supérieure) et développement asymp-
totique de fonctionnelle LDA tronqué apres les deux premiers termes (courbe pointillée), le premier terme
étant exact.

a.u.), 'approximation LDA est elle-méme trés précise. Le succes de Iapproximation LDA aux
grandes valeurs de p est dii a 'exactitude de la densité de paires d’échange a la coalescence et a
la bonne transférabilité de ses premieres dérivées du gaz homogene d’électrons vers le systéeme
inhomogene, du moins en moyenne sur tout le systeme. Il doit étre souligné que le développement
de la fonctionnelle LDA jusqu’au terme en ;i ~* reste méme légerement plus proche de la courbe
exacte que le développement exact tronqué au méme ordre. Ainsi, ’'approximation LDA est déja
relativement précise pour p 2 1 a.u. (erreurs de 16 mH pour 'interaction erf et 10 mH pour
I'interaction erfgau) alors qu’atteindre une précision comparable avec le développement exact de
I’énergie d’échange nécessiterait la prise en compte d’un grand nombre de termes.

Toujours pour 'atome d’hélium avec les interactions erf et erfgau, le développement LDA de
I’énergie de corrélation de courte portée, obtenu a partir de I’équation (5.21), est comparé au dé-
veloppement (5.17) évalué a partir d’un calcul de no(r,r) au niveau MRCISD dans la figure 5.2.
Un calcul précis de ’énergie de corrélation le long des connexions adiabatiques (voir 'annexe B)
ainsi que I'approximation LDA sont également indiqués. Comme pour 1’énergie d’échange, les
premiers termes du développement LDA sont trés proches du développement (5.17). Le dévelop-
pement de la fonctionnelle LDA tronqué apres les deux premiers termes donne ainsi une bonne
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approximation de I’énergie de corrélation exacte dans la région ou I’approximation LDA est elle-
méme précise (de p ~ 2 a.u. & u — o0). Nous pouvons déduire de ces résultats que la densité de
paires coalescentes na(r,r) est bien transférable du gaz homogene d’électrons a ’atome d’hélium,
au moins en moyenne sur tout le systéme. Cette bonne transférabilité semble assez générale et
a déja été remarquée dans de nombreux systeémes atomiques et moléculaires [8,10, 11]. Ceci ex-
plique en partie le succes de 'approximation LDA pour décrire les interactions de courte portée
(1 — 00). Au contraire, a 'autre bout de la connexion adiabatique, proche du systéeme Kohn-
Sham (u = 0), 'approximation LDA transfere de maniére incorrecte des effets de corrélations
de longue portée du gaz homogene d’électrons et extrapole mal ’énergie de corrélation exacte
d’un systeme fini.

5.4 Relations de transformation d’échelle

La généralisation des relations de transformation d’échelle (scaling) habituelles aux fonc-
tionnelles associées aux interactions modifiées erf et erfgau est basée uniquement sur la forme
commune de D'interaction électronique de longue portée, wrs" (r) = f(ur)/r, et est donc identique

pour les deux interactions.

5.4.1 Relations de transformation d’échelle pour les fonctionnelles de Hartree
et d’échange

Rappelons que, sous une transformation d’échelle uniforme des coordonnées électroniques
d’un facteur v > 0, la fonction d’onde d’un systéme & N électrons ¥(r;...ry) se transforme selon
(voir par exemple la référence [12])

U, (ry..vy) = YN 20 (yry . qry), (5.23)
et la fonction d’onde transformée V. donne alors la densité transformée n.,
n,(r) = ¥*n(yr). (5.24)

Le déterminant KS associé a la densité n apres transformation d’échelle sur les coordonnées est
identique au déterminant KS associé a la densité transformée n.,

B, [n] = Dln,). (5.25)

ce qui conduit a la relation de transformation d’échelle de I’énergie cinétique KS
Ts[n,] = v*Ts[n). (5.26)

En utilisant par ailleurs la transformation de 1’énergie d’interaction électronique

(@4 | Wt |@y) = 7(@[WeeH| @), (5.27)

provenant directement de la forme commune des interactions modifiées, nous trouvons que les
fonctionnelles de Hartree et d’échange de longue portée se transforment selon

By [ns) = vy [n], (5.28)
Byt [ns) = 1 E*n. (5.29)

L’énergie d’échange de courte portée satisfait bien str la méme relation de transformation
d’échelle
B [n,] = yES 4 [n). (5.30)

qui exprime le fait que la connaissance de 1’énergie d’échange pour une densité n et pour un
parametre d’interaction p est équivalente a la connaissance de 1’énergie d’échange pour une
densité n, et pour un parametre d’interaction py.
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Fiac. 5.2 Energie de corrélation de courte de portée ES*# de 'atome d’hélium le long des connexions
adiabatiques erf (haut) et erfgau (bas) : calcul précis (courbe pleine épaisse), LDA (courbe pointillée
épaisse), développement asymptotique pour p — oo [équation (5.17)] tronqué apres le premier terme
(courbe pleine inférieure) et apres les deux premiers termes (courbe pleine supérieure) et développement
asymptotique en LDA tronqué apres le premier terme (courbe pointillée inférieure) et apres les deux
premiers termes (courbe pointillée supérieure).
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5.4.2 Inégalités de transformation d’échelle pour la fonctionnelle de corréla-
tion de longue portée

Les fonctionnelles de corrélation de longue portée et courte portée ne satisfont pas a la
méme relation simple de transformation d’échelle des fonctionnelles de Hartree et d’échange,
puisqu’en général la fonction d’onde d’un systéme en interaction associée a la densité n apres
transformation d’échelle des coordonnées n’est pas égale a la fonction d’onde associée a la densité
transformée n,

W, [n] # Wln, ). (5.31)

Néanmoins, des inégalités de transformation d’échelle peuvent étre démontrées pour la fonction-
nelle de corrélation de longue portée. En effet, d’aprés le principe variationnel,
T [0, + Wept[ns] = (U ]|T + Wepk [ [n,)])
1 & Tl 1
< (UPHn][T + WeH W n])
P[] + AW ), (5.32)
et
VT ) + P Weet ] = (U [n]|T + W W n))

< () [ 4+ W )
T [, + YW ), (5.33)

puisque U7 [n.] et \Illvr’“ [n] donnent la méme densité n,. En combinant les équations (5.32)
et (5.33), nous arrivons aux inégalités suivantes pour ’énergie d’interaction électronique

Wik [n,] < AWt [n],y < 1, (5.34)

WeeVny] > AWeet[n], v > 1, (5.35)
et pour I'énergie cinétique

T, > AT [n],y < 1, (5.36)

T [n,] < 2T [n], v > 1. (5.37)

Bien stir, en utilisant I’équation (5.26), la contribution de corrélation & 1’énergie cinétique TemH
satisfait aux mémes inégalités. Finalement, en décomposant chaque terme de I’équation (5.32)
en Ty, ToOF, BF, EXF et EM, et en utilisant les relations (5.26), (5.28), (5.29) et Dinégalité
sur 7, ér’“ avec v < 1, nous obtenons I'inégalité suivante pour la fonctionnelle de corrélation de
longue portée

B[] < yEM[n],y < 1. (5.38)

Le méme travail sur I’équation (5.33) conduit a

ErMi(n,] > yEXFn], v > 1. (5.39)

5.4.3 Relations de transformation d’échelle pour les fonctionnelles de corré-
lation

Une relation d’égalité de transformation d’échelle peut quand méme étre obtenue pour les
fonctionnelles de corrélation de longue portée et de courte portée en combinant la connexion
adiabatique linéaire avec la connexion adiabatique erf ou erfgau.

Nous désignons par W'"#* la fonction d’onde de 'état fondamental le long d’une double
connexion adiabatique. Le premier indice en exposant, u, réfere a la connexion adiabatique
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erf ou erfgau et le deuxieme indice, A, a la connexion adiabatique linéaire. Par définition,
lriAp] est la fonction d’onde minimisant (¥|7° —|— AWeL"|W) et donnant la densité n. La fonc-
tion d’onde apreés transformation d’echelle \I’Ir #Alp] minimise <\I/|712T + %Weh;“ 7|W), puisque
<\Ijlr,p )\‘*T-i- AWIT M’Y‘\Ijh"yﬂ )\> — <\I]1r R
quence, en effectuant la substitution A\ — \/7, \Iflr“ M 7[n] minimise W%(MT + AWERT W) et
donne la densité n.. Nous concluons donc que

VI pleA) et donne la densité n.. En consé-

WA | = \I,gmu«\/v [n). (5.40)

En appliquant cette relation avec A = 1 a la fonction d’onde du systeme en interaction et
au déterminant KS, nous arrivons a la relation de transformation d’échelle suivante pour la
fonctionnelle universelle de longue portée et la fonctionnelle de corrélation de longue portée

Flrsy [nv] _ ,Y?Fhw»l/’y [n], (5.41)
E(lzr,u"/[n’y] — 72E(1:1’7M71/"/ [’I’L] (542)
Bien str, cette relation est également valable pour la fonctionnelle de corrélation de courte portée
E‘wsr,u'y[n ] = ,Y?Eiwhl/'Y [n], (5.43)

ST /J'7

ot la fonctionnelle complémentaire E."[n] est définie par

Esrnu" [n] = Eir"u_)OO’A[TL] — Eér"u")\ [n] (544)

La relation (5.43) montre que la connaissance de la fonctionnelle de corrélation pour la densité
n, pour un parametre d’interaction p avec les interactions erf ou erfgau et pour un parametre
d’interaction linéaire 1/ est équivalente & la connaissance de cette fonctionnelle pour une den-
sité n, et pour un parametre d’interaction py avec les interactions erf ou erfgau. Pour le cas
I'interaction erf, la relation (5.43) a déja été mentionnée par Yang [1].

5.4.4 Transformation d’échelle uniforme dans la limite des hautes densités

Si le systéme de Kohn-Sham n’est pas dégénéré, la fonctionnelle de corrélation ES™*[n]

la double connexion adiabatique se développe en puissances de \ suivant (théorie de perturbation
de Gérling-Levy [13])

sur

EFHAR] = B O ] 4 XESSHW[n] 4 A2ES @) [n] + NBETHG)p] 4 ... | (5.45)
avec ES D] = (1/i1)(9'ES"[n]/OA)—o. Comme dans le cas coulombien [14,15], il est
évident que le premier terme de ce développement est toujours nul, Eg " (0)[ ] = 0 et, par le
théoreme de Hellmann-Feynman, le terme suivant s’annule également, Eg " (D) [n] = 0. Appli-

quant alors dans ce cas ’équation (5.45) a la relation (5.43) avec A = 1/7, nous voyons que la
fonctionnelle de corrélation de courte portée Ez *7[n.] tend vers une valeur finie dans la limite

des hautes densités, v — oo,
lim B0 [n,] = B @p), (5.46)

Y—00

comme dans le cas coulombien [14,15]. Notons que cette limite est prise en appliquant également
la relation d’échelle au parametre d’interaction, p — p7y. En effet, pour conserver le caractere de
courte portée de la fonctionnelle, la portée de 'interaction doit étre réduite « a la méme vitesse »
que la densité est contractée. Si p n’est pas transformé, la limite v — oo redonne simplement
I’énergie de corrélation coulombienne au deuxieme ordre de la théorie de perturbation de Gorling-
Levy : limy oo B2 ¥ [n,] = g? [n].

En cas de dégénérescence du systeme de KS, la relation (5.46) n’est généralement plus valable.
L’énergie de corrélation peut dans ce cas diverger linéairement en .
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5.4.5 Relations de transformation d’échelle en LDA

Dans le gaz homogene d’électrons, la transformation d’échelle de la densité s’écrit simplement
n — ~3n, ou en terme du rayon de Wigner-Seitz, r; — r,/7. Les relations de transformation
d’échelle (5.30) et (5.43) sont valables pour les énergies d’échange et de corrélation de courte
portée par particule du gaz homogene d’électrons. Elles s’écrivent

1
Emnit(Ts) = ;52%&(7“8/7)’ (5.47)
et
1
Coamit(7s) = —3Zcimit (7s/7). (5.48)

11 est d’ailleurs aisé de vérifier ’équation (5.47) explicitement sur les expressions analytiques de
I’énergie d’échange par particule pour les interactions erf et erfgau de 'annexe F. L’approxi-
mation LDA satisfait donc bien les deux relations de transformation d’échelle (5.30) et (5.43),
comme dans le cas coulombien.

La limite des hautes densités révele au contraire une distinction importante par rapport au
cas coulombien. Rappelons d’abord que dans cette limite, v — oo, I’énergie de corrélation du
gaz homogene d’électrons coulombien diverge de maniere logarithmique [16]

5c,unif(7n8/7) = Aln(rs/'y) R (549)

avec A = (1 —1In2)/m2. Par contraste, I’énergie de corrélation de courte portée du gaz homogene
d’électrons tend, dans cette limite, vers une valeur finie pour u # 0. Le développement asymp-

totique de cette limite peut étre déterminé en injectant dans le développement pour p — oo de
0)

’énergie de corrélation de courte portée [équation (5.21)] le développement de g( (rs) lorsque

zc,unif
rs — 0 [17]
1
gggunif(rs) =5 —ars +-- (5.50)
ott a = (97/4)"/3 (72 + 61n2 — 3)/(57), ce qui conduit &
*3CLAO A1

. ST, 1y ~ e
,}g{}o Ec,unif(rs/’)/) 4\/,7.”,‘3#2 + 4\/7?7%#3 -

Evidemment, si dans I’équation (5.51) la transformation d’échelle n’était pas appliquée au
parametre d’interaction, p — 7y, nous retrouverions la divergence logarithmique coulombienne.

(5.51)

5.4.6 Limite Z — oo d’une série isoélectronique atomique

Une application concrete de la limite des hautes densités sous transformation d’échelle uni-
forme se trouve dans la limite a charge nucléaire infinie, Z — oo, des séries isoélectroniques
atomiques. En effet, puisque en augmentant Z un ion atomique devient de plus en plus hy-
drogénoide et puisque la variation de Z dans un systeme hydrogénoide a le méme effet qu'une
transformation d’échelle uniforme de la densité, la limite Z — oo est équivalente a la limite
7 — oo (voir par exemple la référence [18]).

Ainsi, la relation d’échelle (5.30) pour l'énergie d’échange de courte portée se traduit dans
une série isoélectronique atomique par la limite

lim 7E;T:NZ [nz]

Jim = = B ) (5.52)

ot ny est la densité de I’élément de charge nucléaire Z de la série et n}_, = (N/7)e™?" est la
densité de l'atome hydrogénoide (sans interaction) a N électrons. L’énergie d’échange de courte
portée E5*Z[n] croit donc linéairement avec Z dans la limite Z — co.
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ESTHZ 7 -0,
(a.u.)

u (a.u.)

Fi1G. 5.3: Energie d’échange de courte portée réduite E5#Z /Z calculée de maniere précise (courbes pleines)
et dans Papproximation LDA (courbes tiretées) dans la série isoélectronique de I’hélium : He et NeS+t
(courbes fines), et limite Z — oo (courbes épaisses).

La figure 5.3 représente I'énergie d’échange de courte portée réduite E5*#[n]/Z en fonction

de p pour deux éléments de la série de 'hélium, calculée de maniere précise et dans 'approxi-
mation locale. La valeur limite E3 *[n}_,] est également indiquée. Dans cette série, la limite
Z — oo est pratiquement atteinte des Z = 10 (Ne®t). Nous observons que la précision de 1'ap-
proximation LDA sur I’énergie d’échange de courte portée réduite reste essentiellement identique
dans la série.

Concernant I’énergie de corrélation de courte portée, I’équation (5.46) se traduit par la limite
Z — o0

Jim B ng) = B k], (5.53)

valable pour une série isoélectronique atomique ne présentant pas de dégénérescences dans la
limite Z — oo.

La figure 5.4 représente ’énergie de corrélation de courte portée en fonction de p pour deux
éléments de la série de I’hélium, qui est non dégénérée, calculée de maniere précise et dans
I'approximation locale. Les premiers termes du développement asymptotique par rapport a u de
la limite Z — oo en LDA [équation (5.51)] sont également indiqués. Nous n’avons pas calculé
la limite Z — oo exacte, mais nous pouvons néanmoins anticiper qu’elle se positionne proche
de la courbe de Ne®*, comme dans le cas de I’échange. Par ailleurs, nous prévoyons que la
limite Z — oo en LDA sera proche de la courbe LDA pour Ne®t aux grandes valeurs de u. Le
développement asymptotique de I’équation (5.51) incluant les deux premiers termes étant tres
proche de la courbe LDA pour Ne®T & partir de x4 > 1.5 a.u., il devrait étre également, dans le
méme domaine de g, une bonne approximation a la limite LDA quand Z — oo. La figure illustre
le fait que, a chaque valeur de u, I’énergie de corrélation de courte portée exacte tend rapidement
vers une constante lorsque Z augmente dans la série. Par contraste, I’énergie de corrélation LDA
a 1 = 0 croit rapidement (en valeur absolue), ce qui est une manifestation de la divergence
logarithmique de I’énergie de corrélation du gaz homogene d’électrons coulombien dans la limite
des hautes densités [équation (5.49)]. Au contraire, aux grandes valeurs de u, I’approximation
LDA ne diverge plus lorsque Z augmente mais sature suivant I’équation (5.51) en restant proche
de I’énergie de corrélation précise. Contrairement au cas coulombien et a condition d’appliquer
la transformation u — puZ, Iénergie de corrélation de courte portée LDA ne se dégrade donc
pas dans la série isoélectronique.

L’énergie de corrélation de courte portée pour deux éléments de la série isoélectronique du
béryllium, qui est dégénérée, est tracée en fonction de p dans la figure 5.5. Dans cette série, a
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FIG. 5.4: Energie de corrélation de courte portée ES#Z calculée de manidre précise (courbes pleines)
et dans 'approximation LDA (courbes tiretées) dans la série isoélectronique de I’hélium, He et NeS+t
(courbes fines). Le développement asymptotique de la limite Z — oo en LDA [équation (5.51)] incluant
le premier terme (courbe pointillée inférieure) ou les deux premiers termes (courbe pointillée supérieure)
est également indiqué.

FIG. 5.5: Energie de corrélation de courte portée ES"#Z calculée de maniére précise (courbes pleines) et

dans Papproximation LDA (courbes tiretées) dans la série isoélectronique du béryllium : Be et Ne®+.

u =0, Pénergie de corrélation croit rapidement de fagon linéaire en Z alors que I'approximation
LDA ne croit que de maniere logarithmique. Aux grandes valeurs de u, 'approximation LDA ne
diverge plus et la figure 5.5 suggere que I'énergie de corrélation de courte portée tend a saturer
aussi dans cette série lorsque Z augmente.

5.5 Théoréme du viriel

Le théoreme du viriel associé aux interactions modifiées peut étre démontré a partir des
relations de transformation d’échelle des composantes de ’énergie électronique. Il prend la méme
forme pour les interactions erf et erfgau.

En effectuant une transformation d’échelle dans la fonction d’onde de ’état fondamental
"4 de I'hamiltonien en interaction partielle [équation (3.10)] et en utilisant la stationnarité de
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la fonction d’onde par rapport au facteur d’échelle v, nous obtenons

d . A ~
(CMQIJMT + Wik + Vsrv#|\1:};v“>> = 0. (5.54)
y=1

L’énergie d’interaction pour les interactions erf et erfgau se transforme suivant

(W W i) = o (V27 ), (5.55)
ce qui conduit a
R “ 8 Y II‘HLL
(AT (T ) — e e
/ (UIH |7 (1) e, Vosk (1) [T dr, (5.56)
D’aprés le théoreme d’Hellmann-Feynman, OF™# /0y = (U#9WEF /9| W) | et donc
1 1 FH
2T + WOk — o /n(r)r.Vvsr’”(r)dr. (5.57)
w

En décomposant le membre de gauche de cette derniére équation en T et nguc et en utilisant
le théoreme du viriel pour le systeme KS

2T, = /n(r)r.VvKS(r)dr, (5.58)
ou vks(r) est le potentiel KS, nous arrivons a
Ir Ir,p aEg’# SN
.M+ Byl — MWR = — [ n(r)r.V(vHze(r) — vy.(r))dr, (5.59)

ol Ve (r) = § Fge/dn(r) est la partie de Hartree, d’échange et de corrélation du potentiel KS et

vk (r) = §Ef /on(r) est la partie de Hartree, d’échange et de corrélation du potentiel v*"(r).

Il est possible d’éliminer les contributions de Hartree (voir 'annexe E) ce qui conduit &

OELH
TI o B - gt = - / n(x)r.V (v3e(r) — o35 (x) (5.60)
ou, pour les quantités complémentaires,
~ = OEq"
T3 + ESOH — i /n(r)r.Vv;rC’“(r)dr, (5.61)
I

faisant intervenir 'énergie cinétique de corrélation complémentaire T50 = T. — To"*. L'équa-
tion (5.60) établit un lien intéressant entre la fonctionnelle d’échange-corrélation, sa dérivée par
rapport & u et les quantités monoélectroniques To * et vz (r) le long de la connexion adiaba-
tique.

Il est également possible de séparer les contributions d’échange et de corrélation (voir I’an-
nexe E)

ST aEZr”u ST
EH —p o = — [ n(r)r.Voy *(r)dr, (5.62)
TEH 4 ES0H OB _ (r)r.VuiH(r)d 5.63
o B = e = [ v (5.63)

La derniere relation fournit une facon simple d’extraire T " & partir de Ei " sans passer par
un calcul de Ts. Nous pensons que ce théoreme du viriel généralisé peut étre utile pour tester
et construire des approximations tel que fut le cas dans le cadre de la méthode de KS (voir par
exemple les références [19,20]).
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, des propriétés théoriques des fonctionnelles d’échange et de corrélation de
courte portée ont été mises en évidence.

L’étude des développements des fonctionnelles d’échange et de corrélation de courte portée
dans les limites 4 — 0 et g — oo a permis de mieux comprendre les échecs et les succes de
I’approximation locale. En particulier, il s’avere que le développement pour p — 0 de I’énergie
d’échange LDA est de forme différente du développement de I’énergie d’échange exacte d’un sys-
teéme fini, confirmant les manques de I’approximation LDA aux faibles valeurs de p. Au contraire,
les développements asymptotiques de I’énergie d’échange et de corrélation LDA dans la limite
u — oo sont semblables aux développements exacts. Le premier terme du développement de
I’énergie d’échange est exact en LDA, ce qui explique en partie la bonne précision de cette ap-
proximation aux grandes valeurs de . La qualité de 'approximation LDA surpasse cependant le
seul premier terme de son développement. Concernant 1’énergie de corrélation, le développement
asymptotique pour p — 0o a montré que 1’énergie de corrélation de courte portée est déterminée
aux grandes valeurs de p par la densité de paires coalescentes coulombienne. La bonne précision
de la fonctionnelle LDA dans cette limite est alors entierement due a la bonne transférabilité
de cette quantité du gaz homogene d’électrons au systeme inhomogene considéré. Au dela de
leur utilité évidente pour l’extension multidéterminantale de la méthode de KS, ces résultats
présentent aussi un intérét pour la méthode de KS puisqu’ils contribuent a la compréhension de
la fonctionnelle d’échange-corrélation coulombienne en terme de portée de I'interaction électro-
nique.

Les relations de transformation d’échelle généralisées aux fonctionnelles de courte portée
s’averent semblables a celles du cas coulombien, a la différence prés que la transformation
d’échelle agit maintenant aussi sur le parametre d’interaction p. Une distinction essentielle par
rapport au cas coulombien est cependant que 1’énergie de corrélation de courte portée LDA ne
diverge pas sous transformation uniforme dans la limite des hautes densités. Ceci a pour consé-
quence, en comparaison au cas coulombien, que I’énergie de corrélation de courte portée LDA
présente un meilleur comportement vis-a-vis de 'augmentation de la charge nucléaire dans une
série isoélectronique atomique non dégénérée.

Enfin, nous avons vu que la fonctionnelle d’échange et de corrélation de courte portée sa-
tisfait un théoreme du viriel, faisant intervenir en particulier la dérivée de la fonctionnelle par
rapport au parametre d’interaction p. Ce théoréeme est mis en oeuvre dans 'annexe H pour le
calculs du moment d’ordre deux de la distribution en impulsion du gaz homogene d’électrons
avec interaction modifiée. Son utilisation pour des systémes inhomogenes n’a pas encore été
concrétisée.

S’appuyant en partie sur certaines des relations développées dans ce chapitre, des approxima-
tions des fonctionnelles d’échange et de corrélation de courte portée dépassant I’approximation
locale sont proposées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 6

Au dela de 'approximation locale
pour les fonctionnelles de courte
portée

Ce chapitre présente des tentatives, réussies ou non, de constructions d’approximations des
fonctionnelles d’échange et de corrélation de courte portée dépassant I’approximation locale. Les
approximations développées sont testées sur quelques systémes atomiques simples.

6.1 Introduction

Si les chapitres précédents ont montré la bonne qualité de 'approximation locale a la fonc-
tionnelle d’échange-corrélation de courte portée, E3:"[n], pour des grandes valeurs du parametre
d’interaction p, ils ont également souligné la médiocrité de cette approximation dans le domaine
des faibles valeurs de ce parametre.

L’insuffisance de ’approximation LDA limite ’applicabilité de ’extension multidéterminan-
tale de la méthode de KS. D’une part, ’erreur importante de 'approximation LDA aux petites
valeurs de p rend critique le choix du parametre d’interaction optimal. D’autre part, méme a
la valeur optimale de p, incapacité de 'approximation LDA & décrire correctement les régions
de densités différentes d’un systeme limite la précision de la méthode et son application a des
systemes complexes.

Dans ce chapitre, nous explorons diverses corrections a 'approximation LDA. L’idée simple
de l'utilisation d’un parametre d’interaction effectif dans la fonctionnelle LDA sera d’abord
étudiée. 1l sera ensuite envisagé de construire des approximations de la fonctionnelle de courte
portée en faisant directement usage des fonctionnelles déja disponibles & u = 0 dans le cadre de
la méthode de KS. La construction explicite de fonctionnelles de courte portée avec corrections
de gradient sera également entreprise. Toutes ces approximations restent locales (ou semilocales)
dans le sens ou elles s’écrivent sont la forme commune

B ~ [ denfe) S0 (nlr), V(o)) (6.1)

Nous présenterons aussi une tentative de construction d’une fonctionnelle de courte portée non
locale.

La construction de ces approximations est pratiquement identique pour les deux interactions
erf et erfgau. Les rares différences seront indiquées si nécessaire. La qualité de ces approxima-
tions étant globalement similaire pour ces deux interactions, seul le cas de I'interaction erf sera
discuté ici. Par ailleurs, nous ne présenterons pas a ce stade des tests systématiques, mais nous
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préférerons utiliser quelques exemples de systéemes pour lesquels nous disposons de données de
référence précises. D’avantage de tests seront réalisés dans le chapitre suivant.

6.2 LDA avec un parametre d’interaction effectif local

6.2.1 Energie de corrélation de courte portée

De maniere générale, dans un systeme inhomogene les électrons sont corrélés sur une distance
plus courte que dans le gaz homogéne d’électrons. Ainsi, dans le contexte de la méthode de
KS avec l'approximation LDA, une contribution de longue portée a 1’énergie de corrélation
est incorrectement transférée du gaz homogene d’électrons au systéme fini, conduisant a une
surestimation de I’énergie de corrélation. Ce point a été compris depuis longtemps et a servi de
guide & la construction des premiéres approximations dépassant 1’approximation locale [1,2].

Dans le contexte de I'extension multidéterminantale de la méthode de KS, I'approximation
locale de la fonctionnelle de corrélation de courte portée Eg **[n] contient également une contribu-
tion de longue portée incorrecte aux petites valeurs de p pour lesquelles la portée de I'interaction
traitée par la fonctionnelle est grande. Une fagon simple d’éliminer cette contribution de longue
portée est d’utiliser dans la fonctionnelle de corrélation de courte portée LDA un parametre
d’interaction effectif local, ji. ¢ (r), estimant la longueur caractéristique réelle des effets de cor-
rélation au point r considéré dans le systeme inhomogene. Bien str, ce parametre d’interaction
effectif utilisé dans la fonctionnelle ne doit étre plus petit que le parametre d’interaction p utilisé
dans la partie fonction d’onde du calcul de facon & éviter tout double comptage des effets de

corrélation. Nous prenons donc

_ST,[b —Srnuc,eff(r)
Ec,eff — “c,unif ) (62)

ou gt

c.umif €St I’énergie de corrélation de courte portée par particule du gaz homogene d’électrons
et

Hc,eff(r) = max/u, pu(r)], (6.3)

ou py(r) est un parametre d’interaction local dépendant par exemple de la densité n(r) du
systeme inhomogene. L’utilisation de g eg(r) dans la fonctionnelle de corrélation LDA revient
alors simplement a éliminer des contributions de longue portée dans les régions de I'espace ou
pu(r) > p.

Nous testerons trois choix possibles pour p;(r). La premiere longueur caractéristique évi-
dente de l'interaction électronique dans ’espace réel est fournie par le rayon de Wigner-Seitz
rs = (47n/ 3)_1/ 3, représentant le rayon de la sphere centrée en r et contenant en moyenne un
électron. De maniere équivalente, la méme échelle de longueur peut étre exprimée dans 1’espace
de Fourier par le vecteur d’onde de Fermi kp = 1/(ars) avec a = (97/4)~ /3. Suivant un travail
précédent [3], nous prenons

1
pia(r) = e = akp(r). (6.4)

Un autre choix possible est basé sur ’observation que, dans le gaz homogene d’électrons, I’écran-
tage de l'interaction coulombienne conduit & une échelle de longueur de corrélation dans I’espace
de Fourier donnée par le vecteur d’onde de Thomas-Fermi ks = \/4kp /7. De maniére similaire
a I’équation (6.4), nous pouvons donc également choisir

2“1(/7)7. (6.5)

Des dépendances plus élaborées de u; par rapport a rg suivant d’autres critéres sont possibles.
Par exemple, Ferrell [4] a déterminé dans le gaz d’électrons le vecteur d’onde correspondant a

p2(r) = aky(r) =
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Fic. 6.1: Energic de corrélation de courte portée E5'# le long de la connexion adiabatique erf pour I’atome
Be : calcul précis (courbe pleine), LDA avec un g global (courbe épaisse en tirets longs) et LDA avec
diverses p effectifs (semi)locaux : ;1 = akp (courbe en tirets longs), u; 2 = aks (courbe en tirets courts)
et 3 = |Vn|/(4n) (courbe en pointillés).

la plus petite longueur d’onde a laquelle une oscillation plasma peut se propager. Il s’est avéré
cependant que le parametre d’interaction local obtenu par ce critére était tres similaire a celui
de I’équation (6.5) et ne sera pas discuté ici.

Une possibilité plus intéressante consiste a choisir un parametre d’interaction local dépendant
du gradient de la densité. En effet, comme il a été résumé par Svendsen et von Barth [5] & partir
des travaux de Langreth et Mehl [1,2] et Perdew et al. [6], « les distances sur lesquelles les
électrons sont corrélés dans des systemes inhomogenes réalistes sont plus déterminées par les
variations réelles de la densité que par ’écrantage d’un gaz d’électrons a la valeur locale de
la densité ». Nous utilisons un argument géométrique simple similaire a celui de Langreth et
Mehl [1] pour déterminer une distance caractéristique d sur laquelle varie la densité dans un
systeme inhomogene. Considérons un prototype d’'un atome constitué par une distribution de
densité, de gradient constant, formée par un triangle isocele. L’extension de cette distribution
est d = 4n/|Vn| ol n est la densité sur le milieu d’un coté du triangle, représentant une valeur
typique de la densité. Nous définissons donc un parametre d’interaction (semi)local par

_ [Vn(r)]

f,3(r) = “In(r) (6.6)

Ce dernier parametre d’interaction local a I'avantage de s’annuler dans la limite d’une densité
homogene. Dans ce cas, I’équation (6.3) donne p.g(r) = p et nous retrouvons donc correctement
I’énergie du gaz homogene d’électrons.

Les constantes multiplicatives dans les équations (6.4), (6.5) et (6.6) sont arbitraires; l'ex-
périence montre qu’elles sont raisonnables.

Pour le cas de 'atome de béryllium avec I'interaction erf, la figure 6.1 compare les énergies
de corrélation obtenues avec ’approximation LDA appliquée avec un parametre p global et les
parametres effectifs locaux . cs(r) proposés. L'utilisation des parametres effectifs permet de
diminuer nettement ’erreur de I'approximation LDA aux petites valeurs de u. La figure 6.2
montre une analyse plus détaillée utilisant I’énergie de corrélation locale par particule & *(r)
[suivant la définition de '’équation (4.4)] et révele que les choix ;1 = akp et p2 = aks ne
permettent pas de décrire correctement la structure de couches de 'atome. Au contraire, le
choix p3 = |Vn|/(4n) est en bon accord qualitatif avec I’énergie de corrélation locale précise.
Nous considérons donc ce choix comme le plus approprié.
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FiG. 6.2: Energie locale de corrélation de courte portée par particule dans ’atome Be pour l'interaction
erf avec 1 = 0.25 a.u. : Pénergie locale précise £55#P4(r) [équation (4.4), courbe pleine] est comparée aux
énergies locales obtenues en LDA avec des parametres d’interaction effectifs (semi)locaux : p;1 = akp
(courbe en tirets longs), u; 2 = aks (courbe en tirets courts) et p;3 = |Vn|/(4n) (courbe en pointillés).

6.2.2 Energie d’échange de courte portée

A la différence de I’énergie de corrélation, ’énergie d’échange est sous-estimée dans ’ap-
proximation locale. Utiliser un parametre pu effectif local dans la fonctionnelle d’échange LDA
plus grand que le parametre p global ne conduirait donc qu’a une détérioration de la précision
de l'approximation LDA. Nous pouvons au contraire utiliser un parametre effectif i, of(r) plus

petit que u. Nous prenons donc
Sr,pu Esr,uz,eff(r) (67)

Ez,eff — “z,unif )

N _ST,U I . I , . N 5z
ou £, s est I’énergie d’échange de courte portée par particule du gaz homogene d’électrons et

I'esquisse d'un choix possible pour i, g (r) est

paen(s) = 1 = —serte(un(s). (6.5)

ol A est une constante. L’expérience montre que A = 0.15 est une valeur raisonnable, mais
nous avons pas essayé de l'ajuster systématiquement. Le parametre effectif 11, og(r) est donc
obtenu par diminution du parametre p d’une quantité locale, A/r4(r), d’autant plus grande que
la densité est élevée au point considéré, et pondérée par la fonction erfc(urs(r)) qui permet
d’annuler la correction aux grandes valeurs de u. Notons que nous pouvons avoir avec ce choix
un parametre d’interaction effectif négatif, 1, ox(r) < 0. Dans ce cas, la fonctionnelle d’échange
LDA est déterminée par la relation de symétrie : By * = 2E, — B3 F.

L’erreur sur 'énergie d’échange de courte portée dans ’atome de béryllium obtenue en uti-
lisant I'approximation LDA avec le parametre effectif i, of(r) est représentée dans la figure 6.3.
Ce simple choix permet d’améliorer significativement I'approximation LDA aux faibles valeurs
de pu.

Nous avons montré que l'utilisation de parametres d’interaction effectifs en conservant la
fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée LDA a la capacité de réduire l'erreur LDA
aux faibles valeurs de p. La forme tres simple des parametres effectifs proposés devrait étre
raffinée. Cependant, I’aspect empirique d’une telle approche pour le cas de I’échange nous pousse
pour l'instant & explorer d’autres voies.
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F1G. 6.3: Erreur sur I'énergie d’échange de courte portée AES"# le long de la connexion adiabatique erf
pour latome Be : LDA avec un p global (courbe pleine) et LDA avec un p effectif local (courbe tiretée).

6.3 Interpolations sur la connexion adiabatique

L’approximation locale est précise aux grandes valeurs du parametre d’interaction p mais
conduit a des erreurs importantes aux petites valeurs de p. Or, pour u = 0, c’est-a-dire dans
le cas de la méthode de KS, nous disposons dans la littérature de meilleures approximations
de la fonctionnelle d’échange-corrélation utilisant par exemple une correction de gradient. Nous
pouvons alors envisager de construire une approximation & la fonctionnelle d’échange-corrélation
de courte portée le long de la connexion adiabatique par interpolation entre une fonctionnelle
de la densité approximative (DFA pour Density Functional Approximation) déja disponible a
u = 0 et la fonctionnelle LDA de courte portée dans la limite y — oo. En suivant I'esprit des
approximations habituelles en DFT, cette interpolation sera réalisée localement au niveau de

I’énergie locale par particule &2 (r).

6.3.1 Energie d’échange de courte portée

Nous considérons trois interpolations possibles pour 1’énergie d’échange de courte portée.

Interpolation rationnelle

Une premiére alternative consiste a construire une interpolation basée sur une approximation
a pu = 0 et les développements pour p — 0 et 4 — 0o donnés dans le chapitre 5. Considérons
ainsi 'approximation rationnelle (RI pour Rational Interpolation) suivante pour 1’énergie locale
d’échange de courte portée par particule

st €z, DFA

— __ 6.9

CRUT L+ by + bop?’ (6.9)

ol by ey = —1/ (€2 DFAV/T) OU b1 erfgau = 0 sont choisis de facon a satisfaire le développement
exact pour g — 0 a Pordre 1 [équation (5.1)] et by = —4e, pra/(7n) pour retrouver le premier

terme du développement exact pour g — oo [équation (5.15)]. Dans ’équation (6.9), 5 pra
est ’énergie locale d’échange par particule & u = 0 donnée par une fonctionnelle de la densité
approximative habituelle.
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Interpolation pondérée

L’interpolation de ’équation (6.9) n’utilise que le premier terme du développement de 1’éner-
gie d’échange pour p — oo. Il ressort cependant du paragraphe 5.3.5 que la qualité de I’énergie
d’échange LDA surpasse celle des premiers termes de son développement ou du développement
exact. Afin de mieux exploiter 'approximation LDA, nous pouvons utiliser plutot son expression
complete et le modifier uniquement dans le domaine des faibles valeurs de u. Nous proposons
ainsi l'interpolation pondérée (WI pour Weighted Interpolation) suivante pour 1’énergie locale
d’échange de courte portée par particule

et = (ezpra — e e Jw (k) + €5 e (6.10)
ot w(p) est une fonction poids agissant aux petites valeurs de p uniquement. Plus précisément,
w(y) doit étre une fonction positive satisfaisant w(y = 0) = 1 de sorte que 5"~ = ¢, pra,
prenant des valeurs significativement non nulles dans la région ou l'approximation LDA est
imprécise et ayant une décroissance rapide pour u — oo de fagon a retrouver le comportement
correct de £} dans cette limite. Nous estimons par 1/7;(r) la valeur locale de  délimitant le
domaine dans lequel 'approximation LDA est imprécise et nous prenons alors w(u) = erfc(urs).

Contrairement a l'interpolation rationnelle, dans la limite d’une densité homogene, I'interpo-
lation pondérée se réduit correctement a l’énergie d’échange de courte portée du gaz homogene
d’électrons si I’approximation utilisée a p = 0 se réduit elle-méme a 1’énergie d’échange du gaz
homogene d’électrons coulombien.

Autre interpolation

Nous mentionnons finalement a des fins comparatives un autre type d’interpolation pour
Iénergie d’échange de courte portée due a likura, Tsuneda, Yanai et Hirao (ITYH) [7] et basée
sur une modification de la fonctionnelle LDA. Leur approximation, formulée avec l'interaction
erf, s’écrit

1
ST = eopEA [1 - §A<\/7rerf <2A) T (24— 44%)e V0 34 ¢ 4A3> o (6D)

avec A = p/(2k), k = \/€g,unif/€x,prAkF. Cette approximation se réduit & e, pra pour g = 0 et &
un développement asymptotique pour g — oo incorporant correctement le premier terme exact
[cf. équation (5.15)]. Utilisant I’énergie d’échange de courte portée du gaz homogene d’électrons
avec l'interaction erfgau (cf. annexe F'), la méme approximation pour cette interaction peut étre
aussi facilement construite.

Résultats

Nous testons et comparons a présent les différentes interpolations en utilisant comme ap-
proximation & p = 0 la fonctionnelle d’échange PBE [8] : €, pra = €4 PBE-

La figure 6.4 représente les erreurs sur I’énergie d’échange de courte portée pour 'atome de
béryllium obtenues avec I'approximation LDA et avec les diverses interpolations. L’interpolation
rationnelle améliore 'approximation LDA aux faibles valeurs de p mais la détériore dans la ré-
gion des valeurs intermédiaires. Comme il a déja été noté, ceci reflete le fait que 'approximation
locale est précise sur un domaine de p plus large que son développement asymptotique pour
W — oo tronqué au premier ordre. L’interpolation pondérée utilise mieux la qualité de ’ap-
proximation LDA et permet son amélioration pour toutes valeurs de u. L’interpolation de ITYH
est comparable a I'interpolation pondérée, la précision de notre interpolation étant légerement
supérieure. Cependant, méme avec 'interpolation pondérée, pour p < 2 a.u., les erreurs restent
importantes ce qui souligne les limitations de cette approche.
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F1a. 6.4: Erreur sur I’énergie d’échange de courte portée AES # le long de la connexion adiabatique erf
pour 'atome Be : LDA (courbe pleine), interpolation rationnelle [équation (6.9), courbe en tirets courts],
interpolation pondérée [équation (6.10), courbe en tirets longs] et interpolation de ITYH [équation (6.11),
courbe en pointillés].

6.3.2 Energie de corrélation de courte portée

Parallelement au cas de ’échange, nous considérons les interpolations suivantes pour I’énergie
de corrélation de courte portée.

Interpolation rationnelle

Une interpolation rationnelle possible pour 1’énergie locale de corrélation de courte portée

par particule est
_ST, 1 €c,DFA
E R =T —7, 6.12
SRET T+ dyp + dop? (6.12)

avec dy = 2€C:DFA/(7rn(g§cc)unif(rs) —1/2)) ainsi que pour l'interaction erf

dy ert = —2d%ﬁng§?umf(rs) /(3ecpFA) et pour Uinteraction erfgau di erfgan = 26d1 orf. Dans ces

. 0 . o . .
expressions, gg(c c)unif(rs) est la fonction de corrélation de paires coalescentes du gaz homogene

d’électrons. L’équation (6.12) interpole entre une fonctionnelle de la densité approximative ha-
bituelle, e.pra, et les deux premiers termes du développement pour p — oo en LDA [équa-
tion (5.21)].

Dans la limite d’'une densité homogene, méme lorsque €. pra se réduit a I’énergie de corréla-
tion du gaz homogene d’électrons coulombien, I’équation (6.12) ne se réduit pas rigoureusement
a ’énergie de corrélation de courte portée du gaz d’électrons, mais en pratique les différences
sont insignifiantes (des erreurs ponctuelles sur I’énergie étant au maximum de I'ordre de 1073
a.u.).

Interpolation pondérée

La méme forme d’interpolation pondérée que celle de I'énergie d’échange est utilisée pour
I’énergie corrélation
el = (e — E0 Yw () + e (6.13)
avec la méme fonction poids w(u) = erfe(urs). Comme pour le cas de I’échange, dans la limite
d’une densité homogene, cette interpolation pondérée se réduit correctement a 1’énergie de cor-
rélation de courte portée du gaz homogene d’électrons si ’approximation utilisée a 4 = 0 se
réduit elle-méme & ’énergie de corrélation du gaz homogene d’électrons coulombien.
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Fia. 6.5: Energic de corrélation de courte portée ES'# le long de la connexion adiabatique erf pour
Patome Be : calcul précis (courbe pleine), LDA (courbe épaisse en tirets longs), interpolation rationnelle
[équation (6.12), courbe en tirets courts], interpolation pondérée [équation (6.13), courbe en tirets longs].

Résultats

Comme pour I’échange, nous utilisons comme approximation & . = 0 la fonctionnelle PBE [8] :
€¢,DFA = €cPBE-

Les énergie de corrélation de courte portée obtenues avec 'interpolation rationnelle et 'inter-
polation pondérée sont tracées dans la figure 6.5. Les deux interpolations améliorent 1’approxi-
mation locale sur toute la connexion adiabatique, les erreurs sur 1’énergie de corrélation étant
au maximum de l'ordre de 10 mH pour p < 1 a.u.. Les interpolations rationnelle et pondérée
ont une précision moyenne tres similaire ce qui confirme le fait que les deux premiers termes du
développement asymptotique pour p — oo sont suffisants pour extraire la partie précise de la
fonctionnelle de corrélation LDA.

La précision des interpolations aux petites valeurs de p est tributaire de celle utilisée a p = 0.
La figure 6.6 représente le cas du cation atomique NeST. Dans ce systéme, & cause de la forte
quasi-dégénérescence des orbitales 2s et 2p, la fonctionnelle PBE sous-estime largement 1’énergie
de corrélation. Les interpolations ne permettent de rétablir une erreur raisonnable, de ’ordre
10-20 mH, qu’a partir de p ~ 4 a.u..

6.4 Développement en gradient

Nous considérons a présent I’approximation du développement en gradient (GEA pour Gra-
dient Ezpansion Approximation).

6.4.1 Energie d’échange de courte portée

Dans cette approche, ’énergie locale d’échange de courte portée par particule est développée
en terme du gradient réduit s = |Vn|/(2kpn) et du laplacien réduit ¢ = V2n/((2kr)*n)

€ libALap = Eaamit() [1+ a(i)s® +d(A)a] , (6.14)

ou le parametre d’interaction réduit i = p/(2kr) a été introduit. Les coefficients du gradient
et du laplacien a(f1) et d(1) peuvent étre calculés numériquement pour tout p excepté a u =0
ou ils ne sont pas définis (voir annexe G). Alternativement, une intégration par parties peut
étre réalisée dans l'expression de 1’énergie d’échange ce qui conduit a I’énergie d’échange par
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Fic. 6.6: Energie de corrélation de courte portée ES“# le long de la connexion adiabatique erf pour le
cation atomique NeST : calcul précis (courbe pleine), LDA (courbe épaisse en tirets longs), interpolation
rationnelle [équation (6.12), courbe en tirets courts], interpolation pondérée [équation (6.13), courbe en
tirets longs].

particule GEA conventionnelle
EatEn = Epomit(m) [1+b(R)s%] (6.15)

ou le coefficient b(fi) a été calculé analytiquement pour les interactions erf et erfgau [voir an-
nexe G, équations (G.18) et (G.19)]. Les approximations des équations (6.14) et (6.15) seront
désignés par GEA-Lap et GEA respectivement.

La figure 6.7 compare les densités radiales d’énergie d’échange 47mr2n(r)ey*(r) dans les
approximations GEA-Lap et GEA pour 'atome de béryllium avec I'interaction erf pour y = 0.2
a.u.. Un calcul précis [suivant la définition de 1’équation (4.3)] et 'approximation LDA y sont
également indiqués. Représenter les densités radiales d’énergie permet d’éviter la divergence du
laplacien en r = 0 dans 'expression GEA-Lap. L’intégration par parties dans l’expression GEA
ne change pas qualitativement la forme de la courbe et il est toujours raisonnable de comparer les
approximations GEA-Lap et le GEA a I’énergie locale exacte et LDA. Par ailleurs, aux grandes
valeurs de p, les densités d’énergie radiales des approximations GEA-Lap et du GEA deviennent
quasiment identiques (non montré). Bien sur, les approximations GEA-Lap et GEA donnent la
méme énergie d’échange de courte portée E; " et nous utiliserons en pratique ’approximation
GEA en raison de sa plus grande simplicité.

L’erreur sur I’énergie d’échange obtenue avec le GEA est tracée et comparée a celle donnée
par approximation LDA dans la figure 6.8. Aux grandes valeurs de p (¢ = 4 a.u.), la portée de
Iinteraction est trop courte pour que la correction de gradient ait une influence et 'approxima-
tion GEA se réduit a 'approximation LDA. Pour des plus petites valeurs de i, le GEA permet
Pamélioration systématique de I'approximation LDA. En particulier, pour u 2 2 a.u., 'erreur
du GEA est pratiquement nulle. Proche de p = 0, le GEA réduit approximativement ’erreur
LDA de moitié.

6.4.2 Energie de corrélation de courte portée

De maniére similaire a 1’équation (6.15), ’énergie locale de corrélation par particule est
développée en terme du gradient réduit t = |Vn|/(2ksn)

Enlima = Commit(n) + B(rs, )t (6.16)
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FIG. 6.7: Densité d’énergie radiale 47r2n(r)eS-#(r) en fonction de r dans I’atome Be avec l'interaction
: calcul précis [équation (4.3), courbe pleine], LDA (courbe en tirets longs), GEA
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F1G. 6.8: Erreur sur I’énergie d’échange de courte portée AES# le long de la connexion adiabatique erf
pour I'atome Be : LDA (courbe pleine) et GEA (courbe en tirets courts).
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Fi1G. 6.9: Energic de corrélation de courte portée E5'# le long de la connexion adiabatique erf pour I’atome
Be : calcul précis (courbe pleine), LDA (courbe épaisse en tirets longs) et GEA (courbe en tirets courts).

Le coefficient (3(rs, 1) peut étre estimé en imposant que le développement de 1’énergie de corré-
lation annule exactement le développement de I’énergie d’échange

B(rs, 1) = —5 e ()b(R) (ks /o). (6.17)

Ceci est basé sur I'observation que, pour g = 0, la contribution d’échange-corrélation a la ré-
ponse linéaire du gaz homogene d’électrons & une perturbation lentement oscillante (petit vecteur
d’onde) s’annule pratiquement [9]. L’intérét est ici d’évaluer amélioration sur l’approximation
LDA apporté par le développement GEA pour les énergies d’échange et de corrélation séparé-
ment. Il faut noter que, par construction, si nous considérons la somme de ’énergie d’échange
et de corrélation, la fonctionnelle GEA construite ici est identique a la fonctionnelle LDA.

La figure 6.9 représente I'énergie de corrélation GEA le long de la connexion adiabatique.
Comme pour ’énergie d’échange, en comparaison a ’approximation LDA, 'approximation GEA
permet d’étendre le domaine de p sur lequel 'approximation reste précise. Pour p < 3 a.u., la
portée de l'interaction devient trop longue et nous sortons du domaine de validité du dévelop-
pement GEA.

Contrairement au cas de la méthode de KS ou le GEA détériore généralement 1'approxi-
mation LDA dans des systémes inhomogenes [10, 11}, 'approximation GEA & la fonctionnelle
de corrélation de courte portée peut donc ici étre considérée comme une facon systématique
d’agrandir le domaine de validité de I'approximation LDA sur la connexion adiabatique. Ce
résultat est en accord avec I’analyse en vecteur d’onde du GEA effectuée par Langreth et Per-
dew [12] révélant que le GEA est correct pour les grands vecteurs d’onde (correspondant a des
fluctuations de densité de courte portée dans I’espace réel).

6.5 Corrections de gradient généralisées

Nous considérons a présent des corrections de gradient généralisées (GGA pour Generalized
Gradient Approximation) explicitement construites pour les fonctionnelles de courte portée.

Dans le contexte de la méthode de KS, Perdew, Burke et Ernzerhof (PBE) [8] ont proposé
une fonctionnelle GGA basée sur la satisfaction de conditions théoriques. Nous proposons ici
d’appliquer la méme procédure aux fonctionnelles d’échange et de corrélation de courte portée.
Dans le cas de I'énergie d’échange, nous testerons également une approximation proposée par
Heyd, Scuseria et Ernzerhof (HSE) [13].
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6.5.1 Energie d’échange de courte portée
Extension de ’approche PBE
Nous introduisons donc une fonctionnelle d’échange PBE de courte portée par
EnbBE = Eamit () Fu (s, 1), (6.18)

ou fi = p/(2kr), s =|Vn|/(2krn) et F,(s, 1) est le facteur correctif de la forme PBE

B k(1)
L+b()s?/k(i)

Il faut signaler que cette forme fut antérieurement proposée par Becke [14]. Le coefficient b(ji)
est 1ié au développement en gradient de Fy(s, 1) lorsque s — 0

Fo(s, ) = 1+ k() (6.19)

alors que k(fi) est connecté a la limite de variation rapide de la densité (s — o)

lim Fy(s,fit) =1+ k(f1). (6.21)
5§— 00
Nous fixons b(f1) & la valeur exacte du coefficient du gradient du GEA de 'énergie d’échange
de courte portée [voir 'annexe G, équation (G.18) ou (G.19)]. La coefficient x(f1) est déterminé
en imposant la borne de Lieb-Oxford [15] qui reste valable pour I’énergie d’échange de courte
portée

ESE > E, > —C / n(r)*3dr, (6.22)
La constante C', pour laquelle Lieb et Oxford ont trouvé initialement 1.6787, a été par la suite

abaissée a une valeur de C' = 1.6358 par Chan et Handy [16]. Une condition suffisante (mais non
nécessaire) a la satisfaction de cette borne est

Fy(s, i) < —Cn'/3 /0 (). (6.23)
Nous prenons alors k(fi) = —Cn'/3/ € umit(n) — 1, c’est-a-dire la valeur maximale respectant la

condition (6.23).

Cette fonctionnelle d’échange de courte portée ne se réduit pas a la fonctionnelle PBE ha-
bituelle a p = 0. La raison essentielle est que, alors que le coefficient exact GEA utilisé dans
notre approximation se réduit de maniere logique dans la limite coulombienne au coefficient de
Sham b(1 = 0) = 7/81 ~ 0.08642 [17,18], le coefficient dans la fonctionnelle PBE habituelle a
été choisi a 0.21951 pour compenser exactement le développement en gradient de 1’énergie de
corrélation.

Approximation de HSE

Heyd, Scuseria et Ernzerhof [13,19] ont également proposé, dans un autre contexte, une
fonctionnelle d’échange GGA de courte portée pour 'interaction erf que nous désignerons ici par
HSE. L’énergie d’échange de courte portée par particule HSE est exprimée par

N 1 (.
EZ:I?SE = 5 /nmvaE(n, S, Tlg)wZE’M(Tlg)drlg, (6.24)

ol 7y pBE(1N, 8, 712) est un modele de trou d’échange [20]

_ 8k%
Nz PBE(N, S, T12) = — 187§&Tz,umf(n)JPBE(5, kpri2), (6.25)
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F1G. 6.10: Erreur sur I’énergie d’échange de courte portée AES"# le long de la connexion adiabatique erf
pour latome Be : LDA (courbe pleine), extension de PBE (courbe en tirets courts) et approximation de
HSE (courbe en tirets longs).

JpBE(S,y) = [—;W + (; +B+C+ [1+ s2F(s)]
+E [1+ 5°G(s)] y4)exp(—Dy2)} exp(—s*H(s)y?), (6.26)

Dans ’équation (6.26), A, B, C, D et £ sont des constantes ajustées pour redonner le trou
d’échange du gaz homogene d’électrons a s = 0. La fonction F(s) est déterminée par le déve-
loppement du trou pour y — 0 et s — 0, la fonction G(s) est donnée par la condition de
normalisation du trou et la fonction H(s) est ajustée pour retrouver a partir du trou d’échange
I’énergie d’échange coulombienne par particule de la fonctionnelle PBE.

Cette approximation se réduit donc par construction a la fonctionnelle d’échange PBE a = 0
et constitue un autre type d’extension de cette derniere le long de la connexion adiabatique.
L’approximation correspondante a l'interaction erfgau peut étre construite & partir du méme
modele du trou d’échange.

Résultats

Les erreurs sur 1’énergie d’échange de courte portée données par les approximations des
équations (6.18) et (6.24) sont représentées pour 'atome de béryllium dans la figure 6.10. Notre
extension de PBE utilisant le développement GEA conduit a une énergie quasiment identique
a l'approximation GEA pour ce systeme. En particulier, pour p 2 2 a.u., 'erreur est faible, ne
dépassant pas 5 mH. Cependant, proche de p = 0, ’erreur reste importante et nous concluons
que la forme de I’équation (6.19) ne permet pas de reproduire avec précision I’énergie d’échange
de courte portée a la fois dans le domaine des petites valeurs de u et dans celui des grandes valeurs
de p. ’approximation de HSE, qui n’incorpore pas le développement GEA exact, conduit & une
amélioration de ’approximation LDA légérement moins systématique, les erreurs pour p 2 2 a.u.
pouvant atteindre 15 mH. Cependant, pour p < 2 a.u., HSE améliore fortement ’approximation
LDA et notre propre extension de PBE, I'erreur maximale étant atteinte a u = 0 avec 25 mH
correspondant a la fonctionnelle PBE habituelle.
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6.5.2 Energie de corrélation courte portée
Extension de ’approche PBE
Une fonctionnelle de corrélation PBE de courte portée est introduite par

&?Zfl’:'uBE = g(szf{ll:ﬁf(rs) + H(T& t, ,U,), (627)

avec t = |Vn|/(2ksn) et la correction de gradient suivant la forme PBE

B(rs, p)t? 1+ At?
H(rg,t, 1) = 7 1n {1 e e ) | (6.28)

ol
q- Blrsm/y

— . 6.29
e_ac,:ﬁqif(rs)/W -1 ( )
La correction H(rg,t, 1) a été choisie de fagon a respecter trois conditions.
(a) Le développement en gradient dans la limite ¢ — 0 est

H(rg,t, 1) = Blre, p)t> + -+ . (6.30)

ou le coefficient (75, 1) est estimé a partir du coefficient correspondant pour 1’énergie d’échange
de courte portée suivant ’équation (6.17).

(b) L’énergie de corrélation s’annule dans la limite ¢ — oo, ¢’est-a-dire

tlggo H(rg, t,p) = —ifﬁiif(rs). (6.31)

(¢) Sous transformation d’échelle uniforme des coordonnées dans la limite des hautes densités,
cest-d-dire n(r) — An(Ar), ry — A lrg, t — A%t et X\ — oo, énergie de corrélation tend
vers une constante en ’absence de dégénérescences. Cette propriété bien connue dans le cas
coulombien [21] est aussi vérifiée pour I’énergie de corrélation de courte portée. H(r,t, u) doit
donc compenser la divergence logarithmique de I’énergie de corrélation de courte portée du gaz
homogene d’électrons, £5F (A7) = —yIn(A) +---, ot ¥ = (1 —In2)/7?, apparaissant comme
dans le cas coulombien lorsque la transformation d’échelle n’est pas appliquée au parametre p
(voir paragraphe 5.4.5). Cette condition s’écrit donc, pour A — oo,

HA g, A28 1) = yIn(\) + - - (6.32)

Comme dans le cas de I’énergie d’échange, cette fonctionnelle de courte portée ne se réduit
pas a la fonctionnelle de corrélation PBE habituelle a p = 0, une simple estimation du coefficient
B(rs, 1) ayant été utilisée dans notre cas.

Résultats

La figure 6.11 présente la courbe de I’énergie de corrélation de courte portée dans notre exten-
sion de PBE le long de la connexion adiabatique pour I’atome de béryllium. Cette approximation
permet d’améliorer de maniere importante I’approximation locale et conduit pour ce systeme
a une énergie de corrélation relativement précise le long de toute la connexion adiabatique ex-
cepté au voisinage de g = 0. Il est probable que la forme de la fonctionnelle PBE ne permette
pas de décrire le rapide changement de variation de ’énergie de corrélation autour de p = 0.5
a.u.. Cette supposition reste néanmoins & vérifier en déterminant le coefficient exact du GEA de
I’énergie de corrélation de courte portée et en 'utilisant a la place de la simple estimation qui a
été employée.
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Fic. 6.11: Encrgie de corrélation de courte portée ESU le long de la connexion adiabatique erf pour
Patome Be : calcul précis (courbe pleine), LDA (courbe épaisse en tirets longs) et extension de PBE
(courbe en tirets courts).

6.6 Approximation non-locale

Nous considérons a présent une approximation non-locale a la fonctionnelle d’échange-cor-
rélation de courte portée Ejyc*[n] basée sur un développement de cette fonctionnelle autour
d’une densité homogene ny. Ce développement est justifié dans les cas ou la densité n(r) du
systéme inhomogene s’écarte faiblement de ng, le gradient de cette densité |Vn(r)| ne devant pas
nécessairement étre petit, par opposition & ’approximation GEA. Pour le cas coulombien, cette
approche a en fait été imaginée dés les débuts de la théorie de la fonctionnelle de la densité [22-
24]. Récemment, elle a été réexaminée et appliquée a des calculs de structure électronique de
solides [25,26]. Sa performance est modeste et ne semble pas concurrencer les approximations
de type GGA. Il est néanmoins légitime de se demander si la situation est similaire pour le cas
de l'interaction modifiée.

Nous rappelons la fagon dont cette approximation est obtenue pour la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée Ezc*[n]. Le développement au second ordre de cette fonctionnelle
autour d’une densité homogene ng s’écrit

o e 3Bz [no] 1 [ 62E3" [no)
ESoH = ESH A —L = An(r)An(r’ EEE
St n) Sk no] +/ Sn(r) n(r)dr + / Sn(x)on() n(r)An(r)drde’ + - - -,

(6.33)

ou An(r) = n(r) — ng est la variable du développement mesurant les écarts locaux de la densité
par rapport & ng, Bz [ng] = Efci’imf(no) est 1’énergie (infinie) d’échange-corrélation de courte
portée d'un gaz homogene d’électrons avec interaction modifiée, & Exct [ng]/dn(r) = Unhinit(120)
est le potentiel d’échange-corrélation de courte portée associé (indépendant de r de par la sy-
métrie de translation du gaz d’électrons) et 6 Eyc”[no] /on(r)dn(r') = fioh o(jr —r/[;ng) est le
noyau d’échange-corrélation de courte portée Correspondant. Par la conservation du nombre de
particule, nous avons [ An(r)dr = 0 et donc I’équation (6.33) se simplifie en

wc,umf zc, umf

Ekn) = EH // ook —1'|;n0)An(r)An(x")drdry’ + - - - . (6.34)
De méme, la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée LDA se développe suivant

Eipaln) = Extno) + 5 [ [ £2ipale = ¥ lino) Ane) (e’ 4+, (635)
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ot fo fpallr —1'[in0) = (r —r') [ fi ([ —1'[;0)dr = d(r — 1) (dvbr’“ (n )/dn) est le

xc, umf zc,unif
n=ng
noyau d’ echange corrélation de courte portée LDA. L’équation (6.35) peut donc étre réexprimée
en utilisant E°F o1pA 1] suivant

I ST sr dvcsplg/fmif(n)
Eascrc# [TL] = Emc“liDA // xcyﬁmf I',|; nO) - 6(1. - I',) ;i?’L A’I’L(I')A’I’L(I‘,)dl'dr/
+ .
= E;E"I‘JDA // szﬁmf —r'|;n0)[An(r)An(r’) — An(r)z]drdr’ +---. (6.36)
En utilisant la symétrie en r et r’, il vient finalement
Bt Inl = Exlipaln] / / o (e — ' no)[n(r) — n(r))Pdrdr’ + -, (6.37)

ol ng reste & choisir. Suivant la référence [25], nous prenons ng = [n(r) 4+ n(r’)]/2 et la fonction-
nelle de la densité approximative non-locale (NLDA pour Non-Local Density Approzimation)
s’écrit donc

Bl = Efipalnl = ¢ [ [ 5t = v o) + )}/ o(w) — ! Pava’. (639

Une estimation simple du noyau d’échange-corrélation de courte portée f>-F vounif dans ’espace réel
et espace de Fourier obtenue par interpolation a partir de ses comportements asymptotiques
aux petits et aux grands vecteurs d’onde est donnée dans ’annexe I [équations (I.11) et (1.12)].

La figure 6.12 compare pour 'atome d’hélium et l'interaction erf les erreurs des approxima-
tions LDA et NLDA commises sur E3.". L’erreur NLDA est toujours supérieure & l’erreur LDA.
Ces résultats ne permettent cependant pas de rejeter d’emblée ’approximation NLDA, puisqu’il
convient de s’interroger également sur la précision de notre estimation du noyau f;f::ﬁnif.

Dans 'annexe I, il est montré que, dans la limite de I'interaction coulombienne, notre estima-
tion rudimentaire du noyau d’échange-corrélation coulombien statique fi. unir donne une énergie
de corrélation du gaz homogene d’électrons, calculée en utilisant le théoreme de fluctuation-
dissipation, en bon accord avec celles obtenues avec d’autres paramétrisations disponibles pour
fremie (voir la figure 1.4). De méme, notre estimation du noyau d’échange-corrélation avec
Iinteraction modifiée semble tout aussi raisonnable pour le calcul de I’énergie de corrélation
de longue portée du gaz homogene d’électrons (voir la figure 1.5). Dans I'application aux sys-
témes inhomogenes par I’équation (6.38), la sensibilité vis-a-vis du modele de noyau d’échange-
corrélation choisi semble au contraire étre importante. Par exemple, pour le cas de 'interac-
tion coulombienne, la correction NLDA par rapport & 1’énergie d’échange-corrélation LDA,
EreNLDA — Egzerpa, vaut 0.0295 a.u. avec la paramétrisation de Moroni, Ceperley et Sena-
tore [9] de freunit €t —0.0149 a.u. avec la paramétrisation de Corradini, Del Sole, Onida et
Palummo [27], pourtant basée sur les mémes données Monte Carlo quantique. Notre estimation
de fycunit conduit é EreNLDA — Ezenpa = 0.0176 a.u. . En I'absence de paramétrisation plus
fiable du noyau f e unif’ il nous est donc impossible de conclure définitivement sur la pertinence

de I’approximation NLDA & la fonctionnelle E3:*[n].

6.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des approximations & la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée Ey:"[n] dépassant approximation LDA.
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FIG. 6.12: Erreur sur 1’énergie d’échange-corrélation de courte portée AESE# le long de la connexion
adiabatique erf pour ’atome He : LDA (courbe pleine) et NLDA (courbe en tirets courts).

L’approche corrigeant ’approximation locale en utilisant un parametre d’interaction effectif
local dans la fonctionnelle de courte portée LDA est séduisante par sa simplicité. Cependant,
aussi bien pour I'énergie d’échange que pour l’énergie de corrélation, la forme du parameétre
d’interaction effectif doit étre raffinée pour améliorer quantitativement les résultats et si possible
diminuer les arbitraires.

Une autre procédure simple de construction d’approximations aux fonctionnelles de courte
portée consiste a interpoler les énergies d’échange et de corrélation entre une fonctionnelle ap-
prochée de la méthode de KS, a p = 0, et la fonctionnelle de courte portée LDA dans la limite
p — oo. Les formes d’interpolation choisies conduisent a une correction modeste de 1’énergie
d’échange de courte portée LDA, les résultats pour I’énergie de corrélation de courte portée
étant plus favorables.

Nous avons également construit et testé des approximations plus traditionnelles. Il s’est ainsi
avéré que le développement en gradient des fonctionnelles d’échange et de corrélation de courte
portée permet d’étendre systématiquement le domaine de p sur lequel I'approximation LDA est
précise. En partant de I'approximation GEA et en suivant les préceptes de construction de la
fonctionnelle d’échange-corrélation PBE, nous avons proposé une fonctionnelle de courte portée
GGA. Proche de i = 0 cette fonctionnelle conduit cependant a des erreurs sur 1’énergie d’échange
et I’énergie de corrélation plus importante que celles obtenues avec la fonctionnelle PBE originale.
Pour le cas de I'énergie d’échange, la fonctionnelle de courte portée de HSE constitue une autre
extension possible de PBE au cas d’une interaction de courte portée, qui a I’avantage de se
réduire & PBE a p = 0. Enfin, une approximation non-locale a la fonctionnelle de courte portée
a été testée mais, dans sa forme actuelle, elle ne permet pas de corriger 'approximation locale.

Dans les applications du chapitre suivant, nous utiliserons la fonctionnelle d’échange de courte
portée de HSE [équation (6.24)] et la fonctionnelle de corrélation de courte portée obtenue par
interpolation rationnelle entre PBE a u = 0 et du développement asymptotique de ’approxi-
mation LDA dans la limite y — oo [équation (6.12)]. Cette approximation a ’avantage de se
réduire exactement a la fonctionnelle PBE a y = 0 et semble au moins de méme qualité que la
fonctionnelle PBE tout le long de la connexion adiabatique.
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Chapitre 7

Applications de I’extension
multidéterminantale de la méthode

de Kohn-Sham

Ce chapitre présente quelques applications atomiques et moléculaires de ’extension multidé-
terminantale de la méthode de Kohn-Sham. En vue du traitement de systémes (quasi-)dégénérés,
cette approche est appliquée dans une implémentation de type MCSCF+DFT utilisant une fonc-
tionnelle d’échange-corrélation de courte portée dépassant I’approximation locale.

7.1 Introduction

Rappelons que dans I'extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham 1’énergie
de I’état fondamental d’un systeme électronique s’écrit en principe exactement suivant

By = guin (T + WA + Vol ®) + B ] + B o]}, (7.1)
ol les notations des chapitres 2 et 3 ont été conservées. Pour des systemes présentant des
états (quasi-)dégénérés, I'implémentation optimale de 1’équation (7.1) consiste & rechercher la
fonction d’onde multidéterminantale ¥ sous la forme approximative d’une combinaison linéaire
des fonctions de configuration construites par occupations des orbitales (quasi-)dégénérées du
systeme, les coefficients et les orbitales de ce développement étant optimisés simultanément.
Cette méthode peut étre vue comme la combinaison d’un calcul MCSCF pour la partie de
longue portée de ’énergie et d’une fonctionnelle de la densité pour la partie de courte portée.
Pour cette raison, elle est appelée MCSCF+DFT. Dans le cas limite ou la fonction d’onde W est
limité a un seul déterminant, nous parlerons de méthode HF+DFT.

Cette méthode MCSCF+DFT a été implémentée dans le logiciel de chimie quantique DAL-
TON [1] par Pedersen et Jensen [2]. Cette implémentation repose sur l'algorithme MCSCF
préexistant de Jensen et al. [3-8]. Cet algorithme utilise des techniques standard d’optimisation
basées sur un développement de I’énergie au deuxieéme ordre par rapport aux variables a optimi-
ser. Il est « direct » dans le sens ou I’évaluation explicite du hessien est évitée en le projetant sur
un ensemble de vecteurs d’essai générés itérativement. Enfin, le pas d’optimisation est restreint
a une « région de confiance », mise & jour au cours des itérations afin de garantir la convergence.
La méthode MCSCF+DFT nécessite simplement de remplacer la liste d’intégrales biélectro-
niques coulombiennes par la liste d’intégrales calculées avec l'interaction de longue portée wlere’“
et a ajouter a l’expression de I’énergie les contributions de Hartree et d’échange-corrélation de
courte portée, qui donnent évidement aussi des contributions additionnelles au gradient et au
hessien électroniques.
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La méthode MCSCF+DEF'T est illustrée dans ce chapitre par le calcul d’énergies de quelques
systeémes électroniques pour lesquels peuvent se manifester des effets de (quasi-)dégénérescence :
atomes, molécules diatomiques, molécule d’éthylene. La fonction d’onde MCSCEF sera toujours
choisie comme une combinaison linéaire de toutes les fonctions de configuration de symétrie
adaptée, pouvant étre générées a partir d’un espace orbitalaire actif (CAS pour Complete Active
Space), souvent désigné par CAS(n,p) ou n est le nombre d’électrons dans l'espace actif et p
est le nombre d’orbitales de I’espace actif. Nous utiliserons la fonctionnelle d’échange de courte
portée de HSE [équation (6.24)] et la fonctionnelle de corrélation de courte portée obtenue
par interpolation rationnelle (RI) entre la fonctionnelle PBE [9] & p = 0 et du développement
asymptotique du LDA dans la limite 4 — oo [équation (6.12)]. Nous avons implémenté dans
le programme DALTON cette fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée que nous
appellerons PBEHSERI; elle se réduit a la fonctionnelle d’échange-corrélation PBE a u = 0.
Seul le cas de l'interaction erf est considéré dans ce chapitre. Tous les calculs présentés ont été
réalisés avec la base monoélectronique cc-pVTZ [10,11].

7.2 Atomes

Nous considérons pour commencer quelques systemes atomiques simples, faisant suite aux
calculs CI4+-DFT utilisant I’approximation locale présentés dans le chapitre 3. Ceci nous per-
mettra de rappeler les résultats obtenus avec ’approximation LDA et d’apprécier I’amélioration
apportée par la fonctionnelle PBEHSERI.

7.2.1 Série isoélectronique de 1’hélium

Commencons par la série isoélectronique de I’hélium qui est non quasi-dégénérée.

La figure 7.1 représente, en fonction du parametre d’interaction pu, ’énergie totale de I’état
fondamental de I’atome d’hélium, calculée par les méthodes HF+DFT et MCSCF+DFET avec
plusieurs espaces actifs, utilisant les fonctionnelles de courte portée LDA et PBEHSERI. Les
énergies FCI pour la base cc-pVTZ et « exacte non-relativiste » [12] sont également indiquées.
L’énergie d’un calcul KS avec la fonctionnelle PBE correspond sur chaque graphique a la courbe
de PBEHSERI en ¢ = 0. La fonctionnelle PBEHSERI atteint I'objectif souhaité de diminution
de l'erreur LDA aux petites valeurs de p. Comparée a 'approximation LDA, la fonctionnelle
PBEHSERI permet aussi de diminuer la valeur du parametre d’interaction au minimum d’éner-
gie, tmin. Par exemple, au niveau HF+DF'T, nous passons de pmin = 1 a.u. en LDA & ppin = 0.6
a.u. avec PBEHSERI. A ce minimum, I’énergie HF4+DFT avec la fonctionnelle PBEHSERI est
plus précise que le calcul KS avec la fonctionnelle PBE. Le passage de HF+DFT a MCSCF+DFT
avec un espace actif 1s2s [CAS(2,2)], puis 1s2s2p [CAS(2,5)] change peu I'énergie au minimum,
I’abaissement d’énergie étant de 'ordre 2 mH a g = 0.5 a.u. . Ceci montre bien 1’absence de
double comptage de ’énergie de corrélation entre la partie MCSCF et DFT. Enfin, nous avons
vérifié que I'énergie MCSCF+DFT est relativement bien convergée par rapport a la base mono-
électronique, le passage a la base cc-pVQZ [11] n’apportant qu'un gain d’énergie de I'ordre 0.5
mH.

Les figures 7.2 et 7.3 montrent les cas des cations Be?t et Ne®t. Les courbes d’énergie
HEF+DFT de ces systémes sont qualitativement similaires a celle obtenue pour ’atome d’hélium.
Rappelons que, dans cette série isoélectronique, 1’énergie d’échange croit linéairement avec la
charge nucléaire Z alors que 1’énergie de corrélation tend rapidement vers une constante, de
sorte que ’échange domine sur la corrélation dans la limite Z — co. En conséquence, la précision
d’un calcul HF s’améliore avec Z alors que celle d’un calcul KS avec les fonctionnelles LDA ou
PBE se détériore, ces fonctionnelles sous-estimant de plus en plus I’énergie d’échange. Lorsque
Z augmente, la valeur du parametre d’interaction au minimum d’énergie HF+DFT augmente
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Fic. 7.1: Energie totale de atome He calculée par les méthodes HF+DFT (haut), MCSCF+DFT avec
un espace actif 1s2s (milieu) et 1s2s2p (bas), utilisant les fonctionnelle d’échange-corrélation de courte
portée LDA (courbes tiretées) et PBEHSERI (courbes pleines), pour Uinteraction erf et avec la base
cc-pVTZ. Les droites horizontales indiquent ’énergie « exacte non-relativiste » [12], Eg exact = —2.9037
a.u. (ligne épaisse), et 'énergie FCI, Ey per = —2.9002 a.u. (ligne fine).



120 CHAPITRE 7. APPLICATIONS DE L’EXTENSION MULTIDETERMINANTALE DE...

HE+DFT

0 2 4 6 8 10

Fic. 7.2 Energie totale du cation Be?T calculée par la méthode HF+DFT utilisant les fonctionnelle
d’échange-corrélation de courte portée LDA (courbe tiretée) et PBEHSERI (courbe pleine), pour 'interac-
tion erf et avec la base cc-pVTZ. Les droites horizontales indiquent I’énergie « exacte non-relativiste » [12],
Ey exact = —13.6556 a.u. (ligne épaisse), et I'énergie FCI, Ey rcr = —13.6157 a.u. (ligne fine).

mais la précision se détériore peu. Notons que cette augmentation du parametre d’interaction
au minimum d’énergie est moindre avec la fonctionnelle PBEHSERI en comparaison avec la
fonctionnelle de courte portée LDA. Pour Be?t, nous passons de pimin = 3.2 a.u. en LDA &
fmin = 2.0 a.u. avec PBEHSERI et pour Ne®t de piin = 11.2 a.u. en LDA & pipin = 6.4 a.u.
avec PBEHSERI. L’amélioration de la fonctionnelle permet donc de déplacer la frontiere de
la séparation longue portée/courte portée, augmentant la proportion de la partie de I’énergie
traitée par une fonctionnelle de la densité. De plus, avec la fonctionnelle PBEHSERI, le choix
du parametre p est moins crucial puisque nous n’avons plus a éviter I'erreur importante de
Iapproximation LDA aux petites valeurs de p.

7.2.2 Série isoélectronique du béryllium

Nous considérons a présent la série isoélectronique du béryllium qui est quasi-dégénérée.

Dans la figure 7.4 est indiquée ’énergie de ’atome de béryllium calculée par HF+DFT et
MCSCF+DEFT avec plusieurs espaces actifs. Au niveau HF+DFT avec la fonctionnelle PBEHSERI,
I’énergie reste a peu pres égale a I’énergie du calcul KS avec la fonctionnelle PBE jusqu’a p =~ 3
a.u., puis 'erreur commence a augmenter de par 'utilisation d’une fonction d’onde monodé-
terminantale. La méthode MCSCF+DFT avec I'espace actif 2s2p [CAS(2,4)] et la fonctionnelle
PBEHSERI permet de s’approcher de ’énergie exacte avec une précision de 'ordre du milli-
hartree & pimin = 2.1 a.u.. En augmentant 'espace actif & 1s2s2p3s3p3d [CAS(4,14)], Iénergie
MCSCF+DFT ne varie que de 3 mH a p = 2 a.u., ce qui permet de s’assurer encore une fois de
I’absence de double comptage de I’énergie de corrélation.

La figure 7.5 montre le cas de Ne®t. Comme pour la série de I’hélium, le calcul KS avec
les fonctionnelles LDA ou PBE a tendance a se détériorer en augmentant Z. La méthode
MCSCF+DFT avec 'espace actif 2s2p [CAS(2,5)] et la fonctionnelle PBEHSERI permet au
contraire d’atteindre toujours une énergie précise au minimum d’énergie pour i, = 7.1 a.u..

7.2.3 Néon

L’énergie HF+DFT de ’atome de néon est rapportée dans la figure 7.6. L’énergie « exacte
non-relativiste » et un calcul CCSD(T) (Coupled-Cluster Single Double and perturbative Triple
excitations) sont également indiqués. Comme déja constaté au chapitre 3, il n’est pas possible



7.3. MOLECULES DIATOMIQUES 121

HF+DFT
-93.2 K
\
\
\
-93.4 ¢ \
\
Ep \
(@.u.) _93.6}
\
\
\
-93.8 N
—— = = — = ==
5 10 15 20 25 30
u (a.u.)

Fic. 7.3: Energie totale du cation Ne8*t calculée par la méthode HF+DFT utilisant les fonctionnelle
d’échange-corrélation de courte portée LDA (courbe tiretée) et PBEHSERI (courbe pleine), pour 'interac-
tion erf et avec la base cc-pVTZ. Les droites horizontales indiquent ’énergie « exacte non-relativiste » [12],
Ep exact = —93.9068 a.u. (ligne épaisse), et ’énergie FCI, Ey pcr = —93.8653 a.u. (ligne fine).

de trouver avec la fonctionnelle de courte portée LDA un parametre d’interaction p donnant
une énergie correcte. L’erreur est notamment importante pour pu /~ 1 pour lequel la région de
coeur est traitée entierement en LDA, ce qui conduit & une forte sous-estimation de I’énergie. En
traitant plus correctement la région de cceur, la fonctionnelle PBEHSERI réduit erreur LDA,
atteignant une précision de I'ordre de 60 mH a p ~ 1 a.u.. Pour ¢ < 1 a.u., la fonctionnelle
PBEHSERI conduit donc a une précision similaire a celle d’un calcul KS avec la fonctionnelle
PBE.

7.3 Molécules diatomiques

Nous testons a présent la méthode MCSCF+DFT sur quelques molécules diatomiques homo-
nucléaires. Lors de la dissociation de ces molécules, des effets de (quasi-)dégénérescence impor-
tants apparaissent entre les orbitales liantes et antiliantes de la liaison. Par ailleurs, la dissociation
d’une paire d’électrons lors de la rupture d’une liaison se traduit aussi par une diminution de la
partie de I’énergie de corrélation dite « dynamique », non due aux (quasi-)dégénérescences. Pour
obtenir une bonne surface d’énergie potentielle, il est alors en général important de mettre en
oeuvre une méthode capable de rendre compte correctement a la fois de I’énergie de corrélation
due a la (quasi-)dégénérescence et de 1’énergie de corrélation « dynamique ».

Nous appliquons la méthode MCSCF+DFT avec la fonctionnelle PBEHSERI, que nous com-
parons a des calculs MCSCF, Restricted KS (RKS) et Unrestricted KS (UKS) avec la méme
fonctionnelle PBE. N’ayant pas introduit de dépendance de la polarisation de spin, ou d’une
quantité équivalente, dans la fonctionnelle PBEHSERI, nous préférons nous limiter & des sys-
temes d’état de spin singulet. Le choix du parametre d’interaction u, fixant la séparation entre
la partie MCSCF et la partie DFT du calcul, releve d’un compromis entre un bonne description
de la molécule a la distance interatomique d’équilibre, souvent bien obtenue en RKS, et une
bonne description a la dissociation, souvent mieux obtenue en MCSCF. Nous choisissons @ = 1
a.u., 'expérience montrant qu’il s’agit d’une valeur raisonnable pour calculer des propriétés de
valence des molécules formées par des atomes de la deuxieme ligne du tableau périodique. Nous
n’avons pas tenté d’optimiser la valeur de p. Enfin, nous choisissons systématiquement pour
chaque molécule un espace actif incluant toutes les orbitales de valence.

La figure 7.7 représente, en fonction de la distance interatomique R, I’énergie de I’état fonda-
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Fic. 7.4: Energie totale de atome Be calculée par les méthodes HF+DFT (haut), MCSCF+DFT avec
un espace actif 2s2p (milieu) et 1s252p3s3p3d (bas), utilisant les fonctionnelles d’échange-corrélation de
courte portée LDA (courbes tiretées) et PBEHSERI (courbes pleines), pour U'interaction erf et avec la base
cc-pVTZ. Les droites horizontales indiquent ’énergie « exacte non-relativiste » [13], Eg exact = —14.6674
a.u. (ligne épaisse), et I'énergie FCI, Ey per = —14.6238 a.u. (ligne fine).
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FIG. 7.5: Energie totale du cation Ne®t calculée par les méthodes HF+DFT (haut) et MCSCF+DFT
avec un espace actif 2s2p (bas), utilisant les fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée LDA
(courbe tiretée) et PBEHSERI (courbe pleine), pour l'interaction erf et avec la base cc-pVTZ. Les droites
horizontales indiquent 1’énergie « exacte non-relativiste » [12], Eg exact = —110.2910 a.u. (ligne épaisse),
et Iénergie FCI, Ey pc1 = —110.2298 a.u. (ligne fine).
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Fic. 7.6: Energie totale de atome Ne calculée par la méthode HF+DFT utilisant les fonctionnelle
d’échange-corrélation de courte portée LDA (courbe tiretée) et PBEHSERI (courbe pleine), pour 'interac-
tion erf et avec la base cc-pVTZ. Les droites horizontales indiquent ’énergie « exacte non-relativiste » [13],
Eo,exact = —128.9383 a.u. (ligne épaisse), et I'énergie CCSD(T), Ey cosp(r) = —128.8025 a.u. (ligne fine).
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FiG. 7.7: Energie totale de I’état fondamental de la molécule Hy en fonction de la distance interatomique
R : énergie « exacte non-relativiste » [14] (courbe pleine épaisse), calculs RKS (courbe en tirets longs)
et UKS (courbe en tirets courts) avec la fonctionnelle PBE, MCSCF avec l'espace actif 10410, (courbe
pointillée), MCSCF+DFT avec le méme espace actif et la fonctionnelle de courte portée PBEHSERI pour
Pinteraction erf avec u = 1 a.u. (courbe pleine fine). La base monoélectronique utilisée est cc-pVTZ.

mental de la molécule Hy (X 12:{), calculée par les méthodes RKS, UKS, MCSCF avec ’espace
actif 1lo410,, [CAS(2,2)] e¢ MCSCF+DFT avec le méme espace actif. L’énergie « exacte non-
relativiste » estimée par Lie et Clementi [14] & partir de données expérimentales est également
indiquée. La méthode RKS PBE conduit & une énergie relativement bonne & la distance d’équi-
libre (erreur de 8 mH & R = 1.401 a.u.) mais sous-estime de fagcon importante 1'énergie a la
dissociation (erreur de 69 mH & R = 6 a.u.), lorsque les orbitales 1o, et 1oy, deviennent dégéné-
rées. Au contraire, le calcul MCSCF sous-estime ’énergie exacte a la distance d’équilibre (erreur
de 23 mH) mais devient correct a la dissociation, en donnant des poids égaux aux configurations
dégénérées 103 et 102. En relachant les contraintes de symétries spatiale et de spin du systeme
physique dans la fonction d’onde KS, le calcul UKS PBE permet de lever la dégénérescence a la
dissociation et d’éliminer pratiquement complétement ’erreur de la fonctionnelle, le prix a payer
étant l'introduction d’une densité de spin nq(r) — ng(r) non nulle, ce qui est non physique pour
un état de spin singulet. La méthode MCSCF+DFT est proche du calcul RKS PBE a I’équi-
libre, mais conduit a une meilleure dissociation que celle obtenue avec cette derniere méthode,
I’énergie tendant plus rapidement vers une constante. La fonction d’onde multiconfigurationnelle
U obtenue dans cette approche a les mémes propriétés de symétries spatiale et de spin que la
fonction d’onde exacte. Toutefois, a la dissociation, I’énergie MCSCF+DFT s’écarte de la valeur
exacte, —1 a.u., une erreur de 25 mH a R = 6 a.u. demeurant dans la fonctionnelle PBEHSERI.
Pour ce systéme, selon un critére énergétique, le calcul UKS PBE est donc supérieur au calcul
MCSCF+DFT.

L’énergie de I’état fondamental de la molécule Lis (X IE;) est donnée dans la figure 7.8. L’es-
pace actif pour les méthodes MCSCF et MCSCF+DEFT est 2042017y 517y 4304174 2174 4304
[CAS(2,8)]. Contrairement a la méthode RKS, les approches UKS, MCSCF et MCSCF+DFT
donnent un comportement correct a la dissociation, I’énergie atteignant une constante pour
R 2 10 a.u.. L’énergie totale en MCSCF est tres sous-estimée, principalement a cause de la non
prise en compte de la corrélation de cceur. Le calcul UKS sous-estime aussi ’énergie totale ce
qui reflete un traitement incorrect des effets de corrélation de quasi-dégénérescence des orbitales
de valence, présents dans ce systeme a toute distance interatomique. En prenant en compte a la
fois la corrélation de cceur et la quasi-dégénérescence, la méthode MCSCF+DFT conduit & une
surface d’énergie potentielle proche de la surface exacte, 'erreur étant par exemple de 6 mH a
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Fig. 7.8: Energio totale de 1'état fondamental de la molécule Lis en fonction de la distance interato-
mique R : énergie « exacte non-relativiste » [14] (courbe pleine épaisse), calculs RKS (courbe en ti-
rets longs) et UKS (courbe en tirets courts) avec la fonctionnelle PBE, MCSCF avec ’espace actif
20420, 17y o170y 430417y z 174 430, (courbe pointillée), MCSCF+DFT avec le méme espace actif et la
fonctionnelle de courte portée PBEHSERI pour l'interaction erf avec p = 1 a.u. (courbe pleine fine). La
base monoélectronique utilisée est cc-pVTZ.

la distance d’équilibre.

L’énergie de I’état fondamental de la molécule Ny (X 12;) est donnée dans la figure 7.9. L’es-
pace actif pour les méthodes MCSCF et MCSCF+DFE'T est 20,420,301y 217y 17y 2174 430
[CAS(10,8)]. Comme pour les cas précédents, les méthodes UKS, MCSCF et MCSCF+DFET pré-
disent correctement la constance de ’énergie pour R 2 5 a.u.. Ala dissociation, les approches
RKS et MCSCF+DFT surestiment fortement 1’énergie, ce qui souligne la difficulté de décrire
Iétat dissocié N (4S) + N (%5) en se limitant & une fonctionnelle de la seule densité électronique.
En brisant les symétries d’espace et de spin, I’approche UKS améliore 1’énergie a la dissociation.

La figure 7.10 montre la surface d’énergie potentielle de ’état fondamental de la molécule
Fy (X'S}). L’espace actif choisi pour les méthodes MCSCF et MCSCF+DFT est
2042017y 517y 30 g1y p 17y 430, [CAS(14,8)]. Pour ce systeme, la surface d’énergie potentielle
obtenue en MCSCF+DF'T est relativement bien parallele a la surface d’énergie potentielle exacte.

Pour une analyse plus quantitative, le tableau 7.1 regroupe les distances interatomiques a
I’équilibre et les énergies de dissociation des molécules Hg, Lis, Ny et Fa. A I’exception de Lio,
la méthode MCSCF+DFT conduit a des distances d’équilibre plus courtes que celles obtenues
en MCSCF. Pour Hs et Lio, les distances d’équilibre MCSCF+DFT sont meilleures que celles
calculées en RKS. En revanche, pour Ny et Fy le calcul RKS donne des distances d’équilibre
plus précises. Les énergies de dissociation obtenues en MCSCF+DFT sont toujours meilleures
que celles calculées en RKS. Pour Liy et Fa, elles sont aussi plus précises que celles déterminées
par un calcul UKS.

7.4 Molécule d’éthylene

Pour finir, nous abordons le probleme du calcul de la surface d’énergie potentielle de 1’état
fondamental de la molécule d’éthylene CyHy lors de la rotation de I’angle diedre HCCH, noté «
(voir par exemple les références [16,17]).

Pour un angle a quelconque (a # 0° et o # 90°), le groupe de symétrie de la molécule est Do
(la liaison CC est choisie suivant I’axe z). L’orbitale moléculaire HF la plus haute occupée est 2b3,
de caractere 7 liant pour la liaison CC. L’orbitale moléculaire HF la plus basse vacante est 2bs,
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FiGc. 7.9: Energie totale de I'état fondamental de la molécule Ny en fonction de la distance interato-
mique R : énergie « exacte non-relativiste » [15] (courbe pleine épaisse), calculs RKS (courbe en ti-
rets longs) et UKS (courbe en tirets courts) avec la fonctionnelle PBE, MCSCF avec ’espace actif
20420,3041my o1y yl7g 217y 30, (courbe pointillée), MCSCF+DFT avec le méme espace actif et la
fonctionnelle de courte portée PBEHSERI pour Uinteraction erf avec p = 1 a.u. (courbe pleine fine). La
base monoélectronique utilisée est cc-pVTZ.

-198.6
-198.8
-199
Eo
(a.u.)
-199.2
-199.4

Fic. 7.10: Energie totale de I’état fondamental de la molécule Fy en fonction de la distance interato-
mique R : énergie « exacte non-relativiste » [15] (courbe pleine épaisse), calculs RKS (courbe en ti-
rets longs) et UKS (courbe en tirets courts) avec la fonctionnelle PBE, MCSCF avec espace actif
2042017y o 17y 430417y x1mg 30, (courbe pointillée), MCSCF+DFT avec le méme espace actif et la
fonctionnelle de courte portée PBEHSERI pour l'interaction erf avec = 1 a.u. (courbe pleine fine). La
base monoélectronique utilisée est cc-pVTZ.
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Molécule R, (a.u.) D, (eV)
Hy (X'2)) MCSCF 1.428 4.13
RKS PBE 1.419 6.79
UKS PBE 4.54
MCSCF+DFT  1.390 5.11
Exp. 1.401 4.75
Lip (X'%]) MCSCF 5.104 1.01
RKS PBE 5.151 1.46
UKS PBE 0.87
MCSCF+DFT  5.109 1.02
Exp. 5.051 1.14
Ny (X'%F) MCSCF 2.091 9.19
RKS PBE 2.087 18.11
UKS PBE 10.56
MCSCF+DFT  2.058 13.69
Exp. 2.073 9.91
Fy (X'2]) MCSCF 2.776 0.83
RKS PBE 2.663 4.48
UKS PBE 2.36
MCSCF+DFT  2.589 1.53
Exp. 2.679 1.66

TAB. 7.1: Distance interatomique & 1’équilibre (R.) et énergie de dissociation (D.) des molécules Hy,
Lis, Ny et Fy dans leur état fondamental, calculées avec les méthodes MCSCF, RKS et UKS avec la
fonctionnelle PBE, MCSCF-+DFT avec la fonctionnelle PBEHSERI et interaction erf pour p = 1 a.u..
Les données expérimentales (voir la référence [15]) sont également indiquées.
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Fic. 7.11: Energie totale de I’état fondamental de la molécule d’éthylene CoH, en fonction de ’angle diedre
HCCH («) : calculs RKS (courbe en tirets longs) et UKS (courbe en tirets courts) avec la fonctionnelle
PBE, CCSD(T) (courbe pleine épaisse), MCSCF avec l'espace actif 2a2b; 1b23a1b32b32ba4a3b1 3b23b34by
(courbe pointillée), MCSCF+DFT avec le méme espace actif et la fonctionnelle de courte portée
PBEHSERI pour linteraction erf avec u = 1 a.u. (courbe pleine fine). La base monoélectronique uti-
lisée est cc-pVTZ.

de caractére 7 antiliant pour la liaison CC. Aa= 0°, ces orbitales sont énergétiquement bien
séparées. Aa= 90°, elles deviennent dégénérées par raison de symétrie et un biradical est obtenu
par brisure de la liaison 7 CC. Il se produit alors un croisement évité entre les configurations
...2b§2b8 et ...2bg2b%, qui nécessite ’emploi d’'une méthode multiconfigurationnelle.

La figure 7.11 représente ’énergie de I’état fondamental de la molécule d’éthylene en fonc-
tion de 'angle «, calculée par les méthodes RKS et UKS avec la fonctionnelle PBE, CCSD(T),
MCSCF avec I'espace actif de valence complet 2a2b; 1b23a1b32b32ba4a3b13b23b34b1 [CAS(12,12)]
et MCSCF+DFT avec le méme espace actif, utilisant la fonctionnelle PBEHSERI pour p = 1
a.u.. Les autres parametres géométriques ont été gelés a la géométrie d’équilibre expérimen-
tale [18] : Roc = 2.521 a.u., Rcy = 2.043 a.u. et Opcg = 117.36°.

La méthode RKS conduit a une courbe de ’énergie en fonction de « présentant un point
anguleux a a = 90°, reflétant le fait que 'approximation PBE est manifestement incapable
de rendre compte du croisement évité. La méthode CCSD(T) basée sur la référence monodé-
terminantale ...2b22b3 ne donne pas le méme poids aux configurations ...2632b9 et ...2b02b3 et
est tout aussi incapable de décrire le croisement évité. Au contraire, la méthode MCSCF dé-
crit correctement le croisement évité, sans point anguleux. Le calcul UKS donne aussi un profil
d’énergie correct. La méthode MCSCF+DFT permet également de décrire le croisement évité,
tout en améliorant I’énergie totale MCSCF grace a la prise en compte de ’énergie de corrélation
« dynamique » par la fonctionnelle de la densité.

Les valeurs de la barriere de rotation, AE = Ep(a = 90°) — Eg(a = 0°), calculées par
RKS, UKS, CCSD(T), MCSCF et MCSCF+DFT (avec le méme espace actif que précédem-
ment) sont données dans la tableau 7.2 et comparées a la valeur expérimentale [19]. Dans ces
calculs, les géométries en @ = 0° et @ = 90° optimisées au niveau MCSCF avec un espace ac-
tif 2032b9 [CAS(2,2)] ont été utilisées. Les calculs RKS (AFgrks = 91.3 kcal/mol) et CCSD(T)
(AEccsp(r) = 86.6 keal/mol) surestiment fortement la valeur de la barriere d’énergie expérimen-
tale (AEcxp = 65.0 kcal/mol). Au contraire, la méthode MCSCF (AEncscr = 69.2 keal/mol)
est relativement en bon accord avec I’expérience, suggérant que la hauteur de la barriére est large-
ment déterminée par la partie de 1’énergie de corrélation due a la dégénérescence. Le calcul UKS
(AFuyks = 64.5 kcal/mol) est en trés bon accord avec I'expérience. La méthode MCSCF+DFT
(AEyicscr+pFT = 79.7 keal/mol) donne une valeur de barriere intermédiaire entre les cas limites
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AE (kcal/mol)

MCSCF 69.2
RKS PBE 91.3
UKS PBE 64.5
CCSD(T) 86.6

MCSCF+DFT 79.7
Exp. 65.0

TAB. 7.2: Barriere énergétique de rotation AE = Eg(a = 90°) — Ep(a = 0°) de la molécule d’éthy-
lene CyHy, calculée par les méthodes MCSCF, RKS et UKS avec la fonctionnelle PBE, CCSD(T),
MCSCF+DFT avec la fonctionnelle PBEHSERI et l'interaction erf pour g = 1 a.u.. La barriere me-
surée expérimentalement [19] est également indiquée.

RKS (1 =0) et MCSCF (u — 00).

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons testé sur quelques systemes atomiques et moléculaires les mé-
thodes HF+DFT et MCSCF+DFT, combinant un calcul HF ou MCSCF de longue portée avec
une fonctionnelle de la densité de courte portée.

Il a été vérifié sur des systemes atomiques simples que la fonctionnelle de courte portée
PBEHSERI permet de corriger les manques de la fonctionnelle de courte portée LDA. Pour des
atomes non quasi-dégénérés tels que ’atome d’hélium ou de néon, I’énergie totale calculée par la
méthode HF+DFT avec la fonctionnelle PBEHSERI est alors, & la valeur optimale du parametre
d’interaction u, soit plus précise, soit aussi précise que celle obtenue par un calcul KS avec la
fonctionnelle PBE. Dans le cas d’un systeme quasi-dégénéré comme 'atome de béryllium, la
méthode MCSCF+DFT conduit & une meilleure énergie totale que celle donnée par un calcul
KS avec la fonctionnelle PBE.

Le calcul de surfaces d’énergie potentielle de quelques molécules diatomiques homonucléaires
suggere que, dans ce domaine, la méthode MCSCF+DFT a la capacité d’améliorer le calcul RKS
avec la fonctionnelle PBE, aboutissant & un meilleur comportement de 1’énergie & la dissociation.
Les exemples présentés ici ne permettent pas de dégager une tendance générale dans la compa-
raison des méthodes UKS et MCSCF+DFT, cette derniere pouvant parfois améliorer et parfois
détériorer ’énergie de dissociation calculée en UKS. Par exemple, pour le cas de Hs et surtout
Ny, la méthode MCSCF+DFT conduit & une erreur sur I’énergie a la dissociation plus grande
que celle obtenue par un calcul UKS avec la fonctionnelle PBE. 11 a été argumenté que, dans
ce cas, les densités de spin n,(r) et ng(r) introduites dans la méthode UKS doivent étre vues
comme des quantités intermédiaires sans signification physique permettant d’imposer une bonne
densité de paires coalescentes dans la fonctionnelle d’échange-corrélation [20]. L’introduction de
la densité de paires coalescentes dans la fonctionnelle PBEHSERI pourrait améliorer de la méme
maniere les courbes de dissociation MCSCF+DFT.

La détermination du profil d’énergie au cours de la torsion de la molécule d’éthylene, lors
de laquelle s’opere un croisement évité, fournit un exemple simple de probleme ou le caractere
multiconfigurationnel de la méthode de calcul est crucial. Dans ce cas, contrairement a un calcul
RKS, la méthode MCSCF+DFT permet d’obtenir un profil d’énergie qualitativement correct,
similaire & ceux obtenus par des calculs MCSCF et UKS. D’un point de vue quantitatif, la valeur
de la barriere d’énergie calculée par 'approche MCSCF+DFT est meilleure que celle donnée par
un calcul RKS mais reste trop grande comparée aux valeurs plus précises obtenues en MCSCF
et UKS, ce qui souligne encore une fois les limitations de la fonctionnelle PBEHSERI.
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Ces premiers tests de la méthode MCSCF+DF'T avec la fonctionnelle PBEHSERI suggerent
donc bien que cette approche permet d’introduire les effets de corrélation de (quasi-)dégénéres-
cence et améliore la méthode RKS avec la fonctionnelle PBE pour des systemes oli ceux-ci sont
importants. Dans les systemes moléculaires envisagés, les résultats ne sont néanmoins pas encore
satisfaisants d’un point vue quantitatif, la précision de la méthode n’atteignant pas toujours
celle de I'approche UKS. Il conviendrait dans un premier temps d’élargir ’ensemble des tests
afin de pouvoir tirer des conclusions plus stres et dans un deuxieme temps de perfectionner les
approximations mises en jeu dans la méthode.
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Conclusion générale et perspectives

Ce travail de theése constitue une contribution a ’extension multidéterminantale de la métho-
de de Kohn-Sham basée sur une décomposition longue portée/courte portée de I'interaction élec-
tronique, visant & améliorer le traitement des effets de corrélation de (quasi-)dégénérescence des
systemes atomiques et moléculaires en théorie de la fonctionnelle de la densité. Cette approche
met en jeu un calcul de type fonction d’onde pour la contribution de longue portée a ’énergie
complété de fagon autocohérente par une fonctionnelle de la densité pour la contribution de
courte portée. La méthode avait déja été essayée sur quelques systemes atomiques et moléculaires
en appliquant un calcul de type interaction de configuration pour la partie de longue portée et
I’approximation locale pour la partie de courte portée. Ces essais étaient a la fois encourageants
concernant le traitement de la (quasi-)dégénérescence et révélateurs de limitations importantes
de la méthode relatives notamment a ’obtention de I’énergie totale.

Partant de ces études, nous avons réexaminé cette approche et poursuivi son développement
afin d’étendre son domaine d’application. Les apports de ce travail sont de trois types.

Premiérement, nous avons renforcé la justification du choix de la décomposition longue por-
tée/courte portée de I'énergie. Pour une décomposition de l'interaction électronique donnée, il
existe au moins deux décompositions possibles de I’énergie suivant que les termes mixtes longue
portée/courte portée sont attribués a la contribution de longue portée ou de courte portée de
I’énergie. Des résultats sur l'atome d’hélium suggerent que la décomposition dans laquelle ces
termes mixtes sont attribués a la fonctionnelle de courte portée, qui avait été a 1’origine retenue
simplement pour faciliter I’application pratique de la méthode, est aussi la décomposition opti-
male vis-a-vis de la performance de 'approximation locale. Nous avons aussi étudié ’arbitraire
dans la forme de l'interaction choisie pour la décomposition, en comparant I'interaction qui avait
été utilisée jusqu’a présent, 'interaction erf, & une nouvelle interaction, I'interaction erfgau. Des
résultats sur quelques systéemes atomiques montrent que la forme de l'interaction choisie peut
avoir une influence significative sur la précision de ’approximation locale, particulierement pour
I’énergie d’échange, la situation pouvant étre plus favorable avec l'interaction erfgau mais pas
d’une maniere systématique.

Deuxiemement, nous avons permis de mieux comprendre la fonctionnelle d’échange-corrélation
de courte portée exacte, la quantité centrale de la méthode, et contribué a I’explication des succes
et des échecs de son approximation locale. Il avait déja été constaté dans des travaux antérieures
que cette approximation donnait des énergies d’échange-corrélation d’autant plus précises que
la portée de l'interaction électronique associée était courte. L’étude de potentiels et d’énergies
locales par particule d’échange-corrélation calculés de maniere précise pour quelques systemes
atomiques que nous avons menée a confirmé ce fait au niveau local et a permis, de surcroit,
de mieux comprendre les limitations de 'approximation locale pour les systémes comportant
plusieurs couches électroniques. Lorsque la portée de l'interaction est suffisamment courte pour
que cette approximation décrive bien les effets de corrélation dans la partie de valence du sys-
teme, cette portée est encore trop longue pour que les effets de corrélation de la partie de cceur,
correspondant & des densités électroniques plus fortes, soient bien pris en compte. L’étude de
propriétés théoriques de la fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée exacte a aussi
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contribué & mieux comprendre 'approximation locale. Ainsi, nous avons montré que la forme
du développement de la fonctionnelle de courte portée exacte lorsque l'interaction associée ap-
proche 'interaction coulombienne differe de celle du développement de son approximation locale.
Au contraire, dans la limite d’une interaction de trés courte portée, la fonctionnelle d’échange-
corrélation exacte et son approximation locale admettent la méme forme de développement
déterminé par la densité de paires & la coalescence, le succes de 'approximation locale pouvant
alors étre expliqué par une bonne transférabilité de cette quantité du gaz homogene d’électrons
au systeme inhomogene. L’étude de relations de transformation d’échelle satisfaites par la fonc-
tionnelle de courte portée exacte a permis d’expliquer pourquoi son approximation locale ne
se dégrade pas dans la limite des hautes densités, contrairement au cas coulombien. Certaines
des relations théoriques que nous avons établies, comme le théoreme du viriel généralisé aux
fonctionnelles de courte portée, restent a exploiter.

Troisiemement, nous avons exploré diverses approximations pour la fonctionnelle d’échange-
corrélation de courte portée dépassant I’approximation locale. Nos propres tentatives d’améliora-
tion de la fonctionnelle d’échange restant insatisfaisantes, nous avons opté pour une fonctionnelle
d’échange de courte portée, proposée par d’autres auteurs dans un contexte différent, construite
a partir d’'un modele du trou d’échange ajusté sur la fonctionnelle d’échange PBE de la méthode
de Kohn-Sham. Concernant la fonctionnelle de corrélation, nous avons construit une approxima-
tion par interpolation entre la fonctionnelle de corrélation PBE de la méthode de Kohn-Sham
et le développement asymptotique de ’approximation locale dans la limite d’une interaction de
trés courte portée. Cette fonctionnelle d’échange-corrélation de courte portée étend le domaine
d’application de I'extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham en ajoutant a
l’ambition du traitement correct de la (quasi-)dégénérescence celle de 1'obtention d’une bonne
énergie totale, ce qui restait hors de portée avec ’approximation locale. Quelques exemples sur
des systemes atomiques et moléculaires - série isoélectronique de ’atome de béryllium, dissocia-
tions de molécules diatomiques homonucléaires, croisement évité lors de la torsion de la molécule
d’éthyléne - ont confirmé que ’extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham, dans
sa présente implémentation utilisant les techniques MCSCF, peut apporter une amélioration au
traitement des effets de corrélation de (quasi-)dégénérescence en comparaison a la méthode Res-
tricted Kohn-Sham. Dans les cas ou la (quasi-)dégénérescence peut étre artificiellement levée par
brisure de la symétrie du systeme, la méthode Unrestricted Kohn-Sham reste parfois supérieure.

Les essais de l’extension multidéterminantale de la méthode de Kohn-Sham sont a pour-
suivre ; d’autres développements seront sans doute nécessaires pour que cette approche puisse
étre utilisée en routine. Un perfectionnement immédiat de la méthode pourrait probablement
étre obtenu en construisant des fonctionnelles d’échange-corrélation de courte portée dépen-
dantes, en plus de la densité électronique, de la densité de spin ou d’une autre quantité comme
la densité de paires a la coalescence afin d’améliorer le traitement des systémes a caractere
couches ouvertes, apparaissant souvent avec les effets de (quasi-)dégénérescence. A plus long
terme, il serait intéressant de poursuivre I'idée, rapidement abordé dans ce travail, de 1'utilisa-
tion d’un terme d’échange de courte portée « exact », calculé a ’aide d’une fonction d’onde au
lieu d’une fonctionnelle. Il semble également possible d’optimiser de fagon plus systématique la
forme de la décomposition de l'interaction électronique vis-a-vis de la performance des approxi-
mations pour la fonctionnelle de courte portée. Enfin, méme si I’amélioration de la fonctionnelle
de courte portée nous a permis de rendre la méthode moins sensible a la valeur choisie de la
portée de la décomposition, ce choix reste arbitraire et d’avantage d’expérience est nécessaire
pour le rationaliser et 'optimiser.

Pour finir, mentionnons que, outre le traitement des effets de (quasi-)dégénérescence, I’ap-
proche générale de la décomposition longue portée/courte portée de 1'énergie en théorie de la
fonctionnelle de la densité peut étre aussi utile dans les situations ou la physique du systéme étu-
dié est déterminée par des effets de corrélation de longue portée telles que les interactions de van
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der Waals, qui sont ne pas décrites par la méthode de Kohn-Sham utilisant des approximations
locales ou semilocales. En marge de cette thése, le formalisme de ’extension multidéterminantale
de la méthode de Kohn-Sham a ainsi été adapté au calcul d’interactions de van der Waals dans
des dimeres de gaz rares en employant une méthode perturbative, plus adaptée a la physique du
probleme, pour le calcul de la partie de longue portée de I’énergie.
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Annexe A

Intégrales biélectroniques modifiées

Dans cette annexe, nous donnons des détails sur le calcul des éléments de matrice des interac-
tions modifiées erf et erfgau sur une base de fonctions gaussiennes (« intégrales biélectroniques »).
Ces intégrales modifiées ont été implémentées dans le module Seward [1] du programme MOL-
PRO [2] suivant la méthode de la quadrature de Rys [3] (voir aussi la référence [4]). Pour
d’autres implémentations d’intégrales biélectroniques associées a diverses interactions modifiées,
voir les références [5-7].

La forme générale d’une intégrale biélectronique a quatre centres atomiques est

[ab‘wee(TIQ)‘Cd] = // drldr2¢(r17Caaa7 A)¢(r1,Cb,b,B)wee(r12)¢(r2,@,c,C)¢(r2,§d,d,D),
(A1)

oll Wee(r12) est linteraction électronique et ¢ est une fonction de base gaussienne primitive
non-normalisée cartésienne

$(r,¢,n,R) = (z — Ry)"™ (y — Ry)" (2 — R)" e (R, (A.2)

En réalité, il est nécessaire de ne calculer explicitement que les intégrales du type

[€0|wee (r12) 0] = KamkeD / / drydra(z1 — Ag) (g — A))% (21 — AL)% e SE1PPRoy ()

(22 = Ca)2 (42 = €T (z = Co) el @,
(A.3)

ou(="C+Gn="_C+0Q P=(GA+GGB)/((+ &) Q= (CC+ uD)/((+ ) kap =
exp{—[Calp/(Ca+C)](A=B)?} et kop = exp{—[(:Ca/(Cc+Ca)](C—B)2}. Les intégrales générales
[ab|wee(r12)|cd] sont alors obtenues en appliquant la relation de transfert [1] aux intégrales
[€0|wee(112)|f0] avec € = max(a,b)...a+ b et f = max(c,d)...c +d.

Pour l'interaction coulombienne wee(r12) = 1/712, ces intégrales peuvent s’écrire

1
[€0[1 /r12]f0] = /0 i Py (t)e 2P P-Q) (A.4)

avec p = (n/(¢C+n) et P,(t) sont les polynémes de Rys de degré n = e, +ey+e, + fo + fy + f-
en t?

3/2 3/2
Pn(t) =2 (:_)1/2 KRABKCD <§> (2) Ig’c<exafxyt)Ig,/(eyvfyat)I;(emf,Zat)7 (AE’)
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ou I} (A= z,y, z) sont les intégrales 2D satisfaisant & la relation de récurrence

2
I(ex+1,fy) = <(P/\ — Ay) + pé(Q,\ — PA)) Iy (ex, fr)
2 2
12 (1) B -1+ D Ben -, 4

avec la valeur initiale I}(0,0) = 1. L’équation (A.4) peut étre évaluée exactement par la qua-
drature de Rys

p\1/2 p 372 P Ay / / /
01 /ralt0] =2 (2) wamnen (2) 7 (2) 3 lers fotad ey fst) 2 st
a=1
(A.7)
ol to et wo = exp{—t2p(P — Q)?} sont les racines et les poids des polynomes de Rys et

NRys > N/2.

Les intégrales modifiées pour l'interaction erf, [e0|erf(uri2)/r12|f0], peuvent étre facilement
calculées suivant la méme procédure en appliquant partout la simple modification [8,9] : 1/p —
1/p+1/p?. Par rapport au cas coulombien, dans I'équation (A.6) les coefficients de la récurrence
sont donc modifiés, et dans I'équation (A.7) les préfacteurs, les poids w, et les racines tq,
dépendant de p, sont également modifiés.

Pour calculer les intégrales associées a l'interaction erfgau, des intégrales supplémentaires
du type [e0|C exp(—ar?,)|f0] sont requises. Ces intégrales peuvent étre calculées comme une
quadrature de Rys & un seul point de racine t, = \/a2/(p + a?) et de poids w, = exp{—t2p(P —
Q)?}, et avec un préfacteur modifié dépendant de ¢,

3/2 3/2
OlCexp(-art)lf0] = (1 =) nammcn (£) (2)
xI! (es, fw,ta)I;(ey,fy,ta)I;(ez,fz,ta)wa. (A.8)
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Annexe B

Calculs précis le long des connexions
adiabatiques

Nous présentons dans cette annexe la méthode de calcul utilisée pour déterminer de fagon
précise (a environ 1 millihartree), le long des connexions adiabatiques erf et erfgau pour des
systemes atomiques donnés, la valeur des fonctionnelles de longue portée ou de courte portée
ainsi que les potentiels externes associés maintenant la densité constante. Le principe général de
cette méthode a déja été exposé dans les références [1] et [2].

Dans la décomposition longue portée pure/courte portée complémentaire du paragraphe (2.3.1),
la fonctionnelle universelle de longue portée Flr’“[n] est obtenue par maximisation par rapport
au potentiel suivant la formulation en terme de transformée de Legendre [3,4]

F#[n] = Sup{Elr’“ [°#] — / ﬁsr’“(r)n(r)dr}, (B.1)
ST,
oll B[ 4] est I'énergie de 1'état fondamental de Phamiltonien 7"+ West + J oSoH(r)n(r)dr.
En pratique, nous supposerons que la borne supérieure dans 1’équation (B.1) est un maximum.
Si n est la densité du systeme physique, ce maximum est alors atteint pour le potentiel de courte
portée VST (1) = vye(r) + SEH /0on(r) + 02" /on(r) et la valeur de la fonctionnelle universelle
de longue portée F'"# recherchés. La fonctionnelle universelle coulombienne F et le potentiel KS
vks (et donc le déterminant KS ®) sont obtenus dans le cas particulier y = 0. La fonctionnelle
complémentaire de courte portée F*# = F — F"# peut donc étre également déterminée, ainsi
que les énergies d’échange et de corrélation de courte portée, Ey * et Eo*.
La densité du systeme physique n est calculée de maniere précise par un calcul d’interac-
tion de configurations multiréférence avec excitations simples et doubles (MRCISD) [5,6] et le
potentiel & optimiser °"#(r) est développé suivant

C

n
T (r) = Z Cfrpie—“/z‘TQ + =, (B.2)
T
=1

ol ¢t sont les coefficients & optimiser, p; sont des nombres entiers fixés (—1 ou 2), ; sont des
exposants fixés choisis pour former une base even-tempered (typiquement, v; € [1073,5.10%)), et
C' est une constante imposant le comportement asymptotique correct pour r — oo, 05 (r) ~
C/r. A u = 0, le potentiel se réduit au potentiel KS dont le comportement asymptotique
est déterminé par le potentiel électron-noyau, le potentiel de Hartree et d’échange, donnant
C=—-Z+N-—1(N et Z sont le nombre d’électrons et la charge nucléaire). Pour une valeur finie
de p, le potentiel de Hartree et d’échange de courte portée décroissent de fagon exponentielle a
I’infini, et il ne reste donc que la contribution du potentiel électron-noyau, conduisant a C' = —Z.
En plus du comportement asymptotique pour r — 00, le comportement du potentiel au voisinage
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du noyau en r = 0, 0°"#(r) ~ —Z/r, est aussi imposé au cours de l'optimisation. A chaque
itération, E'H[5H] est calculé au niveau MRCISD avec le programme MOLPRO [7] modifié
pour utiliser les intégrales biélectroniques associées aux interactions modifiées (voir 'annexe A).
De grandes bases de fonctions gaussiennes even-tempered sont utilisés pour tous les systemes
(voir les détails dans les références [1] et [2]). La maximisation dans ’équation (B.1) est effectuée
par la méthode du Simplex [8]. La qualité des potentiels obtenus est estimée suivant le critére
de Zhao-Parr [9] en calculant la quantité

_ 1 [ (a(r1) —n(r1)) (A(rz) —n(rz))
A= 2// ! ! 2 2 drydr,, (B.3)

[r] — rof

mesurant un écart énergétique entre la densité de référence n et la densité n donnée par le
potentiel approché ¢5#. Les plus grandes valeurs de A obtenues avec les potentiels calculés ici
sont de l'ordre de 1078 a.u..

De maniere similaire, dans la décomposition courte portée pure/longue portée complémen-
taire du paragraphe (2.3.2), la fonctionnelle universelle de courte portée F*"*[n] est obtenue
par

Fk[n] = sup{Esr’“[T;lr’“] — /6lr’“(r)n(r)dr}, (B.4)
Hlrp

olt ESUH[§+] est 1’énergie de 'état fondamental de Phamiltonien 7'+ Wbt + [ "+ (r)n(r). Si
n est la densité du systeme physique, ce maximum est alors atteint pour le potentiel v (r) =
Une(r) + OB /on(r) 4+ S Eng /on(r) et la valeur de la fonctionnelle universelle F*'# recherchés.
Le potentiel & optimiser est recherché sous la méme forme (B.2). A présent, lorsque p = 0, le
potentiel se réduit au potentiel électron-noyau et donc C' = —Z, et pour toute valeur finie de u,
le comportement asymptotique quand r — oo est déterminé par le potentiel électron-noyau et
les contributions de Hartree et d’échange de longue portée ce qui conduit & C = —Z 4+ N — 1.
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Annexe C

Connexion adiabatique au voisinage
du systeme de Kohn-Sham

Dans cette annexe, nous étudions les connexions adiabatiques erf et erfgau au voisinage du
systeme de KS, c’est-a-dire dans la limite d’un faible parameétre d’interaction . Le systeme fictif
le long de ces connexions est décrit par I’hamiltonien

H' =T+ = // o (ry, ro)wH (r19)drydry —|—/ v¥H(r)n(r)dr, (C.1)

1 . : , . .
ol wee" est linteraction de longue portée erf ou erfgau et v5“# et le potentiel externe associé

aux fonctionnelles de courte portée de Hartree, d’échange et de corrélation v"*(r) = vpe(r) +
SE [n)/on(r) + dEZ " [n]/on(r) + §E2""[n]/dn(r). Le comportement quand p — 0 de toutes
les quantités associées a ce systeme fictif peut étre déduit en partant du développement en série

de Maclaurin de l'interaction de longue portée wée’“

wlr,u T12 Z an 2'rL 2n+1 (02)

Ol ap erf = 1/(2n+1) pour Pinteraction erf et ay erfgan = > 1[1/(2n+1)—1/3"] (= 0 pour n < 1

. N 1/2 . . .
par construction) ou ¢ = (1 + 6\/3) / pour U'interaction erfgau. Les développements que nous
allons donner sont valables pour des systemes finis confinés dans une partie de ’espace, mais ne
s’appliquent pas & des systémes infinis tel que le gaz homogene d’électrons (voir le chapitre 5).

C.1 Energie de Hartree de courte portée pour pu — 0

L’équation (C.2) conduit immédiatement au développement de ’énergie de Hartree de courte
portée

ST 1 ST
EH’/’L - 2 // n(rl)n(rQ)wee#(rlz)drler
_ By Z an p2n+l // n(ri)n(rs rlgdmdrm (C.3)

ou Ey est ’énergie de Hartree coulombienne usuelle. Pour obtenir I’équation (C.3), 'intégration
et la sommation ont été permutées. Ceci est raisonnable pour un systeéme fini dans lequel ri9
est toujours borné puisque dans ce cas la série (C.2) converge uniformément et peut donc étre
intégrée terme a terme.
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C.2 Energie d’échange de courte portée pour p — 0

De la méme fagon, le développement pour p — 0 de I’énergie d’échange de courte portée
s’obtient immédiatement

E;r“u = // na I‘l,I'Q w ’“(rlg)drldrg
- Z an et //?%23; ri,r2)risdridrs, (C.4)

ou E, est I'énergie d’échange KS usuelle et ng ,(r1,r2) la contribution d’échange a la densité de
paires.

C.3 Energie de corrélation de courte portée pour y — 0

L’énergie de corrélation de courte portée peut étre ecrlte avec la contribution de corrélation

a la densité de paires n12 #(r1,r9) pour linteraction west [équation (3.15)]

Esr,,u / d§ // n2c ry,ro awegéle)drldrg. (CE))

Le développement de E:* aux petits p est obtenu en utilisant la dérivée de Ei* par rapport

a 1 qui s’écrit, suivant le théoreme de Hellmann-Feynman,

ESI“,[I, 8 o
= —//n2c ri,ry) v 8Iu<r12)dr1dr2, (C.6)

et en supposant que n12 #(r1, 1) admet autour de p = 0 le développement

0o Ir,p
Ir 1 akn2,c (rl? r2)
Nyt (r1,12) = E il (8’“ w, (C.7)
k=1"" H =0
W

puisque, pour le systeme de KS, nlr’“ 0(1‘1, ro) = 0. L’insertion de I’équation (C.7) et de la dérivée

(C.2) dans (C.6) conduit, en supposant la commutativité de la sommation et de I'intégration, &

OESH 20+ an o, Oyt rhrz) .
5 = ZZ e 12 +k//< ridrydry(C.8)

n 0 k=1 u=0

ol le terme n = 0 peut étre supprimé puisque n12 (r1,re) s’intégre a zéro. Apres intégration,
nous obtenons le développement de 1’énergie de corrélation de courte portée

_ 1 -1)"(2n + 1)a Onyt 1‘1 r2)
ST, o § : § : n 2n+k+1 2,c ’ 2n
EC N EC ﬁ ‘k' 2n+k+1 // < "2 dI‘1dI‘2,

n=1k=1 n=0

(C.9)

ou F. est ’énergie de corrélation KS usuelle. En réalité, nous allons montrer que plusieurs termes
de ce développement sont nuls.
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C.4 Fonction d’onde de I’état fondamental pour y — 0

En utilisant le développement de l'interaction weg [équation (C.2)] et en prenant les dérivées

fonctionnelles des développements des énergies de Hartree, d’échange et de corrélation de courte
portée [équations (C.3), (C.4) et (C.9)] afin d’obtenir le développement du potentiel v*"#, nous
arrivons au développement formel suivant pour I’hamiltonien du systeme fictif

0o 00
o — HKS+Zw2n+1 2n+1+z (2n+1) 2n+1+zzﬁ£2n+l,k)u2n+l+k. (C.IO)
n=1k=1

Dans cette équation, Hxg est I'hamiltonien de KS, les coefficients wée nt1) proviennent du dé-

(+)

proviennent du développement

de la contribution de Hartree et d’échange de v*"* et les coeﬂiments v§2n+ k) proviennent de la
contribution de corrélation. Les deux indices en exposants dans v((;QnH k) Leflstent le fait que les
termes du développement de l’energle de corrélation [équation (C.9)] ont deux origines : I'inter-
action wlee et la densité de paires n2 " La fonction d’onde de I’état fondamental U+ de cet

hamiltonien peut étre aussi developpee par rapport a pu

veloppement de I'interaction électronique, les coefficients o,

LAEES R AT (C.11)

ol @ est le déterminant de KS. Nous allons montrer a présent que plusieurs termes dans ce
développement sont nuls.

Avec l'interaction erf, W et @}(3 sont constants [cf. équations (C.2), (C.3) et (C.4)], et donc

@él”“) = 0 pour tout k& > 1, ce qui implique ¥ = 0. Comme il n’y a pas de termes en 2
dans (C.10), on a aussi () = 0. Ceci implique maintenant que dans I’équation (C.7) les termes
A(Qnﬂ k) = 0 pour k£ < 2 et tout n > 1.

= 0, ce qui conduit au développement de I’hamiltonien

k < 2 sont nuls, et donc, en utilisant 1’équation (C.9),
NCRVRNCE)

En particulier, nous avons ¢

iy = Hgs+ (0 +0)) 1+ (@) + o)) u* + BI04 (C.12)
Le développement de la fonction d’onde est donc

U = @ 4t 4 Se0) 4 e (C.13)
Ainsi, les termes k = 1,2, 4 dans les équations (C.7) et (C.9) sont nuls pour I'interaction erf.

Pour l'interaction erfgau, 12)2? = w&? = 0, et donc @}(Ll) = ;L?;) 0etwo A(3 k) — = 0 pour tout

k > 1, ce qui implique ¥ = ¥@ = ¥6G) = v = 0. Ceci implique maintenant que dans
l’équation (C.7) les termes k < 4 sont nuls, et donc, par 1’équation (C.9), A(%H M — 0 pour

k < 4 et tout n > 1. En particulier, nous avons v§5 D - (5 R £5 3) = £5 A @éﬁ’l) =
£62) = A£63) = £64) = ((:7 ) — §72) = A§73) = A( b — é ) = @ég’” = 0, ce qui conduit au

développement de ’hamiltonien

(C.14)
Le fonction d’onde a donc le développement suivant
ok = @+ U0 4oy SO 4 100y (C.15)

Donc, les termes k = 1,2, 3,4,6,8 dans les équations (C.7) et (C.9) sont nuls pour I'interaction
erfgau.
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Annexe D

Connexion adiabatique au voisinage
du systeme physique

Nous étudions dans cette annexe les connexions adiabatiques erf et erfgau au voisinage du
systeme physique c’est-a-dire pour de grandes valeurs du parametre d’interaction pu. A partir du
développement asymptotique de l'interaction pour y — oo, nous allons déduire les développe-
ments asymptotiques des énergies de Hartree, d’échange et de corrélation de courte portée. Ces
développements sont valables aussi bien pour un systeme fini que pour un systeme infini tel que
le gaz homogene d’électrons (voir le chapitre 5).

D.1 Interaction de courte portée pour u — oo

Nous allons donner, pour 4 — oo, un développement asymptotique au sens des distributions
de l'interaction électronique de courte portée wisk(r) = 1/r — wik(r) pour les interactions erf

et erfgau
fe(p
wH (r) = erelnr) of r), (D.1)

ee,erf r

f 2
erfc(cur) L 2o,

wsr“u (7“) — = —%[LQ’IQ‘ (DZ)

ee,erfgau r

Prenons une fonction test f : RT — R (c’est-a-dire de support borné et infiniment différentiable)
et considérons l'intégrale suivante

I:/f(r)w:?“(r)dr. (D.3)

Le développement de Maclaurin de f s’écrit

= ™oy
=3 p) (D.4)
n=0 ’
ou le reste de Lagrange R, (r) est
f(m+l) Or .
Bin(r) = <m+(1>!)7“ *, (D-5)

avec 0 < 0 < 1. L’insertion du premier terme du second membre de I’équation (D.4) dans (D.3)
donne une premiere contribution a 'intégrale I

m o r(n)
n=y 20 [z, 0.

n!
n=0
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ou la derniere intégrale est évaluée facilement

4
/T”wsr H(r)dr = 47T/7‘n+2w22’”(7“)d7“ = 2 ;/)inJrQ Ay, (D.7)

avec Ap erf = F(”T‘Hﬂ) pour interaction erf et A, erfgau = Anerf[l + 3%3(71 + 2)]/c"*? pour

I'interaction erfgau. L’équation (D.6) devient donc

F™(0)
fl‘4fzm- (D)
La seconde contribution & I vient du reste et s’écrit

f (m+1) 9T 1
= P WS (1) dr. D.
= [ e e (D.9)

Si on suppose que, pour tout m, la dérivée d’ordre m+1 de f est bornée, c’est-a-dire | f "+ ()| <
M,,, alors

Mm m ST
’12| S M/T +1w6@u( )dI‘

_ AT My A1
T (mAD!(m o+ 3) 3’ (D-10)

impliquant que I = O(1/u™%3). Finalement, utilisant la définition de la dérivée d’ordre n de la
distribution de Dirac tridimensionnelle §(™ (r),

/ £(r)8 (x)dr = (—1)" £)(0), (D.11)

nous obtenons le développement asymptotique au sens des distributions de wee* () quand pu —

o0
W A, n 1
i _4\an| n+2) Mn+25( )(r)+0(um+3)' (D.12)

La constante ¢ = (1 + 6\/3) 1/2 dans I'interaction erfgau a été choisie pour que Ag et = Ao erfeaus
c’est-a-dire pour que les développements asymptotiques des deux interactions coincident a I'ordre
le plus bas et faciliter ainsi les comparaisons.

En suivant la méme procédure pour les dérivées des interactions modifiées par rapport a
qui s’écrivent

ST, [
Wecarlr) __ 2 vt (D.13)
o N
pour l'interaction erf, et
ST, [
8we€7erfgau(7°) _ _l6—02ﬂ27"2 " ie—%02#2T2 402 22 }502#27‘2 (D 14)
ou NG NG 3\f ’ )
pour l'interaction erfgau, nous arrivons a un développement asymptotique similaire
8w2re 1
8“ 74[2 n+3 ( ) + O(Mm+4) (D'15)

qui est juste la dérivée terme a terme du développement (D.12). Nous allons appliquer les équa-
tions (D.12) et (D.15) pour déterminer les développements des énergies de Hartree, d’échange
et de corrélation.
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D.2 Energie de Hartree de courte portée pour i — oo

Effectuant le changement de variable trivial ro — rio et utilisant la moyenne sphérique de
la densité n(ri2)

n(ri2) = 417r/n(r12)d9r12, (D.16)

I’énergie de Hartree de courte portée s’écrit

Sr’u // I‘1 7’12 w ’M(Tlg)drldrlg (D17)

En utilisant a présent le développement asymptotique quand g — oo de l'interaction de courte
portée [équation (D.12)] et en remarquant que n(ri2) peut étre développé en puissances paires
de r12 autour de r12 = 0, nous obtenons la série asymptotique de I’énergie de Hartree de courte
portée

it = 2\/7?2(271)!(27;4—2:2)#2%2/”( r)n" (r)dr + O( 21+3) (D.18)

ott la notation n™(r) = (d*"(r12)/driy),,—o a 6té utilisée pour la densité et ses dérivées en
moyenne sphérique.

D.3 Energie d’échange de courte portée pour pu — oo

De maniére similaire, ’énergie d’échange de courte portée s’écrit
ESti — 1 = ST, [ drid D.1
=5 M2,2(r1, r12)wee! (r12)dridrya, (D.19)

ol g (11, 712) est la moyenne sphérique de la densité de paires d’échange qui, comme la densité,
admet un développement en puissances paires de 712 autour de r12 = 0 (« pas de cusp pour
I’échange »). Nous obtenons donc le développement asymptotique de 1’énergie d’échange de
courte portée

1

ST, - A2n (2 )
ESF = 27 Z% @+ 327 / ny (7, 0)dr + O s), (D.20)

avec la densité de paires coalescentes (on-top) d’échange et ses dérivés en moyenne sphérique

S (0,1) = (0%7,0 (r, 112) /0T rrp—o.

D.4 Energie de corrélation de courte portée pour u — oo

Le développement asymptotique de 1’énergie de corrélation de courte portée quand p — oo
est obtenu en partant de la dérivée [cf. équation (C.6)]

6Esr’“ 8wee’“(7“12)
a // ’I’LQC rl,rlg)Tdrldrlg, (D21)
ol n12 ’C”(rl7 r12) est la moyenne sphérique de n2 ,H(r1,12), en insérant le développement asympto-

tique de Qwee™ /O [équation (D.15)], puis le développement asymptotique de 7 n2 "(r1,7m12) et en
réintégrant par rapport a p. Le premier terme du développement ne fait intervenir exactement
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que la limite coulombienne de la densité de paires de corrélation, ﬁgv’fﬂoo(rl, r12) = N2.c(r1,712),
ce qui donne
6E§r’“ 2ﬁA0
o = — 3 /ng,c(r, r)dr, (D.22)

ol ng(r,r) est la densité de paires coalescentes de corrélation coulombienne. Ce résultat a déja
été utilisé pour 'interaction erf [1]. Le terme suivant dans le développement peut étre estimé en

ne retenant encore que la densité de paires coulombienne, ﬁ; ’C“Hoo (r1,7r12) =~ ﬁzc(rl, r12), ce qui
donne

OEH 2y/mAg 2,/mA;

ﬁ - 3 /ng,c(r, r)dr — A /n’Q’C(r,r)dr+-~- , (D.23)

ou n’zc(r,r) est la dérivée de la moyenne sphérique de la densité de paires coalescentes de
corrélation qui, suivant la condition de cusp électronique [2], est égale & la densité de paires
coalescentes totale : nj .(r,r) = na(r,r). Ainsi, pour grand p, 'énergie de corrélation de courte
portée a le comportement approximatif

_ A 2/mA
ng ~ \/52 - /??/276(1', r)dr+ \?/)/733 ' /ng(l‘, I‘)dI‘+ U (D24)
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Annexe E

Relation du viriel pour les
fonctionnelles de Hartree et
d’échange avec interaction
électronique modifiée

Dans cette annexe, nous donnons les démonstrations des relations du viriel pour les fonction-
nelles de Hartree et d’échange associées aux interactions électroniques modifiées erf et erfgau.
Ces relations sont aussi bien valables pour les fonctionnelles de longue portée que celles de courte
portée.

E.1 Relation du viriel pour la fonctionnelle de Hartree

Nous allons montrer que 1’énergie de Hartree de courte portée satisfait a la relation du viriel

OET"
—Bi" +u—p :/n(r)r,w;?“(r)dr, E1)

ot vj;#(r) est le potentiel de Hartree de courte portée. Pour cela écrivons explicitement ce
potentiel

) = [ a2 (o) (E2)

et le gradient de Iinteraction modifiée de courte portée wee"

dwee* (r12) ria

Vi wig! = : E.3
r; Wee (1‘12) 1o 1o ( )
Le membre de droite de ’équation (E.1) s’écrit
8
I= /drln ri)ry. /drgn ra) e (TU) fiz (E.4)
driz 112
I peut étre calculé en échangeant ry et ro
a ST, [ _
I= /drgn(rg)rg./drln(rl) wee' (12) rl?, (E.5)
Oriz T2
et en ajoutant les équations (E.4) et (E.5)
1 Owee!
I= 5 // n(rl)n(rg)Wnerldrg. (E.6)
1
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En remarquant que les interactions erf et erfgau sont de la forme commune wee’ (r12) = f(uri2)/ri2,

nous avons

dwee (r12) - dwee (r12)
- 7 [ J— T, —_— E7
911 r12 wgt (ri2) + p o ; (E.7)
ce qui donne
. oOE "
I=—-E" H_ E.8
H + K 8N ( )

et prouve ’équation (E.1). L’énergie de Hartree de longue portée satisfait la méme relation.

E.2 Relation du viriel pour la fonctionnelle d’échange

Nous allons montrer que 1’énergie d’échange de courte portée satisfait a la relation du viriel

ST, 14
B g = = [t e (£9)

Pour cela, nous généralisons la démonstration originalement donnée pour le cas coulombien par
Levy et Perdew [1] aux cas des interactions modifiées.

Partons du théoreme du viriel pour I’énergie d’échange-corrélation [voir I’équation (5.61)] le
long d’'une double connexion adiabatique, A référant a la connexion linéaire et p a la connexion
erf ou erfgau,

] _ pESLH
U O MT = —/n(r)r.Vv;rc’“’)‘(r)dr. (E.10)
Puisque la fonctionnelle universelle le long de cette double connexion adiabatique s’exprime par
Fsr,u,)\ — Flr,,u,—>oo,)\ _ Flr,,u,)\
_ <,1,1r,uﬂoo,>\’:fv + Wc}?uaoo,km,lr,uﬂoo,A) _ <\1,lr,u,>\‘f + Welgu,k|\1,1r7u7>\>
\ =
= B B, (B.11)

, e e . I = A
Iénergie cinétique de corrélation To " est

Tcsr,,u,/\ — <\Ijlr,yﬂoo,/\|jv‘\1,lr,uﬂoo,/\> - <\Ijlr,p,)\‘f|\ylr,u,)\>
- _ <<\I,1r,p—>oo,>\|W;£,u—>oo,)\ \I,lr,p,—wo,)\) _ <\I,lr,u,)\|Wc}Z,p,)\ \I,lr,,u,)\>) + EIS;HUM\ + E;%M’A.
(E.12)
L’insertion de ’équation (E.12) dans I’équation (E.10) donne
<\I,1r,uﬂoo,>\’Welg,uﬂoo,A|\I,1r,uﬂoo,>\> _ (q;lr,u,/\|Welgu,/\|\l,lr,u«\> _
o _ 8Esrnu'7)‘
Ef{’“”\ + 2EShHA /1/75; + /n(r)r.Vv;rc’“’)‘(r)dr,
(E.13)

c’est-a-dire, en divisant par A et en séparant les contributions d’échange et de corrélation,

<\I,1r,uﬂoo,>\|W66‘\I,1r,uﬂoo,>\> _ <\Iflr’“”\|Wc}2’“]\Illr’“’)‘> —

- OB+ B Ailang,)\
Mi@u 2 78#

. SE
ST, - c
+/n(r)r.Vvl, (r)dr + A /n(r)r.V 5n(e) dr.

D N

(E.14)
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Dans la limite A\ — 0, les termes de corrélation disparaissent

ATLES A 0] = MBS Ay 3] — 0, (E.15)

ol le relation de transformation de d’échelle (5.43) a été utilisée ainsi que lim_oo B2 7 [n,] >

—o0. Par ailleurs, a A =0,

<‘I,lr,,u~>oo,)\:0‘Wee|\lllr,u~>oo,)\:(]> _ <\I,lr,,u,)\=0|Weh;,u‘\ljlr,p,)\:0> —

(D|Wee|®) — (DIWIH|D) = B 4 B, (E.16)

et il reste donc
ESDH 4 ESUH = EPTH 4 QFSTE 0Bz _ — VostH (1) d E.17
H z  —H x K N = n(r)r.Vo, ¥ (r)dr, (E.17)

ce qui prouve I'équation (E.9). L’énergie d’échange de longue portée satisfait la méme relation.

Bibliographie
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Annexe F

Energies d’échange et de corrélation
du gaz homogene d’électrons avec
interaction électronique modifiée

Le gaz homogene d’électrons est un systéme infini d’électrons en interaction coulombienne
plongés dans un fond uniforme de charge positive assurant la neutralité électrique totale. A
température nulle, toutes les propriétés de ce systeme ne dépendent que de la densité électronique
n, ou de maniére équivalente du rayon de Wigner-Seitz, r, = (3/(4wn))'/3, représentant la
distance moyenne entre électrons. Ce modele jouit de la simplicité apportée par I'invariance
par translation dans l’espace tout en arborant une physique de la corrélation électronique non
triviale. Le gaz homogene d’électrons est ainsi un modele relativement réaliste des propriétés
électroniques des métaux alcalins par exemple. Ce systeme fut et reste encore aujourd’hui un
modele important pour comprendre la corrélation électronique et tester les nouvelles approches

de calcul en physique de la matiere condensée ou en chimie quantique.

En théorie de la fonctionnelle de la densité, le gaz homogene d’électrons joue un role essen-
tiel puisqu’il constitue, depuis I’historique approximation locale, le modele dont sont extraits
les ingrédients utilisés dans la construction d’approximations pour la fonctionnelle d’échange-
corrélation. Ainsi, afin de construire une approximation locale pour la fonctionnelle d’échange
de courte portée Ey " [équation (2.14)] et pour la fonctionnelle de corrélation de courte por-
tée complémentaire £ " [équation (2.15)] associées aux interactions électroniques modifiées erf
et erfgau [équations (2.2) et (2.3)], il est nécessaire de disposer des énergies d’échange et de
corrélation de gaz homogene d’électrons avec ces interactions.

Apres une breve description du systeme, nous donnons ’expression analytique de ’énergie
d’échange calculée avec les interactions erf ou erfgau, puis nous exposons le calcul numérique de
I’énergie de corrélation et proposons une paramétrisation analytique.

F.1 Description du systeme

Le gaz homogene d’électrons est décrit par N électrons dans une boite de volume  (avec
conditions aux limites périodiques) remplie d’un fond uniforme de charge positive, et étudié dans
la limite thermodynamique (c’est-a-dire N — oo et {2 — oo en maintenant la densité n = N/Q
constante). En seconde quantification, ’hamiltonien du systéme s’écrit

H=T+W, (F.1)
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ou T est I'opérateur d’énergie cinétique

T =" e(k)el, ko (F.2)
ko

avec la relation de dispersion s(k:) = k2/2, et W est I'opérateur d’interaction électronique

Z Z Z Ck-l—qack’ qo’ ko’ Cko- (F3)

a#0 ko ko’

Le terme constant q = 0 a été omis ; il compense exactement 1’énergie d’interaction des électrons
avec le fond uniforme et I’énergie d’interaction du fond avec lui-méme. Dans ’équation (F.3),
w(q) est la transformée de Fourier de l'interaction électronique. Dans le cas habituel de 'inter-
action coulombienne, cette transformée de Fourier s’écrit

47
Weoul(q) = q—Q (F.4)

Dans le cas de l'interaction de longue portée erf, la transformée de Fourier est

Ir, 4 _ 2 2
werf’u(q) = ?6 a/(p )7 (F5)

tandis que pour l'interaction de longue portée erfgau, nous avons

4 6
o () = 21 o=a?/(4e2®) _ V3T o—30°/(4cp?) (F.6)

werfgau q2 02 L

ounc=(1 —1—6\/3)1/ 2. Si on néglige 'interaction électronique, I’état fondamental du gaz homogene
d’électrons est formé par occupation des états monoélectroniques, repérés par I'impulsion k et la
coordonnée de spin o, situés dans la sphere de Fermi, k < kg ou kp = (37r2n)1/3 est le vecteur

d’onde de Fermi,
II o). (F.7)
k<kp,o

Dans 'espace réel, un état monoélectronique est une onde plane multipliée par une fonction de
spin

Pro(r, 8) = (r,slcf,|0) = (F.8)

1 ik-r
—e +(8).
vl xel)

F.2 Energie d’échange
L’énergie d’échange correspond au premier ordre de perturbation par rapport a I'interaction

Un calcul explicite pour une interaction électronique w(q) quelconque donne [1]

3 1
_ 2 2 =3 .
E, = o 4k:F/0 q“w(q) <1 57 + 5% > 0(1 — x)dg, (F.10)

ouz=gq/(2kp),et O(y) =1siy>0et f(y) =0siy<O0.
Dans le cas de 'interaction coulombienne (F.4), I’équation (F.10) conduit apres intégration
sur z & l'expression bien connue de I’énergie d’échange par particule €, ypit = Ez/N

con 3 /18\'/%1
) =5 (32) 7o (F.11)

w2 Ts
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ST, U coul

8x, unif /gx, unif

0.4 \'

U rg

Fia. F.1: Rapport de I’énergie d’échange de courte portée par particule a ’énergie d’échange par particule
coulombienne du gaz homogene d’électrons Eiﬁfnif(Ts) / 5§?$nf(7°s) en fonction de urg, pour les interactions
erf (courbe pleine) et erfgau (courbe tiretée).

Dans le cas de I'interaction erf, I'insertion de ’équation (F.5) dans 'équation (F.10) conduit a
Ir,p,erf
z,unif

coul

I’énergie d’échange de longue portée € (rs), puis par différence avec %0 ..(r,), & 'énergie

d’échange de courte portée [2]

sr,u,erf cou Ir,p,erf
€x,1¢nif (TS) = <Ex,urllif(n) - Ex7gnif (n)
18\3 1 [3 1 a 1/(4A2 .
= — <W2> - 8—A<\/Eerf(2A> + (24 — 4A%)e /UA) _ 34 444 ) .

(F.12)

ou A = p/(2kp). De maniere similaire, I'interaction erfgau (F.6) conduit a ’énergie de courte
portée suivante

T2

; 18\ /% 1 1 A7
gy y <> 3_w (ﬁerf <2A> QA AP VA 3y A/3>

+A' <\/7rerf <> + (2B — 16B¥)e /(4B _6p + 16B3>

(F.13)

ott A’ = cu/(2kr) et B = cu/(2v/3kr).

Ces énergies sont en réalité fonction de la seule variable urs, qui peut étre vue comme
le rapport entre 74, longueur caractéristique de I’énergie d’échange dans le gaz coulombien,
et 1/u, représentant la portée de linteraction modifiée. La figure F.1 montre le rapport de
I’énergie d’échange de courte portée, pour les interactions erf et erfgau, et de I’énergie d’échange

coulombienne é-:ifnif(?"s )/ 55:?1111;& (rs)-

F.3 Energie de corrélation

. . ‘. . . . Ir,p ny ‘
Les énergies de corrélation de longue portée par particule e C7unif(7°s) ont été calculées pour

plusieurs valeurs de 75 (de rs = 0.2 & 10 a.u.) et p (de =0 & 10 a.u.) pour les interactions erf
et erfgau par la méthode Coupled-Cluster avec excitations doubles (CCD) introduite pour le gaz
homogene d’électrons par Freeman [3]. Pour l'interaction erfgau, les résultats ont également été
comparés a ceux obtenus a partir d’un calcul Fermi-HyperNetted-Chain (FHNC) [4]. Concernant
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linteraction erf, des données étaient par ailleurs déja disponibles [2]. Apres un rapide exposé
de la méthode CCD, nous discutons I’énergie de corrélation de courte portée complémentaire et
proposons une paramétrisation analytique.

F.3.1 Calcul de I’énergie de corrélation longue portée par la méthode Coupled-
Cluster

Freeman [3] a calculé Iénergie de corrélation du gaz homogene d’électrons coulombien en
sommant les diagrammes de boucles (ring) et d’échange écrantés (screened exzchange) en utilisant
la méthode CCD. Nous rappelons rapidement le principe de cette méthode pour une interaction
électronique quelconque w(q).

La fonction d’onde CCD est construite a partir du déterminant d’ondes planes ® du systeme
sans interaction suivant

0) = 2| ), (F.14)
ou l'opérateur d’excitation T est exprimé en seconde quantification par, en oubliant les indices
de spin,

T, = Z tq(ks, kj)c;f(#qc;r(j_qckjcki. (F.15)
ki kj,q

Ne retenant que les diagrammes de boucles, les amplitudes ¢4 (k;, k;) sont solutions des équations
(avec les impulsions en unités kr)

w(q) 2/ dk
tqlki, ki) = 1+6 ———(tq(ki, k) + tq(k;, k))O(1 — k)O(|k -1
dk dk’
4
+18m / (2ﬁ)3 /W(tq(kiak)tq(kjak/) + tq(kiakl)tq(kjak))
<0(1 = K)6(1 — K)6([k + o — DO(K +ql - 1)], (F.16)
avec Dq(ki, k;) = —(¢? +q.(k; +k;)). En comparaison avec les équations données par Freeman,

la seule modification apparait dans l'interaction électronique w(q). Une fois que les amplitudes
ont été calculées, I'énergie de corrélation par particule est obtenue par

dir ex
€c,unif = gc,unif + gc,unifv (F17)

N dir

ex
ou Ec,unif

c,unif

i dq dk; dk;
dir ) —_ 4 1 J . .
Ec,umf 187 kF/ (27T)3 / (27T)3 / (2w)3w(Q)tQ(kz’ k])

X001~ k)O(1 — k)0(k; + al — 1)0(k; +al — 1), (F.18)

et ¢ sont les contribution directe et d’échange données par

et

dq dk; dk ;
ex . — _9g 4k‘ ? J kz k. t kz k.
Ec,unlf T F/(Zﬂ)3/(2ﬂ)3/(2ﬂ)3v(’ + J+q’> Q( ’ J)

X0(1 — k)O(1 — ky)0(|k; + a] — 1)o(k; +al - 1). (F.19)

La contribution directe, correspondant aux diagrammes de boucles, est I’énergie de corrélation
dans I'approximation des phase aléatoire (RPA pour Random Phase Approzimation). La contri-
bution d’échange inclut en plus des diagrammes d’échange écrantés. Dans la limite des hautes
densités (rs — 0), la méthode se réduit au RPA et devient exacte.
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En pratique, la quantité intermédiaire suivant est introduite

T06) = [ Gsataieskp( — B0k + ol 1), (F.20)

et 'intégration est effectuée par quadrature de Gauss-Legendre. L’équation (F.16) devient alors

Y AT, = B, (F.21)
J
avec T = T,(k;) et
2 2
Ay = by (1 ~ ; WmDim> —~ EWJDH, (F.22)
Dim 1272
Bz' = Wm a 97, 7ﬂTmDim ) F.2
; <3772k:F * kg > (F-23)

ou D;j = w(q)/Dgy(ki, kj) et Wy, sont les poids de la quadrature. Comme B; dépend des coeffi-
cients T;, 'équation (F.21) doit étre résolue de maniere itérative.

F.3.2 Energie de corrélation de courte portée

. ;192 . , . 7 Ir,p
Une fois calculée 'énergie de corrélation de longue portée e c.umif

,  _sr,
de courte portée &5

(rs), I'énergie de corrélation

H .
Cﬂmif(rs) est obtenue suivant

=T, [ coul 8}:1:71fnif(rs)
Ec,unif(rs) = Ec,unif(rs) 1- Iru—oo, N | ? (F.24)
c,unif (TS)

< _coul s 2 . T . N ) 2 .
ou ¢ c,unif(rs) est I'énergie de corrélation par particule du gaz homogene d’électrons coulombien

selon la paramétrisation de Vosko, Wilk et Nusair (VWN) [5]. Selon I'équation (F.24), &1 (rs)
se réduit correctement a la paramétrisation VWN pour 1 = 0 et s’annule dans la limite p — oo.

Les énergies de corrélation de courte portée par particule sont tracées en fonction de y pour
rs = 0.5 a.u. et rs = 2 a.u. dans la figure F.2 pour 'interaction erf, et dans la figure F.3 pour
Pinteraction erfgau. Pour ce dernier cas, les différences entre les résultats CCD et FHNC ne
sont visibles que lorsque la densité est suffisamment grande (rs = 0.5 a.u.). Les deux méthodes
divergent avec I'interaction erfgau aux petites valeurs de u, expliquant I’absence de points entre
©w=0cet u=~0.5au. dans la figure F.3. Nous relions cette divergence au caractere attractif de
Pinteraction erfgau aux faibles valeurs de p (voir le paragraphe F.3.3).

Le premier terme du développement asymptotique de I'énergie de courte portée ézfl’l’fﬁf(rs)
quand g — oo est (voir le chapitre 5 et ’annexe D)

T 3 0 ].
&i,ﬁiif(rs) = 81213 (gic?unif(rs) - 2) + e (F.25)
S
ol ggunif(rs) est la fonction de corrélation de paires coalescentes pour laquelle Burke, Perdew

et Ernzerhof [6] ont proposé la paramétrisation

g:pc,unif

©) i) =D ((7 +1e)?% + ﬁ) e VI (F.26)

avec D = 32/(3m), A =3.2581, § = 163.44 et v = 4.7125.
Dans la figure F.4, nous avons tracé, pour l'interaction erfgau, u%ii’filif(rs) calculé suivant
les méthodes CCD et FHNC en fonction de i pour 75 = 2. Ces courbes illustrent une tendance
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Fig. F.2: Energie de corrélation de courte portée par particule du gaz homogene d’électrons avec 'in-
teraction erf en fonction du parametre d’interaction p pour rs = 0.5 a.u. et r¢ = 2 a.u., calculée par la
méthode CCD (points). La paramétrisation analytique [équation (F.27)] est représentée par la courbe en
tirets.

| X’*WH—%V v v v v v v v v v v v
/‘ e R
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5c,{lnif { /’/’

0 1 2 3 4 5 6 7
u
Fic. F.3: Energie de corrélation de courte portée par particule du gaz homogene d’électrons avec 'inter-
action erfgau en fonction du parametre d’interaction p pour rs = 0.5 a.u. et ry = 2 a.u., calculée par la

méthode CCD (points) et FHNC (triangles). Les paramétrisations analytiques [équation (F.27)] utilisant
les données CCD et FHNC sont représentées par les courbes en tirets longs et courts respectivement.
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Fic. F.4: p28"F (rg) calculé par la méthode CCD (points) et par la méthode FHNC (triangles) pour

c,unif
Iinteraction erfgau a ry = 2 a.u.. La ligne horizontale est la limite exacte pour u — oc.

générale : aux grandes valeurs de 7, I’énergie de corrélation par particule obtenue par la méthode
CCD ne présente pas le comportement correct pour pu — 0o. Au contraire, la méthode FHNC
semble donner une meilleure limite malgré la présence de bruit numérique important. Cependant,
aux petites valeurs de r4 (rs < 1), la méthode CCD devient exacte puisqu’elle se réduit au RPA
et respecte donc la limite exacte pour p — oo.

Les énergies de corrélation de courte portée par particule pour les interactions erf et erfgau
sont représentées par la paramétrisation analytique commune

Ecoul. (Ts)
U1 (rg) = c,unif : F.27
imitl") = TGt el (27
ou c1(rs) est déterminé par ajustement
uirs + ugr}
ci(rg) = ———= (F.28)

14+ V1T

avec u; = 1.0271, ug = —0.2302, v; = 0.6197 pour erf, u; = 0.3916, us = 0.0223, v; = 0.9105
pour erfgau utilisant les données CCD et u; = 0.4795, ue = 1.0094, v; = 10.1247 pour erfgau
utilisant les données FHNC, et ca(rs) est fixé par la limite exacte pour p — oo

(ra) = 8riecomit(Ts) (F.29)
co(rs) = 3 © (r) — 1/2). :

gzc,unif

Ces paramétrisations sont tracées dans les figures F.2 et F.3 pour r; = 0.5 et 2 a.u.. Les deux
paramétrisations pour 'interaction erfgau different seulement aux petites valeurs de rs ou 'im-
position de la limite y — oo fait que dans les cas les deux expressions sont proches des données
CCD. En pratique, nous utilisons la paramétrisation utilisant les données FHNC.

F.3.3 Remarque sur l’interaction erfgau aux petites valeurs de u

Nous avons déja indiqué qu’une divergence apparaissait dans le calcul de I’énergie de corré-
lation du gaz homogene d’électrons par la méthode CCD ou FHNC avec 'interaction erfgau aux
petites valeurs de p. L’origine de cette divergence vient directement de la forme particuliere de
Iinteraction erfgau. En effet, alors que la transformée de Fourier de 'interaction coulombienne
ou erf sont toujours positives, la transformée de Fourier de I'interaction erfgau [équation (F.6)]
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30

20 ¢
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~10 |

F1a. F.5: Transformées de Fourier des interactions coulombienne (courbe en tirets courts), erf (courbe en
tirets longs) et erfgau (courbe pleine), chacune tracée pour un parametre d’interaction p = 0.2 a.u..

peut étre négative (voir figure F.5). Lorsque p est petit, la partie négative de wWerggan(q) n'est
pas négligeable et introduit une contribution attractive a I'interaction électronique.

Il est possible d’estimer le domaine de p et rg pour lequel le calcul CCD ne converge pas
a cause de la partie attractive de l'interaction. Considérons 'approximation « state-average »
aux équations CCD proposée par Bishop et Lithrmann [7]. Ce modele consiste & négliger la
contribution d’échange a I’énergie de corrélation et a moyenner sur les états occupés d’impulsions
k; et k; les équations CCD. L’énergie de corrélation par particule du gaz homogene d’électrons
s’écrit alors (avec les impulsions en unité kr)

kp [

=3 [ dad*w(@)Pq){tq), (F.30)
™ Jo

Ec
ot P(q) = 3q/4 —¢®/16 si ¢ < 2, P(q) = 1si ¢ > 2, et (t;) est la moyenne des amplitudes
tq(ki, k;) qui est solution de I’équation

2
() = g @07 (14 455 ) (k.31

- 3n2kp

ou (D 1) est la moyenne de l'inverse de Dg(k;, k;). La solution générale de 'équation (F.31) est

_ 1—A(q) + /1 —2A(q)

t : F.32
o AP (32
avec A(q) = (2<D5_1>w(q)P(q))/(37r2k:F). Utilisant ’approximation supplémentaire <Dq_1> ~
(D)=t = —P(q)/q*, nous voyons immédiatement que cette solution n’est plus réelle si
3ﬂ2kpq2
B F.33

Evaluons cette inégalité dans la pire situation ot w(q) et P(¢) sont minimum. L’interaction w(q)
atteint son minimum wp, ~ —5.6k%/(c*u?) pour ¢ =~ cu/kp, et dans ce domaine P(q) < 3¢/4
de telle sorte que la condition (F.33) devient approximativement

cin/rs S 1. (F.34)

Dans la figure F.6, nous montrons les valeurs de p et 75 a la limite de convergence du calcul
de Iénergie corrélation et la condition de divergence (F.34). Le domaine de divergence est bien
approché par cette condition.
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F1G. F.6: Points a la limite de la divergence du calcul de I’énergie de corrélation dans le gaz homogene
d’électrons avec U'interaction erfgau. Ce domaine de divergence est bien approché par cu./rs S 1 (courbe
pleine).

Il est probable que la divergence des méthodes CCD et FHNC refletent une divergence
plus générale de la théorie de perturbation pour ces valeurs de p et rg due par exemple a un
changement de phase du systeme.
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Annexe G

Développement en gradient de la
fonctionnelle d’échange de courte
portée

Nous donnons dans cette annexe, le développement en gradient (GEA) de la fonctionnelle
d’échange de courte portée pour les interactions erf et erfgau.
La fonctionnelle d’échange de courte portée s’écrit

gt =5 [ [ nenateor + Ryt (R)drar (G-1)

ot ng(r,r+R) est le trou d’échange. Dans 'approximation GEA, le trou d’échange est développé
en gradients de la densité au deuxieme ordre [1,2]

ngEA(r, r+R)= —%n(r)y(r, r +R), (G.2)

ou

y = J+Lk’R-VER + MEZS(R - VEZ)?
+NERS(VER)? 4 2Lk (R - V)2k3 /6
— 22Tk 2k /48, (G.3)

avec kp(r) = 3r2n(r))/3, R = R/R, z = 2kpR et

J(z) =72[44 2% — (4 — 2%) cos z — 4z sin 2] /25, (G.4)
L(z) =9(2 —2cos z — zsin z) /2%, (G.5)

M(z) =9(—zcosz +sinz)/(16z2), (G.6)

N(z) =3[8 — (8 — 42%) cos z — (82 — 2%) sin 2] /(162%). (G.7)
)

La moyenne sphérique du trou d’échange GEA en fonction du gradient réduit s = |Vn|/(2krn
et du laplacien réduit ¢ = V?n/((2kr)?n) s’écrit

1 .
Gk, s,0,2) = o / nG A (v r + R)dQR = ™ (i, 2) + 0™ (kp, 2)s° + 0P (kp, 2)g,
7
(G.8)
avec le trou d’échange du gaz homogene d’électrons
P (o ) = 24k3[z cos(z/2) — 2511(1(z/2)]27 (G.9)

w226
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le coefficient du gradient

k3 [-4(18 + 22) + (72 — 322% + 32%) cos 2 + 22(36 — 52?) sin 2]

d
n%ra (kF7 Z) 5471'22,'4 9 (GlO)
et le coefficient du laplacien
E3[12(12 + 22) + 12(—12 + 52%) cos 2 + 122(—12 + 22) sin 2]
nl® (kp, z) = £ P . (G.11)
L’énergie d’échange locale par particule est
. 1
Ecsﬁr,GEA-Lap(n7 S, 4, M) = 5 /nSEA(r7 r—+ R)TUZE’“(R)CZR
_; o GEA(k, ) Srvﬂ(i)gl 2 Qd
= 5@k J, n, Fs S,y 2)Whe T mz4dz,
(G.12)
ou fi = pu/(2kp). Il est pratique d’exprimer sifGEA_Lap(n, s, q, ft) suivant
£5.GEA-Lap (s 8 45 1) = €5 umie(n, ) [1 + a()s? + d(f)q] , (G.13)

oued .o(n,ft)aété donné dans 'annexe F. L'intégrale dans ’équation (G.12) diverge pour p = 0
& cause du caractére de longue portée de 'interaction coulombienne et €5 .GEA-Lap (n,s,q, i =0)
n’est donc pas défini. (Pour une récente discussion sur la non-analyticité de I’énergie d’échange
locale par particule d’un systéme inhomogene vis-a-vis de la densité, voir les références [3,4]).
Néanmoins, pour une valeur non nulle de u, 'intégrale existe et les coefficients du gradient et
du laplacien, a(fi) et d(fi), peuvent étre calculés numériquement.

Afin d’éliminer la divergence a u = 0, une intégration par parties de nSEA(k F, S, q, Z) par rap-
port a r est effectuée dans I’équation (G.1) ce qui permet de définir une nouveau trou d’échange
GEA dépendant seulement du gradient réduit s

ASEA (kp, s, 2) = nWil(kp, 2) + n82(kp, 2)s?, (G.14)
avec le coefficient du gradient associé

kp[=T2 4 (72 = 362% + 2*) cos z — 22(—36 + 52°) sin 2]

~ orad o
ng*(kp, 2) = P : (G.15)
et I’énergie d’échange locale par particule correspondante
exGEA(N, 8, 1) =
1/00 aSEA (kp, s z)wsr’“(i)47r222dz
202kp)3 Jy ° 7 e \ ok '
(G.16)
De maniére similaire a I'équation (G.13), €5’ qpa (1, s, 1) est écrit suivant
52:1:GEA(TL7 S, ﬂ) = 5Z‘:r,unif(nv ﬂ) [1 + b(ﬁ)sg] : (G17)

L’intégrale dans 1’équation (G.16) est maintenant définie pour toutes les valeurs de u et peut étre
calculée analytiquement pour les interactions erf et erfgau. Le coefficient b(fi) pour I'interaction
erf est

—C + 0261/(4[12)
c3 + 5dcgel/ (%)’

berf(ﬂ) = (G18)
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Fia. G.1: L’intégrant par rapport a z de l’énergie d’échange locale par particule GEA siiGEA(n,s,ﬁ)
(équation G.16) avec l'interaction erf et pour s = 0 et u = 0 (courbe pleine), s = 1 et g = 0 (courbe en
tirets longs), et s =1 et u = 0.2 a.u. (courbe en tirets courts), avec kp = 1 a.u..

et celui pour l'interaction erfgau

b (~) _ _3\/305 + 21/26161/(21’2) + 6663/(4112)
e T 2P /O ¢ 1202(=9c4 + cg)ed/ ()’

(G.19)

avec ¢1 = 1 + 2202 + 14404, cg = 202(—T + 720?%), c3 = —864v*(—1 + 2v?), ¢4y = V?[-3 —
2412 + 320* + 8uy/merf(1/(2v))], e5 = 3 + 1802 + 48v* + 6415, cg = dv* (7 — 7202 + 48V/312),
c7 = —192v/305(=3 4 812), g = 83[—18V3v + 16313 + 9y/merf(V3/(2v))], v = cji et ¢ = 1
pour erf et ¢ = (1 + 6\/3) V2 3.375 pour erfgau. A i = 0, pour les deux interactions, b(ji) se
réduit au coefficient de Sham [5,6] du développement GEA habituel

b(fi = 0) = —. (G.20)

Les approximations €§:r,GEA—Lap(n’ S,q, 1) et ES;’GEA(n, s, i) seront désignées par GEA-Lap et
GEA respectivement. Elles sont comparées dans le paragraphe 6.4 pour le cas de I'atome de
béryllium avec I'interaction erf (figure 6.7). De par sa plus grande simplicité, €5 qp (7, 8, fi) sera
utilisé en pratique.

Pour apprécier 'effet de I'interaction de courte portée wee’ (R), I'intégrant par rapport a z
de 'énergie d’échange locale par particule GEA [équation (G.16)] a été tracé en fonction de z
dans la figure G.1 pour le cas de I'interaction erf. Les fortes oscillations du trou d’échange GEA
aux grandes distances interélectroniques sont efficacement coupées par l'interaction de courte
portée a pu fini. En d’autres mots, seule la partie de courte portée du trou d’échange GEA est
utilisée dans la fonctionnelle d’échange de courte portée.

Afin de visualiser la contribution de la correction de gradient dans I'approximation GEA
en fonction de g, nous avons représenté 5 ..(n, i)b(f)/e (n) dans la figure G.2 pour les
interactions erf et erfgau. En comparaison au cas coulombien (ir = 0), la correction de gradient
est naturellement réduite pour une interaction de courte portée, sauf pour le cas de I'interaction

erfgau aux petites valeurs de f.
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Fic. G.2: Rapport de la contribution de la correction de gradient de I’énergie d’échange locale par particule
GEA et de I'énergie locale LDA coulombienne 5 ;¢(n, ﬁ)b(ﬁ)/eg‘ﬁlif(n) en fonction de p/(2kp) pour les
interactions erf (courbe pleine) et erfgau (courbe tiretée). La ligne horizontale représente la cas coulombien

(1 = 0) pour lequel b(u = 0) = 7/81.
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Annexe H

Distribution des impulsions du gaz
homogene d’électrons avec
interaction électronique modifiée

Cette annexe présente les détails et les résultats du calcul de la distribution en impulsions
du gaz homogene d’électrons avec l'interaction de longue portée erf calculée par théorie des
perturbations dans 'approximation GW. Les moments d’ordre 2 et 4 de cette distribution sont
discutés et paramétrés en raison de leur utilité pour la détermination du noyau d’échange-
corrélation statique. Tous les calculs sont aussi réalisés avec 'interaction coulombienne ce qui
permet une vérification de la précision des approximations par comparaison aux données déja
disponibles.

H.1 Introduction

Parmi les calculs les plus fiables de la distribution des impulsions du gaz d’électrons cou-
lombien, se trouvent ceux de Takada et Yasuhara [1] utilisant la méthode du développement du
potentiel effectif (effective potential expansion), et les calculs Monte Carlo quantique (QMC pour
Quantum Monte Carlo) de Ortiz et Ballone [2]. Ici, nous utiliserons au contraire les méthodes
plus traditionnelles de la théorie des perturbations a N corps.

En théorie des perturbations, la distribution des impulsions n(k) est exprimée par

400 .
n(k) = / %e""wG(l{:,w), (H.1)

—0o0
ou G(k,w) est la fonction de Green & une particule, calculée dans une approximation donnée.
Daniel et Vosko [3] ont calculé la distribution des impulsions du gaz d’électrons coulombien dans
I’approximation RPA. Le RPA constitue probablement la plus simple des approximations en
théorie des perturbations pour le gaz homogene d’électrons et devient exact dans la limite des
hautes densités (r; — 0 oit 7 = (47n/3)~/3). Plus tard, des termes d’échange supplémentaires
ont été inclus par Lam [4], mais ’amélioration par rapport au RPA reste modeste. Plus récem-
ment, des calculs plus précis de la distribution des impulsions du gaz d’électrons coulombien en
théorie des perturbations ont été réalisés en utilisant I'approximation GW [5] a différents ni-
veaux d’autocohérence [6-9]. Au niveau semi-autocohérent, GWy, ou totalement autocohérent,
GW , cette méthode est connue pour conserver le nombre de particules [7,10,11], c’est-a-dire
qu’elle satisfait la relation exacte

2/(;:)372(14:) =n, (H.2)
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alors que la version non autocohérente GoWj ne la satisfait pas [12]. Cependant, méme dans ce
cas, la violation de ’équation (H.2) est numériquement faible (2% au plus pour s < 10 a.u. selon
nos propres calculs). De plus, imposer I'autocohérence n’améliore pas nécessairement la distri-
bution des impulsions; en particulier I’autocohérence augmente le facteur de renormalisation
des quasiparticles a la surface de Fermi Zp [équation (H.3)] [7] qui est suspecté d’étre déja trop
grand au niveau GoWj. Nous choisisons donc de calculer la distribution des impulsions du gaz
homogene d’électrons avec I'interaction erf dans I’approximation GoWjy (voir la sous-annexe H.A
pour les détails). A des fins comparatives, des calculs de la distribution des impulsions en RPA
(voir la sous-annexe H.B pour les détails) ont aussi été réalisés. Le domaine des densités exploré
va de rs = 0.1 a rs = 10 a.u. et celui des parametres d’interaction de g = 0.1 a = 30 a.u..

De fagon a évaluer la qualité des distributions des impulsions obtenues, nous regardons tout
particulierement deux quantités qui sont sensibles aux effets de corrélation électronique : le
facteur de renormalisation des quasiparticules a la surface de Fermi

Zp =n(k — k‘}) —n(k — kg), (H.3)

ol kp = (3n2n)'/3 est le vecteur d’onde de Fermi, et la fraction d’électrons dans la queue de
corrélation de la distribution (c’est-a-dire pour k > k)

AN 2/00 dk ark*n(k). (H.4)

N nJy, (2m)3

Nous calculons aussi des moments de la distribution des impulsions : le moment réduit d’ordre
2, §o, relié a I'énergie cinétique, et le moment réduit d’ordre 4, d4. La quantité sans dimension
09 est définie par

09 = ——————, (H.5)
(EK)o
ou Ex = (1/N) Y ko 6(1{:)01;001(0. est 'opérateur d’énergie cinétique par particule, (---)g et (--+)
réferent aux valeurs moyennes sur les états fondamentaux des systemes sans et avec interaction
respectivement. De maniere similaire, §4 est défini par
E%) — (E2)0
5y = M, (H.6)
{Ex)o

ot B2 = (1/N)Y ), 8(1{:)2(:};001{0. Ce sont ces moments qui apparaissent dans le développement
asymptotique du noyau d’échange-corrélation statique (voir 'annexe I).

H.2 Distribution des impulsions avec ’interaction coulombienne

Nous commencons par présenter les résultats pour le gaz homogene d’électrons coulombien et
comparons aux données disponibles de la littérature afin d’évaluer la précision de I’approximation
GoWo.

La figure H.1 représente la distribution des impulsions neou(k) calculée en RPA et GoW)y
pour rs = 5 a.u.. La paramétrisation de Gori-Giorgi et Ziesche (GZ) [13] utilisant des données
précises de Takada et Yasuhara [1] et des contraintes théoriques connues est aussi indiquée. Nous
voyons que le calcul GoWy améliore beaucoup le RPA et est tres proche de la paramétrisation
GZ, en particulier pour dans la queue de corrélation.

Le facteur de renormalisation Zp cou est tracé dans la figure H.2. En RPA, Zp cou est lar-
gement sous-estimé et méme négatif aux tres faibles densités (rs > 7 a.u.). Comme annoncé
précédemment, l'approximation GoWy donne un facteur de renormalisation légérement trop
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Ncoul (k)

k/kp

F1c. H.1: Distribution des impulsions avec 'interaction coulombienne pour r; = 5 a.u. : paramétrisation
GZ [13] (courbe pleine), calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).

ZF,coul

F1a. H.2: Facteur de renormalisation avec U'interaction coulombienne : paramétrisation GZ [13] (courbe
pleine), calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).
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(AN/N) coul

FiG. H.3: Fraction d’électrons dans la queue de corrélation de la distribution des impulsions avec l'in-
teraction coulombienne : paramétrisation GZ [13] (courbe pleine), calculs RPA (courbe en tirets courts),
GoWy (courbe en tirets longs) et CCD [14] (courbe en pointillés).

grand comparé a celui de la paramétrisation GZ qui utilise les données supposées plus précises
de Takada et Yasuhara [1] pour Zg cour-

La fraction d’électrons dans la queue de corrélation (AN/N)cou est représentée dans la
figure H.3. Le RPA surestime largement (AN/N) ou. L’approximation GoWj donne une fraction
d’électrons (AN/N)cou qui est globalement proche de celle obtenue avec la paramétrisation
GZ, déviant légerement aux grands rs (rs > 8 a.u.). En guise de vérification, nous donnons
aussi dans la figure H.3 la fraction d’électrons dans la queue de corrélation extraite d’un calcul
Coupled-Cluster avec excitations doubles (CCD) [14]. Dans ce calcul, I’énergie d’un gaz homogene
d’électrons dans lequel les niveaux monoélectroniques virtuels ont été déplacés d’un gap unique
est déterminée et (AN/N)coul st déduit comme la dérivée de Iénergie & gap nul selon le théoréme
de Hellmann-Feynman. Le calcul CCD est proche des résultats GZ et GoW.

Nous discutons a présent des moments de la distribution des impulsions.

Utilisant le théoréme du viriel, le moment réduit 63 ¢y avec I'interaction coulombienne peut
étre exprimé exactement en fonction de I’énergie de corrélation du gaz homogene d’électrons
(voir 'annexe H.C). Ceci nous permet d’effectuer un test supplémentaire de la précision du
calcul GoWy. La figure H.4 compare le moment 03 ¢ Obtenu par le théoreme du viriel [équa-
tion (H.39)] en utilisant le paramétrisation usuelle de Vosko-Wilk-Nusair (VWN) de I’énergie
de corrélation [15], et ceux obtenus avec la paramétrisation GZ, et les calculs RPA et GoWj.
La précision du calcul RPA est trés mauvaise pour cette quantité, en particulier aux grands
rs. La paramétrisation GZ a été construite de facon a reproduire I’énergie cinétique exacte et
donne en conséquence un moment ds .oy identique a celui obtenu par le théoreme du viriel.
L’approximation GoWj est en bon accord avec le moment exact pour tout rs.

La figure H.5 représente le moment réduit 64 con donné par la paramétrisation GZ et par
les calculs RPA et GoWj. Pour comparaison, une paramétrisation de d4 cou1 due a Farid, Heine,
Engel et Robertson (FHER) [16] est aussi indiquée. Le calcul GoW) est en accord avec la para-
métrisation GZ pour r; < 5 a.u. mais dévie au-dessus de celle-ci pour des plus grandes valeurs de
rs. La paramétrisation FHER est constamment au-dessous de GZ. Ces résultats refletent qu’il
est difficile de calculer 64 oy avec une grande précision a cause de son importante sensibilité
vis-a-vis de la queue de corrélation de la distribution des impulsions. En comparaison au calcul
RPA, 'approximation GoWj, de méme que les paramétrisations GZ et FHER, donne une « esti-
mation raisonnable » de d4 ¢ou. Pour une utilisation ultérieure, les moments d4 o1 Obtenus avec
la paramétrisation GZ et par les calculs RPA et GoWj sont ajustés & des expressions analytiques
dans la sous-annexe H.D.
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52,coul 4

rs (a.u.)
F1G. H.4: 3 coum avec linteraction coulombienne : expression venant du théoréme du viriel [équa-

tion (H.39), courbe pleine épaisse|, paramétrisation GZ [13] (courbe pleine superposée a la courbe pleine
épaisse), calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).

10

64,coul o

F1G. H.5: d4 coul avec l'interaction coulombienne : paramétrisations GZ [13] (courbe pleine) et FHER [16]
(courbe en pointillés), calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).
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u=0.3

ngrf (k)

k/kg

F1G. H.6: Distribution des impulsions avec l'interaction erf pour rs = 5 a.u. et u = 0.3 a.u. : calculs RPA
(courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs). Pour comparaison, le calcul GoW, dans le cas
coulombien (courbe pleine) est aussi indiquée.

H.3 Distribution des impulsions avec ’interaction erf

Ayant évalué la précision de 'approximation GoWj pour le gaz d’électrons coulombien, nous
présentons a présent les résultats pour l'interaction de longue portée erf.

La figure H.6 représente la distribution des impulsions nlerr# dans les approximations RPA
et GoWy pour s = 5 au. et u = 0.3 a.u.. Afin de comparer avec la figure H.1, le calcul
GoWy avec I'interaction coulombienne est aussi montré. La réduction de I'interaction rapproche
naturellement la distribution des impulsions du cas sans interaction ng(k) = 6(kr — k), méme
si les variations sont petites a 1’échelle de la figure, en particulier pour la queue de corrélation.
La différence entre les approximations RPA et GoWj est également réduite comparé au cas
coulombien pour la méme densité.

La variation du facteur de renormalisation Z F erf en fonction du parametre d’interaction p
est indiquée dans la figure H.7 pour les approximations RPA et GoW, avec r; = 5 a.u.. Nous
voyons que Z P - est tres sensible vis-a-vis de p1 proche de p = 0. Méme une trés faible interaction
introduit donc une incohérence significative dans I’évolution d’un électron dans le systeme.

La fraction d’électrons dans la queue de corrélation (AN/N )}:rf‘ est tracée dans la figure H.8
pour les calculs RPA et GoWj. Un calcul CCD similaire & celui de la référence [14] mais avec
I'interaction erf est aussi indiquée. Comme pour le cas coulombien, les calculs GoWy et CCD
sont en bon accord sur tout le domaine de p.

Le moment réduit 5 f associé a l'interaction de longue portée erf peut aussi étre exprimé
en fonction de ’énergie de corrélation grace a une généralisation du théoreme du viriel a I’in-
teraction modifiée (voir la sous-annexe H.C). La figure H.9 compare le moment &%, déduit du
théoreme du viriel [équation (H.40)] en utilisant la paramétrisation de 1'énergie de correlatlon de
I'annexe F, et les résultats GoWy. Le calcul GoWj est globalement en accord avec ’expression
venant du théoreme du viriel. La légerement imprécision de ’approximation GoW{ dans la limite
coulombienne (p — 00) est intrinseque a la méthode qui néglige une partie des interactions de
courte portée. Au contraire, la perte de précision aux faibles valeurs de p est d’origine numé-
rique : lorsque l'interaction est trop faible, la valeur de la distribution des impulsions dans la
queue de corrélation est plus petite que la précision de la méthode (qui ne dépasse pas 10™4 sur
la distribution des impulsions dans la présente implémentation).

Finalement, le moment réduit 6 #e calculé dans les approximations RPA et GoWj est re-
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!
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0.4 aaey
-------- D S T Er, SETEER SUR.
0.2
1 2 3 4 5 6 7
u (a.u.)
Fi1a. H.7: Facteur de renormalisation avec l'interaction erf pour r; = 5 a.u. : calculs RPA (courbe en
tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).
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Fic. H.8: Fraction d’électrons dans la queue de corrélation de la distribution des impulsions avec l'in-
pointillés).

teraction erf : calculs RPA (courbe en tirets courts), GoWy (courbe en tirets longs) et CCD (courbe en
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rs=
0.6
o.5 L _¢--" - ------" &-------- ®-------- ®-----—- 4
0.
6§,erf
0.3 - —— = = = = = = ——
0.
0.
3 4 5 6 7
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F1a. H.9: §, ", avec l'interaction erf pour ry = 5 a.u. : expression venant du théoréeme du viriel [courbe

pleine épaisse, équation (H.40)], calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).

présenté dans la figure H.10 pour r; = 5 a.u.. Des paramétrisations analytiques de ces résultats
sont données dans la sous-annexe H.D. La paramétrisation de 5}{’6‘& dans ’approximation GoWj
sera utilisée dans ’annexe I pour la détermination du noyau d’échange-corrélation.

Annexe H.A Distribution des impulsions dans ’approximation
GoWo

Dans cette sous-annexe, nous donnons les détails des calculs de la distribution des impulsions
du gaz homogene d’électrons avec les interactions coulombienne et erf dans ’approximation
GoWp.

H.A.1 Fonction de Green

La fonction de Green a une particule du gaz homogene d’électrons en interaction est donnée
par I’équation de Dyson

1
Gk,w) = H.7
k) = =) = Sk, w)” (H.7)
ot e(k) = k%/2, B(k,w) est la self-énergie et 1 est le potentiel chimique.
Dans l'approximation GoWy [5], la self-énergie est exprimée suivant
S(k,w) = /Cl‘l/+oo e (Ik + al,w + ") Wo(g,w') (H.8)
9 - (27_[_)3 . 27TZ 0 q I 0 q? 9 .
ou Go(k,w) est la fonction de Green du gaz homogene d’électrons sans interaction
1
Go(k,w) = (H.9)

w +no — (k) +i0F sgn(e(k) —mo)’
avec le potentiel chimique sans interaction 79 = e(kr) = k% /2, et l'interaction écrantée RPA

w(k

Wo(k‘,w) = E()(kc)d)

(H.10)
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Fic. H.10: 52’6‘& avec 'interaction erf pour 7, = 5 a.u. : calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoW)y
(courbe en tirets longs).

Dans "équation (H.10), w(k) est 'interaction électron-électron nue et go(k,w) est la fonction
diélectrique RPA
eo(k,w) =1—w(k)xo(k,w), (H.11)

exprimée avec la fonction réponse sans interaction yo(k,w) du gaz homogene d’électrons. Pour
Iexpression de xo(k,w) voir par exemple la référence [17].
La self-énergie peut étre décomposée en contributions d’échange et de corrélation

S(k, w) = Sa(k) + Selk, w). (H.12)

La contribution d’échange est indépendante de la fréquence et s’écrit

dq too g . o+ ,
S.(k) = — & w0t o1k + g, :
0) = = [ [ 5o Gollk+alw+ ula)

. / (j:)gno<|k+q|>w<q>, (H.13)

ou ng(k) = 0(kr — k) est la distribution des impulsions sans interaction. Pour l'interaction
coulombienne (F.4), 'équation (H.13) donne le résultat bien connu

kp k%—k2 k+kp
Y cou k)y=—-——11 1
coullk) = == ( LT e

> , (H.14)
et, pour l'interaction erf (F.5), la self-énergie d’échange peut aussi étre calculée analytiquement

2 1 k2

SR (k) = -~ [f; (efaQ - e#) + Vg (erf(a) — exf(b)) + (k - k) (Er(a®) — En(b%)) ] )
(H.15)

avec a = (k+ kr)/(2p), b= (k — kp)/(2u), et I'intégrale exponentielle Ey(z) = [t e " dt.
La partie de corrélation de la self-énergie s’écrit

dq 2/+°° dw' x0(q, ") o+ )
Yelk,w) = — — 2D 7 w0 gk , . H.1
(k,w) /(27r)3w(q)  omi 50(q’w,)e ok +q|,w+w) (H.16)
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L’intégration dans I’équation (H.16) est difficile & réaliser numériquement a cause de la structure
analytique compliquée de xo(q,w’)/e0(q,w’). Pour cette raison, cette équation ne sera utilisée
que pour calculer le potentiel chimique (voir paragraphe H.A.2). Pour le calcul de la self-énergie
de corrélation, nous passerons en fréquence imaginaire (voir paragraphe H.A.3).

H.A.2 Le potentiel chimique
Dans ’équation (H.7), nous avons besoin du potentiel chimique
n=mno+ ReX(kp,0) =no+ nz + 1, (H.17)

ol les contributions d’échange et de corrélation au potentiel chimique ont été introduites. La par-
tie d’échange du potentiel chimique est calculée simplement a partir de la self-énergie d’échange
a la surface de Fermi : 1, = ¥, (kr). Pour l'interaction coulombienne (F.4), elle s’écrit

Nz, coul = _kF/777 (H18)
alors que pour l'interaction erf (F.5)
2
o M <1 _ ek /M2> o H.1
nx,erf kFﬂ' e r ﬁer (kF/M) ( : 9)

En partant de I’équation (H.16), une expression exploitable pour la contribution de corrélation
au potentiel chimique a été donnée par Vogt [8]

ne. = ReX.(kr,0)

1 e¢] oo , 1
= — d dw'Im ————— | 1
s Jy vl [ g\

e(kr) +w' — min{e(kr + q),e(kr)} ‘
e(kr) +w —min{e(kr — q),e(kp)} | )’

e(kr) — ' — max{e(kr + q),e(kr)}
e(kr) —w —max{e(kr — q),c(kr)}

+1In

(H.20)

ou l'intégration sur les angles a été réalisée. Il faut néanmoins prendre en compte la structure
analytique de Im 1/£¢(g,w’) qui s’écrit
1 Imeg(g,w’)

Im eo(q,w’) - (Reeo(q,w'))? + (Imeg(q, ')’ (H.21)

Imep(q,w’) est non nul dans le « continuum particule-trou », c¢’est-a-dire 0 < w’ < wy(q) pour
q < 2kp et wa(q) < W' < wi(q) pour ¢ > 2kp avec wi(q) = qkr + ¢*/2 et wa(q) = —qkr + ¢*/2.
A lintérieur de ce domaine, I'intégration sur w’ peut étre faite numériquement. Si Reeg(q,w’)
s’annule & une certaine fréquence w’ = wp & 'extérieur du continuum particule-trou, il y a alors
une contribution additionnelle & I'intégrale sur w’ venant d’une distribution de Dirac

1

Im—— = —7¢ ) =-
meo(q,w’) 70 (Reeo(q,w"))

o (w — wo)
|(ORee0(q, w')/0w')ur—ug |

(H.22)

H.A.3 Fonction de Green en fréquence imaginaire

Afin d’éviter la structure analytique compliquée de xo(q,w’)/e0(q,w’) dans I’équation (H.16),
un prolongement analytique dans le plan complexe des fréquences est effectué et la self-énergie
de corrélation s’écrit alors en fréquence imaginaire

SN dq w(a)? +ood7("jlxo(q’iw/> ilw + o'
Selhio) == [ ozu? [ PR G (ks dli ). (2
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Pour l'expression de (g, iw’) voir par exemple la référence [18]. L’intégration de la fonction de
Green sans interaction sur x = cos ou 0 est ’angle entre k et q donne

1 1
1
dz Go(|k + q, i ny = /d
[ traticrabitore) = [ e e

. , o
- Liere)m—etk—q) (H.24)
kg i(w+w)+n—e(k+q)

En insérant I’équation (H.24) dans 1’équation (H.23), nous obtenons les parties réelles et imagi-
naires de X (k,iw)

oo 1 = doawla)? oo o Xo(g: W) | (w W')? + (e(k — q) —m)?
Re X (k,iw) = 327k /0 dq qw(q) /_oo d ol i) 1 o ot (b ) —no)?
(H.25)

Im ¥, (k,iw) = —

1 o oo xo(g, iw')
i, e [N
x arctan2 [(w + ') (e(k — q) — e(k +q)), (W +')* + (e(k + ¢) —m0) (e(k — q) —m0)] ,
(HL.26)

ou arctan2[y, z] est Pargument x + iy, c’est-a-dire 'arctangente de y/x en tenant compte du
quadrant dans lequel le point (x,y) est situé. Observons la parité différente de Re X.(k,iw) et
Im ¥, (k,iw) en w

Re X (k,iw) = Re X (k, —iw), (H.27)

Im X, (k, iw) = —Im S, (k, —iw). (H.28)

A partir de la self-énergie L(k,iw) = Sy (k) + e(k, iw), la fonction de Green en fréquence
imaginaire est déduite
1

Gk, iw) = iw+n—e(k) —2(k,iw)

(H.29)

Pour calculer la distribution des impulsions, nous aurons besoins de la partie réelle de G(k, iw)

e(k) —n+ ReX(k,iw)

ReG(k,iw) = — (k) — 1 + Re X(k, z’w))2 + (w — Im X(k, iw))%

(H.30)
qui est paire en w : Re G(k,iw) = Re G(k, —iw).

H.A.4 Distribution des impulsions

Suivant von Barth et Holm [6], la distribution des impulsions est exprimée en fonction de
Re G(k,iw) en déformant le contour d’intégration

I 1 1 [® ,
n(k) = — ImG(k,w)dw = - + — Re G(k, iw)dw. (H.31)
T J_oo 2 7w J

Au final, le calcul de la distribution des impulsions implique trois intégrations simultanées
[équations (H.25)-(H.26), (H.30) et (H.31)]. Ces intégrations sont effectuées par intégration nu-
mérique adaptative. A cause des singularités des intégrants des équations (H.25) et (H.26), la
précision sur n(k) de la présente implémentation ne dépasse pas 1074,
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Annexe H.B Distribution des impulsions en RPA

Si la self-énergie de 'équation (H.8) est utilisée dans 1’équation de Dyson [équation (H.7)]
pour calculer la fonction de Green au premier ordre seulement en ¥(k,w), la distribution des
impulsions en RPA est obtenue (voir la référence [1))

n(k) = / o %eiwﬂ* [Go(k,w) + Go(k, w)S(k, w)Go(k, w)]. (H.32)

— 0o
Effectuant explicitement l'intégration sur w et en posant u = w’/q, il vient [3] pour k < 1,

ke [ [EEE e 0 k)2 (3 — 1)/ (29) |
" 1_4”§’f{/kF—k s [, ol e [(k%—Fk2>/<2q>]2+u2}w°(q’w)

o0 o0 kE+q/2 q/2 -k .
Ry d“[<k+q/2>2+u2‘<q/2—k>2+u2}W0(W“)}’ (H.33)

Ftk
et pour k£ > 1,
L F—q/2 (P -K)/Cg) |
n(k) = ey /k—kp dgq /0 du[(k A YEN [(k2 - k‘%)/(2q)]2 N u2}Wo(q,w).

(H.34)

Annexe H.C Energie cinétique a partir du théoreme du viriel

Nous donnons ici les expressions de dy [équation (H.5)] pour les interactions coulombienne
et erf, calculées avec ’aide du théoreme du viriel.

H.C.1 Théoréme du viriel

Le théoreme du viriel du gaz homogene d’électrons coulombien s’écrit [19, 20]

decou(Ts
2tcoul(rs) + wcoul(rs) = _rsgcc:i’rl("")’ (H35)

ol teoul(rs) = to(rs) + tecoul(rs) est I'énergie cinétique par particule avec interaction qui peut
étre décomposée en une contribution sans interaction to(rs) et une contribution de corréla-
tion e coul(7s), Weoul(7s) est 'énergie de répulsion électron-électron par particule et ecou(rs) =
tooul (T's) +Weoul (T's) = to(7s) +Exe,coul (T's) €st I'énergie totale par particule pouvant étre décompo-
sée en l'énergie cinétique sans interaction to(rs) et 'énergie d’échange-corrélation par particule
Exc,coul(Ts). En éliminant weou(75) en profit de €,¢ coul(rs) dans 'équation (H.35) et en utilisant
le théoreme du viriel pour le gaz d’électrons sans interaction, 2to(rs) = —rsdto(rs)/drs, et la
relation du viriel pour I'échange, €, coul(7s) = —7'sdes coul(7's)/drs, nous arrivons au théoreme du
viriel pour la partie de corrélation (voir aussi la référence [16])

dEc,coul (Ts)

. H.
drg (H.36)

tc,coul(rs) + Ec,coul(rs) = T

Pour l'interaction erf, le théoréme du viriel de I’équation (H.35) est généralisé suivant (voir
paragraphe 5.5)

O (r Ok (1
2t1r’u(7’5) —i—wlr’“(rs) — erf ( 5) _ erf ( 3)'

erf erf 8H = —Ts 87"5 (H37)
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Suivant les mémes étapes que pour 'interaction coulombienne, il peut étre montré que le théo-
reme du viriel pour la contribution de corrélation devient maintenant

Dt () Dt (1)
Ir, Ir, cerf\’ s cerf\" s
() + i) — ey, e (139
H.C.2 Expression de 6,
En utilisant t;cou(rs) = —d(rseccon(rs))/drs qui vient de I'équation (H.36) et to(rs) =

3k% /10, expression de g ¢oy pour U'interaction coulombienne s’écrit

tc coul(rs) 10 d(rsgc coul(rs))
Soconl = -2 =— ’ . H.39
2,coul to(rs) 3]@%, drg ( )

Pour I'interaction erf, équation (H.38) donne ¢ (r) = —8(rse " (rs)) /Ors+ude ™ (1) /O

c,erf c,erf c,erf

9 3 lr7/'1/
et Iexpression de 627 i est

Ir, it Ir, Ir, i1
t T O(rge Ty Ot s(rs
(51r’u . c,erf( ) 10 <_ ( c,erf( )) + c,e f( )> ) (H.40)

2ef = Ty 3k or,s  on

Annexe H.D Paramétrisation analytique de d4

Nous donnons ici les paramétrisation analytiques du moment réduit d4 de la distribution des
impulsions [équation (H.6)] calculé suivant différentes méthodes pour 'interaction coulombienne
et erf.

H.D.1 Interaction coulombienne

Pour I'interaction coulombienne, d4 ¢ou est paramétré suivant

6
54,(:0u1 = Z di$i7 (H41)
=3

ou r = ,/rs. Un justement par la méthode des moindres carrés des résultats obtenus avec la
paramétrisation GZ donne ds = 0.271191, dgy = —0.009998, d5 = —0.036383, dg = 0.006706.
Avec le calcul RPA, nous avons d3 = 0.093623, d4 = 0.194288, d5 = 0.051445, dg = 0.005449, et
avec le calcul GoWy, d3 = 0.126362, ds = 0.001428, ds = 0.014278, dg = —0.004522.

H.D.2 Interaction erf
Pour l'interaction erf, nous prenons la paramétrisation

6

Ir, i
54rye’if = Z ez, (H.42)
=3

avec e; = (ej1pt + eopu?)/(1 + e;3u?). Les parametres optimum reproduisant le calcul RPA sont
e31 = —0.690727, ez = 0.393525, e33 = 3.398631, eq; = 0.231529, eqo = 0.885698, eq3 =
5.999882, e51 = 0.001233, eso0 = —0.061940, es3 = 2.887302, eg1 = 0.001083, eg2 = —0.000060,
eg3 = 0.391712. Ceux pour le calcul GoWy sont e3; = —0.525472, ezo = 0.417720, ez3 = 5.102281,
eq1 = 0.223039, eq2 = 0.316492, eq3 = 5.984490, e5; = 0.002486, eso = —0.000770, es3 =
0.265086, eg1 = —0.004998, ega = —0.003175, eg3 = 1.191797.
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Annexe 1

Noyau d’échange-corrélation statique
du gaz homogene d’électrons avec
interaction électronique modifiée

Dans cette annexe, une expression approchée simple dans I’espace réel et dans I’espace de Fou-
rier est proposée pour le noyau d’échange-corrélation statique du gaz homogene d’électrons avec
I'interaction de longue portée erf. Cette expression interpole entre les comportements asympto-
tiques exacts du noyau aux petits et aux grands vecteurs d’onde. Ce noyau d’échange-corrélation
de longue portée et son complémentaire de courte portée sont plus locaux que le noyau d’échange-
corrélation coulombien et constituent des ingrédients potentiels pour des approximations aux
fonctionnelles d’échange-corrélation de longue portée ou de courte portée.

1.1 Introduction

La connaissance des propriétés du gaz homogene d’électrons est toujours utile pour acquérir
une meilleure compréhension de la physique de la corrélation électronique des systemes inho-
mogenes et au final construire des approximations. En particulier, dans la méthode de KS,
le noyau d’échange-corrélation statique du gaz homogene d’électrons coulombien, fi. coul, Pré-
sente de l'intérét et plusieurs paramétrisations précises sont disponibles (voir par exemple les
références [1-3]). En effet, fyccoul @ été reconnu comme un ingrédient potentiel pour les fonc-
tionnelles de la densités approchées (voir par exemple les références [4-11]). ficcou pPeut aussi
étre utilisé en principe dans les approches ACFD (Adiabatic Connection Fluctuation Dissipa-
tion) (voir par exemple la référence [12] pour un exemple utilisant un noyau simplifié) ou en
théorie de la fonctionnelle de la densité dépendante du temps (TDDFT) pour des calculs de
réponse densité-densité, bien que, dans ces cas, les stratégies claires a mettre en oeuvre pour
utiliser fyccoul sont toujours recherchées. En fait, I'importante non localité de f. cou questionne
sa transférabilité aux systémes inhomogenes et limite son utilisation.

Dans le cadre de la décomposition longue portée/courte portée de ’énergie en DFT, la

Ir,p

connaissance du noyau d’échange-corrélation statique f du gaz homogene d’électrons avec

zc,erf
5e . , Ir,p A ’ . ’
I'interaction de longue portée erf w, . (1), de méme que son complémentaire de courte portée
1 , . . ;A . . 1 ~ 1. s
Jorb ¢ = fae,coul = foep, Drésente aussi de U'intérét. En particulier, f,% . peut étre utilisé dans des

Ir,p

zc,er

ACDF et fi70 . peut étre utilisé pour construire des fonctionnelles de la densité approchées

pour I'énergie d’échange-corrélation de courte portée E° 7 . suivant les mémes idées que celles
K

approximations a I’énergie d’échange-corrélation de longue portée £ ' . utilisant des approches

. . . . R 1
appliquées dans le cas coulombien. En comparaison & fy coul, la caractére non local de f;c”érf et
Kl
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f;i’é ¢ tend & étre atténué par la réduction de linteraction et les noyaux modifiés pourraient étre
mieux transférables aux systemes inhomogenes. En principe, ces noyaux pourraient aussi étre
utiles dans le contexte de la TDDF'T.

Nous allons construire un modele simple pour le noyau d’échange-corrélation statique du gaz

homogene d’électrons avec l'interaction de longue portée erf, f:;’érf, le noyau complémentaire

fizgrf = fac,coul — fglcr(:’irf étant alors directement déductible. Ce modeéle est construit a partir des
comportements asymptotiques exacts qui requiérent, parmi d’autres choses, la connaissance de
la distribution des impulsions associée a l'interaction modifiée qui a été calculée dans ’annexe
précédente. Le cas de l'interaction coulombienne est aussi traité en paralléle ce qui permet une
comparaison aux données disponibles de la littérature. La production de données de qualité iden-

. l 7z . . 7
tique pour fmcoul et f ;C’é £ €st également importante pour la construction du noyau complémen-

taire f;rc"e‘rf. Nous donnons aussi une illustration de 1'utilisation du noyau d’échange-corrélation
de longue portée en calculant 1’énergie de corrélation de longue portée du gaz homogene d’élec-

trons.

I.2 Noyau d’échange-corrélation statique

Le noyau d’échange-corrélation dynamique f,.(k,w), ou de maniére équivalente le facteur
de champ local dynamique G(k,w) = —w(k) fzc(k,w), est relié a la fonction réponse linéaire
dynamique (avec interaction) x(k,w) suivant I’équation d’écrantage de type Dyson

X(kvw) = XO(kaw) + XO(k7w) [w(k) + f:vc(hw)} X(k>w)a (I'l)

ou xo(k,w) est la fonction réponse dynamique sans interaction. Le noyau d’échange-corrélation
statique est fre(k) = fzc(k,w = 0).

L’étude du facteur de champ local du gaz d’électrons coulombien a généré une littérature
abondante (voir par exemple les références [1,2,13-29]). Les simulations QMC [2,27] constituent
probablement le moyen le plus fiable d’acces au noyau d’échange-corrélation statique fye coul (k).
Une propriété remarquable des résultats QMC est que fy coul(K) n'a pas beaucoup de structure et
peut étre essentiellement reproduit en combinant sa limite constante quand k£ — 0 pour k < 2kp
et les deux premiers termes de son développement asymptotique quand k — oo pour k = 2kp [2].
Pour le cas de I'interaction de longue portée erf, des données précises ne sont pas disponibles pour
vérifier cette caractéristique. Il semble cependant raisonnable de supposer qu’aucune structure
supplémentaire n’apparait dans le noyau d’échange-corrélation lorsque l'interaction est réduite.
Comme premiere approximation, nous construisons donc firclérf(k) a partir de ses comportements
aux limites pour le cas de l'interaction erf également. ’

Les comportements limites de fy.(k) pour linteraction coulombienne et l'interaction de
longue portée erf prennent la méme forme. Pour k& — 0, le noyau d’échange-corrélation sta-

tique admet la limite
4

f2c(0) = —k—zA, (I.2)
F

ou le coefficient adimensionnel A a été introduit pour conserver la notation de la littérature [2].

Lorsque k — 00, fr.(k) a le développement asymptotique suivant (jusqu’a I'ordre k~2) (voir la

sous-annexe 1.A)

4 4
“0-B, (L3)

xrc

ou C' et B sont aussi des quantités sans dimension.
Les coeflicients A, B, C' dépendent naturellement de l'interaction choisie. A est donné par
la regle de somme de compressibilité (voir par exemple les références [30,31]) qui est valable
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0 2 4 6 8 10
rs (a.u.)

Fi1a. 1.1: Coefficient By, avec interaction coulombienne : paramétrisations GZ (courbe pleine) et
MCS [2] (courbe en pointillés), calculs RPA (courbe en tirets courts) et GoWy (courbe en tirets longs).

pour toute interaction électronique. C' est relié au second moment réduit d2 [équation (H.5)] de
la distribution des impulsions. L’expression de B implique, parmi d’autres choses, les moments
d’ordre 2 et 4, d3 et d4 [équation (H.6)].

Pour l'interaction coulombienne, A¢qy est donné par

k%‘ 82 (ngmc,coul)

Acoul = _ET7

(1.4)
avec 'énergie d’échange-corrélation par particule €. cou Pris de la paramétrisation habituelle
VWN [32]. Les coefficients Ceoy €t Beoy ont été calculés par Holas [33, 34] [voir la sous-
annexe I.A, I'équation (1.41)] et s’écrivent

k%‘(sQ,coul
Ccoul = TIZ,’ (15)
et
2 12k%04 coul
Bcoul = g(l - gcoul(o)) + %gcou
_4k%‘(262,cou1 + (52,(:0111)2) (I 6)
25w2 ’ '

ol wy = Vamn est la fréquence plasma, geou(0) est la fonction de distribution de paires coales-
centes pris de la référence [35], et 02 coul €st donné par la formule du viriel de I’équation (H.39).

Les différents coefficients Bgoy résultant des paramétrisations GZ, RPA et GoWy de 04 coul
[équation (H.41)] sont comparés dans la figure I.1. La paramétrisation de Moroni, Ceparley et
Senatore (MCS) [2] est aussi indiquée. Le calcul GoWy donne une estimation raisonnable de
Beoul, en accord avec les paramétrisations GZ et MCS.

Les coefficients Acoul, Beoul €6 Ceoul 0Nt été calculés (en utilisant 'approximation GoWy pour
d4.coul) €t ajustés a des expressions analytiques dans la sous-annexe I.B.

Pour l'interaction de longue portée erf, le coefficient Ae,¢ est

2 (1T
A“ o _@8 (nE;cirf)

erf A on2 ) (17)
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oue ;é/grf est ’énergie d’échange-corrélation par particule associée a l'interaction erf donnée dans
Kl

I’annexe F. Le calcul de Holas est généralisé dans la sous-annexe [.A pour les coefficients Ce,t et
Bet [6quation (1.42)]; ils s’écrivent

KOy
er
Clit =5 (L8)
et
Ir, Ir, Ir Ir,
Bt — aEmc'u‘erf 12k} 54 eﬁif Ak} (262 el;f <52,el;f)2>
£ 2 2 ) (1.9)
er 37m ou 35wy 25wy

ol 5; o st donné par Pexpression du viriel de I'équation (H.40). Les trois coefficients ont la
limite coulombienne correcte lorsque 1 — 00 : AL 7 = Acout, BLy™™ = Beoul et CL™ = Coou-

erf erf
Les coefficients A" heet Ch.oont ét6 calculés (en utilisant 'approximation GoWy pour

erf’
S5 s M [6quation (H.42)]) et ajustés & des expressions analytiques dans la sous-annexe I.B.

Pour les interactions coulombienne et erf, f,.(k) est alors approché sur tout le domaine de
k par l'interpolation simple suivante entre les deux comportements aux limites pour £ — 0 et
k — oo

fee(0),  fae(0) > foo (k)
fac(k) = { (1.10)

ve(k),  fee(0) < f22(K).

Le point de jonction entre les régions de petits et grands vecteurs d’onde, pour lequel f,.(0) =
foc(k), est situé en k = /ykr avec v = B/(A — C), et I'équation (I.10) peut étre réécrite sous
la forme plus compacte

o) = = — 4 |15+ S

k% ﬁ + k‘2 :| (k \ko)
(L11)

Dans le cas de l'interaction coulombienne et pour r; = 5 a.u., la figure 1.2 compare 'interpo-
lation de I’équation (I.11) avec la paramétrisation de MCS [équation (7) de la référence [2] avec
n = 8] et la paramétrisation de Corradini, Del Sole, Onida et Palummo (CDOP) [3] basée sur
les mémes données QMC. Les trois courbes sont globalement en accord, la principale disparité
apparaissant autour k ~ 2kp ou la présence ou non d’une singularité fait toujours débat [1-3,26].
Bien siir, notre modele simple n’est pas fiable pour k ~ 2kp.

En prenant la transformée de Fourier inverse de I’équation (I.11), nous obtenons le noyau
d’échange-corrélation statique pour l'interaction coulombienne et I'interaction de longue portée
erf dans I’espace réel

4nC B 2 .. 2(C-A
faelr) = —k—Qé(r) - 1- - Si(y/vkpr)| + ( 3k2 ) [sin(y/~kpr) — \/Ykpr cos(x/YkFT)],
F
(I1.12)
ou Si(z fo sin(t)/t dt est la fonction sinus intégrale. Dans 1'équation (1.12), le deuxiéme terme

constltue la contribution majeure & fy.(r) pour r # 0, le troisieme terme étant seulement une
petite correction.

La figure 1.3 montre le noyau d’échange-corrélation statique dans l’espace de Fourier et
I’espace réel pour rs = 5 a.u. avec I'interaction erf pour une série de parametres d’interaction .
fglc cort €St naturellement atténué quand l'interaction est réduite. Plus précisément, dans 1’espace
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rs=5
0
-5 1
~10 [
fxc,coul ~15 |
(a.u.)

-20 ¢t

_25 F

0 1 2 3 4 5 6 7
k/kg

F1a. 1.2: Noyau d’échange-corrélation statique fyccoul(k) avec linteraction coulombienne pour ry = 5
a.u. : interpolation simple [équation (I.11), courbe en tirets], paramétrisations MCS [2] (courbe pleine) et
CDOP [3] (courbe en pointillés).

T,Q

de Fourier, fglc o¢(k) s’aplatit et le point jonction est 1égerement déplacé vers les grandes valeurs

de k, alors que, dans I'espace réel, I'extension spatiale de filzgrf(r) décroit. Le noyau fitférf
devient donc de plus en plus local lorsque p décroit. Symétriquement, le noyau complémentaire
f;f:igrf = frecoul — fi%férf devient aussi de plus en plus local quand p augmente (non montré).
Dans la limite de l'interaction coulombienne, le noyau de I’équation (I.12) présente des os-
cillations de longue portée de type Friedel dans l'espace réel de quasipériodicité /vkr ~ 2kp
venant principalement du deuxiéme terme dans I’équation (1.12). Ces oscillations reliées au com-
portement du noyau dans ’espace de Fourier autour de k ~ 2k constitue une caractéristique
habituelle des modeles de noyaux d’échange-corrélation du gaz homogene d’électrons. Dans notre
modele, ces oscillations sont certainement exagérées a cause la fonction de Heaviside utilisée dans
Péquation (I.11) et leur pertinence pour des systémes inhomogenes est discutable. Cependant,

les oscillations dans notre modele pour f*

zoerf(T) S’étalent rapidement et disparaissent lorsque
u décroit, c’est-a-dire lorsque l'interaction est réduite (voir la figure 1.3), de sorte que le pro-
bleme disparait. De maniere symétrique, les oscillations dans le noyau complémentaire ;?,er(r)
disparaissent lorsque p augmente. Ces résultats sont cohérents avec I'intuition que diminuer I'in-
teraction réduit la structure du noyau d’échange-corrélation. Notons que dans le gaz homogene
d’électrons l'interaction peut aussi étre réduite en augmentant 75 de sorte qu'une facon équiva-
lente d’appréhender le noyau firc”’érf(r) dans la limite d’une interaction faible, u — 0 a r; fixé,

est de regarder la limite des hautes densités, rs — 0, a p fixé.

1.3 Energie de corrélation déterminée a partir du noyau d’échange-
corrélation statique

En tant qu’exemple d’utilisation du noyau d’échange-corrélation statique, nous suivons Lein,
Gross et Perdew [36] et calculons I’énergie de corrélation du gaz homogene d’électrons a partir
de ce noyau.

En effet, I'énergie de corrélation par particule peut étre en principe exactement déduite
du noyau d’échange-corrélation dynamique en utilisant une approche ACFD. A des fins com-
paratives, nous commencons par le cas standard de l'interaction coulombienne pour laquelle
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U
fxc,erf
(a.u.

-0.02 ¢
ff{c,erf“’:) -0.04 ¢
(a.u.)

-0.06

-0.08 ¢

Ir,p
xc,erf

réel [équation (1.12)] pour 75 = 5 a.u. avec l'interaction erf (courbe en tirets) pour p = 0.2, 0.3, 0.5 et 1.0
a.u.. Pour comparaison, le cas de 'interaction coulombienne (courbe pleine) est aussi montré.

Fi1a. 1.3: Noyau d’échange-corrélation statique f dans I’espace de Fourier [équation (I.11)] et I’espace
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0.005 ¢

-0.005 ¢
AEc,coul
(a.u.) -0.01}

-0.015 ¢

-0.02 ¢t .,

Fi1G. I.4: Erreur sur I’énergie de corrélation Aec coul = E?SOFullD — €¢,0c0oul POUr l'interaction coulombienne

[équation (I.13)] avec différents noyaux d’échange-corrélation : RPA [f,. = 0, courbe en tirets courts],
paramétrisations MCS [2] (courbe pleine) et CDOP [3] (courbe en pointillés) et la formule d’interpolation
simple [équation (I.11), courbe en tirets longs].

Pexpression est (voir par exemple la référence [36])

A A ‘ N9

d o0 Weon (@) + fre com (@5 W) | Xo(q,iw)

EACA,SOIIIIID - 2 / / 4 wcoul Q)/ dw [ © © :| s (113)
™ 0 1— [ oal(@) + fxC coul (@5 zw)} Xo0(q, iw)

avec 'interaction modifiée wg‘oul

relié & fyccoul(¢, w) par une simple relation de transformation d’échelle [36]

f:i\c,coul [TL] (qv w) = )\_lfxc,coul [n/>\3] (Q/)\y w//\g)- (114)

Nous pouvons alors utiliser I’équation (I.13) pour estimer la pertinence de notre modele simple
du noyau d’échange-corrélation statique pour obtenir 1’énergie de corrélation, méme si en théo-
rie la dépendance en fréquence du noyau est également nécessaire pour calculer I’énergie de
corrélation exacte. La figure 1.4 représente I’erreur commise sur 1’énergie de corrélation obtenue
avec Iéquation (I.13), Aecconl = ségﬁ) — E¢,coul, €N utilisant plusieurs approximations pour
frecoul @ I'approximation RPA (fzecout = 0), les paramétrisations MCS et CDOP et la for-
mule d’interpolation de 1’équation (I.11). Le développement de I’énergie de corrélation exacte
pour rs — 0 (voir par exemple les références [37-39]) est ¢ com = Colnrs+C1+O(rsInry) avec
Co = (1-In2) /7% et C; = —0.0469205 alors que en RPA on a eR*PA = Cylnr,+CRPA+O(r, Inry)

c,coul —

avec CFPA = —0.071100. L’erreur de 1’énergie de corrélation RPA & rs — 0 est due & la diffé-
rence CX = C; — CFPA = 0.024179 correspondant & la contribution des diagrammes d’échange.
Lorsque un noyau d’échange-corrélation statique est utilisé dans ’équation (I.13), I’énergie de
corrélation est améliorée en comparaison au RPA. Le noyau d’échange-corrélation de 1’équa-
tion (I.11) donne des résultats tres proches de ceux obtenus avec les paramétrisations MCS et
CDOP, validant ainsi notre interpolation simple.

Nous généralisons maintenant ’approche ACFD au cas de I'interaction de longue portée erf.
Dans ce cas, I’énergie de corrélation de longue portée par particule est donnée par

(q) = Mbcou(g) et le noyau d’échange-corrélation associé f2, coul(@:w)

lr,,u,ACFD
c,erf

,(I.15)

\ ) 7)‘ sy .
dq lr ;L o [werrfﬂ ( ) + fxcirf (q7 ,Lw)] X0 (Qa 7’(“))2
27m (2) /0 1

Werf r r .
— [wl @) + £t (@ i) xolg.iw)

. . cp2 1 1
avec I'interaction modifiée w7 () = Mw!™#(q) et le noyau d’échange-corrélation associé f C”é’rf (q,w).

La relation de transformation d’échelle de I’équation (I.14) est aisément généralisée a Dinteraction
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u=1.000
0.005 ¢
A - ——m T T T T T
) N
-0.005 ¢
A‘(K:Lci,erf \‘\\
(a.u.) -0.01't} e ]
-0.015 ¢
-0.02 ¢}
0 2 4 6 8 10
rs (a.u.)
Fic. 1.5: Erreur sur I’énergie de corrélation Aslcr’e’ﬁf = lcr’gi%ACFD — Elci’érbf pour linteraction erf [équa-

tion (1.15)] avec différents noyaux d’échange-corrdlation : RPA [f,. = 0, courbe en tirets courts], la
formule d’interpolation simple [équation (I.11), courbe en tirets longs], pour =1 a.u..

erf
Ir,p, A —1 glr,pu/A 3 2
fteainl(g,w) = A R/ ) (a/ 2 w/A2). (1.16)
Les erreurs commises sur 1’énergie de corrélation de longue portée obtenues avec 1’équa-
tion (I.15), Aslci’;f = 5lcr’g§’fACFD —elcr’gf, en RPA ( f:}:zl;rf = 0) et avec le noyau d’échange-corrélation
de ’équation (I.11) sont représentées dans la figure 1.5 pour p = 1 a.u.. Le réduction de I'interac-
tion agit essentiellement aux petits 75 diminuant ’erreur RPA. Comme pour le cas coulombien,
le noyau d’échange-corrélation de ’équation (I.11) permet de corriger le RPA aux grands 7.

Annexe I.A Développement asymptotique du noyau d’échange-
corrélation statique

Suivant la procédure proposée par Holas [33,34], nous donnons le développement asympto-
tique du noyau d’échange-corrélation statique f.(k) du gaz homogene d’électrons pour k — oo
pour 'interaction erf. Pour comparaison, les résultats avec 'interaction coulombienne sont aussi
donnés. Dans cette sous-annexe, a I’exception des équations (1.41) et (1.42), les vecteurs d’onde
sont exprimés en unités kp, les énergies et les fréquences en unités k%

I.A.1 Moments en fréquence de la fonction réponse linéaire

La connaissance des moments en fréquence de la fonction réponse linéaire dynamique x(k, w)
est utile pour étudier le comportement asymptotique de la fonction réponse statique pour £ — oo.
Ces moments sont définis suivant

2 (e.)
M (k) = / Im x (k, w)w'dw. (I.17)
T Jo
Les moments d’ordre 0, 1 et 3 sont bien connus [33, 34, 40]
My(k) = —2nS(k), (1.18)
M,y (k) = —nk?, (1.19)

k* .
Ms(k) = —nk? (2 + 2k*(Ex) + nk*w(k) — 47rnGPV(k:)), (1.20)
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ot S(k) est le facteur de structure statique, Ex = (1/N) > ko 5(k:)c;rwcka est I'opérateur d’éner-
gie cinétique par particule, (---) réfere a la valeur moyenne sur 1’état fondamental du systeme
en interaction, et GFV (k) est le facteur de champ local de « Pathak-Vashishta » [40] (ou « Nik-
lasson » [41])

GPV(k) = GEV(k) + GEV (k), (1.21)
avec ‘ 9 w
62V = [ i P (s - ), (122)
et
D)2 w
65V == [ s MR (k- p) 1), (129

Le développement asymptotique de My(k) lorsque k — oo est donné par celui de S(k) [42]

Mo(k) = —2n <1 + % +o (;)) . (L.24)

Pour l'interaction coulombienne, C' est directement relié & la condition de cusp : Ceou =
—2w12)g’ (0) = —2w§g(0) ol wy, = V4mn est la fréquence plasma, ¢g(0) et ¢’(0) sont les valeurs
a coalescence de la fonction de distribution de paires et de la dérivée de sa moyenne sphérique.
Pour l'interaction erf qui ne comporte pas de cusp, C est nul : Cef = 0.

Le développement asymptotique de M3(k) s’écrit

nkS 8 - 4 16 _py 1
ol la limite GTV(k — 00) est déterminée comme suit.
GPV(k) est en réalité indépendant de k et s’écrit
11 [ dp p’w(p)
PV
=_-— -1 1.2
G =t [ o (S - 1), (1.26)
ce qui donne, pour l'interaction coulombienne,
11 dp
GPV = —— / —— (Scou —1
a,coul 3n (271')3 ( l(p) )
1
= g (gcoul(o) - 1) , (127)
et, pour l'interaction erf,
11 d 2 2
PVip _ 22 P —p?/(4u?) (g 1
Ga,erf 3n / (27T)3 € (Serf(p) )
3 I
[ dp Owe(P) /
- el (2 (p) — 1
6mn / (2m)3  Ou (Sexs(P) = 1)
3 9l
19 xc,erf
= 2 1.28
3mn Op (1.28)

ou le théoreme de Hellmann-Feynman a été utilisé pour obtenir la derniere ligne, et 6};‘2& est
I’énergie d’échange-corrélation par particule avec 'interaction erf.

Apres un changement de variables trivial, il est facile de voir que la limite de GEV lorsque
k — o0 est

Gy (k—o0) = —

1 / dp (k —p)*w(k —p|) (S(p) — 1), (1.29)

n) (2r)3 Ar
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qui donne, pour l'interaction coulombienne,

Gb coul(k - OO) = _% / (2dﬂI_))3 (Scoul(p) - 1)
= - (gcoul(o) - 1) ’ (130)

et, pour l'interaction erf,

1 d 2 2
PV _ _2 P —&-p)?/(41?) (GH (p) — 1
Gb,erf( oo) n/(27r)3€ (Serf(p) )
oK/ (an?) (g(lerrfu(o) _ 1) , (1.31)

ou ggf“ (0) est la fonction de distribution de paires coalescentes associée a I'interaction erf.

I.A.2 Fonction réponse linéaire statique

Le fonction réponse linéaire statique x(k,0) peut étre exprimée en représentation spectrale

x(k,0) = 2 /Ooo wdw, (1.32)

™ w

c’est-a-dire que nous avons x(k,0) = M_;(k). En utilisant ce résultat, Holas [33,34] a mon-
tré que les développements asymptotiques aux grands k de My(k), My(k) et Ms(k) [équa-
tions (1.24), (I.19) et (I1.25)] sont suffisants pour déterminer le développement asymptotique
de x(k,0) jusqu’a 'ordre k—*

x(k,0) = _;2”[ 8<EK>]32+0<I€12>}. (1.33)

11 a alors déterminé les termes suivant du développement asymptotique de x(k,0) en les inférant
(de maniére non complétement rigoureuse) comme suit. Le terme suivant en k2 dans le crochet
de I’équation (I1.33) est pris égal & 0 par un argument simple mettant en oeuvre la continuité et
le probable comportement non oscillant des moments M;(k) par rapport a [. Le terme suivant en
k% est inféré & partir du développement asymptotique de la fonction réponse statique calculée
au premier ordre par rapport a 'interaction électronique. Nous suivons la méme procédure.

La fonction réponse de Lindhard statique (ordre 0) xo(k,0) est bien connue. Son développe-
ment asymptotique aux grands k s’écrit

—4n 8 1 64 1 1
0 = 31+ Sz + 2 B +o () | (134)

ot B2 = (1/N) Y, E(k‘)QcLackg et (---)p réfere a la valeur moyenne sur 1’état fondamental du
systeéme sans interaction.

Le développement asymptotique de la correction au premier ordre a la fonction réponse
statique x1(k,0) a été calculé pour linteraction coulombienne par Geldart et Taylor [16,43]
(voir aussi la référence [20]). Ce résultat est généralisé a une interaction arbitraire suivant

i(k,0) = ;42”[ < GPYe + kQZ”;“) 134*0@4)] (1.35)

(Sur(p) — 1), (1.36)

avec
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et le facteur de structure statique Hartree-Fock (HF)

2 dk
S =1—— | ——=ng(k k . 1.37
) = 1= 2 [ ma(kna(fe + ) (137)
Pour linteraction coulombienne, nous avons simplement Ga HF coul = (g9HF,cou(0) — 1)/3 o

gHF coul(0) = 1/2 est la fonction de dlstrlbutlon de paires coalescentes HF. Pour interaction
erf, GS}/{# ot = W/ (37m)86x erf/(?u ol sx . est I'énergie d’échange par particule associée &
I'interaction modifiée.

Suivant Holas [33,34], nous inférons le terme suivant en k% dans le crochet de 1’équa-
tion (1.33) a partir du terme correspondant dans le développement de xo(k,0) + x1(k,0) avec
les substitutions <E%()o — (EA%{> et GE}{IF — GFYV. Nous obtenons finalement

N ;” 1+ 8<E )22 + {64<EK> 42 <2GaPV + kziﬁk)) }134 +o (;)]
(1.38)

Observons que la forme du développement asymptotique de x(k,0) [équation (I.38)] dépend
explicitement de l'interaction w(k) et est donc différente pour les interactions coulombienne et
erf.

I.A.3 Noyau d’échange-corrélation statique
Le noyau d’échange-corrélation statique fy.(k) s’écrit [voir I’équation (I.1)]

fmc(k) - XO(kﬂ 0)71 - X(k7 0)71 - w(k), (139)

et son développement asymptotique aux grands k est donc déterminé a partir des développements
de xo(k,0) et x(k,0) [équations (L.34) et (L.38)]. En introduisant les quantités do = ((Ex) —
<EK>0)/<EK>0 et (54 = <<EK> <EK> )/(E%(>0 avec <EK>0 = 3/10 et <E%(>0 = 3/28, nous
obtenons (avec k en unités de kr et w, en unités de k%)

I R s pv 1264 4(202 + 03) 1
foe(k) = 52 k2< 2G, +35wg 2507 +olz ) (1.40)

Le terme explicitement dépendant de w(k) dans le développement asymptotique de x(k, 0) [équa-
tion (I.38)] s’annule exactement avec le noyau de Hartree w(k) dans 'expression de fz.(k) [équa-
tion (1.39)]. Ainsi, le développement asymptotique de f,.(k) [équation (I1.40)] est de la méme
forme pour les interactions coulombienne et erf. Notons cependant que le facteur de champ local
G(k) = —w(k) fzc(k) a des comportements asymptotiques différents pour ces interactions.

Revenant maintenant aux unités atomiques et spécialisant au cas de 'interaction coulom-
bienne, 'équation (1.40) devient

—A7k% 69 com 4w (2
freconl®) = ~EE (201 geu(0)
12]'/v'1}17‘54,cou1 4k‘%7(252,cou1 + (62,c0u1)2) 1
5 — 3 to| (1.41)
35w, 25wy k
alors que pour l'interaction erf, nous avons
1 1
flr,u (l{?) _ —4mk} 52relfrf 41 8é‘:;rcuerf
ze;erf 5w? k2 37rn ou

12k sl -k 261 (k)2 1
F"4 erf ( 2,erf ( 2,erf) )>—|—O <k2> (142)

35%% 25w2
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Annexe I.B Paramétrisations analytiques de A, B et C

Afin de faciliter I’évaluation du noyau d’échange-corrélation statique pour les interactions
coulombienne et erf, nous donnons des paramétrisations analytiques des coefficients A, B et C
déterminant ses comportements limites aux petits et grands k.

I.B.1 Interaction coulombienne
Pour l'interaction coulombienne, le coefficient A [équation (I.4)] est paramétré suivant

6

Acoul = Z aixia (143)
=0

avec v = /s et les parametres ajustés ag = 0.250019, a1 = —0.000162, az = 0.013441, a3 =
—0.003591, a4 = 0.000380, a5 = 0.000002, ag = —0.000003.

Pour le coefficient B (équation 1.6), nous adoptons la forme analytique de Moroni, Ceparley
et Senatore [2] incorporant la limite correcte B(rs — 0) = 1/3

1+ by + boa?

_— 1.44
3+ byw + bgad’ (I.44)

coul —

mais les parametres sont réajustés avec la paramétrisation de d4 [équation (H.41)] utilisant les
données GoWy : by = 0.721543, by = 0.317320, bz = —0.133379, by = 0.269494.

Le coefficient C' [équation (I.5)] est paramétré suivant

6 o
C1coul: lei Gt ) (145)
1+ Zi:l fiaﬂ
avec ¢y = 0.002127, co = 0.169597, c3 = 0.450771, ¢4 = —0.023265, c; = 0.001855, cg =
—0.000069, f1 = 7.062604, fo = 8.589773, f3 = 2.747407, f, = 0.648920.

1.B.2 Interaction erf

Pour l'interaction erf, A’efrf [équation (I.7)] est représenté par la paramétrisation analytique
6 i

po_ iz 98 (1.46)
er 1+ h4$4

avec g; = gil,qugig,uQ et hgy = gaip+ h42,u2. Les parametres ajustés sont go; = —0.029315, goo =
—0.000927, g31 = 0.061867, g3» = 0.010970, g41 = —0.053761, g4o = 0.078580, g51 = 0.012970,
gs2 = 0.014669, gg1 = —0.001232, gg2 = —0.000891, hy; = —0.025963, hgo = 0.389673.

Le coefficient B, [équation (1.9)] est paramétré par

DY XY/ (L.47)
of 1 4 kyx + kg3’ .

ot j; = (Jap+jiop?)/(1+ji3u?) et ki = (ki p+kiop?)/(1+kizp?). En utilisant la paramétrisation
de I’équation (H.42) pour §/ dans approximation GoWp, les parametres ajustés obtenus sont
jo1 = 0.010533, jp2 = —0.002640, jo3 = 0.314403, j1; = —0.143455, ji12 = 0.046302, j13 =
0.014315, jo1 = —0.415043, joo = 0.194149, joz3 = 0.078849, j3z1 = 0.164085, jz2 = 0.925083,
j33 = 0.491612, k11 = 0.291633, k12 = 0.102905, k13 = 0.013551, k3; = 0.014324, k3o = 0.714449,
k33 = 0.473130.
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Finalement, le coefficient C%'; [équation (I.8)] est paramétré suivant

6 ,
1 it

W > iy li

erf 71 —I—Z myx?t’ (I.48)

ot l; = (Lippu+liop?) ) (1+1i3pu?) et mg = (mayp+mazp?)/(14+my3p?). Les parametres ajustés sont
l11 = —0.039662, [15 = 0.002346, l13 = 0.405492, l51 = 0.187782, I3 = 0.066673, lo3 = 0.759503,
l31 = —0.270823, I3y = —0.083482, I33 = 0.511806, l41 = 0.133824, l45 = 0.061658, l43 =
0.348085, I5; = —0.027392, ls = 0.024384, ls3 = 0.261739, lg; = 0.001877, lgz = —0.005601,
lgz = 0.351272, m41 = —0.090916, myo = 1.238974, my3 = 0.251286.
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