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Résumé

La qualité des données sismiques du satelliteCoRoT ouvre de nouveaux horizons dans
l'étude de la structure interne et de l'évolution des étoiles. Mon travail de thèse a consisté à
l'analyse et à l'interprétation des spectres d'oscillations de pulsateurs de type solaire observés
au sol et depuis l'espace, en particulier avec le satelliteCoRoT .

L'objectif de l'analyse d'un spectre d'oscillations est dedéterminer les paramètres des
modes propres de l'étoile (fréquences propres, amplitudes, durées de vie). Au sein du DAT1,
j'ai contribué à adapter aux objets étudiés une méthode utilisée avec succès pour extraire les
paramètres des modes du Soleil. J'ai appliqué cette méthodeà l'analyse des cinq premiers
pulsateurs de type solaire observés avecCoRoT . Un soin particulier a été consacré à l'étude
de la signi�cativité des pics détectés, qui a permis de conforter la détection de modes mixtes
dans le spectre de l'étoile HD 49385.

Dans le cadre de mon travail de modélisation et d'interprétation, j'ai recherché les in-
formations qu'apportent les paramètres sismiques sur la structure du c÷ur de certaines des
étoiles analysées. Ces étoiles possèdent (ou ont possédé) un c÷ur convectif, dont les caracté-
ristiques dépendent des processus de transport des éléments chimiques (e.g. l'overshooting),
aujourd'hui mal décrits par les modèles théoriques. J'ai modélisé trois pulsateurs de type
solaire de masses et de stades évolutifs di�érents, dont lesparamètres sismiques permettent
de sonder le c÷ur et donc de contraindre observationnellement les processus de transport.
En particulier, la détection dans l'étoile HD 49385 de modesmixtes en croisement évité m'a
amené à étudier l'apport de ce type de mode à la compréhensionde la structure du c÷ur.

Abstract
The high-quality seismic data obtained with the CoRoT satellite open new opportunities

for the study of stellar interiors and evolution. My PhD thesis consisted of the analysis and
the interpretation of the oscillation spectra of several solar-like pulsators observed from both
the ground and space, in particular with the CoRoT satellite.

When analyzing an oscillation spectrum, the goal is to determine the parameters of
the star pulsation modes (the eigenfrequencies, amplitudes, lifetimes,...). Within the DAT 2 I
contributed to adapt to the studied objects a method successfully used to extract the mode
parameters of the Sun. I applied this method to the analysis of the �rst �ve solar-like pulsators
observed with CoRoT . Particular care was given to the determination of the signi�cance of
the detected peaks, which strengthened the detection of mixed modes in the spectrum of the
star HD 49385.

In the framework of the interpretation of the oscillation spectra, I investigated the in-
formation which the seismic parameters convey about the structure of the core for several of
the analyzed stars. These stars have (or have had) a convective core, whose characteristics
depend on chemical transport processes (e.g. overshooting), which are currently ill-described
by theoretical models. I modeled three solar-like pulsators which have di�erent masses and
evolutionary stages. Their seismic parameters make it possible to probe their cores and the-
refore to obtain observational constraints on the processes of transport. In particular, the
detection of mixed modes in avoided crossing in the spectrumof the star HD 49385 has led

1DAT : groupe en charge de l'analyse des pulsateurs de type solaire observés avecCoRoT
2DAT : group responsible for the analysis of the solar-like pu lsators observed with CoRoT
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me to study how this type of mode can contribute to the understanding of the structure of
the core.
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1 Contexte

La sismologie stellaire a ouvert de nouveaux horizons dans l'étude de la structure des
étoiles et de leur évolution. Elle consiste à étudier les ondes sismiques qui se propagent dans
les étoiles pour obtenir des informations sur leur intérieur. La démarche est analogue à celle
de la sismologie terrestre qui a permis de déterminer la structure interne de notre planète
par l'étude des ondes sismiques provoquées par les séismes.Les ondes sismiques stellaires
correspondent aux modes propres d'oscillation de l'étoile. Leurs fréquences sont porteuses
d'information sur la structure de di�érentes régions dans l'étoile. Leurs amplitudes et leurs
temps de vie renseignent sur les processus responsables de l'excitation et d'amortissement des
modes.

La matière stellaire est très opaque, de sorte que les informations directement accessibles
par l'observation d'une étoile sont des quantités de surface (par exemple sa température, sa
luminosité,...). Les seules particules porteuses d'information sur les régions internes de l'étoile
et qui parviennent à s'en extraire sans être arrêtées sont les neutrinos. Toutefois, leur détection
est très di�cile pour ceux qui proviennent du Soleil, et actuellement impossible pour les autres
étoiles. Sans observation sismique d'une étoile, les modèles que l'on peut en faire sont donc
contraints uniquement à partir de grandeurs de surface. Or,on sait que l'on peut construire
des modèles qui présentent des masses, des âges, des structures internes variées mais des
paramètres de surface similaires. Les observables de surface ne permettent donc pas, à elles
seules, d'évaluer avec précision les paramètres fondamentaux de l'étoile et les informations
qu'elles apportent sur les quantités physiques qui décrivent son intérieur sont limitées. De ce
fait, l'astérosismologie constitue sans conteste le meilleur moyen dont on dispose actuellement
pour sonder les intérieurs stellaires.

Les oscillations stellaires peuvent être observées de par les variations qu'elles engendrent
dans les paramètres de surface de l'étoile. Les deux principaux modes de détection de ces
oscillations consistent à observer les variations du �ux lumineux en provenance de l'étoile
(photométrie) ou à mesurer les variations de la vitesse radiale à la surface (spectroscopie).

1.1 Pulsateurs de type solaire et sismologie

Il existe de nombreux types d'étoiles pulsantes qui couvrent une très large gamme de
masses et de stades évolutifs (depuis les étoiles de pré-séquence principale jusqu'aux objets
compacts). Les caractéristiques de leurs oscillations sont très variées, avec des périodes cou-
vrant un intervalle de la minute à la centaine de jours, et desamplitudes allant du millionième
du �ux à plusieurs ordres de grandeurs du �ux en photométrie (de la dizaine de cm s� 1 à
la dizaine de km s� 1 en vitesse radiale). Elles résultent de mécanismes d'excitation di�érents
et se distinguent également par la force de rappel qui intervient. Parmi les di�érents types
d'étoiles pulsantes, la classe des pulsateurs de type solaire joue un rôle particulier dans la me-
sure où son précurseur n'est autre que le Soleil. Mon travailde thèse est consacré à l'étude de
ces étoiles, et plus précisément aux objets de la séquence principale ou proches de la séquence
principale appartenant à cette classe.
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2 1.1. Pulsateurs de type solaire et sismologie

1.1.1 Le cas du Soleil

Les oscillations solaires ont été mises en évidence de façonindépendante et presque si-
multanément par Leighton et al. (1962) et Evans & Michard (1962). En observant les champs
de vitesse dans la photosphère du Soleil, ces auteurs détectent des variations présentant une
périodicité d'environ cinq minutes. Ils attribuent ces oscillations aux mouvements turbulents
de la surface solaire. Ce n'est qu'au début des années 70, avec les travaux de Ulrich (1970) et
Leibacher & Stein (1971), qu'elles sont identi�ées comme des ondes acoustiques stationnaires
de l'étoile et que l'on comprend le potentiel qu'elles représentent pour sonder la structure
interne du Soleil. Les observations de ces oscillations se multiplient alors, aussi bien au sol au
moyen de réseaux (par exemple GONG, BiSON, IRIS) que dans l'espace avec le lancement de
satellites (par exemple SOHO, qui observe le Soleil en photométrie depuis plus de dix ans).

Les modes d'oscillations du Soleil sont excités par les mouvements turbulents dans l'enve-
loppe convective. Comme l'excitation est causée par un grand nombre d'éléments convectifs,
on peut considérer que l'excitation des modes est aléatoire. On donne donc à ce type de
mécanisme le nom d'excitation stochastique.

L'étude sismique du Soleil (connue sous le nom d'héliosismologie) s'est révélée un outil
extrêmement puissant pour étudier sa structure interne. Elle a entre autres permis d'obtenir
une estimation du pro�l de vitesse du son et de densité dans notre étoile (e.g. Christensen-
Dalsgaard et al. 1985, Basu et al. 2003), de la localisation dela base de l'enveloppe convective
(e.g. Christensen-Dalsgaard et al. 1991) et de son pro�l de rotation interne (e.g. Schou et al.
1998, Thompson et al. 2003).

1.1.2 Du Soleil aux étoiles

Les résultats spectaculaires obtenus par l'héliosismologie ont fortement encouragé les as-
trophysiciens à rechercher des oscillations excitées stochastiquement dans d'autres étoiles que
le Soleil, a�n d'étendre les études sismiques à des objets montrant des caractéristiques diverses
en terme de masse, de stade évolutif et de composition chimique. Ce type de pulsations, com-
munément désigné sous le nom d'"oscillations de type solaire", était attendu dans toutes les
étoiles qui possèdent une zone convective extérieure.

Le problème est que dans les étoiles de séquence principale (ou proches de la séquence
principale), les amplitudes des modes sont très faibles, del'ordre de quelques dizaines de
cm s� 1 en vitesse radiale et de l'ordre de la micro-magnitude (� mag) en photométrie. Leur
détection dans d'autres étoiles que le Soleil est donc longtemps restée hors de portée des obser-
vations. La photométrie s'est révélée fortement handicapée par le phénomène de scintillation
dans l'atmosphère terrestre : la turbulence de l'atmosphère provoque une �uctuation rapide
de la luminosité en provenance de l'étoile et noie le signal que l'on recherche. La spectroscopie,
moins sensible à ce problème, est apparue plus prometteuse.Il a néanmoins fallu de nombreux
e�orts instrumentaux et observationnels pour atteindre le niveau de précision requis.

Les années 90 connaissent une véritable course à la détection d'oscillations de type solaire.
Les annonces de détection se multiplient, mais aucune n'estcon�rmée. Par exemple, Brown
et al. (1991) trouvent dans le spectre de Procyon une structure proche de celle observée pour
le Soleil. Kjeldsen et al. (1995) annoncent la détection d'oscillations de type solaire dans le
spectre de l'étoile� Boo, qui n'est pas con�rmée par de nouvelles observations de l'objet deux
ans plus tard (Brown et al. 1997). Une date importante correspond à la détection fermement
établie d'oscillations de type solaire dans Procyon (Marti¢ et al. 1999, Barban et al. 1999).
Le début des années 2000 voit une augmentation croissante dunombre de pulsateurs de
type solaire identi�és. On peut citer notamment l'obtentio n d'un spectre d'oscillation très
clair pour � Cen A (Bouchy & Carrier 2001, 2002) et la réobservation d'� Boo par Kjeldsen
et al. (2003) qui con�rme la présence d'oscillations de typesolaire dans le spectre de l'étoile.
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Chapitre 1. Contexte 3

Les observations spectroscopiques au sol ont permis à ce jour de détecter des oscillations
excitées stochastiquement dans une quinzaine de cibles de séquence principale ou proches de
la séquence principale.

1.1.3 L'ère spatiale

L'avènement des missions spatiales représente une étape majeure de l'astérosismologie,
et en particulier dans l'observation des pulsateurs de typesolaire. Elles apportent un grand
nombre d'avantages par rapport aux observations qui ont mené aux premières détections. Tout
d'abord, les durées d'observation sont considérablement allongées par rapport aux observa-
tions au sol, qui sont typiquement de l'ordre de quelques nuits. On peut ainsi atteindre des réso-
lutions fréquentielles bien meilleures. Les observationsspatiales présentent également l'avan-
tage qu'elles sont quasiment ininterrompues. Elles permettent donc d'éviter que le spectre
d'oscillations ne soit contaminé par les fréquences caractéristiques de la fenêtre d'observa-
tion (comme par exemple la fréquence liée à l'alternance jour-nuit qui complique l'analyse
des spectres obtenus au sol d'un seul site). En�n, les ciblesdes missions spatiales actuelles
sont observées en photométrie. On peut ainsi étendre la gamme de pulsateurs étudiés à des
objets qui sont di�ciles à observer en spectroscopie. En particulier, il est possible d'obser-
ver des étoiles en rotation rapide alors qu'au sol, ce type d'objets pose problème en raison
de l'élargissement des raies qu'engendre la rotation. De même, la photométrie donne accès à
l'observation d'étoiles chaudes, qui sont des cibles peu propices à la spectroscopie car elles ne
possèdent qu'un petit nombre de raies.

Les pionniers La mission WIRE, reconvertie à l'astérosismologie en 2000 après l'échec de
son objectif premier, a donné l'opportunité d'obtenir les premières courbes de lumière d'étoiles
pulsantes depuis l'espace. Le satellite MOST(Microvariability and Oscillations of Stars), pre-
mier satellite dédié à l'astérosismologie, a été lancé en 2003. Il a permis entre autres de détecter
des oscillations de type solaire dans plusieurs géantes rouges (voir e.g. Barban et al. 2007).
Toutefois, son rapport signal-à-bruit n'a pas été su�sant jusque là pour observer ce type
d'oscillations dans des étoiles de séquence principale. Ilfaut attendre la génération suivante
de missions spatiales, dont le coup d'envoi est donné par le lancement du satelliteCoRoT ,
pour obtenir des spectres d'oscillations à haute résolution pour des pulsateurs de type solaire.

La mission CoRoT Un des principaux objectifs de la mission spatialeCoRoT (COnvection
Rotation and planetary Transits) est la détection et la caractérisation d'oscillations de type
solaire dans des étoiles de séquence principale. Le satellite, lancé en décembre 2006, est en
orbite basse autour de la Terre. À bord, un télescope de 27 cm de diamètre et une caméra
comprenant quatre CCD permettent de détecter des variations de luminosité de l'ordre de
la � mag. Deux des CCD sont optimisés pour la recherche d'exoplanètes par transit (champ
EXO), et les deux autres pour l'astérosismologie (champ SISMO). Dans le champ SISMO, le
satellite observe 10 étoiles de magnitude visuellemv � 6 � 9 par cycle d'observation avec un
temps d'intégration de 1s. Le programme des observations consiste en une alternance de temps
d'observation courts (� 30 jours, donnant une résolution fréquentielle de 0.4� Hz) et de temps
d'observation longs (� 150 jours, donnant une résolution fréquentielle de 0.08� Hz). On gagne
donc un facteur 10 en résolution pour les spectres d'oscillations par rapport aux observations
sol disponibles. Le cycle utile (fraction du cycle d'observation pendant laquelle les cibles sont
e�ectivement observées) est de l'ordre de 90% et permet de s'a�ranchir en grande partie des
e�ets de la fenêtre. Actuellement, des oscillations de typesolaire ont été détectées dans une
dizaine d'étoiles de séquence principale ou proches de la séquence principale observées avec
CoRoT et la mission a été prolongée pour trois années supplémentaires début 2010. Les
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4 1.2. Axes de travail et organisation de la thèse

spectres obtenus présentent un saut qualitatif majeur par rapport aux spectres d'oscillations
dont on disposait jusqu'alors.

La mission Kepler Les observations du satelliteCoRoT sont suivies de près par celles du
satellite Kepler, lancé avec succès le 6 mars 2010. Bien que lamission Kepler ait été conçue
principalement pour la recherche d'exoplanètes, elle représente un grand potentiel pour l'as-
térosismologie. En particulier, une partie de ses cibles (environ 500) est observée avec une
cadence d'une minute, permettant la détection d'oscillations de type solaire. Elle observera
pendant une durée nominale de 3.5 années un champ unique d'une taille de 105 deg2, lui
permettant ainsi de collecter des données photométriques pour environ 100 000étoiles allant
jusqu'à une magnitude 16. Les premières données du satellite sont analysées en ce moment et
se montrent très prometteuses (Chaplin et al. 2010).

Les circonstances actuelles sont donc extrêmement propices aux avancées de notre com-
préhension de la structure interne et de l'évolution des étoiles, et en particulier des pulsateurs
de type solaire. Il faut remarquer que le développement de ces nombreuses missions spatiales
a grandement béné�cié de la dynamique créée par la recherched'exoplanètes, qui fait appel
aux mêmes techniques de détection (mesure de vitesse radiale et de luminosité).

1.2 Axes de travail et organisation de la thèse

Mon travail de thèse a consisté à l'étude sismique de pulsateurs de type solaire observés
depuis le sol et depuis l'espace, avec pour objectif d'étudier en quoi ces oscillations peuvent
nous aider à comprendre mieux la structure et l'évolution deces étoiles. Il a débuté à la �n
de l'année 2007, c'est-à-dire au moment même où les premières données du satelliteCoRoT
nous parvenaient. J'ai travaillé d'une part à l'analyse du spectre d'oscillations de pulsateurs
de type solaire, et d'autre part à l'interprétation sismique et à la modélisation d'un certain
nombres des objets analysés.

Analyse des spectres d'oscillations de type solaire Il est nécessaire dans un premier temps
d'extraire de façon �able les fréquences des modes propres dans le spectre observé. Des mé-
thodes de traitement du signal sont appliquées pour détecter d'éventuelles oscillations dans
le spectre et pour repérer les pics qui se distinguent signi�cativement du bruit. La longue
durée des observations avec le satelliteCoRoT permet de "résoudre" les modes, c'est-à-dire
d'obtenir une résolution fréquentielle petite devant la largeur des modes dans le spectre. On
parvient donc avec les spectres d'oscillationsCoRoT à un niveau de précision qui se rap-
proche su�samment de celui des spectres du Soleil pour que certaines des méthodes d'analyse
développées pour l'héliosismologie deviennent applicables. Au sein du DAT1, j'ai contribué
à adapter et à appliquer aux pulsateurs de type solaire observés par CoRoT une méthode
d'analyse utilisée avec succès depuis la �n des années 80 surle Soleil (Duvall & Harvey 1986).
La première partie du manuscrit est dédiée à la description des techniques d'analyse de don-
nées développées et des résultats obtenus.

Modélisation et interprétation sismique Les spectres d'oscillations obtenus à partir des ob-
servations du satelliteCoRoT donnent accès à des estimations très précises des fréquences des

1Data Analysis Team : équipe en charge de l'analyse de données des pulsateurs de type solaire observés par
CoRoT
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Chapitre 1. Contexte 5

modes sur un grand nombre d'ordres radiaux. Ils représentent une opportunité sans précédent
de contraindre la structure interne et l'évolution des étoiles F et G. Une question importante
est celle de la structure des régions centrales de l'étoile car c'est au c÷ur que se produisent
les réactions nucléaires, qui rythment l'évolution. Or, laclasse des pulsateurs de type solaire
regroupe à la fois des étoiles de faible masse dont le c÷ur estradiatif et des étoiles de masse
plus élevée pour lesquelles le c÷ur est convectif. L'existence ou non d'un c÷ur convectif dans
l'étoile et son étendue dans le cas où il existe dépendent fortement d'un certain nombre de pro-
cessus physiques que l'on comprend mal actuellement (overshooting, di�usion microscopique,
opacité...) et qui seront décrits dans le Chap. 10. Je me suisd'abord interrogé sur la façon
dont on peut, à partir des paramètres sismiques dont on dispose, obtenir des contraintes sur
la structure du c÷ur, en portant un intérêt particulier aux m odes mixtes, qui seront décrits
par la suite. J'ai ensuite appliqué les résultats obtenus aux cas de quatre des pulsateurs de
type solaire analysés. La seconde partie décrit ces di�érentes étapes et présente les résultats
obtenus pour les étoiles étudiées.

Avant d'aborder ces di�érents points, quelques aspects de la théorie des oscillations sont
décrits dans la Sect. 2.
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2 Quelques aspects de la théorie des
oscillations non radiales

2.1 Équations de l'hydrodynamique

La matière dans une étoile est assez dense pour pouvoir être considérée comme un �uide
et ses grandeurs caractéristiques (� , p, T ...) véri�ent donc les équations de l'hydrodynamique.
On donne ici ces équations sous la forme couramment utiliséepour dériver les équations des
oscillations stellaires. Dans les étoiles, le nombre de Reynolds est généralement su�samment
grand pour l'on puisse négliger les termes liés à la viscosité du �uide. D'autre part, on néglige
également ici les e�ets de la rotation et ceux du champ magnétique. En l'absence de rotation,
on considère l'étoile comme sphérique. On écrit successivement l'équation de conservation
de la masse, l'équation du mouvement, l'équation de conservation de l'énergie, l'équation de
Poisson et l'équation de transport de l'énergie.

@�
@t

+ r � (� v ) = 0 (2.1)

�
�

@
@t

+ v � r
�

v = �r p � � r � (2.2)

�T
�

@
@t

+ v � r
�

S = �" � r � F (2.3)

r 2� = 4 �G� (2.4)

F = F rad + F conv = � � r T + F conv (2.5)

où � , p et T sont la densité, la pression et la température du gaz. Le vecteur v est la vitesse
des éléments de �uide,� le potentiel gravitationnel ( r � = g) et " le taux de génération
d'énergie nucléaire. Dans l'étoile, l'énergie est transportée par deux mécanismes principaux :
la radiation et la convection. Le �ux total F correspond à la somme du �ux radiatifF rad et du
�ux convectif Fconv . Toutefois, la prise en compte dans le développement des équations à la
fois du �ux convectif et de la vitesse convective des éléments de �uide est très compliquée et
la question de l'interaction entre la convection et les oscillations reste un problème ouvert. On
se limite généralement dans le développement des équationsdes oscillations au cas radiatif,
en prenant F = F rad et une vitesse convective nulle. On a ici considéré que le �uxradiatif
peut s'écrire comme un processus di�usif. Les équations 2.1à 2.5 sont complétées par des
équations d'états thermodynamiques.

2.2 Forme des fonction propres

Le but n'est pas ici de donner un développement complet des équations des oscillations, qui
peut être trouvé dans de nombreux ouvrages (voir e.g. Unno etal. 1989, Christensen-Dalsgaard
2003) mais de faire ressortir les caractéristiques principales des modes d'oscillations. On insiste
en particulier sur les aspects liés aux problèmes abordés dans ce travail. Les équations 2.1 à
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2.5 sont fortement non linéaires en les di�érentes grandeurs qui décrivent le milieu. Toutefois,
dans la plupart des stades évolutifs de l'étoile, celle-ci évolue selon le temps caractéristique des
réactions nucléaires qui est généralement grand devant le temps d'établissement de l'équilibre
thermodynamique et devant le temps qu'il faut pour assurer un équilibre énergétique. On peut
alors considérer l'étoile comme étant à tout moment en équilibre hydrostatique et énergétique,
ce qui simpli�e grandement les choses.

En e�et, on peut alors traiter les oscillations de l'étoile comme de petites perturbations de
cet équilibre, autour duquel on linéarise le système d'équations 2.1 à 2.5. Ces équations sont
complétées par des équations d'états thermodynamiques quipermettent de fermer le système.
On obtient un système d'équations aux dérivées partielles homogènes et linéaires en les per-
turbations, dont les coe�cients dépendent seulement des quantités d'équilibre (� (r ), p(r )...)
et sont donc indépendantes du temps. On peut alors séparer ladépendance en temps et en
les coordonnées spatiales pour les perturbations. On obtient par exemple pour le déplacement
radial � r

� r (t; r; �; ' ) = � r (r; �; ' )ei!t (2.6)

Il est à noter que ! est a priori complexe. On réécrit les équations en prenant encompte la
dépendance temporelle des perturbations. Dans le système obtenu, les dérivations par rapport
aux angles� et ' ne sont pas couplées aux dérivations par rapport à la coordonnée radiale et
apparaissent exclusivement sous la forme de l'opérateurr 2

? aussi connu sous le nom d'opé-
rateur de Legendre, et dé�ni comme la partie horizontale de l'opérateur Laplacien, i.e. en
coordonnées sphériques

r 2
? =

1
r 2 sin �

@
@�

(sin �
@
@�

) +
1

r 2 sin2 �
@2

@'2
(2.7)

On insiste sur le fait que cette propriété n'est plus valide si on prend en compte la rotation dans
les équations des oscillations, ou si le �ux ne peut plus s'écrire sous la forme d'un processus
di�usif. Dans ces conditions, la forme des perturbations peut encore être simpli�ée en séparant
la dépendance radiale de la dépendance angulaire. On a par exemple pour � r

� r (t; r; �; ' ) = � r (r )Y (�; ' )ei!t (2.8)

où la fonction Y(�; ' ) véri�e l'équation [r 2r 2
? + L 2]Y (�; ' ) = 0 , avec L 2 entier. On montre

que les solutions de cette équation sont les fonctions harmoniques sphériquesY m
` (�; ' ), dé�nie

comme
Y m

` (�; ' ) = N m
` P jmj

` (cos� )eim' (2.9)

Les fonctions P jmj
` (cos� ) sont les polynômes de Legendre et le termeN m

` est un coe�cient
de normalisation qui permet d'imposer que

R2�
0

R�
0 [Y m

` (�; ' )]2 sin � d� d' = 1 . Le coe�cient
L 2 doit être pris sous la formeL 2 = `(` + 1) avec ` 2 N pour que la solution soit régulière.
L'indice m doit être un entier relatif tel que jmj 6 ` (pour jmj > ` , le polynôme de Legendre
P jmj

` est nul).
En résumé, sous les hypothèses e�ectuées, les modes propresdes perturbations s'écrivent

comme
� r (t; r; �; ' ) = < e[� r (r )Y m

` (�; ' )ei!t ] (2.10)

La Fig. 2.1 représente quelques harmoniques sphériques, qui donnent donc l'allure des modes
propres de l'étoile. Les modes propres dépendent donc de trois nombres :

� l'ordre radial n, qui correspond généralement au nombre de noeuds que possèdent les
fonctions propres le long du rayon de l'étoile (cette propriété cesse d'être vraie lorsque
les modes deviennent mixtes, on reviendra sur ce point dans la Sect. 11.3.2).

8



Chapitre 2. Quelques aspects de la théorie des oscillationsnon radiales 9

Fig. 2.1: Représentation des harmoniques sphériques pour des degrés allant de ` = 1 (haut) à ` = 4 (bas), et
pour des ordres azimutaux allant de m = 0 (gauche) à m = ` (droite).

� l'ordre azimutal m, qui correspond au nombre de lignes nodales qui suivent un méridien.

� le degré`. Le nombre ` � j mj correspond au nombre de lignes nodales qui suivent un
parallèle.

On reviendra plus en détail sur la visibilité des modes dans la Sect. 5.2.5, mais comme la
variation de luminosité ou de vitesse radiale observée est intégrée sur une demie-sphère, on
peut d'ores et déjà constater que pour les modes de degré` élevé, les di�érentes contributions
doivent s'annuler. Ce phénomène limite sévèrement le degrémaximal des modes observables
pour les étoiles autres que le Soleil (dont la surface peut, elle, être résolue).

2.3 Piégeage des modes

En reportant la forme obtenue pour les perturbations dans les d'équations, on obtient
un système de six équations avec pour inconnues le déplacement radial � r , les perturbations
eulériennes de densité� 0, du potentiel gravitationnel � 0, de températureT0, du �ux radial F 0

r et
la perturbation lagrangienne de l'entropie�S . Ce système, accompagné des conditions limites
au c÷ur et en surface, peut être inversé pour déterminer les modes propres de pulsations de
l'étoile. Dans la pratique, de nombreux codes ont recours à une hypothèse simpli�catrice, qui
consiste à supposer que les oscillations s'e�ectuent de façon adiabatique. Dans ce cas,�S = 0 ,
et le développement du système montre que les trois équations issues de la conservation
de la masse, de la projection radiale du mouvement et de Poisson deviennent découplées
des trois autres équations. Cette approximation est légitime, du fait que les oscillations sont

9



10 2.3. Piégeage des modes

e�ectivement très proches de l'adiabaticité dans la quasi-totalité de l'étoile. En e�et, mis à part
très proche de la surface, l'échelle de temps thermique est grande devant la période d'oscillation
des modes. Et même dans ces zones proches de la surface, les e�ets non-adiabatiques sont
rarement pris en compte car de nombreuses autres incertitudes existent dans ces régions,
notamment en ce qui concerne l'interaction entre convection et oscillations. Toutefois, si l'on
étudie les mécanismes d'excitation des modes, il est essentiel de prendre en compte les e�ets
non-adiabatiques puisque ce sont eux qui sont à l'origine del'excitation des modes.

Une deuxième hypothèse simpli�catrice souvent formulée consiste à négliger les variations
du potentiel gravitationnel � 0 et est connue sous le nom d'approximation de Cowling. Elle est
justi�ée par le fait que la contribution d'une partie de l'ét oile à � 0 est quasiment annulée par
la contribution de l'autre partie et elle est d'autant plus l égitime que le degré̀ du mode ou
l'ordre radial n est grand. Cette approximation a le mérite de simpli�er encore le problème
et de rendre possible une interprétation directe des solutions. On se ramène alors à deux
équations

dp0

dr
= �

g
c2 p0+ ( ! 2 � N 2)�� r (2.11)

d� r

dr
=

�
g
c2 �

2
r

�
� r +

�
S2

`

! 2 � 1
�

p0

�c 2 (2.12)

Ce système fait intervenir deux fréquences caractéristiques qui ont une importance centrale
dans l'étude des oscillations stellaires :

� la fréquence de LambS` , qui dépend du degré du mode et est dé�nie comme

S2
` =

`(` + 1) c2

r 2 (2.13)

où c(r ) est la vitesse du son.

� la fréquence de Brunt-Väisälä dé�nie comme

N 2 = g
�

1
� 1

d ln p
dr

�
d ln �

dr

�
(2.14)

Pour les modes d'ordre radialn élevé, les fonctions propres varient beaucoup plus rapide-
ment que les grandeurs d'équilibre (à l'exception du voisinage de la surface). C'est sur cette
hypothèse que se fonde la méthode JWKB (nommée d'après Je�reys, Wentzel, Kramers et
Brillouin) pour déterminer une expression asymptotique desfréquences propres et des fonc-
tions propres. Ici, on cherche à établir les caractéristiques qualitatives des modes d'oscillation
et on néglige les dérivées des grandeurs d'équilibre devantcelles des fonctions propres des
modes. Dans ce cas, les équations 2.11 et 2.12 peuvent être réécrites comme

dp0

dr
= ( ! 2 � N 2)�� r (2.15)

d� r

dr
=

�
S2

`

! 2 � 1
�

p0

�c 2 (2.16)

On obtient alors la relation de dispersion suivante

d2� r

dr 2 � K (r )2� r = 0 avec K (r )2 =
! 2

c2

�
S2

`

! 2 � 1
� �

1 �
N 2

! 2

�
(2.17)

On distingue deux régimes :

10



Chapitre 2. Quelques aspects de la théorie des oscillationsnon radiales 11

Fig. 2.2: Diagramme de propagation pour un modèle de1:3 M � de séquence principale. La fréquence de Brunt-
Väisälä apparaît en rouge et la fréquences de Lamb pour` = 1 , en bleu. Les régions grisées correspondent aux
zones évanescentes.

� si K (r )2 < 0, alors la fonction propre� r oscille en fonction du rayon. D'après l'Eq. 2.17,
il existe deux cas possibles qui mènent à ce régime :

! > jN j et ! > S ` (i)

ou ! < jN j et ! < S ` (ii)

� si K (r )2 > 0, alors la fonction propre � r est une exponentielle croissante ou décrois-
sante. Une étude moins approximative (voir e.g. Unno et al. 1989) montre que pour
que les valeurs de la fonction propre dans les di�érentes zones de l'étoile se raccordent
correctement, il est nécessaire que les fonctions propres correspondent à une exponen-
tielle décroissante là oùK (r )2 > 0. L'onde est donc évanescente dans ces régions. Les
deux cas pour lesquels on est dans ce régime sont :

! > jN j et ! < S ` (iii)

ou ! < jN j et ! > S ` (iv)

Les zones de l'étoile où les ondes peuvent se propager dépendent donc de la fréquence et
du degré`. Elles sont représentées sur un diagramme de propagation sur la Fig. 2.2. Ces zones
correspondent à des types d'oscillations di�érents selon qu'elles véri�ent la condition (i) ou la
condition (ii).

(i) Dans le premier cas, la fréquence du mode est supérieure àla fois à la fréquence de Lamb
et à la fréquence de Brunt-Väisälä. À su�samment haute fréquence, on peut prendre
comme approximation première que! � j N j. Dans ce cas, l'équation de dispersion (Eq.
2.17) se réduit àK (r )2 ' (S2

` � ! 2)=c2 et ne dépend que de la vitesse du son dans le
milieu et du degré` du mode. On a alors a�aire à des modes acoustiques, dont les forces
de rappel sont les forces de pression, de façon analogue aux ondes sonores terrestres.
Ces modes sont appelésmodes de pression , ou modes p . La Fig. 2.2 montre que ces
modes se propagent dans une cavité délimitée par la surface de l'étoile d'une part, et
un point tournant, qui correspond à l'endroit où la fréquence du mode est égale à la
fréquence de Lamb.

11



12 2.4. Approximation asymptotique

(ii) Dans le second cas, au contraire, on peut supposer que! � S` et la relation de dispersion
devient K (r )2 ' `(` + 1)( ! 2 � N 2)=(! 2r 2). Cette fois-ci, le comportement du mode est
déterminé par la fréquence de Brunt-Väisälä, sur laquelle onreviendra dans la partie II.
Ces modes sont connus sous le nom demodes de gravité ou modes g car c'est la force
de gravité qui joue le rôle de force de rappel. Dans une zone convective, la fréquence de
Brunt-Väisälä est négative, ce qui rend nécessairement les modes g évanescents. Dans
les pulsateurs de type solaire, qui possèdent une enveloppeconvective, l'amplitude des
modes g est donc très faible à la surface, ce qui les rend très di�ciles à observer. De gros
e�orts sont aujourd'hui déployés pour les détecter car ils sont principalement sensibles
au c÷ur, contrairement aux modes de pression. Certaines structures compatibles avec
la signature de modes g pourraient avoir été détectées avec GOLF (Turck-Chièze et al.
2004), mais il n'existe pas actuellement de consensus sur cette possible détection.

Au début de la vie d'une étoile dans la séquence principale, le domaine de fréquences des
modes de gravité est nettement séparé de celui des modes de pression. Mais à mesure que
l'étoile évolue, la fréquence de Brunt-Väisälä augmente au c÷uren raison de l'augmentation
de densité et il �nit par exister un recouvrement entre les deux domaines. Il est alors possible
qu'un mode présente à la fois un caractère g vers le centre et un caractère p vers la surface.
On reviendra dans la Partie II sur ce type de modes qui sont dits mixtes et qui présentent un
très grand potentiel en terme de diagnostics sismiques.

2.4 Approximation asymptotique

Pour déterminer les fréquences des modes propres d'une étoile, on a généralement re-
cours à une résolution numérique des équations des oscillations. On peut aussi calculer ces
fréquences analytiquement en utilisant une méthode asymptotique (voir Tassoul 1980, Unno
et al. 1989). Les fréquences ainsi obtenues ne sont valablesque pour des ordres radiaux élevés,
mais l'obtention d'une expression analytique des fréquences permet de dégager les principales
caractéristiques des modes de pression et de gravité. De plus, pour les oscillations de type
solaire, c'est le temps caractéristique de la convection dans la zone super-adiabatique de l'en-
veloppe qui sélectionne les modes excités. Or, celui-ci correspond généralement aux périodes
de modes d'ordres radiaux relativement élevés (n > 10 pour les étoiles présentées dans ce
travail de thèse). La méthode consiste à repartir du systèmed'équations adiabatiques dans
l'approximation de Cowling (Eq. 2.11 et 2.12), de déterminer asymptotiquement la forme des
fonctions propres entre deux points tournants consécutifs, et de raccorder ensuite ces tronçons.

Approximation asymptotique des modes p Pour les modes de pression, Tassoul (1980)
obtient que la fréquence d'un mode d'ordre radialn (élevé) et de degré̀ est approximée au
second ordre par l'expression

� n;` '
�

n0+
`
2

+ � +
L 2V1 + V2

4� 2� n;`

�
� � (2.18)

où L 2 � `(` + 1) , � est une constante liée aux propriétés de surface,

� � =
�

2
Z R

0

dr
c

� � 1

et V1 =
c(R)

R
�

Z R

0

dc
dr

dr
r

: (2.19)

Le terme V2 est une fonction des quantités d'équilibre.
On observe tout d'abord qu'au premier ordre, les modes d'ordres radiaux consécutifs et de

même degré sont régulièrement espacés de� � , communément appelée lagrande séparation.

12



Chapitre 2. Quelques aspects de la théorie des oscillationsnon radiales 13

Fig. 2.3: Diagramme échelle du Soleil, construit à partir de donn ées GONG et replié sur une fréquence de 135
� Hz. Trois crêtes sont nettement visibles et correspondent de gauche à droite aux modes de degré̀ = 2 , ` = 0
et ` = 1 . Une crête plus faible apparaît sur la gauche des modes de degré ` = 1 et correspond aux modes de
degré ` = 3 .

Cette grandeur correspond au temps qu'il faut pour une onde sonore pour faire un aller-
retour à l'intérieur de l'étoile. On remarque que cette propriété est parfaitement analogue à
celle des modes propres dans un tuyau sonore de longueurl , qui sont régulièrement espacés de
la fréquence� 0 = c=2l . Le paramètre sismique� � est donc porteur d'une information globale
sur l'étoile. Kjeldsen & Bedding (1995) montrent qu'il varie comme la densité moyenne de
l'étoile.

Ensuite, il apparaît qu'au premier ordre, la di�érence de fréquence�� `;` +2 � � n;` � � n� 1;`+2

est nulle, rendant les fréquences de ces modes dégénérées. Au deuxième ordre, on obtient

�� `;` +2 ' � (4` + 6) D0 (2.20)

avec

D0(� ) �
� �

4� 2�

Z R

0

dc
dr

dr
r

(2.21)

On a ici négligé la vitesse du son en surface. Ces petites séparations sont, contrairement à la
grande séparation, porteuses d'une information sur le c÷urde l'étoile. Elles sont sensibles aux
variation du pro�l de vitesse du son, et tout particulièrement dans le c÷ur, du fait du facteur
1=r dans l'intégrande de l'Eq. 2.21. Christensen-Dalsgaard (1993) a montré que l'utilisation
combinée de la valeur moyenne deD0 et de � � permettait de contraindre la masse de l'étoile
observée en la plaçant dans le diagramme désormais connu sous le nom dediagramme CD.

Une autre combinaison de fréquences d'intérêt particulierest la séparation�� 01 dé�nie
comme

�� 01 � � n;0 �
� n� 1;1 + � n;1

2
(2.22)

Cette séparation quanti�e l'écart entre les modes radiaux et les modes de degré̀ = 1 . Au
premier ordre, ces modes sont régulièrement espacés et�� 01 est nulle par dé�nition. Au second
ordre, on obtient �� 01 ' 2D0.

D'un ordre radial à l'autre, la valeur de D0 change peu, de sorte que les expressions
approchées que l'on vient d'obtenir pour la grande séparation et pour les petites séparations
�� `;` +2 et �� 01 traduisent des équidistances dans le spectre attendu. On endéduit que les
modes de pression d'ordres radiaux élevés suivent un schématypique caractérisé par un certain
nombre d'équidistances. Celles-ci sont résumées dans le Tableau 2.1.

13



14 2.4. Approximation asymptotique

Tab. 2.1: Équidistances caractéristiques des modes de pressiond'ordres radiaux élevés.

équidistance expression valeur asymptotique

2-0 � n;0 � � n� 1;2 6D0

3-1 � n;1 � � n� 1;3 10D0

0-3 � n� 1;3 � � n;0 � �= 2 � 12D0

1-2 � n;2 � � n;1 � �= 2 � 4D0

0-1 � n;1 � � n;0 � �= 2 � 2D0

1-0 � n+1 ;0 � � n;1 � �= 2 + 2D0

2-1 � n;1 � � n� 1;2 � �= 2 + 4D0

3-0 � n+1 ;0 � � n� 1;3 � �= 2 + 12D0

1-3 � n;3 � � n;1 � � � 10D0

0-2 � n;2 � � n;0 � � � 6D0

`-` � n;` � � n� 1;` � �

La représentation du spectre sous forme dediagramme échelleest très commode pour
visualiser ces équidistances. Elle consiste à découper le spectre en tronçons de taille égale à
une valeur moyenne de la grande séparation et à les empiler les uns sur les autres. Un exemple
de diagramme échelle est donné pour le Soleil, à partir des données GONG (Fig. 2.3). L'intérêt
d'une telle représentation est qu'au premier ordre, les modes de même degré sont regroupés
sur une ligne verticale dans le diagramme, que l'on désigne sous le nom decrête. Cela facilite
l'identi�cation du degré des modes puisqu'on se ramène à identi�er le degré des di�érentes
crêtes. On verra par la suite que la connaissance du degré desmodes est essentielle pour
déterminer puis pour interpréter leurs fréquences propres.

Approximation asymptotique des modes g Pour les modes de gravité d'ordres radiaux
élevés, Tassoul (1980) obtient

Z r 2

r 1

�
N 2

! 2 � 1
� 1=2 dr

r
=

� (n + `=2 + � g)
L

(2.23)

où � g est une constante et les rayonsr1 et r2 correspondent aux points tournants de la cavité
des modes de gravité. On peut aller plus loin et supposer, en raison de l'hypothèse d'ordres
radiaux élevés, que! � N sur l'ensemble de l'intervalle [r1; r2]. Dans ce cas, l'Eq. 2.23 peut
se réécrire sous la forme

! =
LG

� (n + `=2 + � g)
où G �

Z r 2

r 1

N
dr
r

(2.24)

On voit de par cette expression que les modes g sont asymptotiquement équidistants en
période, par opposition aux modes p qui sont asymptotiquement équidistants en fréquence.
On en déduit que plus l'ordre radial est élevé, plus l'écart fréquentiel entre deux modes g
consécutifs est faible.

14



Première partie

Analyse des spectres d'oscillation
de type solaire

15





Chapitre 2. Quelques aspects de la théorie des oscillationsnon radiales 17

Cette partie est consacrée à la présentation de l'analyse des spectres d'oscillation de huit
pulsateurs de type solaire sur lesquels j'ai travaillé lorsde ma thèse. Sept d'entre eux ont été
observés depuis l'espace avec le satelliteCoRoT , et le dernier au sol avec le spectrographe
harps . On présente dans un premier temps les méthodes d'analyse développées puis les ré-
sultats obtenus.

On commence par rappeler dans le Chap. 3 les di�érentes caractéristiques du spectre d'os-
cillation d'un pulsateur de type solaire et on donne en particulier une description du pro�l
attendu pour des modes stochastiquement excités.

On décrit ensuite la procédure suivie pour l'analyse des spectres dans le cas le plus
favorable, c'est-à-dire le cas où les modes d'oscillationsont à la fois un haut rapport signal-
à-bruit qui fait qu'on peut les détecter individuellement et une largeur grande devant la
résolution fréquentielle (modes résolus). Ces conditionssont véri�ées pour cinq des pulsateurs
analysés à partir de donnéesCoRoT . La première étape, décrite dans le Chap. 4, consiste à
repérer les pics qui se distinguent signi�cativement du bruit dans le spectre et qui peuvent
donc être identi�és de façon �able comme la signature de modes d'oscillations. Pour cela, on
présente di�érents tests statistiques qui sont appliqués aux étoiles étudiées.

Le Chap. 5 présente les di�érentes étapes d'une méthode visant à déterminer les para-
mètres des modes d'oscillation, qui a été adaptée de l'héliosismologie en tirant parti du fait
que les modes sont résolus.

Cette méthode a ensuite été mise en ÷uvre pour analyser les cinq pulsateurs de type
solaire observés avecCoRoT pour lesquels des modes individuels sont détectés. Par souci
de clarté, les analyses ne sont pas toutes présentées. On verra que les spectres d'oscillation
des étoiles de type spectral F présentent des caractéristiques di�érentes de ceux des étoiles
de type G. On a donc choisi de détailler l'analyse d'un pulsateur de type F dans le Chap. 6
(HD 181420, Barban et al. 2009) et celle d'un pulsateur de typeG dans le Chap. 7 (HD 49385,
Deheuvels et al. 2010a). Les articles présentant les analyses de deux des trois autres objets
(HD 49933, Appourchaux et al. 2008 et HD 181906, García et al.2009) sont reproduits dans
l'Annexe A, et l'analyse du troisième, HD 52265, est encore en cours.

Si les modes ne sont pas résolus, comme c'est souvent le cas pour les observations au sol,
la méthode introduite dans le Chap. 5 n'est pas applicable. Le Chap. 8 présente l'analyse du
pulsateur de type solaire observé avecharps , HD 203608 (Mosser et al. 2008), pour lequel
on a recours aux tests statistiques décrits dans le Chap. 4.

Pour �nir, on présente dans le Chap. 9 di�érentes méthodes qui ont été proposées pour
analyser les pulsateurs dont le spectre présente un rapportsignal-à-bruit trop faible pour que
des modes individuels soient détectés. Ces méthodes ont étéappliquées à deux pulsateurs de
type solaire observés avecCoRoT (HD 175726, Mosser et al. 2009 reproduit dans l'Annexe A
et HD 46375, Gaulme et al. 2010a reproduit dans le Chap. 13) età la détection d'oscillations
de type solaire dans une étoile massive observée avecCoRoT (Belkacem et al. 2009 reproduit
dans l'Annexe A).
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3 Caractéristiques du spectre d'oscillation

Les oscillations stellaires sont détectées à partir des variations temporelles des quantités
de surface. Que l'on observe l'étoile en photométrie ou en spectroscopie, on obtient une série
temporelle qui porte la signature des modes d'oscillation de l'étoile. Le passage dans le do-
maine de Fourier permet d'étudier ses caractéristiques fréquentielles. L'essentiel de l'analyse
sismique d'une étoile s'e�ectue sur le spectre de puissanceainsi obtenu. On s'intéresse ici à
ses caractéristiques et en particulier à la signature des modes de type solaire dans le spectre.

3.1 Pro�l des modes de type solaire dans le spectre

Les oscillations de type solaire sont excitées stochastiquement par les mouvements convec-
tifs dans l'enveloppe extérieure et sont intrinsèquement amorties (Goldreich & Keeley 1977,
Kumar et al. 1988). Les modes ont donc un temps de vie �ni et, contrairement aux modes des
pulsateurs classiques, ils ont un pro�l élargi dans le spectre de puissance. On cherche à établir
la forme de ce pro�l. Batchelor (1953) propose pour cela de considérer que le déplacement
x(t) répond à l'équation d'un oscillateur amorti forcé par une fonction f (t) aléatoire. On a
alors

d2x
dt2 + 2 �

dx
dt

+ ! 2
0x = f (t) (3.1)

où � est le taux d'amortissement,! 0 la pulsation propre du mode etf (t) la fonction excitatrice.
La transformée de Fourier de l'Eq. 3.1 s'écrit en fonction dela transformée de Fourier dex(t)
notée X (! ) �

R
x(t)ei!t dt et de celle de la fonction excitatriceF (! ) �

R
f (t)ei!t dt. On a

alors

X (! ) =
F (! )

! 2
0 � ! 2 + 2 i!�

(3.2)

L'amortissement est généralement faible comparé à la pulsation du mode. Par conséquent,
dans l'intervalle de fréquence où la transformée de Fourierest non nulle, la pulsation ! est
proche de la pulsation propre! 0. Dans ce cas, la transformée de Fourier de la fonction propre
peut alors être approximée comme

X (! ) '
F (! )

2! 0(! 0 � ! + i� )
(3.3)

Cette équation décrit la solution correspondant à une unique réalisation du forçage. Dans
la pratique, les modes sont excités continuellement et il est plus intéressant de considérer le
spectre de puissance moyenné sur un ensemble de réalisations hP(! )i :

hP(! )i � hj X (! )j2i =
1

4! 2
0

hjF (! )j2i
(! � ! 0)2 + � 2 (3.4)

où hjF (! )j2i est la moyenne du spectre de puissance de la fonction de forçage sur les di�érentes
réalisations. On suppose qu'elle varie faiblement avec le fréquence, i.e.hjF (! )j2i ' hj F (! 0)j2i .
On obtient alors l'expression suivante pour le spectre moyen

hP(! )i =
h

1 + (! � ! 0 )2

� 2

(3.5)
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20 3.1. Pro�l des modes de type solaire dans le spectre

Fig. 3.1: Exemple de spectre synthétique d'un mode d'oscillation de type solaire de fréquence centrale� 0 =
20 � Hz, de largeur � = 2 � Hz et de rapport signal-à-bruit égal à 6. On a arti�ciellemen t appliqué au pro�l
Lorentzien du mode (courbe rouge) un bruit multiplicatif su ivant une loi de � 2 à deux degrés de liberté (courbe
noire).

où l'on a dé�ni h comme la valeur de la puissance à la résonance, i.e.

h � P(! 0) =
jF (! 0)j2

(4! 2
0 � 2)

:

Par la suite, on manipulera des fréquences plutôt que des pulsations, et on donne ici l'ex-
pression deP(� ) qui servira à modéliser le pro�l des modes dans le spectre de puissance. On
a

P(� ) =
h

1 + 4(� � � 0 )2

� 2

(3.6)

où on a choisi d'exprimer l'amortissement du mode par la quantité � � �=� . On reconnaît
dans l'Eq. 3.6 l'expression d'une fonction Lorentzienne dehauteur h, de fréquence centrale
� 0, et de largeur à mi-hauteur� , que l'on notera par la suite Lor(h; � 0; �; � ). La fonction x(t)
varie alors commee(i! � � )t . On dé�nit le temps de vie du mode comme le temps� au bout
duquel la hauteur est divisée pare, ce qui donne� = 1=� . Le pro�l d'un mode dans le spectre
est donc d'autant plus élargi que le temps de vie du mode est court.

Il est à noter que dans le Soleil, les pro�ls des modes observés montrent une nette asymé-
trie, particulièrement à basse fréquence, et ne peuvent donc pas être rigoureusement décrits
par un modèle Lorentzien (e.g. Duvall et al. 1993). Ce phénomène est attribué au fait que
la source d'excitation des oscillations de type solaire estsituée à l'extérieur de la cavité des
modes de pression. Dans la zone évanescente qui sépare la source de la cavité, des e�ets non-
adiabatiques engendrent un décalage de phase qui provoque une asymétrie du pro�l des modes
dans le spectre de puissance. En négligeant cette asymétrie, on introduit des erreurs systéma-
tiques dans l'estimation de la fréquence des modes. Toutefois, pour le Soleil, ces erreurs sont
au plus de l'ordre de0:1� Hz et on s'attend donc à ce qu'ils soient plus faible que la résolution
fréquentielle des spectres d'oscillation étudiés lors de ce travail de thèse. Par conséquent, on
modélisera par la suite le pro�l des modes d'oscillation de type solaire par le pro�l Lorentzien
donné par l'Eq. 3.6. Une illustration d'un tel pro�l est donn ée par la courbe rouge sur la Fig.
3.1
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Chapitre 3. Caractéristiques du spectre d'oscillation 21

3.2 Statistique du spectre d'oscillation

Comme les modes sont excités par un grand nombre d'éléments convectifs, on peut consi-
dérer que la fonction de forçage est aléatoire et suit donc une distribution normale. De ce
fait, la partie réelle et la partie imaginaire de la transformée de Fourier de la fonction de
forçageF (! ) suivent aussi une distribution normale. Les valeurs pour di�érentes réalisations
du spectre de puissanceP(� ) = < e[X (� )]2 + = m[X (� )]2 suivent donc une statistique de� 2 à
deux degrés autour du pro�l Lorentzien moyen obtenu dans la section précédente. Woodard
(1984) a montré que les observations sismiques du Soleil sont compatibles avec cette distribu-
tion. La Fig. 3.1 montre une simulation du spectre d'un mode d'oscillation. La connaissance
de la statistique que suivent les bins du spectre est cruciale et servira par la suite à évaluer
la signi�cativité des modes dans le spectre (Chap. 4) et à déterminer leurs caractéristiques
(Chap. 5).

3.3 Cas d'observations non continues

On a jusqu'ici considéré que la cible était observée de façoncontinue et pendant un temps
in�ni. Bien entendu, la série temporelle est en réalité échantillonnée par le pas de temps�t entre
deux mesures. Par le théorème de Shanon, on obtient que la fréquence maximale détectable
dans ces conditions est de� max = 1=(2�t ). De plus, on observe pendant un temps �ni� T . La
résolution fréquentielle du spectre résultant correspondà l'inverse du temps d'observation. Les
bins du spectre sont alors espacés de�� = 1=� T. On peut ici anticiper sur la suite de l'analyse
et remarquer qu'il existera deux cas di�érents lors de l'étude d'un spectre d'oscillation :

� la résolution fréquentielle est petite devant la largeur dumode (�� � � ). Ceci revient
à dire que la durée d'observation est grande devant la durée de vie du mode (� T � � ).
Dans ce cas, le mode est résolu et il se répartit sur un grand nombre de bins dans le
spectre de puissance. Le mode a dans ce cas, comme on vient de le montrer, un pro�l
Lorentzien. On note que ce pro�l n'apparaît clairement que si le mode a été excité un
grand nombre de fois au cours des observations (voir Anderson et al. 1990 pour plus
détails sur ce point).

� la résolution fréquentielle est de l'ordre de grandeur ou plus grande que la largeur du
mode (�� > � ). Ceci signi�e que l'on observe pendant un temps inférieur àla durée de
vie du mode. Dans ce cas, toute l'énergie du mode se concentresur un seul bin. On dit
que le mode n'est pas résolu. Son comportement est alors semblable à celui d'un mode
de durée de vie in�nie et sa signature dans le spectre de puissance se rapproche d'un
sinus cardinal quand�� � � .

On reviendra plus loin sur l'importance de cette distinction dans la détermination des carac-
téristiques des modes.

La durée d'observation �nie a donc pour conséquence d'imposer une résolution fréquen-
tielle. D'autres e�ets perturbateurs sont à prévoir si les observations présentent des interrup-
tions. C'est le cas pour les observations au sol en site unique qui doivent s'interrompre dans
la journée. Le signalx(t) que l'on observe peut alors s'écrire comme le produit du signal ~x(t)
que l'on aurait si l'objet était observé pendant un temps in�ni par une fonction masque qui
correspond à la fenêtre d'observationw(t), i.e. x(t) = ~x(t) � w(t). Comme le passage dans
le domaine de Fourier transforme un produit en convolution,la transformée de Fourier du
signal observé estX (� ) = eX (� ) � W (� ), où eX (� ) et W (� ) sont les transformées de Fourier
de ~x et w respectivement. Chaque pic dans le spectre de puissance apparaîtra donc convolué
par la transformée de Fourier de la fenêtre, et on comprend lanécessité d'étudierW (� ) avant
d'analyser les données.
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22 3.3. Cas d'observations non continues

Fig. 3.2: Exemple de fenêtre d'observation sol (haut , trait plein) et sa transformée de Fourier en puissance
(bas, trait plein). L'e�et de la durée totale des observations es t donné par la courbe rouge en tirets : plus on
observe longtemps, plus le sinus cardinal est �n dans le spectre. L'e�et du temps d'observation pour chaque
nuit est donné par la courbe bleue en tirets : plus les nuits d'observation sont longues, plus les alias sont
réduits dans le spectre. Les pointillés indiquent la durée du jour dans la série temporelle et la fréquence du
jour (11.57 � Hz) dans le spectre.

Pour illustrer l'impact de la fenêtre d'observation sur le spectre, prenons un exemple
représentatif des observations au sol. On considère une campagne de 5 nuits pendant lesquelles
on observe la cible 8 heures durant. Cet exemple n'est pas anodin car il correspond à peu
près à la fenêtre des observations avec le spectrographeharps du pulsateur de type solaire
HD 203608 (voir Chap. 8). La fenêtrew(t) correspondante est donnée sur la Fig. 3.2. Elle
peut être décomposée en

w(t) =
�

1j � $ 5j

�
� $ 8h (3.7)

où les symbole t désigne un peigne de Dirac de pas temporelt et $ t une fonction porte
de taille t. Or la transformée de Fourier d'un peigne de Dirac de past est un peigne de Dirac
de pas1=t, et la transformée de Fourier d'une fonction porte de taillet est un sinus cardinal
de largeur 1=t, et on a donc

W (� ) =
�

11:6� Hz � sinc2:3� Hz

�
� sinc34:7� Hz (3.8)

Cette fonction est représentée pour ce cas précis sur la Fig.3.2. Des pics de puissance non
négligeable apparaissent aux multiples de la fréquence du jour � j ' 11:57 � Hz (la puissance
des pics à� � j s'élève ici à environ 70% de celle du pic central et à 20% pour les pics à� 2� j ).
Du fait que les modes apparaissent convolués par la fonctionW dans le spectre observé, on
voit qu'un mode de fréquence propre� 0 générera du signal à la fréquence� 0, mais également
aux fréquences� 0 � � j , et dans une moindre mesure en� 0 � 2� j . Ces pics qui apparaissent à une
fréquence di�érente de la fréquence du mode sont communément appelésalias. Ils compliquent
l'analyse du spectre dans la mesure où d'une part ils risquent d'être confondus avec des modes
et d'autre part ils introduisent une corrélation entre les bins du spectre.
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4 Tests statistiques appliqués à la
détection de modes d'oscillation
individuels

L'étape suivante consiste à identi�er dans le spectre de puissance les pics qui corres-
pondent à la signature de modes d'oscillations. Les fréquences de ces pics seront ensuite
utilisées pour apporter des contraintes sur la structure interne des étoiles observées. Or, on a
vu que les oscillations de type solaire ont des amplitudes faibles comparées à celles des pulsa-
teurs classiques. Dans de nombreux cas, elles sont du même ordre de grandeur que le niveau
de bruit et il est alors possible que certains des pics attribués à des modes d'oscillation dans
le spectre de puissance soient en réalité causés par du bruit(instrumental, environnemental
ou stellaire). Il convient de chercher à réduire le plus possible le risque que cela se produise.
On s'intéresse donc dans cette section à la détermination dela probabilité de commettre ce
type d'erreur.

Le problème se résume à tester une hypothèseH en disposant de données observationnelles
O. Il existe deux approches fondamentalement di�érentes pour tester l'hypothèse H . De façon
simpliste, on peut les distinguer de la façon suivante :

L'approche dite fréquentisteconsiste à interpréter la notion de probabilité d'un événement
comme la limite de sa fréquence relative parmi un grand nombre d'essais. Elle suppose que
toute expérience peut être considérée comme une réalisation parmi un ensemble in�ni de
répétitions possibles de la même expérience, chacune de cesrépétitions produisant des résultats
statistiquement indépendants. Dans ces conditions, pour tester l'hypothèseH à partir des
données, on évalue la probabilité d'obtenir les observations O si H est vraie � on calcule
P(O j H ). Le calcul de ce type de probabilité est parfaitement justi�é, au sens où il s'obtient
par déduction logique à partir des axiomes de base des probabilités. Cette approche a été
dominante parmi les statisticiens jusqu'au milieu du XXème siècle.

L'approche bayésiennecherche à déterminer la probabilité ditea posteriori que l'hypo-
thèse H soit vraie sachant que l'on a obtenu les données observationnelles O, c'est-à-dire
P(H j O). Elle se rapproche davantage de l'objectif que l'on se �xe, qui est de tester une hy-
pothèse sachant les observations que l'on a faites. Elle suppose toutefois que l'on peut dé�nir
et se donner une probabilité a prioriP(H ) indépendamment des observations. La probabi-
lité P(H ) traduit alors les "attentes" que peut avoir le statisticien concernant l'hypothèseH
(au regard d'expériences passées ou d'hypothèses quant à lanature du signal qu'il considère
comme "raisonnables"). Cette approche est donc inductive.Le débat entre les deux approches
a divisé les statisticiens et s'est invité parmi les philosophes (Popper, Kuhn...). Dans la pra-
tique, les deux approches sont souvent appliquées de façon complémentaire. On donne un
aperçu dans cette section de la façon dont on peut les appliquer à la détection de modes
d'oscillation individuels.
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24 4.1. Approche fréquentiste : le testH0

4.1 Approche fréquentiste : le test H0

Dans la pratique, l'hypothèse que l'on teste généralement est l'hypothèse dite "H0" qui
suppose que les observations sont le résultat de "bruit". Dans notre cas particulier, le bruit
est dé�ni comme toute cause extérieure aux pulsations de l'étoile. On commence par se mettre
dans le cas simpli�cateur où les modes ne sont pas résolus. C'est le cas pour la plupart des
observations au sol.

4.1.1 Modes non résolus

4.1.1.1 Cas d'un bin isolé

On commence par s'intéresser à un bin individuel du spectre de puissance. La valeur
observéesobs pour ce bin est une réalisation d'une variable aléatoireS dont on a montré
dans la Sect. 3 qu'elle suit une statistique de� 2 à deux degrés de liberté autour d'une valeur
moyennec. On en déduit sa densité de probabilité

f S(s) =
1
c

e� s=c (4.1)

On essaie de déterminer, à partir de la valeursobs, s'il s'agit d'une réalisation de bruit (hypo-
thèseH0) ou d'une réalisation d'un mode d'oscillation de l'étoile (hypothèse complémentaire
de H0, que l'on notera H1). Ces deux hypothèses reposent en fait sur la valeur moyennec
autour de laquelleS est distribuée. En e�et, dans le casH0, c correspond au niveau de bruit
(e.g. bruit blanc + fond stellaire, voir Sect. 5.2.1). Dans toute cette section, on se placera
dans le cas d'un niveau de bruit unitaire, ce qui revient à travailler sur le spectre de puissance
normalisé par le niveau de bruit moyen. Dans le casH1, le pro�l moyen est celui d'un mode
d'oscillation, qui se superpose au bruit. Sans faire pour l'instant aucune hypothèse sur le pro�l
du mode, on peut dire que dans ce cas la valeur moyenne sera strictement supérieure à 1. On
peut alors réécrire les hypothèsesH0 et H1 comme suit :

H0 : c = 1 (4.2)

H1 : c = 1 + h avech > 0 (4.3)

Le test H0 consiste à estimer la compatibilité entre les observationset du bruit pur, c'est-
à-dire à tester l'hypothèseH0. Pour cela, on divise l'espace
 des valeurs que peut prendre
S (ici 
 = R+ pour un bin du spectre de puissance) en deux régions : une région où l'on
estimera que la valeur observée est incompatible avec du bruit et où l'on rejettera donc H0

et une région de compatibilité où l'on accepteraH0. La première, que l'on appelleraR, est
connue sous le nom derégion critique et la seconde sous le nom derégion d'acceptation. On
cherche maintenant à construire ces deux régions en se �xantpour objectif de minimiser les
erreurs commises par ce processus décisionnel. Il existe deux types d'erreur possibles :

� erreur de type I : on peut rejeterH0 à tort ( s 2 R mais H0 est vraie), ce qui revient à
prendre du bruit pour du signal

� erreur de type II : on peut accepterH0 à tort ( s 2 
 n R mais H0 est fausse), ce qui
revient à ne pas détecter du signal

On peut assigner deux probabilitésp et q à ces erreurs :

p = P(s 2 R j H0) (4.4)

q = P(s 2 
 n R j H1) (4.5)

Lors de l'étude du spectre de puissance, l'erreur la plus pénalisante est naturellement la
première, pour laquelle on considère un pic comme signi�catif alors qu'il ne l'est pas. La pro-
babilité p correspond à une probabilité de "fausse alarme". L'attitude communément adoptée
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Fig. 4.1: Densité de probabilité d'un bin individuel du spectre s ous l'hypothèse H 0 (� 2 à deux degrés de liberté).
Les zones grisées correspondent à deux régions critiques pour la probabilité de fausse alarme p = 10%, et qui
véri�ent donc l'Eq. 4.6. La zone en gris clair est la meilleur e région critique (BCR, voir texte).

est de se �xer au préalable un seuil de fausse alarme estimé acceptable (p = 5%; 1%:::). On
peut alors trouver une régionR telle que la probabilité qu'une réalisation de bruit se trouve
dans R, et donc que l'on rejette H0 à tort, est de p, c'est-à-dire :

P(s 2 R j H0) = p (4.6)

Il existe en fait une in�nité de régions qui véri�ent l'Eq. 4. 6, comme le montre la Fig.
4.1, mais celles-ci sont plus ou moins e�caces. L'"e�cacité" est ici entendue au sens de la
capacité à distinguer le signal du bruit. Une régionR peut assurer une faible probabilité de
fausse alarmep mais n'être atteinte que par une petite proportion des réalisations du signal
(H1) ; dans ce cas, elle va générer un grand taux d'erreurs de typeII. La région la plus e�cace
pour une valeur donnée dep est celle qui minimise le taux d'erreur de type II, et donc qui
minimise q. Elle est connue sous le nom demeilleure région critique, ou BCR (best critical
region en anglais). La détermination de cette BCR est détaillée par Stuart & Ord (1991). On
en rappelle ici brièvement le déroulement. Les Eq. 4.4 et 4.5peuvent être réécrites sous la
forme

p =
Z

R
f S(s j H0) ds (4.7)

1 � q = P(s 2 R j H1) =
Z

R
f S(s j H1) ds (4.8)

Les points qui ont une probabilité nulle d'être une réalisation du bruit, c'est-à-dire les points
pour lesquelsf S(s j H0) = 0 , doivent nécessairement appartenir à la BCR. En e�et, ils ne
modi�ent pas p tout en agrandissant le région critique, ce qui ne peut que faire diminuer q.
En les mettant donc de côté, on peut écrire l'Eq. 4.8 sous la forme

1 � q =
Z

R

f S(s j H1)
f S(s j H0)

f S(s j H0) ds (4.9)

En divisant l'Eq. 4.9 par l'Eq. 4.7, on voit que (1 � q)=p est la moyenne dans la régionR
du rapport f S(s j H1)=f S(s j H0). Il apparaît donc clairement que pourp donné, la région qui

25



26 4.1. Approche fréquentiste : le testH0

minimise q est celle qui tout en véri�ant l'Eq. 4.6, contient les valeurs les plus grandes de
f S(s j H1)=f S(s j H0). La BCR est donc l'ensemble des points de
 qui véri�ent

f S(s j H1)
f S(s j H0)

� kp (4.10)

Quelle que soit la valeur choisie pourp, on peut trouver un kp correspondant, et donc une
BCR. Ici, en remplaçant les lois de probabilité deH0 et de H1 par leurs expressions, on obtient
pour la BCR

1
1 + h

esh=(1+ h) � kp (4.11)

c'est-à-dire

s �
1 + h

h
ln[(1 + h)kp] � ~xp (4.12)

Pour trancher entre H0 et H1, la BCR est donc l'intervalle [~xp; + 1 [, comme illustré sur la Fig.
4.1. On désignera~xp sous le nom deseuil de signi�cativité. On remarque que, pour véri�er
l'Eq. 4.6, ~xp est tel que

P(S > ~xp j H0) = p (4.13)

On en déduit dans ce cas précis la valeur de~xp. En e�et, on veut

p =
Z + 1

~xp

f X (s j H0) ds (4.14)

= e� ~xp (4.15)

D'où ~xp = � ln p. Naturellement, le seuil de signi�cativité augmente quandla probabilité de
fausse alarme diminue (voir �gure 4.2). On remarque que l'Eq. 4.13 peut être utilisée dans
les deux sens, c'est-à-dire que l'on peut trouver un seuil~xp pour la BCR quelle que soit la
probabilité p déterminée au préalable, mais on peut également pour toute réalisation s de S
trouver une probabilité p correspondante. Pour le bin observésobs, la probabilité ainsi obtenue
est appeléevaleur-p.

4.1.1.2 Cas d'un mode dans un spectre

Jusqu'ici, nous avons considéré le test de la signi�cativité d'un bin du spectre choisi au
préalable. En réalité, lors de l'analyse du spectre de puissance d'une étoile, on teste chacun
des N bins qui constituent le spectre (ou une région du spectre). Un spectre est donc une
réalisation desN variables aléatoiresSi , i = 1 ; :::; N qui suivent une distribution de � 2 à deux
degrés de liberté autour d'un pro�l moyen ci . Leur densité de probabilité s'écrit donc

f Si (s) =
1
ci

e� s=ci ; (4.16)

où ci = 1 quand il n'y a que du bruit et ci > 1 en présence de signal.

Détermination du seuil Il est clair que le seuil ~xp dé�ni dans la section 4.1.1.1 pour une
probabilité de fausse alarmep �xée, ne peut être directement appliqué dans ce cas. En e�et,
dans un spectre deN = 1000 bins indépendants, même en assurant que la probabilité qu'une
réalisation de bruit pur dépasse le seuil de signi�cativité~xp est de p = 1% seulement, on
aura en moyenne 10 bins de bruit au-dessus de~xp, ce qui ne saurait être acceptable (en
considérant les pics au-dessus du seuil comme signi�catifs, on aurait alors une espérance de
10 pics injustement attribués à des modes d'oscillation). Il faut donc dé�nir une probabilité
de fausse alarme globale sur l'ensemble du spectre considéré. Dans cette optique, on redé�nit
l'erreur de type I comme suit
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Fig. 4.2: Seuil de signi�cativité en fonction de la probabilité d e fausse alarme pour un bin individuel (noir),
pour un spectre de N = 1000 bins non binné (bleu), pour le même spectre binné (rouge) ou lissé (vert) avec
un médaillon de n = 5 bins. Les seuils sont déterminés analytiquement (trait ple in) ou par une méthode de
type Monte Carlo (tirets). On note que pour les courbes noire , bleue et rouge, les deux déterminations sont
superposées.

� erreur de type I : on rejette H0 à tort pour au moins un des bins du spectre (i.e.
9 i 2 J1; N Ktel que si 2 R mais H0 est vraie)

On a vu dans le paragraphe précédent que la BCR est à recherchercomme un intervalle
[xp; + 1 [. Pour une probabilité d'erreur de type I (donc de fausse alarme) p �xée, le seuil de
signi�cativité xp est solution de

P(9 i 2 J1; N Ktq Si > x p j H0) = p (4.17)

à la place de l'Eq. 4.13. On retrouve ici le test pour un spectre à N bins de G. Walker (voir
Fisher 1929) qui propose d'utiliser comme critère de signi�cativité la valeur maximale du
spectre parmi lesN bins. L'Eq. 4.17 peut se réécrire

p = 1 � P(8 i 2 J1; N K; Si < x p j H0) (4.18)

et en supposant que les bins du spectre sont indépendants, ona

p = 1 � P(S < x p j H0)N (4.19)

Le seuil de signi�cativité xp peut donc être déterminé en résolvant

P(S > x p j H0) = 1 � (1 � p)1=N : (4.20)

Dans notre cas précis, en utilisant la densité de probabilité du bruit comme donnée par l'Eq.
4.1, on a Z + 1

xp

e� s ds = 1 � (1 � p)1=N (4.21)

et on en déduit la valeur analytique donné par l'expression

xp = � ln[1 � (1 � p)1=N ] (4.22)
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Naturellement, pour N = 1 les expressions de~xp trouvée au paragraphe précédent et dexp

sont identiques. Pour N � 1, on peut approximer le seuil parxp � � ln(p=N). Le seuil de
signi�cativité est donné en fonction de la probabilité de fausse alarme sur la �gure 4.2 pour
un spectre deN = 1000 bins.

Exemple 4.1 Donnons un exemple pratique de sélection de pics présentantune faible
probabilité d'être dus au bruit dans un spectre. On considère un spectre comprenantN = 1000
bins indépendants avec un pas fréquentiel�� = 0 :1 � Hz. On se donne avant toute chose une
valeur de la probabilité de fausse alarmep. Prenons ici par exemplep = 5%. Le seuil de
signi�cativité xp, dé�ni par la probabilité p et les caractéristiques du spectre, est donné par
l'Eq. 4.22. Pour le spectre simple que l'on s'est donné, on obtient xp ' 9:9. On retient alors
tous les pics qui dépassent le seuilxp dans le spectre. On rappelle que la probabilité de fausse
alarme p correspond à la probabilité que parmi les pics qui dépassentxp, il en existe au moins
un qui soit dû au bruit. En d'autres termes, on a 1 � p = 95% de chances qu'aucun des pics
dus au bruit ne dépassexp dans le spectre.

E�cacité On cherche maintenant à tester l'e�cacité du test statistiq ue que l'on vient de
décrire. L'e�cacité telle que nous l'avons dé�nie plus haut correspond à la probabilité de
détecter le signal lorsqu'il est présent. On s'intéresse donc à la probabilité de que l'on a de
détecter un mode de caractéristiques données en appliquantle processus de détection que l'on
a présenté. Cela permet d'avoir une idée du taux d'erreur de type II du test.

On reprend l'Exemple 4.1, et on suppose qu'il existe dans le spectre un mode non résolu
de hauteur h, et fréquence centrale� 0. Comme le mode n'est pas résolu, il se concentre sur le
bin du spectre dont la fréquence est la plus proche de� 0. On note i l'indice de ce bin et on a
donc i�� ' � 0. Le pro�l moyen pour ce bin s'écrit donc

ci = 1 + h (4.23)

On cherche à déterminer la probabilité de détecter ce mode, c'est-à-dire la probabilité que
le ième bin du spectre de puissance dépasse le seuilxp. La probabilité de détection est donc
donnée par

P(détection) = P(Si > x p j H1)

=
Z + 1

xp

1
1 + h

e� s=(1+ h) ds

= e� xp =(1+ h) (4.24)

On peut ainsi calculer la probabilité de détection associéeà la probabilité de fausse alarme
p pour des modes de paramètres di�érents. En prenant par exemple un mode de hauteur
normaliséeh = 10 non résolu (par exemple� = 0 :1 � Hz), on obtient P(détection) ' 42%.

4.1.2 Modes résolus

Si un mode est résolu (temps d'observation long devant le temps de vie des modes), son
pro�l dans le spectre de puissance se répartit sur plusieursbins. Dans ce cas, plusieurs bins
consécutifs suivent une loi de distribution di�érente de celle du bruit. Dans la méthode exposée
au paragraphe précédent, on a établi un test statistique en prenant en compte le nombreN de
bins dans le spectre, mais les bins sont étudiés indépendamment les uns des autres. Il apparaît
naturel, et on le véri�era par la suite, que si les modes ont une largeur équivalente àn bins, la
méthode serait plus "e�cace" en traitant le spectre par groupe den bins consécutifs plutôt
qu'individuellement.
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Une possibilité est de travailler sur le spectrelissé en e�ectuant une moyenne glissante
sur un médaillon den bins. Le spectre résultant est notéT et est dé�ni comme

Ti =
1
n

i + n=2X

k= i � n=2

Sk pour i 2 [n=2; N � n=2] (4.25)

Chaque bin de ce spectre suit une distribution de� 2 à 2n degrés de liberté. Pour un spectre
constitué uniquement de bruit normalisé, le pro�l moyen est ci = 1 , 8i et la densité de
probabilité pour un bin du spectre lissé est de

f Ti (t j H0) =
1

 (n)
tn� 1e� t (4.26)

où  est la fonction Gamma. En présence de signal, le pro�l moyen n'est pas constant et
l'expression de la densité de probabilité des bins est plus compliquée. Appourchaux (2004) a
cependant montré que, en bonne approximation, la densité deprobabilité peut s'écrire

f Ti (t j H1) =
� i

� i

 (� i )
t � i � 1e� � i t : (4.27)

Les paramètres� i et � i dépendent du pro�l moyen ci :

� i =

P i + n=2
k= i � n=2 ck

P i + n=2
k= i � n=2 c2

k

; � i =

� P i + n=2
k= i � n=2 ck

� 2

P i + n=2
k= i � n=2 c2

k

(4.28)

Ils correspondent respectivement aux paramètres� et � dé�nis dans Appourchaux (2004).
Le spectre lissé présente toutefois l'inconvénient que sesbins ne sont pas indépendants et

on ne peut pas reproduire le raisonnement appliqué précédemment pour déterminer le seuil
de signi�cativité puisque le passage de l'Eq. 4.18 à l'Eq. 4.19 ne tient plus. On peut alors
envisager deux solutions. Appourchaux (2004) propose de neretenir qu'un bin sur n dans le
spectre lissé, ce qui rétablit l'indépendance entre les bins. On désignera le spectre résultant
sous le nom despectre binné. L'autre solution est de conserver tous les bins du spectre lissé,
bien qu'ils ne soient pas indépendants, et de calculer le seuil par une méthode de type Monte
Carlo. Ces deux solutions sont développées dans ce qui suit.

4.1.2.1 Spectre binné

D'après Appourchaux (2004), le spectre binné est construità partir du spectre lissé avec
un médaillon de n bins en sélectionnant un point seulement par médaillon. On obtient ainsi
Nbi � N=n bins indépendants, notéseTj et dé�nis comme

eTj = Tj � n+ k ; 8j 2 J1; Nbi K (4.29)

L'entier k est choisi au préalable dansJ1; n � 1Ket dé�nit la position dans le médaillon du
point que l'on conserve. On reviendra plus loin sur l'impactde ce choix. Le pas fréquentiel
est désormais def�� = n�� .

Détermination du seuil On peut alors légitimement utiliser l'Eq. 4.19 pour déterminer le
seuil de signi�cativité xp. En utilisant la densité de probabilité donnée par l'Eq. 4.26, on
obtient xp en résolvant

Z + 1

xp

1
 (n)

sn� 1e� s ds = 1 � (1 � p)1=Nbi (4.30)

Le seuil de signi�cativité est donné sur la �gure 4.2 pour un spectre deN = 1000 bins et une
taille de médaillon de 5 bins (200 bins indépendants).
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30 4.1. Approche fréquentiste : le testH0

Fig. 4.3: Probabilité de détection du mode résolu de l'Exemple 4.2 en fonction de nombre n de bins du
médaillon utilisé pour binner (bleu) ou lisser (rouge) le sp ectre. Les courbes en traits plein indiquent une
résolution analytique et les tirets, une résolution de type Monte Carlo.

E�cacité On a dit qu'intuitivement, l'utilisation du spectre binné d evrait être plus e�cace
dans le cas de modes résolus, au sens où cela devrait permettre de diminuer le taux d'erreurs
de type II. Pour le véri�er, on calcule de la même manière que dans la Sect. 4.1.1.2 la proba-
bilité de détection d'un mode de caractéristiques données dans le spectre. On s'intéresse à la
variation de cette probabilité avec la taille n du médaillon utilisé pour binner le spectre.

Supposons qu'il existe dans le spectre un mode résolu de hauteur h, de largeur � et
fréquence centrale� 0. Cette fois-ci, le mode est résolu (� � �� ) et il se répartit donc sur un
certain nombre de bins dans le spectre. Le pro�l moyen autourdu mode s'écrit donc

cj = 1 + Lor(h; � 0; �; j f�� ) (4.31)

Le seuil de signi�cativité xp dépend du choix de la probabilité de fausse alarmep et est donné
par l'Eq. 4.30 Détecter le mode équivaut à avoir au moins un des pics dans le voisinage de
la fréquence centrale� 0 qui dépasse le seuilxp. On prend comme voisinage de� 0 l'intervalle
[� 0 � 2� ; � 0 + 2�] . En e�et, en dehors de cet intervalle, l'amplitude du mode est inférieure à
1% de celle du bruit. Les bins de ce voisinage ont donc un indice j qui véri�e

j min �
� 0 � 2�

f��
6 j 6

� 0 + 2�
f��

� j max

La probabilité de détection est alors de

P(détection) = P(9 j 2 Jj min ; j maxK tel que eTj > x p j H1)

= 1 � P(8j 2 Jj min ; j max K; eTj 6 xp j H1)

= 1 �
j maxY

j = j min

Z xp

0
f eTj

(s j H1) ds (4.32)

Exemple 4.2 On propose un exemple numérique du calcul de l'e�cacité pourétudier
la façon dont elle varie avec la taillen du médaillon. On considère un spectre deN = 1000
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Fig. 4.4: Spectre synthétique du mode de l'Exemple 4.2. Le pro�l m oyen (courbe noire) est bruité suivant
une statistique de � 2 à deux degrés de liberté (courbe grise). Les courbes en couleur correspondent au spectre
binné sur un médaillon de 20 bins dans le cas où la fréquence centrale du mode se trouve au centre d'un
médaillon (rouge) et dans le cas où elle est à la frontière entre deux médaillons (vert). La ligne brisée indique
le seuil de signi�cativité pour une probabilité de fausse al arme de p = 5% .

bins avec une résolution fréquentielle de�� = 0 :1 � Hz. On �xe la probabilité de fausse alarme
à p = 5%. On prend comme caractéristiques pour le mode une hauteur normalisée h = 1 :5
et une largeur � = 2 � Hz (mode résolu). Les probabilités de détection obtenues enrésolvant
l'Eq. 4.32 pour di�érentes tailles de médaillon sont représentées sur la �gure 4.3. On voit
qu'en augmentant la taille du médaillon utilisé pour binner le spectre (n bins), on augmente
la probabilité de détection du mode, ce qui con�rme donc que le fait de binner le spectre
permet d'avoir une meilleure e�cacité. Lorsque la taille du médaillon devient de l'ordre de
grandeur de la largeur du mode, la probabilité de détection ne varie plus signi�cativement
(dans notre exemple, la largeur du mode correspond à 20 bins du spectre initial). En�n, quand
la taille du médaillon est supérieure à la largeur du mode, onobserve sur la �gure 4.3 des
oscillations dans la probabilité de détection. Celles-ci sont dues au fait que pour de grands
médaillons, tous les bins du mode se répartissent sur un ou deux médaillons. Dans ce cas, la
position de la fréquence centrale du mode dans le médaillon est importante. Si elle se trouve
au milieu d'un médaillon (cas représenté en rouge sur la Fig.4.4), celui-ci comporte tous les
bins du mode et la probabilité de détection est maximale. En revanche, si la fréquence centrale
du mode est sur le bord d'un médaillon (en vert sur la Fig. 4.4), le mode se répartit de façon
égale sur deux médaillons et la probabilité de détection estminimale. En faisant varier la
taille du médaillon, dans la �gure 4.3, on change la positionde la fréquence centrale du mode
par rapport aux médaillons, ce qui provoque les oscillations observées.

4.1.2.2 Spectre lissé

Dans le cas où l'on conserve tous les points du spectre lisséT, les bins ne sont pas indé-
pendants entre eux, et on ne peut pas déterminer analytiquement le seuil de signi�cativité. En
revanche, on va voir qu'il est simple d'en obtenir une très bonne approximation en appliquant
une méthode de type Monte Carlo. On remarque au passage qu'ilexiste de nombreux cas où
l'hypothèse que les bins du spectre de puissance sont indépendants entre eux n'est pas valide.
En particulier, pour les observations sol, une fenêtre d'observation telle que celle donnée à la
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32 4.1. Approche fréquentiste : le testH0

Fig. 3.2 crée une dépendance entre les bins séparés par un multiple de la fréquence du jour� j .
Dans ce cas, il est en toute rigueur nécessaire d'avoir recours à une méthode de Monte Carlo
comme on va la décrire pour estimer le seuil de signi�cativité.

Détermination du seuil Pour une probabilité de fausse alarmep donnée, l'Eq. 4.18 permet
de déterminer le seuil de signi�cativité xp sans avoir à faire l'hypothèse de bins indépendants.
Comme on l'a suggéré plus haut, il est possible de réécrire cette équation sous la forme

p = 1 � P(maxf Si ; i 2 J1; N Kg < x p j H0) (4.33)

On voit que la détermination du seuil de signi�cativité revient à estimer la fonction de répar-
tition de la variable aléatoire M = max f Si ; i 2 J1; N Kg. La dépendance des bins entre eux
interdit de le faire analytiquement. En revanche, on peut l'estimer par Monte Carlo en simu-
lant un grand nombre de réalisations du spectre de puissancedans l'hypothèseH0 (spectre
constitué exclusivement de bruit). Pour ce faire, on procède de la façon suivante :

� On génère une série temporelle synthétique de bruit pur sur la fenêtre d'observation
(loi normale centrée réduite).

� On calcule le spectre de puissance de cette série temporelleet on le normalise par la
moyenne du spectre.

� On repère l'amplitude du maximum du spectre normalisé.

� On itère le processusnMC fois (nMC � 1).

On obtient ainsi nMC réalisations de la variable aléatoireM et on en déduit une estimation de
la fonction de répartition de M . Par l'Eq. 4.33, on a alors la fonction qui relie la probabilité
de fausse alarmep au seuil xp. Cette méthode a été appliquée, par souci de véri�cation, aux
di�érents cas précédents pour lesquels un calcul analytique est possible. Les seuils obtenus
au bout d'un nombre d'itérations NMC = 105 sont tracés sur la Fig. 4.2. On voit qu'ils se
superposent aux seuils déterminés analytiquement.

E�cacité De même qu'on l'a fait plus haut, on peut évaluer l'e�cacité d 'une telle méthode.
Reprenons le même exemple que précédemment a�n de pouvoir comparer les approches. De
nouveau, aucun développement analytique ne permet de déterminer la probabilité de détection
du mode. On revient alors à l'Eq. 4.32, que l'on résout par Monte Carlo avec un procédé
analogue à celui utilisé pour déterminer le seuil. AprèsnMC = 105 itérations, on obtient la
probabilité de détection donnée sur la Fig. 4.3. Toujours par souci de véri�cation, la même
procédure a été utilisée pour recalculer la probabilité de détection dans le cas du spectre binné
indépendant, et on aboutit à des résultats très similaires aux résultats analytiques (les petits
écarts entre les deux approches observés sur la Fig. 4.3 sontdus au nombre d'itérations et
s'estompent quand celui-ci augmente). On observe que quelle que soit la taillen du médaillon
utilisé pour binner la spectre, travailler sur tous les points du spectreT est systématiquement
plus e�cace que de travailler sur le spectre ~T. Cela constitue un avantage de cette méthode,
mais ce n'est pas le plus important. En e�et, le fait de ne considérer qu'un point sur n dans le
spectre binné a la fâcheuse conséquence que le résultat obtenu dépend fortement du point que
l'on a choisi de garder dans chaque médaillon (i.e. de la valeur de k choisie au préalable dans
l'Eq. 4.29). Cet e�et est illustré sur la Fig. 4.4 et est à l'origine des oscillations remarquées
dans la probabilité de détection sur la Fig. 4.3 dans le cas duspectre ~T. En gardant tous les
points, ces oscillations disparaissent et on s'a�ranchit du problème que pose le choix du bin à
conserver dans chaque médaillon.
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Fig. 4.5: Diagrammes échelle des pics du spectre de puissance de HD 49385 qui présentent une valeur-p
inférieure à 5% en utilisant quatre test statistiques di�ér ents (les diagrammes sont repliés en prenant comme
valeur moyenne de la grande séparation� � = 56 � Hz). Haut gauche : spectre brut. Haut droit : spectre
lissé avec un médaillon de taille 1 � Hz. Bas gauche : spectre binné avec un médaillon de taille 1 � Hz. Bas
droit : idem mais en gardant un point di�érent dans le médaillon. Les points � 2;3;4 permettent de repérer des
pics particuliers (voir texte).

4.1.3 Application aux pulsateurs de type solaire étudiés

J'ai appliqué ce type de méthode sur les pulsateurs de type solaire analysés lors de mon
travail de thèse. Pour les objets observés avecCoRoT , les modes sont résolus et on a préféré
travailler sur le spectre binné ou lissé. Le pulsateur HD 203608 a été observé au sol pendant
cinq nuits (avec le spectrographeharps ) et les modes ne sont donc pas résolus. On a donc
travaillé sur le spectre brut pour cet objet (voir Chap. 8). Pour appliquer les méthodes que
l'on vient de décrire à l'évaluation de la signi�cativité des pics dans le spectre d'une étoile,
on procède de la façon suivante :

1. On commence par estimer le niveau de bruit moyen (bruit blanc + composante de fond
stellaire, voir 5.2.1). On normalise ensuite le spectre parle niveau de bruit obtenu.

2. On établit ensuite l'intervalle de fréquence où l'on attend des modes d'oscillations. On
l'obtient à partir de l'estimation des paramètres fondamentaux de l'étoile, et aux lois
d'échelle proposées par Kjeldsen & Bedding (1995).

3. Si les modes sont résolus, on binne ou on lisse le spectre. On choisit la taille du médaillon
de l'ordre de la largeur des modes (une première estimation de la largeur peut être
obtenue visuellement si certains modes se distinguent clairement du bruit, ou en se
référant à d'autres objets de paramètres fondamentaux proches).

4. On se donne une probabilité de fausse alarmep.

5. Si les modes sont non résolus (resp. résolus), le seuilxp correspondant àp est recherché
comme la solution de l'Eq. 4.21 (resp. l'Eq. 4.30). Si on travaille sur le spectre lissé, le
seuil est calculé par une méthode de Monte Carlo décrite dansla Sect. 4.1.2.1.
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Illustration avec HD 49385 On compare ici le résultat des trois approches que l'on vient
de décrire (spectre brut, spectre binné, spectre lissé) appliquées au pulsateur HD 49385.
L'étoile a été observée avec le satelliteCoRoT pendant 137 jours. On a donc une résolution
fréquentielle d'environ 0.08� Hz petite devant la largeur des modes qui sont a priori résolus.
Pour les spectres binné et lissé, on choisit un médaillon de taille 1 � Hz (estimation première de
la largeur des modes). Les résultats sont présentés sur la Fig. 4.5 en utilisant la représentation
sous forme de diagramme échelle introduite dans le Chap. 2. On observe que trois pics désignés
comme � 2, � 3 et � 4 (ces pics sont discutés dans Deheuvels et al. 2010a, voir Chap. 7) sont
repérés comme étant signi�catifs avec une valeur-p inférieure à 5% sur le spectre lissé alors
qu'ils ne le sont pas sur le spectre brut. Dans le cas du spectre binné, on voit sur la Fig. 4.5
que les pics trouvés signi�catifs dépendent du choix que l'on a fait pour la position du bin que
l'on conserve dans le médaillon. En e�et, pour une valeur dek dans l'Eq. 4.29, les trois pics
sont détectés, alors qu'ils n'apparaissent pas pour une autre valeur dek. Ceci est à rapprocher
des oscillations observées dans la probabilité de détection pour le spectre binné sur la Fig. 4.3.
On insiste sur le fait que les di�érents cas présentés sur la Fig. 4.5 ont pour seul but d'illustrer
l'impact du choix d'une approche. Dans la pratique, on choisit une approche (et une seule)
au préalable ainsi qu'une valeur dek si on travaille sur le spectre binné. En e�et, si plusieurs
méthodes sont appliquées,

4.1.4 Limites du test H0

Le test H0 tire parti de la connaissance que l'on a de la statistique du bruit. Il permet de
n'avoir en apparence aucune hypothèse à faire sur le signal que l'on recherche. Cependant, il
a été montré que les résultats de ce test doivent être prises avec précautions.

Plusieurs études ont pointé du doigt les erreurs d'interprétation auxquelles le testH0 peut
mener. En e�et, on a tendance à considérer une faible valeur-p comme une indication solide
que l'hypothèseH0 est fausse. En réalité, il existe des cas où ce n'est pas vrai.De nombreux
auteurs parmi les statisticiens (e.g. Berger & Sellke 1987, Sellke et al. 2001) se sont penché
sur le problème et ont tiré le signal d'alarme. Cet avertissement a ensuite été relayé dans les
nombreux domaines où ce type de raisonnement est utilisé. Onse propose d'expliquer cette
mauvaise interprétation possible dans l'étude d'un spectre d'oscillation, et dans quelle mesure
les valeurs-p peuvent être utilisées pour rejeter l'hypothèseH0.

Le problème que pose le testH0 peut être décrit très simplement. En recherchant une
région où la valeur-p est faible, on s'assure que sur un grand nombre de réalisations de bruit
pur, peu d'entre elles se trouveraient dans cette région. Mais on ne sait alors rien sur la
proportion de réalisations de signal qui se trouveraient dans cette région. Le mieux pour
se rendre compte des problèmes qui peuvent découler de cetteignorance est de prendre un
exemple simple. Supposons que l'on a obtenu une réalisationd'un bin individuel du spectre
de puissance et que l'on cherche à déterminer s'il est plus probable qu'il s'agisse de bruit
(H0) ou de signal (H1). Pour simpli�er, on se met dans le cas particulier où on connaîtrait
au préalable la hauteur du mode que l'on recherche (par exemple h = 2). Si l'on reprend les
dé�nitions des hypothèses données par les Eq. 4.2 et 4.3, cela revient à trancher entre c = 1
(H0) et c = 1+ h = 3 (H1). Supposons que la valeur observée pour ce bin est desobs = 3 :0. On
obtient la valeur-p correspondante avec l'Eq. 4.15, qui vaut icip = 5%, a priori faible et qui
pourrait pousser l'observateur à rejeter l'hypothèseH0. On peut alors e�ectuer une expérience
très simple pour juger s'il aurait raison ou tort de le faire. On génère un grand nombre de
réalisations aléatoires en suivant soit la statistique du bruit, soit la statistique du signal. On
suppose ici que la probabilité d'avoir du signal est de 50% ; àchaque itération, on décide donc
"à pile ou face", en quelque sorte, de générer du bruit ou du signal, et on garde en mémoire
de quelle hypothèse chaque itération dépend. Il est alors possible d'évaluer, pour toutes les

34



Chapitre 4. Tests statistiques appliqués à la détection de modes d'oscillation individuels 35

Tab. 4.1: Résultats de l'expérience proposée pour illustrer leslimites du test H 0 .

Nb de si H0 H1

total 499372 500628
tq si > s obs 24852 184522
tq si = sobs � 0:1 505 1253

réalisations obtenues au voisinage desobs, la probabilité qu'elles aient été générées par du
bruit, c'est-à-dire sous l'hypothèseH0. Les résultats de cette expérience sont donnés dans le
Tableau 4.1 pour un total de 106 itérations. On observe que environ29% des réalisations qui
tombent dans le voisinage desobs sont en réalité générées pas du bruit. Un observateur qui
conclurait, au vu de la faible valeur-p des observations (5%), qu'il a a�aire à du signal, aurait
en fait presque 3 chances sur 10 de se tromper ! On comprend alors bien le problème posé
par le test H0. En conservant seulement les observations qui présentent une faible valeur-p,
on s'assure que celles-ci sont peu compatibles avec la statistique du bruit. Mais il se peut très
bien que ces observations soient tout aussi incompatibles avec la statistique du signal attendu.
Dans ce cas, ces réalisations sont rares, mais quand on en obtient, elles ont tout autant de
chance d'avoir été créées par du bruit que par du signal. On vavoir dans ce qui suit qu'on
peut retrouver par le calcul le résultat de cette expériencepréliminaire simple.

4.2 Approche bayésienne

Le test H0 repose sur le calcul de la probabilitéP(s j H0). Cette probabilité est appelée
probabilité a priori , dans le sens où elle ne dépend pas des observations. En réalité, ce qui
intéresse l'observateur est la probabilité que l'on ait a�aire à du bruit sachant qu'il a observé
une certaine réalisations de la variableS, c'est-à-dire la probabilité dite a posteriori P(H0 j s).
En utilisant la propriété que pour deux assertionsA et B , on a P(A j B )P(B ) = P(A [ B ),
on obtient

P(H0 j s) = f S(s j H0)
P(H0)
f S(s)

(4.34)

=
�

1 +
P(H1)f S(s j H1)
P(H0)f S(s j H0)

� � 1

(4.35)

où l'on a réécrit f S(s) = f S(s j H0)P(H0) + f S(s j H1)P(H1). Le calcul de cette probabilité
nécessite que l'on se donne

� une probabilité P(H0), qui correspond à la probabilité de l'hypothèseH0 indépendam-
ment des observations.

� une loi de probabilité pour l'hypothèse H1, ce qui revient à e�ectuer des hypothèses
sur le signal que l'on attend.

Le calcul de probabilités a posteriori appliqué à la détection de modes d'oscillation a été
développé par Appourchaux et al. (2009). En l'absence d'informations relatives à la première
probabilité, les auteurs appliquent le principe de raison insu�sante et considèrent que les
hypothèsesH0 et H1 sont équiprobables � P(H0) = P(H1) = 0 :5. La détermination d'une
loi de probabilité de H1 demande de faire des hypothèses sur les paramètres des modes. On
distingue ici de même que précédemment le cas des modes non résolus de celui des modes
résolus.
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4.2.1 Modes non résolus

Commençons par considérer un bin du spectre choisi au préalable. Les lois de probabilité
a priori f S(s j H0) et f S(s j H1) sont déduites de l'Eq. 4.1, en prenantc = 1 pour le bruit et
c = 1 + h pour le signal. On voit qu'on est contraint de faire une hypothèse sur la nature du
signal attendu, puisque la hauteurh du mode que l'on recherche apparaît dans l'expression
de la probabilité a posteriori. Dans l'exemple développé dans la Sect. 4.1.4, on s'est mis dans
le cas le plus simple où la hauteurh est connue. Dans le cas le plus courant où elle n'est pas
connue, il faut supposer une loi de probabilitéf h(h) pour la hauteur et la probabilité a priori
pour le signal s'écrit alors

f S(s j H1) =
Z + 1

0

1
1 + h

e� s=(1+ h) f h(h)dh (4.36)

Par exemple, Appourchaux et al. (2009) se �xent une hauteur maximale H et prennent une
loi uniforme du type h 2 [0; H ]. En introduisant l'Eq. 4.36 dans l'Eq. 4.35, on obtient la
probabilité a posteriori. On représente sur la Fig. 4.6 la probabilité a posteriori pour un pic
qui aurait une valeur-p de 5% en faisant varier la hauteur maximaleH . C'est l'équivalent de
la Fig. 1 de Appourchaux et al. (2009). On retrouve ici le résultat de l'exemple développé dans
la Sect. 4.1.4 : pour un bin individuel présentant une valeur-p de 5%, si la hauteur du mode
attendu est connue et vaut h = 2 , la probabilité a posteriori P(H0 j s) est d'environ 29%.
On ne peut alors pas raisonnablement conclure que l'on a a�aire à du signal. Bien entendu,
en diminuant la valeur-p, la probabilité a posteriori diminue aussi. Par exemple, avec une
valeur-p de 0.5% et toujours une hauteur connueh = 2 pour le mode, on a une probabilité a
posteriori de 8%.

Intéressons-nous à la variation de la probabilité a posteriori avec la hauteur h du mode
que l'on attend (voir Fig. 4.6). Un phénomène frappant sur laFig. 4.6 est que la probabilité
a posteriori du bruit en fonction de h présente un minimum. Pour l'expliquer, on choisit de
raisonner ici sur le cas où la hauteurh du mode que l'on cherche à détecter est connue et on
considère que l'on a observé un picsobs dont la valeur-p est de 5% (cas correspondant à la
courbe noire en tirets à gauche sur la Fig. 4.6). Tout d'abord, le cash = 0 est équivalent à une
absence de mode. Dans ce cas, les hypothèsesH0 et H1 sont identiques et il est logique que la
probabilité a posteriori P(H0 j s) soit égale à la probabilitéP(H0) choisie initialement pour
H0 (ici 50%). Quand h augmente, la valeursobs devient une réalisation plus probable de l'hy-
pothèseH1. La probabilité f S(sobs j H1) augmente donc alors que la probabilitéf S(sobs j H0)
n'est pas modi�ée. D'après l'Eq. 4.35, la probabilité a posteriori diminue, comme on l'observe
sur la Fig. 4.6. Si on augmenteh au-delà d'une certaine valeur (correspondant àh = 2 sur
la �gure), sobs devient une valeur trop faible pour être une réalisation probable de H1 et
f S(sobs j H1) se met à diminuer en fonction deh. La probabilité a posteriori augmente alors,
et indique soit que l'on a a�aire à du bruit, soit que l'hypoth èse que l'on fait sur le signal
attendu (hauteur du mode égale àh) est erronée. Un commentaire que l'on peut faire au vu de
cette discussion est que pour des valeurs très faibles de la hauteur h attendue, la probabilité
a posteriori obtenue dépend beaucoup de l'a priori que l'on �xe sur P(H0).

Étudions maintenant le cas d'un mode dans un spectre deN bins. Le calcul de la pro-
babilité a posteriori d'un pic est rigoureusement identique à celui que l'on vient de présenter.
La seule chose qui est modi�ée par rapport au cas d'un bin isolé est la relation entre la
probabilité de fausse alarmep et le seuil de signi�cativité xp dont on a vu qu'il dépend
du nombre N de bins dans le spectre étudié. Pour une probabilité de fausse alarme p don-
née, on a montré que le seuil de signi�cativitéxp est dé�ni comme la solution de l'équation
P(S > x p j H0) = 1 � (1 � p)1=N (Eq. 4.20). Il est alors immédiat de constater que pour
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Fig. 4.6: Gauche : Probabilité a posteriori pour un pic individuel présentant une valeur-p de 5% (noir) ou
de 0.5% (gris). On suppose que la hauteur du mode est connue (tirets) ou qu'elle suit une loi uniforme sur
[0; H ] (trait plein). La croix correspond à l'exemple développé da ns la Sect. 4.1.4.Droite : Idem pour un un
pic présentant une valeur-p de 5% dans un spectre deN = 1000 bins.

p donné, plus le nombre de binsN du spectre est grand, plus la probabilitéf S(xp j H0) est
faible. En se référant à l'Eq. 4.35, cela signi�e que la probabilité a posteriori d'un bin dont
la valeur correspond au seuil de signi�cativitéxp diminue quand N augmente. En reprenant
l'exemple d'un bin qui a pour valeur-p 5% dans un spectre deN = 1000 bins, on voit sur la
Fig. 4.6 que pour des hauteurs de mode attendues supérieuresà 1, la probabilité a posteriori
est plus faible que la valeurp que l'on a �xée à 5%, et le testH0 est plus strict que le calcul
de probabilité a posteriori dans ce cas.

4.2.2 Modes résolus

Pour les pulsateurs observés avec le satelliteCoRoT , les modes sont résolus. Dans ce cas,
le calcul de la probabilité a posteriori est plus compliqué,mais on a déjà toutes les cartes en
main. En e�et, les lois de probabilité a priori pour les hypothèsesH0 et H1 sont données par
les Eq. 4.26 et 4.27. Dans la loi de probabilité pourH1 interviennent désormais non seulement
la hauteur du mode, mais également sa largeur et sa fréquencecentrale. Il est alors nécessaire
de se donner les lois de probabilitéf h(h), f � (�) et f � 0 (� 0) de ces trois grandeurs. On obtient
donc la loi de probabilité sous la forme

f T (t j H1) =
Z + 1

0

Z + 1

0

Z + 1

0

� �

 (� )
t � � 1e� �t f � 0 (� 0)d� 0 f � (�) d� f h(h)dh (4.37)

où � et � sont dé�nis par l'Eq. 4.28 et calculés à la fréquence� . Appourchaux et al. (2009)
supposent que les lois de probabilité de la hauteur du mode etde la largeur sont uniformes.
Les auteurs se concentrent sur le cas d'un bin individuel, etils supposent implicitement que
la fréquence centrale du mode coïncide avec le bin étudié. L'Eq. 4.37 peut alors s'écrire

f T (t j H1) =
Z hmax

0

Z � max

0

� �

 (� )
t � � 1e� �t d�

� max

dh
hmax

(4.38)

En reportant cette loi de probabilité dans l'Eq. 4.35, on obtient la probabilité a posteriori de
l'hypothèse H0.
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4.2.3 Application aux pulsateurs de type solaire étudiés

Ce type de méthode a été appliqué sur le pulsateur de type solaire HD 49385, observé
avec le satellite CoRoT et dont l'analyse est présentée dans le Chap. 7. On détaille cette
application à titre d'illustration. Pour cet objet, les pic s � 2 et � 3 qui apparaissent sur la Fig.
4.5 présentent une valeur-p inférieure à 5% dans le spectre lissé, et plusieurs raisons présentées
dans Deheuvels et al. (2010a) poussent à les identi�er commedes modes de degré̀ = 3 . A�n
d'étudier leur compatibilité avec le pro�l de modes ` = 3 , nous avons calculé pour ces pics la
probabilité a posteriori de l'hypothèseH0 en nous donnant pour l'hypothèseH1 des a priori
qui correspondent à ce que l'on attend pour des modes de degré` = 3 . On résume ici le choix
des informations a priori que l'on considère pour ces modes,inspiré de la méthode suivi par
Appourchaux et al. (2009). D'après ce que l'on a vu, comme lesmodes de HD 49385 sont
résolus, il faut se donner :

1. Une loi de probabilité pour la largeur des modes. Pour obtenir une estimation de la lar-
geur attendue pour les modes, nous avons combiné le code d'oscillation non-adiabatique
MAD développé par M. A. Dupret (Dupret 2001) avec un modèle stellaire 1D qui repro-
duit correctement les paramètres de surface de l'étoile. Onobtient ainsi � = 2 +1 :5

� 1 � Hz.
Suivant Appourchaux et al. (2009), on a doublé ces barres d'erreur pour prendre en
compte les erreurs possibles liées au modèle théorique que l'on emploie. On a ainsi
supposé pour la largeur une loi uniforme sur[0; 5] � Hz.

2. Une loi de probabilité pour l'amplitude des modes. On a jusqu'ici, par commodité,
e�ectué des hypothèses sur la hauteur du mode. Dans la pratique, on préfère substituer
à la hauteur l'amplitude du mode dé�nie commeA =

p
�h � . Cette quantité est en e�et

reliée à l'énergie du mode et des lois d'échelle peuvent êtreappliquées pour en obtenir
une approximation (e.g. Kjeldsen & Bedding 1995, Samadi et al. 2007). Pour HD 49385,
à partir de ces relations, on aboutit à une amplitude théorique de A = 6 :1 � 0:5 ppm
(voir Deheuvels et al. 2010a) pour les modes̀= 0 au voisinage du maximum du signal.
On suppose pour l'amplitude des modes radiaux une loi uniforme sur [4:6; 7:6] ppm
(barres d'erreur à 3� ).

3. Une loi de probabilité pour l'angle d'inclinaison i de l'étoile. En e�et, les amplitudes
des modes de degré̀ = 3 peuvent être reliées à celles des modes radiaux, comme on le
verra dans la section 5.2.5, mais leur relation dépend de l'angle d'inclinaison de l'étoile.
Comme on ne connaît rien a priori sur l'angle d'inclinaison,on le décrit par une loi
uniforme sur [0; �= 2].

En adaptant l'Eq. 4.38, on obtient

f T (t j H1) =
1
�

Z A max

A min

Z �= 2

0

Z � max

0

� �

 (� )
t � � 1e� �t d� di dA (4.39)

où � = � max (Amax � Amin )�= 2 est le facteur de normalisation. La probabilité a priori pour
l'hypothèse H0 est dé�nie par l'Eq. 4.26. On a alors tout ce qu'il faut pour déterminer la
probabilité a posteriori de l'hypothèseH0 dans ce cas, en utilisant l'Eq. 4.35. On obtient pour
� 2 et � 3 des probabilités a posteriori de 1.4% et 1.1% respectivement. L'hypothèse que les
pics � 2 et � 3 sont dus à du bruit est donc bien moins probable que l'hypothèse selon laquelle
ces pics correspondent à des modes` = 3 . On revient sur ce résultat dans le Chap. 7.
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5 Extraction des paramètres des modes de
type solaire

Nous avons établi que le pro�l moyen d'un mode d'oscillationstochastiquement excité
peut être approximé par une fonction Lorentzienne, en négligeant l'asymétrie de pro�l des
modes. On peut dès lors tenter d'ajuster un pro�l Lorentzien à chaque mode détecté, en
prenant comme paramètres libres les caractéristiques de laLorentzienne, i.e. sa fréquence
centrale, sa largeur et sa hauteur. Ce procédé a déjà été appliqué avec succès en héliosismologie
(e.g. Gelly et al. 2002). Ce n'est que très récemment qu'il a pu être appliqué au cas d'autres
pulsateurs de type solaire. En e�et, l'ajustement des modesne peut se faire que sur des modes
résolus. Pour cela, il faut d'une part un rapport signal-à-bruit su�sant et d'autre part il est
nécessaire d'atteindre une résolution fréquentielle de l'ordre de 0.1� Hz, ce qui nécessite un
temps d'observation de plus de 100 jours. Les missions spatiales ont permis d'observer une
cible pendant un temps aussi long. Le premier pulsateur de type solaire (hormis le Soleil)
pour lequel une telle méthode a pu être mise en ÷uvre est l'étoile � Cen. À partir de 50 jours
d'observation de l'étoile en photométrie avec la mission spatiale WIRE, Fletcher et al. (2006)
obtient une estimation de la fréquence, de la largeur et de l'amplitude d'une quinzaine de
modes. Toutefois, les auteurs obtiennent une largeur moyenne pour les modes de0:46 � Hz, à
peine deux fois plus grande que la résolution fréquentielleet les modes sont donc tout juste
résolus (� ' 2�� ). Pour les spectres des pulsateurs de type solaire observéspar le satellite
CoRoT , chaque mode est décrit par une ou plusieurs dizaines de bins(� & 10 �� ) et on
s'attend à ce que la méthode d'ajustement de pro�ls Lorentziens sur les modes procure des
résultats robustes.

Si tous les modes étaient clairement séparés les uns des autres, on pourrait éventuellement
envisager d'ajuster un pro�l Lorentzien sur chaque mode de façon indépendante. D'une part,
ce n'est généralement pas le cas et d'autre part, certaines caractéristiques varient peu d'un
mode à l'autre et l'ajustement global de tout le spectre permet d'en prendre compte. Il faut
pour cela générer des modèles de spectre que l'on comparera dans un second temps aux
observations. Il est nécessaire avant toute chose de chercher à identi�er le degré des modes
que l'on a détectés dans le spectre. En e�et, on a vu dans le Chap. 2 que sous l'e�et de la
rotation de l'étoile, les modes de degré̀ se scindent en un multiplet de2` + 1 composantes
qui ne sont pas nécessairement résolues et doivent donc êtreajustées simultanément. Le pro�l
d'un multiplet dépend donc de son degré.

5.1 Identi�cation préalable du degré des modes

Le problème de l'identi�cation des modes est central en sismologie. On verra dans la Partie
II que l'interprétation sismique du spectre d'une étoile est rendue beaucoup plus compliquée
si l'identi�cation du degré des modes est ambiguë. Cependant, pour les pulsateurs de type
solaire, l'approximation asymptotique est généralement assez bien justi�ée et le problème est
plus simple que pour les pulsateurs classiques. On a vu dans la Sect. 2.4 que dans le cadre
de la théorie asymptotique, les modes de même degré se regroupent sur une même crête dans
le diagramme échelle. Identi�er le degré des modes se ramènedonc à identi�er le degré des
crêtes, et on aboutit généralement à deux ou trois "scénarios" d'identi�cation possibles, ce
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