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Résumé

Ce travail de these a porté sur la simulation numérique du comportement thermique et
mécanique d’un combustible nucléaire a particules. Il s’agit d’un composite réfractaire consti-
tué d’une matrice de graphite comportant 45 % en fraction volumique de particules sphériques
d’UO, revétues de deux couches de pyrocarbone. L’objectif était de développer une modélisation
multi-échelles de ce composite afin d’estimer son comportement moyen, ainsi que les hétérogé-
néités des champs mécaniques au sein des constituants. Nous avons modélisé la microstructure
du combustible et généré des échantillons numériques en 3D. Pour cela, des outils de génération
de distributions aléatoires de spheres, de maillage et de caractérisation microstructurale, telle
la covariance, ont été développés dans le code de calcul CAST3M. Une centaine d’échantillons
numériques de différentes tailles ont été réalisés. Le comportement thermo-élastique du com-
bustible a été caractérisé a partir de ces échantillons, a I’aide de calculs de microstructures par
éléments finis. Nous avons étudié I'influence de divers parametres de la modélisation, dont les
conditions aux limites. Nous proposons une méthode pour s’affranchir des effets des conditions
aux limites sur les résultats, appelée méthode d’érosion. Elle s’appuie sur I’analyse des résultats
sur un érodé du volume élémentaire. Nous avons alors déterminé les propriétés effectives du
composite (modules d’élasticité, conductivité thermique, dilatation thermique), ainsi que les
distributions des champs mécaniques locaux au sein de la matrice. Enfin, nous avons proposé
un modele de changement d’échelles permettant d’obtenir, non seulement les valeurs moyennes
des variables mécaniques dans chaque phase, mais également leurs variances et covariances pour
tout chargement macroscopique imposé. Cette approche statistique de changement d’échelles
permet ainsi d’estimer la distribution des grandeurs mécaniques au sein de chaque phase du
composite.
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Abstract

The aim of this work was to perform numerical simulations of the thermal and mechanical
behavior of a particle-based nuclear fuel. This is a refractory composite material made of UO4
spherical particles which are coated with two layers of pyrocarbon and embedded in a graphite
matrix at a high volume fraction (45 %). The objective was to develop a multi-scale modeling
of this composite material which can estimate its mean behavior as well as the heterogeneity of
the local mechanical variables. The first part of this work was dedicated to the modeling of the
microstructure in 3D. To do this, we developed tools to generate random distributions of spheres,
meshes and to characterize the morphology of the microstructure towards the finite element
code CAST3M. A hundred of numerical samples of the composite were created. The second
part was devoted to the characterization of the thermo-elastic behavior by the finite element
modeling of the samples. We studied the influence of different modeling parameters, one of them
is the boundary conditions. We proposed a method to vanish the boundary conditions effects
from the computed solution by analyzing it on an internal sub-volume of the sample obtained by
erosion. Then, we determined the effective properties (elastic moduli, thermal conductivity and
thermal expansion) and the stress distribution within the matrix. Finally, in the third part we
proposed a multi-scale modeling to determine the mean values and the variance and covariance
of the local mechanical variables for any macroscopic load. This statistical approach have been
used to estimate the intra-phase distribution of these variables in the composite material.
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Notations

Dans tout le document, nous utilisons la convention de sommation d’EINSTEIN pour les
indices répétés. Les différents tenseurs sont notés :

Z 2 >

Tenseurs d’ordre 0 (scalaires)
Tenseurs d’ordre 1 (vecteurs)
Tenseurs d’ordre 2
Tenseurs d’ordre 4
Tenseurs d’ordre 8

Les principaux opérateurs sont notés :

®

(),
Al

Produit tensoriel (dyadique)

Produit tensoriel contracté une fois
Produit tensoriel contracté deux fois
Moyenne du champ A sur le volume V'
Norme du vecteur A

Les principaux acronymes utilisée dans ce documents sont :

CL
CLDH
CLCH
CLGH
CLFH
CLP
MHE
PHE
VE
VER

Conditions aux Limites

Conditions aux Limites de Déformation Homogene sur le contour

Conditions aux Limites de Contrainte Homogene sur le contour

Conditions aux Limites de Gradient de température Homogene sur le contour
Conditions aux Limites de Flux de chaleur Homogene sur le contour
Conditions aux Limites Périodiques

Milieu Homogene Equivalent

Particule Homogeéne Equivalente

Volume Elémentaire

Volume Elémentaire Représentatif
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Chapitre 1

Introduction générale

Cette these a été réalisée dans le cadre du soutien & la recherche de base du Service d’Etudes
Mécaniques et Thermiques (SEMT) de la Direction de 'Energie Nucléaire (DEN) du Com-
missariat & I'Energie Atomique et aux Energies Alternatives (CEA), en collaboration avec le
Laboratoire de Mécanique des Sols, Structures et Matériaux (LMSSMat) de 'Ecole Centrale
Paris. Ce travail s’inscrit dans la continuité des développements menés au Laboratoire de Mé-
canique, Systeémes et Simulation (LM2S) sur la modélisation par changement d’échelles en
thermo-mécanique des milieux continus.

Du point de vue scientifique, cette these s’inscrit dans le cadre de la modélisation des mi-
lieux hétérogenes aléatoires et du calcul de microstructures. Le comportement des matériaux
a ’échelle d'une structure est fortement dépendant des phénomenes physiques intervenant a
I’échelle de leur microstructure. Les techniques de modélisation par changement d’échelles,
ou d’homogénéisation, ont pour objectif de prendre en compte des informations sur la micro-
structure des matériaux, notamment des informations morphologiques, dans leurs modeles de
comportement. Par ailleurs, les progres constants des moyens de calcul permettent de simuler
le comportement de volumes élémentaires de plus en plus représentatifs des microstructures
étudiées. Enfin, les calculs de microstructures constituent le seul moyen d’évaluer le comporte-
ment de matériaux qui ne sont pas encore développés.

L’objectif de cette theése est de modéliser le comportement thermo-élastique de matériaux
composites constitués de particules sphériques en inclusion dans une matrice et en forte propor-
tion volumique par une approche multi-échelles. Les modeles analytiques actuels permettent
d’estimer de fagon satisfaisante leurs propriétés thermo-élastiques effectives, ainsi que les valeurs
moyennes des contraintes et déformations dans chaque constituant. Cependant, les mécanismes
non linéaires d’endommagement ou de rupture sont gouvernés par les valeurs extrémales des
contraintes qui, dans certains cas, peuvent étre nettement plus importantes que les contraintes
moyennes estimées. L’objectif de la these est d’étudier les moyens de prendre en compte ces
hétérogénéités dans une modélisation multi-échelles.

I.1 Contexte industriel de la these

Le CEA mene une veille technologique sur les applications spatiales de I’énergie nucléaire au
travers d’études de conception de systémes nucléaires électrogenes ou de propulsion. De 2001 a
2008, le CEA a notamment travaillé a la conception d’un systéme nucléaire a conversion dyna-

1



CHAPITRE I. INTRODUCTION GENERALE

mique d’une puissance de 100 kW électriques. S’appuyant sur la R&D menée sur la filiere des
réacteurs rapides a gaz de quatrieme génération, les choix de conception du réacteur nucléaire
se sont orientés sur un réacteur a spectre neutronique rapide, fonctionnant a haute température
(autour de 1 000 °C) et a caloporteur gaz. Le cceur du réacteur est de forme orthocylindrique
de 50 cm environ et d’une puissance volumique de 5,6 MW.m ™2 (cf. figure I.1). Il est constitué
d’un ensemble de 233 assemblages combustibles de forme prismatique a base hexagonale, percés
en leur centre d'un canal. Ces assemblages sont eux-mémes constitués de combustible a parti-
cules. Il s’agit d’'un matériau réfractaire composé de particules combustibles de type « Biso »
dispersées aléatoirement dans une matrice de graphite. Ces particules, de taille millimétrique,
se composent d’'un noyau en dioxyde d’uranium (UQy), enrichi & 93 % en uranium 235 (*3°U),
et revétu de deux couches de carbone pyrolytique ou pyrocarbone : la premiere, poreuse, est
appelée Buffer; la seconde, dense, est notée PyC (cf. figure 1.2).

Fi1G. 1.2 — Illustration d'un combustible nucléaire a particules et détail d’'une particule combus-
tible.

La conception du réacteur passe par 1’étude de la tenue mécanique des assemblages com-
bustibles en service. Le combustible a particules est a la fois la source d’énergie du systeme
et le matériau de structure des assemblages du coeur. Afin de réduire sa masse, la conception
neutronique nécessite une fraction volumique de particules relativement élevée de 45 %, ce qui
n’a jamais été réalisé pour ce type de combustible. Etant donnée la nature de ce matériau et la
confidentialité de ces études, il est impossible d’envisager la réalisation de quelques échantillons
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I.1. CONTEXTE INDUSTRIEL DE LA THESE

afin de le caractériser expérimentalement : la tenue mécanique de ce combustible doit donc
étre estimée par le calcul a partir de celle de ses constituants. Par ailleurs, étant données ses
dimensions (30 x 30 x 500 mm?), chaque assemblage contient plusieurs centaines de milliers
de particules combustibles. Cette différence d’échelles entre assemblage et particule, ainsi que
le caractere aléatoire de la microstructure (répartition spatiale aléatoire des particules), ne per-
mettent pas de représenter explicitement la géométrie de ce milieu hétérogene dans un calcul
par éléments finis a 1’échelle du coeur.

La modélisation par changement d’échelles permet de répondre a cette problématique car
elle fournit une estimation du comportement effectif de la structure en tenant compte des phé-
nomenes intervenant a 1’échelle microscopique sans avoir a la représenter explicitement. Elle
fournit également la possibilité de post-traiter les champs mécaniques induits au sein de chaque
constituant afin d’analyser leur tenue mécanique. Ainsi, ce type de modélisation permet de
simplifier la représentation du milieu hétérogene considéré en lui substituant un milieu homo-
gene équivalent, i.e. possédant ses propriétés effectives. Un modele de changement d’échelles
du combustible a particules a déja été mis en ceuvre au LM2S pour simuler le comportement
thermo-élastique du réacteur (PASCAL, 2005, 2006, 2007). Le modele utilisé, basé sur un mo-
dele analytique de la littérature (HERVE et Zaout, 1993; HERVE, 2002), décrit correctement le
comportement effectif du combustible, ainsi que les contraintes et déformations moyennes dans
chaque phase. Cependant, il ne fournit aucune information sur la variation des champs locaux
autour de leur valeur moyenne, qui peut étre importante au sein d’'une méme phase, notam-
ment la matrice. Or, les comportements non linéaires (fluage, plasticité, endommagement .. .)
ne sont pas conditionnés par la valeur moyenne des contraintes locales mais par leurs valeurs
extrémales. L’objectif de la these est de développer une modélisation par changement d’échelles
permettant d’estimer 1’hétérogénéité de ces champs et d’obtenir cette hétérogénéité a partir
d’un calcul macroscopique.

Remarque : L’intérét d'utiliser ’énergie nucléaire dans le cadre de la propulsion d’engins
spatiaux est motivée par la faible autonomie énergétique des engins spatiaux actuels, dont la
propulsion est basée : soit sur la chimie des ergols solides ou liquides, soit sur l'effet photo-
voltaique des panneaux solaires. Or, si ces deux sources d’énergie répondent aux besoins des
missions actuelles, elles ne permettraient pas la réalisation d’objectifs plus ambitieux, tels des
vols habités a destination de Mars ou l'exploration robotisée du sol de systémes planétaires
lointains. En effet, I’énergie spécifique de ces deux sources n’est pas suffisante pour lancer des
masses conséquentes a des vitesses permettant des temps de parcours compatibles avec la vie
humaine dans l'espace. L’intérét de 1’énergie nucléaire apparait clairement si I’on considere que
la fission d’un gramme de plutonium libere environ la méme énergie que la combustion d’une
tonne de pétrole. Si les combustibles chimiques utilisés pour la propulsion aérospatiale sont
nettement plus performants que le pétrole, le rapport de I’énergie spécifique de ces derniers
avec les combustibles nucléaires reste du méme ordre de grandeur. Si I'on savait parfaitement
transformer 1’énergie nucléaire en énergie cinétique, celle-ci permettrait donc d’atteindre des
vitesses environ mille fois supérieures aux vitesses accessibles aujourd’hui. Si cette comparai-
son permet d’apprécier tout le potentiel offert par I’énergie nucléaire, elle n’est cependant pas
significative de la réalité actuelle, son exploitation étant loin d’étre optimale.
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CHAPITRE I. INTRODUCTION GENERALE

1.2 Démarche scientifique

La démarche scientifique adoptée dans ce travail de these se décompose en trois étapes :

Générer des échantillons numériques du milieu hétérogene considéré. Tout d’abord, il
s’agit de développer une méthode permettant de générer des échantillons numériques
de microstructures aléatoires constituées d’inclusions multi-couches dans une matrice,
distribuées aléatoirement et présentant une forte fraction volumique. Plusieurs échan-
tillons seront générés afin de caractériser statistiquement la morphologie du milieu réa-
lisé. 11 s’agit, enfin, de mailler ces microstructures afin de caractériser leur comportement
thermo-mécanique par simulation par éléments finis.

Analyser le comportement thermo-mécanique de ces échantillons. Les échantillons nu-
mériques seront soumis a diverses sollicitations mécaniques et thermiques afin d’analy-
ser leur comportement apparent, ainsi que la distribution des contraintes locales. Cette
analyse permettra d’orienter le choix d’'une méthode de changement d’échelles. Dans ce
travail, les particules en tant que sources de chaleur ne seront pas prise en compte.

Proposer une modélisation par changement d’échelles du comportement thermique et
mécanique de ce milieu. Cette modélisation devra fournir une estimation des propriétés
effectives du combustible, ainsi que de I’hétérogénéité des contraintes locales pour un
chargement macroscopique donné.

1.3 Plan du mémoire

Le second chapitre propose une synthese bibliographique sur la modélisation par change-
ment d’échelles, que ce soit sur les modeles analytiques classiques développés dans ce cadre ou
sur un certain nombre de résultats sur le comportement thermo-mécanique de milieux de type
inclusions-matrice, ainsi que sur la génération de milieux aléatoires a particules, leur caractéri-
sation morphologique et thermo-mécanique. Le troisieme chapitre est consacré a la modélisation
de la microstructure. Il présente les techniques utilisées pour la génération des échantillons nu-
mériques du combustible a particules, en particulier I'algorithme de génération d’un nuage de
points correspondant aux centres des particules, et la méthode de maillage d'une telle géomé-
trie. Cette modélisation est réalisée grace au code de calcul CAST3M. Le quatrieme chapitre
traite de la caractérisation du comportement thermo-mécanique des échantillons numériques.
Nous présentons les essais numériques réalisés. Puis, nous étudions l'influence de différents
parametres de la modélisation (maillage, conditions aux limites, etc.) sur les résultats de la
caractérisation, ainsi que la validité de certaines hypotheses, notamment celle qui consiste a
représenter les particules de fagon homogene. Nous proposons également une méthode originale
pour réduire les effets des conditions aux limites sur les champs solutions obtenus par la si-
mulation. Enfin, nous présentons les propriétés thermo-mécaniques effectives obtenues a partir
d’un groupe d’échantillons de plusieurs tailles et les distributions de contraintes dans la matrice
pour différents chargements élémentaires. Le quatrieme chapitre présente la modélisation par
changement d’échelles développée pour le combustible a particules afin d’estimer les hétéro-
généités des contraintes dans ses constituants. Deux voies ont été explorées : la superposition
de schémas d’homogénéisation, d'une part, et l'identification des parametres d’une approche
statistique de changement d’échelles, d’autre part. Le dernier chapitre fait la synthese de ces
résultats et présente les perspectives de la these.



Chapitre 11
Etude bibliographique

Ce chapitre propose une revue bibliographique des connaissances et des travaux portant sur
les matériaux composites, en particulier ceux a inclusions sphériques en forte proportion volu-
mique. Nous nous intéressons a la modélisation de leur comportement thermo-mécanique dans
le domaine de I'élasticité. La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la méthodologie
de la modélisation par changement d’échelles. Nous présentons la démarche générale de cette
modélisation dans le cadre du comportement thermo-mécanique, en détaillant les notions d’ho-
mogénéisation et de localisation, de volume élémentaire représentatif et les différents types de
conditions aux limites employés. La seconde partie présente quelques modeles de changement
d’échelles formulés dans le cadre de la mécanique linéaire et non linéaire. La troisieme partie est
consacrée a la modélisation géométrique de ce type de microstructure et a leur caractérisation
morphologique. Par « génération de microstructures », on entend deux choses :

— d’une part, générer un échantillon d’une microstructure de type inclusions/matrice, consti-
tuée d'un ensemble d’inclusions sphériques réparties aléatoirement dans l'espace. 1l s’agit
de tirer aléatoirement les coordonnées des centres des spheres en imposant une condition
de non interpénétration, on parle également de spheres dures. Cette étape aboutit a la
création d'un nuage de points définissant exactement la géométrie de I’échantillon si on
I’accompagne de la valeur du rayon des spheres.

— D’autre part, discrétiser cette géométrie par un maillage éléments finis afin de pouvoir
simuler son comportement a l'aide d'un code de calcul par éléments finis. Il s’agit de
mailler les deux milieux constituant 1’échantillon : les inclusions et la matrice. Plusieurs
techniques sont classiquement utilisées pour réaliser de tels maillages.

Nous présentons également dans cette partie quelques outils de caractérisation morpho-
logique permettant de décrire I'arrangement aléatoire des inclusions dans 'espace. Enfin, la
quatriéme partie propose une synthese de travaux portant sur la modélisation numérique du
comportement thermo-mécanique de composites a inclusions sphériques en général et sur les
combustibles nucléaires a particules en particulier.



CHAPITRE II. ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

II.1 Méthodologie de la modélisation par changement
d’échelles

I1.1.1 Principes et représentation du milieu hétérogene

Afin de construire des modeéles de comportement prédictifs, des efforts ont été entrepris
depuis plusieurs années pour prendre en compte le caractere hétérogene de la matiere a 1’échelle
microscopique dans la modélisation de son comportement macroscopique. La modélisation par
changement d’échelles consiste & substituer un Milieu Homogene Equivalent (MHE) a un milieu
hétérogene. Une telle modélisation permet :

— de simplifier la représentation du milieu hétérogene ;

— d’estimer le comportement de matériaux hétérogenes a élaborer ;

— d’améliorer le caractere prédictif des lois de comportement.

Les propriétés du MHE sont calculées a partir de celles des constituants du milieu hétérogene
et de parametres relatifs a sa morphologie. Le principe du changement d’échelles est d’établir
des relations entre les grandeurs physiques des deux échelles : 1’échelle microscopique du milieu
hétérogene et 1’échelle macroscopique du milieu homogene. Ces relations permettent, ensuite,
d’évaluer les propriétés effectives du milieu hétérogene. En pratique, elles sont établies sur un
Volume Elémentaire Représentatif (VER) du milieu hétérogene. Ce VER se définit comme
un volume « suffisamment » grand devant la taille des hétérogénéités de la microstructure et
« suffisamment » petit devant la taille caractéristique de la structure. En supposant ’existence
d’un tel volume, on définit le comportement effectif comme la réponse moyenne du VER a un
chargement moyen. En pratique, les Volumes Elémentaires (VE) étudiés ne sont pas toujours
représentatifs car leur réponse dépend du volume utilisé et du type de conditions aux limites
employées pour appliquer les chargements. On parlera alors de comportement apparent pour
désigner la réponse moyenne d'un VE soumis a un chargement moyen.

La démarche de modélisation par changement d’échelles se décompose classiquement en
trois étapes (ZAout, 2000) :

La représentation. Il s’agit de définir le milieu hétérogene étudié (dans notre cas, un com-
posite de type inclusions sphériques/matrice).

La localisation. Cette étape permet de déterminer les champs mécaniques, ou thermiques,
induits par un chargement moyen (échelle macroscopique), dans le VE (échelle microsco-
pique). On établit, ainsi, les relations de passage de ’échelle macroscopique a ’échelle
microscopique.

L’homogénéisation. Cette derniere étape permet, grace a I’analyse précédemment réalisée des
champs mécaniques ou thermiques au sein du VE, d’en déterminer la réponse moyenne.
On établit ainsi, les relations de passage de 1’échelle microscopique a 1’échelle macrosco-
pique et on en déduit ses propriétés apparentes.

La figure II.1 illustre la démarche de la modélisation par changement d’échelles. Détaillons,
maintenant, en quoi consiste chacune de ces étapes. Nous nous placerons dans le cadre de 1'élas-
ticité linéaire mais la démarche présentée est transposable a la thermique, ainsi qu’a d’autres
domaines de la physique.
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Volume Elémentaire
Représentatif VER)

Structure 4 .
0 . ¢

\
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Milieu Homogene
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J

Fig. I1.1 — Tllustration de la modélisation par changement d’échelles.

L’étape de représentation consiste a définir un VE du milieu hétérogene considéré. Concre-
tement, il s’agit de définir ses constituants et de préciser leur répartition et leurs propriétés.
Cette description achevée, il faut s’assurer que le VE obtenu est un VER du milieu hétérogene.
Le VER se définit comme un élément de volume de la structure, ou échelle macroscopique,
statistiquement représentatif du milieu hétérogene, ou échelle microscopique. En pratique, on
considere les différentes longueurs caractéristiques du probleme (ZAout, 2000) :

— d : la dimension caractéristique des hétérogénéités. Celle-ci ne doit pas étre trop petite
afin que I’hypothése de milieu continu demeure valide.

— L :la dimension caractéristique de I’échelle macroscopique, c’est-a-dire celle de la structure
a analyser.

— ¢ : la dimension du VER.

Par définition du VER, ces dimensions caractéristiques doivent vérifier la regle de séparation
des échelles :

— ¢ < L : condition nécessaire pour que le VER soit un point matériel de la structure;
— d < ¢ : condition nécessaire pour que le VER soit statistiquement représentatif du milieu
hétérogene.

Dans le cas de milieux périodiques, cette derniere regle n’a pas lieu d’étre vérifiée car le
VER peut se réduire a une cellule de base de I'arrangement périodique ; ’étape de représenta-
tion conduit alors a une description déterministe du milieu hétérogene (Zaout, 2000). Dans le
cas plus général des milieux aléatoires, la description des champs mécaniques, ainsi que celle de
la géométrie, ne peut étre déterministe : la détermination du VER se fait de maniere statistique.
Par exemple, bien que deux VE d’un milieu hétérogene aléatoire ne puissent étre géométrique-
ment identiques, leur comportement macroscopique doit étre le méme pour affirmer qu’il s’agit
de deux VER.
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I1.1.2 Localisation et homogénéisation

L’étape de localisation consiste a analyser le comportement du VE sous diverses sollicita-
tions. En mécanique, il s’agit de déterminer les champs « microscopiques » (ou locaux) g(z) et

o(z), induits au sein du VE par un chargement « macroscopique » (ou global) £, 3 donné.

Avant de poursuivre, nous rappelons que la moyenne volumique (A),, d'un champ A(z)
défini en tout point z d'un volume V' est donnée par :

1
(A), = m/VA(@dv. (IL1)

Par la suite, V' désigne le volume du VE étudié, dV son contour, n la normale extérieure a 9V
et z le vecteur position d'un point du VE. Les grandeurs £(z) et o(z) désignent, respectivement,
les déformations et les contraintes microscopiques. On définit les déformations £ et contraintes
X macroscopiques sur un volume V' comme les moyennes volumiques des champs microscopiques

cetag:
=(g), e Z=(g) . (IL2)

Les tenseurs d’ordre 4 reliant les champs microscopiques et macroscopiques sont appelés
tenseurs de localisation. On définit ainsi les tenseurs de localisation des déformations A et des
contraintes B tels que :

5

g(z) = Az)

=

et o(z)=B2): X (I1.3)

En combinant les définitions précédentes aux équations (I1.2), on montre que les tenseurs de
localisation A(z) et B(z) doivent vérifier I’égalité suivante :

(A), =1 et (B), =L (IL.4)

L’étape d’homogénéisation consiste a déterminer le comportement apparent du VE. Concre-
tement, il s’agit de calculer le tenseur d’élasticité, d’ordre 4, et noté C?**P, du VE. Deux ap-
proches peuvent étre utilisées pour définir ce tenseur : 'approche « mécanique », et I’approche
« énergétique » (ZAaoul, 2000).

L’approche mécanique définit C*PP comme le tenseur reliant directement la contrainte ma-
croscopique X a la déformation macroscopique £ :

T=C* :E. (IL5)

méca

L’approche énergétique définit C**P comme le tenseur reliant la moyenne de ’énergie de
déformation microscopique a I’énergie de déformation macroscopique :

ener

1 1
<—§ :C: §> =-E:C¥ : E, (I1.6)
2= =/v 2= =
ou C désigne le tenseur des rigidités défini en tout point du VE.

Se pose alors la question de savoir si ces deux définitions fournissent la méme valeur du
comportement apparent. La réponse est négative si I’on n’ajoute pas de conditions supplémen-
taires sur les champs de déformation et de contrainte. L’équivalence entre les deux approches

8
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est assurée par la condition de macro-homogénéité (aussi nommée condition de HILL), qui im-
pose I'égalité du travail macroscopique et de la moyenne du travail microscopique (BORNERT

et al., 2001a) : ) )
sleig), =3

Cette condition peut également s’exprimer par une condition sur les déplacements et les vecteurs
contrainte aux bords de V' (HAZANOV et AMIEUR, 1995) :

/av (u—Exz).(t—Ln)ds=o. (IL8)

Ainsi, pour assurer ’équivalence du comportement effectif entre les définitions mécaniques et
énergétiques, il faut vérifier des conditions particulieres sur les déplacements et les vecteurs
contrainte aux bords du VE, c’est-a-dire appliquer des conditions aux limites particulieres.

[S
(¥

(IL.7)

I1.1.3 Conditions aux limites (CL)

Plusieurs conditions aux limites vérifiant la condition de HILL (I1.8) peuvent étre appliquées.
Deux types de conditions aux limites sont classiquement proposés dans la littérature (ZAouUl,
2000; BORNERT et al., 2001a) : les conditions homogenes sur le contour (en déformation ou
en contrainte) et les conditions périodiques. 11 est également possible d’imposer des conditions
mixtes, portant a la fois sur les déformations et les contraintes.

Conditions aux limites de déformation homogéne sur le contour (CLDH)

Soit, éo une déformation macroscopique. Les CLDH consistent a imposer le vecteur dépla-
cement u sur le bord du volume, tel que :

u(z) = go.g YV € JV. (IL.9)

On vérifie alors que : £ = <§> = QO. Ce résultat se démontre en appliquant le théoreme de

\
flux-divergence et en utilisant la relation de compatibilité des déformations.

Conditions aux limites de contrainte homogéne sur le contour (CLCH)

Soit, ;0 une contrainte macroscopique. Les CLCH consistent a imposer le vecteur contrainte
t sur le bord du volume, tel que :

t(z) =a(z).n = ;0@ Vz € OV. (I1.10)

On vérifie alors que : ¥ = <g>v = ;0. Ce résultat se démontre a ’aide du théoreme de flux-
divergence et de I’équation d’équilibre statique en ’absence de forces de volume.

Conditions aux limites périodiques (CLP)

Soit QO une déformation macroscopique. Les CLP consistent a imposer le vecteur déplace-
ment u sur le bord du volume, tel que :

u(z) =Ez+u'(z) VzedV, (I1.11)

ou u/(z) est un champ de déplacement périodique, c¢’est-a-dire qu’il prend la méme valeur en
deux points homologues de dV. On impose également au vecteur contrainte t(z) = a(z).n

d’étre anti-périodique sur OV. On vérifie alors que : £ = <§>v = QO.
9
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Conditions aux limites mixtes

Les conditions aux limites mixtes visent a vérifier la conditions de HiLL (I.8) en imposant
des CL sur les déplacements et les vecteurs contraintes. Plusieurs types de conditions mixtes
sont proposées dans la littérature; on citera notamment les conditions mixtes « orthogonales
uniformes » (« orthogonal mixed uniform boundary conditions ») proposées par HAZANOV et
AMIEUR (1995) ou les conditions mixtes « normales » proposées par GELEBART et al. (2009).

Influence des conditions aux limites

En théorie, un VER est suffisamment grand pour que son comportement moyen ne dé-
pende pas des CL utilisées pour son chargement. En pratique, on observe que les résultats
obtenus sur des VE different selon les CL, mais que ces résultats convergent lorsque la taille
du VE étudié augmente et se rapproche de celle du VER (KANIT et al., 2003; Q1, 2006; KARI
et al., 2007). Cependant, cette convergence peut étre lente et il convient de toujours analy-
ser I'influence des CL sur le comportement apparent d'un VE. Ainsi, il est démontré que les
conditions homogenes CLCH et CLDH fournissent un encadrement du comportement apparent
(CHey < CwP < CHHp)! et que les CLP, ou des conditions mixtes, donnent une meilleure es-
timation des propriétés apparentes par rapport aux conditions homogenes (HAzZANOV et HUET,
1994; KANIT et al., 2003)>.

Les CLP sont ainsi largement utilisées pour analyser le comportement apparent de VE. Ces
conditions sont souvent appliquées a un volume géométriquement périodique ou des conditions
de symétrie sur la frontiere OV sont imposées. Il est possible de générer des microstructures
aléatoires par domaine en imposant une condition de périodicité géométrique afin de pouvoir
se placer dans ce cas (SEGURADO et LLORCA, 2002). Pourtant, les conditions périodiques
n’impliquent aucune restriction sur la géométrie de la microstructure du VE étudié¢ (OzZDEMIR
et al., 2008). On trouvera, en annexe C page 127, les détails pour I'application de CLP sur des
maillage périodiques et des maillages non périodiques.

I1.1.4 Expression du tenseur d’élasticité apparent

En appliquant des conditions aux limites respectant la condition de HILL, le comportement
apparent peut étre obtenu a partir de sa définition par I'approche mécanique (I1.5). En utilisant
la définition des tenseurs de localisation des déformations et des contraintes (I1.3), on peut faire
les développements suivants :

v

£=(g), E

=
I
o

(e, (5:2),

:<C:A:£>V :<S:B:§>V

=(C:A),: E =(S:B),: 2

=C": E = SP: 3, (I1.12)

!Cette relation d’ordre sur les tenseurs des rigidités porte sur les formes quadratiques associées :
VE  (E:Clon:E) < (E:CW:E) < (E:Chy:E).

~ 2]’estimation donnée par les CLP se situe « entre » les bornes fournies par les CLCH et CLDH.

10
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d’ou :

C*P = (C:A), et S*™P = (S : B),, (I1.13)
ot S = C~! désigne le tenseur des souplesses de la loi de comportement locale. Le comportement
apparent est donc entierement déterminé par la connaissance des tenseurs de localisation des

déformations ou des contraintes. La figure I1.2 résume la démarche de la modélisation multi-
échelles dans son ensemble.

Déformation macroscopique : Contrainte macroscopique :
imposée : E = E° L =(C:A),:E
E=(S:B), : % imposée : ¥ = X

g g
— = = &
o > > o
> = = >
S 2 gl
2| |5 g |2
= | 8 gl |2
©) = = ©)
Z 3 3 Z
an T
e(z) = Alz) : E° Lot pE o(z) = Clz) : Alx) : E°
— () - R(+) - 50 ) — 0

F1G. I1.2 — Schéma illustrant la méthode de changement d’échelles en mécanique lorsque 1’on im-
pose la déformation macroscopique (trajet bleu) ou la contrainte macroscopique (trajet rouge).
C désigne le tenseur des rigidités et S = C~! le tenseur des souplesses.

En notant ¢ I'indice de chaque phase du VE étudié et V; leur volume, on définit les champs
moyens par phase :

g = <§>v et g = <g>vi . (I1.14)

i

On associe a ces moyennes locales des tenseurs de localisation moyens par phase :

tels que :
g =AE et g =B :% (I1.16)
Le comportement apparent est obtenu grace a ’équation (I1.13), qui devient :
C*PP = Z Ci(ci : Az et SPP = Z CiSi : BZ’, (1117)

i=1 i=1

avec C; et S; les tenseurs des rigidités et des souplesses de la phase 7, ¢; sa fraction volumique
et n le nombre de phases. Enfin, dans le cas particulier d’un milieu hétérogene constitué d’une
matrice connexe et d’autres phases en inclusion, grace a 1’égalité sur la moyenne des tenseurs
de localisation (I1.4), on obtient, en notant m l'indice de la phase constituant la matrice :

CP=Cnp+Y c(Ci—Cp):A; et S =S, +> ¢(S;—Sn) B (IL.18)

=2 =2

11
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I1.1.5 Analogie en thermique

La démarche décrite précédemment peut étre entreprise pour la modélisation multi-échelles
de la conduction de la chaleur. La propriété effective, ou apparente, recherchée est alors le
tenseur des conductivités thermiques. On peut observer les correspondances suivantes entre :

— le champ de température T'(z) et le champ de déplacements u(z) ;

— le champ de gradient de température g(z) = V(T'(z)) et le champ de déformations g(z) ;

— le champ de flux de chaleur ¢(z) et le champ de contraintes g(z);

— le tenseur des conductivités thermiques A(z) traduisant la loi de comportement locale (loi

de FOURIER) et le tenseur des rigidités C(z).

Les vecteurs gradient de température et flux de chaleur macroscopiques sont définis comme

la moyenne volumique des méme grandeurs microscopiques :

G=(g), e 2=(9) . (I1.19)

On définit les tenseurs de localisation du gradient de température et du flux de chaleur,
notés respectivement a et b, par :

glz)=a(x): G et  ¢(z) =b(z): 2. (I1.20)

Le tenseur des conductivités thermiques apparent, noté A", relie les grandeurs macrosco-
piques :
¢ =-A"PG. (I1.21)

Il peut étre obtenu en appliquant des conditions aux limites analogues aux conditions méca-
niques.
Conditions aux limites de gradient de température homogéne sur le contour (CLGH)

Soit G° un gradient de température macroscopique homogene. Les CLGH consistent & im-
poser la température 1" sur le bord du volume telle que :

T(x)=G"z VzecoV. (11.22)
On vérifie alors que G = <g>v =G,

Conditions aux limites de flux de chaleur homogéne sur le contour (CLFH)

Soit ®° un flux de chaleur macroscopique homogene. Les CLFH consistent & imposer le flux
scalaire ¢ = ¢.n sur le bord du volume tel que :

q(z) =2°n  Vz e V. (I1.23)

On vérifie alors que ¢ = <Q>V = "

Conditions aux limites périodiques (CLP)

Soit G° un gradient de température macroscopique homogene. Les CLP consistent & imposer
la température T sur le bord du volume telle que :

T(z)=Gz+T(z) VzedV. (11.24)
ot T'(z) est un champ de température périodique. On impose également au flux scalaire ¢ = ¢.n
d’étre anti-périodique sur 0V. On vérifie alors que G = <g>v =G°.

12



I1.2. PRESENTATION DE QUELQUES MODELES ANALYTIQUES DE CHANGEMENT
D’ECHELLES

I1.1.6 Remarques sur la notion de VER

Le VER est difficile a définir car il est fonction, en particulier, de la propriété étudiée. Diffé-
rents criteres sont fréquemment employés pour dimensionner le VER dans le cas des propriétés
thermo-mécaniques. Un VER doit étre tel que :

— ses propriétés moyennes n’évoluent plus lorsque ses dimensions augmentent ;

— son comportement moyen est indépendant des conditions aux limites appliquées;

— son comportement moyen est identique pour différentes réalisations (différents tirages

aléatoires de la microstructure).

Cette approche conduit a analyser I’évolution des propriétés apparentes de VE de taille
croissante et de tester différentes conditions aux limites. Fixer la taille du VER en choisissant
un VE satisfaisant toutes ces conditions peut s’avérer difficile et conduire a des VER de grande
dimension (FOREST, 2004).

Une alternative est de mettre en ceuvre une approche statistique en réalisant plusieurs VE
de plus petites dimensions et en postulant que le comportement effectif du milieu hétérogene
étudié peut étre estimé en effectuant une moyenne statistique des comportements apparents de
I'ensemble de ces réalisations. Une telle approche a été entreprise par KANIT et al. (2003).

En définitive, la taille du VER est, bien entendu, fonction du milieu étudié (morphologie,
fractions volumiques, répartition spatiale des différentes phases, etc.), des propriétés de ses
constituants, ainsi que du contraste de propriétés entre ses constituants et, aussi, de ce que I'on
cherche a modéliser : comportement thermique, mécanique élastique ou non linéaire.

I1.2 Présentation de quelques modeles analytiques de
changement d’échelles

I1.2.1 Modeles analytiques en élasticité linéaire

En élasticité linéaire, il est possible d’établir une expression analytique des tenseurs de lo-
ca