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▼② t❤❛♥❦s ❣♦ ✜rst t♦ ♠② ❛❞✈✐s❡r ❏❡❛♥✲❉❛♥✐❡❧ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❢♦r ❛❧❧ ❤✐s ❤❡❧♣✱ s✉♣♣♦rt ❛♥❞
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❍✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❤✉♠♦r ❤❡❧♣❡❞ ♠❡
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❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛❜❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❝♦♥str✉❝✲
t✐✈❡ ❛❞✈✐❝❡s t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥❞ ■ t❤❛♥❦ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❆tt❛❧✐✱
▼✐❝❤❡❧ ❇❛r❧❛✉❞✱ ❇❡r♥❤❛r❞ ●❡✐❣❡r✱ ❛♥❞ ❆♥❞ré ▲✐❡✉t✐❡r ❢♦r t❤❡✐r t✐♠❡✱ ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts
❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ ■ ✇❛s ❤♦♥♦r❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ ♠② P❤✳❉ ❝♦♠♠✐tt❡❡✳
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❡tr② ✇✐t❤ ❤✐s ❢❛♥t❛st✐❝ ❝❧❛ss❡s ❛t ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ s✉❣❣❡s✲
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❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛③❛❧s ❛♥❞ ❘❛♣❤❛ë❧❧❡ ❈❤❛✐♥❡ ❢♦r t❤❡✐r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■✬♠
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉❡❧❛❣❡✱ ❙❡❜❛st✐❡♥ ▲♦r✐♦t ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❙❛❜♦r❡t✳
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P✐❡rr❡✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❆❧❡①✐s✱ ❏❛♥❡✱ ◗✉❡♥t✐♥✱ ▼❛r✐❡✱ ❈❛♠✐❧❧❡✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ❙t❡✈❡✱ P❡❞r♦✱ ▼❛♥✉❡❧✱
▲✐♦♥❡❧✱ ▼❛r✐❛✱ ❙❛♣♥❛✱ ❊♠✐❧✐❡✱ ❋❧♦r❡♥❝❡✱ ❍é❧♦✐s❡✱ ❉♦❜r✐♥❛ ❛♥❞ ❈é❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❢❛♥t❛st✐❝
②❡❛rs ❛t ❈ôt❡ ❞✬❆③✉r✳ ❚❤❛♥❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ●❡♦♠❡tr✐❝❛ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡✐r ❤❡❧♣ ❛♥❞ s②♠♣❛t❤②✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❤❡❛rt✲❢❡❧t ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ t♦ ✇❤♦♠ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥
✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞✳ ▼② ♣❛r❡♥ts ❞❡s❡r✈❡ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r ❧♦✈❡✱ ✐♥s❡♣❛r❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞
❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t❀ t❤❛♥❦ ②♦✉✳ ❲♦r❞s ❢❛✐❧ ♠❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ ❖♠✐❞ ❢♦r ❤✐s
❞❡❞✐❝❛t✐♦♥✱ ❧♦✈❡ ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡✳ ■ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ ❤✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡
❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t♦ ❤✐♠ ■ ❛♠ ❡①tr❡♠❡❧② ❣r❛t❡❢✉❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❡✈❡r②❜♦❞② ✇❤♦ ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♠② ❛♣♦❧♦❣② t❤❛t ■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ ♣❡rs♦♥❛❧❧② ♦♥❡ ❜②
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s❝✐❡♥❝❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s✉❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❋r♦♠ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❚✱ ▼❘■✱ ♦r ♦t❤❡r
s②st❡♠❛t✐❝ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❝♦♥t♦✉rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥s ♠❛② ❜❡
❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥ s❧✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❤✉♠❛♥
♦r❣❛♥s✳ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❣❛♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐❛❣♥♦st✐❝
❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ ✸❉ ✉❧tr❛s♦♥✐❝
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤
❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✭♦r❣❛♥✮✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠② ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤r❡❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s r❡❧❛t❡❞ t♦
s✉❝❤ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥
❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ♦r ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✐❞
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦❢t✇❛r❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❝✐t❡ ❜r✐❡✢② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦♠❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❝✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢❡✇ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞
♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
✭❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜② t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s♦♠❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✮✳ ❆❧s♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤✐❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✳
❈❤❛♣t❡r ✶ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛♥❞ ✐s♦t♦♣✐❝✮ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t ✸❉
s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❚❤❡s❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❆❇▼✵✾❪✳

✐✈



■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤
♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐s
♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛
❜❡tt❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♠♣❧❡①
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❱♦r♦♥♦✐ ❞✉❛❧✐t② ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇●✾✸❪ t❤❛t ✇❛s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❛❞✲
❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❥✉st✐❢② t❤✐s str❛t❡❣② ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s
♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ●❡♦♠❡tr② Pr♦❝❡ss✐♥❣
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✹✳✺ ■♥✢❛t✐♥❣ t❤❡ ❙♣✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶ ❙t❡♣ ✶ ✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❊❛❝❤ ❈❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ✳ ✾✵

✺✳✷ ❙t❡♣ ✷ ✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ●r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s✳ ✳ ✾✶

✸ ❚❤✐r❞ ▼❡t❤♦❞✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ▼❡t❤♦❞ ✶✵✶

✶ ❉✐s❝r❡t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❙tr✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✷ Pr✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♠♣❧❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦ ✶✷✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✷✼

✈✐✐✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ s❤❛♣❡ O ❢r♦♠
❛ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ O ✭♣❛rt✐❛❧ ❞❛t❛✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛✐❞❡❞ ❞❡s✐❣♥✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣
❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ ♦♥❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❤✐❣❤❧②
♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② s❝❛♥♥❡rs t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥
♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✱ ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✱ ❤❛s
❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬❉❡②✵✼❪
❛♥❞ ❬❈●❨✵✹❪ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡②✳

❆♥♦t❤❡r ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ●❡♦♠❡tr✐❝ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢
r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
♦r s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✲
t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ▼❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞
✭♠✉❧t✐✲❛①✐❛❧✮ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥✳

✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ✜rst ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳

❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣②

■♥ ♠❛♥② t❛s❦s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t ♦❜❥❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧❡✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱
✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛rts ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ s❧✐❝❡s✳ ❚❤❡s❡ s❧✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮✱ ❝♦♠✲
♣✉t❡r t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮✱ ♦r ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❧✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠
s❧✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❚ ❛♥❞ ▼❘■ ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r s✉r❣❡r② ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡r❛♣② ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ❬●❡✐✾✸❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✈♦❧✉♠❡tr② ✐♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❬❍❉▼+✾✻❪
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦❢ ❝❡❧❧s ❬▼▲P✽✽❪✱ ❬▼▲❇✵✺❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡
❢r♦♠ ❬▼▲❇✵✺❪✳

✶



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬▼▲❇✵✺❪ ✭✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮✿ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❛
❛♥❞ ❜✮✱ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❝ ❛♥❞ ❞✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✽ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝✉t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛s t❤❡ ❝✉ts ❛r❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡✱ ❧✐✈✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ st✉❞✐❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧②
♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s❧✐❝❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡r✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡s✳ ❆ ✈❡r② ♥♦✈❡❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛❧❧❡❞ ❙✐♥❣❧❡
P❧❛♥❡ ■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣r♦✈✐❞❡s s❧✐❝❡s ❜② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡
✭❛ ❧✐❣❤t s❤❡❡t✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❧✐✈✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❧✐❝❡s ♦❢
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳✶

❙P■▼ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❚❤❡ ❙P■▼ ✭❙✐♥❣❧❡ P❧❛♥❡ ■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡✮ ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣② ▲❛❜♦r❛t♦r② ✐♥ ●❡r♠❛♥② ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵✹ ❬❍❙❉+✵✹❪✳
■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛♥❞ r❛✐s❡s s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐❝s✱ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝
❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ ♠♦r❡ ♠❛t✉r❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♦r ♠✉❧t✐✲♣❤♦t♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣❡s✱ ❙P■▼ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡✿
❛ ❧✐❣❤t s❤❡❡t ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❧✐❣❤t
s❤❡❡t ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✭❝✉tt✐♥❣✮ ♣❧❛♥❡ ❝❛♥
❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛♥❞ r♦t❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❢✉r♥✐s❤❡s ❛ st❛❝❦ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❙P■▼ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ ❝❛♥❝❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❍♦✇✲

✶❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ P✐❡rr❡ ❲❡✐ss ✭■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✮ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❙P■▼ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

✷
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✭♦❢ ❣✐❧❧s ♦❢ ❛ ✜s❤ ❡♠❜r②♦✮✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙P■▼
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❇❈▼❈P ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❯▼❘✺✵✽✽✮✳

❡✈❡r✱ ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ❤❡❛✈② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ✐ts ❢✉❧❧❡st✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❧✐❝❡s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙P■▼ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ str✉❝✲
t✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧②
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ✜rst st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛t ❞❡t❡❝t ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡✳

❲❡ ❝❛✉t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ❢♦r
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ♠❛♥✉❛❧ ❡❞✐t✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤♦✇ ♥♦✐s②
t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✐❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❢r❡❡❤❛♥❞ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✳

❋r❡❡❤❛♥❞ ✸❉✲❯❧tr❛s♦✉♥❞

❋♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✵ ②❡❛rs✱ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s ♣r♦✈❡❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ st❛❣✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✭✸❉❯❙✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ②❡❛rs✱ ✐t ✇❛s ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ✐ts ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s②st❡♠s
t❤❛t ✸❉❯❙ ❛tt❛✐♥❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ s❡r✐♦✉s❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛♥② ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥②
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❡♥♦r♠♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡❤❛♥❞ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞✲❤❡❧❞ ♣r♦❜❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✲
♠✐t❡s ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♣✉❧s❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❡❝❤♦s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t✐♠✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✷❉ ❣r❛② s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐♥
t❤❡ s❝❛♥ ♣❧❛♥❡✳ ❆ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s♦r ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡✳

♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✭❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❡ ✐s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❢r❡❡❤❛♥❞
✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✸❉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥ ❢r♦♠ ❛ s❡r✐❡s ♦❢
✷❉ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♠❛❣❡s✳

✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ♦❢ ♣❡r✐♥❛t❛❧ ♠❡❞✐❝❛❧
s♦♥♦❣r❛♣❤②✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡②
♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❑▼❆+✵✼❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✭❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s✉r✈❡②✮
s❤♦✇s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡t❛❧ ❢❛❝✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❲❡❜✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡t❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇❡st
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s❛r❝❤ ❡①❛♠✐♥♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞
✐s ♥♦t ②❡t ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡♥❛t❛❧ ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❞✐❛❣♥♦st✐❝ t♦♦❧s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s✲
❡❛s❡✱ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❤✐❣❤✲r✐s❦ ❢❡t✉s❡s✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❡❧♣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✐❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r

✹
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✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦❢t✇❛r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬❑▼❆+✵✼❪ ✭✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮✿ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡t❛❧ ❢❛❝✐❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥✳

P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr②

❆♥♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭P■❱✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✢✉✐❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
r❡❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ✐s s❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✢♦✇
❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣✉❧s❡❞ s❤❡❡ts
♦❢ ❧✐❣❤t ❛t ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ✜❧♠
♦r ♦♥ ❛ ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛ ❛rr❛② ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬Pr❛✵✵❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❖t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✢♦✇s ❛r❡ ▲❛s❡r ❉♦♣♣❧❡r ✈❡❧♦❝✐♠❡tr② ❛♥❞ ❍♦t✲✇✐r❡ ❛♥❡♠♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P■❱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t❤❛t P■❱ ♣r♦❞✉❝❡s t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r
✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❛ ♣♦✐♥t✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ P■❱ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡s ❢♦✉r ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

✶✳ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t t❡st✲s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ s❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡s❀

✷✳ ❆ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✭❧❛s❡r✮ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭♣❧❛♥❡ ♦r ✈♦❧✉♠❡✮❀

✺
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ P❛rt✐❝❧❡ ■♠❛❣❡ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ❙②st❡♠✳

✸✳ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✱ ♦r ✜❧♠✱ ♦r ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛t❡s❀

✹✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ✸❉ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❝❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ▼❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r P■❱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❙❨■▼✾✾❪✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r ♠❡t❤♦❞✱ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❘●P❙✵✺❪ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬■▼✵✻❪✱ ❡t❝✳

●❡♦❧♦❣②✴●❡♦❣r❛♣❤②

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rr❛✐♥ ❢r♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❡❧❡✈❛✲
t✐♦♥ ❞❛t❛ ❬❍❙❙✵✸❪✱ ❬❙❏✵✺❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✱ ❛♥❞ ♦❢ ✐♥✈❡rt❡❜r❛t❡ ❢♦ss✐❧s ❢r♦♠ s❡r✐❛❧ ❣r✐♥❞✐♥❣ ❞❛t❛
❬❍❏❚✾✺❪✱ ❬◆✉❧✾✽❪✳ ❙✉❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t♦❧♦❣② ❛♥❞ s❡✐s✲
♠♦❧♦❣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❡rr❛✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥t♦✉rs
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❍❙❙✵✸❪✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡st❡❞ ✭❛♥❞ ♥❡✈❡r ✐♥t❡rs❡❝t ❡❛❝❤♦t❤❡r✮✳

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦♥❛r② ❆rt❡r✐❛❧ ❚r❡❡

▲❡t ✉s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦r♦♥❛r② ❛rt❡r✐❛❧ tr❡❡✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐st ♦❢ t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✻
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬❍❙❙✵✸❪ ✭✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❡rr❛✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❢r♦♠ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❝♦♥t♦✉rs✳

♦❢ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❛ s♣❛rs❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦st ♦❢ ❡①✐st✐♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢❛✐❧ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦r♦♥❛r②
❛rt❡r② ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❛t❤ ❛♥❞ ❞✐s❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❛rt❡r✐❡s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✐♥ ✈❛s❝✉❧❛r ❞✐s❡❛s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss❡ss♠❡♥t✳

❆♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❛rt❡r✐❡s✱
✈❡✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛rt ❝❤❛♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❛ r❛❞✐♦✲♦♣❛q✉❡ ❝♦♥tr❛st ❛❣❡♥t ✐♥t♦
t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ✢✉♦r♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s ❛ ✸❉ ✈✐❡✇ ✭✐♠❛❣❡✮ ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡ ♦❢ ✸❉ ❛♥❣✐♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❢♦r
t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ✈❛s❝✉❧❛r ❛❜♥♦r♠❛❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ s❧✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣② t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s
❢r♦♠ ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉ts ✭s❧✐❝❡s✮ ♦❢ t❤❡ ✸❉✲✐♠❛❣❡✳

✷✳ P❡r❢♦r♠ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡✳

✸✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①tr❛❝t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳

✼
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✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❖❜❥❡❝t ✭❜✮ ❉❛t❛ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

✭❝✮ ■♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❞✮ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❇✵✽❪✳

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍▼❘✾✸❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s ❬❈▼✵✸❪ ❜② ❈❤❡♥ ❛♥❞ ▼♦❧❧♦✐ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❝♦♠♣❧❡① s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✐♥♥✐♥❣✱ s❦❡❧❡t♦♥ ♣r✉♥✐♥❣
❛♥❞ tr❡❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉
✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❜② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤
❛s ▼❛r❝❤✐♥❣✲❝✉❜❡ ♦r ▲❡✈❡❧✲s❡ts✱ s❡❡ ❬❆❊■❘✵✸❪ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉♥t✐❧
♥♦✇✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛♥❞ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❡❧♣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✇♦r❦ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✶✹ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✳

✽
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●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ P♦✐♥t ♦❢ ❱✐❡✇

❆♥♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✐s ❢r♦♠ ❛ ♣r♦♣❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛
d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (d−1)✳ ❋✐♥❞✐♥❣
❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢
♦❜❥❡❝ts ♦r ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆❞❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❤❡❛rt✮✳ ■♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛t s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s✱
♥♦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❝❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❜❡❢♦r❡ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✉♥♦r❣❛✲
♥✐③❡❞ ♣♦✐♥t s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✳ ❚♦ ❣✐✈❡
♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧②
♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ✭t❤❡ ✐♥♣✉t✮✳

❈❧♦s❡❞ ❇❛❧❧ Pr♦♣❡rt② ❚❤❡ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t s❡ts
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ❙❤❛❤ ❬❊❙✾✼❪ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈❧♦s❡❞ ❇❛❧❧ Pr♦♣❡rt②✳
▲❡t O ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ S ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ♣r♦♣❡rt②
st❛t❡s t❤❛t ❡✈❡r② d✲❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts S ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ O t❤❛t ✐s ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♦r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ d✲❜❛❧❧✳ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ❙❤❛❤
♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ S✱
❝❛❧❧❡❞ Del|O(S)✱ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s O✳

ǫ✲s❛♠♣❧❡s ❆♠❡♥t❛ ❛♥❞ ❇❡r♥ ❬❆❇✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ǫ✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✲
✐♥❣ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆ ✜♥✐t❡ s❡t S ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ O ❢♦r♠s ❛♥ ǫ✲s❛♠♣❧❡ ♦❢ O ✐❢ ❡✈❡r②
♣♦✐♥t p ♦❢ O ✐s ❝❧♦s❡r t♦ S t❤❛♥ ǫd(p,▼❆(O))✱ ✇❤❡r❡ ▼❆(O) ✐s t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ O ✭❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❆♠❡♥t❛ ❛♥❞ ❇❡r♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ S ✐s ❛ ǫ✲s❛♠♣❧❡
♦❢ O✱ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ǫ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❈❧♦s❡❞ ❇❛❧❧ Pr♦♣❡rt② ♦❢ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ❙❤❛❤
✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ Del|O(S) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s O✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
Del|O(S) ❧✐❡s ❛t ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ǫ2c(O) ❢r♦♠ O✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c(O) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②
♦♥ O✳

❙❡❝t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞ ❉❛t❛

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡ O✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛
s❛♠♣❧❡ S ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♦r t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❝♦♥t♦✉rs✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦
❛♣♣❧② ♣r♦✈❛❜❧② ❣♦♦❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s t♦ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ Del|O(S) t❤❛t ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ O✱ ✐❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

✾



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

▲❡t ✉s st✉❞② t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆s t❤❡ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t b
♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ P ❢♦r♠s ❛ t❤✐♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ P ✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ♣r♦♣✲
❡rt②✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❤✐♥ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ✇✐t❤ O s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱
❡✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✉♥✈❡r✐✜❛❜❧❡ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❜❛❧❧ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠✐❧❛r ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆ ✷❉ s❤❛♣❡ O ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✐s ❝✉t ❜② t✇♦ ❧✐♥❡s ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✳ ❚❛❦❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ O ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ✭r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ♦❢ ♣♦✐♥ts a✱ b ❛♥❞ c ✐♥t❡rs❡❝t O
✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡ts✳

■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ✇✐t❤ ǫ−s❛♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ 2✲s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳

✷ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✷❉
❛♥❞ ✸❉✳ ❋❡✇ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✷❉ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ❧✐♥❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈♦❧❧ ❛♥❞ ❙❡❧❧❛r❡s ✐♥ ❬❈❙✵✶❪ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❚❤❡
t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣ ✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❙✐❞❧❡s❦②✱ ❇❛r❡q✉❡t ❛♥❞ ●♦ts♠❛♥ ❬❙❇●✵✻❪ st✉❞✐❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✷❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡♥✱

✶✵
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✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r✲❝❡❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣ ✶✵ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬❙❇●✵✻❪✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❋♦✉r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ ✐♥♣✉t✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❙❇●✵✻❪ ✭✜❣✉r❡ t❛❦❡♥
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮✳

✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦♣♦❧♦❣② r❡♠❛✐♥❡❞ ♦♣❡♥✳ ■♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇♦r❦ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✷❉
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ✸❉✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ❛s ✐t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❆ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡r✐❛❧
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s❧✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐❞❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ✐s t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤❛♣❡ ❝✉t ❜② ❛ s❡r✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♣❧❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❧✐❝❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❧❛♥❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭♦r s❡r✐❛❧✮
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ s✉r✈❡② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ♠❛② ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s ✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✸❉ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts s❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
♦r ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ♦r ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢❡✇ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✇✐❧❧ ❜❡
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✭❛✮ P❛r❛❧❧❡❧ s❡r✐❛❧ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡s

✭❜✮ ◆♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ s❡r✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❝✮ ❯♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝✉t✲
t✐♥❣ ♣❧❛♥❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✶



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✷✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ❙❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❣r♦✉♣s✿ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤

■♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ③❡r♦✲s❡t ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✸❉ ❛r❣✉♠❡♥t
✭✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s✮ ♦r ❛s ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✸❉ s♣❛❝❡ ✭♣❛r❛♠❡tr✐❝
s✉r❢❛❝❡s✮✳

■♠♣❧✐❝✐t ❙✉r❢❛❝❡s ✿ ■♥ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛②
❜❡ t❤❡ ③❡r♦✲s❡t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬❈❖▲✾✻❪✱ ❬❉❛✵✷❪✱ ❬❇r❛✵✺❪ ❛♥❞ ❬▼❇▼❇✵✻❪✳

P❛r❛♠❡tr✐❝ ❙✉r❢❛❝❡s ✿ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❇✲
s♣❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❜② ❬P❑✾✻❪ ❛♥❞
❬P❚✾✻❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬P❛r✵✺❪ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❇✲s♣❧✐♥❡ s✉r❢❛❝❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝✐t❡ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❬●●❑✵✻❪ ♦❢ ●❛❜r✐❡❧✐❞❡s ❡t ❛❧✳ t❤❛t
❝❛♥ ❝r❡❛t❡ s♠♦♦t❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✳

❚❤❡ ✈♦①❡❧✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✐s♦s✉r❢❛❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ✸❉ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s✳ ❲❡ ❝❛♥
❝✐t❡ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❈✉❜❡s ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▲❈✽✼❪✱ ❛♥❞ ✭❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞✮ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ ❬◆❍✾✶❪✮✱
t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡s✱ ❜✉t ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s✳

❚✐❧✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✭❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇r❛♥❝❤✐♥❣✮

■♥ ❛ t✐❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✳
▼♦st ♦❢ t✐❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ♣♦❧②❣♦♥s✳
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡✲str✐♣s t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✳

■♥ ▼❡②❡rs✬ P❤✳❉✲t❤❡s✐s ❬▼❡②✾✹❪✱ ♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t✐❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❣r♦✉♣s✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ Pr♦❜❧❡♠ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❡❝t✐♦♥s✳
❆ ❝♦♠♠✉♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❛s ❬❊P❖✾✶❪
❛♥❞ ❬❈P✾✹❪✱ ✐s t♦ s✉♣❡r♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡♠ ❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣✳

✶✷



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✱ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✳

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✱ t❤❡ ❝❡♥✲
tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♥✲
t♦✉rs✳ ❙✐♥❝❡ ❑❡♣♣❡❧✬s ✇♦r❦ ❬❑❡♣✼✺❪ ♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs✱
♥✉♠❡r♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥t❡r✲s❧✐❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ s❧✐❝❡s✳ ▼♦st ♦❢ ❢♦r♠❡r ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs
❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✭tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦sts✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❬❑❡♣✼✺❪ ❜② ❑❡♣♣❡❧ ♠❛①✐♠✐③❡❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥✈❡① ❝♦♥t♦✉r s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐t ❢♦r ❝♦♥❝❛✈❡ s❡❣♠❡♥ts✳
❚❤✐s ✇❛s s♦♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❋✉❝❤s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❋❑❯✼✼❪✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❡❞❣❡ ✐♥ ❬❈❙✼✽❪✱ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ❬●❉✽✷❪✱ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛❞✐✐ ♦❢ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❝✐r❝❧❡s ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ✭❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✮ ✐♥ ▼❡②❡rs✬ P❤✳❉ t❤❡s✐s ❬▼❡②✾✹❪✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♠
♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❡❞❣❡ ♣❛rts ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❬❲❲✾✹❪✳
▼♦r❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬❉P✾✼❪ ❛♥❞ ❬❩s❡✵✺❪✳

▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs ✇❤✐❝❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛ ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❝❛s❡s✱
t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✳

❇r❛♥❝❤✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❈❙✼✽❪✱ ❈❤r✐st✐❛♥s❡♥ ❛♥❞ ❙❡❞❡r✲
❜❡r❣ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡ ❛❧❧ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t♦✉r ✉s✐♥❣
♥❡✇ ❡❞❣❡s ❝❛❧❧❡❞ ❜r✐❞❣❡s✳ ■♥ ❬❊P❖✾✶❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t♦✉r ✐s
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥✈❡① s✉❜❝♦♥t♦✉rs✳ ❬❈P✾✹❪ r❡❞✉❝❡s ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❛
s❡r✐❡s ♦❢ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝❛s❡s ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ s❧✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s❧✐❝❡s✳

❙♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss ✇❛s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❬❇♦✐✽✽❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇❛❥❛❥ ❡t ❛❧✳ ❬❇❈▲✾✻❪✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛tt❡♠♣t t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡
❝♦♥t♦✉rs ✐♥ ❡✈❡r② s❧✐❝❡ ❛r❡ t♦t❛❧❧② ✉♥r❡str✐❝t❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❇❛r❡q✉❡t ❛♥❞ ❙❤❛r✐r ❬❇❙✾✻❪
s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❤❛s❤✐♥❣✳

❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥t♦✉r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣
♣♦✐♥ts ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❜② ❙❤❛♥t③ ✐♥ ❬❙❤❛✽✶❪✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❬❈P✾✹❪✱ ❬❇●✾✸❪✳ ✭■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❥✉st✐❢② t❤✐s ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s✳✮ ▲❛t❡r✱
❇❛r❡q✉❡t ❡t ❛❧✳ ❬❇●▲❙❙✵✹❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ♠❡❞✐❛❧
❛①✐s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❧✐❝❡s✳

✶✸
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❆ ❝♦♠♠✉♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥
❝✐t❡ ❬❖P❈✾✻❪✱ ❬❈P✵✶❪✱ ❬❲❍▼❲✵✻❪✳

❉❡❧❛✉♥❛②✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ ❜② ❇♦✐ss♦♥♥❛t ✐♥ ❬❇♦✐✽✽❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✳
❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♠✐❧❛r s❡❝t✐♦♥s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦✐s✲
s♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r ✐♥ ❬❇●✾✸❪✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣♦✐♥ts ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♥t♦✉r✱ ❛s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❤❛✽✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s
❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❙♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡r✐❛❧
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❚❈❈✾✹❪ ❛♥❞ ❬❈❉✾✾❪✳ ❙♦♠❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛s ❬❉❱❆+✾✻❪✱ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❧❛❜s✳

■♥ ❬❇❈❉❚✾✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦✉t♣✉t s❡♥s✐t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ♣♦✐♥ts t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✱ ✐♥ O(n log(n) + t)
t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ s❡r✐❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❆ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❬❇●✾✸❪ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

■♥ ✶✾✾✼ ✐♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬❉P✾✼❪✱ ❉❛♥❝❡ ❛♥❞ Pr❛❣❡r ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
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♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❬❇▼✵✼❪✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❇●✾✸❪ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✷ ❯♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❙❡❝t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞
✭✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞✮ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✲❝✮✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s✉❝❤ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐s ❛ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥
♠❛♥② ✜❡❧❞s✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ✈❡r② r❡❝❡♥t❧② t❤❛t t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
❆ ✈❡r② ✜rst ✇♦r❦ ❬P❚✾✹❪ ❜② P❛②♥❡ ❛♥❞ ❚♦❣❛ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡❛s② ❝❛s❡s ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❬❇●✾✸❪✱ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡r✐❛❧ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ❬❉P✾✼❪ ❛♥❞ ❬❇▼✵✼❪✳ ❙♦♠❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❬▲❇❉+✵✽❪
❛♥❞ ❬❇❱✵✾❪ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛❜❡❧ s❡❝t✐♦♥s ✭♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✮✳ ❇❛r❡q✉❡t ❛♥❞
❱❛①♠❛♥✬s ✇♦r❦ ❬❇❱✵✾❪ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬▲❇❉+✵✽❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ str❛✐❣❤t s❦❡❧❡t♦♥s ♦❢
♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝✐t❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✇♦r❦ t❤❛t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ▼♦st ♦❢

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✿ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❢t❡❞
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♦♥t♦ t❤✐s ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✳ ❚✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❢
t❤❡✐r ❧✐❢ts ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✳

❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ♦❢
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐❢ t❤❡✐r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦✈❡r❧❛♣✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r✱ ▲✐✉
❡t ❛❧✳ ❬▲❇❉+✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ✭■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❏❲❈+✵✺❪✳✮ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r st❡♣ ✇❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇▼✵✼❪✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s ✜rst ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✮✳ ❚✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥
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t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
s❡❝t✐♦♥s✳ ✭■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r
s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳✮

✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡s✐s

▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍❡r❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r✳

✸✳✶ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t O ⊂ R
3 ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∂O✮ ♦❢ ❝❧❛ss C2✳ ❚❤❡

♠❛♥✐❢♦❧❞ O ✐s ❝✉t ❜② ❛ s❡t P ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t t♦ ∂O✳ ❋♦r ❛♥② ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡ P ∈ P✱ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ O ∩ P ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠✲
❡tr② ♦r t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t O ❢r♦♠ t❤❡ ❣✐✈❡♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
R ♦❢ O s✉❝❤ t❤❛t R ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ O ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ R ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐♥ P ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✭t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✮✳

✸✳✷ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈✉tt✐♥❣ P❧❛♥❡s

❲❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ R

3 ✐♥t♦ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢
t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ O t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ OC := O∩C
❢♦r ❛❧❧ ❝❡❧❧s C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣✐❡❝❡s ✇✐❧❧ ❝♦♥❢♦r♠
t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❣❧✉❡ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ k ♣❧❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ O(k3)
t✐♠❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊❞❡✽✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡❛s②
✇❛② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳

❙❡❝t✐♦♥s✿ ■♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ C✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡
f ♦❢ C✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t O ✇✐t❤ f ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
r❡❣✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ s❡❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳

✶✻



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❆ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ O ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛
❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❡❧❧ ❤❛s ✶✹ s❡❝t✐♦♥s✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ C ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✭♦♥ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦r ❢❛❝❡s ♦❢ C✮ ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ S ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∂S ❛♥❞ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡s✱ ❝❛❧❧❡❞
s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♥❡st❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ SC ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ C✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ SC ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❡❝t✐♦♥✲♣♦✐♥t✳

✸✳✸ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✐s ✐♥ O ✐❢ ✐t ❧✐❡s ✐♥ SC ✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦✇ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t x ✐♥s✐❞❡ C ❜❡❧♦♥❣s t♦ O ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ∂C ✭t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C✮✿

❆ ♣♦✐♥t x ∈ C ✐s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ ∂C ✐s ✐♥ SC ✳

❉✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C✮ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢②
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❢❛✈♦r✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ♦r t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛rs❡
❞❛t❛ ✭❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ∂C✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤
♣♦✐♥t a ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A✱ t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts x ∈ C t❤❛t ❤❛✈❡ a ❛s t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t
✐♥ ∂C ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ a t♦ ✐ts ❧✐❢t ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts [a, lift(a)] ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t a
✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✳ ❇② t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ✐❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✲♠✐❞❞❧❡✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥ ❡❛❝❤
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ♦r ♥♦t ✐♥ SC

✶✼
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♣❧❛② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C t♦ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ C✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞
✐ts s❡❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜✲
❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❣✉❛r❛♥t❡❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ O ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✷✲❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥
♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ C ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st
♣♦✐♥t t♦ x ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ A✳ ❆ ♣♦✐♥t x ∈ C ✐s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′

C ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥❡❛r❡st
♣♦✐♥ts ✐♥ ∂C ✐s ✐♥ SC ✳ ❇② t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✲r✐❣❤t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✿ ▲❡❢t✮ ❯♥❦♥♦✇♥ ❖❜❥❡❝t
✐♥ ❜❧✉❡✳ ▼✐❞❞❧❡✮ ❋✐rst ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥ r❡❞✳
❘✐❣❤t✮ ❙❡❝♦♥❞ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t ✐♥ ❣r❡❡♥✱ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ r❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤
s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠
♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✳

❆♥♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤✐s ❱♦r♦♥♦✐✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐ts ❞✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛②✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❱♦r♦♥♦✐ ❞✉❛❧✐t②✱ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞
●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇●✾✸❪ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t✐♦♥s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ t✇♦ ✜rst ♠❡t❤♦❞s✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ∂C ❛♥❞ ❛ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▲❡t G✱ G′ ❛♥❞ G′′ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ▼❡t❤♦❞s
✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ G ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G′✱ ❛♥❞ G′ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G′′✱
✐✳❡✳✱ G ⊆ G′ ⊆ G′′✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r s❡❝t✐♦♥s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✳
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■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✜rst ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦t✐✲
✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛r❡ q✉✐t❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦r♦♥❛r② ❛rt❡r✐❛❧ tr❡❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❢♦r ❛ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✳

✭❛✮ ❋✐rst r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❜✮ G✿ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡
✜rst ♠❡t❤♦❞

✭❝✮ ❙❡❝♦♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞

✭❞✮ G
′✿ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞

✭❡✮ ❚❤✐r❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❢✮ G
′′✿ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ♦❢

t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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✸✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❲❡ ❧✐st t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡❧♦✇✿

❋✐rst ▼❡t❤♦❞

❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳
❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r
t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ❛♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ O✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✐s♦t♦♣✐❝✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ s✉♠♠❡r② ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿

▲❡t O ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∂O✱ ❛s ❛ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

3✳ ▲❡t ▼❆(∂O) ❜❡ t❤❡
♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂O✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✮ ✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧
♣❛rt✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▼❆i(∂O)✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ O ❛♥❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
▼❆e(∂O)✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ R

3 \ O✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ O ✐s ❝♦♥✈❡① t❤❡♥ ▼❆e(∂O) ✐s ❡♠♣t②✳

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ▼❆i(∂O) ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s O✱
✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss C2✳ ✷

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ■♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂O✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ r❡❛❝❤C(O) ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ O ❢r♦♠ ✭t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢✮ ✐ts ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✱ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ C ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ C✱

✷❚❤✐s ❞♦✉❜❧❡✲s♠♦♦t❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♦❢✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ∂O ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C1,1 ✭✐✳❡✳✱ ✐t
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠❛❧ s❛t✐s✜❡s ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ r❡tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ O t♦ ▼❆i(∂O) ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ▲✐❡✉t✐❡r✬s
✇♦r❦ ❬▲✐❡✵✹❪✳

✷✵



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❞❡♥♦t❡❞ ❜② hC ✱ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ C t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✭✇❤✐❝❤ ✐s
❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ C✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

• ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂O ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡O ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡R✱ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧
❛①✐s ♦❢ ∂O ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ O ❧✐❡s ❡♥t✐r❡❧② ♦✉ts✐❞❡ R✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ∂R s❡♣❛r❛t❡s t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂O✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭C1✮ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ hC < r❡❛❝❤C(O)✳

❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ●✉❛r❛♥t❡❡s ✿ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡ O✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡s✿

❈❛s❡ ■✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❯♥✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❇♦❞✐❡s ✇✐t❤ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s✿
❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✲
✈❡① ❜♦❞✐❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳

❈❛s❡ ■■✮ ✷❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✐♥❡✲❙❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s ✿
❚❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦✛❡rs t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ ✷❉ ✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✱ ❛♥❞ R ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛♥❞ ✐s♦t♦♣✐❝✮
t♦ O✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

• ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O✳ ▼♦r❡
❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

✭C2✮ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱

hC <
1

2

(
1 − sin(α)

)
r❡❛❝❤C(O),

✇❤❡r❡ α ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s t♦
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

✷✶
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❘❡♠❛r❦✿ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉❡♥s✐t②
❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② s❡❡♠s t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✳ ❙✐♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
✐❢ ❛ ❝✉t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ♦r❣❛♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✷❉ ✉❧tr❛s♦♥✐❝
✐♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s ✭s❡❡ ❬❘♦✉✵✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✮✳

▼❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✱
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛♥❞ ✐s♦t♦♣✐❝✮ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡
O✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t ✸❉ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ s✉❝❤
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❙❡❝♦♥❞ ▼❡t❤♦❞

❯s✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s
♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② R′ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst
♠❡t❤♦❞ R✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ▼♦st ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❢❛✐❧ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ O ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠✲
♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ❛r❡
✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h′
C ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡

♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ C t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ A ✇❤♦s❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s x✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ t✇♦ ♥❡✇ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✿

r❡❛❝❤i(O) := min
m∈▼❆i(∂O)

d(m,∂O) and r❡❛❝❤e(O) := min
m∈▼❆e(∂O)

d(m,∂O).

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s r❡❛❝❤i(O) ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
r❡❛❝❤e(O)✳ ❚❤❡ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ r❡❛❝❤i(O) ❛♥❞
r❡❛❝❤e(O)✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❛
❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ♦♥❧② ❜② r❡❛❝❤e(O)✳

✭C ′1✮ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t h′
C < r❡❛❝❤e(OC).

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✭C ′2✮ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r
❛♥② s❡❝t✐♦♥ A ♦❢ C✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ∂OC ∩ V(A) ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A ✐s ❛t

✷✷
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❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ r❡❛❝❤i(OC) ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ A✳ ▼♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ A✱ ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡
♦❢ A✱ ♠♦✈❡s ♦❢ ❛t ♠♦st r❡❛❝❤i(OC)✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧
t♦ ∂O✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r tr❡❡✲
❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s ✭❜r❛♥❝❤❡s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡
❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡s✱ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s h′

C < cot(α) r❡❛❝❤C(O).

❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ●✉❛r❛♥t❡❡s ✿ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥ R′

C ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛s OC ✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●✉❛r❛♥t❡❡s ✿ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t②
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ dH(O,R′) ≤ maxC h′

C ✱
✇❤❡r❡ α ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s t♦
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❡♥s✉r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
R′ ❛♥❞ O✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

✭C ′3✮ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✿

h′
C <

1

2

(
1 − sin(α)

)
r❡❛❝❤C(O)

✇❤❡r❡ α ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s t♦
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ cot(α) ≥ 1

2

(
1− sin(α)

)
❢♦r α ≤ π

2 ✱
t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳✮

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s ✭▼❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✿ ■❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐❢②
t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t R′ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛♥❞ ✐s♦t♦♣✐❝✮ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ O✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✉♥❞❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r tr❡❡✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡s✳

❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛② ❉✉❛❧✐t② ✿ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✐s t❤❛t ❛ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣✐♥❡✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s
R′✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r R′ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
❝♦♥t♦✉rs ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡❛s② ✇❛② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s

✷✸
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t❤❛t ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ✭■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ O ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳✮ ❲❡
t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t
❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇●✾✸❪ t❤❛t ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t
♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❥✉st✐❢② t❤✐s str❛t❡❣②
❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✿

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ C ❧✐❡s
♦♥ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ✭❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✮ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝❡s ♦❢ C ♦♥t♦ f ✳ ✭❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s✱ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s
♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❡✳✮ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡✳ ❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❙♦ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤✐r❞ ▼❡t❤♦❞

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇●✾✸❪ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✲
♦r❣❛♥✐③❡❞ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
t✇♦ ✜rst ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❈✰✰✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈●❆▲ ❧✐❜r❛r② ❬❈●❆❪✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
s♦❧✐❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳
❆ ♥✐❝❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s
✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦❢t✇❛r❡✳
❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❜r✐❞❣❡ ❢r♦♠ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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✹ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❡r♠✐♥♦❧♦❣②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ●✐✈❡♥ ❛ s✉❜s❡t X ♦❢ R
d✱ int(X)✱ X̄✱ ❛♥❞ ∂X✱ st❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r✱

❝❧♦s✉r❡✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ X✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❙❡t ❉✐✛❡r❡♥❝❡✮ ❋♦r t✇♦ s❡ts A ❛♥❞ B✱ t❤❡ s❡t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ A \B ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s✿

A \ B = { x : x ∈ A and x /∈ B }.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❉✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡ts ♦❢ R
n✮ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t p ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t X ♦❢

R
n✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ p t♦ X ✐s ❞❡♥♦t❡❞ d(p, X) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

d(p, X) = inf{d(p, q), q ∈ X}

■❢ X = ∅✱ t❤❡♥ d(p, X) ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ d(p, X) ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
d(p, X) = 0 ✐✛ ✭✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✮ p ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ X̄ ♦❢ X✳

●✐✈❡♥ t✇♦ s✉❜s❡ts X ❛♥❞ Y ♦❢ R
n✱ t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✐s

dH(X, Y ) = max{sup
p∈X

d(p, Y ), sup
q∈Y

d(q, X)}

◆♦t❡ t❤❛t dH(X, Y ) = 0 ✐✛ X̄ = Ȳ ✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭▼❡❞✐❛❧ ❆①✐s✱ ▼❡❞✐❛❧ ❇❛❧❧s✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t ♦❢ R
n✳ ❋♦r ❛❧❧

♣♦✐♥t x ∈ R
n✱ δ(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ S t♦ x✱ ✐✳❡✱

δ(x) = {y ∈ S, d(x, y) = d(x, S)}

❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ S✱ ♥♦t❡❞ ▼❆(S)✱ ✐s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ R
n

t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ S✱ ✐✳❡✳✱

▼❆(S) = {x ∈ R
n, |δ(x)| ≥ 2}.

❋♦r ❛ ♣♦✐♥t m ∈ ▼❆(S)✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ♦❢ m ✐s t❤❡ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t m ♣❛ss✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t✭s✮ ♦❢ δ(m)✳ ❙✐♥❝❡ δ(m) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ S
t♦ m✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ♦❢ m ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ S✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
s✉❜s❡ts ♦❢ R

n✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ S ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❞✐❛❣r❛♠✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❛♥❞ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s✮ ▲❡t S ❜❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ R

n✱ ✐✳❡✳ S = {si}i∈I ✱ ✇❤❡r❡ I ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ si ✐s ❛
❝❧♦s❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ R

n✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳

❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ si ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ Rn t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ si t❤❛♥ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r
sj ✱ j ∈ I✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ S ✐s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ R

n ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ♦❢
si✱ i ∈ I✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❘❡❛❝❤✮ ❋♦r ❛ ♣♦✐♥t p ∈ R
n✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ❛t p✱ ❛♥❞

✇r✐t❡ d▼❆(S)(p)✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ p t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ S✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ S ✐s
t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ♦✈❡r S ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ▼❆(S)✿

r❡❛❝❤(S) = inf{d▼❆(S)(p), p ∈ S}

❆s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❋❡❞✺✾❛❪✱ r❡❛❝❤(S) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ S ✐s C1,1✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠❛❧ s❛t✐s✜❡s ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✹✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣② Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❍♦♠♦t♦♣②✮ ❆ ❤♦♠♦t♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g ❢r♦♠
❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ X t♦ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ Y ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥
H : X × [0, 1] → Y s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts x ∈ X✱ H(x, 0) = f(x) ❛♥❞ H(x, 1) = g(x)✳ f
✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦ g ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❜❡t✇❡❡♥ f ❛♥❞ g✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❍♦♠♦t♦♣② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ❚✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣s f : X → Y ❛♥❞
g : Y → X s✉❝❤ t❤❛t g ◦ f ✐s ❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛♣ idX ❛♥❞ f ◦ g ✐s ❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦
idY ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❍♦♠♦t♦♣② ●r♦✉♣s✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ●r♦✉♣✮ ▲❡t X ❜❡ ❛ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛
❜❛s❡ ♣♦✐♥t x0 ∈ X✳ ▲❡t Si ❞❡♥♦t❡ t❤❡ i✲s♣❤❡r❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ i ≥ 1✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜①❡❞ ❛
❜❛s❡ ♣♦✐♥t b✳ ❚❤❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣ ♦❢ X ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t x0✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
πi(X, x0)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❛♣s f : Si → X t❤❛t ♠❛♣ t❤❡
❜❛s❡ ♣♦✐♥t b t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t x0✳

❚❤✉s ✐❢ X ✐s ♣❛t❤✲❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ πi(X, x0) ✐s✱ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t x0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ πi(X, x0) ✐s ♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ t♦
πi(X)✳

▲❡t X ❜❡ ❛ ♣❛t❤✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣ ♦❢ X✱ π1(X)✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ X✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❙✐♠♣❧②✲❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❙♣❛❝❡s✮ ❚❤❡ ♣❛t❤✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✐♠♣❧②✲
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ✐ts ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ ✐s tr✐✈✐❛❧✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❲❡❛❦ ❍♦♠♦t♦♣② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ❆ ♠❛♣ f : X → Y ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❡❛❦
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② f ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✱ f∗ : πi(X) → πi(Y )✱ ❢♦r i ≥ 0✱ ❛r❡ ❛❧❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡
t❤❛t ❛♥② ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s ❚❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r ♠❛♣s
❜❡t✇❡❡♥ ❈❲✲❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s ❚❤❡♦r❡♠✮ ■❢ ❛ ♠❛♣ f : X → Y ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈❲✲
❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥❞✉❝❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s f∗ : πi(X) → πi(Y ) ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 0✱ t❤❡♥ f ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭✭❙tr♦♥❣✮ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr❛❝t✮ ▲❡t X ❜❡ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Y ✳ ❆ ❤♦♠♦✲
t♦♣② H : Y × [0, 1] → Y ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ✭str♦♥❣✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t ♦❢ Y t♦ X ✐❢✿

• ❋♦r ❛❧❧ y ∈ Y, H(y, 0) = y ❛♥❞ H(y, 1) ∈ X✳

• ❋♦r ❛❧❧ x ∈ X, H(x, 1) = x✳

• ✭❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X, H(x, t) = x✳✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❍♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❚✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝
✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣ h : X → Y s✉❝❤ t❤❛t h−1 ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ t❤❡
♠❛♣ h ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ X t♦ Y ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭■s♦t♦♣②✮ ❚✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s X ❛♥❞ Y ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
d ❛r❡ ✐s♦t♦♣✐❝

✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣ i : [0, 1]×X → R
d s✉❝❤ t❤❛t i(0, .) ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦✈❡r X✱

i(1, X) = Y ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② t ∈ [0, 1]✱ i(t, .) ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ X ♦♥t♦ ✐ts ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡
♠❛♣ i ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐s♦t♦♣② ❢r♦♠ X t♦ Y ✳

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✱ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦♦❦s ✐♥ t♦♣♦❧♦❣②
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦✈❡r✮ ▲❡t X ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ X
✐s ❛ s♣❛❝❡ C t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣ φ : C → X s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
x ∈ X✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ x✱ s✉❝❤ t❤❛t φ−1(U) ✐s ❛ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥
♦❢ ♦♣❡♥ s❡ts ✐♥ C✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ♦♥t♦ U ❜② φ✳ ❆ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r ✐❢ ✐t ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳

▲❡♠♠❛ ✶ ✭▲✐❢t✐♥❣ Pr♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦✈❡r✮ ▲❡t X ❜❡ ❛ ✭♣❛t❤✲✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ X̃ ❜❡ ✐ts ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r✱ ❛♥❞ φ : X̃ → X ❜❡ t❤❡ ♠❛♣ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❝♦✈❡r✐♥❣✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛♥② s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ f : Y → X ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣✳
●✐✈❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts x̃ ∈ X̃ ❛♥❞ y ∈ Y ✇✐t❤ φ(x̃) = f(y)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠❛♣ g : Y → X̃ s♦ t❤❛t φ ◦ g = f ❛♥❞ φ(y) = x̃✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ X̃✳

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ s♣❤❡r❡s Si ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s i ≥ 2 ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✇❡ ♠❛② ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡✳
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❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❋♦r ❛♥② ✭♣❛t❤✲✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡ X ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r X̃✱ ✇❡ ❤❛✈❡ πi(X̃) =
πi(X) ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳

❲❡ ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♠❛♣ hi : πi(X) → Hi(X)✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
[α] ∈ πi(X) ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② α : Si → X✱ hi([α]) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❝❧❛ss ♦❢ Si ✐♥ Hi(S

i) ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛♣ α∗ : Hi(S
i) → Hi(X)✱ ✐✳❡✳✱ hi([α]) = α∗(1)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭❍✉r❡✇✐❝③ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❚❤❡♦r❡♠✮ ❚❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❛♥❞
❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐❝✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r X s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♠❛♣ hi : πi(X) → Hi(X)
✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢♦r t❤❡ ✜rst i ✇✐t❤ πi ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② Hi✮ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳

✷✽



❈❤❛♣t❡r ✶

❋✐rst ▼❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✸✲
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✮ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

3 ❢r♦♠ ✐ts ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s S ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s P ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t x ∈ P ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ S✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
str❛t❡❣②✿ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t x ∈ R

3 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢✮
✐ts ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t✭s✮ ✐♥ P ❜❡❧♦♥❣s t♦ S✳ ❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲✐✉
❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t✳

✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t ❉❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ C ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❈❡❧❧✳ ❋♦r ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ C✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ f ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② VC(f)✱
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ C t❤❛t ❤❛✈❡ f ❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st ❢❛❝❡ ♦❢ C✱ ✐✳❡✳✱

VC(f) = { x ∈ C | d(x, f) ≤ d(x, f ′), ∀ face f ′ of C }.

❲❤❡r❡ d(., .) ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ VC(f) ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ C ❢♦r♠s
❛ t✐❧✐♥❣ ♦❢ C✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ C✳

❲❡ ✇r✐t❡ ∂VC(f) ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ VC(f)✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ∂VC(f) ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝❡s f ♦❢ C ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ C✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② VorSkel(C)✳ VorSkel(C) ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C t❤❛t ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❢❛❝❡s ♦❢ C✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ C ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞❡① C ❛♥❞ ✇r✐t❡ V(f)✱ ∂V(f)✱ ❡t❝✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ C ❜② t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ VorSkel(C)✳
▲❡❢t✮ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ OC ✳ ❘✐❣❤t✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭◆❡❛r❡st P♦✐♥t✮ ❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t x ✐♥ C✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C t♦ x ✐s
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ❢❛❝❡ f ♦❢ C✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
npf (x)✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts t♦ x ✐♥ ∂C ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② NpC(x)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
x /∈ VorSkel(C)✱ NpC(x) ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ❛♥❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦♠❡t✐♠❡s ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ ✐♥❞❡① f ✱ ❛♥❞ ❜② np(x) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ NpC(x)✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ C✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t RC ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝tRC ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts x ✐♥ C s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t np(x) ❧✐❡s ✐♥ SC ✱ ✐✳❡✳✱ NpC(x)∩SC 6= ∅✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ SC ✐s ❡♠♣t②✱ RC ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ❛s ✇❡❧❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭▲✐❢t ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ▲❡t x ∈ C ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ C✳
❚❤❡ ❧✐❢t ♦❢ x ✐♥ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② liftC(x) ✭♦r s✐♠♣❧② lift(x) ✐❢ C ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡❞✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞
t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ∂VC(f) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❣♠❡♥t [x, lift(x)] ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ f ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ lift(x) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ∂VC(f) t❤❛t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧②
♣r♦❥❡❝ts t♦ np(x) ♦♥ f ✳

❚❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts X ⊆ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② lift(X)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts lift(x) ❢♦r
x ∈ X✱ ✐✳❡✳✱ lift(X) := { lift(x) |x ∈ X }.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L : C → VorSkel(C) t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ C t♦ ✐ts ❧✐❢t ✐♥ VorSkel(C) ✇✐❧❧
❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❋♦r ❛♥② Y ⊂ VorSkel(C)✱ L−1(Y ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t
♦❢ ♣♦✐♥ts x ∈ C s✉❝❤ t❤❛t lift(x) = y ❢♦r s♦♠❡ y ∈ Y ✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t RC✳ ■❢ SC = ∅✱ t❤❡♥ ❛s ✇❡ s❛✐❞
❜❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t x ∈ C✱ np(x) /∈ SC ✱ ❛♥❞ s♦ RC ✐s ❡♠♣t②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t A ∈ SC ❜❡
❛ s❡❝t✐♦♥ ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ C✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t a ∈ A✱ t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts x ∈ C
t❤❛t ❤❛✈❡ a ❛s t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t [a, lift(a)] ❥♦✐♥✐♥❣ a t♦ ✐ts ❧✐❢t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts [a, lift(a)] ❢♦r

✸✵



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋■❘❙❚ ▼❊❚❍❖❉ ❆◆❉ ❘❊▲❆❚❊❉ ❚❖P❖▲❖●■❈❆▲ ●❯❆❘❆◆❚❊❊❙

❛ ♣♦✐♥t a ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✱ ✐✳❡✳✱

RC =
⋃

A∈SC

⋃

a∈A

[a, lift(a)] = L−1(lift(SC)).

◆♦t❡ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥VorSkel(C)✱
t❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥RC ✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦✈❡r✲
❧❛♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s RC ♦✈❡r
❛❧❧ ❝❡❧❧s C ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R✳

❘❡♠❛r❦ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧✲
t✐❧❛❜❡❧ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡❝♦♥✲
str✉❝t ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts (n−1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❆ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬▲❇❉+✵✽❪ s❤♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❛❜❡❧ s❡❝t✐♦♥s ❡①❛♠♣❧❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t✱ ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t
♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❥❛❣❣❡❞ ❛♥❞ ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛s ✐t ✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❞❡s✐r❡❞✳ ❆ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ s❤♦✉❧❞
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ RC ✱ ❛s ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✳ ❚❤❡ ❜❡❧♦✇ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬▲❇❉+✵✽❪ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t R✳ ▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t ✈❡r② ❜r✐❡✢② ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡✇ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ✇✐t❤ ❏❡❛♥✲❉❛♥✐❡❧ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ❍❡❧✐♦ ▲♦♣❡③✳

✶✳✶ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

▲❡t P1, . . . , Pk ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❧❡t S1, . . . , Sk ❜❡ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ O✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r R

3 ✇❤♦s❡ ③❡r♦✲s❡t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡s
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s Si✱ i = 1..k✳

✸✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬▲❇❉+✵✽❪ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ Pi ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥ fi ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ Si✱ ❛♥❞ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥s✐❞❡ Si ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡
♦✉ts✐❞❡ Si✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ f|C ♦❢ f t♦ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡❧❛❜❡❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ C ❛r❡
P1, . . . , Pm✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ✇r✐t❡ Fi = C ∩ Pi ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡t ♦❢ C s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② Pi✱ i = 1, . . . ,m✳
▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ C✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ Pi✱ i = 1..m✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ xi ♦❢ x ♦♥t♦ Pi

❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② hi(x) = g(‖x−xi‖)✱ ✇❤❡r❡ g ✐s ❛ ♥♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ✇r✐t❡
wi(x) = 1/hi(x) ❛♥❞ w(x) =

∑m
i=1 wi(x)✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡

f|C(x) =

m∑

i=1

wi(x)

w(x)
fi(xi)

❚❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❙❤❡♣❛r❞✬s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❬❙❤❡✻✽❪ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✶✳ ■❢ ❛❧❧ fi✱ i = 1..k✱ ❛r❡ ♦❢ ❝❧❛ss C∞ t❤❡♥ f|C ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C∞✳

✷✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t 0 ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ f|C ✱ f−1
|C (0) ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C∞✳

✸✳ f|Fi
= fi ❛♥❞ f−1

|C (0) ∩ Fi = ∂Oi ∩ Fi✳

❋r♦♠ Pr♦♣❡rt② ✸✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✐❢ x ❜❡❧♦♥❣s t♦ t✇♦ ❝❡❧❧s C ❛♥❞ C′✱ f|C(x) = f|C′(x)✳
❍❡♥❝❡✱ h ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r R

3✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②✱ f ✐s ♦❢
❝❧❛ss C∞ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

✸✷
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❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t 0 ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ f ✱ f−1(0) ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C∞ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤
❝❡❧❧ ❜✉t ♦♥❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ hi(x) = ‖x − xi‖ ✭✐✳❡✳ g ✐s
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❧❛t✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ fi ❛♥❞ hi✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ t♦ ∂Si ❢♦r fi ❛♥❞ hi(x) = ‖x−xi‖ ✭✐✳❡✳ g ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✮✳ ❇✉t ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛❧s♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r g✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ❢♦r s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f−1(0) ✿ ❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ f−1(0) ✉s✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❝✉❜❡ ♦r t❤❡ ❈●❆▲ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❲❡
❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈●❆▲ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ❬❇❖✵✺❪ ❛♥❞ ❬❘❨✵✾❪✳

❲❡ ✜rst s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ∂Si✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ O ❛♥❞ t❤❡♥ s❛♠♣❧❡ ∂Si✱ i = 1..k✳✶ ▲❡t
E ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✇r✐t❡ Ei = E ∩ Pi✳ ❲❡ st♦r❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ Pi t❤❡
✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ Ei✱ ❞❡♥♦t❡❞ V(Ei)✳

❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤❡r ✇✐t❤ E✳ ❲❡ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ f
❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t x ∈ R

3✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t❤❛t s✉♣♣♦rt ❛ ❝❡❧❧ C(x) t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s x✳ ■t ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ xi ❛♥❞ t❤❡ wi(x)✳ ❆ s✐♠♣❧❡ O(k2)✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ x ♦♥t♦
t❤❡ k ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ s❛② xi✱ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ♥♦ ♦t❤❡r ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡
Pj ✱ j 6= i✱ ❝✉ts t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t [x, xi]✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡s fi(xi)✳ ❯s✐♥❣ V(Ei)✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ Ei ❝❧♦s❡st t♦ x✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥
t❤❡♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✐❢ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✹
❛♥❞ ✶✳✺✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ s❡❣♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ [−3,+3] × [−3,+3]✳
❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❤❛♣❡ Rf = {x ∈ R

3, f(x) ≤ 0}✳

❈❛s❡ ♦❢ hi = ‖x − xi‖
n ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ✿ ❲❤❡♥ hi = ‖x − xi‖
n ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ n ✇❡ ❤❛✈❡✿

f|C(x) ≃ fj(xj) s✉❝❤ t❤❛t wj(x) = maxi wi(x)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ‖x − xj‖ = mini(‖x − xi‖)✱
❛♥❞ xj ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t
Rf ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬▲❇❉+✵✽❪✳

❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss C∞ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛s
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r R t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

✶❲❡ r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✿ SS = [−1,+1]×−3✱ SN = [−1,+1]×+3✱ SW = −3×[−1,+1]✱
SE = +3×[−1,+1]✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ fi ✐s t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❜♦✉♥❞❛r②✳
▲❡❢t ✿ hi(x) = ‖x − xi‖✳ ▼✐❞❞❧❡ ✿ hi = ‖x − xi‖

2✳ ❘✐❣❤t ✿ hi = ‖x − xi‖
10✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ fi ✐s t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❜♦✉♥❞❛r②✳ ▲❡❢t
❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✿ hi(x) = ‖x − xi‖

2✳ ❘✐❣❤t ✿ hi = ‖x − xi‖
10✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞

♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

✸✹
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✷ ●✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r t✇♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
R ❛♥❞ O ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛♥❞ ✐s♦t♦♣✐❝✮✳ ▲❡t ✉s
✜rst ✐♥❢❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ RC ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ L : RC → lift(SC) ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❆ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡
❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡tr❛❝ts RC ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ♦♥t♦ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ tr✐✈✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡tr❛❝ts ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t
[a, lift(a)] ♦♥t♦ lift(a) ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

✷✳✶ ❋✐rst ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t O✳ ❖✉r
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♥♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭▼❡❞✐❛❧ ❆①✐s ♦❢ ∂O✱ ■♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❊①t❡r♥❛❧ ❘❡tr❛❝ts✮

✲ ❈♦♥s✐❞❡r ∂O ❛s ❛ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R
3✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢

∂O✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▼❆(∂O)✱ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛rt✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ▼❆i(∂O)✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ O ❛♥❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
▼❆e(∂O)✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ R

3 \ O✳

✲ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡tr❛❝t mi : ∂O → ▼❆i(∂O) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t x ∈ ∂O✱
mi(x) ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ O ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
x✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ ∂O✱ mi(x) ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ r❡tr❛❝t
me : ∂O → ▼❆e(∂O) ✿ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t x ∈ ∂O✱ me(x) ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❜❛❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ R

3 \ O ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ x✳ ❋♦r ❛♥② x ∈ ∂O✱ me(x)
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✐s ✉♥✐q✉❡ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡ m(a) ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t ✐♥
{mi(a),me(a)}✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ ▼❆(∂O) ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s
t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢

▼❆i(∂O) ⊂ R and ▼❆e(∂O) ⊂ R
3 \ R .

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ∂R s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂O✳
✭❚❤❛t ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳✮

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C✱ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ∂RC s❡♣❛r❛t❡s
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂OC ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡
❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭▼❡❞✐❛❧ ❛①❡s ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ❇② ▼❆i(∂OC) ✇❡ ❞❡✲
♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ OC ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ ∂OC ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❡ts ▼❆i(∂OC) ❛♥❞ ▼❆i(∂O) ∩ C ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱
▼❆e(∂OC) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ C \ OC ✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡❞✐❛❧ ❛①❡s ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡tr❛❝t mi,C : ∂OC → ▼❆i(∂OC) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❋♦r ❛ ♣♦✐♥t x ∈ ∂OC ✱ mi,C(x) ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ OC

✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ x✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ r❡tr❛❝t me,C : ∂OC →
▼❆e(∂OC)✿ ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t x ∈ ∂OC ✱ me,C(x) ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜❛❧❧ ❡♥t✐r❡❧②
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ C \ OC ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ x✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x ∈ ∂O ∩
C✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts [x,mi,C(x)] ❛♥❞ [x,me,C(x)] ❛r❡ s✉❜s❡❣♠❡♥ts ♦❢ [x,mi(x)] ❛♥❞ [x,me(x)]
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂O ❛t x✳
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▲❡♠♠❛ ✷ ✭❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❘❡str✐❝t❡❞ t♦ C✮ ■❢ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✲
✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ▼❆i(∂OC) ⊂ RC ❛♥❞ ▼❆e(∂OC) ⊂ C \ RC✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✐✳❡✳✱ ▼❆i(∂OC) ⊂ RC ✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt✳ ▲❡t m ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ▼❆i(∂OC)✳ ▲❡t B(m) ❜❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t m ✇❤✐❝❤
♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts t♦ m ✐♥ ∂OC ✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✿

• ❊✐t❤❡r✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts t♦ m ✐♥ ∂OC ❛r❡ ✐♥ ∂O✱ s❡❡ m1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
m ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ▼❆i(∂O)✳ ❚❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ▼❆i(∂O) ⊂ R✱ ❛♥❞ s♦
m ∈ RC = R∩ C✳

• ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts t♦ m ✐♥ ∂OC ✐s ❛ ♣♦✐♥t a ✐♥ s♦♠❡ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✱
s❡❡ m2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ■❢ a ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ A✱ t❤❡♥ s✐♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs
∂OC ✐s ♥♦♥✲s♠♦♦t❤✱ a ❧✐❡s ✐♥ ▼❆i(∂OC) ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ m✱ ❛♥❞ m = a ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✐♥
RC ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t a ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ A✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❛❧❧ B(m) ✐s
t❛♥❣❡♥t t♦ A ❛t a✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t [a,m] ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ A✳ ❙✐♥❝❡ B(m) ∩ ∂C = ∅✱
m ❛♥❞ a ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ C✳ ❚❤✉s✱ a ∈ SC ✐s t❤❡
♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C t♦ m✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ RC ✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t m ∈ RC ✳ ✷

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s t♦ ♠✐♥❞
✐s t♦ r❡tr❛❝t ♣♦✐♥ts ♦❢ ∂O t♦ ∂R ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆ ♣♦✐♥t x ∈ ∂O ✇❤✐❝❤
❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ R ❝❛♥ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s mi(x) ∈ R ❛♥❞ st♦♣ ✇❤❡♥ ∂R ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆ ♣♦✐♥t x ∈ ∂O
✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ R✱ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ me(x) ❛♥❞ st♦♣ ✇❤❡♥ ∂R ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❛ t❤❡♦r❡♠ ❜② ❲♦❧t❡r ❬❲♦❧✾✷❪✱ s✐♥❝❡ ∂O ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss C2✱ t❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡tr❛❝t✐♦♥ ✐❢ ❡❛❝❤ ♥♦r♠❛❧ ✐♥t❡rs❡❝ts ∂R ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱
∂O ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦ ∂R ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧②✳ ❇✉t ❛ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t R ♠❛② ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ✭✇✐t❤ ❝❛✈✐t✐❡s✮✱ s♦ t❤❛t ❛ ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂O ✐♥t❡rs❡❝ts ∂R ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ s✉❝❤ ❛ r❡tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t
♦❢ O ♦♥t♦ R✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛
s✐♠✐❧❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t ♦❢ O ♦♥t♦ ❛ s✉❜s❤❛♣❡ ♦❢ R ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡✮✳ ❙❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

✷✳✷ ●✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ OC

❛♥❞ RC ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ RC ❛♥❞ OC

✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ C✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts ✿

✸✼



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋■❘❙❚ ▼❊❚❍❖❉ ❆◆❉ ❘❊▲❆❚❊❉ ❚❖P❖▲❖●■❈❆▲ ●❯❆❘❆◆❚❊❊❙

✭■✮ ■❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ RC✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ OC✳ ▲❡t
A ❛♥❞ A′ ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ RC ✳ ▲❡t γ ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ RC t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts
❛ ♣♦✐♥t a ∈ A t♦ ❛ ♣♦✐♥t a′ ∈ A′✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t a
❛♥❞ a′ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ OC ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s γ ❥♦✐♥s t✇♦
♣♦✐♥ts ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC ✱ ✐t ✐♥t❡rs❡❝ts ▼❆e(∂OC)✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ ⊂ RC ✱ s✐♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷ ✇❡ ❤❛✈❡
▼❆e(∂OC) ∩RC = ∅✳

✭■■✮ ■❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ OC✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ RC✳ ▲❡t A
❛♥❞ A′ ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t K ♦❢ OC ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥♦♥✲s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ ∂OC ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ∂A ❛♥❞ ∂A′ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ▼❆i(∂OC)✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ▼❆i(∂OC) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❬▲✐❡✵✹❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ γ ✐♥
▼❆i(∂OC) ∩ K t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts ❛ ♣♦✐♥t a ∈ ∂A t♦ ❛ ♣♦✐♥t a′ ∈ ∂A′✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
▲❡♠♠❛ ✷✱ ▼❆i(∂OC) ⊂ RC ✳ ❚❤✉s✱ γ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ RC t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts A t♦ A′✳

✷

▲❡t ✉s st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ∂O ✐s ❝✉t
❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳

Pr♦♦❢ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ∂O ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝✉t ❜② ❛♥② ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦ ✭s②♠♠❡tr✐❝✮ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✿ ❊✐t❤❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t H ♦❢ O
✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ C s✉❝❤ t❤❛t K ⊂ ∂H✱ ❖r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
H ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ R

3 \ O ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ C s✉❝❤ t❤❛t K ⊂ ∂H✳ ❲✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s s✐♠✐❧❛r❧②✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ∂H ❜♦✉♥❞s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t H ♦❢ O ✐♥ C✱ H ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ C✱ ❛♥❞ K ⊂ ∂H✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳ ❚❛❦❡ ❛ ♣♦✐♥t m ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ H✱
✐✳❡✳✱ m ∈ H ∩▼❆i(∂O)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ m ❜❡❧♦♥❣s t♦ R✳ ❚❤✉s✱
❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ m ✐♥ ∂C✱ s❛② np(m)✱ ❜❡❧♦♥❣s t♦ S✳
❙✐♥❝❡ H ✐s ♥♦t ❝✉t ❜② ❛♥② ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ H ∩ ∂C ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞ np(m) /∈ H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ m
❛♥❞ np(m) ❛r❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ O✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [m,np(m)]
s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡rs❡❝t ▼❆e(∂O) ❛t ❛ ♣♦✐♥t x✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R✱ t❤❡
s❡❣♠❡♥t [m,np(m)] ⊂ R✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
R∩▼❆e(∂O) = ∅✳ ✷

✷✳✸ ❍♦✇ t♦ ❊♥s✉r❡ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❄

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r
t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✜rst s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

✸✽
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❘❡❛❝❤✮ ▲❡tO ❜❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛❝t 3✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②
∂O ✐♥ R

3✳ ❋♦r a ∈ ∂O✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡❛❝❤(a) = min
(
d(a,mi(a)), d(a,me(a))

)
✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t②

r❡❛❝❤(O) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ∂O ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ∂O ✿

r❡❛❝❤(O) := min
m∈▼❆(∂O)

d(m,∂O) = min
a∈∂O

r❡❛❝❤(a).

◆♦t❡ t❤❛t ❛s O ✐s ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ∂O ✐s ♦❢ ❝❧❛ss C2✱ r❡❛❝❤(O) ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✭s❡❡ ❬❋❡❞✺✾❜❪
❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❘❡❛❝❤ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ●✐✈❡♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡❛❝❤C(O) = min d(a,m(a))✱ ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r a ∈ ∂O ∩ C ♦r m(a) ∈
▼❆(∂O) ∩ C✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤(O) = minC (r❡❛❝❤C(O))✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❍❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❈❡❧❧✮ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② hC ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t
x ∈ C t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ hC := maxx∈C d(x,np(x)).

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛♥② ❝❡❧❧ C ✐s ❛t ♠♦st ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ C✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✭r✐❣❤t ✜❣✉r❡✮ s❤♦✇s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♣❧❛♥❡s ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✸ ✭❙✉✣❝✐❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮ ■❢ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ hC < r❡❛❝❤C(O)
t❤❡♥ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

Pr♦♦❢

▲❡t mi ❜❡ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ ▼❆i(∂O) ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d(mi,np(mi)) ≤ hC < r❡❛❝❤C(O) ≤ d(mi, ∂O).
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ▲❡❢t✮ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ C✳ ❘✐❣❤t✮ ❍❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ C ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❜② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ C✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❢♦r ♠❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ np(mi) ✐s ✐♥ O ✭❛♥❞ s♦ ✐♥ S✮✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R✱ mi ✐s ✐♥ R✳
❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ▼❆i(∂O) ⊂ R✳ ❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t me ∈ ▼❆e(∂O)✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② s❤♦✇
t❤❛t np(me) ✐s ♥♦t ✐♥ O✱ ❛♥❞ s♦ ▼❆e(∂O) ⊂ R

3 \R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ✷

❘❡♠❛r❦ ✶ ✿ ❍✐❣❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ■♥ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts
(d − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳

❘❡♠❛r❦ ✷ ✿ ❈❛s❡ ♦❢ P❛r❛❧❧❡❧ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥s ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✱
✐❢ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ O✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
✈❡r✐✜❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ■❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ O✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ RC ❛♥❞ OC✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ & ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r P❛rt✐❝✲
✉❧❛r ❈❛s❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜②
❛ ❢❛❝t♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡

✹✵
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❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢
C ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ OC ✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧
✐♠♣❧② t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ ❞❛t❛✳

✸✳✶ ●✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ✷❉ ❙❤❛♣❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ❈r♦ss✲❙❡❝t✐♦♥s

❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢
C ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ OC ✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦♦❢s ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t
r❡s✉❧t ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦
✐♠♣❧② t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ❢♦r t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✷❉✲s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✳

❲❡ ❝❛♥ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜② t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ C✱ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ hC < r❡❛❝❤C(O)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✭Pr♦✈❛❜❧② ●♦♦❞ ✷❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ■❢ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ hC < r❡❛❝❤C(O)✱ t❤❡♥ R ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ O✳

Pr♦♦❢ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ RC ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱
✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ∂O ✐s ❝✉t ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ❲❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ OC ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC ♦rRC ❛r❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❦s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✉♥❞❡r t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RC ❛♥❞ OC ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC ♦r RC ✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱
t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ R ❛♥❞ O ❛r❡ t✇♦ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ♦❢ R

2✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠
❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳ ✷

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❇✵✽❪ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬▼❇✵✽❪✱ ✇❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❧✐♥❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛r❡ ❡♥✲
s✉r❡❞✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ✐♥ ❬▼❇✵✽❪ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢
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t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬▼❇✵✽❪✱ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧
❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬▼❇✵✽❪ ❢♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❜②
❛ ❢❛❝t♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s
❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ t♦♦ ❜✐❣ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡♥s✉r❡✱ ✐✳❡✳✱
♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s❡❡♠s ♠♦r❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

✸✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❇♦❞✐❡s

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ OC ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ C✱ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ✇❡❧❧✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐♦♥
♦❢ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ OC ✉♥❞❡r
t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✿

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ ❯♥✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❇♦❞✐❡s✿ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ RC ✱ ✐✳❡✳✱ ❣r♦✉♣s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ RC ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ConvC ❛s
t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ RC ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s K t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ RC ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ K✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② conv(K)✳ ❚❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t
✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s Conv :=

⋃
C ConvC ✳

▲❡♠♠❛ ✹ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t Conv ❝♦♥❢♦r♠s ✇✐t❤
t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s S✱ ❛♥❞ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ O✳

Pr♦♦❢ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❣r♦✉♣ K ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢RC ✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t K ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ C✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱
✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ RC ❛♥❞ OC ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ K ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ OC ✭❛♥❞ s♦ O✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ K ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞②
✐♥ O✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ C ✐♥t❡rs❡❝ts K ✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✭s❡❝t✐♦♥✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ C ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ K ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ C ❛♥❞ ✇❡
❤❛✈❡ conv(K) ∩ ∂C = K ❢♦r ❛♥② K✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C✱ ConvC ❝♦♥❢♦r♠s ✇✐t❤ SC ✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC ❛♥❞ ConvC ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❢♦r♠
✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
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OC ❛♥❞ RC ✭❛♥❞ s♦ ConvC✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t
❛r❡ ❛❧❧ ✸❉ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❛♥❞ ❛
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ O ❛♥❞ Conv✳ ✷

❯s✐♥❣ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✭❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❇♦❞✐❡s✮ ▲❡t O ❜❡ ❛ ✉♥✐♦♥
♦❢ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛s Conv :=

⋃
C ConvC ✱ ✇❤❡r❡

ConvC ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ RC ✳ ■❢ ❢♦r
❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ hC < r❡❛❝❤C(O) t❤❡♥ Conv ❝♦♥❢♦r♠s
✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s S✱ ❛♥❞ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ O✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ✐❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t✮✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ❝♦rr❡❝t❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♦♥❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ✸❉ ❝❛s❡s ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✐♠♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

✹✸
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✹ ●❡♥❡r❛❧ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉♥❞❡r t✇♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ R ❛♥❞
O ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s s❤♦rt❧② ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳

✹✳✶ Pr♦♦❢ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❍♦♠♦t♦♣② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❇❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t✳ ✭❆♥❞ t❤❡♥ ❣❧✉❡ t❤❡s❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳✮ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ OC ✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ RC ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡s❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t♦ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
t♦ ❣❧✉❡ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❚❤✐s ♥❡❡❞s s♦♠❡ ❝❛r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ s❡❝t✐♦♥ S ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ S ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛♣❡ MC ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧
s❤❛♣❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

(i) ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ C✱ ✐✳❡✳✱ SC ⊆ MC ✳

(ii) ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✭str♦♥❣✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t r ❢r♦♠ OC t♦ MC ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ MC ✳ ❆♥❞ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ SC ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛♣✳

(iii) ❯♥❞❡r t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮✱ MC ⊆ RC ✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❝♦♥❢♦r♠ ♦♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛♣ OC → MC →֒
RC ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ r❡str✐❝ts t♦ t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♠❛♣ ♦♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ SC ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❧✉❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❛♣s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧
♠❛♣ ❢r♦♠ O t♦ R✳

❯s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡r✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② (ii)
❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ i : MC →֒ RC ❢♦r♠s ❛
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❯s✐♥❣ ❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ i ✐♥❞✉❝❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t i ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ ✜rst
❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ MC ❛♥❞ RC ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✳ ❯♥❢♦r✲
t✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ i ♦♥ t❤❡
✜rst ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✹✹
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❝❛❧❧❡❞ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛♣ i ✇✐❧❧ ❜❡ s✉r✲
❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ O ❛♥❞
R✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✮✱ t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
♠❛② r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t OC ❛♥❞ t❤✉s
RC ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t OC ❛♥❞ RC ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC

❛♥❞ RC t♦ ✐♠♣❧② t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✹✳✷ ▼❡❞✐❛❧ ❙❤❛♣❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛♣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ❡♥❥♦②s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣❧❛②✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭▼❡❞✐❛❧ ❙❤❛♣❡ MC✮ ▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ SC ⊂ ∂OC ✳ ▲❡t w(x) = [x,mi,C(x)]
❜❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂OC ❛t x ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts x t♦ t❤❡
♣♦✐♥t mi,C(x) ∈ ▼❆i(∂OC)✳ ❲❡ ❛❞❞ t♦ ▼❆i(∂OC) ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts w(x) ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♣♦✐♥ts x ∈ SC ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❤❛♣❡ MC ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✲❧❡❢t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
MC := ▼❆i(∂OC) ∪ (

⋃
x∈SC

w(x))✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❆ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ MC ✐♥ ♣✉r♣❧❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ M̃C ✐♥ r❡❞
✭r✐❣❤t✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

(i) ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ C✱ ✐✳❡✳✱ SC ⊆ MC ✳

✹✺
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(ii) ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✭str♦♥❣✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t r ❢r♦♠ OC t♦ MC ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ❛
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ MC ✳ ❆♥❞ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ SC ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
♠❛♣✳

(iii) ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ MC ⊆ RC ✳

Pr♦♦❢

(i) ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✉❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡✳

(ii) ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ OC t♦ MC ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ∂OC ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂OC ✐s s♠♦♦t❤ ❡①❝❡♣t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢
s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ MC ✱ t❤✉s✱ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ∂O ✭❛♥❞ s♦ ∂OC✮ ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛ss C2✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❜② ❲♦❧t❡r ✭ ❬❲♦❧✾✷❪✮✱ t❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t ❢r♦♠ OC t♦ MC ✳

(iii) ❙✐♥❝❡ MC = ▼❆i(∂OC) ∪
(⋃

x∈SC
w(x)

)
❛♥❞ ▼❆i(∂OC) ⊂ RC ✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t

t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② x ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✱ w(x) ⊂ RC ✳ ✭❘❡❝❛❧❧ t❤❛t w(x) ✐s
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡❣♠❡♥t t♦ ∂OC ❛t x t❤❛t ❥♦✐♥s x t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐❛❧ ♣♦✐♥t
mi,C(x) ✐♥ ▼❆i(∂OC)✳✮ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t w(x) ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [x, lift(x)]✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t x ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂OC t♦ mi,C(x)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t mi,C(a)
❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ x ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ O ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts
♦❢ ∂C✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ C✱ mi,C(a) ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛s x✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ x ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ✐♥ SC ⊂ ∂OC t♦ lift(x)✳ ■t ❡❛s✐❧② ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t d(x, lift(x)) ≥ d(x,mi,C(x))✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t [x,mi,C(x)] = w(x) ✐s
❛ s✉❜s❡❣♠❡♥t ♦❢ [x, lift(x)]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ RC ✱ w(x) ⊂ RC ✳

✷

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ OC ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t ✇❡ ♠❛②
❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①t❡r✐♦r ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ M̃C ✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t Õ ❜❡
t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ O ✐♥ R

3✳ ❆♥❞ ❧❡t ÕC ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ Õ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❡❧❧ C✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ÕC ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② M̃C ✱ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡s ♦❢
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ÕC ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✲r✐❣❤t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ▲❡t ÕC ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ OC ✐♥ C ❛♥❞ M̃C ❜❡ t❤❡
♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ÕC ✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ (i) ❚❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡tr❛❝t ❢r♦♠ C \ M̃C t♦ OC ✱ ❛♥❞ (ii) ❲❡ ❤❛✈❡ RC ⊂ C \ M̃C .

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣❡rt② (i) ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ÕC ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② (ii) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
M̃C ⊂ C \ RC ✳ ✷

✹✻
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✹✳✸ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s ■♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳ ❇② t❤❡ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t OC ❛♥❞
❤❡♥❝❡ RC ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ OC ❛♥❞ RC ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛❝t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞s
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

3✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ MC ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ OC ✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡
❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ MC ⊂ RC ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t L : MC →
lift(SC) ✭t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ MC✮ ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ L : RC → lift(SC) ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛s
✇❡❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t i : MC →֒ RC ✐s ❛
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

MC RC

❧✐❢t(SC)
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▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ❛r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ❛r❡ ❛❧❧ ❈❲✲❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❲❤✐t❡✲
❤❡❛❞✬s t❤❡♦r❡♠ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱
✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t L : MC → lift(SC) ✐♥❞✉❝❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✳

■♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❍♦♠♦t♦♣② ●r♦✉♣s

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ L : MC → lift(SC) ✐♥❞✉❝❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✭■♥❥❡❝t✐✈✐t②✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ MC ❛♥❞ lift(SC)✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ L✱ ❛r❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♦❢ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ MC ⊂ RC ✳ ▲❡t M̃C ❜❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t ♦❢ OC ✐♥ C✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡
RC ⊂ C \M̃C ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr❛❝t ❢r♦♠ C \M̃C t♦ OC ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r OC

❛♥❞ C \ M̃C ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♠❛♣ ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ L✮ ✐s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✭♦r ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ♦♥ t❤❡

✹✼
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❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✳

OC

MC RC C \ M̃C

❧✐❢t(SC)
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❯s✐♥❣ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ✐s ❝❧❡❛r✿ ❋♦r ❛♥②
✐♥t❡❣❡r j ≥ 1✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ L∗ : πj(MC) → πj(lift(SC))✳ ▲❡t
x ∈ πj(MC) ❜❡ s♦ t❤❛t L∗(x) ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ πj(lift(SC))✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇
t❤❛t x ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ πj(MC)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ lift(SC) ❛♥❞ RC ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t i∗(x) ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ πj(RC)✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ RC →֒ C \ M̃C ✱ ✐t ❣♦❡s t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ C \ M̃C ✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ t✇♦ r❡tr❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ πj(MC)✳ ❆s t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t x ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
πj(MC)✳ ❚❤✉s✱ L∗ : πj(MC) → πj(lift(SC)) ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r
j = 0 ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ✷

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ L : MC →
lift(SC) ✐♥❞✉❝❡s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ MC ❛♥❞ lift(SC)✳ ■❢
t❤❡s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠s ✇❡r❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡♥ L ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❜②
❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s t❤❡♦r❡♠✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡
s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥❡ ✭❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s✮✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣②
❣r♦✉♣s ♦❢ MC ❛♥❞ lift(SC) ❢♦r i ≥ 2 ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ✐s ♣r♦✈❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦
st✉❞② t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ L∗ : π1(MC) → π1(lift(SC))✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❛❜♦✈❡ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤r❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ OC ❛♥❞ RC ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡✳

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ RC ❛♥❞ OC ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❣r♦✉♣s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ O ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C ✭✐✳❡✳✱ OC✮ ✐s s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r
❛❧❧ i ≥ 2✱ t❤❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣ ♦❢ OC ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t RC

❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt②✳✷ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ OC ❛♥❞ RC ❛r❡
✷❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t OC ❛♥❞ s♦ RC ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡

♣r♦♦❢ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ OC ♦r RC ✳

✹✽
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❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣✱ π1(OC) ❛♥❞ π1(RC)✳

❲❡ ✜rst st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡♠❜❡❞❞❡❞ 3✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼ ▲❡t K ❜❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ R
3 ✇✐t❤ ❛ ✭♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞✲

❛r②✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✱ πi(K) = {0}✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✾ ♦❢ ❬❍❛t✵✷❪✸✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡♦r❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ πi(OC) = {0}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ∂O ✐s ❝✉t ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ OC ✐s ❛ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❛s ❛
❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ✷

❚❤❡♦r❡♠ ✾ πi(RC) = {0}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳

Pr♦♦❢ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t K ♦❢ RC ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ▲❡t x ❛♥❞ y ❜❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ K✱ ❛♥❞
❧❡t S ❛♥❞ S′ ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s s♦ t❤❛t x ∈ [a, lift(a)] ❢♦r s♦♠❡ a ∈ S ❛♥❞ y ∈ [b, lift(b)] ❢♦r
s♦♠❡ b ∈ S′✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ RC ✱ x ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ S ✐♥ ∂RC ✱ ❛♥❞ y ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ S′

✐♥ ∂RC ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ S ❛♥❞ S′ ❛r❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
K ♦❢ RC ✱ t❤❡② ❧✐❡ ♦♥ ∂K ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ∂K ✭❛♥❞ s♦ ✐♥ ∂RC✮✳ ❚❤✉s✱
x ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ y ✐♥ ∂RC ✳ ✷

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ K ✐♥ R
3 ✇✐t❤ ❛ ✭♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ πi(K) = {0}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
K t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣ ♦❢ K ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙♣❤❡r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✭❢♦r ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞s✮✱ s❡❡ ❬❇❛t✼✶❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✭❙♣❤❡r❡ ❚❤❡♦r❡♠✮ ▲❡t K ❜❡ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉❝❤ t❤❛t π2(K)
✐s ♥♦t t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ e : S2 → K ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛
♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π2(K)✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❙♣❤❡r❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳

• ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐❢ K ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ R
3 ✇✐t❤ ✭♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡♥ π2(K) = {0}✳

✸❚❤❛♥❦s t♦ ❋r❡❞❡r✐❝ ❈❤❛③❛❧ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡✳

✹✾



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋■❘❙❚ ▼❊❚❍❖❉ ❆◆❉ ❘❊▲❆❚❊❉ ❚❖P❖▲❖●■❈❆▲ ●❯❆❘❆◆❚❊❊❙

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t π2(K) ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❙♣❤❡r❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ e : S2 → K ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π2(K)✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ e(S2) s❡♣❛r❛t❡s R

3 ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✱ ♦♥❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✭t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ e(S2)✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✭t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦❢
e(S2)✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ K ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ K✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
Kc✱ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ Kc ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ e(S2)✱ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r
♦❢ e(S2)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ e(S2) ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ K❀ ❛♥❞ e ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ e(S2) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✷✲❞✐s❦✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t e r❡♣r❡s❡♥ts
❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π2(K)✳

• ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ K✱ ❢♦r i ≥ 3✱ ❛r❡ ❛❧❧
tr✐✈✐❛❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ K✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣②
❛♥❞ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❍✉r❡✇✐❝③ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❍✉r❡✇✐❝③ ❚❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r s✐♠♣❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r ♦❢ K✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❍✉r❡✇✐❝③ ❚❤❡♦r❡♠ t♦ ✐t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ K ❛♥❞ ✐ts ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡❞ st❛t❡♠❡♥t
❢♦r K✳

▲❡t K̃ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦✈❡r ♦❢ K✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
πi(K̃) = {0} ❢♦r ❛❧❧ i ✭s✐♥❝❡ K̃ ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ π1(K̃) = {0}✮✳ ❲❡
❛❧r❡❛❞② ♥♦✇ t❤❛t π2(K̃) = π2(K) = {0}✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞
✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❆s K̃\∂K̃ ✭t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ K̃✮ ✐s ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✐ts t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s
♦❢ K̃ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ H3(K̃) = H3(K̃\∂K̃) = {0}✳
❇② ❍✉r❡✇✐❝③ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t π3(K̃) = {0} ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❧s♦✱ K̃ ❜❡✐♥❣ ❛ ✸✲
♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s Hi(K̃) ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 4✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❛❣❛✐♥ ❜② ❍✉r❡✇✐❝③ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ πi(K̃) = {0}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 4✳
❆♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s✳

✹✳✹ ❙❡❝♦♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✿ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡s ♦❢ OC ❛♥❞ RC ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ π1(OC) ❛♥❞ π1(RC)✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ RC ❛♥❞ OC ✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛s OC ❛♥❞ MC ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t✱ π1(OC) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ π1(MC)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ RC ❛♥❞ lift(SC) ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ π1(RC) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ π1(lift(SC)) ✭❝✳❢✳ ❧❛st ❞✐❛❣r❛♠✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ π1(MC) ❛♥❞ π1(lift(SC))✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r L∗ : π1(MC) → π1(lift(SC))✱ t❤❡ ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ MC

t♦ lift(SC) ♦♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t L∗ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t L∗ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t lift(SC) ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✭♦r ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ lift(SC) ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥
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♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s πj(lift(SC)) ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❜② ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ L∗ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ L∗ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ▲❡❢t✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✳ ❘✐❣❤t✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❤❛♣❡✳ ✸❉ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ MC t♦ lift(SC) ❢❛✐❧s t♦ ❜❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡✿ x1 ❛♥❞ x2 ❛r❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❢t ✐♥ lift(SC)✳ ❚❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛♥② ❝✉r✈❡ γ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ x1 ❛♥❞ x2 ✐♥MC ♣r♦✈✐❞❡s ❛
♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π1(lift(SC), x)✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❤❛♣❡ ✐s ❛ t♦r✉s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t✇✐st❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛♣ L∗ : π1(MC) → π1(lift(SC)) ❢❛✐❧s t♦ ❜❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ lift(SC) ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ s❤♦✇s
t✇♦ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❛ t♦r✉s ❛♥❞ ❛ ✭t✇✐st❡❞✮ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✭✐♥t❡r✮s❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✭t✇♦✮ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r ✐s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭R✮ ✐s ❛ t♦r✉s ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✭t✇✐st❡❞✮ ❝②❧✐♥❞❡r ✭O✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ O ❛♥❞ R ✐s ♥♦t s✉r❥❡❝t✐✈❡✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❧❡t x1 ❛♥❞ x2 ❜❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s S1

❛♥❞ S2 ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❢t x ✐♥ lift(SC)✳ ❚❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛♥② ❝✉r✈❡ γ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ x1 ❛♥❞ x2 ✐♥
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MC ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π1(lift(SC), x) ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ L∗✳ ❲❡
♠❛② ❛✈♦✐❞ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ✭■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s
t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s❡❝t✐♦♥s Si ❛♥❞ Sj ✐♥ SC ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t X ♦❢ lift(Si) ∩ lift(Sj) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤
γ ⊂ MC ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t a ∈ Si t♦ ❛ ♣♦✐♥t b ∈ Sj ✇✐t❤ lift(a) = lift(b) = x ∈ X s♦ t❤❛t L∗(γ)
✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π1(lift(SC), x)✱ ✐✳❡✳✱ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✐♥ lift(SC) ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦t♦♣②
r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t x✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♣r♦✈❡
t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ L∗ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭❙✉r❥❡❝t✐✈✐t②✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ L∗ :
π1(MC) → π1(lift(SC)) ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♦❢ ▲❡t y0 ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ MC ❛♥❞ x0 = L(y0)✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t L∗ : π1

(
MC , y0

)
→

π1

(
lift(SC), x0

)
✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡t α ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉r✈❡ ✐♥ lift(SC) ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ π1

(
lift(SC), x0

)
✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t β ∈ π1

(
MC , y0

)
s✉❝❤ t❤❛t L∗(β) =

[α]✱ ✇❤❡r❡ [α] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❝❧❛ss ♦❢ α ✐♥ π1

(
lift(SC), x0

)
✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ α ✐♥t♦

s✉❜❝✉r✈❡s α1, . . . , αm s✉❝❤ t❤❛t αj ❥♦✐♥s t✇♦ ♣♦✐♥ts xj−1 ❛♥❞ xj ✱ ❛♥❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐❢t
♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s Sj ✱ ❢♦r j = 1, . . . ,m✳ ❲❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ y0 ∈ S1 = Sm✳ ❋♦r ❡❛❝❤
j = 1, . . . ,m✱ ❧❡t βj ❜❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ Sj ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts zj t♦ wj ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ αj

✉♥❞❡r L✳ ◆♦t❡ t❤❛t wj ❛♥❞ zj+1 ✭♣♦ss✐❜❧②✮ ❧✐✈❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✐♠❛❣❡ ✭xj✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐❢t ♠❛♣ L✳ ▲❡t Xj ❜❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ lift(Sj)∩ lift(Sj+1)
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s xj ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
♣❛t❤ γj ⊂ MC ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t aj ∈ Sj t♦ ❛ ♣♦✐♥t bj+1 ∈ Sj+1 s✉❝❤ t❤❛t lift(aj) =
lift(bj+1) = x′

j ∈ Xj ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ γj ✉♥❞❡r L ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ π1(lift(SC), x
′
j)

✺✷
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳

✭✐✳❡✳✱ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t x′
j✮✳ ❙✐♥❝❡ Xj ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱

t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ xj t♦ x′
j ✐♥ Xj ✱ s♦ ❧✐❢t✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤✐s ♣❛t❤ t♦ t✇♦ ♣❛t❤s ❢r♦♠ wj t♦ aj

✐♥ Sj ❛♥❞ ❢r♦♠ bj+1 t♦ zj+1 ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛t❤s ✇✐t❤ γj ✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ γ′

j ⊂ MC ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ wj t♦ zj+1✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ γ′
j ✉♥❞❡r L ✐s

❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✐♥ lift(SC) ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ♣♦✐♥t xj ✳

▲❡t β ❜❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ x0 t♦ x0 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ βj ❛♥❞ γ′
j ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳✱

β = β1γ
′
1β2γ

′
2 . . . βm−1γ

′
mβmγ′

m✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t L∗([β]) = [α]✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ s❤♦✇✿
✇❡ ❤❛✈❡ L∗(β) = α1L∗(γ

′
1)α2 . . .L∗(γ

′
m)αm✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❤s L∗(γ

′
j) ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ t♦

t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛t❤ [xj ] ❜② ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ✜①✐♥❣ xj ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛
❤♦♠♦t♦♣② ✜①✐♥❣ x0✱ α1L∗(γ

′
1) . . .L∗(γ

′
m)αm ✐s ❤♦♠♦t♦♣✐❝ t♦ α1α2 . . . αm = α, ❛♥❞ t❤✐s ✐s

❡①❛❝t❧② s❛②✐♥❣ t❤❛t L∗([β]) = [α]✳ ❚❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ❢♦❧❧♦✇s✳ ✷

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ✭▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✲P❛rt ■✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✱ RC ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ OC ✳

✺✸
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●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ◆❡r✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❍♦♠♦t♦♣② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ R ❛♥❞ O

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC ✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧
C✱ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡r✈❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❢♦❧❦❧♦r❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞
✉s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs✳ ❋♦r ❛ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ st✐❧❧ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦
❙❡❣❛❧✬s ♣❛♣❡r ❬❙❡❣✻✽❪✳ ✭❙❡❡ ❛❧s♦ ❬▼❛②✵✸❪✱ ❢♦r ❛ s✉r✈❡② ♦❢ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳✮

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ◆❡r✈❡ ❚❤❡♦r❡♠✮ ▲❡t H : X → Y ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♣✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Y ❤❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦✈❡r K ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

• ❋✐♥✐t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡ts ✐♥ K ❛r❡ ✐♥ K✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ U ∈ K✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ H : H−1(U) → U ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❚❤❡♥ H ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

▲❡t HC : OC → RC ❜❡ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ RC ✳ ✭❙♦ HC ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr❛❝t✐♦♥ OC → MC ❛♥❞ t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ MC →֒ RC ✳✮ ▲❡t H : O → R ❜❡ t❤❡ ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② H(x) = HC(x) ✐❢ x ∈ OC

❢♦r ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t H ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡
HC |SC

= idSC
✱ ❢♦r ❛❧❧ C✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C✱ HC ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ H ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛s ✇❡❧❧✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥❡r✈❡ t❤❡♦r❡♠ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ tr✐❝❦✳ ▲❡t ǫ ❜❡
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ Oǫ

C = {x ∈ R
3, d(x,OC) < ǫ }✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♣❡♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ K ♦❢ O ❜②

t❤❡s❡ ♦♣❡♥ s❡ts ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡✐r ✜♥✐t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❢♦r ǫ
s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ H t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ K ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥❡r✈❡ t❤❡♦r❡♠✱ H ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✳ ❆♥❞ ❜② ❲❤✐t❡❤❡❛❞✬s t❤❡♦r❡♠✱ H ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
R ❛♥❞ O✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ✭▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✲P❛rt ■■✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡
O✳

✹✳✺ ❍♦✇ t♦ ❊♥s✉r❡ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❄

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❞❡♥s❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜② t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

✺✹
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❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂O ❛t ❝♦♥t♦✉r✲♣♦✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❆♥❣❧❡ αa✮ ▲❡t a ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ♦♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ PA✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r mi(a)✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ C✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ αa ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ PA ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂O ❛t a✱ ✐✳❡✳ αa := angle(PA, [a,mi(a)]), s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✲❧❡❢t✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ αC = maxa∈∂SC

αa.

✭❛✮ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ αa ✭❜✮ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❙✉✣❝✐❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳
✭❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ hC ❛♥❞ r❡❛❝❤C(O)✳✮

✭❈✶✮ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ hC < r❡❛❝❤C(O).

✭❈✷✮ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C✱

hC <
1

2

(
1 − sin(αC)

)
r❡❛❝❤C(O).

❚❤❡ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t②
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t♦ ∂O ❛♥❞ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ✭■♥❞❡❡❞✱ sin(αa) ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ hC ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳✮

❘❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ✿ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t♦ ∂O s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❘♦✉✵✸❪ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ❢r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐❢ ❛ ❝✉t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧②
tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ♦r❣❛♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✷❉ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ α ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉ts s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ∀C, hC < 1

2

(
1 − sin(α)

)
r❡❛❝❤C(O) ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✸ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥✲
❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ O✱ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❛❜❧② tr❛♥s✈❡r✲
s❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
♣r♦✈✐❞❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ O✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ✭▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✲P❛rt ■■■✮ ■❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐❢② t❤❡ ❉❡♥s✐t② ❛♥❞
t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ O✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

◆♦t❛t✐♦♥
(
Ki(SC) ❛♥❞ Ke(SC)

)
✿ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t VorSkel(C) ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C✳ ❲❡ ✇r✐t❡ Ki(SC) ✭r❡s♣✳ Ke(SC)✮ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts
x ∈ VorSkel(C) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ x ✐♥ ∂C ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ ✭r❡s♣✳ ♦✉ts✐❞❡✮ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✳

◆♦t❛t✐♦♥
(
m̄i(a) ❛♥❞ m̄e(a)

)
✿ ▲❡t a ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ♦♥

t❤❡ ♣❧❛♥❡ PA✳ ❲❡ ✇r✐t❡ m̄i(a) ✭r❡s♣✳ m̄e(a)✮ ❢♦r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ mi(a) ✭r❡s♣✳
me(a)✮ ♦♥t♦ PA✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✲r✐❣❤t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ d(mi(a), m̄i(a)) = sin(αa) d(a,mi(a))
❛♥❞ d(me(a), m̄e(a)) = sin(αa) d(a,me(a))✳

▲❡♠♠❛ ✺ ■❢ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ❢♦r ❛♥② a ∈ ∂SC ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ lift(m̄i(a)) ∈
Ki(SC) ❛♥❞ lift(m̄e(a)) ∈ Ke(SC). ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❥♦✐♥ lift(m̄i(a)) t♦ ✐ts
♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ ∂C ❜♦t❤ ❧✐❡ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ MC ✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t lift(m̄i(a)) ∈ Ki(SC)✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r lift(m̄e(a))
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ▲❡t ✉s s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ✇r✐t✐♥❣ mi ❢♦r mi(a)✱ ❛♥❞ m̄i ❢♦r
m̄i(a)✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ✇r✐t❡ B(mi) ❢♦r t❤❡ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t mi ♦❢ r❛❞✐✉s d(mi, a)✳ ❲❡ ❤❛✈❡
d(mi, m̄i) ≤ d(mi, a)✳ ❚❤✉s✱ m̄i ❧✐❡s ✐♥ B(mi)✳ ❆s t❤✐s ❜❛❧❧ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ O✱ m̄i ✐s ✐♥
O✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ lift(m̄i) ♦♥ VorSkel(C)✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧ y t❤❡ ♣♦✐♥t ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ m̄i s✉❝❤ t❤❛t
lift(m̄i) = lift(y)✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✲r✐❣❤t✳ ❚♦ ❤❛✈❡ lift(mi) ∈ Ki(SC)✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
y ✐s ✐♥ O✳ ❲❡ ❤❛✈❡

d(mi, y) ≤ d(mi, m̄i) + d(m̄i, lift(m̄i)) + d(lift(y), y)

≤ sin(αa)d(a,mi) + 2 hC ≤ d(a,mi).

❚❤✉s✱ y ❜❡❧♦♥❣s t♦ B(mi)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t y ∈ O ❛♥❞ lift(m̄i) ∈ Ki(SC)✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛❧❧ B ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t lift(m̄i) ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ m̄i ❛♥❞ y ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ B(mi) ⊂ O✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ B ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ ∂OC ❛♥❞ B ✐s ❛ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧
♦❢ OC ✱ ❛♥❞ ✐ts ❝❡♥t❡r lift(m̄i) ❜❡❧♦♥❣s t♦ ▼❆i(∂OC)✳ ❙✐♥❝❡ m̄i ❛♥❞ y ❛r❡ ✐♥ SC ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ MC ✱ t❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts [lift(m̄i), m̄i] ❛♥❞ [lift(m̄i), y] ❧✐❡ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ MC ✳

✷

✺✻
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▲❡♠♠❛ ✻ ❯♥❞❡r t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

Pr♦♦❢ ▲❡t Sa ❛♥❞ Sb ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC s✉❝❤ t❤❛t lift(Sa) ∩ lift(Sb) ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t L∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ L∗ : πj(MC) → πj(lift(SC)) ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ L : MC → lift(SC)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts a ∈ ∂Sa, b ∈ ∂Sb

s✉❝❤ t❤❛t lift(a) = lift(b)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ γ ⊂ MC ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b s♦ t❤❛t L∗(γ) ✐s
❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✐♥ L∗(π1(MC))✳ ▲❡t Pa ❛♥❞ Pb ❜❡ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣✲♣❧❛♥❡s ♦❢ Sa ❛♥❞ Sb r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❤❛♣♣❡♥ ✿

• ■❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [a, m̄i(a)] ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [a,mi(a)] ♦♥t♦ Pa✮ ✐s ♥♦t
❝✉t ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t lift(a) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ lift(m̄i(a)) ✐♥
Ki(SC)✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❧❧ B ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ Pa ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t m̄i(a) ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
a✳ ❚❤✐s ❜❛❧❧ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t mi(a) ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ a✱ ✇❤✐❝❤
❧✐❡s ❡♥t✐r❡❧② ✐♥s✐❞❡ O✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✸❉ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ Pa✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t
B ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ Sa✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ lift(B) ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ lift(Sa)✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺
lift(B) ✐s ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✿ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s Sa ❛♥❞ Sb ♦♥ VorSkel(C) ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [a, m̄i(a)] ❧✐❡s ✐♥ lift(Sa) ∩ lift(Sb)✳

❙✐♥❝❡ lift(a) = lift(b)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ lift(a) ∈ lift(Sa) ∩ lift(Sb)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✱ lift(m̄i(a)) ❧✐❡s ✐♥ lift(Sa) ∩ lift(Sb)✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t lift(a) ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ lift(m̄i(a)) ✐♥ Ki(SC)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ lift(B) ✐♥t❡rs❡❝ts ✭❛t
❧❡❛st✮ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ lift(Sa) ∩ lift(Sb)✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✳ ❙✐♥❝❡
lift(B) ⊂ lift(Sa)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t lift(B) ✐♥t❡rs❡❝ts lift(Sb) ✐♥ ✭❛t ❧❡❛st✮ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡♥ ❜❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ lift(B) ✇❤✐❝❤
✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ lift(Sb)✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❛❧❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛ ✷❉ ❜❛❧❧ B′ ✐♥ t❤❡
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♣❧❛♥❡ Pb ✇❤✐❝❤ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ∂Sb ❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts x ❛♥❞ x′✳ B′ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✸❉ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t ♦❢ O ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ x ❛♥❞ x′✳ ❚❤✉s m̄e(x)✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤✐s ✸❉ ❜❛❧❧ ✭me(x)✮ ♦♥t♦ Pb✱ ❧✐❡s ✐♥ B′✳ ❲❡ ❤❛✈❡
lift(m̄e(x)) ∈ lift(B′) ⊆ lift(B) ⊂ lift(Sa)✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ lift(m̄e(x)) ✐♥
∂C ❧✐❡s ✐♥ Sa ⊂ SC ✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts lift(m̄e(a)) ∈ Ke(SC) ✭▲❡♠♠❛ ✺✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ lift(a) ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ lift(m̄i(a)) ✐♥ Ki(SC)✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ a′ ❛♥❞ b′ t❤❡ ♥❡❛r❡st
♣♦✐♥ts ♦❢ lift(m̄i(a)) ✐♥ Sa ❛♥❞ Sb r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✲❧❡❢t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✱
t❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts [a′, lift(m̄i(a))] ❛♥❞ [b′, lift(m̄i(a))] ❧✐❡ ✐♥s✐❞❡ MC ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛t❤
γ✱ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✲❧❡❢t✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ✿ [a, a′] ⊂
Sa✱ [a′, lift(m̄i(a))]✱ [b′, lift(m̄i(a))] ❛♥❞ [b′, b] ⊂ Sb✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t [a′, lift(m̄i(a))] ❛♥❞
[b′, lift(m̄i(a))] ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t lift(m̄i(a)) ❜② t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ γ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥t [lift(a), lift(m̄i(a))]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧❧②
❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✐♥ lift(SC)✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❆ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻ ✿ ✐♥ r❡❞ ❛
♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b ✐♥ MC ✳

• ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [a, m̄i(a)] ✐s ❝✉t ❜② ❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ P
✭❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✲ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ✲r✐❣❤t✮✳ ■❢ C ✐s t❤❡ ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s a ❛♥❞
b✱ t❤❡ ♣❛t❤ γ = [aa′b′b] ✭❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❧✐❡ ✐♥ C✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ∂C ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ γ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P0 ✭t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✮✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s
♠❛② ❤❛♣♣❡♥✿

• ■❢ ∂C ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t [a′, lift(m̄i(a))] ❛♥❞ [b′, lift(m̄i(a))]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ γ′ := ∂C ∩ P0

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛t❤ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts a t♦ b✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✲♠✐❞❞❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t γ′ ✐s ❛ ♣❛t❤
✐♥ MC ✱ s✐♥❝❡ ✐t ❧✐❡s ✐♥ ∂C ∩ O = SC ✳

• ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t x ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ a✮ ❜❡t✇❡❡♥ ∂C ❛♥❞ [a′, lift(m̄i(a))]∪
[b′, lift(m̄i(a))]✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✲r✐❣❤t✳ ▲❡t x′ ❜❡ s♦ t❤❛t lift(x) = lift(x′)✳ ❲❡ ♥♦✇
❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛t❤ γ′ ⊂ MC ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts a t♦ b ❛❧♦♥❣ ∂C ∩ P0✱ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ❛ s❤♦rt❝✉t
❢r♦♠ x t♦ x′ ✭❜② [x, lift(x)] ❛♥❞ [lift(x), x′]✮✳ ❚❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✲
r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ∂C ∩ P0 ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ ♣❧❛♥❡s✱ γ′ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛
s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ∂C ∩ P0 ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s❤♦rt❝✉t ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ γ✱
✐✳❡✳ x ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳
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❲❡ ♥♦✇ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✭❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❜♦✈❡✮ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ γ′ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✐♥ lift(SC)✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ♦❢ γ′✱ t❤❛t ❧✐❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ Pa ❛♥❞
Pb✱ ✐s ❛ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡
♣❛rt ♦❢ γ′ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ Pa ❛♥❞ Pb✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ♦❢ γ′ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t Pa t♦ Pb✱ ❧✐❡
♦♥ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t mi(a)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐s❦ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ✐♥ lift(SC)✳

✷

✹✳✻ ❉❡❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❍♦♠♦t♦♣② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❛ ❍♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠

❯s✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞ O✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✻ ✭▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠✲P❛rt ■❱✮ ❯♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s R ❛♥❞ O ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡
✐s♦t♦♣✐❝✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❛② ♦✉r ♣r♦♦❢
✇♦r❦s ♠❛❦❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥❞ s♦ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✜rst ❛r❣✉❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ RC ✇❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ SC ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛♣✳ ●❧✉✐♥❣
t❤❡s❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠s t♦❣❡t❤❡r✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ R ❛♥❞
O✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ RC ❛♥❞ OC s❤♦✇s t❤❛t ∂R ∩ C ❛♥❞ ∂O ∩ C
❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ βC : ∂O ∩ C → ∂R ∩ C ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ RC ❛♥❞ OC ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ RC ❛♥❞
OC ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ π1(OC) ❛♥❞ π1(RC)✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ (βC)∗ : π1(∂O∩C) → π1(∂R∩C) ♦♥ ✜rst ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✜rst ❤♦♠♦t♦♣②
❣r♦✉♣s✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ βC t♦ ❛ ♠❛♣ αC : OC → RC ✱
✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ π1(OC) ❛♥❞ π1(RC)✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ αC t♦ SC r❡♠❛✐♥s ✐❞❡♥t✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ OC ❛♥❞
RC ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t αC ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❞✉❡ t♦ ❲❛❧❞❤❛✉s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t α ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞
t♦ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ RC ✱ ❜② ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ αC ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❛❝t ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ M ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
✐❢ π2(M) ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t OC ❛♥❞ RC ❛r❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ✭❲❛❧❞❤❛✉s❡♥✮ ▲❡t f : M → M ′ ❜❡ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s✉❝❤ t❤❛t f t❛❦❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ M
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♦♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ M ′ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡♥ f ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠
M → M ′ ❜② ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ M ✳ ✭❙❡❡ ❬▼❛t✵✸❪✱
♣❛❣❡ ✷✷✵✱ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ❲❛❧❞❤❛✉s❡♥✬s t❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ α̃C ❢r♦♠ OC t♦ RC

✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✳ ●❧✉✐♥❣ α̃C ✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠
❢♦r♠ O t♦ R✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❤❛③❛❧ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✲❙t❡✐♥❡r✬s ✇♦r❦ ❬❈❈❙✵✺❪ ✭❈♦r♦❧❧❛r②
✸✳✶✮✱ s✐♥❝❡ R ❛♥❞ O ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♥❞ R ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ O✱ R ✐s ✐s♦t♦♣✐❝
t♦ O✳ ✷

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✱ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✱ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r s♦♠❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦ ❛
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❊✈❡♥✱ ♠♦r❡ str♦♥❣❧②✱ t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐s♦t♦♣✐❝✳

✻✵



❈❤❛♣t❡r ✷

❙❡❝♦♥❞ ▼❡t❤♦❞ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❱♦r♦♥♦✐ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✳ ❘❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
♣❡r❢♦r♠ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✐s t❤❛t ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛②
❞✉❛❧✐t②✱ ✐s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ SC ❛♥❞ ∂C\SC ✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ∂C t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ♦r ♥♦t ✐♥ SC ♣❧❛② ❛ s②♠♠❡tr✐❝ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ R

3 \ O ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ ∂C✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
✐♥ C ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② ♠❛❦❡s
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❆s t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❛ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❝❤❛♥❣❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ t❤✐♥ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✜ts
✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ t✉❜❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢
t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′

C ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭✇❡ r❡❢❡r t♦
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✿
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❙❊❈❚■❖◆❙

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ ✿ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝✉tt✐♥❣
❧✐♥❡s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤❛t ♠✐ss t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬▲❇❉+✵✽❪✳

▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ C ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✳ ❚❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t t♦ x
✐♥ ∂C ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥t♦ ∂C ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ A ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ♦❢

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ■❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ A t❤❡♥ x ✐s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′
C ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ R✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts x ∈ C s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t t♦ x ✐♥ ∂C ❧✐❡s ✐♥ A✳ ❆s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ③♦♥❡s ♦❢
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❜✐❣❣❡r✳ ■♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′ ❝♦♥t❛✐♥s R t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡ ✿ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝✉tt✐♥❣
❧✐♥❡s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s t❤❛t ♠✐ss t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♠♦t✐✲
✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❆s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛ t❤✐♥ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✜ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ t✉❜❡✳
❆♥♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤✐s ❱♦r♦♥♦✐✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐ts ❞✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
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✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ C✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ A✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② VC(A)✱
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ C t❤❛t ❤❛✈❡ A ❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✱ ✐✳❡✳✱

VC(A) = { x ∈ C | d(x,A) ≤ d(x,A′), ∀A′ ∈ SC }.

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t d(., .) ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ VC(A) ❢♦r ❛❧❧ s❡❝t✐♦♥s A ∈ SC ✱
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ C✱ ❢♦r♠s ❛ t✐❧✐♥❣ ♦❢ C✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✿ ▲❡❢t✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ OC ❛♥❞ ✐ts s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥
❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❘✐❣❤t✳ ❋♦r ❛ s❡❝t✐♦♥ A✱ t❤❡
❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ VC(A) ✭❛♥❞ ✐ts ❤❡✐❣❤t h′

A✮✱ ❛♥❞ lift′(A) ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳

❲❡ ✇r✐t❡ ∂VC(A) ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ VC(A)✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ∂VC(A) ❢♦r ❛❧❧ A ∈ SC ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❙❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ SC ✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② VorSkel(SC)✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ C ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞❡① C ❛♥❞ ✇r✐t❡
V(A)✱ ∂V(A)✱ ❡t❝✳

❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ VorSkel(SC) ✐s ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C✱ ♦r ❤❛s ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♥❡❛r❡st
s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡✱ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ C ❤❛s ❛t ♠♦st ❢♦✉r ♥❡❛r❡st s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ∂C
❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ C✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C
t♦ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ C ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s x✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭◆❡❛r❡st P♦✐♥t✮ ▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ C✳ ■❢ SC 6= ∅✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ C ❜② t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✇❤♦s❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ◆❡❛r❡st ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s x✱ ✐✳❡✳✱ x ∈ VC(A)✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥t♦ ∂C ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ A ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t t♦ x ✐♥ ∂C ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② np′

A(x)✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts t♦ x ✐♥ C ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Np′
C(x)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧♠♦st

❡✈❡r② ♣♦✐♥t x✱ Np′
C(x) ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ❛♥❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡

♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦♠❡t✐♠❡s ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ ✐♥❞❡① A ❛♥❞ ❜② np′(x) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ Np′
C(x)✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ C✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t R′
C ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ C✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝tR′

C ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts x ✐♥ C t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t np′(x) ✐♥ SC ✱ ✐✳❡✳✱ Np′

C(x) ∩ SC 6= ∅✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✱ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ VC(A) ✐s ✐♥ R′

C ✐❢ np′(x) ∈ A✳ ■❢ SC ✐s
❡♠♣t②✱ R′

C ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ❛s ✇❡❧❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭▲✐❢t ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ▲❡t A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ❛♥❞ x ∈ C ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ VC(A) ♦❢ A✳ ❚❤❡ ❧✐❢t ♦❢ x ✐♥ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② lift′C(x) ✭♦r s✐♠♣❧② lift′(x) ✐❢ C ✐s
tr✐✈✐❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡❞✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ∂VC(A) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ s❡❣♠❡♥t [x, lift′(x)] ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A✳

❚❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts X ⊆ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② lift′(X)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts lift′(x) ❢♦r
x ∈ X✱ ✐✳❡✳✱ lift′(X) := { lift′(x) |x ∈ X }.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ L′ : C → VorSkel(SC) t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ∈ C t♦ ✐ts ❧✐❢t ✐♥ VorSkel(SC)
✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❋♦r ❛♥② Y ⊂ VorSkel(SC)✱ L′−1(Y ) ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts x ∈ C s✉❝❤ t❤❛t lift′(x) = y ❢♦r s♦♠❡ y ∈ Y ✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▲❡❢t✮ ●✐✈❡♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′
C ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ❘✐❣❤t✮ ❈♦♥✲

♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✿ ❚✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ R′
C ✐❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ✐♥t❡rs❡❝t✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t R′
C✳ ■❢ SC = ∅ t❤❡♥ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥

R′
C ✐s ❡♠♣t②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t A ∈ SC ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ C✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t a ∈ A✱

t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts x ∈ C t❤❛t ❤❛✈❡ a ❛s t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t
[a, lift′(a)] ❥♦✐♥✐♥❣ a t♦ ✐ts ❧✐❢t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′

C ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts [a, lift′(a)] ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t a ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✱ ✐✳❡✳✱

R′
C :=

⋃

A∈SC

⋃

a∈A

[a, lift′(a)].

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ VorSkel(SC)✱ t❤❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ R′

C ✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♣❧❛② t❤❡ ❦❡② r♦❧❡ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ∂C \ SC ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ♠❛② ♦❝❝✉r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦✐♥t x ∈ ∂C \ SC ❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′

C ✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t
♦❢ x ∈ ∂C \ SC ✐s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t R′

C ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t♦♣♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❜❥❡❝t
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢♦r♠❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❛r✐s❡✳

❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❜❥❡❝t R′✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣✐❡❝❡s ✐♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥t❡rs❡❝t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧
st❡♣✱ ✇❤❡♥ ❣❧✉✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜② ❣❧✉✐♥❣ t❤❡s❡ ♣✐❡❝❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧
t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✭✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

✻✺
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t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s R′
C ♦✈❡r

❛❧❧ ❝❡❧❧s C ✇✐t❤ t❤✐❝❦❡♥❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t
R′

C ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✽ ✭❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R
✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ R′✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t RC ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ R′

C ✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ RC ⊆ R′
C ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❢♦r

❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝❡✐♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t a ✐♥ s♦♠❡ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✱
[a, lift(a)] ⊆ [a, lift′(a)]✳ ▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ [a, lift(a)]✳ a ✐s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂C t♦ x✱
✐✳❡✳✱ a ∈ NpC(x)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ a✱ ✐s ❡♠♣t②
♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ∂C✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤✐s ❜❛❧❧ ✐s ❡♠♣t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ SC ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s A✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ x ∈ [a, lift(a)]✱
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ x ♦♥t♦ A ✐s a✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x ❧✐❡s ♦♥ [a, lift′(a)] ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦
R′

C ✳ ✷

✻✻
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♠❛❦❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛rs❡
s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳

✷✳✶ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ■♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst st✉❞② t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ●r❛♣❤✮ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢
SC ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G′

C ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥ G′
C ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s A ❛♥❞ A′ ✐❢ lift′(A) ❛♥❞ lift′(A′) ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥ VorSkel(SC)✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✲r✐❣❤t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R′

C ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t A ❛♥❞ A′ ❛r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′

C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A ❛♥❞ A′ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ R′
C ✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✲
✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r t♦ t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ▲❡t GC ❛♥❞ G′
C ❜❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② RC ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✮ ❛♥❞ R′
C r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ GC ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢

G′
C ✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ■♥ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛
d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts (d− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ s❛♠❡
str❛t❡❣② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✸ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛tR′ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
❡♥❥♦②❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✹ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t♦ t❤✐s
♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✉♥❞❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r
❛❞❛♣t❡❞ t♦ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ C✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♥❡✇ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② lift′✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❍❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❈❡❧❧✮ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s ❛♥❞ A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ SC ✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ A ✐♥ C✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② h′

A✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s h′
A :=

maxx∈VC(A) d(x,np′
A(x)). ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ C ❛s h′

C := maxA∈SC
h′

A.

✻✼
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▲❡t ✉s ❛❧s♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝❤ ✿ ▲❡t O ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t 3✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤
❜♦✉♥❞❛r② ∂O ✐♥ R

3✳ ❚❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ O ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

r❡❛❝❤(O) := min
m∈▼❆(∂O)

d(m,∂O).

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② RC ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❧❡ss t❤❛♥
t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✭t❤❡ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡❡♠s t♦♦ r❡✲
str✐❝t✐✈❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✿
❇❡❝❛✉s❡✱ ❛s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝✲
t✉r❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❝❤ ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♥❡✇ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✿

r❡❛❝❤i(O) := min
m∈▼❆i(∂O)

d(m,∂O) and r❡❛❝❤e(O) := min
m∈▼❆e(∂O)

d(m,∂O).

●✐✈❡♥ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡❛❝❤i(OC) = min d(a,mi(a))✱ ✇❤❡r❡
❡✐t❤❡r a ∈ ∂O∩C ♦r mi(a) ∈ ▼❆i(∂O)∩C✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ r❡❛❝❤e(OC) = min d(a,me(a))✱
✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r a ∈ ∂O ∩ C ♦r me(a) ∈ ▼❆e(∂O) ∩ C✳

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ✐♥ t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s r❡❛❝❤i(O) ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
r❡❛❝❤e(O)✳ ❚❤❡ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ r❡❛❝❤i(O) ❛♥❞
r❡❛❝❤e(O)✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ s✉❣✲
❣❡st ❛ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦♥❧② ❜②
r❡❛❝❤e(O)✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(C ′1) ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t h′
C < ǫ✱ ❢♦r s♦♠❡

ǫ ≤ r❡❛❝❤e(OC).

(C ′2) ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥②
♣♦✐♥t x ∈ ∂OC ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ d(np′(x), ∂A) ≤ r❡❛❝❤i(OC)✱ ✇❤❡r❡ A ∈ SC ✐s s✉❝❤ t❤❛t x ∈ V(A)✳
❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳ ▼♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ A✱ ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A✱ ♠♦✈❡s ❜② ❛t ♠♦st r❡❛❝❤i(OC)✳ ❚❤✐s
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ∂O✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▲❡♠♠❛ ✼ ❯♥❞❡r t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ▼❆i(∂OC) ⊂ R′
C ✳

Pr♦♦❢ ▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ▼❆i(∂OC) ❛♥❞ A ❜❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s x✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
x ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x❀ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ❞✐s❦ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② D✳

✻✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❋♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ A✱ ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A✱ ♠♦✈❡s
❜② ❛t ♠♦st r❡❛❝❤i(OC)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ D ✐s ❛t ❧❡❛st r❡❛❝❤i(OC)✱ ❛♥❞ D ✐s ❡♠♣t② ♦❢
♣♦✐♥ts ♦❢ ∂OC ✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❡♥t❡r x t♦ A s❤♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ A✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
R′

C ✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t x ❜❡❧♦♥❣s t♦ R′
C ✳ ✷

❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ✭●✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s✮ ■❢ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥ R′

C ❛♥❞ OC ✐♥❞✉❝❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ C✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ R′

C ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ OC ✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿

• ❋r♦♠ ▼❆i(∂OC) ⊂ R′
C ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥✲

❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ R′
C ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥

OC ✳

• ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ■❢
t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ OC ✐❢ t❤❡②
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ R′

C ✳

▲❡t A ❛♥❞ A′ ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ R′
C ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ R′✱

❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
lift′(A)∩ lift′(A′) ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ▲❡t x ∈ VorSkel(SC) ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ lift′(A)∩ lift′(A′)✳
▲❡t B ❜❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts np′

A(x) ❛♥❞
np′

A′(x)✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ x ∈ lift′(A)∩lift′(A′)✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts np′
A(x) ❛♥❞ np′

A′(x)
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ x✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ♠♦st t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ r❛❞✐✉s
♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ B✱ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ r❡❛❝❤e(OC)✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t np′
A(x) ❛♥❞ np′

A′(x) ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ O ∩ B✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥✲
tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t np′

A(m) ❛♥❞ np′
A′(m) ❜❡❧♦♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✻✾
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❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ O ∩ B✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② K ❛♥❞ K ′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢
❜❛❧❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x✳ ▲❡t B1 ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝ts ❜♦t❤ K
❛♥❞ K ′✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✳ B1 ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ∂K ♦r ∂K ′✱ s❛② ✭✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮
∂K ❛♥❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t p ∈ ∂K✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ ❜❛❧❧s t❛♥❣❡♥t t♦ ∂K ❛t
p✳ ▲❡t B2 ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜❛❧❧ ✐♥ t❤✐s ♣❡♥❝✐❧ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ K ′ ✐♥
✐ts ✐♥t❡r✐♦r✳ B2 ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ∂K ′ ❛t ❛ ♣♦✐♥t p′✳ ❚❤✉s B2 ✐s ❛ ❜❛❧❧ t❛♥❣❡♥t t♦ ∂O ✐♥
t✇♦ ♣♦✐♥ts p ❛♥❞ p′✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ❝❡♥t❡r o ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧
❛①✐s ♦❢ ∂O✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ B2 ✐s ❛t ❧❡❛st r❡❛❝❤e(OC)✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡
❢❛❝t t❤❛t B2 ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ B✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ B ✐s ❧❡ss t❤❛♥ r❡❛❝❤e(OC)✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ np′
A(m) ❛♥❞ np′

A′(m) ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t K ♦❢ O ∩ B✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ B ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ SC ✱ K ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝✉t ❜② ❛♥② ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✉s✱ K ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ C ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ K ⊂ O ∩ C✳ ❍❡♥❝❡✱
A ❛♥❞ A′ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ OC ✳

✷

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾✳

✸✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●✉❛r❛♥t❡❡s

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ O ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ R′✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst
♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✽ ▲❡t y ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ∂R′
C ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t a ∈ ∂SC s✉❝❤ t❤❛t d(y, a) ≤ h′

C ✳

Pr♦♦❢ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R′
C ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t y ∈ ∂R′

C ✿
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• ❊✐t❤❡r y ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [a, lift′(a)] ❢♦r s♦♠❡ a ∈ ∂SC ✿ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐✈✐❛❧❧②
d(y, a) ≤ d(a, lift′(a)) ≤ h′

C ✳

• ♦r y ✐s t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t a′ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A′✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
y ∈ VorSkel(SC) ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t a ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s❡❝t✐♦♥ A s✉❝❤ t❤❛t d(y, a) =
d(y, a′)✳ ■❢ a ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ A✱ t❤❡♥ y ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ t✇♦
s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ ∂R′

C ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ a ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ∂SC ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡
d(y, a) = d(y, a′) = d(lift′(a′), a′) ≤ h′

C ✳

✷

❚❤❡♦r❡♠ ✷✵ ✭❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ●✉❛r❛♥t❡❡s✮ ■❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐✜❡s t❤❡
❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡

dH(O,R′) ≤ max
C

h′
C < ǫ.

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❋♦r ✭t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥✮ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✵✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t dH(OC ,R
′
C) ≤ h′

C ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿

✶✳ ▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ R′
C ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ R′

C ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t
a ∈ SC s✉❝❤ t❤❛t x ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [a, lift′(a)]✳ ❙✐♥❝❡ a ∈ SC ⊂ OC ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
d(x,OC) ≤ d(x, a) ≤ d(a, lift′(a)) ≤ h′

C ✳

✷✳ ▲❡t x ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ OC ✳ ■❢ x ∈ R′
C ✱ d(x,R′

C) = 0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t x ✐s ♥♦t ✐♥R′

C ✳ ▲❡t x′ ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ∂OC t♦ x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
x ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t [x′,mi,C(x

′)]✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼ ❛♥❞
t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ mi,C(x

′) ∈ ▼❆i(∂OC) ⊆ R′
C ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✇❡ ❤❛✈❡ x /∈ R′
C ✳ ❚❤✉s t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ x t♦ mi,C(x

′) ✐♥t❡rs❡❝ts ∂R′
C ✳ ▲❡t y ❜❡

❛ ♣♦✐♥t ✐♥ [x,mi,C(x
′)] ∩ ∂R′

C ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✽✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t a ∈ ∂SC

s✉❝❤ t❤❛t d(y, a) ≤ h′
C ✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t d(y, x′) ≤ d(y, a)✳ ■❢ d(y, x′) > d(y, a) t❤❡♥ d(x′,mi,C(x
′)) = d(y, x′)+

d(y, mi,C(x
′)) > d(y, a) + d(y, mi,C(x

′)) ≥ d(a,mi,C(x
′))✳ ❇✉t d(x′,mi,C(x

′)) >

✼✶
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d(a,mi,C(x
′)) ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t x′ ✐s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t ♦❢ ∂OC t♦ mi,C(x

′)✳
❚❤✉s✱ d(y, x′) ≤ d(y, a)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ y ∈ [x,mi,C(x

′)] ⊆ [x′,mi,C(x
′)]✱

d(x, y) ≤ d(x′, y) ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

d(x,R′
C) ≤ d(x, y) ≤ d(x′, y) ≤ d(y, a) ≤ h′

C .

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ dH(OC ,R
′
C) ≤ h′

C < ǫ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ✷

✸✳✷ Pr♦♦❢ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❍♦♠♦t♦♣② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❇❡t✇❡❡♥ R′ ❛♥❞ O

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C ♦❢
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t OC ❛♥❞ R′

C ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❥✉st ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r
❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R′
C ✱

t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥ L′ : R′
C → lift′(SC) ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡

♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ MC ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ OC ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t lift′(SC) ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ MC ✳

❋r♦♠ ▼❆i(∂OC) ⊂ R′
C ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ s❤❛♣❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ MC ⊆ R′

C ✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❛s ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢t
❢✉♥❝t✐♦♥ L′ : MC → lift′(SC) ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t R′
C ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛② ❢♦r t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢

SC ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t ✐♥ ∂C✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ R′
C ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥

C\M̃C ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ✭❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ OC✮ t❤❛t ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡ C \ M̃C ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s✿

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r Oǫ
C = {x ∈ R

3, d(x,OC) ≤ ǫ}✳ ❙✐♥❝❡ ǫ ≤ r❡❛❝❤e(OC)✱ Oǫ
C ✐s ❤♦♠♦t♦♣②

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ OC ✳

▲❡♠♠❛ ✾ ■❢ t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡♥ R′
C ⊆ Oǫ

C ✳

Pr♦♦❢ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R′
C ✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t x ∈ R′

C t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t a ✐♥ SC s✉❝❤ t❤❛t
x ∈ [a, lift′(a)]✳ ❚❤✉s✱ d(x, a) ≤ d(a, lift′(a)) ≤ h′

C ≤ ǫ✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t R′
C ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢

Sǫ
C = {x ∈ R

3, d(x,SC) ≤ ǫ} ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Oǫ
C ✳ ✷

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ Oǫ
C ✐♥st❡❛❞ ♦❢ C\M̃C ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

✼✷
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OC

MC R′
C Oǫ

C

❧✐❢t′(SC)
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≃

❯s✐♥❣ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ L′ : MC → lift′(SC) ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣②
❣r♦✉♣s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐s
❞❡❞✉❝❡❞ ✭s❡❡ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ MC ❛♥❞ lift′(SC)✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣s L′∗ : πi(MC) → πi(lift

′(SC)) ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ OC ❛♥❞
R′

C ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✶ ■❢ t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡♥ πi(OC) = {0}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥② ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ∂O ✐s ❝✉t ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ OC ✐s ❛ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❛s ❛
❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ✷

❚❤❡♦r❡♠ ✷✷ πi(R
′
C) = {0}✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✳

Pr♦♦❢ ❯s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ R′

C ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ▲❡t x ❛♥❞ y ❜❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❧❡t S ❛♥❞
S′ ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s s♦ t❤❛t x ∈ V(S) ❛♥❞ y ∈ V(S′)✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R′

C ✱ x ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ S ✐♥ ∂R′

C ✱ ❛♥❞ y ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ S′ ✐♥ ∂R′
C ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ S ❛♥❞ S′ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

✐♥ ∂R′
C ✳ ❚❤✉s✱ x ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ y ✐♥ ∂R′

C ✳ ✷

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ OC ❛♥❞
R′

C ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ π1(OC) ❛♥❞ π1(R
′
C)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ MC ✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ R′
C ❛♥❞ lift′(SC)✱ ✐t ✇✐❧❧

❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t π1(MC) ❛♥❞ π1(lift
′(SC)) ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❆s t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢

t❤❡ ♠❛♣ L′∗ : π1(MC) → π1(lift
′(SC)) ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t②✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t L′
∗ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ lift′(SC) ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ π1(lift

′(SC)) ✐s
tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ L′

∗ ✐s s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R′
C ❛♥❞ OC ❝❛♥

❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳
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❆❧s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❜❛s❡❞ ❛❣❛✐♥
♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ αa ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭❆♥❣❧❡ αa✮ ▲❡t a ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ♦♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ PA✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r mi(a)✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ C✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ αa ❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡
❜❡t✇❡❡♥ PA ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂O ❛t a✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✿ αa := angle(PA, [a,mi(a)]).

(C ′3) ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱

h′
C <

1

2

(
1 − sin(αa)

)
r❡❛❝❤(a),∀a ∈ ∂SC .

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡s✿ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
r❡❞ s❡❣♠❡♥t ✭[np′(x), a]✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ǫ✳

❘❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡s✿

▲❡tO ❜❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t a ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ A ♦❢O ♦♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡ PA✳ ❆s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ s❤♦✇s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O ❛♥❞
PA ✐s ❡q✉❛❧ t♦ π

2 −αa✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❲❡❛❦ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿ h′

C < cot(αa) r❡❛❝❤(a). ❋r♦♠ 0 ≤ αa ≤ π
2 ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡ cot(αa) ≥

1
2

(
1−sin(αa)

)
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡

r❡str✐❝t✐✈❡✳

❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ L′∗ : π1(MC) → π1(lift

′(SC))✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ MC ❛♥❞ lift′(SC)✱ ❛♥❞
s♦ OC ❛♥❞ R′

C ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥❡r✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿
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❚❤❡♦r❡♠ ✷✸ ✭❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s✮ ■❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐❢② t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′ ✐s ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ O✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❢♦r♠
t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ▼❆i(∂O) ⊂ R′✱ R′ ✐s
✐s♦t♦♣✐❝ t♦ O ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶ ♦❢ ❬❈❈❙✵✺❪✮ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✹ ✭❍♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ■❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✈❡r✐❢② t❤❡ ❲❡❛❦ ❉❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡
❚r❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s R′ ❛♥❞ O ❛r❡ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ✐s♦t♦♣✐❝✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✉♥❞❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r tr❡❡✲
❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s❤❛♣❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤✐♥ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳

✹ ❉✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❇❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② R′ ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧②
❝♦rr❡❝t ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱
R′ ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❥❛❣❣❡❞ ❛♥❞ ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
s❤❛♣❡ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t
❛s ✐t ✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❞❡s✐r❡❞✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ str✉❝t✉r❡ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s
✐♥ G′ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ R′✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡✱
✇✐t❤ ✐ts ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳

✹✳✶ ❉❡❧❛✉♥❛② ❙✐♠♣❧✐❝❡s

❚❤❡ ❞✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉❡❧❛✉♥❛②
s✐♠♣❧✐❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❉❡❧❛✉♥❛② ❙✐♠♣❧✐❝❡s✮ ❚♦ ❛♥② ♣♦✐♥t m ∈ VorSkel(SC)✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t m s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ SC ✳ ❚❤✐s ❜❛❧❧ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ♦r ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ(m)✳ ❆s σ(m) ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
❜❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ SC ✱ ✐t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦✐♥ts a
❛♥❞ a′ ✐♥ SC ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ♦❢ σ(m)✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ❤❛s t✇♦ ❝♦♥t❛❝t
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t t❤❛t ❥♦✐♥s t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ♦r ❛
❉❡❧❛✉♥❛② ✶✲s✐♠♣❧❡①✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t✇♦ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❡①❝❡♣t
♣♦ss✐❜❧② ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❙❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
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❛ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ k ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ✐♥ SC ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡s ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② (k− 1)−s✐♠♣❧❡① ✇❤✐❝❤
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② s❡t ♦❢
❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❞❡✜♥❡s ❛ s♣❤❡r❡ ✭❜❛❧❧✮✱ ✐❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s
s✉♣♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✱ ❛♥② ♠❡❞✐❛❧ ❜❛❧❧ ❤❛s ❛t ♠♦st ❢♦✉r ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ k ∈ {2, 3, 4}✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❡①❛♠♣❧❡s✿ ❉❡❧❛✉♥❛② ❙✐♠♣❧✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞
❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ✐♥ r❡❞✳

❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛② ❉✉❛❧✐t② ✿ ❋♦r ❛♥② m ∈ VorSkel(SC)✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ m ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜②
m∗✮ ✐s t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡① ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❧ σ(m)✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s t❤❛t ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤✐s s❡t ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ lift′(SC) t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭❚❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ❙✐♠♣❧✐❝❡s✮ ▲❡t A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✱ ❛♥❞ m =
lift′(a) ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥t a ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ A✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ σ(m) ❜❡✐♥❣
❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ SC ✱ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A ❛t a✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛♥② ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A ❛t ❛ ♣♦✐♥t a
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ A✱ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ A✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t m ∈ lift′(A) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡①✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t a′ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ♦❢ σ(m) ✐♥ SC

❞✐st✐♥❝t t♦ a✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t [a, a′] ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ♦❢ a✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭▲❛❜❡❧✐♥❣ φ✮ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ φ t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t a ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥
SC ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ SC s✉❝❤ t❤❛t✿ a′ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ φ(a) ✐❢ [a, a′] ✐s ❛ t❛♥❣❡♥t
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ♦❢ a✳

●❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ φ(a) ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❢♦r
s♦♠❡ a✱ φ(a) ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❉✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❙❡❝t✐♦♥✮ ❲❡
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ C ❛s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ f ❜② t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC) ♦♥t♦ f ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✶✲❧❡❢t✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A
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❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛❝❡ f ✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ f s✉❜❞✐✈✐❞❡s A ✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

✹✳✷ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❉✐❛❣r❛♠

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ C ❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC) ♦♥t♦ f ✳ ❚❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC) ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC ✳ ❆ ♣♦✐♥t a ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ f ❤❛s
❛ ✉♥✐q✉❡ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ✐♥ C t❤❛t ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ lift′(a)✳ ■❢ lift′(a) ✐s t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥
♦❢ VorSkel(SC) t❤❡♥ t❤✐s ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ❤❛s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ✐♥ SC ✱ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞s
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ a ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡
❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

▲❡t A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✳ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ A ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ A
✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ♦❢ A✳ ❋♦r ❛ s✉❜s❡❝t✐♦♥ E ♦❢ A✱ lift′(E) ❧✐❡s ♦♥ ❛ ✉♥✐q✉❡
❱♦r♦♥♦✐ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Φ(E) ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡❝t✐♦♥ A′ s✉❝❤ t❤❛t lift′(E)
✐♥t❡rs❡❝ts ∂VC(A

′)✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ Φ(A) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ Φ(E) ❢♦r ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s
E ♦❢ A✳ ❚❤❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ E ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts a ✐♥ A s✉❝❤ t❤❛t φ(a) ∈ Φ(E) ■♥❞❡❡❞✱ φ(.)
❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ SC ❡①❝❡♣t ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❆s ✐t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ▲♦❝✉s ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs✳ ✭❚❤❛t ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳✮ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ■t ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② R′✳

✭❛✮ ❆ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ✇✐t❤ ❛♥
❡♥❞♣♦✐♥t ♦♥ ❛ ❢❛❝❡ f ✭✐♥ ❜❧✉❡✮
♦❢ C✳

✭❜✮ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ f ✳ ✭❝✮ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs
✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦♥
f ✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ C✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠
♦♥ ❛ ❢❛❝❡ ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤✐s ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✷❉✲❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❡①t❡r♥❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✮ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✲r✐❣❤t✳ ❚❤✐s
❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♠✐❧❛r s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
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❜② ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r ✐♥ ❬❇●✾✸❪✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✭❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✮
♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♥t♦✉rs✱ ❛s ❤❛❞ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❙❤❛✽✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt ♦❢✮ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s
♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣❧❛♥❡✳

✹✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✿ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✲r✐❣❤t s❤♦✇s✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
♠❛② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✭✐♥ r❡❞✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❙✐♥❣✉❧❛r✐t②✮ ❚♦ ❛♥② s❡❝t✐♦♥✲♣♦✐♥t p ∈ SC ✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡
♦❢ C ❛t p✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ r❛②s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ p✱ ❧②✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ C ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s
t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ♦❢ C ❛t p✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ SC ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ r❛②s✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② S̃C ✳ ▲❡t D ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✳ P♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ ❜❛❧❧ ♦r ❤❛❧❢✲❜❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ D∪S̃C ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t
D ❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✳
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✿ ✭❛✮ S̃C ✭❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✮ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s✳ ✭❜✮
❋♦r t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ D ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✱ D ∪ S̃C ✐s ❛ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ✭❝✮ ❚❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t ♣♦✐♥t a✳

❚✇♦ ❚②♣❡s ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t②

❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥❡ ♦❢
t❤❡♠ ❛❧♦♥❣ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✲❧❡❢t ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡t❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ Φ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡
♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡
❝r❡❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t ❛ s❡❝t✐♦♥
❛❧♦♥❣ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✲r✐❣❤t✳ ❙✉❝❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❞❡t❡❝t✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡♠♦✈❡ s✉❝❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❢♦r t❤❡ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❚✇♦ ❚②♣❡s ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t②✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡t❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦❡❜✐✉s
❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ Φ✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❉❡❧❛✉♥❛②

✼✾
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✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s A ❛♥❞ A′ ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ s❛② A✱ ❛❧♦♥❣ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t a ∈ A s✉❝❤ t❤❛t φ(a) ∈ A′✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ A′ /∈ Φ(A)✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s tr✉❡ ❛s ✇❡❧❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ▲❡t A ❛♥❞ A′ ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC s✉❝❤ t❤❛t A ∈ Φ(A′) ❛♥❞ A′ /∈ Φ(A)✳
❚❤❡ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ❝r❡❛t❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t A✳

Pr♦♦❢ ▲❡t [a′, a]✱ a ∈ A ❛♥❞ a′ ∈ A′✱ ❜❡ ❛ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ❛t a′✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t a ✐s
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ A✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t a ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ A✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢
t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❜❛❧❧ B ♦❢ [a′, a] ✐s ❡♠♣t② ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ SC ✭❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r A✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
B ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ A ❛t a✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ A′ ∈ φ(a)✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t A′ ∈ Φ(a) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✐♥t❡rs❡❝t A ❛t ❛
♣♦✐♥t ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥
A ❛♥❞ A′ ✐♥t❡rs❡❝ts A ❛❧♦♥❣ ❛ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳ ✷

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❙②♠♠❡tr✐❝ ▲❛❜❡❧✐♥❣✮ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
s②♠♠❡tr✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A ∈ Φ(A′) ❛♥❞ A′ ∈ Φ(A)✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s A ❛♥❞ A′

✐❢ A ∈ Φ(A′) ❛♥❞ A′ ∈ Φ(A)✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❜② t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❛s ❢❛r ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s
♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ R′

C ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮✳

✽✵
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❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❛♥❞ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✭❜✮✲r✐❣❤t✲❞♦✇♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲
s②♠♠❡tr✐❝ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs✳ ❲❡
♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ❝❛❧❧❡❞ G′′

C ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ G′

C ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❛♣❤ G′′
C✮ ❋♦r ❡❛❝❤ SC ✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ G′′

C ♦♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s SC ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s A1 ❛♥❞ A2 ✐♥ SC

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ❛
♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s G′′

C ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❤❛s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❛s ❢❛r ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ s✐♥✲
❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ G′
C ✱ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥ A ∈ SC ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦

A′ ✐♥ G′
C ✐❢ lift′(A) ✐♥t❡rs❡❝ts lift′(A′)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ lift′(A) ⊂ VC(A) ❛♥❞ lift′(A′) ⊂ VC(A

′)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ lift′(A) ✐♥t❡rs❡❝ts lift′(A′) t❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ∂VC(A

′) ∩ lift′(A) ❛♥❞
∂VC(A) ∩ lift′(A′) ❛r❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣✱ ✐❢
lift′(A) ✐♥t❡rs❡❝ts ∂VC(A

′) t❤❡♥ A′ ∈ Φ(A) ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ A ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ A′ ✐♥ G′
C t❤❡♥

t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢
R′

C ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst t②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G′

C ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t②♣❡
✶✳ ❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ G′

C s❡❡♠s
♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ R′

C ✳

✽✶
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✭❛✮ ❚❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✿ A′
∈ Φ(A) ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts a ∈ A s✉❝❤ t❤❛t

φ(a) ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ A′✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t b ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ φ(b) ✐s ♥♦t
✉♥✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❧❛st
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ A ∈ Φ(A′) ❛♥❞ A′ /∈ Φ(A)✳ ❆s t❤❡ ❧❛st ✜❣✉r❡ s❤♦✇s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✭✐♥ r❡❞✮ ❝r❡❛t❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t A✳ ❙❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳

✽✷
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✹✳✹ ❚✇♦ ❉✉❛❧ ❖❜❥❡❝ts ✿ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❙♣✐♥❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛② ❞✉❛❧✐t② t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡t ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛②
✜❜❡rs✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣✐♥❡ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s R′✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′

C ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦♥ VorSkel(SC) ♣❧❛② ❛ ❦❡②
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ VorSkel(SC) ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❆❧❧✲▲✐❢t P❛rt t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭❆❧❧✲▲✐❢t P❛rt all − lift(SC)✮ ❆ ♣♦✐♥t m ∈ VorSkel(SC) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥
all − lift(SC) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ m ✐s ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ SC ✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ m ♦♥t♦ ✐ts ♥❡❛r❡st s❡❝t✐♦♥s ❧✐❡ ✐♥ SC ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✲❧❡❢t✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ✷✲❢❛❝❡ ♦❢ VorSkel(SC)✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ t❤❡ t✇♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐s ✐♥ all − lift(SC)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ❚❤❡ ❛❧❧✲❧✐❢t ♣❛rt ♦❢ VorSkel(SC) ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♣❧❛♥❛r✱ ✐✳❡✳✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
♣❧❛♥❛r ♣❛t❝❤❡s✳

Pr♦♦❢ ▲❡t S1 ❛♥❞ S2 ❜❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s P1 ❛♥❞ P2✱ s✉❝❤ t❤❛t lift′(S1)
❛♥❞ lift′(S2) ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C t❤❛t ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ P1 ❛♥❞ P2✳ ❚❤✉s✱ lift′(S1) ❛♥❞ lift′(S2) ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ ♦❢ P1 ❛♥❞
P2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ all − lift(SC) ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❱♦r♦♥♦✐ ✷✲❢❛❝❡ ♦❢ VorSkel(SC) ✐s
♣❧❛♥❛r✳ ✷

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧✲❧✐❢t ♣❛rt ♦❢ VorSkel(SC)✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ R′
C ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❑❡r♥❡❧✱

t❤❛t ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s R′
C ❛♥❞ ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ✷❉ ❡①❛♠♣❧❡✿ ▲❡❢t✮ all − lift(SC) ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳ ❘✐❣❤t✮ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ KC := SC ∪
L′−1(all − lift(SC)) ✐♥ ❣r❡❡♥✱ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② R′

C ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭❑❡r♥❡❧✮ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s KC := SC ∪ L′−1(all − lift(SC))
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❧✐♥❦ ❡❛❝❤ m ∈ all − lift(SC)
t♦ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❑❡r♥❡❧ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
K :=

⋃
C KC ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✲r✐❣❤t✳

✽✸
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❈♦♥❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s ✿ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t K ❝♦♥❢♦r♠s t♦
t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧❧✲❧✐❢t ♣❛rt ♦❢ VorSkel(SC) ♠❛② ✐♥t❡rs❡❝t
∂C ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ L′−1(all − lift(SC)) ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ∂C \ SC ✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡✜♥❡❞
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′✳ ✭◆♦ ♥❡❡❞ t♦ t❤✐❝❦❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳✮

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✺ K ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′✳

✭❛✮ KC := SC ∪

L
′−1(all − lift(SC))

✭❜✮ R
′

C

✭❝✮ ❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛♣❡ ❤♦✲
♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ KC ✳

✭❞✮ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ R
′

C t♦ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛♣❡ ✭✐♥ r❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❍♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ KC ❛♥❞ R′
C ✳

Pr♦♦❢ ❋♦r ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ KC

❛♥❞ R′
C ✇❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ SC ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❛♣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥❡r✈❡

t❤❡♦r❡♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡s❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ K ❛♥❞ R′✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♦❢ L′−1(all − lift(SC))
❛t ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✲❝✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛♣❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② K̃C ✱ ✐s ❤♦♠♦t♦♣②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ KC ✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛tR′

C ❝❛♥ ❜❡ r❡tr❛❝t❡❞ t♦ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛♣❡ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✲❞✮ ✿ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦✈❡s t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ L′−1(lift′(SC)\all − lift(SC))
✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ K̃C ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❣✐✈❡s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ R′

C ❛♥❞ K̃C ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
KC ✳ ✷

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❛❧❧✲❧✐❢t ♣❛rt ♦❢ VorSkel(SC) ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② all − lift(SC)✮ ❛s
t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts m ∈ VorSkel(SC) s✉❝❤ t❤❛t m ✐s ♦♥ t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥
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SC ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛② ❞✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣✐♥❡✱ t❤❛t ✐s
❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭❙♣✐♥❡✮ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧✲❧✐❢t ♣❛rt✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② all − lift∗(SC)✳
■t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❜❛❧❧ σ(m) s♦ t❤❛t m ✐s ♦♥ t❤❡
❧✐❢t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ♦❢ σ(m) ✐♥ SC ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ all − lift∗(SC) ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s [a1, . . . , ak] ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s a1, . . . , ak ∈ SC ✱ ❢♦r k ∈ {2, 3, 4}✱ s♦ t❤❛t
✐ts ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ai✱ ❢♦r ❛❧❧
1 ≤ i ≤ k✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣✐♥❡ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ all − lift∗(SC) ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC ✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✷✷❛♥❞ ✷✳✷✸✳

✭❛✮ ❆ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r ✐♥ t❤❡
s♣✐♥❡ ✭✐♥ ♣✉r♣❧❡✮ ❞✉❛❧ t♦ ❛ ♣♦✐♥t
m ∈ all − lift(SC)✳

✭❜✮ ❆ ♣❛rt ♦❢ VorSkel(SC) ❝♦❧✲
♦r❡❞ ✐♥ r❡❞✱ all − lift(SC) ✐s t❤❡
❜♦❧❞ ♣❛rt✳ R

′

C ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡
❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✳

✭❝✮ ❚❤❡ ❙♣✐♥❡ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳ ❖t❤❡r
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ✐♥ ❜❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ✷❉ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛② ❉✉❛❧✐t②✳

✭❛✮ ❆ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡
s♣✐♥❡ ✭✐♥ ♣✉r♣❧❡✮ ❞✉❛❧ t♦ ❛ ♣♦✐♥t
m ∈ all − lift(SC)✳

✭❜✮ ❚❤❡ s♣✐♥❡ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳ ✭❝✮ ■♥✢❛t✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ✷❉ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✻ ✭❉✉❛❧✐t②✮ ❚❤❡ s♣✐♥❡ ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✭❛♥❞ s♦ t♦ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✮✳

Pr♦♦❢ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s SC ∪ all − lift∗(SC) ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s SC ∪ L′−1(all − lift(SC))✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t all − lift∗(SC) ❛♥❞
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L′−1(all − lift(SC)) ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r L′−1(all − lift(SC)) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❧✐♥❦ ❡❛❝❤ m ∈ all − lift(SC) t♦ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥t♦
t❤❡ ♥❡❛r❡st s❡❝t✐♦♥s✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ s✉❝❤ ♣♦✐♥t m∗ = [a, a′] ❝❛♥
❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts [a,m] ❛♥❞ [m, a′]✳ ❆r♦✉♥❞ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
s✐♠♣❧✐❝❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦r ❢♦✉r ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥❡✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ♠♦r❡
❝❛r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣
✭❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✷✳✷✺✲❛✮ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
tr✐❛♥❣❧❡ t♦ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ t♦ t❤✐s ❣r❡❡♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✲❜ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ✭✐♥ ❜❧✉❡✮
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡①❝❡♣t ♦♥ t❤❡✐r
❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ L′−1(all − lift(SC)) ❤❛✈❡ tr✐✈✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❢♦r♠s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❡✈❡♥ ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ✷

✭❛✮ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡r aa′ ❝❛♥
❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ s❡❣♠❡♥ts am ❛♥❞ ma′✳

✭❜✮ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✳ ✭❝✮ ❚❤❡ s♣✐♥❡ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ❚❤❡ s♣✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐✲
❛♥❣❧❡ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦
t❤❡ ❣r❡❡♥ ♣❛rt✳

✭❜✮ ❊❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✐s
❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳

✭❝✮ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥❡ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣❧❡✳
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✹✳✺ ■♥✢❛t✐♥❣ t❤❡ ❙♣✐♥❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s♣✐♥❡ Spine(SC) ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ SC ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢
❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s T s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛❧❧ ♦❢ T ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡
s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛t ❛❧❧ ✐ts ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥ts ✐♥ SC ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✺ ❛♥❞
❚❤❡♦r❡♠ ✷✻ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣✐♥❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ❛s t❤❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′

C ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t R′

C ❤♦❧❞ ❢♦r Spine(SC) ❛s ✇❡❧❧✳ ❆s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ s❤♦✇s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✲
✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳
▼♦❡♦✈❡r✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✐♥✢❛t❡ t❤❡ s♣✐♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦t❤❡r ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧ s❤❛♣❡❞ ♦❜❥❡❝t✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ✭■♥✢❛t❡❞ ❙♣✐♥❡ D✮ ❲❡ ❞❡✜♥❡ DC ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ SC ❛♥❞ ❛❧❧ t❛♥❣❡♥t ❉❡✲
❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ✐♥ Spine(SC)✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ D ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ DC ❢♦r ❛❧❧ C✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ D ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♣✐♥❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✷✻✳

✭❛✮ ❚❤❡ s♣✐♥❡ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❙♣✐♥❡ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳ ❖t❤❡r
❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ✐♥ ❜❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✿ ▲❡❢t✮ ❚❤❡ s♣✐♥❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✳ ❘✐❣❤t✮ ■♥✢❛t❡❞ ❙♣✐♥❡✳

✷❉ ❈❛s❡

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♥❣ ❛ ✷❉✲s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✭❛♥❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✮ ❛r❡ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✭s✉❜s❡❣♠❡♥ts✮ ❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡
t✇♦ s✉❜s❡❣♠❡♥ts✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t D ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ R′✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′ ❤♦❧❞ ❢♦r D ❛s ✇❡❧❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ D ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥
s❡❝t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢❛t❡❞ s♣✐♥❡ ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ✷✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
③❡r♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳

✽✼
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❆s ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✲r✐❣❤t s❤♦✇s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣✐♥❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡①✲❤✉❧❧✳ ❆s ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ SC ❧✐❡ ❡♥t✐r❡❧②
✐♥s✐❞❡ C ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛②
✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐♥❢❡r t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ DC ❤❛s
♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❣❧✉❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s DC t♦❣❡t❤❡r✱ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♠❛② ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✿

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ❝❡❧❧s C ❛♥❞ C′✳ ■❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ C ❛♥❞ C′ ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ f t❤❡♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✐♥❣✉❧❛r✱ s❡❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❛t ♣♦✐♥t b ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼✳ ■♥ ✷❉✱ ❛s t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❧✐♥❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥✱ ❛♥❞ D ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ✷

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼✿ ❆ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡✿ ❆ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t ♣♦✐♥t b ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ✭Pr♦✈❛❜❧② ●♦♦❞ ✷❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ D ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ R′✳

Pr♦♦❢ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥❡ ❛♥❞ DC ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ DC ❛♥❞ R′

C ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ DC ♦r R′
C

❛r❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ DC ♦r R′

C ✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ DC ❛♥❞ R′

C ✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥❡r✈❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ D ❛♥❞ R′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡
D ❛♥❞ R′ ❛r❡ t✇♦ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝✳ ✷

✸❉ ❈❛s❡

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ DC ✳ ❋✐❣✲
✉r❡ ✷✳✷✽ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞✳ Pr✉♥✐♥❣

✽✽
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✭❛✮ ❚✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s♣✐♥❡✳ ✭❝✮ ❆❧❧ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛②
✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭DC✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽✿ ❚❤❡ t✇♦ ✭❜❧✉❡✮ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ s♣✐♥❡ ✭✐♥ ♣✉r♣❧❡✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❛♥❣❡♥t ❉❡❧❛✉♥❛② ✜❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭DC✮ ♠❛② ❤❛✈❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱
✐✳❡✳✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐♥ r❡❞✮✳

DC ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✽✾
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✺ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥ t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t O ✐s ❛❧✇❛②s
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t♦✉r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ P ✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ O∩P ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t♦✉rs ✭❛♥❞
♠❛② ❜❡ ♥❡st❡❞✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s✳
❚❤❡ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❧❛♥❡s ❢♦r♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✭❲❡
✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s
❝♦♥❢♦r♠ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳✮ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛✐♥ st❡♣s✿

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

■♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C✿

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ G′
C ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② R′

C ✱ ✐♥ t✇♦
st❡♣s✿

• ❋✐rst ✜♥❞ ❛ ❣r❛♣❤ G′′
C s✉❝❤ t❤❛t G′

C ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G′′
C ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❢♦r t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳

• ❊①tr❛❝t G′
C ❢r♦♠ G′′

C ✳

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ DC t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′
C ✳

✹✳ Pr✉♥❡ DC t♦ r❡❛❝❤ ❛ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤♦✉t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

✺✳ ●❧✉❡ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t t♦❣❡t❤❡r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst st❡♣s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t
❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ DC ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡
✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✺✳✶ ❙t❡♣ ✶ ✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❊❛❝❤ ❈❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s✿ ❡❛❝❤
❣r♦✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ✭❆s ✇❡
❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ✇✐t❤♦✉t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠✳✮ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▲❡t P = {P1, . . . , Pk} ❜❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❊❛❝❤ Pi ❜♦✉♥❞s t✇♦
❤❛❧❢ s♣❛❝❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ H+(Pi) ❛♥❞ H−(Pi)✳ ❊❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡① a ✐s ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡
Pi ♦r ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤❛❧❢ s♣❛❝❡s H+(Pi) ♦r H−(Pi)✳ ■❢ a ✐s ♦♥ ❛ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡ Pi✱ a ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t✇♦ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ H+(Pi)
❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ H−(Pi)✳

✾✵
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t♦ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡① a ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡ t✇♦ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❛t✉r❡✲
✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ k ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ a ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ k ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳
❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✲✈❡❝t♦rs ♦❢ a✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S−(a) =

(
S−,1(a), . . . , S−,k(a)

)
❛♥❞ S+(a) =(

S+,1(a), . . . , S+,k(a)
)
✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

■❢ a ∈ H+(Pi)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ S−,i(a) = S+,i(a) = 1✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ a ∈ H−(Pi)✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ S−,i(a) = S+,i(a) = 0✳ ■❢ a ∈ Pi t❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ S−,i(a) = 0 ❛♥❞ S+,i(a) = 1✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡① a ∈ Pi t♦ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦♥❡
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ H+(Pi) ❛♥❞ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ H−(Pi)✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ a t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ a✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ Pi✱ S±,i(a) ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❆❧❧
t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s♦rt t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲
✈❡rt✐❝❡s✳ ❆♥② ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❧❧ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

■t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡✿ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾✲
❧❡❢t s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r
s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥s t❤❛t
✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❞❞ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉r✲♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✜rst r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ s♦♠❡ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs
✭❝❛❧❧❡❞ s❡❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ✐s s❤❛r❡❞ ❜② t✇♦ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳

✺✳✷ ❙t❡♣ ✷ ✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ●r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s✳

▲❡t SC ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t SC ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣✳ ❲❡
r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② G′

C

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✿

❊❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥ G′
C ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s A1 ❛♥❞ A2 ✐❢ lift′(A1) ❛♥❞ lift′(A2) ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥
VorSkel(SC)✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ G′
C ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ ✸❉ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥ A1 ∈ SC ✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦
✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s A2 ✐♥ SC s✉❝❤ t❤❛t lift′(A1) ✐♥t❡rs❡❝ts lift′(A2)✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ lift′(A1) ⊂ VC(A1) ❛♥❞ lift′(A2) ⊂ VC(A2)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ lift′(A1) ✐♥t❡rs❡❝ts
lift′(A2) t❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ∂VC(A2) ∩ lift′(A1) ❛♥❞ ∂VC(A1) ∩ lift′(A2) ❛r❡ ♥♦♥✲
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❡♠♣t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤ G′
C ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾✲r✐❣❤t s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾✿ ▲❡❢t✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡✐r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❘✐❣❤t✮ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ∂VC(A

′) ∩ lift′(A) ❛♥❞
∂VC(A) ∩ lift′(A′) ❛r❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ❜✉t lift′(A) ∩ lift′(A′) ✐s ❡♠♣t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r❛♣❤ G′′
C✮ ❋♦r ❡❛❝❤ SC ✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ G′′

C ♦♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s SC ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s A1 ❛♥❞ A2 ✐♥ SC

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∂VC(A2) ∩ lift′(A1) 6= ∅ ❛♥❞ ∂VC(A1) ∩ lift′(A2) 6= ∅✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ G′
C ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G′′

C ✳

Pr♦♦❢ ❚✇♦ s❡❝t✐♦♥s A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′
C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ lift′(A1)∩ lift′(A2) 6= ∅✳

❙✐♥❝❡ lift′(A1) ⊂ VC(A1) ❛♥❞ lift′(A2) ⊂ VC(A2)✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ∂VC(A2)∩ lift′(A1)
❛♥❞ ∂VC(A1)∩ lift′(A2) ❛r❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′′

C ✳ ✷

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ G′′
C ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❡❞❣❡s ♦❢ G′′
C ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ G′

C ✳ ❲❡ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ G′
C ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ G′′

C ✳ ❚❤❡♥
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ G′′

C

❍♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t G′
C ❢r♦♠ G′′

C❄

▲❡t A1 ❛♥❞ A2 ❜❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✱ ♦♥ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s P1 ❛♥❞ P2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′′

C ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ lift′(A1) ∩ lift′(A2) ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C
t❤❛t ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ P1 ❛♥❞ P2✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ lift′(A1) ∩ lift′(A2) 6= ∅✱ t❤❡♥ t❤✐s
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ ♦❢ P1 ❛♥❞ P2✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P12✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥
❡❛s② ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t G′

C ❢r♦♠ G′′
C ✿

❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′′
C ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡

s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐❢t ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′

C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❧✐❢ts ✐♥t❡rs❡❝t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✵✿ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ G′′
C ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤✐s str❛t❡❣②✿ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧✐❢ts ♦❢ t✇♦

s❡❝t✐♦♥s A ❛♥❞ A′ ♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ P ✐♥t❡rs❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ♦♥
VorSkel(SC) ✐s ❡♠♣t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ A ❛♥❞ A′ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′′

C ✳

❘❡♠❛r❦ ✿ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t❡st ♦♥ ❡✈❡r② ♣❛✐rs ♦❢ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣✉t❡ G′

C ❞✐r❡❝t❧② ✭✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ G′′
C✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✵ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡

❧✐❢ts ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ♦♥
VorSkel(SC) ✐s ❡♠♣t②✳

❍♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ G′′
C❄

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥str✉❝t G′′
C ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ 3❉ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠

♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥ A✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s A′ s♦ t❤❛t t❤❡
❧✐❢t ♦❢ A ♦♥ VorSkel(SC) ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ A′✱ ✐✳❡✳✱ ∂VC(A

′) ∩ lift′(A) 6= ∅✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ C t❤❛t ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st
t❤r❡❡ ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC ✳ ▼♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ VorSkel(SC)
✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❢❛❝❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥
♦❢ VorSkel(SC) ♦♥t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ A✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
∂VC(A

′) ❢♦r A′ ∈ SC ❞✐st✐♥❝t t♦ A✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
∂VC(A

′) ∩ lift′(A) ♦♥ VorSkel(SC)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ A ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ ∂VC(A

′)✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ G′′
C ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ tr❡❡ st❡♣s✿

• ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC) ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢
C✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳

• P❡r❢♦r♠ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ Φ(A) ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ A s✉❝❤ t❤❛t✿

❆ s❡❝t✐♦♥ A′ ✐s ✐♥ Φ(A) ✐❢ ∂VC(A
′) ∩ lift′(A) ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳

• ❊①tr❛❝t ♣❛✐rs [A,A′] ♦❢ s❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t A′ ∈ Φ(A) ❛♥❞ A ∈ Φ(A′) ✭s②♠♠❡tr✐❝
❧❛❜❡❧✐♥❣✮✳

✾✸
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❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ❤❡r❡✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✭❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❉✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❙❡❝t✐♦♥✮ ❚❤❡
❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ f ❜② t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC) ♦♥t♦ f ✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✶✲❧❡❢t✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ A
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛❝❡ f ✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ f s✉❜❞✐✈✐❞❡s A ✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

▲❛❜❡❧✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✿ ▲❡t A ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ SC ❛♥❞ ❧❡t E ❜❡ ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥
♦❢ A✳ lift′(E) ❧✐❡s ♦♥ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ Φ(E) ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡❝t✐♦♥
A′ s✉❝❤ t❤❛t lift′(E) ✐♥t❡rs❡❝ts ∂VC(A

′)✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ Φ(A) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ Φ(E) ❢♦r
❛❧❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s E ♦❢ A✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✶✲r✐❣❤t✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ A′ ∈ Φ(A) ✐❢
lift′(A) ✐♥t❡rs❡❝ts ∂VC(A

′)✳ ❚❤✉s✱ A ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ A′ ✐♥ G′′
C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A ∈ Φ(A′)

❛♥❞ A′ ∈ Φ(A)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ A′ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❣r❛♣❤ G′′

C ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛t ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ C✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡
f ♦❢ C ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳

✭❜✮ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ f

✐♥t♦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✶✿ ▲❛❜❡❧✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿ Φ(8) = {3, 4, 6, 7}✳

❇r❛♥❝❤✐♥❣ ❉✐❛❣r❛♠ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥② ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s✱ s❛② P ❛♥❞ P ′✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠
♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ P ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ P ♦❢ t❤❡ ✷❉✲❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
♦❢ P ′✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✷✲❧❡❢t✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ C ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ▲❡t P ❜❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝❡✳

✾✹
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❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛ ✷❉ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✷✿ ❋♦r ❛ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s P ❛♥❞ P ′✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥
❛ ♣❧❛♥❡ P ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ P ♦❢ t❤❡ ✷❉✲❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢
P ′✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ✷❉ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❡❞❣❡s✳
❚❤❡ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❤❛✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′′

C ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✻ ✭▼♦❡❜✐✉s ❉✐❛❣r❛♠✮ ▲❡t U = {U1, . . . , Uk} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦✉❜❧② ✇❡✐❣❤t❡❞
♣♦✐♥ts ♦❢ R

d✱ ✇❤❡r❡ Ui = (pi, λi, µi)✱ pi ✐s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ R
d ❛♥❞ λi, µi ❛r❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r ❛

♣♦✐♥t x ∈ R
d✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ x t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t Ui ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

dM (x, Ui) = λid(x, pi)
2 − µi.

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t Ui t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡st t♦ x ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dM (., .)✳ ❚❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ U ✳ ❚❤❡ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠
❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❤❛s ❝✐r❝✉❧❛r ❡❞❣❡s✳ ❙❡❡ ❬❇❑✵✸❪ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t x ♦♥ t❤❡
s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ VorSkel(SC)✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t x ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ P ❛♥❞ t✇♦ s❡❝t✐♦♥✲
♣♦✐♥ts b ❛♥❞ b′✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② π(b)✱ π(b′) ❛♥❞ π(x)✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ b✱ b′ ❛♥❞ x ♦♥t♦
P ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ π(x) ✐s ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ P ✳ ❆s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✸✲❧❡❢t s❤♦✇s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

d(x, P )2 = d(x, b)2 = d(π(x), π(b))2 + (d(b, P ) − d(x, P ))2

❙♦
d(π(x), π(b))2

d(b, P )
+ d(b, P ) = 2d(x, P ).

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r b′✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ P ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡
♣♦✐♥ts π(x) s✉❝❤ t❤❛t✿

d(π(x), π(b))2

d(b, P )
+ d(b, P ) =

d(π(x), π(b′))2

d(b′, P )
+ d(b′, P )

✾✺
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✸✿ ❘✐❣❤t✮ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ✷❉ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠✳ ▲❡❢t✮
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❊❛❝❤ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ {2, 3, 4, 5}✳

❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥ts b ❛♥❞ b′ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ SC ✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ P ✱ ✇❡ ♣r♦❥❡❝t ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ SC ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ P ✮ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦
P ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① bi ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉r✱ π(bi) ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ( 1

d(bi,P ) ,−d(bi, P ))✳
❚❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ P ✐s t❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦❡❜✐✉s ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡
♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t✐♦♥✳

❙t❡♣s ✸ ❛♥❞ ✹ ✿ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
✜❜❡rs ✐s ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♠✲
✐❧❛r s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✹✮ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❇♦✐s✲
s♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r ✐♥ ❬❇●✾✸❪✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❤❛✽✶❪✳ ❚❤❡ r❡✲
s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✸✲r✐❣❤t ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✹ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❈●❆▲✲❜❛s❡❞✭ ❬❈●❆❪✮
♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ❜② ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❉❡❧❛❣❡ ❬❉❡❧✵✼❪✮ s❤♦✇ s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧✐♥❣
Φ✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ G′

C ✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② DC ✳ ❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ DC ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞
r❡♠♦✈❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r✉♥❡ DC ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
t♦ r❡❛❝❤ ❛ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤♦✉t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t

✾✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✹✿ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✺✿ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤✿ t❤❡
✐♥♣✉t ✐s ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✭♣♦✐♥ts ✐♥ r❡❞✮✳ ■♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ t❤✐♥ r❡❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳

❝❤❛♣t❡r ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ▼❡t❤♦❞ ✸✮✳ ❚❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ DC ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t ✉s r❡❢❡r t♦ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡
❡♥❞ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈●❆▲ ❧✐❜r❛r② ❬❈●❆❪✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ k ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ n ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ s s❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡t Ci ❜❡ ❛ ❝❡❧❧
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✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ni ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ci✱
❛♥❞ si ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ Ci✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O(1) ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

∑
i ni = O(n)✳ ❋♦r t❤❡

✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ n.k ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ n.k s✐❣♥❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥
t✐♠❡ n.k log(n.k)✳ ❚❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❡♣ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❣r❛♣❤✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ Ci✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✷❉ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛t ♠♦st ni ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ Ci✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✷❉ ▼♦❡❜✐✉s ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ n ♣♦✐♥ts ✐♥ Mob2(n) = O(n2) t✐♠❡ ✭s❡❡ ❬❇❑✵✸❪
❛♥❞ ❬❉❡❧✵✸❪✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ t❡st ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ G′′

C t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡✐r ❧✐❢ts ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❤❛s
❛t ♠♦st k ❢❛❝❡ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✭t❤❡
t✇♦ ✜rst st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✐s ❛t ♠♦st✿

n.k + n.k log(n.k) +
∑

Ci

(k.Mob2(ni) +
si(si − 1)

2
)

≤ n.k + n.k log(n.k) +
∑

Ci

(k.O(n2
i ) +

ni(ni − 1)

2
) ≤ k.O(n2).

❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❧❛st st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✐♥ O(n2) t✐♠❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❱♦r♦♥♦✐✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t
R′ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ O ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❥❛❣❣❡❞ ❛♥❞ ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ R′✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❞✉❛❧ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣✐♥❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥❡ ✐s ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ R′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ s♣✐♥❡✳

❋r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤✲
♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② R′

C ✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦✈❛❜❧② ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
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❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡✳ ❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❙♦ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦✈❛❜❧② ❣♦♦❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
s❡❝t✐♦♥s✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♠✐❧❛r s❡❝t✐♦♥s
t❤❛t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r ✐♥ ❬❇●✾✸❪✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦♥t♦✉rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t
❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦r✐❡♥t❡❞ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡
s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❙❊❈❖◆❉ ▼❊❚❍❖❉ ❇❆❙❊❉ ❖◆ ❚❍❊ ❱❖❘❖◆❖■ ❉■❆●❘❆▼ ❖❋ ❚❍❊

❙❊❈❚■❖◆❙

✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
✭❡❛❝❤ s❧✐❝❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r✮✳

✭❜✮ ❖✉t♣✉t✳

✭❝✮ ❖✉t♣✉t ✭❛♥♦t❤❡r ✈✐❡✇✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡✳✶✵✵



❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤✐r❞ ▼❡t❤♦❞✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ▼❡t❤♦❞

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✳ ❘❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t♦ t❤✐s ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛②
❞✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡
❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧
♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′′
C ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ✭❧❡❢t✮ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ❝♦♥✲

♥❡❝t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′
C ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✭r✐❣❤t✮✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡
str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❖✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛r❡ q✉✐t❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
r❡❝♦♥str✉❝t ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦r♦♥❛r② ❛rt❡r✐❛❧ tr❡❡✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇●✾✸❪
t❤❛t ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭♦r s❡r✐❛❧✮ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳

✶✵✶
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▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ■♥♣✉t t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜✮ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♠♣❧❡①

✭❝✮ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✭❞✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜✲❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥t❛✐♥s s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s

✭❡✮ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❢✮ ❋✐♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤♦✉t s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶✵✷
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▼❊❚❍❖❉

✶ ❉✐s❝r❡t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❙tr✉❝t✉r❡

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞
✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢
t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❉❡❧❛✉♥❛② str✉❝t✉r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✲✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳
▲❡t BC ❜❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ C ❛♥❞ VC ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥t♦✉r✲✈❡rt✐❝❡s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ DT (VC ∪ BC)✱ t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✲
✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛❞❞❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ D0 ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′′

C ❛s ❛ s✉❜❝♦♠♣❧❡①✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜②
❛❞❞✐♥❣ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♥❡✇ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳
▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬❊❚✾✸❪✳

❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♥❢♦r♠✐t② ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ VC ❛♥❞ BC ✿ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❡❞❣❡s ♦❢ D0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛❧♦♥❣ BC ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ D0✳

▲❡t ✉s ✜① s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ D0✳

●r♦✉♥❞❡❞ s✐♠♣❧❡① ✐s ❛ s✐♠♣❧❡① ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧❧ ❧✐❡ ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥

✶✳ ❈♦♥t♦✉r✲❡❞❣❡ ❆ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉r✳

✷✳ ■♥t❡r♥❛❧✲❡❞❣❡ ❆ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❜✉t ♥♦t ♦♥ ✐ts
❝♦♥t♦✉r✮✳

✸✳ ❊①t❡r♥❛❧✲❡❞❣❡ ❆ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✿

✶✳ ■♥t❡r♥❛❧✲tr✐❛♥❣❧❡ ❆ ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

✷✳ ❊①t❡r♥❛❧✲tr✐❛♥❣❧❡ ❆ ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

●r♦✉♥❞ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❚♦ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ e✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥✲
❣❧❡s tr(e) ❛♥❞ tl(e) t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢
{tr(e), tl(e)} ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ e ✐s ❛ ❝♦♥t♦✉r✲❡❞❣❡ t❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
♦❢ e ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡ tr✐❛♥❣❧❡✳

✶✵✸
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▼❊❚❍❖❉

●r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡① ❚♦ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡① v✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ G(v) t❤❡ s❡t ♦❢
❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ v✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ v ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ G(v) ✇✐t❤
t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳

❚②♣❡s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❚❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ D0 ❛r❡ ♦❢ ❢♦✉r t②♣❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❆ t❡tr❛❤❡✲
❞r♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t②♣❡✱ Tvf ✱ ❤❛s ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❢❛❝❡ ✭tr✐❛♥❣❧❡✮ ♦♥ ❛ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tee ❤❛✈❡ t✇♦ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡
t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tevv ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝ts t✇♦ ♦t❤❡r ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡①✳ ❚❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tvvvv ❤❛✈❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦♥ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳

✭❛✮ Tvf ✭❜✮ Tee ✭❝✮ Tevv ✭❞✮ Tvvvv

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚②♣❡s ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❝♦♥❢♦r♠✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥② ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥t♦✉r✲
❡❞❣❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧✲❡❞❣❡✱ ♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✲❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❛♥② ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥t❡r♥❛❧ ♦r
❡①t❡r♥❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✼ ✭❊①t❡r♥❛❧ ❚❡tr❛❤❡❞r♦♥✮ ❆ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ♦❢ D0 ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❣r♦✉♥❞❡❞
❡❞❣❡ ♦r tr✐❛♥❣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡r♥❛❧✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❝✳

✷ Pr✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ❈♦♠♣❧❡①

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷❜ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r✉♥❡
t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ D0✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤✐❝❤ ✭✐✮ ❝♦♥❢♦r♠s t♦
t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♦❧✐❞✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ D0 ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜❝♦♠♣❧❡①❡s
D1✱ D2 ❛♥❞ D3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ D1 ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ D0 t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥
s❡❝t✐♦♥s✳ D1 ♠❛② ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ s♦❧✐❞✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
r❡♠♦✈❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦❧✐❞✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ st❡♣s ✿ ✐♥
❙t❡♣ ✷✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡s Tvf ❛♥❞ Tee ✭❡❛❝❤ ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s♦❧✐❞✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙t❡♣ ✸✱ ✇❡
❛❞❞ t♦ D2✱ ❛s ♠❛♥② t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tevv ❛♥❞ Tvvvv ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
s♦❧✐❞✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✶✵✹
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❙t❡♣ ✶ ✿ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❲❡ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ D0 ❛❧❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜❝♦♠♣❧❡① ♦❢ D0 ✐s ♥♦t❡❞ D1✳

❙t❡♣ ✷ ✿ ❙♦❧✐❞✐t② ❝❤❡❝❦ ❛r♦✉♥❞ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s ▲❡t ✉s ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ s♦❧✐❞✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ✭❙❤❡❧❧ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✭s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡①✮✮ ❋♦r D′ ⊂ D0✱ t❤❡ s❤❡❧❧
♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✭s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡①✮ e ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ D′ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ e✳
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ShD′(e) ❢♦r t❤❡ s❤❡❧❧ ♦❢ e ✐♥ D′✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✱
✇❡ ♠❛② ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❞r♦♣ D′ ❛♥❞ ✇r✐t❡ Sh(e)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ✭❋❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮ ❚✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ T ❛♥❞ T ′✱ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡
❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ D′✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ T = T0, . . . , Tk = T ′

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ Ti ∈ D′✱ ❛♥❞ Ti−1 ❛♥❞ Ti s❤❛r❡ ❛ ❢❛❝❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✵ ✭❙♦❧✐❞✐t② ❛t ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✭s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡①✮✮ D′ ✐s s♦❧✐❞ ❛t ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞
❡❞❣❡ ♦r s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡① e✱ ✐❢ ❛♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ Sh(e) ✐s ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭✐♥ D′✮ t♦ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e✳ ❙✉❝❤ ❛ s❤❡❧❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞
s♦❧✐❞✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ ♣r✉♥❡ D1 t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❤♦s❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡
❛❧❧ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢
♣❧❛♥❡s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tevv ❛♥❞ Tvvvv✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦✇ t♦ ♣r✉♥❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ♣r✉♥❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ✉♥t✐❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❛ s♦❧✐❞ s❤❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹b s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ s❤❡❧❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❙t❡♣ ✷✳

✭❛✮ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡② ❢♦r♠
❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t e✳

✭❜✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ s❤❡❧❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❤❡❧❧ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ e✳ e ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜❣✉r❡
♣❧❛♥❡✳

✶✵✺
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▼❊❚❍❖❉

❙❤❡❧❧ Pr✉♥✐♥❣ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡t T ❛♥❞ T ′ ❜❡ t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞
❡❞❣❡ e✳ ❆ ♣✐✈♦t ❢r♦♠ T t♦ T ′ ❛r♦✉♥❞ e ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛
✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e ❥♦✐♥✐♥❣ T t♦ T ′✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆ ♣✐✈♦t ❢r♦♠ T t♦ T ′ ❛r♦✉♥❞ e✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❆ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡s❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❆ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢ Sh(e) ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ t ∈ Sh(e) ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢
e ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹a✳ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ T ∈ Sh(e)✱ ✇❡ st❛rt
♣✐✈♦t✐♥❣ ❛t T ❛r♦✉♥❞ e ✉♥t✐❧ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ♦r ❛ Tvf t❡tr❛❤❡❞r♦♥
✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e✱ ❝❛❧❧❡❞ T ′✳ ❚❤❡ ♣✐✈♦t s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ Tee t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛❧❧ s❤❛r✐♥❣ ❡❞❣❡ e✳
❚♦ ❛♥② s✉❝❤ Tee t❡tr❛❤❡❞r♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t✳ ■♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ st♦r❡ t❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✭❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ e✮✳

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ Sh(e)✳ ❆ Tee t❡tr❛❤❡✲
❞r♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ e ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e ✐❢ ✐t ✐s ✈✐s✐t❡❞ t✇✐❝❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣✐✈♦t ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛❧r❡❛❞② ♦r✐❡♥t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣✐✈♦t✱ ✇❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

✶✵✻
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▼❊❚❍❖❉

✶✳ ❲❡ ♣✉t ❛❧❧ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ ❛ ❧✐st EL✳

✷✳ ❲❤✐❧❡ EL 6= ∅ ❞♦

✭❛✮ ❋♦r ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ T ∈ EL ❞♦

✭❜✮ ❋♦r ❛♥② ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ e ♦❢ T ❞♦

• ❙t❛rt ♣✐✈♦t✐♥❣ ❛t T ❛r♦✉♥❞ e ❛♥❞ ♦r✐❡♥t t❤❡ ✈✐s✐t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✉♥t✐❧ ❛♥
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ♦r Tvf t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

• ■❢ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ t r❡❝❡✐✈❡s t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♠❛r❦ t ❛s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
❛♥❞ ❛❞❞ ✐t t♦ EL✳

✭❝✮ ❘❡♠♦✈❡ T ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ✭EL = EL\T ✮✳

✸✳ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ Tvf ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ ♥♦ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♥♦♥✲❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ Tee t❡tr❛❤❡❞r❛✳

✹✳ D2 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❙t❡♣ ✷ ▲❡t s ❜❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ D0✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t
❙t❡♣ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ O(s) t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ♦❢ t②♣❡ Tee ❤❛s ❛t ♠♦st t✇♦
♣✐✈♦t✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ✭♦♣♣♦s✐t❡✮ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❜❡❢♦r❡
❜❡✐♥❣ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

❙♦❧✐❞✐t② ♦❢ D2 D2 ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tvf ❛♥❞ Tee✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

Pr♦♣❡rt② ✶ ✭❙♦❧✐❞✐t② ❛t ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s✮ ▲❡t e ❜❡ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡✳ ❆♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥
t ∈ ShD2

(e) ✐s ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭✐♥ D2✮ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e✳

Pr♦♦❢ ■❢ t ✐s ❛ Tvf t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ D2✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e✳
▲❡t t ❜❡ ❛ Tee t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e✳ ❍❡♥❝❡✱ t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t ❞♦❡s ♥♦t
❜❡❧♦♥❣ t♦ D2✳ ✷

Pr♦♣❡rt② ✷ ✭❙♦❧✐❞✐t② ❛t s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt✐❝❡s✮ ▲❡t v ❜❡ ❛ s❡❝t✐♦♥✲✈❡rt❡①✳ ❆♥② t❡tr❛❤❡❞r♦♥
t ∈ ShD2

(v) ✐s ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭✐♥ D2✮ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ v✳

Pr♦♦❢ ▲❡t t ❜❡ ❛ Tee t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ D2 ✇❤✐❝❤ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡
♦❢ v✳ ❚❤✉s✱ t ✐s ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
♦❢ v✳

▲❡t t ❜❡ ❛ Tvf t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ D2✱ ✇✐t❤ v ❛s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✈❡rt❡① ✭♥♦t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡
❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ t✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t ✐s ✐♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ Tvf t❡tr❛❤❡❞r❛
✭✇✐t❤ v ❛s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✈❡rt❡①✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ ❛ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ Tee t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ D2✳ ❚❤✐s Tee

t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s t❤✉s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡ e ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ v✳ ❚❤✉s✱ t ✐s ❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ e ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ v✳ ✷
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▼❛①✐♠❛❧✐t② ♦❢ D2 ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✳

▲❡♠♠❛ ✶✵ ▲❡t D′ ❜❡ s✉❜s❡t ♦❢ D0✳ ■❢ T ✐s ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ t❤❛t ❝r❡❛t❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ D′✱
t❤❡♥ T ❝r❡❛t❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ D′ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ T ✳

Pr♦♦❢ ■❢ t ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❣r♦✉♥❞❡❞ ❡❞❣❡s e✱ ✐♥ D′✱ t❤❡♥ ✐t
✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ D′✳ ✷

■♥ ❙t❡♣ ✷✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❞✐s✲
❛♣♣❡❛r ❛♥② ♦t❤❡r s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ♠❛❦❡ ❛♣♣❡❛r s♦♠❡ ♦t❤❡r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♠♦✈❡s t❤❡s❡ ♥❡✇ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✉♥t✐❧ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢
D1 ✇✐t❤♦✉t s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
✜♥✐s❤❡s✳ ❆s ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✉❜s❡t
✐s ♠❛①✐♠❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ D2 ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ Tee ❛♥❞ Tvf t❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❙t❡♣ ✸ ✿ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣❧❛♥❡s ❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ D2 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛②
t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡ Tee ❛♥❞ Tvf ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❛❞❞ t♦ D2 ❛s ♠❛♥② t❡tr❛❤❡❞r❛
♦❢ t②♣❡ Tevv ❛♥❞ Tvvvv ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② t❡tr❛❤❡❞r❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞
❛r❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ❢♦✉r✱ t❤r❡❡ ♦r t✇♦ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛s
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦
♦r s♣❤❡r❡✱ ✐ts ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝r❡❛t❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼
♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙t❡♣ ✸ ❡①❛♠♣❧❡s ✿ T ❛♥❞ T ′ ❞♦ ♥♦t ❝r❡❛t❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆ ✷❉ ✈✐❡✇ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❧✐st L ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t②♣❡s Tvvvv ❛♥❞ Tevv ✇✐t❤ s✉❝❤
❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❧✐st ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ ✇❡
❛❞❞ ✐ts ✜rst ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ L✳ ❲❡ ❝❛❧❧ D3 t❤❡
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r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♦❧✐❞ ❛t ❛♥② s❡❝t✐♦♥✲♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛♥② ❣r♦✉♥❞❡❞
❡❞❣❡✳

D3 ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭♣♦rt✐♦♥✮ R′′
C ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t C✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦rt✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s ▲❡t k ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ n t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❡rt✐❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛✲
❣r❛♠✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ k.O(n2) t✐♠❡✳

▲❡t Ci ❜❡ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ni ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ci✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ O(1) ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

∑
i ni = O(n)✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✸❉

❉❡❧❛✉♥❛② t❡tr❛❤❡❞r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ci✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡tr❛❤❡❞r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ R

3 ♠❛② ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ❆tt❛❧✐
❛♥❞ ❇♦✐ss♦♥♥❛t s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬❆❇✵✹❪ t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❢❛❝❡ts ♦❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧ ✐♥ R

3✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
t❡tr❛❤❡❞r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Ci ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ O(n2

i ) t✐♠❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②
t❡tr❛❤❡❞r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ■♥ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ✈✐s✐t ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥s✐❞❡ ♦r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❙t❡♣s ✷ ❛♥❞ ✸
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ O(n2

i ) t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧ Ci✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥ t✐♠❡ ✐s ❛t ♠♦st k.O(n2) +

∑
Ci

O(n2
i ) ≤ k.O(n2)✱ ❛♥❞ ❢♦r k = O(1)✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s

O(n2)✳

Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

●❡♥❡r❛❧✐t② ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s
♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❧❡① s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❢♦r s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❙♦❧✐❞✐t② ❛♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ❇② t❤❡ s❤❡❧❧ ♣r✉♥✐♥❣ st❡♣ ✇❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛❧❧ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t R′′

C ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❤❛s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ R′′

C ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ✢❛t r❡❣✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❣❧✉❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
R′′

C t♦❣❡t❤❡r✱ s♦♠❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♠❛② ❛♣♣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢❛❝❡ f ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥❝✐❞❡♥t ❝❡❧❧s C ❛♥❞ C′✳ ■❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ C ❛♥❞ C′ ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ f t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✐♥❣✉❧❛r✱ s❡❡ t❤❡ s✐♥❣✉✲
❧❛r✐t② ❛t ♣♦✐♥t b ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❛✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡①❝❡♣t ❛t s♦♠❡
✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❞✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts
s❧✐❣❤t❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ♦r ❜② t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❜✳

✶✵✾
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▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ✭a✮ ❆ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t ♣♦✐♥t b ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣
❞✐❛❣r❛♠s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳ ✭b✮ ❚❤✐s s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛❢t❡r
t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳✭c✮ ❚❤❡ ✢❛t r❡❣✐♦♥ A ✐s ❛❧s♦ t❤✐❝❦❡♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t a✳

❈♦♥❢♦r♠✐t② ❲✐t❤ t❤❡ ●✐✈❡♥ ❙❡❝t✐♦♥s ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❞♦❡s
♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ t❤❛t R′′

C ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✢❛t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡✲
❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣♦rt✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ t❤✐s ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s ✈❡r② s♣❛rs❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✶✶✵
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▼❊❚❍❖❉

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❲❡ ✉s❡ ▼❡❞✐t ❬▼❡❞❪ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❡s❤✳

✶✶✶
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▼❊❚❍❖❉

✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈●❆▲
❧✐❜r❛r② ❬❈●❆❪✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❛ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②❤❡❞r♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❝♦♥❢♦r♠ ❛♥❞ ♥♦♥ s❡❧❢✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣✱ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧②
❧②✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥
t❤❡② ❜♦✉♥❞ ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t❤❛♥❞ s✐❞❡✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ❣❛✐♥
♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✸❉ r❡s✉❧ts✱ s♦♠❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ ✷❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦
❣✐✈❡♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❝✉t ❜② t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ❝✉❜❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs✳
❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✸ ❛♥❞ ✸✳✶✷ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢

✭❛✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❝✉t ❜② t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛
❝✉❜❡✳

t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t✳

❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✹ ❛♥❞ ✸✳✶✺✳
❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✱
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✭a✮✱
t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝❛s❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① s❡❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤
❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st ✜❣✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s✳

✶✶✷



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❞✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭❡✮ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ ✐♥♣✉t
♣♦✐♥ts✳

✭❢✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t♦✉r
❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

✶✶✸



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠✲
♣❧✐❝❡s ♦❢ s❡❝t✐♦♥s✳

✭❜✮ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t✳

✭❝✮ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭❞✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✶✶✹



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ✭a✮ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝✐r❝❧❡s ✭b✮ ❚❤❡r❡
✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ✭c✮ ❆s t❤❡ ❝✐r❝❧❡
✐s s❤✐❢t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭d✮✳

✶✶✺



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭❜✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳

✶✶✻



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭✈✐❡✇ ✶✮✳

✭❝✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭✈✐❡✇ ✷✮✳ ✭❞✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭✈✐❡✇ ✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❆ ❝♦♠♣❧❡① ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡✳

✶✶✼



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❆ r❡s✉❧t ❢♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t✳

✶✶✽



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳

✭❜✮ ❖✉t♣✉t ✭✈✐❡✇ ✶✮✳ ✭❝✮ ❖✉t♣✉t ✭✈✐❡✇ ✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♥❡st❡❞ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✳

✶✶✾



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✿✭a✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts✳ ✭b✮ ■♥♣✉t ♣♦✐♥ts ✐♥
r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ✭c✮ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t

✶✷✵



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❖❜❥❡❝t ✭❜✮ ❉❛t❛ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥

✭❝✮ ■♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❞✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❉✐✲
❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s

✭❡✮ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢✮ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ✷❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

✶✷✶



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍■❘❉ ▼❊❚❍❖❉✿ ●❊◆❊❘❆▲■❩❆❚■❖◆ ❖❋ ❇❖■❙❙❖◆◆❆❚ ❆◆❉ ●❊■●❊❘✬❙

▼❊❚❍❖❉

✶✷✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♠♦st
♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t✇♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ✐s♦t♦♣✐❝
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲
❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ s♣❛rs❡ s❡t ♦❢ s❡❝t✐♦♥s
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ❢❛r
❛s t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐✲
❉❡❧❛✉♥❛② ❞✉❛❧✐t② ❧✐♥❦s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ❉❡❧❛✉♥❛② ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦r♦♥❛r② ❛rt❡r✐❛❧ tr❡❡✳

❋r♦♠ ●❡♦♠❡tr② t♦ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✿ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤❡r❡ ♦r❣❛♥s ♥❡❡❞ t♦
❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❚✱ ▼❘■ ♦r ♦t❤❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❡✲
✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✐❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r
♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ t♦ ❤❡❧♣ r❡♠❡❞② t❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✲
✐t② ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ✭♦r❣❛♥✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤
❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭s✉r❢❛❝❡✮ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✭♦r❣❛♥✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t✐♥❣
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s ❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❜② ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ✐❢ ❛ ❝✉t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ♦r❣❛♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✷❉
✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❯s✐♥❣ s✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛②
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❡rt✐♥❡♥t ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r r❛❞✐♦❧♦❣✐sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ P❡r❤❛♣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ❛ ♠♦r❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✶✷✸
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❆♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ♥❡❡❞s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛❜❡❧ s❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rst ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ t♦
t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♥❡❡❞s ♠♦r❡
❝❛r❡ t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡
❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧❡① s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ✭♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧
✐❞❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ❇❛r❡q✉❡t ❛♥❞ ❱❛①♠❛♥✬s ✇♦r❦ ❬❇❱✵✾❪✱ t❤❛t ♠❛❦❡s
✉s❡ ♦❢ str❛✐❣❤t s❦❡❧❡t♦♥s ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♠✉❧t✐❧❛❜❡❧ s❡❝t✐♦♥s✳

◆♦✐s② ❉❛t❛ ✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs ❧✐❡s ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❝t✐♦♥s
❝♦♥❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✳ ❉✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡rr♦r✱ s✉❝❤ ❛
❢r❡❡✲♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♣❡rt✐♥❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
✶✮ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s✱ ❡❛❝❤ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✲❝♦♥t♦✉rs✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡
♦❢ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❖s❤❡r ❛♥❞ ❙❡t❤✐❛♥ ✐♥ ❬❖❙✽✽❪ ♦r ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s
✭❙♥❛❦❡s✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❑❲❚✽✽❪ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ ✇❛✈❡❧❡t ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱
s✉❝❤ ❛s ❬❙❤✐✵✺❪ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ✷✮ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥s✲
❝♦♥t♦✉rs r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❤❛s
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬❈▲✵✺❪ ❛♥❞ ❬❉●✵✻❪✳ ❆ ♥✐❝❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ✐❞❡❛s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳

❍✐❣❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✿ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts (n − 1)✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❬▲❇❉+✵✽❪ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
❝❤❛♣t❡r✱ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ OC ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♦❜❥❡❝t RC ✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ RC t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ OC ❛♥❞ RC ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ OC ❛♥❞ RC ❢♦r i ≥ 2 ❛r❡ tr✐✈✐❛❧✳ ❯s✐♥❣
t❤❛t✱ ✐t ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ✿
π1(OC) → π1(RC)✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❈♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ RC ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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❋♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧ts
♦♥ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ OC ❛♥❞ RC ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡✳ ❆
♥❡✇ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡s❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣②
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛♥②
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s s✉r❥❡❝t✐✈✐t② ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ✉♥❞❡r s♦♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣
♣❧❛♥❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ OC ❛♥❞ RC ✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s❤❛♣❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❤❡❛rt✮✳ ■♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t ❛t s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳

✸❉ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✲❙❡❝t✐♦♥s ✿ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✸❉ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s✱
✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞
s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❬❑❏✵✶❪✮✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t
❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ str❛t❡❣② ❢♦r t❤✐s
✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐ts ❱♦r♦♥♦✐
❝❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s❡❝t✐♦♥s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❇✾✾❪ ◆✳ ❆♠❡♥t❛ ❛♥❞ ▼✳ ❇❡r♥✳ ❙✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② ❱♦r♦♥♦✐ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❉✐s❝r❡t❡
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ✷✷✭✹✮✿✹✽✶✕✺✵✹✱ ✶✾✾✾✳

❬❆❇✵✹❪ ❉✳ ❆tt❛❧✐ ❛♥❞ ❏✳❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ✸✶✭✸✮✿✸✻✾✕✸✽✹✱ ✷✵✵✹✳

❬❆❇▼✵✾❪ ❖✳ ❆♠✐♥✐✱ ❏✲❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✱ ❛♥❞ P✳ ▼❡♠❛r✐✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤
❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ●✉❛r❛♥t❡❡s✳ ■◆❘■❆ ❘❡♣♦rt ✼✶✹✼✱ ✷✵✵✾✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✻t❤ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✷✵✶✵✳

❬❆❊■❘✵✸❪ ▲✳ ❆♥t✐❣❛✱ ❇✳ ❊♥❡✲■♦r❞❛❝❤❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘❡♠✉③③✐✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r
♣❛t✐❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤✐♥❣ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❢r♦♠ ▼❘ ❛♥❞ ❈❚
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❊rt❧✱ ❇✳ ●✐r♦❞✱ ●✳ ●r❡✐♥❡r✱ ❍✳ ◆✐❡♠❛♥♥✱ ❍✳✲P✳ ❙❡✐❞❡❧✱ ❊✳ ❙t❡✐♥❜❛❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳
❲❡st❡r♠❛♥♥✱ ❡❞s✱ ♣❛❣❡s ✷✽✾✕✷✾✼✱ ✷✵✵✸✳

❬■▼✵✻❪ ❚✳ ■❞♦ ❛♥❞ ❨✳ ▼✉r❛✐✳ ❆ r❡❝✉rs✐✈❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣
✈❡❧♦❝✐♠❡tr②✳ ❋❧♦✇ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✶✼✭✺✮✿✷✻✼✕✷✼✺✱ ✷✵✵✻✳

❬❏❲❈+✵✺❪ ❚✳ ❏✉✱ ❏✳ ❲❛rr❡♥✱ ❏✳ ❈❛rs♦♥✱ ●✳ ❊✐❝❤❡❧❡✱ ❈✳ ❚❤❛❧❧❡r✱ ❲✳ ❈❤✐✉✱ ▼✳ ❇❡❧❧♦✱ ❛♥❞
■✳ ❑❛❦❛❞✐❛r✐s✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ ✷❉ ❝✉r✈❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ✷✶✭✽✮✿✼✻✹✕✼✼✸✱
✷✵✵✺✳

❬❑❡♣✼✺❪ ❊✳ ❑❡♣♣❡❧✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s✉r❢❛❝❡s ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t♦✉r ❧✐♥❡s✳
■❇▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✶✾✭✶✮✿✷✕✶✶✱ ✶✾✼✺✳

✶✸✵
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❬❑❏✵✶❪ ▲✳ ❑✉❜✐♥♦✈❛ ❛♥❞ ❏✳ ❏❛♥á❝❡❦✳ ❈♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ st❡r❡♦❧♦❣②✿ ❡st✐♠❛t✐♥❣
✈♦❧✉♠❡✱ ♥✉♠❜❡r✱ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❜② ✈✐rt✉❛❧ t❡st ♣r♦❜❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✺✸✭✻✮✿✹✷✺✕
✹✸✺✱ ✷✵✵✶✳

❬❑▼❆+✵✼❪ ❆✳ ❑✉r❥❛❦✱ ❇✳ ▼✐s❦♦✈✐❝✱ ❲✳ ❆♥❞♦♥♦t♦♣♦✱ ▼✳ ❙t❛♥♦❥❡✈✐❝✱ ●✳ ❆③✉♠❡♥❞✐✱ ❛♥❞
❍✳ ❱r❝✐❝✳ ❍♦✇ ✉s❡❢✉❧ ✐s ✸❉ ❛♥❞ ✹❉ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥ ♣❡r✐♥❛t❛❧ ♠❡❞✐❝✐♥❡❄ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ♣❡r✐♥❛t❛❧ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✸✺✭✶✮✿✶✵✕✷✼✱ ✷✵✵✼✳

❬❑❲❚✽✽❪ ▼✳ ❑❛ss✱ ❆✳ ❲✐t❦✐♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s✳ ❙♥❛❦❡s✿ ❆❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧s✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ✶✭✹✮✿✸✷✶✕✸✸✶✱ ✶✾✽✽✳

❬▲❇❉+✵✽❪ ▲✳ ▲✐✉✱ ❈✳▲✳ ❇❛❥❛❥✱ ❏✳❖✳ ❉❡❛s②✱ ❉✳❆✳ ▲♦✇✱ ❛♥❞ ❚✳ ❏✉✳ ❙✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❢r♦♠ ♥♦♥✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❝✉r✈❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✷✼✿✶✺✺✕✶✻✸✱
✷✵✵✽✳

❬▲❈✽✼❪ ❲✳❊✳ ▲♦r❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❍✳❊✳ ❈❧✐♥❡✳ ▼❛r❝❤✐♥❣ ❝✉❜❡s✿ ❆ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸❉ s✉r✲
❢❛❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❈♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣❛❣❡ ✶✻✾✳ ❆❈▼✱ ✶✾✽✼✳

❬▲✐❡✵✹❪ ❆✳ ▲✐❡✉t✐❡r✳ ❆♥② ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ❘ ♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡
❛s ✐ts ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✸✻✭✶✶✮✿✶✵✷✾✕✶✵✹✻✱ ✷✵✵✹✳

❬▼❛t✵✸❪ ❙✳❱✳ ▼❛t✈❡❡✈✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞s✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬▼❛②✵✸❪ ❏P ▼❛②✳ ❋✐♥✐t❡ s♣❛❝❡s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦t❡s ❢♦r ❘❊❯✱ ✷✵✵✸✳

❬▼❇✵✽❪ P✳ ▼❡♠❛r✐ ❛♥❞ ❏✳❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✳ Pr♦✈❛❜❧② ❣♦♦❞ ✷❞ s❤❛♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❢r♦♠ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✷✼✭✺✮✿✶✹✵✸✕
✶✹✶✵✱ ✷✵✵✽✳

❬▼❇▼❇✵✻❪ ❏✳ ▼❛r❦❡r✱ ■✳ ❇r❛✉❞❡✱ ❑✳ ▼✉s❡t❤✱ ❛♥❞ ❉✳ ❇r❡❡♥✳ ❈♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✜❡❧❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❱♦❧✉♠❡ ●r❛♣❤✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✾✺✕✶✵✷✱
✷✵✵✻✳

❬▼❡❞❪ ▼❡❞✐t✱ ♦♣❡♥❣❧✲❜❛s❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛♥♥✳❥✉ss✐❡✉✳❢r✴ ❢r❡②✴s♦❢t✇❛r❡✳❤t♠❧✳

❬▼❡②✾✹❪ ❉✳ ▼❡②❡rs✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙✉r❢❛❝❡s ❋r♦♠ P❧❛♥❛r ❈♦♥t♦✉rs✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✾✹✳

❬▼▲❇✵✺❪ ❲✳ ▼❛r❛♥❞❡✱ ❏✳ ▲✉❦❡s✱ ❛♥❞ ●✳ ❇✉r❣❡r✳ ❯♥✐q✉❡ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ❣❡♥♦♠❡ str✉❝✲
t✉r❡ ✐♥ ❞✐♣❧♦♥❡♠✐❞s✱ t❤❡ s✐st❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❦✐♥❡t♦♣❧❛st✐❞s✳ ❊✉❦❛r②♦t✐❝ ❈❡❧❧✱
✹✭✻✮✿✶✶✸✼✱ ✷✵✵✺✳

❬▼▲P✽✽❪ ▼✳ ▼❛r❦♦✱ ❆✳ ▲❡✐t❤✱ ❛♥❞ ❉✳ P❛rs♦♥s✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❝❡❧❧s ❢r♦♠ s❡r✐❛❧ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤♦❧❡✲❝❡❧❧ ♠♦✉♥ts ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❝♦♥t♦✉r✐♥❣ ♦❢
st❡r❡♦ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ❚❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✾✭✹✮✿✸✾✺✕✹✶✶✱
✶✾✽✽✳
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❬◆❍✾✶❪ ●✳▼✳ ◆✐❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❇✳ ❍❛♠❛♥♥✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞❡❝✐❞❡r✿ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛♠❜✐✲
❣✉✐t② ✐♥ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❝✉❜❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱✐s✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✬✾✶✱ ♣❛❣❡ ✾✶✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✶✳

❬◆✉❧✾✽❪ ❙✳ ◆✉❧❧❛♥s✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❣é♦❧♦❣✐❡✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■◆❘■❆✱ ✶✾✾✽✳

❬❖P❈✾✻❪ ❏▼ ❖❧✐✈❛✱ ▼✳ P❡rr✐♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❈♦q✉✐❧❧❛rt✳ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦❧②✲
❤❡❞r❛❧ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ❝♦♥t♦✉rs ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳
■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❋♦r✉♠✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✺✱ ♣❛❣❡s ✸✾✼✕✹✵✽✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❙❝✐❡♥❝❡
▲t❞✱ ✶✾✾✻✳

❬❖❙✽✽❪ ❙✳ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❏✳❆✳ ❙❡t❤✐❛♥✳ ❋r♦♥ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝✉r✈❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
s♣❡❡❞✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ✼✾✭✶✮✿✶✷✕✹✾✱ ✶✾✽✽✳

❬P❛r✵✺❪ ❍✳ P❛r❦✳ ❆ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✷✲❉ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
✷✺✭✶✶✮✿✶✶✸✵✕✶✶✸✻✱ ✷✵✵✺✳

❬P❑✾✻❪ ❍✳ P❛r❦ ❛♥❞ ❑✳ ❑✐♠✳ ❙♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s❡r✐❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳
❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✽✭✶✷✮✿✾✾✺✕✶✵✵✺✱ ✶✾✾✻✳

❬Pr❛✵✵❪ ❆✳❑✳ Pr❛s❛❞✳ P❛rt✐❝❧❡ ✐♠❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr②✳ ❈✉rr❡♥t s❝✐❡♥❝❡✱ ✼✾✭✶✮✿✺✶✕✻✵✱ ✷✵✵✵✳

❬P❚✾✹❪ ❇✳❆✳ P❛②♥❡ ❛♥❞ ❆✳❲✳ ❚♦❣❛✳ ❙✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜② ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✹✭✻✮✿✷✽✕✸✺✱ ✶✾✾✹✳

❬P❚✾✻❪ ▲✳ P✐❡❣❧ ❛♥❞ ❲✳ ❚✐❧❧❡r✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ◆❯❘❇❙ s❦✐♥♥✐♥❣✳ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✷✽✭✾✮✿✻✾✾✕✼✵✻✱ ✶✾✾✻✳

❬❘●P❙✵✺❪ P✳ ❘✉❤♥❛✉✱ ❈✳ ●✉❡tt❡r✱ ❚✳ P✉t③❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙❝❤♥♦rr✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐♠❡tr②✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✻✿✶✹✹✾✕
✶✹✺✽✱ ✷✵✵✺✳

❬❘♦✉✵✸❪ ❋✳ ❘♦✉ss❡❛✉✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é❝❤♦❣r❛♣❤✐❡
✸❉ ❡♥ ♠♦❞❡ ♠❛✐♥✲❧✐❜r❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✸✳

❬❘❨✵✾❪ ▲❛✉r❡♥t ❘✐♥❡❛✉ ❛♥❞ ▼❛r✐❡tt❡ ❨✈✐♥❡❝✳ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈●❆▲
❯s❡r ❛♥❞ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✳ ❈●❆▲ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞✱ ✸✳✺ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✾✳

❬❙❇●✵✻❪ ❆✳ ❙✐❞❧❡s❦②✱ ●✳ ❇❛r❡q✉❡t✱ ❛♥❞ ❈✳ ●♦ts♠❛♥✳ P♦❧②❣♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧✐♥❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ✷✵✵✻✳

❬❙❡❣✻✽❪ ●✳ ❙❡❣❛❧✳ ❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ▼❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■❍➱❙✱ ✸✹✭✶✮✿✶✵✺✕✶✶✷✱ ✶✾✻✽✳

❬❙❤❛✽✶❪ ▼✳ ❙❤❛♥t③✳ ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❜r❛♥❝❤✐♥❣✱ ❝♦♥t♦✉r✲❞❡✜♥❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆❈▼
❙✐❣❣r❛♣❤ ❈♦♠♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s✱ ✶✺✭✷✮✿✷✹✷✕✷✼✵✱ ✶✾✽✶✳
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❬❙❤❡✻✽❪ ❉✳ ❙❤❡♣❛r❞✳ ❆ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✐rr❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞
❞❛t❛✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✸r❞ ❆❈▼ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✶✼✕✺✷✹✱
✶✾✻✽✳

❬❙❤✐✵✺❪ ▼✳❨✳ ❙❤✐❤✳ ❲❛✈❡❧❡t✲❜❛s❡❞ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ❘❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✺✳

❬❙❏✵✺❪ ❇✳❙✳ ❙❍■◆ ❛♥❞ ❍✳❖✳❊✳❙✳ ❏❯◆●✳ ❈♦♥t♦✉r✲❇❛s❡❞ ❚❡rr❛✐♥ ▼♦❞❡❧ ❘❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ❉✐st❛♥❝❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✺✳

❬❙❨■▼✾✾❪ ❳✳ ❙♦♥❣✱ ❋✳ ❨❛♠❛♠♦t♦✱ ▼✳ ■❣✉❝❤✐✱ ❛♥❞ ❨✳ ▼✉r❛✐✳ ❆ ♥❡✇ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢
P■❱ ❛♥❞ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✻✭✹✮✿✸✼✶✕✸✽✵✱ ✶✾✾✾✳

❬❚❈❈✾✹❪ ●✳ ❚r❛❝t♦♥✱ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❈❤❛♥❡②✳ ❈❚■✿ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
✸❉ s✉r❢❛❝❡s ❢r♦♠ ❝♦♥t♦✉rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ■■■✱ ♣❛❣❡s ✽✻✕✾✼✱ ✶✾✾✹✳

❬❲❍▼❲✵✻❪ ❉✳ ❲❛♥❣✱ ❖✳ ❍❛ss❛♥✱ ❑✳ ▼♦r❣❛♥✱ ❛♥❞ ◆✳ ❲❡❛t❤❡r✐❧❧✳ ❊✣❝✐❡♥t s✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦♥t♦✉rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳ ❊♥❣♥❣✱ ✻✺✿✼✸✹✕✼✺✶✱ ✷✵✵✻✳

❬❲♦❧✾✷❪ ❋✳❊✳ ❲♦❧t❡r✳ ❈✉t ❧♦❝✉s ❛♥❞ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❉❡s✐❣♥✱ ♣❛❣❡s ✾✷✕✷✱ ✶✾✾✷✳

❬❲❲✾✹❪ ❊✳ ❲❡❧③❧ ❛♥❞ ❇✳ ❲♦❧❢❡rs✳ ❙✉r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥s ✈✐❛
❛♥❣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✼✭✹✮✿✸✺✶✱ ✶✾✾✹✳

❬❩s❡✵✺❪ ●✳ ❩s❡♠❧②❡✳ ❙❤❛♣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❙✇✐ss
❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❩✉r✐❝❤✱ ✷✵✵✺✳
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t❤✐s



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❣❛♥s
t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ ✸❉ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡
t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✸✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✮ ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ✐♥ R

3 ❢r♦♠ ✐ts ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s S ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s P ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r②
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t x ∈ P ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ S✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✿ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t
x ∈ R

3 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢✮ ✐ts ♥❡❛r❡st ♣♦✐♥t✭s✮ ✐♥ P
❜❡❧♦♥❣s t♦ S✳ ❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲❇❉+✵✽❪✳
❚❤❡ ✜rst ❈❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t
✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s
✐s ❞❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s❤❛♣❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛♥❞ ✐s♦t♦♣✐❝✮ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❝♦♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♠❛❦❡s
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❬▲❇❉+✵✽❪✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
tr❡❡✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡s✿ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s✈❡rs❛❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜r❛♥❝❤✐♥❣
str✉❝t✉r❡s ❢r♦♠ s♣❛rs❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐✲❉❡❧❛✉♥❛② ❞✉❛❧✐t② ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ t❤✐r❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞ ●❡✐❣❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇●✾✸❪ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥♦r❣❛♥✐③❡❞
s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s st✐❧❧ ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦
t❤❡ t✇♦ ✜rst ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦r♦♥❛r② ❛rt❡r✐❛❧ tr❡❡✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢
❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♥s❡✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥
❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ♣✉r♣♦s❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝✉tt✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ♦r ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✐❞
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦❢t✇❛r❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s✳ P❡r❤❛♣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛②
❜❡ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳


