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Résumé

Résumeé

Dans cette thése, nous souhaitons modéliser le passage d'une onde acoustique
a travers un matériau poreux, type mousse ou laine de verre. Pour cela, nous sou-
haitons établir un systeme d'équations macroscopiques sur un matériau homogéne
équivalent, ces équations prenant en compte la microstructure du domaine. Pour
mieux comprendre le probleme physique, nous considérons que le matériau poreux
est de la laine de verre. Nous travaillons a une fréquence de vibration xée et nous
supposons gue le matériau est périodique. Cette hypothése permet de se placer dans
le cadre mathématique de I'homogénéisation périodique et de la convergence double
échelle.

La premiére partie est consacrée a la modélisation du probléme. Nous commen-
cons par étudier séparément la bre de verre et l'air et nous écrivons les équations de
déplacement correspondantes. L'air est assimilé a un uide parfait incompressible,
ce qui permet de modéliser son déplacement par un systeme de Stokes. La bre de
verre est quant-a elle soumise a un déplacement élastique. Cette modélisation donne
lieu a un systeme uide-structure(F  S). Une fois ce modele physique établi, nous
prenons en compte la périodicité du matériau grace a un adimensionnement et ob-
tenons le systemd(F S)-), ou le paramétre” correspond a la taille de la cellule
de périodicité.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions le systenig= S)-) d'un point de vue
théorique. Nous commencgons en e et par établir le caractére bien posé de ce systéme.
Cette étude n'est pas triviale parce que le systeme, écrit en fréquence, n'est pas coer-
cif : il est de type Helmholtz mais sans fréquence interdite grace au fait queend
vers 0. Pour établir le résultat d'existence et d'unicité, nous utilisons l'alternative
de Fredholm. Nous faisons ensuite converger double échelle le systeme en suivant la
démarche classique suivante : estimatiores priori, explicitation et caractérisation
des limites double échelle des inconnues, obtention des systemes de cellule puis du
systéeme macroscopique. L'étape di cile consiste a obtenir les estimatiomspriori
puisque la non-coercivité du system@F S)-) rend les inégalité d'énergie inutili-
sables. Nous obtenons deux systemes de cellule : un systeme de Stokes pour le uide
et un systeme de type élasticité linéaire pour décrire le déplacement du matériau.
Au niveau macroscopique, nous obtenons un systeme couplé non intuitif. Dans le
dernier chapitre de cette partie théorique, nous comparons le modele que nous avons
obtenu avec le modele de Biot-Allard utilisé par les physiciens et industriels pour
traiter ce type de problémes.

Dans la troisiéme partie, nous illustrons le travail précédent grace a des résultats
numériques. Pour cela, nous travaillons avec les systemes donnés par la convergence
double échelle. Nous avons obtenu des résultats numeériques 3D, via la librairie élé-
ments nis LibMesh et un code élaboré erC++ , tant au niveau du uide que du
solide. Les résultats de ces deux codes sont utilisés dans un codelMeidlab écrit
pour l'équation macroscopique. Nous présentons les résultats obtenus pour di é-
rentes valeurs de fréquence de vibration.

Abstract

vii



Table des matieres

viii



Table des matieres

Xiii

Table des gures

XV

Liste des tableaux

Introduction

Partie | Modélisation
Chapitre 1
Propagation du son dans la laine de verre
1.1 Cadreetnotations ... .. .. ... .. .. ... .. .. ..... 10
1.1.1 Structure microscopique du matériau . . . ... .. ... 10
1.1.2 Variables et quantités physiques . . .. .. ... ... .. 12
1.2 Leproblemerigide . ... ... . ... ... .. .. ... ..., 15
1.3 Le probléme couplé uide-structure . . ... ... ........ 18
1.3.1 Obtention du probleme couplé uide-structure . .. ... 19
1.3.2 Périodicité . . .. ... 20
1.3.3 Conditionsdebord . ... ... ... ........... 24
Partie Il Résultats théoriques




Table des matieres

Chapitre 2
Etude des problemes issus de la modélisation
2.1 Introduction . . . . .. . . ... 32
2.2 Etude du problémerigide . ... ... ... ... ... ..., 34
221 Lecadrethéorique .. .. ... ... ... ......... 34
2.2.2 Etude de la partie uide du systeme complet . . ... .. 37
2.3 Etude du probléme couplé uide-structure . . ... ... ... .. 40
23.1 Lecadrethéorique . ... ... ... ... ......... 40
2.3.2 ReésolutiondandHs . ... ... ... ... ... ..., . 45
2.3.3 RésolutiondangH3, ()] 2 ... .. ... ... ... 49
Chapitre 3
Convergence double échelle
3.1 Introduction . . . . ... ... 54
3.2 Cadrethéorique . .. .. .. ... ... ... 57
3.3 Convergence double échelle des problemes . . . .. .. ... ... 64
3.3.1 Prolongementdelapression ... ............. 64
3.3.2 Estimationsa priori . . .. ... ... ... ... ... 66
3.3.3 Limites double échelle des inconnues . . . .. ....... 70
3.3.4 Limites double échelle des systémes d'équations . . . . . . 76
3.4 Existence et unicité des systemes homogénéisés . . . .. ... .. 82

3.4.1 Existence et unicité de la solution des problémes homogé-
Néisés microscopiques . . . . . ... 82

3.4.2 Existence et unicité de la solution du probleme homogé-

NEISé macroscopique . . . . . . . . i e 83
Chapitre 4
Lien avec le modeéle de Biot
4.1 Introduction. . . . . . . . . . ... 92
4.2 Le modeéle de Biot-Allard . . . . ... ... ... ... ...... 93
4.3 Comparaison formelle entre les deux modeles . . .. ... .. .. 96




Table des matieres

Partie 1ll Résultats numériques
Chapitre 5
Au niveau microscopique
5.1 Introduction . . . . . . . .. .. .. 104
5.2 Le probléme microscopique uide . . ... ... ... ....... 107
5.2.1 Etude des conditions de borddang, . . ... .. .... 107
5.2.2 Etude de la matrice d'impédance relative & . . . . . .. 108
523 Eléments nis . ... .. ... . ... . . ... . 109
524 CodeMatlab . ... ... ... .. . . . .. ... ..., 112
525 CodeC++ . . . . . . . . .. 115
5.3 Le probléme microscopique solide . . . .. .. .. ... .. .... 119
5.3.1 Etude des conditions de borddang, . .. ... ... .. 119
5.3.2 Tenseur dimpédance solide . . . ... ........... 120
5.3.3 Eléments nis . . ... ... . ... ... 122
5,34 CodeC++ . . . . . . .. 123
Chapitre 6
Au niveau macroscopique
6.1 Introduction. . . . . . . . . ... ... 128
6.2 CodeMatlab2D . ... ... .. . . . ... ... 128
6.2.1 Formulation variationnelle . . . . ... .. ... ...... 129
6.2.2 Ecriture sous forme matricielle . . . ... ... ...... 129
Annexes
Annexe A Propriétés de p- 135

Xi



Table des matieres

Annexe B Compléments sur I'étude du probléme rigide 137

Bibliographie 147

Xii



Table des gures

1.1 Laine de verre dans la paroi d'unavion. . ... ............ 10
1.2 CAO laine de verre microscopique. . . . . . . . . ... . 10
1.3 Exemple de la cellule de référende. . . . . . .. .. .. ... .... 12
1.4 Cellule élémentaire. . . . . . . . . .. L 16
1.5 Calcul des ordres de grandeurs enttg,. et les longueurs caractéris-

tigues uides en fonctionde! . . .. .. ... ... L L. 21
5.1 Symétriesdelacellulé. . ... ... ... ... ... .. .. ..., 104
5.2 Exempledecellulér,. . ... ... ... ... . o 104
5.3 Labels proposés pour les facesducube . ... ... ... ..... 105
5.4 Repere utilisé pour I'étude des symétries. . . . ... ... ... ... 107
5.5 CelluleY permettant d'étudier les périodicités. . . . . ... ... .. 112
5.6 CelluleF sur laquelle on trace les solutions. . . . . ... ....... 112
5.7 Pression pour un second membre vertical. . . ... .. ........ 114
5.8 Pression pour un second membre horizontal. . . . ... ... ..... 114
5.9 Vecteurs déplacement pour un second membre vertical. . . . ... .. 115
5.10 Vecteurs déplacement pour un second membre horizontal. . . . . .. 115
5.11 Maillage de la partie uideY, vudeface. . ... ... ........ 116
5.12 Pression pour un second membre vertical. . . .. ... ... .. ... 117
5.13 Déplacement pour un second membre vertical. . . . .. ... .. ... 117
5.14 Partie réelle de la pression pour un second membre horizontal et pour

P =100, . . e 118
5.15 Partie complexe de la pression pour un second membre horizontal et

pour! =100. . .. .. ... 118
5.16 Partie réelle du déplacement pour un second membre horizontal et

pour! =100. . .. .. ... 118
5.17 Partie complexe du déplacement pour un second membre horizontal

etpour! =100. . .. .. ... 118
5.18 Maillage de la partie solide d&; vude face. . . . . .. ... ... .. 123
5.19 Déplacement pour le second memb&=E;. ... ... ... ... 124
5.20 Grossissement de la déformation po® = Eq3. . . . . . . ... ... 124
5.21 Déplacement pour le second memb@& = (Eqp+ Ex)=2. . . .. ... 124
5.22 Grossissement de la déformation po® = (E,+ Ex)=2. . . . . .. 124
6.1 Parties réelles des vecteurs déplacement. . . . .. ... ... ..... 130
6.2 Partie réelle du déplacement pour =100s %, ... ... ... ... 130
6.3 Partie réelle du déplacement pour =4980s . .. .. ... . ... 131

Xiii



Table des gures

6.4
6.5
6.6
6.7
6.8

Partie imaginaire du déplacement pour =4980s . ... ... ... 131
Partie réelle de la pression macroscopique pdur=100s . . .. .. 131
Partie imaginaire de la pression macroscopique pour=100s . . . 131
Partie réelle de la pression pour =4980s . ... ... ....... 131
Partie imaginaire de la pression pour =4980s % .. ... ... .. 131

Xiv



11
1.2
1.4
13

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2

5.3

5.4

5.5

Liste des tableaux

Récapitulatif des variables du probleme. . . . .. ... ... ..... 13
Valeurs a I'équilibre des variables. . . . .. .. ... ... ...... 14
Correspondances entre les unités. . . . . . ... ... ... .. .... 14
Constantes physiques. . . . . . . . . . e 15
Récapitulatif des coe cientsde Biot. . . . . .. ... ... ... ... 94
Dé nition des coe cients intervenant dans le modéle de Biot. . . .. 95
Récapitulatifs des constantes physiques utiles. . . . . ... ... ... 95
Récapitulatif des conditions de bord pour la cellul¥; pour (MicroF). 109

Solutions(e; p) de (MicroF) dansYy, 2 k 8, exprimées en fonc-
tionde(uf); ij setdep, 1 i 3 ........... ... ... 110
Récapitulatif des conditions de bord relatives a la cellul¥; pour

I'étude de (MicroS). . . . . . . . . . . . 120
Solutions (MicroS) dansYy, 2 k 8, exprimées en fonction de

(W SUDY iy )1 j 30 o 121
Description du tenseur d'impédance solide obtenu numériquement. . 125

XV



Liste des tableaux

XVi



Introduction

La maitrise du confort acoustique dans les avions d'a aires fait largement ap-
pel aux solutions passives et en particulier aux matériaux poreux (laine de verre,
mousses, tissus) pour leurs qualités de légéreté, d'absorption phonique et de sou-
plesse de matériau. Ces deux derniéres qualités sont essentielles dans les applications
d'isolation acoustique ou le matériau est placé entre deux parois. De plus, elles per-
mettent de réduire la conduction des vibrations par le squelette tout en absorbant
et en ré échissant les ondes acoustiques qui se propagent dans la phase uide du
matériau poreux. L'objectif de cette these est de proposer et d'étudier des modéles
décrivant la propagation d'ondes acoustiques dans un milieu poreux.

Ce travail rentre dans le cadre du projet EHPOC du péle de compétitivité Sys-
tem@tic, plus précisément nous avons travaillé pour le sous-projet Simulation et
Conception de nouveaux matériaux. Ce projet est co nancé par la Direction Gé-
nérale des Entreprises, le Conseil Régional lle de France et le Conseil Général des
Yvelines. Il est le fruit d'une collaboration entre Dassault-Aviation, 'ONERA et le
LAUM (Laboratoire d'Acoustique de I'Université du Maine).

A n de comprendre la propagation d'ondes dans un milieu poreux type uide-
structure, nous choisissons de travailler a fréquence xée. Nous souhaitons en e et
obtenir les caractéristiques d'un matériau donné a une fréquence donnée, ces ca-
ractéristiques se réduisent a une matrice d'impédance qui relie le comportement
macroscopique au comportement microscopique.

Un savoir-faire d'ingénieur existe pour la conception de matériaux avec de bonnes
propriétés acoustiques, et de nombreux tests ont été e ectués sur des matériaux
pour évaluer leurs impédances acoustiques et coe cients de Biot en fonction de
la fréquence de vibration. Ces expériences sont cependant colteuses et di ciles a
réaliser pour certains matériaux et certaines fréquences. Au niveau théorique, des
travaux préliminaires ont également été réalisés par L. LeylekidnDans les rapports
internes [Ley01], [Ley03] et [LHBO4], le cas d'un matériau non vibrant est étudie,
c'est-a-dire que seules les équations relatives aux parametres de l'air sont étudiées,
le squelette du matériau étant considéré comme immobile. En e et, dans [Ley01],
les équations véri ées par la température, la vitesse et la pression de l'air passant a
travers le matériau poreux sont établies. Par la suite nous reprenons ce modele en
I'appelant modele rigide. Dans [Ley03] le comportement du matériau homogénéisé
est décrit par des équations macroscopiques qui voient la microstructure du modele.
Les équations microscopiques sont obtenues par développement asymptotique de
type Chapmam-Enskog.

1. Onera



Introduction

Dans [Ley03] et [LHBO4] L. Leylekiaret al décrivent le code CelPer2 écrit par
Hadji Hassan, il s'agit d'un code éléments nisC++ pour le probléme rigide. Ce
code permet de calculer les matrices d'impédances selon di érents modéles pour un
maillage et un chier de parametres donnés. Les maillages fournis par 'ONERA
proposent des exemples de matériaux poreux ayant des géometries tres complexes.

Notre objectif est d'une part de compléter le travail de modélisation et de simula-
tion fourni par 'ONERA en autorisant les vibrations du squelette et d'autre part de
justi er le développement asymptotique. Pour cela, nous travaillons a une fréquence
de vibration xée et nous considérons un seul matériau a la fois. A n de se placer
dans le cadre mathématique de I'hnomogénéisation périodique et plus particuliére-
ment celui de la convergence double échelle, nous considérons que les matériaux sur
lesquels on travaille sont périodigues. L'hypothese de périodicité est cohérente soit
parce que le matériau est périodique par construction, soit parce que sa structure au
niveau microscopique est trées complexe. Dans ce dernier cas, nous ne connaissons
alors que des propriétés moyennées du matériau. D'un point de vue mathématique,
il faut alors prendre en compte deux types de domaines : un pour l'air et I'autre pour
le matériau. Pour établir les équations relatives au probléme, nous assimilons l'air a
un uide parfait incompressible dont le déplacement véri e des équations de Stokes
et la température une équation de di usion. Le matériau, quant-a-lui est régi par les
équations de l'élasticité linéaire. Nous obtenons ainsi un systeme complet qui prend
en compte les vibrations du squelette. Ce systeme est composé d'un premier systéme
d'équations couplées uide-structure écrites en déplacement et pression, et d'un se-
cond systeme complétement indépendant du premier qui est écrit en température et
pression sur le domaine uide.

La théorie de 'hnomogénéisation est un outils trés performant pour étudier notre
modéele. En e et, elle permet d'établir les équations décrivant le comportement ma-
croscopique d'un matériau homogénéisé a partir des équations écrites sur le mate-
riau poreux dont la structure est microscopique. Ces équations peuvent aussi étre
obtenues de maniéere formelle grace a un développement asymptotique comme le
proposent A. Bensoussarmt al dans [BLP78], E. Sanchez-Palencia dans [SP80] et
J. L. Auriault dans [Aur02]. La théorie de I'hnomogénéisation a été introduite par L.
Tartar (voir par exemple [Tar89] et [Gru]) et utilise les H-mesures. A n de simpli er
les calculs, il est intéressant de se placer en milieu périodique puisqu'on peut alors
entrer dans le cadre de I'homogénéisation périodique. Des résultats généraux sur
I'hnomogénéisation périodique sont présentés par G. Allaire, G. Nguetseagal et
A. Bensoussaret al respectivement dans [AllI92], [LNWO02] et [BLP78].

Les milieux poreux ont été beaucoup étudiés en homogénéisation et pour dif-
férents types de probléemes. Une homogénéisation de di érentes équations (Stokes,
élasticité, Helmholtz) est proposée par A. Bensoussat al dans [BLP78]. Dans
[EP95], J. Saint Jean Paulain et I. A. Ene présentent I'étude d'une structure élas-
tique périodique immergée dans un uide visqueux. Les équations obtenues prennent
en compte deux paramétres : la taille de la cellule de référence et I'épaisseur du so-
lide. L'étude d'équations de Stokes stationnaires en milieu périodique est proposée
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par G. Allaire dans [All89a], [All91c], [All91a] et [All91b]. Il y est notamment prouvé
gue le systeme limite obtenu est trés di érent suivant le rapport entre la taille de la
cellule de périodicité et le diamétre des bres du squelette du matériau. Un exemple
d'équations couplées dont les coe cients s'écrivent en fonction de deux quantités
physiques liées entre elles par la taille de la cellule de périodicité du domaine est
résolu par A. Mikeli¢et al dans [FMP98]. Une autre approche consiste a étudier des
milieux composés de deux domaines constitués par des cercles inclus ou non l'un
dans l'autre, c'est I'objet de M. F. Ben Hassen et E. Bonnetier dans [HBO5].

La validation physique de I'homogénéisation périodique intéresse A. M. Meirma-
nov et S. A. Sazenkov dans [MSO07], et A. M. Meirmanov dans [Mei08a], [Mei08b]
et [MeiO8c] puisqu'ils font notamment le lien entre le systéme obtenu par conver-
gence double échelle et le modele de Biot qui sert de référence aux physiciens. Dans
ces publications sont étudiés des problemes uide-structure écrits en temps et dont
les équations couplent la température, la pression et le déplacement. D'autre part,
cette volonté de trouver un modéle satisfaisant d'un point de vue physique est aussi
présente par J. L. Ferrin et A. Mikeli¢ dans [FMO3] et dans [Mik94] ou les limites
double échelle de systemes écrits en temps sont comparés avec le modele de Biot ou
la loi de Darcy.

Le probleme couplé uide-structure pour un uide incompressible et un maté-
riau élastique a été tres étudié en homogénéisation périodique. Cependant, a notre
connaissance les équations sont toujours posées en temps ou en régime stationnaire,
ce qui di érencie ces travaux des nétres ou les équations sont écrites en régime har-
monique et font donc intervenir la fréquence. Par exemple on peut citer S. Dasser
dans [Das96] et [Das95] qui étudie ce type de probleme par pénalisation. Le travail
présenté par A. Mikeli¢et al dans [GMO0O] et [CFGMO01] consiste a étudier ce pro-
bléeme couplé uide-structure en temps. Il est intéressant de noter que A. Mikeli¢ et
J. L. Ferrin dans [FMO3] remarquent que la géomeétrie du matériau intervient dans
I'étude des systeme d'équations, c'est d'ailleurs une propriété que nous retrouvons
dans la these.

Notre travail a porté sur les trois aspects du probleme : la modélisation, l'analyse
mathématique et la simulation numérique. Nous consacrons une premiere partie a
la modélisation du probleme. Nous commencons par dé nir le cadre de travail : des-
cription du domaine périodique et des données physiques utiles. Nous pouvons ainsi
obtenir le modele rigide déja décrit par L. Leylekian dans [Ley01], puis nous en dé-
duisons un modéle décrivant le déplacement du matériau poreux pour lequel le uide
et la structure entrent en vibration. Nous obtenons donc deux modéles di érents :
le premier, que nous appelons probléme rigide, est composé d'une équation de type
Stokes sur le uide et d'une équation de di usion pour la température ; le second, que
nous appelons probleme complet, est composé d'un systeme de type uide-structure
appelé probléeme couplé et de la méme équation de di usion pour la température.
A n d'obtenir ce dernier modele, nous étudions séparément les équations relatives au
uide et celles relatives au matériau et nous utilisons des hypothéses proposées par
A. Miranville and R. Temam dans [MTO3]. Il reste a prendre en compte la périodicité
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du matériau poreux et les conditions de bord. Une analyse dimensionnelle permet
de comprendre comment la périodicité intervient dans le systeme d'équations et il
en ressort que les inconnues relatives au uide ont un comportement microscopique
alors que le déplacement solide est macroscopique. En n, nous imposons des condi-
tions au bord du domaine qui sont compatibles avec le probleme physique étudié.

La seconde partie est consacrée a I'étude théorique des systemes obtenus et a
l'utilisation de la théorie de la convergence double échelle qui nous permet d'obtenir
le systéeme d'équations sur le domaine homogénéisé. Nous commengons par un cha-
pitre dédié a I'étude des systemes obtenus a n de montrer I'existence et l'unicité des
solutions. L'étude du probléeme rigide est une généralisation a des systemes complexes
de résultats classiques sur les équations de di usion ou sur le probléme de Stokes, se
référer par exemple a D. Braess [Bra01]. En revanche, le probleme couplé ne s'étudie
pas de maniére classique puisque la formulation en fréquence rend la forme sesquili-
néaire associée non coercive, nous ne pouvons donc pas suivre la démarche proposée
par A. Mikeli¢ et al dans [CFGMO1]. Pour I'étude de I'existence et de l'unicité, nous
avons donc recours a un corollaire de l'alternative de Fredholm. Le second chapitre
constitue la partie homogénéisation de ce travail. Nous commencgons par rappeler
les théorémes fondamentaux de la théorie de la convergence double échelle. Pour les
appliguer selon la méthode proposée par G. Allaire et G. Nguetseagal respecti-
vement dans [AllI92] et [LNWO02], nous établissons des estimatioagriori que nous
utilisons pour écrire que les inconnues ainsi que certaines de leurs dérivées ont des
limites double échelle. Pour obtenir ces estimations en déplacement, il faut encore
une fois contourner le probléme de la formulation en fréquence qui nous empéche
d'utiliser les inégalités d'énergies classiques. Pour cela, nous utilisons un raisonne-
ment par I'absurde comme cela est proposé dans [BF04], [AGMRO08] et [ACPDMP92]
pour des systemes plus simples que celui que nous étudions. L'estimation de la pres-
sion nécessite un prolongement de celle-ci du domaine uide au domaine général,
et se fait en suivant la démarche proposée par L. Tartar dans [Tar]. Nous utilisons
ensuite ces limites double échelle pour faire converger les systémes obtenus dans la
premiére partie en testant leurs formulations variationnelles contre des fonctions test
bien choisies. Nous obtenons de cette maniére le systeme homogénéise : il s'agit d'un
systeme macroscopique qui voit la microstructure du domaine puisqu'il est écrit en
fonction des inconnues tant macroscopiques que microscopiques. Ce systéme macro-
scopigue s'exprime en les seules variables macroscopiques si on remarque que les
variables microscopiques sont elles-mémes solutions de systemes linéaires microsco-
piques dont le second membre s'exprime en fonction du déplacement et de la pression
macroscopiques. Nous terminons ce chapitre par une étude d'existence et d'unicité
des solutions des probléemes microscopiques et macroscopique. Les systemes micro-
scopiques obtenus sont trés classiques et leur étude ne nécessite que l'application
de résultats classiques, en revanche le systéme macroscopique est écrit en fréquence
ce qui complique son étude. Comme pour le systéme couplé préecédemment étudie,
nous faisons appel a l'alternative de Fredholm pour obtenir l'unicité de la solution
du systeme homogénéisé. Cependant cette étude fait apparaitre une restriction sur
le domaine d'étude : il faut en e et que la cellule de périodicité du domaine étudié
contienne un domaine solide connexe et touchant tous les bords de la cellule pour
gu'il y ait unicité. Nous terminons cette étude théorique par un lien vers le probléme
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physique initialement étudié en nous intéressant aux coe cients de Biot : dé nition
et calcul des coe cients de Biot du systeme homogénéisé.

La troisiéme partie est une illustration numérique du travail théorique et est
constituée de deux chapitres, I'un consacré a I'étude des probléemes microscopiques
et l'autre a I'étude du probleme macroscopique. E ectivement, seule la résolution
du systeme macroscopique décrivant le probleme sur le matériau homogénéisé nous
intéresse mais il fait intervenir des variables microscopiques que nous devons déter-
miner dans un premier temps. Pour I'étude microscopigue, nous commencgons par
écrire la formulation variationnelle discrete associée aux deux problemes uide et
solide, puis la formulation matricielle associée. Nous choisissons ensuite de travailler
sur un domaine symeétrique an de ne pas gérer des conditions de périodicité sur
les bords du domaine mais plutét des conditions de Dirichlet et de Neumann plus
faciles a mettre en +uvre. Nous continuons en résolvant un probléme bidimensionnel
an d'obtenir les premiers résultats via un code éléments nidatlab utilisant la
Toolbox Triangle de F. Alouges. Nous terminons |'étude numérique en présentant
les résultats obtenus via un code éléments niS++ écrit a partir de la libraire Lib-
Mesh Ce dernier code prend en argument un maillage tridimensionnel de la cellule
élémentaire que nous avons généré a partir du maillegimsh La sortie est constituée
d'un chier contenant les matrices d'impédances qui caractérisent le comportement
microscopique du matériau en fonction de son comportement macroscopique ainsi
gue des chiersgmv permettant de visualiser les résultats via le logicidParaView.
Dans le dernier chapitre, nous étudions numériquement le systéme macroscopigue en
écrivant sa formulation variationnelle discréte et la formulation matricielle associée.
Nous présentons en n les résultats obtenus par le code éléments hatlab bidi-
mensionnel que nous avons écrit et les comparons avec ceux obtenus empiriquement
par Dassault-Aviation. La sortie du code est une représentation du déplacement et
de la pression du matériau homogénéisé ainsi que des coe cients de Biot correspon-
dants a ce matériau.
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Chapitre 1. Propagation du son dans la laine de verre Section 1.1

Dans ce chapitre, nous décrivons les équations modélisant le passage de l'air a
travers des matériaux poreux type laine de verre ou mousse (dans les applications
et les gures représentées, nous nous sommes concentrés sur le cas de la laine de
verre). Pour cela, nous commencons par donner un contexte mathématique a savoir
dé nition des espaces et des variables que nous utilisons dans toute la suite de ce
travail. Nous verrons que les inconnues permettant de décrire le probléme physique
sont la pressionp, le déplacementU et la température . Dans un second temps,
nous établissons les systemes étudiés dans les chapitres suivants. Ces équations sont
obtenues grace a modélisation classique du probléme physique, puis a la prise en
compte de la périodicité et des conditions de bord.

1.1 Cadre et notations

1.1.1 Structure microscopique du matériau

Actuellement, les industriels disposent a l'intérieur de la paroi du fuselage de
I'avion des matériaux poreux type mousse ou laine de verre a n de réduire le bruit
transmis par le frottement du vent contre la paroi du fuselage de l'avion. Le but de
I'étude est de comprendre comment se propage le son dans ces matériaux poreux.
Nous travaillons a fréquenceé xée, et nous étudions les vibrations d'un seul maté-
riau : la laine de verre. La laine de verre est composée d'une part de bres de verre
(le squelette solide ou matériau) et d'autre part, de I'air qui la traverse (le uide).
Nous cherchons en fait & obtenir les équations de mouvement sur un matériau homo-
généisé de la laine de verre : c'est-a-dire un matériau qui contient une seule matiere
et pour lequel il n'est plus nécessaire de di érencier l'air du squelette.

Figure 1.1- Laine de verre dans la  Figure .1-2 - CAO laine de verre mi-
paroi d'un avion. croscopique.

Pour mieux comprendre la nature d'un tel objet, le lecteur peut se référer a la
Fig. 1.1 qui représente la laine de verre utilisée dans le fuselage de l'avion et a la

10



Chapitre 1 Section 1.1. Cadre et notations

Fig. 1.2 qui donne une représentation de la laine de verre en CAO (Conception
Assistée par Ordinateur) au niveau microscopique, gure proposée par D. Trentin
dans [Tre0Q7].

Tout ce travail repose sur les hypothéses suivantes :

la frequence de vibration! est xeée,

le matériau poreux est périodique,

la taille des bres du matériau est petite devant les longueurs caractéristiques
de l'air et de la bre de verre,

I'air est assimilé a un uide parfait incompressible,

les parties uides et solides du matériau sont connexes et touchent le bord du
domaine.

L'hypothese de périodicité, en plus de simpli er I'étude, a une justi cation phy-
sigue. En e et, la structure ne des matériaux poreux auxquels cette théorie doit
s'appliquer est soit réellement périodique (car sa fabrication industrielle met en jeu
des procédés périodiques) soit extrémement complexe et, dans ce cas, décrite par
des quantités moyennées (taux d'air, longueur et largeur caractéristiques des bres
ou des trous,...). Par conséquent il parait justi &€ de faire une étude macroscopique
du matériau et donc de considérer les moyennes des quantités recherchées sur des
cellules élémentaires.

Nous dé nissons donc un domaine géneéral correspondant au matériau poreux
vu dans sa globalité. Ce matériau est dé ni paf'-périodicité d'une cellule de pério-
dicité de taille ". Nous en déduisons une cellule de référenc¢ecorrespondant a la
cellule de périodicité remise a I'échelle 1. Cela nous permet de dé nir le domaine
global par périodicité de la maniére suivante

[

(Y + k) \ ;

k273

ou est un ouvert borné, connexe et lipschitzien dB3. La cellule Y est le cube
de taille [0; 1], elle est composée du domaine solidet du domaine uide F. Un
exemple de cellule de référencé sur laquelle S est représenté par trois bres de
verre qui s'intersectent et ou le uide s'écoule autour des bres est représentée sur
la Fig. 1.3.

Remarque 1.1 (Importance de la composition deY’)

Il faut noter que nous proposons une cellule de référence contenant un domaine solide
connexe et touchant tous les bords du cube. Ce choix a une importance cruciale par
la suite pour établir I'unicité de la solution du systeme modélisant la propagation du
son dans le matériau homogénéisé.

A n de dé nir le domaine par périodicité, nous introduisons les notations sui-
vantes :

Sc=S+k; S, ="S¢\ ; F=F+k; F,="Fe\ ; k22z*% (@11

Nous di érencions aussi les domaines; relatif au uide (l'air) et ¢ relatif au solide
('bre de verre), ce qui permet d'écrire

- s[ f)
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A

Figure 1.3 - Exemple de la cellule de référence.

ou, grace aux notations données en (1.1)

[ . [ .
f= Fs s = S,:
k22z3 k22z3

Nous dé nissons ensuite le bord extérieur®™ et le bord intérieur ™ entre les
deux phases uide et solide par

M=@; "=(@:\ @Nn@:
De méme, nous dé nissons le bord intérieur du domainé par
Yt = (@S @AHn@Y:

Remarque 1.2 (Conditions de bord)
Il est important de bien di érencier les bords intérieurs des bords extérieurs parce
gue les conditions relatives a ces bords ne sont pas de méme nature.

1.1.2 Variables et quantités physiques

Dans cette section, nous présentons les données physiques utilisées pour écrire
les équations modélisant le passage de l'air a travers la laine de verre. Les inconnues
permettant de décrire le probléeme physique sont la pression, le déplacement et la
température et dépendent de la variable spatial® = '(xi;X2;x3) et du tempst.

Pour comprendre comment on peut se ramener a I'étude de systemes veéri €s par
ces seules inconnues, nous utilisons un ensemble plus vaste d'inconnues. An de
simpli er la compréhension de I'étude physique, nous récapitulons dansTab. 1.1
toutes les variables utilisées dans la suite.

Remarque 1.3

L'impédance acoustique est une variable utilisée par les industriels et les physiciens
pour déterminer les caractéristiques du matériau et constitue la motivation physique
de ce travail. Elle s'exprime en fonction de la pression et du déplacement du matériau
homogénéisé. Pour la connaitre, nous devons tout d'abord obtenir des équations en
déplacement, pression et température et les résoudre.
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Notation Signi cation Relation intéresssante
p(x;t) Champ de pression qui caractérise le phé
nomene propagatif
Vi (x;t) | Champ de vitesse du uide qui caractérise
le phénomene propagatif
U(x;t) | Champ de déplacement qui caractérise le
phénomene propagatif global
Us(x;t) | Champ de déplacement qui caractérise le
phénomeéne propagatif solide
Us (x;t) | Champ de déplacement qui caractérise le
phénomene propagatif uide
u(x;t) Champ de déplacement nul sur
(x;1) Densité du uide
E(x;t) Entropie

( x;t) Température uide globale

(x;1) Température uide nulle sur @ ¢
K(x;t) | Module de compressibilité p= Kr Uour U
est la dilatation d'un élé-
ment de volume

Z(x;t) Impédance acoustique caractérisant la ré-Z = b

sistance qu'un milieu oppose a sa mise en (U) ex
mouvement lorsqu'il est traversé par une
onde acoustique

(3%
1

Table 1.1- Récapitulatif des variables du probleme.
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Remarque 1.4

Toutes ces grandeurs sont des variables qui sont en fait calculées par rapport a un
état d'équilibre. Nous donnons dans I&ab. 1.2 les unités des di érentes variables
ainsi que leur valeur & I'équilibre.

Notation | Variable correspondante Valeur Unité
Po P 10° Pa
Vo \Y; 0 ms?!
f 1.213 kgm 3
Eo E JK 1
To 273 K
Ko K 1.42 10¢° Pa
Zo z 415.1 Pasm !

Table 1.2- Valeurs a I'équilibre des variables.

Enumérons les ondes acoustiques intervenant dans I'étude. Dans notre cas (milieu
conservatif), il n'y a que trois types d'ondes :
une onde dite de compression telle que la vitesse soit proportionnelle au gra-
dient de pression (on lui associe le deuxieme coe cient de viscosité dynamique
noté ),
deux ondes dites de cisaillement telles que la vitesse soit orthogonale au gra-
dient de pression (on leur associe le premier coe cient de viscosité dynamique
noté ,avec =1:84 10 ° Pois).
Nous utilisons aussi beaucoup de constantes physiques, que nous récapitulons
dans leTab. 1.3 dans lequel les coe cients de Lamés et sont calculés a partir
du coe cient de Poisson = 0:2 et du module d'YoungE valant 691F Pa grace
aux relations habituelles

— E t — E .
“2a+ ) O Ta+oa 2y

Unité Unité équivalente
Pascal kgm 1s?
Joule kgm? s ?
Watt kgm?s 3
Newton | kgms 2
Poiseuille| Pas

Table 1.4 - Correspondances entre les unités.

Finalement, an de pouvoir véri er si les équations que nous obtenons par la
suite sont homogeénes, il est utile de rappeler les correspondances d'unités dans le
Tab. 1.4.
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Section 1.2. Le probleme rigide

Notation

Signi cation

Valeur

Fréguence considérée

I 2R" unité : s !

Co Chaleur massique a pression constantec, = 1005J kg * K ?
Conductivité thermique =0:02547W m tK 1!
C Vitesse du son c=3422ms!?
Viscosité dynamique =1:84 10 ° Pois
f Densité du uide f =1:213kgm 3
S Densité du solide s=16 kgm 3
Rapport des chaleurs spéci ques =14

=19 166 666 666Pa
=31 363 363 363Fa

Premier coe cient de Lamé
Deuxiéme coe cient de Lamé

Table 1.3 - Constantes physiques.

1.2 Le probleme rigide

Dans cette section nous établissons les équations modélisant le passage de l'air
dans un matériau poreux type laine de verre, matériau dont le squelette ne peut pas
bouger. Cette premiére étape dans la modélisation nous permet de comprendre que
le découplage des équations en température d'une part, et en déplacement d'autre
part, est d0 a I'nypothése d'incompressibilité du uide.

Pour cette étude, nous commencgons par admettre les propriétés suivantes

le systeme est conservatif ce qui justi e I'utilisation d'une équation de conser-
vation de la masse,

I'air est assimilé a un gaz parfait, ce qui nous permet d'utiliser la formule des
gaz parfaitsPV = nRT,

on se place en situation adiabatique a n de pouvoir utiliser la formul&k = p,
I'air est assimilé a un milieu incompressible, ce qui se traduit par la nullité de
la divergence de la vitesse.

Remarque 1.5 (Sur incompressibilité du uide)
Un uide est dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous l'action
d'une pression externe. L'air nN'est donc pas un uide incompressible, mais dans notre
étude, la vitesse, la pression et le température oscillent autour d'un état d'équilibre,
ce qui va rendre cette hypothese plus justi able d'un point de vue physique. En e et,
nous étudions les oscillations de la cellule de périodici¥e plus que les variations
de volume de cette méme cellule. Cela revient a considérer que le domaine est assez
grand pour que le volume de uide déplacé par la pression exercée par une paroi reste
constant mais change de place.

D'autre part, d'un point de vue mathématique, cette hypothése simpli e grande-
ment les calculs puisqu'elle a pour conséquence le découplage des équations en vitesse
et en température.

On assimile I'air a un gaz qui véri e cing équations linéarisées autour d'un état
d'équilibre : la conservation de la masse, la conservation de la quantité de mouve-
ment, la conservation de |'énergie écrite en variable entropique, et deux équations
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Chapitre 1. Propagation du son dans la laine de verre Section 1.2

issues de la thermodynamique. On obtient ainsi le systéme (1.2)-(1.6) suivant :

%f’ r Vo= o0 (1.2)
f%t = 1 p+r AVH+E -1 ( V) (1.3)

I f%f -4 (1.4)

- ficpp+ gE; (L5)

- C_lzp < E (1.6)

Comme cela est expliqué par J. F. Allard et N. Atalla dans [AAQ9] au chapitre 4,
Kirchho et Rayleigh ont résolu ces équations dans le cas du modéle canonique :
domaine périodique dont la cellule de référende est traversée par un cylindre dans
la direction z des cétes, une telle cellule est représentéefeg. 1.4.

1.8

1.6F

1.2F

08F

-
.
. -
7
. 3
-
0.6 .
-
-
0dr
-
-
-

o.2r

Figure 1.4 - Cellule élémentaire.

Cependant, les résultats obtenus sont compliqués et di ciles a exploiter physi-
guement dans notre cas puisqu'un matériau comme la laine de verre est compasé
priori de bres de verres dans toutes les directions (voir Iaig. 1.2 a la page 10
pour s'en convaincre).

Nous reformulons donc les équations données par (1.2)-(1.6) sous la forme :

8
% f%t: r p+ 4V + +§r(r V),
@ p .
E @r C\.; @t P T (1.7)
P_ :
et ot *

Remarque 1.6 (Sur la reformulation (1.7))
Cette reformulation du systemd1.2)-(1.6) est intéressante puisque nous résolvons le
méme probleme avec pour seules inconnues la pression, la température et la vitesse.
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Chapitre 1 Section 1.2. Le probleme rigide

Nous choisissons de travailler sur le systeme d'égquations en vue de le simplier,
plutdt que de simpli er les solutions obtenues par Kirchho et Rayleigh.

Montrons que (1.7) découle de (1.2)-(1.6).
Tout d'abord, la premiére équation de (1.7) est exactement (1.3).
Ensuite I'équation (1.5) permet d'écrire

TE=¢ (1.8)

En dérivant I'équation (1.8) par rapport at et en utilisant I'équation (1.4) on obtient
la derniére équation.

En n, on obtient la deuxieme équation de (1.7) a partir de (1.2) si on montre
que

Les équations (1.5) et (1.6) nous donnent grace au calcul suivant :

— 1 + 1 -
B c? Ton P f To.
Il nous reste donc a montrer que
1 1 f
—t — = — 1.9
c? Ton Py ( )

D'urﬂa part, le module de compressibilité a I'équilibr& o est tel queKy = P g et
c= Kjp=¢. On obtient alors

= 1 (1.10)

D'autre part, pour exprimer 1=(ToCy), il faut utiliser des propriétés de I'air assimilé
a un gaz parfait. Ainsi, on a la relationPV = nRT ou R est la constante des
gaz parfaits, n est la quantité de matiére etV est le volume de l'air. En écrivant
n = m=M, oum est la masse de l'air eM sa masse molaire, et en remarquant que
= m=V, on obtient
RTo.

PO = f V (111)

En n une derniere relation thermodynamique relieM , a , ¢, etR

1

R
M— = —: (1.12)
G
En combinant (1.11) et (1.12), on obtient que
1 1
—= 1 - — 1.13
oo Pe (1.13)
Finalement en mettant (1.10) et (1.13) bout-a-bout, on obtient (1.9), ce qui donne
la deuxieme équation. O
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Remarque 1.7

Les résultats précédents ne nous permettent pas, a priori, de dire que la divergence
de la vitesse est nulle. Cependant, a n de suivre la démarche proposée par Laurent
Leylekian dans [LeyO1], nous allons considérer que celle-ci est nulle (c'est-a-dire que
le uide est incompressible). Cette approximation peut se justi er physiquement en
étudiant les quotientp=R, et =T, qui varient peu en espace et en temps parce que
les oscillations dep (respectivement de ) sont faibles autour de I'état d'équilibreP,
(respectivementTy).

En fait cette hypothése est primordiale d'un point de vue mathématique puisque
les équations peuvent alors se découpler et donc se résoudre beaucoup plus simple-
ment. Cela nous permet de faire I'étude du probléme physique dans un domaine plus
général (et donc plus physique) que celui proposé par Kirchho et Rayleigh.

Enn, on traduit le fait que nous travaillons a fréquence xée en écrivant que
la pression, la vitesse et la température sont harmoniques en temps c'est-a-dire que
nous pouvons découpler les variables temporelle et d'espace en écrivant :

p(x;t)= p(x)e" ;  V(x;t)= VX)) et (x;t)= ( x):  (1.14)
Cette modélisation donne alors de maniere formelle, d'une part le systeme mécanique

4V i sV r = 0;
fer—O' V)

et d'autre part I'équation thermique
il fCy ip = 4 (T)
Nous avons nalement obtenu deux systemes (V) et (T) découplés qui modélisent
le probleme rigide. Cette modélisation est faite a partir de I'nypothese tres restrictive
selon laquelle le squelette est immobile, et ne correspond donc pas a la réalité. C'est

pourquoi nous consacrons la section suivante a la modélisation de la vibration des
matériaux poreux en autorisant le déplacement (élastique) du squelette.

1.3 Le probleme couplé uide-structure

Dans cette section, nous établissons le systeme complet tenant compte du cou-
plage entre les équations uides et les équations solides écrites en déplacement, tem-
pérature et pression. Ce systéeme s'obtient assez facilement en supposant que l'air est
un uide incompressible. En e et, comme dans le cas rigide traité a la section 1.2,
on montre que le systeme complet s'écrit au moyen d'équations qui découplent le dé-
placement et la température. La majorité du travail de cette section consiste donc a
écrire les conditions d'interface entre le probléme uide et le probléeme solide en pres-
sion et en déplacement, probléme que nous appelons systeme couplé uide-structure.
Ainsi le systeme complet est totalement décrit avec le systéme couplé uide-structure
en pression et en déplacement, et avec I'équation en température reliant la pression
et la température. Nous étudions ensuite comment prendre en compte la périodicité
dans les équations du systeme couplé et dans I'équation en température. En n nous
mettons en évidence les conditions de bord que nous utilisons, a n d'obtenir une
formulation variationnelle écrite dans des espaces de Banach.
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Chapitre 1 Section 1.3. Le probleme couplé uide-structure

1.3.1 Obtention du probléeme couplé uide-structure

Pour écrire le modele couplé uide-structure, nous établissons séparément les
équations d'une part sur le uide et d'autre part sur le solide. Pour di érencier les
deux domaines, nous utilisons la variabl&/ pour décrire la vitesse uide etUg
pour décrire le déplacement solide. Dans un premier temps, nous faisons les mémes
hypotheses sur le uide que dans la section 1.2 c'est-a-dire que nous travaillons en
variables conservatives et nous assimilons l'air a un gaz parfait incompressible placé
en situation adiabatique. La conséquence de ces hypotheses est la méme que dans la
section 1.2 : les équations décrivant la vitesse et la température sont complétement
découplées.

La température véri e donc I'équation de diusion (T) et la vitesse uide est
solution du systeme de Stokes incompressible que nous écrivons avec le tenseur des
contraintes visqueuses

(
f% = r ( "(Vs;p);  sur g
r Vi = 0; sur - ¢;

ol le tenseur des contraintes visqueuse$ est donné par
"(Vi;p)= rVi+'rvy pld:

Pour décrire le déplacement solide et les conditions a l'interface entre les domaines
uide et solide, nous supposons que le matériau est élastique et nous nous inspirons
de [MTO3]. On obtient ainsi que le déplacement solide véri e I'équation suivante :

@Us
S @t

ou le tenseur des contraintes de déformation® est donné par

S(Us)= (r Ugdld + 1 Ug+ 'r Ug :

=r ( 3(Us)) sur g

En n pour les conditions au bord, nous imposons d'une part la continuité de la
vitesse, ce qui signi e
— @Js int

Vi = sur :
f @t 1

et d'autre part, la continuité des contraintes normales a l'interface, ce qui se traduit
par

"(Vepn= *(U)n sur ™

ou n représente la normale extérieure au solide (on aurait le méme résultat en
choisissant la normale extérieure au uide). Finalement, on obtient le systeme

8

f% = 4Vir op sur - ¢;
@t

r- V¢ = 0; sur - ¢
U

s@ = ( + ) Us+ 4Us  sur g
@ @
Vi = > sur

@t .
( G(V¢) pld)n (r Ugld + G(Ug)) n;  sur ™;
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ou l'on a noté
G(U)=ruU+ 'r U: (1.15)

Remarque 1.8
On obtient les équations sur la vitesse du uide et le déplacement du solide en re-
marquant que

r (G(V)=4V+rmr V;

et en utilisant l'incompressibilité du uide.

Ce systeme fait intervenir a la fois la vitess®&; du uide et le déplacementUg
du matériau. A n de considérer le méme type de quantités, nous allons introduire
une nouvelle variable : le déplacement du uid®&/;. Nous le dé nissons comme le
fait S. Dasser dans [Das95] par

Z t
Us(x;t) = Vi (X; s)ds: (1.16)
0

En utilisant le fait que les variablesUs, V¢ et p sont harmoniques en temps
c'est-a-dire écrites comme en (1.14) a la page 18, et en utilisant (1.16) c'est-a-dire

- Vi (X
Us(x;t)= Us(x) € 1 ; avec Ui(x)= fi'( ):
on obtient le systeme couplé uide-structure suivant

8 X )
% il<Us = i 4Us+r1p; sur ¢

r Uy = 0; sur g,

$%Us = (+ )r U 4Us  sur g (F-S)

E Uf = Ug; sur Mt

(it G(Uf) pld)n (r Ugld + G(Uo) n; sur .

ou n est la normale extérieure au solide.

1.3.2 Périodicité

Nous souhaitons prendre en compte la périodicité du matériau dans les équations,
et obtenir un systéme veri & par des fonctions périodiques. Pour cela, nous avons
déja dé ni le domaine par "-périodicité dans la section 1.1.1. Comme cela est fait
par J. L. Auriault et al par exemple dans [Aur02], nous précisons ceci en assimilant
" & la longueur caractéristique minimale des inconnues dé nissant le systeme, avec
la dé nition suivante :

Dé nition 1.9  (Longueur caractéristique)

On appelle longueur caractéristique la taille minimale du domaine a prendre en
considération pour observer une variation dans la quantité étudiée (ici température,
déplacement du uide et déplacement du solide).
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Remarque 1.10 (Calcul des longueurs caractéristiques)

Cette longueur se calcule a partir des coe cients de I'équation pour la température
et a partir des coe cients du systeme(F-S) pour les déplacements solide et uide.
Ainsi, par exemple, I'équation(T), montre que

—— est homogéne & :
longueur g %

puisque le laplacien, dérivation d'ordre deux en espace, revient a une division par
une longueur au carre.

Nous obtenons ainsi les trois longueurs caractéristiques suivantes
r

! pr’

Itemp =

lar = i ;

|verre = 1 2 - 1 2

Sur la Fig. 1.5, on trouvera une représentation en trait plein déemp=here €t €N
pOintlllé de Iairzlverre.

=10
1.8 T T T T T T T T T

16F == laitlverre 4

ftempsverre i

epsilon

omega 4

Figure 1.5- Calcul des ordres de grandeurs entig.,e €t les longueurs caractéris-
tigues uides en fonction de! .

On observe donc que la longueutere €st au moins 1000 fois plus grande que
les longueurs caractéristiques uides, ce qui montre que le déplacement et la tempé-
rature du uide ont des variations a I'échelle microscopique et que le déplacement
du verre s'observe au niveau macroscopique. Nous assimilons alors la tdillées

cellules de périodicitéY, a lar=lere OU & liemp=Nere (CES deux longueurs sont du
méme ordre).
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Remarque 1.11 (Sur la celluleY)

Il est rassurant de savoir que le diamétre d'une bre de verre est de 'ordre 5@ m,
c'est-a-dire plus petite que la taille de la cellule de périodicitéLa cellule représentée
sur la Fig. 1.3 est donc cohérente.

L'idée est de faire tendre la taille" de la cellule de périodicité ver® pour faire
converger les systémes en un sens que nous préciserons ultérieurement. Pour com-
prendre comment se comportent les systemes lorsque la taille de la cellule de pério-
dicité tend vers 0, on e ectue un adimensionnement en notant les grandeugsqui
interviennent comme suit

g=ab;
ou g possede une unité du systéme internationd,est la moyenne de cette grandeur

exprimée dans la méme unité et ofy est une expression sans unite.
Le calcul des longueurs caractéristiques suggeére de faire les hypothéses suivantes :

— 2 — 2
|al — u2. — |temp —_ n2. U_f —_ | L.
2+ — - 2 — ’ 2+ — - 2 = ’ — lars
2T 1; 2T -

D'autre part, on suppose que la vitesse uid&/; et la vitesse thermique (vitesse
du son)G sont lieées entre elles par la relation suivante

S
U = Vi ="g = Ef; (1.18)

En utilisant les hypothéses (1.18) puis (1.17), on obtient la relation suivante

25U
p: f f — 1_2_f fY — = 1_2_f fY: (119)

D'autre part, I'équation (1.5) donnée a la page 16, permet de voir qqeet 7 T, sont
de méme ordre, ce qui motive cette derniére hypothése

p= G (1.20)

L'adimensionnement permet ainsi d'obtenir les systemes respectivement équiva-
lents a (F-S) et (T) suivants :

8 p—
p 2 _ . :
% mr pp+ bR O = IFbM pGr; sur g;
| re 8 = 0; sur ¢;
b+ —b —
-g 2rz— 's's Us s——b4 0 = b?h0;; sur ;
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Chapitre 1 Section 1.3. Le probleme couplé uide-structure

et Bt B
b TR G
Les hypothéses (1.17) sur la dé nition dé permettent de proposer les nouvelles

dé nitions suivantes pour la viscosité et pour la conductivité thermique

b4 bk,b; sur g

="?p et ="% (1.21)

De plus, en utilisant les hypothéses (1.19) et (1.20) sur la pression, on obtient les
écritures simpli ées des systemes (F-S) et (T)

8 ) )

> r wp b°BG; = i"2bb4 xO;; sur ;;
S I o gf = 0; sur ¢,
: b+ b r ol ® gs b4 bbgs = b2 Qgs; sur ¢

et
ibh &b ibp="2b4 ,b; sur ¢

Remarque 1.12 (Sur la puissance d¢)

Le calcul des longueurs caractéristiquégn, et |, fait naturellement intervenir une
longueur au carré, c'est ce qui induit la puissance 2 sur ledans les dé nitions
(2.21).

Remarque 1.13 (Sur le positionnement des facteurs)

Faire tendre la taille de la cellule périodique veld revient a faire disparaitre I'espace
entre les bres de verre et donc a contraindre I'écoulement de l'air. Le coe cient
placé devant la viscosité permet d'adapter la viscosité de l'air a la géométrie.

Nous avons donc deux échelles dans le modéle : I'une microscopique et l'autre
macroscopique. L'échelle microscopique, sur laquelle on parlera de la variablélé-
ment deY, ne gére pas la périodicité mais c'est sur cette variable, que nous observons
les di érences de comportements entre les domaines solide et uide. En revanche, la
variable macroscopiquex 2  prend en compte la périodicité du domaine , mais
ne di érencie pas les domaines uide et solide. En fait les deux variables sont reliées
entre elles par la relation

X
Y3y=—; oux?2

Il reste & prendre en compte la périodicité au niveau fonctionnel, pour cela commen-
cons par rappeler la dé nition de la"-périodicite.

Dé nition 1.14  ("-périodicité)
On dit que la fonctionU - est"-périodique sur si pour toutx 2

U-(x+"ej)=U-+(x); 8i2f1;2;3g;

ou (es; e,; €3) est la base canonique des.
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Par analogie, nous souhaitons distinguer par une notation une fonction pério-
diqgue 'D ( ;ql (Y)) d'une fonction non périodiqueY ! C ]1 (Y) par la notation

X
U-x)=U + =U(y):

Remarque 1.15

Cette dé nition du changement de variable fonctionnel entre le domaine macrosco-

pigue et le domaine microscopique permet de donner une autre interprétation de la

nouvelle dé nition (1.21). En e et, un calcul rapide montre que

"24 XX U"(X) =4 yy u (y)

Cependant pour que la justi cation de(1.21) par changement de variable soit com-
plete, il faut aussi introduire un changement de variable pour la pression. Celui n'est
pas trivial puisqu'on doit choisir

1
p(x)= Zp(Y);
pour ne pas voir apparaitre de coe cient" sur d'autres coe cients que la viscosité.

En notant de maniére général®&J - le déplacement périodique a la fois du solide
et du uide et en n'utilisant plus la notation b pour les expressions sans dimension
(pour simpli er les notations), nous obtenons le systeme en déplacement suivant :

8
% (120 = 0"20 AU+ p; sur ¢;
r uU. = 0; sur ¢
J2U. =  (+ )r U. 4U.; sur g (1.22)
3 U. = U sur
"IT(Up)n = ¥U)n; sur int:

ol n est la normale extérieure au solide, les tenseur$ et $ sont dé nis par

[(Uop) = "iTG(U.) pid;
Uy = r U.d+ GU-);

ou G est dé nie en (1.15) a la page 20.
Au niveau thermique, nous obtenons I'équation suivante :

il fc - "2 4 . = ilp.;  sur ¢: (1.23)

1.3.3 Conditions de bord

La température - et le déplacementu- sont des inconnues priori non nulles
sur le bord ®. Nous souhaitons introduire de nouvelles inconnues qui, elles, sont
nulles sur ®', an de travailler dans un espace de Banach ou les intégrales des
formulations variationnelles sont bien dé nies. Nous commencons par di érencier
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deux parties dans le bord ' : & qui contient les conditions de Dirichlet et £
qui contient les conditions de Neumann. Nous avons ainsi

ext — %Xt \ ﬁxt et eDXt [ ﬁxt = ’ :
Nous imposons donc que le déplacemddt et que la température - valent respec-
tivement g et ( sur le bord &*. Puisque les inconnuel) - et - sont périodiques
en temps (on les a supposés harmoniques en temps, voir (1.14)), il faut aussi que le
déplacementg et la température o soient périodiques en temps. Plusieurs choix de
g sont possibles, ils correspondent a di érentes con gurations physiques. En e et,
le solide peut étre considéré comme xé a la paroi du fuselage, c'est-a-dire soumis
au méme déplacement que celui de l'air pres de la paroi : condition de Dirichlet non
homogeéne, ou bien le solide peut aussi étre considéré comme ottant : condition de
Neumann.

Nous considérons ici que le déplacement imposé s'applique a la paroi de la car-
lingue, et donc ne prend pas en compte le caractére périodique du matériau, ce qui
se traduit sous forme d'une condition au bord de Dirichlet, cette condition étant
indépendante de'. Le systeme (1.22) se compléte donc ainsi

— t.
U.=g sur g

ou, a n de pouvoir en extraire un relevementg 2 [H %( )2 et véri e la condition
de compatibilité suivante : 7 7
gn=_ 0o

ext

De méme pour la température, I'équation (1.23) se compléte ainsi
h i
.= o sur &% avec 2 Hz( ) :

Remarque 1.16 (Sur les di érents bords)
Il est primordial de di érencier les bords ' et ™ au niveau macroscopique et
@Yet Y au niveau microscopique. En e et, le bord@Y contient des conditions
de périodicité alors queYj,; gere une condition de Dirichlet du coté uide et de
Neumann du coté solide. D'autre part, pour le domaine macroscopique le bord
et contient une condition de Dirichlet et ne voit pas la périodicité, alors que le
bord ™M contient les conditions d'interface de couplage entre le domaine uide et le
domaine solide qui prend en compte la périodicité du domaine.

Par la surjectivité de I'opérateur de trace, il existédn 2 [H()] 2 un relévement de
g a divergence nulle sur . En écrivantu- = U- h, on obtient que le déplacement
u- et la pressionp- véri ent le systeme uide-structure suivant :

8 l2ua+i"2 4u.r poo= fl; sur- ¢,
% r ur = O, sur g
J2u-+( + )yr u-+ 4u = f¥ sur
u- = 0; sur %Xt; ((F'S)")
ru-n = 0; sur g
% " I(U""‘ h;p)n = J(u-+ h)n; sur M.
- U continu sur nt;
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ou
Pur+h;p) = " G(u-+ h) %pdd; (1.24)
S(u-+h) = r (u-+h)d+ G(u-+h): (1.25)
et ou
fl = 1%h "% 4n;
fs = Jd%h (+ )r h 4h:

Remarque 1.17 (Sur le relevementh)

Il su rait que relevement h soit nul uniqguement sur le uide pour obtenir((F-S)-).
Cependant, imposer une propriété particuliere a lI'un des domaines pour le reléve-
ment, revient a lui faire prendre en compte la micro-structure du domaine, ce qui
n'est pas cohérent avec le choix de la condition au bayd

De la méme maniére, on peut expliciter le probleme rigide prenant en compte la
périodicité du matériau
"24v. il fve r p = "24h+i (h; sur ;
r v. = 0; sur ¢: (V)
" - 1 f-

A n de pouvoir écrire les formulations variationnelles issues de ((F-§)et (W),
nous introduisons la dé nition du produit contracté suivante.

Dé nition 1.18 (Produit contracté)
Soient A et B deux tenseurs d'ordre 3, on appelle produit contracté de ces deux
tenseurs, le nombre complexe dé ni par
X
A:B = Ai;j Bi;j .
10 3

Remarque 1.19
En utilisant les propriétésA : B = 'A : 'B et quer v + 'r v est symétrique, on
obtient I'égalité suivante

G(u):Tv=G(u): rv= %G(u):m; 8u;v 2 [HY)] 3 (1.26)

ou G est dé ni en (1.15) a la page 20.
Dé nissons l'espaceH . () par
H3, ()= u2HY();u=0 sur &

Cet espace est bien un Hilbert comme sous espace fermédd¢) . En exprimant
4v+ 1 v en fonction deG(v), et en utilisant la remarquel1.19, on obtient la
formulation variationnelle suivante du probleme ((F-S))

Trouver (Uu-;p) 2 [H3, ()] 3 L?( ) telsque8(v;q) 2 [H3, ()] * L2() on ait
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8 Z Z Z
12 u vV — ru-+ 'ru. :rv+trv ru-r v
s Z 2 s I_sz S Z
+12 u- v i- ru-+ru :rv+trv + pr v
f 2 f y4 7
= flv+ f2:rv;
Z
- gr u-=0;
f
(FV (F-S)-)
avecf ! et f 2 dé nies par les relations suivantes
Z Z Z
ftv= 12, hv 12, hv
Z Z L o (1.27)
f2:rv = " T(h;0):rv S(h):r v;

f s
ou les tenseurs [ et $ sont dé nis en (1.24) et (1.25).

Remarque 1.20 (Dépendance en def .)

On remarque gue nous avons exprinfé. comme la somme d'une constante indé-
pendante de" et d'un terme proportionnel a". Cela nous permet d'exclure le cas
des puissances négatives depour lequel le calcul de la limite (en un sens que nous
précisions dans la partie théorique) du problemgF-S)-) que nous proposons n'est
plus valable. En e et, dans le cas ofi. s'exprime avec des puissances négatives de
", l'estimation de f . indépendamment dé' ne peut pas se faire, ce qui contrarie
I'existence d'une limite pourf ..

Remarque 1.21 (Propriété microscopique dd .)

Il est intéressant de noter que nous avons choisi un releveménimacroscopique,
mais que la fonction second membie. prend en compte la micro-structure du do-
maine. En e et, elle est dé nie di éremment sur le uide et sur le solide, ce qui
permet de prendre en compte la structure du domaine. Cette remarque a son impor-
tance lors du calcul de la limite dé . puisque la limite dépend des deux variabbes
ety.

De maniére analogue, la formulation variationnelle relative a\) s'écrit :

Trouver (u-;p) 2 [H3, ( )I* L2( ¢) tels que8(v;q) 2 [H3, ( )1® L?() ,on
ait

V4 z Z

8
il u. v "2 ru-:rv+ pr v
f f it Z Z

(FV (V)
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D'autre part, on peut également exhiber 1, un reléevement régulier de o, grace
a la surjectivité de 'opérateur trace. En écrivant - =« 1, On obtient le systeme
thermique suivant :

"2 4 g+ fc o1 sur g

"2 4 . il g el
W = 0; sur ext;

(T-)

La formulation variationnelle associée aT(.) s'écrit :

Trouver ( +;p) 2 [H3, ( )I* L2( ¢) telsque8(;q) 2 [H5.( )I* L2() ,on
ait

Z Y4 Y4

n2

= "2 ror o +il g . (FV (Tv)
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Chapitre 2. Etude des problemes issus de la modélisation Section 2.1

2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a I'étude de I'existence et de Il'unicité des solutions des
problemes obtenus aprés modélisation. Dans un premier temps, les notations et hy-
potheses utilisées par la suite sont décrites. Dans un second temps, nous proposons
une démonstration de l'existence et de l'unicité du probleme rigide écrit sous une
forme qui découple I'équation en température du systéme en déplacement. Cette
étude est une adaptation au cas complexe de théoremes classiques, c'est pourquoi
la plupart des démonstrations se trouve dans lI'annexe B. Dans un troisieme temps,
nous démontrons un résultat d'existence et d'unicité pour le probleme couplé uide-
structure qui ne contient que les inconnues en déplacement et en pression. Cette
derniere étude fait appel a des outils mathématiques di érents de ceux utilisés pour
I'étude du probleme rigide, notamment parce que nous nous plagons en régime har-
monique.

Pour les propriétés générales, nous avons recours a un ouv@rindépendant de
la géométrie décrite ci-dessus, et véri ant les hypotheses suivantes.

Hypothese (H 2.1)
L'ouvert O est connexe, borné, de bord lipschitzien daRs.

On di érencie les bords de I'ouvertO suivant la condition qu'on lui attribue par
la notation suivante :

Notation (N 2.1)
On note @p la partie du bord deO sur laquelle portent les conditions de Dirichlet,
et @y la partie du bord deO sur laquelle portent les conditions de Neumann.

Hypothese (H 2.2)
L'ouvert O contient des conditions de Dirichlet, c'est-a-diredDp est de mesure non
nulle.

Nous travaillons sur le domaine périodigque qui est constitué d'une partie uide

¢ et d'une partie solide g, toutes deux périodiques de période. La cellule de

périodicité, appeléeY est un cube composé d'une partie uidd= et d'une partie
solide S. On fait les hypothéses suivantes sur la composition du domaine

Hypothese (H 2.3)
Les domaines ;, et sontdes ouverts connexes bornés @é tels que@ ;, @ s
et @ sont lipschitziens.

L'hypothése suivante contraint le domaine ¢ mais n'est utile que pour la dé-
monstration d'une égalité de type Korn (corollaire2.28).

Hypothese (H 2.4)
Le domaine g est inclus dans une réunion de petits cubes de taille xe.

Hypothése (H 2.5)
Les domaines ¢, et sontliés par la relation

- f[ S[ int:
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Hypothese (H 2.6)
Les domaines ; et ¢ sont dé nis par "-périodicité de la cellule de référencd

comme suit [ [
f = Fk’ S = Sk1
k2z3 k2z3
ou
Sc=S+k; S, ="S¢\ ; Fk=F+k; F, ="F«\ ; k22z% (21

Dé nissons l'espaceH}, () par
H . ()= u2HY();u=0 sur &
Dans un premier temps, nous étudions le probleme complet écrit sous forme décou-

plée en température et en déplacement. Ce probléme s'écrit au moyen des formula-
tions variationnelles (FV (V-)) et (FV (T-)) suivantes :

Trouver (u-;p) 2 [H3, ( )1 L2%( ) t_els que8(v;q) 2 [H3,. ( )] L?() on

z Z at

8
1 o v "? ru-:rv+ pr v
f f f Z Z
= il h v+"? rh:rv;
%Z f f
qr u-=0;
f
(FV (V+))
et
Trouver ( «;p) 2 HE, () L?( ¢) telsque8(;q) 2 H, ( ¢) L?() on ait
Z Z Z
"2 roeor +ilogg e+l P
f f Z Z
= "2 rr o +il ¢  : (FV (T)

f f

Ces deux problemes sont assez bien connus ainsi que la théorie autour de l'existence
et de l'unicité de leurs solutions, ils ont cependant I'originalité d'étre a coe cients
complexes et donc les solutions sont a valeurs complexes. Nous établissons alors
dans une premiere sous-section un équivalent complexe aux théorémes de Brezzi et
de Lax-Milgram (ce dernier résultat étant classique). Dans la sous-section suivante,
nous appliquons ces résultats aux formulations variationnelles (FV (Y et (T-).

Dans un second temps, nous étudions le probleme couplé uide-structure ((F-S)
su'g/ant :

l2ua+i"2 4u.r po= fl; sur- ¢,
% r ur = O, sur g,
J2u-+( + )yr u-+ 4u = f¥ sur
u- = 0; sur %Xt; ((F'S)")
ru-n = 0; sur g
% " I(U""‘ h;p)n = J(u-+ h)n; sur M.
- U continu sur nt;
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ou
"(u-+ h;p) = " G(u-+h) %plld;
S(u-+h) = r (u-+h)d+ G(u-+ h),
et ou
fl = t12h "2l 4h; (2.2)
f$ = Jd%h (+ )r h 4h: (2.3)

Pour cette étude, nous utilisons plutdt la formulation variationnelle (FV (F-S)) :
Trouver (u-;p) 2 [Hg ()] * L2( 1) tels qued(vi) 2 [H5, 0] ° L*() onait

1 2 t t

s U v = ru-+ ru- : rv+-ryv ru-r v
s Z 2 S |"ZZ S Z
+12 U V+i- ru-+ru :rv+trv + pr v
f f Z Z
= flv+ f2:rv;
Z
gr u-=0;
f
(FV (F-S)-)
avecf ! et f 2 dé nies par les relations suivantes
flv = 12, hv 12, h v;
z VAR Zs (2.4)
f2:rv = " f(h;0):rv Sthy:r v:

f s

Ce dernier probléme est similaire a celui traité par A. Mikeliet al dans [CFGMO01]
mais le systéme obtenu dans cet article di ere de ((F-§)parce qu'il est écrit avec
le déplacement qui dépend du temps, ce qui a plusieurs conséquences
les inégalités d'énergies qui découlent naturellement du systéme écrit en temps
ne sont plus valables dans le systeme ((F-$)crit pour des fonctions harmo-
nigues en temps,
le systéme obtenu est associé a une forme sesquilinéaire qui n'est pas coercive,
le fait de travailler a fréquence! xée ne se traduit pas, comme on pourrait
le penser, par une valeur de fréquence de vibrations interdite, et ce parce que
" tend versO.
Pour toutes ces raisons, |'étude théorique de ce systeme fait appel a des objets com-
pletement di érents de ceux utilisés pour la formulation variationnelle (FV (V)).

2.2 Etude du probleme rigide

2.2.1 Le cadre théorigque

Dans toute la section, nous utilisons les notations de D. Braess [Bra0Ol] que nous
adaptons au cas complexe. Nous commencgons par dé nir les espaces utilisés dans
les notations(N 2.2) et (N2.3) .
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Chapitre 2 Section 2.2. Etude du probléme rigide

Notation (N 2.2)
Les espaceX et M sont deux espaces de Hilbert d'anti-duaux respectfs’ et M ©,
c'est-a-dire les espaces des formes anti-linéaires continues Xuftet M © On note res-
pectivement( ; ), et(; ),, les produits scalaires suX etM etxoh; iy etyoh; i,

sont les produits de dualitdX % X) et (M%M).

Notation (N 2.3)
Le produit scalaire associé & ™(O) est noteh; i ., et la norme associée se note
kKK o-

Nous introduisons ensuite les formes qui agissent sur ces espaces avec

Notation (N 2.4)
Les formesa et b sont sesquilinéaires continues et dé nies respectivement xir X
etX M.

Nous avons maintenant les outils pour dé nir le probléme point-selle que nous
souhaitons résoudre

Etant donné (f;g) 2 X° M?Otrouver (u; )2 X M tels que:
a(u;v) + blv; ) xolf; Vi ; 8v2 X;
b(u; ) = mog; iy; 8 2 M:
Pour résoudre le probleme (2.5), il sut de montrer que l'application associée,
et que I'on notelL, est un isomorphisme.

Notation (N 2.5)
L'application associée &(2.5) s'écrit

(2.5)

X M I X° MO
" ws )y oo (2.6)

ou les formes linéaired et G sont dé nies par

a(u;v) + blv; ); v2 X
bu; ); 2 M:

F(v)
()

En vue de réécrire le probleme point-selle (2.5) sous une forme équivalente mais
exprimée avec des opérateurs plutét qu'avec les formes linéaires continaest b
dé nies a la notation (N 2.4) , nous utilisons la notation suivante pour les opérateurs
déduits dea et b.

Notation (N 2.6)
L'opérateur A associé a la forme sesquilinéaira est dé ni par

X | C
v 7! xoPAu;viy = a(u;v)

A:X1 X%u7! (2.7)
De la méme maniere, nous dé nissons l'opératelB associé a la forme sesquilinéaire
b ainsi que son dual :

M C

. | 0. | .
B:X! M%u7! 7 B = b )

(2.8)
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X | C

0. | 0. | .
BEM L XS T ey s vy s )

(2.9)

Remarque 2.1
Commea et b sont des formes sesquilinéaires continues, les opérate&sB et B°
sont continus.

Nous obtenons ainsi la reformulation suivante du probléeme point-selle (2.5)

Au+B% = f
Bu = ¢

Nous utilisons un théoréme classique d'algebre, que nous adaptons au cas com-
plexe.

Théoréme 2.2 (Brezzi)
Pour le probleme point-sellg2.5), I'application L (dé nie en (2.6)) dé nit un iso-
morphisme si les conditions i) et ii) sont véri ées

i) 9 > 0tel que<(a(v;V)) kvk?; 8v2 V.

i) La forme sesquilinéaireb satisfait a la condition Inf-sup suivante : il existe > 0

tel que
: jo(v; )j
inf sup————— > 0
vox 2 KVk K Ky
v6é0 60

En n, rappelons ici le théoreme de Lax-Milgram (voir par exemple [AllI05]) dans
le cas complexe.

Théoreme 2.3 (Lax-Milgram)
Soient H un espace de Hilbert complex&(u;v) une forme sesquilinéaire continue
surH H, etL une forme linéaire continue surH. On suppose de plus qu'il existe
> 0tel que
ja(v;v)j  kvk’; 8v2H; (2.10)

ou tel que
<(a(v;v))  kvkl; 8v2H: (2.11)

Alors le probleme suivant
Trouver u tel que8v 2 H; a(u;v) = L(v) (2.12)
admet une unique solution.

Nous nissons cette section par des propriétés sur les normes.

Dé nition 2.4  (Normes négatives)
Soitm 1. Etant donnéu 2 L?(O), on dé nit la norme du dualH ™(O) deHJ'(O)
par :

U; V)o;
Kuk .o = sup ( )O’O:
' vaHm (0) KvKi.o

36



Chapitre 2 Section 2.2. Etude du probléme rigide

Remarque 2.5
Cette dé nition, peut s'étendre au casu 2 [L2(O)]3.

Théoreme 2.6
Soit O un ouvert véri ant I'hypothese (H 2.1) , alors

1. L'image de l'application linéaire
r :L2(0)! H Y0)°

est un fermé ddH 1(0)]°.
2. 1l existe une constantec = ¢(O) telle que

kpkoo  O(Kr pk .o +kpk 1.o) 8p2 L2%(O); (2.13)
kpko.o  Ckr pk ;.q 8p2 Li, (0): (2.14)

Remarque 2.7
En particulier, la constante ¢c(O) est strictement positive.

2.2.2 Etude de la partie uide du systeme complet

Nous cherchons a résoudre les problémas)(et (T-) dé nis aux pages 26 et 28.

Le probleme uide en déplacement

Les solutions classiquegu-; p-) sont des éléments de
G )\CO(1)* T 1)

Nous cherchons a résoudre la formulation faible darbl}, ( )] L%oy( £) ou
I'espaceernoy( ¢) est donné par

( . 7 )
Lig( )= a2L¥ i @) de=0 (2.15)

Pour utiliser la théorie qui précéde, on choisit de poser
X =[HE ( OF M= L3, ( 1) (2.16)

On remarque queLZmoy( ¢) s'identie a L?( {)=R (puisque le probléme précédent
ne permet une dé nition deq qu'a une constante pres). On dé ni les formes sequi-
linéaires continuesa et b par :
Z Z
ru-:rvedx il g u- v.dx;
Z i f

rv.qg dx;

n2

a(u-;v)

b(v-;q)

f
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ou(u-;v+) 2 X2etg 2 M. Grace au théoréme de Cauchy-Schwarz , les applications
a et b sont continues respectivement sux X et sur X M. On obtient donc

la formulation point-selle suivante pour la formulation variationnelle (FV (F-S))

dé nie a la page 34 :

a(u-;ve)+ b(v-;p) x ohf; Vi 8v- 2 X,

bu-;q) = 0 8q 2 M;
ou Z z
wohf; vuiy, = "2 rh:rvedx +il h v.dx: (2.17)
. f
On dé nit alors V par
V= ve2X (r via)o, =0; 8a2L5,( 1) : (2.18)

De plus si on munitX du produit scalaire
z

2 rue:rvedx:
f

(Usve)x ="

on obtient la dé nition suivante pour V?
V? = u.2X; (rusrvs),=0; 8v.2V

Théoreme 2.8
Sous les hypothéses du théorériés, le probléme (V) satisfait aux conditions du
théoréme2.2 de Brezzi.

Démonstration :
Tout d'abord, calculonsa(u-;u-) pouru- 2 V

Z Z
a(u-;u.)= "2 jru-2+il ¢ juejz
f f

Ensuite véri ons la V-coercivité dea

Z

2

. T . 2 2 .
< a(veve) = jrovej® = kvekia )

f
D'ou l'ellipticité de a.
Montrons queb véri e la condition Inf-sup. Pour p- 2 L7, ( 1), (2.14) implique
que
c ‘kpky . kr pk .
Par dé nition de la norme négative, pour tout > 0O, il existe v. élément de
[Hai ( £)]° tel quekv.k,. =1 et

(V";r p')O; f

kvek,, 1 krpk .
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En choisissant = 1=2, on obtient

1 1 1 1
(Vv#;r p)o Ekr pk o, V7 N = Ekr pk o
En n l'inégalité (2.14) donne
1 1
2 pe —kpk, ;
Vv 1] p' 0; . ZC p' 0’ £
ce qui montre que la condition Inf-sup est véri ée. O

Proposition 2.9

Le probleme(V-) de formulation variationnelle (FV (V +)) donnée a la page 33 admet
une unique solution(u-;p-) 2V M, ou les espace¥ et M sont dé nis en (2.18)
et (2.16).

Démonstration :

Il s'agit d'une conséquence du théorem28. ]

Le probleme uide en température

On souhaite utiliser a nouveau le théorem@.3 pour résoudre le problemeT:)
de formulation variationnelle (FV (T-)) donnée a la page 33.

Proposition 2.10
Le probléme(T-) admet une unique solution- dansH3, ( ).

Démonstration :
Posons

Z VA

a(')="* r .o g 5 8" 2Hg( 1)
f f
et
VA Z z

LC)= " r r'+il g " it ph 8 2Hg( 1)

f f f

Alors a est une forme sesquilinéaire continue dé nie s, ( ¢) Hp, ( ¢) etL
est une forme linéaire continue déij, ( ). De plus

<@ )= ke

3 o)

Le théoreme de Lax-Milgram donne la coercivité da et la proposition. O
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2.3 Etude du probleme couplé uide-structure

L'objectif de ce chapitre est de montrer I'existence et l'unicité de la solution
du probleme ((F-S)) rappelé dans l'introduction faite a la section 2.1. Suivant une
méthode classique, on se place dans l'esp&te dé ni par

Hi= u2MHL Ol %r u=0 sur ¢ : (2.19)

La pression est alors le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d'étre dans
H¢. La démonstration se fait en deux étapes, on commence par montrer I'existence
et l'unicité d'un déplacementu- 2 H; solution de ((F-S)), puis on revient a I'étude

de ((F-S)) sur [H3, ()] 2 an d'obtenir la pression p-.

Remarque 2.11 (H; est un espace de Banach)
L'espaceH; est un espace de Banach puisqu'il est fermé dans I'espgté ()] 2 qui
est lui-méme un Banach.

La premiere étape de la démonstration consiste a écrire la formulation variation-
nelle associée a ((F-8) dansH; sous la forme

Pour0O<"<" (1), trouver u- 2 H; tel que quelque soitv 2 H; on ait

a(u-;v) = F(v); (2.20)

ou "(!) est a déterminer. La diculté de cette étape réside dans le fait que la
forme sesquilinéaire n'est pas coercive. Pour contourner ce probleme, nous écrivons
l'opérateur A associé a la forme sesquilinéaieesous la formeA = B + C ou B est
coercif et bijectif, C est compact etB + C est injectif. L'alternative de Fredholm
permet alors de conclure qué est bijectif, ce qui donne l'existence et l'unicité de
u- 2 H¢ solution de ((F-S)).

On termine la démonstration en déterminant I'orthogonal deH; .

2.3.1 Le cadre théorique

Dans cette section, nous allons détailler les lemmes donnant des résultats d'ana-
lyse utiles pour la suite. Commencgons par donner les hypothéses que nous utilisons
dans toute la section.

Dans un premier temps, nous nous intéressons particulierement a l'inégalité de
Korn et a I'un de ses premiers corollaires permettant d'a rmer qu'une fonction de
[H(}(O)]3 dont le tenseur de déformation est nul, est nulle sub. A n d'établir ce
dernier résultat, nous caractérisons les fonctions del*(0)]® dont le tenseur des
contraintes est nul. Dans un second temps, nous rappelons la théorie des opérateurs
de Fredholm.

Inégalité de Korn

A n de donner les dé nitions et propriétés proposées ici, nous utilisons les réfé-
rences suivantes : F. Boyer et P. Fabrie [BF06] essentiellement aux chapitres Il et
VII, D. Braess [BraO1] et G. Allaire [All92].
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Dé nition 2.12 (Dé nition de R(O))
Soit O un ouvert véri ant I'hypothése(H 2.1) . On note R(O) I'espace des fonctions
u 2 [HX(O)]® telles quer u + 'r u =0 presque partout.

Dé nition 2.13
Pour un ouvegto véri ant les hypothesegH 2.1) et (H2.2) , on peut dé nir I'es-
pace[H3, (0)]° par :

HL (0) *=fv2[HY()] % telquev=0sur @y (2.21)

Lemme 2.14
Soit u 2 R (O) alors il existe deux vecteurs constants 2 R® et b 2 R® tels que

u(x)=a+ %b" X; presque partout dans : (2.22)

- . . 1
Réciproquement, sia et b sont deux vecteurs d&2, u dé ni par u(x) = a+ Eb/\ X
appartient aR (0).

Démonstration :
On introduit le vecteur b dé ni par
0 1
@uz @u;
b=r» uix)= @@u, @u;A:
@Qu, @uq

La démonstration se fait en trois étapes. Tout d'abord, on calcule u en fonction
de b, en prenant en compte le fait que le tenseur des contraintes deest nul, puis
on en déduit queb est constant. En n, on montre I'existence dea constant tel que
(2.22) soit veri ée.

Tout d'abord, commer u + 'r u =0, on sait que

@+ @u;=0; 81 ij 3 (2.23)

En particulier, @u; + @u; = 0 pour 1 i 3 et la diagonale der u est nulle.
Ensuite grace a (2.23), on a

2Qui= QUi+ @Qu, @uz+ @Qui= Dg;

ce qui donne l'expression suivante

0 1
1 0 b; b,
ru(x):i@ b; O by A
b, b 0

Pour montrer que b est constant, il sut de montrer que son gradient est nul,
c'est-a-dire

41



Chapitre 2. Etude des problemes issus de la modélisation Section 2.3

Faisons le calcul pouii = 1, les autres cas étant similaires. En utilisant (2.23) et le
fait que la diagonale de u est nulle, on a

@b 2@(Qu1) =2@(Qu1) =0;
@bs 2@(@u1) =2@(@Qu,) =0:

Cette methode de calcul permet de montrer qu@b; = 0 pourtousl i6j 3.
Il reste donc a déterminer le cas oli= j, toujours en utilisant (2.23)

@b; =2@(@Qu3) = 2@(Q@u.)= 2@@u;: (2.24)

On montre de méme quedb, = 2@@uU; = @b; et @bs = 2@@uU3 = @b;:
D'autre part, on a @b, = 2@@u; = @b, ce qui permet d'a rmer que
@by = @b, = @bz =0;

et doncb est constant par connexité deD.
Il nous reste alors a montrer l'existence da. Pour cela, un simple calcul montre
que

1
r u(x) =zb~x =0:
2
Ainsi, par connexité, il existe une constanta telle que (2.22) soit véri ée. [

Lemme 2.15 (Lien entre le tenseur de déformation et le gradient)
Soit u une fonction de[H(}(O)]3, alors on a la relation suivante

t 2 _ 2 2 .
ru+ru g ,=2kr ukyy +2kr ukyy:

Démonstration :
Par linéarité de l'intégrale, on obtient tout d'abord que
Z
2 _ 2 i
ru+'ru g o=2kr ukg, +2 Otr u:ru:

R N
Il sut donc de montrer que _ r u :ru = kr ukg;o: Ce résultat s'obtient en
explicitant le produit contracté et en écrivant une intégration par parties, ce qui
donne Z Z yx

t

ru:ru= @ @Qu)uj:

o O1 i 3

On utilise ensuite le fait que@@u;)u; = @(@ui)Uj et on conclut en faisant une
derniere intégration par parties. O

Lemme 2.16
Soit O un ouvert véri ant les hypothesegH 2.1) et (H2.2) , alors

R(O)\ HE,(0) ° = fog;

c'est-a-dire que siu 2 [H3, (O)]3, alorsr u+ 'r u =0 implique queu = 0 presque
partout.
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Démonstration :

Eneet,si ru+ ‘ru oo = 0, alors d'aprés le lemme2.14, il existe deux
vecteurs complexes et b tels dueu (x) = a+b”x (ondit que u est un déplacement
rigide in nitésimal). Si de plus u est dans[Héi,(O)]3, il est nul sur le bord de
Dirichlet, ce qui implique que I'objet dont le déplacement est décrit pan ne peut
pas tourner sur lui méme, i.eb = 0. Donc le déplacementu est constant égal aa

et nul sur le bord de Dirichlet, d'ouu =0. O

Proposition 2.17 (Inégalité de Korn)
Soit O un ouvert véri ant les hypotheseqH 2.1) et (H2.1) . Alors il existe une
constantec(O) > 0 telle que, pour toutu 2 [H,%ir(O)]?’, ou [H3, (O)]3 est dé ni en
(2.21), alors on a

kukio ©O) ru+'ru .

Le théoréme2.17 est démontré par G. Duvaut et J.L. Lions dans [DL76] (chapitre

3) et par D. Braess dans [Bra0l] comme étant une conséquence du théoreme
plus général dont on trouvera aussi une démonstration dans [DL76] (chapitre 3) et
du lemme2.16.

Théoréme 2.18
Soit O un ouvert borné de frontiere réguliére. Il existe un rée{O) strictement positif

tel que
kuk,.o c(O) kukyo+ ru+'‘ru

Ces deux théoremes sont valables pour une fonction a valeur complexe, il n'y a
donc pas a adapter la démonstration.

Opérateurs de Fredholm

Introduisons la théorie des opérateurs de Fredholm au moyen de la dé nition
2.19 et du théoréme2.20 suivants.

Dé nition 2.19 (Opérateurs de Fredholm)
Pour E et F deux espaces de Banach, un opératelir2 L (E; F) est dit de Fredholm
s'il véri e les deux propriétés suivantes

1. Le noyauker(T) est de dimension nie danskE.
2. L'image =(T) est fermée et de codimension nie dank.
On dé nit alors l'indice de T noté ind(T) par

ind(T) =dim(ker( T)) codim(=(T)):

Théoréme 2.20 (Alternative de Fredholm)
Si T est un opérateur de Fredholm d'indicend(T), et si C est un opérateur compact,
alors T + C est un opérateur de Fredholm d'indicéend(T).

En fait, nous n'allons pas utiliser directement ce théoreme, mais l'un de ses
corollaires.
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Corollaire 2.21
Soit A un opérateur injectif tel qu'il existe deux opérateurB et C tels queA = B+ C,
avecB bijectif et C compact. Alors l'opérateurA est lui aussi bijectif.

Démonstration :

Comme B est bijectif, dim(kerB) = codim(=B) = 0 et de plus=B est fermé
dansH;, par conséquentB est un opérateur de Fredholm d'indicé. CommeC est
compact, le theoreme2.20 montre que A est un opérateur de Fredholm d'indice.
Or par hypothése,A est injectif, on a donccodim(=A) = 0, ce qui implique queA
est surjectif. D'ou la bijectivité de A. [

Dé nition 2.22
Soit X un espace de Banach complexe, on dit gu@ X °est une forme anti-linéaire
Si:

f(x+y)=f(x)+ f(y), pour tout (x;y) 2 X?,

f(x)= f (x),pourtout (;x)2C X.

Comme pour le dual, la norme de I'anti-duaX °de I'espace de BanacK s'écrit :

_ Jxorfi Xy j.
Kf ky o = SXLZ;g —kxkx :

De plus commeC est complet, et queX est un espace borné, I'espa¢X  k k, o) est
un Banach.

Théoréme de De Rham

Dans cette sous-section, nous introduisons les lemmes et notations nécessaires
a la démonstration du théoreme de De Rham qui permet de résoudre le probleme
couplé (FV (F-S)) de la page 34 a partir de la résolution faite dansl; .

Remarque 2.23

Soit E un espace de Banach &% une partie deE. Alors l'orthogonal A? de A
est un sous-espace vectoriel fermé &€, LorsqueE est ré exif, A?? s'identi e

a un sous-espace vectoriel de. C'est alors le plus petit sous-espace fermé de
E contenantA, c'est-a-dire queA” = A. On a donc

Aestfermé () A” = A:
Si A B,alorsB? A7,

Lemme 2.24 (Peetre)
SoientE,, E,, Ej3 trois espaces de Banach. Soiet une application linéaire continue
de E; dansE, et B une application linéaire deE; dans E; compacte. On suppose
gue l'application

N :u2 E; 7' kAukg, + kBukg, (2.25)

dé nit une norme sur E; équivalente a la norme initiale. Alorsker A est de dimen-
sion nie dans E; et I'image deA est fermée dan<,.
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Démonstration :

On pourra se référer par exemple a F. Boyer et P. Fabrie dans [BF06] (Lemme
[1.1.15). 0
Lemme 2.25

SoientE et F deux espaces de Banach 8tune application linéaire compacte d&
dansF. Alors l'application adjointe 'S de F°dansE° est compacte.

Démonstration :
On pourra se référer par exemple a F. Boyer et P. Fabrie dans [BF06] (Lemme
11.2.6). O

2.3.2 Reésolution dans Hs

Dans cette section, nous démontrons l'existence et l'unicité de la solution de
la formulation variationnelle (2.20) dans l'espaceds dé ni en (2.19). Pour cela,
nous écrivons l'opérateurA associé a la forme linéaira dé nie dans (2.20), sous la
forme A = B + C, avecB bijectif et C compact. Puis nous appliquons un corollaire
du théoréme de Fredholm selon lequel & est injectif, alors A est bijectif. Nous
commencons la démonstration en établissant le corollaire du théoreme de Fredholm.
Puis nous montrons queB est coercif, en utilisant I'inégalité de Korn sur le domaine

, et donc bijectif grace au théoreme de Lax-Milgram. La compacité d& vient du
théoréme de Rellich. En n, pour démontrer l'injectivité deA, on écrit la formulation
variationnelle (2.19) enu-. On applique successivement l'inégalité de Korn sur les
domaines ; et  eton utilise le fait que" tend versO.

Nous commencgons par écrire le probleme sous la forafe-;v) = F(v).

Proposition 2.26
Le probleme(FV (F-S)-) donné a la page 34, pour des fonctions tests dafs, peut
s'écrire sous la forme

Trouver u- 2 H¢ tel que :
a(u-;v) = b(u-;v)+ cfu-;v)= F(v); 8v 2 Hy;
ou H; est déni en (2.19) a la page 40, otb et ¢ sont des formes sesquilinéaires
continues surH¢  H; dé nies par
Z Z
b(u-;v) = = ru-+ 'ru :rv+
2 s Z s

rue crv; (2.26)

et Z Z

cu-;v)= 1“4 u- v

et ou F est la forme anti-linéaire continueH; ! C dé nie par
Z Z

F(v) = ftv f2:rv+'rv;

ouf®etf? sont dénies en(2.2) et en(2.3) a la page 34.
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On peut ensuite dé nir les opérateursA, B et C par
8

< Hf ! (Hy)°
A:  Hf ! C , (2.27)
u 7t Au): v 7' 4 1hAu;viHé=a(u;v) ’
8 0
< H; ! (H¢)
B:  Hf ! C , (2.28)
pou 7h B, 4 i PBUV Ly = B(U;Y)
8
< Hf ! (H¢)°
: He |
C: cu 7! C(u): f = : (2:29)

v 7' 4 JCu;viH&:c(u;v) :

Etudions la dépendance eri de la constante de Korn dans le cas du domaine
solide (pour le domaine uide nous avons le méme type de résultat). Pour cela, nous
di érencions les cas ouU s puis S, Véri ent ou non I'hypothése (H2.2) .

Corollaire 2.27 (Inégalité de Korn sur le domaine )
Si ¢ véri e I'hypothese (H2.2) , il existe une constanteM qui ne dépend pas dé
telle que
8u 2 [HL, ( 3 kuky, , M ru+'ru g :
Ce corollaire est par exemple démontré par A. O. Oleinigt al dans [OCY92].

Corollaire 2.28 (Inégalité de Korn sur le domaine s avec conditions de Dirichlet
sur le uide)
Siu est nulle sur ¢ (et donc si S, Vvérie I'hypothése (H2.2) pour tout k 2 Z3)

et si ¢ véri e I'hypothese (H2.4) , il existe une constanteN qui ne dépend pas de
" telle que

8u 2 [Ha ( 3 kuk, . "N ru+‘'ru

Démonstration :
On commence par découper le domaines suivant les domainesS, donnés en
(2.1) a la page 33, puis on utilise le changement de variable

y=),(—, et u X = u-(x)

pour obtenir
x Z x Z
kukp, , = ju-()jPdx = ju(y)i’dy:
k2z3 S k2z3 Sk

On utilise ensuite l'inégalité de Korn sur chacun des domaineS; et on fait le
changement de variable inverse pour obtenir

X Z X Z
k. "7 c(s) jGitdy "2 C(S)  jG(ur)jdx:
k273 Sk k273 Sk
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Comme ¢ Vérie I'hypothese (H2.4) , chaque domaineS, est totalement inclus
dans ¢ (des que" est assez petit) et les constanteS(S) sont toutes égales entre
elles. On obtient donc le résultat annoncé aved = C(S). O]

Pour utiliser I'alternative de Fredholm, il sut de montrer que B est bijectif, C
compact etA injectif.

Lemme 2.29
L'opérateur B dé ni en (2.28) est coercif surH; au sens ou il existe un réel stric-
tement positif ¢(") tel que

8U 2 Hp; ju MBUsUI ) = jb(u;u)j c("kuke, :
Démonstration :
En utilisant I'égalité (1.26) et la dé nition de b donnée en (2.26), on note que
2

2
b(u;u)=§ru+truo_ + krouky

1 S

t 2
r +°r :
2 u u 0; ¢

On peut alors minorerjb(u; u)j en ne faisant intervenir que la norme du tenseur u +
'r u sur tout entier. En notant ¢(") =min( =2;!" 2=2), on obtient I'inégalité

t 2

jplus;u)j ") ru+ ‘ru X

Comme est un ouvert borné, connexe, et régulier d&*, et que de plus la mesure
super cielle de ®* est non nulle (i.e. la mesure super cielle du bord de soumis
aux conditions de Dirichlet est non nulle), on peut appliquer la propositior2.17.
On obtient ainsi la coercivité deB. O

Remarque 2.30

On voit dans la démonstration |'utilité de considérer le module d#€u; u) plutét que
sa partie réelle. En e et, la partie réelle deb(u;u) fait intervenir uniquement le
domaine solide, ce qui rend alors l'inégalité de Korn impossible a exploiter sur le
domaine entier.

Proposition 2.31
L'opérateur B dé ni en (2.28) est bijectif.

Démonstration :
Montrer que B est bijectif revient & montrer que pour toute forme linéaire conti-
nue L donnée, il existe une unique fonctiom 2 H; telle que

H 1rBu;viH& = L(v); pour tousv 2 Hs:

Il faut donc appliquer le théoreme2.3 pour la formeb dé nie en (2.26). L'espaceH;
est hilbertien pour la méme norme que celle el ()] 3. De plus,best sesquilinéaire
par linéarité de l'intégrale et est continue par Cauchy-Schwarz. Nous avons en n vu
gue B et doncb sont coercifs dans le lemm2.29. Le théoreme2.3 de Lax-Milgram
s'applique donc, etB est bijectif. m

Proposition 2.32
L'opérateur C dé ni en (2.29) est compact.
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Démonstration :
Tout d'abord, on note que les espacdsi;; kk,. ) et (H:k kao) sont des espaces

de Banach. La théorie des opérateurs compacts s'applique donc, et il su t de montrer
gue l'imageC(U) de la boule unitéU de H¢ par C est précompacte. Cela revient a
montrer que toute suite de I'adhérence d€(U) admet une sous-suite convergente.

Soit donc (Cup)n2n une suite deC(U). Alors (un)n2n €st une suite bornée
(puisque dansU) de H() . Par le théoreme de Rellich, il existe une sous-suite
de (un)n2n (encore notégu,)n2n) convergente dangl?()] ®. Notonsu la limite de
(U n)nZN-

Il reste donc a montrer que la suit§Cu,),>n CONverge (a sous-suite prés) vers
Cu. Or par Cauchy-Schwarz, on obtient

kC(un u)k,. !2max(r; s)kun uk, :

Donc pourn assez grand, la norm&C(u, u)k;,. tend vers O, ce qui montre la
convergence voulue. H

Proposition 2.33
L'opérateur A dé ni en (2.27) est injectif.

Démonstration :
Soit u 2 kerA, alors en utilisant les dé nitions deB et C données en (2.28) et
(2.29) et I'égalité (1.26), on obtient

— - — t 2 2
0= rn sPAUUI Ry (s = 5 T Ut Tu o+ krouky

1 S
|||2
[

ru+tru§;f 12 ckukg, | 12 gkukg 1 (2.30)

.y .. . . . 2
En considérant la partie imaginaire, on obtient r u + 'r u = 0. Le lemme

f
2.16 page 42 montre alors que le déplacemeatest nul sur le domaine uide ;.
L'équation (2.30) s'écrit donc

S ru+ru o .+ krouky | 17 ckukl | =0: (2.31)
En minorant la divergence palO et en utilisant l'inégalité de Korn pour un domaine
perforé avec condition au bord de Dirichlet (vue au corollair2.28) dans (2.31), on

obtient
N

o2
ou N est une constante indépendante d& Or on a

125 kuky . O (2.32)

Par conséquent, pout' assez petit { <" (!)), la quantité N=2"2 |2  est stricte-
ment positive. On déduit donc de (2.32) que est nulle aussi sur le domaine solide.
Ce qui montre queA est injectif. [
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Théoréme 2.34 (Existence et unicité dansHy)
Il existe une unique solutioru- dansH; du probléme uide-structure ((F-S)-), dés
que" <" (1), pour! xé.

Démonstration :

C'est une application du corollaire2.21, de la bijectivité deB donnée par la pro-
position 2.31, de la compacité deC donnée par la propositior2.32 et de l'injectivité
de A donnée par la propositior2.33. ]

2.3.3 Résolution dans [H3, ()] 3

Dans la section précédente, nous avons montré |'existence et l'unicité W@ H;
telle que (FV (F-S).) soit vraie pour tout v 2 H; (dés que" est assez petit). Pour
montrer qu'il existe une pressionp- solution de ((F-S)), nous avons besoin d'un
argument type théoréme de De Rham. Le théoreme suivant, adapté d'un théoreme
cité par F. Boyer et P. Fabrie dans [BF06], permet en e et de conclure.

Proposition 2.35
Soit  un ouvert lipschitzien connexe et borné de® et H; I'espace dé ni en (2.19)
a la page 40. Alors son orthogonal est I'espace

Hf = g2[H ()] %9p2 L2 +);

Z
telle quey :hg;’ ng = p(x)r " (x)dx; 8" 2[Hi ()] ° :
f
Démonstration :
Soit Y le sous-espace d@l ()] 2 dé ni par
(

Y= g2[H '] 3%9p2 L% ¢);
7 )

= p(x)r ' (x)dx : (2.33)

f

telle quey :hg;' iy

1
0

CommeY 2 H/, le théoréme est démontré si on établi quely Y. D'aprés le
lemme2.36, Y est un sous espace fermé fild ()] 3. Or [H 1()] 2 est ré exif car
c'est un espace de Hilbert donc la remarqu2.23 assure queY?’ = Y. Ainsi, il
sut de montrer que Y’  H; (toujours d'aprés la remarque2.23) pour terminer
la démonstration.

Soit donc' 2 Y?. Alors pour toute fonction g de Y, 4 :hg;' iy; = 0. 0u

encore, pour toute fonctionp 2 L?( ), f p(x)r ' (x)dx =0. Ce qui signi e que
r ' estnulle sur ¢, etdonc que' estdansH;. O
Lemme 2.36

Soit  un ouvert véri ant les hypotheseqH 2.3) et (H2.5) , alors I'ensembleY
dé ni en (2.33) est fermé dangH ()] 3.
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Démonstration :
On dé nit les espacesE, = L?() ,Eo,=[H ()] *etEz=H () . SoientA et
B les applications suivantes

E, ! ( E, £ £

: ru sur . -1 3.

A a7l f et B : q 7! e
0 sur o

L'objectif est de montrer que le lemme2.24 s'applique, nous allons donc montrer
gue les hypotheses de ce lemme sont véri ées. Tout d'abodl est linéaire continue.

L'injection canonique 'B est linéaire compacte. En e et, soit(u,),2n UNE suite
defv 2 HY() ; kvk, 1g. Alors par le théoréme de Rellich, la suit€u,)nan
admet une sous-suite convergeant fortemeht’() versu. De plus

'‘Bu, 'Bu o = Kun Uk, !n!1 0:
Ainsi ('Bup)n2n COnverge (& sous-suite prés) €8 est compacte. Le lemme.25
montre alors queB est elle aussi compacte.

Enn l'application N dé nie en (2.25) est équivalente a la normék, grace
au théoréeme2.6 (l'autre inégalité nécessaire pour obtenir I'équivalence des normes
vient de la dé nition des normes négatives).

L'application du lemme 2.24 montre queY est fermé. O

Lemme 2.37 (Unicité de p)
Soit g 2 H/, alors il existe une unique fonctiorp 2 ernoy( ¢) telle que

Z
SIELL IV pO)r ' (x)dx; 8" 2 [Hg ()] %
f
ou Lz, ( 1) est déni par
( L 2 )
Looy( 1)= p2L¥ f);j—fj p(x)dx =0 : (2.34)
f

Démonstration :
Dans la proposition2.35, nous avons vu que pour toute fonctiog 2 H/ il existe
une fonctionp 2 L?( ) telle que

Z
Hohgs iy = pO)r " (x)dx; 8" 2 [Hg ()] *

f

Soientg 3 H{ et pla pression donnée par la dé nition déd; . Nous dé nissons alors
B=p b D'apreés le théoreme de la divergence, toute fonction de [H3, ()] 3

est un élément dd_ﬁwy() . Par conséquent, nous avons la propriété
Z
woahg i = BOOT T (0dx; 8 2 [HE ()] *
f
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Ainsi, il sut de montrer que p est unique. Soient donc deux fonctiong et ® de
LZoy ( 1) telles que

Z

RO)r " (x)dx; 8" 2 [Hg ()] °
Zf
B(x)r " (x)dx; 8" 2 [Hg ()] °

f

H 1|’g;' IH&

H 1|’g;' IH&

Grace au lemme3.14, on sait que pour toute fonctionf 2 L%oy( £),
Z

(m(x) m@(x))f(x)dx =0:

f

Une application du lemme3.15 montre alors que la di érenceg, @ est presque
partout constante. Comme et @ sont a moyenne nulle, la constante est nulle.
Finalement, on obtient@ = @. m

Théoreme 2.38
Le probleme(FV (F-S)-) dé ni a la page 34 admet une unique solutiofu-;p-) 2
[Hl%ir()] 3 Lﬁmy( f)-

Démonstration :

Nous avons montré qu'une fois les conditions de bord (c'est-a-dire la fonctibr)
deé nies, il existe un unique vecteuru- 2 Hs tel que la formulation variationnelle
(FV (F-S)-)

a(u-;' )= F(');8' 2Hy;

soit véri ée sur H; . La proposition 2.35 et le lemme2.37 donnent alors l'existence
et l'unicité du couple (u-;p-) 2 [H5;, ()] ® L7, () solution de ((F-S)). O
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3.1 Introduction

Pour les propriétés générales, nous avons recours a un ou@rindépendant de
la géométrie décrite ci-dessus, et véri ant les hypotheses suivantes.

Hypothese (H 3.1)
L'ouvert O est connexe, borné, de bord lipschitzien daRs.

On di érencie les bords de I'ouvertO suivant la condition qu'on lui attribue par
la notation suivante :

Notation (N 3.1)
On note @p la partie du bord deO sur laquelle portent les conditions de Dirichlet,
et @y la partie du bord deO sur laquelle portent les conditions de Neumann.

Hypothese (H 3.2)
L'ouvert O contient des conditions de Dirichlet, c'est-a-diredDp est de mesure non
nulle.

Nous travaillons sur le domaine périodigque qui est constitué d'une partie uide

¢ et d'une partie solide g, toutes deux périodiques de périodé. La cellule de

périodicité, appeléeY est un cube composé d'une partie uidd= et d'une partie
solide S. On obtient ainsi les hypotheses suivantes sur la composition du domaine

Hypothese (H 3.3)
Les domaines ;, et sont des ouverts bornés de3 tels que@:, @ s et @
sont lipschitziens.

L'hypothése suivante contraint le domaine ¢ mais n'est utile que pour la dé-
monstration d'une égalité de type Korn (corollaire2.28).

Hypothese (H 3.4)
Le domaine g est inclus dans une réunion de petits cubes de taille xe.

Hypothese (H 3.5)
Les domaines ¢, et sontliés par la relation

— S[ ¢ [ im:

Hypothese (H 3.6)
Les domaines ; et ¢ sont dé nis par "-périodicité de la cellule de réféerencd

comme suit [ [
f = Fk, s = Sk,
k2z3 k22z3
ou
Sc=S+k; S, ="S¢\ ; Fk=F+k; F,="F¢\ ; k22z*% (3.1

Remarque 3.1
L'hypothése(H 3.3) et la dé nition de ¢ et de ¢ impligue notamment que les
intersections@ \ @ et@ \ @ s sont non vides.
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Dé nissons l'espaceH, () par
H3, ()= u2HY();u=0 sur &
Nous étudions le probleme complet écrit sous forme découplée en température et

en déplacement, dont nous rappelons les formulations variationnelles (FV-{Y et
(FV (T-)) :

Trouver (u-;p) 2 [HE, ( 1) L% 1) tels ques(v;q) 2 [HE, ( +)° L2() on
ait

8 Z Z 7z
il u- v "? ru-:rv+ pr v
f f t Z Z
=il h v+ "? rh:rv:
%Z f f
qgr u-=0;
f
(FV (V)
et
Trouver ( «;p) 2 HE, () L2( ¢) telsque8(;q) 2 H3, ( ¢) L2%() on ait
Z Z Z
"2 ro.r il G + il p
f f Z f Z
="2 ror +il ¢c . (FV (TY)

f f

Nous étudions simultanément le probléme couplé uide-structure ((F-9) sui-
varét :

120+ 0"2 4u. r p o= fF; sur - ¢;
% r u- = 0, sur ¢
J2u-+( + dr u-+ 4u. = 2 sur o,
u- = 0; sur & ((F-S)-)
ru-n = 0; sur {4
" Tu-+h;p)n = Su-+h)n; sur
' U- continu sur M.
ou
f . — Hl 1 .
+(u-+h;p) = " Gu-+h) -—pld;
Su-+h) = r (u-+h)d+ G(u-+h); (3.2)
avec
Gu)=ru+ 'ru; (3.3)
et ou
fl = ¢12h "2 4nh; (3.4)
fe = Jd%h (+ )H)r h 4h: (3.5)

Pour cette étude, nous utilisons la formulation variationnelle (FV (F-S)) suivante :
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Trouver (u-;p) 2 H3, ()] * L2( 1) tels que8(v;q) 2 [H3,()] * LZ() on ait

8 Z Z Z
12 u vV = ru-+'ru @ rv+trv ru-r v
% sz 2.,z . Z
+12¢  u. v i'2 ru-+'ru :rv+trv + pr v
f f Z Zs
g = fly+ f2irv
Z
: qr u-=0;
f (FV (F-S)-)
avecf ! et f 2 dé nies par les relations suivantes
Z Z Z
flv = 12, hv 12, h Vv
Z Z f Zs (3.6)
f2:rv = " f(h;0):rv sSthy:rv:

f s

L'objectif de ce chapitre et de faire converger, en un sens que nous preciserons
dans la suite, les systemes uides du probleme complet c'est-a-diMé ) et (T-) et
le systeme couplé ((F-S). Une premiére méthode, proposée par A. Bensoussain
al dans [BLP78], E. Sanchez-Palencia dans [SP80] et J. L. Auriault dans [Aur02],
consiste a faire un calcul formel en cherchant des solutions sous la forme des déve-
loppements asymptotiques de type Chapman-Enskog suivants :

u-(x) = uo(X;y)+"ui(x;y)+
p(X) = poOGY)+ PalY)+ 3.7)

ou la variablex est la variable macroscopique et la variablg = x=" est la variable
microscopique. En utilisant les formules (3.7) dans), on obtient formellement le
probleme /) dé ni par

8
3 rybo = 0O sur Y;

rv up =0 sur Y; (Vo)
2 4dyUp i oug I ypr = Fxpo '2¢+h sur Y: 0

ou les fonctionsug, 4 yy U, I yPo €t p; sont 1-périodiques en la variabley. En
procédant de méme pour les autres systemes, cette méthode permet de trouver les
problémes microscopiques qui découlent de ces systémes. Les problemes macrosco-
piques sont obtenus en calculant l'intégrale des problemes microscopiques sur la
cellule de référencé&’ . Nous introduisons alors la notation suivante :

Notation (N 3.2)
On note h i, l'intégrale sur le domaineY.

En n nous utilisons des espaces fonctionnels de fonctions a moyenne nulle que
nous dé nissons ci-dessous.
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Notation (N 3.3)
Les espaced 7, () etHpg, (O) sont donnés par :

Z
Laoy(O)= f2L%) ; telleque f =0
© Z
et Hp,,(O)= f 2HYO); telleque f =0 (3.8)
O

Dé nition 3.2  (Dé nition de R(0))
Soit O un ouvert véri ant I'hypothéese(H 3.1) . On note R(O) I'espace des fonctions
u 2 [H(O)]® telles quer u + 'r u =0 presque partout.

Dans ce chapitre, nous exposons une méthode permettant d'obtenir des résul-
tats de convergence des systemeg ), (V) et ((F-S)-) sans faire I'hypothése (3.7)
sur I'écriture des solutions. Ces résultats sont obtenus grace a la théorie de I'ho-
mogénéisation introduite par L. Tartar (voir par exemple [Tar89] et [Gru]), et plus
précisément a la convergence double échelle développée notamment par G. Allaire
[All92] et par G. Nguetsenget al [LNWO02]. Dans la théorie de la convergence double
échelle, I'nypothése de périodicité est primordiale et permet de simpli er les calculs.

Dans un premier temps, nous présentons le cadre théorique relatif & ce chapitre.
Dans un second temps, nous appliquons les résultats de la convergence double échelle
a n de faire converger les systemes d'équations étudiés. En n, nous démontrons des
résultats d'existence et d'unicité pour chacun des systemes obtenus par convergence
double échelle.

3.2 Cadre théorique

Dans cette section, nous commencgons par introduire la théorie de la convergence
double échelle. Puis nous donnons des résultats d'analyse qui sont utiles pour prolon-
ger la pression au domaine tout entier. Nous terminons en établissant des inégalités
qui nous permettent de démontrer un résultat d'unicité pour la limite double échelle
macroscopique de ((F-S).

Introduction a la convergence double échelle

Tout ce qui suit provient de G. Allaire [AlI92] et de D. Lukkasseret al [LNWO0?2].
Soient I'ouvert O et Y le cube[0; 1F véri ant I'nypothése (H 3.1) . On dé nit ensuite
plusieurs notations d'ensembles nécessaires pour la suite.

Notation (N 3.4)
On note ql (Y) I'ensemble des fonctions de la variable microscopiq@& (Y) qui
sont 1—périodiques,L]2(Y) et H]1(Y) les complétés deC]1 (Y) respectivement pour
les normesL? et H'. Enn, par analogie avec les espace non périodiques, on note
Loy (Y) I'espace des fonctions def(Y) qui sont @ moyenne nulle eHg,(Y) l'es-
pace des fonctions dH]l(Y) ayant des conditions de Dirichlet homogénes sur le bord
dey.
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Dé nition 3.3  (Fonctions test)
Pour' 2D (O; ql (Y)), on appelle fonction test pour la convergence double échelle
les fonctions
X
ax X+

qui sontC! (O) en la premiére variable eql (Y) en la deuxieme.

Hypothese (H 3.7)
Dans toute la section,(u-)-s ¢ est une suite de fonctions d&?(0).

Dé nition 3.4  (Convergence double échelle)
On dit que(u-)- o converge double échelle veug 2 L?(O Y ) si pour toute fonction
2D(0:G (Y))
Z Z Z
H”}J u-(x) Xx; X dx = uo(X;y) (x;y)dxdy:
’ O

o oY
On note alorsu- Uo.
Dé nition 3.5  (Norme L*(O; L{(Y)))
On dé nit la norme de L*(O; L{(Y)) pour 2 L*(O;L{(Y)) par
Z 1
2

“ sup) (x;y)jfdx
0 y2Yy

d
K- (YK 2002(vy)

Rappelons ici le théoreme.6 suivant

Théoréme 3.6 (Théoreme fondamental de la convergence double échelle)

Si (u+)-s ¢ est uniformément bornée dank?(0), alors on peut en extraire une sous-
suite (toujours notée(u-)- o) qui converge double échelle vers une fonctiog de
L2(O Y ).

Remarque 3.7
Le méme type de preuve démontre le théoreme 3.6 dans le cagwy-. o est une
suite de[L2(0)]3.

Théoréme 3.8
La limite double échelle est unique.

Nous utilisons ensuite des résultats de régularisation énoncés dans [Bre99].

Dé nition 3.9
On appelle suite régularisante toute suité ), 1 de fonctions telle que
z
1
n2C (R Suppn B O ; n=1; . OsurR®:
R3

Remarque 3.10 (Exemple de suite régularisante)

Par exemple la suite de fonctions
8 1
Z 1 2

— -
n = n® (nx); avec (x)= S kXK 1 gikxk< 1
R "0 sikxk 1
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Théoréme 3.11 (Régularisation)
Soitf 2 LP(R%®) avecl p<1.Alors , f! f dansLP(R®).

Théoreme 3.12 (Interversion de limites)
Soit X un espace topologiqued une partie deX, a un point de I'adhérence deA.
Soit (E;d) un espace métrique, et en n soif,, une suite d'applications deA dans
E, et f une application deA de E. Supposons que :

lim x! afn(X) = 6,

f, converge uniformément ver$ sur A,

E est complet.
Alors il existe un certaine limite de e, etlimy, f (x) = e

Corollaire 3.13

Soit o un ouvert inclus dansO veéri ant I'hypothése (H3.1) avec la cellule de pé-
riodicité z incluse dansY. Soit (u-)- ¢ est une suite dgL?(0)]® a support danso
convergeant double échelle veng. Alors u, est a support dan©®  z.

Démonstration :
Tout d'abord, comme (u-)- o converge double échelle vers, dansO, on a
Z Z Z
im  o(x)u-(x) * X;> dx = Uo(X:y) ' (X:y)dxdy: (3.9)
0 o o Y

pour toute fonction test’ 2 D (O; ql (Y)). Pour la suite de la démonstration, l'idée
est de choisir une fonction test qui régularise la fonction,. Commencgons par dé nir
précisément I'expression analytique de, en fonction dez :

X X
o(Xx) = z wtKkK
k22z3

On dénit , une suite régularisante sulY puis
X
X X
oX)= " &+ = noz wtk;
k223 d
avec o (y)=  n(2) Ly 2z)dz:

Y

D'aprés le théoréme3.11, on a la convergence forte suivante pour p<1
A o dansLP(O): (3.10)

La limite (3.9) s'écrit alors
z z

im  o()u-(x) ' xix dx =lim lim  "(x)u-(x) ' X~ dx;
o o onll g

en utilisant la limite (3.9), puisque la convergence forte implique la convergence
faible. L'étape suivante consiste a intervertir les deux limites en utilisant le théoréme
3.12 pour les suites de fonctiorfs, : R* ! C suivantes

Z

()= BOOU(x) " xix dx
(@]
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Soit la fonction f dé nie sur R* par
Z
: X
f(")= Ilim f,(")= oX)u-(x) ' Xx; -+ dx:
n! +1 o)
Alors le théoreme de Cauchy-Schwarz et (3.10) permettent d'a rmer quk, converge
uniformément versf sur R*. L'utilisation du théoréme 3.12 est donc possible et on
a Z
. X
lim oX)u-(x) ' X+
"0 o

dx = nI!|rT+11 .II|!rrE)fn( ):

Comme les fonctions,  J(x) sont régulieres, on utilise la limite double échelle
pour la fonction testx 7! " (x;x=") 3(x) pour obtenir le résultat

Z Z
fim fn(") = Uo(X;y) " (x;y) "(y)dxdy = en:
’ oY
En n par limite simple, on a
ZZ
lim e, = 2(Y)uo(X;y) " (x;y)dxdy;
n' +1 oY

ce qui permet de montrer que

o(X)u-(x)  Z(Y)uo(X;y): O

Pour faire converger double échelle les problemes que nous étudions, nous devons tout
d'abord estimer les inconnues ainsi que certaines de leurs dérivées indépendamment
de" a n de pouvoir utiliser le théoréme3.6. Nous en déduisons I'existence de limites
double échelle aux inconnues-, p- et -, et nous caractérisons ces limites (grace

a I'étude des dérivées des inconnues). En étudiant les formulations variationnelles
correspondant aux problemes étudiés, contre des fonctions test bien choisies, nous
exhibons les probléemes microscopiques et macroscopiques recherchés.

Prolongement de pression

Pour prolonger la pression a entier, on suit la démarche proposée par L. Tartar
dans [Tar]. Pour cela, on commence par rappeler quelques résultats d'analyse.

Lemme 3.14
Soit O un ouvert véri ant I'nypotheése (H 3.1) , localement situé d'un seul c6té de
sa frontiére @. Alors pour toute fonction' 2 Lﬁmy(O), il existef 2 [H(O)]® telle
que

1.r f =" surO,

2. l'application ' 7! f est linéaire telle quekf k., k' Kyq.

Une démonstration de ce lemme est proposée par R. Temam dans [Tem77] (cha-
pitre |1, remarque 2.4).

Lemme 3.15 R
Soit g 2 L?*(O) telle que pour toutef de L7, (O) on ait ,fg = 0. Alors g est
presque partout constante su®.
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Démonstration : H
Posonsg = f of pour toute fonction f 2 L2(0). Alors Ofb = 0 et par

hypothese, , gIb: 0. Ce qui s'écrit aussi

z zZ |
of = g f
O (0] (@]
Il vient alors 7 I
f g g =0; 8f 2 L%(0):
O (0] H
Ce qui permet d'écrire queg est presque partout egale a4 g sur O, autrement dit,
g est presque partout constante su®©. O

Le lemme 3.14 est une version de lemm@&.16 dans le cas périodique qui est
démontré par G. Nguetseng dans [Ngu82].

Lemme 3.16

Soit O un ouvert véri ant I'nypothése (H 3.1) , localement situé d'un seul cété de
sa frontiere @. Alors pour toute fonction' 2 ernoy;](O), il existe f 2 [HJ; ;](O)]3
telle que

1.r f =" surO,
2. lapplication ' 7! f est linéaire telle quekf k., ¢k’ ky 4.

Inégalités

Dans cette section, nous rappelons des inégalités pour les problemes issus de
I'élasticité linéaire adaptées au cas complexe. A n de ne pas faire de confusion entre
une dérivation par rapport a la variable microscopique ou par rapport a la variable
macroscopique, nous introduisons les notations suivantes pour les tenseurs de défor-
mation solide :

Notation (N 3.5)
Soit w un vecteur de variable macroscopique élément ft¢'(0)]3, on note son
tenseur de déformation solide par

Gy(w)=rw+ 'rw:

Soit w; un vecteur deD(O; H]l(S)) dont la variable macroscopique est xée, alors
on note son tenseur de déformation solide au niveau microscopique par

t

Gy(Wy)=rwi+ 't wy:

De méme on di érencie les écritures du tenseur de déformations élastiques suivant
la variable considérée.

Notation (N 3.6)
Soit w un vecteur de variable macroscopique élément fi¢*(O)]3, on note son
tenseur de déformation élastique par

sw)= Gyw+ 1, wid:
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Soit w; un vecteur deD(O; H]l(S)) dont la variable macroscopique est xée, alors
on note son tenseur de déformation microscopique par

j(wl)z Gywi+ 1y wyld:

Hypothese (H 3.8)
La cellule de référenceY est constituée de deux types de domain8set F. On
suppose qué est connexe et touche tous les bords (qui contiennent des conditions
de périodicité) deY.

Lemme 3.17
Pour tout w; 2 D (O; H{(S)), linégalité suivante est véri ée
. 0 D E1
°(wWy) hG, (W1)i
@ s Y T sA. G 2y\Yls 3.11
Démonstration :

Il sut de développer le membre de gauche de l'inégalité (3.11) en utilisant la
dé nition du tenseur de déformations, on trouve
Z

hGy (W1)ie 2 hry waig
s iS] y iS]
qui est un terme positif (ou I'on a notéjAj2 pour A : A). O

On introduit des hypothéses supplémentaires swy; :

Hypothese (H 3.9)
Le vecteurw; de [L*(O;H(S)=(R))]® est 1-périodique surS et est solution du
probleme d'élasticité linéaire suivant

ry ;‘(Wl) = 0; sur S;

sSw)n = Mn; sur@y: (3.12)

ou n représente la normale extérieure & et ouM est une matrice complexe indé-
pendante de la variable microscopique

En procédant de méme que pour le lemn&17, on obtient le lemme suivant

Lemme 3.18
Pour tout w 2 [H()] ® et w; Vvériant I'hnypothése 3.9, l'inégalité suivante est
veri ée 0 D E 1
; (W1) hGy (W1)i
@ s ’ SA . G 2y tUls 3.13
Lemme 3.19

Soientw 2 [H1()] 2 et w, véri ant I'nypothése (H3.9) Alors la quantité
Z
;‘(Wl) :Gy(wy) = M Gy (wy)ig; (3.14)

est réelle.
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Démonstration :
En e et on utilise le fait que w est solution du probléme d'élasticité (3.12), pour
écrire grace a une intégration par parties
z z
;(Wl) tGy(wy) =2 (Mn) wq: (3.15)
@

Le membre de gauche de (3.15) est clairement réel et une intégration par parties du
second membre donne
Z

2 Mnwi=M:hG(wy)ig: O
@

Finalement, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.20
Soientw 2 [H*()] ® et w, véri ant 'hypothése (H3.9) avecM = $(w). Alors

D E
ISj S(w) y(W1) . :Gx(w) O (3.16)
Démonstration :
On développe (3.11) pour obtenir :
D E
0 . y(Wl)Z hGy(wWi)ig T:I’Gy(wl)lsz
On utilise ensuite le fait quew, vérie I'hypothese (H3.9) avecM = $(w) et
(3.14), ce qui donne :
D E
Wy
0 s(W) i hGy(wy)ig iSi hGy(wy)ig

On conclut en utilisant la propriété (3.13). ]

Remarque 3.21 (Cas d'égalité)

Le cas d'égalité dang3.16) a lieu lorsqu'on a égalité dang3.11) et dans l'inégalité
donnée par le lemme3.18. Lorsque de plus,S véri e I'hypothese (H3.8) , alors
(3.16) est nulle implique quev; 2 R (S) ou R(S) est dé ni en (3.2) page 57.

Démonstration :
On cherche quels sont les vecteuvg; qui véri ent I'égalité dans (3.11), c'est-a-
dire tels que
hGy(wq)ig
— g
Un calcul (facile mais fastidieux) montre qu'alors

Gy(wy) =

X0
wi(x;y)=  A(xX)y + Ci(x);8(x;y)20 S ; (3.17)

i=1
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ou n est le nombre de composantes connexes$lelesA; et C; sont respectivement
des matrices et vecteurs complexes constants. Comme de fusgéri e I'hypothese

(H3.8) , on sait quen = 1. Le fait que w soit 1-périodique implique queA.e; =0,

ou lese; forment la base deC3. On obtient donc queA; est nulle et quew;, qui ne

dépend pas de/, est un élément deR (S) dé ni par la dé nition 3.2 a la page 57.
De plus, comme on a aussi égalité dans (3.13), on a

hG, (wy)i
Gy(w)= —- 25,
ce qui montre quew est un déplacement solide dans. Comme véri e les hypo-
theses(H 3.2) et (H3.1) , le lemme2.16 montrent quew est nul presque partout.
0

3.3 Convergence double échelle des problemes

Dans cette section, nous véri ons que les hypothéeses du théore®é sont veéri-
ées a n de pouvoir appliquer ce théoréme. Pour cela, nous devons commencer par
prolonger la pression au domaine entier (I'estimation sur est plus facile que
sur ¢). Nous estimons ensuite les inconnues et p- indépendamment de' a n de
montrer que ces fonctions ont une limite double échelle. Nous montrons aussi des
estimations sur r u- + 'r u- an de pouvoir caractériser les limites double échelle.
Dans un troisieme temps, nous utilisons les résultats obtenus pour faire converger
double échelle les systemes (FV ()), (FV (T-)) et (FV (F-S)-). Suivant les fonc-
tions tests que nous choisissons, nous obtenons deux systémes microscopigues et un
macroscopique.

3.3.1 Prolongement de la pression

Nous souhaitons utiliser les résultats de la convergence double échelle pour faire
converger au sens double échelle la formulation variationnelle (FV (F-$) Nous
allons donc en particulier chercher a estimekp-k, indépendamment de". La
méthode de L. Tartar exposée dans [Tar] consiste a utiliser le théore@& énoncé a
la page 37. L'intérét de ce théoreme est que I'on obtient une estimation kigk, en
fonction dekr pk ;. . La diculté est que la constante qui relie ces deux quantités
dépend du domaine ; et donc de". Il faut donc obtenir une estimation der p- sur

entier, ce qui revient a dé nir un opérateur de prolongement poup-.

Cet opérateur de prolongement est obtenu tout d'abord en dé nissant un pro-
longement der p- noté F-(p-). On montre ensuite qu'il existe une fonctiorQ-(p-)
deL?() telle queF-(p-) s'écrit sous la formeF-(p-) = r Q-(p-). On obtient en n
I'opérateur de prolongement?-(p-) dep- & en dé nissantP-(p-) comme étant la
somme deQ-(p-) et d'une constante bien choisie.

Le prolongement de la fonctiom- 2 L7, ( 1) aLZ,, () ,oules espacesy,, ( 1)
etL7, () sontdénisen (3.8) ala page 57, est inspiré d'une méthode de G. Allaire
lue dans [All91a] et dans [AlI89Db].
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Dé nition 3.22

On dé nit le prolongement der p- a par la fonction F- de la maniére suivante
Z

HothE(p)" iy = pOOr * (x)dx; 8" 2 [Hg ()] *:
f
Lemme 3.23
Pour toute pressionp de L7, ( ), il existe Q-(p:) élément deL?() tel que

F-(p) = 1 Q(p):

Démonstration :

On veéri e facilement que pour' 2 H¢, ou H; est déni en (2.19) a la page
40, on ay 1HF(p);" iHé = 0. La démonstration est donc une conséquence de la
proposition 2.35. m

Dé nition 3.24
On dé nit l'opérateur P- : L7, ( 1) ! Lo () par

1 z 1 z
P(p)= Q)+ o (P Q(P)=Q(P) o QP) (19

Proposition 3.25
L'opérateur P- : L%oy( £)! ernoy() est un opérateur linéaire continu qui prolonge
p- sur , c'est-a-dire P-(p:) = p- sur Lﬁ,oy( f).

Démonstration :

Tout d'abord, par linéarité de l'intégrale, il est clair queP- est un opérateur
linéaire deLﬁmy( ¢) dans L%oy() . De plus P- est continu. En e et, par dé nition
deF., on a pour tout p- de L7, ( 1),

KF-(p)k 1. k pky ,: (3.19)

Or on a vu au lemme3.23, quekF-(p))k ;. = kr Q-(p-)k .. , et d'aprés le théo-
reme2.6, on sait quekQ-(p-)k, C() kr Q:(p)k ;. . D'ou (3.19) s'écrit

kQ-(p)ky  C() kpky, (3.20)

D'autre part, l'inégalité triangulaire donne

kP (p)E K Qi (p)k2 +jJ—ij Q(p) (3.21)

En utilisant le fait que

— f o kfky ; 8f2L2%);
1] : "
et en injectant (3.20) dans (3.21), on obtient

p - . - .
kP~ (p-)k,, C() 1+] jkpky
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ce qui montre queP- est un opérateur continu.

Pour montrer que la propriéte de prolongegent est vraie, on cherche a éetablir
gue la quantitép- Q-(p-) est constante égale a f(|o- Q-(p))3 ¢j, ce qui donne
le résultat en utilisant la dé nition (3.18). Pour cela, on souhaite utiliser le lemme
3.15. Soit doncf 2 L,Znoy( ¢) et on cherche a évaluer la quantité

z
E=  (p Q(p)F:

f

Or le lemme3.14 assure qu'il existe une fonction 2 [H3, ( ¢)]° telle quef = r
L'expressionE s'écrit alors
Z
E= (» Q@()r ":
f
Or en utilisant la dé nition 3.22 et le lemme3.23, on obtient
Z
HothE(p))" iy = pO)r " ()dx; 8" 2 [Hg ()P
Z f
et y 1hHF ()" iy = Q:(p))r ' (x)dx; 8" 2 [Hg ( 1)]*
f

Par conséquent, lgxpressiorE est nulle et par le lemme3.15, p-  Q-(p) est
constante égale a f(p' Q-(p))5 ¢j. Finalement, I'égalité (3.18) montre que

P.(p:) vaut p- pour tout p- 2 L7, ( 1) O

Remarque 3.26 (Sur la formulation de P-(p-))
D'aprés la démonstration précédente,
Z
1

— (P Q(p))

| IR
est une constante. On peut méme voir que cette constante est indépendanteé (i
dépendance efi de l'intégrale est du méme ordre que celle fle;j). On obtient donc
queP-(p') dépend uniquement d€-(p-), c'est-a-dire

P.(p) = Q«(p) + C; ouC estindépendante dé: (3.22)

Remarque 3.27 (Simpli cation du prolongement de la pression)

D'aprés les travaux de G. Allaire dans [All91c], il est possible de montrer que dans
notre cas le prolongemen®-(p-) est en fait un prolongement par une constante,
puisque nous supposons que le volume du squelette matériau est indépenddht de
C'est ce type de prolongement qui est utilisé par A. Mikeli¢ par exemple dans [Mik94].

3.3.2 Estimations a priori

L'objectif de cette section est d'obtenir des estimations a priori sur les inconnues
du systeme ((F-S)) a n de pouvoir appliquer le théoreme3.6.
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La principale di culté est d'obtenir I'estimation de ku-k, toujours a cause du
fait que la forme sesquilinéaire associée a la formulation variationnelle (FV (F-¥)
est non coercive. L'astuce initialement proposée dans [BF04] consiste a raisonner par
I'absurde en supposant fausses les estimations des normes des (u-) sur le solide
et "G(u-) sur le uide en fonction deh. On suppose donc que la somme des normes
recherchées vaull alors que le donnée du second membhetend vers0. Cela nous
permet en particulier de faire converger double échelle les inconnues ainsi estimées,
en utilisant les résultats de la convergence double échelle développés par la suite.
Comme on sait que les systemes microscopiques et macroscopique sont bien poseés,
et que le second membré tend vers 0, on obtient que les limites double échelle
sont nulles. Il reste maintenant a établir que les limites des normes estimées tendent
chacune verd9 a n d'obtenir la contradiction.

Enn pour estimer kP-(p-)k, , nous suivons la méthode de L. Tartar exposée
dans [Tar].

Nous commencons par utiliser le prolongement suivant qui est un cas particulier
de celui proposé par Yosi an dans [Yos02].

Proposition 3.28
Il existe un prolongemenPs:H( ¢)! H() tel que:

kr (P( u-))k, Ckr (- u-)k, _ et kPS(  u-)k, Ck .u-ky

S S

avecC indépendante de'.
La proposition suivante est le fruit de discussions avec B. Merlet [Mer09].

Proposition 3.29
Il existe "o > O, il existe C > 0 des constantes telles que pour tods< " o et pour
toutesh 2 H() la solutionu- de (FV (F-S)-) dansH; vérie la propriété

ku-kg, +kr (u ks _+"?kG(u-)k;, ~ Ckhk:. ; (3.23)
avecC indépendante de'.

Démonstration :

Supposons par l'absurde que (3.23) soit fausse. Alors la négation de (3.23) pour
C = n consiste a écrire que pour tous 2 N, il existe une suite(",)non de parameétres
tous inférieurs al=n, des fonctionsh" 2 H() et u” solution de ((F-S)) tels que

ku- K5 +kr (u-,)k3 _+ "2kG(u-, )k , >nkh"k. ; (3.24)
ou, quitte a renormaliser, on peut supposer que
ku- kg, +kr (us,)k5 + "3KG(u-,)kg,  =1: (3.25)

On souhaite obtenir une contradiction avec (3.24). Soit> 0.
Premiére étape: pour contredire (3.24), il sut de montrer que

lim ku. k2 =0: (3.26)
n! !
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En e et, la formulation variationnelle (FV (F-S)-) enu-_ et on obtient la relation

2 .
> Fu-,+ ru, kru- Ky i

+12 kun kg, + 12 gkun kg o= w2 rue + frue g
(3.27)

oufletf ?n sont dé nies en (3.6) a la page 56. En observant successivement les
parties imaginaire et réelle de la formulation variationnelle (3.27) et en utilisant la
propriété (3.25), on obtient deux estimations de la forme

"2KG (u-, )Kg,
KG (u-, ks,

kh"k,. ; (3.28)
kh"k,. +ku- K2 (3.29)

f

S

ou les constantes et dépendent uniquement des données physiques : coe cients
de Lamé et , frequence , viscosite et densités ¢ et 5. Si(3.26) est établie, les
relations (3.28) puis (3.29) montrent une contradiction avec (3.25) (pour montrer
que kr u-k, _ tend versO, on utilise l'inegalité de Korn donnee dans le corollaire
2.27 dans le domaine solide).

Deuxieme étape utilisation de la convergence double échelle.
Par (3.25), les estimationsa priori sont vraies pour les suitegu-_ )nan, ("G (U-,))n2n
et( .G(u-, ))n2n. Par la proposition 3.32, on sait aussi que l'estimatiora priori
de la suite (p-, )n2n. Ces suites admettent donc des limites double échelle que I'on
peut caractériser exactement comme cela est fait dans la propositiBr86 et on
obtient

u-  u(x)+ v(x;y); sur Y:
"nG(u-,) Gy v(xyy); sur F;
G(u-,) Gy u(x) + Gy uy(x;y); sur S:
P, pX)+ s(y)ax;y); sur Y:

Grace aux proposition3.42, proposition 3.44, et proposition Macro , nous savons

de plus que les limites double échelle sont solutions des problémes microscopiques
(MicroF) et (MicroS) donnés a la page 78, et du probléeme macroscopique (Macro)
donné page 80. Or le théorem8.70 assure que la probleme macroscopique admet
une unique solution (on se place dans le cas ou les hypotheses sur le domaine sont
su santes) et on a alors une estimation de la forme

kuk, +kpk,  Ckh", ! O: (3.30)

Troisieme étape: estimation de la norme du déplacement sur le solide.
On utilise le prolongement proposé dans la propositioB28 et on le noteP*. L'es-
timation (3.25) montre alors quekPs( _u- )k;. est borné pour toutn, la suite
(PS( .u-,))p2n converge donc fortement dank?() , notons i, sa limite. Comme
d'autre part,

PO U s()u(x);
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on sait que _PS( .u-,) converge faiblement.?() versjSju(x). Par unicité de
la limite, on obtient donc quetip = jSju(x) =0, et donc

lim ku- k, =k (P°(C ,u-)k, =0: (3.31)
n! 0 v S vs

Quatrieme étape: estimation de la norme du déplacement sur le uide.
On considere la fonctionv? = u.~ P®(u- ). La fonction v!' est alors nulle sur
linterface ™ entre les domaines uide et solide. Nous utilisons donc l'inégalité de
Korn démontrée dans le corollair@.28 et on obtient I'existence d'une constanteN

indépendante de€' telle que

v o, N'n kG(u-,)ky, , + KG(P*(u- )k , (3.32)

Or par (3.28), (3.25), et par propriété du prolongementlim,, o v* = 0. Fi-
nalement, Cauchy-Schwarz donne

ku- ko !0 (3.33)

ou C est la constante induite par le prolongement.
Cinquieéme étape: conclusion.
Les inégalités (3.31) et (3.33) montrent que pour tout> O, il existe un rangns a
partir duquel
ku- k, ! 0

ce qui permet de montrer (avec lgpremiere étapg que (3.25) est absurde. m

Corollaire 3.30 (Estimation de kr  u-k, )
La suite (r  u-)., o est uniformément bornée dank?( ).

Démonstration :
On remarque tout d'abord queTr r u-+ 'r u~ = 2r u- puis on utilise le
résultat de la proposition3.29. ]

Remarque 3.31 (Estimationde" r u-+ 'r u. o )

Quitte a majorer " par 1 sur le domaine solide, on déduit de la propositicdd29 que

"ru.+ 'r ue o €st uniformément bornée efn.

Proposition 3.32 (Estimation a priori de P-(p-))
La famille (P-(p-)) o est uniformément bornée dank?() .

Démonstration :

Cette démonstration est adaptée de la démarche proposée par L. Tartar dans
[Tar].

On avuen (3.22) queP-(p) = Q-(p-)+ C, ou C est une constante indépendante
de". Il sut donc d'estimer kQ-(p-)k, indépendamment de' pour montrer que
P.(p-) est uniformément bornée dang?() .

En reprenant les notations de la section 3.3.1, on a vu que

z
n 1hFE(p);! ng =y 1hr Q-(p);" ng = pr '

f
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On utilise alors la formulation variationnelle (FV (F-S).) et les estimations a priori
de la proposition3.29 et de la remarque3.31 pour montrer qu'il existe une constante
C, indépendante de€' telle que

ju thrQ-(p);" sl Gk kg,
Par dé nition des normes négatives, on obtient pour toute fonction test non nulle,
kr Qu(p)k 4 K Ky f o thr Qu(p);' iy

et donc quekr Q-(p-)k . C,. De plus, le théoreme2.6 montre qu'il existe une
constante C; indépendante de' (mais dépendante de ) telle que

kQ-(p)k,, Cskr Q-(p)k 4. :

Par conséquentkQ-(p-)k, est estimeée independamment dg et donckP-(p-)k,
I'est aussi. O

3.3.3 Limites double échelle des inconnues

On souhaite appliquer le théorem®.6, c'est-a-dire expliciter les limites double
échelle des inconnues (maintenant que nous les avons estimées indépendamment de
"). En manipulant les dé nitions comme G. Allaire et A. Mikeli¢et al respectivement
dans [All92] et dans [CFGMO01], on obtient des caractérisations des limites double
échelle des inconnues.

En particulier, nous obtenons l'existence de fonctionso 2 [L2( ;H{'(Y))]°,
u2[Hg ()] etv2[L?( ;HE ;(F)I° telles que

u-(x) up(x;y)=u(x)+ v(x;y); sur Y: (3.34)

Nous pouvons aussi caractériser la limite double échelle du tenseur des contraintes
du déplacement sous la forme suivante

“ru-+ 'ru- 0 (X;y) = Gy(v(X;y)) sur F;, (3.35)
"ru-+ 'ru o(X;y)=0 sur S;  (3.36)
ru-+ 'ru- 0= Gx(ux))+ Gy(ui(x;y)) sur S; (3.37)

ouuy 2 [L?( ; H]l(S))]3 est1-périodique dans la deuxiéme variable et @ est I'opé-
rateur dé ni en (1.15) page 20. La démonstration consiste a exhiberp, o(x;y)
et o grace a l'application du théoréeme3.6. La caractérisation (3.36) découle de
I'unicité de la limite double échelle et du fait queé’ r u-+ 'r u- et r u-+ 'r u.
sont estimeés sur . La propriété (3.34) est alors un corollaire de (3.36). La carac-
térisation (3.35) résulte de I'étude de la limite double échelle de r u-+ 'r u-
calculée directement puis aprés une intégration par parties. En n la caractérisation
(3.37) s'obtient en montrant que o r yu + 'r yu estun élément deH?, oliHs
est dé ni par n 0

He= 2 HY( ;HYS) "iry =0 (3.38)
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Nous pouvons aussi caractériser la limite double échelle de la pression de la maniere
Suivante

P-(p)  po(X;y) = p(X)+ pu(x;y) sur Y;
oup2 HY) etoup 2 [L* ;H{(S))]® est périodique eny. Cette propriété
s'obtient en étudiant la deuxiéme équation de (FV (F-S) multipliée par ", pour
des fonctions test a support dans le uide.

Proposition 3.33

Il existe une sous-suite d€u-)-oetde " r u-+ 'r u- . o €t une fonctionuo de
[L2( H{*(Y))]® telle que la suite(u-)-- o converge double échelle vets, la suite
" ru-+ ‘ru. . converge double échelle vers yuo+ 'r yuo sur Y avec
ryuo+ 'r yug =0 sur S.

Démonstration :

Par les estimations a priori données par les propositidh29 et remarque3.31,
(u)soet(" ru-+ 'ru )sosont bornées dans?() . En appliquant le résultat
fondamental de la théorie de la convergence double échelle vu au théoredrée a
la page 58, on sait qu'il existe deux fonctions dans[L?( ;L{(Y))]® et dans
[L2( ;LF(Y))]® telles que les suitegu-)-o et (" r u-+ 'r u- )= o convergent (a
une sous-suite pres) double échelle respectivement vagsdans [L2( ; Lf(Y))]° et
vers o2 [L?( ;L7(Y))]°. Donc pour toutes fonctions test dans[D( ;G (Y))]°
et' 2[D( ;G (Y)]* ona

Z Z Z
Im u(x) " xiy dx = Uo(x:iy) ' (xiy)dxdy;
Z Z 7Y

|I|i!mo "G(u-)(x): X'i dx o(X;y): (X;y)dxdy: (3.39)

On explicite ensuite le produit tensoriel a n de pouvoir intégrer par parties. Il
reste a écrire les intégrales obtenues sous forme d'un produit scalaire dont on connait
la limite double échelle. On obtient ainsi

Z

t

ru- (x): x;),(—, dx

x 2 t «
= "u-(x) ry ( + ) X; o dx
i=1

ru-+

x £ X
u-(x) ry (+' ) x;+ dx:

j=1

En passant a la limite double échelle on trouve
Z Z

, o(x;y): (x;y)dxdy

e Z
= uo(x;y) ry ( + ' )(x;y)dxdy:

j=1 Y
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Une nouvelle intégration par parties sur cette égalité nous donne
Z Z Z Z

o(X;y): (x;y)dxdy = ryUg+ 'r yug : (x;y)dxdy;
Y Y

et ce, pour toute fonction . Donc par unicité de la limite,

0= I yUo+ 'ryug ; sur Y: (3.40)
Il reste & montrer que la limite double échelle d& r u- + 'r u. estnulle surle
domaine solide. Pour cela on commence par traduire le fait queu- + ‘r u- . o €St

uniformément bornée e’ dansL?( ) d'aprés la proposition3.29. Par le résultat
fondamental de la théorie de la convergence double échelle vu au théoredree a
la page 58, on sait qu'il existe une fonction ¢ 2 [L?( ;L]Z(S))]9 telle que la suite
ru-+ 'ru . o converge double échelle (éventuellement a une sous-suite pres)
vers o 2 [L?( ;L{(S))]°. Donc pour toutes 2 [G5 ( ;G (S))]° on a
Z Z Z
Ilm) ru-+ ru (x): X;— dx = o(X;y): (Xx;y)dxdy (3.41)
! s S
On déduit en particulier de (3.41) que pour toutes 2 [G ( ;G (S))]°, on a
Z
lim "ru-+

"0

t

ru- (x): X;— dx =0: (3.42)

Donc par unicité de la limite double échelle et en considérant (3.39), (3.42) et (3.40),

on obtient que
ryuo+ 'r yug =0 sur S: O

Remarque 3.34
Il faut faire bien attention au fait que nous obtenons une caractérisation du tenseur
ryup+ 'r yup etnonde .

Proposition 3.35 (Limite double échelle de(r  u+)- )
La famille de fonctions(r u-)- o converge double échelle a une sous-suite prés vers
Tr( 0):2.

Démonstration :
Nous avons vu au corollaire3.30 que kr  u-k, _ est borné indépendamment
de ". Il existe donc une fonction ¢ 2 L?( ;L{(S)) telle que(r u-)=o converge

double échelle vers,. Nous obtenons ainsi I'égalité suivante pour toute fonction
'2G (G (9)
Z Z Z
.|.i,mo rou-(x)' x;i dx = o(X;y)" (X;y)dxdy: (3.43)

s S
D'autre part, la proposition 3.29 nous assure que r u-+ ‘r u- o , est borné
indépendamment de'. En particulier, k@, ulk est borné indépendamment dé pour
tous1l i;j 3, ouul estlaj-eme coordonnée du vecteur-. Par conséquent, il
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existe 9 fonctions ;1 i;j  3telles que@ ul converge double échelle vers;

pour tous1 i;j 3. Nous obtenons ainsi pour toute fonction 2 CJ ( ;ql (S)

et pour tousl i;j 3
Z Z Z

Im  @ui(x) xiy dx= 3 ()" (6 y)dxdy: (3.44)

’ s S

De plus, en choisissant = 'E i; (ou' est une fonction réguliere eE;; sont les

matrices de base deV 3(C)) dans I'égalité (3.39), par unicité de la limite double

échelle et par linéarité de l'intégrale, (3.44) montre que I'on a

it o = o SUr S; 81 ij 3; (3.45)

ol o estdénipar o=( o)1 i 3. Deméme, (3.43) et (3.44) montrent que par

unicité de la limite double écllq_,elle et par linéarité de l'intégrale, on a la convergence

double échelle d& u- vers ?:1 ii . L'équation (3.45) permet alors d'écrire que

r u- converge double échelle verg( )=2. ]
La proposition suivante, due a G. Allaire dans [AllI92], permet de caractériser les

limites double échelle suivant leur partie microscopique et macroscopique.

Proposition 3.36 (Caractérisation des limites double échelle)
Il existe trois fonctionsu dans[Hg;, ()] 3, v dans[L?( ;Hg; ;(F))]® etu, élément
de[L?( ;H{(S)=R)]® telles que

u- u(x)+ v(x;y); sur Y; (3.46)
"G(ur) Gy v(x:y) sur F; (3.47)
G(u+) Gy u(x) + Gy uai(x;y); sur S: (3.48)

Démonstration :

D'apres la proposition3.29 et le lemme2.15, on sait quekr u-k, _etk'r u-kg
sont bornés uniformément eri. De méme que dans la démonstration de la proposi-
tion 3.33, l'unicité de la limite double échelle montre que ,uo(x;y) =0 sur S.
Cela impligue queuy(x;y) est égale a une fonction macroscopiquegx) sur S.
De plus par unicité de la limite double échelle, on peut remarquer que= hugi.
En notant v = up u, on obtient alors quev dans[L?( ;HJ, (F))]° est telle que

Uo(X;y) = u(x)+ v(x;y); 8(x;y)2 Y: (3.49)

Pour obtenir la propriété (3.47), il sut de reprendre la démonstration du théo-
reme 3.33 avec la dé nition de ug donnée en (3.49).

Pour terminer la démonstration de (3.46), il faut encore montrer que est nulle
sur @S Pour cela, on calcule de deux fagons di érentes la limite double échelle de
"rue+ r u--R. Nous avons déja (3.47), I'autre maniéere de calculer consiste a inté-

. X
grer par partie " ru-+ 'ru. (x): x;5 dx,pourtoute 2D( ;G (Y)),
et a écrire sa limite double échelle, on trouve
Z Z
FyvOGy)+ ryviy) oo (XGy)
F Z Z Z Z

= ux) ry (x3y) FV(x;y) ry (x5y):

Y
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En intégrant par parties le second membre, et en utilisant le fait que etv sont
périodiques ery surY, on obtientv =0 sur @S

La propriété (3.48) s'obtient en calculant la limite de  ru-+ ru. @ pour
toute fonction test de Hs ou I'espaceHs est dé ni (3.38) a la page 70. En e et,
on sait d'une part que

Z

lim ru-+"!
"0

ru- (x): x;),(—, dx
= o(X;y): (x;y)dxdy; 8 2 Hg:
S

D'autre part, en faisant une intégration par parties, on obtient que
Z
t . . X —
ru-+ ru- (x): X;— dx =
s Z «
u-(x) r X;— + ' x;=-

dx; 8 2 Hq:
En passant a la limite quand' ! 0 dans cette derniere équation, on obtient que

Z Z Z Z

o(X;y): (x;y)dxdy = ux:y) r ( + ' )(x;y)dxdy;
S S

puisque la fonctionu g est égale a la fonction macroscopique sur le domaine solide.
Une derniére intégration par parties montre alors que la fonction donnée par la
di érence | r«u+ 'r ,u estdans l'espacdd’, ol Hs est dé ni en (3.38) et
ou on calculeH? de la méme maniére quél; dans la proposition2.35. Il existe
donc une fonctionu; 2 [L?( ;H{(S)=R)]® telle que

o(X;y)= rxu+ ryu (X)+ ryur+ ryus (X5y); 8(x;y) 2 S;
ce qui montre la propriété (3.48). [

Remarque 3.37
D'aprés le lemme3.35 et la proposition 3.36, on obtient que

ru- ry U+ry ui

Remarque 3.38 (Ordre de la limite double échelle du déplacement)

Les notationsug et u; ressemblent & celles utilisées dans le développement asymp-
totigue de Chapmam-Enskog présenté en introduction de ce chapitre de maniére in-
tentionnelle. En e et, nous avons vu dans la section 1.3 du chapitre 1.1, que le
déplacement uide s'observe au niveau microscopique alors que le déplacement so-
lide s'observe au niveau macroscopique. C'est ce que nous retrouvons par le calcul si
I'on admet que le développement asymptotique

u-(X)= Uog(X;y)+ "us(x;y)+

est vrai (ce que nous navons pas démontré).
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Proposition 3.39 (Limite double échelle de la pression)
Il existe deux fonctionsp 2 L?() etq 2 L* ;L{(S)) telles que la famille de
fonctions (P-(p-))+ ¢ converge double échelle (a sous-suite prés) vpss p + @.

Démonstration :

On écrit la premiére équation de (FV (F-S)) vue a la page 56 pour une fonction
test' 2 Ct( ;C]1 (F)) et on multiplie I'équation obtenue par"”. Nous obtenons
alors

Z
"2 ue(x) x;),(—, dx
fZ Z
"2 Fusp):r! x;),(—, dx " Fusp):r! x;),(—, dx
z z f !
=" fl x;),(—, dx + f2: r° x;),(—, A x;),(—, dx : (3.50)

Cette équation reste vraie pour le prolongement de la pressiéh(p-) puisque'

est a support dans F. De plus dans le théoreme.33 et dans la proposition
3.39, nous avons vu que les familles de fonctiofg-)-o, " r u-+ ‘r u. o et
(P-(p+))> o0 sont bornées et donc convergent double échelle par le théorédr@. Par
unicité de la limite double échelle("u-)q, "2 r u-+ 'r u- w5 o EL("P-(P))> 0
convergent double échelle vers la fonction nulle. Par conséquent, la limite de (3.50)
lorsque” tend versO est

Z

Po(X;y)r y X;% dx = 0: (3.51)

F

Comme' est a support sur le uide, une intégration par parties dans (3.51) montre
que
rypo(x;y)=0; sur F;

et donc quep, est une fonction macroscopique sur F. Selon la méthode utilisée
dans la démonstration de la propositior8.36, nous dé nissons alorg comme étant
cette fonction macroscopique. En n, la fonctiorg dé nie par g= py p est bien une
fonction deL?( ;L{(S)). O

Remarque 3.40 (Limite double échelle def .)
On a vu dans(FV (F-S)-) que le second membre s'exprime sous la forme

F(v)= ft v+ f2:rv+'rv

avecf ! et f 2 dé nies par les relations suivantes
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ou h est un relevement régulier de la condition aux bords et est donc une fonction

macroscopique. Grace a Cauchy-Schwarz, cette écriture nous permet de véri er que
fl o et f 2 . sont bornées indéependamment de Les familles de fonctions

(f 1Y-s o et (f 9)- o admettent donc une limite double échelle que nous notons respec-

tivement f 5 et f 5. Comme la limite double échelle de est elle-méme (c'est une

fonction macroscopique), on peut expliciter les limitek} et f 3 comme suit

7 fo(x;y)
fa0y)or

!22 th(x) e(y) !'?sh(x) s(y);
sth(x)) s(y):r'; 8" 2D( ;G (Y)):

Y

Pour la deuxiéme limite, il faut écrire le fait quef  converge double échelle veirg,
et quer ( S(h(x))) converge double échelle vers elle-méme. Puis il faut tegtér
contrer ' avec' 2D( ;C]1 (Y)) et utiliser I'unicité de la limite double échelle.

3.3.4 Limites double échelle des systemes d'équations

L'objectif de ce travail est d'obtenir les équations macroscopiques Véri ées par
les fonctions limites quand’ tend vers 0. Pour cela, nous choisissons une fonction
test macroscopique pour les formulations variationnelles (FV (F-§) et nous cal-
culons les limites double échelle de ces équations. On trouve alors deux équations
d'inconnuesp et u qui sont les parties macroscopiques des limites double échelle
respectivement de la pression et du déplacement. Ces équations font aussi intervenir
les moyennes$iGy (uy)ig ethvip ouv et Gy (u;) sont les parties microscopiques des
limites double échelle du déplacement et de son tenseur des contraintes respective-
ment sur le uide et sur le solide. Cela justi e le fait qu'il faut d'abord étudier les
probléemes microscopiques sur le uide et sur le solide.

Proposition 3.41 (Probléme microscopique solide)

La limite double échelle o 2 L?( ;L]Z(S)) sur le domaine solide de la suite de
fonctions r u- + 'r u- . o Veri e le systeme d'équations suivant (en considérant la
variable macroscopique xée)

|
o

8
3 r y ot ETr( 0)ld sur S;
(3.52)

pld +f2 n sur@S;

3 o+ 5T o)id n

ou n représente la normale extérieure au solide.

Démonstration :
On écrit la premiere équation de (FV (F-S)) vue a la page 56 pour une fonc-
tion test' de D( ;ql (Y)) * et on multiplie I'équation obtenue par". En faisant
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intervenir P-(p-), nous obtenons

Z Z
"2 ue(x) x;),(—, +"2 ¢ ue(x) x;),(—, dx
. Zf s < <
2 PU-(x);P(p)(x)): "Gx " xi% +Gy ' ox;n dx
Z
% Su-(x)): "Gy ' x;).(—, + Gy x;),(—, dx
Z s Z Z
=" fl x;),(T +" fZiry x;),(—, dx +  f2:ry x;),(—, dx: (3.53)

Dans le théoreme3.33 et dans la proposition3.39, nous avons vu que les familles
de fonctions(u+)w=o, " r u-+ ‘r u. ws o €L (P-(p))~ o convergent double échelle

sur . Par unicité de la limite double échelle("u-)=q, "2 r u-+ 'r u- v o €t
("P-(p))> o convergent double échelle vers la fonction nulle sur. De plus, dans
(3.41) nous avons noté  la limite double échelle der u-+ 'r u- w5 o SUr le do-
maine solide et nous avons vu dans la propositid35 que sur ce domaing u-

converge versir( o)=2. Par conséquent, la limite de (3.53) lorsqué tend versO est
Z Z

pix;y)ry ' (x;y)dxdy
F zZ Z

5 o(X;y) Tyt (xsy)+ ry' (x;y) dxdy
sz z
Tr( o(X5y))ry ' (X;y)dxdy
s ZZ
= Sth):r ' (x;y)dxdy: (3.54)
S

2

Le choix d'une fonction test' 2 C} ( ;ql (S)) donne I'équation aux dérivées par-
tielles surS proposée dans I'énoncé. L'équation sur le bord est alors donnée par une
intégration par parties de (3.54), lue au sens des distributions. ]

Proposition 3.42
Grace a la caractérisation(3.48) donnée a la page 73, le systéme limite sur le solide
est I'équation d'élasticité linéaire suivante véri ée pau; 2 [L*( ;H{(S))]°:

8
2 ry Jlu) =0 sur S;
> yun = Su+h)+pld n sur@S; (MicroS)
" upy périodique sur@Y;
ou
;(ul) = ryul"' tr yul + ry U]_Id;

r«u+'tr,u + r, uld;

3 (u)

et oun représente la normale extérieure au solide.
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Remarque 3.43 (Tenseur d'impédance solide)
Par linéarité il existe un tenseurMg tel que
D E
y(u1) - Mg s(u+h) pld ; (3.55)

qui donne une relation entre la moyenne d8y(u;) et les fonctions macroscopiques
p et G, (u). Ce tenseur est symétrique et réel.

Démonstration :

Le tenseur est réel puisqu'on peut completement découper le systeme (MicroS)
en parties réelle et complexe.

SoientE un second membre pour (MicroS) et ; la solution correspondante, alors
onajSjiMgE = r yus+ 'r yu; .- CommeE et r yu; + 'r yu; sont symétriques,
I'égalité précédente montre quévis I'est aussi. O

Ensuite pour trouver le probleme véri é parv sur F, on considere une fonction
test de Hs, espace dé ni en (2.19) a la page 40, ce qui permet d'obtenir le systeme
de Stokes donné dans la proposition suivante.

Proposition 3.44
Le systéme limite sur le uide véri é par le déplacement 2 [L*( ;HJ; ;(F))]®, est
le systeme de Stokes suivant

8
E!ZfVH! 4,V r ypr = 124Uu+h)+ryp surF;
r v = 0 sur F; .
5 y v = 0 sur @F: (MicroF)
' vy  périodique sur @Y:
Démonstration :

On considére la fonction test

X X
X;— ="1(x)', + ; tellequer ' ,=0;

avec' 12 Hg() et' ,2 [H{(F)]*:

On fait tendre " vers 0 dans cette équation et on trouve
z ! Z z
12 (Up+h)y = — Gy(uo) : Gy(" )+ Ppor x ' =0: (3.56)
F 2 F F

Pour obtenir une équation sur la celluld= uniquement, on sépare l'intégrale sur
de celle surF en écrivant (3.56) sous la forme
Z z

‘1 F!Zf(Uoth)'_z >

Gy(Uo): Gy( )+ pof » ', =0: (357)

En faisant une intégration par parties pour , a support dansF, et en utilisant les
caractérisations deu et de pp vues en (3.36) et en (3.39) on obtient que

g=12v+12 (u+h)+il 4,v r ,p2 [HF)P": (3.58)
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D'apres le lemme3.45, il existe doncp; unique dansL?nOy() telle que la premiere
équation de (MicroF) soit véri ée.

La deuxieme équation de (MicroF) s'obtient en testant la deuxiéme équation de
(FV (F-S)-) pour une fonction testq 2 C} ( ;ql (F)), on multiplie cette équation
par " et on l'intégre par parties. On obtient alors

Z Z
" r «q x;),(—, u-(x)dx + ryq x;),(—, u-(x)dx =0: (3.59)

f f

En faisant converger double échelle (3.59) et en faisant une nouvelle intégration par
parties, on obtient
Z Z
q(x;y)r y uo(x;y)dxdy =0; 8q2Cy ( ;G (F));
Y
ce qui donne le résultat.

La troisieme équation découle de la caractérisation donnée par la proposition
3.36. O

Lemme 3.45
L'orthogonal de[H'(F)]® est

HYF)P "= g2H Y(F);

Z
telle que9p: 2 Loo(F); 8 2 [Hf(F)I%w tho;' iy, = piry ' o (3.60)
F
Démonstration :
La démonstration se fait exactement comme dans la propositi@i35 et le lemme
2.37. O

Lemme 3.46 (Y -Périodicité dep,)
La fonction p; donnée par(3.60) est Y -périodique.

Démonstration :

Nous avons vu qu'il existe une unique fonctiop; 2 L3(F) telle qu'au sens des
distributions g = r yp; sur F, ou g est la fonction dé nie en (3.59). De méme,
il existe une unique fonctionp; 2 L3(F + e;) telle qu'au sens des distributions,
g=rypisurF+ej,pourl i 3. Pourmontrer quep; estY -périodique, il sut
de montrer quep, est égale a chacune dgs' ol ®'( ) = p‘l‘( + ).

Pour cela, on souhaite commencer par montrer qua' p; est constante en
utilisant le lemme 3.15. Mais par le lemme3.16, il sut de tester ®' p; contre
ry ' pourtoute' 2 [HG ;(F)]° Or

Z
@LI P1 ry

F
(I Lo . 1 1 3.
H HEre) PUT aiErey P e ey 87 2 Ho g (F)I™
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Le second membre est nul par périodicité dget de' , ce qui permet d'établir qu'il
existe une constanteC telle que pour touty 2 F, @' p, = C.

Il reste alors a montrer queC est nul. Pour cela, on integrg¥, p) surF eton
utilise le fait que p; et p, sont a moyenne nulle. m

Remarque 3.47 (Matrice d'impédance uide)
Par linéarité il existe une matriceM; telle que

twic=M; rp 12¢(u+h); (3.61)

qui donne une relation entre l'intégrale dev sur F (notée hvi.) et les fonctions
macroscopiques p et u. Cette matrice est une constante dépendant glej, la taille
du domaine uide.

Remarque 3.48 (Lien avec le cas rigide sur le uide)
On obtient le méme probléme microscopique uide que dans le cas rigide a ceci pres
gue le second membre di ere d'un terme contenant la donnée macroscopigue

Remarque 3.49 (Déplacement au niveau microscopique)

Notons bien qu'au niveau microscopique le déplacement= u + v est totalement
déterminé d'une part par la solution du system@MicroF) et d'autre part, par le fait
gue sur le solidaup = u et est donc constant ery. La constanteu est déterminée
par les systémes macroscopiques.

Proposition 3.50
Le systéme d'équations macroscopiques limite double échellgFé (F-S)-) s'écrit

D E
P2 (u+h)y+ 12 ¢hvig+r1  jS] R(u+h)+  S(uy) . j Firp = 0;
jEjr u+r hvig hr y uig = O;
(Macro)

ou = Sj+ ¢jFj.

Démonstration :

Pour la premiére équation, on écrit I'équation couplée de la formulation varia-
tionnelle (FV (F-S)-) pour une fonction test macroscopique, et on la fait converger
double échelle.

Pour la deuxieme équation, on écrit la deuxiéme équation de la formulation
variationnelle (FV (F-S)-) pour une fonction testq a variable macroscopique, on
obtient alors 7 7

g(x)r u-(x)dx g(x)r u-(x)dx =0: (3.62)

L'intérét de cette écriture réside dans le fait que la limite double échelle de u- est

connue sur s. En revanche pour traiter l'intégrale sur , il faut faire une intégration

par parties dans (3.62). On cherche donc a évaluer la limite double échelle de
Z Z

r 4q(x) u-(x)dx g(x)r u-(x)dx =0: (3.63)
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L'équation (3.63) converge double échelle vers
z z

Fa) uoly)dxdy o )T o(xiy)dx =0:
Y S

On obtient le résultat annoncé en faisant une intégration par parties. O

Remarque 3.51

La premiere équation de(Macro) (issue du probléme couplé) est une équation vec-
torielle de type élasticité linéaire forcée par la pression. La deuxieme équation de
(Macro) (issue de l'incompressibilité) est une équation scalaire qui rend compte de
I'incompressibilité du uide.

Remarque 3.52 (Méthodologie)

On résout de maniére indépendante les system@dicroS) et (MicroF) et grace aux
relations (3.61) et (3.55) on écrit les problémes macroscopiques en fonction des
seules inconnues macroscopiqueset p et on les résout.

Proposition 3.53 (Une reformulation)
Le systéme(Macro) s'écrit aussi sous la forme suivante

g D E Z
r jSj g(u+h)+ ;wns

f(vip)n 12 Sj(u + h);
@h
JEjr u+r hvig hr y uiig = 0;

Démonstration :
On part de I'équation microscopique uide vue au sens des distributions et on
l'intégre sur F. Une intégration par parties donne alors

Z Z

12 chvig + @Fi! rvn @Fp1n=ijrp 12 :(u+h) ;

ou n est la normale extérieure & . En remarquant que @ Fest composé du bord
périodique (qui touche le bord deY) et du bord avec conditions de Dirichlet, et en
utilisant le fait que r v et p; sontY -périodiques (cf le lemme.46), on obtient alors

Z

12 chvi ftvipon = jFj rp '2:(u+h) ; (3.64)
@k

oun est la normale extérieure &. On injecte alors (3.64) dans la premiere équation
de (Macro) et on a le résultat. ]

Remarque 3.54

Cette écriture permet de comprendre que le déplacement macroscopique est essen-
tiellement géré par le solide (la contribution uide ne se voit que sur le bord de
Y).
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3.4 Existence et unicité des systemes homogénéisés

L'objectif de cette section est de montrer que les problemes limite double échelle
gue nous avons obtenus ont chacun une unique solution dans des domaines a déter-
miner. Les problémes microscopiques sont faciles a traiter puisqu'il s'agit d'équations
aux dérivées partielles linéaires bien connues. En revanche, le probleme macrosco-
pigue n'est pas classique et nous ne pouvons pas utiliser la méthode proposée dans
[CFGMOL1]. Encore une fois la di culté de I'étude vient du fait que nous travaillons
a frequence xeée et indépendamment du temps : le systeme n'est pas coercif. Les
résultats que nous obtenons pour ce systéme macroscopique sont di érents de ceux
obtenus dans [CFGMO1] puisque nous n‘avons unicité que pour certains types de
cellule de périodicité.

3.4.1 Existence et unicité de la solution des probléemes homo-
géenéisés microscopiques
Nous commencons par étudier le systeme (MicroS).

Proposition 3.55
SipetGy(u) sont connus et si on a
z

" Gy(u)+ (ry ugyld)n=0; 8" 2R(S); (3.65)
@s
ou R(S) est déni en (2.12) a la page 41, alors le problem@icroS) admet une
solution u; 2 [L¥( ;H]l(S):R]3 unique a un déplacement rigide pres (a un élément
de R(S) pres).

Démonstration :

On considére que la variable macroscopigueest xée, par conséquent les incon-
nues de (MicroS) ne dépendent que de la variable microscopiqué_a démonstration
de cette proposition est une conséquence du théore@8 de Lax-Milgram. Nous

commencons donc par dé nir I'espace de Hilbekv par
Z

W = H]l(S) R(S) 3; avec le produit scalairehu; vi,, = SGy(u) t Gy (v):
Puis nous exprimons (MicroS) sous la forme
Trouver u; 2 W tel quea(uy;' )= L(); 8" 2 W,

ou a est une forme bilinéaire continue suW W et L 2 WP%est une forme linéaire
continue surW.

Nous suivons la démarche de G. Allaire dans [AllO7] pour montrer que est
coercive. Nous commencgons par écrire

2 2 .
gt kry uikgg:

a(ug;uq) = ryup+ 'r yu; o

Etudions ensuite la matriceA = Gy (u1) en remarquant que

1 1
A= A%+ AN avec AdzéTrAId et AN=A é(TrA)Id:
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En particulier, onaA%: AP = Ah: Ad=0 et A: A= A%: Ad+ AM: Ah. On obtient
ainsi,
3

kAkgs + Sk(TrA)ld kg = A" 2+ o+ >

d 2 2 .
0;S A 0:S kAkO;S’

avec =min( ; +3 =2). En écrivant A en fonction deu,, on obtient

2

. t — 2 .
a(uq;uy) Fyur+ ryus o= ku k3, ;

ce qui donne la coercivité dea. Le théoreme de Lax-Milgram nous assure donc
I'existence et l'unicité d'une fonctionu;, 2 W au probleme (MicroS). m

Remarque 3.56
La propriété (3.65) sert a comprendre qu'il faut travailler dans I'espac&V, et a
dé nir correctement la forme linéaire L.

Remarque 3.57
La propriété (3.65) se véri e en appliquant la formule de Stokes, ou en remarquant
gu'on intégre une constante multipliée a une fonction périodique.

Nous terminons par I'étude du systeme (MicroF).

Proposition 3.58 (Existence et unicité du probleme (MicroF))
Le systeme(MicroF) rappelé ci-dessous admet une unique solutigm;p;) dans

[L2C SHBi g (FNI° L2 Loy (F)).

g l24v+il 4yvr ypr = 124Uu+h)+ryp surF;
ryv =0 sur F; (MicroF)
v =0 sur @b:
Démonstration :
La démonstration est classique et se fait comme la preuve de l'existence et de
l'unicité de la solution de ). O

Remarque 3.59 (Restriction de I'étude aY)

Les variations de la fonctionr , p sont macroscopiques. Cette fonction est considé-
rée comme connue sur chaque cellu¥, on peut donc faire I'étude de ce systéeme
seulement en la variable microscopique

3.4.2 Existence et unicité de la solution du probléme homo-
géneéisé macroscopigue

L'existence de la solution du probleme (Macro), comme de tout probléme issu
d'une convergence double échelle, est une conséquence de la convergence double
echelle, il nous reste donc a étudier l'unicité de ce probléme. Pour cela, nous com-
mencons par écrire le probléeme macroscopique uniquement dans les inconnuet
p qui sont respectivement le déplacement et la pression macroscopique. Nous addi-
tionnons alors les deux équations obtenues a n d'obtenir une écriture du systeme
sous la forme

A(u;p) = F(u;p):
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Nous écrivons alors l'opérateuA comme la somme d'un opérateur bijectif et d'un
opérateur compact. L'alternative de Fredholm permet alors de conclure. Nous mon-
trons aussi quep est en fait une fonction deH r}my() .

Proposition 3.60 (Reformulation du probléeme (Macro))
Le systéme macroscopique peut s'écrire uniquement en fonction des inconnues ma-
croscopiquesu et p de la maniére suivante

Zi(u+h)+ Zor p+r (Zz S(u+h))+r (Z4pld)=0;

r (Zo(u+h)+r1 (Mirp)+Tr(Zs S(u+h)+Tr( Zspld)=0; (3.66)

avec
Z;=121d (1%2¢)°Mys; Z;=12¢M¢ j Fjld;
. ) _ _ 1
Z3=jSjld Mg, Zs= Mg et Zg= WMS
Démonstration :

Il sut d'utiliser les matrices et tenseurs d'impédance dé nis respectivement en
(3.61) page 80 et en (3.55) page 78 dans les équations données en (Macro) a la page
80. O

Remarque 3.61
Pour montrer l'unicité de la solution de (3.66), il sut de montrer l'unicité dans
I'équation obtenue en faisant la somme des deux équations(8.€6)

Zi(u+h)+ Zor p+r (Zz S(u+h))+r1 (Zspld)
r Z(u+h) +r (Mfrp)+Tr(Zs S(u+ h)+Tr( Zspld)=0: (3.67)

An de pouvoir utiliser l'alternative de Fredholm, on écrit (3.67) sous forme
d'opérateur en séparant les termes d'ordre 2 des autres. L'objectif est de montrer
gue les termes d'ordre 2 donnent un opérateur inversible alors que la somme des
autres termes donne un opérateur compact.

Dé nition 3.62  (Ecriture sous forme d'opérateurs)
L'équation (3.67), s'écrit sous la forme

A(u;p) = B(u;p)+ C(u;p) = L(h); (3.68)

ou A, B et C sont des opérateurgH3, ()] u L7, () ! [H '] ° Ly ()
dé nis par :

B(uspp= 1  (Zs °(u)) r  (M¢r p);
C(u;p)= Ziu  Zyrpr (Zspld)
+r (Zpu) Tr(Zs S(u)) Tr(Zspld):

Dé nition 3.63
On note b et c les formes sesquilinéaires associéedBaet C.
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On souhaite maintenant montrer quep est en fait une fonction de[H()] ® a
moyenne nulle (i.e une fonction deHrlnoy() ). Nous commengons par montrer que
M; est coercive, cela nous permet, en étudiant la deuxieme équation de (3.66),
de montrer quep est dans[H()] 3. Le fait que p est a moyenne nulle est une
conséquence de la limite double échelle.

Lemme 3.64 (Coercivité des matrices et tenseurs d'impédance.)
La matrice d'impédanceM; est coercive, i.e. il existe une constante; telle que pour
tout vecteure 2 C3,

< 'BsMse fjej?:

Soit Zs le tenseur qui relie la déformation deu,, solution de (MicroS), au second
membre de(MicroS) i.e.

G(u)ig=Z, S(u+h) pld

Alors il existe une constante strictement positive telle que pour toute matrice
symeétriqueM 2 M 3(C) :

M:(ZM) M :M:

Démonstration :

Dans les deux cas, la démonstration se fait en deux étapes : on commence par
réexprimer < (‘eM; e) (respectivementM : (ZsM)) en fonction de I'équation aux
dérivées partielles (MicroF) (respectivement (MicroS)) puis on conclut grace a un
raisonnement par I'absurde.

Au niveau uide, on considere I'équation (MicroF) dé nie a la page 78 avee
pour second membre, on la multiplie pav et on l'integre surF. En utilisant le fait
guev est a divergence nulle et nulle au bord dE, on obtient alors

P2 jvit it jrvi? L= etwig:
D'apres la dé nition de M donnée en (3.61) a la page 80, on sait qli e = hi .
Cela donne alors que

< 'eMye =< fewip =17 jvj? _: (3.69)

On suppose par lI'absurde qu#; n'est pas coercive. Cela s'écrit comme suit
1 .
8n2N; 9e, 2 C% < 'gyM;e, < ﬁJenjzz (3.70)

Quitte a renormalisere,, on peut supposer quge,j’> = 1 dans (3.70). Par consé-
quent, (e,),,y ©st une suite bornée dan€?, elle admet donc une sous-suite conver-
geant verse 2 C3. Mais alors< ('eM;e) =0 et jej?> = 1. D'aprés (3.69), la solution
v de (MicroF) avec second membre, est nulle. Le vecteurv est donc une solu-
tion nulle de (MicroF) avec second membre non nul, ce qui contredit |'existence et
I'unicité de la solution de (MicroF). Ainsi, M¢ est coercive.

Au niveau solide, on procéde de méme : on considére I'équation (MicroS) avec
pour condition de bord sur@$S

S(uy)n = Mn:
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La multiplication de (MicroS) par u; et son intégration surS donne
z z

S(U)G(uy) = ( S(ug)n)uy:
S @s

NI =

Or par symétrie deM et deG(u;), on a
Z

( S(uy)n)u, = }M :hG (uy)ig:
s 2

@

Supposons par I'absurde que

__ 1 __
8n2 N; OMy 2M 5(C); MaMiMy < — My My; (3.71)

avecM, : M, = 1. Il existe donc une sous-suite convergeant veké 2 M 3(C), ce
qui implique par passage a la limittM,M; M, =0 et M, : M, = 1. Grace a I'étude
préliminaire, la solution u; de (MicroS) est a déplacement solide nul. Comme le
second membreVl est non nul, cela contredit I'unicité (a déplacement solide pres)
de la solution de (MicroS). [

Proposition 3.65 (La pression est dangH ()] )
La pression solution du probléme macroscopiqyd.66) est un élément dgH*()] 3
a moyenne nulle.

Démonstration :

On sait déja que la pressiomp- solution du probleme ((F-S)) est unique dans
Lﬁwy( ) et que la restriction de son prolongemenP-(p-) a ¢ converge double
échelle versp sur F. On choisit alors' élément deD( ;ql (Y)) dé nie par
" (x;y) = 1(x). Commep- est a moyenne nulle, on a d'une part

Z
p(xX) i ' x;),(—, dx =0: (3.72)

D'autre part, en utilisant le fait que p- = , P-(p-) converge double échelle vers
sur F et le corollaire3.13, on a

Z Z
m  p(x) % X dx= jFip(x)dx: (3.73)
En combinant (3.72) et (3.73), on obtient quep est a moyenne nulle.

Comme (u;p) 2 [H3, ()] ® L2,,() , la deuxiéme équation de (3.66) arme
quer y (M;r ,p) est dansL?() , et doncM¢r ,p (lue au sens des distributions)
l'est aussi. CommeM; est coercive, on a ,p2 [L2()] 3 etdoncp2 HY() . O

Nous souhaitons utiliser l'alternative de Fredholm, pour cela nous devons établir
que B est inversible et queC est compact.

Proposition 3.66 (Compacité deC)
L'opérateur C est compact.
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Démonstration :

Tout d'abord, on note que les espacefHg; ()] *kk,. ), ([H *()] *kk .. )et
(Hr},oy() ;kky. ) sont des espaces de Banach. La theorie des opérateurs compacts
s'applique donc, et il sut de montrer que l'image C(U) de la boule unitéU de
[H3, O * Hpae, () par C est précompacte. Cela revient a montrer que toute suite

de C(U) admet une sous-suite convergente.

Soit donc(C(up; pn))n2n Une suite deC(U). Alors (Un)nzan €t (Pn)nz2n SONt deux
suites bornées (puisque dans) de [Hg;, ()] * Hp,, () . Parle théoreme de Rellich,
il existe une sous-suite déu,;pn)n2n (ENCOre notée(u,; pn)n2n) COnvergeant dans
[L2()] ®* [L?()] °. Notons(u;p) la limite de (Un;Pn)n2n-

Il reste donc a montrer que la suitdC(un; pn))n2n CONverge (a sous-suite pres)
versC(u;p). On écrit alorsC(u, u;p, p) sous forme variationnelle poufv;q)
élément de[Hg;, ()] * Hpgo () et on fait des intégrations par parties pour obtenir
des intégralesem,, u etp, pcontre des dérivées d'ordre 0 ou 1 deetg. Comme
(Un; pn)n2n converge verqu;p), l'inégalité de Holder permet de conclure. ]

La démonstration de l'injectivité de B se fait en plusieurs étapes que nous sub-
divisons en lemmes pour plus de lisibilité.

Lemme 3.67
Dans le cas ouS véri e I'nypothése 3.8, il existe s > 0 tel que pour tout élément
u de[HZ, ()] 2 etu; solution du probléeme d'élasticité solide dont le second membre

est S(u), D E

iSi (u) y(Uuy) 1 Gx(u) siGx (U)j*: (3.74)
Démonstration :
On utilise la proposition 3.20 pour obtenir
D E
iSi s ju) | Gy o (3.75)

De plus d'aprés la remarques.21, il n'y a égalité dans (3.75) que su = 0 presque
partout.
Supposons par l'absurde que (3.74) est fausse. Alors pour tau N, il existe
u" etu’ tels que
D E 1
iSi ju U | iGN DGy (un) (3.76)

Sans perdre en généralite, on peut supposku"k,. = 1. Les suites(un)nzn €t
(Gx(un))n2n sont donc bornées danfH3, ()] 3 et convergent respectivement vers
dans[H3, ()] 3 et G4 (u). Comme de plush y(UDi = Ms 3(u"), on obtient que
Gy (uf) est borné dand ?( ) et par la proposition2.17 (inégalité de Korn rappelée
a la page 43)u’] est borné dans[Hll(S):R]3 et converge verdu;. En passant a la
limite dans (3.76), on obtient donc

D E

jSj (u) y(Uy _ 1Gx(u)=0: (8.77)

D'apres I'étude précédente, la conséquence de (3.77) est qu& R () . Or par
passage a la limite, les conditions de Dirichlet sont conservées, et danest nul
presque partout, ce qui contredit la proprieté&kuk,. =1.
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Remarque 3.68 (Importance de I'hypothése(H 3.3) )

Sans I'hypotheséH 3.3) et la dé nition de ¢ par périodicité, il nN'est pas garanti que
@ s soit en contact avec le bord de Dirichlet de. Or cette propriété est primordiale
pour pouvoir appliquer l'inégalité de Korn, comme on peut le voir aussi dans [FMO3].

Proposition 3.69 (Bijectivité de B)
Dans le cas ouS véri e I'hypothese 3.8, I'opérateurB est coercif et donc inversible
par Lax-Milgram.

Démonstration :
On souhaite montrer qu'il existe une constante> 0, telle que

8(u;p) 2 Hg, O ° Higy ) 5 < (B((u;p); (u;p))) kuky, + kpky,

Or d'apres le lemme3.64 et l'inégalité de Korn, on sait qu'il existe ; tel que
Z
< Mirp rp r kpk?.

Il reste donc a traiter l'intégrale
Z Z D E

Zy jW) U= S ) Gy

ou u; est la solution du probleme d'élasticité microscopique ayant pour second
membre ;(u). D'apres l'inégalité de Korn et le lemme3.67, on a

Z Z
< Zz S(u) iru = Zg S(u) :ru skuki .

Ce qui donne le résultat attendu avec =min( ¢; s). O

Théoréme 3.70

Dans le cas ouS véri e I'hypothese 3.8, le probleme macroscopique dé ni a la page
80 admet une unique solution dan#i, ()] * Hp,, () , 00 HL, () estdénipar
(3.8).

Démonstration :

L'existence de la solution est obtenue par dé nition méme de la limite double
échelle.

Pour l'unicité, il sut de montrer que A est injectif (cela est plus restrictif que
de montrer que le systeme (Macro) admet une unique solution). Or, nous avons
montré queA = B + C avecB bijectif et donc d'indice nul et C compact. Donc, par
Fredholm, A est lui aussi d'indice nul. Mais on sait déja que codins(A)=0 puisque
A est surjectif, ainsiA est injectif et on obtient l'unicité. [

Théoréme 3.71

Dans le cas oUS ne véri e pas I'hypothese 3.8, le probleme macroscopique dé ni a
la page 80 n'admet pas une unique solution dafi$3;, ()] ° Hye () , ouHg, ()

est dé ni par (3.8).
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Démonstration :

En e et, dans le cas oUS ne Vvéri e pas I'hypothese 3.8, le lemm8.67 est faux.
Pour nous convaincre de ceci, nous allons exhiber un contre exemple pour chacun
des cas possibles.

Si S ne touche pas le bord der, alors pour tout u non presque partout nul,

u; = G(u(x))y + C(x) est une solution du probleme de I'élasticité microscopique
qui annule (3.75) et qui est non nulle.

Si S est non connexe, on choisit par exemple

Ui = Ay + Ayy + Azy;

ou Ay, Ay et A, sont les trois matrices qui donnenti; sur les tuyaux selon les trois
directions (ces tuyaux ne se coupent pas et dé nisse8). Ces matrices sont dé nies

par 0 1 0 1 0 1
00 00 0 0O
Ac=@0 0 0A; A)=@0 0 0A; A,=@0 0 0A:
00O 00O 00
Alors u(x) = '(z;0;x) est non nul et annule (3.75). ]
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Chapitre 4. Lien avec le modele de Biot Section 4.1

L'objectif de ce chapitre est de véri er la cohérence du modele homogénéisé que
nous proposons en le confrontant au modéle de Biot-Allard actuellement utilisé par
les physiciens pour étudier les problemes couplés uide-structure. Ce modele de Biot-
Allard a été établi de maniére empirique et est trés satisfaisant dans le cas des basses
fréquences et des hautes fréquences. Nous souhaitons établir que le modele (Macro)
est cohérent avec le modele de Biot-Allard dans ces cas de fréquences particuliéres.
Dans un premier temps, nous rappelons les équations qui décrivent le modele de
Biot-Allard. Dans un second temps nous comparons de maniere formelle les deux
modeles : (BA) et (Macro).

4.1 Introduction

Nous étudions les vibrations d'un matériau poreux type laine de verre, nous
avons vu dans la partie modélisation que ce probleme peut s'écrire sous la forme du
probleme ((F-S}) suivant :

8
12u.+i"2 4u. r p = fI; sur
% ru- = 0; sur ¢,
J2u-+( + )yr U.+ 4u. = f3 sur
u- = 0; sur & ((F-S))
ru-n = 0; sur &<
"ITu-+h;p)n = Su-+h)n; sur M
' u- continu sur .
ou
f . _ m 1 .
+(u-+h;p) = i G(u-+h) -—pld;
S(u-+h) = r (u-+h)d+ G(u-+ h),
et ou
fl = ¢1%h i"? 4h;

f$ = Jd%h (+ )r h 4h:

Dans les chapitres précédents, nous avons montré que le systeme ((B-&}rois
limites double échelle : deux microscopiques aux niveaux uide et solide et une
macroscopique. Pouu; 2 [L?( ;H{(S))]°, le probleme limite microscopique solide
s'énonce comme Suit :

(
ry ;(ul) =0 sur S; (MicroS)
j(ul)n = s(u+h)+pld n sur @S;
ou
S(ui) = ryug+ 'ryug + ry ugld;
s(u) = reu+tryu + r, uld;
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et ou n représente la normale extérieure au solide.
Pour v élément de[L*( ;Hg; ;(F))]°, le probleme microscopique uide s'‘énonce
008mme suit :

< 12¢v+il 4yvr ypp = 124U+ h)+rygp surF;
ry v =0 sur F; (MicroF)
v =0 sur @b:

Nous avons aussi remarqué qu'il existe une matrice d'impédangk et un tenseur

d'impédanceM; tels que
D E
i = Mt ryp il 2¢(u+h) et ;(ul) S= Ms( S(u+ h)+ pld):

En n, rappelons le systeme (Macro) homogénéisé obtenu par convergence double

échelle :
D E

2 (u+h)y+12¢hvic+r jSj S(u+h)+ $(uy) . i Firp = 0;
jFir (u+h)+r hvig hr y uig = 0;

ou = Sj+ ¢jFj.

4.2 Le modele de Biot-Allard

Les milieux poro-élastiques ont été étudiés d'un point de vue physique sans I'outil
mathématique de I'hnomogénéisation. C'est Biot qui le premier proposa un modeéle
pour les basses fréquences en 1956. Les hypotheses, lois de comportement et équa-
tions du mouvement proposées par Biot sont rappelées par exemple par C. Chiavassa
dans [Chi09]. Nous retenons surtout que, dans ce modele, une loi de comportement
relie la pression et la divergence du déplacement. Les équations de mouvement font
intervenir une pression uide, et deux déplacement : I'un solide et l'autre relatif de
la phase uide par rapport a la phase solide (il s'agit d'une combinaison linéaire
des déplacements solide et uide). Cette mise en équation n'est pas tres satisfai-
sante parce gu'elle fait intervenir 3 inconnues et 7 degrés de liberté (dans le cas
tri-dimensionnel), alors que les deux équations de mouvement sont vectorielles, le
probleme est donc trop contraint. Nos collaborateurs de Dassault-Aviation et de
I'ONERA préferent donc travailler avec la formulation dite de Biot-Allard proposée
par J. F. Allard et N. Atalla dans le chapitre 6 de [AAQ9].

Comme dans le modele de Biot, le modele de Biot-Allard a pour objectif de
décrire le comportement d'un matériau poreux. Un matériau est totalement décrit
d'un point de vue physique lorsque I'on connait ses coe cients de Biot, coe cients
gue nous dé nissons dans I&ab. 4.1.

Le modele de Biot-Allard que nous étudions comporte deux lois de mouvement
formulées au moyen d'une équation scalaire et d'une équation vectorielle d'inconnues
la pression uide et le déplacement solide. Cette formulation dit@J ; p) est présentée
en (BA) . 8

<r e+!?gU+erp
2 2

0;
(BA)

4Pt P

er U;
I 2ey, R
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Symbole Propriétés / Description
Porosité Proportion de uide dans le volume total
Tortuosité Coe cient s'appliquant sur la masse volu-

mique du uide, permettant de décrire le ca-
ractére tortueux du matériau

Résistivité Description des interactions visqueuses a bass&l.s.m #
fréquence
Longueur caractéris-| Variation des e ets visqueux a haute fréquence m
tique visqueuse
Longueur caractéris-| Echanges thermiques entre les phases a hautm
tique thermique ° | fréquence

Table 4.1 - Récapitulatif des coe cients de Biot.

ou les coe cients notés avec le symbole dépendent de! (pas forcément linéaire-
ment) et sont récapitulés dans I&ab. 4.2.

A n d'évaluer les coe cients de Biot, nous utilisons les constantes physiques
dé nies dans leTab. 4.3.

On calcule le nombre de Prandtl grace a la formule

Np, = &;
ou les constantes , ¢, et sont dé nies dans leTab. 1.3 de la page 15.

Nous souhaitons véri er la validité de notre modele (Macro) issu de I'homogénéi-
sation a la formulation de (BA). Pour cela, nous exprimons les coe cients de Biot
en fonction des coe cients des équations de mouvement données en (BA). En e et,
dans un second temps, cette nouvelle écriture des coe cients de Biot nous permet-
tra de comparer les coe cients de Biot calculés empiriquement a ceux calculés par
(Macro).

Nous souhaitons déterminer totalement les coe cients de Biot en fonction des
coe cients du systéme (BA), mais cela n'est malheureusement pas possible. En
eet, il y a trop de degrés de liberté pour résoudre ce probléme. En revanche il est
possible de déterminer I'expression de la longueur caractéristique thermique, et on
peut mettre en valeur des relations entre les di érents coe cients de I'équation.

Proposition 4.1 (Relation entre coe cients)
En travaillant a partir du Tab. 4.2, il est possible d'exprimer la longueur caracté-
ristique thermique en fonction du coe cient correspondant a la pression grace a la

formule :
S

s 1 1+16

( GP)

i (CoP ) ° C " a1
| —;, aveC = et = — .
IN b 4 TR 4

D'autre part, les coe cients du systeme (BA) sont liés entre eux par les relations
suivantes :
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Coe cient Valeur Unité
e S(U)Y+(@ ) pld Pa
12 3
& €1 — kg.m
1 o g
) 3
e st (1 1) Iy kg.m
SP) (1 1+ il— kg.m 3
8
€22 1 - kg.m 3
L |
8 2 1+i4212f2' N.s.m 4
1
e=C y €2 1
€2z
) 1+ L +
2
E = Cp F 1
P 1+ —+1
2
i 8
! 02NPr f

Table 4.2 - Dé nition des coe cients intervenant dans le modéle de Biot.

Constante Description Valeur
s Densité du matériau 16 kg.m 3
Rapport des chaleurs spéci ques| 1.4
Np, Nombre de Prandtl 0.71
P Pression du milieu 101320 Pa

Table 4.3 - Récapitulatifs des constantes physiques utiles.
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et 22
f 1 I
= = : 4.3
Démonstration :
Commencons par expliciter © D'aprés leTab. 4.2, il est clair que
s
0_ 8

i—.
'N Pr f

Il reste donc a évaluer grace a l'expression du coe cient situé devant la pres-
sion : C,. On obtient que est solution de I'equation du second degré a coe cient
complexes suivante :

ce qui donne (4.1).

La relation (4.2) découle directement de I'observation du systeme (BA). Pour
obtenir la relation (4.3), commencons par étudier séparément les coe cien& ,
Cuy et C,4, en fonction des donneées diiab. 4.2. On obtient alors

2 2 122 2
f f . f

1+C y !'2C4, Cy 124 127

foo =

ce qui donne le résultat. m

4.3 Comparaison formelle entre les deux modeles

Le systeme (Macro) dé ni a la page 93 est plus compliqué que le systeme proposé
par Biot et Allard dans (BA) a cause (notamment) des dérivées croisées venant du
terme h S, (u,)i. Pour simplier les expériences, les calculs empiriques des coe -
cients de Biot ont été e ectués pour une condition de bord unidirectionnelle :

h(x;y;z) = '(hy(x);0;0): (4.4)

Etudions quelles sont alors les propriétés de la solutiofu;p) de (Macro). On
peut voir formellement que sih(x;y;z) = ‘(h(x);0;0), alors la solution (u;p) de
[Ha: ()] ® Hio () esttelle que

u(x;y;z) = ‘(u(x);0;0) et p(x;y;z)= p(x):
De plus la pression et le déplacement sont reliés par la relation
p°=12¢(u+ h): (4.5)

En e et, on commence par montrer que la solutioifu-; p-) du probleme ((F-S)) est
telle que

u-(%y;2) = '(u(x);0,0) et p(xy;z)= p(X):
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Nous avons vu dans les chapitres précédents que pbudonnée, ((F-S)) admet une
unique solution. Notons alors(u-; p-) la solution du probléme ((F-S)) avec pour
second membréh veéri ant la condition (4.4). Soit alors le couple(v-;q) dé ni par

V-(xy;2) = ((UH(xYi2):0,0) et a(xiy;z) = p(xy;2):

Un rapide calcul montre que(v-; @) est encore solution de ((F-S), ainsi on obtient
que u?(x;y; z) = ud(x;y;z) = 0. Pour simpli er, on note u- au lieu deu?.

Pour montrer que u-(x;y;z) = u-(x) et que p-(x;y;z) = p-(x), il faut tout
d'abord montrer que sih est assez réguliére, on a en fait 2 [H?()] 2 et p- dans
[H1()] 3. Ensuite, si la solution (u-;p-) est assez réguliére, considérons le couple
(v; @), avec

v-(X;y;Z)= @Qu- et g = @p(XY;2):

Alors en dérivant ((F-S)) par rapport a la variable y, on trouve que(v-;q) est
solution de ((F-S)) avec second membre nul. Par unicité de la solution, on trouve
quev- et - sont nuls, ce qui implique queu- et p- sont indépendants de la variable
y. on fait le méme raisonnement pour la variable pour conclure.

Finalement le probleme ((F-S)) est lui aussi uni-directionnel. En testantu-
contre les fonctions testsr ,' et contre"r ,' , on voit que la limite double échelle
ug ne dépend que de l'abscisseau niveau macroscopique.

En n larelation (4.5) s'obtient en écrivant la deuxieme coordonnée de la premiere
équation de (Macro) dans le cas ou = u(x) et p= p(x).

Il est maintenant possible de simplier le modele de Biot et (Macro) en les
écrivant pour un couple(u; p) uni-directionnel.

Proposition 4.2 (Modéle de Biot-Allard en 1D)
Le modéle de Biot-Allard écrit en 1D s'‘énonce comme suit :

8
< (2 + )@u+!'2eU+(jSj+e)@p = 0;
2 G+ —2p - @u (4.6)
I 2ep R ’
Proposition 4.3 (Modéle homogénéisé en 1D)
Le modele(Macro) s'écrit en 1D comme suit :
@u+ u+ @p = @*h h @7
@p+ p+ @u = (jFj )@h; -
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ou les coe cients du systeme sont dé nis par
1
: X .
iSi2 + )i 2M i Mt :
, 1 3 19 3
12 MR 02 |

2 Ml e X i1
= 15 iM¢ j Fjn M;; ;

X 1j3 19 3
— Mfll
1i 3
1 x3
—2+3 TrMii,
|:1X X |
= jFj 12 M1+ 2 TrMq + M
. 2 +3 2 +3 . ’
1i 3 1i 3

ol M; = ME; etou MK et MK sont respectivement les coordonndg;|) de My
et deMj;:

Démonstration :
En eet, pour u(x)= ‘(u(x);0;0), on a:
0 1 0 1
2 + u 0 0 (2 + )u®
r u=u® su)= @ 0 u® 0 Aetr su)=@ 0 A
0 0 u? 0

On peut aussi exprimertvi. et ses dérivées :
_ . _ X , X .
hvig = M{*(p° '%¢u) ., et r hvig= M/p? 12 M,/ tu®
1i 3 1i 3

Et nalement, avec les notations de la proposition,

X
h S(u)ig = 2uMy U+ PMj; ;
1 3 |
L X "
rh S(upig = 2uMmit (u% p)M :
13 1 3 I
: 1 0 X 0
hr ujig > 73 2 Tr(Mq)u™+ TrMj; (u”+ p)
1j 3

En mettant ces résultats bout-a-bout, on trouve facilement le systeme proposé.]

Remarque 4.4 (Fréquence critique)
Comme on I'a vu dans la partie théorique, le systén{®lacro) ne contient pas de
fréquence critique contrairement a ce qui est observé avec le modele de Biot.
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Remarque 4.5

Méme si le modele(BA) et le systéeme(Macro) sont trés proches en 1D, ils sont

di érents dans le cadre tri-dimensionnel. En e et, (Macro) est plus riche queBA)
puisqu'il prend en compte les dérivées croisées, au contraire @A) . D'autre part,

la microstrucuture du domaine est prise en compte dans les deux modeles. Dans
le cas de(BA), elle intervient dans le calcul des coe cients de Biot, ce qui pose
probleme parce que ces coe cients peuvent étre di cilement mesurables. L'intérét
industriel est ici de trouver une formulation ou la connaissance des coe cients de
Biot n'est pas nécessaire. En revanche, dans le systeifhacro), la microstructure

est prise en compte dans le calcul des matrices d'impédances, plus simple a e ectuer,
qui interviennent dans les coe cients des équations.
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Chapitre 5. Au niveau microscopique Section 5.1

L'objectif de cette partie est de décrire les résultats numériques obtenus. Comme
on l'a vu dans I'étude théorique, c'est le résultat au niveau macroscopique qui est
intéressant d'un point de vue physique. A n de l'obtenir, nous devons en premier
lieu étudier les comportements microscopiques du déplacement et de la pression.
Nous étudions donc dans ce chapitre le comportement microscopique de la pression
et du déplacement. Nous divisons cette étude en deux parties : une premiére section
s'attarde sur le comportement microscopique sur le domaine uidé et dans une
seconde section nous étudions le comportement microscopique sur le domaine solide
S. L'étude du comportement macroscopique fait I'objet d'un autre chapitre.

5.1 Introduction

Au niveau microscopique, nous travaillons sur la cellule de périodicit€, conte-
nant les domaines uideF et solideS. Pour I'étude numérique, on utilise I'hypothése
suivante :

Hypothése (H 5.1) — '
La cellule de périodicitéY est symétrique suivant les trois directionsx, y et z.
Autrement dit, la cellule tridimensionnelleY se subdivise en 8 cellules identiques
numérotées sur laFig. 5.1. Nous appelonsy; la cellule représentant le huitieme de
Y et représentée dans le cube numérppour 1 i 8, sur la Fig. 5.1.
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S
[ Epy e [Sees
I
1
|
|
i3aa]
[N
'i_-_ VEEA T Mok
i
L
]
»

\
I
1
i T 6
i 1
! =
i 5
' | '
' I
L} - 1 [
| ’
£ ! T I
v 1 S 5
t T i
: S: : 1
I I
| | i
R Lo
s I
|)“
e Hmmmmm e -——
. v
P s Y
. 4 LX

. L Figure 5.2 - Exemple de celluleY;.
Figure 5.1 - Symétries de la cellule

Y.

Comme on I'a vu dans la partie théorique, pour qu'il y ait unicité de la solution
macroscopique du probléeme homogénéisé, nous recourrons a I'hypothése suivante :

Hypothése (H 5.2)
Le domaine solideS est connexe et touche toutes les parois du cube

Nous dé nissons doncyy, le huitieme de cubeY, situé dans la partie sud-ouest
et touchant la face de devant de¥. Ce petit cube véri e I'hypothese(H5.2) et est
représenté sur laFig. 5.2.
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En n, le fait que Y soit la cellule de périodicité implique que sur le bord du cube
formé parY, les conditions de bord utilisées sont des conditions de périodicité. En
revanche, sur le bord du cube formé par un huitieme de la cellu¥, nous avons
des conditions de symétrie qui se traduisent par des conditions de Dirichlet et de
Neumann que nous expliciterons dans la suite. Nous devons donc di érencier chacun
des bords du cubeY; par des labels et par des noms. Pour cela, on pourra se référer
a la Fig. 5.3 sur laquelle on a noté les faces comme suit :

la face 1 correspond a la face de derriére,
la face 2 correspond a la face ouest,

la face 3 correspond a la face sud,

la face 4 correspond a la face est,

la face 5 correspond a la face nord,

la face 6 correspond a la face de devant.

[a—

Figure 5.3 - Labels proposés pour les faces du culve

Les domaines uide et solide sont situés dans un cube comportant des conditions
de périodicité sur ses bords. Il est donc naturel de di érencier les bords S8t de F
suivant la condition qu'on leur attribue. En e et, le bord du domaine solide contient
des conditions de périodicité et des conditions de Neumann alors que le bord du
domaine uide contient des conditions de périodicité et des conditions de Dirichlet.
Dans la suite, nous utilisons donc la notation suivante :

Notation (N 5.1)
On note @ la partie du bord deF sur laquelle portent les conditions de Dirichlet,
et @§ la partie du bord deS sur laguelle portent les conditions de Neumann.

Sur les domaines microscopiques uide et solide, nous étudions respectivement
les problemes de Stokes et d'élasticité linéaires suivants paul [L*( ;Hg; ;(F))]°
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etp; 2 L2( ;L]z;moy(F)) :

8
< !2¢v+il 4vr pp = g surF;
r-v =20 sur F; (MicroF)
v =0 sur @F:

ou g est un vecteur constant surF (fonction qui ne dépend que de la variable
macroscopiquex) et

r( S(uy) =0 sur S;

S(ug)n = Gn sur@S; (MicroS)

ou
S(Ul) = ru,+ r u, + r Ulld;

et ou n représente la normale extérieure au solide & est une matrice constante
sur S (fonction qui ne dépend que de la variable macroscopique.

Nous rappelons aussi que par linéarité des systemes (MicroF) et (MicroS), il
existe une matrice dimpédance uideM; et un tenseur d'impédance solid®/l; tels

que D E
hvic = M¢g; et j(ul) . = MsG: (5.1)

Remarque 5.1 (Lien entre la limite double échelle du probleme rigide et celle du
probleme couplé)

L'étude du probleme rigide, ou I'on interdit le déplacement du matériau est intéres-
sante puisqu'elle permet de travailler avec un systeme simple et non couplé avec le
systéme élastique. On remarque d'ailleurs que la limite double échelle(\dg est

le systeme(MicroF) avec un second membre macroscopique di érent de celui de
(MicroF). Par conséquent, les matrices d'impédances sont les mémes pour les deux
problemes.

On énonce enn la propriété suivante :

Lemme 5.2
Soit f une fonction dérivable erx, alors

. f(Xeth) f(xo h)y . f(X) f(2x0 X).
Fixo) = lim, 2h =T 2 xo)
Démonstration :
Il sut d'écrire
Fxo+th) T(xo h)_ 1f(xo+th) f(xo) 1f(x0) T(xo h),
2h S22 h 2 h ’

et on utilise la dé nition de la dérivabilité en Xo. La deuxiéme égalité résulte du
changement de variablex = xq + h. [
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5.2 Le probleme microscopique uide

Dans cette section, nous établissons le code utilisé pour résoudre le probleme
microscopique uide. Nous commencons par faire I'nypothegll 5.1) sur la cellule
de référence, ce qui nous permet de gérer des conditions de Dirichlet et de Neumann
sur le bord plutét que des conditions de périodicité. Nous étudions ensuite I'in uence
sur la matrice d'impédance qu'a une telle hypothése. Nous terminons |'étude en deux
parties : le cas 2D qui nous a donné les premiéres validations et que nous avons codé
en Matlab en utilisant une boite a outils éléments nis écrite par F. Alouges et M.
Tajchman, et le cas 3D plus réaliste que nous avons codé@h+ avec la librairie
libMesh

5.2.1 Etude des conditions de bord dans Y;

Nous commencons en e et par symétriser la cellu¥e grace a I'nypothes€H 5.1) .
Ceci nous permet d'obtenir des conditions de Dirichlet et de Neumann sur les bords
de Y, plutdt que de travailler avec des conditions de périodicité sur le bord dé.

En e et, les conditions de périodicité sont plus diciles a étudier d'un point de
vue numeérique puisqu'elles obligent a créer un maillage périodique, et a repérer les
points du bords reliés entre eux par la condition de périodicité.

Pour comprendre d'ou viennent les conditions de Dirichlet et de Neumann que
nous devons imposer sur le bord d¥é;, nous cherchons quelles sont les fonctiors
solutions de (MicroF) apres les changements de variables induits par les symétries
selon les trois axes directeurs. Par exemple considérons que le repére de l'espace est
celui proposé sur laFig. 5.4.

/\,

Figure 5.4 - Repere utilisé pour I'étude des symétries.
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Détaillons comment trouver les conditions de bord d¥;. Soientv et e les so-
lutions de (MicroF) avecg = e; respectivement dansy; et dansY,, ou lesY; sont
représentés sur laig. 5.1. On passe du cub®; au cubeY, grace au changement
de variable(x;y;z) 7! (x;1 y;z). Les fonctions

vi(x;1 y;2)
e(xy;2)= @ vu(x1 y;2) A et pxy;z)= pxl Y;2); (5.2)
Va(x; 1 y;2)
ouv; estlai-eme coordonnée de, 1 i 3, sont solutions de (MicroF) aveq = e;

dans Y,. En faisant tendrey vers 1=2, on trouve que l'ordonnéev, est soumise a
une condition de Dirichlet sur le bord nord deY;, alors que l'abscisser;, la cote
v3 et la pressionp véri ent des conditions de Neumann sur ce bord. En e et, par
exemple@ =@ = 0 sur le bord nord, oun est la normale extérieure au bord nord,
Si @vi(x;1=2;z) = 0. Or le lemme5.2 nous assure que

1 .o vi(x; 1y ) va(xy;z)
Vi X;=;Z = lim ;
GV, 2 y! 1=2 2y 1
et la condition de bord (5.2) nous permet alors de conclure gue véri e une condi-

tion de Neumann sur le bord nord.
Pour les conditions sur le bord sud, on fait le changement de variable

(Xy;2) 7' (X y;2)

permettant de passer du cuber; au cubeY, du cube situé en dessous dé. On
obtient alors que les fonctions

vi(X; Y;2)
e(x;y;2)= @ vy(x; y;2) A et pxy;z)= p(x; Y;2)
Va(X; Y;2)

sont solutions de (MicroF) avecg = e; dans Y,. En faisant tendrey vers 0, on
comprend que les conditions de bord sont les mémes sur le bord sud que sur le
bord nord. On procéde de méme pour les bords est et ouest avec les changements de
variables respectif¢x; y;z) 7! (1 x;y;z)et(x;y;z) 7! ( X;y;z) etpour les faces de
devant et de derriére, en utilisant les changements de varialfle y; z) 7! (x;y; z) et
(x;y;2) 7' (x;y;1 z). On récapitule les conditions de bord relatives aux di érents
bords et aux di érents seconds membres dans Tab. 5.1 ou on a noté D pour
condition de Dirichlet et N pour condition de Neumann.

5.2.2 Etude de la matrice d'impédance relative a Y

Dans cette sous-section, nous souhaitons obtenir une expression de la matrice
d'impédanceM; sur la cellule de référenc& en fonction de celle calculée sur le
huitieme de celluleY;. Notons (v})l i 3 la solution de (MicroF) surY avec second
membree; et dé nissons la matrice d'impédance uide :

: : 1
twii, hii, iy
My = @hvidi, Wiy, hdiy, A
hvii, hvdiy, hvdiy
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Second membre sud/nord est/ouest | devant/derriére
g=e; abscisse : N | abscisse : N | abscisse : N
ordonnée : D| ordonnée : D| ordonnée : N
cote : N cote : D cote : D
pression : N | pression : D | pression : N
g=e; abscisse : D | abscisse : D | abscisse : N
ordonnée : N| ordonnée : N| ordonnée : N
cote : D cote : N cote : D
pression : D | pression : N | pression : N
g=e;3 abscisse : N | abscisse : D | abscisse : D
ordonnée : D| ordonnée : N| ordonnée : D
cote : N cote : N cote : N
pression : N | pression : N | pression : D

Table 5.1 - Récapitulatif des conditions de bord pour la cellul&’; pour (MicroF).

Pour la calculer, il sut de connaitre la matrice d'impédance sur chaque cub¥,,
2 k 8etde sommer termes a termes lésmatrices obtenues. On noteéuji )1 3
le déplacement solution de (MicroF) avec second membee (I'un des trois vecteurs
de base) sury; et p' la pression solution du méme probléme. On établit les solutions
sur chacun des cube¥, pour 2 k 8 en fonction deu. Pour cela on procéde
comme pour |'étude des symétries, en explicitant le changement de variable relatif
aux passages d¥; a Yy, 2 k 8, et on en déduit les signes des coordonnées de la
solution sur Y.

Les solutions obtenues dans le4 sont récapitulées dans Idab. 5.2.

Finalement, en additionnant les coordonnées des solutions dans chaque cdhe

1 Kk 8, on obtient la valeur de la matrice dimpédancéV; suivante :
0 _ 1
8huti, 0 0
M=@ 0 gud, 0 A:
0 guii,

Ainsi, lors de I'exécution du code, on résout le probleme (MicroF) sur le huitiéme
de celluleY; pour chacun des trois seconds membres, avec les conditions aux bords
données dans I&ab. 5.1. Puis on calcule la matrice d'impédance s entier en
s'intéressant uniqguement aux termes diagonaux fournis par la matrice d'impédance
calculée surY;.

5.2.3 Eléments nis
Ecriture de la formulation variationnelle

Pour qu'il y ait existence et unicité de la solution(un; pn) 2 X, My au probleme
discret, il est su sant que celui-ci véri e les hypothéses du théoreme de Brezzi 2.2
page 36. Or d'apres [AloQ7], toutes les combinaisons d'espaces d'éléments nis pour
la vitesse et la pression ne permettent pas que les solutiomg et p, Vvérient la
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Cube | Changement de variable g = e; g=e€; g=e3
Y, (X, Y;2) b, =ul |6,° uz | b,°=ud

f,lzl: U% 022 U% szB_ Ug
031: U% 032— Ug 033: Ug
Pop Pz ¢ | psp
Ys ( X, y;2) b =ul |6,°=u?2 [6,°= ul
021: U% 022 U% 023_ Ug
031: U% 032— Ug 033_ Ug
pr= p = P = p’
Y, ( X;y;2) b, =ul |6,°= u?|6.°= uld
ﬁzi_ U% ﬁzi U% flzz Ug
03 = U% f.|3 = U% tlg = Ug
p= p = p? = p
Ys ( xy; 2) b =ul |6,°= u?2f6,°=ud
Uzi— us 022_ us Uzz us
03 = U% f,|3 = U% tl3 = Ug
= pl = p2 = p3
Yo ( X, y; 2) b =ul |6,°=u?2 [6,°=ud
021: U% 022— U% 023 Ug
031: U% f,|32— U% tl33— Ug
p= p = P = p
Y; x; y; 2) b =ul |6,°= u?|6,°= uld
021_ U% 022— U% 023 Ug
f,lglz U% 032— U% 033— Ug
pll‘ p' = P’ = P’
Yg (X;y; 2) 6, =ul |6,°=u? b= ud
021: U% 022— U% 023 Ug
f,l3l: U% 032: U% fJ33— Ug
B =p F=p = p
Table 5.2- Solutions(e;p) de (MicroF) dansYy, 2 k 8, exprimées en fonction

de(uf): ij setdep,1

3.
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condition Inf-sup donnée dans le théoreme de Brezzi. Nous choisissons de travailler
avec des éléments nid?, pour la vitesse etP; en pression. On veut alors résoudre
le probléme variationnel suivant :

8 Z Trouver ux 2 [Xn]® et py 2,Mj, tels que :

2 [ Un:f Vh+ _ Pl Vh = g Va  8vh2 [Xul’;
F ZF F
> Gf uph = O 8¢h 2 Mp;
F
ou
Vh = (Vih;Van; Van);  avecvi, 2 Xy; 8i 21 1;2; 3g;
et n (0]
Xh= Vip 2 Py Vih_gr, =0 et Mh="fgh 2 Py, ¢h(X0) =0g;

ol Xo est un point deF a xer.

Remarque 5.3
On obtient bien cette formulation variationnelle puisque les conditions de périodicité
et de symétrie annulent tous les termes de bord.

Remarque 5.4 (Réciproquement)

D'autre part, on sait qu'il existe une unique solution au problemgMicroF) (rappelé

page 106) d'apres le théoréeme 3.58 énoncé a la page 83. Comme de plus on sait que ce
systeme admet une solution périodique dans le cas particulier du domaine périodique
gue nous étudions, cette solution est la seule. Par conséquent, la formulation varia-
tionnelle que nous étudions admet bien comme unique solution;p:) 2 X,  My,.

Ecriture sous forme matricielle

Onnote (' i)1 i v les éléments de la base d€, et ( i)1 i m ceux de la base de
Mp. On note u;; la valeur deu; en lei-eme point d'intégration pourl i M, en
chaque coordonnég pour1 j 3. On obtient ainsi les écritures

X X |
Uin (X;y) = Ui " i(GY);  gn(Xy) = gii(xy) 1 ] 3

i=1 i=1
et
X
Pr(X;y) = poi(Xy):
i=1

Finalement, en appelanty; les vecteurst(uj;i)l i N, L] 3 et P le vecteur
t(pi)l i ™, on obtient I'écriture matricielle suivante

0 0 1 0 1
A 0 0 B; U G,
0O A 0 Bzgéuzg_%ezﬁ
0 0 A B; U A~ @g; A
‘B, ‘B, ‘B 0 P 0
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avec

5.2.4 Code Matlab
Le domaine a étudier

Nous commencgons la mise en +uvre du code par I'écriture d'un codiéatlab
2D. Pour cela, nous devons tout d'abord adapter la cellule de référence a étudier
en choisissant de travailler sur la cellulé proposée dans l&ig. 5.5. De méme
gue dans le cas tri-dimensionnel, on cherche a symétriser cette cellule de référence
an de gérer des conditions de Dirichlet et de Neumann sur le bord plutét que des
conditions de périodicité. Nous nous restreignons donc a I'étude du carré proposé
sur laFig. 5.6.

c-:a 5 :E; Thag
Figure 5.5 - Cellule Y permettant Figure 5.6 - Cellule F sur laquelle
d'étudier les périodicités. on trace les solutions.

Remarque 5.5 (Cohérence du domaine étudié)

Il est & noter que dans le cas bi-dimensionnel, il n'est pas possible de respecter I'hy-
pothése(H 5.2) tout en ayant un uide connexe (hypothése nécessaire d'un point

de vue physique). Dans la cellule représentée surHm. 5.5, les parties uide et
solide sont bien connexes mais en revanche, le solide ne touche pas tous les bords du
domaineY. Néanmoins, nous avons jugé intéressant de faire nos premiers tests sur
ce type de domaine a n de confronter nos résultats avec ceux trouvés par les équipes
de Dassault-Aviation et de 'ONERA.

La Toolbox

Le programme va étre trés simpli € par l'utilisation de la Toolbox éléments nis
de F. Alouges et M. Tajchman. En e et, il sut de dé nir un maillage pour que la
fonction mefnous retourne (notamment) les coordonnées des noeuds du maillage, un
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tableau faisant correspondre a chaque triangle ses numéros de sommets, et surtout
les matrices creuse$ ;(®))i;, (@ j(&))ij, (@ j(®&))ij. ou les fonctions' ; sont

les fonctions de base et les pointg sont les points d'intégration. Cela nous permet
d'obtenir en une seule ligne I'écriture de la matricé par exemple.

Un algorithme modi é du gradient conjugué

L'algorithme classique du gradient conjugué sert a résoudre une équation de type
MU = F, ouM est réelle symétrique et dé nie positive. La matrice que nous devons
inverser pour résoudre (MicroF) véri e bien ces propriétés mais nous allons adapter
I'algorithme a n de prendre en compte les conditions de Dirichlet dans la résolution
du systeme.

Dans notre algorithme du gradient conjugué nous avons pris en compte les condi-
tions aux limites de Dirichlet, ce qui donneAlg. 5.1.

Initialisation du résidu r"= F MU?.
On repeére les lignes deJ, et donc der", qui contiennent les valeurs dé&J en des
points situés dans I'ensemble soumit aux conditions de Dirichlet,
Annulation du résidu r" sur ces lignes,
Initialisation du vecteur descente :p" = r",
Tant que le module du résidu est grand :

Calcul deMp",

Annulation de Mp" sur les lignes cozrrespondantes aux conditions de Dirichle

n
[tération de U : U™t = U" Lp”,
(Mp";p")
n+l — »n krnkz n

[tération du résidu : r =r ——Mp",
(Mp";p")
kr"™*lk

Itération du vecteur descente p**! = ™1 + krok P

D
-+

Alg. 5.1: Gradient conjugué avec prise en compte des conditions de Dirichlet.

Résolution du systéme nal

On veut résoudre le systéme suivant

8
< A]_Ul + B]_P = Gl;
Asz + BzP = Gz,
tBlul + thUz = 0:

On récrit alors le systeme sous la forme

8
3 U = A (F1 B1P);

U, = A, '(F2 B,P);

‘B1A;'B1+ 'BoA,'B,. P = 'B1A; 'F1 # 'BoA, 'Fe:
.Blll 1{2222} |1115‘Z 2Rz e
f1 e
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Calcul du second membre déiP = grace a l'algorithme du gradient conjugu
Alg. 5.1 qui nous permet de calculeA, *F; et A, 'F,,

Initialisation du résidu r" a la valeur du second membre calculé ci-dessus,
Annulation du résidu a la ligne correspondant au point(1=2; 1=2),

Initialisation la pression a 0,

Initialisation du vecteur descented" = r",
Tant que le module du résidu est grand :
Calcul def1d" = 'B;A, 'B.d" + 'B,A, *B,d". On utilise & nouveau le gradient
conjugué pour calculerA, 'B,d" et A,'B,d" en résolvant les deux équations
A;U; = B1d" et A,U, = B,d" avec pour conditions initialedJ;.o = 0 et U, = 0,

Dy

Annulation du vecteur f1d" sur les lignes correspondantes aux conditions [de

Dirichlet,
. kr"k?
[térationde P : P = p" — — "
(fadn; d)
. . krk?
[tération du résidu :r"** =" — — m@d"
(fadn; d)
L kr"*t1k
Itération du vecteur descente d" = r"*! + Wd”:

Alg. 5.2: Gradient conjugué pour la pression adapté a la matrice du systéme.

Cela revient donc a résoudre une équatidf;lIP = . Pour cela, on commence par

calculer la pression grace alg. 5.2.

On obtient ensuite les vecteurs); et U, grace a l'algorithme du gradient conjugué
Alg. 5.1 et aux deux premiéres équations du nouveau systéme d'équations.

Résultats

On observe les résultats tracés sur la cellufe représentée sur l&ig. 5.6 a la

page 112 sur le§ig. 5.7, 5.8, 5.9 et 5.10.

prassion appraches
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Figure 5.7- Pression pour un second
membre vertical.
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Figure 5.8- Pression pour un second
membre horizontal.
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Figure 5.9 - Vecteurs déplacement Figure 5.10- Vecteurs déplacement
pour un second membre vertical. pour un second membre horizontal.

La matrice d'impédance obtenue pout = 100 est la suivante :

3224 +5392i 0
— 8

Zt =10 0 3224 + 5392

On remarque que la matrice est proportionnelle a l'identité, ce qui rend bien compte
de la symétrie de la cellule de référence.

Remarque 5.6
Les résultats obtenus coincident avec ceux obtenus par IONERA avec le code Cel-
Per2.

5.25 Code C++

Le travail exposé dans cette section a été réalisé en collaboration avec S. Faure

Le domaine a étudier

Nous choisissons de travailler sur la cellule de référeri¢econstituée des8 cubes
représentés dans l&ig. 5.2 a la page 104. Nous souhaitons comparer nos résul-
tats avec ceux obtenus expérimentalement au LAUM (Laboratoire d'Acoustique de
I'Université du Maine). Nous imposons donc que la forme géométrique constituée
par les cylindres reliés entre eux par la sphere centrale et qui représente le volume
solide, ne contienne qué&% du volume total du cube.

Nous utilisons le mailleurgmsh a n d'obtenir le maillage de la celluleY;. Les
parametres a dé nir sont donc le c6té du carr@M , le rayonrs de la sphére centrale,
le rayonr. des cylindres et la longueut. de ces cylindres. lls sont reliés entre eux
par les relations suivantes :

rs.

e = > M=L+rgs; 2M =05

2. Université Paris Sud 11, Orsay
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on impose en e et2M = 0:5 parce que nous maillons seulement le huitieme de cube.
En écrivant que le volume du solide correspond 246 du volume deY;, on obtient

,16rs+18L
s 12

On utilise ensuite le fait quers+ L = M = 0:25, pour obtenir une équation de
degré trois dont est solutionrs. Comme0 < r, < 0:5, la seule solution possible est
rs = 0:03281365n, cela nous permet d'obtenir la cellule; représentée (vue de face)
sur laFig. 5.11.

=0:.01 8M?3:

Figure 5.11- Maillage de la partie uide Y; vu de face.

La librairie libMesh

A n de mettre en +uvre un code C++ qui résout le probléme (MicroF) nous

utilisons la librairie libMesh Il s'agit d'une librairie éléments nis compatible avec
les complexes, disponible librement et possédant une bonne documentation. Cette
librairie a été actuellement développée par Dr. Benjamin S. Kirfk Ste en Petersert,
Dr. John W. Petersor, Dr. Roy Stogner® et Derek GastorY. Dans la librairie il
existe un exemple dans lequel est résolu le probléeme de Stokes en deux dimensions
et pour le cas réel. Le code que nous avons élaboré est donc un enrichissement de
cet exemple puisque nous lui avons apporté les modi cations suivantes :

prise en compte d'un maillage créé avec le maillelgmsh (la librairie libMesh

permet de faire des maillages simples mais a notre connaissance, il est plus

facile de passer par un mailleur extérieur pour mailler et labéliser un domaine

tel que Y; qui est représenté sur ld&ig. 5.2),

passage a la dimensior3,

NASA Lyndon B. Johnson Space Center
Hamburg University of Technology
University of Texas at Austin

University of Texas at Austin

UT-Austin, Sandia Nat'l Lab

Noo ko
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passage au cas complexe,
écriture de la matrice du systeme,
résolution du systéme : on regarde si la matrice est diagonale ou non, si elle
est préconditionnée ou non et on utilise la méthod8MRES via LASPack
écriture de la sortie dans un format lisible parvtk (cette partie a été délicate
puisque la sortie prévue par la librairie ne prend pas en compte le cas com-
plexe, nous avons da trés Iégérement modi er la librairie). Nous visualisons les
résultats via le logicielParaView.
On commence par tester le code sur un maillage équivalent au maillage 2D utilisé
pour le codeMatlab. On obtient les résultats présentés déng. 5.12 pour la pression
et en Fig. 5.13 pour le déplacement. Ces résultats correspondent a ceux trouvés
avec le codeMatlab : dépression au niveau du solide causé par le fait qu'on empéche
le uide de passer (on impose un déplacement nul & ce niveau) et le uide s'écoule
d'autant mieux qu'il est éloigné du matériau.

Figure 5.12 - Pression pour un se- Figure 5.13- Déplacement pour un
cond membre vertical. second membre vertical.

Remarque 5.7 (La pression est donnée a une constante pres)
Pour le code C++ , nous navons pas imposé la valeur de la pression en un point
donné. L'échelle de valeurs de la pression est donc indicative mais pas signi cative.

Les résultats tri-dimensionnels pour un second membre selon la direction et
pour une frequence = 100 sont présentes efrig. 5.14,Fig. 5.15,Fig. 5.16 etFig.
5.17. Sur laFig. 5.14, on observe une dépression au niveau de la croix formée par
les cylindres représentants le matériau, la ou le uide arrive, et une surpression la ou
il repart. Cela vient des conditions de bord nulles imposées sur la croix. D'ailleurs
au niveau des vecteurs de déplacement représentés sufita 5.16, on obtient bien
gue celui-ci est quasi nul au niveau de la bre de verre.

En n nous obtenons la matrice d'impédance suivante :

0
0:0528481 +0:0196472 0 0
@ 0 0:0528274 +0:0196563 0 A -
0 0 00505321 +i0:021576
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Figure 5.14- Partie réelle de la pres- Figure 5.15- Partie complexe de la
sion pour un second membre horizon-  pression pour un second membre ho-

tal et pour ! =100. rizontal et pour! =100.

Figure 5.16- Partie réelle du dépla- Figure 5.17 - Partie complexe du
cement pour un second membre hori-  déplacement pour un second membre
zontal et pour! =100. horizontal et pour! = 100.
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Cette matrice est proportionnelle a l'identité parce que nous avons choisi de faire le
calcul sur une celluleY; symétrique.

5.3 Le probleme microscopique solide

Dans cette section, nous établissons le code utilisé pour résoudre le probleme
microscopique solide. Nous commencons par faire I'hypoth&sE5.1) sur la cellule
de référence, ce qui nous permet de gérer des conditions de Dirichlet et de Neumann
sur le bord plutét que des conditions de périodicité. Nous étudions ensuite I'in uence
sur la matrice d'impédance qu'a une telle hypothese. Nous terminons I'étude par des
résultats numériques obtenusia un code 3D écrit enC++ toujours avec la librairie
libMesh

5.3.1 Etude des conditions de bord dans Y;

Nous commencons en e et par symétriser la cellu¥e grace a I'nypothéséH 5.1) .
Ceci nous permet d'obtenir des conditions de Dirichlet et de Neumann sur les bords
de Y; plutdt que de travailler avec des conditions de périodicité sur le bord deé.

Pour comprendre d'ou viennent les conditions de Dirichlet et de Neumann que
nous devons imposer sur le bord d¢;, nous cherchons quelles sont les fonctiohg
solutions de (MicroF) apres les changements de variables induits par les symétries
selon les trois axes directeurs pour le repére proposé danig 5.4.

Détaillons comment trouver les conditions de bords d¥,. Soientu, et @, les
solutions de (MicroS) aveds = E;; respectivement dansy; et dansY, (a un dépla-
cement solide prés), ou le¥; sont représentés sur l&ig. 5.1. On passe du cub¥;
au cubeY, grace au changement de variablgg;y; z) 7! (x; 1 y;z). Les fonctions

ui(x1 y;2)
bi(xy;2)= @ ui(x1l y;2) A; (5.3)
ud(x;1 y;2)
ol u} est lai-eme coordonnée dai, 1 i 3, sont solutions de (MicroF) avec

G = E,; dansY,. Pour les mémes raisons que dans le cas uide, en faisant tengire
vers 1=2, on trouve que l'ordonnéeu? est soumise a une condition de Dirichlet sur
le bord nord deY;, alors que I'absciss@i} et la cote u? véri ent des conditions de
Neumann sur ce bord.

Remarque 5.8 (Seconds membres a étudier)

Il est a noter que par linéarité de(MicroS), il sut d'étudier les éléments de base

de M 3(R). Le nombre de seconds membres a tester peut encore étre réduit si on
remarque que les seuls seconds membres qui nous intéressent sont les matrices sy-
métriques. En e et, on souhaitein ne tester la matrice d'impédance contre la ma-
trice symétriqueG(u) + Pld . Dans I'étude qui suit, les seuls seconds membres qui
nous intéressent sont donc les matrices normalisées suivantds,i, (E1, + E»1)=2,
(E1z+ E321)=2, E2, (E2s+ E32)=2 et Eaa.
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On peut ainsi obtenir leTab. 5.3 qui récapitule les conditions de bord relatives
aux di érents bords et aux di érents seconds membres. Pour simpli er la lecture du
tableau, on note D pour condition de Dirichlet et N pour condition de Neumann.

Second membre sud/nord est/ouest | devant/derriére
G=Eq; abscisse : N | abscisse : D | abscisse : N
ordonnée : D| ordonnée : N| ordonnée : N
cote : N cote : N cote : D

G =(Ey+ E»)=2 | abscisse : D | abscisse : N | abscisse : N
ordonnée : N| ordonnée : D| ordonnée : N
cote : D cote : D cote : D

G =(E3+ E3z)=2 | abscisse : N | abscisse : N | abscisse : D
ordonnée : D| ordonnée : D| ordonnée : D

cote : N cote : D cote : N

G =Ex» abscisse : N | abscisse : D | abscisse : N
ordonnée : D| ordonnée : N| ordonnée : N
cote : N cote : N cote : D

G =(E,+ E3)=2 | abscisse : D | abscisse : D | abscisse : D
ordonnée : N| ordonnée : N| ordonnée : D

cote : D cote : N cote : N

G = Ex abscisse : N | abscisse : D | abscisse : N
ordonnée : D| ordonnée : N| ordonnée : N
cote : N cote : N cote : D

Table 5.3- Récapitulatif des conditions de bord relatives a la cellulé; pour I'étude
de (MicroS).

5.3.2 Tenseur dimpédance solide

Dans cette sous-section, nous souhaitons obtenir une expression du tenseur d'im-
pédanceM; sur la cellule de référenc¥ en fonction de celui calculé sur le huitieme
de celluleY;. Notons (h S(u1)%iy)1 ij 3 = (MSE;j)1 ; 3 les matrices que nous
recherchons pour détermineMs. Comme dans la partie uide, nous établissons les
matrices que nous obtenons sur chaque domaiivg, 1  k 8 en fonction des
éléments de la matricgh S(uq)" in)l ij 3. Pour cela, on procede comme dans la
section précédente en établissant le vecteli; solution de (MicroS) sur chacun des
cubesYy, pour les seconds membres matrices de la baseMe.3(C). Les matrices
dé nissant le tenseur d'impédance sulY tout entier sont les sommes des matrices
dé nissant le tenseur d'impédance sur chaqu¥,, 1 k 8. Nous récapitulons
les solutions de (MicroS) pour les di érents seconds membres dansTeb. 5.4 en
notant ,'(JI les coordonnées de la matricgh S(u)" iv,)1 ij 3. D'autre part, ily a
seulement deux résultats possibles par cubes : une matrice et son opposée. Nous
améliorons donc la lisibilité du tableau en donnant cette matrice de référence pour
chaque cube et en notant pour chaque second membre un sigrsela matrice donnée
par le calcul est la matrice de référence et un sigres'il s'agit de son opposé.
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Cube | , Matrice de référence | Eyy | BitFa | EutEa | Ep, | EntER [ B4
o] R P
11 12 13 A
il ] i i
. (@ 4, Lk + + + +
i il
a) 31 32 33 1
o] ] T
11 12 13 A
i i i ) i
Y3 @ 12 22 23 + + + +
] il
0 3 32 33 4
o] ] T
11 12 13 A
il ] i 3
Y. @ 1, L 3s + + + +
i i
0 31 3 3 1
] ] ]
11 12 13 A
i ] j i i
Ys | @ 5L oL 3 + + + +
i i i
0 31 32 33
S
11 12 13 A
i ]
Yo @ i, 1 % + + + + + +
i ]
31 32 33 q
] ] T
11 .12 .13 A
il ] i 3
Y, @ I 3 3s + + + +
i ]
a) 31 32 33 1
] ] T
11 12 13 A
i i i 3 i
o |@ 4, L 05k + + + +
i ij i
3 32 33

Table 5.4 - Solutions (MicroS) dansYy, 2 k 8, exprimées en fonction de
(h*u)?iy)ej s
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Finalement, en additionnant les coordonnées des solutions dans chacun des cubes
Y«, 1 k 8, on obtient les valeurs suivantes pour les matrices données par le
tenseur d'impédanceV :

0 1 0 1
84 0 0 82 0 0
MEu=@ 0 811 0 A; MEn=@ 0 8% 0 A;
0 8 i1 0 8 22
g3 o o * O o 820
MsExzs=@ 0 83 0 A; ME,=@812 0 0A;
0 8 3 0 0
0 1 0
0 0 83 0O 0 O
MsEiz=@ 0 0 0 A; et MiEs=@0 0 8ZXA:
81 0 0 082 0

Ainsi, lors de I'exécution du code, on résout le probléme (MicroF) sur le huitiéme
de celluleY; pour chacun des six seconds membres, avec les conditions aux bords
données dans I&ab. 5.3. Puis on calcule la matrice d'impédance s entier en
s'intéressant uniqguement aux termes diagonaux fournis par la matrice d'impédance
calculée surY;.

5.3.3 Eléments nis
Ecriture de la formulation variationnelle

On travaille en éléments nisP, pour le déplacement microscopique sur le solide
a n de travailler avec un déplacement de méme régularité que dans le cas uide.
En intégrant par parties deux fois, on obtient le probléme variationnel suivant :

2 Trouver up, 2 [P.]° tel que :
rup+ rup irve=  G:rvy 8vp2 I[P

S S

Ecriture sous forme matricielle

Onnote(' i); i n les éléments de la base d¢€, et u;; la valeur deu; en lei-eme
point d'intégration et de méme pour les autres fonctions. On obtient ainsi I'écriture

w -
Uph (X Y) = ui ' i(xy); 1) 3

i=1

Finalement, en appelantU; les vecteurst(uj;i)l iN, 1 3, on obtient
I'écriture matricielle suivante
10 1 0 1

A+( + )Bix B+t By Bzt Ba Uy G,
@ B, + By A+( + )Byxy Ba+ Bis AQU,A=@G,A;
Bai+ Bis B s+ B A +( + )Bas Us Gs
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avec

5.34 Code C++

Le travail exposé dans cette section a été réalisé en collaboration avec S. Féure

Le domaine a étudier

Figure 5.18- Maillage de la partie solide dey; vu de face.

Nous choisissons de travailler sur la cellule de référenteconstituée des8 cubes
représentés dans l&ig. 5.2 a la page 104. De méme que pour le maillage uide,
nous utilisons le mailleurgmshet nous contraignons les parametres du domaine a n
d'obtenir le volume souhaité. On obtient le maillage représenté vu de face sur la
Fig. 5.18.

La librairie libMesh

On utilise a nouveau la librairielibMesh et on lit le résultat via le logiciel Para-
View.

Les résultats tridimensionnels pour un second membre égal a la matrige;
sont présentés erFig. 5.19 pour les vecteurs déplacement et dfig. 5.20 pour
un grossissement (dd.(®) de la déformation. Pour un second membre qui touche
deux directions comme la matriceE,, on obtient les résultats présentés eFig.
5.21 pour les vecteurs déplacement et défig. 5.22 pour un grossissement (d&0®)
de la déformation. Les résultats obtenus pour le tenseur d'impédance solide sont
notés dans leTab. 5.5. Les résultats obtenus semblent cohérents parce que pour les
matricesM; E;i , la contribution la plus forte est portée par la coordonnég;i) et est

8. Université Paris Sud 11, Orsay

123



Chapitre 5. Au niveau microscopique Section 5.3

Figure 5.19- Déplacement pour Figure 5.20- Grossissement de
le second membré&s = Eq;. la déformation pourG = E;.

Figure 5.21- Déplacement pour Figure 5.22 - Grossissement de
le second membreG = (Eqp + la déformation pourG = (E +
E21)=2. E21)=2.
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sensiblement la méme pour toul i 3 a cause de la symétrie de la cellule (les
cylindres sont de méme dimension et coupent tous le cube par le centre d'une face.
De méme les contributions des autres coordonnéesMeE; et des coordonnées des
MsEj,1 6] 3seretrouvent par symetrie.

Matrice | Résultat obtenu numeriguement ,

0:986148 0 0
M.Ey | @ 0 0:209556 0o A
0 0 0 0209616

0 0755646 0
M.Ey;, | @ 0:755646 0 0A
a 0 0

0 0 Q75561
McEizs | @ 0 0 0o A

o 075561 0 0 "
0:209435 0 0
M.E,, | @ 0 0:985958 0o A
a 0 0 0209499
0 0 0
M.E,s | @O0 0 Q755633A
o 0 0755633 0 1
0:209377 0 0
McEsps | @ 0 0209383 o A
0 0 0985725

Table 5.5- Description du tenseur d'impédance solide obtenu numériquement.
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6.1 Introduction

L'objectif de cette partie est de montrer que le modéle homogénéisé que nous
avons exhibé en (Macro) est représentatif. Pour cela, nous testons ce modéle dans
un cas déja connu de maniere empirique : la laine de verre. Nous calculons le déplace-
ment et la pression macroscopique donnés par le modeéle pour en déduire I'impédance
acoustique. Nous nous plagons dans un cas tres simpli € a n de disposer de données
obtenues empiriquement par Dassault.

Le systéme d'équations macroscopiques que nous étudions est le suivant :

D E
2 (u+h)+12¢hwvic+r jSj S(u+h)+ y(U) . j Firp = 0;
jEir (u+h)+r hvip hr y ujig = 0;
(Macro)
ou = jSj+ +jFj.

Nous avons vu dans la partie théorique que ce probleme admet une solution
mais qu'elle n'est unique que lorsque la cellule de référence est constituée de milieux
uide et solide tous deux connexes et tels que le solide véri e I'hypothé@e 5.2) . On
peut alors chercher a résoudre le probleme (Macro) de maniere numérique. Pour cela,
nous devons tout d'abord résoudre les problemes (MicroF) et (MicroS) et calculer
les matrice et tenseur d'impédance qui découlent de ces problemes pour utiliser les
propriétés

D E
hvic =Mt rp 12 (u+h) ; et j(ul)szMs s(u+h) pld
(6.1)

Il est alors possible de reformuler (Macro) en fonction dsl; et de Mg et de
facon a obtenir un systéme de deux équations (I'une vectorielle et I'autre scalaire)
en les deux inconnues macroscopiquegs= u + h et p. Ce systeme devient alors

Zi(u+h)+ Zor p+r (Zz S(u+h))+r (Zspld) = O;

r (Zz(u+h)+r (Merp+Tr(Zs *(u+h))+Tr( Zspld) 0;
(6.2)

avec

Z, = 12 1d (!zf)sz; Z, = !szf j Fj|d,
. 1
Z3=jSjld Mg, Z4= Mg et Zs= WMS:

6.2 Code Matlab 2D

Pour résoudre le probléme macroscopique (Macro), nous devons utiliser les ré-
sultats des codes résolvant les systemes (MicroF) et (MicroS) a n de connaitre les
valeurs des coe cients des matrices d'impédances. Pour cela, nous déterminons le
tenseur d'impédance solide et les matrices d'impédance uide pour chaque valeur de
la fréquence que nous souhaitons tester et nous I'écrivons dans un chiatlab. Ces
chiers sont ensuite lus par le code macroscopiqudatlab qui résout le probléme
(Macro) en deux dimensions. On choisit de travailler en éléments niB, pour le
déplacement etP; pour la pression.
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6.2.1 Formulation variationnelle

On écrit la formulation variationnelle de (Macro) pour l'inconnueu plutdt que
pour l'inconnue U = u+ h. On obtient alors le probléme variationnel suivant :

8 7 Trouver uy2 Xp et py 2 Mytels que 8 (vh; th) 2 [Xn]* My
(Zpun) vhnt  (Zor pn) Vv (Z3z 3(up)):rv
% 1Yh hZ 2 h h Z3 h hZ

+ o (Zapnld) vp = %Zlhh) Vh+ (23 S(hp)):r vp;
ya Z
% s (Mirp) f gt THZs (un),
+  Tr(Zspnld )= 1 (Z:hp)oh Tr(Zs S(hn))oh;
ou n 0

Xn= Va2Py;Vin, =0 et Mp=1ag 2Py 0h(x)=09;

ou Xg est un point de a xer.

6.2.2 Ecriture sous forme matricielle

Onnote (" |)1 ; n les éléments de la base d¢, et ( ). i m les éléments de la
base deM,,. Finalement, on resout le probleme matriciel suivant
0

1 0 1
All A12 A13 Ql All A12 A13 Ql
Az An Az Q §% A Az Ax Q §%
Azr Az Az Q3 Az1 Az Aszs Qs
Rl RZ RS Rl Rz R3
ou les matrices sont dé nies pouEL 16 ) 3par
|
) X -
Ai = (1'% (12 )2MHM, 1 M S
X 1j 3
(1 2M“)SJJ 1 ) Si;
1j 3
A = 1 Mi)S; X(l 2MI)s;
Q = (2oM{ G MY D;;
1] 3 |
— | 2 i 0 2 X | 0.
R = ("° Mf + G+ > +3 Tr(M;) + 5 +3 . 3T|’(ij) Dy
X 1 X
T = . Mf TJJ + 2 +3 ' Tr(MJJ )Mp’
1) 3 1j 3
ou les matrices intermediaireM, S;j, Ci, Di, M, et T pour 1 i;] 3 sont
données par
Z Z Z
M, = R ; Mp = i ; G = "'k@ |
16 N 16 N 1 ki N
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et
z z

D; = K@ | ST @ @ | ,

1 ki N 1kl M
Z

Ti = @ «@

1 kI M

Dans les expressions ci-dessus, on a ncMéj la coordonnée(i;j ) de la matrice
dimpédance uide et M)} la coordonnée(i;j) de la matrice MsEy, ou Mg est le
tenseur d'impédance solide.

Les résultats du code pouh = '(1;0;0) et! = 1000 sont visibles sur un domaine
rectangulaire de largeu0:1 m et de longueurl m enFig. 6.1 et enFig. 6.2 pour le
déplacement. En e et, surFig. 6.1 sont représentées les parties réelles des vecteurs
déplacement, ce qui permet de voir que le déplacement ne dépend que de I'abscisse
puisque la conditions de borch ne dépend que de l'abscisse. C'est pourquoi nous
avons ensuite choisi de représenter la partie réelle de I'abscisse du déplacement en
Fig. 6.1. Sur cette gure, ou le calcul est e ectué pout =100 s ! on observe une
couche limite au niveau du bord ou le déplacement est imposé. Pour comprendre
gue cette couche limite n'est pas un e et numérigue, nous avons représenté la partie
réelle de déplacement calculé pour une fréquence de vibratior 4980 s ! en Fig.

6.3 pour la partie réelle et enFig. 6.4 pour la partie imaginaire. Sur cette gure
aussi on observe une couche limite mais elle se créé sur plus de mailles que dans le
cas! =100s L

Figure 6.1 - Parties réelles des vec- Figure 6.2 - Partie réelle du dépla-
teurs déplacement. cement pour! =100s L.

Sur Fig. 6.5 et Fig. 6.6 sont respectivement représentées les parties réelle et
imaginaire de la pression divisées pat® an que les résultats soient facilement
observables puisque la pression de l'air est de l'ordre @€ Pa. Ces résultats sont
aussi obtenus pour une fréquence de= 100 s 1. De méme que pour le déplacement,
on observe que la pression ne dépend que de I'abscisse, ce qui s'explique par le choix
du déplacement imposé sur le bord. Nous comparons ces résultats avec ceux obtenus
pour une fréquence = 4980 s ! : partie réelle enFig. 6.7 et partie imaginaire
en Fig. 6.8 (divisées par 100). Pour cette fréquence plus grande, on observe une
vibration de la pression.
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Figure 6.3 - Partie réelle du dépla-
cement pour! =4980s !

Figure 6.5 - Partie réelle de la pres-
sion macroscopique pour = 100s 1.
(2 une sous-suite pres)

Figure 6.7 - Partie réelle de la pres-
sion pour! =4980s 1.

Figure 6.4- Partie imaginaire du dé-
placement pour! =4980s 1.

Figure 6.6 - Partie imaginaire de la
pression macroscopique pour = 100
s L

Figure 6.8 - Partie imaginaire de la
pression pour! =4980s !
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Annexe A

Propriétes de p-

L'objectif de cette annexe est de caractériser une fonction dont le gradient est
périodique, ce qui est le cas de la pressipngue nous avons été amenés a manipuler.

L' énoncé de la proposition ci-dessous m'a été suggéré par la lecture de C. Le
Bris [Bri05] a la page 60.

Proposition A.1
Soit un pavé de tailleT; T, Tz et donc la mesgye de Lebesgue devaut
j j = TiT.Ts. Soit p: R®! R une fonction telle que r p = e;, ou g est un
vecteur de la base canonique. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.
i) La fonction r p estT -périodique.
i) 1l existe w: R3®! R une fonctionT -périodique telle quep(x) = x;5j j+ w(Xx).

Démonstration :

Pour la réciproque, il sut de remarquer que le gradient dep vaut ej5 j+r w,
fonction qui est bienT -périodique.

L'autre sens correspond a montrer que la fonctiow(x) = p(x) x;5 ] est
T -périodique. Pour cela remarquons tout d'abord qu'il sut de montrer que

w(x + tje;) w(x)=0; 81 | 3 8x 2
Soitdoncl | 3. Alors

w(x + tjg;)  w(x)= p(x + tjg) p(x) TJJ_IJJ

ou j; vaut 1sii=j etOsinon. Or la formule de Taylor avec reste intégral donne
z Xj +Tj
p(x + tjeg;) p(x) = @p(x +(t  Xxj)e)dt:
X
Il faut maintenant faire le lien entre cette intégrale et celle véri ée par p en hy-
pothese. En fait la fonction@p apparaissant dans l'intégrale ne dépend que d'une
variable d'espace. Quitte a diviser par des constantes, on peut donc se ramener a
une intégrale sur . D'ou

: Xj +Tj

T
p(x + tje;) p(x) = T1TJZT3 . @p(x +(t  x;)e)dt:
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R
Rnsuite une maniere de traduire 'hypothese r p = e, consiste a ecrire I'égalité
@p= i . Finalement, on obtient

i ——— =0:
T, T,T; " J

w(x + tjeg) X(x)=

Donc la fonctionw est périodique. [

Corollaire A.2

Soit un pavé de tailleT; T, T3 et donc la megure de Lebesgue devaut

j j = TaT,Ts. Soit p: R®! R une fonction telle que r p= Cie;, ol e est un
vecteur de la base canonique € une constante. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

i) La fonction r p estT -périodique.
ii) Il existe w:R3! R une fonction T -périodique telle que

Démonstration :
On utilise le théoreme précédent avec la fonctiogp= p=G: [

Corollaire A.3

Soit un pavé de tailleT; T, T3 et donc la mesgre de Lg,besgue devaut

. - . . 3 . _ 3 N

j ] = T1T,Ts. Soit p: R* ! R une fonction telle que r p= ., Cie;, ou g
est un vecteur de la base canonique €t une constante. Alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes.

i) La fonction r p estT -périodique.
ii) Il existe w:R3! R une fonction T -périodique telle que

o) = S5y wx):
i=1

Démonstration :
On utilise le corollaire précédent aveq(x) = p(x) Cixi5 j Cyxo5 j. O

Remarque A.4
En particulier on a montré que sip est une fonction telle que p est T -périodique,
alors il existe une fonctionw, T -périodique, telle que

Z

rp(x)=rwx)+ rp(y)dy:

Remarque A.5
Dans nos applications de cette propriété a la fonctigm(x), on choisira = F, et
T="Y112).
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Compléments sur |'étude du
probleme rigide

Dans cette annexe, nous souhaitons détailler les résultats présentés dans la section
2.2.1. Ces resultats sont classiques dans le cas réel et notre travail a consisté a les
adapter au cas complexe.

Hypothese (H B.1)
L'ouvert O est connexe, borné, de bord lipschitzien daRs.

Nous utilisons les notations de D. Braess [Bra0O1] que nous adaptons au cas com-
plexe. Nous commencons par dé nir les espaces utilisés dans les notatidhB.1)
et (NB.2) .

Notation (N B.1)
Les espaceX et M sont deux espaces de Hilbert d'anti-duaux respectfs’ et M ©,
c'est-a-dire les espaces des formes anti-linéaires continues Xutet M . On note res-
pectivement( ; ), et(; ),, les produits scalaires suX etM etxoh; iy etyoh; i,

sont les produits de dualitéX % X) et (M%M).

Notation (N B.2)
Le produit scalaire associé 1™ (O) est noteh; i ., et la norme associée se note
kKK o-

Nous introduisons ensuite les formes qui agissent sur ces espaces avec

Notation (N B.3)
Les formesa et b sont sesquilinéaires continues et dé nies respectivement xir X
etX M.

Nous avons maintenant les outils pour dé nir le probléme point-selle que nous
souhaitons résoudre

Etant donné (f;g) 2 X° MPCtrouver (u; )2 X M tels que :
a(u;v) + blv; ) = xof;viy; 8v2X;
b(u; ) = mog; iy; 8 2 M:
Pour résoudre le probleme (2.5), il sut de montrer que l'application associée,
et que l'on noteL, est un isomorphisme.

(B.1)
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Notation (N B.4)
L'application associée a(2.5) s'écrit

X M | X0 MO
“Cws )y F o oo (8.2)

ou les formes linéaired et G sont dé nies par

F(v) a(u;v) + blv; ); v2X;
G() = bu; ); 2 M:

En vue de réécrire le probléme point-selle (2.5) sous une forme équivalente mais
exprimée avec des opérateurs plutét qu'avec les formes linéaires continaest b
dé nies a la notation (N B.3) , nous utilisons la notation suivante pour les opérateurs
déduits dea et b.

Notation (N B.5)
L'opérateur A associé a la forme sesquilinéaira est dé ni par

X ! C

X | 0. I :
ArX XLur v 7! xoPAu;viy = a(u;Vv)

(B.3)
De la méme maniere, nous dé nissons l'opératelB associé a la forme sesquilinéaire
b ainsi que son dual :

M ! C

. | o} | .
B:X! M~ u7! 70 wotBU; iy, = b(u; )

(B.4)
X 1! C

0. | 0. | .
BE:M X5 7 v 71 xodBO%viy = (V)= (v, )

(B.5)

Remarque B.1
Commea et b sont des formes sesquilinéaires continues, les opératesB et B°
sont continus.

Nous obtenons ainsi la reformulation suivante du probleme point-selle (2.5)

Au + B° f
Bu = ¢

Nous introduisons ensuite des notations relatives aux espaces étudiés : I'espace a ne
des fonctions admissibles, I'espace linéaire correspondant, I'espace complémentaire
orthogonal et l'ouvert polaire correspondants a un opérateur linéaire borné (iBi).

Notation (N B.6)
Nous dé nissons l'espace a ne des fonctions admissibleg(g) et I'espace linéaire
correspondantV par

V(9)
Y

fv2 X;

8 2 M
fv2X; 8 2M
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Soient deux espaces de Banath, et H, de duaux respectifH? et HY et H un
sous espace vectoriel dd;. On di érencie le complémentaire orthogonal dél dans
H. et I'orthogonal deH par les notations suivantes :

Notation (N B.7)
L'orthogonal deH dansH? s'écrit

H =ff; 2 HY; yohfy;hiy, =0; 8h2Hg;

alors que lorsqu'on travaille dans des espaces de Hilbert (qui sont ré exifs), le com-
plémentaire orthogonal deH est I'espaceH’ dé ni par

H? = fx; 2 Hy; (x1;h)y, =0; 8h2Hg:

Commencons par citer quelgues théoreme d'algébre dont on a besoin pour la
suite.

Théoréme B.2
SoientH; et H, deux espaces de Hilbert et sdt : H; ! H, une application linéaire
bornée. Les assertions i) et ii) sont équivalentes.

i) L'image F(H;) deF est fermée dand,.
i) F(Hy) = (ker F9 .

La démonstration de ce théoréme est celle proposée par Braess dans [Bra0O1], il
n'y a pas besoin ici d'adapter au cas complexe mais pour plus de lisibilité nous avons
choisi de la donner quand méme.

Démonstration :

Commencons par remarquer qu'il est su sant de démontrer que lI'adhérence dans
H, deF (H,) est égale a I'espacgker F9 . Par dé nition de I'opérateur adjoint, nous
avons

ker F° ff,2 HY, FYf,)=0g;
ff22 HY, 8xy 2 HypohF%f2);xaiy, = 0g;

ff22 HY; 8x12 Hypghfo F(xy)iy, = 0g:

Dans le cas ou I'on travaille aved, hilbertien, on identie H% H,, ce qui permet
d'exprimer ainsi (kerF9 :

(kerF9 fX2 2 Hp; pohf ;%20 =0; 8f, 2 kerF%;
fX2 2 Hp; wohf2; %20y, =0; 8f,2 HY, (B.6)

tel que yghf2; F(X1)iy, =0; 8x12 Hig:

Ainsi, l'inclusion F(H,) (kerF9 est claire. De plus, comme l'orthogonaker F9
est un sous-espace fermé @&, on obtient la premiére inclusion.

Montrons l'inclusion réciproque par l'absurde. Soik, un élément de(kerF9 ,
tel que x, ne soit pas dans I'adhérence de(H,). Alors la distance entrex, et F (H)
est strictement positive et il existe une sphére centrée en et disjointe de l'ouvert
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convexeF (H1). Par le théoréme de séparation des ouverts convexes, il exist® HJ
et un scalairea tel que

Hohf2iXaiyy, >a;
th‘z;F(xl)in a 8x12 Hj:
CommeF est lineaire, cette propriété n'est véri ée que siolf; F (xy)i,, =0 pour
tout x; 2 Hy, ce qui impliquea > 0 et en particulier yoHf ;%21 ,, 6 0. Or cette
derniere relation contredit (B.6), et donc l'inclusion réciproque de est vraie et nous
donne le fait que I'adhérence d& (H,) est I'espacekerF9 . m

Les démonstrations suivantes sont inspirées de ce que I'on peut lire dans [Bra01]
mais nous avons ici pris en compte le cas complexe.

Théoreme B.3
SoientH; et H, deux espaces de Hilbert.

1. L'application linéaire F : H; ! H2 est un isomorphisme continu d'inverse
continu si et seulement si la forme associée

Hi Hy ! C

(Xl;Xz) 7! HgH:(Xl);XZiHZ; (B7)

véri e les conditions suivantes
i) (Continuité). Il existe C 0 tel que
JH(X1; X2)j CkxlkHlkxzkHz; 8x12 Hi; 8%, 2 Ha:
i) (Condition Inf-sup). Il existe > O tel que
J1(X1; X2)]

sup ———— kxiky s 8x12 Hy:

iii) Pour tout élément x, de H,, il existe x; 2 H; tel quel(xy;x,) 6 0.
2. Si on suppose seulement que les hypothéses i) et ii) sont véri ées, alors

F:Hyi!f Xp2 Hy I(X1;%X2)=0; 8x12 Hyg HY

est un isomorphisme continu d'inverse continu. De plus, la condition Inf-sup
est équivalente a

kF (xl)ng kxlkHl; 8x12 Hy: (B.8)

Remarque B.4
Le nom de condition Inf-sup vient du fait qu'une formulation équivalente a la condi-
tion ii) est

, j1(X1;X2)j

inf  sup M > 0O
Xx12H1 X22H> kX1kH1kX2kH2

X160 X260
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Démonstration :

Montrons que les propriétés), ii) etiii) impliquent que F est un isomorphisme
continu d'inverse continu.

La propriété i) implique immédiatement la continuité.

Montrons maintenant que la condition Inf-sup implique l'injectivité deF. Par
linéarité, il sut de vérier que si x; 2 H; est tel queF(x;) = 0, alorsx; = 0.
Soit un tel x4, alors par dé nition de |, pour tout élément x, de H,, on a I'égalité
I(X1;%2) = 0. En particulier, la propriété sup,,,4, [(X1;X2) = 0 est véri ee et la
condition Inf-sup implique donc quex; = 0, d'ou l'injectivité de F.

Montrons que la condition Inf-sup implique la continuité de= . Supposons donc
queF est injective et soitf, un élément deF (H,). Il existe donc un unique élément
X1 de H; tel que x; = F (f,). La condition Inf-sup donne alors la continuité de
F L

j1(X1; X2)] inohf o) Xoi 0
F Uty = kaky,  sup homXall g Iula Xelul],
XX222§|_0|2 szkH2 xxzzzsl-éz szkH2 (B.9)

K f2kyyo = KF (xo)ky,:

Pour la surjectivité deF, il faut d'abord montrer la deuxieme partie du théoreme.
On remarque tout d'abord que I'égalité (B.9) donne (B.8). On peut conclure en
remarquant que les continuités dé& et de F ! impliquent que F (H,) est fermé, et
commeH,, est un Hilbert, il est ré exif ce qui donne la dé nition suivante dekerF°:

kerFO= fx, 2 Ho: 1(X1:X2) =0; 8x; 2 HyQ;

on conclut en utilisant le théorémeB.2.

Ensuite, I'hypothéseiii) montre que fx, 2 Hy; 1(X1;%2) =0; 8x; 2 Hig est
I'orthogonal dansH? de I'élément nul. Il s'agit donc exactement de 2.

La réciproque est plus simple. En e et on obtient facilemen) grace a la conti-
nuité de F et a Cauchy-Schwarz. La relationii) s'obtient grace a l'injectivité de F°
Enn la condition Inf-sup ii) découle de la continuité et de la surjectivité dé& 1.
En e et, pour tout x; 2 Hy, la surjectivité de F ! assure qu'il existef, 2 H2 tel
que F (f,) = x; et on obtient ainsif, = F(x1) puisqueF est un isomorphisme.
D'autre part, la continuité de F ! assure l'existence d'une constante strictement
positive telle que

kxiky, = F 1(f2) b, K fakyo = KR (Xy)kyo;
la dé nition de la norme dansH2 permet de conclure. O

Lemme B.5
Pour b, B et B® (dé nies en (2.8), et (2.9)), les assertions i), ii) et iii) sont équi-
valentes.

i) 1l existe une constante > O telle que

: jo(v; )j

inf sup ———— > O
v2X ZMp kaXk kM

v6é0 60
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i) L'opérateur B : V7 ! MP%est un isomorphisme ekBvk,, , kvk, pour tout
élémentv de V~.

jii) L'opérateur B®:M ! V  XP%est un isomorphisme ekB° k,,  k ky, pour
tout élément de M.

Démonstration :

La propriétéi)) iii) vient de la deuxiéme partie du théoréem®&.3 avecF = B°
et f = b puisqueb est continu par hypothése et quéf( ;x ) = h(x; ), pour tous
x2X et 2M.

Pour montrer iii) ) ii), on souhaite a nouveau utiliser le théoremB.3 dont la
propriété i) est vraie par hypothése. Pour montrer que la propriétd) du théoreme
B.3 est véri ée, on choisitv 2 V? quelconque et on souhaite établir la propriété Inf-
sup. On considere alors la fonctiog de V deé nie par g:w 7! xohg;wi, = (Vv;w),
cette derniére égalité étant une conséquence du théoréme de représentation de Riesz-
Fréchet. CommeB ° est un isomorphisme, il existe 2 M tel que B® = g ou encore

blw; )=(v;w); 8w2X:

Par dé nition de g, on akgk,, = kvk, . D'autre part, par hypothése, on sait que
kB Ky o k k. On obtient alors kvk, k k. Enn, grace a l'identi cation
deB° et g, on peut écrire queb(v; )= (v;V) = kka(. On trouve donc l'inégalité

suivante _ _ _ _ )
sup‘b("’ )i iblv; )i _ kvk

ow k Ky, k k, Kk ki
60

kvk, :

?

On a donc montré queB : V M O satisfait a la condition Inf-sup du théoréme
B.3. D'autre part, la condition iii) de ce méme théoréme est véri ée puisqB est
un isomorphisme. La premiére partie du théorénig.3 s'applique alors (puisqué est
continu par hypothése) et montre queB est un isomorphisme, l'inégalité annoncée
vient de la deuxiéme partie du théoréeme.

En n montrons ii)) i). Soit un élément quelconque d&, sa norme s'écrit

org; i

k k, =sup X1 =1 M.

M gZNE)O kngo
960

Pour tout g 2 M? on utilise le fait queB est un isomorphisme pour exhibev 2 V?
tel que g = Bv ou encore tel queydhy; i,, = moBv; i,, pourtout 2 M. On
peut alors écrire

Bv; i jb(v; )j

k k. = MIBV, Im _ :

M TKBVKyo o KBVKyo
v60 v60

En n grace a l'inégalité donnée dans I'hnypothesé&) , on peut écrire que

jb(v; )j.
Kk SUP

v60
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ce qui correspond a la condition Inf-sup donnée dans l'assertijn ]
De méme qu'auparavant, nous allons utiliser un théoréme classique mais en
I'adaptant au cas complexe, c'est pourquoi une démonstration est proposée.

Théoréme B.6 (Brezzi)
Pour le probleme point-sellg2.5), I'application L (dé nie en (2.6)) dé nit un iso-
morphisme si les conditions i) et ii) sont véri ées

i) 9 > Otel que<(a(v;V)) kvk?; 8v2 V.

i) La forme sesquilinéaireb satisfait a la condition Inf-sup donnée dans le théoreme
B.3.

Démonstration :

On suppose que les deux conditiofs et ii) sont vraies. Commencgons par démon-
trer un résultat plus fort que la surjectivité : non seulement tout(F ;G) 2 X° M?
admet un antécéden(u; ) 2 X M par L mais de plusu et véri ent les inégalités
suivantes

kuk, KFkyo + 1 1+
K k, 114+ 5 KFkyo +  c 1+

kGK, o;
kKGK, o:

lo o

Soit G 2 M? alors le lemmeB.5 nous assure d'une part qu'il existeuy 2 V? tel
que Bup = G et d'autre part que Kkuok, Kk Bugk,, o = kGk,,.. On obtient alors
l'inégalité

Kuoky 'kGK, o: (B.10)
Maintenant, en réécrivant le probléme point-selle (2.5), dé ni a la page 35, en posant
W= U Uy, on obtient le probléme équivalent

a(w;v) + bv; )
b(w; )

Mais V = ker B est un espace de Hilbert en tant que sous-espace vectoriel fermé du
Hilbert X (n'oublions pas queB est une application linéaire continue). De plus

est sesquilinéaire et la forme linéaire 7! xof;viy, a(uo;Vv) est continue (Cauchy-
Schwarz et continuité dea). Donc la propriétéi) et le théoremeB.8 de Lax-Milgram
nous assurent de I'existence d'un unique 2 V tel que

xohf;viy —a(ug;v) 8v2X; (B.11)
0 8 2 M:

a(w;Vv) = xof;viy  a(ug;v) 8v2X: (B.12)

En considérant la partie réelle de l'inégalité (B.12) avec = w, en utilisant a nouveau
la propriété i), le théoreme de Cauchy-Schwarz, et la continuité d& on obtient
I'inégalité suivante

kwky L (KFKy o+ ckugky ) : (B.13)
Par conséquent, le nouveau probléme point-selle (B.11) est véri € si on peut trouver
un élément deM tel que

b(v; )= xof;viy, a(ug+ w;v) 8v 2X: (B.14)
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Le second membre de I'équation (B.14) dé nit une fonction dX ° incluse dansV
par (B.12). Grace a la partieiii) du lemmeB.5, on sait queB®°: M ! V est
un isomorphisme tel quekB® ki, k k,, pour tous éléments deM. Il existe
donc 2 M tel que pour tousv de X, la fonction dé nie par (B.14) puisse s'écrire
b(v; )= xoB%;vi,. En utilisant de plus Cauchy-Schwarz, on obtient I'inégalité

k Ky, Y(KFKy o+ ckuky): (B.15)

On obtient les inégalités annoncées en injectant I'inégalité (B.10) dans les inégalités
(B.13) et (B.15).

Démontrons maintenant l'injectivité. Soient (u; ) et (u® 9 deux solutions au
probléme point-selle (2.5). On obtient alors le probléme suivant

a(u uv)+ b(v; 9 =0 8v2X;
bu u®) =0 8 2M:

En choisissantv = u u®et = Oet en utilisant les deux équations, on obtient
a(u u%u u%=0.LaV-ellipticité de aimposeu = u®puisqueu u°2 V. D'autre
part, la démonstration de la surjectivité montre queBY 9 est un élément de
V . Cela impose donsup,,y jb(v; 9%j = 0. La condition Inf-sup du lemmeB.5
permet alors de conclure qu& %, =0.

Enn la continuité vient des inégalités obtenues dans la démonstration de la
surjectivité. [

Remarque B.7

A priori, Braess dans [Bra01] montre une réciproque a ce théoréme dans le cas réel.
Cependant, il doit falloir des hypotheses supplémentaires supour obtenir la re-
ciproque dans le cas complexe. D'ailleurs, Girault dans [GR79] ne montre pas de
réciproque a ce théoreme dans le cas complexe.

En n, rappelons ici le théoréeme de Lax-Milgram (voir par exemple [AIl05]), nous
citons et démontrons le théoréme puisque nous l'avons adapté au cas complexe par
rapport a sa version originale.

Théoréme B.8 (Lax-Milgram)
Soient H un espace de Hilbert complex&(u;v) une forme sesquilinéaire continue
surH H, etL une forme linéaire continue surH. On suppose de plus qu'il existe
> 0tel que
ja(v; v)j kka,; 8v2H, (B.16)

ou tel que
<(a(v;v))  kvkl; 8v2H: (B.17)

Alors le probléme suivant
Trouver u tel que 8v 2 H; a(u;v) = L(v) (B.18)

admet une unique solution.
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Démonstration :
La démonstration se fait en deux étapes, on commence en e et par reformuler le
probléme sous la forme

Montrer qu'il existe un uniqueu 2 H tel que Au = f;

ou A et f sont respectivement un opérateuHd H ! HZO°et une fonction deH
obtenus grace au théoreme de Riesz. La démonstration se termine en établissant la
bijectivité de A.

On commence par remarquer que et v 7! a(u;v) sont linéaires continues et on
utilise deux fois le théoréme de représentation de Riesz. On obtient ainsi l'existence
d'une unique fonctionf 2 HC%et d'un unique élémentA, de H tels que

L(v) = volf;viy, et a(u;v)=(AyV),:

On véri e ensuite que l'opérateurA : u 7! A,, ol A, 2 H est dé ni par

Ayt v 7! yhAg; iy, = a(u;v);

est un endomorphisme linéaire continu sud . Dans le probléme (2.12), nous cher-
chons donc a montrer qu'il existe un uniquel 2 H tel que Au = f. Cela revient a
montrer que A est a la fois injectif et surjectif.

Par la propriété de coercivité dea donnée en (2.10), et en appliquant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a

kvk\z, j a(v;v)j = JhAy;vij k Avk,ckvk,; 8v2H; (B.19)

si on a la propriété (2.10) et dans le cas ou on a I'égalité (2.11) cela fonctionne
pareillement puisque<(a(v;Vv)) j a(v;v)j. Ce qui montre queA est injectif.

Notons| limage deA dansH et soit (y,)n2n UNe suite de Cauchy dé, on note
par la suitey, = Au,, pour tout n 2 N. D'apres (B.19), on obtient alors que

Kun  upk, Kk Aupk,oku, Uupk,; 8n<p 2N:

v
Par conséquent,(u,)non €st une suite de Cauchy dans l'espace complet, elle
converge donc veral 2 H. De plus, par continuité deA, Au, converge versAu.
On obtient ainsi que | est un sous-espace fermé d¢. Le théoreme du supplé-
mentaire orthogonal d'un fermé arme alors queH = | |I?. Pour montrer que
|7 = ;, choisissonsv 2 |? et montrons qu'il s'agit de I'élément nul. Par dé ni-
tion, vohAw;wi,, = vohA,;wi,, = 0. Donc l'inégalité (B.19) donnew = 0. D'ou A
surjectif.

Finalement A est injectif et surjectif, il est donc bijectif. Cela montre I'existence
et l'unicité de la solution au probléme (2.12). O

Nous nissons cette section par des propriétés sur les normes.

Dé nition B.9  (Normes négatives)
Soitm 1. Etant donnéu 2 L?(O), on dé nit la norme du dualH ™(O) deHJ'(O)
par :

u; V)o;
Kuk .o = sup m:
’ vzrp 0y KvKi.o
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Remarque B.10
Cette dé nition, peut s'étendre au casu 2 [L2(O)]3.

Théoreme B.11
Soit O un ouvert véri ant I'hypothese (H B.1) , alors

1. L'image de I'application linéaire
r :L(0)! H ¥0)°

est un fermé ddH 1(0)]°.
2. Il existe une constantec = ¢(O) telle que

kpko.o  C(kr pk 1o +kpk o) 8p2 L2(O); (B.20)
kpko.o  okr pk .o 8p2 Li, (0): (B.21)

Remarque B.12
En particulier, la constante ¢(O) est strictement positive.

Pour démontrer le théorémeB.11, on pourra se référer par exemple a G. Duvaut
et J. L. Lions dans [DL76].
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