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Résumé

La technique de changement d’échelles a été largement développée dans la lit-
térature pour décrire le comportement global des milieux granulaires en prenant
en compte leurs propriétés locales. Cette technique considére classiquement deux
échelles : I’échelle macroscopique du volume élémentaire représentatif et 1’échelle mi-
croscopique du contact entre particules. Le défi majeur de ce changement d’échelles
"micro-macro" réside dans la définition de la déformation macroscopique : en ef-
fet, si la contrainte macroscopique peut étre clairement définie a partir des forces
de contact, il a été montré qu’il n’était pas approprié de déduire la déformation
macroscopique a partir de la cinématique aux contacts.

Dans ce cadre, ce travail propose d’introduire une troisiéme échelle dite mésosco-
pique. Cette échelle, a laquelle peuvent étre définies a la fois contrainte et déforma-
tion, est intermédiaire entre les échelles microscopique et macroscopique et permet
de palier au défi majeur mentionné ci-dessus. Elle est définie au niveau d’arrange-
ments locaux de particules, appelés sous-domaines, et sa pertinence est étudiée sur
la base d’échantillons numériques composés de particules circulaires puis sphériques,
simulés par la méthode des éléments discrets.

Les milieux bidimensionnels sont géométriquement représentés par un graphe
de particules composé de sous-domaines fermés, encore appelés cellules de vide,
dont la frontiére est constituée de branches connectant les centres de particules en
contact : I’échelle mésoscopique est donc définie au niveau de ces cellules de vide
fermées. A cette échelle locale, on décrit tout d’abord la structure du milieu en
termes de densité et de texture puis I’on définit les variables statique et cinématique
locales du milieu en termes de contrainte et déformation. De fortes hétérogénéités des
milieux granulaires en termes de structure, déformation et contrainte sont mises en
évidence a 1’échelle mésoscopique, avec de plus une structuration des hétérogénéités
de contraintes et de déformations et une forte corrélation entre ces deux quantités.

Concernant les milieux tridimensionnels, une partition en cellules de vide fermées
est impossible du fait de la complexité de la structure 3D de ces milieux. On propose
donc une méthode de partition du milieu basée sur la distribution des vides en son
sein. La méthode consiste en premier lieu en une subdivision du milieu en tétraédres,
par une partition de Delaunay, puis en une association de tétraédres voisins selon
un critére prédéfini en vue de la création de sous-domaines, non fermés, mais au role
analogue aux sous-domaines fermés de I’étude 2D. Le critére d’association proposé
est basé sur le rapport entre la taille des constrictions (vide sur chaque face des
tétraedres) et la taille des pores au voisinage de chaque constriction. Cette méthode
d’association constitue donc I'étape préliminaire a I’extension au cas tridimensionnel
des résultats obtenus dans le cas bidimensionnel.

Mots—clés : Matériau granulaire, méthode des éléments discrets, changement d’échelles,
échelle mésoscopique, graphe de particules, sous-domaines.






Abstract

The technique of change of scales has been extensively developed in the literature
to describe the global behaviour of granular materials taking into account their local
properties. This method usually considers two scales : the macroscopic scale at the
level of representative elementary volume and the microscopic scale at the level
of contact between particles. The major difficulty of this "micro-macro" change
of scales lies in the definition of the macroscopic strain : indeed, the macroscopic
stress is clearly defined from contact forces while it is not appropriate to derive the
macroscopic strain from the kinematics at contacts.

In this framework, this work proposes to introduce a third scale called mesoscopic
scale. This scale, at which both stress and strain can be defined, is intermediate bet-
ween macroscopic and microscopic scales and allows to overcome the major difficulty
mentioned above. The mesoscopic scale is defined at the level of local arrangements
of particles, called sub-domains, and its relevance is studied on numerical 2D and 3D
materials composed of circular then spherical particles, simulated with the discrete
element method.

Bidimensional media are geometrically represented by a particle graph composed
of closed sub-domains, also called void cells, whose border is constituted by the
branches joining the centers of particles in contact : the mesoscopic scale is thus
defined at the level of these closed void cells. At this local scale, we fist describe the
structure of the medium in terms of density and fabric ; we define then the static and
kinematic variables in terms of stress and of strain. Strong heterogeneities of granular
media in terms of structure, stress and strain are highlighted at this scale, with a
structuration of heterogeneities of stress and strain and a significant correlation
between these two quantities.

Concerning tridimensional media, a partition into closed void cells is impossible,
because of the complexity of the 3D structure of these media. We propose a par-
tition method based on the distribution of voids inside the medium. This method
consists first in subdividing the medium into tetrahedrons by a Delaunay partition
and then in associating neighbouring tetrahedrons, according to a criterion to be
defined. This allows us to form sub-domains which are not closed but which play
a role analogous to the role of closed sub-domains in the 2D study. The proposed
association criterion is based on the ratio between the size of constriction (void on
each face of tetrahedrons) and the size of pores around each constriction. This par-
tition method constitutes a preliminary step for an extension of the results obtained
in the bidimensional case to the tridimensional case.

Keywords : Granular materials, discret element method, change of scales, meso-
scopic scale, particle graph, sub-domains.
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Introduction générale

Le comportement des matériaux granulaires est difficile & modéliser dans le cadre
classique de la mécanique des milieux continus. Cette difficulté provient essentielle-
ment de la nature discréte de ces milieux qui leur confére des propriétés trés spéci-
fiques. La modélisation du comportement de ce type de matériaux a fait 'objet de
différentes approches proposées dans la littérature, dont on distingue généralement
deux grandes classes : d'une part les approches phénoménologiques et d’autre part
les approches par changement d’échelles.

Les approches phénoménologiques consistent a adapter la théorie de la méca-
nique des milieux continus aux milieux granulaires. Ces approches sont souvent
développées dans le cadre de formalismes désormais classiques tels que 1’élasticité,
la plasticité, la viscosité ou encore la modélisation incrémentale non linéaire. Elles
permettent de modéliser I'essentiel du comportement des matériaux granulaires mais
présentent plusieurs inconvénients significatifs :

— la mécanique des milieux continus fait I’hypothése de la continuité des champs
de contrainte et de déformation dans un milieu supposé continu, tandis que les
milieux granulaires sont des milieux discrets et que certaines de leurs propriétés
découlent de cette nature discréte ;

— les mécanismes souvent pris en compte dans ces approches phénoménologiques
ne sont pas clairement reliés & une physique réelle identifiable et mesurable ;

— la modélisation phénoménologique fait apparaitre un nombre important de
parameétres, souvent difficiles & identifier & partir de résultats expérimentaux.

Les approches par changement d’échelles ont été initialement développées pour
les milieux continus hétérogénes qui présentent certaines difficultés de modélisa-
tion similaires & celles observées pour les matériaux granulaires. Ces approches per-
mettent de prendre en compte une structure locale complexe en écrivant la loi de
comportement & une échelle locale bien choisie. Elles ont ensuite été développées
pour les milieux granulaires pour lesquels 1’échelle locale s’impose au niveau d’une
ou de quelques particules. Elles ont pour objectif de modéliser le comportement des
matériaux granulaires, & ’échelle du volume élémentaire représentatif, a partir de
la modélisation des interactions entre les particules. Concernant les matériaux gra-
nulaires, deux approches par changement d’échelles ont été développées, I'une est
basée sur une modélisation numérique des interactions entre particules, 'autre reléve
des techniques d’homogénéisation et est développée a partir de modéles analytiques.
Toutes ces méthodes présentent ’avantage de prendre en compte de fagon explicite
la structure locale des matériaux et son évolution sous 'effet de sollicitations.

La méthode des éléments discrets (MED) fait partie des approches multi-échelles
de type numérique. Cette méthode consiste & simuler numériquement le comporte-
ment des matériaux granulaires a partir de la modélisation des particules et de leurs

1



Introduction générale

interactions. Elle est largement utilisée pour modéliser le comportement des sols,
des massifs rocheux et de nombreux autres matériaux granulaires ou divisés.

ECHELLE MACROSCOPIQUE
Loi de comportement
macroscopique

Variable cinématique Variable statique
macroscopique macroscopique

Localisation Homogénéisation ~ Localisation Homogénéisation
ECHELLE MESOSCOPIQUE

Loi de comportement
mésoscopique

Variable cinématique Variable statique
mésoscopique mésoscopique

Localisation /’\ilomog néisation L _L@liﬁion| Homogénéisation

Loi de comportement

. _ ] microscopique _ .
Variable cinématique Variable statique

microscopique microscopique

ECHELLE MICROSCOPIQUE

FIGURE 1 — Echelle mésoscopique dans le schéma d’homogénéisation pour les
milieux granulaires.

On trouve également dans la littérature des approches multi-échelles de type
homogénéisation. Ces approches modélisent de fagon analytique le comportement
en se basant sur la théorie de I’homogénéisation initialement proposée pour les mi-
lieux continus hétérogénes tels que les matériaux cristallins, ou encore les matériaux
composites. Une technique d’homogénéisation pour les milieux granulaires prend en
compte la nature discréte du milieu et des variables locales, souvent sous forme vec-
torielles (forces de contact, déplacements,.. etc.) et non tensorielles comme c’est le
cas en homogénéisation des milieux continus. Ces méthodes restent a ce jour peu uti-
lisées pour les matériaux granulaires car de nombreux verrous empéchent d’obtenir
des approches convaincantes pour la modélisation des comportements irréversibles
et non linéaires de ces matériaux.

Les techniques d’homogénéisation proposées dans la littérature consistent habi-
tuellement a effectuer un changement entre deux échelles : ’échelle macroscopique
correspondant au niveau du volume élémentaire représentatif et 1’échelle microsco-
pique correspondant au niveau du contact entre deux particules. Ces techniques de
changement d’échelles micro-macro permettent généralement de définir une borne
inférieure et une borne supérieure du comportement élastique. Les résultats obtenus
sont par contre loin d’étre satisfaisants pour la modélisation des comportements non
linéaires et non réversibles.

Pour pallier & ces limitations, il est possible d’introduire une échelle mésosco-
pique, intermédiaire entre les échelles microscopique et macroscopique (figure 1).
C’est la définition d’une telle échelle mésoscopique, ainsi que sa prise en compte
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dans une approche par changement d’échelles, que nous nous proposons d’étudier
dans le cadre de ce travail.

Ce mémoire comporte trois parties. La premiére partie présente un certain nombre
de travaux existants dans la littérature permettant d’éclairer I’approche proposée.
La seconde partie est consacrée a la définition d’une échelle mésoscopique pour les
milieux granulaires 2D, a I'analyse des distributions des variables locales (texture,
contraintes et déformations) & cette échelle et a ’analyse des relations entre ces
variables, ce qui permet de définir le comportement a 1’échelle locale. La derniére
partie est dédiée a la définition d’une échelle mésoscopique pour les milieux granu-
laires 3D. Différentes méthodes de définition d’une telle échelle pour les assemblages
3D sont présentées. Cette définition est beaucoup moins naturelle et évidente dans
les milieux 3D que dans les milieux 2D, ce qui constitue le verrou essentiel pour
généraliser ’approche 2D, présentée dans ce mémoire, a un matériau 3D.
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Notations

Notations générales

lal Norme d’un vecteur a
|A| Norme d’une matrice A
dij Symbole de Kronecker

eijk (€i;) Symbole de permutation (en 2D)
A.B Produit scalaire de deux tenseurs A et B

(a) Moyenne de la distribution d’une variable a non pondérée

Sla Ecart-type de la distribution d’une variable a non pondérée

(a), Moyenne de la distribution d’une variable a pondérée par un poids p
Splal Ecart-type de la distribution d’une variable a pondérée par un poids p

Quantités macroscopiques

by Tenseur de contrainte

> Contrainte principale majeure

Y3 (22) Contrainte principale mineure (en 2D)
Yim Contrainte moyenne

Y4 2¢me jnvariant de la contrainte déviatoire

) Angle de frottement interne mobilisé
®..«  Angle de frottement interne mobilisé maximal
d

o Angle de frottement interne mobilisé caractéristique
E Tenseur de déformation
Ey Déformation principale majeure
E3 (E3) Déformation principale mineure(en 2D)
E, Déformation volumique
E,; 2¢me jnvariant de la déformation déviatoire
oE Incrément de déformation
0A Incrément de gradient de déplacement
oFE, Incrément de déformation volumique
0F, 2¢me jnyvariant de l'incrément de déformation déviatoire
v Angle de dilatance
P Porosité sans particules isolées
P Porosité avec particules isolées
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Quantités microscopiques

nk

tk
lk

ou™
ow™

>~z

SR

SEC
2

14
Pe
Pu

Vecteur normal au contact &

Vecteur tangentiel au contact &

Vecteur branche du contact k

Longueur d’une branche £

Déplacement du centre de gravité de la particule m
Rotation de la particule m

Déplacement relatif au contact k

Déplacement relatif normal au contact k

Déplacement relatif tangentiel au contact k

Déplacement relatif des centres de gravité de particules en contact k
Déplacement relatif normal des centres de gravité de particules en
contact k

Déplacement relatif tangentiel des centres de gravité de particules en
contact k

Force de contact k

Force normale de contact k

Force tangentielle de contact &

Nombre de coordination d’un assemblage granulaire
Direction d’allongement de la particule p

Nombre total de contacts dans un assemblage granulaire
Nombre de contacts par une unité de volume

Nombre total de particules dans un assemblage granulaire
Tenseurs de texture de contact

Tenseurs de texture de branche

Tenseurs de texture combiné

Tenseurs de texture d’orientation des particules

Densité de probabilité de contact

Diameétre moyenne des particules

Modules de Young

Coefficient de Poisson

Angle de frottement mobilisé au contact

Angle de frottement intergranulaire

kn, kr Rigidités normale et tangentielle de contact respectivement

Quantités mésoscopiques

Ny, Nombre de sous-domaines
V' Volume de la partie de I’échantillon couverte par le graphe
N, Nombre de particules dans le graphe

N. Nombre de contacts dans le graphe
R Nombre moyen de redondance

N’ Nombre de coordination de la partie de I’échantillon couverte par le
graphe
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Q. Q Tenseurs de méso-texture

S Classe des sous-domaines fortement allongés
Classe des sous-domaines faiblement allongés

SV, WV Types de sous-domaines fortement (S) et faiblement (W) allongés, orien-
tés dans la direction majeure de contrainte macroscopique (V)

SH, WH Types de sous-domaines fortement (S) et faiblement (W) allongés, orien-
tés dans la direction mineure de contrainte macroscopique (H)

SO, WO Types de sous-domaines fortement (S) et faiblement (W) allongés, orien-
tés obliquement (O)

Pour le réseau de Delaunay 2D :

Ny, Nombre total de triangles

da* Tenseur gradient de déplacement de chaque triangle
del Tenseur de déformation de chaque triangle

Vi Volume de chaque triangle

Pour le réseau de Dirichlet 2D :

Ny Nombre total de cellules de Dirichlet
o Tenseur de contrainte de chaque cellule de Dirichlet
v Volume de chaque cellule de Dirichlet

Pour chaque sous-domaine :

o Tenseur de contrainte

sh Tenseur de contrainte déviatoire

ol Contrainte moyenne

ol 2¢m¢ invariant de la contrainte déviatoire
" Angle de frottement interne mobilisé
Sel Tenseur de déformation

deh Tenseur de déformation déviatoire

el Déformation volumique

sV Variation volumique

oeh 2¢m¢ jnvariant de la déformation déviatoire
Pl Angle de dilatance

rh Valence

Pt Porosité sans particules isolées

o Porosité avec particules isolées

L Tenseur de boucle

mh Direction d’allongement

g" Angle d’orientation

3" Degré d’allongement

Pour chaque ensemble de sous-domaines de texture similaire :
o Tenseur de contrainte
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s Tenseur de contrainte déviatoire

on  Contrainte moyenne

og 2% invariant de la contrainte déviatoire
¢ Angle de frottement interne mobilisé
Ymax Angle de frottement interne mobilisé maximal
0e  Tenseur de déformation

de  Tenseur de déformation déviatoire

0e, Déformation volumique

0V Variation volumique totale

deq  2°™€ invariant de la contrainte déviatoire
¥ Angle de dilatance
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Chapitre 1

(Généralités sur le comportement des
matériaux granulaires

Introduction

Les matériaux granulaires s’inscrivent dans la catégorie de matériaux ayant une
structure complexe. Ces matériaux sont formés de grains dont les interactions mé-
caniques régissent le comportement. Il existe plusieurs phases (solide, air, eau, etc.)
dont les propriétés mécaniques sont trés différentes. Par conséquent, les matériaux
granulaires sont discrets et hétérogénes. La complexité de la structure confére a ces
matériaux un comportement mécanique trés typique, aux aspects différents selon que
I’on considére une échelle globale ou locale. L’objectif de ce chapitre est de présenter
brievement les aspects fondamentaux du comportement mécanique des matériaux
granulaires & ces échelles.

1.1 Comportement global

Le comportement des matériaux granulaires a été largement étudié dans la lit-
térature. Lorsqu’ils sont soumis & des sollicitations isotropes ou déviatoires ces ma-
tériaux présentent un comportement typique. La figure 1.1 illustré ce type de com-
portement. Il apparait que :

- la déformation des matériaux granulaires n’est que partiellement réversible.
Dans ce sens, Hicher (1993) a montré que pour un sol, la déformation élastique
est limitée a environ 107>,

- la relation entre la déformation et la contrainte appliquée est aussi fortement
non linéaire et non réversible.

De plus, comme le montre sur la figure 1.2, le comportement des matériaux
granulaires dépend fortement de la compacité de 'arrangement des particules. Un
matériau dense ou a faible pression de confinement présente un pic bien marqué (B)
mais ce n’est pas le cas pour un matériau lache ou a forte pression de confinement.
Le plateau final (C) atteint a grande déformation ne dépend pas de I’état initial
du matériau. La variation de volume lors d’une sollicitation déviatoire est une des
caractéristiques typiques du comportement des matériaux granulaires. Un matériau
dense se contracte pour de faibles déviateurs de contrainte (phase de contractance)
et ensuite se dilate fortement (phase de dilatance). La limite entre la phase de
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F1GURE 1.1 — Comportement d’un matériau granulaire soumis a : (a) une solli-
citation isotrope (Lade et Duncan, 1975) et (b) une sollicitation
déviatoire (Biarez, 1962).

contractance et la phase de dilatance est appelée état caractéristique (A). Cet état
correspond & une transition entre un régime gouverné principalement par le frot-
tement intergranulaire et un régime gouverné principalement par le réarrangement
des particules. Casagrande (1940) a mis en évidence I'importance de la phase de
dilatance sur la résistance des matériaux granulaires.

Y1/%3

2

= ]

FIGURE 1.2 — Comportement des matériaux granulaires & différentes densités
(Deluzarche, 2004).

1.2 Comportement local

Lors de la sollicitation appliquée & un matériau granulaire, différents phénomeénes
locaux peuvent se produire. Ces phénoménes influent plus ou moins sur le compor-
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1.2 Comportement local

tement des matériaux granulaires selon la nature du matériau. On présente ici les
phénomeénes a privilégier dans I’étude du comportement local des matériaux granu-
laires. Ces phénomeénes locaux sont décrits par des variables locales telles que des
variables statique, cinématique et de texture, comme illustré sur la figure 1.3.

FIGURE 1.3 — Définition des variables statique, cinématique et de texture aux
contacts entre particules (Cambou et Jean, 2001).

1.2.1 Variables statiques locales

La charge appliquée & un matériau granulaire est supportée par les forces qui sont
transmises par les contacts entre particules (forces de contact). Dantu (1957) a mis en
évidence, en utilisant la méthode de photoélasticimétrie, une grande inhomogénéité
de la transmission des forces de contact. Les forces de contact sont concentrées dans
des chaines de forces, composées par les contacts transmettant les forces de contact
importantes (figure 1.4).

Les contacts localisés hors de ces chaines de force transmettent de faibles forces
de contact. Radjai et al. (1997), Radjai et Wolf (1998) et Radjai et al. (1998) ont
distingué deux types de chaines de forces : les chaines de forces fortes et les chaines
de forces faibles. En particulier, les chaines de forces fortes ont tendance & s’orienter
préférentiellement dans la direction principale majeure de contrainte tandis que les
chaines de forces faibles ont tendance a s’orienter préférentiellement dans la direc-
tion perpendiculaire pour maintenir latéralement les chaines de forces fortes (Radjai
et al., 1997).

Les forces de contact varient significativement d’un contact a ’autre, méme pour
les contacts d’orientation similaire. De plus, la distribution des forces de contact
(forces normales et forces tangentielles) n’est pas uniforme, elle dépend de 'orien-
tation des contacts (Cundall et Strack, 1979; Rothenburg et Bathurst, 1989; Kruyt
et Rothenburg, 2002). On obtient classiquement des diagrammes polaires en forme
de haricot pour la distribution des forces normales et en forme de tréfle a quatre
feuilles pour la distribution des forces tangentielles (figure 1.5).

13
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FIGURE 1.4 — Chaines de forces dans un assemblage granulaire compressé hori-
zontalement. L’épaisseur des lignes est proportionnel a ’amplitude
des forces normales aux contacts (Radjai et Wolf, 1998).

(a) (b)
FIGURE 1.5 — Distributions des forces de contact dans un essai biaxial de com-

pression : (a) pour les forces normales de contact et (b) pour les
forces tangentielles de contact (Kruyt et Rothenburg, 2002).

1.2.2 Variables cinématiques

La déformation globale d’un matériau granulaire se traduit localement par le
déplacement des particules. Chaque particule posseéde six degrés de liberté en 3D
(trois translations et trois rotations) ou trois degrés de liberté en 2D (deux trans-
lations et une rotation). L’évaluation des variables cinématiques dans les milieux
granulaires est techniquement difficile a réaliser expérimentalement. La plupart des
études trouvées dans la littérature ont donc été réalisées sur des assemblages de type
analogique bidimensionnel (Chapuis, 1976; Oda et al., 1982; Calvetti et al., 1997)

ou sur des assemblages numériques (Bardet, 1994; Dedecker et al., 2000).
14



1.2 Comportement local

Les figures 1.6 et 1.7 présentent les résultats obtenus par Calvetti et al. (1997) sur
des essais sur des assemblages composés de rouleaux en bois. Les fleches () sur la
figure 1.6 représentent le déplacement des centres des rouleaux dans un essai biaxial
de compression. Les lignes continues représentent des lignes de courant correspon-
dant & la déformation supposée homogéene. On peut constater que, en moyenne, les
rouleaux se déplacent dans les directions prescrites par la mécanique des milieux
continus mais il y a des déviations considérables observées localement.

FIGURE 1.6 — Champ de déplacement des centres des rouleaux (fleches) dans
un essai biaxial de compression et lignes de courant (ligne conti-
nue) correspondant a la déformation supposée homogene (Calvetti

et al., 1997).
12.00 N
//
/"/
8.00 - e
////
i -
- «  Ecart-type (°)
4.00 ) pd - Valeur moyenne (°)
] .
0.00 R
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Ey — By

FIGURE 1.7 — Valeur moyenne et écart-type de la distribution des rotations des
particules au cours d’un essai biaxial de compression réalisé sur
un assemblage de rouleaux (Calvetti et al., 1997).

Les auteurs ont également montré que la valeur moyenne des rotations des par-
ticules augmente légérement au cours de 1’essai et reste proche de la rotation rigide
de I’échantillon tandis que I’écart-type de la distribution des rotations des particules
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augmente significativement et atteint une valeur importante (12°) (figure 1.7). Ce
résultat est en accord avec celui obtenu par Bardet (1994) et par Dedecker et al.
(2000) sur des assemblages numériques.
Considérons deux particules rigides m et n en contact (figure 1.3), le déplacement
relatif au contact peut étre défini par :
ocf = du — dul + eg(r] 0wl — rpdw?), (1.1)
ou :
— e, est le symbole de permutation (voir I'annexe A);
— du™, du” sont, respectivement, les déplacements des centres de gravité G™ et
G"™ des particules m et n;
——— —
— M =GmCF et ¥" = G"C*;
— ou™" = du™ — du” est le déplacement relatif des centres de particules m et n
en contact ;
= le terme dw[™ = e;; (0w — 176w} est appelé rotation au contact.
En 2D, l'expression (1.1) s’écrit sous la forme :

(50? = out — oul — (r’ow™ + r"éw™)t;, (1.2)

ou t est le vecteur tangentiel au contact. La condition de roulement sans glissement
au contact se traduit par :

ek =0 = dul — dulf = (r™ow™ + 15w )t;. (1.3)

Il est & noter que la cinématique de roulement sans glissement ne produit aucune
énergie au contact. Elle est cependant liée a une déformation souvent irréversible des
milieux granulaires. Dedecker et al. (2000) ont étudié cette cinématique particuliére
sur un assemblage numérique composé de disques. La figure 1.8 représente les valeurs
des rotations au contact, dw, en fonction des valeurs du déplacement tangentiel relatif
des centres de particules en contact, dc, pour deux incréments de déformation dans
la zone pres du pic et post-pic du comportement de ’assemblage. Ces deux quantités
sont normalisées par 'incrément de déformation axiale imposé, dFq, et le diamétre
moyen des particules, D. Les diagonales de cette figure correspondent a la condition
de roulement sans glissement. Cette figure souligne I'importance de la cinématique
de roulement sans glissement dans les milieux granulaires, particuliérement, dans les
zones au pic et au post-pic du comportement de ce type de milieux. Ce résultat a
aussi été obtenu par Chapuis (1976), Oda et al. (1982), Bardet (1994) et Oda et al.
(1997).

1.2.3 Anisotropie

L’anisotropie est I'une des caractéristiques fondamentales du comportement des
matériaux granulaires. Casagrande et Carillo (1944) ont distingué deux types d’ani-
sotropie pour les matériaux granulaires :

- L’anisotropie initiale qui s’établit lors de la mise en place des matériaux, par

exemple, la sédimentation naturelle ou la mise en place de I’échantillon sous
gravité ;
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FIGURE 1.8 — Relation entre la rotation au contact dw et le déplacement rela-
tif tangentiel dcp entre deux particules en contact permettant de
mettre en évidence 'importance de la cinématique de roulement
sans glissement dans un assemblage de disques : (a) dans la zone
prés du pic, et (b) dans la zone post-pic (Dedecker et al., 2000).

- L’anisotropie induite qui provient du développement de la déformation irré-
versible au sein du milieu.

D’aprés Oda (1972b), I’anisotropie provient, d’une part, de l'orientation préfé-
rentielle des particules non-sphériques et, d’autre part, de 'orientation préférentielle
des contacts entre les particules, méme pour des particules sphériques.

1.2.3.1 Anisotropie initiale

D’aprés Oda (1972b), lors de la mise en place de I’échantillon sous gravité, les
particules non-sphériques ont tendance a s’orienter perpendiculairement & la direc-
tion de gravité. De plus, méme pour des particules sphériques déposées sous gravité,
les normales de contact entre les particules ont également tendance a s’orienter dans
la direction de la gravité.

Pour étudier I'influence de 'anisotropie initiale sur le comportement des ma-
tériaux granulaires, Biarez (1962) a mis en place un échantillon dans le champ
de pesanteur et puis ’a soumis a une compression isotrope. L’auteur a constaté
que la déformation est nettement plus petite pour la compression dans la direction
de la gravité que dans les deux autres directions. Ce résultat a aussi été obtenu
par Nouguier-Lehon et al. (2003) en simulant numériquement des essais biaxiaux
a contrainte mineure constante sur des échantillons composés de particules poly-
gonales allongées. Les échantillons a différentes densités sont d’abord générés sous
gravité et ensuite compressés dans différentes directions : la direction de la gravité
(v = 0) et la direction perpendiculaire (o = 7/2).
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FI1GURE 1.9 — (a) Assemblage de particules polygonales allongées et (b) évolu-
tions de I'indice de vides e de 'assemblage compressé selon diffé-
rentes directions (Nouguier-Lehon et al., 2003).

1.2.3.2 Anisotropie induite

Lorsqu’un matériau granulaire est soumis a une sollicitation déviatoire, les par-
ticules voisines se déplacent et peuvent générer de nouveaux contacts tandis que
certains des contacts existants peuvent disparaitre. Biarez et Wiendieck (1963) et
Oda (1972b) ont conclut que les contacts créés ont tendance a s’orienter dans la
direction principale majeure de contrainte tandis que certains contacts existant,
orientés dans la direction principale mineure de contrainte, disparaissent. La figure
1.10 présente l'anisotropie initiale d’'un assemblage analogique bidimensionnel et
I’anisotropie induite lors d’une sollicitation déviatoire appliquée a cet assemblage.

Cette évolution non-isotrope de la distribution des orientations de contacts lors
d’une sollicitation déviatoire génére en partie le phénomeéne d’écrouissage : le dur-
cissement résulte en particulier de la concentration des normales de contact et le
radoucissement résulte de la perte des contacts. Cambou et Lanier (1988) ont réa-
lisé des essais triaxiaux de compressions successives sur un méme matériau : le
matériau vierge est d’abord compressé dans la direction Z (compression (0)), il est
ensuite compressé soit dans la direction Z (compression (1)) soit dans la direction
X (compression (2)) (figure 1.11). On peut constater que les trois compressions (0),
(1) et (2) atteignent a peu prés la méme valeur limite, mais les pentes initiales des
courbes contrainte - déformation et les comportements volumiques sont différents
. Cette différence met en évidence le phénoméne d’écrouissage dans les matériaux
granulaires.
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FIGURE 1.10 — (a) Anisotropie initiale et (b) anisotropie induite dans un assem-
blage analogique bidimensionnel en terme d’orientation des plans
tangentiels de contact (Biarez et Wiendieck, 1963).

Ey - Ey (%)

Ei - E» (%)

FIGURE 1.11 — Comportement d’un matériau granulaire sous trois compressions
différentes : (0) compression du matériau vierge dans la direction
Z, (1) compression dans la direction Z (aprés la compression (0)),
(2) compression dans la direction X (aprés la compression (0))
(Cambou et Lanier, 1988).
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Chapitre 2

Changement d’échelles dans les
milieux granulaires

Introduction

Comme analysé dans le chapitre précédent, le comportement global des maté-
riaux granulaires est fortement lié aux comportements locaux et a ’état interne
du milieu. De plus, ces comportements locaux sont fortement hétérogénes. Du fait
de cette complexité des phénomeénes & ’échelle locale, ’étude du comportement &
I’échelle globale s’avére difficile. Pour passer outre cette difficulté, il parait intéres-
sant d’introduire une approche de type multi-échelles, également appelée technique
de changement d’échelles (Koenders, 1987; Walton, 1987; Chang et Liao, 1994; Cam-
bou et al., 1995; Emeriault et Cambou, 1996; Emeriault et al., 1996). Cette technique
de changement d’échelles est 'objet de 1’étude de ce chapitre.

2.1 Schéma général

Le schéma général d'une technique de changement d’échelles est illustré sur la
figure 2.1. Cette technique se décompose principalement selon les étapes suivantes :
- définition des échelles considérées : I’échelle globale et 1’échelle locale ;
- description locale du milieu granulaire étudié : cette étape consiste a décrire
la structure locale du milieu, les variables statique et cinématique locales
- définition d’une loi locale permettant de relier les variables statique et ciné-
matique locales ;
- bouclage du schéma d’homogénéisation général afin de déduire une loi de com-
portement macroscopique.
Il est important, dans cette technique, de définir les échelles étudiées.

2.2 Deéfinition des échelles étudiées

a) Echelle globale

L’échelle globale, appelée autrement échelle macroscopique, correspond a 1’échelle
permettant de résoudre le probléme aux limites en utilisant les équations constitu-
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2.2 Définition des échelles étudiées

ECHELLE GLOBALE

Loi de comportement

Variable cinématique globale Variable statique
globale globale
Localisation Homogénéisation Localisation Homogénéisation

Loi de comportement

locale
Variable cinématique Variable statique

locale locale

ECHELLE LOCALE

FIGURE 2.1 — Schéma général d’une technique de changement d’échelles.

tives décrivant le comportement global des matériaux granulaires. Elle correspond,
par exemple, & la dimension du plus petit élément du maillage dans la Méthode des
Eléments Finis (M.E.F). Pour les milieux granulaires ou les phases sont distribuées
de facon aléatoire, cette échelle sera définie par le volume élémentaire représentatif
(VER).

Le choix de la taille du VER constitue un point important dans I’approche multi-
échelles. En effet, le VER est élémentaire parce qu’il est considéré comme un point
matériel du milieu homogéne équivalent et représentatif parce qu’il est possible de
déterminer un comportement macroscopique unique pour ce volume. Pour étre élé-
mentaire, ce volume doit étre suffisamment petit devant la dimension caractéristique
du probléme aux limites analysé. Pour étre représentatif, il doit contenir beaucoup
d’hétérogénéités (particules, vides, etc.). D’aprés Cambou et Jean (2001), le véri-
table test de séparation d’échelles porte sans doute sur la vérification de 1'unicité
de comportement, quelle que soit la sollicitation appliquée au VER. Nous citons
ci-aprés quelques procédures proposées dans la littérature pour estimer la taille du

VER.

- Calvetti et al. (1997) ont réalisé des essais biaxiaux sur des échantillons com-
posés de rouleaux de Schneebeli. La déformation homogénéisée d’'un domaine
polygonal dont les cotés passent par les centres de rouleaux est calculée a partir
du déplacement des centres de rouleaux. La figure 2.2 représente la composante
del; du tenseur de déformation en fonction de 'aire SP du domaine, associé a
chaque particule, sur lequel la déformation est homogénéisée. Il a constaté que,
dans un premier temps, les valeurs de cette composante sont trés dispersées
pour de faibles valeurs de 'aire SP, mais convergent rapidement vers la valeur
macroscopique. Il a estimé que, pour étre représentatif, le VER doit avoir une
longueur caractéristique au moins égale a dix fois le diameétre de la plus grosse
particule;

- Chareyre (2003) a réalisé des essais pour vérifier 'unicité du comportement ma-
croscopique d’échantillons numériques composés de disques. Plusieurs échan-
tillons de méme granulométrie, de méme nombre de particules, de méme com-
pacité, de mémes parameétres locaux sont soumis a des essais de compression
biaxiaux. Il a constaté que la dispersion des comportements macroscopiques
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2.2 Définition des échelles étudiées

des échantillons testés diminue quand le nombre de particules augmente. Une
valeur d’écart-type de 1° sur la valeur de I’angle de frottement interne est obte-
nue pour des échantillons composés de 4000 grains, ce qui est jugé satisfaisant.
L’auteur a estimé qu’avec un échantillon rectangulaire, d’élancement égal a 2,
composé de grains de taille unique, cela correspond & un échantillon de taille
45 x 90 grains.

0g11

200 400 e00 800 1000 1200
T/ SP (cm?)

FIGURE 2.2 — Déformation homogénéisée 0211 en fonction de l'aire SP du do-
maine sur lequel Popération d’homogénéisation est effectué (Cal-
vetti et al., 1997).

(a) (b)

FIGURE 2.3 — Différents constituants élémentaires considérés dans les techniques
de changement d’échelles :
(a) constituant élémentaire microscopique
(b), (c), (d) constituants élémentaires mésoscopiques considérés,
respectivement, par Liao et al. (1997), par Sab (1997) et par Kuhn
(1999).

b) Echelle locale

L’échelle locale est une échelle plus petite que 1’échelle macroscopique, a laquelle
I’hétérogénéité, appelée autrement constituant élémentaire, existe (particules, vides,
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

etc.). Habituellement, 1’échelle locale définie pour les milieux granulaires se situe au
niveau des particules, particuliérement, des particules en contact. Cette échelle est
appelée échelle microscopique. En plus de cette échelle, I'on peut également intro-
duire une échelle intermédiaire entre les échelles macroscopiques et microscopiques
(Satake, 1978, 1992; Liao et al., 1997; Sab, 1997; Kuhn, 1999). Cette échelle, appelée
échelle mésoscopique, se situe au niveau d’assemblages locaux de particules. La figure
2.3 présente des différents constituants élémentaires considérés dans les techniques
de changement d’échelles pour les milieux granulaires.

Les techniques de changement d’échelles micro-macro et méso-macro existant
dans la littérature sont brievement présentées dans la suite.

2.3 Changement d’échelles micro-macro

La figure 2.4 illustre le schéma général pour une technique de changement d’échelles
micro-macro dans les milieux granulaires. Les variables statique et cinématique ma-
croscopiques sont, respectivement, la contrainte 3 et la déformation E. Les variables
statique et cinématique microscopiques sont, respectivement, la force de contact f
et le déplacement des particules (translation u et rotation w). Les variables statique
et cinématique microscopiques sont reliées par une loi d’interaction au contact entre
particules. Les passages entre les variables microscopique et macroscopique se font
par des opérateurs d’homogénéisation H®, H¢ et de localisation L*, L°.

Analyse statique Analyse cinématique

Loi macroscopique

Echelle macroscopique 3 E

(VER) o~
L H? Le H¢
hd

Echelle microscopique f > u, w

(contact entre particules) Loi d'interaction

FIGURE 2.4 — Schéma général d’une technique de changement d’échelles micro-
macro.

Les sections suivantes sont consacrées a présenter briévement cette technique de
changement d’échelles. La premiére section présente des lois d’interaction au contact
entre particules. La structure des matériaux granulaires a 1’échelle microscopique
sera décrite dans la deuxiéme section. Les troisiéme et quatriéme sections analysent
les passages entre les variables microscopiques et macroscopiques. La derniére section
présente quelques résultats issus des homogénéisations élastiques.
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

2.3.1 Loi d’interaction entre particules

Dans le cadre de ce travail, nous présentons deux lois d’interaction simples usuel-
lement adoptées dans la littérature pour modéliser le comportement des matériaux
granulaires. Ce sont les lois d’interaction élastiques (linéaire ou non-linéaire) unila-
térales avec frottement de Coulomb.

La force de contact est reliée au déplacement relatif au contact par une loi force-
déplacement. Cette loi peut étre la loi élastique linéaire ou la loi élastique non-linéaire
proposée par Mindlin et Deresiewicz (1953) :

e la loi élastique linéaire s’écrit sous la forme :

6fN = ]{/’NéCN, (21)
ofr = kricr, (2.2)

ou :

— 0 fn et 0 fr sont respectivement les composantes normale et tangentielle de
I'incrément de force de contact ;

— ky et kp sont respectivement les rigidités normale et tangentielle du contact ;

— dcy et der sont respectivement les composantes normale et tangentielle de
I'incrément de déplacement relatif au contact.

e la loi élastique non-linéaire, qui est valable seulement pour des particules sphé-
riques et qui s’écrit sous la forme :

1/3 2/3
6fn = (%) (1 f”;m) (fn)!*dex, (2:3)
3D\'"? 1 G, \7*2(1 —u,) o \"*
Ofr = <7) (1 — ym) 2 — 1, (1 B thangbu) ocr, (2:4)

ou G,, et v, sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de
Poisson du matériau constitutif des particules et ¢, est I’angle de frottement
intergranulaire.

La figure 2.5(a) représente la condition d’unilatéralité qui s’écrit :

fN = 0, (SCN >0= 5fN =0. (25)
La figure 2.5(b) montre la loi de frottement de Coulomb qui s’écrit :

|fr| < tang, fx. (2.6)

2.3.2 Description géométrique

La description géométrique microscopique d’une structure granulaire nécessite
généralement deux types de variables : la premiére décrivant la densité de ’arran-
gement et la second décrivant la distribution des orientations de contacts.

2.3.2.1 Densité de ’arrangement

A T’échelle macroscopique, la densité de I'arrangement des particules d’un ma-
tériau granulaire est définie par I'indice des vides, noté e ou bien la porosité, notée
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

A In fr

tanqufN

2 L

(a) (b)

F1GURE 2.5 — (a) Condition d’unilatéralité et b) loi de frottement de Coulomb
(Cambou et Jean, 2001).

P, ou la compacité, notée n. A I’échelle microscopique, le nombre de coordination,
N, défini comme le nombre moyen de contacts par particule, constitue une mesure
de la densité de 'arrangement du matériau. En effet, le nombre de coordination N
est lié aux degrés de liberté des particules puisque plus sa valeur est grande, moins
les particules peuvent se déplacer. La corrélation entre la compacité et le nombre
de coordination peut étre facilement exprimée de fagon théorique, pour certains cas
simples tels que les arrangements réguliers de particules cylindriques ou sphériques.
Cependant, pour des arrangements irréguliers, cette corrélation ne peut qu’étre for-
mulée de fagcon empirique, sans tenir compte de la taille et de la forme des particules.
— Field (1963) a proposé la relation suivante entre N et e :

12
1+e

N = (2.7)

— Chang et al. (1990) ont donné, a partir d’'une compilation de résultats expéri-
mentaux, la relation suivante entre N et e qui est jugée satisfaisante dans la
plage 0.38 < e < 0.87 :

N =13.28 — e. (2.8)

2.3.2.2 Anisotropie de ’arrangement

L’anisotropie de I’arrangement entre particules peut étre décrite a partir de dif-
férentes variables locales. Ces variables locales peuvent étre l'orientation de la plus
grande longueur de chaque particule, notée b”, I'orientation de la normale au contact,
notée n¥, Porientation du vecteur de branche de contact joignant les centres de gra-
vité des deux particules en contact, noté I¥. Satake (1982) a proposé les tenseurs de
texture suivants (équations (2.9), (2.10), (2.11), (2.12)) pour décrire I'anisotropie de
I’arrangement du milieu granulaire.

— le tenseur de texture de contact :

1
Hi; = N Z”fnfa (2.9)
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— le tenseur de texture de branche :
A .
Hi; = A Zl?l;:, (2.10)
k=1
— le tenseur de texture combiné :
PR
Hy; = anflf, (2.11)
¢ k=1

— le tenseur de texture d’orientation des particules :

N,
" 1 L
H;; = N, > o wr, (2.12)
p=1

ou V., N, sont, respectivement, le nombre de contacts et le nombre de particules.
Il est & noter que les tenseurs H, H " H" sont symétriques, alors que le tenseur
H" ne lest pas. Dans le cas des particules sphériques, les trois tenseurs H, H /, H'
coincident.
Kanatani (1981) a proposé le tenseur de structure F' qui régit la densité de
probabilité de contact, P(n) :

On remarque qu’il existe une relation entre le tenseur de structure F' et le tenseur
de texture de contact H :

7

H,;j:4

(Fkkéw + QEJ) en 2D,
(2.14)
Hi = 5 (Fudy; +2F;) en 3D,

ol 6;; est le symbole de Kronecker (voir 'annexe A).

D’autres descriptions tensorielles de la texture du milieu granulaire ont été pro-
posées par Horne (1965), Oda (1972b) et Cambou et Sidoroff (1985). Les tenseurs
de texture sont définis & partir de la densité de probabilité de contact P(n) :

P(n) = C, + Cynin; + Cijaningngng + ... (2.15)

Cambou et Sidoroff (1984) ont montré que la description de la distribution de
I'orientation de contacts P(n) a partir d'un tenseur de texture du deuxiéme ordre
n’est pas suffisante pour un milieu qui a été soumis a un chargement complexe dans
son histoire. Dans ce cas, il est nécessaire de considérer un tenseur de texture du
quatriéme ordre (figure 2.6).

La densité de probabilité P(n) doit vérifier la condition :

/ P(n)dQ = 1 (2.16)

ou {2 est la sphére d’unité, dS2 est 'angle solide infinitésimal associé a la direction
de contact n.

27



2.3 Changement d’échelles micro-macro

g -
X
*g T = "-ll-f*:d_ 'r" \‘
=
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T
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< 4 Tenseur du 2° ordre
& Y s + . Tenseur du 4¢ ordre
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Orientation de contact (°)

FIGURE 2.6 — Distribution de l'orientation de contacts dans un matériau granu-
laire bidimensionnel aprés un essai de cisaillement. Descriptions
par un tenseur de texture du 2¢ ordre et du 4¢ ordre (Cambou et

Sidoroff, 1984).

Le développement de 'expression (2.15), limité au tenseur de texture du deuxiéme
ordre, conduit a la relation suivante :

1
P(n) = 5 + Cyynn;  en 2D, -
. .
P(n) = E + C’ijnmj en 3D.

2.3.3 Description des variables statiques

L’objectif de cette section est de décrire des relations entre les variables statiques
microscopique et macroscopique, c¢’est-a-dire le tenseur de contrainte macroscopique
> & partir de la connaissance des forces de contact f* et la distribution des forces
de contact & partir de la connaissance de la contrainte macroscopique.

2.3.3.1 Opérateur d’homogénéisation statique

Différents opérateurs d’homogénéisation statique ont été proposés pour exprimer
le tenseur de contrainte macroscopique dans un milieu granulaire en fonction des
forces de contact entre particules. Trois méthodes principales ont été utilisées pour
déterminer le tenseur de contrainte macroscopique : la méthode proposée par (We-
ber, 1966) consistant & considérer la résultante des efforts sur une facette séparant
deux parties du milieu, la méthode basée sur ’analogie avec les milieux continus pro-
posée par (Drescher et Jong, 1972; Cundall et Strack, 1979; Christophersen et al.,
1981; Moreau, 1997) et enfin la méthode consistant & identifier les puissances vir-
tuelles des efforts intérieurs du milieu granulaire et d’un milieu continu. Les différents
tenseurs des contraintes obtenus avec ces trois méthodes sont trés similaires mais
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

pas identiques. Nous nous limitons a présenter ici la deuxiéme méthode qui s’inspire
de résultats valables en mécanique des milieux continus pour définir le tenseur de
contrainte macroscopique dans les milieux granulaires.

Trés souvent, le milieu granulaire est supposé en équilibre en ’absence de force
de volume. Par contre, Moreau (1997) ne fait pas cette hypothése et le tenseur de
contrainte est défini pour des milieux en évolution dynamique. Une telle démarche
est plus compliquée que la premiére et dépasse le cadre de la présentation qui en est
faite ici.

Dans un milieu continu en équilibre, en ’absence de force de volume, le tenseur
de contrainte doit vérifier I’équation :

dive = 0. (2.18)

La moyenne des contraintes ¢ sur une partie W du milieu continu de volume Vi
et de frontiére OW s’écrit :

1
VW w

En utilisant le théoréme Gauss-Ostrogradski et 1’équation (2.18), I'intégrale vo-
lumique dans (2.19) peut étre transformeée en l'intégrale surfacique :

Vv Jow
ou :
— f = o.n est la densité surfacique d’efforts extérieurs exercée sur la frontiére
OW de vecteur unitaire normal extérieur n ;
— x est le vecteur position des points sur la frontiére W par rapport a une
origine arbitraire O.

FIGURE 2.7 — Volume de définition de la contrainte dans un milieu granulaire,
dont la frontiére passe par tous les points de contact entre les
particules extérieures et intérieures du volume (Dedecker, 1999).

Pour un volume granulaire W dont la frontiére passe par tous les points de
contact entre les particules situées aux limites intérieure et extérieur du volume
(figure 2.7), les efforts sont des forces de contact exercés ponctuellement par des
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

particules extérieures sur des particules intérieures. Dans ce cas, la relation (2.20)
peut étre écrite sous une forme discréte :

1
= > fla, (2.21)

keKY,

ot K%, est I'ensemble de contacts situés sur la frontiére du volume; £* est la force
au contact k et & est le vecteur position du point de contact k.

Il est également possible d’exprimer la derniére relation par une sommation sur
I’ensemble des contacts entre particules en utilisant la condition d’équilibre statique
en force sur chaque particule dans la partie W du milieu. Cela conduit a I’expression
suivante du tenseur de contrainte X :

1
M = >, = Viw > (2.22)

keKj, UKY, ke Ky

ou :
— K, est I'ensemble de contacts internes des couples de particules intérieures ;
— Ky est Pensemble de contacts dans la partie W (Ky = Kj, U K%,);
— le vecteur branche ¥, pour un contact interne, joint deux points de repérage
de deux particules en contact, et pour un contact externe, joint le point de
repérage de la particule intérieure au point de contact (figure 2.7).

FIGURE 2.8 — Volume de définition de la contrainte dans un milieu granulaire,
dont la frontiére coupe certaines particules dans le volume. Les
particules en gras sont les particules extérieures du volume (Cam-
bou et Jean, 2001).

Il est & noter que sous ’hypothése d’équilibre statique des particules, le tenseur
de contrainte défini par (2.22) est symétrique et ne dépend pas du choix des points
de repérage dans les particules et de l'origine du repére O. Cependant, ce n’est pas
le cas lorsque cette hypothése n’est pas satisfaite.

Si 'on considére que la frontiére du volume analysé ne passe pas par les points
de contact mais coupe certaines particules (figure 2.8), on distingue alors deux en-
sembles de contact : ’ensemble de contacts internes (contact entre deux particules
intérieures) et ’ensemble de contacts externes (contact entre une particule coupée
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

par la frontiére et une particule extérieure). Si seul ’ensemble de contacts internes
est pris en compte dans I'expression (2.22), le tenseur de contrainte ¥ obtenu n’est
plus symétrique. Cependant, si le nombre de contacts externes est petit devant le
nombre de contacts internes, la partie antisymétrique de 3 devient négligeable et le
tenseur X peut alors étre considéré comme symétrique, en premiére approximation.

Comme montré dans la section 1.2.1, 'orientation de contacts est une variable
de base dans la description des forces de contact. Par conséquent, il est raisonnable
de considérer la valeur moyenne des forces de contact T(n) pour une direction de
contact donnée nm comme la variable locale statique. De plus, si la distribution des
tailles des particules, de moyenne D, est supposée non corrélée a celle des forces de
contact, I'on peut écrire 'opérateur d’homogénéisation statique H® sous la forme
continue suivante :

H*: %;=N, D/ n)n;ds, (2.23)

ou N, est le nombre de contacts par unité de volume.

2.3.3.2 Opérateur de localisation statique

La définition d'un opérateur de localisation statique permettant de définir la
force de contact & partir du tenseur de contrainte macroscopique est plus délicate
que 'opérateur d’homogénéisation statique. En effet, les forces de contact étant tres
variables, comme analysé dans la section 1.2.1, elles ne peuvent pas étre définies
uniquement par la connaissance de la contrainte appliquée. Par conséquent, seule
la détermination d’une valeur moyenne des forces de contact pour une direction n
donnée est possible (Weber, 1966; Delyon et al., 1990).

De nombreuses approches ont été proposées pour définir 'opérateur de localisa-
tion statique (Rothenburg et Bathurst, 1989; Bathurst et Rothenburg, 1990; Chang
et Liao, 1994; Chang et al., 1995; Cambou et al., 1995; Ouadfel et Rothenburg,
1999; Magoariec et al., 2008). Parmi ces définitions, nous ne retenons ici que deux
définitions : I'une basée sur ’hypothése proposée par Chang (Chang et Liao, 1994;
Chang et al., 1995), et 'autre basée sur le théoréme de représentation (Cambou
et al., 1995; Emeriault et Cambou, 1996; Magoariec et al., 2008).

a) Opérateur basé sur ’hypothése proposée par Chang

Cette hypothése consiste a déterminer la distribution des forces de contact dans
un milieu granulaire en fonction du tenseur de contrainte macroscopique X, de
'orientation de contact 1, et d'un tenseur A li¢ a la structure du milieu (Chang et
Liao, 1994; Chang et al., 1995). L’opérateur L proposé est écrit sous la forme :

L fi(n) =3;An,. (2.24)
En remplagant f(n) dans la relation (2.23) par la relation (2.24), on a alors :
X =N, D/ )2k Agmyn;dS2. (2.25)
Le développement de la relation (2.25) conduit a :
G = NoAmk{ﬁ / P(n)nknndQ}, (2.26)
SIQ
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et si I'on introduit le tenseur de texture combiné H" défini par (2.11) (sous une
forme continue) on déduit que :

H",; = E/ P(n)ngn,dS. (2.27)
Q
La combinaison des relations (2.26) et (2.27) permet de définir le tenseur A comme
I'inverse du tenseur N,H”, i.e.,
Amk{NoH”kn} = §mn7 (228>

ol & est le tenseur unité.

b) Opérateur basé sur le théoréme de représentation

Dans I'approche proposée par Cambou et al. (1995), la variable locale statique
considérée n’est plus la valeur moyenne des forces aux contacts suivant une direction
donnée mn, mais est une variable prenant en compte ’anisotropie de distribution de
contacts P(n) et ayant la dimension d’une contrainte :

- 4“5 D pn)F(m). (2.29)

Avec cette nouvelle variable statique, I'opérateur H® exprimé dans la relation
(2.23) devient :

F(n)

3

Ei' —_
J 47 Q

F;(n)n;dQ. (2.30)

La détermination de 'opérateur de localisation statique se base sur le théoréme
de représentation générale de Spencer (Spencer, 1987). L’anisotropie du milieu est
décrite par un tenseur purement déviatoire e. Les hypothéses suivantes sont faites :
F(n) est linéaire en X et e, isotrope en X, e et n. L’opérateur de localisation doit
satisfaire la relation (2.30) quelle que soit 3. L’opérateur de localisation statique

L3 obtenu par cette approche s’écrit sous la forme suivante (Emeriault et Cambou,
1996) :

Ly: Fi(n)= uZijn]-le—M(SnUEwnv—Zkk)ni+2kk[(nuewnv)ni—%eijnj]. (2.31)
Les parametres intervenant dans l'opérateur L3 sont le tenseur de contrainte 32,

le tenseur d’anisotropie e et u. Si 'on analyse le cas le plus simple ot e = 0, le

parameétre p a une influence importante sur la distribution des forces de contact :

- pour p = 0, la force de contact est purement normale ;

- pour u = 1, la force de contact est orientée dans la direction de Xn.

Il peut étre aussi noté qu’'une augmentation de p tend a accroitre la valeur de la
force tangentielle tout en diminuant la force normale. Emeriault (1995) a également
montré, a partir de considérations physiques simples, basées sur la statique locale
de deux particules en contact, que :

5
0 < p < 2 en?2D.
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

Le tenseur de contrainte ¥ peut étre décomposé en deux parties ¥V and X7
correspondant respectivement aux contributions des forces normales et tangentielles.
Sidoroff et al. (1993) ont trouvé la relation suivante entre le déviateur S~ de IV et
le déviateur S de X :

SN = (1 — %“) S. (2.33)

Le paramétre p représente donc la fraction du déviateur du tenseur de contrainte
supportée par les forces normales aux contacts.

Magoariec et al. (2008) ont suivi la méme démarche pour formuler un opérateur
de localisation statique dans lequel le tenseur de texture de branche H', défini par
(2.10), est introduit pour décrire 'anisotropie des milieux granulaires, en particu-
lier pour les milieux composés de particules non-sphériques. Pour cette approche,
la variable statique considérée est F'(n) = P(n)f(n). L'opérateur de localisation
statique obtenu dans ce cas s’écrit :

Ly: F(n)=g(X,n)+ X, H n), (2.34)
ou :
g(3,n) est la partie liée a I'isotropie du milieu :
9(Z,n) =1En + ayI»(X,n) (2.35)
h(X, H',n) est la partie liée a 'anisotropie du milieu :
6
9%, H'\n) =) oI;(T,H' n) (2.36)
i=3
ou :

— [ est une longueur caractéristique a définir ;
— les constantes «; sont les paramétres caractérisant la distribution ;
— I, sont des invariants détaillés dans Magoariec et al. (2008).

c) Comparaison des différents opérateurs de localisation statique

Emeriault et Chang (1997) ont comparé les opérateurs de localisation statique Lj
(2.24) et Lj (2.31) avec le résultat obtenu avec un assemblage isotrope en utilisant
la méthode des éléments discrets (MED). La figure 2.9 souligne que 'opérateur
L3 (2.24) surestime la gamme des forces tangentielles et sousestime la gamme des
forces normales. L’opérateur L (2.31), avec la flexibilité du paramétre p, donne
une description satisfaisante avec p = 0.6. Ce résultat est en accord avec celui
de Mahboubi (1995) selon lequel une valeur de p proche de 0.7 donne une bonne
description des distributions des forces de contact.

La figure 2.10 présente les distributions numériques des forces normales et tan-
gentielles de contact dans un assemblage anisotrope et de polygones allongés simulé
par Nouguier-Lehon et al. (2005), comparées avec celles obtenues avec I'opérateur
L3 (2.34). Les distributions des forces de contact sont d’abord décrites uniquement
par la partie isotrope g(3,n) et puis par les deux parties isotrope et anisotrope
g(X,n) + h(X,H',n). On trouve que l'introduction de la partie anisotrope dans
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F1GURE 2.9 — Comparaison des opérateurs de localisation statique L§ (2.24) et
L5 (2.31) avec le résultat de la méthode MED pour un matériau
isotrope (Emeriault et Chang, 1997).
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FIGURE 2.10 — Distributions numériques des forces de contact pour un assem-
blage anisotrope de polygones allongés et distributions obtenues
par l'opérateur L3 (2.34) (a) pour les forces normales et (b) pour
les forces tangentielles (Magoariec et al., 2008).

I'opérateur, par 'intermédiaire du tenseur de texture de branche H' K donne une
meilleure description des distributions des forces de contact pour un milieu granu-
laire anisotrope.

2.3.4 Description des variables cinématiques

Sil'on consideére ’assemblage granulaire comme étant composé des solides rigides
en interaction, les variables cinématiques a ’échelle microscopique sont :

— u™ : le déplacement du centre de gravité de la particule m ;

— w™ : la rotation de la particule m.
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2.3 Changement d’échelles micro-macro

Contrairement a la description des variables statiques, la description des variables
cinématiques apparait plus difficile. Le passage entre les variables cinématiques mi-
croscopiques et macroscopiques a fait ’objet de différentes approches dans la littéra-
ture. Ces approaches se différencient essentiellement par les variables microscopiques
considérées : le déplacement relatif eu contact, le déplacement relatif des centres de
particules en contact, et le déplacement relatif des centres de particules voisines (en
contact ou non).

2.3.4.1 Opérateur d’homogénéisation cinématique

La formulation du tenseur des déformations d’un milieu granulaire en fonction
des variables cinématiques microscopiques a été étudiée dans différentes approches
dans la littérature (Cundall et Strack, 1979; ISSMFE, 1989; Bagi, 1996a; Kruyt
et Rothenburg, 1996; Kuhn, 1997; Liao et al., 1997; Cambou et al., 2000; Bagi,
2006). Parmi ces approches, nous présentons dans les sections suivantes les approches
proposées par ISSMFE (1989), Liao et al. (1997), Cambou et al. (2000) et Cambou
et al. (1995).

a) Approche basée sur le principe de conservation de ’énergie

Cette approche a été initialement proposée dans ISSMFE (1989) en utilisant le
principe de conservation de I’énergie pour le milieu granulaire. Ce principe exprime
que |’énergie globale d’une partie W du milieu granulaire soumis a une sollicitation
quasi-statique est égale a la sommation des énergies locales sur tous les contacts. Il
s’écrit :

0By = Z frock, (2.37)

k eKw

ou 0F est I'incrément de déformation de la partie W et dc* est I'incrément de
déplacement relatif au contact k.
La relation (2.37) peut étre écrite sous la forme :

1 fRGIacE 1 pon [ 1E0CE
LidEy = - > T > () ) (2.38)

k eKw w k eKw

bk

;k lkz > sont non corrélés, la précédente
10

Si 'on suppose que les termes ( flf) et (

relation peut étre écrite :

1 ey 1 l?écf
Lij0Eij = 7 > (z‘lj)ﬁ > B ) (2.39)

W ekw ¢k eKw

En utilisant l'expression de ¥ dans (2.22) et en considérant que le tenseur 0 FE
est symétrique, on obtient 1’expression suivante pour l'opérateur d’homogénéisation
cinématique HY :

1 lfécf + lféc;?

YN 1k
2N, VR Iy

(2.40)
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Dedecker et al. (2000) ont montré, a partir d'une simulation numérique, que cette

expression du tenseur des déformations n’est pas acceptable car I’hypothése de non-
ks k

Yoct
corrélation des termes ( fi’“lf) et ;k lkz n’est pas réaliste. Calvetti et al. (1997)
1

ont donné la méme conclusion & partir de résultats expérimentaux.

b) Approche de la meilleure approximation (best fit method)
b.1) Approche de Liao et al. (1997)

Cette approche est basée sur I’hypothése que le champ de déplacement généré
par le tenseur de déformation macroscopique 0 F est la meilleure approximation du
champ réel de déplacement relatif aux contacts entre particules.

Soit 0 A le tenseur gradient de déplacement du milieu continu équivalent. Le
champ de déplacement généré par A est donc : d Ax ou x est le vecteur position
du point considéré. Si toutes les particules subissent un déplacement coincidant avec
ce champ, le champ de déplacement relatif aux contacts est : § AL* ou I* est le vecteur
de branche joignant les centres des particules en contact au contact k. Le champ
réel de déplacement relatif aux contacts est, d’aprés (1.1), dc* . Cette hypothése
conduit donc & minimiser I’écart quadratique S entre ces deux champs définies sur
un volume V' dans lequel il existe N, contacts. On obtient I’expression suivante pour
I'écart S.

N¢
S =" [6AylE — 6cf] [5A,1E — 6] (2.41)
k=1
La minimisation de S conduit a
oS
BoA. 0, (2.42)

et le développement de la relation (2.42) conduit a 'expression de 6 A dont la partie
symétrique est le tenseur de déformation 0 F :

J

N, N,
c. _ 1 ! - k1k ! - k1k
k=1 k=1
ol G est 'inverse du tenseur de texture de branche H' défini par (2.10).

b.2) Approche de Cambou et al. (2000)

Dans cette approche, les auteurs ont proposé de considérer le champ de déplace-
ment relatif des centres des particules en contact au lieu du champ de déplacement
relatif aux contacts dans la méthode de la meilleure approximation précédemment
présentée. Le tenseur de déformation §F obtenu avec le champ de déplacement
relatif des centres des particules en contact est :

N, N,

. 1 c c
H: 0By = o |Gy > SlE+ Gy ok (2.44)

¢ k=1 k=1
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ot 61% = Su™ — Su™ et du™, du™ sont respectivement les déplacements des centres
de particules m et n en contact.

De plus, les auteurs ont également proposé une autre formulation prenant en
compte le déplacement relatif des centres des particules voisines qui ne sont pas
nécessairement en contact. Ceci est di au fait que, la déformation globale dans
un milieu granulaire va impliquer non seulement la cinématique des particules en
contact mais aussi celle des particules voisines qui ne sont pas en contact. Les deux
types de cinématique sont tres différents : le déplacement relatif de rapprochement
de deux particules rigides en contact est faible, ce qui n’est pas le cas pour des
particules voisines qui ne sont pas en contact. Pour cela, il est nécessaire de définir
la notion de particules voisines.

Cambou et al. (2000) ont défini que deux particules sont voisines si elles sont
connectées par une branche dans un réseau de triangulation de Delaunay (Lee et
Schachter, 1980; Guibas et al., 1990). Pour définir le tenseur de déformation §E, il
suffit de remplacer les branches en contact I¥ dans la relation (2.44) par la totalité
des branches I'*'. Cela conduit a I’expression suivante :

N’ N’

c ]_ v / !/ v / !

Hi:  0E; =5 Goy Y oI + GRSy sl | (2.45)
k'=1 k=1

ou N’ est le nombre total des branches connectant des particules voisines, G* =
(H")™! avec H" un nouveau tenseur de texture de branche défini par :

N/
v 1 krk
Hj = <5 )10 (2.46)

k'=1

c) Approche de Cambou et al. (1995)

La variable cinématique locale considérée dans I'approche proposée par Cambou
et al. (1995) est homologue & une déformation :

3
= 47Tﬁéc(n). (2.47)

U (n)

Le principe de conservation de 1'énergie exprimé dans (2.37) peut étre réécrit avec
les nouvelles variables locales considérées sous la forme

SybBy = [ Fn)itin). (2.48)

En introduisant (2.31) dans (2.48), la relation obtenue doit étre vérifiée quelle que
soit X, d’ott Uopérateur d’homogénéisation cinématique H? :

1
2
+ 6ij [nueuvnvnknk - géUkalnl} }dQ (249)
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d) Comparaison de différents opérateurs d’homogénéisation cinématique.

Cambou et al. (2000) ont évalué la qualité des différents opérateurs d’homogeé-
néisation présentés ci-dessus en simulant un essai biaxial de compression sur un as-
semblage composé de particules cylindriques avec la méthode MED. La compression
de I’échantillon s’effectue par incréments de déformation 6 Fy; égaux approximative-
ment & 4 1073, Les opérateurs d’homogénéisation cinématique H{ (2.40), HS (2.43),
H$ (2.44), H{ (2.45) sont appliqués sur chaque incrément de déformation.

La figure 2.11 présente les évaluations des incréments de déformation par les
opérateurs Hy et HS. Les incréments de déformation obtenus sont comparés avec
ceux mesurés aux limites de ’échantillon. L’opérateur H{ donne des résultats tres
différents des incréments de déformation macroscopique. Cela confirme que ’hypo-
these utilisée dans l'approche énergétique n’est pas réaliste. L’opérateur HS donne
des résultats meilleurs mais est loin d’étre acceptable.

D’aprés les conditions aux limites

D’aprés le déplacement relatif au contact

0 Foo & (best fit method), configuration initiale

8E-3 — A D’aprés le déplacement relatif au contact
(méthode énergétique)

—4E-3

~6E-3 - 5E11

FIGURE 2.11 — Evaluations des incréments de déformation macroscopique & par-
tir du déplacement relatif au contact (Cambou et al., 2000).

La figure 2.12 présente les évaluations des incréments de déformation par 'opé-
rateur H5. Les particules en contact sont définies soit a la configuration initiale soit
a la configuration finale de chaque incrément de déformation. On trouve que 'opé-
rateur H§ donne des résultats significativement meilleurs que ceux obtenus avec les
opérateurs HYy et HS. Il reste cependant un écart important entre les incréments de
déformation évalués et ceux mesurés aux limites. De plus, on note que les résultats
obtenus avec l'opérateur H§ dépendent du choix de la configuration de référence
pour définir les particules en contact.

La figure 2.13 présente I'évaluation des incréments de déformation & partir du
déplacement relatif des centres de particules voisines. L’évaluation obtenue est en
trés bon accord avec la mesure aux limites de ’échantillon. De plus, cette évaluation
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D’aprés les conditions aux limites

) E2 D’aprés le déplacement relatif des centres des particules
8E-3 en contact (best fit method), configuration initiale
T & D’aprés le déplacement relatif des centres de particules

4 en contact (best fit method), configuration finale

—6E-3 J10FE,

FIGURE 2.12 — Evaluations des incréments de déformation macroscopique & par-
tir du déplacement relatif des centres de particules en contact
(Cambou et al., 2000).

ne dépend pas du choix de la configuration de référence pour définir les particules
voisines. Ces résultats mettent 'accent sur le fait qu’une bonne évaluation des défor-
mations dans un matériau granulaire nécessite de prendre en compte non seulement
la cinématique des particules en contact mais aussi celle des particules voisines qui
ne sont pas nécessairement en contact. Bagi (2006) a trouvé des résultats similaires.

2.3.4.2 Opérateur de localisation cinématique

L’opérateur de localisation cinématique a pour but de déterminer une expression
de la distribution des variables cinématiques locales. Similairement a la formulation
de 'opérateur d’homogénéisation cinématique, les variables cinématiques microsco-
piques considérées peuvent étre le déplacement relatif au contact ou le déplacement
des centres des particules (en contact ou voisines). Nous présentons ici deux grandes
options choisies pour définir 'opérateur de localisation cinématique : I'une basée sur
I'hypothése cinématique (Chang et al., 1990; Chang et Misra, 1990; Chang et Liao,
1994; Jenkins, 1991; Walton, 1987) et 'autre basée sur le théoréme de représentation
(Cambou et al., 1995; Emeriault et Cambou, 1996).

a) Opérateur basé sur ’hypothése cinématique

L’hypothése cinématique consiste a supposer que les particules dans un milieu
granulaire subissent un déplacement coincidant avec celui du milieu continue équi-
valent. Le déplacement relatif au contact entre deux particules obtenu avec cette
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s
8E-3 —

D’aprés les conditions aux limites

D’aprés le déplacement relatif des centres de particules
voisines (best fit method), configurations initiale et finale

—E;

' I 1
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

g3 10En

FIGURE 2.13 — Evaluation des incréments de déformation macroscopique & par-
tir du déplacement relatif des centres de particules voisines
(Cambou et al., 2000).

hypothése est alors :
LS: 6 =0E,l: (2.50)
Cambou et Dubujet (2001) ont proposé de considérer le déplacement relatif des
centres de particules voisines au lieu du déplacement relatif au contact dans ’opéra-
teur L§ (2.50). Deux particules sont définies voisines si la distance entre ses centres
est inférieure & une distance donnée. Les auteurs ont comparé les résultats donnés
par cet opérateur avec les résultats obtenus dans une simulation numérique avec
la méthode MED sur un échantillon de disques (figure 2.14). Il est clair que le dé-
placement relatif des centres de particules en contact ne peut pas étre décrit par
lopérateur L{. Cependant, cet opérateur donne des résultats acceptables si le dé-
placement relatif des centres de particules voisines est considéré.

b) Opérateur basé sur le théoréme de représentation

La variable cinématique locale U définie par (2.47) est supposée étre linéaire
avec la déformation macroscopique J E et et tenseur d’anisotropie e. L’opérateur de
localisation cinématique L§ est établi en utilisant le théoreme de représentation de
Spencer pour la fonction JU (0F, e, n) isotrope en JE, e et n et la condition (2.49).

3
[[1+b3Bup/5—1)]0E;jn; +b[n,dEuwn, — 11/50 Egg] ni+

" 4r
+¢ [2(0 Eypeou)ni — 20n4ek00 Eyyniy — 5(0 Egg)eijng + 6€;0 Ejpng — 60 Ejjejpny
—15(nyeuwny )0 Eijng + 15(nyd Eyyny)eing + 35(nyeuny) (nud Eyng)nil]  (2.51)
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FIGURE 2.14 — Comparaison des résultats donnés par l'opérateur L{ avec les
résultats de MED considérant le déplacement relatif des centres
de particules voisines avec différentes définitions des particules
voisines (Cambou et Dubujet, 2001) :

I : 5ln(n) = nléEUl;""

II: 8l,(n) =< du™ —du > d(m,n) <2.27x D
I : 6ly(n) =< 6u™ — du > d(m,n) < 1.136 x D
IV : 8lp(n) =< du — 6u? > d(m,n) < D.

Le paramétre b joue un role important sur les distributions des déplacements
normaux et tangentiels : plus b augmente, moins la contribution des déplacements
tangentiels a la déformation globale est importante (Emeriault, 1995). D’aprés Cam-
bou (1993), b est lié a la rotation locale des particules et aux créations et pertes de
contacts dans un matériau granulaire. La valeur b = 0 correspond au cas de non ro-
tation possible des particules. En se basant sur des considérations physiques simples,
Emeriault (1995) a également montré que :

en 3D,
3 o= m (2.52)
< b < ;= 2D

Pour un milieu isotrope (e = 0) et b = 0, Uopérateur L§ coincide avec I'opérateur
L§ défini par (2.50).

2.3.5 Homogénéisation élastique

Il existe plusieurs techniques d’homogénéisation élastique dans la littérature
ayant pour objectif d’estimer les caractéristiques élastiques des matériaux granu-
laires. Ces approches se différencient essentiellement par le choix des opérateurs
d’homogénéisation et de localisation. Nous présentons trois de ces approches pour
illustrer la technique d’homogénéisation élastique utilisée dans les matériaux granu-
laires. Par simplicité, le milieu granulaire considéré est isotrope. La loi de contact
utilisée est la loi élastique non-linéaire de Hertz-Mindlin présentée dans la section
2.3.1.
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2.3.5.1 Homogénéisation de Voigt

La figure 2.15 présente le schéma d’homogénéisation de Voigt qui est un schéma
d’homogénéisation en déformation imposée. L’opérateur de localisation cinématique
L§ (2.50) et opérateur d’homogénéisation statique H® (2.23) sont utilisés dans cette
homogénéisation.

E by
s | me|

Loi de contact
FIGURE 2.15 — Schéma d’homogénéisation en déformation imposée de Voigt.

Cette homogénéisation conduit aux caractéristiques élastiques suivantes :

5 —4dv,,

E=E>—""™ (2.53)
5 — 3,
1%
y=_n (2.54)
10 — 6v,,
2/3
GN,D?
E, = (m— »L3, (2.55)
V6(1 —1,,)
ou X,, est la contrainte moyenne.
E (MPa) v
1600 ~ (. 4 = expérience 035 r = 4= = €Xxpérience
1400 f- approche de type de Voigt 03 | approche de type de Voigt
1200 |- 025 | .
1000 |- 0z k- e ———
ol
——t 0.15 [
600 - LT
400 L P o1 |
200 |- +° 005 |
0 1 1 1 | 0 | 1 I 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Contrainte moyenne (kPa) Contrainte moyenne (kPa)

(a) (b)
FIGURE 2.16 — Comparaison entre les caractéristiques élastiques observées expé-
rimentalement et obtenues avec I’homogénéisation de type Voigt
(a) pour le module de Young et (b) pour le coefficient de Poisson
(Emeriault et Cambou, 1996).

Emeriault et Cambou (1996) ont comparé les caractéristiques élastiques obser-
vées expérimentalement par Hosri (1984) sur des matériaux composés de billes de
verre et obtenues avec ’homogénéisation de type de Voigt (figure 2.16). Cette figure
montre que 'approche de type Voigt donne un module de Young beaucoup plus
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élevé que celui observé expérimentalement, et conduit a un coefficient de Poisson ir-
réaliste. Cependant, la variation de ces caractéristiques élastiques avec la contrainte
moyenne est raisonnable.

2.3.5.2 Homogénéisation de Emeriault et Cambou (1996)

Cette technique d’homogénéisation suit le schéma présenté figure 2.17 pour le-
quel l'opérateur de localisation statique L5 (2.31) et 'opérateur d’homogénéisation
cinématique H¢ (2.49) sont utilisés.

» E
L3 | mg|
f — u

Loi de contact

FIGURE 2.17 — Schéma d’homogénéisation en contrainte imposée dans la tech-
nique de Emeriault et Cambou (1996).

Cette homogénéisation conduit & :

E=E, 1= Vm , (2.56)
2(1 - Vm)(l - N) + %(5 - 4Vm)
2(1 — vp)(5 — 10p) + 21%(5 — 4vyy,)

v 2(1 — 1,,)(20 — 20p1) ' (2.57)

—t— expérience = ...... =06 —i— expérience e 1T
A B | [N S e i
1600 e =04 k=1 035 Py p=10
" 0.3 |
025 f @@ 0o——— ——— — —
0.2 | p——— . .
005
0.1 -
L S,
0 L 1 1 J
0 50 100 150 200
Contrainte moyenne (kPa) Contrainte moyenne (kPa)
(a) (b)

FIGURE 2.18 — Comparaison entre les caractéristiques élastiques observées expé-
rimentalement et obtenues avec 'homogénéisation de Emeriault
et Cambou (1996) (a) pour le module de Young et (b) pour le
coefficient de Poisson (Emeriault et Cambou, 1996).

La figure 2.18 présente la comparaison entre les caractéristiques élastiques ob-
servées expérimentalement et obtenues avec cette technique. Différentes valeurs de
(1 sont étudiées. On voit qu’avec la flexibilité du parameétre pu, les caractéristiques
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élastiques sont plus proches des valeurs expérimentales. Une valeur de p approxi-
mativement égale a 0.0 donne les résultats les plus proches de ceux expérimentaux.
Cependant, cette valeur n’est pas dans la gamme des valeurs de p donnant une
bonne description des distributions des forces de contact, ce qui est discuté dans la
section 2.3.3.

2.3.6 Difficultés et limitations des techniques de changement
d’échelles micro-macro

La structure géométrique interne des matériaux granulaires est trés complexe.
La description de la structure interne, basée principalement sur la distribution de
I'orientation de contacts par les tenseurs de texture présentés dans la section 2.3.2
semble une forte simplification. Ces tenseurs de texture, impliquant la réalisation
d’une moyenne sur la totalité du volume élémentaire représentatif, entrainent la perte
des informations locales sur la structure interne. Ces informations locales peuvent
étre la densité locale, 'arrangement des particules voisines, la géométrie des pores,
etc.

L’opérateur d’homogénéisation statique est clairement établi. Par contre, I’'opéra-
teur de localisation statique parait beaucoup moins bien établi. L’analyse présentée
dans la section 2.3.3 montre que les opérateurs proposés par Cambou et al. (1995) et
Magoariec et al. (2008) donnent des descriptions satisfaisantes des forces de contact.
Cependant, le nombre de paramétres dans ces opérateurs est important et les para-
métres semblent difficiles & identifier.

L’opérateur d’homogénéisation cinématique fait 1’objet de nombreuses discus-
sions. La divergence entre eux réside principalement dans le choix de la variable
cinématique locale. A ’échelle microscopique, on préfére souvent dans la littérature
considérer le déplacement relatif au contact qui peut étre relié a la force de contact
par les lois de contact. Mais cette considération conduit a une déformation macrosco-
pique irréaliste. La prise en compte du déplacement relatif des centres de particules
en contact donne un meilleur résultat mais est loin d’étre acceptable. L’analyse de
Cambou et al. (2000) et Bagi (2006) souligne que la prise en compte du déplacement
relatif des centres de particules voisines conduit seul a de bonnes estimations de la
déformation macroscopique.

L’opérateur de localisation cinématique fait également I’objet de nombreuses dis-
cussions avec les mémes difficultés que 'opérateur d’homogénéisation cinématique.
L’opérateur établi par Cambou et al. (1995) qui est basé sur 'opérateur d’homogé-
néisation HE (2.49), est discutable. Ceci provient du fait que la prise en compte du
déplacement relatif au contact dans 'opérateur HY, comme analysé ci-dessus, peut
conduire & une mauvaise estimation de la déformation macroscopique. L’opérateur
de localisation cinématique basé sur I’hypothése cinématique ne donne de bonnes
descriptions pour les variables cinématiques locales que si le déplacement relatif des
centres de particules voisines est pris en compte.

Les raisons mentionnées ci-dessus permettent de conclure que le passage micro-
macro reste un probléme largement ouvert dans les milieux granulaires. Des travaux
de recherche supplémentaires sont donc nécessaires pour pallier les limitations du
passage micro-macro et pour compléter la procédure d’homogénéisation pour les
matériaux granulaires. L’une des facons de contourner ces limitations est d’introduire
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2.4 Changement d’échelles méso-macro

une échelle intermédiaire entre les échelles microscopique et macroscopique, appelée
échelle mésoscopique, dans la technique de changement d’échelles pour les matériaux
granulaires. Dans la suite, nous présenterons les techniques de changement d’échelles
considérant une échelle mésoscopique dans la littérature.

2.4 Changement d’échelles méso-macro

Un milieu granulaire peut étre subdivisé entiérement en sous-domaines, chacun
contient un ensemble localisé de particules. Grace a cette partition, on peut défi-
nir une échelle mésoscopique qui se situe au niveau de sous-domaines. Les variables
statique et cinématique & ’échelle mésoscopique sont la contrainte et la déforma-
tion locales, qui peuvent étre définies a partir des variables microscopiques. Le pas-
sage micro-macro précédemment présenté peut se fait indirectement par un passage
micro-méso et un passage méso-macro (figure 2.19). Nous présenterons ci-dessous
deux techniques de changement d’échelles pour les milieux granulaires qui intro-
duisent une telle échelle mésoscopique dans le passage micro-macro.

______________ Variables statiques ______ Variables cinématiques
Echelle macroscopique z E
Loi macroscopique
__________________ Ls\\ \HS Ll |H*
Echelle mésoscopique o e

Loi mésoscopique

L//s Ils L/IC Hl/c

FIGURE 2.19 — Introduction d’une échelle mésoscopique dans le schéma d’homo-
généisation pour les milieux granulaires.

2.4.1 Approche de Liao et al. (1997)

Dans cette approche, les auteurs considérent une échelle qui correspond au niveau
de groupes de particules, chacun est composé d’une particule centrale a et de ses
voisines avec lesquelles elle est en contact (figure 2.20). Un volume local V' est
associé a chaque groupe de particules de telle fagon que la réunion de V, des volumes
locaux de tous les groupes donne le volume total de ’assemblage de particules.

Y ve=v. (2.58)
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Le volume local V® est défini comme suit :
Ve =w,(1+e), (2.59)

ol v, est le volume de la particule centrale a et e est I'indice de vides de ’assemblage
granulaire.

FIGURE 2.20 — Groupe de particules composé d’une particule centrale a et de
ses particules voisines avec lesquelles elle est en contact dans
I'approche de Liao et al. (1997).

Schéma d’homogénéisation

Cette approche suit le schéma d’homogénéisation en contrainte imposée, présenté
sur la figure 2.21. Les forces de contact f¥ ne sont pas localisées directement a
partir de la connaissance de la contrainte macroscopique X et la structure interne
des milieux granulaires mais indirectement par I'intermédiaire de la contrainte o et
de la structure a 1’échelle mésoscopique. De méme, I’homogénéisation cinématique
se fait par 'intermédiaire de la déformation de® a I’échelle mésoscopique.

> E
L/s ch

L/ls H//c

g — o —

T
Loi de contact

FIGURE 2.21 — Schéma d’homogénéisation en contrainte imposée dans I’ap-
proche de Liao et al. (1997).

Structure mésoscopique

La structure de chaque groupe de particules est caractérisée par un tenseur de
texture de branche H'* :

N{I/
a 1 kik
Hliﬂ' - 2V a Z l; l]-, (2.60)
k=1
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ott N est le nombre de contacts sur la particule a et I* est le vecteur de branche
joignant le centre de la particule a et le centre d’une particule voisine.

Localisation statique

L’opérateur de localisation statique est basé sur hypothese proposée par Chang
(Chang et Liao, 1994; Chang et al., 1995) :

fF=calk A (2.61)

zgn n:

Cette opérateur fait intervenir la contrainte mésoscopique o et le tenseur A® qui
est I'inverse du tenseur de texture de branche H'* défini par (2.60). Le champ de
contraintes & 1’échelle mésoscopique o est ensuite supposé homogéne et uniforme
avec la contrainte macroscopique :

6% = 2. (2.62)

Homogénéisation cinématique

La déformation du volume local V* de chaque groupe de particules est définie en
utilisant la méthode de la meilleure approrimation, présentée dans la section 2.3.4.

Na

-a 1 ‘ki1k pa
€5 = oya > ekikAg (2.63)

k=1

et la déformation macroscopique E est la moyenne volumique des déformations
locales &“

]' ~a a
= > epve (2.64)

Loi d’interaction

La loi d’interaction au contact utilisée est élastique linéaire :
ke k ik
&G =51 (2.65)
ot S¥ est la matrice de souplesse au contact k.

Loi élastique macroscopique homogénéisée

En bouclant le schéma d’homogénéisation présenté sur la figure 2.21, la loi élas-
tique macroscopique est obtenue comme suit :

By = HijuXn, (2.66)
Na " .
i = |5 S0 At A0 k15 A,

On trouve que les caractéristiques élastiques macroscopiques homogénéisées en
(2.66) dépendent également des structures a ’échelle mésoscopique (par I'intermé-
diaire du tenseur A®). Afin d’analyser cette dépendance, plusieurs échantillons avec
différentes structures locales sont générés en utilisant la méthode MED. Chaque
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échantillon contient plusieurs groupes de particules dont les particules qui sont en
contacts avec la particule centrale sont distribuées de fagon aléatoire. Le nombre
de contacts N par particule est le méme pour toutes particules dans un méme
échantillon mais difféere d’un échantillon & un autre. Les échantillons générés sont
isotropes mais les structures locales des groupes de particules sont inévitablement
anisotropes. Les caractéristiques élastiques de ces échantillons sont calculées en uti-
lisant la relation (2.66) a partir de la connaissance des structures locales décrites
par les tenseurs A®.

La figure 2.22(a) présente les relations entre le module de Young E normalisé par
E, (défini par (2.67)) et le rapport entre les rigidités tangentielle k7 et normale ky
des contacts pour différentes valeurs de N®. On trouve une dépendance significative
du module de Young E vis-a-vis de la densité locale de ’assemblage, décrite par le
nombre de contact par particule N :

4N’T‘2]'{JN
3V
ou N est le nombre de contacts dans le volume élémentaire représentative V' et r est
le rayon des particules.

La figure 2.22(b) présente la comparaison du module de Young obtenu par la
présente approche, par la méthode MED, et par I’homogénéisation de type Voigt.
Cette figure montre que le résultat obtenu par la présente approche constitue une
limite inférieure du module de Young pour les matériaux granulaires.

E, (2.67)

1.0 1.0
D8 0.8
0.8 0.6
S
-~
M o4 04 | -
Liao et al. (1997)
0.2 02} 4
o_o " 1 " il i 1 " ] A O.D [l | i 1 L _—e
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0
kr/kn kr/kn

(a) (b)

FIGURE 2.22 — Relation entre le module de Young obtenu par I’homogénéisa-
tion de Liao et al. (1997) et le rapport kr/ky au contact : (a)
pour différentes valeurs du nombre de contacts N¢ par particule,
et (b) comparé avec celle obtenue par la méthode MED et par
I’homogénéisation de type de Voigt.

Remarques

Cette approche permet de prendre en compte la variation de la structure locale
dans la loi de comportement globale. Bien que cette approche utilise les hypothéses
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trés simples (le champ des contraintes locales homogéne, 'hypothése statique, hy-
pothése cinématique de type best-fit), elle donne un module de Young dépendant
de la densité locale au sein des milieux granulaires, ce qui n’est pas obtenu avec les
techniques d’homogénéisation macro-micro précédemment présentées.

2.4.2 Approche de Sab (1997)

Le volume élémentaire représentatif d’un matériau granulaire est subdivisé, dans
cette approche, en tétraédres dont les sommets sont occupés par les centres des
particules. En effet, on relie les centres de toutes paires de particules en contact par
des branches. Si I'on obtient une partition, 7y,, du volume V en tétraedres T € Ty,
I'on dit que ’assemblage est dense. Dans le cas d’un assemblage qui n’est pas dense,
on compléte 'ensemble des branches réelles joignant les centres de toutes les paires
de particules en contact par des branches fictives joignant les centres de paires de
particules qui ne sont pas en contact. On obtient donc toujours une partition 7y
de V en tétraédres (figure 2.23) mais les branches dans chaque tétraédre ne sont
pas nécessairement réelles. Grace a cette partition, I'auteur a défini une échelle
mésoscopique qui correspond au niveau des tétraédres.

F1GURE 2.23 — Illustration d’un tétraédre avec les branches réelles (ligne conti-
nue) et les branches fictives (ligne pointillée).

Schéma d’homogénéisation

Cette approche suit le schéma d’homogénéisation illustré sur la figure 2.24.
D’abord, les variables cinématiques et statiques & 1’échelle mésoscopique sont dé-
finies a partir des variables cinématiques et statiques a 1’échelle microscopique. Les
variables cinématiques mésoscopiques sont ensuite localisées par un opérateur de
localisation. Les variables statiques mésoscopiques sont calculées a partir des va-
riables cinématiques par une loi mésoscopique déduite de la loi d’interaction au
contact considérée. Enfin, les variables statiques macroscopiques sont calculées &
partir des variables statiques mésoscopiques par un opérateur d’homogénéisation.

Contrainte mésoscopique

Pour chaque tétraédre on définit un tenseur de contrainte symétrique o, et un
vecteur de contrainte antisymétrique 77, en partageant les forces de contacts sur les
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E 3
L/c l H/s T
€, w — o, T
Loi mésoscopique
H//c T H//S T
U ¢

—_—
Loi de contact

FIGURE 2.24 — Schéma d’homogénéisation dans 'approche de Sab (1997).

tétraeédres voisins en fonction du volume de ces tétraédres.
klk fklk

o = VT Z = Dk (2.68)

kEKT keEKT

Ti VT Z D eljllkfl Z D ezgll (269)

keKp keKr
ou :
— K7 est 'ensemble des branches sur le tétraédre 7.
— Dy, est le volume formé par la réunion de tous les tétraedres qui prend la
branche £ en commun.
Les moyennes volumiques des tenseurs de contrainte o’ et des vecteurs de

contrainte 77 sur tous les tétraédres sont, respectivement, égales a la contrainte
macroscopique 2 et & 0 :

1
TGTV keKy
1
< TZ-T > = V Z VTTZ»T = V Z eiﬂl;?flk =0, (271)
TeTy keKy

ou Ky est 'ensemble des branches dans le volume V.

Déformation mésoscopique

Un taux de déformation, €7, et une vitesse de rotation, w” sont définis pour
chaque tétraédre a partir du champ de vitesses obtenu par interpolation continue,
affine par morceaux sur les tétraédres, des vitesses des centres des particules. Les
moyennes volumiques des taux de déformation €7 et des vitesses de rotation w”
sur ’ensemble de tétraédres sont, respectivement, égales au taux de déformation
macroscopique E et a la vitesse de rotation macroscopique €2 :

Eij =< 63;- >= V Z VT 3;7 (272>
TeTy
1
TeTy
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La vitesse relative au point de contact k entre deux particules m et n appartenant
au tétraédre T' peut étre calculée par la relation suivante :

& =t — U+ e (Wit — Wity
_ Tk T 1k m_.m n,.n
= &,lj + eqw; I + e (Wi — wity'). (2.74)

Si 'on néglige Ueffet de la dispersion des vitesses de rotation des particules ap-
partenant a un méme tétraédre (c’est-a-drie on suppose que w™ &~ w™), 'on obtient

la relation suivante :

C'f = EZ; + 6ijlwlfllk> (2.75)

oit w'? est la rotation relative entre le tétraedre T et les particules appartenant & ce
tétracdre (w7 = wT — w™).

Loi de comportement mésoscopique

La loi de contact élastique linéaire unilatérale avec frottement de Coulomb pré-
sentée dans la section 2.3.1 est utilisé dans cette approche. Une combinaison de
cette loi avec les relations (2.68), (2.69), et (2.75), donne une loi de comportement
incrémentale pour un tétraédre 1" sous la forme suivante :

() -ar(5) -

ou Ar est 'opérateur d’élasticité.

Opérateur de localisation

L’opérateur de localisation utilisé dans cette approche est une adaptation de la
loi de localisation pour les matériaux polycristallins, proposée par Zaoui (1986). Cet
opérateur s’écrit sous la forme :

( - Tn

- n o’

Y _0:<+T7n)_0,

40> (2.77)

6er,n B E" -~ ’En‘ o-,T,n B En
\ <.“J/T,n Q/n =~ |En| 57-_T,n 0 .

ou :
— « et (3 sont les constantes positives caractéristiques de la géométrie de 1'as-
semblage.
“n on . T . . Lo
— | X2 = XXy, et X, E, Q7 €N W o™ 77" sont définis par le

systéme d’équations suivant :

P=—(Sw)/3>0, X" =%/P, ¢"=6"/P, +""=+"/P,

et o\ _ (A7) oin E" _ [ <e> (2.78)
w/T,n 7-_T,n ) Qm < w/T,n > .
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Cette loi de localisation est une loi intermédiaire entre celle de Voigt (v = 0) et
celle de Reuss (o = 4+00). Le paramétre 3 rend compte de l'influence des rotations
relatives sur le comportement macroscopique. La valeur 5 = 0 correspond au cas ot
les rotations relatives w'”" sont uniformes dans tous les tétraédres.

Il est a noter que cette loi de localisation n’a de sens que si la contrainte moyenne
P est strictement positive. C’est la raison pour laquelle, on considére dans la suite
que l'assemblage granulaire est sollicité a partir d'un état de contrainte isotrope
non nul. A cet état initial, 'hypothése de type Voigt est utilisée pour localiser les
variables cinématiques des tétraédres : VT, é7 = E, wT=0.

Description de la géométrie mésoscopique

Pour compléter la procédure d’homogénéisation, il est nécessaire de caractéri-
ser géométriquement la partition 7y,. La géométrie de chaque tétraeédre est décrite
par : son volume V7, I'ensemble des branches et la nature réelle ou fictive de ces
branches. Dans un modéle simple, I'on néglige I'effet de la dispersion des longueurs
des branches. Alors, la description de la géométrie de chaque tétraédre ne porte que
sur l'orientation et sur la nature réelle ou fictive de ses branches.

En pratique, l'orientation O d’un tétraédre est décrite par les trois angles d’Euler,
O =(0,v,¢) € £=10,7] x[0,27] x [0,27] qui servent a repérer, par rapport a une
base de référence, les vecteurs d’une base attachée au tétraédre. L’ensemble & est
muni d’une mesure de probabilité pe. Dans cette approche, 'on suppose que la
distribution de [’orientation des tétraédres est isotrope. La probabilité pe est donc
uniforme pour tous les tétraedres.

La nature réelle ou fictive des six branches d’'un tétraédre est décrite par un
élément (i, ...,i6) € {0,1}% avec i), = 1 si la k%™ branche est réelle. La probabilité
p d’avoir i, = 1 sur £°™¢ branche est supposée indépendante de la probabilité des
autres branches. La probabilité p peut étre estimée a partir du nombre de coordi-
nation d’un assemblage granulaire.

La géométrie de la partition 7y est alors caractérisée par un ensemble, A4 =
{0, i1, ...,i6}, muni d’une mesure de probabilité, dP, qui peut étre déterminée a
partir des probabilités pg et p.

Grace a cette description géométrique, une moyenne volumique sur V' peut étre
transformée en une sommation sur ’ensemble A. Par exemple,

: 1
By =< &l >= v S VTl = gi(a)dP. (2.79)

TeTy acA

Résolution

Le bouclage du schéma d’homogénéisation se fait de maniére itérative selon les
étapes suivants :

étape 1 : on calcule les variables &(a), 7(a) par ’équation (2.76), & partir de
la connaissance les variables &(a), w’(a) & un état donné;

étape 2 : on calcule les variables 3, E, Q par les équations (2.70), (2.72), (2.73),
puis l'on évalue 1'écart entre les deux termes de la loi de localisation (2.77) ;

étape 3 : les variables €(a), w'(a) sont convenablement modifiées en fonction
de cet écart et la procédure est répétée jusqu’a la convergence.
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Résultats

Le figure 2.25 présente la comparaison entre les résultats obtenus avec cette
approche et ceux obtenus pour des essais triaxiaux réalisés par Canou (1989) sur
un sable d’Hostun fin avec deux densités initiales différentes. Les paramétres choisis
sont kr/l = 451kPa, kr/ky = 1.0, tan ¢, = 0.32. Le paramétre p est identifié¢ en
utilisant la relation entre l'indice de vides et le nombre de coordination proposée
par Oda (1977). La valeur de « est ajustée en fonction de p. Le paramétre 3 égal
a 0, ce qui revient a négliger 'effet des rotations relatives. Cette figure montre que
le modéle proposé par Sab (1997) peut prédire le comportement du sable d’Hostun,
particulierement le comportement a la rupture. Il est intéressant de noter que cette
approche peut étre appliquée dans le domaine élastique et méme dans le domaine
plastique du comportement des matériaux granulaires.

Y3 = 100kPa

—t#— HF : e = 0.656
mm = p = (0.5, a=0.66
—&— HF : e = 0.862

p=0.36, « = 0.49

0 2 4 6

FI1GURE 2.25 — Résultat de I'homogénéisation de Sab (1997), comparé avec celui
observé expérimentalement dans des essais triaxiaux sur le sable

d’Hostun fin (HF) pour deux densités différentes (Sab, 1997).

Remarques

Bien que 'approche proposée par Sab (1997) donne de bons résultats, il présente

également les limitations suivantes :

— La définition de la contrainte dans chaque tétraédre par un partage des forces
de contact sur les tétraedres voisins ne semble pas pertinente en mécanique
des milieux granulaires.

— La négligence des rotations relatives des particules sur chaque tétraédre ne
conduit vraisemblablement pas & une bonne estimation de la déformation ma-
croscopique, en particulier pour les milieux composés de particules circulaires
(voir 'analyse effectuée dans la section 2.3.4.1).

— La structure d’'un milieu granulaire est trés différente de celle d’'un milieu
polycristallin. En raison de cette différence, une loi de localisation initialement
proposée pour un milieu cristallin ne semble pas appropriée pour un milieu
granulaire.
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— L’hypotheése sur I'isotropie de la distribution de I'orientation de tétraédres est
trés forte dans les milieux granulaires pour lesquels ’anisotropie se développe
fortement lors d’une sollicitation déviatoire.

Cependant, cette approche montre qu’il est possible de considérer, a I’exception

des contacts entre particules, d’autres constituants élémentaires dans les techniques
de changement d’échelles pour les matériaux granulaires.

o4



Deuxiéme partie

Echelle mésoscopique en 2D
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Chapitre 3

Simulation numérique des milieux
granulaires 2D

Introduction

L’analyse proposée dans le cadre de ce travail nécessite d’avoir acceés aux in-
formations locales (forces de contact, déplacements des particules, orientations de
contacts, etc.) dans les assemblages granulaires. Ces informations locales sont tech-
niquement difficiles & obtenir lors d’essais sur des matériaux granulaires réels. La
méthode des eléments discrets (MED), qui a été largement développée ces derniéres
années, constitue un outil pour étudier le comportement des matériaux granulaires
a I’échelle globale ainsi qu’a 1’échelle locale. Nous utilisons ici cette méthode pour
simuler des essais numériques pour lesquels les informations locales dans les assem-
blages étudiés peuvent étre exploitées.

Nous décrivons d’abord le code de calcul utilisé. La simulation d’un essai biaxial
sur un échantillon de disques, servant de base pour toute analyse dans la suite, est
ensuite présentée. Enfin, les comportements global et local de I’échantillon au cours
de l'essai sont analysés.

3.1 Meéthode des Eléments Discrets

La méthode des éléments discrets a été introduite par P.A.Cundall (1971) pour
étudier des problémes de mécanique des roches, puis appliquée a des problémes de
mécaniques des sols par Cundall et Strack (1979). Le logiciel PFC?P (Particle Flow
Code), basé sur la MED, est développé et distribué par la société ITasca et largement
utilisé pour modéliser le mouvement et l'interaction de particules circulaires. Nous
utilisons ce logiciel par la suite pour simuler des essais sur les matériaux granulaires.
Ce logiciel est briévement présenté dans les sections suivantes.

3.1.1 Hypothéses

— Le logiciel PFC?" utilise la méthode de type smooth MED. Cette méthode
consiste a supposer que les particules sont des corps rigides mais elle autorise
un recouvrement faible entre deux particules en contact pour calculer la force
d’interaction entre deux particules. Cette hypothése peut étre acceptable si
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ce recouvrement est négligeable par rapport a la taille des particules. Cette
hypothése constitue une différence entre les méthodes smooth MED et non
smooth MED. En effet, la méthode non smooth MED (Jean, 1999) considére
les particules comme des corps parfaitement rigides sans recouvrement entre
deux particules en contact. La force d’interaction entre deux particules rigides
est calculée a partir d’une loi de choc avec coefficient de restitution.

— Dans le logiciel PFC?”| la force d’interaction entre deux particules en contact
est liée au recouvrement au point de contact via une loi force-déplacement.

— Les particules sont circulaires (cylindrique ou sphérique).

3.1.2 Schéma de calcul de la MED

Le calcul effectué¢ dans le logiciel PFC?P alterne I'application d’une loi force-
déplacement aux contacts et de la loi de déplacement des particules (figure 3.1).
Chaque cycle de calcul se décompose en 3 étapes :

1. A linstant t, les positions des particules et des parois sont connues.

2. Les forces de contact sont déduites des positions des particules et des parois

par la loi force-déplacement.

3. Les déplacements et rotations sont calculés pour chaque particule & partir

de ’équation du mouvement et on réactualise les positions des particules a
I'instant ¢t + At. Les positions des parois sont également mises a jour a cet

instant.
Incrémentation la position des parois et des
particules et mise & jour des contacts
h 4

Loi de déplacement Loi force-déplacement
(sur chaque particule) (sur chaque contact)
+ résultante des forces + déplacement relatif
et des moments + loi de contact

T Forces et couples de contact

FIGURE 3.1 — Schéma du cycle de calcul de la MED dans PFC?P

La résolution de I’équation du mouvement dans PFC?P se fait de maniére expli-
cite :
1. L’accélération de chaque particule est calculée par I’équation de mouvement :

() = ;Zp + g (3.1)
. WE
03(t) = = (3.2)

ou f? est la force résultante appliquée sur la particule p de masse m?, g est
la gravité et MP? est le moment résultant appliqué sur la particule de moment
d’inertie angulaire I7.
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3.1 Méthode des Eléments Discrets

2. La vitesse de chaque particule est calculée a partir de 1’accélération par un
schéma explicite par semi-intervalles :

D (t + At/2) = 2 (t — At/2) + @ (t) At, (3.3)
00 (t + At/2) = O5(t — At/2) + 65(t)At. (3.4)
3. La nouvelle position a l'instant ¢t + At est ensuite exprimée suivant le méme
schéma :
22 (t + At) = 2P(t) + 2 (t + At/2)At, (3.5)
b (t + At) = 05(t) + 05(t + At/2)At.

3.1.3 Loi de contact

Les lois de contact dans le logiciel PFC?P sont de type élastique (linéaire ou non
linéaire) avec frottement. Dans notre simulation numérique, la loi de contact est une
loi élastique linéaire avec frottement dont les paramétres sont les rigidités normale
ky et tangentielle kr, et I'angle de frottement intergranulaire ¢,. Cette loi a été
présentée dans la section 2.3.1.

3.1.4 Amortissement numérique

La méthode de MED est purement fondée sur les équations de la dynamique.
Si les interactions entre deux particules en contact sont purement élastiques, il n’y
a aucune dissipation d’énergie et un état d’équilibre du systéme granulaire n’est
jamais atteint. Méme si le frottement est activé aux contacts, il n’est pas suffisant
pour atteindre 1'état d’équilibre en un nombre raisonnable de cycles. Il est donc
nécessaire d’accélérer la dissipation d’énergie du systéme.

La méthode d’accélération de la dissipation d’énergie utilisée dans PFC?P est
similaire & celle décrite dans P.A.Cundall (1987). Une force d’amortissement pro-
portionnelle a I'accélération de chaque particule (ou a la résultante des forces appli-
quées sur chaque particule), comme l'exprime les équations (3.7) et (3.8), est ajoutée
a I’équation du mouvement. Une telle force n’a aucun sens physique mais présente
I’avantage de ne pas avoir d’influence sur le régime permanent.

A

fi = =Alf] lsign(%7),
My = —A|M{]sign(65),

ol fp et M” sont respectivement la force d’amortissement et le moment d’amortisse-
ment ajoutés a la particule p, A est un coefficient, appelé coefficient d’amortissement
numérique, variant de 0.0 & 1.0 et sign(y) donne le signe de la quantité y.

Le choix de la valeur du coefficient d’amortissement numérique A doit étre basé
sur le régime du systéme granulaire. Pour un régime quasi-statique, la valeur de A
n’a pas d’influence significative sur la réponse du systéme granulaire. Pour notre
simulation numérique avec le régime quasi-statique, on choisit une valeur A = 0.3.
Cependant, ce n’est pas le cas pour un régime dynamique. Pour ce régime, la valeur
de A doit étre petite et conformément a la recommandation de la société Itasca, une
valeur de A égale a 0.15 parait raisonnable.
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3.2 Simulation de l'essai biaxial

3.1.5 Pas de temps

Pour que les calculs de la méthode MED convergent vers la solution, le pas de
temps doit étre suffisamment petit. Le pas de temps doit étre inférieur a la plus
petite période propre de vibration du systéme pour permettre la propagation dune
onde de choc dans le systéme. Cette condition conduit a 'inégalité :

At < amin{ %}, (3.9)

ol « est une constante inférieure a 1.0. En théorie, &« = 1.0 permet d’obtenir la
convergence, mais en pratique on utilise une valeur égale & 0.1 pour éviter tout
probléme numérique lié a la valeur de At.

3.1.6 Conditions aux limites

Les conditions aux limites dans PFC?P sont le plus souvent définies par rapport
a des parois, qui sont considérées comme des plaques élastiques avec des rigidités
normale et tangentielle et un frottement. On ne peut appliquer, sur une paroi, qu’une
condition aux limites en vitesse ou en déplacement. Cependant, il est également pos-
sible d’'imposer une contrainte constante sur une paroi, en utilisant une procédure de
servo-controle. Cette procédure consiste a déplacer les parois de maniére a atteindre
un état de contrainte aussi proche que possible de ’état de contrainte souhaité. Le
principe est le suivant :

On souhaite obtenir une contrainte >, sur une paroi sur laquelle est actuellement
appliquée une contrainte X. On doit déplacer la paroi d’une distance Au pour que
I'incrément de contrainte généré AY soit égal a 3y — . On a :

Z ¢ k NAU
[
ou la sommation se fait sur ’ensemble des contacts entre billes et paroi, ky est la
rigidité normale aux contacts bille-paroi et [ est la longueur de la paroi.
On peut alors trouver la vitesse & imposer a la paroi :

AY = =% -, (3.10)

au_ o1
At~ ALYk

v =

(X0 — %), (3.11)

ol k est un coefficient qui prend une valeur de I'ordre de 0.8 pour rendre la procédure
plus efficace. En fait, cette procédure est relativement lourde car elle nécessite de
parcourir tous les contacts pour détecter les contacts bille-paroi. Il est donc conseillé
d’effectuer cette procédure a intervalles réguliers d’une centaine de cycles environ.

3.2 Simulation de ’essai biaxial

L’étude du comportement a 1’échelle mésoscopique des matériaux granulaires
présentée dans les chapitres suivants est basée sur la simulation d’un essai biaxial
de compression sur un assemblage composé de disques. La mise en place d’un tel
essal comporte trois étapes : la premiére étape consiste a générer un échantillon
avec une granulométrie donnée, I’échantillon est ensuite compacté pour obtenir une

60



3.2 Simulation de l'essai biaxial

Parameétres Valeur
Densité de masse 3 000 kg/m?
Rigidité normale des particules ky 5x 10" N/m
Rigidité tangentielle des particules k7 | 5 x 107 N/m
Amortissement numérique 0.3

Rigidité normale des parois 5x 10" N/m
Rigidité tangentielle des parois 5x 10" N/m
Angle de frottement des parois 0°

Angle de frottement intergranulaire 30°

TABLE 3.1 — Paramétres locaux utilisés dans la simulation numérique.

densité souhaitée dans la deuxiéme étape, et la sollicitation est finalement appliquée
a I’échantillon dans la troisieme étape.

3.2.1 Génération de 1’échantillon

L’assemblage granulaire choisi est composé de 25 000 disques. Le diametre des
disques est distribué de facon uniforme entre le diamétre minimal, D,,;, = 4.0 mm,
et le diameétre maximal, Dy, = 8.0 mm. Ce choix de granulométrie est satisfaisant
pour deux raisons : d’une part, elle n’est pas trop serrée afin d’éviter des assemblages
réguliers et, d’autre part, elle n’est pas trop étalée afin d’éviter certaines difficultés
dans la triangulation de I'assemblage qui seront exposées dans le chapitre 4.

Les particules sont générées avec cette granulométrie de fagon aléatoire dans une
boite rectangulaire de hauteur 1.35 m et une largeur 0.9 m aux quatre parois rigides.
A cette étape, le matériau est trés lache. La gravité n’est pas prise en compte dans
les simulations numeériques, afin d’éviter une anisotropie initiale de la distribution
des orientations de contacts lors de la chute des particules sous gravité et un gradient
de contrainte le long de la direction de gravité. Les parameétres locaux utilisés dans
la simulation numérique sont présentés dans le tableau 3.1.

3.2.2 Compactage de I’échantillon

Pour compacter 'assemblage généré a la précédente étape, on fait croitre progres-
sivement les particules tout en fixant les parois jusqu’a obtenir 1’état de contrainte
souhaité. Ce mode de compactage consiste en la répétition de la procédure suivante :

1. les diameétres de tous les disques sont multipliés par un facteur suffisamment

petit ;

2. un nombre de cycles suffisamment grand est appliqué pour stabiliser le systéme

granulaire.
Au cours du compactage, le facteur multiplicatif est ajusté en fonction de I’état de
contrainte pour permettre d’atteindre 1’état de contrainte souhaité. La figure 3.2.
représente les évolutions de la porosité et de I’état de contrainte dans 1’échantillon,
en fonction du nombre de cycles appliqués.

Bien que ce mode de compactage n’existe pas dans la réalité, il présente certains
intéréts. Premiérement, I’échantillon est compacté de facon homogéne. Deuxiéme-
ment, la gravité pouvant étre supprimée durant le compactage, I’échantillon aprés
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FI1GURE 3.2 — Evolutions (a) de la porosité et (b) de ’état de contrainte au cours
du compactage.

compactage est isotrope. Cependant, ce mode de compactage présente également un
inconvénient : la taille des particules change par rapport a la taille initiale. Cepen-
dant, en 'absence de gravité, ce changement n’a pas d’influence sur le comportement
de I'assemblage granulaire car la forme de la courbe granulométrique est conservée
(la courbe granulométrique n’est pas déformée, elle est juste déplacée).

Pour favoriser un réarrangement des particules qui peut permettre d’obtenir un
état assez dense de ’échantillon, le frottement intergranulaire est supprimée au cours
du compactage. Afin d’éviter des forces de contact purement normales, ce qui peut
produire un comportement trés raide de I’échantillon au début de l’essai, la valeur
du frottement intergranulaire utilisée dans I'essai biaxial est réactualisée lorsque I'on
atteint environ 90% de I’état de contrainte souhaité.

La figure 3.3 représente 1’échantillon obtenu a la fin du compactage. On obtient
une porosité égale & 0.16 et un nombre de coordination égal a 3.77. On constate que,
malgré Defficacité du mode de compactage, il y a encore 5.3% de particules qui sont
isolées dans 1’échantillon (particules n’ayant aucun contact). Cependant, on ne peut
pas supprimer définitivement les particules isolées de ’échantillon car ces particules
peuvent étre réactivées lorsque le matériau est sollicité. Le tableau 3.2 présente les
caractéristiques de I’échantillon a la fin du compactage.

Diameétre minimal, D ., 4.7 mm
Diameétre maximal, D .« 9.4 mm
Porosité sans particules isolées, P 0.19
Porosité avec particules isolées, P 0.16
Nombre de coordination sans particules isolées 3.98
Nombre de coordination avec particules isolées 3.77
Pourcentage de particules isolées 5.3 %
Contrainte > ~ 100 kPa
Contrainte > ~ 100 kPa

TABLE 3.2 — Caractéristiques de 1’échantillon & la fin du compactage.
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FIGURE 3.3 — Une partie de I’échantillon a la fin du compactage.

3.2.3 Reéalisation de ’essai biaxial

Dans cette étape, on procéde a la réalisation d’un essai biaxial de compression
en quasi-statique sur I’échantillon compacté. Cet essai consiste & compresser I’échan-
tillon dans sa direction longitudinale tout en maintenant une contrainte constante
égale & 100 kPa dans sa direction latérale. La compression de 1’assemblage se fait
en imposant une vitesse V' égale a 0.006 m/s aux parois supérieure et inférieure et
I’application de la pression latérale constante est effectuée en utilisant la procédure
de servo-control décrite dans la section 3.1.6. La figure 3.4 illustre cette condition

aux limites.

39 =100 kPa

FIGURE 3.4 — Conditions aux limites pour I'essai biaxial.
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3.3 Comportement de I’échantillon

Le régime quasi-statique de l’essai est vérifié par le nombre d’inertie défini par :

I= é\/g, (3.12)

ou ¢ est le taux de déformation imposée, m est la masse des particules et P est la
pression de confinement (Roux et Chevoir, 2005). D’apreés Sibille (2006), le nombre
d’inertie limite pour un chargement quasi-statique semble de 1'ordre de 1072. Le
nombre d’inertie I dans notre essai prend une valeur égale a 107°, ce qui s’avére
acceptable.

Pour faciliter la lecture dans la suite, on abrége les termes "directions principales
majeure et mineure de sollicitation" en "directions majeure et mineure macrosco-
piques" respectivement.

3.3 Comportement de I’échantillon

3.3.1 Comportement macroscopique

La figure 3.5 représente le comportement macroscopique de I’échantillon au cours
de l'essai biaxial. L’angle de frottement interne mobilisé ® (voir la définition dans
I'annexe B.2) et la déformation volumique F, sont tracés en fonction de la déforma-
tion axiale . On trouve, sur cette figure, un comportement typique des matériaux
granulaires a ’état assez dense. L’angle de frottement interne mobilisé ¢ augmente
d’abord et atteint ensuite le pic pour une déformation axiale E; = 2.0%. Aprés ce
pic, une phase de radoucissement bien marquée se produit. L’échantillon se contracte
d’abord jusqu’a une déformation axiale £y = 1.0%, puis se dilate fortement. L’angle
de frottement interne mobilisé & 1’état caractéristique @, est égal a 22.07°. Au pic de
la courbe contrainte - déformation, I’angle de frottement interne ® prend une valeur
maximale égale & 24.0° et I'angle de dilatance ¥ (voir la définition dans I'annexe
B.1) prend une valeur maximale égale a 8.2°.

3.3.2 Comportement microscopique
3.3.2.1 Particules isolées

Au cours de 'essai biaxial, une particule qui a été active peut devenir isolée et
une particule qui a été isolée peut devenir active. La figure 3.6 présente ’évolution du
pourcentage Py de particules isolées au cours de 1’essai, comparée avec les évolutions
des porosités sans particules isolées P et avec particules isolées P de échantillon.
On constate une proportion importante de particules isolées dans ’échantillon. De
plus, lorsque I’échantillon se contracte, le pourcentage de particules isolées diminue,
puis il augmente significativement dans la phase de dilatance. A la fin de l'essai, il y
a environ 6.7% de particules isolées dans 1’échantillon. Cette proportion importante
de particules isolées dans 1’échantillon explique pourquoi la porosité sans particule
isolées P est beaucoup plus importante que la porosité avec particules isolées P.
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FIGURE 3.5 — Comportement de ’assemblage au cours de ’essai biaxial : évolu-
tions de ’angle de frottement interne mobilisé ® et de la déforma-
tion volumique F,.
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FI1GURE 3.6 — Evolutions du pourcentage de particules isolées, des porosités sans
et avec particules isolées au cours de I’essai.

3.3.2.2 Nombre de coordination

Avec ou sans les particules isolées, on peut calculer le nombre de coordination
N de I’échantillon. Bien entendu, le nombre de coordination sans particules isolées
est plus important que celui avec particules isolées, comme le montre la figure 3.7.
On retrouve les évolutions classiques du nombre de coordination pour les milieux
granulaires assez denses. On remarque également sur cette figure que la déforma-
tion volumique semble faiblement corrélée avec le nombre de coordination dans la
phase de contractance de 1’échantillon : la perte de contacts se produite, méme si

I’échantillon se contracte.
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FI1GURE 3.7 — Evolutions des nombres de coordination sans et avec particules
isolées au cours de I'essai biaxial, comparées avec ’évolution de la
déformation volumique.

3.3.2.3 Anisotropie

La figure 3.8 présente les distributions des orientations de contacts dans 1’échan-
tillon & I’état initial et au pic de la courbe contrainte - déformation. L’isotropie
de I’échantillon a I’état initial se traduit par une distribution uniforme des orienta-
tions de contacts. Au pic de la courbe contrainte - déformation, I’échantillon est trés
anisotrope, ce qui se traduit par une distribution préférentielle des orientations de
contacts dans la direction majeure macroscopique.

L’anisotropie de l’échantillon peut étre décrite par le tenseur de texture de
contact H, défini par (2.9), et le degré d’anisotropie peut étre quantifié par Hy =
H, — Hy, ou H, et Hy sont respectivement les valeurs principales majeure et mineure
du tenseur H. La figure 3.9 présente I’évolution du degré d’anisotropie Hy au cours
de I’essai. On obtient une évolution classique du degré d’anisotropie pour les milieux
granulaires assez denses. Il est intéressant de noter ici que le pic d’anisotropie est
atteint pour une déformation axiale plus importante que celle pour laquelle le pic
de contrainte est atteint : F, = 3% contre E; = 2%.

3.3.2.4 Transmission des forces de contact

La figure 3.10 montre la facon dont le chargement appliqué & I’échantillon est
supporté par des chaines de forces. Ces chaines de forces sont trés hétérogénes. De
plus, ces chaines de forces s’orientent de fagon isotrope a I’état initial mais de facon
trés anisotrope au pic de la courbe contrainte - déformation, avec une orientation
préférentielle dans la direction majeure macroscopique. Ce résultat est en bon accord
avec celui obtenu par plusieurs auteurs, en particulier par Radjai et Wolf (1998).

La figure 3.11 présente des distributions classiques de forces de contact dans
I’échantillon : une distribution de forme haricot pour les forces normales aux contacts
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F1GURE 3.8 — Distributions des orientations de contacts (a) a ’état initial et (b)
au pic de la courbe contrainte - déformation.

et une distribution de forme tréfle a quatre feuilles pour les forces tangentielles
aux contacts. Il est a noter ici que les forces normales aux contacts sont beaucoup
plus importantes que les forces tangentielles aux contacts. Les forces normales aux
contacts présentent ainsi une contribution majeure a la contrainte macroscopique
(Kruyt et Antony, 2007).

3.3.2.5 Déplacement des particules

Dans cette section, nous analysons I'hétérogénéité du champ de déplacements
des centres des particules. La figure 3.13 présente les distributions des déplacements
relatifs normaux et tangentiels entre les centres de particules en contact. Sur cette
figure, la ligne pointillée correspond & des valeurs négatives. On observe que les dé-
placements relatifs normaux sont importants pour les contacts orientés dans la di-
rection majeure macroscopique tandis que les déplacements relatifs tangentiels sont
importants pour les contacts orientés obliquement. De plus, les particules en contacts
orientés dans la direction majeure macroscopique ont tendance a se rapprocher tan-
dis que les particules en contacts orientés dans la direction mineure macroscopique
ont tendance a s’éloigner. Cependant, les rapprochements sont significativement plus
importants que les éloignements. Il peut étre noté que les déplacements relatifs tan-
gentiels sont beaucoup plus importants que les rapprochements et les éloignements
entre centres de particules.

Afin d’analyser la fluctuation du champ de déplacement des centres de particules,
on définit une quantité (5up, appelée le degré de fluctuation, du déplacement du
centre de chaque particule par rapport au déplacement du point correspondant dans
un milieu continu équivalent :

~p | ouP —o¢” |
gu’ =124 — 9% | 3.13
£ (319)
ot le symbole | . | désigne la norme d’'un vecteur (voir 'annexe A), du?, 6¢* sont

respectivement les vecteurs de déplacement du centre de la particule p et de son
point correspondant dans le milieu continu équivalent et | §¢ |max est la norme
maximale du champ de déplacement continu.
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F1GURE 3.9 — Evolution du degré d’anisotropie Hy au cours de l’essai biaxial,
comparée avec I’évolution de I'angle de frottement interne mobilisé
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F1GURE 3.10 — Transmissions de forces de contact dans I’échantillon (a) a 1’état
initial et (b) au pic de la courbe contrainte - déformation. L’épais-
seur des lignes est proportionnel & 'amplitude des forces nor-
males aux contacts.

Un degré de fluctuation ou’ nul pour une particule signifie que le centre de cette
particule subit un deplacernent coincidant avec celui d’un milieu continu équivalent

et plus la valeur de su’ est importante, plus le déplacement du centre de cette parti-
cule est différent de celui du point correspondant dans un milieu continu equ1valent

La figure 3.13 présente les distributions spatiales du degré de fluctuation ou’ pour
toutes les particules dans I’assemblage a différents niveaux de déformation macro-
scopique : (a) By = 0.2% et (b) Ey = 1.2% avant le pic, (¢) Ey = 2.0% et (d)
E, = 3.0% apres le pic de la courbe contrainte - déformation. Le niveau L de gris
de chaque particule est proportionnel & la valeur du degré de fluctuation su’. On
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FIGURE 3.11 — Distributions des forces de contact au pic de la courbe contrainte
- déformation (a) pour les forces normales aux contacts et (b)
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FIGURE 3.12 — Distributions des déplacements relatifs entre les centres de par-
ticules en contact a une déformation axiale Fy = 1.2% : (a) pour

les déplacements relatifs normaux et (b) pour les déplacements

relatifs tangentiels.
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s’apercoit que le champ de déplacement discret est assez homogéne pour le niveau
de déformation (a) et devient plus fluctuant par rapport au champ de déplacement
d’un milieu continu équivalent pour le niveau de déformation (b). Pour ces deux
niveaux de déformation, le champ de déplacement discret n’est pas trés fluctuant
dans ’assemblage. Cependant, le champ de déplacement discret est trés hétérogéne
pour les niveaux de déformation (c) et (d). On voit clairement des zones ou les dé-
placements des centres de particules sont fortement fluctuants. Ces zones forment
des bandes : une bande pour le niveau de déformation (c) et deux bandes pour le
niveau de déformation (d). Dans la littérature, ces bandes sont appelées bandes de
cisaillement et ont fait 'objet de nombreuse études (Yoshida et al., 1994; Oda, 1997;
Oda et Kazama, 1998).

Ce résultat permet donc de conclure que :

— le champ de déplacement des centres de particules apparait assez homogene
pour des niveaux de déformation macroscopique bien avant le pic de la courbe
contrainte - déformation ;

— autour du pic et apres le pic, le champ de déplacement des centres des par-
ticules devient tres hétérogene. Des bandes de cisaillement apparaissent dans
I’assemblage.

Compte tenu de ces constatations, nous allons donc nous concentrer, par la suite,
sur des analyses de la déformation locale de I’assemblage granulaire dans la zone de
comportement pré-pic de la courbe contrainte - déformation, particuliérement pour
deux niveaux de déformation axiale macroscopique (a) £y = 0.2% et (b) E; = 1.2%.
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1.0 1.0
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 07
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
03 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
o] 0
(a) a B1 =0.2%
1.0
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(c) a B1 =2.0% (d) a B1 =3.0%

FIGURE 3.13 — Distributions spatiales du degré de fluctuation des déplacements
des centres de particules du pour différents niveaux de défor-
mation macroscopique : (a) E; = 0.2%, (b) E1 = 1.2%, (c)
Ey =2.0%, (d) Ey = 3.0%.
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Chapitre 4

Définition de 1’échelle mésoscopique

Introduction

La définition d’une échelle mésoscopique appropriée dans I’étude du comporte-
ment local des matériaux granulaires fait I’objet de ce chapitre. Une telle échelle sera
définie en se basant sur des représentations géométriques des matériaux granulaires.
Nous présentons d’abord quelques représentations géométriques proposées dans la
littérature. Nous choisissons ensuite une représentation géométrique appropriée pour
I'objectif de ce travail et définissons une échelle mésoscopique pour les milieux gra-
nulaires grace a la représentation géométrique choisie. La structure a 1’échelle mé-
soscopique est ensuite décrite. Enfin, nous étudions I’hétérogénéité structurale des
assemblages granulaires a 1’échelle mésoscopique.

4.1 FEtat de 'art

Un assemblage granulaire peut étre décrit par des systémes géométriques qui ont
pour objectif principal de permettre la description de la structure interne de ces
milieux. Ces systémes géométriques ont fait 'objet de nombreuses études dans la
littérature (Satake, 1978, 1992; Bagi, 1996a; Satake, 2002, 2004; Kuhn, 1997, 1999).
Dans cette section, quelques systémes géométriques proposés dans la littérature pour
les milieux granulaires sont présentés.

4.1.1 Systémes de Voronoi, de Dirichlet et de Delaunay
4.1.1.1 Systémes de Voronoi

Le systeme géométrique de Voronoi a été initialement proposé pour un ensemble
des points discrets donné (Voronoi, 1908). En 2D, le plan contenant ces points est
subdivisé en sous-domaines polygonaux, chaque sous-domaine contient exactement
un point. Les cotés de chaque sous-domaine sont les lignes médianes des segments
droits joignant deux points voisins (figure 4.1(a)). Le systéme de Voronoi en 3D est
similaire : le domaine contenant des points est subdivisé en polyédres dont les faces
sont les plans médians entre deux points voisins.

Le systeme de Voronoi est ensuite généralisé a des assemblages mono-disperses
de disques ou de spheéres. Pour des assemblages de disques de méme taille, le plan

73



4.1 Etat de 'art

FIGURE 4.1 — Systémes géométriques de Voronoi a) pour un ensemble de points
et b) pour un assemblage mono-disperse de disques (Oda et Iwa-
shita, 1999).

FIGURE 4.2 — Systéme géométrique de Dirichlet pour un assemblage de disques
polydisperses (Oda et Iwashita, 1999).

est subdivisé en polygones dont les cotés sont les lignes médianes joignant les deux
centres de disques voisins (figure 4.1(b)). Chaque polygone contient exactement un
disque. La méme partition est appliquée en 3D.

4.1.1.2 Systéme de Dirichlet

Dirichlet (1850) a proposé un systéme géométrique pour des assemblages dans
lesquels les particules ne sont pas nécessairement de méme taille. Considérons un
assemblage de disques en 2D ou de sphéres en 3D pour lequel les particules ne
s’interpénétrent pas. A chaque particule est associé un sous-domaine qui contient
les points ayant une tangente a cette particule plus courte qu’a n’importe quelle
autre particule. Les sous-domaines dans ce systéme sont des polygones. La figure
4.2 présente le systéme géométrique de Dirichlet pour un assemblage de disques
polydisperses, sur lequel les lignes droites en gras sont les frontiéres communes entre
les sous-domaines polygonaux. On peut noter que pour un assemblage mono-disperse
de disques ou de sphéres, les systémes de Voronoi et de Dirichlet sont équivalents.
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4.1 Etat de 'art

FI1GURE 4.3 — Systéme géométrique de Delaunay (ligne en gras) construit a par-
tir du systéme de Dirichlet (Oda et Iwashita, 1999).

4.1.1.3 Systéme de Delaunay

Le systéme de Delaunay subdivise un milieu granulaire en triangles en 2D ou
en tétraédres en 3D, dont les sommets sont les centres de particules. Le systéme
de Delaunay peut étre obtenu par la méthode de triangulation de Delaunay (Lee et
Schachter, 1980; Guibas et al., 1990). Cette méthode consiste d’abord a connecter les
centres de particules en contact par des segments de droite, un milieu granulaire 2D
est donc subdivisé en polygones. Chaque polygone est ensuite subdivisé en triangles.
La partition d’un milieu granulaire 3D en tétraédres est similaire. Il est a noter que
cette méthode de triangulation ne méne pas & une solution unique car plusieurs
discrétisations en triangles sont possibles pour un méme polygone. Il existe également
une autre méthode de triangulation qui construit un systéme de Delaunay & partir
du systéme de Dirichlet. Ce systéme peut étre obtenu en joignant deux centres
de particules qui sont contenues dans les deux cellules de Dirichlet ayant un coté
commun, comme illustré sur la figure 4.3.

4.1.1.4 Construction du systéme de Dirichlet & partir du systéme de
Delaunay

Il est également possible d’obtenir le systéme géométrique de Dirichlet a partir du
systéme de Delaunay. Cette méthode est décrite dans Satake (2002, 2004) pour des
assemblages de disques ou de sphéres. Dans la suite, nous présenterons la méthode
utilisée pour des assemblages de disques.

Pour chaque cellule de Delaunay, on définit d’abord un centre de Dirichlet. En
effet, les trois lignes dans le systéme de Dirichlet, qui sont perpendiculaires aux trois
cotés d’'un triangle dans le systéme de Delaunay, passent par un point commun,
comme le montre la figure 4.4. Ce point commun est défini comme le centre de
Dirichlet du triangle considéré. Le vecteur position du centre de Dirichlet, £, pour
un triangle T, est calculé d’aprés :

3
1 .
(2 QST p:1 7 ( )

ou :
— un coté du triangle est numéroté p s’il ne contient pas le sommet p;
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4.1 Etat de 'art

Réseau de Dirichlet

Réseau de Delaunay (lignes pointillées correspondent aux branches)

connectant deux particules non en contact

(a) (b)

FIGURE 4.4 — (a) Réseaux de Dirichlet et de Delaunay et (b) centre de Dirichlet
d’un triangle (Satake, 2004).

— 1" est le vecteur dont la norme est égale a la longueur du coté p et la direction
est la normale extérieure au coté p;

— St est laire du triangle T';

— P est défini par (4.2) :

1
P = é(rpz — ahal), (4.2)

ou 1, est le rayon de la particule p et &” est le vecteur position du sommet p.

A chaque particule est associée une cellule de Dirichlet dont les sommets sont

les centres de Dirichlet de toutes les cellules de Delaunay dont le centre de cette
particule est un de leurs sommets.

4.1.2 Deux systémes géométriques duals de Bagi

Les deux systémes géométriques, appelés le systeme de cellules matérielles et le
systeme de cellules spatiales, ont été proposés par Bagi (1996a). Ils sont définis pour
des assemblages 2D ou 3D de particules de forme convexe arbitraire.

Le systéme de cellules matérielles

Si chaque point dans l'espace est assigné a la particule la plus proche (voir la
définition dans Bagi (1996a)), I’ensemble de points assignés & une méme particule
constitue une cellule matérielle. La figure 4.5(a) illustre un systéme de cellules ma-
térielles 2D, chaque cellule contient une seule particule.

76



4.1 Etat de 'art

Le systéme de cellules spatiales

Ce systéme est construit a partir du premier systéme en joignant les centres
des particules contenues dans les deux cellules matérielles qui partagent un coté
commun. Les cellules spatiales sont donc des triangles en 2D et des tétraedres en
3D. La figure 4.5(b) présente le systéme de cellules spatiales associé avec le systéme
de cellules matérielles.

FIGURE 4.5 — Deux systémes géométriques duals de Bagi pour un assemblage de
particules convexes a) systéme de cellules matérielles b) systéme
de cellules spatiales (Bagi, 1996a).

4.1.3 Graphe de particules et graphe de vides

Les graphes de particules et les graphes de vides ont été initialement proposés
par Satake (1978, 1992) pour décrire la structure interne des milieux granulaires
bidimensionnels.

Graphe de particules

Le graphe de particules pour un assemblage granulaire 2D peut étre obtenu en
joignant les centres de particules en contact par des segments de droite, appelés
branches. Le milieu est donc subdivisé en polygones, appelés boucles. Chaque boucle
est alors composée par des branches connectant deux centres de particules en contact
(figure 4.6). Les boucles dans le graphe de particules ne sont pas seulement des
triangles mais aussi des quadrangles, pentagones, etc.

Pour chaque graphe de particules, on a la relation suivante, appelée formule
d’Euler, entre le nombre de particules, N, le nombre de contacts, N, et le nombre
de boucles, N, :

N, — N.+ Ny = 1. (4.3)

On introduit un nombre de redondance, noté #", pour chaque boucle : #* = rh — 3,
ol 7" est le nombre de cotés de chaque boucle. Un nombre moyen de redondance
d’un graphe de particules est défini par :

1

R=—Y " 4.4
Nb’; (4.4)
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4.1 Etat de 'art

FIGURE 4.6 — Graphe de particules pour un assemblage granulaire 2D (Oda et
Iwashita, 1999).

Pour un assemblage composé d’un nombre de particules suffisamment grand, on
montre que :

~
~

6— N
N —2’

(4.5)

oit N est le nombre de coordination. La figure 4.7 illustre cette relation. On peut
constater que R augmente quand le nombre de coordination N diminue, et R peut
donc étre considéré comme une mesure de la densité d’'un assemblage granulaire.

Nombre de coordination, N

I3

. ! . I . | . I
0 2 5 6 8

Nombre de redondance, R

FIGURE 4.7 — Relation entre le nombre de redondance R et le nombre de coor-
dination N (Oda et Iwashita, 1999).

Graphe de vides

Un assemblage granulaire est composé de particules solides et de pores. Les pores
en 2D sont également en contact aux points de contact entre les particules solides
(figure 4.8(a)). On peut donc imaginer une particule duale, appelée particule de
vide, pour chaque pore. Un graphe peut alors étre construit pour ’assemblage de
particules de vide de fagon similaire a la construction du graphe de particules. Ce
graphe est appelé graphe de vides (figure 4.8(b)).
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4.1 Etat de 'art

FIGURE 4.8 — (a) Particules de vide et (b) graphe de vides. Lignes pointillées

correspondent aux particules de vide (Oda et Iwashita, 1999)..
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FIGURE 4.9 — Graphe de particules modifié (Kuhn, 1999).

Graphe de particules modifié par Kuhn

Kuhn (1997, 1999) a repris le graphe de particules de Satake, mais I’a modifié
de maniére a inclure seulement les particules participant au support de la charge
appliquée au matériau. Ceci consiste a éliminer toutes les particules isolées (parti-
cules qui ne sont pas en contact avec d’autres particules) de la configuration prise
pour construire le graphe de particules. Les boucles dans ce graphe sont appelées
cellules de wvides puisqu’elles délimitent les espaces de vides dans les assemblages

granulaires.

4.1.4 Choix d’une représentation géométrique appropriée

Par la suite, on choisit le graphe de particules proposé par Satake (1978, 1992)
et modifié par Kuhn (1997, 1999) pour l'analyse dans le cadre de ce travail. Ce choix
est dii aux raisons principales suivantes :

e Ce graphe permet de bien décrire la structure d’'un assemblage granulaire. En
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4.2 Construction du graphe de particules

effet, ce graphe subdivise un assemblage granulaire en cellules de vides, et
chacune contient tous les constituants élémentaires du matériau : particules,
contacts, vides interstitiels.

e Chaque cellule de vides peut étre considérée comme une microstructure fermée
dans le sens ou elle est composée de particules en contact (figure 4.10(a)).
Cette microstructure fermée permet a chaque cellule de vides de supporter
instantanément la charge qui lui est appliquée par I'extérieur. Ceci n’est pas
le cas pour une microstructure ouverte (figure 4.10(b)).

N

(a) (b)

FIGURE 4.10 — (a) Microstructure fermée et (b) microstructure ouverte.

4.2 Construction du graphe de particules

Dans cette section, nous présenterons d’abord la technique pour construire le
graphe de particules pour des assemblages de disques. Les caractéristiques du graphe
de particules construit pour ’assemblage de 25 000 disques, présenté dans le chapitre
3, sont ensuite analysées.

4.2.1 Procédure de construction

La construction du graphe de particules pour 1’assemblage de disques comprend
les étapes suivantes :

Etape de nettoyage de 1’assemblage : les particules isolées dans l’assem-
blage doivent toutes étre temporairement éliminées de la configuration prise pour la
construction du graphe. En fait, une particule peut étre isolée & un moment donné
mais elle peut étre réactivée et participer a supporter la sollicitation appliquée ul-
térieurement au cours de la déformation de I’assemblage. Il est donc important de
remettre ces particules isolées pour les configurations suivantes si elles sont activées.

Etape de triangulation de Delaunay : l'assemblage est ensuite subdivisé en
triangles avec la méthode de triangulation (voir la section 4.1.1.3). A partir du sys-
teme de Delaunay obtenu, on peut construire le systéme de Dirichlet avec la méthode
présentée dans la section 4.1.1.4. La figure 4.11 illustre une partie des systémes de
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4.2 Construction du graphe de particules

FIGURE 4.11 — Une partie des systémes de Delaunay et de Dirichlet obtenus pour
I’assemblage de disques utilisé dans la présente analyse. Lignes
en gras correspondent aux cellules de Dirichlet. Lignes continues
et pointillées correspondent respectivement aux branches fermées
et ouvertes.

Delaunay et Dirichlet construits. Une branche dans le systéme de Delaunay peut étre
définie comme une branche de contact (branche fermée) si elle joint deux centres de
particules en contact ou une branche ouverte dans le cas contraire.

Etape d’association des triangles : si chaque couple de triangles adjacents
partagent une branche ouverte, ils sont associés. L’ensemble de triangles associés
forme un sous-domaine polygonal (figure 4.12(a)). Chaque sous-domaine est alors
délimité par les branches de contact. L’ensemble des sous-domaines constitue le
graphe de particules pour I’assemblage, comme illustré sur la figure 4.12(b).

La position des centres de particules dans un assemblage granulaire change au
cours de la sollicitation, il est donc crucial de mettre a jour le graphe de particules,
c’est-a-dire d’appliquer la procédure de construction présentée ci-dessus a tout mo-
ment du processus de la sollicitation. Une telle mise & jour cotite trés cher en terme de
temps de calcul. Nous mettons donc a jour le graphe tous les incréments d £y = 0.1%
de déformation axiale.

Afin d’éviter 'effet provoqué par les parois, tous les sous-domaines, qui contiennent
au moins une particule proche du bord de I’échantillon, sont éliminés du graphe de
particules. La figure 4.13 présente le graphe de particules aprés avoir éliminé les
sous-domaines proches du bord de I’échantillon.

4.2.2 Caractéristiques du graphe des particules

Les caractéristiques importantes pour un graphe de particules sont :

— le volume couvert par le graphe 1% (qui est différent du volume total V' de
'échantillon) ;

— le nombre de particules dans dans le graphe Np;

— le nombre de branches de contact NC;

81



4.2 Construction du graphe de particules

FIGURE 4.12 — (a) Association des triangles voisins en cas de branches ouvertes
(lignes pointillées) pour obtenir un sous-domaine et (b) une par-
tie du graphe de particules obtenu avec ’assemblage utilisé dans
la présente analyse.

FI1GURE 4.13 — Exemple du graphe de particules pour un assemblage de disques
aprés avoir éliminé les particules proches du bord (ligne en gras).
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4.2 Construction du graphe de particules

— le nombre de sous-domaines dans le graphe Ny ;
. . -~/ . .
— le nombre de coordination N pour la partie de I’assemblage comprise dans le

_/ A A
graphe N' = 2N_./N,;

— le nombre moyen de redondance R ;
Le tableau 4.1 présente ces caractéristiques du graphe de particules pour ’as-
semblage de 25 000 disques utilisé dans la présente analyse a I’état initial et a ’état
correspondant & une déformation axiale F; = 5%. Il est alors facile de vérifier, pour

ce graphe, les relations suivantes :

N,—N.+ N, =1 (4.6)
6—N
N —2
L Déformation axiale F1
Caractéristiques
F1=00% | E1=50%
N, 230 56 22 634
N, 45 855 40 315
N 3.98 3.56
N, 22 800 17 688
R 0.99 1.51

TABLE 4.1 — Caractéristiques du graphe de particules pour I’état initial et pour
une déformation axiale F; = 5 %.

L’évolution de I’assemblage granulaire au cours de l’essai biaxial conduit a une
évolution du graphe de particules. Les figures 4.14 et 4.15 présentent respectivement
le rapport entre le nombre de sous-domaines N, et le nombre de particules Np com-
prises dans le graphe des particules, et le nombre moyen de redondance R, en fonction
de la déformation axiale E;. On constate une diminution du rapport N,/ Np et une
augmentation du nombre moyen de redondance R avec la déformation de ’assem-
blage. Ces phénoménes sont certainement résultent de la perte de contacts au cours
de la déformation de I’assemblage. I.’augmentation du nombre moyen de redondance
signifie que les sous-domaines dans le graphe s’agrandissent, en moyenne, en terme
de nombre de cotés par sous-domaine au cours de la déformation de [’assemblage.

Les compositions du graphe, en termes de pourcentages en nombre Py et en
volume Py des sous-domaines en fonction du nombre de cotés par sous-domaine,
r". & Détat initial et & 1’état correspondant & une déformation axiale By = 5%,
sont présentées sur la figure 4.16. On trouve que les triangles, les quadrilatéres,
les pentagones sont les plus présents dans le graphe (ils occupent plus de 90% en
nombre) a I’état initial. Cependant, la proportion de ces types de sous-domaines
diminue au cours de la déformation de I'assemblage, alors que la proportion des sous-
domaines ayant un nombre de cotés plus élevé, comme les hexagones, les hexagones,
les octogones, etc., augmente. Il est & noter que les triangles occupent un pourcentage
en nombre important a I’état initial (38% environ) mais ils occupent un pourcentage
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Déformation axiale Ey (%)

FIGURE 4.14 — Evolution du rapport entre le nombre de sous-domaines N, et le

nombre de particules N, au cours de l'essai biaxial.
/
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FIGURE 4.15 — Evolution du nombre moyen de redondance R et du nombre de
S =) A
coordination N au cours de l’essai biaxial.

en volume beaucoup moins important (17% environ). Ceci est di au fait que les
triangles présentent, en général, un volume plus petit parmi les sous-domaines dans
le graphe de particules.

4.2.3 Définition de I’échelle mésoscopique

Grace au graphe de particules défini ci-dessus, on peut définir une échelle méso-
scopique, pour les milieux granulaires 2D, qui se situe au niveau des sous-domaines
dans le graphe de particules. La structure locale des milieux granulaires & cette
échelle est décrite et analysée dans les sections suivantes.
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Py (%) Py (%)
w0 a0
N | = pour By = 0% N Dpour By = 0%
w | -1 =5 pour By = 5% ” ] =5 pour B = 5%
25 25
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15 [ 15
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FIGURE 4.16 — Compositions du graphe de particules en termes de pourcentages
en nombre Py en volume Py des sous-domaines en fonction du
nombre de cotés r” par sous-domaine (a) pourcentage en nombre
Py et (b) pourcentage en volume Py .

4.3 Description géométrique a 1I’échelle mésoscopique

Chaque sous-domaine dans le graphe de particules contient des particules, des
vides et des branches de contact. La description géométrique d'un sous-domaine
consiste donc a décrire le volume, la densité et la texture de I'arrangement de ses
particules.

4.3.1 Volume des sous-domaines

Le volume d’un sous-domaine, V", (I'aire en 2D) est défini comme le volume de
la région délimitée par les branches de contact du sous-domaine. Les distributions
du volume des sous-domaines V" & 1’é¢tat initial et a I'état correspondant & une
déformation axiale F; = 5% sont présentées sur la figure 4.17. On peut constater
que le volume des sous-domaines V" n’est pas uniforme, il varie trés largement.
De plus, les sous-domaines ont tendance a s’agrandir au cours de la dilatance de
I’échantillon.

Afin d’analyser statistiquement la distribution du volume des sous-domaines ainsi
que d’autres variables a I'échelle mésoscopique, on calcule la valeur moyenne (V")
et I'écart-type S[V"] pour la distribution du volume V" des sous-domaines (voir la
définition de ces mesures dans 'annexe C.1). Les évolutions de la valeur moyenne
(V") et de lécart-type S[V"], au cours de l'essai, sont présentées sur la figure 4.18.
Une augmentation de la valeur moyenne (V") confirme la tendance & 1’agrandisse-
ment des sous-domaines au cours de la dilatance. De plus, la distribution du volume
V" des sous-domaines devient de plus en plus hétérogéne, ce qui se traduit par une
augmentation de la valeur de 1'écart-type S[V"].
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FIGURE 4.17 — Distributions du volume des sous-domaines V" a 1’état initial et
a l'état correspondant a une déformation axiale F1 = 5%.
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FIGURE 4.18 — Evolution de la valeur moyenne (V") et de I’écart-type S[V"]
pour la distribution du volume des sous-domaines au cours de
I’essal.

4.3.2 Densité des sous-domaines

La densité de 'arrangement des particules sur chaque sous-domaine est décrite
par deux variables scalaires : la porosité p” et la valence 7. La premiére concerne
les vides et la derniére concerne les contacts dans chaque sous-domaine.
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(a) (b)

FIGURE 4.19 — (a) Sous-domaine sans particules isolées et (b) avec particules
isolées.

a) Porosité

On distingue deux types de porosité pour un sous-domaine : p”, la porosité sans
particules isolées & lintérieur du sous-domaine et p", la porosité avec particules
isolées. Les porosités p, p" pour un sous-domaine h sont définies par :

V;h
GV
P = VR (4.9)

ou :
— V" est le volume du sous-domaine h.
— VI, V' sont respectivement les volumes de vides a I'intérieur du sous-domaine
h sans particules isolées et avec particules isolées (figure 4.19).

Bien évidemment, la porosité sans particules isolées p* est toujours supérieure ou
égale & la porosité avec particules isolées p". De plus, on peut retrouver les porosités
sans particules isolées P et avec particules isolées P de léchantillon en faisant la
moyenne des porosités correspondantes p" et p" sur 'ensemble de sous-domaines
dans le graphe :

1 &

P=_=) p'vh (4.10)
V h=1
1 &

P== ptvh, 4.11
= > (4.11)

ot V est le volume total du graphe de particules.

La figure 4.20 représente les distributions des porosités p* et p*. On constate
que les porosités p" et p" sont fortement hétérogenes a 1’échelle mésoscopique. Les
distributions des porosités p” et p" coincident pour de faibles valeurs de porosités
mais différent pour des valeurs plus importantes. La porosité p varie jusqu’a 0.5,
tandis que la porosité 5" ne varie que jusqu’a 0.3.
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FIGURE 4.20 — Distribution des porosités sans particules isolées p" et avec par-
ticules isolées p" des sous-domaines & I’état initial.
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FIGURE 4.21 — Distributions des porosités des sous-domaines pour 1’état initial
et pour une déformation Fy = 5% (a) porosité sans particules
isolées p", et (b) porosité avec particules isolées p".

La figure 4.21 présente les distributions des porosités p" et p" pour 'état initial
et pour une déformation axiale £, = 5%. On trouve alors que les porosités p" et
p" des sous-domaines ont tendance & augmenter, ce qui résulte de la dilatance de
I’échantillon au cours de I’essai.

Les évolutions des valeurs moyennes (p"),, (p"),, et des écart-types S,[p"], Sy [p"]
(I'indice v signifie une moyenne volumique), au cours de I’essai, sont présentées sur

la figure 4.22. Cette figure montre que les porosités p et p" des sous-domaines ont
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tendance & augmenter avec la dilatance de l’échantillon et deviennent de plus en
plus hétérogénes. De plus, 1'écart-type S,[p"] prend des valeurs plus importantes
et évolue plus fortement que I'écart-type S, [p"]. Cela signifie que la porosité sans
particules isolées p" est plus hétérogéne a 1’échelle mésoscopique que la porosité avec
particules isolées p", et que ’hétérogénéité de la premiére évolue plus fortement que
I’hétérogénéité de la derniére au cours de la dilatance de 1’échantillon.

(0" v, (P Selp"], Sul"]
022 - - 0.12
021 - - on

‘ 0.1
02 - e
010 - (P L 0.09
0.18 _a- ("N
” - 0.07
017 | -~k S
w o E - 0.06
L o
rh - — —A—
0.16 i‘::*.:.w-r A& - 005
015 T T T T T T 004
0 1 2 3 4 5 6 7

Déformation axiale By (%)

FIGURE 4.22 — Evolutions des valeurs moyennes (p") , (5", et des écart-types
S [p"], Sy[p"] pour les distributions des porosités sans particules
isolées p" et avec particules isolées p" des sous-domaines au cours
de l'essai.

b) Valence

La valence d'un sous-domaine est définie comme le nombre de cotés 7 du sous-
domaine. En fait, chaque coté du sous-domaine connecte deux particules en contact,
la valence 7" est donc également le nombre de contacts d’'un sous-domaine. On peut
trouver la relation suivante entre la valence moyenne (r") sur 'ensemble des sous-
domaines et le nombre de coordination N de la partie de 'assemblage comprise
dans le graphe a partir des relations (4.4) et (4.5).

N, —
1 2N/
h h
r'y = — E r'"=R -3~ — . 4.12
< > th:1 N/_2 ( )

La valence 7" des sous-domaines dans le graphe de particules varie trés largement
(voir la figure 4.16). Les évolutions de sa moyenne volumique (r"), et de son écart-
type S, [r"] sont présentées sur la figure 4.23. La moyenne (r"), augmente, similaire-
ment au nombre moyen de redondance R, avec la déformation de I'assemblage. De
plus, I'écart-type S,[r"] augmente fortement au cours de I’essai, ce qui montre que
le graphe de particules devient de plus en plus hétérogéne en terme de valence "
des sous-domaines.
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FIGURE 4.23 — Evolutions de la valeur moyenne (r), et de I'écart-type S,[r"]
pour la distribution de la valence r" des sous-domaines au cours
de D’essai.

c) Corrélation entre les porosités p", ;" et la valence r" a 1’échelle méso-
scopique

La figure 4.24 représente les porosités moyennes, sans particules isolées et avec
particules isolées, sur chaque ensemble de sous-domaines ayant une méme valence
(représenté par chaque barre) en fonction de la valence r* pour I'état initial. On
trouve une corrélation trés significative entre la porosité sans particules isolées p" et
la valence r" : les sous-domaines ayant une petite valence (triangles, quadrilatéres,
pentagones) ont tendance & occuper les zones denses, tandis que les sous-domaines
ayant une valence plus élevée ont tendance & occuper les zones laches de 1’échan-
tillon. Cependant, ce n’est pas le cas pour la porosité avec particules isolées p" qui
est faiblement corrélée avec la valence 7. Ces corrélations sont également retrouvées
pour d’autres états de I'assemblage. Ce résultat permet de conclure que la suppres-
siton des particules isolées du graphe de particules est appropriée pour la description
de la densité d’un assemblage granulaire a [’échelle mésoscopique. Par la suite, on
ne considéra que le graphe de particules avec la suppression des particules isolées.

4.3.3 Texture des sous-domaines
4.3.3.1 Description de la texture des sous-domaines

Afin de décrire la texture d’un sous-domaine, Tsuchikura et Satake (1998, 2001)
ont proposé un tenseur I'", appelé loop tensor (en anglais, loop signifie boucle dans
le graphe de particules), défini par :

h h
1 r 1 r
h __ E kik __ § kik k, k
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FIGURE 4.24 — Corrélations entre la valence 7" et les porosités sans particules
isolées p" et avec particules isolées p" des sous-domaines pour
I’état initial.

ot IF = I*n¥ est un vecteur branche dont la norme est égale a la longueur I* de la
branche k et la direction est définie par la normale de contact n”

On modifie ce tenseur de telle maniére que sa trace donne le périmétre du sous-
domaine considéré. Le tenseur ainsi obtenu, appelé tenseur de boucle, s’écrit sous la
forme suivante :

rh
L => " I*nfnl. (4.14)
k=1

Il est facile de vérifier que le périmétre d’un sous-domaine, o, est égal a la trace du
tenseur L" :

o’ = trace(L") = Z 1" (4.15)

La moyenne des tenseurs L" sur tous les sous-domaines dans le graphe donne

Ny h Ne gk
= Ly 2 Un

= - : 4.16
Ty ZNC I 10

constitue une mesure de la texture globale d'un assemblage granulaire (Nemat-
Nasser et Mehrabadi, 1983).

Le tenseur de boucle L" est ensuite décomposé en une partie isotrope et une
partie déviatoire D" :

h a” h

On peut définir qu’un sous-domaine est isotrope si la partie déviatoire D" est
nulle et anisotrope dans le cas contraire. Les sous-domaines de forme réguliére, pour
lesquels D" = 0, sont donc les sous-domaines isotropes. L’anisotropie d’un sous-
domaine peut étre décrite par les deux quantités déduites de D" :
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m"

FIGURE 4.25 — Sous-domaines avec différents degrés d’allongement " et diffé-
rentes directions d’allongement m”.

(1) Le degré d’allongement 3" est le nombre défini par :
,/DZ’; D}, \/’

ou Ly, Ly sont respectivement les valeurs principales majeure et mineure du
tenseur L".

(2) La direction d’allongement m” est la direction principale majeure du tenseur
L". On peut alors choisir de définir I'orientation d’un sous-domaine comme
celle de sa direction d’allongement m” avec ’angle d’orientation " par rapport
a la direction mineure macroscopique (m” = (cos 0", sin 6")).

La figure 4.25 présente six sous-domaines différents dans le graphe de particules
avec six valeurs croissantes du degré d’allongement 3" et avec différentes directions
d’allongement m/”. Il peut étre noté que pour un polygone régulier 4" = 0 et il n’y
a pas de direction d’allongement dans ce cas. Dans le présent graphe de particules,
il n’y a pas de sous-domaines parfaitement réguliers, il existe donc toujours une
direction d’allongement pour n’importe quel sous-domaine. Cependant, I'importance
de la direction d’allongement m” d’un sous-domaine doit étre analysée en fonction
du degré d’allongement 3".

4.18
2L + L2 ( )

Orientation des contacts dans chaque sous-domaine

Le degré d’allongement 5" d’un sous-domaine a une corrélation avec 1’orientation
des contacts dans le sous-domaine. Pour montrer cette corrélation, il suffit de calculer
la quantité (n*.m") définie par :

h
1 T
ko ohy k, h
(n".m") = T kgl n;m; . (4.19)

Plus la valeur de (n*.m") d’'un sous-domaine est proche de 1, plus les contacts dans
ce sous-domaine s’orientent préférentiellement dans sa direction d’allongement m”.
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La figure 4.26 présente les valeurs de (n*.m") en fonction du degré d’allongement
A" des sous-domaines, sous la forme d’un diagramme en barres. Les sous-domaines
présentés sur la figure 4.25 sont également présentés sur cette figure, et leur position
correspond a leurs valeurs de (n*.m") et de 3". On peut constater que des valeurs
de 3" proches de 0.0 correspondent & des valeurs de (n*.m") proches de 0.65, et
pour cette gamme de valeurs de (n*.m"), les contacts dans les sous-domaines cor-
respondants s’orientent peu préférentiellement dans la direction d’allongement m?”.
La valeur de (n*.m") augmente avec la valeur de 3", ce qui signifie que la tendance
a l'orientation préférentielle des contacts dans chaque sous-domaine, selon sa direc-
tion d’allongement, augmente avec sont degré d’allongement. Le sous-domaine (f)
sur la figure 4.25, qui correspond a 3" = 0.5 et (n*.m") = 0.92, présente une forte
orientation préférentielle des contacts dans la direction d’allongement.

0.4

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5
Degré d’allongement 3"

FIGURE 4.26 — Corrélation entre la quantité (n*.m”") et le degré d’allongement
B" des sous-domaines.

4.3.3.2 Distribution du degré d’allongement des sous-domaines

La figure 4.27 présente les distributions de la valeur du degré d’allongement 3"
des sous-domaines pour ’état initial et pour une déformation axiale a E; = 5%.
On trouve une forte hétérogénéité en terme de degré d’allongement 3" des sous-
domaines avec une plage de variation de 3" de 0.0 & 0.5. De plus, les sous-domaines
ont tendance a s’allonger faiblement au cours de la déformation de 1’assemblage.
Cette tendance faible & l'allongement des sous-domaines avec la déformation peut
étre confirmée par une augmentation légere de la valeur moyenne (3") jusqu’a
une déformation axiale Fy = 2.5% (figure 4.28). Aprés ce niveau de déformation,
la valeur moyenne (ﬁh>v reste & peu prés constante. On trouve la méme tendance
pour Iécart-type S,[3"]. Ceci signifie que I'hétérogénéité du degré d’allongement
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A" des sous-domaines augmente faiblement au cours de l'essai. Lorsque le niveau
de déformation de ’assemblage est important, les sous-domaines dans le graphe ne
s’allongent plus et I'hétérogénéité du degré d’allongement des sous-domaines n’évolue
plus.
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FIGURE 4.27 — Distribution des valeurs du degré d’allongement " des sous-
domaines pour ’état initial et pour ’état de E; = 5%.
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FIGURE 4.28 — Evolutions de la valeur moyenne (3%) et de 'écart-type Sy[3"]

pour la distribution du degré d’allongement (" des sous-
domaines au cours de l’essai.
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4.3.3.3 Distribution de ’orientation des sous-domaines

Comme mentionné précédemment, les sous-domaines dans le graphe de particules
sont orientés et leur orientation correspond a l'orientation de leur direction d’allon-
gement. Au cours de l’essai biaxial, la distribution de l'orientation des contacts
dans I’échantillon évolue, ce qui entraine inévitablement une évolution de la dis-
tribution de l'orientation des sous-domaines, comme le montre qualitativement la
figure 4.29. Ces diagrammes polaires représentent le nombre de sous-domaines dont
'angle d’orientation #" appartient a un intervalle d’angle polaire donné [0, 6 + Af).
On choisit de diviser, dans ces diagrammes, la plage [0,27] en 40 intervalles. On
constate que les sous-domaines s’orientent de fagons isotrope a [’état initial mais
de facon fortement anisotrope au pic de la courbe contrainte-déformation avec une
orientation préférentielle dans la direction principale majeure de sollicitation. Il est
intéressant de noter que cette distribution de l'orientation des sous-domaines est
trés similaire & celle pour les contacts dans 1’échantillon (Nguyen et al., 2009).

N (9) 90 Nh(e)
1500

1000+
500+
500+ 500+

1000+ 1000}

1500+ 1500+

(a) a létat initial (b) au pic de contrainte

FIGURE 4.29 — Distributions de I'orientation des sous-domaines (a) a 1’état ini-
tial et (b) au pic de la courbe contrainte-déformation.

Tenseurs de méso-texture

Afin de quantifier la distribution des orientations des sous-domaines, on introduit
des tenseurs, intitulés tenseurs de méso-texture, définis par :

1
Qij = N, Zm?m?, (4.20)
h=1
. ;11\11 6hmfm§b
Qij = SOV (4.21)
h=1

Le tenseur Q est proposé¢ pour prendre en compte la dispersion du degré d’allonge-
ment 3" des sous-domaines. La trace des deux tenseurs Q et Q est égale a 1 (par
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définition). La figure 4.30 présente les évolutions des composantes des parties dé-
viatoires DevQ et DeVQ des tenseurs @ et Q respectivement. Ces évolutions sont
comparées avec les évolutions des composantes de la partie déviatoire DevH du ten-
seur de micro-texture H défini par (2.9). On constate d’abord que les composantes
Q12 et ng sont trés petites par rapport aux composantes (Q11, (oo, Qll et QQQ
Cela signifie donc que les directions principales de la distribution de 'orientation
des sous-domaines coincident avec celles de la sollicitation déviatoire appliquée a
I’échantillon. Les deux tenseurs @ et Q sont & peu prés isotropes a I’état initial mais
deviennent de plus en plus anisotropes au cours de I’essai avec une augmentation
progressive des composantes Dev(); et Dev@ll et une diminution progressive des
composantes Dev()ys et DerQQ. Ce résultat met en évidence ce qui a été présenté
sur la figure 4.29. De plus, on trouve une similarité entre les évolutions des tenseurs
de méso-texture (Q, Q) et I’évolution du tenseur de micro-texture H, ce qui montre
qu’il y a un lien étroit entre la distribution de l'orientation des sous-domaines et la
distribution de 'orientation des contacts.
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FI1GURE 4.30 — Evolutions des composantes des parties déviatoires des tenseurs
de méso-texture Q et Q et du tenseur de micro-texture H au
cours de I’essai biaxial.

On peut aussi remarquer que ’anisotropie en terme de distribution de 1'orienta-
tion des sous-domaines est beaucoup plus forte que celle en terme de distribution de
I'orientation des contacts. De plus, la prise en compte du degré d’allongement dans
le tenseur de méso-texture Q donne une anisotropie plus forte que celle déduite du
tenseur Q. Ceci suggere que les sous-domaines avec différents degrés d’allongement
(" s’orientent differemment. Cette différence sera analysée dans la section 4.3.4.

Les résultats montrés ci-dessus permettent donc de conclure que les sous-domaines
dans le graphe de particules ont tendance a s’orienter préférentiellement dans la di-
rection principale majeure de sollicitation déviatoire appliquée a l’assemblage.

La distribution préférentielle de 'orientation des sous-domaines dans la direction
principale majeure de sollicitation a aussi été montrée par Kuhn (1999); Tsuchikura
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FIGURE 4.31 — Evolution du rapport moyen hauteur sur largeur (v") sur l’en-
semble de sous-domaines au cours d’un essai biaxial de compres-
sion (Kuhn, 1999).

et Satake (2001). Pour décrire le degré d’allongement d’un sous-domaine dans la
direction principale majeure de sollicitation, Kuhn (1999) a définit le rapport hauteur
sur largeur suivant :

7" =TT /T, (4.22)

ot T, et Tk, sont respectivement les composantes du tenseur de boucle I défini par
(4.13) dans les directions principales majeure et mineure de sollicitation. Une valeur
de v" supérieure a 1 signifie que le sous-domaine considéré s’oriente dans la direction
majeure, et le contraire pour une valeur de 7" inférieure & 1. La figure 4.31 illustre
I’évolution du rapport moyen (7") calculé sur I’ensemble des sous-domaines, en fonc-
tion de la déformation axiale E; dans un essai biaxial de compression. Une valeur
de (7") égale approximativement & 1.0 & 1’état initial de I’essai signifie que les sous-
domaines s’orientent de facon isotrope, ce qui résulte certainement de l'isotropie du
matériau. Cependant, le rapport moyen (") augmente fortement et peut atteindre
une valeur égale & 1.21 a la fin de 'essai, ce qui montre une distribution anisotrope
des orientations des sous-domaines dans la direction majeure de sollicitation. Ce
résultat est en trés bon accord avec celui obtenu précédemment.

La distribution anisotrope de l'orientation des sous-domaines résulte certaine-
ment de la distribution anisotrope de 'orientation des contacts. En effet, au cours
d’une sollicitation déviatoire, les contacts créés s’orientent essentiellement dans la
direction majeure macroscopique, tandis que les contacts perdus s’orientent dans
la direction principale mineure macroscopique. Ceci conduit a la création de sous-
domaines orientés dans la direction majeure et a la perte de sous-domaines orientés
dans la direction mineure (Nguyen et al., 2009). Ce processus de création et de perte
de sous-domaines est illustré sur la figure 4.32.
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(a) a létat initial (b) au pic de contrainte

FIGURE 4.32 — Illustration du processus de création et de perte de sous-domaines
orientés respectivement dans les directions principales majeure
et mineure de sollicitation (les lignes pointillées correspondent
aux contacts créés dans la configuration suivante).

4.3.4 Classification des sous-domaines
4.3.4.1 Définition de deux classes de sous-domaines

Afin d’analyser le role du degré d’allongement 3" dans le comportement des sous-
domaines, ces derniers sont répartis en plusieurs classes en fonction de leur valeur
B". Pour simplifier I’analyse, on choisit de classer les sous-domaines en deux classes
W et S, avec un seuil (3,. Dans cette analyse, on choisit (3, égal a la valeur moyenne
(8", des degrés d’allongement sur 'ensemble des sous-domaines pour le graphe
construit a l'état initial (donc, B, = 0.2). La classe W (W : weakly) contient les
sous-domaines faiblement allongés dont le degré d’allongement 3" est inférieur ou
égal a (3 et la classe S (S : strongly) contient les sous-domaines fortement allongés
dont le degré d’allongement 3" est supérieur a 3. Les sous-domaines (a), (b) et (c),
présentés sur la figure 4.25, font alors partie de la classe W et les sous-domaines (d),
(e) et (f) font partie de la classe S.

La figure 4.33 présente la composition des classes W et S en terme de pourcentage
en nombre des sous-domaines en fonction de leur valence 7. On trouve que la
classe W contient une proportion importante de triangles, tandis que la classe S
contient une proportion importante de quadrilatéres et de pentagones. La plupart
des triangles dans le graphe font donc partie de sous-domaines faiblement allongés.
Comme les dimensions des particules sont relativement proches cela parait normal.

La figure 4.34 représente les distributions de 'orientation des sous-domaines ap-
partenant aux classes W et S a I'état initial et au pic de la courbe contrainte -
déformation a l'aide des diagrammes polaires. A 'état initial, les sous-domaines
s’orientent de facon isotrope quel que soit leur degré d’allongement 3". Au pic de la
courbe contrainte - déformation, la distribution de 'orientation des sous-domaines
dépend fortement de leur degré d’allongement (" : les sous-domaines fortement
allongés S s’orientent de facon beaucoup plus anisotrope que les sous-domaines fai-
blement allongés W (Nguyen et al., 2009).

Afin de quantifier la distribution de I'orientation des sous-domaines appartenant
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FIGURE 4.33 — Composition des classes W et S en terme de pourcentage en

nombre Py des sous-domaines en fonction de leur valence .

a chaque classe, deux tenseurs de méso-texture Q" et Q, similaires au tenseur Q,
sont définis pour les deux classes W et S :

NW
1 b
w _ h,_h
b h=1
NS
- 1 zb: mhmh (4.24)
%) NS 1T '
b h=1

oit NV et N sont respectivement le nombre de sous-domaines dans les classes W
et S.

Les évolutions des composantes des parties déviatoires Dev@Q?®, Dev@Q", DevQ
des tenseurs respectifs Q°, Q" et Q sont présentées sur la figure 4.35. On remarque
que les tenseurs Q°, Q" évoluent différemment : I’évolution de Q° est beaucoup plus
forte que celle de Q" ce qui confirme le résultat des diagrammes polaires présentés
sur la figure 4.34 (Nguyen et al., 2009). L’évolution du tenseur @ est intermédiaire.
De plus, les écarts entre ces évolutions augmentent jusqu’a une déformation axiale
E, = 3% et puis restent constants. Ce résultat montre la nécessité de la prise en
compte du degré d’allongement 3" dans le tenseur de méso-structure Q pour la
description de la distribution de I'orientation des sous-domaines.

4.3.4.2 Définition de six types de sous-domaines

Afin d’analyser le role de 'orientation des sous-domaines 6", qui doit étre associé
avec le degré d’allongement (3", dans le comportement des sous-domaines, les sous-
domaines sont classés, en fonction de leur angle d’orientation 0", en trois sous-classes
des sous-domaines V', O et H (V : vertical, O : oblique, H : horizontal). Les sous-
domaines appartenant aux sous-classes V', O, H s’orientent respectivement dans
les directions majeure, oblique et mineure macroscopiques. La figure 4.36 illustre
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Classe W Classe S
N"(0)
1000
500 150
0r 180
500 210
1000
270 270
(a) a létat initial
Classe W Classe S
N"(0)
1000
500 150
0r 180
500 210
1000

270

(b) au pic de contrainte
FIGURE 4.34 — Distributions de l'orientation des sous-domaines pour les classes

W et S a I’état initial et au pic de la courbe contrainte - défor-
mation.
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0.25 ~
0.2 4
0.15 A —— DevQi1
0.1 1 == DevQ22
0.05 - e — DevQs,

—e—  DevQ3,

Composantes de Dev@, DevQ?®, DevQ"W
o

-0.05 - . . sl i Y —a—  DevQl}
- i _ - w
0.1 - m -+ Dev@Q3
-0.15 N
-02 \“~.‘*._.,._..—+—.——-.
-0.25 T T T T T T 1
0] 1 2 3 4 5 6 7

Déformation axiale Ey (%)

FI1GURE 4.35 — Evolutions des composantes des parties déviatoires des tenseurs
de méso-texture Q, Q° et Q" au cours de I'essai biaxial.

cette classification. Par conséquent, ’ensemble des sous-domaines dans le graphe

est finalement classé en six types de sous-domaines WV, WO, WH, SV, SO, SH,
comme résumé dans le tableau 4.2.

Type de sous-domaines Texture des sous-domaines
Degré d’allongement | Orientation
wv faible majeure
WO faible oblique
WH faible mineure
SV fort majeure
SO fort oblique
SH fort mineure

TABLE 4.2 — Classification des sous-domaines en six types WV, WO, WH, SV,
SO, SH en fonction du degré d’allongement et de ’orientation.

Les caractéristiques de ces types de sous-domaines telles que le pourcentage en
nombre Py, le pourcentage en volume Py, le degré d’allongement moyen (3") , la va-
lence moyenne (r),, la porosité moyenne sans particules isolées (p")  a I'état initial
et au pic de la courbe contrainte - déformation, sont présentées dans le tableau 4.3.
On trouve une indépendance de ces caractéristiques des six types de sous-domaines
vis-a-vis de leur orientation & I’état initial. La valence moyenne (r"), pour les types
SV, SO, SH est plus grande que celle pour les types WV, WO, WH. En outre,
on peut également constater que les types SV, SO, SH ont une porosité plus faible
que les types WV, WO, WH.

Au pic de la courbe contrainte - déformation ot I’échantillon est fortement aniso-
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Direction majeure

Sous-classe V

m Sous-classe O

B Sous-classe H

Direction mineure

FIGURE 4.36 — Illustration de la classification des sous-domaines en trois sous-
classes V, O, H.

(a)

Caractéristiques Types de sous-domaines
wv | WO |WH | SV | SO | SH
Pn(%) 199 | 19.2 | 20.1 | 13.5 | 13.6 | 13.7
Py (%) 16.4 | 16.0 | 17.0 | 16.7 | 17.2 | 16.7
(B, 0.11 | 0.11 | 0.11 | 0.29 | 0.29 | 0.29
(r"y, 4.4 | 45 | 46 | 49 | 4.8 | 48
(), 0.21 | 0.21 | 0.22 | 0.17 | 0.16 | 0.17

(b)

Caractéristiques Types de sous-domaines
wv I WwWo |WH | SV | SO | SH
Py (%) 22.0 | 19.0 | 185 | 22.3 | 11.7 | 6.5
Py (%) 21.3 | 155 | 13.0 | 29.7 | 13.7 | 6.8
(B, 0.13 | 0.12 | 0.11 | 0.31 | 0.30 | 0.29
(rhy, 53 | 49 | 43 | 5.8 | 5.2 | 4.7
% 0.23 | 0.20 | 0.18 | 0.18 | 0.16 | 0.16

TABLE 4.3 — Caractéristiques de six types de sous-domaines (a) a I’état initial et
(b) au pic de la courbe contrainte - déformation.

trope, ces caractéristiques dépendent significativement de 'orientation de ces types
de sous-domaines. Une faible différence entre les valeurs moyennes de (3") pour les
types WV, WO, WH et pour les types SV, SO, SH permet de conclure que le de-
gré d’allongement 4" dépend faiblement de I'orientation " des sous-domaines. Par
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contre, la valence moyenne (r") et la porosité moyenne (p") dépendent significati-
vement de 'orientation des types de sous-domaines : les types WV et SV ont une
porosité et une valence plus importantes que les types W H et SH, respectivement.
Ce résultat permet donc de conclure que la valence v et la porosité sans particules
isolées p* pour les sous-domaines allongés dans la direction majeure macroscopique
tendent a augmenter, tandis que celles pour les sous-domaines allongés dans la di-
rection mineure macroscopique tendent o diminuer au cours de la déformation de
l’assemblage.
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Conclusions

Nous avons montré dans ce chapitre que le graphe des particules constitue une
bonne représentation géométrique des milieux granulaires 2D. Pour ce type de mi-
lieux, I’échelle mésoscopique est définie au niveau des sous-domaines dans le graphe
des particules. Les structures mésoscopiques sont fermées, ce qui leur permet de
supporter une charge appliquée par 'extérieur. Elles peuvent donc étre considérées
comme des structures représentatives du comportement local.

La structure a 1’échelle mésoscopique est décrite par deux types de variables :
I'une décrivant la densité et I'autre la texture de ’arrangement des particules. Les
variables décrivant la densité mésoscopique : la porosité sans particules isolées et
la valence, sont fortement corrélées. La texture de I'arrangement mésoscopique est
décrite par sa direction d’allongement et son degré d’allongement. Ces deux mesures
sont fortement corrélées avec 'orientation moyenne des contacts dans chaque struc-
ture mésoscopique considérée. L’introduction de I’échelle mésoscopique permet donc
de décrire de fagon plus précise la structure interne des milieux granulaires.

La densité et la texture des matériaux granulaires sont fortement hétérogenes a
I’échelle mésoscopique. Ces hétérogénéités augmentent avec le niveau de sollicitation
déviatoire appliqué. L’isotropie du milieu se traduit par une distribution isotrope de
I'orientation des structures mésoscopiques et ’anisotropie du milieu se traduit par
une distribution anisotrope de l'orientation des structures mésoscopiques. De plus,
cette distribution dépend du degré d’allongement des structures mésoscopiques : les
structures fortement allongées s’orientent de facon beaucoup plus anisotrope que les
structures faiblement allongées.

La structure du milieu & 1’échelle mésoscopique présente un lien étroit avec celle
définie a I’échelle microscopique. Une diminution du nombre de coordination au cours
de la dilatance du milieu conduit & une augmentation de la valence des structures
meésoscopiques. De méme, une distribution anisotrope des orientations de contacts
dans la direction majeure macroscopique conduit & une distribution anisotrope des
orientations des structures mésoscopiques dans cette méme direction.
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Chapitre 5

Déformation a 1’échelle mésoscopique

Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la déformation a ’échelle mésoscopique pour
les milieux granulaires 2D. Cette étude est centrée sur trois aspects principaux :
la définition de la déformation mésoscopique, 1’hétérogénéité de la déformation a
I’échelle mésoscopique, et la nature de cette hétérogénéité.

5.1 Etat de l'art

Dans le but de relier les déplacements et les rotations au niveau des particules
a la déformation macroscopique d’un milieu granulaire, plusieurs approches de type
"déformation de milieux continus équivalents" ont été proposées dans la littérature
(Bagi, 1996b; Kruyt et Rothenburg, 1996; Kuhn, 1997; Cambou et al., 2000). Ces
approches consistent a remplacer le milieu granulaire par un milieu continu équi-
valent assigné d’'un champ de déplacement continu tel que les déplacements des
points caractéristiques du milieu continu équivalent soient égaux aux déplacements
des centres des particules du milieu discret. La différence entre ces approches réside
principalement dans la définition du milieu continu équivalent. Nous nous limitons
a présenter les approches utilisées pour les milieux granulaires bidimensionnels :
— les approches de Bagi (1996b) et Cambou et al. (2000), pour lesquelles le milieu
continu est composé de triangles ;
— les approches de Kruyt et Rothenburg (1996) et Kuhn (1997), pour lesquelles
le milieu continu est composé de sous-domaines polygonaux.

5.1.1 Deéformation des sous-domaines triangulaires
5.1.1.1 Définition proposée par Bagi (1996b)

Bagi (1996b) a proposé une expression de la déformation d’un milieu granulaire
basée sur la discrétisation du milieu en cellules spatiales. Cette méthode, présentée
dans la section 4.1.2, discrétise un assemblage granulaire bidimensionnel en triangles,
chaque triangle connecte trois centres de particules.

Un milieu granulaire bidimensionnel est donc remplacé par un milieu continu
discrétisé dont les noeuds correspondent aux centres des particules. Un champ de
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5.1 Etat de Part

déplacement continu du(x) (déplacement du point ayant le vecteur position &) est
assigné a ce milieu continu de la fagon suivante : le déplacement des noeuds du
réseau triangulaire est égal a celui des centres des particules correspondantes et le
déplacement des points a l'intérieur de chaque triangle est interpolé linéairement
a partir du déplacement des trois noeuds de ce triangle. La déformation locale est
donc constante sur chaque triangle.

Pour chaque triangle, le tenseur gradient de déplacement moyen est défini par :

1 o,
L _ 4 i
5aij a VL VL 81‘]

dv, (5.1)

ot VL est laire du triangle L.
En utilisant le théoréme de Gauss-Ostrogradski, I'intégrale volumique de 1’équa-
tion (5.1) peut étre transformée en 'intégrale surfacique suivante :

i W . (5umjd5, (52)

oll m est le vecteur unitaire normal extérieur du bord 9V du triangle L.

Compte tenu du champ de déplacement assigné au milieu continu équivalent,
le déplacement est linéaire le long des cotés d’'un triangle et I’équation (5.2) peut
s’écrire sous la forme discréte suivante :

1] _ VL Zéuz ]7 (53)

ou aP, associé au coté p ne contenant pas la particule p, est défini par :

1
P _
et b est la normale extérieure au coté p, de norme égale & la longueur du coté
p. Aprés un développement technique de la relation (5.3), le tenseur gradient de
déplacement da’ peut étre exprimé a partir du déplacement relatif Su™" entre les

centres de deux particules m et n appartenant au coté k (du™" = du™ — du").
L mn a™ a®
al; = 3VL Z ou! —a?). (5.5)
m<n

Le tenseur de déformation d'un triangle, de”, est ensuite obtenu comme la partie
symétrique du tenseur gradient de déplacement da’

dek = 2vL > [ou al) + oul" (@ — a)]. (5.6)

Le tenseur gradient du déplacement moyen d’un milieu granulaire bidimension-
nel, da, peut étre calculé en faisant la moyenne des tenseurs gradient de déplacement,
da*, de tous les triangles dans le systéme des cellules spatiales de Bagi :

Eij = Z 5CLL VL Z 5de§, (57)

ou :
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— V est le volume couvert par I'ensemble des triangles,

— Ny, est le nombre total de triangles,

— duF remplace du™,

— d* est appelé "vecteur de coté complémentaire" caractérisant la géométrie
locale au voisinage de la branche & contenant deux particules m et n (m < n)
défini par :

m,L¥* n,L¥*
d?:—Z(ajL —ajL), (5.8)
k=1

et L* désigne les deux triangles de branche m commune.
Le tenseur de déformation moyen de d’un milieu granulaire bidimensionnel est
ensuite donné par :

1 Ny, 1 N
L=1 k=1

5.1.1.2 Deéfinition proposée par Cambou et al. (2000)

La définition de déformation proposée par Cambou et al. (2000) est basée sur
la triangulation de Delaunay et consiste également a subdiviser un milieu granu-
laire bidimensionnel en éléments triangulaires. La déformation locale est supposée
constante sur chaque élément. Le champ de déplacement est donc affine dans chaque
élément :

ouf (z;) = dalx; + ug;, (5.10)

ol da’ est le tenseur gradient de déplacement d'un élément L et ul est un vecteur
constant correspondant au déplacement de corps rigide.

Pour chaque triangle, les sommets sont numérotés 0, 1 et 2. Le sommet O est
aléatoirement choisi comme étant la référence et ce choix n’a aucune influence sur
le calcul proposé. Le déplacement relatif entre deux sommets 0 - 1 et 0 - 2 peut
s’écrire :

Sul® = duf — suf, (5.11)
ou l'indice v prend une valeur égale a 1 ou 2.
Un champ de déplacement affine dans chaque triangle implique :

ouy® = da;; Az, (5.12)
avec :
Azl =zl — 2. (5.13)

Le systéme d’équations (5.12) a quatre équations indépendantes et quatre inconnues.
La résolution de ce systéme d’équations conduit au tenseur gradient déplacement
da’ du triangle L :

2
daf; =Y oui® Ay’ (5.14)
v=1
ot Ay? est défini par :
2
D AxPAy =6 (5.15)
v=1
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Afin de faire intervenir tous les cotés de chaque triangle dans la formulation du
tenseur gradient de déplacement da”, il suffit de prendre alternativement chaque
sommet comme étant référence 0. Dans ce cas, la relation (5.14) peut étre écrite
sous la forme :

3
2
Saj; = 3 Z Suf Ay, (5.16)
k=1

ou lindice k désigne les cotés du triangle L, du* = +éu® et Ay* = +Ay".
Le tenseur de déformation d'un triangle, de”, est la partie symétrique du tenseur
gradient de déplacement da’ :

W
(]

L _
0g;; =

[dug Ayl + dul Ayt (5.17)

=1

ol

et le tenseur de déformation moyen, de, d’un milieu granulaire bidimensionnel peut
finalement s’écrire :

Np, Np
— 1 1
de;; = Tz(sglva E—— E § Suf Ayt 4+ sul AyFlvVE 5.18
’ 4 L=1 ! 6V L=1 keL [ y] ’ ! ] ( )

5.1.2 Deéformation des sous-domaines polygonaux
5.1.2.1 Définition proposée par Kruyt et Rothenburg (1996)

Comme analysé dans le chapitre 4, un milieu granulaire bidimensionnel peut étre
remplacé par un graphe de particules composé de sous-domaines polygonaux dont
les cotés connectent des couples de particules en contact. Grace a ce graphe, les
auteurs ont défini un champ de déformation locale au niveau des sous-domaines po-
lygonaux. Pour cela, un champ continu de déplacement, Ju(x), est défini sur chaque
sous-domaine polygonal dont les sommets sont occupés par les centres des particules
tel que le déplacement des sommets soit égal a celui des centres des particules corres-
pondantes et le déplacement est linéaire le long des cotés de chaque sous-domaine.
Cette facon de définir le champ de déplacement est un peu différente de celle propo-
sée par Bagi (1996b) ou par Cambou et al. (2000) : le champ de déplacement n’est
pas défini a I'intérieur de chaque polygone, seule I'existence d’un champ continu est
supposée.

Le tenseur gradient de déplacement, da”, sur un sous-domaine h est défini par
la relation suivante, similaire a la relation (5.2) :

1

dal = a0 /8 o Su;n;dS, (5.19)

ot V" est le volume du sous-domaine polygonal h.
En utilisant Pabscisse curviligne s sur la frontiére 9V" dirigée suivant le sens
trigonométrique, la relation (5.19) peut étre écrite :

1 1 dx
aZj Vh / /8vh u ( 6] ) Vh 6] / /8‘/}1 u dS S ( )

ou du(s), x(s) étant linéaires par morceaux en s.
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FIGURE 5.1 — Vecteurs g, joignant le centre G' d’un sous-domaine polygonal et
les centres de cotés, intervenant dans la formulation du tenseur de
déformation du sous-domaine de” (5.24).

On peut alors montrer que :

1 dx 1 d(ou;)
O = ~ymCom / /avh Ui g 05 = Tymin / /avh ds T (5.21)

ol €, est le symbole de permutation en 2D (voir 'annexe A). Le développement
de la relation (5.21) conduit a :

rh—1

1
5(1% = —ymCm Z Sufak (5.22)
k=0

ol " est le vecteur position du centre du coté k.

On peut facilement montrer que la relation (5.22) est indépendante de l'origine O
du repére. On choisit donc le centre du polygone GG comme origine O. En introduisant
les vecteurs g* joignant le centre du polygone G et les centres des cotés de ce polygone
(figure 5.1), on obtient :

Th’fl rhfl
1 1
k=0 k=0

™
ol h* est le vecteur obtenu par une rotation de —3 du vecteur g*.

Le tenseur de déformation d’un sous-domaine polygonal, e, est la partie symé-
trique du tenseur gradient déplacement da” :

rh—1

1
deh. = ST > [oufhk + sukhk], (5.24)
k=0

ij

Dans la relation (5.24), I'arrangement local des particules dans chaque sous-
domaine est pris en compte dans le tenseur de déformation par l'intermédiaire de
’ensemble des vecteurs k.

Le tenseur de déformation moyen, de, d’un milieu granulaire est finalement ob-
tenu par moyenne des tenseurs de” sur I'ensemble des sous-domaines :

Nb Nk
— 1 1
h=1 k=1
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ou :
— la sommation se fait sur I’ensemble des cotés dans le graphe de particules;
— le vecteur g* pour un coté k a l'intérieur du graphe joint les centres de deux
polygones ayant le coté k en commun et pour un co6té k au bord du graphe
joint le centre du polygone contenant ce coté et le centre de ce coté.

5.1.2.2 Définition proposée par Kuhn (1997)

Cette définition est basée sur la remarque suivante : un sous-domaine polygonal
ayant un nombre de coté égal a r" (valence) peut étre toujours discrétisé en r* — 2
triangles ; le tenseur gradient de déplacement du sous-domaine, da”, peut donc étre
défini par moyenne des tenseurs gradient de déplacement dal (5.6) définis pour les
triangles obtenus par discrétisation :

rh—2

1
daly = o D daV™. (5.26)
L=1

Bien qu’il existe différentes solutions pour discrétiser un sous-domaine polygonal en
triangles, le tenseur gradient de déplacement da” défini par (5.26) est indépendant
de la solution choisie.

Pour chaque polygone, les sommets et les cotés sont numérotés de 0 a 7 — 1,
dans le sens anti-trigonométrique (figure 5.2). Un coté k connecte deux sommets
p1 =k et po = k + 1. L’addition et la soustraction des indices des sommets ou des
cotés se font modulo r", par exemple ki + ky — ki + ky mod(r").

FIGURE 5.2 — Discrétisation d’un polygone en triangles (Kuhn, 1997).

La relation (5.6) proposée par Bagi (1996b) peut étre réécrite, avec cette nouvelle
notation, sous la forme suivante :
1
L oy e
daf = At Z Q3 O bs?, (5.27)
k1,k2€{0,1,2}

ou :
— du™ est le déplacement relatif entre deux centres des particules sur le coté ki ;
— b est la normale extérieure du coté ko, de norme égale & la longueur de ce
coOté;
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— @°® est une matrice carrée, de dimension 3 x 3, anti-symétrique et circulaire,
de forme :

Q*=| -1 0 1 |. (5.28)

11 est facile de montrer les identités suivantes :

rh—1 rh—1
> b =0, > ouf =0. (5.29)
k=0 k=0

La combinaison des relations (5.26), (5.27) et (5.29) donne 'expression suivante
du tenseur gradient de déplacement da” pour un sous-domaine polygonal :

1
dalt, = G 3 Q1 0ul vt (5.30)

k1,ko€{0,1,....,rh—1}

ol Q" est une matrice de dimension r" x ", déduite récursivement par la relation

(0, sig—p=20
1 .
—l(mQ;ﬁ]—i—S), sig—p=1
orit = "1 |
m o lm+ 1) —{g=p)@Qp + (¢ =PIl sig—p#0,1,m
\m+1(m o~ 3); sig—p=m

(5.31)
avec les quantités (g —p), ¢ — 1 et p — ¢ calculées modulo m. Le tableau 5.1 présente

a1 : h . .
la premiére ligne de la matrice Q" en fonction de la valence 7" du sous-domaine.
Puisque cette matrice est circulaire, les autres lignes peuvent étre déduites de la

relation Q;i] = ;h;l,q_l avec des indices calculés modulo ™.
Valence r" p — ¢ (mod m)
0o 1 2 3 4 5
3 0 1 -1
3 3
4 0 - 0 —=
2 2
5 o 203 3 3
5 5 5 5
6 0 2 1 0 -2

TABLE 5.1 — Premiére ligne de la matrice th.

Le tenseur de déformation d’un sous-domaine polygonal, Je”, est obtenu en pre-
nant la partie symétrique du tenseur gradient de déplacement da” :

1 T‘h
o= Ty D Qi [0u0) 0w (5.32)



5.2 Estimation de la déformation macroscopique

Dans la formulation (5.32), 'arrangement local des particules dans chaque sous-
domaine est pris en compte dans le tenseur de déformation par I'intermédiaire de
I’ensemble des vecteurs b

Le tenseur de déformation moyen, e, d'un milieu granulaire est finalement ob-
tenu par moyenne volumique des tenseurs de déformation de sur I'ensemble de
sous-domaines :

N, N,
1 1
deij == 0Vl =—N" " @, [oulbh + sulble). (5.33)
4 h=1 12V h=1 ki ,ka€h

5.1.3 Comparaison entre les différentes définitions de la dé-
formation proposées

Le tenseur de déformation défini pour chaque triangle défini par (5.6) avec la
méthode de Cambou et al. (2000) coincide avec celui défini par (5.17) avec la mé-
thode de Bagi (1996b). Ceci peut étre expliqué par le fait que les deux méthodes
proposées utilisent la méme hypothése de linéarité du champ de déplacement dans
chaque triangle.

Le champ de déplacement dans chaque sous-domaine polygonal supposé par
Kruyt et Rothenburg (1996) est similaire a celui supposé par Kuhn (1997). Par
conséquent, le tenseur de déformation d’un sous-domaine polygonal défini par (5.24)
coincide avec celui défini par (5.32).

Sil'on discrétise un sous-domaine polygonal en triangles, la moyenne des tenseurs
de déformation définis sur ’ensemble de triangles obtenus, d’aprés les méthodes de
Bagi (1996b) et de Cambou et al. (2000) est égale aux tenseurs de déformation
définis par (5.24) et par (5.32) avec les méthodes de Kruyt et Rothenburg (1996) et
de Kuhn (1997).

De plus, si les bords des graphes utilisés dans les méthodes de ces différentes
méthodes coincident, les tenseurs de déformation moyens de définis par (5.9), (5.18),
(5.25) et (5.33) sont égaux (Bagi, 2006).

5.2 Estimation de la déformation macroscopique

La déformation de” a 1’échelle mésoscopique, échelle des sous-domaines polygo-
naux, est définie par (5.24) avec la méthode de Kruyt et Rothenburg (1996) et par
(5.32) avec la méthode de Kuhn (1997). L’avantage de ces définitions est qu’elles
expriment clairement le lien de la déformation d’un sous-domaine, d’'une part avec
le déplacement relatif des centres des particules en contact dans le sous-domaine
et avec I'arrangement local des particules du sous-domaine, d’autre part. On peut
déduire du tenseur de déformation de chaque sous-domaine les variables suivantes :

— la déformation mésoscopique dans la direction majeure macroscopique, 6&?; ;

— la déformation mésoscopique dans la direction mineure macroscopique, 6g5, ;

— la déformation mésoscopique de cisaillement, §e?, ;

— la déformation volumique mésoscopique, de ;

— la déformation déviatoire mésoscopique, €", qui est étudiée via son 2°™¢ inva-

riant det ;

— T'angle de dilatance mésoscopique, 1" ;
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5.2 Estimation de la déformation macroscopique

avec les variables de, €, 6" et 1" sont définies dans 'annexe B.1.

La déformation d’un milieu granulaire est estimée, comme étant la moyenne de
des déformations de” sur I'ensemble des sous-domaines, par les relations (5.25) et
(5.33). Dans notre analyse, la déformation des sous-domaines ainsi que de ’assem-
blage granulaire sont calculées pour des incréments de déformation axiale macro-
scopique, 0F, approximativement égaux a 0.02%. Les tenseurs de” et de obtenus
dépendent du choix de la configuration ou le graphe de particules est construit. Ce-
pendant, cette dépendance est trés faible si la valeur de I'incrément de déformation
0F est suffisamment petite. Le tableau 5.2 montre que le tenseur de déformation
moyen de calculé pour I'incrément de déformation a By = 1.0% (incrément de défor-
mation axiale E; de 1.0% a 1.02%) dépend faiblement du choix de la configuration
pour la construction du graphe.

Par la suite, les calculs des différents tenseurs de déformation sont effectués sur
la base d’un graphe de particules construit dans la configuration initiale de chaque
incrément de déformation macroscopique. D’autre part, les tenseurs de déformation
obtenus sont normalisés par la valeur de 'incrément de déformation axiale macro-
scopique 0E; = 0.02%.

Configuration choisie
Configuration initiale (E; = 1.0%) Configuration finale (F; = 1.02%)

1 1.92492 —0.01770 | 1.92601 —0.01661
~[—0.01770  —1.99402 ~[-0.01661 —1.99603

gij x 104 %ij x 104

TABLE 5.2 — Tenseur de déformation moyen de calculé pour l'incrément de dé-

formation axiale By = [1.0%,1.02%)] avec le graphe de particules
construit dans la configuration initiale et dans la configuration fi-
nale.

La figure 5.3 présente la comparaison entre la déformation moyenne de et la
déformation 0 E mesurée aux limites de I’échantillon granulaire considéré. On voit
que la déformation moyenne de coincide quasiment avec la déformation mesurée aux
conditions limites §E. Le trés faible écart entre de et 6 FE provient certainement du
fait que les sous-domaines proches des parois de 1’échantillon (voir la section 4.2.1)
ne sont pas pris en compte dans le calcul de la déformation moyen de. Ce résultat
a été également confirmé par Bagi (2006).

Décomposition de la déformation en deux parties relatives aux déplace-
ments relatifs normaux et tangentiels

On peut décomposer le tenseur de déformation d’un sous-domaine de” en deux
parties (6e")V et (6e")T relatives, respectivement, aux déplacements relatifs nor-
maux (Juf)V et tangentiels (du*)” des centre des particules en contact dans le
sous-domaine. On obtient les expressions suivantes pour (6e")™ et (6e")T avec la
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FIGURE 5.3 — Comparaison entre le tenseur de déformation moyen de estimé
par (5.25) et (5.33) et le tenseur de déformation J E mesurée aux
limites de I’échantillon.

définition de la déformation de Kuhn (1997) :

h h h
Oci; = (5€ij)N + (5€ij)T, (5.34)
1 h
Ot = DD @ [u) N Gut) V], (5.35)
k1,k2€{0,1,...,7‘h71}
1 Th 1 2 1 2
(6e)T = U > Qhs o [(OUF)TBE2 - (Sult) 2] (5.36)

k1,k2€{0,1,....rh—1}

On peut alors obtenir la décomposition du tenseur de déformation moyen de en

—N | —T . . ) .

deux tenseurs de et de relatifs respectivement aux déplacements relatifs normaux
et tangentiels des centres des particules en contact, pour tous les contacts dans le
graphe.

T

32y = 0zyy + Oeyy, (5.37)
N 1 Al T 1 Al
< h\Ny/h < h\Ty/h
5%:5 @%>vet@f$§3@ﬂv. (5.38)
h=1 h=1

A partir des tenseurs 5 et 9 on peut calculer les composantes %iv et %Z pour
. . —N | =T S .

la déformation volumique et les composantes de,; et de,; pour le 2°™¢ invariant de la

déformation déviatoire, dues respectivement aux déplacements relatifs normaux et

tangentiels des centres des particules en contact.

Les figures 5.4 et 5.5 présentent respectivement les évolutions des 6_53[ , %z, et des
Eév, %5, comparées avec les variables macroscopiques de déformation dF, et 0 Fy.
On constate qu’au début de 'essai, la contractance de I’assemblage est essentielle-
ment due aux déplacements relatifs normaux des centres des particules en contact
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FIGURE 5.4 — Evolutions des composantes qu)v et &Z pour la déformation vo-
lumique, relatives respectivement aux déplacements relatifs nor-
maux et tangentiels des centres des particules en contact au cours
de l'essai.

dont une partie importante est la déformation élastique au niveau des contacts.
Au cours de la déformation de 'assemblage, les déplacements relatifs tangentiels
des centres de particules en contact deviennent importants et contribuent essen-
tiellement a la dilatance de ’assemblage. Une méme tendance est observée pour la
déformation déviatoire avec une contribution importante des déplacements relatifs
normaux des centres de particules en contact au début de 1’essai et une contribution
de plus en plus importante des déplacements relatifs tangentiels avec la déformation
de I'assemblage. Ce résultat est en bon accord avec celui de Kruyt et Antony (2007).

Décomposition de la déformation en deux parties relatives aux glissement
et roulement au contact

A partir de la relation (1.2), on peut obtenir la relation suivante pour le dépla-
cement relatif Ju” des centres des particules m et n en contact :

oul = oul — oul = 8¢k + duwk, (5.39)
SwF = (rmow™ 4 rmw")th (5.40)

ol :

— 0cF est le déplacement relatif au contact, essentiellement gouverné par le glis-
sement au contact, et pour une plus petite part par la déformation élastique
au contact ;

— 0wk est le roulement au contact (cette cinématique a été analysée dans la
section 1.2.2).

En combinant les relations (5.32) et (5.39), on peut décomposer le tenseur de dé-

formation de” d’un sous-domaine en deux parties (6€") et (6e")%, relatives respec-
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FIGURE 5.5 — Evolutions des composantes g(]j et Eg pour le 26M€ invariant de
la déformation déviatoire, relatives respectivement aux déplace-
ments relatifs normaux et tangentiels des centres des particules
en contact au cours de l’essai.

tivement au glissement dc* et au roulement Jw* aux contacts dans le sous-domaine :

55% = (555})5 + (5EZ)R, (5.41)
1
(6eh)® = SU > Qp 1, [0c505 + 5ch b2 (5.42)
k1,k2€{0,1,...,rh—1}
1 o ) )
CEANES U > Q 5y [OwIH VS + Swibf2]. (5.43)

kl,kQE{O,l,.‘.J’h*l}

Par conséquent, le tenseur de déformation moyen d’un milieu granulaire de peut

A . P . =S R . . .
étre décomposé en deux parties de et de , relatives respectivement au glissement
et au roulement aux contacts :

82y = 02, + 0y, (5.44)
s 1 Ny R 1 Ny

de,; = > > (0eh)5Vh et ey = > > (), (5.45)
h=1 h=1

La figure 5.6 présente les évolutions des composantes de trois tenseurs 6 E, Es,
e en fonction de la déformation axiale E;. On constate qu’au début de I'essai, la
déformation de I’assemblage est essentiellement gouvernée par le déplacement rela-
tif aux contacts, qui est di principalement a la déformation élastique aux contacts.
Dans la zone au pic et post-pic de la courbe contrainte - déformation, la part de la
déformation de = devient importante, ce qui résulte de 'importance de la rotation
des particules dans cette zone. En particulier, on remarque une différence entre les
contributions du glissement aux contacts et du roulement aux contacts aux déforma-

. . . . S
tions macroscopiques de compression 6 F1; et d’extension 0 Egs @ les composantes deq
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—R . .

de,, sont de méme ordre de grandeur dans la zone post-pic tandis que la composante
—R . S

de49 est beaucoup plus importante que la composante de,,.
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FIGURE 5.6 — Comparaison des parties de~ et de  relatives, respectivement, au
glissement et au roulement aux contacts avec la déformation ma-
croscopique.

Les évolutions de la déformation volumique §F, de I'assemblage et de ses dé-
.- =S —R . . .
compositions de, et de,, relatives respectivement au glissement et au roulement

aux contacts, sont tracées sur la figure 5.7. On peut constater que le glissement et
le roulement aux contacts ne contribuent pas de la méme fagon a la déformation
volumique : dans la plage de déformation étudiée, la contractance est due principa-
lement au glissement aux contacts tandis que la dilatance est due principalement au
roulement aux contacts.

Les évolutions du 2°™¢ invariant de la déformation déviatoire macroscopique 6 Ey

et de ses décompositions 6_63 et %dR relatives respectivement au glissement et au rou-
lement aux contacts, sont tracées sur la figure 5.8. Au début de ’essai, le glissement
aux contacts contribue significativement a la déformation déviatoire macroscopique.
Cependant, la contribution du roulement aux contacts augmente avec la déforma-
tion de 'assemblage et devient du méme ordre de grandeur que la contribution du
glissement aux contacts.

La prise en compte du déplacement relatif aux contacts conduit donc a souses-
timer la déformation globale de l’assemblage granulaire. Ce résultat est également
confirmé par Cambou et al. (2000) et Bagi (2006). Cependant, pour un matériau
granulaire réel, composé de particules non-circulaires, le roulement aux contacts
est certainement plus faible et le glissement aux contacts peut donc jouer un roéle
important dans la déformation.

117



5.3 Hétérogénéité de la déformation a 1’échelle mésoscopique

0F; =2x 1074
0.75 1

o
(&)}
!

v

0.25

o
o

-0.25 - . gs
05

-0.75 7

Incréments de déformation/|§F |

_1.0 T T T T T T T T 1

0O 05 1 15 2 256 3 35 4 45
Déformation axiale By (%)

. —S —R , .
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lumique, relatives respectivement au glissement et au roulement
aux contacts, au cours de 'essai.

0F; =2 x107%

25 -
— 225
=
175
E 1.5
g R
S 1.25 - Jgy
3
e 1.0 A .
wn 0.75 1 —— dgyq
+~
g 05
E -
5 025 -
=
S

0.0 T T T T T T T
0 05 1 15 2 256 3 35 4 45
Déformation axiale Ey (%)

. —S —R 5 . .
FIGURE 5.8 — Evolutions des composantes de; et de; pour le 2°"¢ invariant de
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5.3 Hétérogénéité de la déformation a I’échelle mé-
soscopique

L’analyse effectuée dans la section 3.3.2.5 montre que le champ de déplacement
discret des centres des particules dans l'assemblage granulaire dévie significative-
ment du champ de déplacement du milieu continu équivalent soumis a la méme
déformation macroscopique, d’autant plus quand le niveau de déformation de I'as-
semblage granulaire est important. Cette déviation du champ de déplacement discret
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5.3 Hétérogénéité de la déformation a 1’échelle mésoscopique

conduit & une hétérogénéité de la déformation mésoscopique par rapport a la défor-
mation macroscopique. Cette hétérogénéité fait I'objet de I'analyse proposée dans
cette section.

5.3.1 Distribution spatiale de la déformation & I’échelle mé-
soscopique

(a) a E1 =0.2% (b) a By =1.2%

(c) a By =2.0% (d) a E1 =3.0%

FIGURE 5.9 — Distributions spatiales de la déformation volumique mésoscopique
6el pour quatre incréments de déformation a : (a) By = 0.2%, (b)
Ey =1.2%, (c) By = 2.0%, (d) By = 3.0%.

Les figures 5.9 et 5.10 présentent les distributions spatiales de la déformation
volumique mésoscopique de® et du 2¢™¢ invariant de” de la déformation déviatoire
pour quatre incréments de déformation a différents niveaux de déformation axiale :
(a) By = 0.2% et (b) By = 1.2% avant le pic, (¢) By = 2.0% et (d) £y = 3.0% apreés le
pic de la courbe contrainte - déformation. Ces figures tracent tous les sous-domaines
dans le graphe de particules avec un niveau de gris proportionnel a la valeur des
rapports e’ /0E, et det /§E,. Ces figures montrent que :
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5.3 Hétérogénéité de la déformation a 1’échelle mésoscopique

— pour l'incrément (a), la déformations mésoscopique est assez homogene et elle
est trés proche de la déformation macroscopique;

— pour U'incrément (b), la déformation mésoscopique est significativement hété-
rogéne. Cependant il n’y a pas de zones remarquables de localisation de la
déformation au sein du milieu ;

— pour les incréments (c) et (d), on distingue clairement des zones remarquables
de localisation de la déformation : une bande de cisaillement est observée pour
I'incrément (c), et se scinde en deux bandes pour I'incrément (d).

On remarque que ’hétérogénéité de la déformation mésoscopique est trés similaire
a I’hétérogénéité du champ de déplacement de centres de particules, analysé dans la
section 3.3.2.5.

En conclusion, la déformation mésoscopique est assez homogene au début de [’es-
sai et devient de plus en plus hétérogéene au cours de la déformation de l’assemblage
granulaire. La déformation est localisée en bandes de cisaillement dans les zones au
pic et post-pic de la courbe contrainte - déformation. Ces bandes de cisaillement ont
été observées, lors d’essais de laboratoire ou numériques par de nombreux auteurs,
en particulier par Calvetti et al. (1997), Dedecker (1999), Lanier et Jean (2000).

5.3.2 Analyse statistique de I’hétérogénéité de la déformation
a I’échelle mésoscopique

Pour étudier de fagon plus précise I’hétérogénéité de la déformation a 1’échelle
mésoscopique, une approche statistique est utilisée. On trace les distributions des
différentes variables de déformation def,, deh,, del,, §el et deh définies dans la section
5.2. Les degrés d’hétérogénéité (%11, 52722, 52712, 5~€v et (%d des distributions de ces
variables mésoscopiques par rapport aux variables macroscopiques correspondantes
(0E11, 0Eq, 6F19, 0E, et 0E,) sont calculés (voir la définition du degré d’hétérogé-
néité dans 'annexe C.2).

La figure 5.11 présente les distributions de la déformation mésoscopique pour
Iincrément de déformation a F; = 1.2%. On constate une forte hétérogénéité de
la déformation mésoscopique. La déformation mésoscopique varie trés largement
et se distribue sur une plage significative autour de la valeur de la déformation
macroscopique. Ce résultat confirme ceux des figures 5.9 et 5.10.

On remarque que la plupart des sous-domaines se déforment de fagon similaire
a l'assemblage en ce sens que les sous-domaines se raccourcissent dans la direction
majeure macroscopique (de?; < 0) et s’allongent dans la direction mineure macro-
scopique (deh, > 0). Cependant, il y une part significative de sous-domaines qui
ne suit pas la déformation macroscopique : (55}1‘1 > 0 pour environ 17% des sous-
domaines et de?, < 0 pour environ 32% des sous-domaines. De plus, la déformation
volumique des sous-domaines de" est tres différente de celle de I'assemblage : tandis
que l'assemblage se dilate, une part trés importante des sous-domaines se contracte
(62%). Pour la déformation de cisaillement def, des sous-domaines, elle n’est pas
nulle mais se distribue principalement autour de la valeur nulle de la déformation
de cisaillement macroscopique 0 F1s.

Le pourcentage des sous-domaines dilatants, en fonction de la déformation axiale
E1, est tracé sur la figure 5.12. On peut voir qu’au début de 'essai, presque tous
les sous-domaines se contractent, puis une part de plus en plus importante des
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(a) a B1 =0.2% (b) a B1 =1.2%

(¢) a B1 =2.0% (d) a 1 =3.0%

FIGURE 5.10 — Distributions spatiales du 2°™¢ invariant 552 de la déformation
déviatoire mésoscopique pour quatre incréments de déformation

a: (a) E1 = 0.2(%7 (b) E1 = 1.2%, (C) E1 = 2.0%, (d) E1 = 3.0%.

sous-domaines ont tendance a se dilater au cours de ’essai, méme dans la zone de
contractance de ’assemblage. Au pic de la courbe contrainte - déformation, environ
43% des sous-domaines se dilatent, et aprés le pic, ce pourcentage diminue.

_ La figure 5.13 montre les évolutions des degrés d’hétérogénéité 52511, (%22, 5;?12,
de, et de4 en fonction de la déformation axiale E;. Leurs faibles valeurs au début
de 'essai signifient que la déformation mésoscopique est assez homogéne dans cette
zone. Cependant, dans la zone prés du pic de la courbe contrainte - déformation,
les degrés d’hétérogénéité prennent des valeurs importantes, ce qui montre une forte
hétérogénéité de la déformation mésoscopique dans cette zone. Aprés le pic, ces
courbes fluctuent fortement, ce qui résulte vraisemblablement de la présence de
bandes de cisaillement au sein de 'assemblage, apparaissant et disparaissant dans
cette zone post-pic, comme mis en évidence sur les figure 5.9 et 5.10.
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5.3 Hétérogénéité de la déformation a 1’échelle mésoscopique

5.3.3 Mesures complémentaires de I’hétérogénéité de la dé-
formation a I’échelle mésoscopique

On utilise ici la méthode proposée par Kuhn (2003) pour analyser I’hétérogénéité
du champ de déformations de” a I’échelle mésoscopique (voir annexe C.3). Pour
cela, on calcule les mesures suivantes :

— la participation 6€"||0E,

— la non-conformité e 1 SE et

— Valignement 6€” o 6 E
de la déformation de chaque sous-domaine par rapport a la déformation macrosco-
pique §E. Les valeurs moyennes (.), et les écart-types S,[.] sont ensuite déterminés
pour les distribution de ces mesures sur l’ensemble de sous-domaines (I'indice v
signifie que le volume des sous-domaines est considéré comme poids).

On note que la valeur moyenne (Je"||§ E), de la distribution de la mesure 6e"||6 E
est égale a 1 (voir la relation (C.18)). On s’intéresse ici a I'écart-type S, [0€"||0 E] de la
distribution de la mesure 6e"||0 E et aux valeurs moyennes (6" | 6 E), et (0e"0dE),
respectivement des distributions des mesures de" 1 JE et de" o 6 E. Pour un milieu
homogeéne pour lequel le champ de déformation locale est homogéne et aligné a
la déformation macroscopique, I'on obtient les valeurs suivantes : S, [de"||0E] = 0,
(6eh L §E), =0, (5" 0 0E), = 1 (voir le tableau C.3). Par la suite, I'écart-type
S,[0e"||0E] et les valeurs moyennes (6" L 0E),, (0e" o SE), se référeront aux
valeurs correspondantes pour un champ uniforme et aligné.

Sy [0 |0 E)

Mesures statistiques

0 04 08 12 186 2 24 28 32 36 4 44
Déformation axiale By (%)

FIGURE 5.14 — Evolutions de S,[6e"||6E], (6e" L 6E), et (3" 0 6E), au cours
de l'essai.

La figure 5.14 présente les évolutions de S, [0e"||0E], (5" L 6E), et ("0 JE),
en fonction de la déformation axiale E;. Au début de l'essai, la déformation des
sous-domaines suit plus ou moins la déformation macroscopique, ce qui est montré
par des valeurs S, [0e"||0E] ~ 0.52, (0e" L JE), ~ 0.29, (6" 0 JE), ~ 0.95 qui sont
assez proches du cas d’un milieu homogéne. Cependant, ces quantités augmentent
significativement avec la déformation de I'assemblage. Au pic de la courbe contrainte
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- déformation, les sous-domaines se déforment de maniére trés différente de ’assem-
blage : le champ de” n’est plus aligné a JE, la non-conformité du champ de" par
rapport & JE devient trés importante ((5e" L §E), ~ 1.61) ainsi que la dispersion
des participations S,[0e"||0 E] (S, [0€"||0 E] ~ 4.46), environ quatre fois plus grande
que la valeur moyenne (6e"||0E). .

La figure 5.15, qui présente les distributions de la participation d&”||0E pour
deux incréments de déformation a (a) F; = 0.2% et (b) E; = 1.2%, confirme I’hé-
térogénéité de la déformation a 1’échelle mésoscopique. Pour l'incrément (a), la par-
ticipation 6e"||0 E se distribuent sur une plage significative autour de 1.0. Ce n’est
pas le cas pour l'incrément (b) ou la plage de variations de d&"||0E est beaucoup
plus large, de —2.0 & 6.0. En particulier, on peut constater que pour I'incrément (b),
environ 20% des sous-domaines ont des participations négatives (6€"||[0E < 0.0),
c’est-a-dire qu’ils se déforment dans des directions trés différentes des directions de
la déformation macroscopique. Ces résultats confirment ce qui a été trouvé par Kuhn
(2003).

30 T T T T T T T T T 25
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(a) (b)

FIGURE 5.15 — Distributions des valeurs de la mesure de participation de”||0 E
a deux incréments de déformation a (a) By = 0.2% et (b) E; =
1.2%.

La figure 5.16 présente ’évolution du pourcentage des sous-domaines ayant des
participations négatives. On trouve une augmentation significative de ces sous-
domaines au cours de la déformation de I'assemblage. Aprés le pic de la courbe
contrainte - déformation, plus de 50% des sous-domaines ont des participations né-
gatives a la déformation macroscopique. Ceci est certainement lié a la présence des
bandes de cisaillement dans ’assemblage.

Enfin, la contribution des sous-domaines a la déformation macroscopique est étu-
diée dans ce paragraphe. Pour cela, on utilise deux quantités : la contribution cumu-
lée I's g des sous-domaines a la déformation macroscopique et leur fraction volumique
cumulée @, définies dans 'annexe C.3.2. La figure 5.17 présente la contribution cu-
mulée I'sg en fonction de la fraction volumique cumulée @, des sous-domaines pour
Iincrément de déformation a By = 1.2%, comparé avec une contribution proportion-
nelle au volume des sous-domaines (ligne pointillée). Cette figure met en évidence
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FIGURE 5.16 — Pourcentage des sous-domaines ayant une participation négative
a la déformation macroscopique en fonction de la déformation
axiale Fj.

une contribution trés hétérogéne des sous-domaines a la déformation macroscopique :
il existe des sous-domaines qui occupent seulement 50% du volume de l’assemblage
mais qui contribuent a 100% de la déformation macroscopique. Ces sous-domaines
sont appelés les sous-domaines les plus participants a la déformation macroscopique.
D’autres sous-domaines ont des contributions faibles ou négatives.

'14 T T T T T T T T T

1l existe des sous-domaines qui occupent 50% du volume de
I’assemblage mais contribuent a 100% la déformation macro-
scopique
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FIGURE 5.17 — Contribution cumulée I'sg des sous-domaines a la déformation
macroscopique en fonction de leur fraction volumique cumulée
®, pour 'incrément de déformation a By = 1.2%.

L’évolution du volume des sous-domaines dits les plus participants & la déforma-
tion macroscopique au cours de l’essai est présentée sur la figure 5.18. On constate
qu’au début de l'essai ou la déformation est assez homogéne, presque tous les sous-
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120 - 70% du volume de ’assemblage occupé par les
sous-domaine les plus participants qui présente
une contribution de 100% a la déformation ma-

100 - croscopique.
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FIGURE 5.18 — Evolution de la fraction volumique des sous-domaines dits les
plus participants au cours de 1’essai.

domaines participent a la déformation macroscopique. Néanmoins, ce volume dimi-
nue significativement au cours de ’essai. Au pic de la courbe contrainte - déforma-
tion, les sous-domaines dits les plus participants occupent seul 12% du volume de
I’assemblage, ce qui est certainement da a la concentration de la déformation dans
les bandes de cisaillement, comme présenté sur les figures 5.9 et 5.10.

5.4 Nature structurée de la déformation a 1’échelle
mésoscopique

L’analyse effectuée dans la section précédente a mis en évidence une forte hé-
térogénéité de la déformation du milieu granulaire a 1’échelle mésoscopique. Kuhn
(1999, 2003) a montré que la déformation locale est hétérogéne mais structurée, c’est-
a-dire que la déformation locale dépend de la structure locale du milieu granulaire.
Dans cette section, nous analysons de fagon approfondie cette nature structurée de
la déformation a 1’échelle mésoscopique, c’est-a-dire que 'on met en évidence les
relations entre la déformation, la densité et la texture (décrites au chapitre 4) a
I’échelle mésoscopique.

5.4.1 Relation entre la déformation et la densité a ’échelle
mésoscopique

La densité a I’échelle mésoscopique peut étre mesurée par la porosité p”, comme
analysé dans la section 4.3.2. La relation entre la déformation et la porosité a I’échelle
mésoscopique est étudiée statistiquement : la déformation moyenne en volume est
déterminée sur un ensemble des sous-domaines de porosité similaire (la porosité p"
varie dans un intervalle d’amplitude dp). Sur la figure 5.19, chaque barre correspond
donc & un ensemble de sous-domaines de porosité similaire. Cette figure présente
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FIGURE 5.19 — Déformation volumique ¢ en fonction de la porosité p des
sous-domaines & deux niveaux de déformation axiale : a) Fy =
0.2% et b) By = 1.2%.

la relation entre la déformation volumique et la porosité a 1’échelle mésoscopique
pour deux incréments de déformation a (a) E; = 0.2% et (b) E; = 1.2%. On
s’apergoit que pour U'incrément (a) ou la plupart des sous-domaines se contractent,
la déformation volumique de” dépend faiblement de la porosité des sous-domaines :
les sous-domaines de faible porosité se contractent moins que les sous-domaines de
forte porosité. Pour 'incrément (b), la déformation volumique apparait non-corrélée
avec la densité a 1’échelle mésoscopique.

A Téchelle macroscopique, il est connu qu’un assemblage granulaire lache se
contracte plus et se dilate moins qu’'un assemblage dense. Une telle relation n’est
pas toujours retrouvée a l’échelle mésoscopique. La densité ne joue vraisemblable-
ment pas un réle important dans la déformation & 1’échelle mésoscopique. Dans la
littérature, on trouve des constats similaires, par exemple celui de P.A.Cundall et
O.D.L.Strack (1983). Ces auteurs ont étudié le comportement de deux assemblages
de disques avec différentes densités. Ils ont trouvé un résultat étonnant : I’assem-
blage le moins dense présente une résistance plus importante que celui le plus dense.
Ils ont alors postulé que la texture des matériaux granulaires (I’arrangement des
particules) joue un role sur leur résistance beaucoup plus significatif que celui de la
densité. Ce résultat nous conduit a analyser les relations entre la déformation et la
texture a 1’échelle mésoscopique dans les sections suivantes.

5.4.2 Relation entre la déformation et la texture a ’échelle
mésoscopique

Comme présenté dans la section 4.3.3, la texture d’un sous-domaine est décrite
par deux mesures : le degré d’allongement 3" et ’angle d’orientation 6". En fait, la
déformation des sous-domaines est trés variable d’un sous-domaine a ’autre, méme
pour les sous-domaines ayant la méme texture. Une description exacte de la défor-
mation pour une texture donnée de sous-domaines parait trés complexe, et seule une
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description statistique est possible dans ce cas. Pour cela, la déformation moyenne
est déterminée sur un ensemble de sous-domaines de texture similaire (le degré d’al-
longement (" varie dans un intervalle d’amplitude §3 et I’angle d’orientation 6"
varie dans un intervalle d’amplitude §0) :

1 hy/h
5eij(ﬁ,9)zv(ﬁ’e> > st (5.46)
Bhels,p+60],
0" ¢[0,0+60]
Ve = Y vk (5.47)
phels,B+48],
0he[0,0+66]

A partir du tenseur de(3,0) on peut également déduire les variables de défor-
mation de11(3,0), de22(3,0), de12(5,0), de,(53,0), deq(5,0) et (5, 60) pour des sous-
domaines de texture similaire.

Afin de simplifier 'analyse, le role du degré d’allongement 3" est analysé en
classant les sous-domaines selon les deux classes W et S, correspondant & des sous-
domaines respectivement faiblement et fortement allongés (voir la section 4.3.4.1).
La plage de variation [0, 27] de Pangle 6" est subdivisée en 40 secteurs de 66 = 7/20.
Par la suite, les relations entre la déformation et la texture a ’échelle mésoscopique
sont représentées par des diagrammes polaires :

— chacun d’eux correspond a une classe de sous-domaines ;

— chaque élément polaire correspond a un secteur de I'angle €, et son rayon

correspond & la valeur de la variable analysée ;

— les cercles correspondent a la déformation macroscopique.

Ces relations sont particulierement analysées pour deux incréments de déformation
a (a) By = 0.2% et (b) E; = 1.2%, respectivement dans les zones de contractance
et de dilatance de I’assemblage.

5.4.2.1 Deéformation mésoscopique dc;; dans la direction majeure ma-
croscopique

Les diagrammes de la figure 5.20 présentent la déformation de1; en fonction de
I'orientation 6 des sous-domaines pour les deux classes W et S et pour deux in-
créments (a) et (b). On peut constater que la déformation deq; est hétérogéne et
qu’elle dépend significativement de 'orientation # et du degré d’allongement ( des
sous-domaines, particuliérement pour les sous-domaines fortement allongés (classe
S). Parmi les sous-domaines fortement allongés, ceux orientés dans la direction mi-
neure macroscopique ont une valeur deq; plus importante que ceux orientés dans
la direction majeure macroscopique. De plus, les premiers se déforment plus que
I'assemblage dans la direction majeure macroscopique (de1; > dFE4;) tandis que les
derniers se déforment moins que I'assemblage (de1; < dE4;). Cette dépendance est
beaucoup moins marquée pour les sous-domaines faiblement allongés (classe W).
On note également que cette dépendance augmente, en particulier pour les sous-
domaines fortement allongés, avec le niveau de déformation de ’assemblage.

Pour mesurer la concentration de la déformation def, dans un sous-domaine, on
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FIGURE 5.20 — Relations entre la déformation de1; dans la direction majeure

macroscopique et 'orientation # des sous-domaines pour les deux
classes des sous-domaines W et S.
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définit un facteur de concentration :

Xh _ 55?1
11 (5E117

(5.48)

une valeur de x%, égale a 1.0 signifie que le sous-domaine se déforme conformément &
I’assemblage dans la direction majeure macroscopique. Un facteur de concentration
moyen en volume, x1; = (X% )y, est calculé pour les six types de sous-domaines
WV, WO, WH, SV, SO, SH, définis dans la section 4.3.4.2. On rappelle que les
lettres V', O, H représentent 'orientation des sous-domaines : vertical, oblique, et
horizontal. Les valeurs de x;; pour les six types de sous-domaines, en fonction de la
déformation axiale Ej, sont tracées sur la figure 5.21.

On constate que le facteur yi; prend des valeurs supérieures a 1.0 pour les
sous-domaines SH et W H, tandis qu’il prend des valeurs inférieures & 1.0 pour les
sous-domaines SV et WV. Le facteur x;; pour les sous-domaines SH augmente
significativement avec le niveau de déformation de l'assemblage et peut atteindre
une valeur importante (1.9, environ), tandis qu’il prend de faibles valeurs pour les
autres types de sous-domaines. On peut alors conclure que les sous-domaines for-
tement allongés et orientés dans la direction mineure macroscopique jouent un role
prédominant dans la déformation du milieu granulaire dans la direction majeure
macroscopique (Nguyen et al., 2009).

T T T T
Sous-domaines SV |

Sous-domaines WV
Sous-domaines SO 7
Sous-domaines WO
Sous-domaines SH |

Sous-domaines W H _|

X11

0 05 1 15 2 25
Déformation axiale Ey (%)

FIGURE 5.21 — Evolution du facteur de concentration x11 de la déformation dans
la direction majeure macroscopique pour les six types de sous-
domaines au cours de 'essai.

5.4.2.2 Deéformation mésoscopique dcy; dans la direction mineure ma-
croscopique

Les relations entre la déformation deqy et I'orientation 6 des sous-domaines, pour
les deux classes W et S et pour les deux incréments de déformation (a) et (b), sont
représentées sur la figure 5.22. Contrairement a la déformation de1, la déformation
0e99 est plus importante pour les sous-domaines orientés dans la direction majeure
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FIGURE 5.22 — Relations entre la déformation de9o et 'orientation 6 des sous-
domaines pour les deux classes des sous-domaines W et S.

macroscopique que pour ceux orientés dans la direction mineure macroscopique, en
particulier pour les sous-domaines fortement allongés. Cette dépendance augmente
significativement avec le niveau de déformation macroscopique.
Un facteur de concentration de la déformation def, dans un sous-domaines est
défini par :
p _ e
X22 = 5By
Une valeur moyenne Y20 = {(x%,), est calculée pour les différents types de sous-
domaines. La figure 5.23 trace 1’évolution de x99 pour les six types de sous-domaines
en fonction de la déformation axiale F;. Contrairement au facteur xi1, le facteur yoo
prend des valeurs supérieures a 1.0 pour les sous-domaines SV et WV tandis qu’il
prend des valeurs inférieures a 1.0 pour les sous-domaines SH et W H. De plus, le
facteur x99 augmente significativement avec le niveau de déformation E; pour les
sous-domaines SV et peut atteindre une valeur importante (1.6, environ), tandis
qu’il prend de faibles valeurs et a tendance a diminuer pour les autres types de sous-
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domaines. En conclusion, les sous-domaines fortement allongés et orientés dans la
direction majeure macroscopique jouent un role prédominant dans la déformation du
miliew granulaire dans la direction mineure macroscopique (Nguyen et al., 2009).

1.8 T T
—8—— Sous-domaines SV
16+ ——B-- Sous-domaines WV -
—€—— Sous-domaines SO
14 --&-- Sous-domaines WO |
15 —&—— Sous-domaines SH
1. _
g — — & —— Sous-domaines WH
1 7
08 N
06 B
0.4 ‘ ‘ : : '

0 0.5 1 15 2 25
Déformation axiale By (%)

FIGURE 5.23 — Evolution du facteur de concentration y2o pour les six types de
sous-domaines au cours de ’essai

5.4.2.3 Récapitulatif sur la concentration des déformations dci; et deoy
dans les sous-domaines

La figure 5.24 résume les valeurs des facteurs de concentration yi; et yoo pour
les six types de sous-domaines pour l'incrément de déformation a E; = 1.2%. Les
résultats confirment le réle important de la texture des sous-domaines dans leurs
déformations : pour chaque classe de sous-domaines, x;; a tendance a augmenter
suivant 'ordre V', O, H tandis que Y22 a tendance a diminuer suivant le méme
ordre. De plus, les déformations deq; et dego sont significativement concentrées dans
les sous-domaines fortement allongés et orientés respectivement dans les directions
principales mineure et majeure de sollicitation. Cette conclusion est illustrée sur la
figure 5.25.

5.4.2.4 Deéformation mésoscopique de cisaillement dcq

Bien que la déformation de cisaillement macroscopique dFE15 soit nulle, la dé-
formation mésoscopique de cisaillement §e, dans les sous-domaines ne 'est pas,
comme analysé dans la section 5.3.2. Pour estimer 1'ordre de grandeur de 6, on
calcule la moyenne (|del,|), des valeurs absolues de dely. La figure 5.26 représente
I'évolution de (|de12|)y en fonction de la déformation axiale E;. On constate qu’au
début de l'essai, l'ordre de grandeur de de”, est petit par rapport a celui de |§E) |,
cependant il augmente significativement avec la déformation de l'assemblage. Au
pic de la courbe contrainte - déformation, la valeur de (|de12|)y est comparable avec
celle de |0 F1|.
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FIGURE 5.24 — Facteurs de concentration xi11, x22 dans les six types de sous-
domaines pour 'incrément de déformation a E; = 1.2%.

(d) Déformation 5532 prédominante dans les (b) Déformation 65}1‘1 prédominante dans les

sous-domaines SV sous-domaines S H

FIGURE 5.25 — Illustration de la concentration des déformations de?; et del,
dans les sous-domaines SV et SH.

L’analyse sur la nature structurée de la déformation mésoscopique de cisaillement
deh, semble difficile car §e’, étant trés variable, elle peut prendre des valeurs positives
ou négatives méme pour des sous-domaines de texture similaire. La moyenne de
(5eh,), sur des sous-domaines de texture similaire donne une valeur trés faible par
rapport a celle de |0 F|.

5.4.2.5 Déformation déviatoire mésoscopique de

Les relations entre le 2°™¢ invariant de; de la déformation déviatoire de et ’orien-
tation # des sous-domaines, pour les deux classes des sous-domaines, sont présentées
sur la figure 5.27. Les évolutions de de; pour les six types de sous-domaines sont
tracées sur la figure 5.28. Ces deux figures soulignent le réle prédominant des sous-
domaines fortement allongés, et orientés dans les directions majeure et mineure
macroscopiques dans la déformation déviatoire du milieu granulaire.
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FIGURE 5.26 — Grandeur de la déformation de cisaillement ¢t a I'échelle mé-
soscopique.

5.4.2.6 Comportement volumique mésoscopique

Le comportement volumique des sous-domaines dans le milieu granulaire fait
I'objet de cette section. Ce comportement volumique est décrit par trois variables
suivantes : la déformation volumique d¢”, la variation volumique AV (AVH = ghyh)
et angle de dilatance ¥". Dans la suite, ces trois variables sont étudiées.

a) Déformation volumique d¢,

La figure 5.29 représente les relations entre la déformation volumique de, et
I'orientation € des sous-domaines, pour les deux classes des sous-domaines. Pour 'in-
crément (a) ot I'assemblage se contracte, les sous-domaines se contractent également.
Cependant ils se contractent différemment, en particulier les sous-domaines forte-
ment allongés : ceux orientés dans la direction mineure macroscopique se contractent
plus que ceux orientés dans la direction majeure macroscopique. Pour 'incrément (b)
ou l'assemblage granulaire se dilate, les sous-domaines orientés dans la direction ma-
jeure macroscopique se dilatent, tandis que ceux orientés dans la direction mineure
macroscopique se contractent. Les sous-domaines faiblement allongés présentent une
déformation volumique beaucoup plus faible que les sous-domaines fortement allon-
gés.

Les évolutions de la déformation volumique dg, des six types de sous-domaines,
comparées avec I’évolution de la déformation volumique dF, de I'assemblage, sont
tracées sur la figure 5.30. On constate sur cette figure que les évolutions de dg,
pour les sous-domaines SV, SH sont trés différentes de celle de ’assemblage : les
sous-domaines SV se contractent faiblement au début de ’essai et puis se dilatent
fortement tandis que les sous-domaines SH se contractent tout au long de I’essai.
Il est a noter que la dilatance se produit dans les sous-domaines SV bien avant la
dilatance de ’assemblage. Les sous-domaines SO présentent une déformation volu-
mique intermédiaire entre celle des sous-domaines SV et SH, et assez similaire &
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FIGURE 5.27 — Relations entre le 2°™¢ invariant de 4 de la déformation déviatoire
de et orientation 6 des sous-domaines pour les deux classes des
sous-domaines W et S.
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FIGURE 5.28 — Evolution du 2°"¢ invariant de4 de la déformation déviatoire Je
pour les six types de sous-domaines au cours de 1’essai, comparée
avec celle de ’assemblage.

celle de ’assemblage. La déformation volumique des sous-domaines faiblement allon-
gés WV, WO et WH est beaucoup moins marquée que celle des sous-domaines SV
et SH. On peut donc conclure que les sous-domaines fortement allongés jouent un
role prédominant dans la déformation volumique du milieu granulaire : ceux orientés
dans la direction majeure macroscopique contribuent a la dilatance, tandis que ceux
orientés dans la direction mineure macroscopique contribuent a la contractance du
miliew granulaire (Nguyen et al., 2009).

Résultat de Kuhn (1999)

La nature structurée de la déformation volumique & 1’échelle mésoscopique a
également fait I'objet de I’étude de Kuhn (1999). L’auteur a trouvé la corrélation,
illustrée sur la figure 5.31, entre la déformation volumique d¢, et le rapport hauteur
sur largeur ~ défini par (4.22) des sous-domaines pour un assemblage granulaire qui
se dilate. On trouve que les sous-domaines correspondant a la zone v > 1.0 (sous-
domaines allongés dans la direction majeure macroscopique) se dilatent tandis que
ceux correspondant a la zone 7 < 1.0 (sous-domaines allongés dans la direction
mineure macroscopique) se contractent. De plus, plus la valeur de v est importante,
plus les sous-domaines se dilatent. Ce résultat confirme ce qui a été trouvé dans
notre analyse.

FEtat caractéristique a l’échelle masoscopique

L’état caractéristique est une notion importante dans I’étude du comportement
des matériaux granulaires. C’est un état de transition entre le comportement de
contractance et le comportement de dilatance. On s’intéresse ici a ’état caracté-
ristique des sous-domaines. Le tableau 5.3 présente les valeurs de la déformation
axiale F; de 'assemblage auxquelles I'état caractéristique des différents types de
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FIGURE 5.29 — Relations entre la déformation volumique de, et 'orientation 6
des sous-domaines pour les deux classes de sous-domaines W et

S.
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FIGURE 5.30 — Evolution de la déformation volumique 562 dans les six types de
sous-domaines au cours de l’essai, comparée avec celle de I'as-
semblage.
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FIGURE 5.31 — Corrélation entre la déformation volumique de, et le rapport
hauteur sur largeur -y des sous-domaines (Kuhn, 1999).
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sous-domaines se produit, et ces valeurs sont comparées avec celle de 1’état caracté-
ristique de I'assemblage. Le symbole o signifie que 1’état caractéristique correspon-
dant n’est pas encore atteint dans la plage de déformation étudiée. On peut constater
que I’état caractéristique des six différents types de sous-domaines ne se produit pas
au méme niveau de déformation macroscopique, il dépend de la texture des sous-
domaines. En effet, I'état caractéristique des sous-domaines WV et SV se produit
avant celui de ’assemblage, tandis que ’état caractéristique des sous-domaines WO
et SO se produit aprés celui de I'assemblage. En particulier, I'état caractéristique
des sous-domaines W H et S H n’est pas encore atteint dans la plage de déformation
étudiée. Par conséquent, on peut considérer que, dans le méme assemblage, les sous-
domaines orientés dans la direction majeure macroscopique se comportent comme
des matériauzr denses, les sous-domaines orientés dans la direction mineure macro-
scopique se comportent comme des matériauz ldches, tandis que les sous-domaines
orientés obliqguement se comportent comme des matériaur a densité intermédiaire.

Types de
sous-domaines | Assemblage | WV | WO | WH | SV | SO | SH
FE; aux états
caractéristiques 1.0% 09% | 1.8% | o« |05% | 14% |
TABLE 5.3 — Valeurs de la déformation axiale macroscopique E; correspondant
a I’état caractéristique des six différents types de sous-domaines.

Lien entre la déformation volumique a l’échelle mésoscopique et a l’échelle
macroscopique

Il est bien connu dans la littérature qu’a 1’échelle macroscopique, 1’anisotropie
des matériaux granulaires a un effet important sur leur déformation volumique. Oda
(1972a) et Konishi et al. (1982) ont fait des essais expérimentaux sur des sables et
sur des assemblages des disques plastiques pour étudier l'effet de ’anisotropie ini-
tiale sur la dilatance de ces matériaux. Il ont trouvé que plus I'anisotropie initiale
est importante, plus la dilatance est intense lorsqu’on compresse ces matériaux dans
la direction majeure d’anisotropie. De méme, Cambou et Lanier (1988) ont constaté
que la dilatance d’'un matériau granulaire subissant une anisotropie induite est plus
intense si ce matériau est compressé dans la direction majeure d’anisotropie que s’il
est compressé dans la direction mineure d’anisotropie (figure 5.32). Gréace aux résul-
tats montrés précédemment pour la déformation volumique a 1’échelle mésoscopique,
on peut expliquer ces phénomeénes.

En effet, les sous-domaines dans un matériau anisotrope s’orientent préféren-
tiellement dans la direction majeure d’anisotropie (voir la section 4.3.3.1). Si I'on
compresse un matériau anisotrope dans la direction majeure d’anisotropie, les sous-
domaines orientés dans la direction majeure d’anisotropie se dilatent, ce qui conduit
a une forte dilatance du matériau. Par contre, si I'on compresse un matériau ani-
sotrope dans la direction mineure d’anisotropie, les sous-domaines orientés dans la
direction d’anisotropie se contractent, ce qui conduit & une contractance du maté-
riau.
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E, (%)

(0) Compression a I’état isotrope

(1) Compression dans la direction
majeure d’anisotropie

(2) Compression dans la direction
mineure d’anisotropie

FIGURE 5.32 — Dépendance de la déformation volumique d’'un matériau aniso-
trope vis-a-vis de la direction de compression (Cambou et Lanier,
1988).

5.4.2.7 a) Variation volumique AV"

La variation volumique totale AV(3,0) des sous-domaines de texture similaire
est définie par :

AV(B0) = > AV (5.50)
phe(s,B+50],
6 €[6,0+66]

La figure 5.33 présente les relations entre la variation volumique totale AV des
sous-domaines correspondant a chaque élément polaire et l'orientation 6 des sous-
domaines, pour les deux classes de sous-domaines W et S. Pour I'incrément (a),
les relations AV — 6 sont similaires & les relations de, — 6 présentées sur la figure
5.29, ce qui est dii a une distribution isotrope de l'orientation des sous-domaines
au début de 'essai. Cependant, pour l'incrément (b), on trouve une augmentation
de volume trés importante des sous-domaines fortement allongés et orientés dans
la direction majeure macroscopique. Ceci peut étre expliqué par le fait que, d'une
part, les sous-domaines ont tendance a s’orienter préférentiellement dans la direc-
tion majeure macroscopique (les sous-domaines orientés dans la direction majeure
macroscopique occupent donc une proportion importante), et d’autre part, les sous-
domaines fortement allongés et orientés dans la direction majeure macroscopique
sont ceux se dilatant le plus fortement. La dilatance de ’assemblage est donc due
essentiellement a l’augmentation de volume des sous-domaines fortement allongés
et orientés dans la direction majeure macroscopique (Nguyen et al., 2009).

a) Angle de dilatance mésoscopique 1)

L’angle de dilatance caractérise la capacité d'un matériau granulaire a se dilater
pour résister a la sollicitation déviatoire qui lui est imposée. L’angle de dilatance
est donc strictement relié a la résistance des matériaux granulaires. L’angle de di-
latance, ¥, est défini pour les sous-domaines dans le milieu granulaire. Une valeur
négative de 1" correspond & une contractance et une valeur positive correspond a
une dilatance. Les relations entre I'angle de dilatance v et 'orientation 6 des sous-
domaines, pour les deux classes des sous-domaines W et S, sont présentées sur la

141



5.4 Nature structurée de la déformation a 1’échelle mésoscopique
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FIGURE 5.33 — Relations entre la variation volumique AV et I'orientation 6 des
sous-domaines pour les deux classes des sous-domaines W et S.
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FIGURE 5.34 — Relations entre ’angle de dilatance v et 'orientation 6 des sous-
domaines pour les deux classes des sous-domaines W et S.

figure 5.34. Les évolutions de 1 en fonction de la déformation axiale E;, pour les six
types de sous-domaines, sont tracées sur la figure 5.35. On peut constater que ces
relations sont similaires a celles pour la déformation volumique, présentées sur les
figures 5.29 et 5.30.

Le tableau 5.4 présente 'angle de dilatance des six différents types de sous-
domaines au pic de la courbe contrainte - déformation. On s’apercoit que 'angle de
dilatance v est treés différent pour les différents types de sous-domaines : ¢ prend
une valeur égale a 25.2° pour les sous-domaines SV, beaucoup plus élevé que la
valeur de ¥ = 8.2° de 'assemblage, tandis que 1 prend une valeur négative égale
a —27.4° pour les sous-domaines SH. En conclusion, les sous-domaines fortement
allongés et orientés dans la direction majeure macroscopique posseédent une capacité
a se dilater la plus forte dans la structure granulaire.
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FIGURE 5.35 — Evolution de l'angle de dilatance 1 des six types de sous-
domaines au cours de I’essai, comparée avec celle de ’assemblage.

Types de sous-domaines
Assemblage | WV | WO | WH | SV | SO | SH
Y (°) 8.2 77 | -154 | -1.65 | 25.2 | 2.9 | -274

TABLE 5.4 — Angle de dilatance ¢ au pic de la courbe contrainte - déformation
pour différentes types de sous-domaines et pour le ’assemblage.

FIGURE 5.36 — Déplacement relatif tangentiel des centres de deux particules en
contact (a) pour un contact orientés dans les directions majeure
macroscopique et (b) pour un contact orienté dans la direction
mineure macroscopique.

5.4.2.8 Analyse au niveau des contact de la corrélation déformation-
texture a I’échelle mésoscopique

Comme analysé dans la section 5.2, la déformation de ’assemblage granulaire
ainsi que celle des sous-domaines sont dues essentiellement au déplacement relatif
tangentiel des centres des particules en contact, particulierement pour des niveaux
de déformation importants. Ce déplacement se produit le long des plans de contact
et il dépend donc de l'orientation des contacts : le déplacement relatif tangentiel
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de centres de deux particules en contact pour un contact orienté selon la direc-
tion majeure macroscopique se produit dans la direction mineure macroscopique
et wvice versa (figure 5.36). En effet, les contacts dans un sous-domaine allongé ont
tendance a s’orienter dans sa direction d’allongement, ce qui a été analysé dans la
section 4.3.3.1 (figure 5.37). Pour un sous-domaine allongé dans la direction ma-
jeure macroscopique, ses contacts s’orientent donc préférentiellement dans la méme
direction, ce qui entraine une déformation importante du sous-domaine dans la di-
rection mineure macroscopique. De méme, un sous-domaine allongé dans la direction
mineure macroscopique se déforme de facon importante dans la direction majeure
macroscopique.

(a) Sous-domaine SV (b) Sous-domaine SH

FIGURE 5.37 — Orientation des plans de contact dans les sous-domaines SV et
SH.
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Conclusions

L’analyse effectuée dans ce chapitre permet de montrer la pertinence de la défini-
tion choisie pour la déformation a 1’échelle mésoscopique. En particulier, la définition
de la déformation macroscopique par une opération de moyenne de la déformation
définie & I’échelle mésoscopique permet de décomposer la déformation macrosco-
pique en différentes composantes relatives a différentes cinématiques locales. Cette
décomposition montre que le déplacement relatif tangentiel des centres de particules
en contact joue un réle prédominant dans la déformation des milieux granulaires.
De plus, nous avons montré que la rotation des particules est une cinématique im-
portante qui ne peut pas étre négligée dans la déformation des milieux granulaires,
particuliérement pour les milieux composés de particules circulaires. De plus :

e La déformation présente une forte hétérogénéité a 1’échelle mésoscopique qui

augmente avec la déformation macroscopique. Aprés le pic de la courbe contrainte
- déformation, la déformation est fortement concentrée en bandes de cisaille-
ment.

e Certaines structures mésoscopiques présentent des comportements trés diffé-

rents du comportement mesuré a I’échelle du volume élémentaire représentatif.

e [’hétérogénéité de la déformation a 1’échelle mésoscopique n’est pas aléatoire

mais structurée. La déformation des sous-domaines dépend significativement
de leur texture, particulierement pour les sous-domaines fortement allongés.

e La déformation mésoscopique dans la direction majeure macroscopique est

beaucoup plus importante pour les sous-domaines allongés dans la direction
mineure macroscopique, tandis que la déformation dans la direction mineure
macroscopique est beaucoup plus importante pour les sous-domaines orientés
dans la direction majeure macroscopique. De méme, les sous-domaines orientés
dans la direction majeure macroscopique ont tendance a se dilater beaucoup
plus fortement que le VER, alors que ceux orientés dans la direction mineure
macroscopique ont tendance & se contracter contintiment au cours de 1’essai
biaxial.
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Chapitre 6

Contrainte a I’échelle mésoscopique

Introduction

Dans ce chapitre, la contrainte, variable duale de la déformation, est définie a
I’échelle mésoscopique. Plusieurs définitions sont d’abord présentées et discutées afin
de choisir une définition appropriée pour notre étude. Une fois définie, I’hétérogénéité
de la contrainte a 1’échelle mésoscopique et la nature de cette hétérogénéité sont
analysées.

6.1 Définition de la contrainte

La définition de la contrainte & 1’échelle mésoscopique s’avére plus difficile que
celle de la déformation. Cette difficulté réside dans le fait que le volume V" d'un
sous-domaine est délimité par un bord OV" composé par des branches passant par
les centres des particules, tandis que les forces de contact exercées sur les particules
du méme sous-domaine sont appliquées sur les bords des particules (figure 6.1).
Le contour sur lequel les forces de contact appliquées de l'extérieur sur un sous-
domaine est alors différent du bord du sous-domaine précédemment défini, alors que
le tenseur de contrainte dans un sous-domaine est défini, selon la mécanique des
milieux continus, a partir des forces appliquées sur ses limites.

Dans la littérature, trés peu de travaux traitant du probléme de la définition
de la contrainte a 1’échelle mésoscopique. La contrainte est définie le plus souvent
au niveau des particules et non au niveau des sous-domaines. On va tout d’abord
présenter quelques définitions du tenseur de contrainte dans les sous-domaines. La
pertinence de chaque définition sera ensuite analysée et discutée.

6.1.1 Premiére définition : contrainte dans un volume continu
équivalent

Pour cette définition, un milieu granulaire est remplacé par un milieu continu
équivalent entiérement rempli par les cellules de Dirichlet (voir la section 4.1.1.2).
Ce milieu est illustré sur la figure 6.2(a). Un champ de contrainte locale est assigné
a ce milieu tel que la contrainte soit constante sur chaque cellule de Dirichlet. La
définition de la contrainte dans une cellule de Dirichlet, a partir des forces exercées
de I'extérieur sur la particule contenue dans la cellule, a été communément adoptée
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& Vh = Contour du sous-domaine

fc

0 V;] = Contour d’application
des forces de contact

FIGURE 6.1 — Illustration de la différence, pour un sous-domaine donné, entre
le contour du sous-domaine et le contour sur lequel s’exercent les
forces de contact au sous-domaine.

dans la littérature (Auvinet, 1992; Bacconnet et Gourves, 1992; Bagi, 1996b; Kuhn,
2003). On peut trouver la formulation suivante pour le tenseur de contrainte dans
chaque cellule de Dirichlet d contenant une particule en équilibre (figure 6.2(b)) :

1 rd
d __ c..c __ c,.C
%ij = Y Z ity = ya Z fing (6.1)

ceovd ceovd
ou :

V4 est le volume de la cellule d de bord 9V¢;
x¢ est le vecteur position du point de contact ¢ sur le bord OV¢;

— f¢ est la force de contact au contact c;

— 7% est le rayon de la particule contenue dans la cellule d;

— mn¢ est le vecteur normal unitaire sortant au contact c.

La moyenne volumique des tenseurs ¢ sur l’ensemble des cellules de Dirichlet
du graphe le tenseur de contrainte macroscopique :

Ng

1 1
d=1 keKy
ou :
— Ny est le nombre de cellules de Dirichlet dans le graphe;
— V est le volume de la partie de I’échantillon affectée par le systéme de Dirichlet
(figure 6.3);
— f* 1" sont respectivement la force de contact et le vecteur branche au contact
k;
— Ky est 'ensemble des contacts internes et externes dans le volume V.
Le tenseur de contrainte défini par (6.2) est différent de celui mesuré aux limites
de I’échantillon. Cette différence résulte de I’élimination de la partie de ’échantillon
proche des parois (voir la section 4.2.1). Le tableau 6.1 compare les tenseurs de
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FIGURE 6.2 — (a) Une partie du milieu continu équivalent composé¢ de cellules
de Dirichlet et (b) une cellule de Dirichlet.

FIGURE 6.3 — Partie de I’échantillon affectée par le systéme de Dirichlet.

contrainte définis par I’équation (6.2) et par la condition aux limites de I’échantillon.
On trouve que ces deux tenseurs de contrainte sont trés proches. Il est a noter ici
que la composante Y15 définie par (6.2) n’est pas nulle bien que ;5 mesurée aux
limites soit nulle. Cependant, la composante Y5 est trés petite par rapport aux
composantes Y11, Ygo dans le tenseur défini par (6.2).

Tenseurs de contrainte définis par
la condition aux limites I'équation (6.2)
~|—1.00015 0.0 5 ~[—1.00002 —0.01661 5
¥ = 0.0 —2.37355| 10 Pa | = _0.01661 —2.37294| © 10% Pa

TABLE 6.1 — Tenseurs de contrainte définis par la condition aux limites et par
I'équation (6.2).
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FIGURE 6.4 — Distribution spatiale du 2¢™¢ invariant ag de la contrainte dévia-
toire des cellules de Dirichlet pour une partie de ’échantillon &
I’état initial.

La figure 6.4 présente la distribution spatiale du 2°™¢ invariant o4 de la contrainte
déviatoire dans chaque cellule de Dirichlet, pour une partie de 1’échantillon a 1’état
initial, avec un niveau de gris par cellule proportionnel a la valeur de o4. On trouve
alors une forte hétérogénéité du champ de contrainte o & 1’échelle des cellules de
Dirichlet, ce qui a également été confirmé par Kuhn (2003).

Grace au champ de contrainte défini dans les cellules de Dirichlet, on peut dé-
finir un tenseur de contrainte dans chaque sous-domaine en faisant la moyenne la
contrainte dans les volumes locaux internes & chaque sous-domaine. En effet, chaque
sous-domaine est constitué par la réunion d’portions polygonales appartenant cha-
cune & une cellule de Dirichlet. Le tenseur de contrainte o dans un sous-domaine
est alors la moyenne des tenseurs de contrainte dans les portions polygonales des
cellules de Dirichlet, internes au sous-domaine (figure 6.5).

h

1 T
o= vn > ohave (6.3)
d=1

ou :
— 0% est le tenseur de contrainte de la cellule d sur le sous-domaine
— AV? est le volume de la portion polygonale de la cellule d interne au sous-
domaine.
Il peut étre noté ici que les forces de contact ne s’expriment pas explicitement dans

cette formulation du tenseur de contrainte dans chaque sous-domaine.

h

;7 sur I'ensemble des sous-

La moyenne volumique des tenseurs de contrainte o
domaines dans 1’échantillon donne :

1 Al htrh 1 al 1 - d d h
1 dysd d d
V{dGZD;]tO-] dezD;oro-J }
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(o-dsjAVds) (o'd4aAVd4)

(0% AVd)
(0%, AV %)

(% AVIT)

(o2, AV %)
(ot AVH)

FIGURE 6.5 — Volume AV? et tenseur de contrainte o dans les portions poly-
gonales des cellules de Dirichlet internes & un sous-domaine.

ol Dy, et Dy, sont respectivement les ensembles de cellules de Dirichlet a I'intérieur
et au bord du graphe de particules. La différence entre le tenseur de contrainte moyen
& défini par (6.4) et le tenseur de contrainte macroscopique 3 défini par (6.2) réside
alors dans la différence entre le volume V sur lequel I’on définit la contrainte macro-
scopique et le volume V couvert par le graphe de particules (figure 6.3). Si le volume
de I'échantillon est suffisamment grand, cette différence peut devenir négligeable.

6.1.2 Deuxiéme définition : contrainte définie sur la base d’un
partage de forces de contact

Cette définition de la contrainte dans les sous-domaines vient de 1'idée que 1’on
peut assigner, a chaque contact dans un milieu granulaire, un volume d’influence
dans un milieu continu équivalent. Le volume d’influence d’un contact peut étre
défini comme le volume occupé par l’ensemble des sous-domaines au voisinage de
ce contact (sous-domaines ayant ce contact en commun). La force de contact est
ensuite partagée sur tous les sous-domaines voisins avec un poids a définir (figure
6.6).

Le tenseur de contrainte macroscopique défini par (6.2) peut s’exprimer en ne
prenant en compte que les contacts du graphe de particules (une symétrisation est
alors nécessaire). Cette approche est acceptable si le nombre de contacts du graphe
de particules est suffisamment grand par rapport au nombre de contacts externes.
Le tenseur de contrainte macroscopique devient alors :

Ne  rkjk kpk
1 & fRE + ph
Y= ? E % (6.5)
k=1

On peut ensuite développer 1'équation (6.5) en partageant les forces de contact
sur les sous-domaines voisins :
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FIGURE 6.6 — Illustration du partage de forces de contact sur les sous-domaines
adjacents dans la définition de la contrainte mésoscopique. Chaque
couple de fleches représente le partage de chaque force de contact
sur deux sous-domaines adjacents.

N, kk k7k Ny ot k7k k7k
EU:~£§:§:a“Lﬁéiﬁﬂ:riE:Ejaméﬁiiﬁﬂ (6.6)
Vi neor 2 Vidio 2

ou :
— C* est I'ensemble de sous-domaines au voisinage du contact k
— a*" est un poids de partage de la force de contact au contact k sur le sous-
domaine h a définir tel que :
> =1, (6.7)

heck

Le tenseur de contrainte o” défini dans les sous-domaines doit satisfaire 1'opéra-
teur d’homogénéisation de la contrainte suivant :

Ny
1
ZUZEE ol VP (6.8)
h=1

A partir de I'équation (6.6) on peut trouver la solution suivante pour o” satis-
faisant la condition (6.8) :

Ny kik kik

1 FRIE 4 A7

h kh % 7

R I G (69)
k=1

La valeur du poids de partage o*" est a choisir de facon raisonnable mais ne
peut étre évaluée de fagon rigoureuse. On peut partager chaque force de contact
sur les sous-domaines adjacents de facon uniforme ou en fonction du volume de ces
sous-domaines :

e Sab (1997) a proposé de partager chaque force de contact en fonction du

volume des sous-domaines au voisinage du contact. Le facteur o*" s’écrit alors :
Vh
Mt = = s (6.10)
deck V
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6.1 Définition de la contrainte

Pour un contact du bord du graphe de particules, on ne peut pas calculer le
volume total des sous-domaines au voisinage de ce contact, la valeur de o”
peut alors étre supposée égal a 1/2 dans le cas 2D.

e Chaque force de contact peut étre partagée de facon uniforme sur les sous-
domaines adjacents. Pour les milieux bidimensionnels, deux sous-domaines
étant adjacents a un contact, la valeur du poids de partage a*" est :

1
kh
= - 6.11
o = 2 (6.11)
quel que soit le sous-domaine considéré.

Il est a noter que, quelle que soit la méthode de partage de force de contact, le
tenseur de contrainte moyen sur I’ensemble des sous-domaines est le méme :

N, kik | fhik kik o rkk
_ 1 hyh L i+ 7 LG+ f5
G==> v :T{ PP A LA o _4} 6.12
o Vg E VS er 2 " KR, 2 2 (012
= int bor

ou Ki, et Kyor sont respectivement ’ensemble de contacts internes et au bord du
graphe de particules. La seule différence entre le tenseur de contrainte moyen o
défini par (6.12) et le tenseur de contrainte macroscopique approché par (6.5) réside
dans I'ensemble de contacts Ky, au bord du graphe. Si le nombre de contacts au
bord est petit devant le nombre de contacts internes, cette différence peut devenir
négligeable.

Cette définition présente 'avantage que les forces de contact s’expriment expli-
citement dans le tenseur de contrainte . De plus, on trouve une similarité entre
la contrainte et la déformation a 1’échelle mésoscopique : le tenseur de déformation
d’un sous-domaine défini par (5.24) et (5.32) s’écrit a partir des déplacements rela-
tifs des centres de particules en contacts du sous-domaine et le tenseur de contrainte
défini par (6.9) s’écrit a partir des forces de contact aux contacts du sous-domaine.

6.1.3 Troisiéme définition : contrainte & partir des forces de
contact appliquées a I’extérieur des sous-domaines

La déformation d’un sous-domaine est due, comme analysé dans le chapitre 5, au
déplacement des centres des particules qui constituent sa frontiére. Ces déplacements
sont certainement la conséquence des efforts exercées par I'extérieur sur ces particules
frontiéres. Le tenseur de contrainte décrit ’action appliquée sur le sous-domaine et
le tenseur de déformation décrit la conséquence de l'action. En raison d’une telle
dualité entre les tenseurs de déformation et de contrainte, il est alors raisonnable
de définir un tenseur de contrainte dans chaque sous-domaine & partir des forces de
contact appliquées par I'extérieur sur les particules frontiéres.

Comme discuté précédemment, les forces de contact extérieures exercées sur
les particules frontiéres d'un sous-domaine s’appliquent sur un contour qui est a
I'extérieur du sous-domaine. Ce contour définit un volume, noté V', qui inclut le
volume V" du sous-domaine, sur lequel ’'on peut définir, sans ambiguité, un tenseur
de contrainte & partir des forces de contact exercées par l'extérieur. On choisit ici
de définir le volume V" d’un sous-domaine de frontiére 9V"* comme la réunion des
cellules de Dirichlet attachées a toutes ses particules frontiéres (figure 6.7).
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6.1 Définition de la contrainte

FIGURE 6.7 — Ensemble des cellules de Dirichlet sur un sous-domaine formant
un volume sur lequel un tenseur de contrainte peut étre défini.

Sur le volume V" d’un sous-domaine, on peut facilement définir un tenseur de
contrainte o™ d’aprés la formulation classique suivante :

1
= 3 g 619

keKh

ext

ot K", est ensemble des contacts entre les particules du sous-domaine h et les
particules extérieures par I'intermédiaire de la frontiére V', 1l peut étre noté que
le tenseur de contrainte o’ est symétrique si les particules sont en équilibre. Le
tenseur o' défini par (6.13) peut également s’écrire sous la forme suivante :

h
1 T
h E dysd
d=1

On suppose que le tenseur de contrainte dans un sous-domaine o” est le méme
que celui o’ défini sur le volume V" comprenant le volume V" du sous-domaine.
Cette hypotheése est a peu prés similaire a ’hypothése d’homogénéité de 1'état de
contrainte dans le volume V"*. Le tenseur de contrainte o” s’écrit alors :

h
1 n" nh &
h _ k k _ k k _ dy,d
Tij = yom Z fixj*W Z fixjfwzaijv (6.15)
kexh, kEK! . d=1
Vh

ot " est un coefficient défini par n" = TR

Maeda et al. (2001) ont défini le méme tenseur de contrainte que celui défini par
(6.15) dans les micro-structures fermées qu’ils ont définies de fagon significativement
différente des structures mésoscopiques définies dans cette analyse.

Le tenseur de contrainte moyen sur ’ensemble des sous-domaines est obtenu par :

1 1
Oij = ;Z‘T?jvh = ;Z‘%djvd{ Z”h} (6.16)
h=1 d=1 hecd
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6.1 Définition de la contrainte

ou C% est I’ensemble des sous-domaines qui prennent la cellule de Dirichlet d en
commun.

On retient que la différence entre le tenseur de contrainte moyen défini par (6.16)
et le tenseur de contrainte macroscopique défini par (6.2) réside principalement
dans la somme ), .4 n" qui n’est pas nécessairement égale & 1 car plusieurs sous-
domaines prennent une méme cellule de Dirichlet. En effet, pour une partition du
milieu pour laquelle chaque cellule de Dirichlet appartient & un seul sous-domaine,
le tenseur de contrainte moyen défini par (6.16) est égal au tenseur de contrainte
macroscopique défini par (6.2). Cependant, la partition utilisée dans ce travail ne
I’est pas.

6.1.4 Discussion sur les différentes définitions

Dans cette section, on discute de la pertinence des trois définitions proposées
ci-dessus pour la contrainte dans les sous-domaines afin de choisir une définition
appropriée. Ces trois définitions sont d’abord comparées au niveau de chaque sous-
domaine et ensuite sur ’ensemble des sous-domaines sous la forme des tenseurs de
contrainte moyens.

Comparaison des trois définitions au niveau de chaque sous-domaine

Pour comparer deux tenseurs de contrainte définis pour un sous-domaine, noté
[0"]% et [0"]®, on calcule leur écart en norme relativement & I'ordre de grandeur du
tenseur de contrainte macroscopique 3 d’apres :

il Gl 100 (6.17)
P ‘
ou |.| signifie la norme d’une matrice (voir 'annexe A).

On désigne ici les quatre tenseurs de contrainte dans chaque sous-domaine définis
par les différentes méthodes comme suit : [o"]4°! défini par (6.3), [o"]4°2" défini par
(6.9) avec le poids de partage défini par (6.10), [0"]9¢2° défini par (6.9) avec le poids
de partage défini par (6.11) et enfin [o"]4® défini par (6.15).

La figure 6.8 présente les distributions des écarts [o"]4e2" « [gh]defl | [gh]def3
[o]det ) [oh]4e2° s []9°f2" calculés pour Iensemble des sous-domaines. On trouve
que les tenseurs de contrainte o donnés par les premiére et troisiéme définitions
sont assez proches avec un écart moyen égal a 6% environ. Par contre, la deuxiéme
définition donne des tenseurs de contrainte o” trés différents de la premiére défini-
tion. De plus, pour la deuxiéme définition, les tenseurs de contrainte o” dépendent
significativement de la facon de partager les forces de contact.

Pour comparer plus précisément ces trois définitions de la contrainte, on tire
aléatoirement 100 sous-domaines dans le graphe puis 'on compare, pour chaque
sous-domaine, les composantes o%,, o, calculées par les trois définitions. Pour cela,

on classe d’abord les sous-domaines tirés dans I'ordre décroissant des valeurs [0, ]!

(resp. [oh,]9°) puis 'on trace, sur la figure 6.9, les composantes [0 ]9 et [ ]de
(resp. [o8,]92° et [oh,]9°8) dans les sous-domaines classés. On utilise la méme mé-
thode pour tracer, sur la figure 6.10, les composantes [0 ]9 et [0 ]92" (resp.
[o5,]4¢2° " [oh,]9¢127) pour les sous-domaines considérés. Ces figures confirment ce qui
a été constaté précédemment. Un faible écart entre les tenseurs de contrainte o”
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FIGURE 6.9 — Comparaison des contraintes (a) oy et (b) ok, calculées par les

trois définitions différentes.

donnés par les premiére et troisiéme définitions peut s’expliquer par le fait que o”
d’un sous-domaine donné par la premiére définition (6.3) est une moyenne volu-
mique de la contrainte sur les portions polygonales des cellules de Dirichlet internes
au sous-domaine et que o donné par la troisiéme définition (6.15) est une moyenne
volumique sur les volumes totaux des cellules de Dirichlet du sous-domaine.
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FIGURE 6.10 — Comparaison des contraintes (a) of; et (b) o, calculées par la
deuxiéme définition avec deux méthodes de partage des forces
de contact : partage en fonction du volume des sous-domaines
adjacents (def2V) et partage uniforme sur chaque sous-domaine
adjacent (def2°).

Comparaison des tenseurs de contrainte moyens donnés par les trois dé-
finitions.

Les tenseurs de contrainte moyens o sur ’ensemble de sous-domaines, correspon-
dants aux trois définitions présentées précédemment, sont calculés par les équations
(6.4), (6.12), (6.16). La figure 6.11 compare les composantes de ces trois tenseurs de
contrainte moyens avec la contrainte macroscopique 3 définie par (6.2). On trouve
de bonnes estimations de la contrainte macroscopique a partir des contraintes méso-
scopiques avec les premiére et deuxiéme définitions. La troisiéme définition surestime
significativement la contrainte macroscopique, particulierement au pic et post-pic de
la courbe contrainte - déformation (un écart égal a 6% environ au pic). Cependant,
on peut remarquer, sur la figure 6.12, que la variable habituellement utilisée pour
analyser le comportement d’un milieu granulaire ¥4/, (le rapport entre le 2°™¢
invariant 34 de la contrainte déviatoire et la contrainte moyenne X, (voir annexe
B.2)) est bien représentée par la variable moyenne 7,4/, obtenue par la troisiéme
définition.

Les avantages et les inconvénients des trois définitions proposées sont analysés
dans le tableau 6.2. Dans la suite, nous choisissons la troisiéme définition pour
calculer la contrainte a ’échelle mésoscopique.

6.2 Hétérogénéité de la contrainte a I’échelle méso-
scopique
L’hétérogénéité de la contrainte a 1’échelle mésoscopique fait 1'objet de 1’étude

dans cette section. On étudie la contrainte mésoscopique wvia les variables suivantes :
— la contrainte mésoscopique dans la direction majeure macroscopique, o, ;
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FIGURE 6.11 — Estimations de la contrainte macroscopique & partir des
contraintes mésoscopique avec les trois différentes définitions.
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FI1GURE 6.12 — Comparaison entre le rapport o4/7,, obtenu avec les trois diffé-
rentes définitions et le rapport X;/¥,, mesuré aux limites.

— la contrainte mésoscopique dans la direction mineure macroscopique, ol ;

— la contrainte mésoscopique de cisaillement, o, ;

— la contrainte mésoscopique moyenne Jﬁn :

— la contrainte mésoscopique déviatoire, 8", qui est étudiée via son le 2°™¢ inva-
riant, afj :

— T'angle de frottement interne mobilisé mésoscopique, ¢".

oit ol sh ol et o" sont définis dans I'annexe B.2.
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Définition Avantages Inconvénients
- Le sens physique est clair par | - Les forces de contact ne s’ex-
rapport & la mécanique des mi- | priment pas explicitement dans le
Premiére lieux continus. tenseur de contrainte
définition - Elle donne une bonne estima- | - La moyenne des contraintes sur
tion de la contrainte macrosco- | des portions polygonales de cel-
pique. lules de Dirichlet ne semble pas
appropriée pour les milieux gra-
nulaires.
- Il existe une similarité entre | - Le partage des forces de contact
la contrainte et la déformation a | sur les sous-domaines voisins n’a
Deuxiéme I’échelle mésoscopique. pas mécaniquement de sens. Le
définition - Elle donne une bonne estima- | choix d’un poids de partage des
tion de la contrainte macrosco- | forces de contact n’est pas évalué
pique. de fagon rigoureuse.
- Le sens physique est clair par | - Le volume sur lequel la
rapport & la mécanique des mi- | contrainte est définie est différent
Troisiéme lieux continus ainsi qu’a la méca- | de celui des sous-domaines.
définition nique des milieux granulaires. - Elle surestime significativement
la contrainte macroscopique. Ce-
pendant, la variable ¥;/%,, ma-
croscopique est bien représentée
par la variable moyenne G4/7,,
obtenue par cette définition.

TABLE 6.2 — Avantages et inconvénients des trois définitions proposées pour la
contrainte a 1’échelle mésoscopique.

6.2.1 Distribution spatiale de la contrainte a I’échelle méso-
scopique

Similairement & 1’analyse de I'hétérogénéité de la déformation a 1’échelle méso-
scopique, pour visualiser la distribution spatiale de la contrainte a 1’échelle mésosco-
pique (la contrainte moyenne o et le 2°™¢ invariant o’ de la contrainte déviatoire
sont choisies pour cette analyse), on trace, sur les figures 6.13 et 6.14, chaque sous-
domaine du graphe de particules, avec un niveau de gris proportionnel aux valeurs de
ol et a”. On trouve que la transmission de la contrainte au sein du milieu granulaire
se fait de manidre trés hétérogeéne : les variables o et o sont fortement concen-
trées, de facon similaire & la transmission des forces de contact, dans les chaines dites
chaines de contrainte, tandis que les sous-domaines entre ces chaines sont beaucoup
moins sollicités. De plus, ces chaines de contrainte s’orientent de facon isotrope a
I’état initial mais de fagon préférentielle dans la direction majeure macroscopique
au pic de la courbe contrainte - déformation. Il peut étre noté, sur la figure 6.14,
que le 2°™¢ invariant o® de la contrainte déviatoire dans les sous-domaines n’est pas
nul & I’état initial bien que celui de 'assemblage 3, le soit. Cependant, 1'ordre de
grandeur de o/ & Détat initial (10* Pa) est petit par rapport a celui de la contrainte
moyenne o (10° Pa).
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FIGURE 6.13 — Distributions spatiales de la contrainte moyenne mésoscopique
ol (a) a létat initial et (b) au pic de la courbe contrainte -

déformation.

6.2.2 Analyse statistique de I’hétérogénéité de la contrainte

Afin d’analyser quantitativement I’hétérogénéité de la contrainte a I’échelle mé-
soscopique, on calcule les degrés d’hétérogénéité i1, gaa, 012, Om, 04 €t @ pour les
variables de contrainte précédemment définies par rapport aux variables macrosco-
piques correspondantes 311, Yoo, Y19, L, 2g et @ (voir annexe C.2).

La figure 6.15 présente les distributions des variables oy, ob,, oty ol o et "
au pic de la courbe contrainte - déformation. Cette figure montre que :

— les distributions de ces variables sont hétérogenes. Ces distributions présentent
des tendances centrales bien marquées autour des variables macroscopiques
correspondantes. Cependant, cette hétérogénéité reste modérée, ce qui se tra-
duit par de faibles valeurs des degrés d’hétérogénéité (o1, = 8.3 x 10* Pa,
T2 = 3.8 x 10* Pa, 015 = 3.49 x 10* Pa, 7,, = 5.2 x 10* Pa, o4 = 7.7 x 10 Pa,

@ = 9.6 °) par rapport a 'ordre de grandeur des variables macroscopiques
(X) = 2.37 x 10° Pa et & = 24°);

— la contrainte de cisaillement o7, n’est pas nulle dans les sous-domaines malgré
une valeur nulle de ¥;5. Cependant, il apparait que les valeurs de o, sont trés
faibles devant 'ordre de grandeur de la contrainte macroscopique (figure 6.16).

Les évolutions des degrés d’hétérogénéité a1, 0o, 012, Om, 04 €t @, en fonction de
la déformation axiale ', sont tracées sur la figure 6.17. On trouve une augmentation
de ces degrés d’hétérogénéité avec la déformation de ’assemblage jusqu’au pic de
la courbe contrainte - déformation, suivie par une légére diminution dans la phase
de radoucissement de ’assemblage. Pour I'angle de frottement interne mobilisé "
des sous-domaines, mise & part une perturbation dans une zone proche de I’état
initial, son degré d’hétérogénéité augmente significativement avec la déformation de
I’assemblage.
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FIGURE 6.14 — Distributions spatiales du 2°”¢ invariant 02 de la contrainte dé-
viatoire mésoscopique (a) a ’état initial et (b) au pic de la courbe
contrainte - déformation.

6.2.3 Mesures complémentaires de I’hétérogénéité de la
contrainte

Pour analyser plus profondément 1'hétérogénéité de la contrainte a I’échelle mé-
soscopique, on utilise également les mesures scalaires adimensionnelles proposées par
Kuhn (2003) : la participation o"||X, la non-conformité o 1 3, et I'alignement
o" o ¥ de la contrainte " dans chaque sous-domaine par rapport a la contrainte
macroscopique 3 (voir annexe C.3).

On s’intéresse a 'écart-type S,[o"||X] de la distribution de la participation de
o"||X et aux valeurs moyennes volumiques (o" 1 ), et (6" 0X), des distributions
respectivement de la non-conformité o L X et de l'alignement o” o ¥. Pour un
milieu homogéne (champ o® uniforme et aligné), on obtient les valeurs suivantes :
S,loh|X] = 0, (o" L B), = 0 et (6" 0o X), = 1 (voir le tableau C.3). Dans la
suite, les valeurs de S,[a"[|X], (6" L X), et (" o ), se référeront aux valeurs
correspondantes pour un champ uniforme et aligné.

La figure 6.18 présente les évolutions de ces mesures statistiques au cours de
lessai. L’écart-type S,[o"||X] prend une valeur de 0.25 au début de l'essai, puis
augmente légérement pour atteindre une valeur de 0.33 & la fin de I’essai. Les valeurs
de (o LX), sont autour de 0.2 et les valeurs de (6" o ), sont proches de 1. Ces
faibles valeurs de S,[o"||X], (o L ), et (" 0 ), confirment que I’hétérogénéité
de la contrainte a l’échelle mésoscopique est modérée et que les directions principales
majeure et mineure de contrainte mésoscopique coincident approximativement avec
celles de la contrainte macroscopique.

La figure 6.19 présente la contribution cumulée I's; des sous-domaines a la contrainte
macroscopique en fonction de leur fraction volumique cumulée @, (voir 'annexe C.3)
au pic de la courbe contrainte-déformation. Cette figure confirme également ’hété-
rogénéité modérée de la contrainte a I’échelle mésoscopique.
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FIGURE 6.15 — Distributions des variables de contrainte a I’échelle mésoscopique
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6.2 Hétérogénéité de la contrainte a 1’échelle mésoscopique
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FIGURE 6.16 — Comparaison entre la moyenne (|oi2|), des valeurs absolues de
la contrainte de cisaillement dans les sous-domaines et la valeur
absolue || de la contrainte majeure macroscopique au cours de
I’essai biaxial.
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FIGURE 6.17 — Evolutions des degrés d’hétérogénéité o1, 022, 012, Om, 04, P au
cours de l’essai biaxial.
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FIGURE 6.18 — Evolutions de I'écart-type Sy[0"||X] et des valeurs moyennes
(o" LX), et (6" 0 X), au cours de l'essai biaxial.

1 T T T T “‘."
J."*
-
-
0.8F g
W -
~ e
:
-
206
£
.E "',."‘"
-~ -
= L - 4
504
O e
J‘"""
G.Z‘ *»' .
J‘*"
-
-""”
0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fraction volumique @5

FIGURE 6.19 — Contribution cumulée I's; des sous-domaines & la contrainte ma-
croscopique en fonction de la fraction volumique cumulée &, au
pic de la courbe contrainte - déformation. Ligne pointillée cor-
respond & une contribution proportionnelle au volume des sous-
domaines correspond.

6.2.4 Comparaison entre les hétérogénéités de la déformation
et de la contrainte

Grace aux mesures scalaires adimensionnelles de participation, de non-conformité
et d’alignement d’un champ local par rapport & un champ global, il est possible de
comparer les hétérogénéités de la déformation et de la contrainte a ’échelle mé-
soscopique. Pour cela, on trace, sur la figure 6.20, les évolutions des écart-types
S,[6€"||6E] et S,[o||X] de la mesure de participation, des valeurs moyennes volu-
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6.2 Hétérogénéité de la contrainte a 1’échelle mésoscopique

miques (9" L SE), et (o" L ¥), de la mesure de non-conformité, et (Je" o 6 E), et
(o"oX), de la mesure d’alignement respectivement pour les champs de déformation
deh et de contrainte o” a I’échelle mésoscopique dans la zone pré-pic de la courbe
contrainte - déformation.

Cette figure met en évidence une différence significative entre les hétérogénéités
de la déformation et de la contrainte a ’échelle mésoscopique, d’autant plus quand le
niveau de déformation macroscopique est important. L’hétérogénéité de la déforma-
tion mésoscopique se développe fortement avec la déformation de ’assemblage, tan-
dis que celle de la contrainte mésoscopique évolue peu. Au pic de la courbe contrainte
- déformation, on obtient des valeurs trés différentes : S, [0e"||§E] = 3.6 contre
S,[o"|X] = 0.3, (5" L §E), = 1.38 contre (o" L ), = 0.2 et (de" 0 E),] = 0.32
contre (o o ), = 0.97. D’ailleurs, les sous-domaines contribuent de fagon trés
hétérogéne a la déformation macroscopique (50% en volume des sous-domaines gé-
nére entiérement a la déformation macroscopique pour E; = 1.2%), tandis que tous
les sous-domaines contribuent de fagon plus ou moins importante a la contrainte
macroscopique (la contrainte macroscopique est due a la contribution de 100% en
volume des sous-domaines). Par conséquent, on peut conclure que la déformation est
fortement hétérogene a ’échelle mésoscopique tandis que la contrainte reste modéré-
ment hétérogéne a cette échelle. Cela est certainement lié a la condition d’équilibre
statique qui doit exister quelle que soit 1’échelle considérée alors que ce type de
condition n’existe pas en déformation.

4
T S, [o"||Z] —— S, [6e" (|0 E]
3_—-.|.-— <o'hJ_Z>v — <(5€hJ_5E>V
2_5_—"'—<0'h02>v_1 —o—<5€ho(5E>V]—1
2 4

-
w
I

Mesures statistiques

0 02 04 06 038 1 1.2 14 16 1.8 2
Déformation axiale E (%)

FIGURE 6.20 — Comparaison des hétérogénéités de la déformation et de la
contrainte a ’échelle mésoscopique : évolutions de Sy [6e"||E],
S,[o"||X], (0e" L 6E),, (a" L X),, (6e" 0 SE), et (o 0 2),
dans la zone pré-pic de la courbe contrainte - déformation.
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6.3 Nature structurée de la contrainte a I’échelle mésoscopique

6.3 Nature structurée de la contrainte a 1’échelle
mésoscopique

L’analyse précédente montre que la contrainte sont hétérogénes a 1’échelle méso-
scopique. Cette section est consacrée a I’étude de la nature aléatoire ou structurée
de cette hétérogénéité. On cherche en particulier s’il existe des corrélations entre
la contrainte et la texture a 1’échelle mésoscopique. Compte tenue de la variation
significative de la contrainte mésoscopique, il n’est possible que de donner une des-
cription statistique de cette variable. Pour cela, un tenseur de contrainte moyen
o((,0) est déterminé sur un ensemble de sous-domaines de texture similaire pour
des intervalles du degré d’allongement 3" € [3,3 + d3] et de I'angle d’orientation
0" € 10,0 + 60]) :

hysh
Z oV
_ Bre[B,6+0],0"€[0,0+60]

Jij(ﬂvg) - V(ﬂ,e)
v = Y v (619

Bhe(B,8+60],0h€[0,0+56]

(6.18)

Les ensembles de sous-domaines de texture similaire sont définis de fagon iden-
tique & celle utilisée pour 'analyse de la déformation mésoscopique. A partir du
tenseur o (f3,6), on peut également calculer les variables de contrainte précédem-
ment définies pour un ensemble de sous-domaines de texture similaire : o11(f,6),
092(0,0), 012(5,80), 0.m(5,0), s(3,0), 0a(5,0) et ©(3,0). On analyse, dans la suite,
les relations entre ces variables, le degré d’allongement 3 et I'orientation 6 des sous-
domaines.

6.3.1 Contraintes 0;; et 099 dans les directions principales ma-
jeure et mineure macroscopiques

Les relations entre les contraintes o1y, 099 et l'orientation 6 des sous-domaines
sont respectivement présentées sur les figures 6.21 et 6.22 pour les deux classes de
sous-domaines faiblement allongés (classe W) et fortement allongés (classe S) au
pic de la courbe contrainte - déformation. On constate une dépendance significative
des contraintes o1 et 099 vis-a-vis de l'orientation 6, particuliérement pour les sous-
domaines fortement allongés. Les sous-domaines orientés dans la direction majeure
macroscopique supportent mieux la contrainte dans la direction majeure macro-
scopique, mais moins bien la contrainte dans la direction mineure macroscopique,
que ceux orientés dans la direction mineure macroscopique. Cette dépendance peut
également étre retrouvée a tout état de ’assemblage au cours de I’essai.

6.3.2 Contrainte moyenne o,

La figure 6.23 présente la contrainte moyenne o, en fonction de 'orientation
0 des sous-domaines pour les deux classes W et S au pic de la courbe contrainte
- déformation. On s’apercoit une dépendance tres faible de la contrainte moyenne
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Sous-domaines W Sous-domaines S

011 X 105 Pa
- 3F

_3_

270 270

FIGURE 6.21 — Relation entre la contrainte oi1; et lorientation 6 des sous-
domaines pour les deux classes des sous-domaines W et S au
pic de la courbe contrainte - déformation.

O, Vis-a-vis de lorientation € des sous-domaines. Les évolutions de la contrainte
moyenne o, des six différents types de sous-domaines sont tracées sur la figure
6.24 en fonction de la déformation axiale E;. Cette figure permet de conclure que la
contrainte moyenne o, dans les sous-domaines suit approrimativement la contrainte
MoYyenne macroscopique .

6.3.3 Contrainte déviatoire s et angle de frottement interne
mobilisé ¢
6.3.3.1 Contrainte déviatoire s

Au début de l'essai, quand la contrainte déviatoire macroscopique est faible,
la contrainte déviatoire s dans les sous-domaines est également faible. Lorsque la
contrainte déviatoire macroscopique est importante, la contrainte déviatoire méso-
scopique s devient importante et présente une dépendance significative vis-a-vis de
I'orientation 6 des sous-domaines, ce qui se traduit par une relation bien marquée
entre son 2°¢ invariant o4 et l'orientation @, comme présenté sur la figure 6.25, en
particulier pour les sous-domaines fortement allongés. Les sous-domaines orientés
dans la direction majeure macroscopique supportent beaucoup plus la contrainte
déviatoire que ceux orientés dans la direction mineure macroscopique.

Les évolutions du 2°™¢ invariant o4 de la contrainte déviatoire dans les six types
de sous-domaines au cours de l’essai sont tracées sur la figure 6.26, et comparées
avec l'évolution du 2°™¢ invariant X4 de la contrainte déviatoire macroscopique.
Cette figure met en évidence le réle significatif de la texture des sous-domaines dans
la distribution de la contrainte déviatoire, surtout pour les sous-domaines fortement
allongés. La contrainte déviatoire dans les sous-domaines SV évolue beaucoup plus
fortement que celle de ’assemblage, tandis que la contrainte déviatoire dans les sous-
domaines SH évolue beaucoup plus faiblement et la contrainte déviatoire dans les
sous-domaines SO présente une évolution intermédiaire et assez proche de celle de
I’assemblage. De plus, ces évolutions sont similaires a 1’évolution de la contrainte
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099 X 10° Pa Sous-domaines W Sous-domaines S
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270 270

FIGURE 6.22 — Relation entre la contrainte 9o et l'orientation 6 des sous-
domaines pour les deux classes des sous-domaines W et S au
pic de la courbe contrainte - déformation.

déviatoire macroscopique : les pics et les paliers de la contrainte déviatoire des ces
types de sous-domaines et de I'assemblage sont atteints pour les mémes niveaux de
déformation macroscopique.

6.3.3.2 Angle de frottement interne mobilisé ¢

L’angle de frottement interne mobilisé est le plus souvent utilisé pour caracté-
riser la résistance d’un matériau granulaire. Dans le cadre de ce travail, on définit
également 'angle de frottement interne mobilisé pour les sous-domaines pour étu-
dier leur résistance. Pour un ensemble de sous-domaines de texture similaire, I’angle
de frottement interne mobilisé moyen (3, 0) est défini via le tenseur de contrainte
moyen o (3,6) (6.18).

Au début de 'essai, la contrainte déviatoire étant faible dans les sous-domaines,
I’angle de frottement interne mobilisé  1'est également. Au cours de I'essai, ¢ devient
de plus en plus important et présente une forte dépendance vis-a-vis de 'orienta-
tion # des sous-domaines, surtout pour les sous-domaines fortement allongés, comme
illustré sur la figure 6.27. Cette relation est trés similaire & la relation entre le 2°™¢
invariant o, de la contrainte déviatoire et 'orientation 6 des sous-domaines, analysée
précédemment (figure 6.25). Les sous-domaines orientés dans la direction majeure
macroscopique possédent les valeurs de ¢ les plus importantes tandis que ceux orien-
tés dans la direction mineure macroscopique possédent les valeurs les plus faibles.
Il peut étre également noté que les sous-domaines fortement allongés et orientés
dans la direction majeure macroscopique possédent des valeurs de ¢ significative-
ment plus importantes que 'angle de frottement interne mobilisé ® de I'assemblage
tandis que ceux orientés dans la direction mineure macroscopique ont des valeurs de
© beaucoup plus faibles que ®.

Les évolutions de 'angle de frottement interne mobilisé ¢ dans les six types de
sous-domaines, en fonction de la déformation axiale F;, sont tracées sur figure 6.28.
Ces évolutions sont similaires aux évolutions du 2°™¢ invariant o; de la contrainte
déviatoire de six types de sous-domaines, analysées précédemment (figure 6.26). Le
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Sous-domaines S
a0

270
FIGURE 6.23 — Relation entre la contrainte moyenne o,, et I'orientation 6 des

sous-domaines pour les deux classes des sous-domaines W et S
au pic de la courbe contrainte - déformation.

om X 10° Pa

Assemblage

Sous-domaines
—o— SV

_1 .O 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6
Déformation axiale Ey (%)

FIGURE 6.24 — Evolutions de la contrainte moyenne o, dans les six types de
sous-domaines.

tableau 6.3 présente les valeurs de ¢ pour les six différents types de sous-domaines au
pic et au palier de la courbe contrainte - déformation. Ce tableau met en évidence
la résistance importante des structures mésoscopiques allongées dans la direction
majeure macroscopique, qui leur permettent d’assurer la stabilité de [’assemblage
granulaire.

Si 'on normalise, pour chaque type de sous-domaines, ’angle de frottement in-
terne mobilisé ¢ par la valeur maximale @, (au pic de la courbe contrainte -
déformation), on obtient les courbes présentées sur la figure 6.29. Les courbes pour
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o4 x 10° Pa Sous-domaines W Sous-domaines S
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FIGURE 6.25 — Relation entre le 2°™¢ invariant o4 de la contrainte déviatoire et
I’orientation 6 des sous-domaines pour les deux classes des sous-
domaines W et S au pic de la courbe contrainte - déformation.

Assemblage
Sous-domaines
SV

o WV

o SH
e WH

—o— SO
o WO

0 1 2 3 4 5
Déformation axiale Ey (%)

FIGURE 6.26 — Evolution du 2°™¢ invariant o4 de la contrainte déviatoire dans
les six types de sous-domaines.
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o Sous-domaines W Sous-domaines S

270

(a) au pic de la courbe contraintes-déformation
° Sous-domaines W Sous-domaines S
30
20

10

20

30

270

(b) au palier de la courbe contraintes-déformation

FIGURE 6.27 — Relation entre I’angle de frottement interne mobilisé ¢ et I'orien-
tation 6 des sous-domaines pour les deux classes des sous-
domaines W et S (a) au pic et (b) au palier de la courbe
contrainte - déformation.

les six types de sous-domaines coincident avec celle pour 'assemblage dans la zone
pré-pic de la courbe contrainte - déformation. Ce résultat montre que I’évolution de
I’angle de frottement interne mobilisé ¢ pour les structures mésoscopiques prend la
méme forme que celle macroscopique avec un seul paramétre d’ajustement qui est la
valeur maximale de ’angle de frottement interne mobilisé qui dépend de la texture
des structures mésoscopiques.

Role de l’orientation de contacts dans la résistance des structures méso-
scopiques

Une résistance importante des sous-domaines orientés dans la direction majeure
macroscopique, et une résistance faible de ceux orientés dans la direction mineure
macroscopique, peuvent étre expliquées par ’orientation des contacts dans ces sous-
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FIGURE 6.28 — Evolution de l'angle de frottement interne mobilisé ¢ dans les
six types de sous-domaines au cours de 1’essai.

Sous-domaines

0 (°) | VER|[WV WO |[WH | SV | SO | SH
Aupic | 24.0 | 24.0 | 221 | 20.1 | 28.0 | 21.6 | 15.6
Au palier | 188 | 18.7 | 16.3 | 13.4 | 27.1 | 162 | 9.3

TABLE 6.3 — Angle de frottement interne mobilisé ¢ au pic et au palier pour les
différentes types de sous-domaines et pour ’assemblage.

Assemblage

Sous-domaines

0.00 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6
Déformation axiale By (%)

FIGURE 6.29 — Evolutions du rapport entre ’angle de frottement interne mo-

bilisé ¢ et la valeur maximale ¢, pour les six types de sous-
domaines au cours de l’essai.
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Direction majeure macroscopique Direction majeure macroscopique

J I

(a) Sous-domaine SV (b) Sous-domaine SH

FIGURE 6.30 — Orientation de contacts pour les structures SV et SH.

domaines. En effet, un contact orienté dans la direction majeure macroscopique est
plus apte a supporter le chargement déviatoire qu'un contact orienté dans la di-
rection mineure macroscopique. Les contacts dans un sous-domaine orienté dans
la direction majeure macroscopique s’orientent préférentiellement dans cette di-
rection, ce qui confére a ce sous-domaine une résistance importante. Par contre,
pour un sous-domaine orienté dans la direction mineure macroscopique, les contacts
s’orientent préférentiellement dans cette direction, ce qui affaiblit la résistance de ce

sous-domaine. Les explications ci-dessus sont illustrées sur la figure 6.30.

Lien entre la résistance des structures mésoscopiques et la résistance ma-
croscopique

La dépendance de la résistance des structures mésoscopiques vis-a-vis de leur
texture est similaire aux résultats obtenus par Cambou et Lanier (1988) sur la
résistance d’un matériau granulaire anisotrope en fonction de la direction de com-
pression. Les auteurs ont montré que la résistance du matériau est beaucoup plus
importante lors d’une compression dans la direction majeure d’anisotropie que lors
d’une compression dans la direction mineure d’anisotropie (figure 6.31). On peut
trouver ici un lien fort entre la résistance globale d’un matériau granulaire et la
résistance des structures mésoscopiques. En effet, dans un matériau anisotrope, les
structures mésoscopiques s’orientent préférentiellement dans la direction majeure
d’anisotropie du matériau. Si I'on compresse le matériau dans la direction majeure
d’anisotropie, les structures mésoscopiques, avec une orientation préférentielle dans
la direction de compression, contribuent a renforcer la structure du matériau contre
la compression. Le contraire se produit si 'on compresse le matériau dans la direc-
tion mineure d’anisotropie et on obtient alors une déformation irréversible beaucoup
plus importante.
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Ya/Ym

(0) Compression a I’état isotrope

(1) Compression dans la direction
majeure d’anisotropie

(2) Compression dans la direction
mineure d’anisotropie

2 ' L I

-1 -2
Eq (%)

FIGURE 6.31 — Dépendance de la résistance d’'un matériau anisotrope vis-a-vis
de la direction de compression (Cambou et Lanier, 1988).

6.3.4 Liens entre la contrainte dans les structures mésosco-
piques et les mécanismes au niveau des contacts

Lorsqu’on applique une sollicitation déviatoire & un matériau granulaire non-
cohésif, le frottement aux contacts est mobilisé pour résister a cette sollicitation. Le
degré de mobilisation d'un contact est décrit par ’angle de frottement local mobilisé
®¢, défini comme suit :

tan(d,) = f—

ou f° et fS sont respectivement les composantes normale et tangentielle de la force
de contact. La limite de la mobilisation d'un contact est atteint lorsque ¢. = ¢,
ou ¢, est 'angle de frottement intergranulaire. Un contact, qui atteint la limite de
la mobilisation, est appelé contact glissant. Le glissement se produit aux contacts
glissants, ce qui affaiblit la résistance du matériau granulaire.

On s’intéresse ici a analyser les liens entre la résistance des structures mésosco-
piques mesurée par I'angle de frottement interne mobilisé ¢ et les mécanismes se
produisant au niveau des contacts dans ces structures mésoscopiques : 'angle de
frottement local mobilisé ¢, et les glissements aux contacts dans chaque structure
mésoscopique. Pour cela, on détermine d’abord, pour chaque contact, l'angle de

(6.20)

- . —h
frottement local mobilisé ¢., puis la moyenne ¢. de ¢. sur I’ensemble de contacts,
et enfin la fraction de contacts glissants 7" dans chaque sous-domaine. Les deux

quantités ah et 7" sont ensuite moyennées sur chaque ensemble des sous-domaines
de texture similaire (ces moyennes sont notées (¢.) et (r)). On notera ici que nous
présentons deux variables : 'une ¢ définie dans les structures mésoscopiques dans
une approche de milieu continu et I'autre (¢.) définie & la méme échelle mais dans
une approche de milieu discret.

On superpose, sur la figure 6.32, deux relations ¢ - 0 et (¢.) - § pour les sous-
domaines fortement allongés S. On peut constater que le frottement interne mobilisé
est plus €levé, les frottements locaux aux contacts sont moins mobilisés. Les frotte-
ments aux contacts dans les sous-domaines orientés dans la direction majeure macro-
scopique, qui possédent des valeurs de ¢ importantes, sont moins mobilisés que les
frottements aux contacts dans les sous-domaines orientés dans la direction mineure
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macroscopique, qui possédent des valeurs de ¢ plus faibles. Ceci peut s’expliquer
par le fait que les sous-domaines orientés dans la direction mineure macroscopique
ont une structure plus faible que celle des sous-domaines orientés dans la direc-
tion majeure macroscopique, et doivent donc mobiliser plus les frottements a leurs
contacts. On voit bien ici le role fondamental de la texture qui va permettre & un
certain nombre de structures mésoscopiques de supporter des contraintes déviatoires
importantes sans mobiliser de facon importante le frottement au niveau des contacts.

Class S B
©/Pmax 9% @/
12 120 : &80 0.6+
St et e 0.4
06 190/ @ % \20
, 02 QD/(I)maX ((I)max — 240)
o} 180 0 of === (¢c)/¢, sous-domaines
\ 02l —O— (¢pc)/ ¢, assemblage
0.6 > _.
210\ % o+ fan
+ 240 300 06!

270

FIGURE 6.32 — Relation entre I’angle moyen de frottement local mobilis¢ (¢.)
aux contacts dans les sous-domaines fortement allongés et I’orien-
tation 6 des sous-domaines, superposée avec la relation ¢ — 6 au
pic de la courbe contrainte - déformation.

Class S
¢/ Prmax 90 (7)
12 : 20
15
0.6 10 ©/ Pmax
O i — (1) sous-domaines
0 0
5 —&s— (1) assemblage
0.6 10
15
12 20

270

FI1GURE 6.33 — Relation entre la fraction moyenne des contacts glissants (7) dans
les sous-domaines fortement allongés et ’orientation 6 des sous-
domaines, superposée avec la relation ¢ — 6 au pic de la courbe
contrainte - déformation.

La fraction moyenne de contacts glissants (7) dans les sous-domaines fortement
allongés S est tracée sur la figure 6.33 en fonction de l'orientation € de ces sous-
domaines et superposée avec la relation ¢ — 6 . On s’apercoit que la fraction de
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contacts glissants dans les sous-domaines orientés dans la direction mineure ma-
croscopique (17% environ) est beaucoup plus importante que celle dans les sous-
domaines orientés dans la direction majeure macroscopique (7% environ). Ce résul-
tat renforce I'analyse présentée ci-dessus et illustre & nouveau l'effet de la texture
qui permet de limiter les glissements dans un certain nombre de structures méso-
scopiques qui assurent la stabilité de I'arrangement de ’assemblage.

Ces résultats sont trés importants et permettent de reanalyser certains résultats
numériques qui montrent qu’il était difficile de relier I’angle de frottement mobilisé
aux contacts et 'angle de frottement interne mobilisé dans I'arrangement. En fait,
les résultats présentés ici montrent qu’il est important d’analyser le frottement local
dans le cadre de chaque structure mésoscopique et non au niveau d’un contact isolé.
Si 'on se place a 1’échelle mésoscopique, il est alors possible de relier la variable
continue : angle de frottement interne mobilis¢ aux deux variables discrétes : le
frottement local moyen mobilisé et la variable de texture.
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Conclusions

L’analyse présentée dans ce chapitre a permis de montrer que la définition de la
contrainte & 1’échelle mésoscopique est un probléme complexe. Parmi les différentes
définitions proposées, nous avons choisi de travailler avec celle basée sur une analyse
physique simple. La contrainte macroscopique évaluée a partir de la moyenne de
cette contrainte mésoscopique surestime légérement la valeur mesurée aux limites du
VER. Cependant, le rapport des contraintes macroscopiques ¥;/%,,, habituellement
utilisé pour modéliser le comportement des matériaux granulaires, est bien estimé
par cette définition.

Nous avons mis en évidence une hétérogénéité significative de la contrainte mé-
soscopique, augmentant avec le niveau de sollicitation déviatoire appliquée. De plus,
les simulations montrent également 'existence de chaines de contraintes s’orientant
préférentiellement dans la direction majeure macroscopique.

Enfin, nous avons noté que I’hétérogénéité de la contrainte mésoscopique res-
tait modérée par rapport a celle observée pour la déformation mésoscopique. Ce
phénoméne est probablement lié & la nécessité d’une condition d’équilibre statique
satisfaite a toutes les échelles, nécessité sans équivalent en termes de déformation.

Par contre, contrainte et déformation ont en commun une hétérogénéité struc-
turée a ’échelle mésoscopique. Ainsi, 'angle de frottement interne mobilisé dans
les structures mésoscopiques présente une dépendance significative vis-a-vis de leur
texture, particuliérement pour les structures fortement allongées. De méme, parmi
les structures mésoscopiques, celles allongées dans la direction majeure macrosco-
pique jouent un role prépondérant pour assurer la stabilité de I'arrangement granu-
laire. D’ailleurs, si I’on normalise les courbes contrainte - déformation pour chaque
structure mésoscopique par la valeur maximale observée, on obtient en premiére
approximation une courbe identique.

Nous avons également montré que I’angle de frottement interne mobilisé présente
un lien étroit avec 'angle de frottement local mobilisé aux contacts, ainsi qu’avec
le pourcentage de contacts glissants dans chaque structure mésoscopique. Ainsi,
les mécanismes se produisant au niveau des contacts d’'une structure mésoscopique
dépendent fortement de la texture de cette derniére. Cette analyse menée a 1’échelle
mésoscopique, prenant en compte la texture, a donc permis de relier I'angle de
frottement interne mobilisé, variable considérée dans une approche de type milieu
continu, a 'angle de frottement local mobilisé au contact, variable considérée dans
une approche de type milieu discret.
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Chapitre 7

Relation contrainte-déformation a
I’échelle mésoscopique

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la relation entre la contrainte et la déformation
a I’échelle mésoscopique. L’état caractéristique a 1’échelle mésoscopique est d’abord
analysé afin de déterminer la valeur caractéristique qui limite les comportements
contractant et dilatant des structures mésoscopiques. La relation contrainte - défor-
mation & I’échelle mésoscopique est ensuite présentée sous la forme d’une relation
contrainte-dilatance.

7.1 Etat de ’art

Le comportement plastique d’un matériau peut étre décrit par un critére de plas-
ticité et un potentiel plastique. Pour une plasticité associée, le critére de plasticité
et le potentiel plastique coincidents. Les matériaux granulaires sont considérés le
plus souvent comme des matériaux ayant une plasticité non associée. Le critére de
plasticité de Mohr-Coulomb est largement accepté, dans la littérature, comme cri-
tére de plasticité pour les matériaux granulaires et le potentiel plastique est le plus
souvent exprimé sous la forme d’une relation contrainte - dilatance, par exemple la
loi de Rowe (Rowe, 1962).

7.1.1 Critére de plasticité de Mohr-Coulomb

Le critére de plasticité de Mohr-Coulomb s’écrit sous la forme suivante pour un
matériau granulaire non cohésif :

T = 0, tan @, (7.1)

ou 7 est la contrainte tangentielle, o, la contrainte normale et ¢ 1’angle de frottement
interne mobilisé du matériau.
En termes de contraintes principales majeure o; et mineure o3 ce critére s’écrit :

flo1,03) = (01 — 03) — (01 + 03) sinp = 0. (7.2)
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On remarque que la contrainte intermédiaire oo n’intervient pas dans ce critére.
Les matériaux granulaires présentent également un phénomeéne d’écrouissage :
I’écrouissage isotrope provenant de 1’évolution de la densité (indice des vides e,
nombre de coordination N, etc.) et I'écrouissage cinématique provenant de I’ani-
sotropie en terme d’orientation des normales de contact (tenseur d’anisotropie H,
etc.). Ce critére évolue donc en fonction de ces paramétres : f(o1, 03, H,e, N) = 0.

7.1.2 Relation contrainte-dilatance

Il est communément connu dans la littérature qu’un matériau granulaire dense se
dilate, et qu'un matériau lache se contracte, au cours d’un cisaillement. Le premier
a donc une résistance plus importante que le dernier. Ceci signifie que le frottement
interne mobilisé ¢ dépend significativement de la capacité de dilatance des matériaux
granulaires (Casagrande, 1940; Taylor, 1948; Bishop, 1954).

La contractance et la dilatance d’'un matériau granulaire dense au cours d’une
sollicitation déviatoire sont expliquées d'un point de vue micromécanique par Luong
(1980) : 'application de la sollicitation déviatoire & partir d'un état de contrainte
isotrope provoque initialement un serrage de la structure du matériau, puis le désen-
chevétrement au sein du milieu lorsque le niveau de la sollicitation atteint une valeur
caractéristique, ce qui génére le phénomeéne de dilatance.

Basée sur la condition d’équilibre statique, Rowe (1962) a obtenu la relation
suivante entre contrainte et dilatance :

€1
Cette relation a été 1'objet de nombreuses discussions : elle est soutenue en
particulier par Horne (1965) mais critiquée en particulier par Roscoe et Schofield
(1964).

La relation (7.3) peut également étre écrite :

o o 0g,
o= (o)1 52 (74

02 02

— = tan
09 (4

™

+ %%)(1 + (7.3)

o
ol <—1> est le rapport des contraintes a 1’état critique (c’est-a-dire a de, = 0).
09/ crit

Bolton (1986) a montré que la relation de Rowe donne une relation presque
linéaire entre 'angle de frottement interne mobilisé ¢ et I'angle de dilatance ¥ (cf.
figure 7.1) :

© = Perit + 0.81. (7.5)
Le potentiel plastique est défini par :
1 —sin®y

T 14sing” (76)

g =01
7.2 Relations entre la contrainte et la déformation
a 1’échelle mésoscopique

On étudie ici le comportement des matériaux granulaires a 1’échelle mésosco-
pique. La notion, 1’état caractéristique a cette échelle est analysée dans la pre-
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)

Ln

=
I

(7.4)

Angle de frottement interne ¢ (°
-
L]

10 20
Angle de dilatance v (°)

[#5)
=

=

FI1GURE 7.1 — Relations contrainte-dilatance (Bolton, 1986)

miére section. La deuxiéme section est consacrée la présentation des liens entre
la contrainte et la déformation a I’échelle mésoscopique.

7.2.1 Etat caractéristique a 1’échelle mésoscopique

Un matériau dense soumis a une sollicitation déviatoire se contracte d’abord, et
lorsque le niveau de la sollicitation atteint une valeur caractéristique, le matériau
se dilate. L’état de transition entre la phase de contractance et la phase de dila-
tance est I'état caractéristique. L’angle de frottement interne mobilisé du matériau
a l'état caractéristique est nommé angle de frottement interne caractéristique, noté
®,. Comme analysé dans la section 5.4.2.6, les structures mésoscopiques atteignent
I'état caractéristique différemment suivant leur texture (le degré d’allongement et
I'orientation) : les structures allongées dans la direction majeure macroscopique at-
teignent I'état caractéristique avant I'assemblage, tandis que les structures allongées
dans la direction mineure n’atteignent méme pas 1’état caractéristique dans la plage
de déformation étudiée. Pour analyser ce phénomeéne, on trace les évolutions de
I’angle de frottement interne mobilisé ¢ et de I'angle de dilatance v, en fonction de
la déformation axiale E;, pour les six types de sous-domaines sur la méme figure 7.2.
L’état caractéristique correspond a la ligne ¥ = 0. Les angles de frottement interne
caractéristique ¢, pour les sous-domaines SV, SO, WV, WO, et &, pour I'assem-
blage, sont marqués par des points sur la figure 7.2, et sont également présentés
dans le tableau 7.2. Sur cette figure, les sous-domaines SH, W H n’atteignent pas
encore 1’état caractéristique. On trouve alors que les sous-domaines SV, SO, WV,
WO ont des angles de frottement interne caractéristique ¢, qui sont trés proches
quels que soit leur degré d’allongement et leur orientation, et qui sont également trés
proches de I'angle de frottement interne caractéristique ®, de 1'assemblage. L’angle
de frottement interne mobilisé ¢ pour les sous-domaines SH, W H n’atteint pas la
ligne ¢ = @, ces sous-domaines continuent donc a se contracter tout au long de la
sollicitation. Il semble que les structures mésoscopiques atteignent [’état caractéris-
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Types des sous-domaines

Assemblage | WV | WO | WH | SV SO | SH
E caractéristique 1.0% 09% | 1.8% | o« | 0.5% | 1.4% |
¢, caractéristique 22.07 22.01 | 22.18 | o« |22.21 | 2181 | «

TABLE 7.1 — Niveaux de déformation axiale F; caractéristique et angle de frotte-
ment interne caractéristique 1), pour les six types de sous-domaines.

tique, indépendamment de leur texture, et approzimativement pour la méme valeur
caractéristique de la sollicitation déviatoire qui est leur appliquée.
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FIGURE 7.2 — Evolutions de ’angle de frottement interne mobilisé ¢ et de 'angle
de dilatance 1 en fonction de la déformation axiale Fj.

Il semble que l'indépendance de la valeur caractéristique vis-a-vis de I’état in-
terne, surtout de l'anisotropie des matériaux granulaires a 1’échelle macroscopique,
peut étre observée dans la campagne d’essais de compressions successives sur un
matériau granulaire & différents états, réalisée par Cambou et Lanier (1988) et men-
tionnée précédemment. On peut constater (figure 7.3) que le matériau pour les trois
compressions atteint I'état caractéristique pour des niveaux de déformation diffé-
rents, mais approximativement pour le méme rapport de contraintes 3,/%,,.

Il est intéressant de noter que les structures mésoscopiques allongées dans les
directions majeure et mineure macroscopiques se comportent d’une fagon similaire &
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(0) Compression a I’état isotrope

(1) Compression dans la direction
majeure d’anisotropie

(2) Compression dans la direction
mineure d’anisotropie

FIGURE 7.3 — Rapports des contraintes ;/%,, caractéristique pour différentes
compressions d’un matériau granulaire & 1’état isotrope et & un
état anisotrope (Cambou et Lanier, 1988).

des matériaux anisotropes sollicités respectivement dans la direction majeure d’ani-
sotropie et dans la direction mineure d’anisotropie. La différence entre les struc-
tures mésoscopiques et les structures globales des matériaux granulaires est que les
structures globales sont beaucoup plus stables que les structures mésoscopiques : les
structures globales peuvent évoluer fortement lorsqu’elles supportent la sollicitation ;
la perte de quelques contacts ne conduit pas a un effondrement de ces structures;
ce n'est pas le cas pour les structures mésoscopiques pour lesquelles la perte d’un
contact peut provoquer un effondrement.

7.2.2 Relation entre ’angle de frottement interne mobilisé et
I’angle de dilatance a 1’échelle mésoscopique

Pour étudier la relation entre I’angle de frottement interne mobilisé ¢ et I'angle
de dilatance v pour des sous-domaines, on superpose les courbes représentant les
relations ¢ — 6 et ¢ — 6 sur les mémes diagrammes polaires de la figure 7.4 pour
deux niveaux de déformation (a) Ey = 0.6% et (b) Ey = 1.2%, respectivement dans
les zones de contractance et de dilatance. Les cercles sur la figure correspondent a
I’angle de frottement interne caractéristique ®, de 1’assemblage. Cette figure montre
une relation significative entre ’angle de frottement interne mobilisé ¢ et 'angle de
dilatance 1, particuliérement pour les sous-domaines fortement allongés S' :

— pour une déformation axiale 1 = 0.6%, ¢ est inférieur a la valeur caractéris-
tique @, pour la plupart des sous-domaines : la plupart des sous-domaines se
contractent. Cependant, ¢ est beaucoup plus important pour les sous-domaines
orientés dans la direction majeure macroscopique que ¢ pour les sous-domaines
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orientés dans la direction mineure macroscopique : les sous-domaines orientés
dans la direction majeure macroscopique se contractent alors beaucoup moins
que ceux orientés dans la direction mineure macroscopique. Il peut également
étre noté que ¢ pour les sous-domaines S orientés dans la direction majeure
macroscopique atteint juste la valeur caractéristique ®, : ces sous-domaines
commencent donc a se dilater ;

— pour une déformation axiale Fy = 1.2%, ¢ dépasse largement ®, pour les
sous-domaines S orientés dans la direction majeure macroscopique : ces sous-
domaines se dilatent donc fortement, alors que ¢ reste toujours inférieur a @,
pour les sous-domaines S orientés dans la direction mineure macroscopique :
ces sous-domaines continuent donc a se contracter.

Afin d’étudier plus précisément la relation entre 'angle de frottement interne
mobilisé ¢ et angle de dilatance 1, on trace les couples de valeurs (p, 1) des
sous-domaines correspondants & chaque élément polaire et & chaque classe de sous-
domaines pour différents niveaux de déformation de 'assemblage : F; = 0.3%, 0.6%,
0.8%, 1.0%, 1.2%, 1.4% et 1.6% (figure 7.5). Cette figure montre la relation signi-
ficative entre 'angle de frottement interne ¢ et 'angle de dilatance i a 1’échelle
mésoscopique. On peut constater que dans la plage de variation de ’angle de dila-
tance 1» > —20°, I’angle de frottement interne mobilisé ¢ des sous-domaines présente
une tendance a I’évolution linéaire avec I’angle de dilatance i) pour les sous-domaines
fortement allongés S ainsi que pour les sous-domaines faiblement allongés W. Pour
la plage ¥ < —20°, cette tendance est beaucoup moins marquée. Il peut étre noté
que les points particuliers sur cette figure, qui ne suivent pas la tendance constatée,
viennent essentiellement de I’état de £y = 0.3% qui est proche de I’état de contrainte
isotrope de l'assemblage. L’analyse de 'angle de frottement interne mobilisé ¢ des
sous-domaines aux états proches de I’état de contrainte isotrope s’avére difficile car
les valeurs de ¢ sont trés dispersées.

On utilise la méthode de regression linéaire pour définir la tendance a 1’évolution
linéaire de ¢ en fonction de 1) pour les deux classes des sous-domaines. Les régressions
linéaires pour la classe W et pour la classe S donnent respectivement les relations
suivantes :

p = 22.56° 4 0.2367), pour la classe W,
w = 21.77° + 0.224%), pour la classe S,

comme représenté sur la figure 7.5. On trouve que ces deux relations sont assez si-
milaires, ce qui montre que la relation entre ’angle de frottement interne mobilisé
© et 'angle de dilatance 1 des sous-domaines est indépendante du degré d’allon-
gement 3 ainsi que de l'orientation 6 des sous-domaines. De plus, les constantes
dans ces deux relations (22.56° pour la classe W et 21.77° pour la classe S) sont trés
proches de I’angle de frottement interne caractéristique ®, = 22.07° de I’assemblage,
ce qui confirme que ®, est approximativement une valeur limite entre le compor-
tement de contractance et le comportement de dilatance a 1’échelle mésoscopique.
Il est & noter qu'une relation linéaire entre 'angle de frottement interne mobilisé
et 'angle de dilatance, en particulier au pic de la courbe contrainte - déformation
(relation Ppax — Winax), & échelle du VER des matériaux granulaires, a été pro-
posée par de nombreux auteurs, en particulier, par Bolton (1986) et Saim (1997).
Cependant, les pentes des relations @y — Vpnax définies (0.8 d’aprés Bolton (1986)
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——— 1, contractance ¥
— — — 1, dilatance — — —  ®, caractéristique

Sous-domaines S

Sous-domaines W
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180 0
210 330
240 300
270 270

(a) & By = 0.6%

®, P (°)
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20 190
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(b) & By = 1.2%

FIGURE 7.4 — Superposition des courbes de I'angle de frottement interne mobi-
lisé ¢, et de I'angle de dilatance 1, en fonction de l'orientation 6
des sous-domaines pour les deux classes W et S pour deux niveaux
de déformation (a) Eq = 0.6% et (b) Eq = 1.2%.
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et 0.6 d’aprés Saim (1997)) sont significativement plus importantes que celles des
relations constatées a I’échelle mésoscopique de notre analyse (0.236 pour la classe
W et 0.224 pour la classe S), ce qui résulte certainement de la forme circulaire
des particules et de la nature bidimensionnelle du matériau utilisé ici. Les analyses
ci-dessus permettent de conclure que les structures mésoscopiques présentent une
relation linéaire entre l'angle de frottement interne mobilisé et ’angle de dilatance,
mdépendamment de leur texture, et qu’elles prennent approximativement la valeur
de l’angle de frottement interne caractéristique macroscopique comme une limite
entre leurs comportements contractant et dilatant.
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FIGURE 7.5 — Relation entre 'angle de frottement interne mobilisé ¢ et 'angle
de dilatance ¥ pour les deux classes W et S de sous-domaines.

186



7.2 Relations entre la contrainte et la déformation & I’échelle mésoscopique

Conclusions

L’analyse menée dans ce chapitre a permis de montrer que déformation et contrainte,
a I’échelle mésoscopique, sont significativement reliées par des lois de comportement
locales faisant intervenir la texture des structures mésoscopiques.

Les différentes structures mésoscopiques atteignent I’état caractéristique pour des
niveaux de déformation macroscopique différents mais pour des angles de frottement
interne mobilisé caractéristique sont proches de celui a 1’échelle macroscopique. De
plus, retrouve la relation linéaire de Rowe entre I'angle de dilatance et 'angle de
frottement interne mobilisé & 1’échelle mésoscopique, indépendamment de la texture
mésoscopique. Pour confirmer ces résultats, il est nécessaire de vérifier leur validité
pour des échantillons de différentes densités ainsi que pour différents niveaux de
sollicitations, ce qui constitue un travail actuellement en cours.
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Troisiéme partie

Echelle mésoscopique en 3D
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Chapitre 8

Partition des milieux granulaires 3D

8.1 Introduction

Les analyses précédentes permettent de montrer qu’il existe une échelle intermé-
diaire entre les échelles macroscopique et microscopique pour les milieux granulaires
bidimensionnel, a laquelle la déformation et les contraintes présentent des hétérogé-
néités structurées. De plus, il existe également une relation entre ces deux variables
a cette échelle. La définition d’une échelle mésoscopique dans le cas d’un milieu
granulaire 2D est évidente ce qui n’est pas le cas pour un milieu tridimensionnel.

Ce chapitre est centré sur I'analyse d’un milieu tridimensionnel. Nous présentons
en particulier une voie permettant de définir les structures mésoscopiques dans ce
type de milieu, ce qui constitue un probléme largement ouvert.

8.2 Description du milieu granulaire 3D étudié

L’assemblage utilisé dans cette analyse est composé de 6 000 particules sphériques
générées de facon aléatoire dans une boite parallélépipédique de hauteur égale a
2.25 m et de surface de base égale a 1.5 x 1.5 m. Les diamétres des particules sont
distribués uniformément de 2.14 mm a 4.28 mm. [’assemblage est dans un état assez
dense avec un indice des vides égal & 0.72 et un nombre de coordination égal a 3.6.
Bien que I'assemblage soit compacté, il existe environ 7% de particules isolées. Ces
particules isolées sont temporairement éliminées lorsque I'on construit un graphe de
particules pour cet assemblage. La figure 8.1 représente ’assemblage utilisé.

8.3 Représentation géométrique de ’assemblage gra-
nulaire 3D

8.3.1 Représentation par un systéme de Delaunay

Comme mentionné dans la section 4.1.1.3, un assemblage granulaire tridimen-
sionnel peut étre représenté par un systéme de Delaunay. Ce systéme est composé de
cellules de Delaunay qui sont des tétraedres dont les quatre sommets sont occupés
par quatre centres de particules. Chaque cellule de Delaunay a alors 4 sommets, 6
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FIGURE 8.1 — Assemblage de sphéres utilisé.

cotés et 4 faces (figure 8.2). On note également que deux cellules de Delaunay ont
une face triangulaire commune.

FIGURE 8.2 — Cellule de Delaunay.

Les structures mésoscopiques définies pour les milieux granulaires 2D sont des
structures fermées de particules en contact, elles présentent donc une certaine capa-
cité de résistance mécanique aux chargements imposés. Le probléme de base dans
toute tentative d’extrapolation du cas 2D au cas 3D est que les tétraédres définis par
la tesselation de Delaunay en 3D ne constituent pas des structures fermées de par-
ticules en contact. Il s’agit donc d’essayer de définir, par association de tétraédres,
des structures locales représentatives d’'un comportement mécanique local.

La technique d’association que nous proposons est basée sur la remarque sui-
vante : deux tétraedres adjacents sont associés I'un avec l'autre si ils sont considérés
corrélés et un sous-domaine est défini comme un ensemble de tétraédres voisins as-
sociés. Il est donc important, dans cette association, de définir ce qui est entendu
par corrélation de deux tétraedres adjacents. En 2D, deux triangles adjacents sont
considérés corrélés si deux particules sur leur c6té commun ne sont pas en contact.
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Cependant, la définition d’une corrélation de deux cellules de Delaunay n’est pas
aisée en 3D et fait 'objet de la section suivante.

8.3.2 Critéres d’association des tétraédres
8.3.2.1 Critére basé sur les contacts entre particules

En s’inspirant de la partition des milieux granulaires bidimensionnels, on consi-
dére que deux tétraedres adjacents sont corrélés s’il y a, au moins, deux particules
sur leur face commune qui ne sont pas en contact. L’association des tétraédres se fait
tant qu’il existe des tétraedres corrélés dans le systéme de Delaunay. Pour ’assem-
blage étudié dans cette analyse, I'association des 29 807 tétraédres dans le systéme
de Delaunay donne 4 206 sous-domaines, parmi lesquels un sous-domaine occupe 74
% du volume total de I’assemblage. La partition du milieu, selon cette définition de
la corrélation de tétraedres, ne donne donc pas un résultat satisfaisant en terme de
distribution du volume des sous-domaines dans le graphe obtenu. Il apparait alors
que la partition d’un milieu granulaire tridimensionnel, basée sur les contacts entre
particules, est tres difficile. Pour contourner cette difficulté, il faut définir d’autres
critéres d’association. Dans la suite, on présente des critéres d’association qui se
basent sur la distribution des vides dans les milieux granulaires.

8.3.2.2 Critéres basés sur les vides dans les milieux granulaires

a) Critéres basés sur la plus grande sphére contenue dans chaque tétra-
édre (Critére I)

Pour étudier la distribution des pores dans les milieux poreux, Al-Raoush et al.
(2003) ont suggéré d’associer les tétraédres voisins pour obtenir des pores qui sont
plus réalistes que les pores localisés dans les tétraédres individuels. Cette associa-
tion se fait par un critére d’association défini a partir du concept de la plus grande
sphere entierement contenue dans [’espace des vides a lintérieur d’un tétraédre. 11
s’agit donc d’une sphére qui peut étre inscrite entre les quatre particules localisées
aux sommets du tétraédre. L’identification de cette sphére se fait par un processus
d’optimisation numérique, détaillé dans Al-Raoush et al. (2003). La sphére attachée
a un tétraédre n’est pas nécessairement entiérement inscrite a l'intérieur du tétra-
édre (figure 8.3) et deux spheéres attachées a deux tétraédres adjacents peuvent se
chevaucher (figure 8.4). Ce chevauchement est utilisé comme critére d’association de
deux tétraédres adjacents.

Reboul et al. (2008a) et Reboul (2008b) ont utilisé cette technique d’association
des tétraedres afin d’étudier le probléme de transport de particules dans les milieux
granulaires. Les auteurs ont élargi le niveau d’association en considérant que, pour
un tétraedre donné, il peut étre associé, non seulement, avec les quatre tétraédres
adjacents (niveau 1), mais aussi avec les trois autres tétraédres contigus a chacun des
quatre tétraédres adjacents (niveau 2). De plus, les auteurs ont également proposé
un niveau d’association intermédiaire (niveau 1 bis). Pour ce niveau, un tétraédre
peut étre associé avec les tétraédres adjacents si les deux conditions suivantes sont
satisfaites : il y a un chevauchement entre les sphéres inscrites qui leur sont attachées
et le diamétre de la sphére inscrite du tétraédre adjacent est inférieur a celui de la
sphére inscrite du tétraédre considéré.
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Plus grande sphére pouvant étre
inscrite entre les particules sur les
sommets des cellules de Delaunay

—— Sphére inscrite entiérement conte-
nue dans 'espace des vides

FI1GURE 8.3 — Représentation 2D du probléme de la sphére inscrite dans un tri-
angle de Delaunay défini a partir des particules 1, 2, et 3.

FIGURE 8.4 — Deux cellules de Delaunay peuvent étre associées si les deux
sphéres attachées se chevauchent.

La figure 8.5 présente différentes distributions du volume des vides a I'intérieur
d’un assemblage de sphéres avec une granulométrie serrée, obtenues avec 4 niveaux
d’association. On trouve que ’association des tétraedres voisins basée sur cette tech-
nique donne des distributions du volume des vides beaucoup plus étalées que celle
correspondant a la non association. Cette technique apparait donc appropriée a
I’analyse de la distribution des vides dans les matériaux granulaires. Cependant,
I'identification de la plus grande sphére contenue dans un tétraédre étant basée sur
un processus d’optimisation, cette méthode semble lourde a utiliser. De plus, la par-
tition en sous-domaines nécessite le choix d’un point de départ et ne conduit donc
pas a une solution unique. En paralléle de cette technique d’association, nous pro-
posons donc d’autres critéres d’association qui semblent plus simples & mettre en
ouvre.
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FIGURE 8.5 — Densité de probabilité du volume des vides pour 4 niveaux d’as-
sociation.

Face commune

Environ autour de la face commune

F1GURE 8.6 — Représentation 2D de deux cellules de Delaunay adjacentes (A) et
(B) autour d’une face triangulaire commune.
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t——  Vide sur la face

Intersection entre la particule sur le
sommet du tétraédre et le plan de la
face

FIGURE 8.7 — Représentation d’une face triangulaire dans le réseau de Delaunay
et de 'espace de vide sur la face.

b) Critére basé sur la porosité des faces (critére IT)

Comme précisé précédemment, deux cellules adjacentes de Delaunay ont une
face commune (figure 8.6). La corrélation de deux cellules adjacentes peut donc étre
définie via la face commune. En 2D, deux triangles adjacents sont associés I'un avec
lautre si leur coté commun est ouvert. En 3D, on peut définir également que deux
tétraédres adjacents sont corrélés si leur face commune est définie comme ouverte.
En effet, il existe un espace des vides sur chaque face dans le systéme de Denaunay.
Cet espace des vides, appelé constriction, est illustré sur la figure 8.7. La porosité de
chaque face d peut étre définie comme le rapport entre la taille de la constriction et
la taille de la face. On peut définir qu’une face est ouverte si sa porosité o dépasse
une valeur limite J,. Le choix de la valeur limite J, est fait de fagon arbitraire, en
se basant sur la distribution de la porosité de toutes les faces dans le systéme de
Delaunay, comme illustré sur la figure 8.8. La valeur limite §, obtenue dépend de
la valeur p choisie (p signifie la proportion des faces ayant 6 < d,). L’association de
tétraédres a lieu tant qu’il y a des tétraedres adjacents corrélés.

La figure 8.8 présente quatre distributions du volume des sous-domaines dans
les graphes obtenus avec ce critére d’association et différentes valeurs de p (p =
0.6,0.7,0.8,0.9), comparées avec la distribution obtenue sans association. On trouve
que l'association des tétraédres avec ce critére n’est pas efficace dans le sens ot
la distribution du volume des sous-domaines ne change pas significativement, en
fonction de p, par rapport a la distribution dans le cas sans association. De plus, cette
association engendre des sous-domaines qui ont un volume extrémement important
par rapport au volume moyen des sous-domaines. Ce critére d’association n’est donc
pas approprié pour réaliser une partition des milieux granulaires tridimensionnels.
Ce critére est modifié dans la section suivante.
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FIGURE 8.8 — Détermination du seuil d’association d, grace a la distribution des
porosités des faces d dans le systéme de Delaunay.
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FIGURE 8.9 — Densité de probabilité du volume des sous-domaines dans les

graphes construits avec le critére II et pour différentes valeurs
de p.
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FIGURE 8.10 — Détermination du seuil d’association «a, grace a la distribution
du rapport « entre la porosité des faces § et la porosité moyenne
p des tétraedres adjacents.

c) Critére basé sur le rapport entre la porosité des faces et la porosité
autour des faces (critére III)

La définition d’une face ouverte ou fermée doit se référer a I’environnement au-
tour de cette face. Par exemple, une face est ouverte dans un environnement dense
(porosité faible) mais elle peut étre fermée dans un environnement lache (porosité
forte). L’environnement d’une face dans le systéme de Delaunay peut étre défini
comme l’espace occupé par deux tétraédres adjacents (figure 8.6). Le niveau d’ou-
verture d’une face est proportionnel au rapport a entre la porosité de la face ¢ et la
porosité de son environnement p.

- (8.1)

ot (Va, pa), (Va, pg) sont les couples porosité/volume des tétraédres adjacents. Une
face est définie comme ouverte si le rapport o dépasse une valeur limite «,. Le choix
de cette valeur limite est fait de facon arbitraire, en se basant sur la distribution de «
de toutes les faces dans le systéme de Delaunay, comme illustré sur la figure 8.10. La
valeur limite «, définie dépend de la valeur p choisie (p représente la proportion des
faces ayant a < a,). L’association des tétraédres a lieu tant qu'’il y a des tétraédres
adjacents corrélés.

La figure 8.11 présente les distributions du volume des sous-domaines dans les
graphes construits avec ce critére d’association (critére III) et pour différentes valeurs
de p (p = 0.6,0.7,0.8,0.9), comparées avec la distribution du cas sans association.
On trouve que 'association des tétraédres avec ce critére donne des distributions
significativement différentes de celle du cas sans association. La distribution du
volume des sous-domaines s’atténue remarquablement lorsque 1’on associe les tétra-
édres corrélés et lorsque la valeur p diminue. Cela montre qu'une part significative
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FI1GURE 8.11 — Densité de probabilité du volume des sous-domaines dans les
graphes construits avec le critére III et pour différentes valeurs
de p.

de tétraedres devient corrélée d’apres ce critére et le nombre de tétraédres corrélés
augmente quand p diminue. De plus, les distributions correspondant & des valeurs
de p = 0.6 et 0.7 sont assez similaires, ce qui signifie que la distribution du volume
des sous-domaines obtenus par association évolue peu lorsque la valeur de p choisie
est inférieure & 0.7. En particulier, la valeur modale de ces distributions reste tres
proche de celle observée dans du cas sans association, ce qui résulte du fait que
les sous-domaines tétraédriques sont prédominants dans les graphes obtenus comme
montré sur les figures 8.12 et 8.13. Ce résultat est similaire a celui obtenu avec la
technique d’association dans Reboul et al. (2008a) et Reboul (2008b).

Parmi un nombre Np de tétraédres dans le réseau de Delaunay, il existe un
nombre N} de tétraédres non associés qui ne se trouvent pas corrélés avec d’autres
tétracdres et un nombre NZ de tétracdres associés. Les tétracdres associés forment
un nombre de N, de sous-domaines non-tétraédriques. La figure 8.14 présente les
rapports Ni/Nr et N#/Nj, pour les graphes construits avec le critére ITI et pour
différentes valeurs de p. Le nombre de tétraédres non-associés diminue lorsque p
diminue : il existe 67% de tétra¢dres non associés dans le graphe correspondant a
p = 0.9 (10% des faces ouvertes dans le graphe), tandis que seuls 9% des tétraédres
se trouvent non associés lorsque p = 0.6 (40% des faces ouvertes dans le graphe).
Le rapport NZ /N, représente le nombre de tétraédres associés par sous-domaine
non-tétraédrique. Le rapport N2/N, augmente lorsque p diminue. En moyenne,
il y a environ 14 tétraedres par sous-domaine non-tétraédrique lorsque p = 0.5,
tandis que ce nombre est égal a 2 environ lors de p = 0.9. Ce résultat montre
que laugmentation du nombre de tétraedres associés lors d’une diminution de p
ne conduit pas a une augmentation du nombre de sous-domaines non-tétraédriques,
mais contribue a agrandir la taille des sous-domaines non-tétraédriques.

On g’intéresse ici a la relation entre la porosité des sous-domaines et le nombre
de tétraédres par sous-domaine. Pour cela, on détermine la porosité moyenne des
sous-domaines formés d’un nombre donné de tétraédres. La figure 8.15 illustre cette
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FIGURE 8.12 — Pourcentage en nombre de sous-domaines en fonction du nombre
de tétraedres par sous-domaine. Association des tétraédres avec
le critére III et pour différentes valeurs de p.
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FIGURE 8.14 — (a) Nombre de tétraédres non associés N1 sur nombre total de
tétraédres Np dans le systéme de Delaunay, et (b) nombre de
tétraédres associés N% sur nombre de sous-domaines non tétra-
édriques Ny,. Association des tétraédres avec le critére III et pour
différentes valeurs de p.

relation pour les graphes construits avec le critére III et pour différentes valeurs
de p. On remarque que le nombre de tétraédres par sous-domaine est corrélé avec
la porosité des sous-domaines : les sous-domaines tétraédriques occupent des zones
denses dans le milieu tandis que les sous-domaines formés d’un nombre plus impor-
tant de tétraedres occupent des zones plus laches. Cette relation est bien marquée
pour p = 0.9 et s’atténue lorsque p diminue. On peut voir également que la porosité
des sous-domaines formés d’'un méme nombre de tétraédres a tendance a diminuer
lorsque p diminue : par exemple, les sous-domaines formés de 4 tétraédres ont une
porosité égale a 0.46 pour p = 0.9, tandis qu’ils ont une porosité égale a 0.34 pour
p = 0.6.

Les résultats ci-dessus montrent que la méthode de partition d’un milieu granu-
laire 3D avec la prise en compte de la porosité de chaque face du réseau de Delaunay,
relative & la porosité dans ’environnement de chaque face, et avec un choix raison-
nable du parameétre p peut donner des résultats satisfaisants en terme de distribution
du volume des sous-domaines. De plus, cette méthode permet de localiser les zones
laches et denses au sein du milieu, ce qui se traduit par une corrélation entre la
porosité des sous-domaines et le nombre de tétraédres par sous-domaines. Il est
important, dans cette méthode de partition, de définir la valeur du paramétre p
utilisé. Une faible valeur de p conduit a la génération de sous-domaines de volume
trés important dans la partition, alors qu'une valeur importante de p conduit & une
partition peu différente du cas sans association des tétraedres. Parmi les valeurs de
p choisies dans cette analyse, il semble qu’'une valeur de p = 0.7 donne une bonne
partition du milieu granulaire 3D.
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Porosité moyenne

FIGURE 8.15 — Porosité moyenne des sous-domaines en fonction du nombre de
tétraeédres associés pour les graphes construits avec le critére I11
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Conclusions

L’analyse effectuée dans ce chapitre met en lumiére la difficulté de définition
d’une I’échelle mésoscopique dans le cas des milieux granulaires 3D. En effet, la
représentation géométrique utilisée pour définir 1’échelle mésoscopique dans le cas
des milieux granulaires 2D n’existant pas en 3D, la premiére étape de définition des
sous-domaines s’en trouve complexifiée. En vue de définir ces sous-domaines 3D,
nous avons donc proposé une méthode d’association des tétraeédres du systéme de
Delaunay 3D, basée sur le rapport entre la porosité de chaque face de tétraédre
et la porosité dans l'environnement autour de chaque face; cette méthode donne
des résultats satisfaisants en terme de distribution volumique des sous-domaines.
Cependant, il clair que le verrou essentiel, pour étendre les résultats obtenus en 2D
au cas 3D, se situe dans une définition correcte des sous-domaines ; la piste que nous
avons proposée en ce sens devrait permettre de développer les différentes analyses
définies pour les milieux 2D au cas des milieux 3D.
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L’ensemble de ce travail a pour I'objectif d’améliorer les techniques de change-
ment d’échelles pour la modélisation du comportement des matériaux granulaires.
Nous introduisons une échelle mésoscopique, entre les échelles microscopique et ma-
croscopique, afin de pallier aux difficultés rencontrées dans 1'utilisation des tech-
niques de changement d’échelles micro-macro. La structure, les variables statique
et cinématique ainsi que le comportement des matériaux granulaires a cette échelle
ont été analysés, sur la base d’un échantillon granulaire numérique simulé avec la
méthode des éléments discrets.

Dans un premier temps, nous nous sommes concentrés sur la définition d’une
telle échelle mésoscopique pour les matériaux granulaires 2D. Cette échelle se si-
tue au niveau des sous-structures fermées dont les frontiéres sont constituées de
branches de contact entre particules. La structure a 1’échelle mésoscopique est dé-
crite par deux variables : I'une décrivant la densité et I’autre décrivant la texture de
I’arrangement des particules. La description de la structure a I’échelle mésoscopique
permet de décrire de facon plus précise la structure interne des matériaux granu-
laires. En particulier, on montre une forte hétérogénéité de la structure du milieu
a 1’échelle mésoscopique. De plus, il existe un lien étroit entre les descriptions du
milieu aux échelles mésoscopique et microscopique : la valence des structures méso-
scopiques évolue avec le nombre de coordination et la distribution de I'orientation
des structures mésoscopiques évolue avec la distribution de I'orientation des contacts
du milieu.

Dans un deuxiéme temps, nous avons mené une étude de la déformation a 1’échelle
mésoscopique proposée. La considération de 1’échelle mésoscopique permet de défi-
nir la déformation macroscopique a partir de la déformation mésoscopique par une
moyenne volumique. En particulier, 'on peut décomposer la déformation a 1’échelle
mésoscopique, ainsi qu’a I’échelle macroscopique, en plusieurs composantes relatives
a différentes cinématiques dans le milieu (déplacements relatifs normal et tangentiel,
glissement, roulement). Cette décomposition montre que le roulement aux contacts
joue un role important, et ne peut donc pas étre négligé, dans la déformation des ma-
tériaux granulaires composés de particules circulaires. D’autre part, la déformation
a I’échelle mésoscopique présente une forte hétérogénéité, présentant la particularité
d’étre fortement structurée. Les structures mésoscopiques jouent des roles différents
dans la déformation, en particulier en fonction de leur orientation : la dilatance ré-
sulte essentiellement de la déformation des structures mésoscopiques allongées dans
la direction majeure macroscopique alors que la contractance résulte essentiellement
de la déformation des structures mésoscopiques allongées dans la direction mineure
macroscopique.

Par la suite, nous avons proposé une définition de la contrainte & cette échelle
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mésoscopique. La contrainte proposée est définie sur une base physique claire mais
conduit a une estimation de la contrainte macroscopique légérement surestimée.
Cependant, la variable macroscopique ¥;/%,, est bien représentée par la variable
correspondante estimée a 1’échelle mésoscopique. L’hétérogénéité de la contrainte
observée a I’échelle mésoscopique est beaucoup moins forte que 1’hétérogénéité de
la déformation. Par contre, la contrainte présente également une nature structurée
a cette échelle. On peut noter le role prépondérant des structures mésoscopiques
allongées selon la direction majeure macroscopique dans la résistance de ’arrange-
ment granulaire. Il a de plus été montré qu’il est possible de relier le frottement
interne mobilisé dans une structure mésoscopique au frottement local mobilisé aux
contacts. Sous condition de prise en compte de l'orientation des structures méso-
scopiques, nous avons également montré qu’il était possible de définir localement le
comportement des structures mésoscopique. Ainsi, 'angle de frottement interne de
ces structures mésoscopiques peut étre facilement décrit en fonction de cette orien-
tation. Il a également été montré que ces structures mésoscopiques présentaient un
angle de frottement caractéristique unique, égal a la valeur macroscopique quelle
que soient leur orientation. Enfin, nous avons montré que ’angle de frottement in-
terne mobilisé et 'angle de dilatance a I’échelle mésoscopique sont significativement
corrélés par la relation linéaire contrainte-dilatance de Rowe, indépendamment de
la texture mésoscopique.

En vue d’une extension de ce travail au cas 3D, le dernier chapitre propose une
définition d’une échelle mésoscopique pour les milieux granulaires 3D. Cette étude
montre que I’échelle mésoscopique, telle que définie pour les milieux granulaires 2D,
n’existe pas pour les milieux 3D : I’association des tétraédres voisins pour former
des structures mésoscopiques doit alors pendre en compte la distribution des vides
au sein du milieu. La méthode d’association proposée, basée sur le rapport entre la
porosité des faces et la porosité dans ’environnement des faces, donne une distribu-
tion du volume des sous-domaines satisfaisante. Il s’agit de la premiére étape d’'une
étude 3D, qui pourrait reprendre I'essentiel des développements réalisés en 2D.
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L’essentiel des résultats présentés dans ce mémoire découlant de I'analyse d’un
seul échantillon de matériau 2D, il est évidemment nécessaire de confirmer ces résul-
tats sur d’autres types d’échantillon : cela est en cours et devrait étre finalisé dans
les semaines qui viennent.

D’autre part, les résultats obtenus montrent qu’il est possible d’écrire, au ni-
veau local, une loi de comportement paramétrée par la texture du milieu; il parait
donc possible de boucler un modéle par changement d’échelle en considérant une
procédure de localisation simple, par exemple sur les déformations a 1’échelle locale.

Enfin, il est évident que le travail réalisé en 2D devra étre étendu au cas a
des milieux 3D ; la difficulté essentielle consistant en la définition d’une structure
mésoscopique a semble-t-il été surmontée, mais il faudrait s’en assurer en conduisant
une étude compléte 3D.
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Annexe A

Opérations mathématiques

Produit scalaire entre deux vecteurs a, b et deux tenseurs A, B :

a - b = Clibi,
A-B= A”BZ]

Norme d’un vecteur a et d’un tenseur A :

Symbole de Kronecker :

En 2D, €ij = €443.

Cijk =

la| = a;a;;

|A] = A Ay

1, sii=j

5”:{0, sii# J.

Symbole de permutation e;jj :

0,
+1,
_1’

si deux indices égaux
si permutation paire
si permutation impaire.
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Annexe B

Variables de déformation et de
contrainte

B.1 Variables de déformation € en 2D

e Déformation volumique ¢, :
£y = €1 F €9, (B.1)
ou €1 et €9 sont respectivement les valeurs principales majeure et mineure du
tenseur de déformation e.

e Déformation déviatoire € :

1
eij = €ij — §5kk’5ij- (BQ)

e Deuxiéme invariant 4 de la déformation déviatoire :

Ed = \/ 261']‘61']‘ = &1 — &9. (B3)

e Angle de dilatance ¢ :
siny) = v, (B.4)
€d

B.2 Variables de contrainte o en 2D

e Contrainte moyenne o,, :
. 01+ 09

Um - 2 )
ol 0y et o9 sont respectivement les valeurs principales majeure et mineure du
tenseur o.
e Contrainte déviatoire s :

(B.5)

1
Sij = 045 — §0kk§ij. (B6)

e 2°M¢ jnvariant o, de la contrainte déviatoire :

04 — \/251']'82‘3' — 01 — 02. (B?)
e Angle de frottement interne mobilisé ¢ :

01— 02

sing = :
o1+ 02
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Annexe C

Analyse de I’hétérogénéité d’un
champ de variable locale

C.1 Mesures statistiques

C.1.1 Pour un champ de variable locale a" non pondérée

e Valeur moyenne :
N

(a) = NZah, (C.1)

h=1

ou N est le nombre total d’individus dans le champ de variable locale.
e Ecart-type :

L
JNhZah (C.2)

C.1.2 Pour un champ de variable locale a" pondérée par un
poids p”

e Valeur moyenne :
N
)b = Zahph, (C.3)
h=1

ou py, est le poids du l'individu A (& condition que Z,lezlph =1).
e Ecart-type :

J Z ay, — (C4)

C.2 Degré d’hétérogénéité

Pour étudier ’hétérogénéité d’un champ de variable locale scalaire a” pondérée
par un poids p", par rapport a la variable globale correspondante A, I'on définit un
degré d’hétérogénéité, noté a, pour ce champ de variable locale, comme suit :

225



C.2 Degré d’hétérogénéité

a=,|) pa"— Ay, (C.5)
h=1

ou :

e N est le nombre total de individus dans le champ ;

e p" est le poids associé a chaque individu h (Zthl pr=1).

Plus la valeur du degré d’hétérogénéité a est importante, plus le champ de va-
riable locale a” est hétérogéne et différent de la variable globale correspondante.

Application pour les champs de déformation et de contrainte
mésoscopiques

Pour les champs de déformation d&” et de contrainte o” & 1'échelle mésoscopique,
le poids considéré est le volume des sous-domaines p" = V" / V. Les tableaux C.1 et
C.2 présentent les degrés d’hétérogénéité définis pour analyser I’hétérogénéité des
champs de déformation et de contrainte a 1’échelle mésoscopique par rapport a la
déformation macroscopique 0 E et & la contrainte macroscopique .

Degrés d’hétérogénéité | Variable locale | Variable globale
Sen dely By
02 deh, 5By
8e15 seh, §E1s
5e, seh 5B,
5eq seh 5By

TABLE C.1 — Degrés d’hétérogénéité définis pour analyser I’hétérogénéité de la
déformation & 1’échelle mésoscopique.

Degrés d’hétérogénéité | Variable locale | Variable globale
o1 o ?1 211
022 o 32 292
012 o ?2 PP
Om ol Ym
gd g (}iL Ed
P " )

TABLE C.2 — Degrés d’hétérogénéité définis pour analyser ’hétérogénéité de la
contrainte & 1’échelle mésoscopique.

226



C.3 Mesures d’hétérogénéité

C.3 Mesures d’hétérogénéité

C.3.1 Participation, non-conformité et alignement

Pour analyser I’hétérogénéité d'un champ de variable locale a”, pondérée par un
poids p", par rapport a la variable globale correspondante A (les variables peuvent
étre tensorielles ou vectorielles), Kuhn (2003) a proposé la méthode suivante :

e les mesures

— participation, notée a”|| A ;

— non-conformité, notée a® 1L A;

— alignement, notée a” o A ;

de chaque individu a” par rapport a la variable globale A sont définies comme

suit :
1
hi| A — h
1
a" 1 A= WW — (a")|A)A|, (C.7)
1
a"o A= (a". A), (C.8)
|a"[| A

ou X -Y et | X]| signifient, respectivement, le produit scalaire entre X et Y
et la norme de X (voir 'annexe A).

e les distributions des mesures a”||A, a® 1 A et a" o A pour I'ensemble de
variables locales sont ensuite analysées par la méthode statistique. Il s’agit
alors de calculer les valeurs moyennes (a”||A),, (a" L A), et (a" o A), ainsi
que les écart-types S,[a"||A], S[a" L A] et S,[a" o A], respectivement pour
les distributions des mesures a”||A, a" L A et a" o A pondérées par p” ( voir
I'annexe C.1).

Pour des variables vectorielles, les variables locale a” et globale A sont repré-

sentées par deux vecteurs OJ et OI (figure C.1). Sur cette représentation, OH et

_> . . . . . _> H
HJ sont respectivement les projections paralléle et perpendiculaire de OJ sur O[.
On peut montrer facilement que :

0OJOI.cose OI.OH B OH

hij A — _
“lA=—"5r—="0or ~or (©9)
. H—s
, OJ — OO_IO[ HB
a" 1L A= i =57 (C.10)
a"oA=cosa. (C.11)

Les tenseurs du 2¢ ordre, symétriques en 2D, admettent une représentation par
des vecteurs en 3D :

h alﬁ a}fz Sh h h h
a = h h =a :[ 115 @992, \/5@12], (012)
A1y Qo
| An A | ¢
A= = A =[Ay, Ay, V2A)]. (C.13)
Ay Ago
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1

FIGURE C.1 — Représentation des variables vectorielles a et A dans un systéme
de coordonnés.

Cette représentation permet de définir :
e le produit scalaire de deux tenseurs par celui des deux vecteurs correspondants
et la norme d’un tenseur comme celle du vecteur correspondant :

U,h.A = a}flAll + CLQLQAQQ + 2&117'21412 = C_L'h./_f, (014)
"] = \/ ()2 + (ay)? + 2(aly)? = |, (C.15)
A = /A% + A%+ 243, = | A) (C.16)

e les mesures a”||A, a" L A et a” o A pour des variables tensorielles deviennent
respectivement d’h||/f, @ L A et @ o A pour les variables vectorielles corres-
pondantes.

A partir des relations (C.9), (C.10) et (C.11), on peut donner la signification
physique des trois mesures de la participation a”||A, de la non-conformité a® L A
et de l'alignement a” o A comme suit :

e la participation a”||A et la non-conformité a® 1 A sont respectivement les
rapports entre la norme des projections paralléle et perpendiculaire de la va-
riable locale a” sur la variable globale A et la norme de la variable globale
A;

e l'alignement a” o A est le cosinus de I’angle séparant les deux variables a” et
A.

Il est facile de montrer les résultats présentés dans le tableau C.3 pour deux
champs de variable locale a” pris comme deux cas de référence : un champ uniforme
et aligné & A et un champ aléatoire.

Pour un champ de variable locale a”, pondérée par un poids p”, vérifiant les
conditions suivantes :

N N
A=(a")=> a"p" d =1 (C.17)
h=1 h=1
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On a la relation suivante :

N N oah A
h _ h ho_ A
(@A) = (a4 = 30
h=1 h=1
1 A A
= A. hpht = =1. 1
A = T (C18)
Mesures Champ de de”
Uniform et aligné | Aléatoire
(a"]|A) 1 0
Sla"||A] 0 1/2
(a" 1L A) 0 2/
(a" o A) 1 0

TABLE C.3 — Valeurs moyennes et écart-types des distributions des mesures
a"||A, a” L A et a" o A pour un champ de variable locale a”
uniforme et aligné & A et pour un champ de variable locale a”
aléatoire.

C.3.2 Contribution cumulée et poids cumulé

Grace a la mesure de la participation a”||A, on peut définir la contribution de
chaque individu h dans un champ de variable locale a”, pondérée par le poids p*, a
la variable globale correspondante A par (a”||A)p".

On classe ensuite les individus dans le champ local en fonction de la valeur de
la participation a”||A dans I'ordre décroissant. On peut donc définir la contribution
cumulée I'4 et le poids cumulé @, des individus classés, a la variable globale A,
comme suit :

La(k)= Y (a"|A)p", (C.19)
al||A>k

Op(r) = > P (C.20)
al||A>k

oll x est une valeur de a”||A variant de facon décroissante de la valeur maximale &
la valeur minimale de a”||A. Lorsque  prend la valeur minimale de a”|| A, tous les
sous-domaines se présentent dans les sommations en C.19 et C.20, alors la contri-
bution totale I'sg est égale & 1 (voir I'équation C.18) et le poids total @, est égal a
1.

Application pour les champs de déformation et de contrainte
mésoscopiques
Pour les variables locales : déformation ée” et contrainte o” a 1’échelle mésosco-

pique, le poids considéré est le volume des sous-domaines p = V"/ V et les variables
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globales correspondantes sont, respectivement, la déformation macroscopique 0 F et
la contrainte macroscopique 3. Le tableau C.4 résume les mesures utilisées pour
analyser 'hétérogénéité des champs de déformation et de contrainte a 1’échelle mé-
soscopique.

Mesures Champ de Champ de
déformation de™ | contrainte o
Participation (C.6) Seh|0E o=
Non-conformité (C.7) be" 1L 0F ol 1L X
Alignement (C.8) beh o 0FE o'oX
Ecart-type pour la participation (C.4) S, [0e" |0 E] S, [o"]]x]
Moyenne pour la non-conformité (C.3) (6|0 E), (o" LX),
Moyenne pour 'alignement (C.3) (6" 0 SE), ("o X)),
Contribution cumulée (C.19) sk I's
Fraction volumique cumulée (C.20) o, o,

TABLE C.4 — Mesures pour analyser I’hétérogénéité des champs de déformation
et de contrainte & I’échelle mésoscopique.
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RESUME

La technique de changement d’échelles a été largement développée dans la littérature pour décrire le com-
portement global des milieux granulaires en prenant en compte leurs propriétés locales. Cette technique considére
classiquement deux échelles : I’échelle macroscopique du volume élémentaire représentatif et 1’échelle microscopique
du contact entre particules. Le défi majeur de ce changement d’échelles "micro-macro" réside dans la définition de
la déformation macroscopique : en effet, si la contrainte macroscopique peut étre clairement définie a partir des
forces de contact, il a été montré qu’il n’était pas approprié de déduire la déformation macroscopique & partir de
la cinématique aux contacts.

Dans ce cadre, ce travail propose d’introduire une troisiéme échelle dite mésoscopique. Cette échelle, a laquelle
peuvent étre définies a la fois contrainte et déformation, est intermédiaire entre les échelles microscopique et
macroscopique et permet de palier au défi majeur mentionné ci-dessus. Elle est définie au niveau d’arrangements
locaux de particules, appelés sous-domaines, et sa pertinence est étudiée sur la base d’échantillons numériques
composés de particules circulaires puis sphériques, simulés par la méthode des éléments discrets.

Les milieux bidimensionnels sont géométriquement représentés par un graphe de particules composé de sous-
domaines fermés, encore appelés cellules de vide, dont la frontiére est constituée de branches connectant les centres
de particules en contact : I’échelle mésoscopique est donc définie au niveau de ces cellules de vide fermées. A
cette échelle locale, on décrit tout d’abord la structure du milieu en termes de densité et de texture puis 'on
définit les variables statique et cinématique locales du milieu en termes de contrainte et déformation. De fortes
hétérogénéités des milieux granulaires en termes de structure, déformation et contrainte sont mises en évidence a
I’échelle mésoscopique, avec de plus une structuration des hétérogénéités de contraintes et de déformations et une
forte corrélation entre ces deux quantités.

Concernant les milieux tridimensionnels, une partition en cellules de vide fermées est impossible du fait de
la complexité de la structure 3D de ces milieux. On propose donc une méthode de partition du milieu basée
sur la distribution des vides en son sein. La méthode consiste en premier lieu en une subdivision du milieu en
tétraédres, par une partition de Delaunay, puis en une association de tétraédres voisins selon un critére prédéfini en
vue de la création de sous-domaines, non fermés, mais au role analogue aux sous-domaines fermés de I’étude 2D.
Le critére d’association proposé est basé sur le rapport entre la taille des constrictions (vide sur chaque face des
tétraedres) et la taille des pores au voisinage de chaque constriction. Cette méthode d’association constitue donc
I’étape préliminaire & ’extension au cas tridimensionnel des résultats obtenus dans le cas bidimensionnel.

Mots—clés : Matériau granulaire, méthode des éléments discrets, changement d’échelles, échelle mésoscopique,
graphe de particules, sous-domaines.

ABSTRACT

The technique of change of scales has been extensively developed in the literature to describe the global
behaviour of granular materials taking into account their local properties. This method usually considers two
scales : the macroscopic scale at the level of representative elementary volume and the microscopic scale at the
level of contact between particles. The major difficulty of this "micro-macro" change of scales lies in the definition
of the macroscopic strain : indeed, the macroscopic stress is clearly defined from contact forces while it is not
appropriate to derive the macroscopic strain from the kinematics at contacts.

In this framework, this work proposes to introduce a third scale called mesoscopic scale. This scale, at which
both stress and strain can be defined, is intermediate between macroscopic and microscopic scales and allows to
overcome the major difficulty mentioned above. The mesoscopic scale is defined at the level of local arrangements of
particles, called sub-domains, and its relevance is studied on numerical 2D and 3D materials composed of circular
then spherical particles, simulated with the discrete element method.

Bidimensional media are geometrically represented by a particle graph composed of closed sub-domains, also
called void cells, whose border is constituted by the branches joining the centers of particles in contact : the
mesoscopic scale is thus defined at the level of these closed void cells. At this local scale, we fist describe the
structure of the medium in terms of density and fabric; we define then the static and kinematic variables in
terms of stress and of strain. Strong heterogeneities of granular media in terms of structure, stress and strain are
highlighted at this scale, with a structuration of heterogeneities of stress and strain and a significant correlation
between these two quantities.

Concerning tridimensional media, a partition into closed void cells is impossible, because of the complexity
of the 3D structure of these media. We propose a partition method based on the distribution of voids inside the
medium. This method consists first in subdividing the medium into tetrahedrons by a Delaunay partition and then
in associating neighbouring tetrahedrons, according to a criterion to be defined. This allows us to form sub-domains
which are not closed but which play a role analogous to the role of closed sub-domains in the 2D study. The proposed
association criterion is based on the ratio between the size of constriction (void on each face of tetrahedrons) and
the size of pores around each constriction. This partition method constitutes a preliminary step for an extension
of the results obtained in the bidimensional case to the tridimensional case.

Keywords : Granular materials, discret element method, change of scales, mesoscopic scale, particle graph, sub-
domains.



