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Chapitre 1

Introduction






1.1 Théorémes limites par moyennisation logarithmique

Les théorémes limites par moyennisation logarithmique ont fait I’'objet d’une littéra-
ture étendue durant la décennie passée. Nous apportons dans ce travail notre contribu-
tion a cette littérature aussi bien sur le plan théorique que sur le plan des applications
statistiques.

1.1.1 Problématique

Soit M = (M, t € I) une famille de variables aléatoires (v.a.) vectorielles, indexée
par I = N* dans le cas discret ou I = R, dans le cas continu, adaptée & une bonne
filtration F = (F; € 1) et satisfaisant au principe faible appelé théoréme de la limite
centrale généralisé :

(TLCG) Zy:=V,'M; = Z,

ou « = » dénote la convergence en loi des variables aléatoires ou la convergence
étroite des mesures et V = (V}, t € I) est une normalisation scalaire ou matricielle.
La problématique est de montrer un théoréme analogue au théoréme de Birkhoff pour
Z = (Z, t € I). Plus précisément, il s’agit de résoudre les trois problémes suivants :

1. Montrer l'existence d’une échelle A = (A;, t € I) sur I telle que les mesures
aléatoires pp données par

( T

1
A, ; asdyz,, (casdiscret) ou as= As— As_q,

Hr =

1 /7
— / dz,d As, (cas continu),
AT 1

vérifient le principe fort appelé théoréme de la limite centrale presque-stire :
(TLCPS) pur = pis D-S.,

ol ¢, est la mesure de Dirac en z, et i, est la loi de la v.a Z.

2. Etudier la convergence des moments du second ordre des mesures iy Vers fioo
la Loi forte quadratique

(LFQ) /Rd zx*dur(x) — xx¥dps () p.s.

Rd

3. Rechercher des vitesses de convergence en loi et au sens presque-siir associées
a la LFQ. Il s’agit de dégager un théoréme de la limite centrale logarithmique
(TLCL) et une loi du logarithme itéré logarithmique (LLIL).
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Les exemples suivants illustrent 'intérét des solutions relatives a ces problémes po-
sés et donnent un apercu de leurs applications en statistiques.

Exemple 1
Considérons le processus autorégressif d’ordre 1 défini sur un espace de probabilité
(Q, F,P), muni d’une filtration F = (F,,,n € N), par

Xn = Hanl + €n,

o € = (e,,n € N*) est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de
méme loi de carré intégrable, F-adaptée et indépendante de la variable aléatoire X,
JFo mesurable appelée bruit et ¢ un paramétre réel inconnu. On sait que Pestimateur
des moindres carrés 0, de 6 défini par

0, = ( Zl Xiz_1> B Zl Xi1X;

posséde de bonnes propriétés asymptotiques. En particulier, dans le cas stable (|0] < 1),
0,, est fortement consistant et vérifie la propriété de normalité asymptotique suivante :

V6, — ) = N(0,1 — 6%).

Grace aux théorémes limites par moyennisation logarithmique, on montre les propriétés
suivantes :

1. Un théoréme de la limite centrale presque-siire

N
_ Z 1

n=1
2. Une loi forte quadratique sur les erreurs d’estimation

N
(logN) 'S0, — 0> —1-6%, (N — o0).

n=1

3. Une loi forte quadratique sur les erreurs de prédiction
N
~2 _E : ) 2 2
OnN = N 2 (Xn Qn,an,l) — 07, (N — OO)7

ou o2 =E(2).
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4. Une loi de logarithme itéré

N ~
limsup ([ ————|0y — 0| = V1—06? p.s.
N—soo 2loglog N
Exemple 2

Soit S = (S;, t > 0) un processus & accroissements indépendants et stationnaires
(PAIS) dont la mesure de Lévy des sauts v(dt, dz) = dt F(dx) vérifie :

/ |z|* F(dr) < oo, pour un p > 1,
F' étant une mesure positive sur R*. On note :
2 2 2 . St
m=ES;, o°=ES;—m" et mt:7.

La loi forte quadratique permet de dégager un estimateur fortement consistant de o2.

En effet, on a le résultat suivant :
"
o = (og(1+1) " [
0

dr — o p.s., (t— o).

Si de plus pour un p > 1/2 on a

1+ 3 (A8, - / 2[2F(dx)

r<t R

< ((log(1+1¢)7") p.s.,

alors grace au théoréme de la limite centrale associé a la loi forte quadratique, on
obtient la propriété suivante :

Viog(1+1t)(67 — o) = N (0,40") .

1.1.2 Apercu historique
Marches aléatoires

Les premiers travaux sur le TLCPS pour les marches aléatoires ont été menés par
Brosamler [6] et Schatte [24, 25| suivant deux schémas de démonstration différents.
Plus précisément, ils ont montré, pour une marche aléatoire .S,, = X;+Xo+---+X,, dont
les accroissements (X, n > 1) sont des v.a indépendantes centrées et identiquement
distribuées selon une loi F' sur R, que les mesures empiriques logarithmiques associées
aux v.a (n~'/2S,) données par

N
pun = (log N)_l Zn_l 5{n_1/25n}
n=1

12



vérifient
UN == HPoo, D-S-,

ol [io est la loi gaussienne centrée de variance o2.

Schatte [24] a obtenu ce résultat lorsque F' a un moment d’ordre 3, tandis que Brosamler
a prouvé une version fonctionnelle de ce résultat sous 'hypothése suivante :

E(|Xx|*) < co, pourun b> 1.

Dans ce cadre, on cite aussi les travaux de Lacey et Philipp [17], Touati [26], Berkes et
Dehling [5] et Rodzik et Rychlik [23].

Mouvement brownien

Brosamler a commencé par établir le théoréme de la limite centrale presque-siire
pour le mouvement brownien :

T
d
(TLCPS) (logT)_l/ ;5{37\/%}:>G p.s., ou G=N(0,1).
1 S

Il en a déduit par la méthode de plongement de Skorokhod le résultat relatif & la marche
aléatoire. Pour ce faire, il a considéré Y = (Y;, t > 0) le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
défini a partir du mouvement brownien B par le changement de temps suivant :

Y, = €7t/2Bet.

Les théorémes limites classiques vérifiés par ce processus et transférés au mouvement
brownien B donnent les propriétés suivantes :

1. Une loi forte logarithmique

(LFL) V¥f e LL(G), (logT)_l/le<5S§> %—>/fdG pose, (T —> o0).

2. Un théoréme de la limite centrale logarithmique

(TLCL) Vf e Li(Q), (logT)é/1 f (\B;sg) % — N(0,0%),

ou L3(G) = {f e L*(Q)/ / fdG = O} et o} est une constante qui dépend de f.

[(R)%

Le TLCPS est une conséquence immédiate de la relation LFL.

3. Une loi du logarithme itéré

(LLIL) Vf € L3(G), limsup (210gT10glogT)_§

T—o00

=0y D-S.

13



Martingales et processus de Markov réels

L’exploitation de la méthode de plongement ainsi que des techniques de change-
ment de temps et de contiguité ont permis de transférer les résultats obtenus pour le
mouvement brownien aux :

— martingales fonctionnelles additives d’un processus de Markov : Maéouia [19];

— martingales discrétes réelles : Chadbane [7] et Lifshits [18];

— martingales continues a temps continu réelles : Chaabane [8|;

— processus ponctuels : Chabchoub et Manoubi [14],
répondant ainsi aux trois problémes posés dans chacun des cas considérés.

Martingales vectorielles et modéles statistiques

La généralisation de ces résultats aux martingales vectorielles discrétes est dtie a
Chaabane et al [12] pour le TLCPS et & Chadbane et Madouia [11] pour la LFQ et
ses vitesses de convergence. En exploitant la méthode de la fonction caractéristique
conditionnelle pour établir le TLCPS et en distingant deux types de normalisation :
une normalisation réguliére et une normalisation explosive vérifiant respectivement les

conditions (C) = {C1,Cs,C3} et (C') = {C1,(’9,C's} définies ci-dessous :
Conditions (C) et (C') pour la normalisation (V},)

= (C1) VRV < VoV (au sens des matrices réelles symétriques semi-définies
positives).

— (Cy) pour A, =V, 1 V,, on a

a, =tr(l —A,"A,) — 0 et A, = Zak —r 0 (n— o00).
k=1

-~ (C'9) Ay — A (D —> 0).

— (C3) limsupa,, " (1 — [|A]]?) > 0.
n—oo

— (C's) Asll < 1.

Sous ces conditions, pour une martingale M = (M,,, n € N) vectorielle, localement
de carré intégrable, associée & une normalisation matricielle V' = (V,,, n € N) vérifiant
le TLCG suivant :

Zn =V M, = Z,

14



les mesures aléatoires logarithmiques associées aux v.a. (Z,) données par :

( al det V, \?
1. 2\~1 n PPN 1
py = (log(det Viy)?) g (1 - (M) ) 0z, (cas régulier)

n=1

N
1
pk = v ; 8z, (cas explosif)

\

convergent étroitement vers fio, loi de Z..

En exploitant le TLCPS et en utilisant des techniques de décomposition, Chadbane
et Madouia [11] ont établi la LFQ ainsi que ses vitesses de convergence pour des martin-
gales vectorielles discrétes a croissances réguliere, explosive et mixte. Notons aussi que
d’autres travaux étaient menés concernant le TLCPS et des lois sous-jacentes. Pelletier
[22] a montré qu'une large classe d’algorithmes stochastiques vérifie le TLCPS. Cénac
[21] a également établi un TLCPS pour des algorithmes stochastiques d’approximation
et une LFQ associée au TLCPS ainsi que sa vitesse de convergence. Madouia et Touati
[20] ont établi, pour un processus de branchement multitype, un TLCPS et une LFQ
ainsi que les vitesses de convergences en loi et au sens presque-stir de la LFQ. Dans [13],
Chaabane et Touati ont appliqué le TLCPS et la LFQ dans le cadre des martingales
vectorielles discrétes pour 'identification d’'un modéle de régression linéaire. Bercu et
Fort [3], ont proposé une nouvelle approche du TLCPS pour des martingales en utili-
sant le théoréme de Carleman. Bercu et al [4], ont établi un TLCPS pour des intégrales
stochastiques multiples. Dans [1, 2|, Bercu et al ont montré que sous certaines condi-
tions de régularité du processus croissant et sous certaines conditions de moments, il y
a convergence des moments normalisés de tout ordre pair associés au TLCPS pour des
martingales réelles et vectorielles.

Récemment, Chadbane et Kebaier [10] se sont intéressés aux martingales vectorielles
quasi-continues a gauche en temps continu, associées a une normalisation réguliére : la
normalisation V' vérifie la condition (C) = {Cy,Cs,C3} ci-dessous :

~ (C1) t —> V} est de classe €.

— (Cq) Il existe sp > 0 tel que pour tous t > s > s¢, on a V;V* < V,V* (au sens des

matrices réelles symétriques semi-définies positives).

— (C3) 1l existe une fonction a = (a;) continue sur R, , décroissante vers 0 a I'infini,

telle que

¢
At:/asds—>oo, (t — o0)
0

15



et une matrice U; vérifiant :

AV, _
a; 'V, 1d—tt — Uy = A1, avee ||[As]| = OAP), B>1,

Uy +U;f =51, ou S; est une matrice inversible.

Ils ont donné une réponse aux différents problémes posés, établissant ainsi le TLCPS,
la LFQ et le TLCL dans ce cadre d’étude.

1.2 Présentation de la thése

Cette thése se compose de trois chapitres. Dans le premier chapitre, en utilisant les
théorémes limites par moyennisation logarithmique pour des martingales continues en
temps continu, on construit un estimateur du couple (6, 0?) pour un modeéle autoré-
gressif gaussien stable & temps continu et on montre que cet estimateur est asymptoti-
quement distribué comme un couple de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
quelle que soit la loi de I'état initial X,. Ce chapitre a fait 'objet d’une publication
(voir [9]). Le second chapitre est consacré a établir des résultats autour du théoréme
limite presque-siire pour des martingales vectorielles quasi-continues a gauche en temps
continu et & croissance explosive ou mixte. On applique les résultats obtenus au modéle
d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié utilisé en modélisation biologique et en mathématiques
financieres. Ce chapitre est la version détaillée d’'un travail soumis en collaboration
avec Ahmed Kebaier (voir [16]). Dans le dernier chapitre, on établit pour Iestimateur
des moindres carrés 6 de 6 d’un modéle autorégressif gaussien a temps continu non
nécessairement stable, un TLCPS, une loi forte quadratique associée au TLCPS et un
théoréme de la limite centrale logarithmique. Dans le cas stable, on propose d’utiliser
D’estimateur des moindres carrés pondéré 6 de 6 pour améliorer les vitesses de conver-
gence logarithmique dans les théorémes obtenus. Dans le cas instable, on établit, pour
I’estimateur des moindres carrés é, les mémes type de propriétés asymptotiques avec
une vitesse de convergence arithmétique (voir [15]).

Décrivons plus précisément les résultats obtenus dans chaque chapitre de cette thése.

1.2.1 Chapitre 2

On considére le processus d’Ornstein-Uhlenbeck X = (X, t > 0) défini par 1’équa-
tion différentielle stochastique suivante :

dXt = QXtdt + O'dBt, t Z O,

ou B = (By, t > 0) est un mouvement brownien standard réel et (6,0) € R* x R* sont
deux parameétres inconnus. Il s’agit de construire une région de confiance asymptotique
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du couple (0, 0?) sans recours a une méthode de discrétisation de la diffusion X. La
diffusion X est récurrente, positive et de loi invariante A'(0, 02 /2|0|), ce qui nous permet
de montrer aisément que I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 défini par

6, = (/Otxfds>_l/0txsdxs

est fortement consistant et vérifie
V0, — 0) = N(0,2]6)),

quelle que soit la loi de Xj.

L’application des théorémes limites par moyennisation logarithmique a cet estima-
teur conduit & des propriétés asymptotiques associées a la vitesse log t. Afin d’améliorer
cette vitesse, on définit 'estimateur du maximum de vraisemblance pondéré 6, de 6
par

t
0, =P / w X, dX,,
0

correspondant au poids (ws) donné par

1
ws_(1+s)_(a+7)/Qexp{ (1+s)1_°‘}; s >0 avec §<a<7<1,

2
(1-a)

t
avec P, = wstds.

0
On montre entre autres :

1. Un théoréme de la limite centrale presque-siire

l—a [tds
(TLCPS) F/l S_a(s{s%(és—e)} :>N(072|0|) p.s.
2. Une loi forte quadratique

11—«

t
tl—_a/ (0, — 0)%ds — 2|0| p.s., (t — 00).
1

(LFQ)

3. Une indépendance asymptotique du couple (8;, 52)
(V0 — 0), V(57 — 0*)) = N(0,2[0]) @ N(0, 20" /16]).

_ 1 [t 1 [t -
ol 0, = ?/ O,ds et 57 = ?/ G2ds, avec 62 = —20,1,.
0 0
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1.2.2 Chapitre 3

Le but de ce chapitre est d’étendre les résultats pour des martingales locales vecto-
rielles quasi-continues a gauche a croissance réguliére au cas d’une martingale a crois-
sance explosive : la normalisation V' satisfaisant la condition (C3) avec a; = 1 et au cas
mixte : la martingale M s’écrit M = (M, My) ou M; désigne une martingale associée
a une normalisation réguliére V| et M, une martingale associée & une normalisation
explosive V5.

Martingales a croissance explosive

Une normalisation V' est dite explosive si elle vérifie la condition (C') = {C;,C,C’'3}
sulvante :
— (Cy) t — V} est de classe €.
— (Cy) 1l existe sy > 0 tel que pour tous t > s > s, on a ViV < V,V;* (au sens des
matrices réelles symétriques semi-définies positives).
— (C'3) 1l existe une matrice Uy vérifiant :

Vt_lﬂ — Uy = Ay, avec [|Ay| =0(7), B8>1,

Us+U; =955, ou Sy est une matrice inversible.

Soit M = (M, t > 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-
continue a gauche et V' = (V;, ¢ > 0) une famille déterministe de matrices inversibles
vérifiant la condition (C’). Si le couple (M, V') vérifie le TLCG et '’hypothése suivante :
(H1) Vi (M) (Vi) — € ps, (t— 00),

ou C est une matrice aléatoire ou non, alors on montre que le couple (M, V) véri-
fie le théoréme de la limite centrale presque-siire, a savoir

(TLCPS) pe =171 /Ot Opyinry A5 == flee DS,

ol oo est la loi de Z.

Si de plus, le couple (M, V') vérifie les hypothéses suivantes :

(H2) Vi M(V) ™t — € s, (t— 00)

et
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(Hs) C = [ zdun(a),

alors on montre qu’il vérifie la loi forte quadratique, & savoir

t
(LFQ) t‘l/ VMMV lds — C p.s.,  (t — 00)
0
et une loi du logarithme
(LL) Vi M| = o(vt)  pes.

Enfin, grace a la décomposition suivante :

t t
7,75 = / VoMM (V) — / VoMM (V) Ve (V)
0 0

t t t
- / VoAV Vo MM (V) 4 / VolAM M (V) 4 / VoML (V)
0 0 0

ott Z; =V, ' M,, en renforcant (#H,) de la maniére suivante :

(H"2) dpel,2] tel que / / (1+5) 72|V a||*Pv™ (ds, dz) < 0o p.s.
0 Jre

et en supposant que la condition (C's) est obtenue avec 5 = 3/2, on établit un théoréme
de la limite centrale associé a la loi forte quadratique, a savoir

t
(TLCL) t1/2/ {UyD, + DU }ds = va, (8 — 00),

. 0
ou Dy = V.Y MM: — (M),) (V)™ et vy est la loi d’une variable aléatoire de la forme

€3G , G étant un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

@ = (tr(Sy)) 120 ® C + 2[(Vect(C)) (Vect (C))]* 1.

Martingales a croissance mixte

On dit qu'une normalisation V = (V;, ¢t > 0) € R¥? est mixte si elle est de
la forme V' = Diag(V4, Va) ou Vi (resp. V) est une famille déterministe de matrices
inversibles de R¥*%1 (resp. R92%492) satisfaisant aux conditions de croissance régulicre
(C) (resp. aux conditions de croissance explosive (C’)). On désigne par M = (M, Ms)
une martingale locale d-dimensionnelle, quasi-continue a gauche, nulle en zéro avec
M, € R" et My € R%, out d = dy +dy. Dans ce cadre et sous des hypothéses combinées
entre le cas régulier et le cas explosif, on établit un TLCPS, une LFQ et deux formes
différentes du TLCL. Ces résultats seront appliqués au modeéle d’Ornstein-Uhlenbeck
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bivarié défini par
dXt = QlXtdt + ezytdt + dBt, X() =T,
dY, = 03Y,dt + dWy, Yo =1y,

ou 0 = (61,60,05) € R avec 0 < 03 < 6y et (B, W) est un mouvement brownien plan
nul en 0. Pour V; = Diag (e, et e%s) et

t t
e—2t91/ XSQdS e—t(91+93)/ X,Y.ds 0
0. 9
It: 6—t(91+03)/ XSY’SdS €—2t63/ Y'SZdS 0 )
0 0 t
0 0 e‘2t93/ Y2ds
0

on montre que l'estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 vérifie :

1. (TLCPS) t! /Ot Orvi(d, 0145 = Nax3 (0, 1) p.s.
2. (LFQ) ¢! /O t LVi(0, — 0)(0, — 0)*V:I'ds — Lo p.s., (t—s o0).
Pour D, = ISV;(/Q\S — 9)(/9\5 — 0y Vi — I, ona:
3. (TLCL) t~'/? / t(UQDS + DyUs) ds = v,
0

oll Vs est la loi d’une variable aléatoire de la forme %”%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

€ = (20, + 403) {21, @ Lo + 2[(Vect(I))(Vect (1))}

1.2.3 Chapitre 4

Soit W = (W, t > 0) un mouvement brownien réel standard. On définit le processus
X = (X',..., XP)* avec Xy = 0 par

dX; = By Xdt + bdW,, t >0, (1.1)
oub*=(0,...,0,0) € RP et

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
By—| 000 0 0
00 0 - 0 1
0, 0y 05 - 0, 0,



Le processus X = (X;, t > 0) défini par (1.1) est un processus gaussien dont la p-iéme
composante X? est un processus autorégressif d’ordre p (AR(p)) vérifiant I’équation
différentielle stochastique suivante :

dX? = 0" X, dt + ocdW;, (1.2)

ol = (04,...,6,) € RP. Désignons par m (resp. M) la plus petite (resp. la plus grande)
valeur propre de By. Le processus X défini par (1.2) est dit stable ou régulier (resp.
instable ou explosif) si 9 est strictement négative (resp. m est strictement positive).
L’estimateur des moindres carrés 6 de 0, défini par

t -1
0, = { / XSXS*ds] / X, dX,P, (1.3)
0 0

a fait 'objet de plusieurs études donnant sa consistance forte et sa normalité asymp-
totique. Le but de ce travail est d’exploiter les théorémes limites par moyennisation
logarithmique pour les martingales vectorielles en temps continu afin de dégager pour
cet estimateur d’autres propriétés asymptotiques. On distingue deux cas d’étude, le
cas stable et le cas instable. Dans le premier cas, on applique les résultats relatifs aux
martingales associées a une normalisation réguliére et, afin d’améliorer les vitesses de
convergence, on utilise comme dans le chapitre 2 la méthode de pondération. Dans
le cas instable, I’exploitation des théorémes limites par moyennisation logarithmique
établis dans le chapitre 3 pour le cas explosif nous a permis de montrer que I’estimateur
0 de 6 vérifie entre autres les propriétés asymptotiques suivantes :

1. Un théoréme de la limite centrale presque-stire

1 t
(TLCPS) Z/Ods5{eB;s(és_9)}:>,uoo p.S.,

oll [l est la loi de la variable aléatoire afo_o%z/zG avec (G désignant un vecteur

gaussien standard et indépendant de la v.a I, » donnée par
+00
Igo = 04/ e Bos 7 7 e Bosds
0
et Z désignant le vecteur aléatoire gaussien centré, donné par

+o0
7 = / e~ Bosqw,.
0

2. Une loi forte quadratique
1 t * ~ -
(LFQ) Z/ %50, — 0)(0, — 0)* e ds — 0’1}, p.s., (t — o0).
0
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3. Un théoréme de la limite centrale logarithmique

1 t * A I
(TLCL) 2t=2tr {%/ eB55(0, — 0)(0, — 0)*eP* ds — 02_7;2} = Vs D-S.,
0

ol Vs est la loi d’une variable aléatoire de la forme %%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

¢ = o tr {(2tr(By)) T 122 {2102 ® Lo + 2[(Vect(Io2)) (Vect (T 2)) " } 125} -
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Chapitre 2

Identification d’'un processus
autorégressif gaussien stable par une
méthode de moyennisation
logarithmique
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche pour identifier les para-
métres d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) unidimensionnel. Plus précisément,
pour un mouvement brownien standard réel B = (By, t > 0), on considére le proces-
sus I’O.U. X = (X;,t > 0) défini par I'équation différentielle stochastique suivante
(E.D.S.) :

dX, = 0Xdt + odB;, t>0, (2.1)

ol o > 0 et 6 < 0 sont des paramétres inconnus, I’état initial X, étant choisi indépen-
damment de B.

Il s’agit de construire une région de confiance asymptotique du couple (6, 0?) sans
recours a une méthode de discrétisation de la diffusion X. Il est & remarquer que
dans différents travaux antérieurs, ’asymptotique de la discrétisation est exploitée pour
identifier les coefficients d’une diffusion continue dans un contexte plus général que le
notre (voir par exemple [1],[3],[4],5],]6],[7],- . .). Rappelons aussi que la diffusion X est
récurrente, positive et de loi invariante N(0,02/2|6]), ce qui nous permet de montrer
aisément que 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, défini par

N t —1 t
6, = ( / des) / X, dX, (2.2)
0 0
est fortement consistant et vérifie
V(0 — 0) = N(0,2]0)),

quelle que soit la loi de X (« = » dénote la convergence en loi ou étroite des mesures).

En effet, on a t t
6, — 6= (a/ Xsst) (/ stds)_l
0 0

et la variation quadratique prévisible de la martingale continue M = (M;,t > 0) définie
par

t
Mtzo/ X,dB,,
0

vérifiant
t_1<M>t = 0'2]t,

1 t
I = —/ XZ2ds
4 0

et quelle que soit la loi de X, on a

avec

p.s., (t— 00).



Vu que 0% = =201, alors 02 = — 90,1, est un estimateur fortement consistant de o2,
En outre, on a

(Vi@ - 6), (o>~ 3)) = N(0,206)) © (%x?m 1), (2.3)

ou v est la loi de la variable aléatoire — XZ. En effet, la solution de 'E.D.S. (2.1) est
donnée par
Xt = €9t(X0 + pt),

ot p = (pt, t > 0) est la martingale continue définie par

t
Py = a/ e % dB,
0

et sa variation quadratique prévisible vérifie
O py, = Io(1—e 20y — 1. (t — c0).
D’autre part, la formule d’Ité6 donne
t(o? =57 = X? — X2, (2.4)

On obtient donc la convergence (2.3), puisque

e@t t 0
— e SX5d$’
7l

lole _ 1
< 0% 2sup |XS|<€ 0] >€9t — 0 ps., (t— 00).
s<t

2 (M, p)y| = o

2.2 Enoncés des résultats

Soit 6, 'estimateur du maximum de vraisemblance pondéré de 0 défini par

t
0, = P / ws Xd X, (2.5)
0
correspondant au poids (w,) donné par
1
ws = (14s)7@F/2 exp { i >(1 + 3)1_0‘} , avec s >0, g <a<y< 1, (2.6)
-«

t t
| _
et P, = / we X szds. On note de plus 0; = n / fsds son moyennisé.
0 0

Une estimation de la variance o2 peut étre obtenue a I’aide de I'estimateur du maximum
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de vraisemblance pondéré 6, de 0. Plus précisément, on définit 62 I'estimateur donné
par ~
6‘? - _29tlt

1 t
=1 / 52ds.
0

Théoréme 2.2.1 Soit X = (X;,t > 0) le processus autorégressif gaussien stable a
temps continu défini par U'équation (2.1). Alors lestimateur du mazximum de vraisem-
blance pondéré 0, de 0 donné par la relation (2.5) ainsi que son moyennisé 0, convergent
au sens presque-sir. De facon précise, on a les propriétés suivantes :

et son moyennisé 62 donné par

1. Consistance forte de 0, :

|«§t—6|:(’)( k;it) p.S.

2. Consistance forte de 0, :

8, — 0 :(’)< logiogt>

De plus, l'estimateur 67 de o>

on a la propriété suivante :

converge au sens presque-sir. Plus précisément,

3. Consistance forte de 57 :

logt
|6t2—<72\:(9< C;%) p.S.

Théoréme 2.2.2 Soit X = (X;,t > 0) le processus autorégressif gaussien stable a
temps continu défini par l’équation (2.1). Alors on a les résultats suivants :

1. Normalité asymptotique de Uestimateur pondéré (0) :

t3 (6, — 0) = N(0,2/6)).

2. Normalité asymptotique de l'estimateur (6;) :

V0, — 0) = N(0,26)).

3. Théoreme de la limite centrale presque-sire :

l—a [Yds
(TLCPS) tl—a/l S_aé{s%(és—@)} :>N<Oa2|9|) p.s.
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4. La loi forte quadratique :

1—a
tl—a

(LFQ) /;(55 —0)%ds — 2|0] p.s., (t— 00).

Théoréme 2.2.3 Soit X = (X, t > 0) le processus autorégressif gaussien & temps
continu satisfaisant I’équation (2.1). Alors on a les résultats suivants :

1. Normalité asymptotique de l'estimateur pondéré (6?2) :

t2 (62 — 02) = N(0,20%/6]).

2. Normalité asymptotique de lestimateur (G72) :

V(2 — o%) = N(0,25/|0)).

3. Indépendance asymptotique du couple (0;,5%) :

(VE(0: — 0), V(57 — o)) = N(0,2/8]) @ N(0,20*/|6]).

2.3 Preuves des résultats

On introduit la martingale continue M = (M,, t > 0) définie par

t
M, = a/ we X dBsy,
0

dont la variation quadratique prévisible (M) = ((M),t > 0) est donnée par

t
(M), = 2/ wiX2ds. (2.7)
0

D’aprés les propriétés (2.1) et (2.5), il vient
M, = Py(6, - 6), (2.8)

et d’aprés les propriétés (2.1) et (2.2), on obtient

M, = t1,(6, — 0). (2.9)

Afin de simplifier les preuves des principaux résultats, nous donnerons quelques pro-
priétés de la pondération (w;) regroupées dans le Lemme 2.3.1, ainsi que les compor-
tements asymptotiques des processus (<M>t, t>0)et (P, t>0)dans le Lemme 2.3.2
ci-dessous.
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t t 1
3 d
Lemme 2.3.1 Posons u; = / weds, vy = (/ w?ds) ‘et ay = vt_lg. On a alors
0 0
P) % =2 L 0@ 1), (t — o).
Ut
w2
Py) t° L =4+ 0t 1), (t — o0).
Ui
P) 5% =140 07, (t — o).
Ut
1

Py) tia} =2+ 0@t 1Y), (t — o).

Lemme 2.3.2 On suppose que le processus X vérifie I’équation (2.1). On a alors

loglogt
o8 og> p.s., (t — o00).

t2a71

i) u'P= 1 +(9<

loglogt
thz— 1 )

i) U;2<M>t:(72[oo+(9< ps, (1 — 0).

Les preuves de ces deux lemmes sont données a la fin du chapitre.

2.3.1 Preuve du Théoréme 2.2.1

D’apres la loi du logarithme itéré appliquée a la martingale continue M (voir par
exemple [8]), on a

M _ (’)((loglogvt)%) p.S. (2.10)

(%

Vu la relation (2.8), la propriété (P,) du Lemme 2.3.1 et la propriété ii) du Lemme

2.3.2, il vient
~ logt 2
10, — 0] —O(< = ) ) p.s., (2.11)

et par suite la premiére assertion du théoréme.
Par ailleurs, on a

(0, — ) = /t(és —6) ds.

Grace a (2.8), on obtient pour Z, = M, /v,

_ ¢ M t U -1 -
t(6;, —0) = / ®ds = / <—s) (u;'P) ' Z,ds.
! 0 Ps 0 Us
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En écrivant

on a

avec

-1
ds = (S;“ <E) - 1) (u; ' P) '+ (utP) T = I — 0, (s — 00).
Vs

Par ailleurs, on a

. - M
a7, =~ D yp, 4 s
V2 s
Ainsi -
~ M
asZsds = —dZ, + d =)
v

dvs,  1d(logv?
avec s = U, ld_ = 5% > 0 (la fonction s — v? est strictement croissante).
5 5

b 1dM b b
_1 s 1. 1.
/aSQ — aﬁsts—/ as >dZ,.
0 Us 0 0

Grace a une intégration par parties, on obtient

11 vient

b _1dM, bl 1 1 [t. s
/ as 2 — | a2Zds =a, *Z; + —/ Zsas 2dag. (2.13)
0 Us 0 2 Jo
D’apreés la relation (2.10), on obtient

Z, = O(\/logs) p.s. (2.14)

@ ol

La propriété (P;) implique

as~2s %, (s — 00). (2.15)

En tenant compte de (2.13), (2.14) et (2.15), on obtient

bt _1dM b -
/aszb_\/ﬁ/ s 2Zds = O(y/t*logt) p.s.
0 Vs 0
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Par conséquent, on a

1 " ez 1 L
%/0 s’fZSdS:Eﬁ—i—O(\/ta*llogt) P.S., (2.16)

ou L = (L, t > 0) est la martingale continue définie par

En combinant (2.12) et (2.16), on obtient

_ I'L
V0, — ) — ==L — O(y/to-tlogt) p.s. 2.17
( t ) \/i\/l_f ( og ) p.s ( )
En tenant compte du fait que
d(M),

2
Us

2
w
= 0?2 X2ds
2 ‘s
Us

et que la variation quadratique prévisible de la martingale continue L vérifie

(L) ~ 1/0 sad<M>s, (t — o0),

2
2 V2

et en utilisant la propriété (P), & savoir

2
Y _ ~(1-a) N

ta

on montre que
L
(L) —20%l,  p.s., (t— o). (2.18)

Ainsi la LLI, appliquée a la martingale continue L, donne

L, = O(\/tlog logt) P.S.

La seconde assertion du Théoréeme 2.2.1 découle de la derniére propriété et de la pro-
priété (2.17). Par ailleurs, on a

62— 02 = —20,I, + 201,
— —2(0,5 - 9)[00 - 29t(1t - [Oo)a

donc

62— 0% =200, — )1 — 20, — O)(I, — I..) — 20(1, — I..). (2.19)
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En utilisant la formule d’It6, on obtient

X2 = X2+29/ X2ds+2a/ X, dB, + ot
ce qui implique
M, X?-X?

0l — ) = = = =0 (2.20)

En tenant compte du fait que la variation quadratique prévisible de la martingale

continue M vérifie
(M),

t
et en appliquant la LLI a la martingale continue M, on obtient

M= o ViTogTogt) ps.

Ainsi, en utilisant la derniére propriété et la propriété (2.20), on obtient

log]
I —I.= O(N/OgTOgt) p.s. (2.21)

\ét—ﬂ:(’)( l(jit) p.s.,

et grace aux propriétés (2.19) et (2.21), la derniére assertion du théoréme est établie.

I« p.s., (t — 00),

Vu que l'on a

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.2.2

1. La relation (2.8), a savoir

M, = P,(0, - 6),

implique

(%

-1
6, — 9_<“t> (w7 P17,

Vu la deuxiéme assertion du Lemme 2.3.2, d’apres le TLC appliqué a la martingale
réelle continue M, on obtient

Z; = N(0,0°1) p.s. (2.22)

Vu la propriété (Ps), a savoir

(%:)_1 =17+ 0™, (t— o0), (2.23)
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et comme la premiére assertion du Lemme 2.3.2 donne

1 _ loglogt
('R =12+ Of e ) P, (t—0), (2.24)
on obtient I’équivalence suivante :
t2(0, — 0) ~ 11 Z,,  (t — 00). (2.25)

La premiére assertion du théoréme découle des relations (2.22), (2.24) et (2.25).
. Vu la propriété (2.18), le TLC appliqué a la martingale continue réelle L implique

Ly
Vi

En tenant compte de la propriété (2.17), on obtient

— N(0,20%I) p.s.

-1
V0, — 0) = %N(o, 20°1,) p.s.,

et parsuite la seconde assertion du Théoréme 2.2.2.

. En appliquant le théoréme de la limite centrale presque-siire pour le couple (M ,V)

¢
avec v} = / w2ds (voir Théoréme 1 dans [2]), on obtient
0

t
(log 1)t2)_1/1 O, josyd(log v?) = N(0,0°1,) p.s.
Grace a la propriété (P,), on obtient I’équivalence suivante :

4
log v} ~ mtka, (t — 00).

. . ~ S
Ainsi, pour Z, = o on a

S

l—a (. d
— a/ P @ — N(0,0°1) p.s.
t -« 1 s Sa
Posons, pour une fonction lipschitzienne ¢ continue bornée sur R,
booL ds t o ~ ds
b= [2)% - [ ellust .- o)
1 s 1 s

L’équivalence (2.25) implique

t==A| — 0 ps., (t— 00).
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Par conséquent, on obtient

t
— d
1-a / 55 y = N(0,0°I) p.s.

l-a wa HIos? 0s—0)
t 1S

Ainsi, la troisiéme assertion du Théoréme 2.2.2 est établie.

. D’aprés la loi forte quadratique appliquée a la martingale M normalisée par le

t
processus v = / w2ds (voir Théoréme 3 dans [2]), on obtient
0

a%t ~(1-a)
t Ut2—4+(9(t )y, (t — ),
il vient
l—a (', _ 2
i Zis %ds — 0l p.s., (t—> 00). (2.26)
1
La relation (2.8) implique ) )
M? = P*(0, — 0)*. (2.27)
En utilisant la propriété ii) du Lemme 2.3.2, a savoir
o loglogt
Ut2<M>t:‘72[°°+O< 201 ) p.s., (t—> 00),

et la propriété (P,) du Lemme 2.3.1, on obtient les équivalences suivantes :

Us
o -

-2
(u,'P) 2 ~ 12 et < ) ~s Y (s — 00).

Vs

Par suite, on a y B
20, —0)* ~s°Z2 (s — ),

et donc
1— b I2 (1 — b
tl—‘? / 7257 %ds — %/ (0 — 0)*ds| — 0, (t — 00).
1 1
En tenant compte de la convergence (2.26), on obtient
l—a [, = 2 2
a I5 (05— 0)*ds — 0°I p.s., (t— o). (2.28)
0

D’ou la derniére assertion du théoréme. Le Théoréme 2.2.2 est établi.
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2.3.3 Preuve du Théoréme 2.2.3

1. Vu la propriété suivante :

la relation (2.21), a savoir

It_[oo:(9< loglogt>

t

et en tenant compte de la relation (2.19), a savoir
o7 — 0% = =2(0, — 0) s — 2(0, — 0)(I; — o) — 20(1, — L),

il vient logt
62— 0% =200, — ) + O(O—\/gg> p.S.

Par ailleurs, de la relation (2.8), on en déduit

62— 0% = =20 (u;'P,)! <Z_Z>_1Z~t + O(lo%tt) p.s.

Par conséquent, les familles de v.a. (t% (62 — 02)> et (—2Z;); ont le méme com-
t

portement asymptotique en loi. La premiere assertion du Théoréme 2.2.3 découle
du fait que la martingale Z; vérifie le TLC suivant :

7, = N(0,0°1) p.s.

2. L’estimateur 67 vérifie

En tenant compte de la relation (2.19), on obtient

(2 — 0?) = =2 /Ot(és —0)(I, — I.)ds — 20 /Ot(ls — 1) ds — 2I..t(6, — 0).
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on a alors

t(o? —o?) = —2 /Ot(és —0)(Iy — Io) ds — 20t(I, — Io) — 2It(0, — 0).

0, — 0] = O(\/%) D.S.

log log t)
t

En utilisant le fait que

et

I— 1, — O(
on obtient

VA2 — %) = —2L VB, — 0) — 20VE(1, — I..) + O(r% log t> p.s. (2.29)

Par ailleurs, d’apres la relation (2.20), on a

20t(I, — I..) = —2M, + o(t?) p.s., avec0< < %,
d’ou . o0
W0V, — Io) — _%/0 s+ o(l) ps. (2.30)
En insérant (2.17) et (2.30) dans (2.29), on en déduit
V(32 —0?) =2Ty +0o(1) p.s., (2.31)

ou ' = (Ty, t > 0) est le processus défini par

1 ("M Ly
I=— [ —ds—V2-L.
t \/5/0 s Vi

Afin d’étudier le comportement asymptotique du processus I', nous considérons
le TLC fonctionnel suivant :

My,
s

ou (W) est un PAI gaussien de covariance 0%I,. On en déduit que, pour tout
T > 0, on a la convergence en loi du couple

( | ]\j/;cis MAT) (/ W WT>, A—o0).  (2.32)

0<t<1):><Wt, ogt§1), (A — o0),



En particulier, pour 7' = 1, on observe que

(%/O/\%du A) (/ We i Wl), (A —» o0).

Grace a une intégration par parties, on obtient

1 Ws 1
ds = —/ log s dW5.
S 0

En tenant compte de la relation (2.31), on en déduit

1
V(62— 0?) = —2/ (1+log s)dWs.
0
combiné avec l'identité )
/ (1+1logs)’ds =1
0

et le fait que (WW;) est un PAI gaussien de covariance o /2|6, la seconde assertion
du Théoreme 2.2.2 est établie.

3. De la convergence (2.32), on en déduit
1
(Vild: = ). Vilo? — %) = (W, =2 [ (14 logs)aw.).
0

En tenant compte du fait que (W;) est un PAI gaussien de covariance /2|6 et
que la matrice de covariance de la limite est donnée par

o [Lo
b |0 4]

(VB — 0), Vi(5? — >>:~N<oz|e|>®/v( |9|)

il vient

et donc la derniére assertion du théoréme.

Cela achéve la preuve du Théoréme 2.2.3.

2.3.4 Preuves des lemmes

Preuve du Lemme 2.3.1
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1. D’apreés l'expression du poids (w;), & savoir

l1—a 1
(1+s) avec §<0z<7<1,

wy = (1 4+ 8)~@H)/2 exp {

2
1-a)

il vient

! L[ 2
up = /0 wyds = 5/0 (1+5)~07/2g <exp {m(l + s)l_o‘}> :

Grace a une intégration par parties, on obtient

1 —a [t e 1 2
Ut:§(1+t)awt+’yT 0(1"—3) @ )dus—éexp{l_a},

et on en déduit que

1 2 — ¢
2—(1+ t)o‘ﬁ = ——exp {—} N / (14 5)" 0=y, ds.
0

Uy Uy 11—« 2uy

Par ailleurs, on a

1 t
- (14 5) T %w,ds = O((1+1)" 09, (t — o0).
¢ Jo

Par conséquent,

2~ (1+ t)a% = O((1+ 1)), (t — o0),

d’ou la propriété (P).

2. De la méme fagon que pour (P;), on montre que

v? = i/otu +5)7d <exp { : f a(1 - 5)10‘}) :

Par une intégration par parties, on obtient

1 ! 1 4
v? = Z(l + 1) %w? + %/0 (14 s)""9dp? — 7 &XP { = a} ,

et on en déduit que

w? 1 4 v [
4— (14t =—= = [ (14 5)"1=u2ds.
(1+1) 02 vfeXp{l—a}+vf/o( +s) wids
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Par ailleurs, on a

1 t

— [ (1 +s) T 2ds = O((1L+¢) "), (t — o0).

v Jo

Par conséquent,

4—(141t)" —;2 =O0((1+t) 1), (t — 00),

V3
d’ou la propriété (P).
3. D’aprés la propriété (P,), on a

52— o4 Ot~ 1-),
Ut

La propriété (P3), a savoir

FEL 1+ 0 ), (t— o),

(o

découle de la propriété (Py) et de la relation (2.33).

4. En remarquant que

ldlogv? 1 wt
ay = — =
2 dt 2 v?

et en utilisant la propriété (P), on obtient

a; =27+ O(t™1).

La propriété (Py), a savoir

tha; = V24017, (t— o0),

découle directement de la relation suivante :
1 o
a? = V2t 5 {1+ 0@t 1)}z,
Le Lemme 2.3.1 est donc établi.

Preuve du Lemme 2.3.2

t
1. Vu que P, = / wsX2ds, on obtient
0

t t t
P, = / wyd(sls) = / wglds +/ swydl.
0 0 0
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Grace a une intégration par parties, il vient

t t
Py —ugly = twy(I; — I0) + / wy(Iy — Io)ds — / (Is — Io)d(swy).
0 0
Par suite, on a la majoration suivante :

w
lu; PPy — Io| < sup |1, — I| (1 + 2t—t>.
s<t Ut
En utilisant la propriété (P;), on obtient

1P, — o] = sup I, — Lo (1 + O(tﬂ—a))). (2.34)
s<t

Par ailleurs, de la propriété (2.21), a savoir

log 1
It—Ioo:O< 8 Ogt) }
t
on en déduit que
_ loglogt
|u; 1Pt_[m‘ :O< 1201 ) °

d’oul la premiére assertion du lemme.

. D’apreés la relation (2.7), a savoir

¢
(M) = 02/ w2X2ds,
0

il vient

e = o [ Wd(s1,)

t t
= 02/ wf[sd$+02/ swidl,.
0 0

On peut alors écrire
N t t
(M), = o*v . + 02/ wi(I, — I.)ds + 02/ swidl,.
0 0
Grace a une intégration par parties, on obtient
~ t t
(M), = o*v o + 02/ Wil — Io)ds + o*twi (I, — 1) — 02/ (I, — Io)d(sw?).
0 0
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Par suite, on obtient la majoration suivante :

3 2
02— 0| < o sup |1 — Lol (1420 ).
t

s<t

La propriété (P;) implique

vy H(M)y — 0% 1| < o?sup |1, — 1| (1 + (’)(t(l_o‘))>.

s<t

En appliquant la propriété (2.21), il vient

~ loglogt
vy (M), —02100‘ =0 <\/ t%oz——%)

La seconde assertion du lemme est établie, ce qui achéve la preuve du Lemme
2.3.1.
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Chapitre 3

Théorémes limites pour des
martingales vectorielles a croissance
explosive et mixte en temps continu et
applications statistiques
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3.1 Introduction

Motivation

Soit B = (By, t > 0) un mouvement brownien réel standard. Le processus Y défini
par Y; = e /2B, est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck récurrent positif et de mesure
invariante la loi gaussienne centrée réduite G = N(0,1). La traduction des théorémes
limites classiques vérifiés par le processus Y au mouvement brownien B fournit les pre-
miers théorémes limites par moyennisation logarithmique. En effet, I'une des propriétés
les plus classiques, vérifiée par le mouvement brownien B, est un théoréme limite avec
moyennisation logarithmique. Plus précisément, on a la loi forte des grands nombres
logarithmique, donnée par

¢ Bs\ d
(LFL) Vf e LI(G), (logt)_l/ f( )—S—>/fdG p.s.

1 Vs) s
Une conséquence immeédiate de la propriété (LFL) est le fameux théoréme de la li-
mite centrale presque-stire

S

b ds
(TLCPS) (log #)-! /1 iy =G s

(ot => dénote la convergence étroite), établi dans une forme plus générale par Bro-
samler [2|. Le théoréme de la limite centrale presque-siire ainsi que la détermination
des vitesses de convergence de la loi forte quadratique sous-jacente ont mené a une
littérature étendue durant la décennie passée. En effet, ces propriétés ont été généra-
lisées aux martingales discrétes unidimensionnelles par Chaabane [3] et Lifshits [13],
puis aux martingales discrétes d-dimensionnelles par Chaabane et al. [7] et Bercu [1],
ensuite aux martingales continues par Chaébane [4]. Les résultats de Chaabane |3, 4]
ont été obtenus grace a une approximation forte de la martingale M par une trajectoire
brownienne, alors que les résultats de Chaabane et al. [7] et de Chadbane et Maaouia
[6] ont été obtenus en reprenant la technique de la fonction caractéristique utilisée par
Touati [17] pour démontrer une extension du théoréme de la limite centrale pour les
martingales. Plus récemment, Chadbane et Kebaier [5] ont étendu ce type de théoréme
pour des martingales quasi-continues a gauche a normalisation réguliére.

Le but de ce travail est de généraliser ces propriétés a des martingales quasi-
continues a gauche & normalisation explosive et mixte (réguliere et explosive) (voir
paragraphe 2). Nous exploitons I’ensemble des résultats obtenus dans le cadre d’appli-
cations statistiques (voir paragraphe 4) ot nous produisons des vitesses de convergence
de type fonctionnel pour le modéle d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié, utilisé derniérement
pour modéliser le tissu microvasculaire dans certaines thérapies contre le cancer (voir
Favetto et Samson [8]) et en mathématiques financiéres (voir les récents travaux de
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Krdmer et Richter [11] et Lo et Wang [14]).

Préliminaires

On note ||.|| la norme euclidienne sur R%. Pour une matrice réelle carrée A, A*, trA
et det(A) désignent respectivement la matrice transposée, la trace et le déterminant de
la matrice A. Z; dénote la matrice identité d x d. La norme de la matrice A est définie
par : ||A]] = y/tr(AA*). On note Vect(A) le vecteur obtenu en empilant les vecteurs
colonnes de la matrice A, et on note [Vect(A)Vect(A)*]* la matrice par blocs dont le
bloc d’indice 1 < 4,j < d est A;A7, ou A;,..., Ag sont les vecteurs colonnes de A. Le
symbole ® désigne le produit tensoriel de mesures ou de matrices.

Rappelons que toute martingale locale M admet une décomposition unique en
Me+ M? ou M€ est la partie martingale locale continue alors que M? est une somme
compensée de sauts nulle en zéro. La variation quadratique de M, notée [M], est le
processus défini par

(M), = (M) + > AMAM,
0<s<t
ou (M¢®), est I'unique processus croissant continu adapté tel que MM* — (M¢), soit
une martingale locale nulle en zéro. Le compensateur prévisible du processus [M] est
noté par (M).

Dans la suite, on considére une martingale quasi-continue a gauche M = (M,, t > 0)
d-dimensionnelle, localement de carré intégrable et définie sur un espace de probabilité
filtre (2, F, (F)i>0,P) (voir Jacod et Shiryaev [10]) et un processus déterministe V' =
(Vi, t > 0) a valeurs dans 'ensemble des matrices inversibles. Pour u € R?, on définit

(1) = exp (—%u”‘(MC)tu v /0 t /R (expfi(u,a)} =1 - i(u,x>)uM(ds,dx)) ,

ot vM est la mesure de Lévy des sauts de la martingale M. Le théoréme de la limite
centrale pour les martingales (voir Touati [16]) donné ci-dessous est une version gé-
néralisée du TLC utilisant non pas la condition classique de Lindeberg mais plutot
une hypothése portant sur les fonctions caractéristiques valable méme dans le cas non
gaussien.

Théoréme 3.1.1 (Théoréeme limite central généralisé pour des martingales) Soit M =
(M, t > 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-continue a
gauche. Soit V.= (V;, t > 0) une famille déterministe de matrices inversibles. Soit Q
une probabilité sur ’espace C(X,RY) des fonctions continues de X dans R? (ou X dé-
signe un espace vectoriel de dimension finie). On suppose que le couple (M, V') vérifie
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l’hypothese suivante :

(Vi) ) — doo(nyu) ps.,  (t— o0),
(H)

boo(n,u) non nulle p.s.,

ot n désigne une v.a., éventuellement dégénérée o valeurs dans X. Pour (z,u) € X xR,

ooz, u) = /Rd exp{i(u, &) }m(z,d§)

désigne la transformée de Fourier des lois conditionnelles unidimensionnelles (m(x,.), z €

X) de la probabilité Q. Alors
(TLCG) Zy =V, My = 7 = X(n),

de maniére stable, ou (X(2),z € X) est un processus de loi Q indépendant de la v.a. 1.

Sous des hypotheses de régularité pour la normalisation V', nous pouvons obtenir des
résultats de type TLCPS a partir du TLCG ci-dessus. Une normalisation V' est dite
réquliére si elle vérifie la condition (C) = {C;,Cs,C3} suivante :
o (C) t — V; est de classe €.
e (Co) il existe sy > 0 tel que pour tout ¢ > s > sg, on a Vi,V < V,V;* (au sens des
matrices réelles symétriques semi-définies positives).
e (C3) il existe une fonction a = (a;) continue sur R, , décroissante vers 0 a I'infini,
telle que

t
At:/asds—>oo, (t — 00),
0

et une matrice U; vérifiant :

av,
at_l‘/t_ld—tt U, = At,17 avec At,l — 0, (t — OO),

U+ U =51, ou S est une matrice inversible.

Récemment, Chadbane et Kebaier [5] ont montré, pour une normalisation V' de type ré-
guliére et dans le cadre d’obtention du TLCG renforcé par certaines hypothéses, que le
couple (M, V') vérifie les résultats ci-dessous. Plus précisément, sous les hypothéses (H),

(H1) Vi MY (VF)H— C ps.,  (t— 00),
ou C' est une matrice aléatoire ou non; et si de plus la condition (C3) est obtenue
avec

[A1]| = OAP),  (t— o0), avec > 1,
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ils démontrent un théoréme de la limite centrale presque-siire généralisé

(TLCPSG) (log(det V;2))~! /t 6z, d(log(det V?)) = oo p.s., (t — 00),
0
ol [l est la loi de Z.
Si de plus le couple (M, V') vérifie les hypothéses
(H2) Vi M (V) ™ — € ps., (t— o0),
et
(Hs) C = [adysa),
alors ils démontrent une loi forte quadratique
(LFQ) (log(det V;?))™! /t VMM (V) Nd(log(det V2)) — C' p.s., (t — 00),
0
et une loi du logarithme
(LL) IV M| = o(y/log(det V/?)) - p.s.
Notons que les relations LFQ et LL restent vraies, en remplagant (Hz) par
(H'2) dpell,2] tel que /OO /d(1—|—AS)_p||VS_1x||2pVM(dS,da:) <00 p.s.
o Jr
Enfin, en renforcant (#'y) de la maniére suivante :
(H"2) dpell,2] tel que /OO /d(l—i—AS)p/2HV;1;1:H2pVM(dS,d:U) <00 p.Ss.
o Jr
et en supposant que la condition (C3) est obtenue avec 8 = 3/2, c’est-a-dire :
18l = 04 ), (t o),
ils démontrent le théoréme de la limite centrale de la loi forte quadratique
(TLCL) (log(det V;2))~1/2 / t{U[)S + D,U*}d(log(det V2)) = v,
0

ott D, = VoY MMF — (M),)(VF)™ et vy est la loi d’une variable aléatoire de la
forme ‘K%G, G étant un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de
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% avec

& =20 ® C + 2[(Vect(C))(Vect (C))*]*.

Remarque 3.1.2 Notons que le TLC classique s’obtient sous ’hypothése (H1) et la
condition de Lindeberg

1
(H') Vo > O,/Rd/o ||Vt_1:B||21{”V;1xH>5} vM(ds,dx) — 0 p.s., (t — o0),

lesquelles impliquent ’hypothese (H) avec
1
n=CY% et d(n,u) =exp (—§u*C’u> ,

et que les preuves sont plus faciles a mener sous (H') que sous (H).

Le but de ce chapitre est d’étendre ces résultats au cas explosif, ¢’est-a-dire & une
normalisation V satisfaisant la condition (Cs) ci-dessus avec a; = 1, et au cas mixte,
c’est-a-dire lorsque la martingale M s’écrit M = (M;, Ms) ot M; désigne une martin-
gale avec une normalisation réguliére V; et My une martingale avec une normalisation
explosive V5.

3.2 Enoncés des résultats

3.2.1 Martingales a croissance explosive

Soit M = (M, t > 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-
continue a gauche. Soit V' = (V;, t > 0) une famille déterministe de matrices inversibles.
Une normalisation V' est dite ezplosive si elle vérifie la condition (C') = {Cy,Cs, ('3}
suivante :

o (Cy) t — V; est de classe €.

e (Cy) il existe sy > 0 tel que pour tout t > s > 59, on a V;V.* < V,V;* (au sens des

matrices réelles symétriques semi-définies positives).

e (C’'3) il existe une matrice U, vérifiant :

_1dV}

V, pre Uy =Asa, avec Ao — 0, (t —> 00),

Uy +U; =8, ou Sy est une matrice inversible.

Ces conditions sont notamment vérifiées dans le cas oul V; est une normalisation scalaire
de type V; = v,1,, avec v; une fonction scalaire donnée par v; = ce® oil ¢ et b sont deux
réels.
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Théoréme de la limite centrale presque-siire généralisé

Théoréme 3.2.1 Soit M = (M, t > 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle
en zéro et quasi-continue G gauche. Soit V.= (Vi t > 0) une famille déterministe
de matrices inversibles satisfaisant la condition (C') et telle que la condition (C'3) est
obtenue avec

1Al = O™, (t—=00), B> 1

Si le couple (M, V') satisfait aux hypotheéses (H) et (H1), alors on a

t
(TLCPSG) = t‘l/ 0z, ds = ios  P.S.,
0

0l oo est la lot limite de Z.

Loi forte quadratique associée au TLCPS

Théoréme 3.2.2 On se place sous les hypothéses du théoréeme précédent. Si de plus le
couple (M, V') vérifie (Ha) et (H3), alors on a

t

(LFQ) tl/ VIIMMH (V) Yds — C p.s.,  (t —> 00),
0

et

(LL) Vi Me|| = o(t'2)  p.s.

Vitesses de convergence de la LFQ

Théoréme 3.2.3 Soit M = (M;, t > 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle
en zéro et quasi-continue 4 gauche, telle que My = 0. Soit V- = (Vi, t > 0) une famille
déterministe de matrices inversibles vérifiant la condition (C') et telle que la condition
(C'3) soit obtenue avec = 3/2, c¢’est-a-dire

|Aa]| = O(t™2),  (t — o).

Si le couple (M, V') satisfait aux hypotheéses (H), (Hi), (H"2) et (H3) avec

(H"2) Ip € [1,2] tel que / / (14 s)7 P2V a||®Pv™ (ds, dx) < o0 p.s.,
0o Jrd

alors on a
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t
(TLCL) t—1/2/ {Uy,D, + DU; }ds = voo,  (t — 00),
0

otv Dy = VoY (MM — (M)) (V)" et vy est la loi dune variable aléatoire de la
forme %%G, G étant un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de
€ avec

% = (t1(S2)) {20 ® C + 2[(Vect(C))(Vect(C))*]“ ).

3.2.2 Martingales a croissance mixte

On dit qu'une normalisation V' = (V;, t > 0) € R est mixzte si elle est de
la forme V' = Diag(Vi, V5) ou Vi (resp. V3) est une famille déterministe de matrices
inversibles de R% %1 (resp. R%*%2) satisfaisant la condition de croissance réguliére (C)
(resp. la condition de croissance explosive (C’)). Dans tout ce paragraphe, on désigne
par M = (Mj, M) une martingale locale d-dimensionnelle, quasi-continue & gauche et
nulle en zéro, avec M; € R et M, € R% oi d = d; + d, et on pose Z; := V;_IMt.

Théoréme de la limite centrale presque-siire généralisé

Théoréme 3.2.4 Soit M une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle en zéro et
quasi-continue a gauche. Soit V' une normalisation mizte de matrices inversibles avec

1Al = OAT") et Al = O, (t—00), ouf>1.

Si le couple (M,V) vérifie les hypotheéses (H) et (Hi) avec C = Diag(Cy, Cy) une ma-
trice aléatoire ou non, ot C), € R&>d [k e {1,2},

t
alors les mesures aléatoires j; = At_l/ 0z, dAs vérifient la version généralisée du
0

TLCPS suivante :
(TLCPSG) e = foo  P-S., (t —> 0),

ou A; est la fonction définie dans la condition (Cs).

Loi forte quadratique associée au TLCPS

Théoréme 3.2.5 On se place sous les hypothéses du théoréme précédent. Si le couple
(M, V) vérifie de plus les hypothéses (Ho) et (Hs) et si on renforce la condition (C) par
/

t
(Cy) 3 v €]0,1] tel que % —l—a e — — —a, (t— 00),
t at

alors on a
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t

(LFQ) A;l/ VMMV YA, — C pes.,  (t — 00).
0

Remarque 3.2.6 1. Le résultat reste vrai en remplagant Uhypothése (Hz) par

(H'2) dpe|l,2] tel que /0 /]Rd (A V) ta|| M (ds, dz) < o0 p.s.,

avec Ay = Diag((1 + ATy, (1 + 5)Zy,), laquelle implique

/0 Vi (dM, — A ) (Vi) = o(A) pas.

t
| g - apm)) v = oft) ps
0
2. Notons que (H3) est automatiquement vérifiée sous les hypothéses (H') et (H1), car

dans ce cas Z., = CY2Gy ot Gy est une variable d-dimensionnelle standard gaussienne
indépendante de C'.

TLC de la LFQ

Afin d’obtenir un TLC précisant la vitesse de convergence en loi de la LFQ établie
ci-dessus, on renforce ’hypothése (H's) de la fagon suivante :

(H"5) dp e [1,2] tel que / / |(AY2V) "tz || (ds, dz) < 0o p.s.
0 JRrd
Remarque 3.2.7 Notons que sous (H"3), on a

/0 Vi (dM, — A ) (Vi) = o(A?) ps.

/0 Vil (dMa), — d(M)) (V)™ = o) pus.

Théoréme 3.2.8 Soit M une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle en zéro et
quasi-continue & gauche. Soit V' une normalisation mixte de matrices inversibles. On
suppose que la condition (C) est renforcée par (Cy) et que

1A = OA*?) et || Al = O(F?),  (t = o).

Si le couple (M, V) vérifie les hypotheses (H), (H1), (H"s) et (Hs), alors on a
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tr {t—W /t{v;,‘l(MsM; — <M)S)(v;)—1}v;1dxg} — \/tr{Cy, ® O3} G,

ol ég = UQCQ + CQU2*

Dans la suite, on suppose que la normalisation mixte V' = Diag(V}, V3) est telle que V;
est de type scalaire, a savoir V;; = v,Zg,.

Théoréme 3.2.9 Soit M une martingale locale, d-dimensionnelle, nulle en 0 et quasi-
continue a gauche. Soit V' une normalisation mizte de matrices inversibles vérifiant de
plus
1 du 2, —(14a)
v, E:rt +o(t ) avecr >0 et o€ [3/4,1],
et
Aol = O(t™P), (t = o0), avec B> 1.

Si le couple (M, V) vérifie les hypotheses (H), (Hi), (H"2) et (Hs), alors on a

\/§ o tT{Cl} G,

t
t t—<1—a>/2/ VTN MM — (M))(V —1§d}:>—
{ v nar - a0 Sas | — 2

ot S = Diag(Zy,, Ss).

Remarque 3.2.10 Le premier TLC associé a la LFQ (Théoréme 2.2.3) découle de
Papplication des TLC de la LFQ associés aux deux martingales My et Ms. Ainsi, la
normalisation exponentielle tue la partie réquliére. La covariance de la limite s’exprime
donc uniquement en fonction de la covariance limite associée a Msy. Dans le second TLC
(Théoréme 2.2.4), on change la pondération, et de ce fait, le résultat obtenu s’exprime
en fonction de la covariance limite associée a M.

3.3 Application statistique : modéle d’Ornstein-Uh-
lenbeck bivarié

Cette application concerne le modéle d’Ornstein-Uhlenbeck bidimensionnel. Ce mo-
déle, plus connu sous le nom de modéle d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié, est souvent uti-
lisé, notamment en mathématiques financiéres (voir par exemple Lo et Wang [14] et
Krdmer et Richter [11]), mais aussi en biologie ot il a permis de modéliser le tissu
microvasculaire dans certaines thérapies contre le cancer (voir Favetto et Samson [8]).
Ainsi, les énoncés ci-dessous viennent compléter les résultats d’estimation des para-
métres de ce modéle établis dans [8] et [11].
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Soit Z ={Q, F, (P,, 2 € R?), F = (F;,, t > 0), (Z;, t > 0)} une version canonique
de la diffusion sur R?, solution du systéme différentiel stochastique suivant :

dXt = QlXtdt + ezytdt + dBt, X() =T,
(3.1)
dY, = 03Y,dt + dW, Yo =1y,

ol 0 = (61,05,03) € R® avec 0 < 03 < 01, F est la filtration naturelle de Z; = (X3, Y}),
P, est la loi de Z partant de z = (z,y) et I' = (B, W) est un (F, P,) mouvement
brownien plan nul en 0.

En posant A(0) = ( 901 22
3

), le systéme (3.1) s’écrit sous la forme vectorielle

A7, = A(0)Zydt + dTy:t >0, Zy = 2. (3.2)

On notera Py , la loi de Z partant de z, pour bien marquer sa dépendance en fonction
de 6, et Py . la loi du mouvement brownien I'. Notons P, et Fj , les restrictions de Py,
et Py, a la tribu F;. D’apreés le théoréme de Cameron-Martin- Girsanov (voir [15]), on
a

ou
t t 1 [t 92
V,(0) :/(01X5+82Y5)dX8—|—03/ YSdYS—§/ (01X5+02Y) ds — = 5 / Y2ds.
0 0 0 0

Soit DMYV;(6) la dérivée premiére de V;(6) par rapport a 6. On a

/XdX_el/XdS_GQ/XYdS

DYYV,() = /YdX —91/ X,Y,ds — 92/ Y2ds
0 0

t
Y,dY, — 05 / Y2ds
0 0

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 est une solution de I’équation
DWY,(#) = 0, vérifiant la relation matricielle suivante :

My = (M):(0; — ), (3.3)

ot M; est une (F, Py ) martingale définie par

t t t
M, = ( / X,dB,, / Y.dB,, / stWs),
0 0 0
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dont la variation quadratique prévisible est donnée par

/ X2ds / X,Y.ds 0
/ X,Y.ds / Y2ds 0
0 t
0 /des
0

Dans [16], Touati a déterminé le comportement asymptotique du crochet de M, a
savoir

L=V, M (V) — I ps., (t— 00),

ou
et 0
V, = 0 €% 0
0 0 s
et
! X2(0) ! X(0)Y (0) 0
1291 914-(23
= X ()Y —Y?
i e AR
0 0 — Y26
20, (0)

Par conséquent, on a ItVt(ét —0) = N (0,1,). Comme I, est inversible, le TLC
précédent s’écrit aussi

(TLC) Vild — 6) — N (0,151).
Vitesses de convergence pour des fonctionnelles de ’estimateur 6 de 6 :

La normalisation V; vérifie la condition (C') avec Uy = Diag(f;,6s,05) et Aro = 0.
Le Théoreme 3.2.1, appliqué au couple (M, V') défini ci-dessus, permet de déduire que
Iestimateur 6 de 6 vérifie les propriétés asymptotiques données par la proposition sui-
vante :

Proposition 3.3.1 Lestimateur 6 de 0 vérifie

t
t
2 (LFQ) -1 / LVAB—0) (0= 0 VT ds — L, ps.  (t—> o0).
0

Pour Dy = LV,(6, — 0)(6, — 0)VI* — I, on a
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t
3. (TLCL) t'/? / (UsDy + D,Us) ds = v,
0

0l Voo €St la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

€ = (201 + 405) ' {21, ® I + 2[(Vect(Is))(Vect (1))}

3.4 Preuves des résultats

3.4.1 Martingales a croissance explosive

Le lemme technique suivant, utile pour la suite des preuves, donne une équivalence

de log(det V;?)).
Lemme 3.4.1 Sous la condition (C'3), on obtient l’équivalence suivante :
log(det V;?)) ~ tr(Sa)t, (t — o0).

Preuve :

Notons que la différentielle de la fonction X +—— det X, o X est une matrice in-
versible, est donnée par

d(det X) = det X tr{X 'dX}.
Alors, pour t > 0, on a
d(log det V?) = tr {(V;,V;)) L d(ViV;)} .

En supposant que Vi = I, on obtient

t d
logdet V2 = / tr{(vsv:)—lE(vsv:)}ds
0

t d "
= 2/ tr{Vsl V}ds.
0 ds

Vu I'hypothése (C'3), on obtient

t
logdet V? = 2/ tr{Us + Aso} ds
0

= 2ttr {Us) +o(t), (t—s o0),
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ce qui implique
log det V2
t
Par conséquent, on obtient

—2tr{Us} — 0, (t — 00).

logdet V> logdet V2

_ 1,
i {y)  ttrisy b e

d’ou le résultat du Lemme 3.4.1.

Preuve du théoréme 3.2.1

Pour montrer le résultat annoncé, il suffit de montrer que pour v € R%, on a

(log(detVﬁ))l/O exp{i(u, Z;) }dlog(det V.?) — éuo(n,u), (T — 00),

ol Poo(nm, u) est la fonction caractéristique associée a la mesure limite fio, loi limite de
Lo

En vue de simplifier la preuve, on étudiera le comportement asymptotique de la fonction
caractéristique de la mesure pr donnée par

T
r(u) = (log(det V2)) ! / expli(u, Z,)}dlog(det V2).

0

Comportement asymptotique de (¢r)

Posons, pour u € R?,
Ar(u) = Yp(u) — ar(u), (3.4)
avec

ar(u) = T_l/o exp{i(u, Z;) }dt.

On décompose 'expression de (A7) comme suit :

Ar(u) = Ap(u) + A3 (u),
ou .

A (u) = (log(det Vﬁ))_l/ exp{i(u, Z;) }d(log det V;* — tr(S,)t)
0
et -
A7 (u) = (tr(Ss)(log(det V2)) ™t =T / exp{i(u, Z;) }dt.
0
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Vu que (A\L) et (A2) sont majorés en norme par la quantité 1 — ———=—
que (Ar) et (A7) ] p q og(det 12)

, alors en

utilisant le Lemme 3.4.1, on obtient
M—0 et A —0, (T — o0),

et on en déduit
Ar — 0, (T'— 0).

Enfin, d’aprés la relation (3.4), on a ’équivalence suivante :
1/}T ~ T, (T — OO) (35)

En tenant compte de I’équivalence (3.5), pour montrer le résultat du Théoréme 3.2.1,
il suffit de prouver que pour v € R?, on a

ar(u) — doo(n,u), (T — 00). (3.6)
Pour ce faire, on introduit le processus (L;,t > 0) défini par
Ly(u) = (¢1(u)) " expifu, M) pour u € RY, (3.7)

ou ¢; est la fonction caractéristique définie par

(1) = exp <—%u*<Mc>tu v /0 t /R (expfilu,a)} — 1 — ilu, ) (ds, da:)) .

Notons que le processus (L;, t > 0) est une martingale locale complexe puisque (¢, t >
0) est un processus continu (voir [9]). De plus, on a

L) = Jou)) |
— o (%u*(Mc)tu+ /0 /R d (1—cos(u,x>)uM(ds,d:c)).

Or, pour tout x € R, on a 1 — cosx < 2%/2, d’on

ILo(u)] < exp (%u*(MC)tu) exp (% /0 t /R d (u,x>21/M(ds,dx)) |

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

La(u)| < exp (%u {(M% + /0 t /R d(x,m)uM(ds,d:v)}u) |

et par suite on en déduit que
1
|Li(u)| < exp §u*<M>tu (3.8)
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Par ailleurs, la relation (3.7) s’écrit

Lo((Vy) ) = (6u((V7) M) expifu, Z,). (3.9)

En tenant compte de (3.9), pour montrer (3.6), il suffit de prouver la convergence
suivante :

T / LAV ) (V) w)dt — (), (T — oo). (3.10)

Pour ce faire, on introduit le temps d’arrét 7, défini par

T, :=inf{Tp; T},

ou
inf{t <r tel que tr(V,"H (M), (V*)™') > b} si E,; est réalisé,
Tr,b =
T sinon,
et
inf{t <rtel que |@¢((V;*) 'w)|™" > c} si EY, est réalise,
T =

r sinon,

ol les événements F,; et E;fc sont définis comme suit :
Epp = {te(V;" (M), (V)™h) > b}
et pour u € R? fixé,

B ={lo- (V) )7t > o},

ott b > 0 (resp. ¢ > 0) est un point de continuité de la variable aléatoire tr(C') (resp.
un point de continuité de la variable aléatoire | (1, u)| ™" ).
Posons

Li(u) = Liag, (V7)™ "u).

D’aprés 'inégalité (3.8), le processus <I~Lt(u), t> O) est une martingale locale complexe

vérifiant pour tout u € R?

1
|Li(u)] < expiu*Vt’1<M>st(Vt*)’lu, ot sy =t ATy

IN

1 _ o
exp [ulPtr {VH (M), (V) 7}
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Comme s; < T}, on a
o Vo M), (V) ) < b

et par suite, pour tout u € R?, il vient

~ 1

|Li(u)] < exp EHUHQb (3.11)
Posons, pour tout u € R,

T

Ar = Tl/ {expi({u, V;" " M,) — expi(u, V, ' M) }dt,
0

! T~

G = T [ L0707 0) = o,

s = T / Eo() {60 (V) M10) — 0u((V7) )}l

et Xy = Ap + 6y + 6. On a

T / (V) ) (V) Muydt = T / L) (V) )t + Ar

_ / Lo(w)n (V) u)dt
s / Lu() {60 (V) M0) — du((V7) )}t + Ag

T . T
— 71 / Li(w) e (V) u)dt + Ap + 67 = T / Li(u) oo (n, u)dt + S
0 0

Par suite, on obtient

T T
10 [ Lwod (V) Mt~ ) =77 [ {Lutw) = 1} éusln. )t + .
0 0
Ainsi la relation (3.10) est immédiate dés que les deux propriétés suivantes ont lieu

(21): limsup |Ap| + 165 =0 ps. et lim |65 =0 p.s.
T—00 T—o0

(22): T! /T Li(uw)dt — 1 ps., (T — o).
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Vérification de la propriété (1)

D’une part, on a

T
|Ar| < Tl/ lexpi(u, Z;) + expi(u, Zz,)| lysmnydt,
0

T
S 2T_1 / 1{t>Tt}dt'
0

Comme 1g>7,y < 1g>7,,) + 17 ), On obtient

T T
|AT| S 2T_1 {/0 1{t>Tt7b}dt —|—/0 1{t>Tt1fc}dt} y

T T
< o {/0 (v vy 15y 0 +/0 1{|¢t<<vt*>—1u>|—1>c}dt} :
Gréce aux hypothéses (#H) et (H1), et vu que
P{tr(V;™ (M):(V;") ™) = b} = P{|ec(n, 2)| " = c} =0, (3.12)

on en déduit
|A7| <2 {1 @)ty + Ljommu)~1>c} } -

D’autre part, on a

5 =T / L (V) ) {n (V) ) — (Vi) ")} Loy,

et vu que la fonction ¢ — |¢;(u)| est décroissante, alors

T
5 < or / Lo (V) )b (V) ™) | 1oyt
0

T
< 271 / 1{t>Tt}dt'
0

Par ailleurs, I'inégalité
Lismy + Lmy < Lmey
implique
11;?_?;1) ATV (67 < 2 {Ljimeysty + L{lom )15} | -
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En faisant tendre b et ¢ vers 'infini de maniére séquentielle, tout en respectant la
relation (3.12), on en déduit

limsup |Ar| + [67] =0 p.s.
T—o0

On s’intéresse maintenant au terme dy. En tenant compte du fait que |Lq(u)| < ¢, on
obtient

T
5 < et [ oV ) = i)
0
Grace a I'hypothése (H), on conclut que

limsup [67] — 0 p.s. (3.13)

T—o00

Ainsi, la propriété (1) est établie.

Vérification de la propriété (£72)

Pour u € R? et 0 < p <t < T, notons K, la covariance du couple (Ep(u) , Et(u))
Comme la martingale complexe (f}t(u)) vérifie la propriété

E{L(u)} =1, (3.14)

on en déduit . _
Ky, = E{(Ly(u) — 1)(Le(u) — 1)}

= E{L,()Li(u)} - 1

— E{L,(u)E (it(u)/ fsp)

= E{L,(u)L, (V) ""u)} - 1
= B{L,0 (L0 - 1)}

D’aprés I'inégalité Cauchy-Schwarz, on a
K] < (EILy()2) (BIL, (V) M) = 1) 7

Par suite, il vient

N|=

[#5,] < (BIL)F) (BIL, (V) w2 = 1)* (3.15)
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Par ailleurs, la relation (3.8) implique

L, (u)] < exp{yuVy (M), (V) ).

p

Vu que s, < T, on obtient

ElL,(w)* < Efexp{u’V, (M), (V,) "u}

p

IN

exp{b]|ul|*}.
D’autre part, on a

E|L,(w)]* < Efexp{u"V, (M), (V;) " u}

p

< exp{b]lul*|V;" 'V, [}
En utilisant le fait que e — 1 < xe® pour tout x > 0, il vient
E[L,(w)[ =1 < bllul[[V;V, 1P exp{bllul®[[V;~V, [P}

En insérant (3.16) et (3.17) dans (3.15), on obtient

|[Kp| < —HUH v 1V\!2€Xp{ [l }exp{ [ A 3

En écrivant

IViTVIPP = {7V V)
= tr{V;V,(V)7V '}
et vu la condition (Cy), il existe so > 0 tel que pour t > p > sg, on a
IVl < te(L) = d.

Cela implique que
|K | < KV,

ol k est une constante réelle donnée, indépendante de ¢ et p.
Par ailleurs, pour ¢t > p, on a

E{‘T‘l/OTEt(u)dt—l 2} - ]E{‘T‘l/OT (f/t(u)—l)dt

2}

_ {2T // ) (ol — 1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

) dpdt}



En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

E{'T‘I/OTZt(u)dt—12} — or- / / { 1) (Ep(u)—l)}dpdt
_ op /0 ' /0 t Cov(Li(u). Ly (u))dp
_ / / v dpdt.

2 T rt
< 2kT™? / / IV V,l1* dpdt.
0 0

La relation (3.19) implique

E {‘Tl /OT Ly(u)dt — 1

Par suite, on en déduit
2 T t
} < 2k:T_2tr{ / (Vv / vap*dpdt}. (3.20)
0 0

E {'T‘l /OT Li(u)dt — 1

De I'égalité

d o AV, dV*
d—p(Vpr) i —V,+V a0
on obtient p av, N
V=W,V e (V)T = v voi—2
’ {dp( )}(”) ’ dp+(” dp)
= 2Ap72+52,
et donc

d
dp

Maintenant, si on suppose que Vi = I, on obtient 1’égalité suivante :

(V,V5) = 2V,A,5V7 + VS5V

t t
/ %Sg‘/p*dp = ‘/t‘/t* — Id — 2/ ‘/[,AP’QV; dp,
0 0

laquelle implique

T t T t
w{ [ oorvet [vswpaf < [Have [Wovieisla a
0 0 0 0
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En tenant compte de la majoration (3.18), on obtient

T t T t
tr{/ (Vt*)—lvt—l/ VpSQVp*dpdt} < d/ {1+2/ ||Ap72||d,0} dt.
0 0 0 0

Vu qu’on a
1Ap2ll = O(p™),  (p— 00), avec > 1,

on obtient

T t T t
tr {/ (vt*)—lv,;l/ V,JSQVp*dpdt} =0 (/ {1 +2/ p—ﬂdp} dt) ,
0 0 0 0

et il s’en suit que

T t
tr {/ (vt*)lvtlf VpSng*dpdt} = O(T), (T — ).
0 0

L’inégalité (3.20) implique

E {‘T‘l /OT Ly(u)dt — 1

T
Ainsi on a démontré que <T‘1 / Lt(u)dt) converge vers 1 en moyenne quadratique.
0 T

} =0T, (T — ). (3.21)

Pour terminer, il suffit de prouver que cette convergence a lieu au sens presque-sire.
Pour ce faire, on pose

T
Vp=T" / Ly (u)dt.
0
Soit T}, = k? o k est un entier donné. La relation (3.21) donne
E{|Vy, — 17} = O(k™?), (k — 00),

ce qui implique
Vr, — 1 ps., (k— 00). (3.22)

Par ailleurs, en écrivant

?

Ty N Ty N
|VT - VTk| S ‘VT — T_l/ Lt(u) dt' + 'T_l/ Lt(u) dt — ka
0 0

on obtient, en tenant compte du fait que |L;(u)| < ¢, on obtient pour 0 < Ty < T < Tjiq

T Ty

Vr-Val < T [ L@l T =1 [ Ll
k 0

2k +1

< 2T, (Thsr — Th) = 2¢ e

(3.23)
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En faisant tendre k vers l'infini, on obtient
|\Vr — V| — 0.
Combiné avec la convergence (3.22), on en déduit
Vr—1 ps., (T — o0).

La propriété (£72) est établie, ce que achéve la preuve du Théoréme 3.2.1.

Preuve du théoréme 3.2.2

En appliquant la formule d’Itd a la semi-martingale ||Z;]|?, on obtient la relation

fondamentale suivante :
2 =7z =2 [ oo o ([ v
0 0
- [ mviavwtz. e
0
Pour alléger les notations, on pose

t
%zz/@MWWmmv%,
0
t
K= [ v
0
t
Q, = / 2V,
0

Avec ces notations, la relation (3.24) s’écrit

1Ze||” + T = 29 + tr(Ky). (3.25)

L’étape cruciale de cette preuve est de démontrer la propriété suivante :
t
! (||th\|2 +/ Z;SzZs_ds> — tr(SY2CS?) ps.,  (t — o0), (3.26)
0

avec Sy la matrice introduite dans I’hypothése (C's).
Pour ce faire, on va étudier le comportement asymptotique des processus & variation
bornée (J;) et (K;), ainsi que celui de la martingale locale scalaire (Q;).

Comportement asymptotique de (7;)
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Remarquons que le processus (J;) vérifie

t v, %
m::/zw{ H——i%@ﬂ@@
0

ds ° ® ds

! v, avi\*
— /Z;‘{Vsl 4 +(v51 V) }sts.
0 ds ds

Compte tenu de la condition (C's), on obtient

¢ ¢ ¢
T = / Z:59Zsds + / VAVANDY N +/ AVANSYAE
0 0 0
On a, quand ¢ tend vers I'infini,

1Al = O, B>1,

t 2k t
- / 7789 Zsds|| < t_ﬁ/ | Z||?ds — 0, (t — o0),
0 0

et donc .
T~ / 22 8o Zuds,  (t —» 50). (3.27)
0

Comportement asymptotique de (K;)

Le comportement asymptotique de (K;) est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.4.2 Sous l’hypothése (Ha) ou bien sous les hypothéses (Hy) et (H'2), on a
t'K; — CUs + Uy,C pos., (t — 00). (3.28)

Preuve :

Grace a une intégration par parties, on obtient

! AN
K, ::/ VM), (VH) T =V M 1+/ VoM (v 1 ) ds
0 0 ds

0

t d * d
ICt:C£+/ C! <V51 V’"’) ds—i—/ (V ! V)C’ds (3.29)
0 ds 0 d
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La condition (C’'3) implique
t t
t‘llCt:t‘lCt’+t‘1/ C;A;gdsqtt‘l/ A, 2Clds
" : t
! / Clds Up + Upt™! / Clds. (3.30)
0 0
Sous 'hypothése (Hs), le premier terme du membre de droite de 1'égalité (3.30) est
presque-strement égal & o(1). De méme, du fait qu’'on a
1Al = O, B>1,

et grace a 'hypothése (#Hs), on montre aussi que le deuxiéme et le troisiéme termes
sont presque-stirement égaux a o(1). Enfin, en combinant le lemme de Toeplitz avec
I’hypothése (H2), on obtient

t t
tl/ Cids Uy + U2t1/ Clds — CU; + UsC p.s., (t — 00).
0 0

Ainsi le résultat du lemme est établi.
Il reste & montrer que la propriété (3.28) reste vraie sous les hypothéses (H;) et (H's).
Par analogie avec la relation (3.29), on a

- t dV,\ " ! d
K, = C, +/ C <V31 VS> ds +/ (VSl VS) Cyds, (3.31)
0 ds 0 ds

ot Cy = VU (M), (V)L et (K;) est le compensateur prévisible du processus (K;) donné
par

K= [ viaon.e

Vu la condition (C's), il vient

t t t t
till&t = tilct + til / OSA:QdS + til / ASQCst + til / Cst UQ* + Uztil / Csds.
0 0 0 0

Sous I'hypothése (H;), en utilisant le lemme de Toeplitz et le fait que, quand ¢ tend
vers l'infini, on a

1Al = O(t™), 8> 1,

on obtient .
t'K, — CU; + Uy,C pos., (t — 00).

Par ailleurs, posons

S

H =K, — K, = /Ot VN d[M) — d(M) ) (V)7



On a
AH, = Vi AIM (V)™ = Vi H(AM) (AM)* (V)

Par suite, le compensateur prévisible du processus croissant

N = D IAHL = 3 IV AM,

s<t s<t
est .
= [ vl s, ).
0 JR

L’hypothése (H's) signifie
/ (1+3s)PdésPM <00 p.s.
0

Donc en utilisant le Lemme 3 de Le Breton et Musiela [12], on peut affirmer que la
martingale

/ (14 s)""dH,
0

converge presque-stirement vers une limite finie quand t tend vers l'infini. Il en résulte
que -
tH K —Ky) — 0 ps., (t— o).

Par conséquent, la propriété (3.28) a bien lieu sous les hypothéses (H1) et (H'2).
Comportement asymptotique de (Q;)
Soit la martingale locale scalaire (Q;) définie par

Q, = /Ot tr(Cy)dQs.

En tenant compte de la relation (3.31), la variation quadratique prévisible de la mar-
tingale locale (Q;) vérifie

¢
(Q); = / ZEAK  Z,. (3.32)
0
En insérant la relation (3.31) dans (3.32), il vient
t t d‘/s t d‘/s
(Q)y = / Z:dCsZ +/ ZFO, (VT =2) Z.ds +/ 7V 20, Zds.
0 0 ds 0 ds

Par suite, on obtient

@i=o( [ iarawiep)ro ( [z {o. (voe) s v tiatas).
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D’une part, compte tenu de 'hypothése (#;) et de la condition (C’3), quand ¢ tend
vers l'infini, on obtient presque-stiirement

t d " * d " t
’/ HZSHQtr{CS <VS1 V) + V! VCS}ds—/ | Zs||Ptr {CU; + U,C} ds
0 0

ds ds — 0

D’autre part, vu la relation (3.27), on a

t
Ji=0 (/ 1 Z,|12tr {CU; + UnCY ds) .
0

On en déduit

t
(Q) =0 ( |1z {@})) O ps.
0
Grace a une intégration par parties, on obtient
t t
/0 1Z,d(tr {C)) = 1200 {Ch) — / tr{CL} (| Z)7). (3.33)

La relation (3.25) implique

/0 |Z.|2d(tr {CL}) = | ZPer (O} + / tr{C.}d T, / tr{Cd(tr{K.}) — 20,

En tenant compte de ’hypothése (#;), on obtient
t
[ 12zdr (€1 = =20+ 0 (1207 + 1K) + 7).
0

Du fait que la variation quadratique de la martingale locale scalaire Q vérifie

(Qr=0((Q),

la loi forte des grands nombres implique

On en déduit

En appliquant encore une fois la loi forte des grands nombres a la martingale scalaire
Q, on obtient
Q,=o0 (||Z,5H2 +tr(Ky) +F)  ps.

De la relation (3.25), a savoir

1Z]” + T = 29 + tr(Ky),
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il vient
Q; =0(Q;+1tr(Ky)) p.s.

D’aprés le comportement asymptotique du processus (K;), on conclut
Q;=o(t) p.s. o

Par conséquent, vu les comportements asymptotiques des processus (K;) et (Q;), on
obtient la convergence suivante :

120 + tr(Ky)) — tr{S2CS*} p.s.,  (t — oo).

En tenant compte du comportement asymptotique du processus (J;) et de la relation
(3.25), on obtient I'équivalence suivante :

t
(29, + tr(KCy)) ~ t 71 (||th||2 +/ Z;‘SQZSds> , (t — 00).
0

Ainsi la convergence (3.26) est établie.
Par ailleurs, en appliquant le Théoréme 3.2.1 au couple (M, V'), on obtient

t
e = t_l/ 0z7,ds => oo D-S.,
0

et donc
liminf/ x*ngdut(x)z/ ¥ Soxdpse(z)  p.s. (3.34)
R4

t—o00 Rd

/ " Soxdpe(z) = tr (5’2/ x:z:*d,uoo(x)> :
R4 Rd

alors sous I'hypothése (H3), on obtient

Vu qu’on a

/ v Sardpis (z) = tr{Sy*CS3/%}.
Rd
L’inégalité (3.34) s’écrit alors
liminf/ x* Soxdpy(x) 2257“{521/20521/2} p.S.
t—o0 R

Par conséquent, il vient

t
lim inf ¢! / 75 Sy 7, ds > tr{Sy*CS)*}. (3.35)

t—o0 0
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En combinant I'inégalité (3.35) et la convergence (3.26), sachant que t7!|| Z;||* est une
quantité positive lorsque t tend vers l'infini, alors on obtient
t
4 / 7 SoZ. ds — tr{SY2CSYHY ps. (1 —s o0). (3.36)
0

En tenant compte de (3.36), la convergence (3.26) implique la propriété de la loi du
logarithme, & savoir
N2 — 0 ps., (t — o0),

et comme S, est une matrice inversible, la propriété de la loi forte quadratique est

établie. Cela achéve la preuve du Théoréme 3.2.2.

Preuve du théoréme 3.2.3

En appliquant la formule d’Tt6 a la forme quadratique ({u, Z;)?), on obtient
t t
22; = [ voMaiw) T - [ Vo) v )
0 0
t t
- [ veavveaan )t [voaar )
0 0
t
s [ (37
0
En effet, la formule d’intégration par parties donne

t t
Zth:/ st2§+/ A7, 25 + (2, 7*),.
0 0

Puisque
dZ, = -V 'dV,V, M, + V  d M,
et
42 = M (V)™ = MI(V) v (V)
on obtient

t t
22; = [ zawy - [ zaneytane)
0 0

t t
—/ I/;—ldv;v;—lM82;+/ VAM,ZF + (2, Z%),.
0 0
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La relation (3.37) découle de la relation suivante :
t
(.27 = [ Vv
0
En tenant compte de la relation (3.31), on obtient

t t
Dy + / V. rdV,D, +/ D dVX(VX)™' = H, + Hf + H,, (3.38)
0 0

avec

t
Lw%ﬂmw—wmww,ma/wwwmmﬂ
0

fo= [ votann v - [ v

Pour la suite, on introduit, pour u € R?, la martingale vectorielle (H}) définie par

t
= [ VoMM ()
0

On désigne par (e1,es,...,eq) la base canonique de R?. Soit
Hy
Vect(H,) = : , avec H!=H{, pour i=1,...,d.
H

Dans le but d’établir que la martingale H vérifie un TLC, on étudiera le comportement
asymptotique de sa variation quadratique prévisible et la validité de la condition de
Lindeberg.

Lemme 3.4.3 Posons C' = UyC + CU;. Pour tout u € R%, on a
tHHY, — (u*Cu)C,  (t — o).

Par conséquent, 3
t~(Vect(H)); — C ® C quad(t — 00).

Preuve :
La variation quadratique prévisible de la martingale (H}*) est donnée par

t
)= [ 2V a0 ) 2

0

Pour tout (z,u) € R? x R?, on a
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t
v (HYr = / v 2L VA (V) ) 2
0

t
= /<x,ZS>2 dF",
0

t

avec F' = u*Fyu, ot F; = / V(M) (V) ds.
0
Vu la relation (3.31), il vient

t d‘/s * t d "
Ft:0t+/ Cy (v;l ) ds+/ (v;l V)csds,
0 ds 0 ds

et par suite, pour tout v € R%, on obtient

u * * — dv * _ dV
dF = d(u*Cyu) + u {(Jt (m ld—;) + (vt 1d—t’f) C’t}u.

Il en résulte que, pour tout (z,u) € R? x R, on obtient
e (H") x = /t <, 7, > d(u*Csu)
0
+ /t <1, 7, > u {Cs(Agg + Un)* (Ayn + Us)Cl Y uds.
0
Par conséquent,

t t
e (H"x = / <z, Zy > d(u*Cyu) + 2/ <, 7, > u* A, ,CPuds
0 0

t
+/ <z, Zy > u* (CUs + UsCy) uds.
0

Par ailleurs, la loi forte quadratique implique

1 t
f/ <z, 7Zy>>ds — 2*Cx p.s., (t— ).
0

En utilisant cette derniére convergence, la condition (C's) et ’hypothése (), on ob-
tient

t
/ <, 7, >*u* A oC*uds =o(t) p.s., (t— o)
0

et

¢
/ <z, Z, >*u (CU* +UC) uds ~ z*(u*Cu)Cat = O(t) p.s., (t— o).
0
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Par ailleurs, on a la majoration
t t
/ < x,Zy > du*Cou) < ||x||2/ | Z|12d|u* Cul
0 0

et le fait que
[ Csul < [lull*Csll = [Jul*tr{C\}.

On en déduit
t t
/ <, 7,2 dwCu) < C'° / | Z.|2d(r{C.)).
0 0

La relation (3.33) implique

/0 \Zo|Pd(tr {C}) = 12| {C} / tr {(C.} d(|Z.]?).

D’aprés la LL et 'hypothése (H;), le premier terme du membre de droite de cette
égalité est presque-stirement égal a o(t). De méme, en utilisant le lemme de Toeplitz,
on montre encore que le second terme est presque-stirement égal a o(t).

Par conséquent, pour tout = € R?, on obtient

t
/ <x,Zy >? w'dCyu=o(t) p.s., (t— 00).
0

Ainsi, pour tout (z,u) € RY x R¢, on a
N HY x — o (u*Cu)Cx p.s., (t — o00),

d’ot, la premiére assertion du Lemme 3.4.3 est établie.
La seconde assertion du lemme découle directement de la premiére et de la relation
suivante :

t
', )y = eV, sV e ZF pour 1<i,5<d. o
H' H’ ZZVSldM Vi, IJZS d
0

En tenant compte du lemme précédent, pour appliquer le TLC & la martingale H, il
reste a vérifier la validité de la condition de Lindeberg. Pour ce faire, on introduit la
définition suivante :

Définition : Soient A = (A;,t > 0) et B = (B, t > 0) deux processus croissants

issus de 0. On dit que A est dominé au sens fort par B, et on note A < B, si (B; — A;)
est un processus croissant.

76



Pour A = (A;,t > 0) (resp. B = (B, t > 0)) le compensateur prévisible du pro-
cessus A (resp. B), on a le résultat suivant :

Si A< B, alors A< B.

Notons que AH = (AH,, t > 0), le saut de la martingale matricielle H = (Hy, t > 0),
défini par
AH, = Z, (AM)*(V;)™, t>0,

vérifie

IAH|? = tr{AHAH;)
= tr{ZZH{AM (V)7 V T AMLY
= 1 ZPer{V; AM; AM, (Vi) ™'}

= | Z|Per{V; A[M(V)
Cela implique

IAH[* = Ze*ANe on ANy = tr{V, T A[M](V,) ™',

et A = (A4, t > 0) est le processus croissant donné par

n=orf | t Vo)

Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale H

Posons
o) = S IAHP L gampory, £ 0 et >0,

s<t

La condition de Lindeberg au sens de la convergence presque-stire pour la martingale
H s’écrit

Ve >0, tlof(evt) — 0 ps., (t— o0).

Pour montrer ce dernier résultat on a besoin des deux lemmes techniques suivants :
Lemme 3.4.4 Sous l’hypothese (Hz), on a presque-sirement

sup ||V, PAM, || < +oo.
>0
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Preuve :
En remarquant que

D AM(AM,)" < [M],

s<.

alors, pour t > 0, on a

IV AMP < ) IV AM|P < ee{ Vi M) 7

Vu I'hypothése (H,),

s<t
on obtient

Vi AM* = O(1),  (t — o0).

Le résultat du lemme en découle.

Lemme 3.4.5 Pourt >0 etr >0, posons

ol(r) = Y IAH Lz et

s<t

U?(T) = ZHAHSHQl{HVS—lAMSII»}-

s<t

Alors, pour a €10,1], on a

Preuve :

(o™ < al(a™) + % (a™).

Considerons la décomposition suivante :

o (a7%)

D’une part, on a

D IAHNP L gam 505 171501}

s<t

2
+ D IAHNPLyas a2 <t vt an <o)

s<t

2
+ D NAHPLyam 50, 1z <amt, Vi A0 [5a-1}

s<t

D IAHP s sa-s 2501y < ot (@)

s<t
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et

Z IAHNP Yy am 502, 1z a1, vt ansa-1y < 07 (@),

s<t
D’autre part,
IAH|* = [|Z,|1? ||V AM)*.

Ainsi, ’événement,

{IAH > a7 | Z]] < a™' IVTIAM| > a7} =0 pas.

En tenant compte du Lemme 3.4.4, il vient

ol(r) <« /HZsH21{zs>r}dAs
0
et

O'?(’I“) <K / ||Zs||21{AAS>r2}dAs'
0

Donc, pour tout t > 0 et r > 0, on a
—_— t ~
2
A0 < [ 120z,
0

et
—_ N t ~
20 < / 12,01 (.o dA,
0

t
< 1{sup5§tAAs>r2}/ ||Zs||2dAsa
0
avec

so= o { [voaanw ) = e

Il en résulte que, pour tout a €]0,1] et € > 0

e~

limsupt~'of (ev/t) < limsupt ‘ol (a=3).

t—o00 t—o00

Pour terminer, il suffit de prouver

limsupt o (a=3) = 0.
t—o00

En effet, d’aprés le Lemme 3.4.5, on a

e~

t t
o (@) S/ 1 Zs "1 g2, 50-17dAs + 1{supsgtAAs>a2}/ 1Z:|PdA..
0 0
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Par suite,

t t
Lo (a-3) < ! /0 12211y 0+ Tpanp,, ar a2yt /0 1Z,|2dA,. (3.40)

D’aprés la LFQ), il vient

t “+o00
tl/ |]ZSH2ds—>/ 2l (z) pos.  (t —> 0o).
0 0

On en déduit
t —+o00
tl/o st\|21{,zs>a_1}ds—>/0 JeIPLgpaoa sy diioc(z) poses (t — 00).

Vu le comportement asymptotique du processus (K;) donné par la relation (3.28), on
a
t K, — CU; +UyC p.s., (t — o0)

et donc
A=0(t) ps., (t— o0).

Par conséquent, on a

t t
rl/ 121245, gctezs—l/ 12.112ds
0 0
et
t _ t

En tenant compte de (3.40), pour tout « € |0, 1], on obtient

+00 +oo
t—lgtH(a/_3) < / ||x||21{||$||>a71}d,uoo($) + 1{Sups§t AAs>a—2) / ||:L‘||2dluoo($)
0 0

En faisant tendre a vers 0, le second terme du membre de droite de cette derniére
inégalité tend vers 0 puisque, d’apres le Lemme 3.4.4, on a presque-siirement

sup AA, < +o0,
>0

ce qui implique que, pour a qui tend vers 0, on a
1{supsgt AANs>a—2} »0.
De méme, si o tend vers 0, on obtient

L{je|>a-1y — 0,
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et on en déduit
+o0o )
/O 2|11z >a-13dptoo (@) — 0, (o —> 0).

Ainsi la relation (3.39) est établie. Par conséquent la martingale H vérifie la condition
de Lindeberg au sens de la convergence presque-stire, a savoir

e~

Ve >0, off(evt) — 0 (t — o). o

Par ailleurs, vu cette derniére relation et le Lemme 3.4.3, et en appliquant le TLC a la
martingale vectorielle Vect(H), on obtient

t7V2H, = Nywa(0,C @ C). (3.41)

Fin de la preuve du Théoréme 3.2.3

La relation (3.38) implique

t t *
0 ds 0 ds

En tenant compte de la condition (C’s), on obtient
t ¢
Dy + / (As2 + Uz)Dyds + / D, (Ao +Us)"ds = Hy + H + H,.
0 0
Par suite, on a
t } - ¢ 3
/ (UsDs + DUs)ds = Hy + H + H, — Dy — 2/ AgoDgds.
0 0

D’aprés la LL, a savoir
1Z|I* = o(s) p.s.,

on a 3
|Ds]| = o(s) ps.
Vu qu’on a
1A 2]l = O(s7*),
il vient

t t
/ Bz Duts | < / |l Ddllds = o(t/2) p.s.
0 0

En tenant compte du fait que sous 'hypothése (H"3), on a

H, =o(t'?) p.s., (3.42)
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on obtient
t

t1/2/ (UsDy + DU )ds =tV H, +t7V2H +t7Y2H, —t7'2D, + o(1) p.s.
0

En utilisant (3.41), (3.42) et le fait que

72D, B0, (t — o0),

t
on montre que la famille des v.a. <t‘1/2 / (UsDs + DsUz*)ds) converge en loi vers v,
0 t
oll V4, est la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur gaussien

standard d-dimensionnel et indépendant de & avec
€ = (tr(S,)) " H{2C ® C + 2[(Vect(C))(Vect(C))*]*+}.

Ainsi, la preuve du Théoréme 3.2.3.

3.4.2 DMartingales & croissance mixte

Dans cette section, nous donnons une esquisse de preuve pour le Théoréme 3.2.4
(resp. Théoréme 3.2.5), qui se démontre d’'une maniére analogue au Théoréme 3.2.1
(resp. Théoréme 3.2.1). Les preuves des Théorémes 3.2.8 et 3.2.9 se démontrent par de
nouvelles techniques qui seront détaillées dans la suite.

Esquisse de preuve du Théoréme 3.2.4

Pour montrer le résultat du théoréme, il suffit de montrer que pour u = (uy,uy) €
R x R%® et Z, = (Z)4, Zas), ON &

At /Ot exp{i(u, Zs) }dAs — so(n,u), (t — 00), (3.43)

ol Y (n, u) est la fonction caractéristique associée a la mesure limite fi,, loi limite de
Do
Dans la suite, on introduit les processus L = (Ly, Ly) et ¢ = (¢1, ¢o) définis par

Lt,k(uk) = (¢t,k(uk))_1 expi(uk, Mt,k> et ¢t,k(uk) = exXp Bt,k(uk)> ke {1, 2}7

avec

By p(ug) = —%u,t(]\/[g}tuk—l—/o /de (exp{i(ug, 2)} —1—i{ug, x))v™M*(ds, dx), k € {1,2}.
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Par conséquent, montrer (3.43) revient a établir la convergence suivante :

At_l/O Ls((Vs*)_lu)ng((Vs*)_lu)dAs — Cboo(na U)a (t — OO) (3.44)

En adaptant les mémes techniques utilisées pour établir la relation (3.8), on montre
|L(w)] = (¢o(u)) " expifu, M) < exp U (M)u. (3.45)
En introduisant le temps d’arrét T, := inf{T,;; T} } ou
inf{t <r tel que tr(V,"1(M),(V,*)"!) > b} siE,, est réalisé,

r sinon,

inf{t <7 tel que |@¢((V;*)""u)|™! > ¢} si E}, est réalisé,
T, =
r sinon,

avec E,p = {tr(V 1 (M), (V)™1) > b} et B, = {|¢-(V,) 'u)| ™! > ¢}, pour u € R
et b > 0 (resp. ¢ > 0) désigne un point de continuité de la variable aléatoire tr(C)
(resp. un point de continuité de la variable aléatoire |¢oo(n,u)| ™! ), on en déduit que
la martingale locale complexe Ly;(u) = Liag, ((V;*)"'u) est bornée et d’espérance égale
a 1. Ainsi, pour tout v € R?, on a

A7 [ L@ M)A, bl = 47 [ {Lu(w) = 1}l )i, + 2

(3.46)
ou ¥y = Ay + 9, + 0/ avec
t
A = At_l/ {expi(u, Zs) — expi{u, V, " Mar,) }dA,,
0
t ~
0= A7 [ L)) = ol )b
= A [ B () - () A
En tenant compte des hypothéses suivantes :
1ALl =O(A7) et [[Ag,]l=0(p7"), (p—o0), B> 1, (3.47)
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et de la méme fagon que pour la preuve les relations (3.11) et (3.12) de [5], on montre

limsup |A¢] 4+ |6;] =0, lim |6] =0 (3.48)
t,b,c—00 t—o0
et .
A / (Lonr (V) = 13dA, — 0 pos., (t — 00). (3.49)
0

Le résultat du Théoréme 3.2.4 est finalement établi, en utilisant (3.47), (3.48) et (3.49).

Esquisse de preuve du Théoréme 3.2.5

Tout d’abord, on montre la convergence suivante :

t
At_l/ as|| Z||*ds — tr(C) p.s., (t — 00), (3.50)
0
ou Zt = (Zl,t7 Zgﬁt) et C = Diag(Cl, Cg)
Notons que
t t ¢
A;1/ as|| Zs||*ds = A;l/ as|| Zy || *ds + A;l/ as|| Zo.s||*ds. (3.51)
0 0 0

Gréace a la loi forte quadratique, le premier terme du membre de droite de (3.51) tend
vers tr(C}) lorsque t tend vers l'infini. Par une intégration par parties, on montre que
le second terme s’écrit

t t
At / a,dly = A 'a, Ty — A;! / [.alds avec dly = |Zy,||*ds. (3.52)
0 0
En appliquant la LFQ dans le cas d'une normalisation explosive, on obtient
r
Tt — tr(Cy) p.s., (t — 00). (3.53)

En utilisant la condition (C4), on obtient
Ata, Dy — (1 —a)tr(Cy) p.s., (t — 00). (3.54)
En tenant compte de (3.53) et de la condition (C,), on obtient

t
Atl/ [yalds — —atr(Cy) p.s., (t — o). (3.55)
0

En insérant (3.54) et (3.55) dans (3.52), on obtient la relation (3.50).
Compte tenu du Théoréme 3.2.4 et de ’hypothése (Hj3), on en déduit

¢
litm inf tr{At_l/ as|| Zs||*ds — C} > 0. (3.56)
—00 0

En combinant la convergence (3.50) et 'inégalité (3.56), on obtient le résultat du Théo-
réeme 3.2.5.
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Preuve du théoréme 3.2.8

Pour Z, = Vt_lMt, la formule d’Ité6 donne :

2,7} / VoML AME (V) / VoMM (VA AV (V)L
t t

- [ v aan )t [ vsaar )
0 0

v f VML) (3.57)

0

qu’on écrit sous la forme suivante :
t t
D, +/ V. 'dV, D, +/ Dy(dVy)* (V)™ = H, + H; + Hy, (3.58)
0 0

avec Dy = V;, Y (M M* — (M),)(V;)', H = Diag(H,, H,) et H = Diag(H,, H,) définis,
a valeurs dans R“*% pour k € {1,2}, par

t t
Hm:/ Vi M odM (Vi)™ et Hmt:/ Vio (d[Mi]s — d(My)s) (Vi)™
0 0

Par conséquent, on obtient la relation-clé suivante :

t
et [ M ) v .0 v, =
0
. 1 _
t=V20{D,} + % {H,} + §t_1/2tr{Ht}. (3.59)

Vu que .
t_1/2Dt — t_1/2‘/;_1MtMt* (‘/t*)—l . t—1/2‘/;—1<M>t<‘/t*)—l
on obtient, d’aprés I'hypothése (Hy)
tr{t2D,} — 0 ps., (t — o). (3.60)

Par ailleurs, sous I’hypothése (7—2” 2), le Lemme 3 de Le Breton et Museila [12] s’applique
et on a
Al/QHlt—>0 et tl/zHgt—>O p.s., (t— 00).

En écrivant B B
t_l/QHLt _ t_l/zAtl/QAt_l/QHLt,

la condition (C,) implique

tV2H,, — 0 ps., (t— o).
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Ainsi, on a
t~ V2% {H,} — 0 ps., (t —> 00). (3.61)

Le lemme suivant donne le comportement asymptotique du terme tr{t='/2H,}.
Lemme 3.4.6 Avec les notations précédentes, on a
AP = N(0,C, @ Cy), avee Cy = UyCy + CLUT, (3.62)

et
t_1/2H27t - N(O, C’g X 02), avec éz = UQCQ + CQU; (363)

Preuve :
La premiére assertion de ce lemme est démontrée par Chadbane et Kebaier (voir rela-
tion (3.37) dans [5]). La seconde assertion est une conséquence directe du Lemme 3.4.3.

De la premiére assertion du Lemme 3.4.6 et de la condition (Cy4), on en déduit que
t=1/2H, ; tend vers zéro en probabilité. Par suite, il vient

t= 20 {H,} = N(0,tr{Cy ® Cy}). (3.64)

En insérant (3.60), (3.61) et (3.64) dans (3.59), on obtient le résultat du Théoréme
3.2.8.

Preuve du théoréme 3.2.9

Notons tout d’abord qu’en posant S = Diag(Iy,, Ss), on a

¢ ¢ ¢
tr {/ s*D,S ds} = tr {/ S_QDLS ds} + tr {/ S_abgys Sy ds} , (3.65)
1 1 1

avec Dyy = vy 2(Mi M7 — (My)y) et Dyy = Vi (Mo Mg — (Mo)) (Vi) L.

Par conséquent, afin de montrer le résultat du théoréme, on étudie les comportements
asymptotiques des deux termes de droite de cette derniéere égalité, lesquels se déduisent
des deux propriétés suivantes. Pour v > 0 et k € {1,2}, on a

(Pl) : t*?’bk,t E» O, (t — OO),

et
t 14+a ~ P

(Py) : t_(l_a)/g/ s 0S4 Dy Yds 50, (t — o0).
1

Ces deux propriétés sont une conséquence directe de ’application du lemme de Toeplitz
et du fait que les couples (My, Vi) vérifient 'hypothése (H;) pour k € {1,2} et donc
katl M, + converge en loi.
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t
1. Comportement asymptotique de tr {/ § "Dy 59 ds} :
1

En réécrivant la relation (3.58) pour le couple (My, , t*/?V5,), on obtient

t t
/ s~tr{ Do V5, dVa s} + / s~tr{ Do s (Vo dVa,)*} = —tr{t *Day}
1 1
t _ t B
—l—a/ saltr{Dgys}ds—l—/ s “r{2dHys + dHs}, (3.66)
1 1

t t
avec Hay = / Vs My dM (Vi)™ et Hyy = / Vy M d[Ma) — d(Ma)) (Vi)
0 0

Vu la condition (C’3) et le fait que ||A;2| = O(t77), il vient

t t t
/ s’“tr{DZSVQ;ldVg,S} + / sfatr{ﬁQ,s(VQ;ld%,s)*} =tr {/ s’af?g,s S ds}
1 1 1

t
+0 (tr {/ s’o"ﬁf)% ds}) )
1

t t
tr {/ s Dy s Sy ds} = —tr{t " “Dys} + a/ s_o‘_ltr{DZs}ds
1 1

Par conséquent, la relation (3.66) s’écrit

¢ ¢
+/ s “tr{(2dHss + dHy )} + O (tr {/ s Dy, ds}) . (3.67)
1 1
Notons qu’en choisissant v = (1 4+ «)/2 dans (Py) et (Ps), on a, d’une part,
tr{t™*Dy,} L0, (t — 00), (3.68)

et d’autre part

¢
/ s Mr{Dy }ds £ 0, (t — o0). (3.69)
1

De méme, en choisissant v =  — (1 — «)/2 dans (P3), on obtient

¢
tr {/ s PD,, ds} 20, (t— o). (3.70)
1

Par ailleurs, notons

¢ ¢
By, :/ s r{dHss} et DBay :/ s~ r{dHs}.
1 1
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Alors on a
t
/ S_Oétr{(2dH275 + dHZs)} =2 Bgyt + B27t. (371)
1

Dans la suite, on étudie les comportements asymptotiques des deux martingales
BQ,t et BZt'

(a) Comportement asymptotique de (Bs;) :

La variation quadratique prévisible de la martingale (Bay, t > 0) est donnée
par

<B2>t:/1 s 2tr{d(H>),}.

Grace a une intégration par parties, on obtient

/11% P {d U} — { <Iiz>t} + 20 /j s~ 2ty {@} ds.

Vu que (Hs):/t converge p.s. (voir Lemme 3.4.3), il vient

20ty {@} =o(1) p.s.

[ n Y

Par conséquent, on a

t
(Ba)i= [ (i)} = O) pes.,
1
ce qui implique
Bgi = O(l) p-.S. (372)

(b) Comportement asymptotique de (B;>) :

De méme, par une intégration par parties, on obtient
By =t tr{Hy} + /t s~ @Vt H, Vds.
1
Sous I'hypothése (H"2) (voir Remarque 3.2.7), a savoir
[ Vi — 0 () = o) ps.
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on obtient )
Hyy=o0 (t1/2) p.s.

Par conséquent, on a
t™tr{Hy:} =0 (t1/2_a) p.S.

et
t
/ s @ Dtr{H, s = O(1) p.s.,
1

ce qui implique B
Byy =0 (t179%)  ps. (3.73)

Vu les relations (3.67), (3.68), (3.69), (3.70), (3.72) et (3.73), on en déduit

t
(=) 2y {/ 5§Dy, Sds} 20, (t— ).
1

t
2. Comportement asymptotique de tr {/ s "Dy g ds} :
1

De méme, en réécrivant la relation (3.58) pour le couple (Mi,V]) et en appli-
quant la trace, on obtient

b dv, 1 - 1
tr {/ Dl,s UU } = —itr{DLt} —|—tI'{H1’t} + étr{HLt}, (374)
1 S

t - t
avee Hi, — / oMy dM;, ot Hyy = / w2 (d[My], — d(M,).).

0 0
Or a € [3/4,1], donc on a

-1 dvt 2,—« —(14a)
v, — =71t 4ot ). (3.75)
dt

On obtient donc

b do t B t B
tr {/ Dy S} = r2tr {/ saDl,sds} +o (tr {/ S(HO‘)DLSds}) .
1 Vs 1 1

Par conséquent, la relation (3.74) s’écrit

b 1 = 1 -
r2tr {/ saDlgsds} = —§tr{D1,t} + §tr{Hl,t}
1

t
+tr{Hy:} + o0 (tr {/ S(HQ)[DLSCZS}) . (3.76)
1
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Choisissons v = (1 — a)/2 dans (P;), de telle sorte que
—(1-a)/2{ [ T P
t tr{Di:} — 0, (t — 0). (3.77)
De méme, en choisissant v = (1 + «)/2 dans (P;), on obtient
t
==/ 24y {/ 3_(1+°‘)D17Sds} 20, (t— o). (3.78)
1

Sous I'hypothése (H"3) (voir Remarque 3.2.7), on a

t
/ U;2(d[M1]s - d<M1>s> = 0(A2/2> p-s.
0
De la condition (3.75), on en déduit
Hy; = o(t1=97%) ps. (3.79)

Par ailleurs, la premiére assertion du Lemme 3.4.6 et la relation (3.75) impliquent

—174_04 (20 Hy ) = N(0,2(tr{C1})?). (3.80)

Ainsi, le résultat du Théoréme 3.2.8 découle des propriétés (3.76), (3.77), (3.78),
(3.79) et (3.80).
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Chapitre 4

Propriétés asymptotiques de
I’estimateur des moindres carrés d’un
processus autorégressif gaussien par
une méthode de moyennisation
logarithmique
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4.1 Introduction

Soit W = (W, t > 0) un mouvement brownien réel standard. On définit le processus
X = (X',..., XP)* avec Xy = 0 par

oub* =(0,...,0,0) € RP et

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
B,—| 0 00 0 0
00 0 -~ 0 1
0, 0y 05 - 0,1 0,

Ce modele a été étudié par exemple dans [8, 9, 10, 19]. Le processus X = (X, t > 0)
défini par (4.1) est un processus gaussien dont la p-iéme composante X? est un processus
autorégressif d’ordre p (AR(p)) vérifiant 1’équation différentielle stochastique suivante :

ou f = (6h,...,0,) € RP. Notons que le processus X = (X, t > 0) n’est autre que
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck multidimensionnel et estimer la matrice drift By
revient & estimer le paramétre  du modéle AR(p) donné par (4.2), vu que

B9:€p9—|—T,

ol e, est le p-iétme vecteur de la base canonique de R? et T" une matrice triangulaire
donnée par

010 -+ 00
001 - 0 0
r_looo0o 0 0
000 - 0 1
000 -+ 0 0

Le polynoéme caractéristique de la matrice drift By est donné par
P(z) =28 — szp_l _ p_12p_2 — =y — - — 6.

Désignons par m (resp. 9) la plus petite (resp. la plus grande) partie réelle des racines
du polynéme P. Le processus X défini par (4.2) est dit stable ou régulier (resp. instable
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ou explosif) si 91 est strictement négative (resp. m est strictement positive).
Soit f I'estimateur des moindres carrés de 6 défini par

t -1 ¢
0, = [ / XsXs*ds] / X, dX,P. (4.3)
0 0

Cet estimateur a fait l'objet de plusieurs études donnant sa consistance forte et sa
normalité asymptotique (voir par exemple [8], [12], [18], [19]). Dans [19], Le Breton et
Musiela, en utilisant une loi forte des grands nombres pour les martingles locales conti-
nues multidimensionnelles, ont montré que cet estimateur converge presque-stirement.

Plus précisément, on a
- logt
16, — 0] = o(,/Tg) p.s. (4.4)

16, — 0] = o(\/Ee—mt) p.s. (4.5)

1. Dans le cas stable,

2. Dans le cas instable,

Dans [8|, Darwich a établi une loi du logarithme itéré (LLI) pour des martingales
locales cadlag multidimensionnelles et a précisé 'ordre de la convergence de ce méme
estimateur dans le cas stable, a savoir

16: — 0]Vt

hzriigp ToaTost < 400 p.s. (4.6)
Les théorémes limites par moyennisation logarithmique pour les martingales a temps
continu dont il est question ici ont fait 'objet de quelques publications. On cite en
particulier les travaux de Chadbane [3| pour des martingales continues, Chaabane et
Kebaier [5] dans le cas des martingales quasi-continues & gauche, a croissance réguliére
et plus récemment Fathallah et Kebaier [13] dans le cas des martingales quasi-continues
a gauche, & croissance explosive et mixte (réguliére et explosive). Dans ce travail, on
applique ces résultats au processus autorégressif gaussien dans les deux cas stable et
instable. Dans le premier cas, afin d’améliorer les vitesses de convergence associées au
théoréme de la limite centrale presque-stre (TLCPS), a la loi forte quadratique associée
au TLCPS (LFQ) et au théoréme de la limite centrale logarithmique (TLCL) vérifiés
par Uestimateur des moindres carrés 6, de 6, on utilise comme dans [4] et [5] la méthode
de pondération. Dans le cas instable, les mémes propriétés asymptotiques sont établies
pour l'estimateur des moindres carrés 6 de 6 et les vitesses de convergence associées
a ces propriétés sont arithmétiques. Ces résultats restent toujours liés aux propriétés
classiques associées aux martingales telles que la loi forte des grands nombre (LFGN),
le théoréme de la limite centrale (TLC) ou encore la loi du logarithme itéré (LLI).
L’exploitation des théorémes limites par moyennisation logarithmique, en particulier
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le théoréme de la limite centrale presque-stre, la loi forte quadratique ou le théoréme
de la limite centrale logarithmique pour les martingales a temps continu, a permis
de dégager d’autres propriétés de l'estimateur des moindres carrés 6, de 6. Dans 4],
I’étude du modeéle de régression unidimensionnel dans le cas stable a permis entre
autres de dégager une région de confiance asymptotique du couple (0, 0?). En effet,
pour un mouvement brownien standard réel B = (By, t > 0), on considére le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck X = (X, t > 0) défini par I’équation différentielle stochastique
suivante :

dX; =0Xydt +o0dB;, t>0, (4.7)

ot o > 0 et § < 0 sont des parametres inconnus et I'état initial Xy étant choisi
indépendamment de B. L’estimateur des moindres carrés 6, de 6 et I'estimateur o; de

~ ~ I . . .
o donné par 07 := —20,1; avec I; = n / X Szds vérifient des propriétés asymptotiques
0

de type :
— Un théoréme de la limite centrale presque-stire

1 ds

oll « = » désigne la convergence en loi ou la convergence étroite des mesures.

— Une loi forte quadratique
1 PN
(LFQ) ﬁ/ (0, — 0)*ds — 2|0 p.s.,, (t — ).
0gt J1
— Indépendance asymptotique pour le couple (6, 0?)
R 2
(Vi@ —0), (" = 52)) = N(0.200]) @ (5 ¥(1) 5 0),
ou v est la loi de la variable aléatoire — X7.
Dans [13], ces mémes théorémes limites ont été appliqués au modéle Ornstein-
Uhlenbeck bivarié. Plus précisément, pour I' = (I'y = (B, W;), t > 0) un mouvement
brownien plan nul en zéro, on considére le modéle d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié sui-

vant :
dXt = QlXtdt + egﬁdt + dBt, XO =7,

(4.8)
dY, = Ggﬁdt + th, Yo = Y,

ou 0 = (01,05,05) € R3 avec 0 < 603 < 6;. Ces théorémes limites ont permis de
montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 vérifie les propriétés
asymptotiques suivantes : pour V; = Diag(e'?t, e!% e!%) et

t t
62t01/ X2ds et(91+93)/ X,Y.ds 0
0. %
I, = | e U0itbs) / XY.ds e 20 / Y2ds 0 :
0 0 ‘
0 0 e~ 20s / YZds
0
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— Un théoréme de la limite centrale presque-stire
t
(TLCPS) t_1/0 O(1,v, (6.0 45 = N(0,I.) ps.,

ou I, est la limite presque-stre de I;.
— Une loi forte quadratique

t
(LFQ) tl/ IVy(0; —0)(0; — 0)'ViIids — I p.s., (t— 00).
0
Pour D, = Is‘/s(é\s - 9)(55 — 0)*V Ir — I, et U une matrice telle que
_,1dV; . .
Vi T — U, (t— ), avec U+ U" inversible,

on a
— Un théoréme de la limite centrale logarithmique

t
(TLCL) t /2 / (UDy + D,U) ds = v,
0

ol Vs est la loi d’une variable aléatoire de la forme %%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de €.

4.2 Enoncés des principaux résultats

Dans la suite, on note || - || la norme euclidienne sur R?. Pour une matrice réelle
carrée A, A* et trA désignent respectivement la matrice transposée et la trace de la
matrice A. Z, dénote la matrice identité p x p. La norme de la matrice A est définie par :
|Al| = \/tr(AA*) et on désigne par A, (A) (resp. Am(A)) la plus petite (resp. la plus
grande) valeur propre de la matrice A. On note Vect(A) le vecteur obtenu en empilant
les vecteurs colonnes de la matrice A et on note [Vect(A)Vect(A4)*]* la matrice a blocs
dont le bloc d’indice 1 <4, < d est A; A7 ou Ay, ..., Ag sont les vecteurs colonnes de
A. Le symbole ® désigne le produit tensoriel de mesures ou de matrices.

4.2.1 Résultats relatifs au cas stable

Considérons 6, I'estimateur des moindres carrés pondéré de 6, défini par
R t
0, = P! / W X d X, (4.9)
0
correspondant au poids (ws) donné par

a+y 2 1
ws = (14 s)*% exp {1—(1 + 5)1a} , avec 5 <a<y< 1, (4.10)
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ol .
B:/ ws X X ds
0

et on note #; son moyennisé donné par

_ 1 [t.
6, -/ uds. (4.11)
t 0

t t 1
3 dv
Up = / weds, v = (/ w?ds) 2, ar = U[l—t
0 0 dt

et introduisons le processus [; = (I; 1, t > 0) défini par

Posons

1 t
I := —/ X X, ds,
K t 0

dont le comportement asymptotique est donné par (voir Le Breton [19])
Iy — Ieq p.s., (t— 00), (4.12)

ol I 1 est une matrice symétrique définie positive donnée par
+oo
_ 2 Bys * Bs
Io1=0 / e ey, €”0%ds, (4.13)
0

ol e, est le p-iéme vecteur de la base canonique de RP.
Dans la suite, on suppose que le processus autorégressif gaussien stable X vérifie I’hy-
pothése suivante :

(H1) 1 li1—IToon|| = 0t 072)) ps., (t—>00), pour 1/2< o/ <a< 1.

Théoréme 4.2.1 Soit X = (X, t > 0) le processus autorégressif gaussien stable a
temps continu défini par I’équation (4.2). Si on suppose que ['hypotheése (H,) est vérifiée,
alors Uestimateur des moindres carrés pondéré 0, de 0 donné par la relation (4.9) ainsi
que son moyennisé 0, convergent au sens presque-sir. De fagcon plus précise, on a les
propriétés suivantes :

1. Consistance forte et normalité asymptotique de 0,

- logt 5 -
18- =0('BY) ps 10 —0) = 010

ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I ;.
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2. Consistance forte et normalité asymptotique de 0,

Si1/2 <o/ <3a/2—1/2 et a < 3/4, alors on a

_ loglogt 7] -
0= 01 = O(\/=575) ps et £0-0) = oI fG,

ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I .

Théoréme 4.2.2 On se place dans le cadre du théoréme précédent, on a les résultats
sutvants :

1. Théoreme de la limite centrale presque-sire

1—a ['ds
(TLCPS) pr— /1 S_O‘ 5{50‘/2(@5—9)} = Hoo P-S-,

0l [l €St la lot de la variable aléatoire 01;31/26’ ot G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I ;.

2. La loi forte quadratique

(LFQ) L —a /Ot(és —0)(0, — 0)ds — o’ I ps., (t— o).

tl*OL 00,1

3. Théoréeme de la limite centrale logarithmique

tl*OL 1/2 1—a t 5
(TLCL) < > ( = / (0s —0)(0s — 0)*ds — 0210011> == Vso,
— e 0 )

1

0U Vs est la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

C =0 "I {2101 ® Loy + 2[(Vect(Iso,1)) (Vect (Loo 1))} I

4.2.2 Reésultats relatifs au cas instable
On introduit le processus Iy = (I;2, t > 0) défini par

t
_ _ *
Iis:i=e Bet/ X X, *dse Bt
0

Son comportement asymptotique est donné par (voir Le Breton [17])

Lio — 1oy p.s., (t— 00), (4.14)
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oll [ 2 est la matrice symétrique définie positive donnée par
+00
I = 04/ e Bz 7 e Bisds (4.15)
0
et Z désigne le vecteur aléatoire gaussien centré donné par

—+o0
7 = / e~ Bosqw,.
0

Dans la suite, on suppose que le processus autorégressif gaussien instable X vérifie
I’hypothése suivante :

(Hs2) I i2 — Ioo2| = o(t_ﬂ) p.s., (t—> 00), pour f[>1/2.

Théoréme 4.2.3 Soit X = (X, t > 0) le processus autorégressif gaussien instable a
temps continu défini par 'équation (4.2). Si on suppose que le processus autorégressif
gaussien X vérifie 'hypothése (Hz), alors on obtient les résultats suivants :

1. Normalité asymptotique de 6,
eBit(0, — ) = o1 )G,

ot G est un vecteur gaussien standard indépendant de I 5.

2. Théoreme de la limite centrale presque-sire

1
(TLCPS) ;/dsé{eBas gy = Hoo DS,

0l [leo est la loi de la variable aléatoire 01';32/26' ot G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I 5.

De plus, si Uhypothése (Hs) est vérifiée avec § > 1, alors on obtient
3. La loi forte quadratique

1 [t .. - R
(LFQ) ~ / i (0, — 0)(6, — 0P ds — Iy pas.,  (t — oo),
0

Si Uhypothese (Hs) est vérifiée avec 5 > 3/2, alors on obtient
4. Théoreme de la limite centrale logarithmique

1 [t L - R
(TLCL) 2t1/2tr{z/ 6305(08—0)(08—0)*6395615—021002}:>Voo p.s.,
0

0l Vs est la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

¢ =0 Ptr {(2tr(Bg)) T 17 {21e2 @ Lo + 2[(Vect(loo2)) (Vect (1o 2)) T} 15} -
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4.3 Preuves des résultats

4.3.1 Preuves des résultats relatifs au cas stable

Dans la suite, on introduit la martingale vectorielle continue M définie par
B t
M, = 0/ ws X dW, (4.16)
0

dont sa variation quadratique prévisible est donnée par

¢

(M) = 02/ Wt X, X ds. (4.17)
0

D’apreés (4.2) et (4.9), on obtient la relation-clé suivante :

Mt - Pt(ét - 9), (418)

ou .
Pt:/ ws X X, ds.
0

Le lemme suivant donne des propriétés asymptotiques vérifiées par le poids (wy)
introduit dans (4.10).

Lemme 4.3.1 Le poids (w;), défini dans (4.10), satisfait les propriétés suivantes :

Py) = =2+ Ot~ 17%),  (t — o).
t
w2
P) to=b=4+00t" "), (t — o0).
Uy
Py oY 1 o), (t — o).

P 220} = 24+ Ot 1) (t —» o0).

La preuve de ce lemme est donnée dans [4].
Dans le lemme suivant, on donne le comportement asymptotique de la variation
quadratique prévisible de la martingale M ainsi que celui du processus P.

Lemme 4.3.2 Sous l’hypothése (H1), on obtient

M ,
i) —< 2>t — 0%l = (t=2)) ps.,  (t — o0).
Uy
P, ,
i7) -t 0l = o(t_(a_a)) p.s.,, (t — o0).
Ut
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Preuve du lemme 4.3.2

i) D’apres la relation (4.17), on a

t t t
(M), = 02/ w?d(sls,l) 202/ wﬁIs,ldera?/ swfdls,l
0 0 0

t t
= ol 1+o0 / wg(IsJ — Ion)ds + 02/ sw?dls,l.
0 0

Grace a une intégration par parties, on obtient 1’égalité suivante :

¢ ¢
(M), = o? v; IOO 1+o / 2(]5,1—]Oojl)ds—kJQtwf(]t’l—Ioo,l)—a2/ (ISJ—IOOJ)d(swg).
0 0

Par suite, il vient

21001

2
< o*sup |1, - Loall (1 +2t5%).
Ui

Compte tenu de la propriété (P,) du lemme 4.3.1, on obtient

— 0'21'00’1 = 0'2 sup H[SJ — [oo,ll‘ (1 + O(t(lia))) .

s<t

La premiére assertion du lemme 4.3.2 découle alors de I'hypothése (H;) et du fait que
l—a—p<—(a—d).

ii) D’aprés 'expression de P, on a

t t t
P, :/ wsd(slsq) :/ ws[sylds+/ swydls ;.
0 0 0

Une intégration par parties donne

t t
Pt - ut[oo,l = twt(It,l - Ioo,l) _'_/ ws([s,l - [oo,l)ds - / (Is,l - [oo,l)d(sws)7
0 0

ce qui implique
I

Uy

< sup Loy = L (1 n 2t%>.
Ut

En utilisant la proprlete (Py) du lemme 4.3.1, il vient

= sup L — L]l (1+ Ot

— T looyl
s<t

De méme, la seconde assertion du lemme découle de I'hypothése (#;), ce qui achéve la
preuve du lemme 4.3.2.
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Lemme 4.3.3 La martingale vectorielle continue M définie par la relation (4.16) vé-
rifie les propriétés asymptotiques suivantes :

1. Théoréme de la limite centrale

M,
(TLC) — = ol/%G,

Ut
ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I ;.
2. Théoreme de la limite centrale presque-sire

1—a [Yds

tl—a

0l oo est la loi de la variable aléatoire a[iﬁG ot G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I ;.

3. La lot forte quadratique

l—a [* _ M,M:
(LFQ) a/ s7¢ *ds — 0°ley p.s., (t— o).
0

1—
ti—«o Vs Vs

4. Théoreme de la limite centrale logarithmique

ploa \ 12 gt M, M
(TLCL) ( ) / s <——s — 02100’1)(15 — Uy,
11—« 1 Vg Vg

0l Voo est la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

€ = 02101 @ L1 + 2[(Vect(1no1))(Vect(Ino1))*] )

Preuve du lemme 4.3.3

1. Vu la premieére assertion du lemme précédent, on a

(M),

2

— 0%l p.s., (t— 00).
Ui

En appliquant le TLC a la martingale continue M, on obtient la premiére asser-
tion du lemme, a savoir

M, 1/2

V¢ ’

G,

ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I ;.
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2. En appliquant le théoréme de la limite centrale presque-stire (voir théoréme 1

dans [2]) pour le couple (M,v) ou M est la martingale continue a croissance
1/2

t
réguliére donnée par (4.16) et normalisée par v, = ( / w?ds) , on obtient
0

t
Qoge?) " [ joyllon?) = po .
1

ol [l est la loi de la variable aléatoire o/ ;{%G .

Par ailleurs, la propriété (P;) du lemme 4.3.1 implique

4
logv? ~ 1—151’0‘ (t — 00). (4.19)

Combiné avec la convergence précédente, on en déduit
l—a [! 5 ds
—tl—a . {MS/US}S_a — ,uoo p.s.

3. La LFQ1 (voir théoreme 3 dans [2]) appliquée a la martingale continue M, nor-
1/2

t
., o 2
malisée par le processus v; = ( / wy ds) , donne
0

t MS M*
(logv?)™* * d(logv?) — 0*I1 p.s., (t — 00). (4.20)
1 Us Us

La troisiéme assertion du lemme découle de I’équivalence (4.19).

4. D’aprés le corollaire 2.2 dans [5] appliqué au couple (M, v), on a

oM, MF (M),
(logvf)m/ (——S — (M) )d(logv?) = Vs,
1

Vs Vs v2

ot I est la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

€ = 02101 ® I + 2[(Vect(1no1))(Vect(Ino1))*]H )

En tenant compte de I’équivalence (4.19), a savoir

4
logv? ~ mtl_a (t — 00),
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on obtient

PNt (NN (),
( ) / s ——— < 2> ds = Veo. (4.21)
l—a 1 Vg Vs V3

Par ailleurs, on a
pee N2 (N,
( ) / s ¢ ——5—< ) ds
1—« 1 Vg g v?
plma \ T2 et M, I
= ( ) / s« 5 —0’210071 ds
11—« 1 Vs Vs
tl-a =1/2 pt <M> ,
~ —a S 0%, | ds. (4.22
(=) [ (5ot oo 0

Vu la premiére assertion du lemme 4.3.2, & savoir

M ,
<v2>t — 02100,1 = o(t_(o‘_a )) p.s., (t— o0),
;

on obtient

tlfa _1/2 t M s ,
(1 ) / s < 2> — 0%l |ds=0 (ta ’36“/2“/2) p.s., (t— 00).
— 1 v

s

Comme par hypothése on a o/ < (3a — 1)/2, alors

(1251_2)1/2 /1t8—a (<M>s _ 0210011> ds=o0(l) ps., (t— o00). (4.23)

2
Us

La derniére assertion du lemme 4.3.3 est établie en combinant (4.21), (4.22) et
(4.23).

Le lemme 4.3.3 est ainsi établi.

Preuve du théoréme 4.2.1

1. D’aprés Le Breton et Musiela (voir lemme 3.3 dans [19]), on a

An((M)y) — 400 p.s., (t —> 00).

105



Le comportement asymptotique du processus (M )‘1]\7[ est donné par Darwich
(voir théoréme 1 dans [8]). En effet, on a

Vg

' (M) M),
lim sup

too  y/2loglogv?

<400 p.s., i=1,...,d (4.24)

On en déduit

o |0 WL = |[0D); PO - O)
— ‘Km;l fg—:%ﬁt—ﬁ)]i, pour i=1,...,d.(4.25)

En utilisant la propriété (£;) du lemme 4.3.1 et le lemme (4.3.2), on en déduit
pour:=1,....d,

[6: — 6]

~ o %2 (t — o00). (4.26)

(M) My];

(%

Vu I'équivalence (4.19) et en combinant les relations (4.24) et (4.26), on obtient

e
h?ligp‘, 4t1 — ‘ 1=1,...,d.
Donc
lirtrisogp lo;t 0, —0);| <+ ps., i=1,....d,

ce que implique

[ét—e]l:o( lzft), i=1,....d

Par conséquent, on en déduit la premiére propriété de la consistance forte de
I’estimateur 0; de 0, a savoir

~ log t
Het—e||:<9< ﬁ) ps.

Par ailleurs, ’hypothése (#,), la propriété (P;) du lemme 4.3.1 et 'assertion ii)
du lemme 4.3.2 impliquent

VP =1 s? +0<Sa'—%) D.5., (4.27)

ce qui donne, combiné avec le TLC du lemme 4.3.3 et la relation (4.18), la nor-
malité asymptotique de l'estimateur € de 6. Ainsi on a établi la premiére partie
du théoréme 4.2.1.
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2. Posons Z, = M, /v,. D’aprés les relations (4.11) et (4.18), on a

_ 1 ¢ - 1 t -
V(0 —0) = —/ P 'M,ds = —/ v P71 Z, ds.
t Vvt Jo Vvt Jo

En combinant la propriété (P;) du lemme 4.3.1 et l'assertion ii) du lemme 4.3.2,
on obtient

v, P71 = EusPs_1 =(s72 +o(s27 ")) <[o_<>11 + o(s"“‘“)) p.s.,
Ug ’

:[;o

}15_% +O(8a’—3a/2)+0(8a/2—1)+0(8a’—a/2—1) p.s.

Ora<3/deta >1/2,donc o/ —3a/2 >a/2—-1etd —3a/2>a —a/2 -1
et on en déduit
v, Pyt =17 577 + o(s” —3a/2) s,

Il en résulte que

_ It .- 1 [t s
ﬂ(@t—ﬁ):%/o s‘?ZSds—i—o(%/o Ch _gaZSds> p.S. (4.28)

Par suite, on a

_ 1 [f o - | L -
ﬁuet—eugufoo,ln—lﬁ/o S_2||Zs\|d8+0<%/0 A Z ds). (429

La relation (4.18) combinée avec la propriété (P;) du lemme 4.3.1 et l'assertion
ii) du lemme 4.3.2 impliquent

Zy ~ L1520, —0) (s — o0). (4.30)

Grace a la premiére assertion du théoréme, a savoir

~ logt
16— o] :o< - ) ps.

et a I’équivalence (4.30), on obtient

12 = 0 (Viogt)  pas. (4.31)

Par ailleurs, on a ) ) 3
asZyds = —dZ, + v dM,, (4.32)
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ce qui implique

t t t
/ ai/QZSds = —/ as_l/QdZs +/ as_l/st_ldMs.
0 0 0

Gréace a la propriété (P;) du lemme 4.3.1, on obtient les équivalences suivantes :

t t
/ al?Zyds ~ \/5/ s Zds (t — o0),
0 0

Ry L[ s

a; 2dZg ~ —/ s¥dZs  (t — 00)
J 7

t _ 1 /t B
-1/2, -1 a/2, —1
a; vy dMg ~ — | v dMg (t — 00).
/0 V2 .Jo

D’ou

t
/ s Zds ~ Ly — K, (t — o0), (4.33)
0

ou L = (L, t > 0) est la martingale vectorielle continue définie par
1" . ~
L, = —/ szv;tdM,
2 Jo

et K = (K;, t > 0) est le processus donné par

1" o -
Kt = —/ SEdZs.
2 0

Par conséquent, on obtient I'inégalité suivante :

\// 52| Z,||ds < H\L/t_” @ (4.34)

En vue d’étudier le comportement asymptotique du membre de gauche de la re-
lation (4.34) qui nous permettra de donner le comportement asymptotique de
Vt||0; — 0| via I'inégalité (4.29), on étudiera ceux de K et L.

Comportement asymptotique du processus K

Grace a une intégration par parties, on obtient

2 o o Y. -
Kt = _Zt — —/ 55_1Z5 dS. (435)
2 1/,
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D’ou I'inégalité suivante :
t
VKl < 51201 + / S5 2, ds,
0

qui donne, combinée avec la relation (4.31)

|Kl = 0(VivTogt) ps. (4.36)

Comportement asymptotique du processus L

La variation quadratique prévisible de la martingale vectorielle continue L s’écrit

(L) = /O g ), (4.37)

2
Us

En tenant compte de la relation (4.17), & savoir
¢
(M), = 2/ Wt X, X ds,
0

il vient

U2

2 t
<m:—/ %XX%
0

Vu la propriété (P,) du lemme 4.3.1, on obtient

t
< > =0 ]t1+0 (t/ 5_(1_O‘)XSX;d8),
0

et grace au lemme de Toeplitz, on obtient la convergence suivante :

L
< >t 2[001
t )

p.s., (t— 00).

Par conséquent, on a

(L) =0() p-s.
Par ailleurs, en utilisant la relation (4.37) et la propriété (Pz) du lemme 4.3.1, on
obtient 1’équivalence suivante :

t
(L) ~ / w2, (t— o).
0
En tenant compte de la relation (4.17), on obtient

(LY, ~ (M), = 0* /Otxsxg‘ ds (t — o0),
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ot M est la martingale vectorielle continue donnée par la relation (4.56). Par
conséquent et vu le lemme 3.3 dans [19], il vient

Am({LY;) — 400 p.s., (t — +0).

Gréce a la LLI (voir théoréme 1 dans [8]), on a le comportement asymptotique
du processus (L)™'L

lim sup \/g | [<L>;1Lt]i|
t—oo  V/2loglogt

Il en résulte que la norme de la martingale L vérifie

| Lel| = @(\/tloglogt) p.S. (4.39)

En insérant (4.36) et (4.39) dans (4.34), on obtient le comportement asymptotique
du premier terme du membre de droite de la relation (4.29), a savoir

<400 p.s., i=1,...,d. (4.38)

||[oo,1\|_1\% /Ots_a/QHZSHds — o(viogTogt) + Oy TTogt) pes
— o(viglogi) p.s.

Vu que le second terme du membre de droite de la relation (4.29) s’écrit

IR A s 81
0(%/ s""%aHZsts) ~ 0<ta’%o‘+5\/10gt) p.s., (t— 00),
0

on en déduit

18, — 0| = o(\ / 10g1°gt) + o(ta’—%a\/@) p.s.

Comme o/ < (3ac — 1)/2, on obtient

- log log t
8.~ 0l = O(1/=272%)  ps.

et donc la propriété de la consistance forte de 'estimateur 6, de #. Pour achever
la preuve du théoréme 4.2.1, il reste a prouver que 'estimateur 6, de 6 vérifie un
TLC.

En utilisant I’équivalence (4.33), il vient

I . L K
%/0 s 27 ds ~ 7’% - 7% (t — 00). (4.40)
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Or, d’apres la relation (4.35), on a

oa—

K tle « /t a/2712 d (4 41)
—=—2———= | s sds. .
Vit 2 74t

En tenant compte de la relation (4.28), & savoir

-1

N / gy ds+ o / gy A
Vi 5 Vi Jo «ds) ps,

du fait que

1 t ! jad /
0(%/ s¥ 327 ds) =0 (t"“ _3a/2+1/2\/10gt> =o(l) p.s.,
0

(car o < 3a/2 —1/2) et des deux relations (4.40) et (4.41), on obtient presque
stirement

I — . Ly afgo}l t
VAW

Le premier terme du membre de droite de cette derniére équivalence tend vers 0
vu que Zg converge en loi, et de méme le dernier terme car

s 7 ds (t — 00).(4.42)

7oL gt _
0;5/0%,1 sa/2_lst8 -0 (W) =o(l) p.s.
0

Quant au second terme, comme

(L)

. — 0%y p.s., (t— 00),

alors d’apres le TLC appliqué a la martingale continue L, on obtient

1/2
I3 17 — ol ?G, (4.43)
ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I ;. On
obtient le dernier résultat en insérant la relation (4.43) dans (4.42). Cela achéve
la preuve du théoréme 4.2.1.

Preuve du théoréme 4.2.2

1. Rappelons d’abord les relations (4.18) et (4.27), & savoir

Mt — Pt(ét — 0)
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et

Posons

1 t P, ~ ds 1 t ~ ds
= 5009, — - _ /2 _ =
b= /1 v (vs < 9)> s> tlme /1 4 <I°°’1 s 0)> 5o

ol ¢ est une fonction lipschitzienne continue bornée, alors

t
P, ~
|| || gCtet(la)/ s =2 — Ty 52| |16, — 6]|ds.
1

s

En tenant compte de la relation (4.27) et du fait que

~ logt
16 =0l = © (\/ t—i) ps.

|Fi|| = o (t"‘/_ZO‘H\/log t) p.s., (t— o0).

Vu que a < 3/4, il vient

on obtient

F,—0 ps., (t— o0).

La premiére assertion du lemme 4.3.3 et la relation (4.18) impliquent

_(03 - 0)

Us

1—a [Yds
o 13715{Ps~ }:Woo ps:

ol Ll est la loi de la variable aléatoire afolﬁG ou G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I ;.

Par conséquent

1—a [tds
o . 875{8a/21m71(gs_9)} — Uso P-S.

Cela donne la premiére assertion du théoréme 4.2.2.

. Posons

et



t P N P t 5
/ sTOE5, 2 ds — T / 05ds 1o 1
1 1

Vs  Us

<0 (Tl + 1 Tall + 1 all) . (4.44)

7 ! Ps IN PS
Ji1 = / s« (— — sa/Qloovl) O <— — so‘/210071) ds,
1 Vs Vg

- t P, -
Jt72 = / Sia/2 (— — 801/2100’1> (58 ds Ioo,l;
1

- t ~ (P, a
Jiz = / s~/25, (— - 321'0071> ds.
1 Vs

D’une part, le processus (J;1) est majoré par

avec

P,
=,
US

- 2
f. — 9” ds.

2 ‘

t
t_(l_a)”Jt,lH < t—(l—a)/ s
1

D’autre part, on a

~ log s
6. -0 =0 (“57) ps.

et de la relation (4.27), on obtient

2

P, /
—_— — Sa/QIoo,l =0 <S_(O¢_205 )> p.S.
(%5
On en déduit
CEuall =0 (B logt) = o(1) pas. (t—o0) (449

De méme, les deux processus (J;2) et (J;3) sont majorés par

Ol = |l
t Ps 5 2
< H1-0071|’t_(1_a)/ Pae | ’95—9 ds.
1 Vs
il vient ~
0= ], :0<ta"“ logt) —o(1) ps, (t—so00).  (4.46)
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Par conséquent, vu que I, est inversible et en tenant compte du lemme 4.3.3
et des deux relations (4.18) et (4.44), on obtient

1— b
tl—‘?/ dosds — o®I}, p.s., (t— o0). (4.47)
1
Par ailleurs, on a
1 -« b —(-a) (| 7 . _
||| = dods|| <0 (Kl + [ Kaall + 1Koall) . (448)
1

avec

t
Kt71 = / (85 — Qt) dS (Ht — 0>*,
1

t
Kt,? = <0t — 9) / (95 — gt)* dS,
1

Kt,?) = (t - 1)(0_15 - 6))(@75 - 0)*
Vu que les deux processus (K ;) et (K;5) sont majorés par
K| = 7Y K

t
gtﬂcw@—ﬂw/H@—mw&+@—wt“awa—mﬁ (4.49)
1

et en tenant compte du fait que

Ha—mzo(lﬁﬁ p&etH@—ﬂzO(l%fy)}mw

on en déduit

Kl = OV Ko

= O (t717/2/logt\/loglog )
= Ot loglogt).
Il en résulte que
UKy — 0 ps. et tTUTY| K| — 0 ps., (t — 00). (4.50)
Le processus (f(t,g) est majoré par

I Kogll < (8= Dt )18, - 0],
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Donc, on a
t~1= K4 = O (t’(lfa) loglogt) p.s., (t— o0).
Par conséquent, on obtient
= Kys| — 0 ps., (t — 00). (4.51)

Enfin, en insérant les relations (4.50) et (4.51) dans l'inégalité (4.48), il vient

t ~ ~
/ 58 - 55775 ds
1

La seconde assertion du théoréme découle des propriétés (4.47) et (4.52).

11—«
tlfoz

— 0 ps., (t— 00). (4.52)

. Notons que

oo\ THE M, M
( ) / s’a< - 021'0071>ds
1—a 1 Vs Us

De la relation (4.18), on a o ~
M,M? = P,5,P,. (4.53)

Par suite, grace a la quatrieme assertion du lemme 4.3.3, on a

tl_a _1/2 t Ps _ Ps tl—oz 1/2
( ) / s 25, —2ds — ( ) 0% o1 = Voo
11—« 1 Vg U 1—a '

Par ailleurs, notons que

tl—a —1/2 t Ps _ Ps t
( ) / 3_0‘—55— ds — 10071 / (SSdS 10071
1—a 1 1

Vs Vs
ou les processus (jt,i); i € {1,2,3}, sont définis par la relation (4.44). De la
relation (4.45), on obtient

<

02 (Tl + el + 1 Tsll) s (454)

O T = o (#5020 s (s )
De la relation (4.46), on obtient
- g = O g =0 (55 s (¢ — o)
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Vu que o < (3a—1)/2, on a
t=1=92| ] =0 (1) ps., (t— o0)

et
t—(l—a)/2||jt72|| _ t—(l—a)/2||jt73|| =o(l) ps., (t— o0).

Par conséquent, en tenant compte de la relation (4.54), on obtient quand ¢ tend
vers l'infini,

tl a \ —1/2
H/ —“—5—613— 001/ 5d51001H_>o ps. (4.55)

1—a 1

Par suite, on en déduit

tl_a 1/2 1— t 5
a dsds — 0?1 L) = v,
1—« tt—« J; co,1

ol Vs est la loi d’une variable aléatoire de la forme ‘K%G, G étant un vecteur
gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de € avec

¢ = 0" 17 {21c1 ® Inoq + 2[(Vect(Io1)) (Vect(Z1oo1)) ]} I

Le résultat découle de la convergence (4.52), ce qui achéve la preuve du théoréme
4.2.2.

4.3.2 Preuves des résultats relatifs au cas instable

Dans la suite, on introduit la martingale vectorielle continue M définie par

t
M, =0 / X dW,. (4.56)
0

Sa variation quadratique est donnée par

t
M), = o* / X X*ds,
0

dont le comportement asymptotique est donné par (voir relation (4.14))

e B (M) e Bt — 0% ps., (t— 00).

D’apreés (4.2) et (4.3), on obtient la relation-clé suivante :

M, = o= 2(M),(0, — 0). (4.57)
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Lemme 4.3.4 La martingale vectorielle continue M définie par (4.56) vérifie les pro-
priétés asymptotiques suivantes :

1.

Théoréeme de la limite centrale
(TLC) e Bo'M, = oI/3G,

ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I o.

Théoréeme de la limite centrale presque-sire

1 t
(TLCPS) ;/ dS 5{67395MS} — MOO pS,
0

0l [ioo est la loi de la variable aléatoire UI;fQG ot G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I ».

La loi forte quadratique

I ;
(LFQ) < / e P MMe Pi%ds — 0°Icy  p.s.,  (t— 00).
0

Théoréme de la limite centrale logarithmique

t
(TLCL) t‘l/Q/ {ByD, + D,B}}Yds = v,
0

ot Dy = e Bos(M,M* — (M),)e 5% et vy est la loi d’une variable aléatoire de la
forme ‘K%G, G étant un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant
de € avec

€ = o (2tr(By)) M2l ® Inon + 2[(Vect (In.2))(Vect(I02))*]* )

Preuve du lemme 4.3.4

1. La variation quadratique prévisible de la martingale M vérifie

e Bt (MYe Bt — %15 ps., (t— 00),
et le TLC appliqué a la martingale continue M implique
e Bt M, — UI;{’ZQG,

ot G est un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant de I o,
d’otu la premiére assertion du lemme 4.3.4.

Le théoréme de la limite centrale presque-sire (voir théoréme 2.1.1 dans [13]),
appliqué au couple (M, V) o M est la martingale continue donnée par (4.56) et
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normalisée par V; = P! implique

1 t
Z/o dsOpy=1p1y = foo  D-S-,

ol U est la loi de la variable aléatoire JI;/?QG et G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I . La seconde assertion du lemme
4.3.4 est établie.

. La LFQ (voir théoréme 2.1.1 dans [13]), appliquée a la martingale continue M
normalisée par le processus V; = e?¢!, donne
1

t
;/ e‘BesMsMs*e_Bgs — 0210072 p.s., (t — 00),
1

d’ot la troisiéme assertion du lemme 4.3.4.
. En appliquant le TLC de la LFQ (voir théoréme 2.1.1 dans [13]) au couple (M, V),

ot M est la martingale continue donnée par (4.56) et normalisée par V; = eBe!,

on obtient .
12 / (ByDs + DyBi}ds —> v (t —> o), (4.58)
0

out Dy = e Bos(M,M* — (M),)e 5% et vy, est la loi d'une variable aléatoire de la
forme €2G , G étant un vecteur gaussien standard d-dimensionnel et indépendant
de & avec

€ = 0*(2tr(By)) {22 ® Loz + 2[(Vect (1o 2))(Vect (Ino2)) ]}

Cela achéve la preuve du lemme 4.3.4.

Preuve du théoréme 4.2.3

1. Vu la relation (4.57), & savoir

M, = o= 2(M),(0, — 0),
on a

G_BetMt = It72€B;t(ét—0)

= (L — 1o)€' (0, — 0) + I 2e75' (6, — 6). (4.59)
En écrivant

Utz = Loc2)e® (0 = O)II < Moz — Loo2ll|€®5"][16 — 6
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et en tenant compte de la propriété (4.5), a savoir
16, — 6] = (’)(\/5@”‘“) p.s.,

et du fait que
leBat]| ~ e™, (t — o), (4.60)

il vient, de ’hypothese (Hz),

Lz — Tno2)e®it (6, — 0)| = o(t>~7)

= o(l) p.s., (t — o0), car § > 1/2. (4.61)

La premiere assertion du théoréeme 4.2.3 découle de la premiére assertion du
lemme 4.3.4 et des deux relations (4.59) et (4.61).

. Soit ¢ une fonction lipschitzienne continue bornée. Posons

~

t t
G =t / (126550, — 0))ds — ¢! / (Ie2¢%5°(6, — 0))ds.
0 0
Alors on a .
1G]l < C* tl/o o2 = Lol €™ 11165 — 0] ds.
En tenant compte de I'hypothése (Hsz) et de la propriété (4.5), on en déduit
G| = o(tz") =0o(1) p.s., (t— o), car B> 1/2. (4.62)

D’aprés la deuxiéme assertion du lemme 4.3.4 et la relation (4.57), on obtient

¢
-1
t /0 ds5{13726355(é879)} = oo P-S-, (4.63)

ol [l est la loi de la variable aléatoire a]isz et G est un vecteur gaussien
standard d-dimensionnel et indépendant de I o.

Gréace aux propriétés (4.62) et (4.63), la seconde assertion du théoréme 4.2.3 est
établie.

. Vu que R
€_B9tMt = [thB;t(gt — 9) (464)
et d’aprés la troisiéme assertion du lemme 4.3.4, on a

¢
t_l/ e B M Mre Bi%ds — 0* Iy p.s., (L — 00).
0
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Ainsi pour établir la troisiéme assertion du théoréme, il suffit de montrer que,
quand t tend vers l'infini, on a
1

t t
/[3,263555563081';2%—1'0072/ eBSS(SSeB“)SdsIOQQ — 0 p.s., (4.65)
0 0

oil §, = (és — 9)(@8 — 6)*. Pour ce faire, considérons 'inégalité suivante :

t t
t=! / Is,geBaséseB"sI:’z ds — 10072/ eBosy ePos dsl o
0 0

S t_l <||jt,1|| + ||jt72|| —+ ||jt,3||> 7 (466>
avec

t
Jt,l - / (IS,2 - ]oo,Q)eB;S(SseBQS(IS,Z - 100,2) d57
0
A t * A
Jt,? = / (IS,Q - Im,Z)eBGséseBes ds Ioo,2>
0

t
7 Bst _Bpgs
Jt,3 = Ioo,2/ e70%0,e"? (15,2_100,2> ds.
0

~

Le processus (J;1) est majoré par
t
Tl < 75—1/ 15,2 = Lo oI*[l€%°[|?]165 — 6] ds.
0

En tenant compte de la propriété (4.5), de I'hypothése (Hz) et de 'équivalence
(4.60), on obtient

Yl = o(t%) =0(1) ps., (t— 0), car fS>1/2. (4.67)
De méme, les deux processus (jt,2) et (jt’g) sont majorés par

| iall = 7| Tl

t
< ||foo,z\|t‘1/0 172 = Lo 2l 1717116 — 0] ds.

Gréace a la propriété (4.5), 'hypothése (Hs) avec S > 1 et 'équivalence (4.60), il
vient

t Y ol = 7|2l = ot P) = 0(1) p.s., (t — o0). (4.68)

Par conséquent, la convergence (4.65) est établie en vertu des deux propriétés
(4.67) et (4.68).
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4. Notons que
t
t1/2/ {ByD, + D,B;}ds = H, + H;,
0

ou
t B t .
H, = Byt™'/? / Dyds = Byt~ '/? / (e Bos M M:e 5% — 0% 5) ds.
0 0
De la relation
t . t
H, = Byt 1/? / (e Bos M Mre 5% — 621 5) ds — o Byt ™/ / (I — Io2)ds
0 0

et 'hypothése (Hs), on en déduit

t
25—1/2/ (Iyo — Ion)ds = o(t%_ﬁ) =o(l) ps., (t— 00).
0
Par conséquent,

t
H, ~ Bgt_l/z/ (e_B"SMsM;e_Bgs - 02_700,2) ds (t — o0).
0

~

Rappelons que o, = (0, — 0)(0, — 0)* et d’apreés la relation (4.64), on a
eiBesMsM:eiB;S = 1872635‘8556398[&2.

Pour établir le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que, quand ¢ tend vers
I'infini, on a
172

t t
/ 15726358(586395[5,2 ds — [oo,g/ eBos§,ePos ds Il — 0 p.s. (4.69)
0 0

Pour ce faire, remarquons que

t t
=12 / 13726398(58639813’2 ds — _[00,2/ eBas§,ePo% ds Ioof|| <
0 0

4—1/2 (Hjt,l” + ||jt,2|| + ||jt73||) . (4.70)

ol les processus (jm-), i € {1,2,3}, sont ceux définis par la relation (4.66).
En tenant compte de la relation (4.67), on en déduit

2 Juall = 0(t27%%) = 0(1) p.s., (t —> o). (4.71)
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Vu la relation (4.68), on obtient

il = 72|

= o(t%’[g) =o(l) ps., (t— o0)carf>3/2. (4.72)

Ainsi la convergence (4.69) est établie grace aux propriétés (4.70), (4.71) et (4.72).
La derniére assertion du théoréme 4.2.3 découle de la convergence (4.58). Le
théoréme 4.2.3 est donc établi.

Bibliographie

[1] Gopal K. Basak and Philip Lee. Asymptotic properties of an estimator of the
drift coefficients of multidimensional Ornstein-Uhlenbeck processes that are not
necessarily stable. Flectron. J. Stat., 2 :1309-1344, 2008.

[2] F. Chaébane. Invariance principles with logarithmic averaging for martingales.
Studia Sci. Math. Hungar., 37(1-2) :21-52, 2001.

[3] F. Chadbane. Invariance principles with logarithmic averaging for continuous local
martingales. Statist. Probab. Lett., 59(2) :209-217, 2002.

[4] F. Chadbane and H. Fathallah. Identification of a stable Gaussian autoregressive
process by an averaging method. J. Appl. Probab. Stat., 2(2) :211-226, 2007.

[5] F. Chadbane and A. Kebaier. Théorémes limites avec poids pour les martingales
vectorielles a temps continu. ESAIM Probab. Stat., 12 :464-491, 2008.

[6] F. Chaadbane and A. Touati. On averaging methods for identification of linear
regression models. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 333(2) :133-138, 2001.

[7] N. H. Chan and C. Z. Wei. Limiting distributions of least squares estimates of
unstable autoregressive processes. Ann. Statist., 16(1) :367-401, 1988.

[8] A. R. Darwich. Une loi du logarithme itéré pour les martingales locales multidi-
mensionnelles et son application en régression linéaire stochastique. C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. I Math., 309(6) :387-390, 1989.

[9] A. R. Darwich. About the asymptotic behaviour of continuous vector-valued local
martingales and application in multiple linear regression models. Stoch. Stoch.
Rep., 74(1-2) :393-409, 2002.

[10] A. R. Darwich and A. Le Breton. About the asymptotic behaviour of multidimen-
sional Gaussian martingales and estimates in normal linear regression. Statist.
Probab. Lett., 12(4) :317-321, 1991.

[11] Alessandro De Gregorio and Stefano M. lacus. Least squares volatility change

point estimation for partially observed diffusion processes. Comm. Statist. Theory
Methods, 37(13-15) :2342-2357, 2008.

122



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

M. Duflo, R. Senoussi, and A. Touati. Almost sure asymptotic properties of the
least-squares estimator of a vector-valued autoregressive model. Ann. Inst. H.
Poincaré Probab. Statist., 27(1) :1-25, 1991.

H. Fathallah and A. Kebaier. Weigthed limit theorems for continuous-time vector
martingales with explosive and mixed growth and statistical applications. Prépu-
blication de 'université de Versailles, 2009.

L. Galtchouk and V. Konev. On uniform asymptotic normality of sequential least
squares estimators for the parameters in a stable AR(p). J. Multivariate Anal.,
91(2) :119-142, 2004.

Leonid Galtchouk and Victor Konev. Sequential estimation of the parameters in
unstable AR(2). Sequential Anal., 25(1) :25-43, 2006.

T. L. Lai and C. Z. Wei. Asymptotic properties of general autoregressive models
and strong consistency of least-squares estimates of their parameters. J. Multiva-
riate Anal., 13(1) :1-23, 1983.

A. Le Breton. Propriétés asymptotiques et estimation des paramétres pour les
diffusions gaussiennes homogénes hypoelliptiques dans le cas purement explosif.
C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 299(6) :185-188, 1984.

A. Le Breton and M. Musiela. Some parameter estimation problems for hypoellip-

tic homogeneous Gaussian diffusions. In Sequential methods in statistics, volume 16
of Banach Center Publ., pages 337-356. PWN, Warsaw, 1985.

A. Le Breton and M. Musiela. Une loi des grands nombres pour les martingales
locales continues vectorielles et son application en régression linéaire stochastique.
C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 303(9) :421-424, 1986.

A. Touati. Deux théorémes de convergence en loi pour des intégrales stochastiques
et application statistique. Teor. Veroyatnost. i Primenen., 38(1) :128-153, 1993.

123



