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Chapitre 1

Introduction

La mémoire associative est la capacité de retrouver de 'information a partir d’'une
connaissance partielle de cette information.

Dans les ordinateurs classiques, chaque donnée est enregistrée a une adresse précise,
et obtenir de nouveau cette donnée requiert la connaissance exacte de cette adresse.
Bien entendu, le processus de mémorisation dans le cerveau ne peut fonctionner de cette
maniere. Si on cherche le nom d’une personne, il est inutile de savoir qu’il s’agit du 3743eme
nom appris depuis notre naissance. Par contre, la donnée de divers indices concernant
cette personne peut faire ressurgir au niveau conscient le nom cherché. Il est clair que les
associations jouent un role fondamental dans les processus cognitifs, que ce soit au niveau
de la mémorisation ou du souvenir.

De plus, on sait maintenant que telle information stockée dans le cerveau ne l'est
pas au niveau de quelques neurones, a I'image d’'un nombre stocké sur quelques bits d’une
mémoire informatique. La mémorisation se fait de maniere délocalisée, a grande échelle au
niveau neuronal, et il semble que ce soit les connexions interneuronales, appelées synapses,
qui “contiennent” Iinformation. Cette idée fut développée par Hebb [23], sous le nom de
plasticité synaptique. Il postulait alors que les potentiels synaptiques peuvent étre ajustés
en fonction du degré d’activité des neurones.

Rappelons que les neurones communiquent entre eux via les axones, terminés par
les synapses. L’axone peut étre dans deux états : il propage, ou ne propage pas un po-
tentiel d’action, sous forme de signal chimique, jusqu’a la liaison synaptique. L’arrivée
d’un signal au niveau du neurone postsynaptique déclenche la sécrétion de neurotrans-
metteurs, engendrant la pénétration d’'un courant ionique dans ce neurone. Ce courant
caractérise l'efficacité synaptique qui peut étre excitatrice (dépolarisant la membrane du
neurone postsynaptique), ou inhibitrice (hyperpolarisant la membrane postsynaptique).
Ainsi, dans chaque petit intervalle de temps, chaque neurone somme les différents poten-
tiels lui parvenant, et en dessous d'un certain seuil (environ -60mV), se décharge violem-
ment sous la forme d’un potentiel d’action, de force et de durée constante, envoyé aux



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

axones.

Cette description tres simplifiée nous permet de comprendre le mécanisme décrit par
Hebb : une synapse active, déclenchant de maniere répétitive ’activation de son neurone
postsynaptique, voit son efficacité augmenter, tandis que les autres voient la leur diminuer.
Ce phénomene de plasticité synaptique joue un role dominant dans les processus complexes
d’apprentissage et de mémorisation.

Les premiers modeles mathématiques de réseaux neuronaux sont diis entre autres a
Mac Culloch et Pitts (1943), et Rosenblatt (1960). Pour une description de ces modeles,
dont le célebre Perceptron de Rosenblatt, le lecteur pourra consulter plusieurs ouvrages
[4, 37, 25, 8]. Tous les modeles de réseaux de neurones sont trop simplistes pour pou-
voir décrire le fonctionnement du cerveau. Néanmoins, méme en ne reproduisant que
grossierement le comportement des neurones biologiques, on peut construire des systemes
ayant des propriétés tres intéressantes, et de nombreuses applications en informatique.

Ainsi le modele proposé par Hopfield en 1982 [26] reproduit-il un processus de mémoire
associative. Des images sont mémorisées par un réseau formel, de maniere délocalisée, au
niveau des poids synaptiques d’interaction. Hopfield fut le premier & introduire la notion
de fonction énergie sur 'espace des configurations possibles, et a considérer les images
mémorisées comme des attracteurs stables pour une dynamique. Je souhaite, par cette
these contribuer modestement a la compréhension de ce modele. En fait, nous étudions
deux modeles, nommés modele de Hopfield, et modele de Little, et correspondant respec-
tivement a une dynamique séquentielle et parallele. Etant construits de maniere analogue,
nous verrons qu’ils ont un comportement tres similaire.

Il me parait judicieux de commencer cette étude par un chapitre d’introduction au
“calcul neuronal”. Le chapitre suivant est consacré a la description mathématique du
phénomene de mémoire associative. Ensuite, nous présentons le modele de Hopfield, tel
qu’il fut originalement défini, et apres avoir redémontré les propriétés de stabilité vérifiées
par ce modele, nous montrons que pour certaines configurations, suffisamment proches
d’une image mémorisée, le processus de mémoire associative se réalise parfaitement en
une seule étape de la dynamique, sous certaines hypotheses sur le nombre p d’images
mémorisées. Cela nous conduit a étudier la structure des minima de la fonction énergie
associée a la dynamique séquentielle de Hopfield ; apres avoir rappelé les résultats obtenus
par C.Newman [38], nous montrons la convergence presque sture du hamiltonien normalisé
vers des constantes bien déterminées, pour les images originales et des combinaisons de
ces images.

Le chapitre 4 concerne les propriétés de stabilité et de convergence directe du modele
de Little : ce modele est tres proche de celui de Hopfield, puisque les efficacités synaptiques
sont les mémes; il en differe seulement par la dynamique d’évolution, qui est parallele,
contrairement a la dynamique séquentielle du modele de Hopfield. Cette approche peut
présenter un intérét en informatique, pour la parallélisation des calculs.

Du fait de I'existence de nombreux points stables parasites (qui sont des minima locaux



du hamiltonien), il est nécessaire de considérer une dynamique stochastique, que nous
présentons au chapitre 5. En autorisant avec une probabilité non nulle des transitions vers
des états inaccessibles par la dynamique déterministe, on espere pouvoir quitter les états
parasites stables, et converger vers les configurations de plus basse énergie (dynamique de
Glauber). Malheureureusent, il est facile de montrer que pour un réseau de taille fini, il
s’agit d’une chaine de Markov irréductible, convergeant pour toute condition initiale vers
une unique probabilité invariante, décrivant la situation a 1’équilibre : toute mémorisation
est alors impossible. Il faut donc considérer la limite thermodynamique de ce systeme, i.e.
le réseau indéxé par N (ensemble des entiers naturels), et nous présentons le formalisme
des états de Gibbs introduit notamment par R.Minlos et D.Ruelle. Nous citons alors les
résultats dis a A.Bovier, V.Gayrard et P.Picco [10] concernant 'existence des mesures
extrémales pour £ — 0, o1 p est le nombre d’images et N la taille du réseau.

Le chapitre 6 est consacré a I’étude asymptotique de I'énergie libre associée au modele
de Hopfield : pour & — 0, cette variable aléatoire converge presque stirement et dans
L2 vers une constante : la limite thermodynamique de 1'énergie libre associée au modele
de Curie-Weiss, ainsi que son espérance ; et elle vérifie la propriété de self-averaging pour
& —a >0, i.e. sa variance converge vers (. Pour obtenir ces résultats, nous redémontrons
précisément des résultats diis a H.Koch, issus d'un article dont les démonstrations présentent
quelques lacunes : nous montrons notamment par une représentation en graphes une
majoration intéressante concernant l’espérance de la trace des puissances de la matrice

(aléatoire) de recouvrement.

Enfin, au chapitre 7, nous concluons cette these en traitant des questions ouvertes et
de certaines extensions possibles du modele de Hopfield.
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Chapitre 2

Introduction au calcul neuronal

2.1 Description des réseaux formels de neurones

La premiere modélisation mathématique d’un neurone est due a Mac Culloch et Pitts,
en 1943[32] : un neurone est une variable binaire n,(t) pouvant prendre les deux valeurs
0, ou 1 a chaque instant ¢. Et a 'instant (¢ 4 1), le neurone est défini par :

ni(t+1)=06 (Z wigng (t) — m)

J,J7

ou ©(x) =1, si x > 0, et 0 sinon.
1; est le seuil d’activation du neurone,

w;; représente 'efficacité synaptique reliant le neurone j au neurone ¢, et peut étre positif
ou négatif, selon qu’il s’agisse d’une synapse excitatrice ou inhibitrice.

La généralisation de cette idée simple mais performante a conduit notamment a
I’élaboration du Perceptron, puis des réseaux multicouches. Ces réseaux sont caractérisées
par une relation de type entrée-sortie : il existe une couche Sy de neurones recevant un
stimulus, et une couche S; “formulant” la réponse associée, calculée par le réseau.

Exemple de réseau multicouches avec (I — 1) couches cachées :

5
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Ces réseaux permettent par exemple de calculer les fonctions booléennes, et possedent
la capacité de généralisation : apres une période d’apprentissage supervisée sur des exemples
connus, durant laquelle les poids synaptiques sont ajustés pour obtenir un couple entrée-
sortie correct, le réseau fournit une réponse exacte pour de nouvelles données. Un exemple
d’application intéressant est la synthese vocale : des réseaux sont capables de parler cor-
rectement une langue apres s’étre exercés sur une liste variée de mots. L’objet de cette
these étant 1’étude des modeles de mémoire associative, nous renvoyons le lecteur a la
liste des ouvrages déja cités pour une description mathématique des réseaux en couches
[4, 37, 25, 8].

Pour le modele de mémoire associative de Hopfield, il n’est plus nécessaire de considérer
de tels réseaux. Tous les neurones jouent un role identique : le stimulus d’entrée et la
réponse en sortie sont portés par tout le réseau, a des instants différents. Aussi ce modele
peut-il étre étudié comme un systeme de particules en interaction.

Dans le cas de systemes de particules sur un graphe, si 'interaction entre deux sites
dépend de la distance les séparant, le comportement varie selon la structure géométrique
(dimension, nombre de voisins). Dans le cas du graphe complet, correspondant au réseau
neuronal étudié, la structure géométrique ne joue aucun role. Puisque nous supposons
que chaque neurone interagit avec tout autre, leur disposition spatiale est totalement
arbitraire, du moins pour I’étude théorique.

Nous allons maintenant définir plus précisément les objets nécessaires a 1’étude mathématique
du phénomene de mémoire associative.
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Le réseau neuronal est un graphe simple orienté G = (S, J), dont les sommets i de S
sont appelés neurones, et les arétes (i, j) synapses.

Les neurones sont numérotés de 1 a N, ou N = card(9).

L’espace des états d'un neurone est {—1,+1}.

La valeur du neurone 7, noté z;, est aussi appelé spin au site 1.

L’ensemble Xy ={z:{1,..., N} — {—1,+1}} est l'espace des configurations.
Nous munissons Xy de la distance de Hamming, définie par :

di(z,y) = 23N (v — y)?, powr 2,y € Xy.

Cette distance évalue le nombre de sites, ou z et y different.

A chaque synapse (i, j) est attribué un nombre réel : lefficacité synaptique, notée J;;.

Dans la pratique, i.e. en informatique, un état de I’espace des configurations peut par
exemple étre assimilé a une image en noir et blanc, codée sous la forme de N bits valant
+1. C’est uniquement a ce niveau qu’intervient la disposition géométrique des neurones.

2.2 Description mathématique de la mémoire asso-
ciative

Nous souhaitons conférer au réseau la capacité de stocker de I'information, et de la
restituer, a partir d'une connaissance partielle de cette information.

L’information & stocker se présente sous la forme de p vecteurs binaires (£")" =beoP e
taille IV, i.e. p configurations possibles du résean : &" = (§}'),_, ., avec &' € {—1,+1}.

Les configurations £*, = 1,...,p, sont appelées images originales.

Notation : ¢ = (§')" bP pouri € {1,..., N}
§ (67,) N’pourll/te{17"'7p}
§=

(f”)“ 1, P
Notons que p peut dépendre de N.

Nous considérons des réseaux de grande taille, et le cas ou p est fixé, quand N aug-
mente, n’est pas vraiment intéressant d’un point de vue pratique.

Supposons désormais que les spins (£/)/Z; L- ’]{’, sont pN variables aléatoires indépendamment

identiquement distribuées relativement a un espace de probabilité (2, F,P), avec P [¢/' = 1] =



8 CHAPITRE 2. INTRODUCTION AU CALCUL NEURONAL

Plet = —1]=1/2

Cela se justifie par le fait que les images mémorisées doivent étre 2 a 2 suffisamment
distinctes, pour pouvoir étre différenciées.

Une méthode simple de mémoire associative consiste a stocker les p vecteurs dans des
“mémoires”. Lorsqu’on présente une nouvelle configuration x a l'ordinateur, il calcule les
p valeurs dy (", z), pour p =1, ..., p. L’'image £" minimisant la distance de Hamming est
I'image associée & z. Cette procédure peut prendre un temps tres long, pour un réseau de
grande taille stockant beaucoup d’images; cependant dans l'article [36], B.Montgomery
et V.Vijaya Kumar construisent un algorithme simple accomplissant cette tache (“Direct
Storage Nearest-Neighbor Algorithm”). Soit A la matrice a p lignes et N colonnes, telle
que

AT =g, ..., ¢,

ot £ est le vecteur colonne (&1, ..., &N)T. Soit z = (z1,...,2x)". Pour trouver l'indice v
tel que £ minimise {dy(§",2)},=1,..p, on calcule

z=Auw.

Alors

= (gu)Tﬁ = a, — dy,

{ a, est le nombre de composantes ot {# et x coincident,
ol

d, = dy(e" z) = %(N ).

Donc v est I'indice tel que z, soit la plus grande composante de z. Cet algorithme
est sur, contrairement au modele de Hopfield, pour lequel il est facile de trouver des
contrexemples, tels que la mémoire associative ne fonctionne pas (méme si le nombre
d’images a mémoriser est petit devant la taille du réseau : trois vecteurs de taille N arbi-
trairememt grande [36]). Cela justifie d’ailleurs que l'on choisisse des v.a. indépendantes
(condition d’orthogonalité), et que pour le modele de Hopfield, la majorité des propriétés
n’est vérifiée que pour un ensemble Q) C Q, de probabilité asymptotiquement proche de 1.
Cependant, comme le soulignent B.Montgomery et V.Vijaya Kumar, 1’algorithme DSNN
n’est pas un modele de mémoire associative biologiquement valide : ils ne se soucient ab-
solument pas de 'aspect de la modélisation neuronale, a ’origine du concept de mémoire
associative. En ce sens, le modele de Hopfield est beaucoup plus riche. Il est, par exemple,
plus tolérant aux fautes.

Nous allons maintenant développer 1’approche due a Hopfield [26] : Pexpression “re-
trouver de I'information” est assimilée a une dynamique d’évolution sur ’espace des confi-
gurations, définie par une application 4 : Xy — Xy. On souhaite que la dynamique
conduise a £, et s’y arréte, pour toute configuration initiale z(¢ = 0) suffisamment proche
de &*.
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Pour une évolution a temps discret, I’état du réseau a l'instant (t+ 1), noté z(t+1) =
(x1(t+1),...,z5(t+ 1)), est déterminé par

s(t+1) = Uz(t), teN.
L’application U induit ainsi une évolution temporelle déterministe de la configuration.

Au chapitre V, nous étudions une évolution stochastique générée par une chaine de
Markov sur X . L’aléa se situe alors & deux niveaux : les variables £/, ainsi que la dyna-
mique, sont aléatoires relativement a l'espace (€2, F,P).

Définition 2.2.1 Une configuration y de Xy est stable pour la dynamique induite par

U, si y est un point fixe de U, i.e. U(y) = y.

Les points stables peuvent étre interprétés comme des images stockées dans le réseau,
et le processus d’attraction des vecteurs proches d’un point stable vers ce point comme un
mécanisme de recouvrement d’information. Bien sur, le cas le plus enviable est celui ou les
images originales elles mémes constituent des points stables. Nous verrons aux chapitres
I1I et IV que cette propriété peut étre vérifiée, avec une probabilité arbitrairement proche
de 1, pour N suffisamment grand, si leur nombre est borné par (ALT]\g[N)'

On dit alors que les images £, p=1,...,p sont mémorisées sans erreur.

Remarque : il nous arrivera parfois d’écrire “la propriété P est vérifiée”, par exemple, au
lieu de “la propriété P est vérifiée avec une probabilité arbitrairement proche de 1, pour
N suffisamment grand”, cela afin de rendre plus agréable la lecture de ce manuscrit. Il n’y
a cependant aucun risque de confusion, ces résultats étant énoncés dans les propositions.

Si p devient plus important, en particulier p = NV, oll a est une constante, il n’est
plus possible de retrouver exactement les images originales : on se rapproche du seuil de
saturation du réseau. Toutefois, pour des valeurs raisonnables de «;, il est possible de trou-
ver des points stables au voisinage des images originales : il s’agit alors de mémorisation
avec un faible pourcentage d’erreurs tolérées (Voir Chapitres I1I et IV).

La stabilité et la mémorisation partielle des images originales reposent entierement et
uniquement sur la définition de application U = U(§). En quelque sorte, c’est 'applica-

tion U(£) qui “contient”, et “rend” l'information manquante ou oubliée.

Nous allons maintenant décrire deux transformations : Us, et Up, induisant deux
dynamiques d’évolution distinctes :

* la dynamique séquentielle (de Hopfield),

* la dynamique parallele (de Little).
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Chapitre 3

Etude de la dynamique séquentielle
déterministe de Hopfield

3.1 Définitions

Les dynamiques séquentielles sont caractérisées par le fait qu’a un instant ¢t donné, en
un seul site, noté b(t), la valeur du spin peut étre modifiée.

Soit Ty = {to, t1, ...} I'ensemble (supposé discret) des instants auxquels un spin peut
étre modifié.

b : Ty — {1,...,N} est I application de balayage du réseau, et on peut choisir :
- soit un balayage séquentiel : on pose simplement

b(tg) =1

b(t,) = (b(tz-_l) mod N) +1,

- soit un balayage aléatoire : b(t) est choisi dans 'ensemble {1, ..., N}, indépendamment
de t, et des b(u),u < t, selon la loi uniforme.

Nous considérons désormais que le balayage est séquentiel.

Nous définissons la matrice J des efficacités synaptiques entre neurones : pour i,j €
{1,...,N},

|
ST

T

11
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Remarques : - Cette matrice est symétrique.

- Dans la littérature, il est souvent fait référence aux régles de Hebb au sujet de cette
matrice : si &' = 5;-‘ = 1, alors les deux neurones sont actifs, et 'efficacité est renforcée
de +1. Si un seul neurone est inactif (—1), lefficacité est diminuée. Toutefois, I’analogie
avec le mécanisme décrit par Hebb pour les neurones biologiques n’est que partielle : si
les deux neurones sont inactifs, (£ = 65»‘ = —1), lefficacité est augmentée de +1.

Convention : sgn(x) =1, si x > 0, et —1 sinon.

La transformation Us : Xy — Xy, associée a la dynamique séquentielle déterministe,
dépend de &, et de la fonction de balayage.

Posons, pour i € {1,..., N},

Us'(E): Xy — Xy
r — Us'(z) = (2,...,2)), avec ) =uxj,81 jF#i

N N
x; = sgn(z Jl-jxj)
j=1

Alors Us(€, .) est défini par : Us(§, z) =Us" o...oUs'(§ z) .

Partant d’une condition initiale z(¢ = 0), la trajectoire induite par Us dans 1’espace
des configurations est alors définie par :

z(t+1) =Us(& x(t)).

Par analogie avec les systemes physiques dont les états stables sont les minima de
I’énergie, nous allons définir le hamiltonien, ou fonction énergie, associée au modele
séquentiel de Hopfield, telle que ses minima correspondent aux états d’équilibre.

H}%}’p IQXXN — R

N
(w,z) — Hy,(W),z) =—% ) Jyzm;

H]‘f,,p(g ,.) est une application sur X, dépendant des parametres aléatoires (¢! )é‘:lli'.'.’}’\’[.

Propriété : la valeur du hamiltonien Hy (£, .) décroit sur toute trajectoire induite par
Us dans 'espace des configurations X .
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En effet, pour tout i € {1,..., N},

N N
H}%,p@, USZ‘(E)) Np 57 % Z JijT; [sgn(z Jini) — ZEZ}
Jj=1 k=1
N N
ﬁ \ Z Jijxj | [1 — X sgn(z Jikxk)] <0.
J=1 k=1

Proposition 3.1.1 Pour la dynamique séquentielle déterministe de Hopfield,
- un état stable est atteint pour toute conditon initiale x(t = 0).

- tout état stable est minimum local du hamiltonien HY (€, ).

Démonstration :
HR (&, .) est borné inférieurement : infyex, Hy (&, 2) > —p(N — 1),

et le nombre d’états est fini (card(Xy) = 2VV), donc la propriété précédente implique qu’un
minimum au moins local de Hy (£, .) est atteint sur toute trajectoire.

Ce minimum correspond & un état stable si pour tout i € {1,..., N},
N
;(t) = sgn (Zj:l Jij; (ﬂ)
A priori, cela n’est pas nécessairement le cas. On peut avoir Hy (& Us' (z)—HR (&, z) =
0, avec Z;V:I Jijxj = O, et 1 — Z;sgn <Z;v:1 Jm’l’j) 7é 0.

Mais cela signifie : z;(t) = —1, x;(t + 1) = 1, donc cette situation ne peut arriver que
si le syteme est dans un état transitoire. Apreés un nombre fini de tels changements de —1

a +1 (au plus N), le systeme n’évolue plus, et z;(t) = sgn (Z;V:I Jijxj(t)>, pour tout i.
Finalement, un état stable est toujours atteint.

Réciproquement, tout point stable est minimum local de la fonction énergie. En, ef-
fet, par définition, une configuration y de Xy est minimum local de H ]‘\S,@(é ,.) sl toute
configuration g’ obtenue en modifiant une coordonnée de y vérifie Hy (&, ') > Hy (£, y).

Soit i tel que y; = —y;, et y; = y; pour j € {1,..., N}\i.

Alors H]‘\S/7p(§,g) HNp 5 y Nyzzjmy]
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Donc y est minimum local si y; = sgn <Z;V:1 Jijyj), pour tout 7 € {1,..., N}. Cette
condition est vérifiée par les points stables. &

Remarques : 1. Pour p = 1, il est clair que {' et -£' = (=¢],...,—¢}) sont les seuls
minima globaux de Hy (&, .), et

H]‘gf,p(éu §1) = H]f/,p(é? _§1> = —N.
En outre, des que p > 2, la situation n’est plus du tout triviale.

2. La remarque 1, ainsi que la proposition 3.1.1, justifient I’étude des fluctuations de
Hﬁp(é, .), menée au paragraphe I11.3.

3.2 Etude asymptotique de la stabilité des images
originales et de la convergence directe

Les configurations stables pour Us sont les configurations y de Xy vérifiant Us(y) = y.

Nous dirons qu’une configuration y converge directement vers une image £, pour la

dynamique séquentielle, si z(t =0) =y = z(t=1) det Us(y) = &

3.2.1 Stabilité des images originales

Theoreme 3.2.1 Soit p = 710%.

(i) si v > 6, alors pour N — oo, les p images originales sont p.s. stables, i.e.
p

P [thinf{ﬂ[Ms(g) — §V]}] =1 (3.1)

v=1

(i) si~y > 4,

avec lim Ry = 0.

N—oo

Le (ii) de ce théoreme, dont nous donnons une preuve simple, est due a Mac Eliece et
al. (voir l'article [33], ol il est présenté de maniere un peu différente).
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La méthode utilisée pour montrer le théoreme 3.2.1 repose essentiellement sur une es-
timation de grande déviation classique, appelée parfois inégalité exponentielle de Markov.
Soit X une variable aléatoire quelconque; alors :

P [X > (—:] <inf e Ee™* (3.3)
>0

Bien siir, cette majoration ne présente un intérét que si Ee* < oo, pour un t > 0.

Notation : appelons 7 'application coordonnée,i.e.

T RY — R
gz(xlw"ax]\f) = Tk

Démonstration du théoréme 3.2.1 : Posons Ay = {1,...,N}. Soit v € {1,...,p}. Si
2(0) = £, alors Us'(2(0)) a pour ieme coordonnée :

sen( Y @@y’ Y e Y g —ersan(N -1+ g PO &)

FEAN\L V=l GEAN\ =Lop AN\

Donc I'image £” est stable si pour 7 € Ay, le terme entre parentheses est positif.

SoitA(N,p,i,u):{wEQ:N—l—i—égj(u)) Z &M w Z 5“ }

Hw=1,...,p JEAN\T

Nous avons :

] =

P[ 5=1U£1A(Nap,i,l/)] gzp:

14

P[A(N,p,i, 1/)]

e B (e Z ¢ 3 &)

r p=l., p ]EAN\Z

v 1

M@
Mz

v=1 14

Notons Egr, respectivement Efu I'espérance conditionnelle par rapport a la tribu

engendrée par les v.a. (€271 57, respectivement { (€121 R, (6 ke, |-
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Eexp< tev Z ¢ Z 66#) :Eéy H Eéuexp< ter Z fff;)

7“V'7p ]EAN\Z p=1,..., ¥4 ]EAN\i

On sait que cosh(t) < exp(%), donc
rN 12 __N-1
P [U UA(N,p,i, V):| < pN glg exp((N —1)(—t+(p— 1)5)) = pNe 2-D

v=1i=1

Par le lemme de Borel-Cantelli, (i) est vrai s’il existe un Ny € N tel que la série

p N
1
Z P [U U A(N,p,1, V)} soit convergente. Or la série Z —————— converge : il suffit
N>No  v=li=1 N>2 N(log N)

donc de choisir v tel que, pour p = 710%, il existe un Ny € N, avec

N — 2
————  +log N 4+ logp + log(N(log N)*) <0,
T (N(log M)
pour N > Ny, ce qui s’écrit : (3 — 3)log N + Ry < 0, ol hrnN_)oo1 = 0. Il faut

donc prendre v > 6.

Pour obtenir (i7), qui est le résultat de Mac Eliece, il suffit de choisir v tel que :

N -1
Jm oV e (=50 —gy) =0

~v > 4 convient. ¢

3.2.2 Convergence directe des images originales bruitées

Dans article [33], les auteurs s’intéressent également a la convergence directe (pour
la dynamique paralléle) des images perturbées aléatoirement (i.e. des images originales
contenant un certain nombre d’erreurs aléatoires). Une image perturbée, obtenue a partir



3.2. ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA STABILITE DES IMAGES ORIGINALES ET DE LA CONVERGEN(

de £”, et contenant pN erreurs (o1 0 < p < 1, tel que pN soit entier), peut étre considérée
comme un point de la sphere centrée en §” de rayon pN (pour la distance de Hamming).
Nous noterons cette sphere S(£”, pN).

Mac Eliece et al. prouvent que si p < (1 — 2p)2$, p < % , un vecteur a une distance

pN d’une image originale arbitraire converge directement pour la dynamique parallele vers
cette image, avec une forte probabilité.

Les mémes arguments que ceux développés pour le théoreme 3.2.1 nous permettent
d’établir simplement un résultat analogue.

Theoréeme 3.2.2 Soit p € [0, %[, etp=(1-— 2p)271é£N. Pourv =1,...,p, soit z"(0) un

vecteur situé sur la sphére de Hamming centré en £, de rayon pN, i.e. dg(§”,27(0)) =

pN. Alors :

(i) siy > 6,

P [limNinf{ (i] Us (2" (0)) = g]H —1 (3.4)
(11) siy >4, .

P[N{tsta' ) =€} =1~ Ry (3.5)

avec limy _, .o By = 0.

Lemme 3.2.3 Sous les mémes hypothéses que pour le théoreme 3.2.2, pour tout i €
{1,...,N},

_(N(1-2p)-1)2

P|mols'(z"(0)) = =&'| < e 000" = Ky (p) (3.6)

2

Kn,(p) est une fonction croissante en p.

Démonstration du lemme 3.2.3 11 existe un sous-ensemble A = A(z”(0)) C Ay, card(A) =
pN, et tel que

z¥(0) = &, pour i € A\ A
z/(0) = =&/, pouri € A



18CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE SEQUENTIELLE DETERMINISTE DE HOPFIELI

moUs @' (0) =sen[ D Jugl+ Y Ju(—¢))]

JEMAN\A\I JEAN\I

—grsen[NO-2p) —a+ gl Y i),

cAn\i #=1,--, 4
JEAN\ o

oﬁej:{ I,sij¢ A

—1,sije A
Soit
B(N,pi,v, A) = {w e Q 1 g/w) 3 Z () (@) (W) + N(1 = 2p) — ;> 0}
JEAN H=1,...,
J#i u#u

En reprenant les calculs de la démonstration du théoreme 3.2.1, nous obtenons :

p B(N,p,i,l/,A)c} < inf e H(1=20)—e)+(p-1)(N- nh < Knplp).d

t>0

Démonstration du théoréeme 3.2.2 : Nous avons

P [6{1/15@”(0)) ~¢'}|-p [ﬁ{usfv 0. oUsH (2 (0) = ¢)]
=P [ﬂ{ﬁ oUs (2" (0)) = €V, myoUs?(2Y) = &4, ...,y oUs™ (2%_,) = 5}(,”,

_zV:( 1'/7"'7 ;./,xV(O)H_l,,,.,,IV(O)N)

P[U {utster0) = )] < 2 Plmotsi(er ) = —€] < N Kyl

v=1 v=1 1=1

d’apres le lemme précédent. Par le lemme de Borel-Cantelli, (i) est vérifiée si : 3Ny >
0,VN > Ny, log KN,p(p) +log N + logp + log(N(log N)?) < 0.

Posons p = . Il faut prendre 7 > ﬁ

(1) est vérifiée si : imy _, oo pN Ky ,(p) = 0. 7 > ——— convient. &

(12)

Pour obtenir une estimation concernant 'ensemble des vecteurs de |J!_; S(£”, pN), il
nous faut écrire :
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N
P[ U U O AN, p,i,v, K)°] < 02V pN P[A(N,p,i, v, K)C},

KCAN  i=1v=1
card(K)=pN

qui ne peut converger vers 0 avec la majoration obtenue pour P [A(N D, 1, v, I )C} . On

peut donc se demander si les images originales constituent effectivement des attracteurs
directes de tous les vecteurs de [ J)_; S(£”, pN).

Comme le soulignent J.Komlos et R.Paturi [28],la réponse est négative :

- il est possible de choisir certains états, contenant seulement O(+v/N) erreurs, qui
ne convergent pas directement vers 'image originale. Il faut donc distinguer les erreurs
aléatoires des erreurs volontairement défavorables!

- Montgoméry et Vijaya Kumar [36] ont observé qu’il est impossible d’avoir un rayon

de convergence proche de % tp > % est déja impossible, méme pour p petit.

3.2.3 Convergence directe des “mosaiques aléatoires”

Nous allons maintenant nous intéresser a d’autres types de configurations présentant
la propriété de convergence directe avec une forte probabilité. Les mosaiques aléatoires
constituées de fragments de diverses images originales convergent vers une image originale,
si celle-ci est prédominante. Plus précisément :

Theoréme 3.2.4 Soient (§f+1)i:1,...,N N w.a.i.i.d., indépendantes des v.a. (ff)?:l{f:;’]{’,,

et de méme loi que &;. (5”“ joue le réle d’un “bruit” étranger aux images originales).

Soient ny,...,npy1 € Nyavec) = nyg < ng < ng < ... < np < nyyr = N, et
(IN)az1,.pt1 une partition de Ay avec, pour A € {1,...,p+ 1}, card()) = ny — ny_;.
Pour v e {1,...,p}, soit 2¥(0) la configuration définie par :

Y(0) =&, pour i € Iy

X
w(0) =&, pouri€l, (n=2,...,p)
x¥(0) = gf’“, pour i € L1,

ou a” est la transposition de {1,...,p} telle que a¥(1) = v, a’(v) = 1.

Posons p = ny =N, np=7%N,o0u v>0, 0<y <9, < 1.

_N
vlog N’

Soit € > 0 arbitairement petit,
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(1) Si v > %(% +e€), ety > e _ip o i.e .y > (’Yp; ) + %\/g, alors
P
3 [nmNinf{ (M Us(a*(0)) = g]}] —1 (3.7)
v=1
(ii) Si vy, > %(vpjte), et v> @ _ip el i.e. vy > w + %\/g, alors
P
P [ﬂ[us(f(())) = ¢ =1- Ry (3.8)

v=1

ot limy _, oo Ry = 0.

Remarques :1. Il suffit de montrer le théoréme pour la “mosaique ordonnée” (voir lemme
3.2.5). En effet, le choix des indices, et I'ordre dans lequel apparaissent les différentes com-
posantes de chaque " ne jouent aucun role. Seules importent les valeurs ny, . .., n,, ou plus
exactement le nombre de fois ot apparait chaque image ¢ (par une de ses coordonnées)
dans le vecteur z(0). -

2. De méme que pour le théoreme 3.2.2, les estimations ne sont pas suffisantes pour
obtenir un résultat analogue valide uniformément pour tous les choix possibles de telles
configurations.

3. Ce théoreme est en quelque sorte une extension du théoreme 3.2.1, puisque le cas

ny =ng =...=n, = N correspond a la stabilit¢ des images originales £",v =1,...,p.

Lemme 3.2.5

z;(0)=¢&,  pourl1<i<m
Soit z(0) tel que < x;(0) =&, pourmn, <i<n, (u=2,...,p)
2;(0) = & pourn, <i < N

Soit
AN,n=(n1,...,np),5,p) ={weQ:m ougi(é(w),g(O)) =&Y

Alors

1 (2n; —n, — 1)
P A(N7n77'7p)cj|§ eXp<__ ( e np )

1
=K s Lo
QP(N— 1) — np+2) N,p(n), St Ny 2(np -+ )

Ky ,(n) est décroissante en la variable n;.
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Démonstration : Nous avons

mi o Us' (&, z( —sgn<25u Z (0 )

= ]EAN\’L
:§}sgn<n1—ei+Z§;x] +€1Z€” Z & (0 )
J;Zl p=2  jeApn\i

avec 1, sit < n
vec €; = .
! 0, sinon.

D’ou :

P[A(N,n,i,p)o}g %I>1£ e~tm—e) Eexpt{z & (0)+ ¢ Zg“ Z &a;(0 }

j>nq : eA
Iy JEANNI
L’indépendance des v.a. (&)i2 7""}\D,+ permet de calculer cette espérance :

.....

Supposons que i < n;. Les variables (£1). figurent uniquement dans le premier
J7/j>ny &)

terme, qui devient :

Eexp(—tzj>m 5;xj(0)) = 1, cosh(tz;(0)), car z;(0) # €!
— (cosh )V

Il reste a intégrer le second terme. Nous adoptons la notation suivante : Eg désigne

Ben{~ Yt (Y ¢+ ¥ ¢0)]

Jj<nj j>n1
J#i

= (cosh¢)®P~ =D Eexp{ tel Zg“Zg“xj }

Jj>n1

= (cosht)®~ VMY { I[ Ee exp(-t 5225“5“

n1<j<ng

[I Eeexp(-teler™ Z &rey)

np<j<N pn=2
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Powrv=2,....p, Eg exp(—t&) &€ = exp(—t&/¢]) B exp(—t&¢] Zg%“

=2
a M#V

= exp(—1&;&}) (cosh t)"”
Pour v =p+1, E¢ exp(—tf}ﬁf“ Z:z ffff) = (cosh t)p_l,

donc le second terme s’écrit :

(cosh £)P=DE1=1) (eogh ¢) P2 =) (g 1) DN =)
xBexp (—t&} ((na = n1)& + (ng — )€ + ...+ (ny — mp 1)E7))

p
— (cosh )N mmempinitl H cosh[t(n; —nj_1)]
=2

En utilisant les majorations suivantes :

M@

P
Hcosh[t(nj —n;_1)] < exp(t —nj—1) ) = expt(n, —ny)

Jj=2

et

on obtient :

P A(N,n,i,p)c] < infyoq exp{—t(2n1 —ny,+1) +(p(N—-1)—n,+ 1)%}

2n1—np 1)2 .
= exp{—%m}, sing > 4(n, —1).

Si maintenant on suppose que ¢ > ni, on obtient de méme :

(2ny —n, — 1)°
9p(N —1) —n, + 2

P[A(N,n,i,p)c]g exp{— }, sing > %(np +1).&

Démonstration du théoréme 3.2.4 : Soit z(0) comme dans le lemme 3.2.5.
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P |s(2(0)) = ¢'|
= P|m ols'(@(0) = &, m o Us™(21) = &, o Us™ (2 1) = k.

ol 2 = (glla"wé-%a’]ri-l-l O&(O)wuﬂTNOE(O))-

Donc :

p P[{us(a0) = €'}
i P|mioUs'(zi1) = —€!|

< N_K »(n), par le lemme 3.2.5.

=
—
&
1=
<
I
|
|y
<
——
@
IN

| A

Par le lemme de Borel-Cantelli, (7) est vérifiée s'il existe un entier Ny, tel que Z pN Ky ,(n) <
N>Ng
oo. Et (i) est vérifiée si limy _, oo pN Ky p(n) = 0.

On en déduit les conditions sur v, 71, et 7,.d

3.3 Etude des fluctuations du hamiltonien

Au paragraphe III.1, nous avons montré que le hamiltonien, en tant que fonction de
la configuration du réseau aux instants entiers successifs, décroit avec le temps pour la
dynamique considérée. Et les états stables atteints sont des minima au moins locaux de

HR, (S, -)-
Il est donc intéressant d’étudier les fluctuations de Hy (&, ) :
- les configurations £ sont elles des minima locaux, ou globaux, de Hg, (¢, .)?

- existe-t-il d’autres minima ?

3.3.1 Mémoire associative avec erreurs tolérées

En 1988, C.Newman a montré le résultat suivant, par une méthode de grandes déviations
(38].

Theoréme 3.3.1 (Newman) Il existe un nombre o, > 0 tel que pour chaque o < a,
p = aN, il existe § €]0, %[, €e>0, € = f(a,d,¢) >0, tels que
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lim e~ (1 - P[ﬁ N {H;‘@,p(g, y) > HY (€, +6N}]) -0 (3.9)

N — oo
£ —a u=1 gES(é",éN)

En particulier, le lemme de Borel-Cantelli implique :
p
P [liminf{ ) {H3,(60) > HS,(6€) + N} =1 (3.10)

Le théoreme de Newman signifie que pour presque tout choix d’images mémorisées
{€', ..., &P}, chacune de ces images £ est entourée d’une barriere énergétique. Celd im-
plique en particulier qu'il existe au moins un minimum local dans la boule de centre &,
de rayon dN. Toutefois, le minimum n’est pas nécessairement &"! -

Remarque : la propriété de mémoire associative sans erreur avec attraction directe n’est

vérifiée que dans le cas ou p < Cteli (voir paragraphe 2). Et Mac Eliece donne des
og N

arguments heuristiques suggérant que le nombre d’images mémorisées ne doit pas dépasser

cet ordre de grandeur, si on autorise une attraction en plusieurs étapes, mais sans erreur,

vers une de ces images.

Par contre, la mémoire associative avec erreurs, suggérée par le théoreme de Newman,
fonctionne pour un nombre d’images mémorisées proportionnel a la taille du réseau. Il
faut également tenir compte d’un autre parametre : §(«), représentant la fraction de bits
erronés dans I'image retrouvée. Dans son article, Newman obtient les bornes rigoureuses
suivantes : o > 0,056; et () < 0,012 pour a < 0, 056.

Il est intéressant de noter que Amit, et al[6, 4], par des simulations numériques et des
techniques de calcul non rigoureuses, ont obtenu la borne a,. ~ 0, 14.

3.3.2 Existence d’autres minima locaux : les images combinées

Amit et al[5] ont découvert en 1985 I'existence d’autres minima locaux du hamiltonien
H Jfﬂp : il s’agit des combinaisons d’un nombre fini (i.e. indépendant de N et p) d’images
mémorisées. Plus précisément : notons z(d) = (z1(d), . .., zn(d)),

déf N
avec z;(d) = sgn(z d, &)
pn=1

et d = (dy,...,d,) est un vecteur de R?, vérifiant :

(1) d n’a qu’un nombre fini (i.e. indépendant de N et p) de composantes non nulles.
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(1) >y €udy # 0, Ve € {—1,+1}".
(i34) E[xi(gz)gﬂ =d,, Ypel{l,... p}h

Les x(d) sont appelées images combinées.

Voici quelques exemples, cités par Amit, de vecteurs de R? satisfaisant aux hypotheses

(3), (i), et (idd) :

- des vecteurs d contenant un nombre impair de composantes identiques : (%, %, %, 0,0,...

(%, g, %, %, %, 0,0,...). Nous désignerons par (%) les vecteurs de ce type.
-certains vecteurs incluant des composantes distinctes : (%, %, i, i, i, 0,0,...).

Bien entendu, tout vecteur obtenu par permutation des composantes d’un vecteur
vérifiant (i), (i¢), et (iii) les vérifient également.

Lemme 3.3.2 Les hypothéses (i) et (iii) impliquent :

9o déf [

(a) ||d||” = =1 (du)2> < 1, avec égalité si et seulement si d a une seule composante
d, non nulle (dans ce cas, x(d) = ££").

(b) Soit z(d) une image combinée du type (%), i.e. les D composantes non nulles de  d
sont identiques, et D est impair. Alors :

2 D —18D + 19 }

D—1\ 2
2 _ D72\ « 22
Id = D (270, ) < TD—1 eX};’{()‘(D —1)(6D — 5)

(c) Soit D € N fizé. Alors, le nombre d’images combinées a D composantes est magjoré
par (2°~1p)”.

Démonstration : (a) 'égalité (iit) s’écrit sous forme vectorielle :

d=E [él sgn((gl,c_l))}, ou (.,.) désigne le produit scalaire dans RP.

1
Done (d,d) =E[|(§,.d) | = Y 5 lwdl.
ye{—1,+1}>
Posons, pour k € {1,...,q = 2P}, a, = 2%, by = QL% | (y,.d) |, ou Yy Yy oo Y, st

une énumération arbitraire des vecteurs de {—1,+1}?. On peut alors écrire :
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q
d) = Z agby < \ Z(ak)2 (br)? (Inégalité de Cauchy)
k=1

= Z (d,)? (par indépendance des v.a. (£)#=1-P).

\&

Nous avons montré : ||d||* < ||d||. Cela implique : ||d|| < 1.

De plus, dans I'inégalité de Cauchy, 'égalité n’est obtenue que si x = Ay, ou A est une
constante, ce qui signifie :

| Zy d, |= A, pour tout vecteur yi € {—1,+1}".

Le seul cas possible est celui ou d n’a qu'une composante non nulle, égale a +1.
(b) Si toutes les composantes d, sont égales (appelons d la valeur commune), (7i)

s’écrit :

D—-1

d=Esgn(1+ ng)
pn=1

Donc
D4j—1 1 D-1
- 1—2PZ§1 <-1=1-2 Z Coi
—D+1
D1
2 D+2 ZCD D ) :2—D+1 CD2_1
Donc

lai? = p(27> ¢p7)
= - D—1
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En utilisant I'encadrement suivant, dit & H.Robbins (voir [17],chap.3) :

_ 1 _ 1
n"e "V2rnentl < n! < ne "vV2mnetn,

: 2 (0 -
pour majorer C'p?, = (o7 On obtient (b).
=

(¢) Soit D fixé. Supposons que d = (dy,...,dp,0,0,...).

well . D}d =Blsn(d o+ Y dere)]

1,...,D
1 n#v
Y (e Y d)
(€;=%1)i=1,...,D p=1,....D
iFU p#V

Donc d, peut prendre 2°~! valeurs possibles, et d = (di,...,dp,0,0,...) 2PP~1
valeurs vectorielles possibles. On en déduit que le nombre d’images combinées est majoré
(strictement) par (2P~1p)”.&

Remarque : il semble difficile d’étendre la méthode utilisée au (b) au cas général. Cela
conduit en fait a ’étude d’une marche aléatoire sur R, dont la longueur des sauts dépend
de l'instant du saut.

Amit et al [6] ont étudié la stabilité de telles configurations par des techniques non
rigoureuses (méthodes des répliques), et affirment que les configurations du type (%)
sont stables pour p = aN, a < 0,03. Ce résultat est partiellement confirmé par le
théoréme suivant, du a Newman [38], qui montre que chaque z(d) est entouré d’une
barriere énergétique, pour « suffisamment petit.

Theoréme 3.3.3 (Newman) Soit D un entier non nul fizé. Soit I(D) [’ensemble des
vecteurs de RP,dont le nombre de composantes non nulles est D, et vérifiant (i),(ii), et

(iii).

Il existe a. > 0, tel que pour a < a., p = aN, il existe 0 €)0,1/2[, ¢ > 0, € =
fla,d,€) >0 tel que

lim 66/N<1 —P[ N N {Hﬁ’p(g,g) > HY (¢, 2(d)) +6NH —0  (3.11)

N — oo

K e del(D) yeS(z(d),0N)

En particulier, le lemme de Borel-Cantelli implique :
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P[lirr]lvinf N N {H]‘f,p(f y) > HS (&2 ())+ENH 1 (3.12)

del(D) yeS(z(d),6N)

Lorsque D dépend de p, z(d) dépend d’un nombre important d’images, et les arguments
développés par Newman ne fonctionnent plus.

Dans 'article [28] Komlos et Paturi étudient notamment la stabilité des 27 configura-
tions w(d) = sgn( L du€!), ot d décrit I'ensemble des vecteurs de X, = {—1,+1}". Je
pense que ce probleme n’est pas completement résolu. En effet, ils annoncent qu’il existe
au moins ¢ vecteurs d de X, ( ¢ constante < 2) tels que w(d) soit a une distance eN
d’un vecteur stable (e arbitrairement petit), avec une probabilité tendant vers 1, lorsque
N — o0, et p < a.(e)N. Toutefois, la preuve de ce résultat requiert des estimations expo-
nentielles qui ne sont pas montrées (ils utilisent la méme méthode que Newman), et que
nous n’avons pas réussi a obtenir.

L’étude de la localisation des vecteurs w(d),d € X, dans l'espace Xy est également
un probleme délicat. En un certain sens, on peut dire que ces images combinées sont
“symétriques” : elles dépendent de toutes les images originales, sans qu’aucune ne soit
privilégiée. Cela implique notamment, qu’avec probabilité 1, pour N suffisamment grand,
les images combinées sont & une distance arbitairement proche de N/2 de chaque image
originale (voir proposition 3.3.4).

D’autre part, il est facile de voir que si d; et d, sont deux vecteurs de X, ne différant
que par un nombre fini de coordonnées, alors

Vp >0, Pldy(w(dy), w(dy)) > pN| — 0,

N — oo

11 est beaucoup plus difficile de répondre dans le cas général : soit p > 0, et dy(d;,d,) =
d(p, p) p (nous notons indifféremment dy la distance de Hamming sur Xy et X,,). Pour
quelles valeurs de 0(p, p) a-t-on :

Pldn(w(d,), w(dy)) < pN N 17

Ce probleme, a ma connaissance non résolu, est essentiel pour évaluer le nombre de
vecteurs stables, car deux vecteurs w(d;) et w(d,) suffisamment proches I'un de l'autre
convergent vers le méme état stable.

Proposition 3.3.4 Supposons que Nlim % <1, et soit p €]0,1/2[. Alors :

[hmmf N ﬂ{{dH & w(d) > pN} N {dH(—g”,w(gl)) > pN}}] —1  (3.13)

deX, v=1
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Pour montrer ce résultat, nous avons besoin de l’estimation de grande déviation sui-

vante :

Lemme 3.3.5 (Chernoff,1952) Soient p,q deux réels positifs tels que p + q = 1. Alors,
pour M < pm :

M

ko k m—k mq mp
;Cmp q < exp{(m—M) 10g<m_M) +M10g<ﬁ)} (3.14)
La méme estimation est vraie pour Z CFpkg™* si M > pm.
k=M

.....

M m
Alors Z CkpFgm=* =P [Z Y; < M}
k=0 i=1

m m
<inf eM EetXm Y = inf M <p6_t + Q>
>0 >0

La fonction f(t) = tM + mlog <p€—t + q) atteint son minimum en ¢y = log<p(n]zw—qM)>’

d’o1 on déduit la majoration annoncée.

On obtient de méme la deuxieme estimation en écrivant

> Chptgnt =P[S Vi = M| <inf e VB

k=M =1

Démonstration de la proposition 3.3.4 : soit p tel que pN = sup{k € N : k < pN}. Nous
avons :

p p
Pl Udn(=€"w@) < pN| < 3 S Pldu(&" w(d) < pN]|
deXp v=1 deX, v=1
Et, par indépendance des v.a. w;(d), i = 1,..., N, nous avons
PN N—k

Plin(e’ i) < pN] < Y Pl = —wm@]} {Plr=w@]} " @13)

k=0
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Maintenant, supposons que d, = 1.

Pl =wi(d)| = Z [Zdusl s, & = sgn(s)|

—ZP[Z%—S & =1+ p P[idﬂ:s, &=1
s=—p 5=0 p=1

Supposons p et s pairs. Alors :

p
P[Y et =5 & =1] =0

p=1
donc
p p » 1 )
Z P [Z duf? =s, & = 1] = 01(7]0—?)/2_1(5)
s=0 pu=1 — p
1 p/2 1
- Z Cp—l(i)
De méme,

zp[zdua_s -1 -1

s=—p
On en déduit :
Plef —wi(d)| =1+ CAGY =3+ s + By
Pl¢f = —uwi(d) :-—cpﬂ(g)p:g— R,
ou R, est d’ordre 1/p, pour p — oo. D’apres (3.15), on a alors :
R U LS| N-k
P (¢ w(d) < pN| <3 CK (5 - —=-R,) (5 R,) 3.16
H(§ M(_» P —kzzg N 9 \/ﬁ D 2+\/%+ P ( )
Si d, = —1, on obtient par la méme méthode :
k 1 1 N—k
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Il existe un pg tel que p < % — \/ﬁ — R, pour tout p > py, car p < 1/2. Le lemme
3.3.5 s’applique donc, et on obtient :

p

P[ U UdH(§V w(d)) < pN] < exp{Nh( )—l—plog2+logp+cN},

de X, v=1

avec  h(p) = —log2 — (1 — p)log(l — p) — plogp <0, Vp €]0,1/2],

limN_,oo CW =

Ceci est encore vrai pour p impair, et on obtient évidemment la méme majoration

pour P| | J | dn(~€", w(d)) < pN|.

de X, v=1

Par le lemme de Borel-Cantelli, on a alors le résultat annoncé, si p < N a partir d'un
certain rang.éde

3.3.3 Convergence presque sure de %H}ff’p(é,.) pour certaines
configurations dépendant des images originales

Pour p = 1, les vecteurs ¢ Lot —£ ! sont les seuls minima globaux du hamiltonien, et
%Hff,p(§7 él) - %H]‘%,p(§7 _§1> - =

Mais pour p = alN, a < «a., nous savons seulement qu’il existe un minimum lo-
cal proche de chaque image originale et de chaque image combinée (voir paragraphes
précédents). Peut-on déterminer la valeur de +Hy (£, .) en ces points ?

Nous allons tout d’abord étudier le comportement asymptotique de %H fﬂp(é RN

{1,...,p}.
Notons que le hamiltonien peut s’écrive : Hy (€, 2) = —5 >0, (£, z)* +p,
ol (z,y) désigne le produit scalaire de z et y dans RV,

1 1
Pour v € {1,...,p}, HNp(g & )z—l—l—%—m Z (£, €")?, d’ott on déduit la

borne triviale :

1

NH}?/,p(ﬁ,é’/) < -1+ %, pour v € {1,...,p}.

D’autre part, nous avons :
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Proposition 3.3.6 Silimy_ o & = a >0, alors pour tout € > 0,

[hmmf ﬂ{ HNp & >-1- €:| =1 (3.18)

Corollaire 3.3.7 Silimy_ . & = 0, alors pour tout v € {1,...,p},

1 v
NHJ‘?/,p(§7§ ) —p.s.,N— o0 -1 (319)

Démonstration de la proposition 3.3.6 : par le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer
I'existence d’un entier Ny tel que :

p

> PlU{gHRuee0} < 1= <oc

N>Ny v=1

Pour cela, nous appliquons I'inégalité exponentielle de Markov :

PLHS,(6€) < —1— ¢ < inf (O Bt )

t>0

P
<inf e (HVIVE H en (€€

>0 :
b
Doy [20, 0 o
et H v (&€ —HEéuEyueXp< N@ Y ),
pu=1

T T
< e

; nFV

oY = (Y1, Y2 ... YP)est un vecteur gaussien de v.a.i.i.d. de loi N'(0, 1). Par le théoreme
de Fubini, on a alors :

B[ eteer HEW{(COSh<gw))N}

”

T T
R =

wﬁv
2
< H Eyu{et(w)g}, car YA € R, cosh()\) < er
o B
1 \7T 1
= (—— t €10, =[.
<1 _ 2t> » pour ¢ €[0, 7|

Donc
p

P [U{%Hﬁ,p(gé”)} <—-1- e] <p %I>1£ exp{—(e + %)tN — p; ! log(1 — 2t)}

v=1
e p—1 p—1 logp 1
{2 22 )
eXp{ st 0T N TN T
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Nous devons montrer qu’il existe un entier Ny tel que pour N > Nj,

p—1

€ p—1 log p 1
< 1 _ —_—>o. 2
PR T R e i vy v (3.20)
Si A I 0, donc (3.20) est vrai
-Si— — 0 — N oo 0, donc (3.20) est vrai.
1N 2N B reN’ N " vral
p

-Si N ° > 0, remarquons que l'inégalité (3.20) peut aussi s’écrire

Cette condition est vérifiée a partir d’un certain rang Ny(e), car a la limite, on obtient :

s log<1 + E), qui est vrai.de
Q Q

Démonstration du corollaire : pour tout € > 0, nous avons :

+P [lim;up{NHNp(g §)+1<-1- EH
-0,

P[limj\éup{\ 1HNP(§ )+ 1> e}] gP[lim;up{NHNp(f &) > —1—|-6H

d’ou la convergence presque sure.éde

Concernant les images combinées, nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.3.8 Soit D un entier non nul fizé. Soit I(D) 'ensemble des vecteurs
de R?,dont le nombre de composantes non nulles est D, et vérifiant (i),(ii), et (iii). Si
limy o & = 0, alors pout tout e > 0,

[hmmf N {| LES (€ xd) + |d) |<e}] —1 (3.21)

del(D

Pour montrer ce résultat, nous utilisons I’estimation de grande déviation suivante :
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Lemme 3.3.9 Soient Y1,...,Yy N v.a.i.i.d. valant 1, avec EY; = m, —1 <m < 1.
Alors, pour tout € > 0,

N
1
PlgX¥i-mpd < ea{-Numo}+eo{-Numa}. @2
e { hi(m,€) = —igl log (1 — @) + —:gj log (1 + “Em) >0
ha(m,e) = =5+ log (1 + ) + =5 log (1 — ) >0

Démonstration : Soit

X, = Y:+1 :{ 0, avecprobaq—;T:i
2 1, avec proba p = =™
Le lemme 3.3.5 s’applique. En effet,
N N N
1 (m+1+¢) (m+1—¢)
[0 S T Y, o YR UIRR I ) AR RS B Y}
| N ; m|>el < Zz:; > 5 + ; < 5

Il suffit alors de réécrire (3.14) pour obtenir (3.22). Une étude simple de hy et hoy
montre qu’elles sont strictement positives pour —1 <m < 1, et € > 0.

Démonstration de la proposition : pour simplifier les notations, nous supposons désormais
que les composantes non nulles de d sont les D premieres. Ecrivons alors :

1 p

-Regardons le premier terme :

P[U {isp0) -t 1-f] <p[] @{NL @ - 47 > )]

* Zi {5 2d) —du 1> 55 }].

Par définition, (£, z(d)) = SV € z(d). T1 S'agit d’une somme de N v.a.ii.d. valant

+1, d’espérance d,, : le lemme 3.3.9 s’applique. Puisque card(I(D)) < (2D_1p)D (voir
lemme 3.3.2), on obtient,pour D fini et p/N —0 :



3.3. ETUDE DES FLUCTUATIONS DU HAMILTONIEN 35

[hmsup U {| Si(N,p, D) — ||d|I* |> EH — 0, Ve > 0. (3.23)
deI(D)

-Pour le deuxieme terme, So(N,p, D) = > pepi (£ Lx(d))? — %, en remarquant

que z(d) est indépendant de (§M)u: , on peut montrer, exactement comme pour la
proposition 3.3.6 et son corollaire, que pour p/N — 0 :

P [lim;updELI(JD){Sg(N7p, D) > e}] — 0, Ve > 0. (3.24)

De (3.23) et (3.24), on déduit (3.21). &

Hormis les images combinées du type (%), pour lesquelles nous avons montré que
I1d||> < 2 nous savons seulement que ||d|| < 1. Dans le cas général, le corollaire 3.3.7
et la proposition 3.3.8 n’impliquent donc pas que les minima locaux proches des images
combinées sont moins profonds que ceux localisés pres des images originales.

La proposition 3.3.8 et le lemme 3.3.2 impliquent que, avec probabilité 1, si p/N — 0,
les images combinées de type (x) ayant un grand nombre (mais indépendant de p) de

composantes non nulles vérifient — HS (€, z(d)) — =.
N - N—oo T

Nous allons montrer que sous des conditions plus restrictives pour p, ce résultat est

encore vrai pour les images combinées dépendant de toutes les images originales.

Proposition 3.3.10 Pour tout € > 0, il existe une constante c(€) indépendante de N et
p, telle que pour p < c(e) N¥/3,

P[thmf N {| %Hﬁp(g,w(d)) +; < e}] —1 (3.25)

de{-1,+1}"

Démonstration : par définition, (.,.) désignant le produit scalaire dans R?,

H, (& w(d) (sz fz,zwj &) +p
- —(ngn@éf)é;, ngn@ ENE) +p, on & = dugl.
i=1 v=1 j=1 v=1

Nous avons donc :
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P[ U {I 580 Eu@) +21>c}] < 2P LA 69+ 2 >,

de{-1,+1}*
ol s est I'image combinée correspondant a d = (1,1,...,1),1ie. s =sgn(d>_r_, £).
Pour i € {1,..., N}, nous allons construire les vecteurs aléatoires z; € {0,1}? de la
maniére suivante : soit k; = > 0_ &7,

- si k; > 0, alors z; est le vecteur nul,

- 81 k; < 0, alors on choisit aléatoirement | k;| indices parmi les (p+ | k;|)/2 indices de

§ = L., &) valant —1, et cela suivant la distribution uniforme. Soit {l1, ..., } ces
indices. On pose alors :

{ 2z =1, pour v € {11,~-->l\ki\}
z¢ =0, pourVE{l -.,p}\{lla“‘7l|ki‘}

Il est clair que s;§, = sgn(3_)_, /)€, et & + 2z; ont méme loi. De plus, nous avons :

Lemme 3.3.11 E:z/'=

1
+ Ry, ot R, est d’ordre * 5 pour p — 00.
V271 P

Démonstration : supposons p pair, et soit m =

wl"@

Bet =Plot=1) =S5 PS¢ = —(p—2w)] mte2

p/2—1 om m—1
1.72p—2k 1" m—k
_ k _ k
Y ap -G Yt
k=0 k=0 -
1 2m m _'j 1 2m m.J- m— k j
3) Z oy = (5) Com Z Hm+k:+1 m
1 ]:1 ]:1 =0
R
~ 2 s
ou R, est d’ordre % pour p — oco. La derniere égalité résulte de la formule de Stirling, qui
1 1
implique C3" ~p o sz(ﬁ + (’)(5)) et du lemme suivant.

Bien stir, ce calcul peut étre mené de la méme maniere pour p impair. Dans ce cas, on
pose p = 2m + 1, et on obtient comme ci-dessus :
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R ETTREE S
P 2m+l m+k+2/) 2m+1)  2mp T

7j=1 =
pour les mémes raisons (voir lemme ci-dessous). &

Lemme 3.3.12 Pour m entier > 1,

g om—k o\ § 1
;(gm+k+1>E =3 (3.26)
A m—k o\ 2541 m
;(gm+k+2> om+1  2m+1 (3.27)

Démonstration : Montrons la premiere formule. C’est une somme de m termes. Mon-
,- .., M) vaut

trons par récurrence que la somme des k derniers termes (j = m — k + 1
mﬁ‘l m—1 k
m+1l+1 2m

1=0
- pour k = 1, il s’agit du terme correspondant a j = m
- Supposons le vrai pour k, et calculons la somme des k + 1 derniers termes : par

hypothese de récurrence,

m 7j—1 . m—k—1 m—k—1
]:m—kl:0m+l+1m pirs m+1l+1 2m i m4+Il+1 m

_mﬁ_2 m—1 k+1
N m+1l+1 2m

=0

L’hypothese est donc vraie. On peut appliquer la relation pour k& = m, qui s’écrit

m I m—=Fk 1
;gm—i—k—i—l m 2

La deuxieme relation s’obtient de la méme maniére en montrant par récurrence sur k

que la somme des k derniers termes vaut :



38CHAPITRE 3. ETUDE DE LA DYNAMIQUE SEQUENTIELLE DETERMINISTE DE HOPFIELI

ok —l 2m+2—k

pirs m+I1+2 2m+1

Pour k = m, on obtient la relation (3.27). &

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition. En effet,

N N

avec €, €o,€3 > 0 et € + 4eg + 4deg = €.
Regardons les trois termes séparément :

a.le premier terme :

N D N
e e t 2
P e >an] < oo Teew{y(Xe))
i=1 p=1 i=1

: —ter N 1 b 1
<inf e " ( ) , pourtE]O,é[.

t>0 V1 —2t

(voir démonstration de la proposition 3.3.6).

Donc

P[H ég!iz > elNﬂ < exp{ telN(1 — j—fv)}

pour t €]0, [ car ——log(l —u) < u, pour u < =
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b. le deuxiérne terme :

? al 1 N2 N N?
3 R I VI S )
il 1 N2 N N?
SPP[‘(;%’IP—%?+2‘>E2?]
al N 1 P
<pP > o te gy

Le lemme de Chernoff (3.3.5) s’applique, et on obtient :

P ||Z_ZH2— o+ I v <pen{ N2 4 n))

ou c(€2) est une constante positive indépendante de N et p, et R, est d'ordre le, pour
P — 0.

- le troisiéme terme :

P|| (igézj) > ] SP[HégH ||j§_v;gju > N7
- P[{nign || ﬁ;zjn >N n{| ﬁ;gu > ey
+ P[{nigu ||j§_v;zj|| >N | {Higu <N}
P[Hﬁ;gu > el | +P[H§;gjn > ZN|

Pour €4 > 0 suffisamment petit, tel que £ > \/— on peut appliquer b. pour majorer le
dernier terme. Et le premier terme est analogue a a. Finalement, on obtient la majoration
globale suivante : il existe une constante co(e) > 0, telle que pour N et p suffisamment
grands,

(log 2+ o(1)) }.

2|§\v€

Pl U {15886 X@)+ 2 > SeXp{—\%(co(e)

de{-1,+1}*

On a donc (3.25) par le lemme de Borel-Cantelli.de
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Chapitre 4

Etude de la dynamique parallele
déterministe de Little

4.1 Définitions

Contrairement a la dynamique séquentielle, la dynamique parallele autorise la mo-
dification de plusieurs spins x;, a chaque instant entier t. Le modele de Little tire son
origine des travaux de W.Little et G.Shaw (voir les articles originaux [29],[30],[31]). La
transformation Up associée est définie par :

Z/{’p(§, ) P Xy — X
N

z —— 2/, avec x;:sgn<ZJijxj), ie{l,...,N}.

J=1

Les coefficients J;; sont toujours définis par :
p
T =Y _&rel, pour i # j,
pn=1
Jii = 0.

N

A chaque condition initiale z(0) € Xy correspond alors un ensemble de trajectoires

(2() =tp(gw)alt - 1)t 21)

Le hamiltonien défini au chapitre précédent ne convient plus. Cependant, dans ce cas
également, il est possible de construire une fonction énergie de type Lyapounov, i.e. bornée
inférieurement, et décroissant sur chaque trajectoire induite par la dynamique (voir [41]).

41
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Soit
HY, : @xXy —R

(w,z) — HY,(E(w),

2 |

N

Z Jijj |

N

ZZ w)z; |

=1
J#u

2 |

Remarquons que HY (& x(t)) peut s’écrire comme une fonction dépendant des deux
états successifs z(t), (t +1) =Up(§, z(t)) :

HE (6 2(0)) = — 3 Ty (e + 1),

i,j=1

Proposition 4.1.1 Partant d’un état initial quelconque de Xy, la dynamique paralléle
détermaniste conduit :

- s0it @ un point five de Up(§,.),

- s0it @ un 2-cycle de Up (€, .), i.e. un couple (z,y) de Xy x Xy vérifiant

(z,
Up(&,z) =y, Up(§y) = z.

Démonstration : pour t > 1,

HY (& a(t+1)) — HY (€ a(t — 1))
_ %;N:I Ji; [x] (t+ Da(t) — z;(t)z;(t — 1)]
_ _% JXN:I Ty (t) [xi(t 1) -t — 1)}, car Jy; = J,
_ _%ZNXL(tJrl)—xlt—l) ZJU%

Quand x;(t + 1) # z;(t — 1), le signe de leur différence est le signe de x;(t + 1). Et
c’est aussi le signe du second facteur, par hypothese. Donc Hﬁp(é ,.) est une fonction de
Lyapounov. Tant que le systeme évolue, c’est-a -dire qu’il existe un i tel que z;(t + 1) #
x;(t—1), la fonction énergie décroit. Toutefois, il peut exister un ou plusieurs indices i tels
que Yooy Jywi(t) =0, zi(t+1) #a(t —1), et HE (& z(t +1)) = HE (&, z(t — 1)) = 0.

Mais cela signifie : z;(t — 1) = —1, x;(t + 1) = 1. Apres un nombre fini (au plus
N) de tels changements, on a : x;(t + 1) = x;(t — 1), pour tout ¢ € {1,...,N}, d’ou la
proposition.de
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4.2 Etude asymptotique de la stabilité et de la conver-
gence directe

Proposition 4.2.1 les résultats du paragraphe II1.2 restent vrais pour la dynamique

paralléle déterministe, i.e. on peut remplacer Us par Up dans les théoremes 111.2.1,
I11.2.2, et I11.2.4.

Démonstration :

- Pour la stabilité des images originales, on peut reproduire mot pour mot la démonstration
du théoreme I11.2.1.

- Pour la convergence directe, il suffit de noter que

|
ot

.
Il
—

[weQ: Up(g(w).y) #6w)) {weq: molp(gw)y) # €@}

{w €Q: sgn <ZN: Jz’jyj) e 55(“)}'

J=1

-

N
I
—

On peut donc utiliser, comme pour la dynamique séquentielle, les lemmes I11.2.3 et

I11.2.5, pour obtenir ’analogue des propositions citées, dans le cas de la dynamique pa-
rallele.ds

Nous allons maintenant montrer un autre résultat de convergence directe. Dans [40],
A Patrick et V.Zagrebnov étudient 1’évolution temporelle des parametres de recouvre-
ment m,(t) = + le\il ¢fa(t), pe{1,...,p}, quand la configuration initiale est le vec-
teur {z;(0)};=1,.. n formé de N variables aléatoires indépendantes corrélées avec une seule
image originale £”, i.e. P[xi(O)@” = 1] = 2(1 + d,umy), avec mgy €]0,1]. Ceci est un
probleme délicat, qui n’est résolu que pour des versions modifiées du modele de Hop-
field : réseaux multicouches [34], réseaux extrémement dilués a liaisons d’interaction .J;

asymétriques [14]. L’étude de la convergence de telles configurations vers I'image £” est
donc un probleme intéressant pour le modele de Hopfield classique.

Theoréme 4.2.2 Soient my €]0,1], € > 0, p < (my — e),/ﬁ, et z7(0) le vecteur
formé de N v.a. indépendantes telles que
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Alors :
lim P[L{p(g,g"(())) —e] =1 (4.1)
Démonstration : par définition, pour i = 1,..., ]V,

zi(t=1) =sgn <2i: 5?21\[:5;‘%-(15 = O))

J#i

= & sgn <KN,1 + KN,2>>

( N
Kyi= Y X/

J=Lj#i

D N
Kyz=¢& Y & Y X/

p=Lpu#v  j=1,j#i
XM= 2% (0)¢r.

\ J

avec <

Nous devons majorer P [K N1+ Kyg < 0]. Pour tout € > 0, nous avons :

P[Kyy + Kya < 0] <P[Kyy < (mo— e)N] +P[Kys < (—mo + e)N].

e Ky est une somme de v.a. indépendantes valant +1, d’espérance mg. Par le lemme
I11.3.9, il existe donc une constante strictement positive h(mg, €), ne dépendant pas de N
telle que

P [[KNJ < (mgy — e)N} < exp(—Nh(mo, e))

.....

nécessairement indépendantes. Cependant, nous pouvons écrire :
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P[Ky, < (—mo+ e)N] = P[—Kya > (mg — e)N]

D N N
<SP x> (mo— |
p=1 j=1 p

HFV JF#i
! 0 Erer Xy
< inf e~lmo=9% Be i !
>0
p=1
nFV
Ld N
—inf > e ™79 (cosht)V !
>0
p=1
nFV

Il est clair que :

=2

PlUp(a’(0) £€] <3 Plat=1) €],

=1

La relation (4.1) est donc vérifiée si :

— o +log N +logp — —oc.

Puisque —%M + log N + logp = —N((mo_;)2 — lgN _ 10ﬂ), cette relation est

2p
N
vérifide si p < (mg — €)4 | 5 logN‘*

Malheureusement, nous n’avons pu montrer un résultat analogue quand le nombre

’: : Ny N
d 1mages est proportlonnel a g N -
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Chapitre 5

Etude de la dynamique stochastique

5.1 Description a volume fini

Aux chapitres IIT et IV, nous avons défini les dynamiques déterministes controlant
I’évolution temporelle de la configuration du réseau. Nous avons notamment montré que
partant d'un état initial z, arbitraire, cette dynamique conduit nécessairement a une
configuration minimisant au moins localement le hamiltonien du systeme. Quand un tel
état est atteint, la dynamique déterministe interdit toute transition vers un autre état (la
dynamique parallele est un peu particuliere puisqu’elle autorise une oscillation entre deux
états terminaux).

Si x, est suffisamment proche d’une image originale ¢, la dynamique conduit a une
configuration proche de &”, minimisant localement la fonction énergie, d’ott la propriété
de mémoire associative. Cependant, comme le révelent le paragraphe I11.3.2, relatif aux
images combinées, il existe d’autres minima locaux, points fixes potentiels pour la dyna-
mique déterministe. Si £ — 0, nous savons que ces minima ne sont pas plus profonds que
ceux localisés pres des images originales. Et pour p proportionnel a N, des arguments
heuristiques et des simulations (voir [4]) laissent présager que ces derniers sont en fait les
uniques minima globaux du hamiltonien. Il est donc naturel de s’intéresser a une évolution
temporelle conduisant aux attracteurs de plus basse énergie.

Une méthode pour éviter que la configuration du réseau ne reste piégée en un mini-
mum local inintéressant consiste a adopter une dynamique stochastique, la dynamique de
Glauber, qui autorise, avec une probabilité non nulle, une transition d'un état x; vers un
’ ~ . v v
état x,, méme si Hy,(£", 25) > Hyp(§, 2y).

Il convient maintenant de distinguer le cas séquentiel du cas parallele.

47
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5.1.1 La dynamique séquentielle de Glauber

Rappelons qu’a un instant ¢ donné, un seul spin, déterminé par l'application de ba-
layage, peut étre modifié. La dynamique d’évolution de Glauber est alors définie par une
chaine de Markov (sur l'espace des configurations), dont la matrice de transition est
donnée par :

N-1

P= ][] Pv—i = PyPy_i... P, (5.1)

=0

olt P; est la matrice 2V x 2V suivante (on suppose les éléments de Xy numérotés de 1 &
2Ny

oDPhiz)) . siy; =, pour j # 14,
Pi(z,y) = { exp(Bhi(z)) + exp(—Lhi(z))
0, sinon,

et

N N »p
hi(z) = Z Jijr; = Z Z@%ﬁ%
j=1

j=1 p=1
yr

3 est un parametre strictement positif fixé; T = 37! est appelé température en
mécanique statistique. D’une certaine maniere, il mesure le degré d’agitation du systeme.

Remarques : -pour g 7 oo, i.e. T\ 0, on retrouve la dynamique déterministe, puisque

]_, Si yzhz(£> > O,
Fiz,y) ,8700{ 0, sinon,

c’est-a-dire

Y; = sgn <h1(£)>

- A lopposé, pour 3\, 0, i.e. T" /" oo, 'agitation thermique désordonne le systeme :

1 & = 4 4
Pz(g,y) — { 2 Slg (5171,...,xz_l,:l:l,a:ZJrl,...,xN)?
= 3,0 | 0, sinon.

Toute I'information est perdue, et le systeme évolue de maniere totalement erratique.
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Le produit de matrices de I’équation (5.1) signifie simplement que pour une condition
initiale £(0) donnée, I’état du réseau a un instant ¢ entier est déterminé par la probabilité
conditionnelle :

P[g(t)zg\z(t—l)z_]
- Z P[g(t) :Q‘ﬁ(t_ﬁ) :§N—1] P[&(t—%) :éN_M&(t—%) =2zZy_o|---

1
...P[g(t—l%—ﬁ) =z | z(t) :g]
= > Prlenvy)Pyvaleveszya) - Pl z)

Z152N_1€XN

= Pn...Pi(z,y)

Le balayage ¢tant séquentiel, nous avons supposé implicitement que chaque spin est

. N cn . 1 . N .
susceptible d’étre modifié aux instants {¢ + N}teN, pour i =1,..., N, et cela suivant la

probabilité conditionnelle

Pla(t+ 1) =y |2+ 55) = 2] = Pzy)

N

Nous allons maintenant rappeler et appliquer un résultat classique d’ergodicité concer-
nant les chaines de Markov (voir [18]). Considérons une chaine de Markov sur l'es-
pace des états {zy,...,x.}, v > 2, définie par la matrice stochastique de transition

T

(pij = p(xi, )i jet,.ps 1.€. 0 < p;; <1, et Zpij =1, pour chaque i € {1,...,r}.
j=1

Définition 5.1.1 (i) La matrice p est dite irréductible si pour chaque paire (x;, x;), i #
Js
ou bien p;; > 0,
ou bien il existe une suite x;, = x;, T4y, . . ., T, = T, avec k > 2, telle que py;,,, > 0,
pour chaque [ € {1,...,k—1}.

17) La matrice p est dite apériodique si pour chaque i € {1,...,r}, 'ensemble des entiers
i) L tri t dit Sriodi i h 3 1 I ble d ti
positifs n tels que (p™); > 0 est non vide et a pour p.g.c.d. 1.

Theoréeme 5.1.2 (i) Une matrice stochastique p est irréductible et apériodique si et
seulement si il existe un entier M > 1 tel que pour chaque (i, ), (p™);; > 0.

(it) Sip est une matrice r X r irréductible et apériodique, alors la limite lim (p");; = v,

n— oo

eziste, et est indépendante de i. Chaque v; est positive, et {v;};—1  , est l'unique
solution des équations
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A

E ViPij = Vj
i=1

A

E V; = 1.

i=1

T

Nous appelons v = E v;0,, la mesure invariante correspondant a p.

i=1
Nous allons maintenant appliquer ces résultats a la chaine de Markov définie précédemment.

Proposition 5.1.3 la mesure de Gibbs a wvolume fini sur l’espace des configurations,
définie par

1 _BHS. (¢
ngﬂ(é, ) = m e ﬂHN,p(é_)(gz(_)7
7p7

= zeXn

(ot Znpp(E) est la constante de renormalisation, appelée fonction de partition a volume

fini), est lunique mesure invariante associée a P.

Remarque : en fait, il faudrait écrire {gN,p,ﬁ(g (w), )} : la mesure de Gibbs associée
- wel2

au hamiltonien aléatoire est une mesure de probabilité aléatoire relativement a l’espace

(Q,F,P).

Démonstration : il est clair que pour chaque w € € fixé, P est irréductible et apériodique.
Il suffit donc de vérifier que Gn, 5(&, ) est vecteur propre gauche de P, ie. Vy € Xy,

3" Gups(€2)P(2,y) = Grpsl€.y)-

zeXy

En fait, par définition de P, il suffit de montrer que pour chaque i € {1,..., N},

> Gnpsl& )Pz, y) = Grps(é y).

zeXN

Posons Ai(y) = {z € Xn : x; = y;, pour j # i}. Nous avons, par définition,
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1 exp(—ﬁHf,,p + 5 Zjvzl Jz‘jﬂﬁjyi)
Z gN,p,,B(§7 £>Pz(£7 g) - 27(5) N N
2eXy N,p,B\S z€A;(y) exp (ﬂ Zj:l Jijl’j) + exp(—ﬁ Zj:l Jz’jl’j)
o > exp <5 S Ty + 0 Jz’jxa’yz)
Znpp(E) z€A (y) EXP I3 Z;VZI Jijxj> + exp(—ﬁ Z;VZI Jijl’j)

Z exp( Z;vzl Jijxil’j + Z]g\ikzl kal’kxj + Zjvzl Jijxjyi)
(&) 2 () exp <ﬂ Z;V:1 Jijxj> + exp <—5 Z;\le Jz‘j$j>
o 5 exp (ﬂ > Jz’jl’z’yj>
ZN,Pﬂ(é) z;=+1 €XP <ﬁ Zjvzl Jij.Tj) + exp <_5 Zjvzl Jijxj>
N

N
x eXP(Z TeiUkti + ) Jijyjyi)

jk=1 i=1
k#1 J

N
ZNM Ghad (J;l Ty
= Onps(&y).

Remarques : - Contrairement a la dynamique déterministe, la situation a 1’équilibre
n’est pas statique. Il s’agit d’un“équilibre dynamique”, au sens suivant : la probabilité
d’atteindre I’état y, étant dans ’état z, est identique a la probabilité d’atteindre I'état x,
étant dans état y. Ainsi, la situation & 1’équilibre est décrite par une mesure de probabilité
sur 'espace des configurations, la mesure de Gibbs & volume fini.

- Le résultat précédent implique que la distribution au temps ¢ du réseau converge,
quand t — oo, vers la mesure Gy, 5(€,.), et ceci indépendamment de 1'état initial. Ceci
exclut donc toute possibilité de mémoire associative, puisque la condition intiale est ou-
bliée. La seule alternative est de considérer la limite thermodynamique (i.e. N — 00)
de ce systeme, pour laquelle la situation suivante peut se produire : quand la taille de
la matrice P augmente, la différence entre les deux plus grandes valeurs propres dimi-
nue. Ainsi, pour une matrice infiniment grande (i.e. un systéme thermodynamique), ap-
parait une dégénérescence asymptotique : le temps nécessaire pour atteindre la probabilité
d’équilibre, en fait le temps nécessaire pour que la plus grande valeur propre domine la
dynamique et efface le souvenir de la condition intiale, devient de plus en plus grand.
L’étude de la limite thermodynamique du modele de Hopfield est I'objet du paragraphe
V.2.
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5.1.2 La dynamique parallele de Glauber

L’étude de la dynamique stochastique parallele peut étre menée de maniere analogue
a celle de la dynamique séquentielle. Maintenant, a chaque instant entier ¢, tous les spins
sont susceptibles de changer de valeur.

La dynamique parallele a température 7' = % > 0 fixée est définie par les probabilités
conditionnelles suivantes :

avec, pour i =1,..., N,
exp (ﬁ hi (z)yz)

P [$i(t) =yila(t—1)= i] B (ixp(ﬁhi(g)) + exp(—Phi(z))
= & [1+ tanh(Bhi()y)|

Remarque : ici encore, pour § oo, on retrouve la dynamique déterministe (de Little).

Supposons les vecteurs de X y numérotés arbitrairement de 1 & 2/V. La matrice <Q(£, y))
- /zyeXN

telle que

Qz,y) =P|z(1) =y |z(0) =2z

définit une chaine de Markov homogene, irréductible et apériodique sur I’espace des confi-
gurations.

Proposition 5.1.4 Soit 3 >0, et

Eﬁ’pﬁ: Ox Xy — R

N
(w,z) +— EY,5(€w),z) =—= Zlog2cosh< Z Jijxj).
j=1

La mesure (aléatoire) de Gibbs a volume fini sur l'espace des configurations, définie
par :

gﬁ,p,,@(gv' Z e Npﬁ(gw £()7

Np,@ IEEXN
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(ot Zﬁpﬁ(f) est la constante de renormalisation, appelée fonction de partition a volume
fini), est l'unique mesure invariante associée a Q.

Démonstration : il suffit de vérifier que pour tous z,y € Xy,

3 GR s 0)Q(e y) =GR, 56 y)-

reXN

Par définition, nous avons

exp (Zﬁvzl ﬁhi@)yi)

Z g% (6 0)Qz,y) = _ b {2 cosh(ﬁZJijxj)}

e Zhp88) 55 i = [T, 2 cosh(Bhi(z))
1
= —= exp JiiTy;)
Z],l\pf,p,ﬁ(é) zEXN < ; Y
N
= ZP H Z exp (ﬂl’] Z mez)
vaﬁ > 3:1 =+ i=1
1 N N
=———||2cosh(5 ) Ji,u)
Z],,\)f,p,ﬁ(g) ]];|1: < Zz:; !

1 N N
=———||2cosh(5 ) Jiy,), car J;; = Jj,
Zﬁ,p,ﬁ(é) o < ; VNI J J

- gg\)ﬂpﬁ(gy X

5.2 Description a volume infini

Nous avons montré précédemment que pour obtenir une propriété de mémoire associa-
tive pour la dynamique stochastique (7" > 0), il est nécessaire de considérer la limite ther-
modynamique de ce systeme. Bien que n’ayant pas travaillé sur ce probléeme, nous allons
rappeler quelques définitions et propriétés générales des mesures définies sur ’ensemble
des configurations a volume infini, puis nous citerons les résultats obtenus récemment par
A.Bovier, V.Gayrard et P.Picco, concernant l'existence d’états de Gibbs pour £ — 0[10].

eFormalisme de la mécanique statistique

Pour un systeme fini, nous avons montré 'unicité de la probabilité invariante, qui se
traduit en mécanique statistique par I’absence de transition de phase. Dans un cadre plus
général, 'intéréet de la limite thermodynamique réside dans le fait qu’il existe plusieurs
mesures limites, appelées états de Gibbs, correspondant chacun a une phase. L’étude des



o4 CHAPITRE 5. ETUDE DE LA DYNAMIQUE STOCHASTIQUE

transitions de phases pour toute température est en général un probléeme difficile (consulter
par exemple le livre [21]). La description des états de Gibbs pour les modeles de mécanique
statistique peut étre envisagée de plusieurs manieres : pour les “bonnes” interactions (par
exemple les interactions a courte portée), il s’agit des solutions des équations DLR, dues
a Dobrushin, Landford et Ruelle (voir [42],[21]). Ces solutions coincident avec 1’enveloppe
fermée convexe de toutes les limites faibles des mesures a volume fini, notion introduite par
Minlos et Ruelle [35],[43]. Par contre, pour les interactions de type champ moyen, comme le
modele de Hopfield, ou les interactions dépendent de tout le volume et ne sont pas définies
pour le systeme infini, on ne peut définir les états de Gibbs via les équations DLR. Il faut
alors exploiter la notion de limites faibles, que nous allons maintenant expliciter.

e L’espace X des configurations a volume infini, et les mesures de probabilités
sur X ([16],[15],[11],[3] )

Soit Xg = {—1,+1} 'espace des états. Nous définissons 1'espace produit X = H X,
iEN
ou les X; sont des copies de Xy, et N est ’ensemble des entiers naturels.

Pour A C N, de cardinalité k finie, nous définissons X, = X;;, X ... x X, si A =

{i1,...,ix}, et la projection

k)

TA - X —>XA
x '—>£A:{$z‘}z‘eA

Soit I, = {i1,...,in} C N. Alors C,(B,) = {z € X : {x;}ic1, € B, C X, } est un
cylindre dans X de base B, et de support I,,. Par définition, C;, (B, x X;,,,) = Cr,(B»),
et la réunion et l'intersection de cylindres est encore un cylindre. Si nous notons 3 la o-
algebre engendrée par I’ensemble des cylindres C'(X), alors (X, ) est un espace mesurable.

Soit Xy muni de la topologie discrete my. Alors X peut étre muni de la topologie produit

T = HTZ', i.e. la topologie la plus faible rendant continues les projections 7; : X —
ieN
X;, 1 € N. La base de cette topologie est formée des ensembles

{ﬂ(w{l[Ui]) U e Ti}l,

iel
ou I décrit les ensembles finis de N. Notons que la o-algebre B(X) engendrée par les
ouverts de la topologie produit 7 (i.e. la tribu borélienne de X ) coincide avec .

Par le théoreme de Tychonoff, X est un espace compact pour la topologie produit 7,
car X, est compact pour 7.

D’autre part, on peut définir une distance p sur X, par
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et la topologie définie sur X par p coincide avec la topologie produit 7, faisant de (X, p)
un espace métrique compact, et donc un espace complet et séparable.

Rappelons les résultats suivants :

Théoréme de Stone-Weierstrass : Soit F un espace métrique compact, et C(E) l'es-
pace de Banach des fonctions continues sur F, a valeurs réelles. Si une sous-algebre A de
C(E) contient les fonctions constantes et sépare les points de E, alors A est dense dans
I'espace C(E).

Théoreme de représentation de Riesz-Markov : Soit E un espace métrique compact.
Alors toute forme linéaire positive f — A(f) définie sur C(E), a une représentation unique
sous la forme A(f) = [ fdu, ot p1 est une mesure bornée sur E.

Nous pouvons appliquer ces résultats : soit C(X) l’ensemble des fonctions continues,
bornées sur X, a valeurs réelles, de norme ||f||x = sup | f(z) |< oo. L’ensemble des
zeX

fonctions cylindriques C.(X) formé des fonctions constantes et des combinaisons linéaires
finies de fonctions caractéristiques Z AjiXc,(z), ot C; € C(X),Vj, est une sous algebre

J
de C(X), séparant les points de X. Donc C.(X) est dense dans C(X) (théoreme de Stone-
Weierstass).

Nous pouvons définir les mesures de probabilité sur X par I'intermédiaire du théoreme
de représentation de Riesz-Markov. Les mesures boréliennes de probabilité M (X') sont en
correspondance bijective avec les formes linéaires £ positives sur C(X), de norme égale a
1 : pour tout A € L, il existe une unique mesure p sur B(X) telle que

A(f) = /X fdu, Y € C(X).

Pour pouvoir définir les états de Gibbs sur (X, B(X)), nous considérons alors la topo-
logie sur M(X), induite par la topologie vague (ou topologie faible *) sur le dual C*(X) : la
topologie la plus faible rendant continues toutes les fonctions Fy: X +— A(f), f € C(X).
(notez que {Fs} C C*(X)).

Un systeéme fondamental de voisinages d'un point @ € M(X) est donné par les en-
sembles de la forme

NQ(fl,...,fk;e):{PeM(X):\/Xfl-dP—/XfidQ|<e, freC(x), i=1.. .k}

Ceci correspond en fait a la topologie de la convergence faible sur M(X), telle que
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P, = Psi lim /fdPn - /fdP, Vf e C(X).

n— o0

Et nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.2.1 M(X) est compact pour la topologie de la convergence faible, et
P, = P dans M(X) si et seulement si P,(C)) — P(C) pour tout cylindre C € C(X).

Remarque : la premiere partie de cette proposition résulte du théoreme de Banach-
Alaoglu-Bourbaki concernant la compacité de la boule unité de C*(X) pour la topologie
faible * ([11]), et la seconde partie du théoreme de Stone-Weierstrass ([3]).

Nous pouvons maintenant décrire les états de Gibbs sur X, tels qu’ils furent définis
par Minlos et Ruelle [35],[43].

Pour 7 € X, soit X3(z) = {x €EX:x;=%;, jEN= N\A}.
Pour tout A C X, card(A) < oo, on se donne des interactions I, : X, — R. L’énergie

Hy(y | ) d'une configuration y sur une partie finie A, avec condition au bord 75 = 73(7),
est alors définie par :

Hy(y|z3) = > In(y|Zx),
A'NAZD

ol (y | Z3) est la configuration telle que

i = Yi, sti €A,
AT (wg)s, sii€ A =N\A.

(y |

On peut remarquer que Z intervient dans la définition de Hy(. | ) uniquement pour
les A’ tels que A ¢ A.

Considérons une suite (Ay,)n, A, /" N, et la suite P, des mesures sur B(X), définies
par

P,.(A) =Pn, z(ma(AN X3(2))), pour A € B(X),

olt Py ; est la mesure de Gibbs (& volume fini A, et température 571), associée au hamil-
tonien Hy, avec condition au bord Z, c¢’est-a-dire

exp{—ﬁHA(xA | fj\)}
> yex, Xp{—=BHA(y | 73)}

Ppz(zp) =
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Définition 5.2.2 Nous disons qu’ une mesure G sur B(X) est un état de Gibbs (a
volume infini) pour la suite des mesures de Gibbs & volume fini précédente, si G appartient

a l’enveloppe convexe fermée G de 'ensemble des points d’accumulation (pour la topologie
faible) de la suite {P z(.)}acn pour A N.

Remarque : pour les modeles de type champ moyen, on retrouve la méme difficulté que
pour les équations DLR, puisque le hamiltonien Hx(zp | Z3) n'est pas défini si 7 € X.
Dans ce cas, il faut imposer la condition extérieure identiquement nulle, a cause des
interactions de portée infinie (voir [3] pour la définition des états de Gibbs correspondant
au modele de Curie-Weiss avec champ externe aléatoire).

e Résultats connus pour le modele de Hopfield

L’existence des états de Gibbs pour p proportionnel a N est un probléeme ouvert.
Cependant, des résultats intéressants, dus a A.Bovier, V.Gayrard, et P.Picco [10], existent

pour r_, 0.
N
Soit M I'application aléatoire

Mpy(&,.): Xy — R?
xr MN(§>£) = (m}v(§7£)7 s 7m1]7\[(§>£)>7

ou m# est le parametre (aléatoire) de recouvrement, défini par

m“ 67 ZS xl? _17"'7p'

Pour i € N, soit G 5,(&, ) la mesure de probabilité aléatoire sur (Xy, B(Xy)), telle
que pour z € Xy,

1 _apS _ N en
G a6 2) = e PG Il

7
ZNpﬁ,

ou Z3 5.5 €st la constante de renormalisation, et h est appelé champ magnétique associé
a I'image §".

Cette mesure ne dépend de x que par I'intermédiaire des parametres de recouvrement,
puisque le hamiltonien peut s’écrire

HY (& ——NZ )+ -
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Il est donc naturel de considérer les mesures QY 5,,(§, ) sur (R?, B(RP)) induites par
Gl pan(§,-) par la transformation My, i.e.

Qpsn& ) =Gl anE& M€ )7,

Avec ces notations, le résultat obtenu est le suivant :

Theoréme 5.2.3 (Bovier, Gayrard, Picco) soit p non décroissant et tel que £ — 0. Soit
a* la plus grande (resp. plus petite) solution de l’équation a = tanh(Ba). Alors, pour tout
p>0,

lim lim Q?V,p,ﬁ,h(g ) = (Sai(g)gn(,), P — Pp.S. (52)

h—)OiN—>OO

ot il s’agit de la convergence au sens faible; 0,+g)en désigne la masse de Dirac au
point a*(B)e", et " est le n—eéme vecteur unité dans RN.

Remarques :- pour 5 <1, a™(8) = a (3) = 0, donc il existe une unique mesure limite
a haute température.

- Pour # > 1, le champ magnétique associé a £ a permis d’exhiber la mesure extrémale
correspondant a cette image mémorisée.

Si maintenant on s’intéresse au cas £ — a > 0, le résultat obtenu est plus faible. Pour

d > 0, soit a(d, 4) la plus grande solution de I’équation da = tanh(fa).

Posons
Bg/,s) — {£ c RN : ||£— SCL(]. - 2\/575)57” < p}’

ott ||| est la norme 2 sur RN, et

B, = U B,
(v,5)eENx{—1,+1}

Avec ces notations, nous avons :

Theoreme 5.2.4 (Bovier, Gayrard, Picco) Il existe un ag > 0, tel que si 3z — a, avec

a < g, alors pour 8 > 1+ 3y/a, si p?> > Cla(l — 2y/a, ﬁ))ga% | log av |%, pour presque
tout w,

Jim Onpah=0(§(w), By) =1 (5.3)
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Ce théoreme suggere 'existence de mesures de Gibbs extrémales ayant chacune pour
support une des boules B,gs’”).
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Chapitre 6

Etude de I’énergie libre associée au
modele de Hopfield

6.1 Définition de I’énergie libre

geeey =1,...,

avec P& = 1} = P[fﬁ‘ = —1] = %, nous définissons 1’énergie libre comme étant la

variable aléatoire suivante :

FNJ)ﬂ 00— R
wr—  Fnpp€w) = —3log Znps(E(w)),

ou (3 est un parametre strictement positif,

Znps(€w)) = Y e Pl

zeXy

est la fonction de partition du systeme, et

Hupl€@) ) = —5 3 Y e,

est le hamiltonien (aléatoire) associé a la dynamique séquentielle. (Le facteur % ne figure
pas dans le hamiltonien défini au chapitre III. Il ne change en rien I’étude menée ici, mais
il est préférable de le faire figurer pour rester cohérent avec les articles cités au cours de

ce chapitre).
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L’énergie libre joue un role important en mécanique statistique : lorsqu’elle dépend
d’autres parametres que la température T = %, I’état d’équilibre correspond a un mini-

mum de Fy, 3. Et plusieurs quantités intéressantes sont déterminées a partir de I'énergie
libre :

OF . .
-Posons T' = % ; alors S = =227 est I'entropie du systeme.

-L’espérance du hamiltonien par rapport a la mesure de Gibbs a volume fini :

> Hypl€(w),z) Gnps((w), z), notée <HN7P(§(W),_)>

zEXN GN,p.B
peut s’exprimer de la maniere suivante :
OFNp5(§(w))
Hy,(E(w), . > . ARPST)
(Hvale@).), 5
-En ajoutant le terme auxiliaire Zfil h;z; au hamiltonien, ou h = (hy, ..., hy) est un

vecteur de RY, on peut calculer la valeur moyenne (par rapport & la mesure de Gibbs a
volume fini) de I’activité du neurone i :

e . OFN,5(8)
(#0090, S 1 Grpalga) = — Jim S,

h—0
zeXN

et la covariance entre les deux spins z; et x; :

D Fy s
TiT —(x; T = lim — =22,
< ' ]>QN,p,ﬁ < Z>g1\r,p,ﬁ< ]>gN,p7ﬁ h—0 3hzah]

Remarquons que ces quantités sont des v.a. pour 'espace (2, F, P). La valeur moyenne
d’autres quantités encore peut étre calculée, pourvu qu’on sache les faire apparaitre dans
la fonction de partition.

Nous définissons naturellement 1’énergie libre par site :

1

fN,pﬁ(Q = NFN,p,ﬁ(@-

Nous allons maintenant étudier les propriétés de cette variable aléatoire et en particu-
lier nous pencher sur la question de 'existence de sa limite thermodynamique (i.e. N — 00).
fnp,p s'exprime notamment en fonction des parametres p et 3. Le comportement asymp-
totique de fy, 3 dépend fortement de la valeur de ces parametres.
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L’inégalité de Jensen, rappelée ci dessous, permet d’obtenir deux inégalités simples
concernant ’énergie libre.

Proposition 6.1.1 (Inégalité de Jensen) Soit Y un vecteur aléatoire intégrable, défini
sur un espace de probabilité (0, F,P), a valeurs dans A convere de RF. Soit ® une
fonction convere de A dans R. Alors la v.a. ®(Y') est quasi-intégrable, i.e. EY T, ou EY ™
est finie, et

EQ(Y) > ¢(EY).

(St ® est strictement conveze, l'inégalité est stricte des que Y n’est pas p.s. constante).

Démonstration : voir [13]de

Soit K la mesure équidistribuée sur {—1,+1}, et K la mesure produit associée sur
{—=1,+1}". Alors la fonction de partition s’écrit :

Inps(€) = 2V / PN ED) o\ (),
XN

donc par convexité de la fonction exponentielle,

Znp&) 22V exp{ -5 | Hup(&2)Kn(dr)} = 2",

XN
et I’énergie libre par site est donc majorée, uniformément en w, p, et N, par une constante :

Frpa(Ew)) < —% log 2 (6.1)

De méme, puisque (—log) est une fonction convexe, on a :

EfN,p,ﬁ( (6'2)

Iy
vV
EHI
=
=S

|

|
o
o
=
=
=)
=S
™

f_N7p76, qui n’est pas une variable aléatoire, est appelée énergie libre “annealed’ (re-
cuite), alors que fn,, 3 est parfois appelée énergie libre “quenched’ (trempée).

6.2 Etude de I’énergie libre “annealed”

L’étude de I'énergie libre “annealed” est plus simple que celle de ’énergie libre “quen-
ched”. Toutefois, son intérét se limite a la région haute température, des que p, le nombre
d’images, est une fonction croissante en N.
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- 1
Proposition 6.2.1 (i) Si g < 1, Nlim fnpps= ——=log2+ @ log(1—0) + a

%HQZQ 5 25 2
(ii) Si 3>1, lim fy,5= —00
p,IN — co
lim fa,g— ——1 2+3'f{962 log cosh(v/B )}
o fNps = 3 0og H;QR 3 0g cos x)op.

» find

Démonstration : pour montrer cette proposition, nous écrivons la fonction de partition
sous la forme d’une intégrale gaussienne p-dimensionnelle. Cette écriture sera également
utile pour étudier 1’énergie libre “quenched”.

Pour k entier, nous notons (.,.); le produit scalaire de R*.

La fonction de partition s’écrit :

zeX N p=1
En utilisant la formule :
ﬁ a _a42
eQa —= JE— e 2t +txdt7
27T R

il vient alors :

P p P N
Znpp(§) = e <%) [ dmy...dm, Z exp{—g Zmi + \/BZmMinff}
p=l =1

R? zEXN =1

On peut sommer en z :

[MS]

Znpsl®) = (o)

> 2

N
L dmeso{ =g Il + 3o 2con(v e &), )

Le théoreme de Fubini s’applique, et donne :

N

B2yl =2 ¥ (52) [ dmexp{ =5 Il Bexp{ Y- logcosh(/Fm ), }

= 2w ,
=1
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Par indépendance des v.a. £, pouri=1,...,N, p=1,...,p,

N

Eexp{ 3 logcosh(y/A(m. €,), }

=1

E cosh( \[Zmug“
ﬁ cosh \/Bmu,

||mzﬁmz

car
cosh(ﬁzk: mﬁf) = cosh(ﬁkz_i mﬁf) cosh(ﬁm@f)
p=1 p=1
k—1
+ smh(ﬁg mu&‘) smh(ﬂmk@k)
et
Esinh(ﬂm&f) =0,Vk=1,...,p.
On a donc
EZnys() = N~ <%> E/RP dmexp{—%”m”z + Nuzi;logcosh(ﬂmu)}

— 9N 7 [(ﬁ) %/ dmexp{—%mz + Nlog cosh(\/Bm)r
R

2T

L’énergie libre “annealed” s’écrit alors :

= p p N
L P S S N e
Inwp 15} o8 2N 26N 28N Og22

ﬁN log exp{—N(% — log cosh(\/Bm)) }7

et pour N suffisamment grand, la méthode de Laplace (voir [24]) implique :

72
_log/ exp — —logcosh \fm )} 1€1f1 {? - logcosh(\/ﬁx)} + Ry,

xT

avec lim Ry =0.

— 0
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e [l est facile de voir que pour g > 1,

2

inf {% —logcosh(\/x)} =g < 0.

zeR

11 existe donc un entier Ny(3) tel que pour N > Ny(f3),

——log/exp ——logcosh fm)}:%—RN<O,

ot frps = _%ng + 3y — 28N ngLNlog% + %(Cﬁ — Ry) diverge vers —oo, deés que

—  OQ.
pN—>oo

2
, T
e Pour f < 1, égff{ {? - logcosh(\/ga:)} =

Il faut donc connaitre la valeur de Ry pour pouvoir conclure. Nous allons pour cela
utiliser une méthode plus précise. Puisque § < 1, il est possible d’écrire :

ﬂw) /dmexp{—%m + N log cosh(y/pm) H

(ﬁw) [/ dmexp{—%m (1-75)— ﬁm2ﬂ + Nlogcosh(\/ﬁm)}r

2
>_ [/Ralmexp{—ﬁ — iﬂg + N log cosh( %i)”p

Le terme entre crochets peut s’écrire : Ez[Yy], avec Z v.a. gaussienne de loi N'(0, 1),

et Yy(w) = exp{—%%‘“)2 + Nlogcosh(y /5 ﬁz\(ﬁ“)))}]

2
Pour tout w, 0 < Yy(w) <1, car logcoshz < %, et par la formule de Taylor

Z(w) _#)3
Ynlw) = exp{%(%r/o (Z(w()ﬂ ’ <coszlla2t B cos(]jr14t>dt}’
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donc Yy converge presque sturement vers 1.

Par le théoreme de convergence dominée, E;Yy —n . o 1. On peut donc conclure :

) - 1 « «
Jm xps= —5log2+ 5 + 75 log(1—5).b
P~ a>0

N

Remarque : en corollaire de la proposition 6.2.1, et des inégalités (6.1) et (6.2), il est
facile de montrer la convergence en probabilité de 1’énergie libre, dans la région haute

température (3 < 1), vers la constante —% log 2, si % —0:Ve >0,

1 1 1
Pl| fnps+ 3 log2 |> e] = P[—fN,p,g — BlogQ > e}, car fypg < —Blog2,
1 1
< E<_EfN’p’ﬁ — B logQ)
1/ - 1
< E<_fN’p’ﬁ — Blog2> e 0, pour 3 < 1.
N

L’objectif du paragraphe suivant est d’améliorer ce résultat.

6.3 Convergence presque siire de 1’énergie libre et de
son espérance, pour % — 0

Theoréme 6.3.1 Soient a € [0, 1], § €]0, 1], tels que 6 — 4y/a(1 — §) > 0.

Soient ®;:]0,00[xR — R
(B,h) +— @5(8,h) = —Flogcosh(Bh) + 15217,

(8, ,6) = min ®5(5, h) — %log2 Fot % log (5 — 4v/a(1 - 5)),

et

1 o)
2 i _ &
4 (ﬁ,a)—ﬁlﬁl@o(ﬁ,h) ﬁlogQ—l— 5"

Alors, pour tout 5 > 0,
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(i) Pour P-presque tout w € €,

(B, a,d) < lijglliorif Inpp(w)) <limsup fypa(f(w)) < U2 (8, a) (6.3)

p N — oo

~ —a

% Z—a

(it)
(B, a,6) < lim inf Efnps(E) <limsup Efy,5(8) < U(3,a) (6.4)

p N — oo

N T« %—»a

En particulier, pour o« = 0, on obtient par continuité, en prenant J \, 0 :

Corollaire 6.3.2 Sia = limy_ & = 0, alors pour tout 3 > 0, I’énergie libre converge
presque surement vers une constante :

) 1
fN,p,ﬁ(é) —p.s.,N—oo Ihréllg (1)0(67 h) - B 10g2 (65)
Et 1
Jim Efyy5(6) = min @05, ) — 3 log 2 (6.6)

Remarques : 1. Cette constante est 1’énergie libre du modele de Curie Weiss, et il est
facile de voir que :

pour 0 < <1, min@o(5, h) = &(5,0) = 0,
pour 5 > 1, glniPrtl Qy(5,h) =c(F) < 0.
S

2. Au paragraphe V.4, mous montrons que la variance de 1’énergie libre converge
vers 0 quand N — oo, pour tout (. L’équation (6.5) et ce résultat, que nous admettons
provisoirement, impliquent que Iénergie libre converge aussi dans L2(Q, F,P) vers la
constante mingegr Po(3, h) — %log 2.

3. Pour § < 1, les énergies libres “annealed’ et “quenched” coincident asymptoti-
quement (au sens de la convergence p.s. et dans L?), et la minoration (6.2) devient une
égalité :

. 1 .1
1\}1_1,1100 NE lOg ZN,p,ﬁ(é) = ]nglm N lOg EZN,p,ﬂ(é)
& -0 & -0

L’idée de la démonstration du théoreme 6.3.1 est due a Koch [27]. Dans article
original, seuls les encadrements (6.4) sont formulés. Or, il s’avere que les estimations
obtenues impliquent sans plus de difficulté des estimations presque sures. Nous allons
maintenant démontrer en détail ce théoreme, en précisant notamment quelques points
non clairement justifiés par Koch.
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e La démonstration de la minoration se fait en plusieurs étapes :

1.Ecriture de I’énergie libre sous forme d’intégrale gaussienne p-dimensionnelle :

Posons Sy (&, m) = |";” — LS log cosh(x/ﬁ(g m))

En reprenant la méthode utilisée au paragraphe précédent, nous pouvons écrire Zy , g
et fnp,3(§) sous la forme :

Znpp(§) = e_'szQN(%)% . dmexp{—NSN(g,m)} (6.7)
Fps = —% log 2 + ﬁ - ﬁLNl g[(%)/R dmexp{—NsN(g,m)} (6.8)

2. Restriction du domaine d’intégration de l’intégrale p-dimensionnelle :
Nous utilisons ici des résultats dus a S.Albeverio,B.Tirozzi, et B.Zegarlinski [2].

Pour0<e<1,6>0,soitR6:m,

€

et Oy =+ exp{—ﬁ%p(N —2) +plogm}, alors

—log/Rp dmexp{ NSN(é,m)} — —log/ dmx[||m||<R}eXp{ NSN(§ )} < Cy

(6.9)
Notation : x4 désigne la fonction indicatrice de I’ensemble A.
De (6.9), on déduit trivialement :
Frnal€) = —=Tog2+ o+ f, 5(6) =
o E 2N MBS (6.10)
ol fi,5= log[( ) Jro dMX ()< R exp{ NSy (&, m)}]

Pour obtenir la relation (6.10), il suffit d’effectuer une partition de 'unité, qui donne :

1

Nlog dmexp{—NSN(é,m)} = Nlog dmX[|m|<R.] exp{—NSN@,m)}

Jre A () > R, eXP{—N Sn (&, M)}]

log[l Jre AX )| <R eXP{ NSN(§, M)} |

+N
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Jro AX (> R eXP{—N Sn(&, M)}

< NCy.
Jro dMX )| <R,] exp{—N Sn (&, m>}

et de montrer que

Cette derniere inégalité résulte des estimations suivantes, dont la démonstration est
donnée en 5.

Lemme 6.3.3 Pour tout € €]0,1], et R, = 252,

€

() /Rp AMX[||m||>R.] exp{_NSN(§>M)} < < 2 ) GXP{—l ; “R}(N - 1)}

(1) /Rp dmX|jm|<R.] GXP{—NSN(@m)} > (27T5P(1 - 6)) : eXp{—Q L= ER?}

3. Etude et minoration de “I’énergie libre tronquée” [ ; :

Considérons la matrice de recouvrement A, dont les coefficients sont donnés par

N
1
A, = N Zgg‘g; — O, pour p,v =1,...,p (6,, désigne le symbole de Kronecker).
i=1

1

—5m, dans (6.10), on a :

Par le changement de variable m’ =

Thpsl®) = _ﬁiN 1og[<];[—f>g /R X < 2 exp{—NﬁllmHQﬂLé log cosh(ﬁ(@@)p) }]

— _ﬂi]\f log [(%f) 2 /Rp dmx[llmllé%] eXp{_Tm <m, ((5[—(1—5)14)@)]0_62; (I)(S(ﬁ? (§Z> m)p)}] )

d’ou la minoration évidente :

X < ) eXp{_TNﬁ <m’ (5]_(1_5)A)m>p”

(6.11)

13,5(8) = min &5 (5, h>_ﬁLNlOg[<J;f_f>é’/

Posons Un(§) = Un(§, 572975762
= 3§ 10%[(%)5 Jro Xy < B eXp{_TNﬁ <m> (0 — (1 - 5)A)m)pH

Il s’agit maintenant de majorer Un(&), et EUN(E).
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A
Notation : pour A matrice p x p, ||A| = sup | Al

mem’ m]
Soit A > 0. On suppose que § est choisi tel que § — A(1 —§) > 0. On écrit alors :

Un(§) = Un(E)xpernaewni=x T Un ()X agw)i<n;
et on étudie les deux termes séparément.

- Si JA(E(w))]l < A, <m, Am) < A(m,m) , donc

—Ng
2

(m, (61 — (1 — 5)A)m) < %M( — (1= &)\ (m, m),.

p

En tenant compte de cette majoration, on peut alors calculer 'intégrale gaussienne,

en omettant la restriction [||m|| < \%], et on obtient :

Un(©)Xplacepl<n < 25N o log(6 — (1-0))) (6.12)
- Pour ||A({(w))]| > A, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 6.3.4 Soit A > 0, et K un entier strictement positif. Soit A = e %. Si A est
une matrice symétrique telle que ||Al| > A, alors pour n > K,

JA — M| < X2 gr 420 (6.13)

Soit A = )\6_%, ou K est un entier strictement positif.

A< A doncd—A1—26)>8—\1-20)>0.
(m. 67— (1 =) A)m) = ~(m. (0~ (1 =)N)m) +(1~ ) (m. (4~ ADm)
< —(6 = AL = D ml® + (1 = 8)[1A = M |[||mz,
d’ou

P
26
+otos{ ()" [ mest-"26- - i)} },

Un()Xpaisa < X[aj>» — )| A - M|
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c’est-a-dire, en utilisant (6.13), et en calculant 'intégrale :

2(1—6)«_,, .
Un(©)xpja>x < ( 2 >>\ Hptr A? X[|A|I>A] — —2§N log(d — A(1 —9)), (6.14)
pour tout n > K.
De (6.12) et (6.14), on déduit :
2(1—=9) -~
Un() <~ tog(d — A1 — ) + 22 D5 amn oy (615)

BN €2

4. Conclusion :

Pour pouvoir conclure, nous avons besoin d’une majoration de Etr A™. La proposition
suivante, intéressante en soi, nous servira également au paragraphe suivant.

Proposition 6.3.5 Soit A la matrice de recouvrement, dont les coefficients sont définis
par

N
1
Aw/ = N Z;fzuf;/ - 5/UJ> pour p, vV = 17 <oy P
Alors, pour n > 4 entier,

EtrA" <4"N™"  max (p +n?)“NY (6.16)
u+v§u1ﬁ':11,v§%

En particulier, sip +n* < N,
n (DTN 5

-Montrons la minoration de 'expression (6.4). De (6.15) et (6.17), on déduit :

EUx(€) < — 2 log(s — A(1 — 8)) + 2L —=9)

p+4n2>n
== BN €2 ’

N —2ntly2n An? <
plp +407) (4

pour n tel que p + 4n? < N.
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n=K =[Ni] (partie entitre de N1)
Posons - 3 -
A= 4(1 +n—%)<P+4"2) P A= der

N

Alors :

5\—2n42n(p+4n2)<#>n _ (p+4n2)(1+n_%)_2n
= (p+ 4n?) exps —2nlog(1 + ﬁ)}
< (p+4n?) exps —2v/n + 1}’
car log(1 +u) > u— %, Vu > 0.
Donc

EUy(¢) < —ﬁiN log (8 — \(1 — 8)) + 2(162_ O) Sp(p + 4n2) exp{—2\/ﬁ n 1} (6.18)

= [NVi]
ol { 5\:4(1+N‘§)(%+\%)% =4/a+O(\/%).

Des relations (6.10),(6.11),(6.18), on déduit immédiatement le résultat cherché :

liminf Bfy,s(§) > ¥ (6, a,9).

BN

N

-Nous pouvons également, & partir de (6.15) et (6.17), déduire une bonne majoration
de Un(&(w)), pour w appartenant a un sous-ensemble 2 de 2, de mesure 1. 1l suffit pour

cela de reprendre les mémes hypotheses que ci-dessus,

1

n=[N1]
ie. § A=Ay =4(1+n77) (2
A= )\N = S\N 6%.
Alors 21— 8)
Un(€) < —ﬁiN log(8 — Ax(L = 8)) + =23 p tr A (6.19)
Posons




7ACHAPITRE 6. ETUDE DE I’ENERGIE LIBRE ASSOCIEE AU MODELE DE HOPFIELD
et R R R
Q= U ﬂ QNEhH]lvlanN.

No>1 N>Np

Par le lemme de Borel-Cantelli, P [Q} =1, car

~ AF 2(1—0)
P[(QN)C} < Vy det ( = ))\N pN(p—|—4n2)exp{—2\/ﬁ—|—1},

et (V) est sommable. Des relations (6.10),(6.11),(6.19), on déduit que pour w € €,

liminf fi,s(f(w)) > (5, a, ).

Z—a

5. Démonstration des résultats intermédiaires :

Démonstration du lemme 6.5.3 :

_1—ellml® | elm|* 1

(i) Pour € €]0, 1], Sy(§,m) = 5 5 T3 o NZlogcosh<\/B(§,m)),

log cosh (vVB(&m)) < VB (&m) |, car logeoshz <[],
<

VBp|mll,
donc ]
Sn(§,m) > “llml?, pour m tel que |jm|| > R.,
et
1—c¢
/ dmX [|lm||> Re] GXP{—NSN(é,m)} S/ dmX(||jm|> R.] eXp{—N 5 HM||2}
RP Rr
1-— 1-—
<oxp(-(V- 1T R) [ dmexp{ 2wl
2 - 2
[ 21 \% 1—€ 5
- (1—5) eXp( 5 RN 1>)

(74) Pour tout 7 positif, tel que v < R,

/ dmx(|m|<r.] eXP{—N SN(QM)} > / AmX [m) <] GXP{—N max SN(§>m>}-
Rp RP

lm || <~

[[rm{|>

2

Puisque Sy (§,m) < , on a donc
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N
/ X (|m|<F.] eXP{—NSN(éﬂ)} > exp(—757°) / AmX (i<
Rp RP

On sait calculer la derniere intégrale (volume de la boule p-dimensionnelle de rayon
7v) : (voir [24], p.61)

dmX(imi<y) = V' 57T 5
/R | OIX ) < T(

—
+
[S14S]
S~—

En posant v = <—) R., on obtient (i7).d

Démonstration du lemme 6.5.4 : Solent Ay,...,\, les valeurs propres de A, et p(A) =
» | Ai| le rayon spectral de A.

.....

p(A A A
IA = X[ < Al + A = )\< p(4) +1), avec LA S PA)
A A A
donc Vn > 1,
p(A)
< — .
JA -2 < A((B =) 1)
p(;\ ) > 1, donc il existe un entier no(%), tel que pour n > no(pTA)), on ait
D) plA) g tr A
Dy g < (22 iy
Ay 1< (A < B2

ce qui donne ||A — || < 5\”;\/2‘ , pour n > no(%).

Pour x > 1, ng(z) doit vérifier la relation

no(z) >infen e N: z"+1 <z
=infdn € N: n>10g(1+\/_) ! }

logx

[~

A A
Par hypothese, log /J(S\ ) > log 3 =% donc ng(2 A)) K convient. &

M‘

Démonstration de la proposition 6.3.5 : par définition,
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1 Z” ZN
n_ 1 -2 -2 Hn Hn H1
tr A" = N7 i1 5il 2 "t N1 50 Sin )
B seees pn=1 11 4eenyin=1

donc N"Etr A" est égal au nombre de produits ordonnés

W g gonenn (6:20)

11 >12 *Sip—150n Sip

onpourk=1,....n, ur€{l,...,phir€{1,...,N},
pr # 1 (avec la convention pu, 1 = 1),

et ou chaque variable aléatoire ¢! apparait un nombre pair de fois. De tels produits sont
appelés contribuants, et vérifient évidemment Elly = I1y = 1, puisque & = +1. Les autres
produits sont d’espérance nulle, et ne contribuent pas a Etr A”. Si n est impair, Etr A"
est nulle. Nous supposons désormais n pair.

La démonstration de l'inégalité (6.16) se fait en trois étapes.
1) Pour un produit Iy donné, posons
u(Mlp) =cards p e {1,....p}, Ik € {1,...,n}, u :,u}

v(Ilg) = cardyi € {1,...,N}, 3k € {1,...,n}, i) =i}

Nous allons montrer la propriété suivante :

II, contribuant = { uf} (6.21)

a. 2v(Ily) <n :
Nous dirons que deux variables & et §7 sont appariées sii = jet p=v.

Du fait que p; # 41, deux termes consécutifs ayant méme indice i, ne peuvent étre
appariés, donc pour chaque k € {1,...,n}, il existe un j € {1,...,n},j # k, tel que
i; = ix. D’ou la majoration v(Il;) < 5

b. u(Ilp) +ov(llp) <n+1 :

Soit Iy un produit contribuant tel que v(Ily) = k € {1,...,%}. Alors nous devons
montrer que u(Ily) <n —k+ 1.

Siv(Ily) = k, il existe k indices inférieurs distincts iy, . . ., ik, donc, quite & renuméroter
les indices supérieurs, Il peut s’écrire sous la forme :
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_ M1 p1 H2 -2 HEk—1 ~HEk—1
Mo =...&ngl .. gegle . gl

i.e. il existe au moins (k — 1) couples de variables adjacentes non appariées.

Puisque toutes les variables &/ sont appariées (Ily est contribuant),

- ¢l est appariée, donc il existe un indice p® tel que pM = py.

—514; 2 est appariée, donc l'indice 15 est identifié avec un autre indice 1(?. En effet, méme

si puy = i (par la premiere identification), puisque iy # i3, &' et &}* ne sont pas appariés.

- £M1 est appariée, donc l'indice p;_1 est identifié avec un autre indice p*=. (Méme

i
. N . . @)
si pp_1 est un des pt),j < k — 2,&;}“‘1 ne peut étre apparié avec 55:1,
inférieurs sont distincts).

car les indices

On a donc prouvé que au moins (k — 1) identifications doivent étre effectuées sur les
indices supérieurs, pour avoir un produit contribuant, i.e. u(Ily) < n — (k —1).

2) Cas des produits simples :

Un produit contribuant sera dit simple si ses 2n facteurs peuvent étre groupés en n
paires de variables aléatoires identiques, de telle maniere que si chaque paire est délimité

par des crochets (par exemple & {52“ HIT }gﬁ), alors les n paires de crochets ont

une stucture emboitée, et/ou disjointe. On peut remarquer que la donnée des n crochets
gauches suffit a reconstruire les appariements, dans le cas d’un produit simple.

Prenons un exemple : pour n = 5, si on sait qu’il y a un crochet gauche aux positions
1,2,5,7, et 9, on peut compléter et obtenir tous les appariements :

12345678910

(L

Ainsi, le nombre de produits simples est majoré par :

max p N (6.22)

n
vgf

My (p) = Cy

n

3) Cas des produits non simples :

Pour dénombrer les produits non simples, nous construisons un algorithme permettant
de transformer tout graphe non simple, avec 1 < i, < N, 1 < pup <p, Vk=1,...,n, en
un graphe simple, ou 1 <4, < N, 1 < up <p, Vk=1,...,n, p > p, de maniere bijective.
On pourra alors utiliser le 2) pour majorer le nombre de produits non simples par M, (p).
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Nous allons définir de maniere plus précise la notion de graphe simple, et de graphe
HLgnz etz i IEM peut étre représenté par un cercle orienté,

non simple : un produit §; '§; 57 .. & &
indexé par les 2n points £/, la position de la premiere variable étant fixée.

’

Si on relie les variables appariées, il est facile de voir que pour un produit simple, il est
possible d’obtenir un appariement complet, tel que les liens d’appariement ne se croisent
pas : on dit que le graphe est simple. Pour I'exemple précédent, on obtient :

A 111 . : M1 FH2 2 Hn Hn ¢H1 : j5% K o
Définition : Dans un produit Iy = §'§2607 ... & §E  deux variables §F &5 (k=

2,...,n), ainsi que les deux variables £/, £#" sont dites adjacentes.
1 in

Dans un produit non simple, il existe nécessairement au moins deux couples de va-
riables adjacentes non appariées. Nous allons donner un algorithme tel que chaque étape
crée au moins un nouveau couple de variables adjacentes appariées. En au plus n étapes,

on obtient donc un produit simple.

Soit I1,,_; produit non simple obtenu apres (m — 1) étapes. Il existe au moins deux
couples de variables adjacentes non appariées. Soit ! la variable en deuxiéme position
dans le premier de ces couples. Alors ! est appariée avec une autre variable, non adja-
cente :

/ . .
§H &l L o=yl i =i
(I

deux cas se présentent alors :

/
a. & est en deuxieme position de son couple :

3j, tel que I,y = ... €0 €l ... eneh ¢ .
t t
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n

Dans ce cas, on effectue la transformation suivante : on inverse la séquence & ... 7

ce qui donne : ... £ehen L gv gtel

Cette transformation crée une nouvelle paire adjacente appariée. Pour pouvoir re-
trouver la configuration initiale, on remplace I'indice p par un double indice (a,b), a €
{1,...,n}, be{0,...,n— 1},

a =m, ¢’il s'agit de la mieme transformation,
ol b est la “distance” du couple £ ¢

au couple £¢F, sur le cercle orienté.

La transformation II,,_; — II,, peut étre schématisé de la maniere suivante :

)
.

|
-

o o~

| - -

b est le nombre de couples séparant les deux couples considérés. (Sur 'exemple, b = 4).

Contrairement a ce qui est affirmé dans la démonstration de Koch, il peut se produire
un autre cas : si toute variable en deuxieme position de son couple, non appariée avec
sa variable adjacente, est appariée avec une variable en premiere position de son couple,
on ne peut pas appliquer ce qui précede. Voici un exemple, avec n = 8, illustrant cette
possibilité :

o= &M &= &7 &7 &7 G & &7 &7 &0 §° &7 &7 & & &
B b L

Il exist¢ wimiquenent des jieny du type (position| paire-positiion|impaire), donc a. ne
s’applique pas. D’ou :

b. Passage de I1,,_; a II,,, quand II,, est un graphe non simple, tel que tous les liens sont
du type (position paire-position impaire), i.e. :

&' &y ou bien & & ... &5 &Y, ou bien & &L & €T

t 1

Tout graphe non simple contient des liens d’appariement entremeélés, par définition, et
peut donc étre représenté de la maniere suivante :
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il ig ig ’i4 il = iﬁ et/ou ig = i5
avec :{ 7 iz, i3 et et/

i5 # 6, i1 7 18 ig = 1ig,et/ou iy = iz

uy le produit &, ... &Y

: fi

Soient usy le produ?t f% S
u3 le produit & ... &}

uy le produit & ... &8

La transformation consiste a inverser l'ordre des produits, en respectant ’ordre des
termes de chaque produit : (uy.ug.ug.tus) — (ug.us.u2.up). On suppose aussi que & (et
donc tous les termes de uy) restent a la méme position sur le cercle.

Puisque i5 = iy et/ou i; = ig, il se crée un ou deux nouveaux couples adjacents appariés
ayant comme indice supérieur p. Pour un de ces couples, noté ¢!, on remplace I'indice
w par le couple (a,b), oua €{1,...,n}, be{0,...,n—1...}, et

a =m, ¢s’il s’agit de la meme transformation,
b est le nombre de couples entre '€l et 'autre couple
ayant comme indice supérieur .

~ Vv m,b’) ~(m,b
De méme, £/¢Y r—s &™),

La donnée de b et ' permet d’effectuer la transformation inverse, car on connait alors

les produits uy, us, us, et uy. Il suffit d’inverser 'ordre des suites, et de replacer les indices
supérieurs initiaux.

Remarque : quand on remplace I'indice p (respectivement v) par (m,b) (respectivement
(m,t')), on ne perd pas la valeur de cet indice, car b donne la position du couple ayant
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méme indice supérieur. En quelque sorte, on remplace 'information redondante par une
information utile.

Exemple : appliquons cet algorithme a 'exemple précédant b. IIy peut étre représenté
par :

La donnée de II; (qui est un graphe simple) équivaut a celle de Ilj.

c. Finalement, a partir d'un produit simple II,, obtenu aprés m transformations (m < n),
on peut retrouver la configuration Ily, en appliquant les transformations inverses, étape
par étape. On commence par considérer le (ou les) couple(s) dont I'indice supérieur est
du type (m,.).

- si un seul couple a pour indice supérieur (m,.), appliquer a.
- si deux couples ont pour indices supérieurs (m,.), appliquer b.

card{(a, b) € {1,....,n} x{0,...,n — 1}} = n?, donc le nombre de produits contri-
buants est majoré par le nombre de produits simples, mais avec la condition suivante : les
indices supérieurs peuvent prendre (p + n?) valeurs distinctes. Par 2), on a alors

EtrA" < N""M,(p+n?) = N"Cy, lngxﬂ(p—}—nQ)“Nv

n
v<y

p +n?

N

EtrA"§4”(p+n2)( )5, sip+n?<N.

Cela acheve la démonstration de la proposition 6.3.5.ée

e Nous allons maintenant prouver les majorations des encadrements (6.3) et (6.4). Pour
cela, nous montrons d’abord que ’énergie libre du modele de Curie-Weiss (qui n’est pas
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une v.a.) est, a une constante pres, une borne supérieure triviale de 1’énergie libre du
modele de Hopfield. Nous calculons ensuite, par la méthode de Laplace, la limite thermo-
dynamique de I’énergie libre du modele de Curie-Weiss.

Nous avons :

29 = 32 el 3 (en) - )

z€XyN k=1
- 5 wolrle o D)erl Sl -5

o ZGW =3¢ X exp{% SN xixj} est la fonction de partition du modele de Curie-
) z i#
Weiss. Nous avons donc, pour tout w € (2,

Fras(€(w)) < J§8 + 22 (6.23)

En reprenant la méthode utilisée au paragaphe 2, il est facile d’obtenir :

1 g 1 N
NlogZ]%Vg = 5% +log2 + ﬁlog%
1 2
—i—Nlog dmexp{—N(% — log cosh \/Bm)},
R

et la méthode de Laplace permet d’estimer le dernier terme, ce qui donne :

1 m? 1
cw - ) —
= 3 log2 + mmelg{ 5 "3 logcoshﬂm} + Ry,ou Ry Nooo 0 (6.24)

De (6.23) et (6.24), on déduit que pour tout w € €,

1 «
. _1 . a
lim sup fivpp(£(w)) < =5 log2 + mindo(f, h) + 5
2 a>0

N

Ceci acheve la démonstration du théoréeme 6.3.1.&
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6.4 Propriété de self-averaging de ’énergie libre pour
. p
toute température et N —a >0

Dans la pratique, les réseaux neuronaux ne sont intéressants que s’ils peuvent mémoriser
un nombre d’images proportionnel a la taille du réseau, i.e p = alN, oll « est une constante
positive. Et il s’avere que des simulations, effectuées pour des réseaux formés de quelques
centaines de neurones, confirment cette hypothese (voir par exemple [4]). Or les résultats
de convergence obtenues au paragraphe précédent ne sont valables que sous la contrainte
% — 0, qu’il semble d’ailleurs difficile d’affaiblir. Il est donc judicieux de chercher quelles
propriétés vérifie I’énergie libre dans le cas ou p peut croitre proportionnellement a N.
Dans cette optique, nous allons montrer que ’énergie libre vérifie la propriété de self-

averaging (auto-moyennation) pour toute température.

Définition 6.4.1 Soit (Y,),>1 une suite de variables aléatoires sur l'espace (€2, F,P).
(Y,,) vérifie la propriété de self-averaging (s.a.) si

2
lim E<Yn _ EYn> —0,

n— oo

autrement dit la variance de Y,, est asymptotiquement nulle.

Theoréme 6.4.2 Soient 3 >0, a € [0,1], et p < aN. Alors :

B(frpol®) ~ Bipsl€) < (20+a+O(N ) (6.25)

En particulier,

lim E(f,5(6) ~ Bfvyo©) = 0.

N — oo
p

£ Sa

N

La méthode utilisée pour montrer ce théoreme, originalement due a V. Girko [22],
a été reprise par L.Pastur et M.Shcherbina [39] pour montrer la propriété de s.a. de
I’énergie libre pour le modele de Sherrington-Kirkpatrick. Il est possible d’adapter cette
technique de calcul pour le modele de Hopfield, et des majorations grossieres impliquent
la propriété s.a. pour p < Y(N)VN, ot 7(N) —n— o0 0 [47]. Récemment, M.Shcherbina
et B.Tirozzi [45] ont étendu ce résultat au cas f —a > 0 : une estimation de Etr A"
(voir proposition 6.3.5), obtenue de maniere différente de celle présentée ici, leur permet
d’améliorer les majorations citées précédemment. Nous allons donc suivre les articles [47]
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et [45]. Toutefois, nous utilisons 'estimation (6.16), un peu différente de celle proposée
dans [45].

Notation : (Fy)r—o.. n est la famille croissante de tribus telle que Fy = {0}, 2}, et pour
k=1,...,N, Fi est la tribu engendrée par les v.a. £,

Le théoreme 6.4.2 repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 6.4.3 Soit Gy une fonction dépendant des N v.a. £,---. 8y €t
- E[GN | fk} —E[GN | ]—“k_l], kel{l,...,NY.

Si E [(\Ifk)Q] est borné uniformément en k par une fonction C', dépendant de N, alors

on a la majoration suivante :

Gy .Gx C(N)
E[ ON _pINyz] < ZUY)
(BN =%
Démonstration : ce lemme se montre facilement en remarquant que

N
Gy — EGy = Z\Ifk, et EU,¥; =0, pour ¢ # 7,

k=1

d’ou

par hypothese.de

L’étape suivante consiste a appliquer le lemme 6.4.3 dans le cas qui nous intéresse.
Posons

i = B[ Fpol©) | Fi| = B[ Fupsl®) | Fia .

1
(Rappelons que Fn 3= Nfn,5= —B log Znp,6)-

Lemme 6.4.4 Soit o € [0,1], p < aN . Alors E[(\Ifk)z} est borné uniformément en
ke{l,...,N}, et

E [(qfk)Q] <20+ a+O(NF) (6.26)



6.4. PROPRIETE DE SELF-AVERAGING DE L’ENERGIE LIBRE POUR TOUTE TEMPERATURE ET % :

Démonstration : Soit

P
sz—%z Z ffffifﬂp
N

p=1 ij=1,..,
i#£j51,j#k

p
Ro=-3 D O getnn
N

u:l 1=1,...,

et

Remarquons que Hy(1) = Hyp(8)-

Posons fk(t) = —%{log Zk(t) — log Zk(o)},

oll Zi(t) est la fonction de partition associée au hamiltonien Hy(t) :

Zk(t) — Z e_ﬁHk(t)‘

zEXN

Nous avons :
U =B |fu() | Fe| —B[fi1) | Fia]. (6.27)

car E [log Z(0) | fk} —E [mg Z:(0) | ]—"k_l].

D’autre part, toute fonction g € C'([0,1]) vérifie :

Hdg

g(1) = 9(0) + / 9 )it

Cette relation, appliquée a fk(t), implique :

1 1 p N
vy [ S S wfere (), 7] -pmfr () 1 7))

=1 i=1
H ik
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ou <> désigne l'intégration par rapport a la mesure de Gibbs associée au hamiltonien
tk

(90),,= o 2 ot

zeXy

Dans [47], nous concluons en remarquant simplement que | <xzxk> |< 1, d’ou
tk

E(0;)? < 4p? (6.28)

Cela implique la propriété de s.a. uniquement pour p < v(N)v' N, ol vy est une fonction
convergeant arbitrairement lentement vers 0 en +oo.

Nous allons suivre la méthode proposée par M.Shcherbina et B.Tirozzi pour améliorer
la majoration (6.28). Reprenant la relation (6.27), nous écrivons :

d’ou

et

E[(qf,ﬂ < E[fku)?} (6.29)

D’autre part,
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done fi(t) < f/(0), pour ¢ € [0,1]. (On note f'(.) = L£(.)).
Puisque fk(l) = fk(O) + fol f,g(t)dt, et fk(O) =0, il vient : fk(l) < ~,;(O).

De méme, fz(1) > f(1). On en déduit

fr(1) < Ju(1) < fi(0),
et

E|(i(1)] < B|(701)?] + B|(7i0)?] (6.30)

e Estimation du premier terme du second membre de (6.30) : soit J la matrice dont
les coeflicients sont définis par

Jz’j - % Zizl géugfu sl i 7&]7

(Dans les chapitres précédents, J;; était défini sans facteur %) Notons <>

HNp.p
I'intégration par rapport a la mesure de Gibbs associée au hamiltonien Hy, 3.
! 2 2 2
E[(i0?] =E(R) =E(R)
(fr(1)) E) i o
N
S E< Z Jklljlexllxl2>anﬁ
l1,lo=1 ”
1 N N
= NE<Z Z szle12$11$12>H , par symétrie de Hy p g en ses indices,
k=1 l1,l2=1 P
- = T IN
:E< Jx 2> avec ¥ = (——=, ..., ——).
1), (T )

Le vecteur & est de norme 1, et par définition, ||J||* = supzern.|z=1 [|/5]]*, donc

E[(i0)?] < B[] (6.31)
e Estimation du deuxieme terme :

B[(fi(0)?] = 12B[ ¥ > g pet (o), )

l,lo#k p1,p2=1
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Le terme <xllx12> est indépendant de ¢, , donc

B[(7i0)] =B ¥ Zfllsb(xh%} o)

I lg;éku 1
N —

S DIDITACTA N
l1.lg=1 p=1 -
l17#l

N

La matrice J est symétrique donc ||J|| =  sup <J 3, §'> On peut donc écrire :
SERN:||5]|=1
E|(f(0)?] < a+B||lJ]] (6.32)

e Pour majorer E [||J ||} et E [HJ ||2], nous pouvons utiliser les estimations de la pro-

position 6.3.5. Posons N = p,p = N, et pour u,v € {1,...,p},

1 N
_ 2 pev
- N ;gz 57,
Nous avons : E[||J||k} = akE[HAHk} k> 1.

[AI" < max > | A< p.
Soit A > 0, B[] = E[!|A||k><[“m|»ﬂ + E[[|A||’“X[”A”9ﬂ
< ﬁkP[HAH S A+

< ﬁk)\_”E[HAH” + M\ pour n > 1.

A est une matrice symétrique, donc ||A| = p(A) = max,_; 5 | N, oft Ap,..., Ay

.....

sont les valeurs propres de A.

Nous supposons que n est pair, alors
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et
E[H/IHI"’] < PPATEtr AV 4+ \F) pour n pair.
< PFAPNTAT" max (P + n?)“NU 4+ NF, par (6.16).

u,v>1
u+v§n+1;v§%

p=N,N = p, et par hypothese p < N, donc

Posons )\:4<N—;n2)<1+%)’
2

n =

< a*N¥p(1+ ﬁ)_" + AFa¥
1
< o*N*p exp(—\/ﬁ+ 5) + \Fa¥

11 N Z\k 1 \*
< o N¥p exp(—\/§Ng +§> +4k< tn ) <1+—> a”.
p

E||lJ]*

[ ——

Pour N — oo, on obtient

E[||J||’f] < 4F + O(N7%), pour k > 1 (6.33)
Des relations (6.29),(6.30),(6.31), (6.32) et (6.33), on déduit

E(U;)? <20 4+ o+ O(N~5),

ce qui est la relation cherchée.de

Remarques : 1. Nous avons supposé que p < N. En fait, I'hypothése minimale pour
avoir la propriété de s.a. est % — 0 (d’apres la relation (6.25), qui est toujours valable).

2. 1l est possible de définir 'énergie libre associée au modele de Little, de la méme
maniere que pour le modele de Hopfield, en remplacant Hy , par Eﬁn 3 (voir proposition
VI.4). Dans larticle [5], Amit, Gutfreund, et Sompolinsky obtiennent par des approxima-
tions non rigoureuses que pour toute température et p fini, la limite thermodynamique
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de I’énergie libre du modele de Little est exactement 2 fois celle du modele de Hopfield.
Cependant, I’étude rigoureuse des propriétés de 1’énergie libre du modele de Little est
un probleme difficile; étant donnée la forme du hamiltonien Eﬁvp’ﬁ, il n’est plus possible
d’écrire la fonction de partition sous forme d’intégrale gaussienne, et les résultats obtenus
sont plus faibles. Ainsi, la convergence presque sure de cette variable aléatoire et de son
espérance (analogue du corollaire VI.3.2) restent un probléme ouvert.

En utilisant la méme méthode que pour le modele de Hopfield, nous pouvons montrer
que Iénergie libre associée au modele de Little vérifie la propriété de self-averaging, si

p < v(N)VN, ot W(N)N—> 0.

En effet, posons pour k =1,..., N, et t € [0,1],

ENpﬁ(t k)=—= Z log 2 cosh <ﬂ Z Jijxj + tﬁjzkxk> — B log 2 cosh (ﬂ Z Jk]xj>

=1 1 1
i Jj= Jj=

(OD a E~'N7p75(t = 1, k)) = Eﬁ,p,ﬁ)?

F, 56k t) = ——log > exp(=BExpalti k).

zeXN

et
W = B[FE, 5(& kit = 1) | Fi] = BIE, (& kit = 1) | Fia),

Pour le modele de Hopfield, nous avons majoré E[(¥})?] par une constante (lemme
VI1.4.4). Malheureusement, nous obtenons ici une estimation plus faible, car les techniques
développées par Shcherbina et Tirozzi ne fonctionnent plus. Nous avons seulement :

E[(PF)] < Cp. (6.34)

On en déduit que la propriété de self-averaging est vérifiée si %Q — 0 (par le lemme

V1.4.3).

Montrons la majoration (6.34) : la fonction U2 peut s’écrire

1 d d
wP :/0 dt{E[ﬁFﬁpﬂ(é;k,t)|fk]_E[%F]€,p,ﬁ(§§kat>|fk—1]}

= [ U 5B, 7 B~ Egalt KDY, i)
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et

d ) N N N
E(—ﬁENmﬁ(t, k) = Z BJixxy, tanh (5 Z Jijx; +t08Jxy) + log cosh(f Z Jijr;) +log2,

i=1 j=1 j=1

d’ou
d ~ N
%(—MNM(@ )| <28 | Jy | +log2

=1
< 20p+ log 2

et
(Uy)? < 1653%p* + O(p).

Remarquons qu’il s’agit d’estimations grossieres que 'on peut espérer améliorer.
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Chapitre 7

Conclusion

Nous allons résumer ’ensemble de cette these, et discuter des problemes ouverts.

Nous avons d’abord considéré le modele déterministe de Hopfield : apres avoir vu que la

région de mémorisation sans erreurs est limitée a ﬁ, nous avons étudié la convergence

directe des images originales bruitées, et des mosaiques de fragments d’images. Etant
donnée la complexité des itérées successives de l'application associée a la dynamique,
nous nous sommes limités a une convergence en une étape. L’étude de la convergence en
plusieurs étapes reste un probleme tres riche. Les états stables atteints par la dynamique
étant des minima au moins locaux du hamiltonien, nous nous sommes intéressés a la
structure de ces minima. Nous avons obtenu la convergence presque stire du hamiltonien
normalisé vers des constantes bien déterminées, pour les images originales et des combi-
naisons de ces images; ceci suggere que les images originales sont des minima globaux de
la fonction énergie. Cependant, ce probleme n’est pas résolu, et on souhaiterait également
montrer que ce sont les seuls minima globaux (résultat obtenu par simulation). D’autre
part, il serait intéressant de confirmer la stabilité d’'un nombre exponentiel (P, ¢ < 2)
d’états parasites, annoncée par J.Komlos et R.Paturi.

Les propriétés de stabilité et de convergence directe pour la dynamique parallele
déterministe (modele de Little) se déduisent aisément de ceux obtenus dans le cas séquentiel.

De plus, nous montrons la convergence directe de configurations corrélées avec une image

N
log N *

difficile que pour le modele de Hopfield, reste a faire.

originale, pour p < L’étude des fluctuations de la fonction énergie associée, plus

Nous avons ensuite exposé les résultats connus concernant la dynamique stochastique,
ce qui conduit naturellement au formalisme des états de Gibbs pour un réseau de taille
infini, notion introduite dans les années 60 — 70 pour aborder les probléemes de transition
de phases en Mécanique Statistique. Comme nous ’avons déja souligné, une des questions
ouvertes les plus intéressantes pour le modele de Hopfield est de prouver l'existence des
mesures de Gibbs extrémales correspondant aux différentes images mémorisées, pour p
proportionnel a N.
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Enfin, nous avons étudié les propriétés asymptotiques de ’énergie libre : cette variable
aléatoire converge presque stirement et dans L?(£2, F, P) vers une constante dépendant de
3 =T~ pour toute température T' > 0, et sous la condition % — 0. De plus, elle vérifie
la propriété de self-averaging, i.e. sa variance converge vers 0, pour toute température,
et sous des conditions plus faibles pour p (p < N convient). Ces propriétés impliquent
en particulier que pour 8 < 1, si % — 0, les énergies libres “annealed” et “quenched”
coincident asymptotiquement (au sens de la convergence p.s. et dans L?). Il est naturel de
se demander si cette propriété est encore vraie pour p = aN (a > 0). Ce probleme a été
étudié par E.Scacciatelli et B.Tirozzi [44] : ils obtiennent la convergence en probabilité et
dans L" (r < 00) de I’énergie libre vers la limite de I’énergie libre “annealed”, dans la région
ergodique T' > 1 4+ y/a. Cependant, la méthode utilisée est calquée sur celle concue par
M.Aizenman, J.L.Lebowitz, et D.Ruelle pour le modele de Sherrington-Kirkpatrick [1] : il
s’agit de montrer par un calcul de moments la convergence en loi de la fonction de partition
(divisée par son espérance) vers une variable de loi log-normale. La méthode, déja pénible
pour le modele SK, pose des problemes combinatoires tres difficiles de développement en
graphes . Apres avoir longuement travaillé sur I'article de Scacciatelli et Tirozzi, nous
sommes convaincus que certaines estimations données dans I'annexe de cet article ne sont
pas complétement prouvées. Ceci reste donc, a mon avis, un probleme intéressant : il
serait agréable de trouver une démonstration plus “élégante”. F.Comets et J.Neveu ont
récemment mis a profit la théorie du Calcul Stochastique pour le modele SK, généralisant
ainsi les résultats de Aizenman, Lebowitz et Ruelle. Il est légitime d’espérer que cette
théorie puisse fonctionner également dans le cas du modele de Hopfield, bien que les
difficultés techniques soient plus grandes.

Nous allons terminer cette these en évoquant des extensions possibles du modele de
Hopfield : des résultats existent pour le modele de Potts (neurones a ¢ états possibles, avec
q > 2)[20][19], et le modele de Hopfield dilué ( les interactions synaptiques sont détruites
aléatoirement avec une probabilité 1 —7(N), 7(N) décroissant vers 0 plus lentement que
O(+))[9]. Dans Darticle [19], les auteurs reprennent les calculs de C.Newman [38], et les
résultats coincident : les deux modeles sont fondamentalement tres proches (le modele de
Hopfield correspond a g = 2), et ils obtiennent naturellement comme capacité de stockage
p < a.(q)N. Dans l'article [9], il est prouvé que si W — 0, alors I’énergie libre associé au
réseau dilué a les mémes propriétés que celle du modele de Hopfield classique. Cependant,
les images originales sont toujours considérées indépendantes; or dans les applications
des modeles de réseaux neuronaux, les données a manipuler sont tres souvent corrélées,
et pour modéliser des phénomenes cognitifs biologiques, il est indispensable également de
le supposer. Cela ouvre un vaste champ de recherche, car actuellement, les seuls résultats
connus ont été obtenus par des simulations et des techniques non rigoureuses (méthode des
répliques). Il existe deux types de corrélations possibles : les corrélations “sémantiques”,
entre différentes images, et les corrélations “spatiales”, entre différents sites d’un réseau
(voir [46]). Cet article souleve des questions intéressantes, puisque les auteurs concluent
que les corrélations spatiales augmentent la capacité de stockage du modele de Hopfield.

En conclusion, le modele de Hopfield, de par sa complexité et la richesse de ses compor-
tements, intéresse Informaticiens, Physiciens, Mathématiciens et Neurophysiologistes. Les
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outils des Probabilités et de la Mécanique Statistique ont déja permis d’obtenir de nom-
breux résultats. Il mérite cependant d’étre plus connu des Probabilistes, car les problemes
qu’il souleve seront peut-étre résolus grace a des théories encore inexploitées, comme le
Calcul Stochastique, par exemple.
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