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Introduction Générale

Les symétries jouent un rôle important en physique [54, 16, 29]. Elles

forment une structure de groupe, connue depuis les travaux d’Evariste-

Galois. Une des premières applications modernes est la cristallographie, où

les groupes de symétries discrets jouent un rôle fondamental dans la clas-

sification et l’étude des propriétés physiques des réseaux cristallins. Ces

groupes, en tant que groupes de symétries 1 discrets, sont des transfor-

mations décrivant les invariances des objets de la nature. Par exemple, le

fractale Figure 1 possède une symétrie d’échelle et une autre centrale.

Figure 1 – Fractale

Le groupe des symétries continues, dit groupe de Lie ou de symétrie de

Lie, ont en plus les propriétés d’être constitué de transformations (ou sy-

1. Ensemble de transformations sur des objets qui les laissent invariant
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Introduction Générale

métries) dépendantes d’une manière différentiable d’un ensemble de para-

mètres. Leur origine se trouve dans les travaux du mathématicien norvégien

Sophus Lie vers 1873-1874. Son idée était de développer une théorie des

symétries continues des équations différentielles et aux dérivées partielles

qui permettrait de les classifier et d’étudier leurs intégrabilités, s’inspirant

des idées développées par Evariste Galois pour les équations algébriques.

En 20ème siècle, cet outil mathématique va jouer un rôle fondamental

dans la formalisation et la structuration de la physique moderne en parti-

culier en mécanique quantique [79] & H. Weyl [78]. C’est probablement le

théorème d’Emmy Nœther qui va lui donner sa belle traduction physique.

En effet ce théorème [73][16] établit une équivalence entre les symétries de

Lie dépendantes d’un nombre fini de paramètres d’un problème variation-

nel et les lois de conservation des équations d’Euler-Lagrange. Par exemple,

d’après le théorème de Nœther, le groupe de translations temporelles et

spatiales, représente respectivement, la conservation de l’énergie et de la

quantité de mouvement. Le groupe de rotations représente la conservation

du moment angulaire.

Si le groupe des symétries de Lie est devenu d’un usage courant en phy-

sique théorique, il n’est que rarement utilisé en sciences de l’ingénieur. Plus

particulièrement, en physique de la turbulence, des raisonnements utilisant

quelques symétries continues sont à l’origine de résultats importants. C’est

le cas pour l’obtention des lois de Kolmogorov ou pour un certain nombre

de lois de similitudes. Mais il y a peu de travaux qui utilisent d’une manière

systématique l’ensemble des symétries de Lie des équations de la mécanique

des fluides pour modéliser la turbulence. A notre connaissance, le premier

auteur à avoir effectué une analyse des modèles de sous-maille en tenant

compte de tous les groupes de symétries des équations de Navier-Stokes

dans le cas isotherme est M. Oberlack [49, 50, 51]. Il a aussi construit les

14
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lois d’échelles en écoulement isotherme (lois des parois) grâce au groupe

des symétries des équations de Navier-Stokes moyennées. Par la suite, D.

Razafindralandy et al. [62, 64] ont analysé, construit et validé des modèles

de simulation des grandes échelles qui respectent les symétries des équa-

tions de Navier-Stokes isothermes. Des simulations sur des configurations

de type cavité ventilée, montrent que ces modèles présentent une bonne

capacité à reproduire l’écoulement proche de la paroi. V. Saveliev & M.

Gorokhovski [68] ont utilisé la théorie des groupes de symétrie, en parti-

culier les propriétés de symétrie de l’équation d’Euler, pour renormaliser

les équations de Navier-Stokes. Ils ont trouvé des équations similaires aux

équations de Navier-Stokes filtrées, où le terme de la viscosité turbulente

est calculé à partir de la viscosité laminaire et non pas à partir du gradient

de la vitesse moyenne. Au niveau des schémas numériques, M. Chhay et

A. Hamdouni [14, 13, 15] ont utilisé cette théorie pour la construction de

schémas numériques conservant les symétries de l’équation continue (ap-

pelé schéma invariant).

Le présent travail s’inscrit dans la lignée de ces travaux. Il constitue

une suite de la thèse D. Razafindralandy. Il s’agit d’étendre son travail

aux écoulements anisothermes. Le groupe des symétries des équations de

Navier-Stokes pour les écoulements anisothermes sera l’outil privilégié pour

construire des solutions de ces équations, pour obtenir des lois de parois et

enfin construire des modèles de sous-maille. La thèse est organisée comme

suit :

Dans le chapitre 1, on définit le principe de la méthode de la simulation

des grandes échelles LES, afin de présenter les équations de Navier-Stokes

filtrées dans le cas isotherme et les équations des écoulements turbulents

anisothermes filtrées. Puis, on présente quelques modèles de turbulence

anisothermes existants dans la littératture. Dans le chapitre 2, on donne la

définition d’un groupe de Lie et d’un groupe de symétries continues, ainsi

15



Introduction Générale

que la méthode de calcul de ce dernier. Ensuite, on applique cette méthode

pour calculer les groupes de symétries à un paramètre des équations des

écoulements turbulents anisothermes. Le chapitre 3 présente quelques ap-

plications de la théorie des groupes de symétries continus, en mécanique

des fluides. En effet, on utilise la notion d’une solution auto-similaire pour

calculer des solutions exactes et des vortex particuliers des écoulements tur-

bulents anisothermes. Ensuite, pour un écoulement parallèle anisotherme,

moyenné par la méthode de RANS, on calcule de nouvelles lois d’échelles

(lois des parois). Dans le chapitre 4, on propose une troisième application

de cette théorie à la modélisation théorique et numérique des écoulements

anisothermes. On construit une classe de modèles de turbulence LES, in-

variants par le groupe de symétrie et qui respectent la physique de ces

écoulements. Enfin, dans le chapitre 5, un test numérique est effectué dans

le but de comparer ces modèles invariants avec les modèles de Smagorinsky

et Smagorinsky dynamique, en convections naturelle et mixte.
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Chapitre 1

Sur la méthode de type LES
(isotherme et anisotherme)

Dans ce chapitre, on va définir la méthode de la simulation des grandes

échelles LES afin de l’appliquer sur les équations de Navier-Stokes iso-

thermes et anisothermes. Un apercu général est aussi donné pour les deux

méthodes DNS et RANS :

• La Simulation Numérique Directe DNS , consiste à résoudre explici-

tement les échelles des écoulements. Aucune modélisation n’est necés-

saire pour les équations d’origine, mais nous sommes obligés d’utiliser

un maillage très fin. En effet, dans le cadre d’une turbulence tridi-

mensionnelle homogène et isotrope, le nombre de degrés de liberté est

donné par (L
η )3, où L et η sont respectivement, l’échelle intégrale la

plus énergetique et l’échelle de longueur de Kolmogorov (1941, [40]).

Dans le contexte d’une cascade d’énergie des grandes échelles vers les

petites échelles, la théorie de Kolmogorov [37, 38] montre, en utilisant

l’analyse dimensionnelle, la loi suivante :

L

η
= O(Re3/4) (1.1)

où Re est le nombre de Reynolds.

Donc, pour bien représenter toutes les échelles de la turbulence (la
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taille minimale étant à l’échelle de Kolmogorov η), il est nécessaire que

le nombre des points de la grille N , dans chaque direction de l’écou-

lement, soit supérieur à Re3/4, alors le nombre de degrés de liberté en

3D est O(Re9/4). La DNS reste un outil applicable pour la recherche

fondamentale et la compréhension du mécanisme d’un écoulement à

des nombres de Reynolds modérés. Par contre, il reste actuellement

hors de portée pour des écoulements turbulents à très grand nombre

de Reynolds. En effet, par exemple pour un nombre de Reynolds de

108, le nombre de points du maillage nécessaires pour résoudre toutes

les échelles de cet écoulement turbulent tridimensionnel, est de l’ordre

Re9/4 ∼= 1018. Ceci est impossible avec les capacités des calculateurs

actuels.

• L’approche Moyennée des équations de Navier-Stokes (Reynolds Ave-

raged Navier Stokes, RANS). Cette méthode consiste à décomposer

la solution comme la somme d’une partie moyenne et d’une partie

fluctuante. Par cette technique, on ne calcule que les champs moyens

dynamique et thermique. Les champs fluctuants n’apparaissent que

dans le tenseur de Reynolds et le flux de chaleur turbulent. De plus,

cette méthode ne dépend pas du rapport entre la plus grande et la

plus petite échelle d’un écoulement turbulent. Par conséquent, elle

est la plus utilisée dans le monde industriel grâce à son coût de calcul

faible et son application aux écoulements à grand nombre de Reynolds.
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

1.1 La simulation des grandes échelles

1.1.1 Principe

La Simulation des Grandes Echelles est très liée à la notion de séparation

entre grandes et petites échelles (Figure 1.1) par filtrage spatial [8].

Figure 1.1 – Simulation des Grandes Echelles

La différence entre ces deux zones est soumise à la détermination d’une

longueur de référence, dite "longueur de coupure" noté δ qui est associée à

la fréquence de coupure κc dans l’espace spectrale : Les grandes échelles ou

échelles résolues celles qui sont d’une taille caractéristique plus grande que

la longueur de coupure et les petites échelles ou échelles de sous-mailles

celles qui sont d’une taille caractéristique plus petite que la longueur de

coupure. Ce principe est représenté sur le spectre d’énergie cinétique de

la Figure 1.2. Dans le cas des petites fréquences qui correspondent aux

grandes structures, il y a une production d’énergie. La zone inertielle pré-
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

sente le transfert d’énergie des grandes structures vers les petites structures.

Dans le cas des grandes fréquences, qui correspondent aux petites struc-

tures, il y a une dissipation d’énergie. La limite de cette zone liée aux effets

dissipatifs, est appelée échelle de Kolmogorov. [30, 37, 38] :

η =



ν3

ǫ




1/4

(1.2)

où ǫ désigne le taux moyen du transfert d’énergie et ν la viscosité du fluide

qui est à l’origine de la dissipation de l’énergie cinétique produite aux

grandes échelles.

Figure 1.2 – Espace spectrale

En simulation des grandes échelles LES, plusieurs perspectives doivent

être examinées avec précaution, ce qui fait l’objet de beaucoup de tra-

vaux en LES : P. Gamnitzer et al. [23] ont étudié l’effet de la dépendance

temporelle de l’échelle de sous-maille par une méthode variationnelle de

multi-échelle ; J. Meyers et al. [45, 46] ont évalué le calcul des erreurs de

discrétisation par volumes finis du modèle de Smagorinsky ; L. Temmer-

man et al. [72] ont étudié l’influence des approximations par la fonction de
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

paroi et les modèles sous-maille, pour un l’écoulement turbulent dans un

canal, sur la solution numérique ; V. John & W. J. Layton [31] ont étudié

les erreurs numériques dans la simulation des grandes échelles.

La qualité des résultats dépende des méthodes et des schémas numé-

riques choisis, qui sont des facteurs importants en LES. Un autre facteur

joue aussi un rôle essentiel en LES, c’est les modèles de turbulence utilisés

qui font l’objet de ce manuscrit. Et enfin, le traitement de l’écoulement à

la paroi est très compliqué, il demande beaucoup de préauction numérique.

La méthode la plus utilisée consiste à choisir un maillage non régulier, très

fin près de la paroi.

Dans les paragraphes suivants, nous introduisons la notion de filtrage

sous forme mathématique, de manière à permettre la manipulation des

équations de Navier-Stokes dans les cas isotherme et anisotherme.

1.1.2 Notion de filtrage

Mathématiquement, la Simulation des Grandes Echelles LES, consiste

à appliquer, dans l’espace physique, un filtre à la variable instantannée Φ

quelconque (vitesse, température, pression,...). Cette variable filtrée Φ se

traduit par un produit de convolution (voir Leonard [39] et Tabor [19]) :

Φ(t, x) = (Gδ ∗ Φ)(t, x) =
∫

Ω
Gδ(x− ξ)Φ(t, ξ)dξ (1.3)

et

Φ′ = Φ − Φ (1.4)

où Ω le domaine définie par l’écoulement, Gδ est le noyau du filtre, δ est

sa longueur d’onde de coupure, qui est liée au nombre d’onde de coupure

κc par la relation [66] :
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

κc =
π

δ
. (1.5)

La taille locale de la maille δ est liée à la largueur du filtre, par :

δ = clδ, (1.6)

où cl est une constante telle que, cl > 2. Dans la pratique, on prend

cl = 2. Donc, seules les structures de taille supérieure à celle de la maille,

sont simulées (grandes échelles), alors que les autres structures sont modé-

lisées.

Les filtres doivent vérifier les propriétés suivantes [67, 59] :

• conservation des constantes :

λ = λ ⇔
∫

Ω
Gδ(x− ξ)dξ = 1 (1.7)

• linéarité

Φ + Ψ = Φ + Ψ (1.8)

qui est vrai quelque soit le types des filtres Gδ

• commutativité avec la dérivation :

∂Φ

∂ξ
=
∂Φ

∂ξ
, ξ = x, t. (1.9)

D’une façon générale, les opérateurs de dérivation ∂i = ∂
∂xi

ne com-

mutent pas avec le filtrage sur un domaine Ω borné de l’éspace (voir Raza-

findralandy [60]). Dans le cas où Ω = Rn et Φ est une fonction dérivable,

le filtrage commute avec les opérateurs de dérivation. Et on a :

∂
∫

Rn
G(x− ξ)Φ(t, ξ)dξ =

∫

Rn
G(x− ξ)∂Φ(t, ξ)dξ.

De plus, les filtres ne sont pas à priori des opérateurs de Reynolds,

c’est-à-dire :

Φ 6= Φ et Φ′ 6= 0 (1.10)
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

Figure 1.3 – Filtre boîte pour δ= 1

Les trois filtres théoriques les plus utilisés en simulation des grandes

échelles sont les filtres homogènes presentés dans le Table 1.1

Nom du filtre Fonction Gδ(x− ξ)

Boîte





1

δ
si |x− ξ| 6

δ

2

0 sinon

Gaussien


 6

πδ
2




1/2

exp


 − 6 |x− ξ|2

δ
2




Porte
sin(κc(x− ξ))

κc(x− ξ)

Table 1.1 – Filtres homogènes

1.1.3 Equations de conservation dans le cas isotherme

Considérons un écoulement visqueux newtonien, incompressible, homo-

gène et isotrope. Cet écoulement est alors décrit par les équations de conser-
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

Figure 1.4 – Filtre gaussien pour δ= 1

Figure 1.5 – Filtre porte pour δ= 1

vation de la quantité de mouvement :

∂u

∂t
+ div(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− 2ν div(S) = 0, (1.11)
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

et par l’équation de continuité :

div(u) = 0. (1.12)

où u est le champ de vitesse, p le champ de pression, S le tenseur des

taux de déformation :

S =
1
2

(∇u+ ∇Tu)

Avec

•
∂u

∂t
est le terme de dérivation temporelle

• div(u ⊗ u) = u.∇u (quand div(u) = 0) est le terme non-linéaire

convectif

• ∇p est le gradient de pression

• ν divS est le terme de diffusion

1.1.4 Equations de Navier-Stokes filtrées isothermes

Dans le cadre de la simulation des grandes échelles LES, l’application

d’un filtre aux équations précédentes (1.11) et (1.12), nous permet d’écrire

le système suivant [8] :





∂u

∂t
+ div(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− 2ν div(S) + div(τ) = 0

div(u) = 0,

(1.13)

où

τ = u⊗ u− u⊗ u (1.14)
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

est le tenseur des contraintes de sous-maille, qu’on peut décomposer en

deux tenseurs, déviatorique τ d et sphérique τ s comme suit :

τ d = τ − 1
3

( trτ)Id (1.15)

τ s =
1
3

( trτ)Id. (1.16)

Le tenseur de sous-maille τ , représente l’interaction entre les grandes

et les petites structures des écoulements. Ce tenseur joue un rôle essentiel

pour fermer les équations filtrées (1.13). Pour cela, il doit être modélisé 1.

La partie à modéliser est le tenseur déviatorique τ d, dont la trace est nulle.

Le tenseur sphérique est simulé avec le terme de la pression statique filtrée

p :

pm = p+
1
3

( trτ). (1.17)

Ceci nous conduit au système d’équations suivant :





∂u

∂t
+ div(u⊗ u) +

1

ρ
∇pm − 2ν divS + div(τ d) = 0

div(u) = 0,

(1.18)

où S = 1
2(∇u + ∇Tu) est le tenseur de taux de deformation filtré,

et u le champ de vitesse filtré. Dans le paragraphe suivant, on présente

les équations d’un écoulement turbulent anisotherme incompressible, puis

leurs équations filtrées, et on note simplement p la pression modifiée pm.

1. Il y a deux axes principaux de modélisation : modélisation fonctionnelle et structurelle, voir Sagaut
[66].
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ÉCHELLES

1.1.5 Equations des écoulements turbulents anisothermes

Considérons un fluide visqueux newtonien, incompressible, de masse vo-

lumique ρ et de viscosité dynamique µ, supposées constantes. Sous l’hypo-

thèse de Boussinesq, ce fluide est alors régi par les équations instationnaires

qui s’écrivent dans l’espace physique sous la forme suivante :





∂u

∂t
+ div(u⊗ u) = − 1

ρ∇p+ 2ν div(S) + βg(θ − θref)eg

∂θ

∂t
+ div(uθ) = κ div(∇θ)

div(u) = 0

(1.19)

où θ la température absolue, θref une température de référence, eg vec-

teur unitaire vertical ascendant, g est l’accéleration de la pesanteur, β le

coefficeint d’expension thermique qui vaut :

β =
1

θref

et κ la diffusivité thermique.

1.1.6 Equations filtrées des écoulements turbulents anisothermes

Après application d’un filtre aux équations (1.19), et en utilisant la

même procédure que dans la cas isotherme en ce qui concerne l’erreur de

commutation entre le filtre et les opérateurs de dérivation, on obtient les
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1.2. MODÈLES DE TURBULENCE ANISOTHERMES

systèmes d’équations suivants :




∂u

∂t
+ div(u⊗ u) + 1

ρ∇p− 2ν divS − βg(θ − θref)eg + div(τ) = 0

∂θ

∂t
+ div(uθ ) − κ div(∇θ ) + div(h) = 0

div(u) = 0
(1.20)

où h est le flux de sous-maille défini par :

h = θu− θu (1.21)

θ est la température filtrée.

Dans tout ce qui suit, les deux nouvelles inconnues à modéliser pour

fermer le système d’équations (1.20) seront le tenseur déviatorique de sous-

maille τ d et le flux thermique de sous-maille h.

1.2 Modèles de turbulence anisothermes

Dans ce paragraphe, on va présenter quelques modèles de turbulence

anisothermes usuels dans la littératture. Il s’agit du modèle de Smago-

rinsky, du modèle Smagorinsky dynamique, du modèle de Wang, du mo-

dèle WALE, du modèle de Eidson et Eidson modifié, du modèle de fonc-

tion de structure, du modèle de similarité d’échelles et du modèle mixte

Smagorinsky-Bardina.

1.2.1 Modèle de Smagorinsky (SM)

Le modèle de Smagorinsky est le modèle le plus connu en mécanique

des fluides, simple à mettre en œuvre, et basé sur les grandes échelles. Il

est défini par :

τ d = −2νsmS, (1.22)
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1.2. MODÈLES DE TURBULENCE ANISOTHERMES

et

h = −κsm∇θ, (1.23)

avec νsm la viscosité de sous-maille turbulente définie par :

νsm = (Csδ)2
√

2 tr(S2),

et κsm la diffusivité thermique de sous-maille :

κsm =
νsm

Prsm
,

avec, Prsm le nombre de Prandtl de sous-maille, et δ = (∆x1∆x2∆x3)
1

3 .

longueur de coupure.

La valeur de la constante Cs de Smagorinsky est calculée en utilisant

l’hypothèse d’équilibre local entre la production et la dissipation de l’éner-

gie cinétique [8] :

Cs =
1
π

(
3K0

2

)−3/4

≈ 0, 18

K0 étant la constante de Kolmogorov :

K0 ≈ 1, 4.

Ce modèle est le plus ancien modèle de sous-maille (1963), il présente

plusieurs défauts majeurs malgré son usage courant :

1. La constante de Smagorinsky n’est pas universelle, certains auteurs

ont proposé d’améliorer cette constante : W. Zhang & Q. Chen [81]

utilisent Cs ∈ [0.1, 0.25] pour un écoulement homogène isotrope. E.

Lévêque et al. [43] ont utilisé Cs = 0.17.

2. Il diffuse beaucoup proche de la paroi. Pour régler ce problème, cer-

tains auteurs (exemple U. Piomelli [58]) multiplie la viscosité de sous-

maille par la fonction d’amortissement de Van Driest suivante :

(
1 − exp(−y+/25)

)
(1.24)
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où y+ est la distance à la paroi adimensionnée par la vitesse de frot-

tement à la paroi uτ , y+ =
yuτ

ν
.

3. Il ne s’annule pas à la paroi [48]. En effet, il faut que la viscosité de

sous-maille à la paroi soit nulle, or ce n’est pas le cas :

νsm|paroi 6= 0

4. Le comportement de la viscosité de sous-maille dans la zone proche

de la paroi, est incorrect.

En effet, on sait d’après [48] que le comportement de νsm doit être en

O(y3). Or le modèle de Smagorinsky predit une évolution de la visco-

sité de sous-maille en O(y2) au voisinage de la paroi [8] (en supposant

que δ est constant proche de la paroi).

1.2.2 Modèle Dynamique

Germano et al [25] puis Lilly [41] proposent de calculer la constante

Cs de Smagorinsky d’une manière dynamique. Cette méthode consiste à

appliquer un nouveau filtrage noté (̃.), de longueur de coupure ˜δ supérieure

à la longueur de coupure δ (˜δ = 2δ). Ensuite, par la méthode des moindres

carrés sur le terme L = ũ⊗ u− ũ⊗ ũ et M = ˜
δ

2 ∣∣∣∣
˜
S
∣∣∣∣
˜
S− ˜(δ2 ∣∣∣S

∣∣∣S), on calcule

la constante Cs1
de Smagorinsky du tenseur déviatorique qui est égale :

Cs1
=

1
2

tr(L.M)
tr(M 2)

, (1.25)

et la constante du flux thermique de sous-maille qui est égale :

Cs2
=

1
2

tr(H.M)
tr(M2)

où

∣∣∣S
∣∣∣ =

√
2 trS2
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1.2. MODÈLES DE TURBULENCE ANISOTHERMES

H =
˜̄
θū− ˜̄

θ ˜̄u,

et

M = ˜
δ

2 ∣∣∣∣
˜
S
∣∣∣∣∇˜
θ − ˜(δ2 ∣∣∣S

∣∣∣∇θ).

Ils obtiennent alors le modèle Smagorinsky dynamique suivant :

τ d = −tr(L.M)
tr(M 2)

δ
2 ∣∣∣S

∣∣∣S, (1.26)

h = −tr(H.M)
tr(M2)

δ
2 ∣∣∣S

∣∣∣∇θ̄. (1.27)

Ce modèle améliore généralement le résultat par rapport au modèle

de Smagorinsky, et on peut toujours utiliser cette procédure dynamique

pour déterminer la constante pour n’importe quel modèle de sous-maille.

Mais l’incovénient est que la constante Cs calculée par cette procédure

n’est ni bornée ni positive, ce qui peut créer des instabilités numériques.

Afin de corriger ces défauts, il faut effectuer des moyennes temporelles de

la constante selon les directions d’homogénéité de l’écoulement ou bien

limiter les bornes de la constante.

1.2.3 Modèle WALE

Afin d’obtenir un comportement de νsm en O(y+3), Nicoud & Ducros

[48](1999) ont développé le modèle WALE (Wall Adapting Local Eddy),

basé sur les échelles résolues, et qui dépend à la fois du tenseur des défor-

mations et du tenseur de rotation. Sa formulation est :

τ d = −2νsmS (1.28)

h = −κsm∇θ, (1.29)
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avec

νsm = (Cwδ)2

∥∥∥sd
∥∥∥
3

∥∥∥S
∥∥∥
5

+ ‖sd‖5/2 , (1.30)

où Cw est une constante (Cw = 0.5), ‖.‖ est la norme euclidienne, Ω est

le tenseur de rotation filtré

Ω =
1

2
(∇u− ∇Tu),

et

s = S S + Ω Ω.

Les avantages de ce modèle sont les suivantes :

• Il est utilisé pour des géométries complexes.

• Sa viscosité turbulente (ou de sous-maille νsm) s’annule à la paroi.

• Le comportement de νsm à la paroi est en O(y+3).

1.2.4 Modèles d’Eidson

Eidson [17] à proposé un autre modèle couplé de sous-maille basé aussi

sur l’hypothèse d’équilibre locale. Ce modèle est de la forme :

τ d = −2Cδ2



∣∣∣S
∣∣∣
2 −

βg

Prsm
∇θ.eg




1/2

S, (1.31)

h = −
Cδ

2

Prsm



∣∣∣S
∣∣∣
2 −

βg

Prsm
∇θ.eg




1/2

∇θ. (1.32)

Afin d’éviter des solutions non-réelles pour ce modèle, il est souvent

nécessaire de limiter la viscosité instantanée νsm et la supposer égale à zéro

dans le cas où :
∣∣∣S
∣∣∣
2
<

βg

Prsm
∇θ eg.
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Cette contrainte peut être relaxée en utilisant la norme du tenseur de dé-

formation
∣∣∣S
∣∣∣ [55, 56], Peng et Davidson obtiennent alors le modèle suivant

(en supposant que
∣∣∣S
∣∣∣ 6= 0) :

τ d = −2Cδ2



∣∣∣S
∣∣∣ −

βg

Prsm

∣∣∣S
∣∣∣
∇θ.eg




1/2

S, (1.33)

h = −
Cδ

2

Prsm



∣∣∣S
∣∣∣ −

βg

Prsm

∣∣∣S
∣∣∣
∇θ.eg




1/2

∇θ. (1.34)

1.2.5 Modèle de fonction de structure d’ordre 2

Le modèle de fonction de structure est basé sur l’énergie de coupure

E(κc) dans l’espace physique comme suit :

νsm(
κ

κc
) =

2
3
C−3/2

κ



E(κc)

κc


 , (1.35)

où Cκ = 1, 4 est la constante de Kolmogorov et κc = π
δ .

Dans le cas de la turbulence homogène isotrope, Métais et Lesieur [47]

ont proposé d’estimer l’énergie de coupure par la fonction de structure

d’ordre deux. La viscosité de sous-maille s’écrit alors :

νsm(
κ

κc
) = CFSδ

[
F2(x, δ, t)

]1/2
, (1.36)

où F2(x, δ, t) est la fonction de structure d’ordre deux définie par :

F2(x, δ, t) =
∫

B(x′,δ)
[u(x, t) − u(x+ x′, t)]2 dx′. (1.37)

Avec, CFS = 0, 105 C−3/2
κ ≈ 0, 063, et B(x′, δ) boule de centre x′ et de

rayon δ.
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1.2. MODÈLES DE TURBULENCE ANISOTHERMES

1.2.6 Modèle de similarité d’échelles (Bardina)

Bardina et al. [5] ont proposé un modèle basé sur l’hypothèse de simi-

larité d’échelles entre les échelles de sous-maille u − u et les plus petites

échelles résolues u− ũ, où .̃ est un second filtre dont la longueur de coupure

est supérieure à celle du premier filtre.

On obtient le modèle suivant :

τ = K1(ũ⊗ u− ũ⊗ ũ, ) (1.38)

h = K2(
˜̄
θū− ˜̄

θ ˜̄u), (1.39)

où K1 et K2 sont deux constantes du modèle, pouvant être évaluer dynami-

quement. L’avantage de ce modèle, est qu’il prend en compte le mécanisme

de cascade d’énergie inverse. Par contre, il n’est pas assez dissipatif.

1.2.7 Modèle mixte Smagorinsky-Bardina

Ce modèle est proposé pour la première fois par Bardina et al. [6]. Le

tenseur déviatorique est une combinaison linéaire du modèle de Smago-

rinsky (1.22) et du modèle de Bardina (1.38).Il s’écrit :

τ d =
1
2

(
−2νsmS + Ld

)
, (1.40)

et

h =
1
2

(
−2κsm∇θ + H

)
, (1.41)

D’autre auteurs, Zang et al. [80], ont proposé un autre type de modéli-

sation mixte, il s’agit d’un modèle mixte dynamique-Bardina.

En général, il est mieux de coupler le modèle de Bardina avec n’importe

quel modèle de sous-maille, et la constante du modèle est calculée par une
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1.2. MODÈLES DE TURBULENCE ANISOTHERMES

procédure dynamique. En effet, les modèles basés sur l’hypothèse de simi-

larité d’échelles sont souvent plus performants en ce qui concerne la prise

en compte de la cascade d’énergie inverse. Ils sont moins importants en

ce qui concerne la reproduction du phénomène du transfert d’énergie. Par

contre, les modèles de sous-maille reproduisent mieux le transfert d’énergie

et ne prennent pas en compte le phénomène de la cascade inverse. D’où

l’idée de combiner d’une manière linéaire un modèle de chaque famille.

1.2.8 Modèles Wang

Récemment, B. Wang et al. [75] ont proposé trois nouveaux modèles

dynamiques (LES) pour le tenseur et le flux de sous-maille. Dans ce qui

suit, on présentera un seul modèle parmi les trois.

τ d = −CSβ − CWγ − CNη. (1.42)

Avec β est un tenseur défini par :

β = 2
(
δ

2 ∣∣∣S
∣∣∣S
)
, (1.43)

et les deux autres tenseurs sont définis respectivement par :

γ = 4δ2 (
S Ω +T (S Ω

)
), (1.44)

η = 4δ2
(
S

2
)d
. (1.45)

Les constantes de ce modèle CS, CW et CN sont calculées par une pro-

cédure dynamique :



tr(M 2) tr(MW ) tr(MN)

tr(WM) tr(W 2) tr(WN)

tr(NM) tr(NW ) tr(N 2)



.




CS

CW

CN




=




tr(LM)

tr(LW )

tr(LN)




(1.46)

Les tenseurs W et N sont respectivement définis par :
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W = λ− γ̃, (1.47)

N = ζ − η̃, (1.48)

avec

λ = 4˜δ
2 ( ˜
S
˜Ω +T ( ˜S ˜Ω

)
), (1.49)

ζ = 4˜δ
2
(
˜
S

2
)d

, (1.50)

et le flux de sous-maille est modélisé comme suit :

h = −CθG F τ d ∇θ, (1.51)

où F est une échelle de sous-maille définie par :

F =
1
∣∣∣A
∣∣∣
,

avec
∣∣∣A
∣∣∣ =

(∣∣∣S
∣∣∣
2

+
∣∣∣Ω
∣∣∣
2
)1/2

De même, le coefficient CθG est obtenu en minimisant l’erreur à l’aide

de la méthode des moindres carrés.

Dans le chapitre 4, on analye ces modèles de sous-mailles par rapport

au groupe des symétries à un paramètre des équations de Navier-Stokes

anisothermes (1.19).

Le chapitre suivant, est consacré aux groupes des symétries de Lie et

leurs liens avec les équations aux dérivées partielles. Tout d’abord on définit

le groupe de transformations à un paramètre et la transformation infinité-

simale, puis on présente une méthode de calcul du groupe de symétrie à

un paramètre pour une équation aux dérivées partielles quelconques.

36



Chapitre 2

Groupe des Symétries de Lie

La théorie des groupes de symétries de Lie a une grande importance

dans la physique, fondamentale et appliquée [10, 9]. En effet, en relati-

vité galiléenne, l’invariance des lois physiques par le groupe de Galilée 1, a

été largement utilisée dans le dix-septième siècle, notamment par Huygens

dans sa solution au problème de la collision des corps et par Newton dans

ses premiers travaux sur le mouvement. Huygens et Newton établissent une

relation entre une force (centrifuge pour Huygens, centripète pour Newton)

et l’écart au mouvement inertiel engendré par cette force, ce qu’on appelle

aujourd’hui le principe d’inertie. Puis, en mécanique quantique, on peut

citer les travaux fondamentaux de E. Wigner [79] et H. Weyl [78] pour

comprendre la symétrie des lois de la mécanique quantique en utilisant la

théorie de groupe de Lie.

Récemment, en mécanique des fluides, M. Oberlack [50, 52] a utilisé

les groupes de symétries à un paramètre pour déterminer quelques lois

d’échelles (loi de paroi) pour un écoulement isotherme dans un canal plan.

Dans ce manuscrit, et pour le même type d’écoulement mais en aniso-

therme, on développe quelques lois d’échelles intéressantes 3.3. D’autres

1. Transformations d’espace-temps avec vitesse uniforme
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2.1. GROUPE DE TRANSFORMATIONS À UN PARAMÈTRE

applications de cette théorie en mécanique des fluides sont presentées :

• Pour trouver les solutions (jet, couche limite, profil parabolique...)

d’un écoulement bidimensionnel cisaillé 3.1.2.

• En dynamique tourbillonnaire, pour trouver des solutions exactes et

certains vortex particuliers (vortex de Burgers et Burgers-Lundgren)

pour un écoulement anisotherme.

• Pour construire une classe de modèles de sous-maille qui conservent la

physique de l’écoulement pendant la simulation numérique des équa-

tions de Navier-Stokes anisothermes.

Le but de ce chapitre est de proposer une méthode de calcul du groupe

de symétries pour une équation aux dérivées partielles et d’étudier ses

propriétés de symétrie. Ce chapitre se décompose comme suit. Dans la

section 2.1, on défini le groupe de transformations à un paramètre. Dans le

section 2.2, on défini le générateur infinitésimal associé à ce groupe. Dans

la section 2.3, on présente la prolongation d’un générateur infinitésimal. A

la fin, on donne un algorithme de calcul du groupe de symétries pour une

équation aux dérivées partielles.

2.1 Groupe de transformations à un paramètre

Définition 1 Soit x = (x1, x2, . . . , xn) un élément dans un domaine D ⊂
Rn, et Ta une transformation à un paramètre a, appartenant à un intervalle

I ⊂ R, avec Φ une loi additive interne définie sur I, Ta définie comme suit :

Ta : D −→ Rm.

L’ensemble des transformations Ta

x̂ = Ta (x) , (2.1)

forme un groupe de transformations à un paramètre G si :
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2.1. GROUPE DE TRANSFORMATIONS À UN PARAMÈTRE

1. ∀ a dans I, la transformation Ta (x) est de classe C∞.

2. I avec la loi additive interne Φ forment un groupe noté (I,Φ).

3. T0 (x) = x, où 0 est l’identité du groupe (I,Φ).

4. ∀ Ta ∈ G, Ta est inversible et (Ta)−1 = T−a.

Exemple 1 Le groupe de transformations dans un plan :

x̂1 = x1 +
1
2
a, a ∈ R

x̂2 = x2 +

√
3

2
a

est un groupe à un paramètre a, avec Φ(a, b) = a+ b. Ce groupe correspond

à des mouvements parallèles à l’orbite γ, qui est une droite d’angle π/3

(voir la Figure 2.1, où γ est l’orbite du point (0, 0)).

Figure 2.1 – Groupe des translations
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2.2. TRANSFORMATION INFINITÉSIMALE

2.2 Transformation infinitésimale

Considérons une transformation

y = Ta (x) (2.2)

où a ∈ I.

Le développement de Taylor de (2.2) par rapport à a, au voisinage de

l’identité 0, donne :

y = x+ a



∂Ta (x)

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0


 +O

(
a2
)
.

Notons :

ξ(x) =
∂Ta (x)

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

. (2.3)

La transformation :

y = x+ aξ(x) +O
(
a2
)

(2.4)

est dite transformation infinitésimale de la transformation (2.2) et ξ(x) est

dite composante infinitésimale de (2.2).

2.2.1 Générateur infinitésimal

Définition 2 Le générateur infinitésimal d’une transformation (2.2) du

groupe G, est l’opérateur :

X = X(x) = ξ(x).∇ =
n∑

i=1
ξi(x)

∂

∂xi
, (2.5)

où ∇ est l’opérateur gradient défini par :

∇ =



∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xn


 ; (2.6)
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2.2. TRANSFORMATION INFINITÉSIMALE

et pour toute fonction différentiable F (x) = F (x1, x2, . . . , xn), on a l’égalité

suivante :

X.F (x) = ξ(x).∇F (x) =
n∑

i=1
ξi(x)

∂F (x)

∂xi
(2.7)

Exemple 2 A titre d’exemple, considérons le groupe de rotation dans R2

y1 = x1 cos a+ x2 sin a

y2 = −x1 sin a+ x2 cos a.

La composante infinitésimale de cette transformation est :

ξ(x1, x2) = (ξ1(x1, x2), ξ2(x1, x2))

=



∂y1

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

,
∂y2

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0




= (x2,−x1 )

Le générateur infinitésimal associé à ce groupe est :

X = ξ1(x1, x2)
∂

∂x1
+ ξ2(x1, x2)

∂

∂x2
= x2

∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
. (2.8)

Etant donné un générateur infinitésimal X, on peut reconstruire la

transformation à un paramètre associée en résolvant le problème :




dTa (x)

da
= X.Ta (x)

T0 (x) = x.

(2.9)

Alors, il y a une équivalence entre le groupe de transformations à un

paramètre et son générateur infinitésimal par la relation (2.9) .
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2.3. PROLONGATION

Définition 3 Une fonction F (x) de classe C∞ est dite invariante par le

groupe de transformations à un paramètre G si et seulement si

F (Ta (x)) ≡ F (x) ∀ Ta ∈ G (2.10)

On peut montrer [54] que F est invariante par la transformation Ta si

et seulement si

X.F ≡ 0 (2.11)

Dans la section suivante on s’intéresse à la détermination des groupes de

transformations à un paramètre pour un système d’équations aux dérivés

partielles EDP.

2.3 Prolongation

Considérons une EDP d’ordre k, de la forme suivante :

F
(
x, u, u(1), u(2), . . . , u(k)

)
= 0. (2.12)

Avec :

x = (x1, x2, . . . , xn), (2.13)

correspond aux n variables indépendantes et,

u = (u1, u2, . . . , um), (2.14)

correspond aux m variables dépendantes de l’EDP ; soit u(1) l’ensemble des

coordonnées correspondant à toutes les dérivées partielles du premier ordre

de u par rapport à x :

u(1) =





∂ui

∂xj
; i = 1, . . . ,m & j = 1, . . . , n




.
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u(k) répresente l’ensemble des coordonnées correspondant à toutes les

dérivées partielles d’ordre k de u par rapport à x. Un élément de cet en-

semble sera noté par :

uµ,i1i2...ik
=

∂uµ

∂xi1
∂xi2

∂xik

(2.15)

avec µ = 1, 2, . . . ,m; ij = 1, 2, . . . , n pour j = 1, 2, . . . , k.

Notons X ∼= Rn l’espace des variables indépendantes x de dimension

n, U ∼= Rm l’espace des variables dépendantes u de dimension m, Uk

l’espace des germes à l’ordre k, dont chaque élement est de la forme u(k),

et U(k) = U × U1 × · · · × Uk est l’espace de produit cartésien.

Un groupe de transformations associé à cette EDP (2.12) est défini par

ces éléments comme suit :

Ta : X × U −→ X × U

(x, u) 7−→ (x̂, û)

où : x̂ et û sont, respectivement, l’image des variables indépendantes et

dépendantes.

Avant la mise en œuvre d’une méthode de calcul du groupe de symé-

tries à un paramètre d’un système d’équations aux dérivées partielles, nous

avons besoin de remplacer la notion d’un système d’équations aux dérivées

partielles par un objet concret géométrique. Pour ce faire nous avons besoin

de "prolonger" l’espace de base X × U représentant les variables indépen-

dantes et dépendantes à l’étude à un espace totale qui représente également

les différents dérivés partielles survenant dans le système. Cet espace totale

X × U(k) dont les coordonnées représentent les variables indépendants, les

variables dépendantes et les dérivés des variables dépendantes à l’ordre k

est appelé l’espace de jet J(k) d’ordre k de l’espace de base X × U.
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Dans les paragraphes suivants, on défini le prolongement à l’ordre k

du générateur infinitésimal associé à une transformations du groupe des

transformations à un paramètre de l’EDP, dans un cas simple où le nombre

des composantes de la variable indépendante x est égale à 1 (n = 1) et le

nombre des composantes de la variable dépendante u est égale à 1 (m = 1).

Ensuite, on généralise la définition pour (n,m) quelconques.

2.3.1 Prolongement à l’ordre k, pour m = n = 1

Etant donné une équation aux dérivées partielles d’ordre k, une trans-

formation à un paramètre associée à cette EDP est de la forme :

(x̂, û) = Ta(x, u) ∈ X × U, (2.16)

avec û = U(x, u, a) ∈ U. Le générateur infinitésimal associé à (2.16) est de

la forme :

X = ξx(x, u)
∂

∂x
+ ξu(x, u)

∂

∂u
, (2.17)

où

ξx =
∂x̂

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

(2.18)

ξu =
∂û

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

. (2.19)

Le prolongement d’ordre 1 de X, noté X(1), est un champ de vecteurs

défini dans l’espace de jet J(1) = X × U(1) comme suit :

X(1) = ξx(x, u)
∂

∂x
+ ξu(x, u)

∂

∂u
+ η(1)(x, u, u1)

∂

∂u1 , (2.20)

avec u1 =
∂u

∂x
∈ u(1),
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η(1)(x, u, u1) = Dxξu − u1Dxξx, (2.21)

et Dx est la dérivation totale par rapport à x :

Dx =
∂

∂x
+ u1 ∂

∂u
+ u2 ∂

∂u1 + · · · (2.22)

X(2) est le prolongement de X à l’ordre 2, défini dans l’espace de jet

J(2) = X × U(2) par :

X(2) = ξx(x, u)
∂

∂x
+ ξu(x, u)

∂

∂u
+ η(1)(x, u, u1)

∂

∂u1 + η(2)(x, u, u1, u2)
∂

∂u2 ,

(2.23)

avec

η(2)(x, u, u1, u2) = Dxη
(1) − u2Dxξx, (2.24)

...

X(k) est le prolongement de X à l’ordre k, défini dans l’espace de jet

J(k) = X × U(k) par :

X(k) = ξx(x, u)
∂

∂x
+ ξu(x, u)

∂

∂u
+ η(1)(x, u, u1)

∂

∂u1 + η(2)(x, u, u1, u2)
∂

∂u2 + · · ·

+ η(k)(x, u, u1, u2, . . . , uk)
∂

∂uk
, (2.25)

avec

η(k)(x, u, u1, u2, . . . , u(k)) = Dxη
(k−1) − u(k)Dxξx. (2.26)

2.3.2 Prolongement à l’ordre k pour n, m quelconques

Etant donné une équation aux dérivées partielles d’ordre k, une trans-

formation du groupe de transformations à un paramètre associé à cette

EDP est de la forme :
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(x̂, û) = Ta(x, u). (2.27)

Avec

x̂i = Ti(x, u, a), (2.28)

ûj = Uj(x, u, a), (2.29)

i = 1, 2, . . . , n ; j = 1, 2, . . . ,m ; x = (x1, x2, . . . , xn) et u = (u1, u2, . . . , um)

Le générateur infinitésimal associé à (2.28,2.29), est de la forme :

X =
n∑

i=1
ξxi

(x, u)
∂

∂xi
+

m∑

j=1
ηj(x, u)

∂

∂uj
. (2.30)

Avec,

ξi(x, u) =



∂Ti(x, u, a)

∂a




∣∣∣∣∣∣∣
a=0

(2.31)

et

ηj(x, u) =



∂Uj(x, u, a)

∂a




∣∣∣∣∣∣∣
a=0

. (2.32)

Son prolongement à l’ordre k, défini dans l’espace de jet J(k) comme

suit :

X(k) = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηj(x, u)

∂

∂uj
+ η

(1)
ji (x, u, u1)

∂

∂uji
+ · · ·

+ η
(k)
ji1i2···ik

(x, u, u1, u2, . . . , uk)
∂

∂uji1i2···ik

. (2.33)

Avec,

η
(1)
ji = Diηj −

∂uj

∂xl
Diξl (2.34)
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...

η
(k)
ji1i2···ik

= Dik
η

(k−1)
ji1i2···ik−1

−
∂uji1i2···ik−1

∂xl
Dik

ξl (2.35)

l = 1, 2, . . . , n et Di la dérivée totale défine comme suit :

Di =
∂

∂xi
+ uji

∂

∂uj
+ ujii1

∂

∂uji1

+ · · · + ujii1i2···in

∂

∂uji1i2···in

+ · · · (2.36)

Dans la section suivante, nous présonterons une méthode de calcul du

groupe de symétrie à un paramètre, dont la définition sera aussi donnée

dans cette section, pour une équation aux dérivées partielles quelconque.

On passe ensuite, aux équations des écoulements turbulents anisothermes.

2.4 Détermination du groupe de symétrie

Considérons tout d’abord une équation aux dérivées partielles d’ordre

k sous cette forme :

F
(
x, u, u(1), u(2), . . . , u(k)

)
= 0. (2.37)

Avec, x = (x1, x2, . . . , xn) la variable indépendante, et u = (u1, u2, . . . , um)

la variable dépendante. Soit Ta(x, u) = (x̂i, ûj) une transformation de classe

C∞ et qui dépend continûment de a. Elle est définie par :

x̂i = Ti(x, u, a), (2.38)

ûj = Uj(x, u, a). (2.39)

Cette transformation est une symétrie de l’équation aux dérivées partielles

(2.37) si :

F
(
x, u, u(1), u(2), . . . , u(k)

)
= 0 ⇒ F

(
x̂, û, û(1), û(2), . . . , û(k)

)
= 0 (2.40)
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L’égalité (2.40) signifie que l’image d’une solution de l’équation aux dé-

rivées partielles (2.37) , par la transformation (2.38) et (2.39,) est aussi une

solution de (2.37) .

Avant de définir le groupe de symétries, on aborde la notion de groupe

de Lie. Ce groupe joue un rôle important dans la physique mathématique

(mécanique quantique, mécanique des fluides, théorie des cordes.... ).

Définition 4 Un groupe de Lie est une variété différentiable G, de classe

C∞, munie d’une structure de groupe, telle les opérations de multiplication

et d’inversion sont différentiables de classe C∞.

Définition 5 Le groupe de symétries de Lie d’une équation aux dérivées

partielles est l’ensemble des transformations à un paramètre 2 local a 3 conti-

nues par rapport à a et vérifiant l’égalité (2.40). Cet ensemble vérifie les

axiomes d’un groupe et T0 = Id est son élément neutre.

Après la définition de ces deux groupes, on peut voir les groupes de

Lie comme des familles de symétries qui varient d’une façon régulières

en fonctions des paramètres. Par exemple, le groupe de rotation SO(2)

d’angle θ, est une famille de symétrie qui dépend d’une façon continue

d’un paramètre θ, où l’action de ce groupe sur R2 est définie comme suit :







cos θ − sin θ

sin θ cos θ


 ,



x1

x2





 →




cos θ − sin θ

sin θ cos θ


 .



x1

x2


 =



x1 cos θ −x2 sin θ

x1 sin θ +x2 cos θ




(2.41)

De plus, le calcul du groupe de symétrie est algorithmique. Il est pré-

senté par les étapes suivantes [54] :

2. On peut définir aussi le groupe de symétrie à plusieurs paramètres.
3. a est un paramètre local dans un voisinage centré en 0.
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• Etablissement du prolongement X(k) du champ de vecteurs X de

l’équation (2.37) d’odre k, en fonction de ξ et η par la relation (2.34,. . . ,2.35).

• En utilisant la condition 4 :

F
(
x, u, u(1), u(2), . . . , u(k)

)
= 0 ⇒ X(k).F

(
x, u, u(1), u(2), . . . , u(k)

)
= 0,

(2.42)

on construit un système d’équations aux dérivées partielles vérifiées

par les composantes infinitésimales ξ et η du champ de vecteurs X.

• La résolution de ce système, par les codes des calculs GeM de A. F.

Cheviakov [12] , donne les générateurs infinitésimaux en fonction des

variables indépendantes et dépendantes.

• Pour chaque générateur infinitésimal, on applique la rélation (2.9)

pour trouver la transformation à un paramètre associée.

On aura finalement le groupe de symétrie de l’équation (2.37).

Notre première application de la théorie de groupe de Lie sera sur les

équations des écoulements turbulents anisothermes. On calcule le groupe

de symétries associé à ces équations, ce qui va contribuer d’une part à

la construction d’une classe de modèles de sous-maille invariants par ce

groupe de symétrie, et d’autre part à la détermination de lois d’échelles

d’un écoulement parallèle en appliquant la méthode de RANS.

4. C’est une condition suffisante pour qu’une transformation soit une symétrie de l’équation différen-
tielle [54]
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2.4.1 Groupe de symétrie des écoulements turbulents aniso-

thermes

On représente les équations des écoulements turbulents anisothermes

déjà définies au chapitre 1, paragraphe 1.1.5 comme suit :





∂u

∂t
+ div(u⊗ u) = − 1

ρ∇p+ 2ν div(S) + βg(θ − θref)eg

∂θ

∂t
+ div(uθ) = κ div(∇θ)

div(u) = 0

(2.43)

Il y a plusieurs types de symétries pour un système d’équations aux

dérivées partielles, mais on se limitera dans cette thèse au groupe G des

transformations à un paramétre.

Dans ce qui suit, on détermine le groupe des transformations à un para-

mètre qui laissent invariant l’ensemble des solutions de l’équations (2.43).

En effet, ces équations sont équivalentes à des équations de la forme :

F


q,

∂q

∂t
,
∂q

∂x
,
∂2q

∂x2


 = 0, (2.44)

Avec q = (t, x, u, θ, p).

Soit Ta un élément du groupe G. Il est de la forme :

Ta : q 7−→ q̂,

où a est le paramètre du groupe G.
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Soit X un générateur infinitésimal du groupe G de la forme :

X = ξt

∂

∂t
+ ξxi

∂

∂xi
+ ηui

∂

∂ui
+ ηθ

∂

∂θ
+ ηp

∂

∂p
, (2.45)

où

ξt =
∂t̂

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

ξxi
=
∂x̂i

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

i = 1, 2, 3.

ηui
=
∂ûi

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

i = 1, 2, 3.

ηθ =
∂θ̂

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

ηp =
∂p̂

∂a

∣∣∣∣∣∣∣
a=0

et X(2) son prolongement à l’ordre 2 [54] défini comme suit :
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X(2) = X +
3∑

i=1
ηT

i

∂

∂



∂ui

∂t




+
3∑

i,j=1
ηj

i

∂

∂



∂ui

∂xj




+

3∑

j=1
ηj

p

∂

∂



∂p

∂xj




+
3∑

j=1
ηj

θ

∂

∂



∂θ

∂xj




+

3∑

i,j=1
ηjj

i

∂

∂



∂2ui

∂x2
j




+
3∑

j=1
ηjj

θ

∂

∂



∂2θi

∂x2
j




où

ηT
i = Dtηui

−
∂ui

∂t
Dtξt, i = 1, 2, 3.

ηj
i = Dxj

ηui
−
∂ui

∂xk
Dxj

ξxk
, i, j = 1, 2, 3.

ηj
p = Dxj

ηp −
∂p

∂xk
Dxj

ξxk
, j = 1, 2, 3.

ηj
θ = Dxj

ηθ −
∂θ

∂xk
Dxj

ξxk
, j = 1, 2, 3.

ηjj
i = Dxj

ηj
i −

∂2ui

∂xk∂xj
Dxj

ξxk
, i, j = 1, 2, 3.

ηjj
θ = Dxj

ηj
θ −

∂2θ

∂xk∂xj
Dxj

ξxk
, i, j = 1, 2, 3.

et Dα désigne la dérivation totale par rapport à α.

La condition de symétrie [54] :

F = 0 ⇒ X(2).F = 0 (2.46)
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nous donne un système d’équations différentielles ordinaires vérifiées par ξ•

et η•, dont la résolution conduit aux générateurs infinitésimaux des équa-

tions des écoulements turbulents anisothermes. Notons que ces calculs sont

effectuées avec le logiciel de calcul symbolique Maple et les codes GeM de

A. F. Cheviakov [12] :

X0 =
∂

∂t
(2.47)

Y0 = ζ(t)
∂

∂p
(2.48)

Z0 = βgx3
∂

∂p
+ ρ−1 ∂

∂θ
(2.49)

X12 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
+ u2

∂

∂u1
− u1

∂

∂u2
(2.50)

Xi = αi(t)
∂

∂xi
+ α̇i(t)

∂

∂ui
− ρxiα̈i(t)

∂

∂p
, i = 1, 2, 3. (2.51)

Y1 = 2t
∂

∂t
+

3∑

j=1
xj

∂

∂xj
−

3∑

j=1
uj

∂

∂uj
− 2p

∂

∂p
− 3θ

∂

∂θ
(2.52)

Y2 =
3∑

j=1
xj

∂

∂xj
+

3∑

j=1
uj

∂

∂uj
+ 2p

∂

∂p
+ θ

∂

∂θ
+ 2ν

∂

∂ν
+ 2κ

∂

∂κ
, (2.53)

avec ζ(t) et αi(t) sont des fonctions de classe infinie quelconques.

Ces générateurs infinitésimaux déterminent complètement le groupe G

des symètries. En effet, connaissant X, on peut reconstruire les transfor-
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mations du groupe G à partir du système suivant (2.9) :




dq̂

da
= X.q̂

q̂(0) = q.

(2.54)

Lorsqu’on applique le système (2.54) aux générateurs (2.47)-(2.53), on

obtient un système d’équations différentielles ordinaires, dont la résolution

conduit aux groupes de symétrie à un paramètre des équations (2.43) :

– Le groupe des translations temporelles

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t+ a, x, u, θ, p) (2.55)

– Le groupe des translations par rapport à la pression

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, x, u, θ, p+ ζ(t)) (2.56)

– Le groupe des translations pression-température

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, x, u, θ +
a

ρ
, p+ aβgx3) (2.57)

– Le groupe des rotations horizontales, d’angle a

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, Rx,Ru, θ, p), (2.58)

où R est la matrice de rotation.

– Le groupe des transformations galiléennes généralisées

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, x+ α(t), u+ α̇(t), θ, p+ ρx � α̈(t)), (2.59)

où x = (xi)i, α = (αi)i, αi(t) étant une fonction quelconque de classe

C∞.
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– Premier groupe de changement d’échelles

(t, x, u, θ, p) 7−→ (a2t, ax, a−1u, a−3θ, a−2p) (2.60)

– Second groupe de changement d’échelles

(t, x, u, θ, p, ν, κ) 7−→ (t, ax, au, aθ, a2p, a2ν, a2κ). (2.61)

Grâce à la théorie de Lie, on a pu trouver les groupes de symétries à

un nombre fini de paramètres des équations (2.43). Mais, elles possèdent

d’autres groupes de symétries qui ne sont pas à un paramètre, comme

l’invariance par réflection et l’indifférence matérielle 5, définies comme suit :

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t,Λx,Λu, i2θ, p), (2.62)

(t, x, u, θ, p) 7→ (t, R(t)x,R(t)u+ Ṙ(t)x, θ, p− 3wψ +
1
2
w2 ‖x‖2), (2.63)

où Λ = diag(i1, i2, i3), il = ±1, ψ la fonction de courant et R(t) la

matrice de rotation plane, d’angle wt :

R(t) =




coswt sinwt 0

− sinwt coswt 0

0 0 1



.

Comme le groupe de symétries représente les propriétés physiques intrin-

sèques contenues dans les équations, il offre un outil efficace de modélisation

des phénomènes physiques. Cette modélisation était souvent construite à

partir d’hypothèses physiques ou mathématiques (R. Schiestel [69, 70], P.

Sagaut [66]) sans tenir compte de la symétrie, ce qui détruit les propriétés

physiques de l’écoulement considéré (voir D. Razafindralandy & H. Ham-

douni. [64]). Au niveau des lois d’échelles, M. Oberlack [49, 50, 51, 52] est

5. L’indifférence matérielle est une symétrie en 2D
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le premier à utiliser cette théorie pour déterminer ces lois pour un écou-

lement parallèle isotherme. Au niveau de la modélisation des phénomènes

physiques, D. Razafindralandy, A. Hamdouni et al. [63, 60, 61, 62] ont été

les premiers à construire une classe de modèles de turbulence invariants

par les groupes de symétrie des équations de Navier-Stokes isothermes.

Dans ce chapitre, nous avons défini le groupe de Lie et le groupe de sy-

métrie à un paramètre pour une équations aux dérivées partielles. Ensuite,

nous avons cité le principe général pour calculer ce groupe en utilisant le

code formel GeM. Enfin, nous avons appliqué ce principe de calcul pour

déterminer le groupe de symétrie des équations turbulents anisothermes.

Dans le chapitre suivant, on propose quelques applications de la théorie

des groupes de symétries en mécanique des fluides. D’abord, en dynamique

tourbillonaire pour trouver des solutions et des vortex particulier. Puis, on

développe des nouvelles lois d’échelles pour un écoulement anisotherme.
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Chapitre 3

Usage du groupe de symétries en
mécanique des fluides

Le but de ce chapitre est de montrer l’importance de la théorie du

groupe de symétries en mécanique des fluides, notamment pour trouver des

solutions exactes de l’équation de Navier-Stokes anisotherme. On cherche

des solutions invariantes par les groupes de symétrie associés [28, 27]. Par

ces solutions, on détecte des vortex particuliers [26, 28]. Enfin, on présente

de nouvelles lois d’échelles pour un écoulement parallèle anisotherme.

3.1 Solution auto-similaire

3.1.1 Définition

Définition 6 Soient E une équation aux dérivées partielles de la forme :

E(t, x, u) = 0, (3.1)

Ta une symétrie à un paramètre a de l’équation (3.1), définie par :

Ta(q) = q̂ = (t̂, x̂, û), (3.2)

avec x = (x1, x2, . . . , xn) la variable indépendante, et u = (u1, u2, . . . , um)

la variable dépendante.
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Une solution auto-similaire de l’équation (3.1) est une solution qui ne

change pas avec la transformation Ta, c’est-à-dire :

û(t̂, x̂) = u(t, x). (3.3)

Autrement dit, si X est le générateur infinitésimal de la transformation

Ta, u est une solution auto-similaire ssi

X.u = 0. (3.4)

Le calcul des solutions auto-similaires, est l’une des premières utilisa-

tions de la théorie des groupes de symétrie en mécanique des fluides. Avec

cette théorie, on peut :

• Trouver des solutions exactes de l’équations Navier-Stokes (voir partie

dynamique tourbillonnaire 3.2)

• A partir d’un ensemble de solutions, obtenir de nouvelles solutions en

appliquants un élément du groupe sur cet ensemble.

• Trouver les lois d’échelles (3.3)

• A partir des invariances de l’EDP, utiliser la théorème de E. Nœ-

ther [73], pour les problèmes variationnels, pour obtenir des lois de

conservation.

• Résoudre les équations différentielles ordinnaires EDO (V. A. Baikov

& N. H. Ibragimov [3])

• Réduire les équations aux dérivées partielles (voir W.I. Fushchych

[20, 21].
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Dans le paragraphe suivant, on va déterminer les solutions auto-similaires

d’un écoulement de couche-limite laminaire bidimensionel isotherme.

3.1.2 Ecoulement bidimensionnel cisaillé

Considérons un écoulement bidimensionnel cisaillé en 2D. Cet écoule-

ment est gouverné par les équations suivantes :




∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− ν

∂2u

∂y2 = 0.

(3.5)

Les groupes de symétries du système (3.5) sont :

– Le groupe des translations :

X1 =
∂

∂x

X2 =
∂

∂y

X3 = Ġ(x)u
∂

∂v
+G(x)

∂

∂y
,

où G(x) est une fonction arbitraire.

– Premier groupe de changement d’échelles :

X4 = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u

– Second groupe de changement d’échelles :

X5 = −2x
∂

∂x
− y

∂

∂y
+ v

∂

∂v
.
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Ce système d’équation admet quelques solutions particulières qu’on peut

calculer en cherchant la solution auto-similaire associée à la combinaison du

premier et du second groupe de changement d’échelles X = n1X4 + n2X5 :

(x, y, u, v) −→ (x̂ = an1x, ŷ = an2y, û = an1−2n2u, v̂ = a−n2v), (3.6)

où n1 et n2 sont deux entiers relatifs.

Ces solutions vérifient les deux égalités suivantes :

û(x̂, ŷ) = u(x, y), v̂(x̂, ŷ) = v(x, y). (3.7)

Dérivons l’égalité (3.7) par rapport à a au voisinage de a = 1 on obtient :

(n1 − 2n2)u+ n1x
∂u

∂x
+ n2y

∂u

∂y
= 0 (3.8)

− n2v + n1x
∂v

∂x
+ n2y

∂v

∂y
= 0. (3.9)

Il y a deux cas à traiter :

1. Si n1 = 0, on a les solutions auto-similaires suivantes :

u(x, y) = y2F (x) v(x, y) = yH(x) (3.10)

2. Si n1 6= 0, les équations caractéristiques (3.8, 3.9) admettent une so-

lution :

u(x, y) = x1−2αF (
y

xα
), v(x, y) = x−αH(

y

xα
) avec α =

n2

n1
(3.11)

F et H vérifient un système d’équations différentielles ordinaires, dé-

duit en injectant la forme (3.10) et (3.11) dans (3.5) [65].
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Choix de α

(a) Si on cherche la solution d’un jet, avec une quantité de mouvement

constant :

Φ =
∫ +∞

−∞
u2(x, y)dy,

il faut que α = 2
3 et la solution du jet est :

u(x, y) = x−1/3F (η), v(x, y) = x−2/3H(η) et η =
y

x2/3 (3.12)

(b) Pour un écoulement de couche-limite, il faut que :

lim
y→+∞u(x, y) = constante, (3.13)

indépendant de y pour un x fixé. Pour cela, il faut que α = 1
2 , et

que la variable auto-similaire soit
y

x1/2.

(c) Pour trouver le profil parabolique de la vitesse d’un écoulement

dans un canal, il suffit de prendre :

α = 1/4 et F (η) = η2.

Dans cette partie, nous avons utilisé la solution auto-similaire associée

à la transformation d’échelle des écoulements cisaillés pour calculer des

solutions particulières intéressantes connues en mécanique des fluides afin

de montrer l’importance du groupe de symétrie et notamment la solution

auto-similaire. Dans le paragraphe suivant, on va calculer des solutions

exactes des équations Navier-Stokes anisothermes, en utilisant certaines

propriétés du groupe de symétries de ces équations.

3.2 Dynamique tourbillonnaire

Dans ce paragraphe, on utilise le groupe de rotation X12 (2.50) dans

le plan (xOy) d’angle a et le groupe des transformations galiléennes géné-

ralisées X1 (2.51) dans la direction de x1, des équations de Navier-Stokes
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anisothermes (2.43), pour trouver quelques solutions exactes. Puis, dans

un cas particulier, on trouve le vortex de Burgers, Burgers-Lundgren, le

cisaillement de Burgers et certains vortex instationnaires.

3.2.1 Groupe de rotation X12

Les invariants du groupe de rotation X12, sont les solutions de l’équation

caractéristique suivante :

X12.I = x2
∂I

∂x1
− x1

∂I

∂x2
+ u2

∂I

∂u1
− u1

∂I

∂u2
(3.14)

Ces invariants sont alors :

r =
√
x2 + y2, z et t. Avec (x1, x2, x3) = (x, y, z).

Autrement dit, ce sont les variables indépendantes des coordonnées cy-

lindriques. Par ces invariants, on fait un changement de variables de la

forme : 



x = r cosϕ, y = r sinϕ

u1 = Ur(r, z, t) cosϕ− Uϕ(r, z, t) sinϕ

u2 = Ur(r, z, t) sinϕ+ Uϕ(r, z, t) cosϕ

u3 = Uz(r, z, t)

θ = T (r, z, t) et p = P (r, z, t),

(3.15)

Par ce changement de variables, le système (2.43), se réduit à :

∂Ur

∂t
+ Ur

∂Ur

∂r
−
U 2

ϕ

r
+ Uz

∂Ur

∂z
+
∂P

∂r
− ν



∂2Ur

∂r2 +
1

r

∂Ur

∂r
−
Ur

r2 +
∂2Ur

∂z2


 = 0

(3.16)

∂Uϕ

∂t
+ Ur

∂Uϕ

∂r
+
UrUϕ

r
+ Uz

∂Uϕ

∂z
− ν



∂2Uϕ

∂r2 +
1

r

∂Uϕ

∂r
−
Uϕ

r2 +
∂2Uϕ

∂z2


 = 0

(3.17)

62



3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

∂Uz

∂t
+Ur

∂Uz

∂r
+Uz

∂Uz

∂z
+
∂P

∂z
−ν



∂2Uz

∂r2 +
1

r

∂Uz

∂r
+
∂2Uz

∂z2


−βgT = 0 (3.18)

∂T

∂t
+ Ur

∂T

∂r
+ Uz

∂T

∂z
− κ



∂2T

∂r2 +
1

r

∂T

∂r
+
∂2T

∂z2


 = 0 (3.19)

∂Ur

∂r
+
Ur

r
+
∂Uz

∂z
= 0 (3.20)

Supposons que Ur = Ur(r), Uϕ = Uϕ(r) et P = P (r). Dans ce cas, la

solution exacte de l’équation (3.16) et (3.17) est :

Ur =
c1

r

Uϕ =
c2

r
+ c3r

(1+
c1

ν
)

P = c12 −
1

2r2(c
2
2 + c2

1) + ν
2c3c2

c1
r

−
c1

ν +
ν

2

c2
3

c1 + ν
r

2+2
c1

ν

avec c1, c2, c3 et c12 sont des constantes arbitraires.

Ensuite, on déduit de l’équation (3.20) (respectivement de l’équation

(3.18) ) que Uz = Uz(r, t) et T = T (r, t) ne dépendent pas de z.

Il reste deux équations à résoudre, (3.18) et (3.19), qui se réduisent aux

équations suivantes :

∂Uz

∂t
+ Ur

∂Uz

∂r
− ν



∂2Uz

∂r2 +
1

r

∂Uz

∂r


 − βgT = 0 (3.21)

∂T

∂t
+ Ur

∂T

∂r
− κ



∂2T

∂r2 +
1

r

∂T

∂r


 = 0 (3.22)
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On calcule tout d’abord le groupe de symétries des équations (3.21) et

(3.22), puis on cherche des solutions auto-similaires associées à ces deux

équations. Le groupe de symétries des équations (3.21) et (3.22) est :

X1 =
∂

∂t
(3.23)

X2 = Uz

∂

∂Uz
+ T

∂

∂T
(3.24)

X3 = 2t
∂

∂t
+ r

∂

∂r
+ αUz

∂

∂Uz
+ (α− 2)T

∂

∂T
. (3.25)

Avec α, un nombre réel.

On cherche maintenant les solutions auto-similaires associées au groupe

de symétries X3 (3.25), en supposant que α = 1.

X3.Uz = 0 (3.26)

X3.T = 0 (3.27)

Les deux équations (3.26) et (3.27) donnent les équations caractéristiques

suivantes :

2t
∂Uz

∂t
+ r

∂Uz

∂r
+ Uz

∂Uz

∂Uz
= 0 (3.28)

2t
∂T

∂t
+ r

∂T

∂r
− T

∂T

∂T
= 0. (3.29)

L’invariant de ces deux équations, noté η, est de la forme :

η =
r2

t
.

et les deux solutions auto-similaires sont :

Uz = Φ(η) (3.30)

T =
1
t
Ψ(η). (3.31)
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Avec Φ et Ψ vérifient un système d’équations différentielles ordinaires,

obtenu en injectant les formes (3.30) et (3.31) dans (3.21) et (3.22) :

− 4νηΦ̈ + (2c1 − 4ν − η)Φ̇ = βgΨ (3.32)

− 4κηΨ̈ + (2c1 − 4κ− η)Ψ̇ = 0 (3.33)

Les solutions de ces deux équations différentielles ordinaires (3.32) et (3.33),

sont :

Φ(η) =
∫ η

η0

s
c1

2ν
−1 exp(

−s
4ν

)
{
c5 − βg

4ν

∫ s

s0

Ψ(ξ) exp(
ξ

4ν
)ξ

−c1

2ν dξ
}

ds (3.34)

et

Ψ(η) = c4

∫ η

η0

s
c1

2κ
−1 exp(

−s
4κ

)ds. (3.35)

Avec c4 et c5 sont deux constantes arbitraires.

La solution des équations de Navier-Stokes pour les écoulements aniso-

thermes, en fonction des coordonnées cylindriques, est de la forme :





Ur(r) =
c1

r

Uϕ(r) =
c2

r
+ c3r

(1+ c1

ν
)

Uz(r, t) =
∫ r2

t

r2

0

t0

s
c1

2ν
−1 exp(

−s
4ν

)
{
c5 − βg

4ν

∫ s

s0

Ψ(ξ) exp
(
ξ

4ν

)
ξ

−c1

2ν dξ
}

ds

T (r, t) = c4

t

∫ r2

t

r2

0

t0

s
c1

2κ
−1 exp(

−s
4κ

)ds =
1
t
Ψ

P (r) = c12 − 1
2r2 (c2

2 + c2
1) + ν 2c3c2

c1

r
−c1

ν + ν
2

c2

3

c1+νr
2+2 c1

ν

(3.36)
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et, en coordonnées cartésienes, est de la forme :




u1 = c1

r2x− c2

r2y − c3yr
c1

ν

u2 = c1

r2y + c2

r2x+ c3xr
c1

ν

u3 = Uz(r, t)

θ = T (r, t)

p = c12 − 1
2r2 (c2

2 + c2
1) + 2c3νc2

c1

r
−c1

ν + ν
2

c2

3

c1+νr
2+2 c1

ν .

(3.37)

On remarque dans le terme Uz(r, t), l’effet du couplage de la tempé-

rature et les champs de vitesses. La troisième composante des champs de

vitesses Uz(r, t) dépend d’une manière explicite de la température T (r, t).

Pour la suite, on va calculer la vorticité, notée w, associée aux solutions

exactes générales des équations de Navier-Stokes anisothermes en coordon-

nées cylindriques, on traitra ensuite quelques cas particuliers. La vorticité

w en coordonnées cylindriques est :

w = rot(u) =




wr

wϕ

wz




=




1

r

∂Uz

∂ϕ
−
∂Uϕ

∂z
∂Ur

∂z
−
∂Uz

∂r
1

r



∂(rUϕ)

∂r
−
∂Ur

∂ϕ







(3.38)

On obtient :

wr = 0 (3.39)

wϕ = −2
r

c1

ν
−1

t
c1

2ν

exp


− r2

4νt








c5 − βg

4ν

∫ r2/t

r2

0
/t0

Ψ(ξ) exp
(
ξ

4ν

)
ξ

−c1

2ν dξ
︸ ︷︷ ︸

Influence de la température





(3.40)
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wz =
(
c1

ν
+ 2c3

)
r

c1

ν (3.41)

• Supposons que β = 0 (convection forcée) et c1 = 0, on obtient une

solution particulière des équations de Navier-Stokes pour les écoule-

ments anisothermes en coordonnées cylindriques :




Ur(r) = 0

Uϕ(r) =
c2

r
+ c3r

Uz(r, t) = c5

∫ r2

t

r2

0

t0

s−1 exp(
−s
4ν

)ds

T (r, t) = c4

t

∫ r2

t

r2

0

t0

s−1 exp(
−s
4κ

)ds

(3.42)

A partir de cette solution, on déduit les tourbillons d’Oseen (vortex

circulaire voir Figure 3.1) et la vorticité associée est :

wr = 0

wϕ = −2
c5

r
exp


− r2

4νt




et

wz = 2c3.

Figure 3.1 – Tourbillon d’Oseen
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• Supposons que β = 0 et c1 = ν, on obtient une solution particulière

de la forme :




Ur(r) =
ν

r

Uϕ(r) =
c2

r
+ c3r

2

Uz(r, t) = c5

∫ r2

t

r2

0

t0

s
−1

2 exp(
−s
4ν

)ds

T (r, t) = c4

t

∫ r2

t

r2

0

t0

s
ν

2κ
−1 exp(

−s
4κ

)ds

(3.43)

La vorticité associée à ce système (3.43) est :

wr = 0

wϕ = −2
c5

t
1

2

exp


− r2

4νt




et

wz = (1 + 2c3) r

Ceci représente les tourbillons spirales Figure 3.2.

3.2.2 Vortex de Burgers détecté par le groupe de rotation X12

Pour trouver le vortex de Burgers [44, 27] à partir du groupe rotation,

il suffit de choisir :

Ur = −
γ

2
r (3.44)

Uϕ = rf(r) (3.45)

Uz = γz (3.46)

comme solution de l’équation (3.16)-(3.20), avec γ une constante.
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Figure 3.2 – Tourbillon spirale

A partir de l’équation (3.16), la dérivée de la pression par rapport à r

vérifie :

∂P

∂r
= −

γ2

4
r + rf 2(r), (3.47)

où f(r) est une fonction radiale. On substitue Ur, Uϕ, et Uz de l’égalité

(3.44), (3.45) et (3.46), par leurs valeurs dans l’équation (3.17), on obtient

une équation différentielle ordinaire :

f̈ + (
1
2
γr

ν
+

3
r

)ḟ +
γ

ν
f = 0. (3.48)

La solution générale de l’équation (3.48) est :

f(r) =
f0 − (f0 − f1) exp(−ar2)

r2 , (3.49)

avec f0, f1, γ, a sont des constantes et,

a =
γ

4ν
.

Supposons de plus que la dérivée de la pression ne dépend pas de r,

alors d’après l’équation (3.18) on déduit que la température ne dépend pas

de r, et elle vérifie :
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T̈ − γ

κ
zṪ = 0. (3.50)

La solution générale de l’équation (3.50) est :

T (z) = T0 + T1

∫ z

0
exp(

1
2
γ

κ
ξ2)dξ. (3.51)

Selon le signe de γ, la température est égale à :

T (z) =





T0 + T1
√πκ

2γ erfi(
√

γ
2κz) si γ > 0

T0 + T1

√
−πκ
2γ erf(

√−γ
2κ z) si γ 6 0

(3.52)

Parsuite, on a :

∂P

∂z
= −γ2z + βgT (z). (3.53)

Avec T0, T1 deux constantes, erf, et erfi sont deux fonctions définies

comme suit :

erf(x) =
2

√
π

∫ x

0
exp(−s2)ds.

erfi(x) =
2

√
π

∫ x

0
exp(s2)ds.

Enfin, la forme finale du champ de vitesse exact est :

u1 = −γ
2
x− yf(r) (3.54)

u2 = −γ
2
y + xf(r) (3.55)

u3 = γz (3.56)

70



3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

-5.0

-2.5

0.0 y
2.5

5.0

0.0

2.5

0.1

x

0.0

0.2

-2.5

0.3

-5.0

5.0

0.4

0.5

(a) ω3(x, y), γ = 1

r
K6 K4 K2 0 2 4 6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

(b) ω3(r), γ = 1

Figure 3.3 – 3e composante du vortex de Burgers ω3, pour f0 = 1, f1 = 0 et ν = 1

Son vortex est :

ω = T



∂u3

∂y
−
∂u2

∂z
,
∂u1

∂z
−
∂u3

∂x
,
∂u2

∂x
−
∂u1

∂y




= T (0, 0, ω3)

= ω3e3, (3.57)

avec

ω3 = 2f(r) + rḟ(r) = 2af0 exp(−ar2).

Les tourbillons de Burgers sont des généralisations en 3D des vortex

d’Oseen, mais ils ne dépendent pas du temps.

3.2.3 Vortex de Burgers-Lundgren détecté par le groupe de ro-

tation X12

Un autre vortex intéressant, que l’on peut trouver par le groupe de

rotation X12, est le vortex de Burgers-Lundgren [42] associé au champ de
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vitesse de l’équation (3.16) . . . (3.20) :

Ur = −γ
2
r (3.58)

Uϕ = rf(r, t) (3.59)

Uz = γz (3.60)

La fonction f(r, t) dépend de r et t. Elle vérifie :

ft − νfrr − (
1
2
γr +

3ν
r

)fr − γf = 0. (3.61)

La solution particulière de (3.61) qui aboutit au vortex de Burgers-

Lundgren, Figure (3.4), est de la forme :

f(r, t) = f0

1 − exp


−

ar2

1 − exp(−γt)




r2 . (3.62)

Dans ce cas, le vortex est instationnaire :

ω = T (0, 0, w3(r, t)). (3.63)

Avec

w3(r, t) = 2af0

exp


1 −

ar2

1 − exp(−γt)




1 − exp(−γt) . (3.64)

72



3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

2.0

1.75
0.0

4 1.5
r

0.5

3
1.252

1.0

t 1
1.0

1.5

0

2.0

Figure 3.4 – Vortex de Burgers-Lundgren pour f0 = 1 = γ = ν

3.2.4 Transformations galiléennes généralisées X1

Les invariants du groupe des transformations galiléennes généralisées X1

(2.51) sont les solutions de l’équation suivante :

X1.I = α1(t)
∂I

∂x1
+ α̇1(t)

∂I

∂u1
− ρx1α̈1(t)

∂I

∂p
. (3.65)

et qui sont :

t, y, z,

u1 −
α̇1(t)

α1(t)
x, u2, u3, θ et p+

ρ.α̈1(t)

2α1(t)
x2.
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On utilise ces invariants pour faire le changement de variables suivant :




U1(y, z, t) = u1 −
α̇1(t)

α1(t)
x

U2(y, z, t) = u2

U3(y, z, t) = u3

T (y, z, t) = θ

P (y, z, t) = p+
ρ.α̈1(t)

2α1(t)
x2

(3.66)

Supposons de plus, que ρ = 1, α1(t) = cte, U2 = U2(y), U3 = U3(z),

T = T (y, z, t), et P = P (y, z, t). Le système (2.43) se réduit à :

U1t + U2U1y + U3U1z − ν(U1yy + U1zz) = 0 (3.67)

U2U2y + Py − νU2yy = 0 (3.68)

U3U3z + Pz − νU3zz = β.g.T (3.69)

Tt + U2Ty + U3Tz − κ(Tyy + Tzz) = 0 (3.70)

U2y + U3z = 0. (3.71)

La solution générale de l’équation de continuité (3.71) est de la forme :

U2 = c1y + c2

U3 = −c1z + c3,
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où c1 6= 0, c3 et c3 sont deux constantes arbitraires. A partir des équations

(3.68) et (3.69) on déduit :

P = −
1

2
c2

1.y
2 + c1c3z − c1c2y −

1

2
c2

1.z
2 + βg

∫
T (z)dz + g(t).

Avec g(t) est une fonction quelconque qui dépend de t.

Enfin, d’après (3.69) on déduit que la fonction T ne depend que de t et z.

Parsuite, l’équation de l’énergie devient :

Tt + (−c1z + c3)Tz − κTzz = 0. (3.72)

En appliquant la méthode de séparation des variables, la solution de

(3.72) est :

T (y, z, t) = c4c5 exp(CIt)M


−

1

2

CI

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1κ


+

c4 exp(CIt)c6U


−

1

2

CI

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1κ


 , (3.73)

où c4, c5, c6 et CI sont des constantes arbitraires,M et U sont les fonc-

tions de Kummer [1] définies par :

M(a, b, z) = KummerM(a, b, z)

= 1 +
a

b
z + · · · +

(a)n

(b)n

zn

n!
+ · · · ,

(α)n = (α)(α+ 1)(α+ 2) . . . (α+ n− 1)

(α)0 = 1

U(a, b, z) = KummerU(a, b, z)

=
π

sin πb




M(a, b, z)

Γ(1 + a− b)Γ(b)
− z1−b

M(1 + a− b, 2 − b, z)

Γ(a)Γ(2 − b)



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Γ(z) est une fonction définie pour ℜ(z) > 0 comme suit :

Γ(z) =
∫ ∞

0
exp(−t)tz−1dt.

Il reste la première équation (3.67) à résoudre :

U1t + (c1y + c2)U1y + (−c1z + c3)U1z − ν(U1yy + U1zz) = 0. (3.74)

Par la méthode de séparation des variables, on cherche une solution de

(3.74) sous la forme :

U1(y, z, t) = f1(y)f2(z)f3(t). (3.75)

On substitue l’égalité (3.75) dans l’équation (3.74), on a alors le système :

f̈1 − c1y + c2

ν
ḟ1 +

CII

ν
f1 = 0 (3.76)

f̈2 +
c1z − c3

ν
ḟ2 − CIII

ν
f2 = 0 (3.77)

ḟ3 + (CII − CIII)f3 = 0, (3.78)

dont la solution générale est de la forme :

f1(y) = c7M


−

1

2

CII

c1
,
1

2
,
1
2

(c1y + c2)2

c1ν


 + c8U


−

1

2

CII

c1
,
1

2
,
1
2

(c1y + c2)2

c1ν




f2(z) = c9M


−

1

2

CIII

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1ν


+c10U


−

1

2

CIII

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1ν




f3(t) = c11 exp(CIII − CII)t,

où c7, c8, c9, c10, c11, CII et CIII sont des constantes. Par conséquence, la

solution exacte de (2.43) est :
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u1 =


c7M


−

1

2

CII

c1
,
1

2
,
1
2

(c1y + c2)2

c1ν


 + c8U


−

1

2

CII

c1
,
1

2
,
1
2

(c1y + c2)2

c1ν





 .


c9M


−

1

2

CIII

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1ν


+

c10U


−

1

2

CIII

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1ν





 . [c11 exp(CIII − CII)t] (3.79)

u2 = c1y + c2 (3.80)

u3 = −c1z + c3 (3.81)

θ = c4c5 exp(CIt)M


−

1

2

CI

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1κ


+

c4c6 exp(CIt)U


−

1

2

CI

c1
,
1

2
,−1

2

(−c1z + c3)2

c1κ


 (3.82)

p = −
1

2
c2

1.y
2 + c1c3z − c1c2y −

1

2
c2

1.z
2 + βg

∫
θ(z)dz + g(t). (3.83)

3.2.5 Le cisaillement de Burgers détecté par la transformation

X1

A partir des solutions (3.79)-(3.83) de l’équation (2.43), on déduit des

solutions particulières intéressantes par leur aspect physique. On distingue

entre autres deux cas :

⊚ CIII = CII ≡ λ = 0

⊚ CIII = CII ≡ λ 6= 0.
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Pour le premier cas, les équations (3.76)-(3.78) deviennent :

f̈1 − c1y + c2

ν
ḟ1 = 0 (3.84)

f̈2 +
c1z − c3

ν
ḟ2 = 0 (3.85)

ḟ3 = 0, (3.86)

leurs solutions est de la forme :

f1(y) =





K2 +K3
√

πν
2c1

erfi(
√

c1

2νy) si c1 > 0

K2 +K3

√
−πν
2c1

erf(
√−c1

2ν y) si c1 < 0

(3.87)

f2(z) =





K4 +K5
√

πν
2c1

erf(
√

c1

2νz) si c1 > 0

K4 +K5

√
−πν
2c1

erfi(
√−c1

2ν z) si c1 < 0

(3.88)

f3(t) = c11 (3.89)

où K2, K3, K4 et K5 sont des constantes, d’où la solution (3.79)-(3.83) se

réduit à :

u1 =





[
K2 +K3

√
πν
2c1

erfi(
√

c1

2νy))
] [
K4 +K5

√
πν
2c1

erf(
√

c1

2νz)
]

si c1 > 0

[
K2 +K3

√
−πν
2c1

erf(
√−c1

2ν y)
] [
K4 +K5

√
−πν
2c1

erfi(
√−c1

2ν z)
]

si c1 < 0

(3.90)

u2 = c1y (3.91)

u3 = −c1z (3.92)
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θ = c4c5 exp(CIt)M


−

1

2

CI

c1
,
1

2
,− c1

2κ
z2


+

c4c6 exp(CIt)U


−

1

2

CI

c1
,
1

2
,− c1

2κ
z2


 (3.93)

p = −
1

2
c2

1.y
2 −

1

2
c2

1.z
2 +

∫
(β.g.θ)dz + g(t). (3.94)

Afin de calculer le cisaillement du Burgers [71, 22], il suffit de prendre

c1 < 0 et K5 = 0 :

u = T (u1(y), c1y,−c1z) , (3.95)

avec

u1(y) = D0 +D1

√√√√−πν
2c1

erf(

√√√√−c1

2ν
y),

où D0 et D1 sont deux constantes.

Le vortex correspondant à la solution (3.95) est :

ω = T (0, 0, w3) (3.96)

avec

w3 = −u̇1(y) = −D1 exp
(
c1

2ν
y2
)
.

Autre que le cisaillement de Burgers, on peut trouver en supposant

c1 > 0 et K3 = 0, la solution particulière suivante :

u = T (u1(z), c1y,−c1z) (3.97)

u1(z) = D2 +D3

√√√√−πν
2c1

erf(

√√√√−c1

2ν
z)

où D2 et D3 sont deux constantes.

Le vortex correspondant à la solution (3.97) est :

ω = T (0, w2, 0) , (3.98)
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avec

w2 = u̇1(z) = D3 exp(
c1

2ν
y2).

Donc, la solution (3.90) peut être interprétée comme une solution gé-

nérale qui aboutit au cisaillement général de Burgers. Cette solution est

calculée dans la cas isotherme par Grassi et al. [27].

Dans le deuxième cas où CIII = CII ≡ λ 6= 0, on peut aussi trouver

des vortex stationnaires qui ont un sens physique intéressant. En effet,

supposons que c2 = c3 = c8 = c10 = 0 et λ = −c1 (c1 < 0), on obtient la

solution particulière suivante :

u1 = A exp(
c1

2ν
(y2 − z2)) (3.99)

u2 = c1y (3.100)

u3 = −c1z (3.101)

θ = exp(−c1t− 1
2
c1

κ
z2)


B −D

√
π


−1 + erf(

√
2

2

√

−c1

κ
z2)




 (3.102)

p = −
1

2
c2

1

[
y2 + z2

]
+
∫

(β.g.θ)dz + g(t). (3.103)

Le vortex associé à ce champ de vitesse est :

ω = T (0, ω2, ω3), (3.104)

où

ω2 = −Ac1

ν
z exp

[
c1

2ν
(y2 − z2)

]

ω3 = −Ac1

ν
y exp

[
c1

2ν
(y2 − z2)

]
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Les deux composantes ω2 et ω3, sont fonction de y et z. On peut déduire

un autre vortex particulier instationnaire de l’égalité (3.79) · · · (3.83). En

effet, supposons que CIII = λ
2 , CII = λ,CI = −c1 = λ, c2 = c3 = c7 = c8 =

c10 = 0, c9 6= 0 et g(t) = 0. la solution est de la forme :

u1 = Az1/2 exp
[
−(
λ

2
t+

λ

4ν
z2)

]
BesselI(−1

4
,
λ

4ν
z2) (3.105)

u2 = −λy (3.106)

u3 = λz (3.107)

θ = exp(λt+
λ

2κ
z2)


B1 −D1

√
π


−1 + erf(

√
2

2

√√√√λ

κ
z2)





 (3.108)

p = −
1

2
λ2

[
y2 + z2

]
+
∫

(β.g.θ)dz. (3.109)

Avec B1 et D1 sont deux constantes et Iν(z) := BesselI(ν, z), est la

fonction de Bessel modifiée :

Iν(z) =
(
z

2

)ν ∞∑

k=0

(
z2

4

)k

k!Γ(ν + k + 1)

Le vortex ω est :

ω = T (0, ω2, 0), (3.110)

où

ω2 = u1z

= −
λA

2ν
z3/2 exp


−λ(2tν + z2)

4ν



[
I− 1

4

(
λ

4ν
z2) − I 3

4

(
λ

4ν
z2)

]
(3.111)
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Figure 3.5 – 2e composante du vortex de Burgers instationnaire, λ = 4, ν = 1 et A = −1

Dans le paragraphe suivant, une nouvelle approche théorique pour les

écoulements turbulents anisothermes basée sur la théorie des groupes de

symétrie est présentée. Elle permet de calculer un grand nombre de «solu-

tions» pour la vitesse et la température moyenne des écoulements cisaillés

turbulents entre deux plans parallèles fixes.

3.3 Lois d’échelles d’un écoulement turbulent aniso-

therme moyenné

Dans le cadre d’utilisation des solutions auto-similaires, nous nous in-

téressons à déterminer les lois d’échelles pour un écoulement turbulent
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anisotherme par l’approche moyennée RANS, en utilisant la théorie des

groupes de symétries de Lie. En effet, dans le cas isotherme M. Oberlack

a trouvé et validé numériquement [50, 52] de nouvelles lois d’échelles (loi

de paroi) qui sont inaccessibles par l’analye dimensionnelle comme la loi

de paroi de Von Karman (1930). Récemment, M. Oberlack et S. Guenther

(2003) ont trouvé [53] trois nouvelles solutions différentes invariantes (lois

d’échelle) pour la diffusion de la turbulence de cisaillement, qui ont été va-

lidées expérimentalement plus tard (2008) par M. Kinzel et al. [36]. Aussi,

en couche limite turbulente, G. Khujadze et M. Oberlack [34, 35] ont utilisé

l’approche de groupe de Lie pour obtenir des nouvelles lois d’échelle pour

un écoulement à gradient de pression nul.

3.3.1 Approche moyennée

Considérons un fluide visqueux newtonien, incompressible, de coefficient

d’expansion thermique β et de diffusivité thermique k, dans un canal Ω,

de frontière Γ. Ce fluide est alors régi par les équations de conservation de

la quantité de mouvement :

∂u

∂t
+ div(u⊗ u) +

1

ρ
∇p− 2ν divS − βgθeg = 0, (3.112)

par l’équation de conservation de l’énergie :

∂θ

∂t
+ div(uθ ) − k div(∇θ ) = 0 (3.113)

et, par l’équation de la continuité :

div(u) = 0. (3.114)

Avec u, θ, p et eg sont respectivement, les champs de vitesse, la tempé-

rature, le champ de la pression et le vecteur unitaire vertical ascendant. La

décomposition standard de Reynolds est de la forme :
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f =< f > +f ′, (3.115)

où f ′ est la partie fluctuante de la grandeur f et < f > est un opérateur

défini comme étant la moyenne d’ensemble ou la moyenne stochastique sur

N réalisations du même écoulement, f (f = u, θ ou p) est une fonction

aléatoire en espace et en temps, prenant la valeur fk pour la réalisation k :

< f(x, t) >= lim
N→+∞

1

N

N∑

k=1
fk(x, t). (3.116)

Pour simplifier l’écriture, on écrit :

< ui >= Ui, < p >= P et < θ >= Θ.

On applique le principe de décomposition de Reynolds de l’égalité (3.115)

aux équations (2.43), on obtient :

• Les équations de conservation de la quantité de mouvement moyen-

nées :

∂Ui

∂t
+ Uk

∂Ui

∂xk
= −

∂P

∂xi
+ ν

∂2Ui

∂x2
k

−
∂ < uiuk >

∂xk
+ βgΘeg (3.117)

• Les équations de conservation de la quantité de mouvement fluc-

tuantes :

∂u′
i

∂t
+Uk

∂u′
i

∂xk
+u′

k

∂Ui

∂xk
−
∂ < uiuk >

∂xk
+
∂u′

iu
′
k

∂xk
+
∂p′

∂xi
−ν

∂2u′
i

∂x2
k

−βgθ′eg = 0

(3.118)

• Les équations de l’énergie moyennées :

∂Θ

∂t
+
∂ΘUj

∂xj
= κ

∂2Θ

∂x2
j

(3.119)

• Les équations de l’énergie fluctuantes :
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∂θ′

∂t
+
∂(Θu′

j + θ′Uj + θ′u′
j)

∂xj
− κ

∂2θ′

∂x2
j

= 0 (3.120)

• Les équations de la continuité moyennées :

∂Uk

∂xk
= 0 (3.121)

• Les équations de la continuité fluctuantes :

ψ =
∂u′

k

∂xk
= 0. (3.122)

Ensuite, on suppose que l’écoulement est dans la direction x1 perpen-

diculaire à l’axe x2, comme dans la Figure 3.6, et la pression moyenne

remplacée par P (x2) − x1K, avec K une constante.

Figure 3.6 – Ecoulement dans un canal.

On cherche les lois de paroi pour un écoulement bidimensionnel station-

naire en moyenne et on suppose que l’écoulement est de couche très mince,

ce qui implique :

U2 = U3 =
∂U1

∂x1
=
∂U2

∂x3
=
∂U1

∂t
=
∂Θ

∂x3
=
∂P

∂x3
= 0.

Supposons de plus que les moyennes U1,Θ et P sont fonctions de x2

seul, alors les équations deviennent :
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



Mi =
∂u′

i

∂t
+ U1

∂u′
i

∂x1
+ u′

2

dU1

dx2
δi1 −


K + ν

∂2U1

∂x2
2


 δi1 +



∂P

∂x2
− βgΘ


 δi2+

∂u′
iu

′
k

∂xk
+
∂p′

∂xi
− ν

∂2u′
i

∂x2
k

− βgθ′δi2 = 0

N =
∂θ′

∂t
+
∂θ′u′

j

∂xj
− κ

∂2θ′

∂x2
j

− κ
∂2Θ

∂x2
2

+ u′
2

∂Θ

∂x2
+ U1

∂θ′

∂x1
= 0

ψ =
∂u′

k

∂xk
= 0

(3.123)

Dans le paragraphe suivant, on détermine les groupes de symétries des

équations (3.123). On résout des centaines d’équations pour trouver les

symétries du système (3.123).

3.3.2 Groupe de symétrie et lois d’échelles

Les équations (3.123) sont équivalentes à un système de la forme :

S(t, xi, U1,Θ, P, u′
i, θ

′, p′) = 0. i = 1, 2, 3. (3.124)

Soit X un générateur infinitésimal du groupe de symétrie G du système

(3.124) , il est de la forme :

X = ξt

∂

∂t
+ξxi

∂

∂xi
+ξU1

∂

∂U1
+ξΘ

∂

∂Θ
+ξP

∂

∂P
+ξu′

i

∂

∂u′
i

+ξθ′

∂

∂θ′+ξp′

∂

∂p′ (3.125)

et X(2) son prolongement d’ordre 2. La condition de symétrie [54] :

S = 0 ⇒ X(2).S = 0, (3.126)

aboutit aux composantes infinitésimales suivantes :
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ξt = [n− 2m] t+ A,

ξx1
= [n−m]x1 + α1(t) + l,

ξx2
= [n−m]x2 + b,

ξx3
= [n−m]x3 + α2(t) + q

ξν = nν,

ξκ = nκ,

ξu′

1
= mu′

1 +H(t) + c(t, x2) − I(x2, U1, P ),

ξU1
= mU1 −H(t) − c(t, x2) + I(x2, U1, P ) + α̇1(t),

ξu′

2
= mu′

2,

ξu′

3
= mu′

3 + α̇2(t),

ξp′ = 2mp′ +
[
K(n− 3m) − Ḣ(t) − ct(t, x2)

]
x1 − α̈2(t)x3 +G(t, x2)

−g3(x2, U1, P ),

ξP = 2mP + ct(t, x2)x1 + βgh(t, x1, x3)x2 −G(t, x2) + F (t, x1, x3)

+g3(x2, U1, P ),

ξΘ = [3m− n] Θ − L(x2) + h(t, x1, x3),

ξθ′ = [3m− n] θ′ + L(x2).

Toutes les constantes et les fonctions arbitraires dépendent de ν et κ.

A partir des ces listes de générateurs infinitésimaux, on cherche les lois

d’échelles en passant par les solutions auto-similaires U1 et Θ invariantes

par les groupes de symétries, et qui vérifient :

X.U1 = 0. (3.127)

X.Θ = 0. (3.128)
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A partir de ces relations (3.127) et (3.128), on obtient l’égalité suivante :

dU1

ξU1

=
dx2

ξx2

=
dΘ

ξΘ
, (3.129)

avec :

ξU1
= mU1 −H(t) − c(t, x2) + I(x2, U1, P ) + α̇1(t)

ξΘ = [3m− n] Θ − L(x2) + h(t, x1, x3)

ξx2
= [n−m] x2 + b.

Les lois d’échelles que nous présenterons par la suite, sont les solutions

des équations caractéristiques (3.129), en supposant que toutes les fonctions

arbitraires sont des constantes :

• Loi puissance, où n 6= m,n 6= 3m et m 6= 0 :





U1 = C1


x2 +

b

n−m




m

n−m
+
C2

m

Θ = C3


x2 +

b

n−m




3m− n

n−m
+

C4

3m− n

(3.130)

• Loi logarithmique, où m=0, et n 6= 0 :





U1 =
C5

n
ln


x2 +

b

n


 + C6

Θ = C7


x2 +

b

n




−1

−
C8

n

(3.131)
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• Loi linéaire, où m = n = 0 :





U1 =
C9

b
x2 + C10

Θ =
C11

b
x2 + C12

(3.132)

• Loi exponentielle, où m = n 6= 0 :





U1 = C13 exp



mx2

b


 −

C9

m

Θ = C14 exp




2mx2

b


 −

C15

2m

(3.133)

avec Ci, i = 1, . . . , 14 sont les constantes des intégrales.

Ces quatre nouvelles lois d’échelles sont liées aux constantes arbitraires

qui ne sont pas pour le moment validées numériquement.

Lorsque β = 0, c’est la convection forcée où les champs de vitesses

ne dependent pas de la température. Dans ce cas, les équations (3.123)
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deviennent :





Mi =
∂u′

i

∂t
+ U1

∂u′
i

∂x1
+ u′

2

dU1

dx2
δi1 −


K + ν

∂2U1

∂x2
2


 δi1 +

∂P

∂x2
δi2 +

∂u′
iu

′
k

∂xk
+

∂p′

∂xi
− ν

∂2u′
i

∂x2
k

= 0

N =
∂θ′

∂t
+
∂θ′u′

j

∂xj
− κ

∂2θ′

∂x2
j

− κ
∂2Θ

∂x2
2

+ u′
2

∂Θ

∂x2
+ U1

∂θ′

∂x1
= 0

ψ =
∂u′

k

∂xk
= 0

(3.134)

Le groupe de symétries associés à ces équations sont :

ξt = (n− 2m)t+ A,

ξx1
= (n−m)x1 + α1(t) + l,

ξx2
= (n−m)x2 + b

ξx3
= (n−m)x3 + α2(t) + q,

ξν = nν,

ξκ = nκ,

ξu′

1
= mu′

1 +H(t) + c(t, x2) − g1(x2, U1, P ),

ξU1
= mU1 −H(t) − c(t, x2) + g1(x2, U1, P ) + α̇1(t),

ξu′

2
= mu′

2,

ξu′

3
= mu′

3 + α̇2(t),

ξp′ = 2mp′ +
[
K(n− 3m) − Ḣ(t) − ct(t, x2)

]
x1 − α̈2(t)x3 +D(t, x2)

−g3(x2, U1, P ),
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ξP = 2mP + ct(t, x2)x1 + k(t, x1, x3) −D(t, x2) + g3(x2, U1, P ),

ξΘ = rΘ − L(x2) + h(t, x1, x3),

ξθ′ = rθ′ + L(x2) + s.

On remarque que toutes les composantes infinitésimales (groupe de sy-

métrie) des écoulements anisothermes, sont les mêmes que les composantes

infinitésimales des écoulements forcés sauf les composantes qui dépend du

coeficient d’expansion thermique β, c’est-à-dire

ξP , ξΘ & ξθ′.

La distinction entre ces deux cas, nous donne par analogie, des nouvelles

lois d’échelles de la convection forcée qui sont :

• Loi puissance, où m 6= 0, r 6= 0 et n 6= m :





U1 = C1


x2 +

b

n−m




m

n−m
+
C2

m

Θ = C3


x2 +

b

n−m




r

n−m
−
C4

r

(3.135)

• Loi logarithmique, où m = r = 0, et n 6= 0 :





U1 = C5

n ln


x2 +

b

n


 + C6

Θ = s1

n ln


x2 +

b

n


 + s2

(3.136)
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• Loi logarithmique dans la zone interne dynamique et la loi de puis-

sance dans la zone interne thermique, où m = 0, r 6= 0 et n 6= 0 :





U1 = C5

n ln


x2 +

b

n


 + C6

Θ = C7


x2 +

b

n




r

n
−
C4

r

(3.137)

• Loi linéaire dans la zone interne dynamique et la loi exponentielle

dans la zone interne thermique, où m = n = 0 et r 6= 0 :





U1 = C8

b x2 + C9

Θ = C10 exp



rx2

b


 +

C11

r

(3.138)

• Loi linéaire, où m = n = r = 0 :





U1 = C8

b x2 + C15

Θ =
C13

b
x2 + C16

(3.139)

• Loi exponentielle dans la zone interne dynamique et la loi linéaire

dans la zone interne thermique, où m = n 6= 0 et r = 0 :




U1 = C12 exp



mx2

b


 +

C2

m

Θ =
C13

b
x2 + C14

(3.140)

• Loi exponentielle, où m = n 6= 0, et r 6= 0 :
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



U1 = C17 exp



mx2

b


 +

C2

m

Θ = C18 exp



rx2

b


 −

C4

r
.

(3.141)

Avec Ci, i = 1, . . . , 18 sont les constantes des intégrales.

Une partie des lois d’échelles obtenues ci-dessus sont classiques dans la

littérature. On peut par exemple, citer en convection forcées les lois de

paroi suivantes [18] :

• Loi linéaire (3.139), dans la sous-couche visqueuse et conductive :




U+ = y+ pour 0 < y+ < 5

T+ = Pr y+ pour 0 < y+ < 5Pr

(3.142)

• Loi exponentielle (3.141), dans la sous-couche tampon

• Loi logarithmique (3.136), dans la sous-couche inertielle :




U+ = 2.5 ln y+ + 5.5 pour 40 < y+

T+ = 2.12 ln y+ + β pour 40 < y+

(3.143)

Avec : T+ la température moyenne adimensionnelle : T+ =
T − Tp

Tτ
, Tp

la température à la paroi, Tτ la température de frottement à la paroi :

Tτ =
α

uτ

∂T

∂y

∣∣∣∣∣∣∣
paroi

et α le flux de la chaleur à la paroi.

Les résultats numériques, voir Figures 3.7 & 3.8, montrent que les

profils moyens U+ de la couche limite dynamique présentent la même to-

pologie que celle de la couche limite thermique à un facteur près désigné par
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Figure 3.7 – Zone interne mécanique [46]

le nombre de Prandtl. Kader [32, 33] propose une formulation plus générale

pour décrire le profil de la température dans la couche limite turbulente

par :

T+(y+, P r) = Pr y+ exp(−Γ) +
{
2.12 ln

[
(1 + y+)C

]
+ β

}
exp(−1/Γ),

(3.144)

où Γ est une constante définie par :

Γ =
10−2(Pr y+)4

1 + 5Pr3y+

et, C est définie suivant le type de l’écoulement :

– Canal de demi-hauteur h ou tuyau de rayon h :

C =
1.5(2 − y/h)

1 + 2(1 − y/h)2

– Couche limite d’épaisseur δ :

C =
2.5(2 − y/δ)

1 + 4(1 − y/δ)2.
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Figure 3.8 – Zone interne thermique [7], Pr = 0.71 et β = (3.85Pr1/3 −1.3)2 +2.12 lnPr.

D’autres échelles de températures ont été calculées et validées numérique-

ment pour la convection forcée dans la couche limite turbulente ; W.K.

George et al. [24], X. Wang et al. [77, 76]. Ces échelles [77], avaient comme

but d’éliminer les effets de la dépendance du nombre de Reynolds et du

gradient de la pression sur le profil de la température des deux flux interne

et externe.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la théorie du groupe de Lie en dy-

namique tourbillonnaire pour calculer des nouvelles solutions exactes des

équations Navier-Stokes en anisothermes, et des vortex particulier. En-

suite, pour un écoulement parallèle, moyenné par la méthode de RANS,

nous avons trouver des nouvelles lois d’échelles pour la vitesse et la tem-

pérature.
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Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser à la mise en œuvre

de cette approche pour étudier et construire des modèles de sous-maille

consistant avec les équations de Navier-Stokes en anisotherme.
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Chapitre 4

Modèles de turbulence invariants par
le groupe de symétrie

Dans la litérature il existe un grand nombre de modèles LES, qui se

basent sur des hypothèses diverses, d’origine mathématique et physique

[66, 67]. Parmi ces modèles, beaucoup détruisent les propriétés d’invariance

des équations de Navier-Stokes par rapport à certaines transformations

(4.1). D’ou l’idée d’utiliser la théorie de groupe de symétrie pour conserver

la physique de l’écoulement pendant la simulation numérique. Dans ce

chapitre, on donne d’abord une définition d’un modèle invariant par le

groupe de symétrie. Puis, une analyse des modèles de turbulence présentés

au chapitre 1, paragraphe 1.2 par rapport aux symétries des écoulements

anisothermes du chapitre 2, paragraphe 2.4.1. Ensuite, on présente une

méthode de construction de modèles invariants par le groupe de symétries

G d’un écoulement turbulent anisotherme 1. Enfin, on donnera plusieurs

modèles invariants à partir de cette classe de modèles.

4.1 Principe

Formellement, la seule différence entre les équations de Navier-Stokes

anisothermes (1.19) et les équations filtrées (1.20), est la présence des deux

1. Cette méthode reste valable pour n’importe quel type de modélisation des écoulements par LES
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termes :

div(τ d) et div(h).

L’invariance des équations filtrées (1.20) par les transformations (2.55)-

(2.63) dépendent donc des propriétés du modèle. On dira qu’un modèle

est invariant par le groupe de symétrie G si les équations (1.20)

sont invariantes par toutes les transformations du groupe G.

Dans ce qui suit, on va analyser les modèles de turbulence du chapitre

selon leurs propriétés d’invariance.

4.2 Analyse de modèles

4.2.1 L’invariance par les translations temporelles et de pression

Les modèles présentés ci-dessus sont invariants par les translations tem-

porelles et de la pression. En effet, ces deux translations (2.55, 2.56) sont

de la forme :

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t+ a, x, u, θ, p),

et

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, x, u, θ, p+ ζ(t)).

Le temps et la pression n’interviennent pas dans τ d et h pour tous les

modèles de turbulence 1.2, sauf pour le modèle de fonction de structure

qui dépend de t :

F̂2(x, δ, t) = F2(x, δ, t)

alors

τ̂ d = τ d
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et

ĥ = h.

D’où l’invariance par rapport aux translations temporelles et de la pres-

sion.

4.2.2 L’invariance par rotation

Les équations anisothermes filtrées (1.20) sont invariantes par le groupe

de rotation (2.58) :

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, Rx,Ru, θ, p),

si et seulement si :

τ̂ d = R τ d TR et ĥ = R h.

Comme on a :

θ̂ = θ, ∇̂θ̂ = R∇θ,

Ŝ = R S TR, Ω̂ = R Ω TR,

˜̂u⊗ û− ˜̂
u⊗ ˜̂

u = R
(
ũ⊗ u− ũ⊗ ũ

)T
R

et,
˜̂
θ û−

˜̂
θ
˜̂
u = R

(
˜
θ u− ˜

θ ũ
)
.

On déduit donc :

• Les modèles de sous-mailles, similarité d’échelle et Bardina-Smagorinsky

sont invariants par ce groupe.

• Le modèle de Wang est aussi invariant par la rotation. En effet :

β̂ = R β TR, γ̂ = R γ TR, η̂ = R η TR,
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alors :

τ̂ d = −ĈSβ̂ − ĈW γ̂ − ĈN η̂

= R (−CSβ − CWγ − CNη) TR

= R τ d TR

car les constantes du Wang CS, CW et CN sont invariantes par la

rotation. De plus :

ĥ = −ĈθG F̂ τ̂ d ∇̂θ̂
= −CθG F R τ d TR R ∇θ
= Rh

D’où l’invariance par la rotation.

4.2.3 L’invariance par la transformation galiléenne généralisée

Aussi, on a l’invariance par le groupe de transformation galiléenne gé-

néralisée (2.59) :

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, x+ α(t), u+ α̇(t), θ, p+ ρx � α̈(t))

En effet

∇̂û = ∇û = ∇u

θ̂ = θ,
∣∣∣∣
˜
S
∣∣∣∣ =

∣∣∣S
∣∣∣ .

Donc les modèles Smagorinsky, Wang, WALE, fonction de structure

Eidson et Eidson modifié sont tous invariants et on a :

τ̂ d = τ d et ĥ = h.
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Et pour les modèles dynamique, Bardina et Smagorinsky-Bardina on a :

L̂ = ˜(u+ α̇(t)) ⊗ (u+ α̇(t)) − ˜(u+ α̇(t)) ⊗ ˜(u+ α̇(t))

= ũ⊗ u− ũ⊗ ũ

= L

car α̇(t) ne depend pas de x, parsuite τ̂ = τ . De même on a :

Ĥ =
˜̂
θ̄ ˆ̄u−

˜̂
θ̄
˜̂
ū

= ˜θ̄(ū+ α̇(t)) − ˜̄
θ( ˜ū+ α̇(t))

=
˜̄
θū− ˜̄

θ ˜̄u

= H,

d’où l’invariance.

4.2.4 L’invariance par les changements d’échelle

On peut rassembler les deux changements d’échelles (2.60,2.61) par une

transformation à deux paramètres de la forme :

(t, x, u, θ, p, ν, κ) −→ (a2t, abx,
b

a
u,

b

a3θ,
b2

a2p, b
2ν, b2κ)

et on a l’invariance par ces deux groupes si et seulement si

τ̂ d =
b2

a2τ
d

et

ĥ =
b2

a4h.

• Supposons que δ est fixe, le modèle de Smagorinsky n’est invariant

ni pour le premier changement d’échelle (qui correspond à b = 1) ni

pour le second (a = 1). En effet,

la viscosité de sous-maille du modèle de Smagorinsky varie comme

suit :
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ν̂sm = C2
sδ

2
∣∣∣∣Ŝ
∣∣∣∣

=
1
a2C

2
sδ

2 ∣∣∣S
∣∣∣

=
1
a2νsm,

car

Ŝ =
1
a2S et ∇̂θ̂ =

1
a4∇θ.

Par suite

τ̂ d =
1
a4τ

d 6= b2

a2τ
d.

• L’évaluation dynamique du coefficient Cd rend le modèle dynamique

invariant. En effet

Ĉd = a2b2Cd,

ce qui donne

ν̂sm = b2νsm.

Par suite on a

L̂ =
b2

a2Cdδ
2 ∣∣∣S

∣∣∣S =
b2

a2L et Ĥ =
b2

a4H.

D’où

τ̂ d =
b2

a2τ
d et ĥ =

b2

a4h.

• Le modèle de Wang est invariant par les changements d’échelle grâce

au procédure dynamique des calculs des constantes de ce modèle. En

effet :

β̂ =
1
a4β, γ̂ =

1
a4γ, η̂ =

1
a4η,

ĈS = a2b2CS, ĈW = a2b2CW , ĈN = a2b2CN et ĈθG =
1
a2CθG.
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D’où :

τ̂ d = −ĈSβ̂ − ĈW γ̂ − ĈN η̂

=
b2

a2 (−CSβ − CWγ − CNη)

=
b2

a2 τ
d

et

ĥ = −ĈθG F̂ τ̂ d ∇̂θ̂

=
b2

a4h.

• Le modèle WALE n’est pas invariant par les changements d’échelle.

En effet

ν̂sm =
1
a2νsm.

Donc

τ̂ d = −2ν̂smŜ = −2
1
a4νsmS =

1
a4τ 6= b2

a2τ
d.

• Le modèle d’Eidson, n’est pas invariant par les changements d’échelle

car

τ̂ d =
1
a4τ

d 6= b2

a2τ
d.

• Par rapport au modèle de fonction de structure d’ordre 2 on a :

ν̂sm = CFSδF̂
1/2
2 = CFSδ

b

a
F

1/2
2 =

b

a
νsm

parsuite, l’image de tenseur déviatorique τ d par ces changements d’échelle

est :

τ̂ d = −2ν̂smŜ = −2
b

a
νsm

1
a2S = −2

b

a3νsmS 6= b2

a2τ
d.

Donc, le modèle de fonction de structure n’est pas invariant par les

changements d’échelle.
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• le modèle de Bardina est invariant par les changements d’échelle, En

effet :

τ̂ d = K1

(
˜̂u⊗ û− ˜̂

u⊗ ˜̂
u

)

=
b2

a2K1

(
ũ⊗ u− ũ⊗ ũ

)

=
b2

a2τ
d

et

ĥ = K2

(˜̂
θû−

˜̂
θ
˜̂
u

)

=
b2

a4K2

(
˜
θu− ˜

θũ
)

=
b2

a4h.

Comme les modèles de Smagorinsky et Bardina sont invariants par les

changements d’échelle, alors le modèle mixte Smagorinsky-Bardina est

aussi invariant.

4.2.5 L’invariance par la translation pression-température

Pour que les équations filtrées (1.20) soient invariantes par le groupe de

translation pression-température (2.57) :

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t, x, u, θ +
a

ρ
, p+ aβgx3)

il faut et il suffit que

τ̂ d = τ d et ĥ = h.

Par cette transformation, les champs des vitesses, le gradient du tempé-

rature et du pression ne varie pas. C’est qui donne l’invariance des modèles
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Smagorinsky, Dynamique, Wang, WALE, Eidson et le modèle de fonction

de structure. Le modèle de Bardina et le modèle mixte sont égalements

invariants par translation pression-température. En effet

L̂ = ˜̂u⊗ û− ˜̂
u⊗ ˜̂

u

= ũ⊗ û− ũ⊗ ũ

= L

et

Ĥ =
˜̂
θ û−

˜̂
θ
˜̂
u

= ˜
θ û− ˜

θ ũ

= H.

4.2.6 Invariance par réflection

Les équations filtrées (1.20) sont invariantes par la réflection (2.62)

(t, x, u, θ, p) 7−→ (t,Λx,Λu, i2θ, p),

si et seulement si

τ̂ d = τ d et ĥ = i2Λh.

Où Λ = diag(i1, i2, i3) et il = ±1.

Comme

Ŝ = S, Ω̂ = Ω, et ∇̂θ̂ = i2Λ∇θ

alors les modèles de Smagorinsky, Wang, Eidson et Eidson modifié sont

invariants par ces réflections.
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De plus, on a

û⊗ û = u⊗ u et θ̂û = i2Λ
(
θu
)
.

Cela conduit à l’invariance des modèles dynamique, de fonction de struc-

ture, Bardina et Smagorinsky-Bardina par ces transformations.

En ce qui concerne le modèle WALE, on a :

Ω̂ = Ω,

ce qui donne :

ν̂sm = (Cwδ)2

∥∥∥ŝd
∥∥∥
3

∥∥∥∥Ŝ
∥∥∥∥
5

+ ‖ŝd‖5/2
= (Cwδ)2

∥∥∥sd
∥∥∥
3

∥∥∥S
∥∥∥
5

+ ‖sd‖5/2 = νsm.

Ensuite, le modèle WALE est invariant par ces réflections.

4.2.7 Invariance par l’indifférence matérielle

Les équations filtrées (1.20) sont invariantes par l’indifférence matérielle

(2.63) :

(t, x, u, θ, p) 7→ (t, R(t)x,R(t)u+ Ṙ(t)x, θ, p− 3wψ +
1
2
w2 ‖x‖2),

si et seulement si

τ̂ d = R(t) τ d TR(t) et ĥ = R(t)h.

• Les modèles de Smagorinsky, Eidson sont invariants par la transfor-

mation (2.63). En effet,

Ŝ = R(t) S TR(t), ∇̂θ̂ = R(t)∇θ,

Ensuite,

τ̂ d = R(t) τ d TR(t)
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et

ĥ = R(t) h.

• Pour les modèles dynamique, Wang et les similarités d’échelle on a :

L̂ = R(t)
(
ũ⊗ u− ũ⊗ ũ

)
TR(t)

+ R(t)
(
ũ⊗ x− ũ⊗ x̃

)
T Ṙ(t)

+ Ṙ(t)
(
x̃⊗ u− x̃⊗ ũ

)
TR(t)

+ Ṙ(t)
(
x̃⊗ x− x̃⊗ x̃

)
T Ṙ(t).

Or pour tous les filtres, on a :
(
ũ⊗ x− ũ⊗ x̃

)
6= 0 (4.1)

(
x̃⊗ u− x̃⊗ ũ

)
6= 0 (4.2)

(
x̃⊗ x− x̃⊗ x̃

)
6= 0. (4.3)

Donc, ces modèles ne sont pas invariants par l’indifférence matérielle.

• Le modèle WALE n’est pas invariant par la transformation (2.63). En

effet

Ω̂ = R(t) Ω TR(t) + Ṙ(t) TR(t) (4.4)

= R(t) Ω TR(t) + J

où J est la matrice :

J =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0



.

ce qui donne :

ν̂sm = (Cwδ)2

∥∥∥ŝd
∥∥∥
3

∥∥∥∥Ŝ
∥∥∥∥
5

+ ‖ŝd‖5/2
6= (Cwδ)2

∥∥∥sd
∥∥∥
3

∥∥∥S
∥∥∥
5

+ ‖sd‖5/2 = νsm.

D’où : τ̂ d 6= R(t) τ d TR(t).
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• Le modèle de fonction de structure n’est pas invariant par l’indiffé-

rence matérielle. En effet :

F̂ 2 =
∫

‖x′‖=δ

[
Ru(x, t) + Ṙx−

(
Ru(x+ x′, t) + Ṙx′ + Ṙx

)]2
d3x′

=
∫

‖x′‖=δ

[
u(x, t) − u(x+ x′, t) −T RṘx′]2 d3x′

= F 2 + w2
∫

‖x′‖=δ
‖x′‖2

d3x′

−2w
∫

‖x′‖=δ

T [u(x, t) − u(x+ x′, t)] TRṘx′d3x′

= F 2 + 2πw2δ
3 − 2w

∫

‖x′‖=δ

T [u(x, t) − u(x+ x′, t)] TRṘx′d3x′.

On constate que F̂ 2 6= F 2 quelque soit u(x, t). Donc

ν̂sm 6= νsm

et parsuite

τ̂ d 6= R(t) τ d TR(t).

Cette analyse des modèles de turbulences est résumée dans le Table

4.1, on déduit que la plupart des modèles ne sont pas invariants par les

changements d’échelle

Donc lors de la modélisation de la turbulence, en LES, il est important

que le modèle ne détruise pas les symétries des équations (1.19) si on veut

retrouver les lois de conservation et les propriétés de la solution exacte. Au-

trement dit, lorsqu’on introduit le modèle dans les équations filtrées (LES),

il faut que les symétries des équations d’origine soient aussi symétries des

équations finales ce qui est le but de la partie suivante.

Dans le paragraphe suivant, on va construire une classe de modèles

anisothermes invariants par le groupe de symétries des équations (1.20).
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Modèles de Trant. X0 X12 Xi Y1 & Y2 Tran.Z Ref Ind Mat

turbulence Tranp. Y0 Rot Gal Echelles P & T

Smagorinsky Inv Inv Inv Non-Inv Inv Inv Inv

Dynamique Inv Inv Inv Inv Inv Inv Non-Inv

Wang Inv Inv Inv Inv Inv Inv Non-Inv

WALE Inv Inv Inv Non-Inv Inv Inv Non-Inv

Eidson Inv Inv Inv Non-Inv Inv Inv Inv

Eidson modifié Inv Inv Inv Non-Inv Inv Inv Inv

Structure Inv Inv Inv Non-Inv Inv Inv Non-Inv

Bardina Inv Inv Inv Inv Inv Inv Non-Inv

Mixte Inv Inv Inv Non-Inv Inv Inv Non-Inv

Table 4.1 – Résultats d’analyse des modèles

4.3 Construction d’une classe de Modèles anisothermes

invariants

Pour que le modèle soit invariant par rapport aux groupes des transla-

tions (2.55), (2.56) et (2.59), il suffit que le tenseur de sous-maille τ d soit

indépendant du temps et de la pression. Et pour assurer l’invariance par

rapport à la translation pression-température (2.57), on ne fait intervenir

θ qu’à travers son gradient T = ∇θ̄. Ensuite, pour avoir l’invariance par

l’indifférence matérielle, on prend

− τ = L(S,T) (4.5)
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− h = F(S,T). (4.6)

D’après la théorie des invariants et l’égalité des traces, on peut modèliser

les deux couples (τ, h) de la manière suivante :





−τ d = E1S + E2 Adjd S + E3(T ⊗ T)d

+ E4
[
S(T ⊗ T)

]d
+ E5

[
S(T ⊗ T)S

]d
,

−h = E6T + E7S T + E8S
2
T,

(4.7)

où les coefficients Ei sont des fonctions des invariants indépendants formé

à partir de S et de T qui sont :

X = trS2
, ξ = detS, ϑ = T

2
, ω1 = T � S T, ω2 = S T � S T, et Adj est

l’opérateur adjugué ou comatrice tel que :

S.(AdjS) = (detS) Id.

Il ne reste plus maintenant qu’à faire vérifier l’invariance par les chan-

gements d’échelles (2.60, 2.61 ).

Notons

v1 =
ξ

X 3/2

v2 =
ϑ

X 2

v3 =
ω1

X 5/2

v4 =
ω2

X 3.
.

Théorème 1 Un modèle de sous-maille (τ d, h) de la forme :
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



−τ d = νF1S + νX −1/2F2 Adjd S

+ νX −3/2F3(T ⊗ T)d + νX −2F4[S(T ⊗ T)]d]

+ νX −5/2F5S[(T ⊗ T)S]d]

−h = κ
(
F6 + X −1/2F7S + X −1F8S

2
)
T,

(4.8)

où les Fi, i = 1, ..., 8, sont des fonctions des invariantes (v1, v2, v3, v4).

respecte le groupe de symétrie des équations des écoulements anisothermes

(2.43).

Preuve et la méthode de construction

Le premier changement d’échelle est défini comme suivant :

(t, x, u, θ, p) 7−→ (a2t, ax, a−1u, a−3θ, a−2p). (4.9)

Pour avoir l’invariance du modèle par le premier changement d’échelle,

il faut et il suffit que l’image de tenseur de sous-maille et le flux thermique

de sous-maille par cette transformation soit de la forme :

τ̂ d =
1

a2 τ
d (4.10)

ĥ =
1

a4 h. (4.11)

Or

Ŝ =
1

a2S

T̂ =
1

a4 T

on obtient

X̂ =
1

a4 X
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ξ̂ =
1

a6 ξ

ϑ̂ =
1

a8 ϑ

ω̂1 =
1

a10 ω1

ω̂2 =
1

a12 ω2.

A partir de ces relations et du modèle (4.7), on doit avoir

Ei(X̂ , ξ̂, ϑ̂, ω̂1, ω̂2) = bi Ei(X , ξ, ϑ, ω1, ω2) (4.12)

i = 1, ..., 8

avec

b1 = 1, b2 = a2, b3 = a6, b4 = a8, b5 = a10, b6 = 1, b7 = a2 et b8 = a4.

La variation de Ei autour de a = 1, nous donne

X
∂Ei

∂X +
3

2
ξ
∂Ei

∂ξ
+ 2ϑ

∂Ei

∂ϑ
+

5

2
ω1
∂Ei

∂ω1
+ 3ω2

∂Ei

∂ω2
= ciEi (4.13)

où

c1 = 0, c2 = −
1

2
, c3 = −

3

2
, c4 = −2, c5 = −

5

2
, c6 = 0, c7 = −

1

2
et c8 = −1.

Les équations caractéristiques associées des égalités (4.13) sont

d X
X =

2

3

d ξ

ξ
=

dϑ

2ϑ
=

2

5

dω1

ω1
=

dω2

3ω2
=

dEi

ciEi
, (4.14)

Une solution des ces équations (4.14) de la forme :

Ei = X biFi(v1, v2, v3, v4), i = 1, ..., 8.

112



4.3. CONSTRUCTION D’UNE CLASSE DE MODÈLES ANISOTHERMES
INVARIANTS

montre l’invariance par le premier et second changement d’échelle, d’où

le théorème.

Pour réduire notre classe de modèles invariants, de telle façon qu’ils

respectent le second principe de la thermodynamique, on donne des valeurs

pour les fonctions Fi :





−τ d = ν


2gm − 3v1

∂gm

∂v1
− 4v2

∂gm

∂v2
− 5v3

∂gm

∂v3

−6v4
∂gm

∂v4


S + ν


X −1/2

∂gm

∂v1
Adjd S

+X −3/2
∂gm

∂v3
(T ⊗ T)d + 2X −2

∂gm

∂v4
[S(T ⊗ T)]d,




−h = κ



∂gt

∂v2
I3 + X −1/2

∂gt

∂v3
S + X −1

∂gt

∂v4
S

2


T,

(4.15)

où gm et gt sont des fonctions de

v1 =
ξ

X 3/2 , v2 =
ϑ

X 2 , v3 =
ω1

X 5/2 , v4 =
ω2

X 3.
.

Les vi sont les invariants par le premier changement d’échelle (2.60).

Enfin, on vérifie que le modèle défini par (4.15) est invariant par les

changements d’échelle (2.60) et (2.61).

�

On présente dans ce qui suit quelques cas particuliers des modèles inva-

riants.
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4.3.1 Modèle invariant fortement couplé

Si on choisit gm et gt fonctions uniquement de v1 et v2, on a :





−τ d = ν


2gm − 3v1

∂gm

∂v1
− 4v2

∂gm

∂v2


S + ν

1

||S||
∂gm

∂v1
Adjd S,

−h = κhtT.

(4.16)

où ht =
∂gt

∂v2
, et ||S|| =

√
trS2 On obtient un modèle couplé où τ d et h

dépendent tous les deux de S et de θ . On test un cas particulier de modèle

fortement couplé au chapitre 5 où gm et ht sont de la forme :

gm = Cm(v1 +
1

v2
)

gt = Ctv1

d’où une forme particulière du modèle invariant couplé :





−τ d = νCm


(− detS

‖S‖3 + 6

∥∥∥S
∥∥∥
4

||∇θ||2) S + 1
‖S‖ Adjd S


 ,

−h = κCt
detS

‖S‖3 T.

(4.17)

4.3.2 Modèle invariant non couplé

Si on suppose que gm dépend uniquement de v = v1 et gt uniquement

de v2, alors on obtient un modèle non couplé où le tenseur de sous-maille

ne dépend pas de la température :




−τ d = ν(2gm − 3vġm)S + ν
1

||S|| ġm Adjd S,

−h = κht T,

(4.18)
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On remarque que les fonctions gm et gt sont arbitraires. On étudie deux

cas, le premier choix sera une fonction linéaire de v qui nous donne un

modèle invariant nul à la paroi mais n’a pas un comportement en x3
2 proche

de la paroi (x2 coordonné suivant la direction normale). C’est pour cela,

que l’on propose un deuxieme modèle invariant nul à la paroi et qui a le

comportement en x3
2 proche de la paroi.

• Modèle invariant linéaire

Prenons le cas où gm et ht sont des fonctions linéaires de v :

gm = cmv, ht = Ctv

où cm et Ct sont deux constantes du modèle, dépendant de la taille

du maillage et de la constante de Smagorinsky. Alors,




−τ d = νcm


− detS

‖S‖3 S + Adjd S 1
‖S‖


 ,

−h = κCt
detS

‖S‖3 T.

(4.19)

Ce modèle est nul à la paroi et a un comportement en x2 proche de

la paroi. En effet, considérons tout d’abord le premier point où on a

une plaque plane placée à x2 = 0, (voir 4.1) on a :

∂(.)

∂x1

∣∣∣∣∣∣∣
paroi

= 0

∂(.)

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣
paroi

= 0

et d’après la condition de l’incompressibilité on a aussi :

∂u2

∂x2

∣∣∣∣∣∣∣
paroi

= 0.
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Figure 4.1 – Ecoulement proche de la paroi

Donc à la paroi, le tenseur de déformation filtré devient :

S
∣∣∣
paroi

=




0
∂u1

∂x2
0

∂u1

∂x2
0

∂u3

∂x2

0
∂u3

∂x2
0




.

Ensuite, le déterminant est nul :

detS
∣∣∣
paroi

= 0. (4.20)

Une autre formule de l’adjugué du tenseur de déformation S est don-

née par (car trS = 0) :

AdjS = S
2 −

1

2
trS2

I3.

Sa partie déviatorique est :

Adjd S = S
2 −

1

3
trS2

I3.

La dissipation D, d’une part, est donnée par :
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D = tr(−Sτ d)

= −νcm
detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 trS2 + νcm

1
∥∥∥S
∥∥∥

tr( Adjd S.S)

= νcm


− detS

∥∥∥S
∥∥∥
3 trS2 +

3 detS
∥∥∥S
∥∥∥




= 2νcm
detS
√

trS2
,

et d’autre part, définissant la viscosité de sous-maille par :

D = 2νsm

√
trS2

.

Donc la viscosité de sous-maille du modèle invariant linéaire est :

νsm = νcm

detS
(√

trS2
)3. (4.21)

D’où à la paroi on a :

νsm|paroi = νcm
detS
∥∥∥S
∥∥∥
3

∣∣∣∣∣∣∣
paroi

= 0. (4.22)

Proche de la paroi, les composantes du champs de vitesse sont de la

forme [48] :

u1 = u1(x1, x3)x2 + u2(x1, x3)x2
2 + O(x3

2)

u2 = v2(x1, x3)x2
2 + O(x3

2)

u3 = w1(x1, x3)x2 + w2(x1, x3)x2
2 + O(x3

2)

Donc, on peut décomposer le tenseur des déformations proche de la

paroi sous la forme :

S = S0 + S1x2 + O(x2
2), (4.23)
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où S0, S1 ∈ M3(R) tel que : trS0 = trS1 = detS0 = 0 et

detS
∣∣∣
près de la paroi

= det(S0 + S1x2)

=
1
3

tr [ Adj(S0 + S1x2).(S0 + S1x2)]

=
1
3

tr(S0 + S1x2)3

=
1
3

trS3
0 + tr(S2

0S1)x2 + tr(S0S
2
1)x2

2 +
1
3

trS3
1x

3
2

= tr(S2
0S1)︸ ︷︷ ︸

6=0

x2 + tr(S0S
2
1)x2

2 +
1
3

trS3
1x

3
2

= Ax2 + O(x2)

où 1
3 trS3

0 = detS0 = 0 et A = tr(S2
0S1) 6= 0. Donc, d’après l’égalité

(4.21), la viscosité de sous-maille du modèle invariant linéaire à un

comportement en x2 proche de la paroi. C’est pour cela, que l’on pro-

pose un deuxieme modèle invariant pour lequel la viscosité turbulente

admet un comportement en (x2)3 proche de la paroi.

• Modèle invariant exponentiel

Supposons que gm et ht sont de la forme :

gm = cm(1 − exp(−v3)),

ht = ct(1 − exp(−v3)),

où v =
detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 , alors le modèle invariant non couplé est donné par :





−τ d = νcm [2(1 − exp(−v3)) − 9v3 exp(−v3)] S

+
νġm∥∥∥S

∥∥∥
Adjd S,

−h = κCt(1 − exp(−v3)) T.

(4.24)
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Avec :

ġm = 3cmv
2 exp(−v3).

La quantité τ d est nul à la paroi et se comporte comme (x2)3 près de

la paroi. En effet, d’après les relations (4.18) et (4.20), le déterminant

est nul à la paroi, et par conséquent gm = 0, ġm = 0 et τ d = 0. En ce

qui concerne la viscosité de sous-maille près de la paroi on :

νsm =
D

||S||2

=
tr(Sτ d)

||S||2

=
νcm

||S||2
[
2(1 − exp(−v3)) − 9v3 exp(−v3)

]
trS2 +

νġm
∥∥∥S
∥∥∥
3 tr(S. Adjd S)

=
νcm

2

[
2(1 − exp(−v3)) − 9v3 exp(−v3)

]
+

3νġm
∥∥∥S
∥∥∥
3 detS

qui se comporte en (x2)3 proche de la paroi.

4.4 Lois d’échelles conservées par les modèles inva-

riants

D’autres propriétés intéressantes des modèles invariants (fortement cou-

plé (4.17), non-couplé linéaire (4.19) et invariant exponentiel non-couplé

(4.24) ) viennent du fait qu’ils sont invariants par les groupes des symétries

(3.3.2) des équations de Navier-Stokes anisothermes moyennées (3.123) si

on répète la même procédure des moyennes par RANS sur les équations

des écoulements turbulents anisothermes filtrées (1.20). En effet, formel-

lement la seule différence entre les équations des écoulements turbulents

anisothermes filtrées et non filtrées est la présence de div(τ d) et div(h)

comme on présente dans la Figure 4.2 & 4.3.
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N.S −→ Lois d’échelles

↓ ↑
< N.S >︸ ︷︷ ︸

Moyennage par RANS

−→ Groupe de symétrie

Figure 4.2 – Lois d’échelles, par la méthode de RANS

N.S −→ Lois d’échelles

↓ ↑
N.S︸ ︷︷ ︸

Filtrage par LES

−→ < N.S >= < N.S > + < div(τ d) > & < div(h) >︸ ︷︷ ︸
Moyennage par RANS

Figure 4.3 – Lois d’échelles, par l’application de la méthode de LES puis RANS

Pour montrer que ces modèles invariants conserve les lois d’échelles des

écoulements turbulents anisothermes présenté au chapitre 2, paragraphe

3.3, il faut :

• Moyenner par la méthode de RANS et par la même hypothèse, les

équations anisothermes filtrées (1.20), où le tenseur de sous-maille τ d

et le flux de sous-maille h sont celles des modèles invariants.

• Vérifier que chaque transformation de groupes des symétries des équa-

tions anisothermes moyennées par la méthode de RANS (3.3.2) est une

symétrie de l’équation anisothermes filtrées par LES et moyennées par

RANS (4.25), où le tenseur de sous-maille τ d et le flux de sous-maille

h sont celles des modèles invariants.

En effet, les équations anisothermes filtrées par LES puis moyennées

par RANS sont calculées comme dans le paragraphe approche moyennée
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(3.3.1), elles sont de la forme :




Mi =
∂u′

i

∂t
+ U 1

∂u′
i

∂x1
+ u′

2

dU1

dx2
δi1−


K + ν

∂2U 1

∂x2
2


 δi1 +



∂P

∂x2
− βgΘ


 δi2+

∂u′
iu

′
k

∂xk
+
∂p′

∂xi
− ν

∂2u′
i

∂x2
k

− βgθ
′
δi2 + ( div(< τ d

inv >))i = 0

N =
∂θ

′

∂t
+
∂θ

′
u′

j

∂xj
− κ

∂2θ
′

∂x2
j

− κ
∂2Θ

∂x2
2

+ u′
2

∂Θ

∂x2
+

U1
∂θ

′

∂x1
+ div(< hinv >) = 0.

Ψ =
∂u′

k

∂xk
= 0

(4.25)

• u =< u > +u′ := U + u′ est le champ de vitesses filtré par LES, puis

décomposé, par la méthode de RANS, en une partie moyenne notée

U et une partie fluctuante notée u′.

• θ =< θ > +θ′ := Θ + θ
′ est la température filtrée par LES, puis

décomposée, par la méthode de RANS, en une partie moyenne notée

Θ et une partie fluctuante notée θ′.

• p =< p > +p′ := P + p′ est le champ de pression filtré par LES, puis

décomposé, par la méthode de RANS, en une partie moyenne notée

P et une partie fluctuante notée p′.

Grâce aux propriétés des modèles invariants, on peut montrer que les

transformations du paragraphe 3.3.2 du chapitre 3 sont des symétries des

équations (4.25). Aussi, les lois d’échelles établies dans le chapitre 3 restent

valables quand τ d et h sont déduites des modèles invariants.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de construction d’une

classe de modèles invariants pour un écoulement anisotherme. Puis, on en
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a déduit trois modèles particuliers de sous-maille. Ces modèles permettent

d’obtenir les lois d’échelles établies dans le chapitre 3.

Dans le chapitre suivant, un test numérique est effectué pour les mo-

dèles : Smagorinsky, Smagorinsky dynamique, et invariants, pour la confi-

guration d’une cavité chauffée ventillée ou non.
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Chapitre 5

Validation numérique

Dans ce manuscrit, les simulations sont effectuées avec le Code-Saturne 1

[2] qui a été développé par Électricité de France EDF. Code-Saturne ré-

sout les équations de Navier-Stokes, pour des écoulements en 2D ou 3D,

stationnaires et instationnaires, laminaires ou turbulents, faiblement com-

pressibles ou incompressibles, isothermes ou anisothermes. Ce code est écrit

en volumes finis pour un maillage structuré ou non-structuré 2. Nous avons

implémenté dans le Code-Saturne les modèles invariants suivants : invariant

linéaire, couplé, exponentiel et invariant dynamique. Dans ce chapitre, on

donne une description rapide du schéma de discrétisation utilisé dans Code-

Saturne. Puis, on rappelle les modèles invariants qui seront simulés. Enfin,

les résultats des validations numériques en convection naturelle et mixte

seront présentés.

5.1 Structure du Code-Saturne

Pour simplifier l’exposé, nous présentons la discrétisation à partir des

équations de Navier-Stokes (avec une viscosité éventuellement non constante).

1. Code-Saturne est un open source
2. Maillage non-structuré est utilisable pour des géométries complexes
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5.1. STRUCTURE DU CODE-SATURNE

5.1.1 La méthode des volumes finis

Le principe de la méthode des volumes finis est de découper le domaine

de calcul en un nombre fini de cellules de centre I et de volume Ωi [74], puis

on intègre les équations de Navier-Stokes sur chaque volume des cellules.

Commançant d’abord, par l’équation de conservation de la quantité de

mouvement (5.1) :

∂u

∂t
+ div(u⊗ u)
︸ ︷︷ ︸

convection

= −1
ρ

∇p+ div(2νS)
︸ ︷︷ ︸

diffusion

+SΦ, (5.1)

où SΦ est un terme source.

L’équation de conservation (5.1) est intégrée sur chaque cellule Ωi, on

obtient :

∫

Ωi

∂u

∂t
dx+

∫

Ωi

div(u⊗u) dx = −1
ρ

∫

Ωi

∇p dx+
∫

Ωi

div(2νS) dx+
∫

Ωi

SΦdx.

(5.2)

Le théorème de la divergence, appliqué au terme de convection et diffusion,

permet de transformer les intégrales de volume en intégrales de surface

comme suit :

∂

∂t

(∫

Ωi

udx
)

+
∫

Si

(u⊗ u).n ds = −1
ρ

∫

Si

pn ds+
∫

Si

(2νS).n ds+ SΦ |Ωi| .
(5.3)

Avec Si = ∂Ωi la surface entourant le volume Ωi, n le vecteur unitaire

normal extérieure à la surface Si. Dans le Code-Saturne, les variables sont

calculées au centre de gravité de la cellule.
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5.1.2 Terme de convection

Le terme de convection est calculé comme suit :

∫

Ωi

div(u⊗ u) dΩ =
∫

Si

(u⊗ u).n ds

=
∑

j∈Vois(i)
Fij((u), u) +

∑

k∈γb(i)
Fbik

((u), u).

Avec :

Fij((u), u) = [(u)ij.Sij]uf,ij (5.4)

Fbik
((u), u) = [(u)bik

.Sbik
] uf,bik

(5.5)

Avec Vois(i) ensemble des centres des cellules voisines de Ωi, γb(i) en-

semble des centres des faces de bord de Ωi, Sij = Ωi ∩ Ωj, Sbik
est la k-ème

face de bord de ∂Ωi ∩ ∂Ωj voir Figure 5.1.

Figure 5.1 – Configuration de deux cellules adjacentes I et J internes au domaine

Les valeurs des vitesses Fij et Fbik
sont calculée aux centres des volumes

de contôle Ωi. Il existe trois schémas dans le Code-Saturne pour le calculer

Fij :

125



5.1. STRUCTURE DU CODE-SATURNE

• Le schéma décentré amont d’ordre 1 (UPWIND) :





Fij((u), u) = F amont
ij ((u), u)

uf,ij = uI si (u)ijSij > 0

uf,ij = uJ si (u)ijSij < 0,

(5.6)

• Le schéma centré d’ordre 2





Fij((ρu), u) = F centré
ij ((ρu), u)

uf,ij = αijuI + (1 − αij)uJ + 1
2 [grad(u)I + grad(u)J ] .OF ,

(5.7)

où αij = FJ ′

I ′J ′

• Le schéma décentré amont d’ordre 2 (Second Order Linear Upwind,

S.O.L.U)





Fij((u), u) = F S.O.L.U
ij ((u), u)

uf,ij = uI + IF .(grad(u))I si (u)ijSij > 0

uf,ij = uJ + JF .(grad(u))J si (u)ijSij < 0.

(5.8)

la valeur de Fbik
est calculée comme suit :





uf,bik
= uI si (u)ijSij > 0

uf,bik
= ubik

si (u)ijSij < 0,

(5.9)

où ubik
valeur au bord donnée par les conditions aux limites.
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5.1.3 Terme de diffusion

Le terme de diffusion est la somme de deux quantités suivantes :

∫

Ωi

div(2νS) dΩ =
∫

Si

(2ν S).n ds

=
∫

Si

(ν grad(u) + ν T grad(u)).n ds.

Ces deux termes de diffusion sont approximés comme suit dans le Code-

Saturne :

∫

Si

(ν grad(u)).n ds =
∑

j∈Vois(i)
Dij(u) +

∑

k∈γb(i)
Dbik

(u). (5.10)

Avec,

Dij(u) = νij

uJ ′ − uI ′

I ′J ′ Sij (5.11)

et

Dbik
(u) = νbik

ubik
− uI ′

I ′F
Sbik

. (5.12)

La viscosité νij à la face est calculée à partir des valeurs de νij aux centres

des volumes de contôle Ωi. Deux méthodes sont proposés pour calculer νij,

soit par une moyenne arithmétique :

νij =
1
2

(νI + νJ), (5.13)

soit par une moyenne géométrique :

νij =
νI νJ

αijνI + (1 − αij)νJ
, (5.14)

et la viscosité νbik
= νI .

5.1.4 Discrétisation temporelle

Dans cette partie, on présente le principe de la résolution, par Code-

Saturne, l’équation de quantité de mouvement, l’équation de continuité et
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l’équation de transport d’un scalaire a (a est la température dans notre

cas). Ce principe est basé sur une discrétisation temporelle de type Euler

implicite d’ordre 1 ou Crank-Nicolson d’ordre 2.

La discrétisation temporelle du système (2.43) se fait par une méthode

dite "méthode pas fractionnaires" (prediction-correction)[2]. Soit ∆t le pas

de temps, et on suppose que les variables physiques (u, a, p) sont connues à

l’instant tn aux centres des cellules Ωi. La résolution temporelle de l’instant

tn à l’instant tn+1 = tn + ∆t se fait en trois étapes :

• La première étape (prédiction), consite à prédire le champ de vitesse,

de l’équation de conservation de la quantité de mouvement, avec une

pression et terme source explicite comme suit :





p∗ = pn



u∗ − un

∆t


 + div [u∗ ⊗ u∗ − 2νS∗)] = −1

ρ∇pn + Sn
Φ

(5.15)

Cette étape aboutit à la première valeur du champ de vitesse u∗, ap-

pelée vitesse prédite. Ce champ de vitesse ne vérifie pas la condition :

div(u∗) = 0

• La seconde étape (correction de la pression), consiste à résoudre une

équation de Poisson [57], afin de retrouver un champ de vitesse un+1

à divergence nulle, tout en négligeant les variations du terme source

et des termes de convection et de diffusion. Le système (5.15) s’écrit

alors, comme suit :





∇.un+1 = 0

ρ(un+1 − u∗) = −∆t ∇(pn+1 − p∗)

(5.16)
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Pour résoudre ce système (5.16), on prend la divergence de la deuxième

équation du ce système pour obtenir une équation de Poisson sur

l’incrément de pression δpn+1 = pn+1 − pn :

div(∆t ∇δpn+1) = div(ρu∗) (5.17)

La résolution de ce système permet d’obtenir d’abord la pression pn+1,

puis le champ de la vitesse corrigée un+1 = u∗−
∆t∇δpn+1

ρ
, en résolvant

la deuxième équation du système (5.16). Ce champ de vitesse vérifie

l’équation de la continuité suivante :

div(un+1) = 0

• La troixième étape consiste à résoudre l’équation du transport pour

la température θ comme suit :


θn+1 − θ∗

∆t


 + div(un+1θn+1 − (κ+ κt)∇θn+1) = 0. (5.18)

Notons, qu’on utilise la même méthode pour l’intégration des termes de

convection et de diffusion de l’étape de prédiction du champ de vitesse pour

résoudre l’équation du transport (5.18). Aussi, pour les modèles LES, la

viscosité turbulente de sous-maille νt est utilisée explicitement dans la pre-

mière étape de prédiction du champ de vitesse u∗ et la diffusivité turbulente

de sous-maille est utilisé à la troisième étape de calcul de la température

θ. D’ailleurs, trois conditions aux limites peuvent être choisies : condition

de type Dirichlet, de type Neumann ou condition périodique.

5.2 Modèles de turbulence en LES, simulés avec Code-

Saturne

Les valeurs de références des constantes utilisées dans code-saturne sont :

Cs = 0.065 et Prsm = 0.699.
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Par ailleurs, l’échelle de sous-maille est définie par :

δ = 2(∆x∆y∆z)
1

3 .

Modèle invariant linéaire.





−τ d = ν(Cmδ)2


−

detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 S +

1
∥∥∥S
∥∥∥

Adjd S


 ,

−h = κ(Ctδ)2
detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 ∇θ,

(5.19)

où Adj est l’opérateur adjugué ou matrice des cofacteurs telle que :

Adjd S = S
2 −

1

3
trS2

I3

et Cm = Ct = Cs sont égales à la constante de Smagorinsky.

Modèle invariant dynamique linéaire.

Dans cette partie, on calcule les deux constantes (Cm et Ct) du modèle

invariant linéaire par une procédure dynamique, on obtient les deux égalités

suivantes :

Cm =
LijPij

P 2
ij

(5.20)

où

Pij = αij − β̃ij

αij = −ν˜δ
2


−

det ˜S
∥∥∥∥
˜
S
∥∥∥∥
3
˜
S +

1
∥∥∥∥
˜
S
∥∥∥∥

Adjd ˜S



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βij = −νδ2


−

detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 S +

1
∥∥∥S
∥∥∥

Adjd S




Lij = ũiuj − ũi ũj

et

Ct =
LijQij

Q2
ij

(5.21)

où

Qij = ξij − ζ̃ij

ξij = −κ ˜
δ

2 det ˜S
∥∥∥∥
˜
S
∥∥∥∥
3 ∇˜

θ

ζij = −κ δ2 detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 ∇θ

Lij = ˜
uiθ − ũi

˜
θ

Modèle exponentiel

Supposons que gm et ht sont de la forme :

gm = (Csδ)2(1 − exp(−v3)),

ht = (Csδ)2(1 − exp(−v3)),

où v =
detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 , alors le modèle invariant exponentiel est donné par :
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



−τ d = ν(Csδ)2 [2(1 − exp(−v3)) − 9v3 exp(−v3)] S

+
νġm∥∥∥S

∥∥∥
Adjd S,

−h = κ(Csδ)2(1 − exp(−v3)) ∇θ.

(5.22)

avec

ġm = 3(Csδ)2v2 exp(−v3).

Modèle couplé

Le modèle invariant couplé est de la forme :





−τ d = ν(Csδ)2


(−

detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 +

3

2

∥∥∥S
∥∥∥
4

||∇θ||2) S +
1
∥∥∥S
∥∥∥

Adjd S


 ,

−h = κ(Csδ)2
detS
∥∥∥S
∥∥∥
3 ∇θ.

(5.23)

5.3 Convection naturelle en cavité différentiellement

chauffée

Considèrons un écoulement d’air dans une chambre tridimensionnelle

chauffée non ventilée voir Figure 5.2. La paroi à gauche est chauffée à une

température Tc = 68 °C et la paroi à droite à une température Tf = 22.2

°C. Les autres parois sont isolés (nous avons utilisé la même configuration

que W. Zhang & Q. Chen [81]). Nos résultats sont comparés avec des

résultats expérimentaux de Cheesewright et al. [11].
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Figure 5.2 – Convection naturelle

5.3.1 Configurations et conditions aux limites

Les paramètres de nos calculs sont [81] :

• Tref =
Tc + Tf

2
= 318.25 K

• β =
1

Tref
, Prsm = 0.699, ∆T = 45.8

• La masse volumique de l’air à température Tref= 318.25 K est environ

ρ = 1.109 kg m−3

• L’accélération de la pesenteur est égale g = 9.81 ms−2

• Le nombre de Rayleigh basé sur la hauteur de la cavité est égal :

RaH = 5.1010

5.3.2 Maillage et schéma de calcul

La simulation numérique à été effectuée avec un maillage de taille (96×
96 × 12) Figure 5.3 et 5.4, jusqu’à t = 120 s. Le schéma de discrétisation

temporelle utilisé est le schéma de Cranck-Nicolson avec un pas de temps
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constant ∆t égal à 2×10−3 s. La discrétisation spatiale utilisé est le schéma

centré. Le terme source est consideré comme explicite.

Figure 5.3 – Discrétisation de l’axe Ox

Figure 5.4 – Discrétisation de l’axe Oy

Les Figures 5.5 et 5.6 montrent les résultats obtenus. On observe que

les présents modèles invariants donnent de meilleurs résultats que les mo-

dèles de Smagorinsky et Smagorinsky dynamique. On note cependant, un

écart entre la température prédite et les valeurs experimentales. Cet écart,

que l’on retrouve souvent lors des simulations numériques de ce type de

configurations, s’explique traditionnellement par la non maitrise des condi-
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tions aux limites experimentales. En effet, il est très difficile d’imposer

expérimentalement un flux de chaleur nul sur les parois verticales et hori-

zontales.

Figure 5.5 – Vitesse u2 moyenne dans le plans y = 1.25 m et z = 0.25 m.

5.4 Convection mixte

Nous avons fait une deuxieme validation numérique pour nos modèles

invariants, il s’agit d’une étude d’écoulement dans une cavité ventilée aniso-

therme Figure 5.7. C’est un phénomène plus compliqué que la convection

naturelle, et nous permet d’évaluer par la simulation de grandes échelles

la performance des nos différents modèles invariants. Les résultats des cal-

cules seront comparés avec des résultats expérimentaux effectués par Baly

et al. [4].

5.4.1 Configurations et conditions aux limites

Considèrons un écoulement d’air dans une chambre tridimensionnelle

chauffée et ventilée (convection mixte) (voir Figure 5.7), dans laquelle la
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Figure 5.6 – Température T moyenne dans le plans y = 1.25 m et z = 0.25 m.

vitesse d’entrée est Uin = 0.57 ms−1, la température des toutes les parois

est de 15 °C sauf la paroi basse où la température est égale à Tf = 35 °C.

Le nombre de Reynolds est basé sur la vitesse Uin et la hauteur hin

d’entrée :

Re =
Uinhin

ν
= 678.

La température de référence est égale à

Tref =
Tw + Tf

2
= 298.15K.

La masse volumique ρ d’air pour une température moyenne 298 K est :

ρ = 1.109 kgm−3,

β =
1

Tref
, Tw = 35 °C, Tf = 15 °C et Prsm = 0.699.
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Figure 5.7 – Convection mixte.

5.4.2 Maillage et schéma de calcul

Le maillage est de taille 86 × 86 × 12 (voir Figure 5.8 et 5.9). Pour

l’entrée, nous avons pris 4 nœuds et 5 nœuds pour la sortie et il est équi-

distant suivant z. Les schémas de discrétisations temporelle et spatiales

sont les même que pour la configuration précédente. Le pas de temps est

∆t = 7 × 10−3s.

Figure 5.8 – Maillage selon x
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Figure 5.9 – Maillage selon y

Sur les Figures 5.10 et 5.11, nous avons reporté les comparaisons entre

les profils de la vitesse simulés et expérimentaux. On observe une bonne

concordance entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus à partir

des modèles invariants. En particulier, ces dernières prédisent assez bien le

comportement de la vitesse moyenne proche des parois. Ce résultat peut

être expliqué par le fait que ces modèles invariants sont compatibles avec

les lois d’échelles (comme cela a été montré dans les chapitres 3 et 4).

De plus, le modèle invariant exponentiel, pour lequel la viscosité de sous-

maille a un comportement en O(y+3) proche de la paroi, donne un meilleur

résultat pour la prédiction du profil de vitesse moyenne u1 en fonction de

y, Figure 5.10. Par contre, les modèles de Smagorinsky et Smagorinsky

dynamique ne prédisent pas bien les profils de vitesses moyennes au milieu

et à la paroi de la cavité.

Sur les Figures 5.12 et 5.13 nous avons reporté les comparaisons entre

les profils de la température simulés et expérimentaux. On observe une

bonne concordance entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus à

partir des modèles invariants. En particulier, ces dernières prédisent assez

bien le comportement de la température moyenne proche des parois. Ce
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Figure 5.10 – Vitesse moyenne u1, pendant 1750 s pour x = 0.502 m.

résultat peut être expliqué par le fait que ces modèles invariants sont com-

patibles avec les lois d’échelles (comme cela a été montré dans les chapitres

3 et 4).

Les profils des températures moyennes obtenus par nos modèles inva-

riants donnent de meilleurs prédictions que ceux de Smagorinsky et Smago-

rinsky dynamique. En plus, le modèle invariant couplé fournit les meilleurs

prédictions, en particulier proche de la paroi. Ce résultat confirme l’im-

portance du couplage des tenseurs de sous-maille et du flux de sous-maille

dans le cas d’une convection mixte.

Dans ce chapitre, nous avons présenté le Code-Saturne dans lequel nous

avons implémenté les modèles invariants de sous-maille que nous avons

construits. Puis des tests numériques ont été effectués sur deux configura-

tions : cavité chauffée (convection naturelle) et cavité ventillée anisotherme

(convection mixte).
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Figure 5.11 – Vitesse moyenne u2, pendant 1750 s pour y = 0.502 m.

Figure 5.12 – Température moyenne pendant 1750 s pour y = 0.502 m .
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Figure 5.13 – Température moyenne pendant 1750 s pour x = 0.502 m.
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Dans cette thèse nous avons présenté une modélisation des écoulements

anisothermes turbulents consistante avec la physique. Pour donner un sens

constructif à ce terme nous avons fait usage systématique du groupe des

symétries de Lie des équations de Navier-Stokes en anisotherme.

Ainsi, en se basant sur les propriétés du groupe des symétries de Lie,

nous avons pu trouvé, des solutions exactes et des vortex particuliers

pour les équations de Navier-Stokes anisothermes. Nous avons aussi pu

construire d’une manière unifiée des lois d’échelles pour les écoulements

turbulents anisothermes qui permettent d’obtenir des lois connues mais

aussi des nouvelles.

Cette approche nous a permis de construire une classe de modèles de

sous-maille invariants par le groupe des symétries de Lie des équations de

Navier-Stokes en anisotherme. Ces modèles sont physiquement consistants

avec la physique des écoulements. En particuliers, ils reproduisent natu-

rellement les lois de paroi sans introduction de fonctions empiriques. Nous

avons aussi proposé comme alternative au modèle WALE, un modèle de

sous-maille que l’on a dénommé "modèle invariant exponentiel " pour le-

quel la viscosité de sous-maille a un comportement en y3 proche de la paroi.

Nous avons comparé les performances de ces modèles avec ceux de Smago-

rinsky et Smagorinsky dynamique. Les configurations choisies, et pour les

quelles on possède des valeurs expérimentales, sont une cavité différentia-
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lement chauffée (convection naturelle) et une cavité ventilée anisotherme

(convection mixte). Nous avons montré que les modèles invariants sont

plus performants que ceux de Smagorinsky et Smagorinsky dynamique, en

particulier proche des parois.

Ce travail offre de nombreuses perspectives dans le domaine des écoule-

ments turbulents anisothermes. Une première perspective immédiate, consis-

terait à valider les lois d’échelles construites à partir d’une simulation di-

recte pour une configuration de type canal différentialement chauffé.

D’autre part, les fonctions invariantes de la classe de modèles invariants

ne sont pas toutes étudiées. On a choisi trois fonctions d’une manière

simple, pour avoir des modèles avec une certaine particularité du point

de vue du comportement de la viscosité de sous-maille proche de la paroi.

De plus, le choix des constantes des modèles invariants reste à étudier. En

effet, dans notre cas, on a calculé les constantes par deux méthodes : dans

un premier temps, on a supposé que les constantes sont égales à la constante

de Smagorinsky. Dans un second temps, on a calculé ces constantes par la

procédure dynamique.

D’autres simulations sont nécessaires pour compléter et poursuivre cette

étude. Il s’agit de valider ces modèles invariants pour un écoulement pério-

dique dans un canal dans le cas isotherme et anisotherme pour différents

nombres de Reynolds.
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Modèles LES Invariants par Groupes de Symétries en Écoulements Turbulents

Anisothermes

Résumé :

Comme le groupe de symétries de Lie des équations aux dérivées partielles représentent les

propriétés physiques intrinsèques contenues dans les équations, il offre un outil efficace pour

étudier et modéliser les phénomènes physiques. Ainsi, dans cette thèse, on se propose d’appli-

quer la théorie du groupe de symétries de Lie à la modélisation des écoulements anisothermes.

On calcule alors des lois de paroi, et, plus généralement des lois d’échelle, pour la vitesse et

la température dans le cas d’un écoulement parallèle. En fait, ces lois d’échelle se révèlent être

simplement des solutions auto-similaires des équations de Navier-Stokes moyennées par rapport

aux symétries des équations.

Ensuite, par l’approche de la théorie des groupes de Lie, on construit une classe de modèles de

sous-maille qui sont invariants par les symétries des équations de Navier-Stokes anisothermes.

Ces modèles ont l’avantage de respecter les propriétés physiques des équations qui sont contenues

dans les symétries. De plus, par cette approche, le modèle de flux de chaleur apparaît naturel-

lement, sans qu’on ait besoin de faire appel à la notion du nombre de Prandtl de sous-maille,

ce qui augmente la portée de ces modèles par rapport à la plupart des modèles existants. Par

ailleurs, le comportement proche de la paroi de certains des modèles proposés est étudié. Enfin,

des tests numériques en convection naturelle et en convection mixtes sont effectués.

Mots clés : Turbulence, Convection thermique, Simulation des Grandes Échelles LES, Groupe

de Symétrie de Lie, Modèle Invariant.

Invariant LES Models via symmetry groups for turbulent non-isothermal flows

Abstract :

Since the Lie group of a given partial differential equation represents the intrinsic physical pro-

perties of the equation, it gives a powerful tool for modeling its physical phenomenas. The main

purpose of this thesis is to apply the Lie group theory, in modeling non-isothermal flows. There-

fore, we calculate wall laws and more generally scaling laws for the velocity and the temperature

of a parallel flow. In fact, these scaling laws are simply self-similar solutions of the averaged

Navier-Stokes equations with respect to their symmetry.

The approach of the Lie group theory, leads to a class of sub-grid models which are invariant

via the symmetries of the non-isothermal Navier-Stokes equations. These models respect the

physical properties contained in these symmetries. Moreover, via this approach the heat flow

model appears naturally in this class, without introducing the notion of the Prandlt number,

which is not always the case of an other existing model. On the other side, the behavior near

the wall of particular models in this class, is studied. Finally, numerical tests are carried out in

both cases of natural and mixed convection.

Key words : Turbulence, Heat Convection, Large Eddy Simulation, Symmetry, Lie Group, In-

variant Model.
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