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Introduction

L’objet de cette theése est de donner différentes caractérisations formelles d’une logique
d’arbres que nous appelons ici logique spatiale. Les motivations initiales de ce travail viennent
de la possibilité d’utiliser la logique spatiale en tant que langage d’interrogation de documents
semi structurés et typage de documents semi structurés. Ces motivations ont défini les pro-
blemes auxquels nous nous sommes intéressés principalement, a savoir la complexité du model
checking et la satisfiabilité de la logique, ainsi que de certaines restrictions de celle-ci. Les
motivations secondaires viennent des particularités de cette logique par rapport au cadre d’ap-
plication envisagé. D’une part, I’interprétation d’une logique spatiale sur des arbres est moins
étudiée, en général, que sur d’autres objets tels que les processus mobiles, les tas, les graphes.
D’autre part, cette logique s’interpréte sur un modele d’arbres non ordonnés, qui est un mo-
dele pour les données semi structurées et documents XML relativement peu étudié. Toutes ces
particularités nous ont amenés a nous intéresser plus a ce qu'on peut appeler le pouvoir d’ex-
pression de la logique (pour le modele d’arbres considéré). Nous rassemblons sous ce terme
différentes caractérisations comme la décidabilité de la logique, les types de propriétés qu’elle
permet d’exprimer ou non, le colit d’une vérification automatisée de ces propriétés, ainsi qu’une
comparaison avec des logiques plus « classiques » sur les arbres.

Les arbres non ordonnés

Nous considérons dans cette thése des arbres finis étiquetés sur les arétes par les symboles
d’un alphabet dénombrable. Il n’y a pas de borne a priori du nombre de fils qu’un nceud de
I’arbre peut avoir, nous parlons alors d’arbre d’arité non bornée. De plus, il n’y a pas d’ordre
entre les fils d’un noeud de I’arbre : la seule relation entre noeuds qui est prise en compte étant la
relation pere-fils ; nous parlons alors d’arbres non ordonnés.

Peu de travaux existent sur des formalismes d’arbres non ordonnés (par rapport aux arbres
ordonnés) ; on peut citer la logique CMSO [Courcelle, 1990b] qui capture la notion de recon-
naissabilité algébrique pour les arbres non ordonnés ; la logique a traits et les automates a
traits! [Niehren and Podelski, 1993] qui mettent également en correspondance une notion de
définissabilité et de reconnaissabilité sur les arbres non ordonnés ; dans [Colcombet, 2002],
une notion d’automates 4 multiensembles? a été introduite pour capturer la notion d’ensembles
de termes rationnels modulo 1’associativité et la commutativité ; les travaux [Ohsaki, 2001] et
[Ohsaki and Takai, 2002] introduisent les automates d’arbres équationnels qui reconnaissent des
termes modulo des théories équationnelles et en particulier modulo I’associativité et la commu-

'features logic, features automata
Zmultiset automata



tativité ; les automates a multiarbres [Lugiez, 2003] sont des automates d’arbres qui utilisent
des contraintes numériques. A ces formalismes nous pouvons ajouter la logique monadique du
second ordre (MSO) sur les graphes qui peut également €tre interprétée sur des arbres.

L’intérét grandissant sur la modélisation et I’exploitation des données semi structurées a
suscité quelques autres travaux sur les arbres non ordonnés, bien que le modele prédominant
soit celui des arbres ordonnés. Dans ce sens, on peut identifier deux courants. Le premier,
qui contient un plus grand nombre de travaux, est celui qui s’est intéressé a la logique des
ambients[Cardelli and Gordon, 2000a], ou plutdt a son fragment statique. Le calcul des am-
bients [Cardelli and Gordon, 2000b] est une algebre de processus. Les termes de cette algebre,
appelés processus, ont une structure d’arbre qui peut changer dans le temps au fur et 2 mesure
que le processus effectue des calculs. La logique des ambients permet de décrire des proprié-
tés sur ces processus et leur évolution ; le fragment statique de la logique ne s’intéresse qu’a
la structure des processus, c’est donc une logique (spatiale) pour arbres. Divers fragments et
variantes du fragment statique de la logique des ambients ont été étudiés en vue de la mo-
délisation, I’interrogation et le typage des documents structurés [Cardelli and Ghelli, 2004],
[Calcagno et al., 2003], [Dal Zilio and Lugiez, 2003], [Dal Zilio et al., 2004]. Le second groupe
de travaux considere une extension de la logique monadique du second ordre avec des contraintes
de comptage, représentées par des formules de 1’arithmétique de Presburger [Seidl et al., 2003],
[Seidl et al., 2004] ; il s’agit de la logique PMSO. On peut également citer, en dehors de ces deux
groupes de travaux, 1’existence de quelques résultats sur I’utilisation des logiques temporelles
pour des arbres non ordonnés [Barcelo and Libkin, 2005]. Une étude de différentes logique pour
arbres d’arité non bornée a été effectuée récemment dans [Libkin, 2005].

La logique spatiale

Une logique est dite spatiale lorsqu’elle posséde un opérateur de séparation ou de compo-
sition. Cet opérateur permet d’exprimer qu’une structure peut étre séparée en deux parties, cha-
cune de ces deux parties pouvant étre caractérisée indépendamment de ’autre (par une formule
logique). Dans les processus du calcul des ambients par exemple, cette composition est utili-
sée pour exprimer I’exécution en parallele de deux processus [Cardelli and Gordon, 2000a]. Sur
les graphes, la séparation consiste a partitionner I’ensemble des arétes du graphe en deux et de
considérer les deux graphes définis par chacun des sous ensembles d’arétes [Cardelli et al., 2002],
[Dawar et al., 2004].

La logique que nous étudions ici s’inscrit dans le premier groupe de logiques mentionné
ci-dessus, cad les logiques issues de la logique des ambients et appliquées aux documents semi-
structurés. Plus précisément, nous étudions la logique introduite dans [Cardelli and Ghelli, 2004 ]
et nous I’appelons logique spatiale. Cette logique a été initialement introduite comme la base
d’un langage de requétes pour données semi structurées, le langage TQL [Conforti et al., 2002b].
Elle représente essentiellement le fragment statique de la logique des ambients enrichi avec un
opérateur de point fixe et un opérateur de quantification sur les arbres. En plus des connecteurs
booléens classiques (disjonction, négation, vérité), cette logique comprend des opérateurs spa-
tiaux, de la quantification et un mécanisme de récursion par I’intermédiaire d’un opérateur de
point fixe. Les opérateurs spatiaux permettent de parler de la structure de 1’arbre : a[¢] exprime
le fait que I’arbre a une seule aréte partant de la racines et qui meéne vers un sous arbre satis-
faisant ¢ ; ¢ | p2 exprime que ’arbre peut étre obtenu en fusionnant les racine de deux arbres,



I’un satisfaisant ¢ et I’autre satisfaisant ¢o. Ce dernier opérateur est appelé composition et re-
présente une des particularité des logiques spatiales. La quantification dans la logique permet
de quantifier sur des étiquettes et sur des arbres. Quant a 1’opérateur de point fixe, il ajoute un
mécanisme de récursion permettant, par exemple, d’exprimer des régularités dans les chemins
de I’arbre, des répétitions d’un motif exact ou approché dans 1’arbre, d’exprimer que « quelque
part dans I’arbre » ¢ est vérifié, ou bien « partout oll ¢; est vérifié, ¢ I’est aussi » et beaucoup
d’autres.

Grace a la multitude d’opérateurs, cette logique spatiale est treés expressive. On peut consi-
dérer qu’elle englobe tous les fragments et variantes de la logique des ambients qui ont été cités
plus haut, et qui ont été étudiés pour une application aux données semi-structurés. Par ailleurs,
certains résultats connus pour la logique des ambients s’appliquent directement a la logique
spatiale. Par exemple, nous savons que la satisfiabilité de cette logique n’est pas décidable en
présence de quantification [Charatonik and Talbot, 2001, Charatonik et al., 2003]. De plus, le
langage TQL dispose d’une implémentation [Conforti et al., 2002a], ce qui laisse croire que le
probléme de model checking de la logique est décidable, au moins pour le fragment utilisé dans
le langage de requétes TQL.

Nous nous proposons ici de faire une étude de la logique spatiale qui se veut systématique
en ce qui concerne deux problémes particuliers : le probleme de satisfiabilité et le probléme de
model checking. Cette étude est systématique parce que nous considérons divers fragments de la
logique qui ont parfois été introduits par ailleurs, et pour chacun de ses fragment nous donnons
des résultats sur la satisfiabilité et le model checking. Nous faisons également le rapprochement
avec la logique monadique du second ordre et la logique PMSO.

Les problemes de satisfiabilité et de model checking

Une des premieres question qu’on se pose lorsqu’on étudie une logique est le probleme
de satisfiabilité. Le probleme de satisfiabilité pour la logique spatiale est le probleme de déci-
sion suivant : étant donné une formule logique ¢, décider s’il existe un arbre qui satisfait cette
formule. Lorsque ce probléme est décidable, nous disons que la logique est décidable.

D’un point de vue théorique, la décidabilité est en quelque sorte une mesure pour I’expressi-
vité d’une logique : les logiques pouvant exprimer des propriétés complexes ont plus de chances
d’étre indécidables. D’un point de vue plus pragmatique, la satisfiabilité d’une logique permet
de résoudre le probleme d’implication d’une formule par une autre et 1’équivalence de deux
formules.

Le probleme de model checking pour la logique spatiale est le probléme suivant : étant donné
une formule logique ¢ et un arbre ¢, décider si ¢ satisfait la formule ¢. Nous nous intéressons
d’une part a la décidabilité de ce probléme, et d’autre part a sa complexité lorsqu’il est décidable.

Dans le contexte des bases de données, le model checking peut étre utilisé pour 1I’évaluation
de ce qu’on appelle requétes booléennes, qui reviennent a vérifier si une base de donnée, ou un
document semi structuré, satisfait une contrainte. On peut également utiliser le model checking
pour tester si un ou plusieurs objets (arbres, étiquettes) sont le résultat d’une requéte.

En ce qui concerne la complexité, on a deux manicres d’évaluer la complexité du model
checking. La premiere, appelée complexité combinée, est la complexité du probléme dans le sens
classique, en considérant I’arbre et la formule comme données du probléme. La seconde, appelée
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complexité de données, est la complexité du probléme en considérant seul I’arbre comme donnée
du probléme. La complexité de données est une mesure plus pertinente pour la praticabilité
d’une logique en tant que langage de requétes. En effet, dans une utilisation pratique, la taille
de I’arbre (de la donnée) est beaucoup plus grande que la taille de la formule, cette derniére est
alors considérée comme une constante.

Plan de la these

Premiere partie : les bases La premiere partie est consacrée essentiellement a 1’introduction
des objets de base que nous allons considérer tout au long de la thése, notamment le modele
d’arbres non ordonnés d’arité non bornée que nous adoptons, ainsi que deux représentations
de ces arbres. Nous introduisons également la classe d’automates a contraintes numériques, qui
nous serviront comme outil pour établir une grande partie des résultats de la these. Nous étudions
certaines propriétés essentielles de ces automates : déterminisation, cloture par les opérations
booléennes, test d’appartenance et test du vide. Nous introduisons finalement la logique spatiale,
ainsi que la logique monadique du second ordre et son extension, la logique PMSO.

Deuxeme partie : satisfiabilité La deuxieme partie est consacrée a 1’étude du probleme de satis-
fiabilité de la logique spatiale sans quantification (étant donné que la logique avec quantification
est connue pour étre indécidable). Les deux principaux résultats de cette partie sont :

— montrer que la logique spatiale a un probleme de satisfiabilité indécidable, méme en ab-
sence de quantification ;

— définir un automate a contraintes numériques équivalent a une formule de la logique spa-
tiale ;

— identifier deux fragments syntaxiques de la logique spatiale équivalents a la logique PMSO
et a la logique MSO respectivement. Conjointement avec ces équivalences nous établis-
sons que le probleme de satisfiabilité est décidable pour ces deux fragments de la logique.

Pour établir les résultats ci-dessus, nous avons été amenés a introduire une représentation des
formules de la logique spatiale comme des systemes d’équations a point fixe.

Troisiéme partie : model checking La troisieme partie est consacrée a 1’étude du probleme de
model checking de la logique spatiale. Nous établissons que ce probleme est décidable, en pré-
sentons un algorithme permettant de le résoudre. Cet algorithme requiert un espace polynomial
pour étre exécuté. Dans un deuxieme temps, nous étudions les bornes inférieures de la com-
plexité du model checking. Nous montrons que la complexité combinée est PSPACE-difficile,
et que la complexité de données va de linéaire, 8 PSPACE-difficile, en fonction du fragment de
la logique qu’on considere.



Premiere partie

Préliminaires






Chapitre 1

Définitions de base

1.1 Multiensembles

Soient P et ) deux ensembles quelconques. Nous notons par P9 I’ensemble des appli-

cations de @ dans P. Si @ est ’ensemble fini {q¢,...,q,}, nous écrirons parfois (q; +—
Pl,---,Gn — Pp) pour désigner I’application dans P? qui a ¢; associe p; € P pour chaque
i dans 1..n.

Soit () un ensemble. Un multiensemble sur () est une application de () dans N, I’ensemble
des entiers naturels. Donc, N€ est I’ensemble des multiensembles sur Q. Le multiensemble vide
sur (Q est I"application qui associe 0 a tout élément de @ ; il sera noté 0. Le multiensemble w
sur @ est dit unitaire s’il existe ¢ dans @ tel que w(q) = 1 et pour tout ¢’ dans @ différent de g,
w(q') = 0; dans ce cas w est noté 1,. Si w est un multiensemble sur (), pour tout ¢ dans @, le
nombre w(q) est appelé multiplicité de q dans w.

L’inclusion de multiensembles a la définition attendue : soient w et w’ des multiensembles
sur Q. On dit que le multiensemble w est inclus dans le multiensemble w’, noté w C W', si pour
tout g dans @, w(q) < w'(q) ; w est strictement inclus dans w’, noté w C W', si w est inclus dans
w' et différent de w'.

Un multiensemble w est dit fini si I'ensemble {q € Q | w(q) > 0} est fini.

Notations

Chaque multiensemble fini w sur () peut étre représenté comme une séquence d’éléments
de @, notée seq(w), ol chacun de ses éléments apparait autant de fois que sa multiplicité dans
w. Par exemple, si q1, g2, g3 sont des éléments de @ et w est le multiensemble tel que w(q;) =
2, w(q2) = 1,w(qg3) = 2etw(q) = 0 pour tout ¢ différent de q1, g2, g3, alors seq(w) est
q1, 91, 92, q3, q3 (ou toute autre séquence contenant les mémes éléments dans un ordre différent).
De fagon générale, si w est le multiensemble vide, alors seq(w) est la séquence vide. Siw n’est
pas le multiensemble vide, ¢ € @ est tel que w(q) > 0 et o’ est le multiensemble sur Q) tels que
w(q) = w'(q) + 1 et pour tout ¢’ # q, w(q") = w'(¢'), alors seq(w) est g, seq(w’). On écrira
{seq(w)]} pour le multiensemble (fini) w, et donc {} pour le multiensemble vide. Notons que,
sauf dans quelques cas rares facilement identifiables, cette facon d’écrire les multiensembles
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sera utilisée pour la représentation des arbres non ordonnées et d’arité non bornée que nous
considérons dans cette these (voir la section 1.3 ci-dessous).

Opérations sur les multiensembles

L’union de multiensembles ou somme de multiensembles est 1I’opération binaire sur les mul-
tiensembles qui a deux multiensembles w, w’ sur Q) associe le multiensemble w” sur Q) tel que
pour tout ¢ dans @, w”(q) = w(q) + w'(q). Il est facile de voir que I’'union de multiensembles
est une opération associative et commutative d’élément neutre 0% . Suivant ’utilisation des mul-
tiensembles, la somme de w et w’ sera notée w W w’ ou w + w’. Plus précisément, nous réservons
la notation w W w’ pour les arbres (voir la section 1.3 ci-dessous), et dans tous les autres cas
nous utilisons la notation w + w'.

Si A est un entier naturel et w est un multiensemble sur @), le produit de \ et w, noté \w, est
le multiensemble sur @ tel que pour tout ¢ dans @, (Aw)(q) = Aw(q).

La somme et le produit sont étendus aux ensembles de multiensembles : soient 2, Q' des
sous-ensembles de N@ et \ un entier naturel. La somme de Q et Q’, notée Q2+ ', est ’ensemble
dans p(N®)

O+ ={w+d |weQu €}

Le produit de ) et 2, noté AQ2, est I’ensemble dans p(N%)
A= {dw |w e Q}.

Finalement, la somme duale Q 4 €’ des deux ensembles du multiensembles 2 et Q' est définie
par
QO+ Q ={" |Vw,u. V" =w+u = (WeQouwe D)}

Classes d’ensembles de multiensembles

Par analogie avec les ensembles de vecteurs d’entiers sans étoile [Gaubert and Giua, 1999]
et les ensembles de vecteurs d’entiers semilinéaires, nous introduisons les ensembles de mul-
tiensembles sans €toile et les ensembles de multiensembles semilinéaires.

Définition 1.1 (Ensembles de multiensembles linéaires) Soit () un ensemble fini non vide et
soient p1, ..., px et b des multiensembles dans N9. L’ensemble Lin(b, p1,...,px) est défini
par :

Lin(b,p1,...,pPx) ={b+ \ip1 + -+ AP | A1,..., A\x € N}

Tout ensemble de multiensembles de la forme Lin(b, p1,. .., px) est dit ensemble linéaire. Le
multiensemble b est appelée base et les multiensembles p1, .. ., px des périodes.

Définition 1.2 (Ensembles de multiensembles sans étoile) Soit () un ensemble fini non vide.
Un sous-ensemble de N€ est dit sans étoile s’il peut s’écrire comme une union finie d’ensembles
linéaires dont les périodes sont des multiensembles unitaires : toute période est égale a 1, pour
un certain q¢ € (.
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Différentes autres définitions existent pour les ensembles sans étoile. En théorie des langages,
un ensemble de mots est sans étoile s’il peut étre défini a ’aide d’une expression réguliere
sans utiliser 1’étoile et en utilisant le complémentaire. Un ensemble de vecteurs (de taille fini)
est sans €toile s’il est fini ou bien s’il peut étre obtenu par a partir d’ensembles de vecteurs
sans étoile en utilisant les opérations booléennes. Ils existent également d’autres caractérisations
équivalentes des ensembles sans étoile. Voir par exemple [Gaubert and Giua, 1999] ou certaines
de ces équivalences sont établies.

Définition 1.3 (Ensemble de multiensembles semilinéaire) Soit () un ensemble fini non vide.
Un sous ensemble de N? est dit semilinéaire s’il peut s’écrire comme une union finie d’en-
sembles linéaires.

Il est immédiat de ces définitions que tout ensemble de multiensembles sans étoile est éga-
lement un ensemble semilinéaire.

Les résultats suivants, connus pour les ensembles de vecteurs sans étoile et semilinéaires,
sont facilement adaptés aux ensembles de multiensembles.

Définition 1.4 (Ensemble effectif) Un ensemble sans étoile ou semilinéaire est dit effectif s’il
est donné sous la forme d’une union finie d’ensemble linéaires, chacun de ces ensembles li-
néaires étant donne par sa base et ses périodes.

La notion d’ensemble effectif se référe donc a la représentation de 1’ensemble, et non pas a
sa nature. Par exemple, un ensemble de multiensembles sans étoile pourrait &tre défini par une
machine de Turing, ou par une fonction récursive qui énumere ses éléments, ou par une ex-
pression construite a partir d’ensembles finis et d’opérations booléennes. Aucune de ces trois
représentations ne définit un ensemble effectif, méme s’il pourrait étre possible d’en déduire une
représentation effective sous la forme d’union d’ensembles linéaires.

Terminons par ce fait bien connu sur les ensembles sans étoile et semilinéaires.

Fait 1.1 Les ensembles sans étoile et les ensembles semilinéaires sont clos par union, intersec-
tion et complémentaire. De plus, si ces ensembles sont effectifs, alors les cldtures sont également
effectives (cad I'union, I’intersection et le complémentaire peuvent étre calculés et représentés
par des unions finies d’ensembles linéaires donnés par leurs bases et leurs périodes).

1.2 Arithmétique de Presburger

L’arithmétique de Presburger est la théorie du premier ordre sur la structure (N, +, =) des
nombres entiers naturels avec I’addition. Soit Z un ensemble dénombrable de variables sur
les entiers naturels ; les éléments de Z sont notés z, 2, .. .. Les formules de I’arithmétique de
Presburger sont définies par la syntaxe :

pu=v=v | =p | pVp | 3zp
vi=n | z | v+v

ou n désigne un nombre entier quelconque. Les sous-formules obtenues pour le non terminal
v sont appelés des termes numériques. L’ensemble des formules de 1’arithmétique Presburger
pouvant étre construites sur I’ensemble de variables Z est noté PresbForm(Z).
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Les formules de I’arithmétique de Presburger sont interprétées sur la structure (N, +,=).
Soit ( une valuation des variables, c’est a dire { est une application de Z dans N. ( est étendue
aux termes numériques comme suit : si v = n pour un certain entier naturel n, alors ((v) = n;
si v = v1 + vy, pour les termes numériques v1, vo, alors ¢(v) = ((v1) + ((v2). On dit que la
valuation ( est solution de la formule p, ou encore que ( satisfait p,noté ¢ = p,si:

- pestv =2v"et((v) =((V);

— pest—p et C fEp';

—pestp’ Vp'et(=pou( = p”;

— pest 3z.p et il existe un entier naturel n tel que ([z — n] = p/.

Il est bien connu que I’ensemble des solutions d’une formule de Presburger est semilinéaire.
Avec les notations ci-dessus, et remarquant que toute valuation ¢ peut étre assimilée a un mul-
tiensemble sur Z, cette propriété s’exprime de la facon suivante :

Fait 1.2 Soit p(z1,...,2;) une formule de I’arithmétique de Presburger a k variables libres,
précisément z1, ..., 2y, ; soit Z I’ensemble {z1,. .., zx}. Considérons ’ensemble de multien-
sembles © inclus dans N défini par :

Q={CeN? | CEp(z1,....2)}.

L’ensemble 2 est semilinéaire.

1.3 Modéele d’arbres et représentations des arbres

Soit 3 un ensemble dénombrable d’étiquettes. Les éléments de > sont notés a, b avec éven-
tuellement un indice. Tout au long de ce document, nous considérons des structures arbores-
centes finies dont les arétes sont étiquetés par des éléments de 3.

Un arbre t est un triplet (N, F, etq), o N est un ensemble fini non vide de nceuds, £ C
N x N est un ensemble fini d’arétes et etq est une application de I’ensemble des arétes £ vers
I’ensemble d’étiquettes 3 qui définit 1’étiquetage des arétes de I’arbre. Pour I’aréte e = (v, v’)
(avec v,v’ dans N), le nceud v est appelé source de e et le nceud v’ est appelé destination
de e. De plus, I’ensemble d’arétes E garantit que 1’arbre soit connecté et admet un nceud
racine. Formellement, il existe un nceud particulier noté racine(t) tel que (i) racine(t) n’est la
destination d’aucune aréte dans F et (ii) pour tout nceud v différent de racine(t), il existe une
unique suite d’arétes eq, . .., ey telle que la source de e; est racine(t), la destination de ey, est v
et pour tout ¢ dans 1..k — 1 la destination de e; et la source de e; 1 coincident.

Deux arbres isomorphes sont considérés étant égaux. Nous notons Ay I’ensemble des arbres
étiquetés par des étiquettes de 1’ensemble 3. Pour un nceud v de 'arbre t = (N, E, etq), les
neeuds successeurs de v sont les neeuds v’ tels que (v,v’) € E et les arétes successeurs —de
v sont les arétes €’ telles que v est la source de ¢’. Pour 'aréte e de 'arbre t = (N, E, etq),
les arétes successeurs de e sont les arétes ¢’ telles que la source de ¢’ et la destination de e
coincident. L’arbre vide est I’unique arbre dont I’ensemble des nceuds est un ensemble réduit a
un unique élément : la racine de I’arbre. Par conséquent, I’arbre vide n’a pas d’arétes.

Pour illustrer certains exemples, nous utiliserons une représentation graphique des arbres,
comme sur la figure 1.
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F1G. 1 — Exemple de représentations graphiques d’un arbre. A gauche, les nceuds ont été nom-
més.

Exemple 1.1 Soit I’arbre ¢t = (N, E, etq) défini par :
- N= {Uh V2,3, V4, Us, U6}’
- b= {(Ula U2)7 (U17 ’03), (’02, ’04), (2}2, U5)7 (1)37 Uﬁ)} et
— etq((v1,v2)) = a,etq((v1,v3)) = b,etq((ve, va)) = b,etq((v2,v5)) = b, etq((vs, v6)) =
C,
ou a, b, c appartiennent a 3. Une représentation graphique de 1’arbre ¢ est donnée sur la figure 1.

Remarquons que le terme « arbre » est utilisé pour d’autres types de structures arborescentes.
Tres souvent, les arbres sont des termes construits sur une signature finie ; ceci revient a consi-
dérer que les nceuds de 1’arbre sont étiquetés par les éléments de la signature. De plus, I’étiquette
d’un neeud détermine le nombre de ses noeuds successeurs (qui est égale a 1’arité de 1’étiquette
du neeud). Si la signature ne contient pas de symboles constants, alors 1’arbre est infini. Ce type
d’arbres peut étre appelé « arbres ordonnés d’arité bornée ». Par analogie, nous pouvons éga-
lement considérer des arbres ordonnés d’arité non borné. Ce sont des arbres pour lesquels le
nombre de successeurs d’un nceud n’est pas borné a priori (par rapport aux « arbres termes »,
dans lesquels le nombre de successeurs d’un nceuds est borné, par la plus grande arité dans la
signature, mais aussi fixé par 1’étiquette du nceud). Dans un arbre ordonné d’arité non bornée,
en plus de la relation pere-fils entre les nceuds définie par les arétes de I’arbre, on doit considérer
une relation « frére suivant » qui défini un ordre total entre tous les nceds successeurs d’un nceud
donné.

Taille et hauteur d’un arbre

La taille de I’arbre ¢t = (N, E, etq), notée taille(t) ou simplement |¢|, est le cardinal de
I’ensemble N des nceuds de ’arbre. Notons que pour tout arbre, le nombre de ses nceuds est
égal au nombre de ses arétes plus un. Donc, la taille d’un arbre est égale au nombre de ses arétes
plus un.

La hauteur de I’arbre t = (N, F, etq), notée hauteur(t), est la longueur de la plus longue
branche de I’arbre, cad la longueur de la plus longue suite d’arétes ey, . .., e; dans E telles que
e est successeur de la racine de ¢, e; est sans successeurs dans ¢ et pour tout ¢ dans 1.k — 1,
P’aréte e; 11 est successeur de 1’aréte e;.

Nous donnons dans la suite deux représentations supplémentaires des arbres (en plus de la
représentations par son ensemble de noeuds, d’arétes et I’étiquetage des arétes). Chacune de ces
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représentations est mieux adaptée que 1’autre pour I’interprétation de certaines logiques ou pour
I’utilisation d’automates d’arbres.

Les arbres comme structures logiques

On considere la signature 0 = {<} U {etq, | b € X} ol < est un prédicat binaire (en
notation infixée) et les etq, sont des prédicat unaires. Alors a chaque arbre t = (N, E, etq) dans
As; on peut associer la o-structure finie S* = (E, {etq} | b € X}, <*) o, pour chaque b dans &
et chaque aréte e dans E, etq] (e) est vrai dans S” si etq(e) = b et pour chaque couple d’arétes
e,/ dans E, e <! ¢ est vrai si la destination de 1’aréte e et la source de ’aréte ¢’ coincident.

Il est a noter que la structure logique que nous proposons ici est orientée arétes, c’est a dire
les éléments de base de S? sont les arétes de 1’arbre alors que dans la littérature, les arbres (et les
graphes en général) sont plus souvent représentés par des structures logiques orientées noeuds.
Notre choix sera discuté dans la section 3.1 ci-dessous.

Il existe une bijection entre les arbres et les structures logiques.

Les arbres comme multiensembles imbriqués

Soit X un ensemble dénombrable, et soient Arbresy. et EArbress. les ensembles définis ré-
cursivement comme :

— Arbresy; est I’ensemble des multiensembles sur EArbress; ;

— EArbresy, est ’ensemble des a[t] ol a est élément de X et ¢ est élément de Arbresy.
Les éléments de EArbresy; sont appelés éléments d’arbre.

Fait 1.3 Tl existe une bijection entre les ensembles Ay, et Arbresy,.

Montrons d’abord comment passer d’un arbre vers sa représentation sous forme de multien-
sembles imbriqués. Soit ’arbre t = (NN, F, etq), et construisons s € Arbresy, qui représente
I’arbre ¢. A chaque nceud v dans N nous associons un multiensemble d’éléments d’arbres s,,.
Chacun de ces multiensembles contient exactement les éléments d’arbres a[s,/] tels que (v, v")
est une aréte de ’arbre ¢ et etq(v,v') = a.

Inversement, étant donné 1’objet s dans Arbresy;, construisons 1’arbre t = (NN, E, etq) dont
s est la représentation sous forme de multiensembles imbriqués. Le cardinal de I’ensemble de
nceuds NV est égal au nombre de multiensembles apparaissant dans s. (On associe deux nceuds
différents a deux occurrences différentes du méme multiensemble apparaissant dans s. Par
exemple, il y a autant de nceuds dans N correspondant au multiensemble {} que d’occurrences
de ce multiensemble dans s.) Les arétes de s sont isomorphes aux éléments d’arbres apparais-
sant dans s. Pour tout élément d’arbre e = a[s'] apparaissant dans s, et pour toute occurrence de
cet élément d’arbre dans s, il y a une aréte (v”,v') dans E et etq(v”,v’) = a, ot v’ est le nceud
correspondant au multiensemble s’ et v est le nceud correspondant au multiensemble dans s
qui contient 1’élément e.

Le passage d’une représentation a 1’autre est linéaire dans la taille de I’arbre. De plus, la
taille et la hauteur d’un arbre ¢ peuvent €tre déterminées a partir de sa représentation sous forme
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de multiensembles imbriqués s. La taille est égale au nombre de multiensembles qui appa-
raissent dans s, la hauteur est la plus grande profondeur d’imbrication de multiensembles. Plus
précisément, pour tout s € Arbresy,, taille(s) et hauteur(s) sont récursivement définies sur la
structure de s par :

— taille({}) = 1;

- taille({a1[s1], ..., ap[se]}) = 1+ > ,cq 4 taille(s;)
et

— hauteur({}) =0;

— hauteur({aq[s1], ..., ax[sk]}) = 1 + max;eq  taille(s;).

Exemple 1.2 La représentation multiensembliste de 1’arbre de la figure 1 est
{al{ol{), o[{RIH, b1 c[{}I}]E-

Suite a cette correspondance entre I’ensemble des arbres Ay, et I’ensemble Arbresy;, les
éléments de ce dernier sont appelés simplement arbres.

Notations

Nous terminons cette section par quelques notations.

Pour tout ensemble d’étiquettes « et tous ensembles d’arbres T, 7", a[T] et T'| T” sont les
ensembles d’arbres

afll|={alt] | a€a, teT}
TIT ={twt | teT, t'eT}.

Autrement dit, | est une notation alternative de la somme d’ensembles de multiensembles qui
sera utilisée uniquement pour les ensembles d’arbres. De ce fait, I’opérateur | est associatif et
commutatif : pour tous ensembles d’arbres T, 7", 7", ona T |T' =T | T et (T |T') | T" =
T|(T"|T"). 1l est également facile a voir que pour tous ensembles d’étiquettes «, 3 et tous
ensembles d’arbres 7',7”, on a

alT|N BT = (an BT NT'].

Par définition, ’ensemble «[T'] est vide si et seulement si « est vide ou T est vide.

Pour tout entier naturel n, tout élément d’arbre e et tout ensemble d’éléments d’arbres F,
n - eetn - E sont respectivement I’arbre et ’ensemble d’arbres définis par :

n-e={e,...,e}

n fois

n-E={{e,....,ex} | Vi€ l.n, e € E}

Notons qu’alors pour tout ensemble d’arbres £/, 0 - E = {]} et que pour tout entier naturel
strictement positif n, n - & = &. Ceci implique en particulier que n - & n’est pas I’ensemble
vide seulement si n est égal a 0.



20

Chapitre 1 : Définitions de base




Chapitre 2

Automates

Sont présentés ici deux classes d’automates d’arbres et leurs propriétés. Considérer un for-
malisme d’automates peut s’avérer utile dans une multitude de cas, aussi bien pour résoudre
des problémes pratique que pour établir des résultats théoriques. Pour une étude large et ap-
profondie de diverses problématiques liées aux automates d’arbres, le lecteur peut consulter
[Comon et al., 1997]. Comme nous le verrons par la suite, les classes d’automates d’arbres que
nous présentons ici vont nous permettre d’établir des résultats de décidabilité, de complexité et
de comparaison d’expressivité pour la logique spatiale.

Les automates a contraintes numériques tels que nous les définissons ici (section 2.2) n’ont
pas été considérés auparavant sous cette forme exactement. Cependant, on ne peut pas vraiment
considérer que c’est une nouvelle classe d’automates. Divers types d’automates pour arbres non
ordonnés ont été définis, plus ou moins proches des automates a contraintes numériques. On
peut citer les automates 2 traits' [Niehren and Podelski, 1993] définis & travers une reconnaissa-
bilité algébrique modulo associativité et commutativité ; les automates d’arbres conditionnels?
[Lugiez and Moysset, 1994] travaillent sur une représentation multiensembliste des arbres et
utilisent des contraintes de comptage pour les transitions ; les automates d’arbres équationnels®
[Ohsaki, 2001], [ Verma, 2003] reconnaissent des termes modulo des théories équationnelles, et
en particulier modulo 1’associativité et la commutativité ; les « automates a multiensembles ra-
tionnels » [Colcombet, 2002] utilisent dans les transitions des contraintes de comptage définies
par des ensembles de multiensembles reconnaissables. Finalement, dans le domaine des don-
nées semi-structurées ont été récemment définis, d’une part, les automates a multiarbres® et leur
variante les automates 2 faisceaux’ [Lugiez and Dal Zilio, 2002] [Dal Zilio and Lugiez, 2002]
[Dal Zilio and Lugiez, 2003] [Dal Zilio et al., 2004] qui utilisent des contraintes numériques ex-
primées dans I’arithmétique de Presburger, et font le lient avec (un fragment de) la logique spa-
tiale (voir aussi la section 6.1) et, d’autre part, les automates de Presburger [Seidl et al., 2003]
utilisant également des contraintes de I’arithmétique de Presburger.

Ufeature automata
2conditional tree automata
Sequational tree automata
“multitree automata
Ssheaves automata
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Les automates de Presburger (section 2.1) ont été introduits dans [Seidl et al., 2003]. Nous
donnons brievement leur définition et quelques propriétés. Les automates a contraintes numé-
riques sont présentés dans la section 2.2.

Les deux dernieres sections du chapitre sont consacrées a 1’étude des propriétés des au-
tomates a contraintes numériques, telles que déterminisation, cldture par les opérations boo-
léennes, cloture par homomorphisme, décidabilité et complexité du test du vide et du test d’ap-
partenance. La section 2.3 s’intéresse aux automates a contraintes numériques en général, et la
section 2.4 s’intéresse a deux sous classes des automates a contraintes numériques.

2.1 Automates de Presburger

Les automates de Presburger ont été définis dans [Seidl et al., 2003] par Seidl, Schwentick
et Muscholl dans et des variantes de ces automates ont été étudiés dans [Seidl et al., 2004]. Dans
ces travaux, les auteurs considérent des arbres d’arité non bornée, ordonnés ou non, et étiquetés
sur les noeuds par des étiquettes d’un alphabet fini.

Un automate de Presburger est un tuple A = (X, @, A, p) ol X est un ensemble fini de sym-
boles appelé alphabet, () est un ensemble fini d’états, p est une formule dans PresbForm({z |
q € Q}) et A est une fonction de Q x X dans PresbForm({z, | ¢ € Q}).°

Définition 2.1 (Langage d’un automate de Presburger) Soit A = (X,Q, A, p) un automate
de Presburger. Pour tout état g de I’automate, £ 4(q) C EArbresy; est le langage associé a ’état
q. Pour toute formule p’ dans PresbForm({z, | ¢ € Q}), La(p") C Ay est le langage associé
a la formule p'. L 4(q) et L 4(p') sont récursivement définis par :

— L4(q) est ’ensemble d’éléments d’arbres

U alca”):
A(g,a)=p”
— soit Q@ = {q1,...,qr},alors L4(p') est 'ensemble d’arbres

U C(zq) - Lalqr) |- -[C(zg,) - Lalgr)
(Ep'

Le langage de I’automate A,noté L(A), est 'ensemble d’arbres £4(p).

Les automates de Presburger ont diverses bonne propriétés établies dans [Seidl et al., 2003],
dont certaines sont citées ci-dessous.

Théoreme 2.2 ([Seidl et al., 2003], Théoreme 2) La famille des langages définissables par un
automates de Presburger est effectivement close par union, intersection et complémentaire.

Théoreme 2.3 ([Seidl et al., 2003], Théoreme 1) Le vide d’un automate de Presburger est dé-
cidable.

SRappelons que PresbForm({z, | ¢ € Q}) est ’ensemble des formules de I’arithmétique de Presburger
construites sur I’ensemble de variables {z, | ¢ € Q}.
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Un automate de Presburger A est dit déterministe si pour tout élément d’arbre e, il existe un
et un seul état de 1’automate ¢ tel que e appartient a £ 4(q).

Proposition 2.4 ([Seidl et al., 2003], Théoreme 3) Pour tout automate de Presburger A, un
automate de Presburger déterministe A’ peut étre construit tel que L(A) = L(A').

2.2 Automates a contraintes numériques

Les automates a contraintes numériques que nous allons définir sont une extension des au-
tomates de Presburger a un alphabet > dénombrable et ou les contraintes de Presburger sont
remplacées par des contraintes plus générales.

Un automate a contraintes numériques (ACN) A est un quadruplet (3, Q, A, F) ou X est
un ensemble de symboles dénombrable appelé alphabet de 1’automate, () est un ensemble fini
d’états, A est une relation sur Q x p(¥) x p(N?) appelée relation de transition de I’automate
Finalement, F' C p(N%) est la condition d’acceptation de 1’automate. Nous supposons que la
relation de transition est finie (le graphe de la relation est fini).

Les triplets (g, o, D) appartenant a A sont également appelés transitions de I’automate.

Définition 2.5 (Langage d’un automate) Soit A = (X,Q, A, F) un automate a contraintes
numériques. Pour tout état de ’automate g, £4(q) C EArbresy, est le langage associé a I’état
q et pour tout ensemble d’applications D C N®, £4(D) C p(Ayx) est le langage associé a D.
L4(q) et La(D) sont définis récursivement par :

— La(q) est 'ensemble d’¢lément d’arbres [, o pjea @[La(D)];

- soit Q@ = {q1,...,qn},alors L4(D) est I’ensemble d’arbres

La(D) = d(q1) - La(g)|--|d(gn) - La(gn)-
deD

Le langage de A, noté L(A), est ’ensemble d’arbres L 4(F).

Remarque 2.6 (Forme des transitions d’un ACN) Soient A = (3,Q, A, F) un automate et
(q,a, D) et (q, v, D) des transitions dans A. Par définition de L(A), le langage de I’automate
A, il est facile de voir que celui-ci ne change pas si les deux transitions (q, o, D) et (q,«, D)
sont remplacées par la transition (q, v, D U D). Ceci peut étre étendu a tout sous ensemble
dénombrable de transition de A\ qui ne différent que par leur troisiéme composante. Plus pré-
cisément, si {(q,c, D;) | i € I} est sous ensemble de A (pour un certain ensemble dénom-
brable 1), alors le langage de I’automate A = (X, Q, A, F) est égal au langage de I’automate
A= (X8,Q,A,F), ou A est larelation (A~ {(¢,a,D;) | i € I}) U{(q, o, U;c; Di)}-

Nous en concluons que tout automate a contraintes numériques A = (3, Q, A, F') est équi-
valent a un automate a contraintes numériques A = (X, Q, A’ F) ou la relation A est fonc-
tionnelle dans les deux premiéres composantes, cad si (q,a, D) et (q,«, D") appartiennent a
A’ alors D = D'.

Si ’arbre t appartient 2 £(A), on dit que I’automate A reconnait ’arbre t.

’Ce terme vient de la méthode usuellement utilisée pour tester si un arbre appartient au langage d’un automate, &
savoir calculer une exécution de 1’automate sur I’arbre. Voir la section suivante sur ce point.
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Exemple 2.1 Nous présentons ici plusieurs exemples d’automates a contraintes numériques. Ce
que nous considérons ici comme la hauteur d’une aréte e est la hauteur de I’arbre {e] constitué
de cette unique aréte.

@

(i)

(ii1)

Automate A = (3,Q, A, F) reconnaissant tous les arbres de hauteur un : Q = {q},
A ={(¢q,%,{0°)}et F = {(qg+ n) | n > 1}.L’idée ici est que £(q) est ’ensemble
de tous les éléments d’arbres de hauteur un, cad £ 4(q) = X[{{} }]. La condition d’accep-
tation F' exprime le fait qu’un arbre ¢ est de hauteur un si et seulement si t = n - X[{{} }]
etn > 1.

Tout automate A = (3,Q, A, F) avec F' = {0%} reconnait uniquement I’arbre {}, ceci
indépendemment de @ et A.

Construisons un automate A = (X,Q, A, F') reconnaissant le singleton {t} ou t est
Iarbre {a[{a[{}], b[{}]}], b[{b[{}], b[{}]}]} ou, de fagon visuelle, I’arbre représenté sur
la figure 1.

L’idée est d’introduire un état ¢, par élément d’arbre e différent dans ¢ et de construire A
de fagon a ce que pour tout e, £4(ge) = {e}. Les éléments d’arbres différents dans

t sont e; = al{}], e2 = b[{}], es = a[{e1,ez]] et es = b[{ez,e2}]. Donc, Q@ =
{qeyqes» Ges» Ge, }- La fonction de transition A est définie par :

(ger, {a}, {09}),

a ) G () {09
(Ges, f{a}, {(ge; = 1,qey = 1,qey — 0,g¢, — 0)}),
(Qe4> {b}, {(Qe1 = 07Qe2 = 27Qe3 — 0, ey 0)})

€3 €4

€1 €y €3 €2

FI1G. 1 — A gauche, une représentation graphique de I’arbre ¢ = et a droite une représentation
graphique du méme arbre sur laquelle chacune des arétes est annotée par 1’élément d’arbre

qu’elle définit : e; = a[{}], e2 = b[{}], es = a[{e1, ea}] et e = b[{ea, €2, €2}].

(iv)

Construisons un automate A = (X,Q, A, F') reconnaissant 1’ensemble des arbres bi-
naires complets de hauteur deux (cad ayant la mé&me structure que I’arbre ¢ représenté sur
la figure 1). L’idée est d’introduire un état ¢, par structure différente d’élément d’arbre
apparaissant dans ¢ (la structure de t excepté) et de garantir par A que pour toute struc-
ture, £(qy) reconnait exactement les arbres ayant cette structure. Les structures dif-
férentes rencontrées sont une seule aréte, a laquelle on fait correspondre 1’état ¢, et
une aréte avec deux successeurs qui sont elles-mémes sans successeurs, a laquelle on
fait correspondre 1’état go. Donc, nous obtenons 1’automate suivant : Q@ = {q1,q2},

A= {(q1,2,{09}), (g2, 5, {(q1 = 2,2 = 0)})} et F = {(q1 — 0,2 — 2)}.
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)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

x)

(xi)

Le langage de I'automate A = (X, Q, A, F) défini dans ce qui suit est I’ensemble des
arbres dont le nombre d’arétes successeurs de la racine est premier : @ = {q}, A contient
comme unique transition (¢, %, N?) et I' = {(¢ + n) | n nombre premier}.

Le langage de 'automate A = (X, @, A, F') défini dans ce qui suit est ’ensemble des
arbres plats (de hauteur un) pour lesquels le nombre d’arétes successeurs de la racine
étiquetées par a est pair et le nombre d’arétes successeurs de la racine étiquetées par b
est impair : Q = {qa, g, q}, A contient les transitions (qq, {a}, {029}), (g, {b}, {09}),
(¢,{a,b},{09}) et F = {(qa > 74, qp — Mp,q — 1) | ng est pair, n, est impair,n €
N}.L’idée ici est que I’ensemble d’états de 1’automate doit permettre de faire la distinction
entre les éléments d’arbres (de hauteur un) étiquetés par a, b ou une autre étiquette.

Le langage de I'automate A = (X, Q, A, F) défini dans ce qui suit est I’ensemble des
arbres plats (de hauteur un) pour lesquels les ar€tes successeurs de la racine peuvent
étre partitionnés en deux multiensemble de taille égale, le premier contenant uniquement
des €léments d’arbres étiquetés par a ou b et le second contenant uniquement des é1é-
ments d’arbres étiquetés par a ou c. Autrement dit, ¢ appartient & £(A) si et seulement si
t = {er,...,en}t W {€},..., €} et pour tout ¢ dans 1..n, e; appartient a {a,b}[As]
et e/ appartient a {a,c}[Ax]. Alors @ = {g,q.} et la fonction de transition assure
que La(gp) = {a,b}[Ax] et La(q.) = {a,c}[As]. Donc, A contient les transitions
(g, {a,b},{09}) et (qc,{a,c},{09}). La condition d’acceptation est F = {(gp +
n,q. — n) | n € N}.

Le langage de I'automate A = (X, Q, A, F) défini dans ce qui suit est I’ensemble des
arbres binaires pour lesquels chaque nceud a zéro ou deux arétes successeurs et dans ce
dernier cas I’une de ces arétes est étiquetée par a et ’autre parb: Q = {qq, g}, A contient
les transitions (g4, {a}, D) et (g5, {b}, D) ot D = {(¢q — 0,95 — 0),(qa — 1,95 —
1)} et F=D.

Le langage de I'automate A = (X, Q, A, F) défini dans ce qui suit est I’ensemble des
arbres dont tous les nceuds ont autant d’arétes successeurs étiquetées par a que d’arétes
successeurs étiquetées par b : Q@ = {qa,q»}, A contient les transitions (g4, {a}, D),
(v, {b}, D) ou D = {(qqs — n,qp—n) |n € N} et F = D.

Les deux derniers exemples illustrent comment on peut définir des propriétés faisant in-
tervenir la hauteur des arbres. Tout d’abord, présentons un automate A = (X, Q, A, F') de
langage I’ensemble des arbres dont la racine a au plus quatre arétes successeurs de hauteur
supérieure 4 deux : Q = {q1, 2}, A contient les transitions (q1, 2, {09}), (g2, %, {(q1 —
ni,q2 — ng) | np > 1,ng € NP et F = {(q1 — n1,q2 — na) | no < 4,ny € N}. Ici,
L4(q1) est ’ensemble des éléments d’arbres de hauteur un et £4(g2) est ’ensemble des
éléments d’arbres de hauteur supérieure ou égale a deux.

Finalement, I’automate A = (3, Q, A, F') reconnait les arbres pour qui toutes les arétes
a profondeur impaire (en commengant a compter a 1 pour le niveau sous la racine) sont
étiquetées par a et il n’y a pas de restriction pour les autres arétes. L’ensemble d’états
de I"automate est QQ = {qua, 9a, da, Gerr } - L'ensemble des transitions de I’automate est
(¢,, D), ol q, o, D sont donnés par les lignes du tableau ci-dessous, ol my, mg, mg dé-
signent n’importe quel nombre naturel (positif ou nul), et 1, 7o sont des nombres stric-
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tement positifs.

[ [D E g |
1 {(Qaa = mi,qg — 07 Ga — 07 Gerr — 0)} {CL} qaa
2 | {(¢aa = m1,qa — 0,qa — 0,¢err — 0)} Y~ {a} | q@
3 | {(¢aa — m1,qz— n1,qa — 0, gerr — 0)} Y~ Aa} | e
4 {(Qaa'_)ml7QE'_>n17Qa'_>07Qerr'_>O)} {CL} qa
5 | {(gaa = M1,qa — N1,qa — N2, Gerr — 0)} by Gerr
6 | {(¢aa — m1,qa — 0,qq — N1, Gerr — 0)} by a
7| {(daa = m1,qa — M2,qqa — M3, Gerr — n1)} | B Gerr

L’ensemble d’acceptation F est {(qsa — M1,z — 0,94 — M3, Gerr — 0) | my,ms €
N}. Pour une présentation intuitive de I’ensemble d’états et de regles de cet automate,
nous utilisons la notion d’exécution définie dans la section suivante. Soit 7 une exécution
de I'automate. L’état q,, va €tre associé par r aux arétes définissant un élément d’arbre
ne contenant que I’étiquette a. L’état gz sera associé aux arétes qui ne sont pas étiquetées
par a et dont toutes les arétes successeurs et leur descendants sont étiquetées par a (régle
2). Une aréte a laquelle r associe 1’état gz définit une succession d’états g, et gz sur le
chemin entre cette aréte et la racine de 1’arbre. Ainsi, si une aréte a une aréte successeur a
laquelle 7 associe 1’état ¢z, elle doit obligatoirement étre étiquetée par a dans I’arbre (les
regles 3 et 4) et inversement, si r associe ¢, ou g, a toutes les arétes successeurs d’une
aréte, alors celle-ci peut porter n’importe quelle étiquette et se trouve sur un niveau gz (la
régle 6). Finalement, la régle 5 interdit le mélange d’états ¢, et gz au méme niveau, et la
regle 7 assure la propagations de 1’état d’erreur vers le haut.

2.2.1 Exécution d’un automate et calcul d’une exécution

Soit t un arbre et A = (¥, Q, A, F) un automate a contraintes numériques. Une exécution®
de I'automate A sur I’arbre ¢ est une application r qui a toute aréte de ¢ associe un état de
I’automate A et telle que, si r(e) = ¢ et ¢’ est I'élément d’arbre défini par ’aréte e, alors ¢’
appartient a £4(q). D’apres la définition de £4(q), ceci est équivalent a dire qu’il existe une
transition (¢, o, D) de I’automate telle que 1’étiquette de I’aréte e appartient a « et le multien-
semble {r(e1),...,r(ex)} appartient a D,ou {eq, ..., e} est’ensemble des arétes successeurs
de e. Une exécution est dite acceptante si le multiensemble {r(e1),...,7(ex)} appartient a F,
pour {eq,..., e} étant I'’ensemble des arétes successeurs de la racine. Il est facile de voir que
I’arbre ¢ appartient au langage de I’automate A si et seulement s’il existe une exécution accep-
tante de A sur ¢.

Exemple 2.2 Considérons 1’automate A défini dans I’exemple 2.1 (ix) ; A reconnait 1’ensemble
des arbres dont tous les noeuds ont autant d’arétes successeurs étiquetées par a que d’arétes
successeurs étiquetées par b. Rappelons que A = (X,Q, A, F) et Q = {qa, @}, A contient les
transitions (qq, {a}, D), (¢, {b}, D) o0 D = {(qs, — n,qp —n) | n € N} et F = D.

Une exécution de cet automate sur I’arbre ¢ {a[{}], b[{}], a[{a[{}], 6[{}}], b[{a[{}], [{} } }
(a gauche) est présentée ci-dessous (a droite) :

8Nous utilisons ici le mot « exécution » comme traduction du mot anglais « run » habituellement utilisé dans ce
cas.
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Remarquons que cette exécution est acceptante car le multiensemble (g, — 2, g, — 2) appar-
tient a la condition d’acceptation de I’automate.

Comme d’habitude, tester I’existence d’une exécution acceptante de 1’automate A pour
I’arbre t est une méthode pour tester si ¢ appartient au langage de A. Naturellement, pour faire
ce test il suffit d’énumérer toutes les exécutions possibles et tester si I’une d’entre elles est ac-
ceptante (faisable pour des arbres finis et des automates a nombre fini d’états). Mais la méthode
plus astucieuse est de construire directement une exécution acceptante ; on dit alors qu’on cal-
cule une exécution. Il y a usuellement deux manieres pour calculer une exécution acceptante :
en commencant par les feuilles de I’arbre ou en commencant par la racine. Dans le premier
cas, on parle d’une exécution ascendante, et dans le second d’une exécution descendante. Plus
précisément, pour le calcul d’une exécution ascendante on commence par affecter des états aux
arétes sans successeurs et on continue a affecter des états en « remontant » dans 1’arbre. Pour le
calcul d’une exécution descendante on commence par affecter des états aux arétes successeurs
de la racine et on affecte les états aux autres arétes en « descendant » dans 1’arbre.

Calcul d’une exécution ascendante

Comme nous 1’avons remarqué, étant donné un automate A et un arbre ¢, dire qu’il existe
une exécution acceptante de A pour t est équivalent a dire que 1’arbre ¢ est reconnu par 1’au-
tomate A. Ceci nous donne donc une méthode pour tester si un arbre ¢ appartient au langage
d’un automate : il suffit de tester I’existence d’une exécution acceptante. Dans ce qui suit nous
présentons une méthode de construction d’une exécution ascendante acceptante, lorsque celle-ci
existe.

Considérons I’automate A = (3, Q, A, F') et I’arbre ¢. Soit r I’exécution que nous sommes
en train de calculer ; initialement r(e) est indéfini pour toute aréte e de ’arbre ¢. Les arétes
dont on calcule I’image par r en premier sont les arétes sans successeurs ; soit e une telle aréte.
Si etq(e) = a, alors pour toute transition de I’automate de la forme (¢, a, D) avec a € « et
0% € D, on peut définir r(e) comme étant q. Donc, pour pouvoir calculer 7(e) lorsque e est une
aréte sans successeurs, il suffit de pouvoir identifier toutes les transitions de 1I’automate (¢, o, D)
pour lesquelles 09 appartient & D et etq(e) appartient 2 «.. Soit maintenant e une aréte telle que
pour toute aréte ¢’ successeur de e, r(e') a été calculé et soit a I’étiquette de e. Considérons le
multiensemble d = {r(ey),...,r(ex)}, ot {ey,...,ex} est 'ensemble des arétes successeurs
de e. Alors pour toute transition de ’automate (g, v, D) telle que a € awetd € D, 1’état g est
une valeur correcte pour 7(e). Donc, pour pouvoir calculer r(e) pour une aréte e quelconque, on
doit pourvoir identifier les transitions de 1’automate (g, v, D) telles que a € aetd € D, ceci
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pour tout multiensemble d dans N 11 est facile de voir que ces deux conditions sont également
suffisantes pour décider si une exécution est acceptante. Nous définissons ci-dessous la notion
d’automate a exécution calculable qui garantit que ces deux conditions sont satisfaites. Notons
que cette notion fait référence a la représentation d’un automate, et non pas a I’automate lui
méme (notamment, représentation de la relation de transition et représentation des ensembles
de multiensembles apparaissant dans les transitions de I’automate).

Définition 2.7 (Automate a exécution calculable) L’automate a contraintes numériques A =
(3,Q, A, F) est dit a exécution calculable si

(i) les triplets (¢, v, D) appartenant a A peuvent étre effectivement énumérés ;

(ii) pour toute étiquette a et tout ensemble d’étiquettes « tel que (g, v, D) est une transition
de I’automate, on peut décider si a appartient a « et

(iii) pour tout multiensemble d dans N© et pour tout ensemble de multiensembles D C N?
dans
{F}U{D | (g,a, D) dans A}

on peut décider si d appartient a D.

Remarquons que la premiere de ces conditions sera probablement toujours satisfaite. Par contre,
suivant le type d’ensembles d’étiquettes et d’ensembles de multiensembles apparaissant dans
les transitions de 1’automate et de leur représentation, les deux autres conditions ne seront pas
forcément satisfaites.

Notons également que ces conditions sont aussi valables pour tester si une exécution (arbi-
traire) de I’automate A sur 1’arbre ¢ est une exécution acceptante.

Lemme 2.8 Pour tout automate a exécution calculable A et tout arbre t, il est décidable si t
appartient a L(A).

Preuve On sait que t appartient a £(A) si et seulement s’il existe une exécution acceptante de
A sur t. Il suffit alors de calculer toutes les exécutions de A sur ¢ et de tester pour chacune de
ces exécutions si elle est acceptante.

O

2.2.2 Automate déterministe et automate complet

Comme pour d’autres types d’automates, les notions d’automate déterministe et d’automate
complet peuvent étre définies pour les automates a contraintes numériques.

Définition 2.9 (Automate déterministe) I.’automate a contraintes numériques A est dit déter-
ministe si pour tout couple d’états q,q',ona L4(q) N La(¢) = 2.

Définition 2.10 (Automate complet) L’automate a contraintes numériques A = (X, Q, A, F)
est dit complet si quQ = EArbress;.

Si A est un automate déterministe, alors pour tout arbre ¢, il existe au plus une exécution de
A pour t. Si A est complet, il existe au moins une exécution de A pour .
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2.2.3 Sous classes d’automates a contraintes numériques

Dans la définition des automates a contraintes numériques nous n’avons posé aucune res-
triction ni sur les ensembles d’étiquettes, ni sur les ensembles de multiensembles qui peuvent
apparaitre dans une transition de I’automate. En particulier, on pourrait méme imaginer des
automates dans lesquels la relation de transition utilise des ensembles non récursivement énu-
mérables. Naturellement, I’intérét de tels automates est limité. Dans ce qui suit nous définissons
deux sous-classes d’automates a contraintes numériques obtenues par des restrictions sur les
ensembles d’étiquettes et les ensembles de multiensembles pouvant étre utilisés dans la relation
de transition. Comme nous le verrons plus tard dans cet ouvrage, les deux classes que nous
présentons ici ont différentes propriétés intéressantes, par exemple 1’appartenance et le test du
vide sont décidables, ces classes sont closes par les opérations booléennes, les automates de ces
classes peuvent €tre déterminisés.

Définition 2.11 (Automate a contraintes numériques sans étoile) L’automate a contraintes
numériques A = (X, Q, A, F) est dit a contraintes sans étoile, ou simplement sans étoile, si
pour tout triplet (g, o, D) appartenant a la relation de transition A

— I’ensemble d’étiquettes « est fini ou cofini et

— I’ensemble de multiensembles D est un ensemble sans étoile.

Définition 2.12 (Automate a contraintes numériques semilinéaire) [.’automate a contraintes
numériques A = (X,Q, A, F') est dit a contraintes semilinéaires, ou simplement semilinéaire
si pour tout triplet (g, a, D) appartenant a la relation de transition A,

— I’ensemble d’étiquettes « est fini ou cofini et

— I’ensemble de multiensembles D est un ensemble semilinéaire.

Sachant que les ensembles semilinéaires sont exactement les modeles des formules de Pres-
burger (le fait 1.2), on en déduit que les automates a contraintes numériques définis sur un
alphabet Y fini sont équivalents aux automates de Presburger, cad un langage d’arbres L C Ay,
pour X fini est définissable par un automate a contraintes numériques si et seulement s’il est
définissable par un automate de Presburger.

Définition 2.13 (Automate effectif) L’automate a contraintes numériques A = (X, Q, A, F)
sans étoile (respectivement semilinéaire) est dit effectif si tout ensemble de multiensembles D tel
que (g, v, D) est une transition de 1’automate (pour un certain était ¢ € () et un certain ensemble
d’étiquettes o) est un ensemble effectif et la condition d’acceptation F' est un ensemble effectif.

Notons que pour qu'un ACN sans étoile ou semilinéaire effectif soit a exécution calculable,
il suffit qu’on puisse énumérer les triplets (g, o, D) appartenant a sa relation de transition. Les
deux autres conditions pour avoir un automate a exécution calculable sont garanties par la défi-
nition des ACN sans étoile et semilinéaires effectifs : d’une part, tout ensemble d’étiquettes o
apparaissant dans une transition de 1’automate est fini ou cofini et donc le test d’appartenance
a « est décidable (pour une représentation « raisonnable » de «) et d’autre part, le test d’ap-
partenance a un ensemble de multiensembles sans étoile ou semilinéaire effectif est également
décidable.
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2.3 Propriétés des automates a contraintes numériques

Nous étudions ici les propriétés des automates a contraintes numériques telles la détermini-
sation, la cloture par les opérations booléennes et par homomorphisme, décidabilité du test du
vide et du test d’appartenance et leur complexité.

Nous commengons par la déterminisation des ACN (dans la section 2.3.1) : nous établissons
que tout ensemble d’arbres définissable par un ACN est aussi définissable par un ACN déter-
ministe, dont nous présentons la définition. On dit alors que les ACN sont « déterminisables ».
Ensuite nous établissons que les ACN sont clos par les opérations booléennes. Rappelons qu’une
classe d’automate est close par union (respectivement par intersection et par complémentaire)
si pour tout couple d’ensembles d’arbres S, 71" définissables par un automate de cette classe,
I’ensemble d’arbres S U T' (respectivement S N 7" et (.S) sont également définissables par un
automate de cette classe. Nous montrons également que les ACN sont clos par les homomor-
phismes d’étiquettes (dans la section 2.3.3). Intuitivement, un homomorphisme d’étiquettes est
une application de ¥ dans un ensemble d’étiquettes Y’ étendue de maniere canonique sur les
arbres. Finalement, nous nous intéressons au test du vide (dans la section 2.3.4) et au test d’ap-
partenance (dans la section 2.3.5) des ACN. Le probleme du test du vide est, étant donné un
automate, décider si le langage de cet automate est I’ensemble vide. Nous donnons une condi-
tion pour que le test du vide d’un ACN soit décidable ; cette condition porte sur les ensembles de
multiensembles D apparaissant dans les regles de 1’automate. Nous proposons également un al-
gorithme pour le test du vide, ce qui nous permet d’établir une borne maximale de la complexité
du test du vide, lorsque le probleme est décidable. Le probléeme du test d’appartenance est, étant
donné un automate A et un arbre ¢, tester si ¢ appartient au langage de A. Comme nous avons
déja noté, il suffit pour cela de tester I’existence d’une exécution acceptante de A pour ¢t. Nous
définissons la notion d’automate a exécution calculable, qui donne des conditions sur la repré-
sentation de 1’automate A garantissant la possibilité de calculer une exécution acceptante de A
pour ¢, et donc de répondre au probléme du test d’appartenance. Cela nous donne également une
borne maximale de la complexité du test d’appartenance.

2.3.1 Déterminisation

Nous montrons ici que les automates a contraintes numériques sont « déterminisables » :
pour tout automate a contraintes numériques A, il existe un automate a contraintes numériques
déterministe Age; tel que les langages de A et Ager coincident. Pour faire la preuve, nous défi-
nissons un tel automate Ager.

Considérons pour la suite I’automate A = (X, Q, A, F'). Nous allons construire I’automate
déterministe Ager = (X, Qets Adet, Fuet) tel que L(A) = L(Aget)-

Tout d’abord, I’ensemble des états de Age; est I’ensemble des parties de @ :
Qdet = @(Q)
Pour tout état w dans Qge, soit ©,, C EArbresy; I’ensemble d’éléments d’arbres défini par

Op = m La(g)N ﬂ EArbresy, \ L4(q). 2.1

qew gEQ~w



2.3 Propriétés des automates a contraintes numériques 31

Nous allons construire I’ensemble de transitions Age de telle facon que pour tout w € Qet,
LAy (0) = Oy 2.2)

Il est immédiat que si (2.1) est vérifié, alors I’automate Age est déterministe.

Pour tout multiensemble d dans N€ soit H, a € N« ’ensemble défini par:

Vw € Qget- Vg € w. Iny ¢ € Ntels que :
h € Hyg si et seulement si —VgeqQ. (ZweQw | gew ”w,q) = d(q) et
— VY € Qqer. (zqew nw7q> = h(w)

Remarquons que cette définition nous garantit que h(@) = 0 et donc Hq est un ensemble fini.

Pour la suite de la construction de I’automate déterministe, nous adoptons une notation. Soit
© I’application de Qger dans p(EArbresy;) qui a tout w dans Qg associe I’ensemble O, défini
ci-dessus (2.1). Pour tout ensemble de multiensembles H dans N9« nous notons par [H, O]
I’ensemble d’arbres

[H#.0] = [ h(wi) - ©(w)|---|h(wy) - O(w)

heH
ou {wy, - ,wg} est 'ensemble Qqe. (Rappelons que pour tout entier naturel n et tout ensemble
d’éléments d’arbres 7', n - T est ’ensemble d’arbres {{e1,...,e,]} | e; € E}.)

Lemme 2.14 Pour tout D C N9, soit Hp = Jqep Ha. Alors L4(D) = [Hp, ©].

Preuve  Soit Q = {q1,...,qn} et Qaet = {w1,...,wx}. Supposons d’abord que I’arbre ¢
appartient a £ 4 (D), cad, par définition, il existe un multiensemble d dans D tel que ¢ appartient
a ’ensemble d’arbres

d(q1) - Lalq)|---|d(gn) - Lalgn).

Autrement dit, ils existent des éléments d’arbres e? pour tout ¢ € Q et tout j € 1..d(q) tels que

— g1 q1 dn qn

t—{]el,...,ed(ql)]}@---w{[el,...,ed(qn)]} (2.3)
et e? € L 4(q) pour tous g, j. Remarquons que, par définition des ©,,, pour tous ¢, j, I’élément
d’arbre e;l- appartient a exactement un des O(w), pour w dans Qg ; de plus, si e;l- appartient a
©(w), alors nécessairement ¢ appartient a w. Pour tout ¢ dans ) et pour tout w dans Qg tel
que ¢ € w, soit ¢, , le multiensemble constitué des éléments d’arbres parmi ef, . .. ,eqd(q) qui
appartiennent a ©(w) et soit n,, 4 le nombre d’éléments de ¢, ;. Par définition des ©(w) on sait
que
(*) pour tous w, q,w’, ¢ tels que ¢ € w et ¢ € w', les multiensembles t,, 4 et t,s o ont des

¢éléments en commun si et seulement si w = w'.

En utilisant la définition des t,, 4, on en déduit que

t =8weQqugew tw,g- 24

Soit maintenant h le multiensemble dans N@t te] que pour tout w dans Qger, h(w) = > qew Nw,g-
Maintenant, par définition des ¢, 4 et 1, 4, ON sait que pour tous w, g, le multiensemble (cad
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’arbre) t,, , appartient a n,, , - ©(w). Donc, de (2.4) nous déduisons facilement que 1’arbre ¢
appartient a
h(wy) - O(wi) |- - [h(wg) - O(wp). (2.5)

Remarquons finalement que, par définition des ¢, 4 et des n,, 4 €t par (), pour tout ¢ dans @,
> weQualqew Mg = d(g). Il en suit que h appartient & Hy et donc a Hp, et de (2.5) nous
déduisons que ¢ appartient a [Hp, O].

Supposons maintenant que 1’arbre ¢ appartient a [Hp, ©]. Soit h le multiensemble dans
N®@et te] que 1’arbre ¢ appartient a I’ensemble d’arbres

h(wi) - O(w1) |- - [h(wg) - O(wg).
Autrement dit, 1’arbre ¢ est de la forme

w w w w
t = {[6117"'=6h(1w1)]} W {]elk7,..,ehé“wk)]} (2.6)
ou pour tous w, j, I'élément d’arbre e} appartient a ©(w). Soit d le multiensemble dans D tel
que h appartient a Hgq. Par définition, nous savons qu’ils existent les entiers naturels 7, , pour
tout w dans Qge¢ €t pour tout ¢ dans w tels que

pour tout ¢ dans @, Z N,g = d(q) 2.7
WEQqer | gEW
pour tout w dans Qget, Z N,q = h(w) (2.8)
qgEWw

Nous savons, par définition des ©(w), que pour tout w dans Qe et pour tout ¢ € w, ’ensemble
O (w) est inclus dans £ 4(g). Soient maintenant les éléments d’arbres t,, 4, pour tout w dans Qe
et pour tout ¢ dans w tels que :

— pour tous w, g, ty,q est composé de 1y, €léments d’arbres parmi ey, . . ., ey, 5

— pour tout w dans Qget, {e7”, ... ,eﬁ(lwl)]} =Wgew tw,g-
Par définition des n,, 4 et par (2.8), ceci est toujours possible. Maintenant, par définition des
O(w), on sait que pour tout w dans Qg et pour tout ¢ dans w, chacun des éléments d’arbres
composant t,, , appartient & £4(q). Donc, par (2.7) nous déduisons que pour tout ¢ dans @,
larbre W,cq . |gew tw,q €St composé de d(q) éléments d’arbres et chacun de ces éléments
d’arbres appartient a £ 4(q). Autrement dit, 1’arbre ¢ appartient a d(¢q1) - La(q1) |-+ | d(gn) -
L 4(gy) et donc t appartient a L4 (D).

|

Suite au lemme précédent, pour tout ensemble de multiensembles D C N€, soit Hp C
Nt |’ensemble de multiensembles tel que £4(D) = [Hp, ©]. Par définition, pour tout ¢ € Q,

La@= |J alca(D)

(g,0,D)eA

et donc, par le lemme 2.14, pour tout ¢ € @,

Lag)= |J allHp,0]]
(¢, a,D)EA
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Donc, par définition, pour tout w € Qget,

Ow=[) U ellEp.©l|n () EArbresy~ U ell®Ep. 0]

q€Q | gew \(g,a,D)EA q€Q | ¢¢w (g,,D)eA

Maintenant, pour tout w € Qg €t pour tout ¢ & w,

EArbresy, U o[[Hp,©O]] | = ﬂ EArbress, \ o[[Hp, ©]].
(¢,a,D)EDelta (g, a,D)EA

Il est facile de voir que pour tout ensemble d’étiquettes « et tout ensemble d’arbres .S, EArbress
alS] = alAx]UalA_S]. En utilisant cette derniere égalité et le lemme 6.10, nous déduisons que
pour tout ensemble de multiensembles D, EArbresy. \ o[[Hp, O]] = a[[N%, O]]Ua[[Ne ~
Hp, ©]]. Nous en déduisons que pour tout w € Qget,

Oy =

M U a0l )n () (|  (@l[Hp. Ol Ua[[N? ~ Hp,6]))

q€Q | gcw \(g,a,D)EA 9€Q | ¢¢w (g,o,D)€A

Dans cette expression, toutes les unions et intersections sont finies, donc I’expression peut étre
mise sous la forme d’une union d’intersections, et il est facile de voir que chacune des ces
intersections est de la forme (),.; a;[[H;, ©]], ol I est un ensemble fini, les «; sont des en-
sembles d’étiquettes et les H; sont des ensembles de multiensembles dans N@e, Remarquons
maintenant que chacune des intersections se réduit en un ensemble d’éléments d’arbres de la
forme of[[H,0O]], ot o C Y et H C NQuet | En effet, d’une part, pour tous ensembles d’éti-
quettes «, 3 et tous ensembles d’arbres S, 7', on a «[S| N B[T] = (a N F)[S N T] et d’autre
part, il n’est pas difficile de voir que pour tous ensembles de multiensembles H, H’ C N@a,
ona[H,0]N[H,0] = [H N H, O].° Soit donc w € Qe et les ensembles d’étiquettes
«; et les ensembles de multiensembles H;, pour j € J et J un ensemble fini, tels que O, =
Ujes @il H;, ©]]. Soit la relation de transition Ager sur Qaer X 9(X) X ©(N@et) qui contient
exactement les tuples
(w, a;, Hj)

pour tout w dans Qe et pour tout j dans J avec J, les o et les H; comme définis ci-dessus.
Soit finalement Fyy = Hp. D’apres ce qui a été dit précédemment, il est facile de voir que
I’automate Ager = (2, Qdet, Adet, Faet) reconnait le méme ensemble d’arbres que 1’automate A
et, par (2.1), c’est aussi un automate déterministe.

Nous avons donc montré que pour tout automate a contraintes numériques on peut définir un
automate a contraintes numériques déterministe équivalent. Remarquons également que 1’auto-
mate Age tel que nous I’avons défini, est également un automate complet ; ceci vient de fait que
w = & est état de Aget.

Proposition 2.15 Pour fout automate a contraintes numériques A, il existe un automate a
contraintes numériques déterministe et complet Ay, tel que L(A) = L(A").

°Pour cette derniére propriété, voir également le lemme 6.10.
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Remarques

Le nombre d’états de I’automate déterministe est exponentiel dans le nombre d’états de
I’automate d’origine. De plus, de maniére globale, le nombre de transitions pour un état de 1’au-
tomate déterministe peut étre exponentiel en le nombre d’états de I’automate d’origine (cad pour
certains états w de ’automate déterministe, le nombre de transitions de la forme (w, a, D) € A
esten O(2191), ot Q est I’ensemble d’états de 1’automate d’origine).

Remarquons que si I’automate de départ A est a exécution calculable, alors I’automate Aget
est également & exécution calculable. Ceci signifie qu’étant donné un multiensemble h sur N@aet|
on peut décider si h appartient a chacun des Hp et, de ce fait, a I’ensemble H apparaissant dans
une transition de A4e;. Notons que pour cela il n’est pas nécessaire de « calculer » les ensembles
Hp, il suffit de pouvoir effectuer un test d’appartenance aux ensembles D apparaissant dans
une transition de 1’automate d’origine. Techniquement cela correspond bien au fait de calculer
tous les exécutions possibles.

2.3.2 Cloture par les opérations booléennes

Nous étudions la cloture des ACN par complémentaire, union et intersection.

Cléture par complémentaire

Les ACN sont clos par complémentaire : pour tout ACN A, il existe un ACN A’ dont le
langage est le complémentaire de £(A) dans I’ensemble de tous les arbres Ay.

Nous avons vu dans la section 2.3.1 que pour tout automate A = (3, Q, A, F'), il existe
un automate déterministe et complet équivalent Agey = (X, Qget, Adet, Fuet). D autre part, nous
avons remarqué que 1’application qui a chaque état ¢ dans (Qger associe 1’ensemble d’éléments
d’arbres L 4, (¢) est une partition de I’ensemble des éléments d’arbres ; soit © cette application.
Alors, avec les notations introduites pour la déterminisation d’un automate, £(A) = L(Aget) =
[Fyet, ©]. Il nest pas difficile de voir que As, \ £(Aget) = [N\ Fye, ©]. Nous en concluons
que I’automate Acompl = (3, Qaet, A, N Quet  Fyer) est tel que L(Acompl) = As \ L(A) et donc
les automates a contraintes numériques sont clos par complémentaire.

Cléture par union

Les ACN sont clos par union : pour tous automates A, B, il existe un automate C' dont le
langage est égal a L(A) U L(B).

Soient A = (X,Q4,A4,F4) et B = (X,Qp,Ap, Fp) deux automates. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que les ensembles d’états ()4 et Qg sont disjoints. Nous
commengons par définir les automates A’ et B’ qui sont équivalents a A et B respectivement
et dont ’ensemble d’états est Q4 U Q. Pour tous ensembles finis non vides @, Q' et tout
multiensemble d dans N©, soit aug(d, @, Q') le multiensemble dans NQUe’ qui coincide avec
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d sur I’ensemble @ et associe 0 a tout ¢ dans Q'. Formellement, pour tout g dans Q U @',

d(gq) sige@
0 sinon.

(aug(d, Q,Q"))(q) = {

Nous étendons cette notation aux ensembles de multiensembles : pour tout ensemble de mul-
tiensembles D inclus dans N?, aug(D,Q,Q") C N QUQ’ est I’ensemble de multiensembles

aug(D,Q, Q') = {aug(d,Q,Q') | d € D}.

La relation de transition de I’automate A’ = (X,Q4 U Qp, Ay, F}) est définie par :

Aly = {(g,0,aug(D,Q,Q")) | (¢;a, D) € Au}
et la condition d’acceptation F”j est I’ensemble aug(Fa, @, Q).
Lautomate B’ = (3, Q4 U Qp, Alz, Fj;) est défini de facon similaire.

Il est facile de voir que £(A) = L(A’) et L(B) = L(B'). En effet, pour tout état ¢ dans Q g,
L a(q) est vide, de méme £ p(¢') est vide pour tout ¢’ dans @ 4 et pour tout D dans N@4V@5
L 4/(D) ne dépend pas des L 4/(q) pour ¢ appartenant a () 5. Considérons maintenant I’automate
C=(2,Q4aUQp,A UA, F,UFL).

Lemme 2.16 Le langage de I’automate C' est ['union des langages des automates A et B.

Preuve D’apres la définition de C, il n’est pas difficile de voir que pour tout arbre ¢, si 7 est
une exécution acceptante de C' sur ¢, alors 7 est une exécution acceptante de A sur ¢ ou r est une
exécution acceptante de B sur t. L’inverse est également vrai : toute exécution acceptante de A
sur ¢ est également une exécution acceptante de C' sur ¢, et pareil pour 1’automate B.

d

Cléture par intersection

La cléture par intersection des automates a contraintes numériques suit directement de la
clture par union et de la cloture par complémentaire, utilisant que pour tous automates A, B,
L(A)NL(B) = As ~ ((As ~ L(A)) U (As ~\ L(B))). Cependant, dans ce cas, le calcul
de I’automate déterministe demande trois calculs d’un automate complémentaire, et donc trois
calculs d’un automate déterministe, ce qui est beaucoup trop cofiteux.

Un automate intersection peut étre construit également en utilisant un automate produit.
Soient A = (X,Q,A,F) et A = (X,Q',A’, F') deux automates. Considérons 1’automate
produit Ay = (3, Qx,Ax, F\) défini par : ’ensemble des états ()« est le produit cartésien
Q x @', larelation de transition A est

AX = {((quq/)aamalaprOd(DuD/7Q><)) ’ (quaaD) S Aa(q,7a,7D,) S A,}

ot pour D, D’ étant des ensembles de multiensembles dans N© et N@' respectivement, I’en-
semble prod(D, D’, Q) est le sous ensemble de N Qx défini par :

U  prod(d,d’,@x)

deD,d’eD’
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et, finalement, pour tous multiensembles d, d’ dans N? et N@' respectivement, I’ensemble de
multiensemble prod(d,d’, Q) est défini par :

Vg€ Q| X qyeohle, ) =d(q)
prod(d,d’, Q) = { h € N9x | et

V' € Q13 eohl(e:4) =d(d)

Finalement, la condition d’acceptation est prod(F, F’, Q).

Cette construction assure que pour tout état (¢, ¢') de I’automate produit A, le langage de
cet état dans A est I’intersection des langages des états ¢ dans A et ¢’ dans A’, cad

LA, ((q,4") = Lale) N La(d).

Notons que si les automates A et A’ sont déterministes et complets, alors 1’automate produit
A x A’ I’est aussi.

Remarques

Le calcul de I’automate complémentaire est aussi cofiteux que le calcul de 1’automate dé-
terministe, et si un automate est a exécution calculable, c’est aussi le cas de son automate com-
plémentaire. Pour I’union, 1’automate union a une taille qui n’excéde pas la somme des tailles
des automates d’origine. Le caractere d’exécution calculable est préservé. Par contre, 'union de
deux automates déterministes, telle qu’elle est décrite, ne résulte pas en un automate détermi-
niste. Finalement, un automate intersection de deux automates peut €tre construit dont le nombre
d’états n’excede pas le produit du nombre d’états des deux automates d’origine.

Les résultats de cette section nous menent a la proposition ci-dessous :

Proposition 2.17 Les automates a contraintes numériques sont clos par union, intersection et
complémentaire.

2.3.3 Cléture par homomorphisme

Nous commengons par définir ce qu’est un homomorphisme d’étiquettes et ce que nous
étendons par « cloture par homomorphisme (d’étiquettes) ». Ensuite nous montrons que les au-
tomates a contraintes numériques sont clos par les homomorphismes d’étiquettes.

Définition 2.18 (Homomorphisme d’étiquettes) Soient X’ un ensemble infini dénombrable
d’étiquettes (pas forcément disjoint de X) et soit hy, une application de X dans X'. L’ homo-
morphisme d’étiquettes défini par hy, est I’application h : EArbresy, U Ay, — EArbresyy U Asy
définie par :
— Pour tout élément d’arbre a[t] dans EArbresy, h(a[t]) est I'élément d’arbre hy (a)[h(t)];
— Pour tout arbre {ey, ..., e,} dans As, h({e1,...,e,}) est 'arbre {h(e1),. .., h(en)]-

Intuitivement, I’homomorphisme d’étiquettes h est un réétiquetage d’arbres par hy.
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Pour I’ensemble d’étiquettes v C X, nous noterons par hy () I’ensemble d’étiquettes de X/
qui est I'image de « par hy,. De méme, si S est un ensemble d’arbres de Ay, h(S) est I’ensemble
d’arbres de Ay image de S par I’homomorphisme d’étiquettes h.

On dit qu’'une classe d’automates est close par homomorphisme d’étiquette si pour tout
automate A de cette classe et pour tout homomorphisme d’étiquettes, il existe un automate de
la méme classe dont le langage est h(L(A)).

Soit h ’homomorphisme d’étiquettes défini par I’application hy, : ¥ — X/ et soit A un
automate 2 contraintes numériques. Nous allons définir I’automate A’ = (X', Q’", A’, F’) tel que

L(A") = h(L(A)).
Tout d’abord, I’ensemble d’états de A’ est le méme que 1’ensemble d’états de A, cad
Q=Q
Pour la relation de transition A’, elle est définie par :
A"={(q,hz(a), D) | (¢,a, D) € A}.

Finalement, la condition d’acceptation F” est égale a F'.

Par sa définition méme, A’ est un automate a contraintes numériques. Montrons que la
construction de A’ est correcte.

Lemme 2.19 £(A') = h(L(A)).

Preuve  Nous allons montrer que pour tout état dans ), L4/(q) = h(L4(q)) et pour tout en-
semble de multiensembles D dans N%, £ 4/(D) = h(L£a(D)). La preuve se fait par récurrence
sur la taille des arbres. Nous définissons la hauteur d’un élément d’arbre par : hauteur(e) =
hauteur({el}). Pour tout entier naturel n, soit A, I’ensemble des arbres de hauteur au plus n et
soit £A,, I’ensemble des éléments d’arbres de hauteur au plus n. Nous montrons que pour tout
entier naturel 72, pour tout état ¢ dans Qs et pour tout ensemble de multiensembles D C N@s

() h(Lalq)) NEAn = Lar(q) NEA et
(i) h(La(D))NAp = La(q) N Ayp.
La preuve est une récurrence simple sur 7, utilisant uniquement les définitions de £4(q) et
LA(D).
d

Nous en déduisons immédiatement la cloture des automates a contraintes numériques par les
homomorphismes d’étiquettes.

Lemme 2.20 Les automates a contraintes numériques sont clos par homomorphisme d’éti-
quettes.

2.34 Test du vide

Le test du vide d’un automate est décider si le langage de cet automate est égal a I’ensemble
vide. Les deux questions qui se posent sont, d’abord, savoir si le test du vide est décidable et
ensuite, si c’est le cas, connaitre la complexité pour effectuer ce test.
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Remarquons que le test du vide pour les ACN n’est pas décidable dans le cas général, ceci a
cause de la grande généricité de la définition de ces automates, en particulier, dans une transition
(¢, o, D) d’un automate a contraintes numériques,

(i) I’ensemble « est quelconque, et a priori le vide n’est pas décidable pour (la classe de) cet
ensemble ;

(i) I’ensemble D est quelconque, et a priori le vide n’est pas décidable pour (la classe de) cet
ensemble.

Cette deuxieme condition s’applique également a I’ensemble d’acceptation d’un automate (F’).
Nous illustrons ci-dessous deux exemples simples qui montrent que ces deux propriétés font
obstacle a la décidabilité du vide d’un automate.

— Considérons I'automate A = (X, {q}, A, F) a un seul état, avec A contenant 1’unique
régle (g, , {09}) et F' = {1,}. Intuitivement, cet automate reconnait les arbres 2 une
seule aréte étiquetée par une étiquette dans «v. Le langage de cet automate est vide si et
seulement si o est ’ensemble vide.

— Considérons I'automate A = (X, {q}, A, F) a un seul état, avec A contenant 1’unique
régle (¢, %, {09}) et F est un sous ensemble de N défini comme le langage d’une machine
de Turing. L’automate A reconnait les arbres plats (de hauteur un) ayant k arétes, pour k
appartenant a F'. Le langage de cet automate est vide si et seulement si I’ensemble F' est
vide.

Ces deux exemples peuvent paraitre anecdotiques. Cependant, le deuxiéme cas est rencontré
dans cette these, lorsqu’on s’intéresse a un automate a contraintes numériques dont le langage
est un ensemble défini par une formule de la logique spatiale (logique définie dans le chapitre
suivant) . En effet, dans le chapitre 5 qu’il existe une formule logique de la logique spatiale pour
laquelle on peut définir un automate a contraintes numériques reconnaissant exactement 1’en-
semble d’arbres satisfaisant cette formule, et tel que la condition d’acceptation de cet automate
est un ensemble récursivement énumérable quelconque.

Dans ce qui suit, nous donnons une condition suffisante pour que le vide d’un automate a
contraintes numériques soit décidable. A part exclure les deux cas de figure (i) et (ii) ci-dessus,
cette condition comprend une restriction supplémentaire.

Soit A = (3, @, A, F) un automate a contraintes numériques. Pour tout état g de I’automate,
nous disons que g est accessible dans I’automate A si 1’ensemble £ 4(q) n’est pas vide. De la
méme fagon, pour tout ensemble de multiensembles D C N9, nous disons que D est accessible
dans I’automate A si I'ensemble L 4(D) n’est pas vide. D’aprés ces définitions, le langage de
I’automate A est non vide si et seulement si la condition d’acceptation F est accessible dans A.

Rappelons que, par définition, pour tout ensemble de multiensemble D, le langage associé
aDest LA(D) = Ugepd(qr) - La(qr) |---|d(qx) - La(qr). Rappelons également que pour
tout entier naturel n et pour tout ensemble d’éléments d’arbres F/, ’ensemble d’arbres n - F est
vide seulement sin > 0 et £ = &. Alors I’ensemble D est accessible dans A si et seulement
s’il existe un multiensemble d dans D tel que pour tout ¢ dans @), I’ensemble d(q) - L4(q) est
non vide, et donc, si et seulement si

(%) il existe d dans D tel que pour tout ¢ dans @, d(gq) > 0 implique que £ 4(g) est non vide
(cad I’état g est accessible dans A).
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Considérons maintenant la fonction booléenne
accessible(A = (2,Q,A, F),D, Q")

qui pour "automate A = (X, Q, A, F'), ’ensemble de mulitiensembles D C N Q et I’ensemble
d’états Q' C (Q retourne vrai si et seulement si il existe d dans D tel que pour tout ¢ dans Q,
si d(q) > 0, alors ¢ appartient & Q". Notons que la décidabilité du test du vide dépendra de la
possibilité de donner un algorithme pour cette fonction. D’apres ce qui a été dit juste avant, si Q'
est un ensemble d’états accessibles dans A et que accessible(A = (X, Q, A, F'), D, Q') retourne
vrai, alors nous pouvons conclure que D est accessible dans A. Alors, si nous connaissons
I’ensemble Q' C @ des états accessibles dans A, accessible(A = (3, Q, A, F), F, Q') retourne
vrai si et seulement si le langage de 1’automate A est non vide.

Intéressons nous maintenant au calcul de I’ensemble des états accessibles d’un automate.
Rappelons que, par définition, le langage associ¢ a I'état g est La(q) = U g0, pyea @[La(D)].
Donc, I’état ¢ est accessible si et seulement si ils existent un ensemble d’étiquettes v non
vide et un ensemble de multiensembles D tels que (g, «, D) est une transition de I’automate
et ’ensemble D est accessible dans A. Considérons maintenant la fonction états_acc_aux(A =
(3,Q,A,F),Q") suivante :

états_acc_aux(A = (X,Q, A, F), Q') =
Q" : variable acceptant des sous-ensembles de Q' ;
Q// — Q/’
pour tout (g, a, D) dans A faire
si a # @ et accessible(A4, D, Q')
alors ajouter ¢ 2 Q" ;
finsi;
fin faire ;
retourner Q" ;

D’apres ce qui a été dit précédemment, il est facile de voir que pour tout automate A =
(3,Q, A, F) et tout ensemble d’états Q' C @, ’ensemble Q" retourné par états_acc_aux(A =
(X,Q,A,F),Q’) est exactement I’ensemble des états de ’automate qui sont accessibles sa-
chant que les états dans Q" sont accessibles. Alors, en itérant cette fonction commengant par Q'
étant ’ensemble vide et jusque saturation, nous allons obtenir I’ensemble des états accessibles
de I’automate A. Ceci se fait par la fonction états_acc(A = (X,Q, A, F')) suivante :

états_acc(A = (X,Q,AF)) =
@', Q, : variables acceptant des sous-ensembles de @ ;
Qa =U;
faire
Q' = états_acc_aux(Q,);
tant que Q' # Qa;

retourner (), ;

Remarquons que commencer par (), égal a I’ensemble vide n’est pas génant, puisque
états_acc_aux(A = (X,Q, A, F'), &) n’est pas forcément un ensemble vide ; plus précisément,
états_acc_aux(A = (2,Q, A, F), ) est I'’ensemble des états ¢ tels qu’il existe une transition
(¢, a, D) dans A avec « étant non vide et D contenant le multiensemble 09,
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Nous pouvons maintenant définir la fonction booléenne vide(A) qui retourne vrai si et seule-
ment si le langage de I’automate A est vide

vide(4 = (,Q, A, F)) =
retourner non accessible( A, F, états_acc(A)) ;

Notons maintenant que la définition (effective) de ces quatre fonctions est possible a deux
conditions, qui sont énoncées dans le lemme suivant et définissent des conditions suffisantes
pour que le vide d’un automate a contraintes numériques quelconque puisse étre calculé.

Lemme 2.21 Soir A = (2,Q, A, F) un automate a contraintes numériques. Soit D I’ensemble
des contraintes numériques apparaissant dans la définition de I’automate, cad

D={F}U{D CN¥ | ilexiste « CX, q e Q tels que (q,a, D) € A}.

Si pour tout ensemble d’étiquettes o apparaissant dans une transition de I’automate, on peut
décider si o est vide et si pour tout sous-ensemble d’états de I’automate () C Q) et pour tout
ensemble de multiensembles D dans D on peut décider la propriété suivante

(x) il existe d € D tel que pour tout état ¢ € Q, d(q') > 0 implique ¢’ € Q'

alors on peut décider si L(A) est vide.

Remarques

Nous pouvons donner uniquement une estimation du cofit de la procédure de test du vide
d’un automate A = (X, Q, A, F'), qui est paramétrée par le coiit pour tester la propriété (). La
complexité du test du vide, tel qu’il a été défini, est en O(|Q| x |A| x f(A)), |A| désigne le
nombre de transitions de I’automate et f(A) est la complexité (au pire) pour tester la propriété
(%) pour Q' C QQ et D apparaissant dans une transition de I’automate A.

2.3.5 Test d’appartenance

Rappelons que le test d’appartenance est, étant donné un automate A et un arbre ¢, décider
si t est reconnu par A. Nous avons donné précédemment une méthode possible pour effectuer
le test d’appartenance, a savoir construire une exécution ascendante de I’automate A sur 1’arbre
t; ceci est toujours possible lorsque 1’automate A est a exécution calculable (par définition).
Un automate a exécution calculable est un automate A = (X,Q, A, F) satisfaisant ces trois
conditions :

— I’ensemble des triplets (g, o, D) appartenant a A est fini et on peut effectivement énumé-

rer ces triplets,

— pour toute étiquette a et tout ensemble d’étiquettes « tel que (g, o, D) est une transition

de I’automate, on peut décider si a appartient a « et

— pour tout multiensemble d dans N? et pour tout ensemble de multiensembles D C N@

dans
{F}U{D | (¢,a, D) dans A}

on peut décider si d appartient a D.
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Nous avons également présenté brievement comment on calcule de maniére ascendante une exé-
cution acceptable pour 1’automate A sur 1’arbre ¢, lorsque A est a exécution calculable. Ici nous
donnons juste une estimation du cofit du calcul d’une exécution pour un automate déterministe et
complet. Soit I’automate a contraintes numériques déterministe et complet A = (X, Q, A, F),
et supposons que nous avons une représentation a exécution calculable de A. Etant donné un
arbre ¢, voici une fonction permettant de calculer une exécution de A sur ¢ :

calculer_execution(A = (X,Q, A, F),t) =
1. r : exécution en train d’étre calculée, initialisée par (e) = indefini
pour toute aréte e de ¢ ;

2. pour toute aréte e de I’arbre, dans un ordre ascendant, faire
3. soit {e1, ..., ex} ’ensemble des arétes successeurs de e ;
4. soit d le multiensemble {r(e1),...,r(ex)}

5. pour tout (g, «, D) appartenant a A faire

6. sietq(e) € aetd € D alors

7. r(e):=q;

8. fin si;

9. fin pour ;

10. fin pour ;

Pour une représentation adéquate de ’arbre ¢, les lignes 3. et 4. de cette fonction peuvent s’exé-
cuter en temps constant. Pour tout multiensemble d dans N%, notons par |d| le nombre d’élé-
ments de d (chaque élément étant compté autant de fois que sa multiplicité). Il est facile de voir
que le multiensemble d construit a la ligne 5. de cet algorithme est tel que |d| < [¢].

La complexité du calcul d’une exécution est en O([t| x |A| x f(A,t)), ou |A| désigne
le nombre de transitions de ’automate A et f(A,t) est la fonction qui majore la complexité
du test d € D pour tout multiensemble d dans N? tel que |d| < [t| et pour tout ensemble
de multiensembles D apparaissant dans une transition 1’automate A ou en tant que condition
d’acceptation de celui-ci.

24 Propriétés des automates a contraintes numériques sans étoile
et semilinéaires

Nous reprenons ici les résultats sur les ACN en général présentés dans la section précédente
et essayons de voir comment ils s’appliquent aux ACN sans étoile et aux ACN semilinéaires.
Dans cette étude, nous prendrons également en considération si les automates considérés sont
effectifs ou non. Dans les cas ou il s’agit de définir un automate résultat (par exemple pour la
déterminisation, pour la cloture par les opérations booléennes) nous essayerons que cet automate
résultat soit effectif si les automates donnés au départ le sont.

24.1 Déterminisation

Nous montrons que les ACN sans étoile et semilinéaires sont effectivement déterminisables :
cad si A est un ACN sans étoile (respectivement semilinéaire), alors 1’automate déterministe A e
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équivalent a A défini dans la section 2.3.1 est sans étoile (respectivement semilinéaire). De plus,
si I’automate A est effectif, on peut donner une représentation effective de Aget.

Nous commencons par le cas des ACN sans étoile.

ACN sans étoile

Soit A un ACN sans étoile, nous devons montrer que 1’automate Agee comme défini pré-
cédemment est un ACN sans étoile. D’aprés la construction de Age; (voir la section 2.3.1)
et en utilisant le fait que les ensembles de multiensembles sans étoile sons clos par union et
complémentaire, il suffit de montrer que pour tout ensemble D C N€ sans étoile, I’ensemble
Hp C N¥aet est un ensemble sans étoile. Rappelons que, par définition, I’ensemble H est sans
étoile si c’est une union finie d’ensembles linéaires dont les périodes sont des multiensembles
unitaires (cad de la forme 1,). Comme les ensembles sans étoile sont clos par union, il suffit de
montrer que si D est un ensemble linéaire de périodes unitaires, alors Hp est un ensemble sans
étoile. Nous commengons par un résultat intermédiaire.

Lemme 2.22 Pour tous multiensembles d1,dy dans N ona

Ha,+a, = Ha, + Ha,.

Preuve  Supposons d’abord que h € Hq, q,. Donc, par définition,

Vw € Quer- Vq € w. Iny, 4 € Ntels que :

=94 € Q- (Lueu | geuMua) = (di +d2)(q) et
— Yw € Qqet. (zq@) nw7q> = h(w)

(1)

et h(@) = 0. Soient maintenant, pour tout w dans Qg et pour tout ¢ dans w, les nombres 7.4

et ng,)q tels que ng,)q + ng)q = Ny,q et tels que pour ¢ dans 1,2 et pour tout g dans (), on a

> wEQua | gew ng?q = d;(q). Notons que les nombres ng?q existent toujours. Soit maintenant
h;,hy € N les multiensembles tels que pour tout w dans Qge, h;(w) = > gew ng?q, ceci
pour 7 étant 1 ou 2. Alors il est facile de voir que, d’une part, h; appartient a Hg, et hy appartient

a Hg, et, d’autre part, h = h; + hy. Donc, h appartient a Hy, + Hgq, .

Supposons maintenant que h € Hg, + Hgq,, cad il existe hy € Hq, et hy € Hg, tels que
h = h; + hs. Alors, par définition, pour ¢ étant 1 ou 2,0n a :

Yw € Qqget- Vq € w. Elng?q € N tels que :

Y0 € Q- (Sucqu | gcw ) = dild) et
— Yw € Qe <Zq6w ngﬁ?q> = h;(w)

et h; (@) = 0. Considérons maintenant, pour tout w dans Qqe et pour tout ¢ dans w, le nombre
Nap,g = ng,)q —i—ng,)q. Alors, pour tout ¢ dans @, >, co.. | gew Mw,q = d1(g)+d2(q) et pour tout
u dans Qdet Y ey Mw,g = h1(w)+ha(w). Alors, en utilisant que d1 (¢) +d2(q) = (d1+d2)(q)
et que hy (w)+ha(w) = h(w), et par définition de Hq, 14,, il est facile de voir que h appartient
a Ha,1d,-



2.4 Propriétés des automates a contraintes numériques sans étoile et semilinéaires 43

d

Par associativité et commutativité de la somme de multiensemble et d’ensembles de mul-
tiensembles, 1’égalité établie dans le précédent lemme peut naturellement €tre étendue pour les
sommes d’un nombre fini d’éléments.

Lemme 2.23 Pour tout état q dans Q,

H,= |J {lu}

WEQer|gEW

Preuve Conséquence facile de la définition : soit ¢ fixé. On peut voir que pour tout ¢’ différent
de g, tous les nombres 7, ,» sont nuls et que 7., 4 est €gal a un pour un unique w tel que ¢ € w ;
soit donc w tel que n,, 4 = 1. Alors, h(w) = 1, et h(w') = 0 pour tout w’ différent de w.

O

Lemme 2.24 Soit D I’ensemble linéaire Lin(b,14,,...,14,), 01 q1,...,qy sont des états dans
Q. Soit B I’ensemble

U tin( b0, BB )

ou pour tout i dans 1..k, {hl(-l), . ,hl(-mi)} est I’ensemble H,, . Alors Hp = B.

Preuve Par définition, h’ appartient & B si et seulement si il existe h dans Hy, et pour tout i

)

dans 1..% ils existent les entiers naturels )\Z(-l Yoy /\Emi) tels que

C’est le cas si et seulement si h appartient a I’ensemble

Hy +MHy, + -+ NHy,

ou pour tout ¢ dans 1..k, \; = >_ el m; )\Z(-j ). Or, par le lemme 2.22, ce dernier ensemble est
égal a Hq, ot d est le multiensemble b + X114, + - -+ + Ai1,, , cad h' appartient & Hg pour un
certain d dans Lin(b, 14,,...,14,).

]

Maintenant, d’apres le lemme 2.23, les multiensembles hgl) R hgml) R hlgl) R h,(fm’“)

ci-dessus sont des multiensembles unitaires, et donc Hp est un ensemble sans étoile. Remar-
quons également que si ’ensemble sans étoile D est effectif, nous avons une représentation
effective de Hp.

Proposition 2.25 Pour tout ACN sans étoile effectif A, il existe un ACN sans étoile effectif
déterministe et complet Agy tel que L(A) = L(Ager).

Pour finir, notons que les remarques sur la taille de I’automate déterministe faites dans le cas
général sont valables également ici. Le nombre d’états de I’automate déterministe est exponen-
tiel dans le nombre d’états de 1’automate d’origine. Le nombre de transitions pour chaque état
peut également étre en O(2/%1), o1 Q est I’ensemble d’états de 1’automate d’origine.
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ACN semilinéaires

Le fait que les ACN semilinéaires sont déterminisables est connu, a travers leur équivalence
avec les automates de Presburger [Seidl et al., 2003]. En effet, la notion d’automate déterministe
pour les automates de Presburger correspond a la notion d’automate déterministe et complet
pour les ACN semilinéaires. Nous avons donc le résultat suivant de déterminisation des ACN
semilinéaires.

Lemme 2.26 Pour tout ACN semilinéaire A, un ACN déterministe A’ peut étre construit tel que
L(A) = L(A).

Preuve D’apres la proposition 2.4, soit A” = (X, Q, A, p) un automate de Presburger détermi-
niste tel que £(A”) = L(A). Par définition, nous savons que A est une fonction de ) x ¥ dans
PresbForm({z, | ¢ € Q}),’ensemble des formules de I’arithmétique de Presburger construites
sur ’ensemble de variables {z, | ¢ € Q}. Considérons I’ACN semilinéaire A’ = (X,Q, A’ F)
ou la relation de transition A’ est

A’ = {(q,{a}, solutions (p)) | ,a tels que A(q,a) = p'}.

ot pour toute formule de I’arithmétique de Presburger p’ dans PresbForm({z, | ¢ € Q}),
solitions(p’) est I’'ensemble de multiensembles de N défini par

SOZUtions(p/) = {(ql - C(Zlh)? s gk C(Z%) ‘ C ': p/)}7

ol nous avons supposé Q@ = {q1, - .., qx }. La condition d’acceptation F' est solutions(p). Nous
savons que I’ensemble de multiensembles semilinéaire solutions(p’) peut étre construit pour
toute formule de I’arithmétique de Presburger p’.

O

Ce lemme nous donne le résultat théorique montrant que la classe des ACN semilinéaires
est déterminisable. Il serait cependant intéressant de savoir si et comment un ACN semilinéaire
déterministe effectif peut étre construit directement a partir d’'un ACN semilinéaire effectif.
Montrons que I’automate Age; tel qu’il a été défini dans la section 2.3.1 peut étre effectivement
construit. Comme pour le cas des ACN sans étoile, il suffirait de pouvoir calculer (et représenter
effectivement) I’ensemble Hp pour D étant un ensemble semilinéaire, et donc, I’ensemble Hp
pour D étant un ensemble linéaire. La construction et la preuve sont similaires au cas sans étoile :
pour I’ensemble linéaire D = Lin(b, p1,...,pk), ’ensemble Hp est I’ensemble semilinéaire

B =h+ AR 4 AR AR 4 A

ol pour tout 7 dans 1..k, {hz(-l)7 . 7hgmi)} est I'ensemble Hp, .

En ce qui concerne la taille de I’automate Age, le nombre d’états de Age; st exponentiel
dans le nombre d’états de I’automate A. Le nombre de transitions pour chaque état peut aussi
étre exponentiel dans le nombre d’états de I’automate d’origine.

Nous terminons cette section en remarquant que 1’automate déterministe défini de cette fa-
con a une taille beaucoup trop grande pour &tre exploitable.
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24.2 Cloture par les opérations booléennes

Nous savons par [Seidl et al., 2003] que les ACN semilinéaires sont clos par union et inter-
section. D’apres les constructions ci-dessus, il est facile de voir que les ACN sans étoile sont
effectivement clos par union et complémentaire. La cldture par complémentaire vient du fait que
les ensembles sans étoile sont clos par complémentaire, et la cldture par union suit du fait facile-
ment vérifiable que si D est une ensemble sans étoile, alors I’ensemble {aug(d), Q,Q’ | d € D}
est également sans étoile (voir la section 2.3.2 pour la définition de cet ensemble).

Proposition 2.27 — [Seidl et al., 2003] Les automates a contraintes numériques semiliné-
aires sont clos effectivement par les opérations booléennes.
— Les automates a contraintes numériques sans étoile sont effectivement clos par les opé-
rations booléennes.

24.3 Cloture par homomorphisme

Dans la section 2.3.3 nous avons montré que les automates a contraintes numériques sont
clos par homomorphisme d’étiquettes. Ce n’est pas le cas des automates a contraintes numé-
riques sans €toile ou semilinéaires. Nous donnons en exemple d’ACN sans étoile A et un ho-
momorphisme h tel que ’image du langage de A par h n’est pas définissable par un ACN sans
étoile. Ensuite nous montrons que les ACN sans étoile et semilinéaires sont clos par les homo-
morphismes d’étiquettes surjectifs.

Soit ¥ I’ensemble d’étiquettes {a; | i € N} et X’ I'ensemble {b; | i € N}, et considérons
I’application hy, de X dans Y’ définie par :

pour tout k dans N,  hx(agx) = bg et hy(agky1) = bogt1-

Soit I’automate (sans étoile) A = (2, Q, A, F) avec Q = {q}, A = {(¢,2~{a2, a3, a4}, {09})}
et ' = 1,. Intuitivement, cet automate reconnait les arbres composés d’une unique aréte dont
I’étiquette est différente de as, as, aq. Il n’est pas difficile de voir que h(L(A)) est I’ensemble
d’arbres composés d’une unique aréte dont 1’étiquette est une parmi by, b1, bs, b7, ..., bogy1,.. ..
Cet ensemble ne peut pas étre reconnu par un ACN sans étoile. En effet, rappelons que dans un
automate sans étoile, tout ensemble d’étiquettes apparaissant dans une transition de I’automate
doit étre fini ou cofini, ce qui n’est pas le cas de I’ensemble {bg, b1, b5, b7, ..., bogi1,...}.

Dans la suite nous présentons plus en détail la raison pour laquelle la méthode utilisée dans
la section 2.3.3 pour montrer que les ACN sont clos par homomorphisme d’étiquettes ne marche
pas dans le cas particulier des ACN sans étoile. Ceci nous permettra également de montrer la
cloture de ces automates par les homomorphismes surjectifs.

Rappelons d’abord comment nous avons établi la cloture dans le cas des ACN en général
(section 2.3.3). Soit hy, : ¥ — X' une application et i est ’homomorphisme défini par hsy,
soit A = (3, Q, A, F) un automate a contraintes numériques. Dans la section 2.3.3 nous avons
montré que I'automate A’ = (¥, Q, A", F), avec A" = {(¢q,hx(a),D) | (¢,a,D) € A}
satisfait L(A") = h(L(A)).

Si ’automate A ci-dessus est sans étoile, ce n’est pas forcément le cas de ’automate A’,

ceci a cause des ensemble hy () apparaissant dans les transitions de A’ qui ne sont pas forcé-
ment finis ou cofinis, comme nous avons vu un peu plus haut. Par contre, remarquons que les
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contraintes numériques apparaissant dans A’ sont les mémes que dans A. Donc, si toutes les
contraintes numériques dans A sont des ensembles sans étoile (respectivement semilinéaires),
c’est également le cas de ’automate A’. Ceci nous méne a remarquer que si 1’application hy
est telle que ’image par hy, de tout ensemble fini ou cofini est un ensemble fini ou cofini, alors
I’automate A’ est sans étoile (respectivement semilinéaire) si A est sans étoile (respectivement
semilinéaire). Cette condition est vérifiée par une application Ay surjective.

Lemme 2.28 Si hy : X — X est une application surjective, alors pour tout « C 3 fini ou
cofini, hy,(«) est fini ou cofini.

Preuve  Soit v un sous ensemble fini de Y. Par définition méme, hy («) est un sous ensemble
fini de 3. Montrons que hy (@) est un ensemble cofini de ’. Par surjectivité de hy, il est facile
de voir que

hy(@) =Y \ (hg(Q) \ hs(@))

L’ensemble hy () \ hx (@) étant fini, nous en déduisons que hy (@) est un ensemble cofini.
|

Maintenant, un homomorphisme d’étiquettes h est surjectif si et seulement si 1I’application
hy, le définissant est surjective. Nous en déduisons que

Lemme 2.29 Les ACN sans étoile et semilinéaires sont clos par les homomorphismes d’éti-
quettes surjectifs.

244 Test du vide

Nous montrons que le test du vide est décidable pour les ACN sans étoile et les ACN semi-
linéaires. Il suffit de montrer que la condition donnée dans le lemme 2.21 est vérifiée pour ces
deux fragments. Ceci n’est pas tres difficile a voir ; considérons juste le cas des ACN semili-
néaires, le cas des ACN sans étoile étant un cas particulier.

Soit I’ACN semilinéaire A = (X, Q, A, F). Etant donné Q' C @ sous ensemble des états
de A et D ensemble de contraintes numériques dans N<, nous devons décider si

(%) D contient un élément d tel que les composantes non nulles de d correspondent a des états
dans Q'.

Rappelons que D est un ensemble semilinéaire, donc une union finie d’ensembles linéaires.
Alors il suffit de pouvoir décider la propriété pour chacun des ensembles linéaires composant
D. Soit donc L = Lin(b, p1,...,px) un ensemble linéaire. Nous devons pouvoir décider si L
contient un élément d satisfaisant (x). Il est facile de voir que c’est le cas seulement si b satisfait
cette propriété, cad pour tout g dans @, si b(q) est strictement positif, alors ¢ appartint 2 Q’.

Lemme 2.30 Le vide est décidable pour les automates a contraintes numériques semilinéaires
et les automates a contraintes numériques sans étoile.

En ce qui concerne la complexité du test du vide, rappelons que dans le cas des ACN en
général elle est en O(|Q| x |A| x f(A)), ot |A] est le nombre de transitions de I’automate et
f(A) est la complexité au pire des pour tester la propriété (x) pour Q' C @ et D un ensemble
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apparaissant dans une transition de 1’automate. Dans le cas particulier des ACN sans étoile,
(%) se résume a tester s’il existe un ensemble linéaire Lin(b, p1, ..., px) composant D tel que
toute composante non nulle de b correspond a un état dans @Q’. Ceci se fait en |Q| x K(A), ol
K (A) est le plus grand nombre d’ensembles linéaires composant un ensemble semilinéaire D
apparaissant dans une régle de 1’automate A.

Des résultats établis dans la section 2.3.4 et de ce qui précede, nous déduisons

Lemme 2.31 Pour un ACN sans étoile ou semilinéaire effectif A = (X,Q, A, F), tester si L(A)
est vide peut se faire en un temps O(|A| x |Q[? x K(A)).

24.5 Test d’appartenance

Nous montrons que le test d’appartenance est décidable pour les ACN sans étoile et les
ACN semilinéaires, cad pour tout ACN sans étoile ou semilinéaire A et pour tout arbre ¢, on
peut décider si ¢ appartient au langage de A.

Commencons par les ACN sans étoile, pour lesquels le test d’appartenance est tres facile.
Soit A = (3, Q, A, F') un ACN sans étoile. Rappelons qu’il s’agit de tester si un multiensemble
d € N appartient 2 D, out D est un ensemble de multiensembles apparaissant dans une tran-
sition de ’automate A, et donc D est un ensemble sans étoile. Par définition, D est représenté
comme une union d’ensembles linéaires de la forme Lin(b, 1,4,,...,14,),00{q1,...,q} C Q.
Donc, il suffit de pouvoir tester si d appartient a I’'un de ces ensembles linéaires. Ceci est trés
simple : d appartient a Lin(b, 1,,,...1,,) si et seulement si pour tout ¢ dans ), d(g) > b(g) et
pour tout g dans @, si d(¢q) > b(q), alors il existe j parmi 1..k tel que ¢; = q.

En ce qui concerne la complexité, le test si d appartient a Lin(b, 1,,, . . ., 1,, ) se fait en |Q|?
(en remarquant que k < |Q|). Rappelons que (voir la section 2.3.5), dans le cas des automates
a contraintes numériques en général, la complexité d’un calcul d’exécution de I’automate est en
O(|t| x |A] x f(A,t)),on f(A,t) estune fonction qui majore la complexité du testd € D pour
tout multiensemble d tel que |d| < |¢| et pour tout ensemble D apparaissant dans une transition
de I’automate A.Nous en déduisons facilement que pour tout arbre ¢, tester si ¢ appartient a L(A)
peut se faire en O(|t| x |A| x |Q|? x K(A)), ot K(A) est le plus grand nombre d’ensembles
linéaires définissant un des ensembles de multiensembles D apparaissant dans une transition
I’automate A.

Regardons maintenant le cas d’un automate A = (3, Q, A, F') a contraintes semilinéaires,
et plus précisément comment en peut tester si un multiensemble d appartient & I’ensemble semi-
linéaire D apparaissant dans une transition de 1’automate A. Encore une fois, il suffit de pouvoir
tester si d appartient a I’ensemble linéaire Lin(b, p1, ..., px). Ceci peut étre effectué en temps
exponentiel.

Une autre facon a envisager pour le test d’appartenance est de construire, pour tout en-
semble de multiensembles D apparaissant dans une transition de I’automate, un automate (de
mots) reconnaissant les représentations binaires des multiensembles d apparaissant a D (voir par
exemple [Boudet and Comon, 1996], [Wolper and Boigelot, 2000]). Cet automate est construit
a partir de la formule de Presburger dont les solutions sont ’ensemble D. La construction de
cette formule est linéaire dans K, ot K est la somme de toutes les multiplicités de toutes les
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bases et périodes définissant I’ensemble D. La taille de I’automate reconnaissant D est au pire
des cas triplement exponentielle dans Ia taille de la formule de Presburger [Klaedtke, 2004].



Chapitre 3
Logiques

Nous présentons d’abord la logique monadique du second ordre (MSO) et son extension,
la logique MSO de Presburger. Ensuite nous définissons la logique spatiale LS dont 1’étude est
I’objet central de cette these. Nous présentons différents fragments et variantes de la logique
spatiale, obtenus par des restrictions syntaxiques de celle-ci.

3.1 Logique monadique du second ordre et extension

3.1.1 Logique monadique du second ordre (MSO)

Les logiques monadiques du second ordre (MSQO) sont obtenues comme la restriction des
logiques du second ordre aux prédicats du second ordre monadique ou bien comme 1’extension
des logiques du premier ordre (FO) par des variables ensemblistes.

Le grand succes des logiques MSO est dii a une suite de résultats reliant ces logiques a des
automates sur différentes structures, ce qui traduit également certaines bonnes propriétés de ces
logiques.

— Un langage de mots finis est reconnaissable par un automate fini si et seulement s’il est

MSO définissable [Biichi, 1960], [Elgot, 1961].

— Un langage de termes sur une signature finie dont tous les symboles sont d’arité finie'
est reconnaissable par un automate d’arbres fini si et seulement s’il est MSO définissable
[Doner, 1970], [Thatcher and Wright, 1968].

— Un langage d’arbres ordonnés d’arité non bornée est reconnaissable par un automate a
haie si et seulement s’il est MSO définissable. Ce résultat, appartenant au « folklore » est
explicitement annoncé dans [Neven and Schwentick, 2002].

Lorsque nous parlons de « logiques MSO », nous entendons une famille de logiques qui
différent uniquement par leurs prédicats de base, qui sont généralement combinés entre eux par
des opérations booléennes et des quantifications sur des variables du premier ou second ordre.
Par exemple, MSO sur les mots est construite sur les prédicats de base P, (u) vrai si la u®™m®
lettre du mot est un a et u < u’ vraie si la position u précéde la position u’. Pour les arbres

!Ces termes sont le plus souvent appelés arbres ; a la différence des arbres que nous considérons, ce sont des
arbres ordonnés et d’arité bornée.
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ordonnés d’arité non bornée, une logique MSO utilisée trés souvent a pour prédicats de base
premier(u, u’) vrai si le nceud u’ est le premier fils du nceud u et suivant(u, u’) vrai si le neeud
u et v’ ont le méme nceud pere et v’ suit immédiatement «. Dans la suite, nous présentons une
logique MSO adaptée aux arbres non ordonnés d’arité non bornée qui nous intéressent dans ce
travail.

Syntaxe

Nous considérons U/, et Us deux familles dénombrables de variables. Les éléments de 4,
sont des variables du premier ordre, nous utilisons la lettre u avec éventuellement un indice
pour désigner ces variables. Les éléments de Uf> sont des variables du second ordre, notées U'.
Les formules de la logique MSO sont définies par la syntaxe :

P u=etq,(u) (poura€X) | u<u | welU | vV | = | Juy | VY

Une occurrence de variable dans une formule MSO est dite libre si elle n’apparait sous
aucun opérateur de quantification existentielle 3. Une formule est dite close si elle n’admet pas
de variables libres.

Sémantique

Les formules de MSO sont interprétées sur des arbres vus comme des structures logiques.
Rappelons que o est la signature {<} U {etq, | b € X} ol < est un prédicat binaire (en notation
infixée) et les etq,;, sont des prédicat unaires, et que tout arbre ¢ peut étre représenté comme une
o-structure S* finie. Soit S une o-structure finie de domaine E et « une valuation des variables :
~ associe des éléments de E aux variables de premier ordre et des sous-ensembles de E' aux
variables de second ordre. Pour la valuation 7, la variable u dans U/, et I’élément e de F/, on note
~[u + €] la valuation qui associe e a la variable u et est identique a -y pour toutes les variables
différentes de u. La valuation y[U +— E’'],pour U € Uy et E' C E est définie de fagon similaire.
On dit que la structure S satisfait la formule v pour la valuation v, noté S,y = 1, si :

— 1 estetq, (u) et etq,(y(u)) est vrai dans S';

— estu<u ety(u) <y(u')estvrai dans S';

— estu € U ety(u) appartient a y(U) ;

—Yestyy Vi et S,y =Y ou S,y =Y,

— est =) et S,y = ¢’ n’est pas vérifié;

— 1 est Juy) et S,y[u — a] = 9 est vérifié pour un certain a élément de F ;

— est U et S,y[U — E'] = 1’ est vérifié pour un certain £’ sous-ensemble de F.

Pour une formule ¢ close, nous écrirons parfois S |= ¢ a la place de S,~ = . Pour une
formule de MSO close 1), le langage associé a 1), noté [[¢/], est I’ensemble d’arbres ¢ tels que
St k= 4. Pour un ensemble d’arbres T, nous disons que T" est MSO-définissable s’il existe une
formule close v de la logique MSO telle que 7' = [[¢/].

Si 1) et ¢/ sont des formules de MSO, alors les formules dérivées 1) A ¢, Yu.1p, YU.1,
W — Y, 1) < 1)/ sont définies en utilisant la négation de la fagon habituelle.Nous allons
librement utiliser ces formules dérivées.
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Exemple 3.1 Nous définissons la formule MSO close 1) qui est satisfaite par les arbres ¢ tels que
toute aréte de ¢ étiquetées par a a au plus deux arétes successeurs et toute aréte de ¢ étiquetée
par b a au plus trois successeurs. Définissons d’abord quelques formules auxiliaires : u = u’
permettant de tester 1’égalité de deux arétes, succ(u, U) vérifiée si U est I’ensemble des arétes
successeurs de u et carda(U) et cards(U) vraies si le cardinal de I’ensemble U est inférieur a
deux, respectivement a trois.

u=u=YUuelU—u el
succ(u,U) m=Vu'a' € U - u <
cards(U
cards(U

:Vul,uQ,u;g.(ul ceUANuyeUANug € U)—> (u1 :’LLQ\/’LLQZU3\/U3:’LL1)
:Vul,UQ,U3,U4.(’LL1 ceUNueUANugelUANAuy € U) —

) i
) i

(’LL1ZUQ\/UQ:’LL3\/’LL3ZU4\/’LL1:’LL3\/U1 ZU4\/’LLQZU3)

Alors v est la formule

YU, Vu.succ(u,U) — ((etq,(u) — cards(U)) A (etqy(u) — cards(U)))

3.1.2 Logique MSO de Presburger (PMSO)

La logique PMSO [Seidl et al., 2003] est introduite comme extension de MSO dans le cadre
des langages de documents semi-structurés. Dans sa définition initiale, la logique est interprétée
sur des arbres étiquetés sur les noeuds par des étiquettes d’un ensemble fini de symboles. Nous
I’adaptons ici pour des arbres étiquetés sur les arétes par un ensemble de symboles dénombrable.
PMSO permet de définir des conditions arithmétiques sur les cardinaux de sous-ensembles de
successeurs d’un noeud de I’arbre. Ces conditions arithmétiques sont définies au moyen de for-
mules de I’arithmétique de Presburger.

Syntaxe

La logique PMSO est définie comme extension de MSO avec la formule de base u/p, ol
p est une formule de I’arithmétique de Presburger construite sur I’ensemble de variables numé-
riques {zy | U € Uz} U Z (on suppose qu’aucun des zyy n’appartient a Z). Les formules de
PMSO sont donc définies par :

Y u=etq,(u) (poura€e) | u<d | w/p | welU | YV | Juy | IUY

Sémantique

Pour la o-structure S et la valuation des variables de premier et second ordre v, S, = u/p
est vérifié si ¢ = p, ou ( est la valuation des variables dans Z qui a la variable zy; de Z associe
le nombre d’éléments de v(U) qui sont aussi des arétes successeurs de y(u). Formellement,
pour tout zyy dans Z, ((zp) = Card(y(U) N E’), ot E' est I’ensemble des arétes successeurs
de y(u). L’interprétation des autres types de formules est inchangée par rapport 8 MSO.
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De la méme facon que pour la logique MSO, si %) est une formule close, alors nous pourrons
écrire S |= ¢ alaplace de S,y |= 9. Pour une formule close v, [¢/] désigne I’ensemble d’arbres
t tels que S |= ). Pour un ensemble d’arbres T, nous disons que T est PMSO-définissable s’il
existe une formule close ¢ de la logique PMSO telle que T' = [¢].

Exemple 3.2 Nous construisons la formule PMSO close 1) reconnaissant les arbres ¢ tels que
chaque aréte de I’arbre a autant d’arétes successeurs étiquetées par a que d’arétes successeurs
étiquetées par b. Pour toute étiquette a, la formule auxiliaire étiquette,(U) est vraie si U est
I’ensemble des arétes de 1’arbre étiquetées par a.

étiquette,(U) ::=VYu.u € U < etq,(u)
Y = VU, YU,.(étiquette, (U,) N étiquette,(Uy)) — Yu.u/zy, = 2u,

3.1.3 Logiques monadiques du second ordre et automates a contraintes numé-
riques

Nous présentons ici des équivalences qui existent entre les logiques MSO et PMSO et les
automates a contraintes numériques.

Dans [Boneva and Talbot, 2005] nous avons montré que la logique MSO est équivalente aux
automates 2 contraintes numériques sans étoile

Théoreme 3.1 Un ensemble d’arbres est MSO-définissable si et seulement s’il est le langage
d’un automate a contraintes numériques sans étoile.

Preuve  Pour montrer que tout langage d’arbres reconnaissable par un ACN sans étoile est
MSO-définissable, on définit une formule MSO qui vérifie I’existence d’une exécution accep-
tante de I’automate. Inversement, pour montrer que tout ensemble d’arbres MSO-définissable est
reconnu par ACN sans étoile, 1’idée est de construire un automate pour chaque formule MSO
atomique, et d’utiliser la cloture des ACN sans étoile par les opérations booléennes et la projec-
tion. Cette idée (classique dans les preuves d’équivalence de MSO avec une classe d’automates)
ne marche pas directement pour les ACN sans étoile a cause des ensembles co-finis d’étiquettes
qui peuvent apparaitre dans les transitions ; nous utilisons une extension des ACN comme re-
présentation intermédiaire. Une preuve détaillée est présentée dans la section A.1 I’annexe A.
O

Si on considere que I’ensemble d’étiquettes X est fini, alors la logique PMSO est équivalente
aux automates de Presburger; ce résultat est établi dans [Seidl et al., 2003]. Nous montrons
que X est un ensemble dénombrable, alors la logique PMSO est équivalente aux automates a
contraintes numériques semilinéaires.

Théoreme 3.2 Un ensemble d’arbres est PMSO-définissable si et seulement s’il est le langage
d’un automate a contraintes numériques semilinéaires (voir aussi [Seidl et al., 2003 ], Théo-
reme5).

Dans [Boneva and Talbot, 2005], ce résultat est établi pour une définition différente des automates a contraintes
numériques.
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Preuve La preuve est similaire a celle du théoreme 3.1.

3.2 Logique spatiale (LS)

La logique spatiale que nous présentons ici est une extension d’un fragment de la logique
des ambients [Cardelli and Gordon, 2000a]. Il s’agit du fragment dit spatial, qui est interprété
sur des arbres et non sur des processus du calcul des ambients comme c¢’est le cas de la logique
dans [Cardelli and Gordon, 2000a]. Cette logique a été utilisée comme la base du langage de
requétes pour données semi-structurées TQL [Cardelli and Ghelli, 2001].

3.2.1 Syntaxe

Soit A, un ensemble dénombrable de variables d’étiquettes notées x, v, . . ., X, un ensemble
dénombrable de variables d’arbres notées X, Y, ... et A; un ensemble dénombrable de variables
de récursion notées &, . . .. Les formules de LS sont définies par la syntaxe :

pu= 0 arbre vide
) imbrication ou emboitement
oo composition
T vérité
—¢ négation
oV P disjonction
X variable d’arbre
31X.¢ quantification existentielle sur les arbres
dx.¢ quantification existentielle sur les étiquettes
13 variable de récursion
pE.@ plus petit point fixe
n=mn test d’égalité d’étiquettes
ni= a étiquette constante
z variable d’étiquettes

ou a est une étiquette dans X. Pour garantir I’existence du plus petit point fixe (formule u&.9),
nous imposons la restriction syntaxique que dans la formule ;£.¢, toutes les occurrences libres’
de la variable £ dans ¢ apparaissent sous un nombre pair de négations dans ¢.

Une occurrence de la variable d’étiquette x (respectivement occurrence de la variable d’arbre
X) est dite libre dans la formule ¢ si elle n’apparait pas sous une quantification 3x (respective-
ment 3X) dans la formule ¢. De la méme facon, une occurrence de variable de récursion & est
dite libre dans ¢ si elle n’apparait sous un opérateur de point fixe p&. Une formule est dite close
si elle n’admet pas d’occurrences libres de variables.

On note par varrec(¢) I’ensemble des variables de récursion apparaissant dans la formule
o.

3Voir définition de variable libre ci-dessous.
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Tout au long de cette these et a chaque fois qu’il s’agit d’une formule ¢ de la logique LS,
nous supposons que deux occurrences distinctes des opérateurs 3 et u dans ¢ lient des variables
différentes et qu’aucune variable n’apparait a la fois libre et non libre dans une formule. Cette
propriété peut toujours étre assurée par un renommage des variables non libres.

3.2.2 Sémantique

L’interprétation des formules de la logique spatiale est donnée en termes d’ensembles d’ar-
bres. Soit p une valuation des variables d’étiquettes et des variables d’arbres, et soit § une va-
luation des variables de récursion ; c’est a dire, p une application de A, U &, dans > U Arbresy,
qui respecte les types des variables (cad associe des étiquettes aux variables d’étiquettes et des
arbres aux variables d’arbres) et  est une application de X; dans p(Arbresy;). Pour deux valua-
tions p et d, on note dom(p) et dom(¢) leurs domaines respectifs.

L’interprétation de la formule ¢ sous les valuations p et ¢, notée [¢], 5, est un ensemble
d’arbres défini récursivement sur la structure de ¢ comme suit (nous utilisons ici la représenta-
tion des arbres comme des multiensembles imbriqués) :

[0] .5 = {{B

[nlellps = {pn)}HIdl,s]

[[Qb | Qﬂ]p,é = [[¢]]p,6 | [[Qﬂ]pﬁ

[[T]]p,(; = Arbresy;

[[_‘Qsﬂp,é = Arbresy, \ [[Qb]]pﬁ

[oV&Tps = [8lpsUd]s06

[XTp.s = {p(X)}

[[ElX'(b]]PJS = UXGArbreSz [[(b]]p[XHt],(S

[[EI:L"qb]]pﬁ = UaeE H¢Hp[m»—>a],5

€],p.6 = 4(§)

[€-0lps = (S S Arbress | S 2 [¢], 5165}
, Arbresy; si p(n) = p(1/

Ir=7os { @ sinon ) )

Pour I’arbre ¢, la formule de la logique spatiale ¢ et les valuations p, d, on dit que t satisfait ¢
pour les valuations p et d, écrit t, p, 6 |= ¢, si ¢ appartient a [¢] , 5. Lorsque ¢ est une formule
close, nous écrirons parfois [¢] et t = ¢ ala place de [¢], 5 et t, p,  |= ¢ respectivement.
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3.2.3 Opérateurs dérivés

Plusieurs opérateurs dérivés ont été introduits pour la logique des ambients et la logique
TQL. Nous donnons ici la définition de certains de ces opérateurs.

L =T faux

dAND = —(m¢V 9) conjonction

0 = -0 arbre non vide

oll¢ = (¢ ¢ composition duale

o9 = (o))

p—¢ = -V implication

VX.0p = —(3X.—9) quantification universelle sur les arbres
V.o = —(Jz.—¢) quantification universelle sur les étiquettes
v€.¢ = —p&.p(€ — &) plus grand point fixe

xS = u&.p|EVO0 étoile

ol ¢(& — —&) est la formule obtenue en remplagant dans ¢ toutes les occurrence libres de la

variable & par la formule —¢.

3.24 Propriétés de la satisfiabilité

L’interprétation des formules logiques peut également s’exprimer en termes de la relation
de satisfaction. Les propriétés énoncées ci-dessous pourraient étre prises comme définition de
la satisfaction, mais I’interprétation sous forme d’ensembles que nous avons donnée est plus
adaptée pour les formules a point fixe.

Lemme 3.3 Pour tout arbre t, toutes formules ¢, ¢’ et toutes valuations p et 0, les équivalences

suivantes sont vérifiées :

t,p,0 =0
t,p,6 = nlé]
Lpb = ol
t,p,0 ET
t7p76l:_‘¢
t,p, 0 EoVe
t,p,0 =X
t,p,0 E3X.¢
t,p,0 = 3x.0
t,p, 6 EE
t,p,0 = pé.d
t,p,0 =0
t,p,0 = olld
t,p,0 o ¢
t,p, 0 l?'ép,éJ—
tpdEONG
t,p,0 EVX.¢
t,p,0 = V.0
t,p,0 = ox

S B

teTe

t=A{}
t' € Arbresy.t = p(n)[t'] A t',p, 0 E ¢
It t" € Arbresy.t =t Wt" At,p,d =P ANt p,d E @

t,0,0 ¢

LpdEGV LpdE¢

t = p(X)

ds € Arbresy. t,p[X — s],0 F ¢

Jda € X.t,p[xr — al,d = ¢

te ()

t,p,0 = ¢(€ — pé.8)

L4 {)

Vot =t Wt = (¢, p0 =Vt pdkEd)
VL (=t W' AL, p, 6= ¢) = ¢, p,6 = ¢

t,p, 0 E ¢ Ntpd ¢

Vs € Arbresy. t,p[X — s],0 E ¢
Va € X.t,plr — a],0 = ¢
dneNten-[¢]
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Preuve Presque toutes ces propriétés ont été montrées dans [Cardelli and Ghelli, 2004], sauf
celles concernant les opérateurs dérivés O et ¢ |5 ¢'. Pour 0, la propriété suit directement de
la définition de cet opérateur, et pour ¢ = ¢’ se déduit de la définition de 1’opérateur et des
propriétés pour ¢| ¢’ et —¢.

]

Dans la suite nous utilisons le lemme 3.3 sans y faire référence.

3.2.5 Fragments et variantes de la logique

Dans cette these nous allons étudier différents fragment et variantes de la logique spatiale.

Le fragment minimal mini-LS

Nous appelons ce fragment « minimal » puisqu’il se réduit uniquement aux opérateurs spa-
tiaux de la logique et les connecteurs booléens : en quelque sorte c’est le plus petit fragment de
LS contenant les opérateurs spatiaux. mini-LS est le fragment de LS suivant :

¢:==0 | alg] | ¢l | T [ =g | oVo
ou a est une étiquette dans 3.

L’expressivité de la logique mini-LS est assez limitée. Intuitivement, elle permet de décrire
des éléments de la structure d’une partie de I’arbre proche de la racine et de taille limitée par la
taille de la formule, comme le montre I’exemple 3.3.

Exemple 3.3 Propriétés exprimables par la logique mini-LS :

(i) Un chemin a.b.c dans I’arbre, partant de la racine :
alble[T] T]IT]IT

(ii) La racine possede une aréte successeur étiquetée par a qui posseéde au moins deux arétes
successeurs étiquetées par b
alo[TTIO[ T TI[ T

(iii) Au moins deux arétes successeurs de la racine sont étiquetées par a et au plus une aréte
successeur de la racine est étiquetée par b :

(@[THa[TT[T) A (=@[TH6[T][T))
Cette propriété peut s’écrire également

a[T]|a[T][=([T][b[T]| T)

Le principal intérét d’étudier cette logique est de comprendre 1’expressivité des opérateurs
spatiaux.

Notons finalement que ce fragment peut étre facilement encodé dans MSO. Comme nous le
verrons plus tard, un fragment qui inclut mini-LS est équivalent 2 MSO, mais le passage de I’un
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vers I’autre nécessite d’utiliser des automates d’arbres. Nous donnons ici un encodage direct de
mini-LS dans MSO.

Pour toute formule ¢ dans mini-LS, nous construisons la formule close ¥ 4(U) de MSO telle
que pour tout arbre ¢ dans Ay, ¢ |= ¢ si et seulement si S = VU.((Vu.u € U) — ¥y), ou
St est la o-structure correspondant a t. Le role de la variable U est d’assurer que le domaine
d’interprétation de la formule MSO est bien le domaine de S°.

U (U) == vrai

(U) == =P4(U)

(U) = Wy(U) V Wy (U)

Vo(U) :=U =0

(U) =:=VYU2, Uy.(sre(U1,Uz) N Uy =U N\ Us) — (singl_etiq,(Uz) N ¥y(Ur))

(U) == 30", U".dunion(U,U",U") NV 4,(U") AUy (U")A

VU1, Us, Us.(src(U,Uy) A src(U',Uz) A sre(U”,Us)) — dunion(Uy, Us, Us)

La définition des formules auxiliaires est donnée ci-dessous. Intuitivement, src(U, U’) est vraie
si U’ est ’ensemble des arétes successeurs de la racine dans 1’arbre dont le domaine est U ;
dunion(U,U’,U") est vraie si I’ensemble U est 1’union disjointe des ensembles U’ et U"” ; pour
toute étiquette a, sing_etiq,(U) est vraie si ’ensemble U est un ensemble contenant une seule
aréte et cette aréte est étiquetée par a.
vrai = Vu.u =u
sre(U,U") i=Vu'.(u € V) & (v e UAVU" 4" €U — =(u" <))

U=U'UU" :=Vu.(ueU) < (ueU VueU")

U=U'NU":=Vu(uelU) - (ueU ANueU")

U=U\U":=Vu.(ueU) - (ueU AN-(ueU"))

dunion(U, U\ U") := (o =U' NU" YA (U =U"0U")
singl_etiq,(U) == (Vu,u'.(u € U AU € U) — (u=u")) A (Vuu € U — etq,(u))

Le fragment sans quantification LS5

La quantification de la logique est connue étre une source d’indécidabilité pour le probleme
de satisfiabilité (voir [Charatonik et al., 2003] et la section 5.1). Par contre, il n’est pas connu si
en absence de quantification on peut avoir des fragments décidables de la logique. La premiére
partie de la theése est consacrée a 1’étude de la satisfiabilité¢ de la logique en absence de quantifi-
cation. La logique LS5 n’est pas un fragment purement syntaxique de la logique spatiale : nous
modifions 1égerement 1’opérateur d’emboitement.

Soit le nouveau constructeur de formules a[¢], ou « est sous ensemble fini ou co-fini de 3.
L’interprétation de la formule a[¢] est donnée par :

[al¢]]s = el[¢]s]

Alors la logique LS5 est définie par la syntaxe :

=0 ] afg] | ¢l | T [ =¢| Ve | uto
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Remarquons que 1’ajout du constructeur «[¢] n’ajoute pas d’expressivité a la logique spatiale
en présence de quantification, puisque «[¢] peut étre exprimé en utilisant la quantification : si «
est I’ensemble fini {ay,...,ar}, alors a[p] = a1[@] V - - - V ai[¢] et si « est ’ensemble co-fini
Y~ Aa,...,a;},alors ag] = Jx.(—(x = a1) A A=(x = ag) A z[@)).

Pour o un ensemble d’étiquettes fini ou cofini, nous notons @ son complémentaire : @ =
>\ a. Nous avons I’équivalence suivante :

Lemme 3.4 Pour tout arbre t, toute formule ¢ et toutes valuations p, 6,

t.p,6 = —alg] & t,p,6 = 0V O[OV EA[T] V al-d].

Preuve  Par définition, ¢, p,d = «a[¢] si et seulement si t = {a[t']} eta € aett',p,0 = ¢.
Donc, t, p,d = —a|@] si et seulement si

(x) t n’est pas un multiensemble a un unique élément ou bien
(xx) t estun multiensemble a un unique élément, soit b[t'], tel que b[t'], p, § ne satisfait pas a[¢].

Par les propriétés de la satisfiabilité, il est facile de voir que () est équivalent a¢ =0V 0|0 et
(xx) est équivalent 2 b € @ou b € aett',p,d £ ¢. 1l est facile de voir que c’est équivalent a

t,p,0 Eal[T]Val-g].
|

De méme que pour les propriétés énoncées dans le lemme 3.3, ce résultat sera utilisé explicite-
ment lorsqu’il s’agira de la logique LS.

Exemple 3.4 Propriétés exprimables sans quantification.

(i) Les successeurs de la racine sont tous étiquetés par a
pEalTl[EV O

(ii) Arbres a couches d’arétes étiquetées par a et arétes étiquetées par b, cad
— toutes les arétes successeurs de la racine sont étiquetés par a et
— toutes les arétes successeurs d’une aréte étiquetée par a sont étiquetées par b et vice
versa.

pé.alpg bE] & vV Ol|[EVO

(iii) Arbres dans lesquels chaque nceud a autant d’arétes successeurs étiquetés par a que
d’arétes successeurs étiquetés par b

pé-alg]|b[E][EV O

Remarquons que la présence de variables d’étiquettes et d’arbres est le mécanisme le plus
naturel permettant de définir des requétes non booléennes.
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La fragment sans récursion LS,

Un autre fragment intéressant de la logique est le fragment sans récursion. La récursion est
un mécanisme ajoutant de I’expressivité de la logique ; il permet par exemple de définir des
répétitions non bornées dans la structure des arbres ou bien d’exprimer des propriétés qui sont
vérifiées a une profondeur quelconque de I’arbre (€loigné de la racine de maniere non bornée).
La combinaison de la récursion et de la quantification ajoute encore plus d’expressivité. Elle per-
met par exemple d’exprimerla répétition d’un motif non completement défini. Pour illustration
des ces intuitions, voir I’exemple 3.5.

La logique LS, est définie par la syntaxe :

=0 | g | ¢l | T | =¢ | oVe | X [IX¢ | Jzd | n=n

nu=a | .

Exemple 3.5 Propriétés exprimables dans la logique sans récursion.

®

(i)

Toutes les arétes successeurs de la racine portent la méme étiquette
Ve Vy.(z[T]|y[T]|T) mz=y

La logique permet d’exprimer 1’isomorphisme d’arbres : deux arbres s, ¢ sont isomorphes
si et seulement si I’arbre {a[t]} W {b[s]]} satisfait la formule

3X.a[X] | b[X]

3.2.6 Exemples

Nous donnons ici des exemples de propriétés exprimables dans la logique spatiale.

®

(i)

Arbres dans lesquels tout noeud (a I’exception des feuilles) a exactement trois arétes suc-
cesseurs, 1’une étiquetée par a, I’autre étiquetée par b et la troisiéme ayant une étiquette
arbitraire.

pé-Fx.al¢][b[g] | =[] v O

Cette méme propriété peut également étre exprimée en utilisant le fragment sans quanti-
fication, grice a la construction a¢) :

pg-alg]|bE][E[E] v O

Arbres dans lesquels tout nceud (a ’exception des feuilles) a exactement quatre arétes
successeurs, 1’une étiquetée par a, 1’autre étiquetée par b et les deux autres ayant la méme
étiquette arbitraire.

pé-3r.ag] |O[E] | (<] | x[¢] v O

Cet exemple illustre la possibilité de définir des motifs approchés (non totalement définis)
reproduits partout dans I’arbre. La propriété énoncée n’est pas exprimable dans la logique
sans quantification, qui permet uniquement de tester 1’appartenance d’une étiquette a un
ensemble, et ne permet pas de comaprer deux étiquettes. Elle illustre la possibilité de
définir des motifs approchés (non totalement définis) reproduits partout dans I’arbre.
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(iii) Arbres ayant un nceud a trois arétes successeurs étiquetées par a, b et ¢ ; ce nceud se trouve
n’importe ou dans I’arbre :

p&- 3z (z[S]| T) v (a[T][B[T][c[T])
Cette propriété est également exprimable sans quantification a I’aide de la formule
pE- XSV (al T[O[T][e[T])
(iv) Arbres contenant un chemin dont toutes les arétes sont étiquetées par le méme symbole

Jz.u€x[€]| T VO

(v) Arbres ayant un nceud a trois arétes successeurs étiquetées par a, b et ¢ et tel que toutes les
arétes du chemin dans I’arbre qui meéne a ce nceud sont étiquetées par la méme étiquette :

Fx.p&x[E]| TV (a[ TIO[T][ e[ T]).

Cette propriété ne peut pas étre exprimée sans quantification.



Deuxieme partie

Satisfiabilité et expressivité de la
logique spatiale






Dans cette partie nous considérons la logique LS5, cad le fragment de la logique spatiale
sans quantification et nous étudions le probleme de satisfiabilité de cette logique et de certains de
ses fragments, ainsi que 1’expressivité de la logique. Rappelons que le probleme de satisfiabilité
est, étant donné une formule close ¢, décider si I’interprétation de cette formule est I’ensemble
vide (cad décider si [¢] est I’ensemble vide). Nous dirons que le probleme de satisfiabilité est
décidable si on peut décider de cette propriété, et qu’il est indécidable sinon. L’expressivité de
la logique LS5 est étudiée conjointement avec le probleme de satisfiabilité, et en comparaison
avec les logiques MSO et PMSO.

Cette partie est organisée comme suit : dans le chapitre 4 nous présentons essentiellement
des résultats techniques utilisés dans la suite, dont une fagon de représenter les formules LS5
par des équations a point fixe et des propriétés de ces systemes d’équations. Dans le chapitre 5,
nous rappelons le résultat que le probleme de satisfiabilité est indécidable pour la logique spa-
tiale avec quantification et nous montrons que la satisfiabilit¢ de la logique LS5 est également
indécidable. Dans le chapitre 6 nous montrons comment définir un automate a contraintes numé-
riques €quivalent a une formule LS 5. Finalement, dans le chapitre 7 nous utilisons les automates
a contraintes numériques pour identifier deux fragments de la logique LS 5 qui sont équivalent
aux logiques MSO et PMSO respectivement.

Dans cette partie de la these, par « formule logique » nous entendons une formule de LS5
(sauf dans la section 5.1 ou nous rappelons quelques résultats d’indécidabilité pour la logique
avec quantification).






Chapitre 4

Formules logiques et systemes
d’équations a point fixe

Dans ce chapitre nous présentons une représentation des formules logiques sous la forme de
systemes d’équations a points fixes. Cette représentation est utilisée dans la suite pour la preuve
de divers résultats. Nous donnons également des représentations normalisées de ces systeémes
d’équations, qui seront utilisées plus tard pour la définition d’un automate pour une formule
logique, mais qui nous permettent également d’exprimer quelques conditions qui garantissent
I'unicité du point fixe pour les formules logiques.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la section 4.1 nous définissons les notions de base
liées aux systemes d’équations a points fixes. Dans la section 4.2 nous introduisons un type de
systemes d’équations qui peut servir de représentation des formules de la logique, et nous mon-
trons comment construire un systeme d’équations a partir d’une formule et inversement. Dans la
section 4.3 nous présentons deux formes normales pour les systemes d’équations. Finalement,
dans la section 4.4 nous donnons quelques conditions garantissant que le plus petit et le plus
grand points fixes coincident.

4.1 Généralités sur les systemes d’équations a point fixe

Cette section commence avec les définitions de quelques notions de base : treillis, fonctions
monotones, points fixes, avant de définir un syst¢tme d’équations a point fixe. Nous donnons
ensuite quelques propriétés des systeémes d’équations qui seront utiles pour la suite. Pour plus
d’informations sur ces notions, le lecteur peut se référer a [Arnold and Niwinski, 2001].

4.1.1 Définitions
Treillis, monotonie, points fixes
Un treillis (H, <) est un ensemble H muni d’un ordre partiel < et tel que pour tout couple

d’éléments h, [ appartenant 2 H, I’ensemble {h,[} admet une plus petite (pour I’ordre <) borne
supérieure notée h V< [ et une plus grande (pour I’ordre <) borne inférieure notée h A< . Un
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treillis complet est un treillis (H, <) tel que tout L sous ensemble de H admet une plus petite
borne supérieure et une plus grande borne inférieure, notées \/_ L et A _ L respectivement.
Nous notons alors ce treillis (H, V<, A<), ou bien (H, V, A) si la relation d’ordre < est claire
dans le contexte. Il est facile de voir que pour tout ensemble F', (¢(F'), Vc, Ac) est un treillis
complet, ou C est I’inclusion d’ensembles et V¢ et Ac sont I'union et intersection d’ensembles
respectivement.

Soit (H, <) un ensemble muni d’un ordre partiel. La fonction f : H — H est dite monotone
si pour tout h,l dans H, h < [ implique f(h) < f(l). Soit n un entier naturel. La fonction
f : H" — H est dite monotone dans toutes les variables si pour tous hi, ..., hy,l1 ..., 1,
éléments de H, hy < lyet...eth, <, implique f(hy,...,hy) < f(l1,...,1ln).

Soit f une fonction de H dans H (pour un ensemble H quelconque). L’élément h de H est
dit point fixe de f si f(h) = h.L’ensemble des points fixes de f est noté Fiz(f).

Le théoreme de Knaster-Tarki établit que toute fonction monotone sur un treillis complet
admet un plus grand point fixe et un plus petit point fixe, notés \/ - Fiz(f) et A Fiz(f).

Théoréme 4.1 (Knaster-Tarski) Soit (H,V <, \<) un treillis complet et f une fonction mono-
tone de H dans H . Alors \/ . Fiz(f) et \o Fiz(f) appartiennent a Fix(f). De plus,

Ve Fir(f) =V Ahe HIh<f(h)} e AcFie(f) =A\Ah € H|[f(h) <h}.

Le plus grand et plus petit point fixe de la fonction f sont usuellement notés vx.f(x) et
px.f(z). Soit maintenant f une fonction de H" dans H. Nous pouvons également définir le

plus petit ou plus grand point fixe de f pour une de ses variables : px;.f(x1,..., 24 .. ., Tp)
est une fonction de H"~! dans H qui & tout (n — 1)-uplet (S1y+ySiz1ySit1s---,Sn) dans
H™ 1 associe la valeur i f (81, 8im1, Tiy Sit1, - - -, Sn). Une propriété importante est que

le point fixe par rapport a une composante préserve la monotonie :

Proposition 4.2 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition 1.2.23) Soit H un treillis complet
et soit f une fonction de H" dans H monotone dans toutes les variables. Alors pour tout i dans
Lon, pag. f(z1, ..o 24, .., xn) et vag. f(T1, ..., %4, .., x,) Sont des fonctions de H" ™' dans
H monotones dans toutes les variables.

Une conséquence de ce résultat est que I’on peut imbriquer les points fixes : cad nous pouvons
considérer les fonctions pxz;.ve;. f(z1,...,xy), ve;va. f(xr, ..., z,), ete.

Points fixes sur un treillis produit
Nous résumons ici quelques notions liées aux points fixes sur des treillis produits. Pour plus

de détails, voir la section 1.4 de [Arnold and Niwinski, 2001].

Soit (H, V<, A<) un treillis complet. Alors I’ensemble H™ muni de la relation d’ordre <,,
qui est I’extension habituelle de < sur les tuples de valeurs de H forme également un treillis

complet. Soient f1,..., f, des fonctions de H™ dans H monotones dans toutes les variables.
Alors le tuple de fonctions f = (f1,. .., f,) définit une fonction monotone de H™ dans H™ de
la fagon suivante : pour touth = (hy, ..., h,) éléments de H™ et pour tout j dans 1..n, la 55

composante de f(h) est fj(hi,...,hy).
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Comme H" est un treillis complet et la fonction f est monotone, on peut calculer le point fixe
de f, qui est un élément de H" ; ainsi le plus petit et le plus grand points fixes de f sont ux.f(x)
et vx.f(x) respectivement. Ces points fixes peuvent étre représentés de fagon alternative comme
la solution extréme du systeéme de n équations a n inconnues

vy = fi(z1,...,20)
Tpn = fn(wlauwxn)
ou les x1,...,x, sont des variables sur H.

La solution d’un tel syst¢eme d’équation peut €tre calculée par le principe d’élimination de

Gauss. Supposons qu’on cherche a calculer le vecteur (a, ..., ay), le k point fixe de I’équation
ci-dessus (pour k étant x ou v). En posant g(xa,...,x,) = kz1.f1(2z1,...,2,), NOUS avons
que (ag,...,a,) estla « k-solution » (cad la plus petite ou la plus grande solution) du systéme

an — 1 équations

To = f2(g(w27"'7xn)7x27"-7xn)
Tn = fn(g(w%---7wn)7x27---7wn)
Dans ce cas, a; = g(ag,...,an).

Systemes d’équations a points fixes

Les systémes d’équations a point fixe sont une généralisation des systemes d’équations pré-
sentés dans la section précédente. Dans un systeme d’équations a points fixes, les points fixes
sont associés aux équations du systeme et non au systeme en entier.

Définition 4.3 (Systeme d’équations a point fixe) Soient (H,V,A) et (H', V', A’} des treillis
complets et f1,..., f, des fonctions de H"™ x H’ dans H monotones dans toutes les variables,
et soient x1, ..., x,,x des variables prenant leurs valeurs dans H et x une variable prenant ses
valeurs dans H'. Un systéme d’équations a point fixe S est une séquence

Tl e fl(l'ly...,xnal'))"' y Ly gfi(l'lv"'vl'nyx)v'“ 73:71[{:” n(ﬂi‘l,...,l'n,l')

ou chacun des k; est égal a pou av.

La solution de S est le n-uplet défini par : si n = 1, alors la solution du systtme z; =
fi(z1,x) est (k1x1.f1(x1,x)). Sinon, la solution du systeme

1 ’2 fl(‘rlr"rxnax)f” s T gfi(%l,...,xn,x),"' 71'71’{:” n(xl,...,xn,$)

est (g1 (ha(x), ..., hn(x),2), ho(x),... hy(x)) O g1 (22, ..., Tpn,x) = K121.f1(T1, ..., Tn, T)
et (ha(x),...,hy,(x)) est la solution de

T2 g f2(gl($2,...,Z’n,x),l'Q,... 7wn7x)7"' y T ’{:n fn(gl(x27--- 7xn)7x27--- 7xn7x)'
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Pour les systémes d’équations que nous aurons a considérer dans la suite, les fonctions f; ci-
dessus ne seront pas des fonctions de la variable x. C’est pourquoi, nous omettons cette variable
dans ce qui suit, cad un systeme d’équations sera une séquence de la forme

] "2 fl(wla"'awn)a'” s L gfi(xl,...,l'n),"' 7xn'f:7lfn(x17”.’wn).

Dans ce cas, la solution d’un systeme d’équations est un n-uplet de fonctions constantes (puisque
ne dépendant pas de x), et donc un élément de H™.

Pour le systtme d’équations S étant z1 = fi(x1,...,2n), s Tn = fal®1,...,20),
on note Vars(S) la séquence de variables z1,...,z, et {Vars(S)} I'’ensemble de variables
{z1,...,x,}. La variable x,, sera désignée par dern(S). La solution du systéme d’équations
S est notée Sol(S) et pour toute variable - dans Vars(S), on écrit Sol (S, x) pour désigner la
composante de la solution du systeme S correspondant a la variable x.

Il apparait de la définition pour la solution d’un systeme d’équations que I’ordre d’élimi-
nation des variables pour le calcul de la solution a une importance. En effet, en utilisant un
autre ordre d’élimination des variable on peut obtenir une solution différente, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 4.1 Soit (H, <) un ensemble ordonné d’au moins deux éléments et tel que (H, V<, A<)
est un treillis complet. Nous notons T 1’élément \/_ H et L I’élément A\ _ H. Il est facile de

voir que les plus petit et plus grand points fixes de la fonction identité sont respectivement :

pr.x = Letver.ax =T.

Soient S le systeme d’équations x L y,y = x. En calculant la solution de S éliminant la
variable x en premier, nous obtenons que Sol (S, x) est égal a ux.y et donc a y. En remplagant
ceci dans la deuxieme équation, nous obtenons que la solution de S pour y est vy.y = T. Et
comme Sol(S,z) = Sol(S,y), nous obtenons (T, T) comme solution du systéme. Calculons
la solution de S en éliminant la variable y en premier : Sol(S,y) est vy.x qui est égal a 2. Donc,
en remplagant dans I’équation pour z, nous avons que Sol (S, x) est pz.x qui est égal a L. Alors
la solution du systeme d’équations est (L, 1 ).

Solution extréme d’un systeme d’équations vs. solution d’un systéme d’équations a points
fixes

Nous tenons a faire ici la distinction et le lien entre les deux types de systemes d’équations
qui ont été définis dans les deux sections précédentes. Il s’agit dans un cas de calculer une
solution extréme d’un systeme d’équations et d’autre part de calculer la solution d’un systéme
dans lequel des opérateurs de point fixes sont associés a chacune des équations. Les méthodes
de résolution qui ont été proposées pour ces deux systemes sont ressemblantes. Néanmoins,
le principe d’élimination de Gauss qui a été proposé dans le premier cas peut étre appliqué
en éliminant les variables dans un ordre quelconque, alors que, comme nous 1’avons vu dans
I’exemple 4.1, I’élimination des variables dans un systémes d’équations a points fixes doit se
faire dans un ordre précis.

Méme si cela n’apparait pas directement des solutions, il n’est pas tres difficile de voir que
le lien qui existe entre ces deux types de systemes d’équations est le suivant : la solution du
systeme d’équations a points fixes

T gfl(l’l,...,l'n), Ty l’néfn(l’l,...,l'n)
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est égale a la k-solution du systeme d’équations

Tr1 = fl(:L'l,. .. ,l’n)

T = folx1,...,20)

Il en découle que, si dans un systéme d’équations a points fixes un seul opérateur de point fixe
est utilisé, alors sa solution peut étre calculée en éliminant les variables dans n’importe quel
ordre.

Dans la suite, nous utilisons principalement des systemes d’équations a points fixes, que
nous appelons « systemes d’équations ». Pour les rares cas ol nous considérons 1’extréme solu-
tion d’un systeme d’équations sur un treillis produit, nous le préciserons explicitement.

4.1.2 Propriétés des systemes d’équations
Tous les résultats énoncés dans cette section peuvent étre trouvés dans le premier chapitre
de [Arnold and Niwinski, 2001].

Cette premiére proposition montre que la solution d’un systtme d’équations S peut étre
calculée par blocs : S est découpé en deux sous-systemes dont les solutions sont calculées de
fagon relativement indépendante et ensuite combinées pour obtenir la solution de S.

Proposition 4.4 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition 1.4.13) La solution du systeme
d’équations
1 2 fr(@r, ), = (s )y = fa(Ty, . Tn)

est égale a
(Ri(Wigqs ool hiligy, oo hey) Ry, )

o (h1(Tit1,-- s &n)y .y hi(Tig1, ..., xy)) est la solution de
21 2 fi(xy, . xn), w2 fi(2, . x)
et (b, ,...,h,) estla solution de
Tit1 Fit fir1(h1(Tig1, s @n)y ooy hi(@ip 1y oo )y T 1y - -+, T
>
T 2 fa(P(@ig1s - Tn),s e P Tig s - oo Tn) s Tigds - T)

La proposition suivante montre deux fagons de modifier un systéme d’équations en préser-
vant sa solution.

Proposition 4.5 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition 1.4.14) Pour tout i < j, les trois
systemes
e 2 fl((ﬂl,... ,xn),...
o
vy = fi(@, @), .

...,wn@fn(xl,...,xn)
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21 2 fi(z1, ..., %), ...
¥ ’2fj([L’l,...,xi_l,fi(l'l,...,xn),l'z’_;,_l,...,[L'n),...
o 2 fu(x, ., 1)
wlgfl(wl,...,xn),...
ST i filxr, o i, ki fi(T1, .0 @), Tig 1, - o T,
...,xn@fn(xl,...,wn)

ont la méme solution.

Nous terminons par un résultat qui peut étre facilement déduit des résultats présentés dans
[Arnold and Niwinski, 2001]. Nous omettons la preuve de ce corollaire, qui demanderait d’in-
troduire plusieurs notations non nécessaires pour le reste de la these, ainsi que de reproduire
presque la totalité des résultats du premier chapitre de [Arnold and Niwinski, 2001].

Corollaire 4.6 Soit S le systeme d’équations
K Kq Kn
1= f1(T1, @)y T = filXn, )y T = fal(TL, e, X))

et soith = (hy, ..., hy) sa solution. Alors pour tout I sous ensemble de {1,...,n}, le systeme
S a la méme solution que le systéme

T "2 fl(y17"'7yn)7"'7xi gfl(yl77yn)77xn@fn(yl77yn)

ou pour tout j,y; =xjsij ¢ Lety; =h;sijel.

Ce corollaire se déduit des propositions 1.4.1 et 1.4.11 de [Arnold and Niwinski, 2001].

4.2 Formules logiques et systemes d’équations

Nous montrons ici que toute formule logique close peut étre représentée par un systéme
d’équations a point fixe. Plus précisément, pour toute formule logique ¢ on peut construire le
systeme d’équations Eq(¢) tel que [¢] est égal a la solution de Eq(¢) pour la derniére variable
dans Vars(Eq(¢)). Inversement, pour tout systéme d’équations S on peut construire une formule
logique close formule(S) telle que la solution de S pour sa derniére variable est I’ensemble
[formule(S)].

Nous commengons par quelques définitions dans la section 4.2.1. Dans la section 4.2.2
nous définissons une famille de fonctions monotones qui seront utilisées comme parties droites
d’équations dans le systtme Eq(¢). Ensuite, dans la section 4.2.3, nous montrons comment
calculer la formule correspondant a un systeme d’équations et finalement dans la section 4.2.4
donnons une méthode pour construire le systeme d’équations Eq(¢).
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4.2.1 Termes fonctionnels et termes a point fixe

Soit o une signature, cad un ensemble de symboles fonctionnels ayant chacun une arité fixe,
et soit VV un ensemble dénombrable de variables.

Définition 4.7 (Terme fonctionnel) L’ensemble fonct(o, V) des termes fonctionnels sur o et
V est défini récursivement par :
— toute variable dans V est un terme fonctionnel ;
— si op € o est un symbole d’arité n et f1,..., f, sont des termes fonctionnels, alors
op(fi,..., fn) est un terme fonctionnel.

Définition 4.8 (Terme a point fixe) L’ensemble fizpt(o, V) des termes a point fixe sur o et V
est défini récursivement par :
— toute variable dans V est un terme a point fixe ;
— si op € o est un symbole d’arité n et fi,..., f, sont des termes a point fixe, alors
op(fi,..., fn) estun terme a point fixe ;
— siz € Vet f estun terme a point fixe, alors pux. f et vz. f sont des termes a point fixe.

11 est évident que fonct(o,V) C fizpt(o,)V) pour toute signature o et tout ensemble de
variables V.

Les notions d’occurrence de variable libre et occurrence de variable liée dans un terme sont
définies comme d’habitude, sachant que les opérateurs w et v lient toutes les occurrences libres
de la variable = dans les termes a point fixe px. f ou va. f. Par simplicité, nous supposons que
dans tout terme, aucune variable n’apparait a la fois a des occurrences libres et liées, ce qui nous
permet de parler de variables libres et variables liées au lieu d’occurrences libres et occurrences
liées.

Soient f, f’ des termes fonctionnels (respectivement des termes a point fixe), et soit = une
variable. Nous notons f(x — f’) le terme fonctionnel (respectivement le terme a point fixe)
obtenu en remplagant dans f les occurrences libres de la variable z par f’.

Définition 4.9 (p-interprétation) Soit o une signature dénombrable. Une p-interprétation T
des symboles de o est un couple ((D,V<,A<),I) ou (D,V<,A<) est un treillis complet et [
est une fonction qui & tout symbole op d’arité k dans o associe une fonction monotone de D*
dans D notée opZ.

Pour toute signature o et toute u-interprétation Z de o, cette interprétation est étendue aux
termes fonctionnels de fonct(o,)) comme une composition de fonctions ; dans ce cas pour
tout terme f dans fonct(o, V), nous notons f* I’interprétation de f par Z qui est une fonction
de D* dans D, ou k est le nombre de variables libres de f. Remarquons que si Z est une
p-interprétation, alors la fonction fZ est monotone dans toutes les variables. De ce fait, 7 peut
également &tre étendue aux termes a point fixe de fizpt(o, V) : pour tout terme f et toute variable
z, (ux. f)* est la fonction pzx.(f)~.

Si Z est une p-interprétation de o et f est un terme dans fizpt(o,)) de variables libres
x1,...,Tx, nous notons fX (21,...,zk) interprétation de f par Z si nous voulons rendre ex-
plicites les variables de fZ. Dans ce cas, si S1,..., s, sont des valeurs dans D, nous notons
f*(s1,...,s;) Iapplication de cette fonction aux valeurs sy, ..., s;. D’autre part, si y est une



72 Chapitre 4 : Formules logiques et systemes d’équations a point fixe

valuation de domaine x1, ..., x; qui & x; associe la valeur s;, alors [f ]]% est notation alterna-
tive & fZ(sy,...,s;). Dans cette derniére notation, nous omettrons Z lorsqu’il est clair dans le
contexte.

Remarquons également que

Remarque 4.10 Pour toute signature dénombrable o, toute ji-interprétation L de o et pour tous
termes f, f' € fizpt(r, X) tels que les ensembles des variables libres de f et f’ sont inclus dans
{x1,...,2n}, pour tout x; dans {x1,...,x,}, la fonction (f{x; — f')(x1,..., 25 ...,T0)
est équivalente a la fonction fX(x1,..., 2 1, f7(T1, ... iy oo, )y Tit 1y ey Tn).

Considérons maintenant la séquence

:Elgflv"'?l'n@fn (41)

ou les x; sont des variables dans un ensemble de variables X et les f; sont des termes sur
fonct(o, X) tels que pour tout ¢ dans 1..n, I’ensemble des variables libres de f; est inclus dans

{x1,...,2,} etou la signature o est finie. Etant donné la pi-interprétation Z = ((D, V<, A<),I)
de la signature o, la séquence (4.1) définit le systeéme d’équations S
K T Kn o7
T = fi(x1, ., m0), ey Ty = fr (21, 1)

La solution de ce systeme d’équations est un n-uplet sur D et sera notée Solz(S). Un tel sys-
teme est appelé systeme d’équations sur fonct(o, X) siles f; sont des termes dans fonct(o, X)
et est appelé systeme d’équations sur fixpt(o, X) si les f; sont des termes dans fizpt(o, X).
Dans la suite, nous allons librement confondre les systémes d’équations sur fonct(o, X) et sur
fizpt(o, X) avec des séquences comme (4.1). Nous avons besoin de ce point de vue purement
syntaxique pour définir des transformations syntaxiques sur les systémes d’équations. Grice a
la remarque 4.10, toute une famille de transformations syntaxiques préservera la solution d’un
systeme d’équations.

4.2.2 Les formules logiques comme des fonctions sur o(.Asy)

Soit 7 la signature (infinie) {0,0, T, L.V, A, |, |} UUucs fini ou cofini L@} Ol les symboles
0,0, L, T sont des constantes, les symboles V, A, |, || sont binaires utilisés en notation infixe
et les symboles «, pour tout o C ¥ fini ou cofini, sont des symboles d’arité un et seront utilisés
avec des crochets au lieu des parenthéses : si f est un terme, on écrit «[f] au lieu de «a(f).
Considérons la p-interprétation 7 = ({(p(Ax), V,A),T') des symboles de 7 dont la définition
est donnée sur la figure 1.

Il est facile de voir que 7 est une p-interprétation.

Maintenant, si V = X!, alors tout terme f dans fonct(r, X;) ou fizpt (7, X;) est une formule
logique utilisant les opérateurs duaux. Le lien qui existe entre la fonction f T(fl, &) etla
formule f est le suivant :

pour tous ensembles d’arbres Sy, ..., Sy, fZ(S1,-..,S5) = [f] (€1 S1] - [En— Sl

'Rappelons que A; est I’ensemble de variables de récursion sur lequel sont construites les formules logiques.
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0’ = {b

0 = Axn{{b

T = Ay

17 = O

aT[S] = {{a[t]} |a € a,t € S}

S1Ts = {twt|teS s}

SITS = {t" |Vt " =twt = (teSout' €S}

svls = Sus
SATS = Sng

FIG. 1 — Définition de la p-interprétation 7 . Ici S, S’ sont des éléments de p(Ay).

Pour la suite nous convenons que pour tout terme f dans fizpt(7, X;) a variables libres x1, . . ., z,,,
f(z1,...,x,) désignera la fonction f7 et f(Sy,...,S,) désignera la méme fonction appliquée
aux ensembles d’arbres S1,...,S,.

4.2.3 Formule associée a un systéme d’équations

Nous montrons ici comment, étant donné un systéme d’équations S sur f € fonct(r, X;) on
peut construire une formule close notée formule(S) telle que Sol7 (S, dern(S)) = [formule(S)].

Une substitution T" est une séquence finie de la forme [z1 — fi] -+ [z, — fn], ot les z;
sont des variables dans A; distinctes deux a deux et les f; sont des termes dans fizpt (7, X;). La
séquence vide, ou substitution vide, est notée ¢.

Pour la formule logique f et la substitution I', I’application de I' & f est une formule notée
I'(f) et définie récursivement sur la structure de I' comme suit :

-e(f)=1;
- (Plz — D) =T(f{z— )

Autrement dit, le remplacement défini par le dernier élément de I est appliqué en premier.

Le domaine de la substitution I, noté dom(I"), est défini par : dom(e) = @ et dom([x —
fIT) = {z} U dom(T).
Pour tout systéme d’équations S égal 2 1 = f1,...,Zn = fn,on note I's la substitution

(1 — Kiz1.fi] - (X0 — EnTn.fol.

Définition 4.11 (Formule pour un systéme d’équations) Soit le systéme d’équations S sur
fonct(T, X;) suivant

glgfla 767/[2.]07/7 7§n"€:’ﬂfn
Alors formule(S) = T's(&n)-

Exemple 4.2 Si S est le systeéme d’équations

G Z6&AD, &Ealg]&VO
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alors

formule(S) = [&1 — v&1.61 ||&2 A O][&e — péa.aféi]| &2 V 0](&2)
= [&1 — v&1.&1 || &2 A O] (ué2.al&1] |2 V 0)

= pé2.a[v€1.61]| €2 A 0] [€2 VO

Cette construction de formule(S) est correcte (par rapport ce qui a été annoncé au début de
la section 4.2) :

Lemme 4.12 Pour tout systéeme d’équations S sur fonct(t, X,),

Solr(S,dern(S)) = [formule(S)].

Remarquons que ce lemme est vérifié également pour S étant un systéme d’équations sur
fizpt (T, X;). Nous I’énongons ici sous sa forme qui sera utilisée.

Preuve Montrons d’abord le résultat intermédiaire suivant :

Fait 4.1 Pour toute substitution I, pour tous termes f, f” dans fizpt(7, ) et pour toute variable
x € Vtelle que z € dom(T),ona (T(f)){x — T(f)) = Tz — f)(f)-

La preuve se fait par récurrence sur la structure du terme f. Pour les cas de base : si f est la
variable x, et comme x n’est pas dans dom(T), alors (I'(z)){z — T(f)) = z(x — T'(f)) =
(") et (T[x — f'])(x) est par définition égal a T'(z(x — f’)) = T'(f’); si f est une des
constantes T, L, 0 ou 0, alors les deux cotés de I’égalité a prouver sont égaux a f.

Pour les cas d’induction : si f = «[g], alors (I'(afg]))(z — T(f")) = («[I'(9))){z —
T(f)) = a[(T(g)){x — T(f))], ce qui par hypothese de récurrence est égal a af(I'[x —
D (g)], ce qui est égal a (T'[z — f'])(alg]) = (T[z — f'])(f). La preuve pour les autres cas
est trés similaire et nous la laissons au lecteur. Ceci termine la preuve du fait 4.1

Revenant a la preuve du lemme, pour tout 7 dans 1..n, soit I'; le préfixe de I' de longueur ¢,
cadI'; = [&1 — r1&1-f1] -+ - [& — ki&i-fi] ; dans ce cas T est la substitution vide e. Supposons
que S est le systeme d’équations =1 = fi,...,z, = f, et soit la suite de systémes d’équations
(Si)ie1.n sur fizpt(T, X;) définie par : S = S et pour tout i € 1.n — 1, si S; est égal a
T 2z g1y -y Tp o Jn, alors S; 11 est le systéme d’équations

K1 Kj Ri+1 Kn
T1 =91, "~ i = Gi, Ti+1 = gz’+1(wz’ - Hiwz’-gi>, oy, Ty = gn(wi - Hi$i-9i>-

Montrons d’abord que

(x) pour tout ¢ dans 1..n, et pour tout j > 4, la partie droite de I’équation pour x; dans S; est le
terme I';_1( f;). La preuve se fait par récurrence sur i.

La propriété est vraie pour ¢ = 1 puisque Iy = € et donc pour tout j > 1, f; = T'o(f;).

Soit la propriété vraie pour 7 > 1, nous allons montrer qu’elle est également vraie pour 7 + 1.

Soit j > i + 1. Par définition, la partie droite de 1’équation pour z; dans S;1; est g;(z; —

KiZ;.gi), ol g; est la partie droite de 1’équation pour x; dans S;. Or, par hypothese de récurrence,

g;i = I'ic1(fj) et gi = T'i_1(f;). Donc, la partie droite de 1’équation pour z; dans S;; est
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(Fz—l(fj)xmz — I{Z’:L'Z'.Fi_l(fi», ce qlll est égal a (Fl—l(f]))<$2 — Fz—l(/@l’zfz» Par le
fait 4.1, ceci est égal a (I';_1 [x; — K;z;. fi])(f;) et donc a T';(f;).

Maintenant, par la proposition 4.5, pour tout 7 dans 1..n—1, S; et S;+1 ont la méme solution,
et donc pour tout i, S; a la méme solution que S; = S. Par conséquent, Sol7(S,dern(S)) =
Sol7(Sy,dern(S,)). De (%) nous savons que la derniére équation dans S,, est z,, = T',_1[fp].
Or, le terme I';,_1(f,) a comme unique variable libre x,,, et donc la solution de cette équa-
tion dans le systtme S, est [kn2n.I'n—1(fn)], c’est & dire 'interprétation du terme (clos)
Fn®n-I'n—1(fn). Nous allons montrer maintenant que le terme k,x,.I'y,—1(f,) est exactement
T, (z,),et donc, par définition, formule(S). Eneffet, ., 2, .I'y—1 (fr) estégal AT, 1 (kn2p- fr),
ce qui est la méme chose que x,(x, — T'yn_1(kpxn.frn)) et, comme x,, n’est pas dans le do-
maine de I'),_1, c’est égal & (T'y,—1(xy)){xy, — Tpo1(knZn-frn)). Par le fait 4.1, c’est égal a
(Th—1[xn — KnTp-fn])(xn), c’estadire a Ly (xy,).

O

424 Systeme d’équations pour une formule

Nous montrons ici comment, étant donné une formule close ¢, on peut construire un syst¢me
d’équations sur fonct(r, X;), noté Eq(¢), tel que Sol7(Eq(¢),dern(Eq(¢))) = [¢].

Montrons d’abord que, grice aux opérateurs logiques duaux 1, 0, ||, A, et v, la négation
peut étre éliminée de la logique. C’est a dire, pour chaque formule close ¢, il existe une formule
close sans négation pos(¢) qui lui est équivalente. En analogie avec le u-calcul, une formule
close est dite positive si elle est construite en utilisant uniquement les opérateurs 0, 0, T, al ],
I, VoA, petw. 2 Soit ¢ une formule close. La formule pos(¢) est définie récursivement sur
la structure de ¢ comme suit :

pos(0) = neg(0) =0

pos(T) =T neg(T) =1

pos(af¢]) = ald] neg(alg]) =0VvO0[0Va[T]Valneg(¢)]
(¢ #&) pos(—p) = neg(e) neg(—¢) = pos(¢)

pos(¢|¢’) = pos(¢)|pos(¢') neg(¢|¢’) = neg(¢) | neg(¢)

pos(¢ V ¢') = pos(¢) V pos(¢') neg(¢ V ¢') = neg(¢) A neg(¢’)

pos(&) =¢ neg(¢) ==¢

pos(=§) =¢ neg(—§) =

pos(ug.¢) = pg.pos(e) neg(ug.¢) = vé.neg(¢p(§ — —¢E))

Lemme 4.13 Pour toute formule close ¢ sur la syntaxe d’origine, pos(¢) est une formule posi-
tive et équivalente a ¢.

Avant de donner la preuve de ce lemme, nous faisons dans le lemme 4.15 une caractérisation
de la formule pos(¢) et de la relation qui existe entre pos(¢) et ¢. Cette caractérisation est
utilisée pour la preuve du lemme 4.13 mais également plus tard dans la these.

?La notion de formule positive existe également pour les formule non closes. Dans ce cas 1’opérateur de négation
est autorisé uniquement immédiatement devant une variable libre.
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Définition 4.14 (Chemin) Un chemin est une séquence non vide d’opérateurs de la signature 7
enrichis avec un rang pour les opérateurs binaires : cad un chemin est une suite d’éléments de

{_‘7 (04)0@27,“57 V§7 \/17 \/27 /\17 /\27 ’17 ‘27 Hla ”2}

et qui se termine éventuellement par un opérateur constant parmi

{07 67 T7 J‘? g}'

On utilise le point (« .») pour séparer les éléments d’un chemin et pour la concaténation de
chemins.

Chaque formule ¢ définit un ensemble de chemins qui sont les chemins dans I’arbre de
dérivation de ¢. Pour les opérateurs binaires, 1’indice indique si I’élément suivant dans le chemin
est le premier ou le second opérande de cet opérateur. Par chemin dans ¢ nous entendons un
chemin qui commence par la racine de ¢. D’autre part, chaque chemin ¢ dans une formule ¢
définit un nceud dans I’arbre de dérivation de ¢ et donc une sous formule de ¢. Nous notons par
¢(c) la sous formule de ¢ dont la racine est le nceud de ¢ défini par le chemin c. Par exemple,
si ¢1 est la formule p&.af0] || €V ((mB[=€] || L) A &) et ¢ le chemin €. Vo . Ay . |1 =5,
alors ¢1(c) = [B[—¢€]. Si ¢ est la formule «[0] | a[T], alors ¢o(|; .«) est la formule «[0] et
¢2(|2 .«) est la formule o[ T]. Ce deuxieéme exemple illustre la nécessité d’utiliser des indices
pour les opérateurs binaires pour garantir que tout chemin dans ¢ définit de facon unique une
sous formule de ¢.

Dans la suite, les chemins seront utilisés pour deux choses :

— Pouvoir désigner précisément une occurrence de sous formule ; par exemple dans la for-
mule ¢; ci-dessus, les deux occurrences de £ peuvent étre distinguées par le chemin qui
les définit.

— Préciser le contexte dans lequel une sous formule apparait ; par exemple dans la formule
¢1 ci-dessus, un chemin peut nous indiquer si la formule £ apparait sous un opérateur de
négation ou non.

Pour raccourcir 1’écriture, lorsqu’un chemin est utilisé pour définir un contexte, nous allons
omettre les indices des opérateurs binaires (cad V a la place de Vi et Vg, etc.). Cependant,
méme si les indices sont omis, nous admettons que tout chemin dans ¢ définit de fagon unique
une occurrence de sous formule de ¢.

Les chemins des formules de la syntaxe d’origine sont constitués des opérateurs 0, T, &,
=, V4, |; (pour i étant 1 ou 2), les opérateurs « pour n’importe quel ensemble fini ou co-fini
d’étiquettes « et des opérateurs de plus petit point fixe de la forme p& (pour n’importe quelle
variable de récursion £). Remarquons que, d’apres la définition ci-dessus, les chemins dans la
formule pos(¢) ou neg(¢) peuvent contenir aussi I’opérateur —, ceci a cause des regles pos(—¢)
et neg(§). Comme le lemme 4.13 n’est pas prouvé, nous supposons que c’est effectivement
possible.

Dans le but de pouvoir comparer les chemins dans une formule ¢ avec les chemins des
formules pos(¢) et neg(¢), nous étendons les opérations pos() et neg() sur les chemins comme
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suit (le point . désigne I’opérateur de concaténation de chemins) :

pos(0) =0 neg(0) =0

pos(T) =T neg(T) =1

pos(¢)  —¢ neg() = ¢

pos(a.c) = a.pos(c) neg(a.c) = V.a.neg(c)
pos(—.c) = neg(c) neg(—.c) = pos(c)

pos(.c) =|.pos(c) neg(|.c) =|.neg(c)

pos(V.c) = V.pos(c) neg(V.c) = A.neg(c)

pos(u&.c) = pg.pos(c) neg(pé.c) = v€.neg(c({ — —.£))

Ici, (¢ — —.£) désigne le chemin obtenu en remplacant dans ¢ I’occurrence (éventuelle) de &
par le chemin —.£.

Soit ¢ un chemin et X = {1,...,&,} un ensemble de variables de récursion. Nous notons
par ¢(X — —X) le chemin ¢(§; — —.£1) -+ (& — —.&,). Remarquons que le chemin ¢ ne
peut contenir qu’une variable de récursion, en derniere position.

Lemme 4.15 Soit une formule close ¢.
(i) Pour tout chemin c dans ¢, pos(c) est un chemin dans pos(¢).
(ii) Pour tout chemin . dans pos(¢), il existe un chemin c dans ¢ tel que ¢'.§ = pos(c) ;
(iii) Soit c1.co un chemin dans ¢ et soit X ’ensemble de variables de récursion £ telles que
€ est un élément de ¢ et p& apparait dans cq sous un nombre impair de négations. Avec

ces notations,
— si c1 contient un nombre pair de négations, alors

pos(cy.co) = pos(cy).pos(ca(X — X))

et
— si c1 contient un nombre impair de négations alors

pos(cy.co) = pos(cy).neg(ce(X — —X)).

Remarquons que la deuxieme propriété énoncée dans ce lemme ne peut étre généralisée dans
le style de la premiére : cad il n’est pas vrai que pour tout chemin ¢’ dans pos(¢), il existe
un chemin ¢ dans ¢ tel que ¢ = pos(c), ceci a cause de la regle neg(«[¢]) qui génere les
chemins V.0, V.| .0 et V.@.T en plus des chemins V.a.neg(c) pour ¢ étant un chemin dans ¢.
C’est pourquoi nous limitons ici cette propriété aux chemins se terminant par une variable de
récursion, puisque dans la suite la propriété sera appliquée uniquement a ce type de chemins.

Preuve La preuve de ce lemme est une récurrence fastidieuse mais facile sur la structure
de la formule ¢.
O

Nous pouvons maintenant donner la preuve du lemme 4.13 en utilisant le lemme 4.15.

Preuve du lemme 4.13  Pour montrer que la formule ¢ est équivalente a la formule pos(¢),
nous montrons par récurrence sur la structure de ¢ que pour toute valuation des variables 9,
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[pos(#)]s = [¢]s et [neg(¢)] = C[¢]s. Cette preuve se fait trés facilement en utilisant les
propriétés de I’interprétation des formules.

Montrons maintenant que la construction de pos(¢) et neg(¢) termine. Remarquons d’abord
que dans la plupart des regles définissant pos(¢) et neg(¢), une récursion pos(¢’) ou neg(¢’)
apparaissant en partie droite de ces régles est telle que la formule ¢’ est une sous formule stricte
de ¢. Les seule regle qui ne satisfait pas cette propriété est la regle

neg(ug.¢) = v&.neg(¢(§ — —E)).

Nous allons donc définir une relation d’ordre bien fondée sur les formules qui est basée sur la
relation de sous formule, mais ne prend pas en compte le nombre de négations qui peuvent se
trouver immédiatement devant une variable de récursion. Pour toute formule ¢ de la logique
spatiale, soit sa formule « témoin » tem(¢) définie par :

10} sig=0ou¢p=T
& si ¢ estde laforme —--- =& pourn € N
n fois
() — 4 oleem(@)] i 6 = af¢]
em(¢) =
—tem(¢’) si ¢ = ¢’ et ¢ n’est pas de la forme —--- =& pourn € N
n fois

i€ tem(g) Si 6= pedf
tem(¢’) otem(¢”) sid = ¢’ o @ et o est un des opérateurs V ou |

Nous définissons alors la relation d’ordre < entre formules : ¢ < ¢’ si tem(¢) est sous-formule
stricte de tem(¢’). Il est facile de voir que cette relation définit un ordre bien fondé. Notons par
<gf 'ordre entre formules défini par la relation de sous formule stricte, et considérons 1’ordre
lexicographique entre formules (<, <g). On peut voir que chacune des régles définissant pos(¢)
et neg(¢) qui est définie de maniére récursive, est définie en fonction de formules ¢’ inférieures
pour I’ordre (<, <¢). Plus particulierement, toutes les régles font décroitre la premiére compo-
sante de cet ordre sauf les régles pos(—¢) = neg(¢) et neg(—¢) = pos(¢) lorsque ¢ est une
formule de la forme — - - - ¢, dans quel cas 1’appel récursif se fait sur des formules égales pour
I’ordre <. (En effet, ¢ < ¢ implique ¢ < ¢’ sauf dans le cas ou ¢ et de la forme — - - - —=¢'.)
Dans le cas de ces deux régles, nous avons bien ¢ < ¢'.

Il reste & montrer que pos(¢) est effectivement une formule positive. D’apres les régles de
construction de la formule pos(¢), on peut voir qu’un opérateur de négation peut apparaitre
dans pos(¢) uniquement devant une variable de récursion £. Donc, la formule pos(¢) contient
une négation seulement si elle contient une négation sur un chemin se terminant par £. Dans
le lemme 4.15 point (ii), nous avons vu que si d.£ est un chemin dans pos(&), alors il existe
un chemin ¢ dans ¢ tel que d.£ = pos(c’). D’apres les régles de construction de pos(c’), nous
pouvons voir que nécessairement ¢’ est de la forme c.£. Donc, pos(¢) contient une négation
seulement s’il existe un chemin c.£ dans ¢ tel que pos(c.£) contient une négation. Nous allons
monter que pour tout chemin de la forme c.£ dans ¢, pos(c.{) ne contient pas de négation.
D’abord, puisque la formule ¢ est close et correcte, nous savons que c.& = c1.ué.co.€ ol ¢ et
co sont des chemins et le chemin ¢y contient un nombre pair de négations. Maintenant, d’apres
le lemme 4.15 point (iii), soit X ’ensemble des variables de récursion &’ telles que ;& apparait
dans c;.u&.co sous un nombre impair de négations. Alors, de deux choses I'une (rappelant que
co contient un nombre pair de négations) :
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(i) ¢1 contient un nombre pair de négations et pos(cy.ué.co.§) = pos(cy.ué.co).pos(§(X —
-X)) ou
(ii) ¢; contient un nombre impair de négations et pos(cy.ué.co.§) = pos(cy.ué.ca).neg(€(X —
-X)).
Dans le premier cas, £ n’appartient pas a X et donc pos(cy.ué.ca.§) = pos(cy.ué.ce).€, qui
est un chemin ne contenant pas de négations. Dans le second cas, & appartient 2 X et donc
pos(cy.pu&.co.§) = pos(cy.u&.ca).neg(—.£), ce qui est égal a pos(cy.ué.co).§ et est un chemin
sans négation.
O

Corollaire 4.16 Pour toute formule close ¢ de la logique LSy, il existe une formule positive,
notée pos(¢), telle que [¢] = [pos(¢)].

Suite a ce corollaire, a partir de maintenant jusque la fin de cette partie de la theése et sauf
mention du contraire, quand nous parlons de formule logique nous entendrons une formule
positive. C’est a dire, a partir de maintenant nous identifions formules logiques et termes sur
fizpt (T, X;) et formules logiques sans récursion et termes sur fonct(r, X;).

Soit maintenant f une formule positive sans récursion close (ou, de facon équivalente, un
terme clos dans fonct(r, X;)). Sans perte de généralité, nous supposons que f est de la forme
k€. f'. A partir de cette formule nous allons construire le systeéme d’équations sur fonct(r, X;),
noté Eq(f), tel que Sol7(Eq(f),dern(Eq(f))) = [f]. Pour chaque formule g, nous notons par
tr(g) la formule obtenue en remplagants dans g chaque sous formule récursive de la forme x¢.¢g'
par la variable £. La définition de tr(g) récursivement sur la structure de g est donnée sur la
figure 2.

(g [ tr(g) |
0,0,1,T,¢ g
ald'] aftr(g")]
g'og” (pouroe {[,|l,V,A}) |tr(g) otr(g")
pé-g §

FIG. 2 — Définition de la formule tr(g).

Alors le systeme Eq(f) est défini récursivement sur la structure de f comme suit :

Eq(f'),&' =tr(f) sif=rE.f
Eq(f"), Eq(f") sif = flof"pouroe{V,A [, I}
Eq(/f") si.f = alf’]

€ sinon

Eq(f) =

ou e désigne la séquence (d’équations) vide et , est la composition séquentielle de deux systemes
d’équations.

L’exemple ci-dessous illustre la construction de Eq(f).
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Exemple 4.3 Soit la formule f” = p&.a[v€.£ || & A0]| € V0. Enposant f = €[ & A0 et
I = a[v€.f]]1€ V0, nous avons f” = u&’.f'. Notons d’abord que tr(f') = «[£] | &' V O et
tr(f) = f.

Alors Eq(f") est le systtme Eq(u&’.f') = Eq(f’),& £ al¢]| ¢ v 0. Maintenant Eq(f”)
est égal a Eq(a[vé.f] | € Vv 0) et se réduit en quelques pas en Eq(f) et Eq(f) se réduit en
£ Z¢||€ A0. Donc, le systeme d’équations associé a la formule f” est

c£¢)|EnD, ¢Eag]|gvo

Pour montrer que cette méthode de construction de Eq(¢) est correcte, nous utilisons la
propriété suivante :

Lemme 4.17 Pour toute formule close f, formule(Eq(f)) = f.

Preuve  Montrons d’abord que pour toute formule f, I'gq(s)(tr(f)) = f.La preuve se fait par
récurrence sur la structure de la formule f.

Pour le cas de base, f est I'une des formules 0,0, T, L ou z, alors par définition Eq(f) est
le systeme a z€ro équations, I'gq () est la substitution vide et tr(f) = f,d’ou la propriété suit
immédiatement.

Pour I’induction : si f = «[f’], alors par définition

~ Eq(f) = Ea(f"),

= Peq() = Teq(s) et

- tr(f) = oftr(f)].

Maintenant, Ugq( gy (aftr(f')]) = a[Cgq(p (tr(f’))], ce qui par hypothése de récurrence est égal
aaff'],etdonca f.Sif = f'of”, oloest]’undes symboles \V, A, |, ||, la preuve est similaire
au cas précédent. Finalement, si f = . f’, alors par définition

— Eq(f) est le systeme Eq(f'), & = tr(f'),

= Teq(p) = Teq(p[€ — Er(f7)] et

- tr(f) =¢.

Donc Tgqp) (tr(f)) = Teqnl§ — rEtr(f)](§) = Teqpry(KE-tr(f')), et cette derniere ex-
pression est égale & k€. T'gq( ) (tr(f’)) et par hypothese de récurrence est égal a €. f/, et donc a
f.

Maintenant, comme nous avons supposé sans perte de généralité que f est une formule de la
forme k. f', par définition Eq(f) = Eq(f’),& = tr(f’) et donc formule(Eq(f)) = Tgq(p(£).
Or, par définition, & = tr(f) et donc par la propriété précédente I'gq(f)(§) = f, ce qui termine
la preuve du lemme.

O

Lemme 4.18 Pour toute formule close f, Sol7(Eq(f),dern(Eq(f))) = [f]-

Preuve Par le lemme 4.12, nous avons Sol7(Eq(f),dern(Eq(f))) = [formule(Eq(f))] et par
le lemme 4.17 nous avons formule(Eq(f)) = f.
O
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4.3 Formes normales des systemes d’équations

Jusque la fin de ce chapitre, et sauf mention du contraire, par « syst¢tme d’équations » nous
entendons un systeme d’équations sur fonct(r, X;).

Les résultats présentés dans cette section sont essentiellement des résultats techniques qui
seront utiles dans la suite. Nous présentons deux formes normales d’un syst¢eme d’équations. La
premiere est appelée « systeme simplifié » et est obtenue par des transformations syntaxiques.
Les systemes simplifiés sont introduits pour restreindre le type de termes qui peuvent apparaitre
en partie droite d’équation a des termes constants (0,0, T, 1), des termes de la forme a¢] ou
de la forme f o f’, ou o est un opérateur binaire. Les systémes simplifiés seront utilisés pour
définir un automate a contraintes numériques correspondant a un systeme d’équations, et donc
a une formule LS 3. La deuxieme forme normale est appelée « systtme normalisé » et est un
systtme sur fonct(7’, X;), ot 7’ est une extension de la signature 7 avec deux nouveaux sym-
boles de composition. Un systeme normalisé est obtenu par des transformations syntaxiques,
mais en utilisant également des informations d’ordre sémantique sur les solutions du systeme
d’équations.

La propriété principale d’un systéme d’équations simplifi€ et d’un systeéme d’équations nor-
malisés obtenus a partir d’un systeme quelconque est la préservation des solutions : la trans-
formation se faisant en ajoutant de nouvelles variables, nous voulons garantir qu’apres trans-
formation, la solution du syst¢me reste la méme pour les variables d’origine. Pour cela nous
introduisons la notion d’équivalence de systeme d’équations.

Définition 4.19 (Systemes d’équations équivalents) Soit o une signature et Z une p-interpré-
tation des symboles de o. Les systémes d’équations S et S’ sur fonct (o, X;) sont dits équivalents
pour I’ensemble de variables V siV C {Vars(S)},V C {Vars(S’)} et pour toute variable £ dans
V, Solz(S,€) = Solz(S,§)

Le chapitre est organisé comme suit : dans la section 4.3.1, nous définissons ce qu’est un
systeme d’équations simplifié et nous montrons comment un systeme d’équations sur peut étre
transformé en un systeme simplifié équivalent. Dans la section 4.3.2 nous présentons la signature
7’ et les systémes d’équations normalisés. Nous présentons également une méthode de construc-
tion d’un systeme normalisé équivalent a partir d’un systeme quelconque. Finalement dans la
section 4.4 nous utilisons les systemes d’équations normalisés pour déduire certaines conditions
pour I"unicité du plus petit et plus grand point fixe de la logique LS 5.

4.3.1 Systeme d’équations simplifié

Le systeme d’équations simplifié est la premiére forme normale d’un systeéme d’équations
que nous introduisons ici. L’utilit¢ d’un systeme d’équations simplifié est de n’autoriser que
certains types de termes en partie droite d’équation. Comme nous le verrons plus tard (dans le
chapitre 6), cette restriction est nécessaire pour pouvoir définir I’automate a contraintes numé-
riques reconnaissant le langage formule(S), ot S est un systéme d’équations.

Ainsi, un systeme d’équations simplifié est défini de la facon suivante :
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Définition 4.20 (Terme simple et systéme simplifié) Un terme fonctionnel sur 7 est dit ferme
simple s’il est de 1’'une des formes suivantes

0 0 T €L af¢] ¢1¢ 33 Eve ENE
ou £ et ¢ sont des variables.

Un systeme d’équations S sur fonct(r, X;) est dit simplifié si toute partie droite d’équation
dans S est un terme simple.

Dans la suite nous montrons comment un systeéme d’équations S sur fonct(r, X;) peut étre
transformé en un syst¢me simplifié équivalent a S sur I’ensemble des variables Vars(S). La
méthode de transformation utilise le syst¢eme de réécriture de systemes d’équations présenté sur
la figure 3 ci-dessous.

l T
(Red o) ¢ 2 alf] "Ef €= ald]
(Redo1) o=|,|,V,A E£ foe” gEfEE0¢"
(Redo2) o=|,|,V,A EEE"of g=fe=¢"0¢
(Redo3) o=|,|,V,A EEfof FEfEEES EEE

FI1G. 3 — Ensemble de régles de réécriture pour la simplification d’un systeme d’équations. Ici
£,¢,¢" sont des variables et f/, f’, f” sont des termes qui ne sont pas des variables. Nous
imposons également que si le systéme d’équations S, [, S’ se réécrit en le systéme d’équations
S,r,S', pour n’importe quel des couples [, r, alors les variables £ et £” apparaissant dans r
n’appartiennent pas a {Vars(S)} U {Vars(S')}.

Lemme 4.21 La relation de réécriture — termine. De plus, si S; est une forme normale de S;
pour —, alors

(i) S; est simplifié ;
(ii) S; est équivalent a S; sur {Vars(S;)} ;

Preuve Voir la section A.2 de I’annexe A.
O

Exemple 4.4 Comme nous ’avons vu dans I’exemple 4.3, le systeme d’équations associé a la
formule p&.a[v€.£]|€ AOJ|E V0 est
§EEIEAD, € Eafglg' VO

Avec la procédure de simplification présentée ici, nous obtenons le systeme d’équations
simplifié suivant

1

Il

£Ne, & =0, £Z & NG,

& £ alg], AL & Eo, gEEVE
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4.3.2 Systeme d’équations normalisé

Soit la signature (infinie) 7/ = {0,0, T, L, V, A, |, |5 5 1} UUacs fini ou cofini L)} avec les
mémes conventions que pour la signature 7 définie dans la section 4.2.2 (page 72). Nous allons
montrer que tout systtme d’équations S sur fonct(r, X;) peut étre transformé en un systeme
d’équations S’ sur fonct(7’, X;) n’utilisant pas les symboles | et || et équivalent & S (pour une
interprétation des symboles [ et |[ donnée ci-dessous).

Nous considérons la u-interprétation 7 pour la signature 7/ dans le treillis (p(Ay), V, A).
Pour tous les symboles a I’exception de [ et |[ cette interprétation coincide avec I’interprétation
7 pour la signature T présentée sur la figure 1 page 73. Pour les symboles [ et |[, 7 est définie
par

S[TS ={twt | te S~ {{}}.t' € S~ {{}}}
ST ={t" | vt,t'. t"=twt' = (teSU{{}}out € SU{{I}H}

ou 5,5 sont des ensembles d’arbres. Il est facile de voir que 7 est effectivement une -
interprétation.

Remarque 4.22 Comme conséquence immédiate des définitions, pour tous ensembles d’arbres
S,S8" ona

SITS" = (S~ {1~ ({1})
ST = (S U u )

De plus, les deux opérateurs [ et |[ sont duaux dans le sens ou pour tous ensembles d’arbres
S, s,
S|7s' =C{CsT7Cs)

on C désigne le complémentaire dans I’ensemble As..

Pour un systéme d’équations S sur fonct(7’, A;), nous noterons Sol7(S) sa solution ob-
tenue par I’interprétation 7. Il est évident que tout systéme d’équations sur fonct(r, X;) est
également un systeme sur fonct(7’, A;).

Définition 4.23 (Composition gardée) Un systeme d’équations S sur fonct(7/, X;) est dit a
composition gardée si aucune partie droite d’équation dans S n’utilise les symboles | et || .

Un terme de la forme f o f/ pour f étant un des symboles |, ||, [ ou |[ sera appelée rerme
a composition. Si o est | ou ||, nous dirons que c’est une terme a composition non gardée, et si
oest [ ou |[,nous parlerons de terme a composition gardée.

Un terme booléen est un terme construit en utilisant uniquement des variables et les sym-
boles de fonction T, L,V et A. On dit que la variable £ apparait en position booléenne dans
le terme fonctionnel f s’il existe un chemin ¢ dans f tel que f(c) = & et ¢ est composé des
opérateurs V et A uniquement (en plus de £ qui est nécessairement le dernier élément de c).

Définition 4.24 (Dépendance booléenne) Soit S un systeme d’équations simplifié. Soit la re-
lation binaire Bs(,) entre les variables de Vars(S) définie par : Bs(£,£’) si la partie droite de
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I’équation pour £ dans S est un terme booléen et la variable & apparait dans ce terme. Nous
notons par B5(,) la cloture transitive de Bs(,). Pour deux variables &, &', on dit que £ est en
dépendance booléenne de &' dans S si B(, &'). On dit que & est en auto-dépendance booléenne

dans S si B5(&,§).

Nous dirons que S est sans cycles de dépendance booléenne si aucune variable dans Vars(S)
n’est en auto-dépendance booléenne.

Finalement, nous introduisons la notion de syst¢éme semi-simplifié qui définit des restrictions
sur la forme des parties droites d’équations du systéme a la maniere des systemes simplifiés.

Définition 4.25 (Systéeme semi-simplifi€) Le systtme d’équations S sur fonct(r, X;) est dit
semi-simplifié si toute partie droite d’équation dans S est ou bien un terme booléen, ou bien
de la forme

o o T L o] &g gl e gl

ou £ et £ sont des variables.

La différence qui existe entre un systéme simplifié et un systtme semi-simplifié est dans la res-
triction plus ou moins forte pour les termes booléens. En vue de leur utilisation, dans le premier
cas nous avons besoin d’imposer la forme restreinte pour les termes booléens apparaissant en
partie droite d’équation (£VE' ou EAE'), tandis que dans le second cas, nous autorisons n’importe
quel terme booléen en partie droite d’équation.

Remarquons qu’un systtme d’équations sur fonct(7', X;) peut étre transformé en un sys-
téme semi-simplifié par un systeme de réécriture tres semblable a celui présenté dans la sec-
tion 4.3.1. Plus précisément, il suffit d’ajouter a ce systeme de réécriture des régles pour les
symboles | et |[ de la méme maniere que les regles pour les symboles | et || et de modifier
les régles (Red V 3) et (Red A 3) en ajoutant la condition que f et f’ ne doivent pas étre des
termes booléens. D’autre part, nous pouvons également simplifier un systéme d’équations sur
fonct(7', X;). 11 suffit pour cela d’ajouter au systéme de réécriture les régles pour les symboles
[ et ][ sans affaiblir les regles pour les symboles V et A. Il n’est pas difficile de voir qu’avec ces
deux modifications du systeme de réécriture servant a la simplifications d’un systeme d’équa-
tions, la préservation de la solution telle que est énoncée dans le lemme 4.21 reste valide.

Nous pouvons maintenant définir un systeéme d’équations normalisé.

Définition 4.26 (Systéme normalisé) Le systtme d’équations S sur fonct(7', X;) est dit nor-
malisé si les trois conditions ci-dessous sont vérifiées

(i) S est a composition gardée ;
(ii) S est semi-simplifié ;

(iii) S est sans cycles de dépendance booléenne.

Le résultat principal de cette section est le suivant

3Plus précisément, les systémes semi-simplifiés seront obtenus comme étape de la construction d’un systéme
d’équations normalisé. Affaiblir les conditions sur les termes booléens en partie droite d’équation a comme principal
but de faciliter la preuve d’équivalence entre le systeme initial et le systeme d’équations normalisé correspondant
obtenus par la méthode que nous présentons.
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Lemme 4.27 Tout systéme d’équations S sur fonct(7', X,) peut étre effectivement transformé
en un systeme d’équations normalisé S' sur fonct(7', X,) équivalent a S sur ’ensemble de
variables {Vars(S)}.

Le reste de la section est consacré a la preuve de ce lemme. Nous donnons une méthode
effective de construction du systéme d’équations normalisé. Nous présentons d’abord une mé-
thode d’élimination des compositions non gardées d’un systeme et ensuite une méthode d’éli-
mination des cycles de dépendance booléenne.

Elimination des compositions non gardées

L’élimination des compositions non gardées est possible grace a deux propriétés des for-
mules et des systémes d’équations que nous présentons d’abord. D’une part, pour tout systeme
d’équations S et pour toute variable £ apparaissant dans S, on peut décider si 1’arbre vide appar-
tient a la solution de S pour £ (voir le lemme 4.29). D’autre part, pour tous ensembles d’arbres
S, S, les expressions S | 79 et S I 78 sont équivalentes a des expressions utilisant uniquement
des compositions gardée qui peuvent étre trouvées a condition de savoir si les ensembles S, S’
contiennent ou non I’arbre vide (voir la figure 4).

(T[75s si{b ¢ T.{} ¢S
T|Ts - T[SV (S AD) si{peT {} &5
- T[75V (T AD) si{d T, {}esS

TITSV(SAD)V(TAD)VO si{feT {}es

TI[TSA(TVO)A(SVOIAD  si{gT.{} ¢S
TITs TI[7SA(TVO0) si{feT {} &5
TI[TSA(SVO0) si{l¢T,{} €S
T|[7s si{feT {}es

FIG. 4 — Relation entre la composition gardée et la composition non gardée. 1" et S sont des
ensembles d’arbres.

Lemme 4.28 Les égalités de la figure 4 sont vérifices pour tous ensembles d’arbres S,T .

Preuve Voir la section A.2 de I’annexe A.

Montrons maintenant que pour tout systéme d’équations S, on peut vérifier si {} appartient
a chacune des composantes de la solution de S.

Lemme 4.29 Soit S un systéme d’équations sur fonct(7', X,). Alors pour toute variable & dans
Vars(S), on peut décider si {} appartient a Solr(S,¢).

Preuve Pour la preuve complete, voir la section A.2 I’annexe A. L’idée est que {J} appartient
toujours a Sol7 (S, §) (respectivement n’appartient jamais a Sol7 (S, £)) lorsque la partie droite
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de I’équation pour £ dans S est T ou O (respectivement | ou 0 ou de la forme «[¢']). De méme,
si la partie droite de 1’équation pour & dans S est de la forme &; V & ou bien & || &2, alors {}
appartient & Sol7 (S, &) seulement si {[} appartient & Sol7(S,&1) ou a Sol7 (S, &2). Finalement,
si la partie droite de I’équation pour £ dans S est de la forme &; A &3 ou bien &; | &2, alors {}
appartient & Sol7(S, &) seulement si {]} appartient a Sol7(S,&1) eta Solr (S, &2).

O

La preuve du lemme 4.29 nous permet d’énoncer le corollaire ci-dessous, qui n’est pas
directement reli€¢ avec 1I’élimination des compositions non gardées mais représente un résultat
intéressant en soi.

Corollaire 4.30 Pour tout terme f sur fizpt(7', X,) et pour toute valuation 6, {|} appartient a
[1€. f] si et seulement si {|; appartient a [ f]s5ic—qy) et {} appartient a [v€. f] si et seulement si
{1 appartient a [f1e a5

Maintenant en utilisant le lemme 4.29 et les égalités de la figure 4, nous pouvons définir le
systeme d’équations CG(S) équivalent a S sur I’ensemble de variables {Vars(S)}. Considérons
x une variable dans Vars(S) et soient §’, S” les systemes, f le terme et x I’opérateur de point
fixe tels que S = S’,x = f,S”. Le systeme d’équations CG’'(z, S) est défini par

CG(z, S,z = f,8") =8, cg(z = f),S”,

ol le systéme d’équations cg(z = f) est défini par :

cg(x = f ) = x = f si f n’est pas un terme a composition non gardée
=yl si{} & Solz(S,y),{} & Solr(S,2)

e Byl = 4 Toylzvz si {} € Solr(S.y). {} & Solz (S, 2)
r=y[zVy si {} & Solr(S,y),{} € Solr(S,z)
rZy[zVyVvzVvo si{} e Solr(S,y),{} € Solr(S,2)
tZyl[zAynzA0 si{} & Solr(S,y),{} & Solr(S,z)

Lyl = { Ty si {} € Solr(S,y), {} & Solr(S, 2)
rZyl[zAz si{} & Solr(S,y),{} € Solr(S, =)
r=y|z si {} € Solr(S,y),{} € Solr(S,z)

Soit Vars(S) = x1,...,zp et x1,..., 2, € X. Alors CG(S) est défini par :
CG(S) = CG'(zp, CG/ (1, ... CG(21,8)...)).

Lemme 4.31 Pour tout systéeme d’équations normalisé S, le systéme d’équations CG(S) est un
systeme d’équations a composition gardée équivalent a S sur I’ensemble de variables {Vars(S)}.

Preuve Voir la section A.2 de I’annexe A.
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Elimination des auto dépendances booléennes

Considérons un systéme d’équations S semi simplifi€ et a composition gardée. Nous allons
montrer comment éliminer les auto dépendances booléennes de S par un systeme de réécriture
de systemes d’équations.

Annoncons d’abord un résultat connu pour le p-calcul propositionnel qui permettra d’élimi-
ner les cycles de dépendances booléennes.

Proposition 4.32 ([Arnold and Niwinski, 2001], Proposition 9.1.2) Soit t un terme proposi-
tionnel (cad sur la signature { L, T,V , A} o L et T sont des symboles d’arité zéro et \/ et N
sont des symboles binaires) et soit D un treillis distributif dans lequel L et T sont interpré-
tés comme la borne inférieure et la borne supérieure du domaine de D respectivement et \ et
A sont interprétés comme la plus petite borne supérieure et la plus grande borne inférieure
respectivement. Alors avec cette interprétation, pour toute variable ,

px.t =t(x — L) vedt =tz — T).

Un treillis est distributif s’il satisfait les lois de distributivité =V (y A z) = (x Vy) A (z V 2) et
xA(yVz)=(xAy)V(xA z) pour tous z,y, z éléments du domaine du treillis. Clairement,
(Ax, V, A\) est un treillis distributif.

Pour tout systeéme d’équations S sur fonct(7/,{&1,...,&,}) et pour tout ¢ dans 1..n, nous
définissons les systémes d’équations transforme(S, ;) et élimine(S, &;) par des transformations
syntaxiques de S. Pour la suite, supposons que S est le systeme

K Kq Kn
1:1f17"'7§i:fi7"'7 n:fn
Le systéme transforme(S, &;) est défini par :

transforme(S, &) =S si f; n’est pas un terme booléen,

{ glgflu (KRR glgfla

Rit1 K
§ir1 = Gitl, - §n = On

transforme(S, &;) sinon,

ol pour tout j dans ¢ + 1..n, g; = f; si f; n’est pas un terme booléen et g; = f;(§ — fi) si f;
est un terme booléen.

Le systeme élimine(S, &;) est défini par :

élimine(S,&) =S si f; n’est pas un terme booléen ;
K Ki—1
1 :1f17 R gi—l = fz'—17
élimine(S,&) =14 &2 g, sinon.
KRi41 K
§iv1 = firl, - &n = fa

oug=fi(& — L)sin, =petg=fi(§ — T)sir; =v.

Lemme 4.33 Pour tout systéeme d’équations S sur fonct(t',{&1,...,&,}) et pour tout i dans
l.n:
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(i) les trois systemes S, transforme(S, &;) et élimine(S, &;) ont la méme solution lorsque les
parties droites d’équations sont interprétées par T ;

(ii) si S est un systeme d’équations semi-simplifié et a composition gardée, alors élimine(S, &;)
et transforme(S, &;) le sont aussi. De plus, pour tout j dans 1..n, si la partie droite de
I’équation pour la variable {; dans S est un terme booléen, alors les parties droites des
équations pour & dans transforme(S, ;) et élimine(S, &;) sont aussi des termes booléens.

Preuve Pour (i), le fait que transforme(S, §;) a la méme solution que S est simple conséquence
de la proposition 4.5 et le fait que élimine(S, ;) a la méme solution que S est conséquence de
la proposition 4.32 : en effet I’interprétation 7 de 7’ satisfait les conditions de cette proposition.

Pour (ii), par définition transforme(S, ;) différe S uniquement par la partie droite de I’équa-
tion pour &; si celle-ci est un terme booléen dans S. De plus, si c’est le cas, la partie droite de
I’équation pour &; dans transforme(S, ;) est obtenue en remplagant dans un terme booléen les
occurrences de la variable §; par un terme booléen dans un terme booléen, ce qui nous donne
un terme booléen comme résultat et donc préserve le caractere simplifié du systeme d’équa-
tions. Des arguments similaires sont valables pour élimine(S, &;), qui est obtenu a partir de S en
modifiant certaines parties droites d’équations qui sont des termes booléens par d’autres termes
booléens.

O

Les deux transformations ci-dessus vont &tre utilisées pour transformer un systéme d’équa-
tions S en un systéme d’équations équivalent mais sans cycles de dépendances booléennes. Soit
comme précédemment S un systeme d’équations sur les variables &1, ..., &y, et soit (S;)ico..n
la suite de systémes d’équations suivante : Sp = S et pour tout ¢ dans 1..n,

S; = transforme(élimine(S;_1,&;), &).

Le lemme qui suit établit que pour tout ¢, dans le systtme d’équations S;, les variables
&1,...,& ne sont en dépendance booléenne que de variables les succédant dans la séquence
Vars(S).

Lemme 4.34 Si S est un systeme d’équations semi-simplifié, alors pour tout i dans 0..n et pour
tous j, k dans 1..n tels que j < i, si Bs,(&;,&), alors k > j.

Preuve Voir la section A.2 de I’annexe A.
O

II apparait du lemme précédent que dans le systeme d’équations Sy, , toute variables &; est en
dépendance booléenne uniquement de variables &, de rang strictement supérieur, cad By, (&, &)
implique k£ > j, ce qui donne naturellement corollaire suivant.

Corollaire 4.35 Le systeme d’équations S, est sans cycles de dépendance booléenne.

De méme, une conséquence immédiate du lemme 4.33 est le suivant

Corollaire 4.36 Le systéme d’équations S,, est équivalent au systéme d’équations S.
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Nous avons donc défini, a I’aide des transformations de systemes d’équations purement syn-
taxiques transforme(S, &;) et élimine(S, §;), une méthode pour transformer un systéme d’équa-
tions semi-simplifié et a composition gardée S en un systéme équivalent qui est de plus sans
cycles de dépendances booléennes, cad en un systéme équivalent normalisé.

Revenons maintenant a la preuve du lemme 4.27, cad montrer que tout systeme d’équations
peut effectivement étre transformé en un systéme d’équations normalisé. Etant donné le sys-
teme d’équations S, nous commengons par simplifier S en utilisant la procédure décrite dans la
section 4.3.1; soit S; le systeme obtenu. Par le lemme 4.21, 57 est simplifié€ et équivalent a S
sur I’ensemble de variables {Vars(S)}. Ensuite, nous transformons S; en utilisant la procédure
décrite dans la section 4.3.2 ; soit Sy le systeéme obtenu. Par le lemme 4.31, S est un systéme a
composition gardée équivalent a S; sur I’ensemble de variables {Vars(S;)} ; donc par transiti-
vité de la relation d’équivalence, S est équivalent a S sur I’ensemble de variables {Vars(S)}.
Par contre, Sy n’est pas forcément un systeme semi-simplifié. Nous devons appliquer a Ss la
procédure de semi-simplification ; soit S3 le systéme obtenu. Alors S3 est un systéme semi-
simplifié et a composition gardée et est équivalent a Sy sur I’ensemble de variables {Vars(S2)},
donc équivalent a S sur I’ensemble de variables {Vars(S)}. Finalement, nous appliquons a Ss
la procédure décrite dans le section 4.3.2; soit S’ le systéme obtenu. Par le lemme 4.33, S’
est semi-simplifié et & composition gardée ; par le corollaire 4.35, S’ est sans cycles de dépen-
dances booléennes et, par le corollaire 4.36, S’ est équivalent & S5 sur I’ensemble de variables
{Vars(Ss3)}, donc aussi a S sur I’ensemble de variables {Vars(S)}. Ceci termine la preuve du
lemme 4.27.

Exemple 4.5 Considérons la formule f = ué.(af¢] V 0) | (B[0] V &). Nous allons montrer les
différentes étapes de la construction d’un systéme d’équations pour cette formule et sa transfor-
mation en un systeme d’équations normalisé.

La formule f étant positive, nous pouvons directement construire le syst¢tme d’équations
Eq(f). Il est facile de voir que c’est le systeme a une seule équation

¢ £ (al¢] v 0)|(B0] V &)
que nous noterons S pour la suite.

Le systeme d’équations simplifié obtenu a partir de S par la procédure de simplification
décrite dans la section 4.3.1 est le systéme Sgimp suivant :

& £ alg], & £ 0, &L VE, & £ 0,

& £ Ble), & E&GVE, EE &6

Nous devons d’abord éliminer les compositions gardées du systeme d’équations Sgimpl.
Pour cela, nous commencons par déterminer, pour toute variable & dans Vars(Ssimpl), si I’arbre
{} appartient a la solution de Sgmpl pour cette variable. Nous obtenons que {} appartient a
Sol7 (Ssimpt, &) lorsque £ est 'une des variables &1, &5, & et {} n’appartient pas & Sol7 (Ssimpl; &)
lorsque £ est I’'une des variables &, &2, &3, &4.

Avec ces informations, nous pouvons éliminer les compositions non gardées de Sgmpi pour
obtenir le systtme a composition gardée S, équivalent a Sgmp sur ’ensemble de variables
{Vars(Ssimpi) }. La seule équation a composition (non gardée) de Simpl est la derniere équation.
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Donc, S est identique a Sgimpl @ part pour la derniére équation qui devient £ £ &1 [ &V E&.
Remarquons qu’alors le syst¢éme d’équations S¢; n’est pas un systeme semi-simplifié. Or, pour
appliquer la prochaine étape de normalisation, nous avons besoin d’un systeéme semi-simplifié.
En appliquant la procédure de simplification décrite dans la section 4.3.1, nous obtenons le
systeme d’équations Ség équivalent a Simpi sur I’ensemble de variables {Vars(Sgimpi) } suivant :

&1 £ alg], &£ 0, & EeVEs, & £ 0,

& £ Ble], & EE&VE, & E &6, EEGVE

Pour obtenir un syst¢eme d’équations normalisé, il nous reste maintenant a éliminer les cycles
de dépendance booléenne de Ség. Plus précisément, le systeme Sporm €St obtenu par une succes-
sion d’étapes de transformation, une par variable du systeéme Ség, et qui sont effectués dans
I’ordre des variables dans la séquence Vars(Ség). Ainsi, le systtme d’équations S/, obtenu a
I’étape correspondant a la variable &', est transforme(élimine(Sgr,£'), &), ot £” est la variable
qui préceéde immédiatement ¢’ dans la séquence des variables du systeme Ség.

Pour nous éviter de dérouler toutes les huit étapes sur I’exemple, remarquons d’abord cer-
taines propriétés des transformations élimine(S’,¢’) et transforme(S’, '), valables pour tout
systtme S’ et toute variable &’ dans Vars(S'), et qui découlent directement des définitions :

(i) si la partie droite de I’équation pour ¢’ dans S’ n’est pas un terme booléen, alors les
systemes élimine(S’, ¢’) et transforme(S’, £’) sont tous deux égaux a S’ ;

(ii) si la partie droite de I’équation pour &’ est un terme booléen qui ne contient pas d’occur-
rence de la variable &', alors élimine(S’, ¢’) est égal 4 S.

Revenant a notre exemple ; par la remarque précédente nous obtenons que S¢;, = S¢, = Ség
et élimine(S¢;,&1) = Sg,. Il n’est pas difficile de voir que transforme(élimine(Se;,,&1),&1)
est aussi égal a Sg;, ceci a cause du fait que la variable {; n’apparait pas en partie droite des
équations pour les variables &5 et £ (qui sont les variables apres &1 pour lesquelles la partie droite
d’équation est un terme booléen). Nous en déduisons que S, = Ség. Encore une fois par les
remarques précédentes, nous déduisons que Sg, est aussi égal au systeme de départ S;,. Ensuite,
pour le systéme Sg, nous obtenons

& £ alg], & £ 0, & EEVE, & £ 0,

& £ Ble), &L & VE, & £ & [, EEGV(&GVE)

S¢, a été obtenu en remplagant {3 V £ pour &2 dans la derniere équation. Encore une fois par la
remarque précédente, nous obtenons que Sg, est égal au systeme Sg,. Finalement, le systeme
élimine(Sg,, §) est égal au systeme Sg, sauf pour la derniére équation qui devient

EEGV(& VL)

et le systeme transforme(élimine(S,, §), £) est donc

&1 £ alg], & £ 0, & E&VEs, & £ 0,

& £ Blee), HELGVE, &EGTE, EE&GV(&GV L)

Par définition, Sporm est €gal a S¢, et donc Sporm est le systeme ci-dessus.
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4.4 Unicité du point fixe

Nous allons montrer que dans un syst¢eme d’équations normalisé, les opérateurs de plus pe-
tit et plus grand point fixe peuvent étre inter-changés sans que cela ne modifie la solution du
systeme. Ce résultat peut &tre vu comme une généralisation de 1’unicité du point fixe pour les
formules a récursion descendante (voir ci-dessous) €tabli dans [Dal Zilio, 2001]. Nous commen-
cons par présenter brievement le résultat de [Dal Zilio, 2001] dans les termes utilisés plus tard
dans cette section.

Une formule ¢ est dite a récursion descendante pour £ si dans ¢, toute occurrence de la
variable & apparait sous un opérateur d’emboitement. * On montre alors que si ¢ est une for-
mule gardée dans la variable &, alors pour toute valuation des variables §, [u€.¢]s = [v€.9]s.
Pour la preuve, 1’auteur utilise la propriété suivante : pour tous ensembles d’arbres .S, T" et pour
tout arbre ¢ appartenant a [¢] 5;¢_.s) mais n’appartenant pas a [¢] 577, la hauteur de ¢ est su-
périeure ou égale a 1 + h(t'), ol t' est un plus petit arbre (pour sa hauteur) appartenant a S
mais n’appartenant pas a 7. De cette propriété découle le fait que la fonction qui, a I’ensemble
d’arbres S associe [¢] 5[] est strictement contractante, et donc a un unique point fixe (voir
plus bas pour la définition d’une fonction contractante).

Dans ce qui suit, nous élargissons ce résultat en montrant que, intuitivement, si f est un
terme a composition gardée et sans dépendance booléenne (cad f satisfait les conditions pour
les termes en partie droite d’une équation dans un systéme normalisé), alors la fonction f7 est
contractante et donc a unique point fixe.

Nous commengons par identifier une condition suffisante permettant d’inter-changer les opé-
rateurs de point fixe dans un systéme d’équations.
Lemme 4.37 Soient (E, <) un treillis complet et S le systéme d’équations

212 i(@re @)y 2 fu(en, e 20),

ou pour tout i dans 1.k, fi(x1,...,xy) est une fonction monotone de E™ dans E. Supposons
que pour tout i dans 1..k et pour tous hy, ..., hi—1,hiy1,...,hy, éléments de E on a

,u;nlfl(hl, ey hi—h Z, hi+1, e ,hn) = I/:L'Z'.fi(hl, ey hi_l,:L', hi+1, e ,hn) (42)

Alors le systeme d’équations S est équivalent a tout systeme S’ de la forme

/ ’
Rn

K
] = fl(wla"'awn)a"'awn = fn(x17---7xn)7

ou les K|, sont des opérateurs de points fixes arbitraires.

Preuve 11 suffit de montrer que (%) si (4.2) est vérifié pour un certain ¢ dans 1..n, alors on
peut changer 1’opérateur de point fixe ;. La preuve du lemme est alors une récurrence facile
sur le nombre d’opérateurs de point fixe ayant changé. Pour montrer (x), il suffit d’utiliser la
proposition 4.4 en coupant le systeme d’équations entre les variables x;_1 et x;.

“Dans [Dal Zilio, 20011, les formules a récursion descendante sont appelées « formules gardées ». Comme nous
allons le voir bient6t, 1’utilisation du terme « gardé » pour la composition gardée n’est pas un hasard. En effet, c’est
cette « garde » qui garantit I’unicité du point fixe.
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|

Dans la suite de la section nous allons montrer que les conditions requises par le lemme 4.37
sont satisfaites par tout syst¢éme d’équations sur fonct(7’, X;) normalisé en considérant sa solu-
tion pour I’interprétation 7 . Plus précisément, nous allons montrer que si f € fonct(r', X;) est
la partie droite de la variable £ dans un systeme d’équations normalisé, alors f admet un et un
seul point fixe (par rapport a £). Pour cela, nous utilisons le théoréme suivant.

Théoréeme 4.38 (Théoréme du point fixe des applications contractantes) Si (E, d) est un es-
pace métrique complet (pour la distance d) et f : E — E est une application strictement
contractante (pour la distance d), alors f admet un unique point fixe.

Rappelons d’abord les éléments de topologie nécessaires pour la manipulation de ce théo-
reme. Un espace métrique (F,d) est un espace E muni d’une distance d. Un espace métrique
(E,d) est dit complet pour la distance d si toute suite de Cauchy d’éléments de F converge
dans E. Une suite (S, )nen est dite suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe N € N tel que
pour tous n,m > N, d(S,,Sm) < €. Une application f d’un espace métrique (E, d) dans lui
méme est dite application strictement contractante s’il existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que
pour tous x, y appartenant 3 E, d(f(z), f(y)) < cd(z,y).

Dans ce qui suit, nous allons définir une distance d pour ’ensemble p(.Ay;), nous allons
montrer que cet ensemble est complet pour la distance d et finalement nous allons montrer que
toute fonction apparaissant en partie droite d’un systéme d’équations sur fonct(7’, X;) norma-
lisé est strictement contractante.

Soit I’application d : p(Ay), p(Ax) — R définie par : pour tous S, 7" C Ay,

d(s,S)=0
d(S,T)=2""onzx=1inf{jt| | te (SUT)~(SNT)}pourS#T

Autrement dit, la distance d(.S, T') est 2!l ot ¢ est un plus petit arbre, du point de vue de la taille,
qui appartient seulement a 1’un des ensembles S, 7T'.

Lemme 4.39 L’application d est une distance pour p(Ay).

Preuve Voir la section A.2 de I’annexe A.

Montrons a présent que p(.Ay;) est un espace complet pour la distance d.
Lemme 4.40 (. Ay) est un espace complet pour la distance d.

Preuve 1l nous faut montrer que toute suite de Cauchy d’éléments de (. Ax) converge dans
p(As).

Soit (Up,)nen une suite de Cauchy d’éléments de p(Ay). Pour tout k& € N, soit N le plus
petit entier naturel vérifiant que pour tous 7, m > N, d(Uy, Uyn) < 27F. Tl est évident de cette
définition que
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(%) pour tout k, N1 > Ny.

Soit k un entier naturel quelconque et soit ¢t un arbre de taille k. Supposons que ¢ appartient
a Un, et supposons que pour un certain n > NN, t n’appartient pas a U,. Donc t € (Un, U
Un)~ (Un, NU,) et nous en déduisons que d(Uy;, , Uy,) > 2. Or, nous savons qu’au contraire
d(Un,,Un) < 27F, donc pour tout arbre ¢ de taille k, si ¢ appartient a Uy, , alors ¢ appartient
a U,, ceci pour tout n > Nj. De méme, si nous supposons que ¢ n’appartient pas a Uy, mais
t appartient a U,, pour un certain n > N, nous arrivons a une contradiction. En utilisant (x),
nous résumons ces deux constats dans la propriété suivante :

pour tout k£ € N et pour tout arbre ¢ de taille inférieure a k et pour tout n > Ny,
t € Un, sietseulementsit € U,. “4.3)

Soit maintenant U 1’ensemble d’arbres défini par :
pour tout k£ € N et pour tout arbre ¢ de taille k, ¢ appartient a U si t appartient a Uy, .

Nous allons montrer que la suite (U, )nen converge vers U. Plus précisément, nous montrons
que pour tout ¢ > 0, si k est I'entier naturel tel que 2~ 1 < ¢ < 27% alors I'indice Ny,
satisfait que pour tout n > Ny, d(U,,,U) < e. En effet, soit n > N. Par définition de U nous
savons que les ensembles Uy, et U contiennent les mémes arbres de taille inférieure a k. Par
(4.3) nous savons que les ensembles U,, et Uy, contiennent les mémes arbres de taille inférieure
a k. Donc les ensembles U,, et U contiennent les mémes arbres de taille inférieure a k. Par
définition de la distance d, nous concluons d(U,, U) < 2=+ < ¢,

|

Pour pouvoir appliquer le théoréme du point fixe des fonctions contractantes et montrer
I’unicité du point fixe des fonctions en partie droite d’équation d’un systeme normalisé, il nous
reste 2 montrer que ces fonctions sont contractantes.

Lemme 4.41 Soit S le systeme d’équations normalisé

K1 K

X :fla"'awn = fn
Pour tout i dans 1..n et pour tous ensembles d’arbres S1,...,S;_1,S;+1,.-.,5n, la fonction
g(x;) = fl-T(Sl, ey Sic1, 24,8541, - .., Sn) est strictement contractante.

Preuve Voir la section A.2 de ’annexe A.
O

Corollaire 4.42 Supposons les hypotheses du lemme 4.41. Alors pour tout © dans 1..n et pour
tous ensembles d’arbres S1,...,S;—1,Si+1,--.,Sn, pr.g(r) = va.g(x).

Preuve Conséquence immédiate du lemme 4.41 et du théoreme du point fixe des applications
contractantes (théoréme 4.38).
d

Maintenant nous avons tous les ingrédients pour énoncer le résultat principal de cette sec-
tion.
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Théoreme 4.43 Soit S un systeme d’équations normalisé. Alors pour tout systeme d’équations
S’ obtenu a partir de S en changeant un ou plusieurs opérateurs de point fixe, les solutions de
S et 8’ coincident.

Preuve 11 suffit de montrer que les hypotheéses du lemme 4.37 sont satisfaites, ce qui est vrai
par le corollaire 4.42.
O

Comment transférer ce résultat sur les formules de la logique spatiale

Les résultats de cette section nous permettent de transformer toute formule positive close ¢
en une formule positive équivalente ¢’ et dans laquelle tous les opérateurs de point fixe sont des
opérateurs de plus petit point fixe. Pour cela, il faut construire le systtme d’équations Eq(¢),
transformer Eq(¢) en un systéme d’équations normalisé S et transformer tous les opérateurs de
point fixe dans S en p. Rappelons que S est un systeme d’équations sur fonct(7', X;). Mais
S peut étre transformé, de facon syntaxique, en un systéme d’équations S’ sur fonct(r, X;)
(cad éliminer les opérateurs [ et |[) simplement en utilisant les correspondances qui existent
entre les opérateurs de composition gardée et les opérateurs de composition initiaux (voir la
remarque 4.22). 11 suffit ensuite de construire la formule formule(S’) qui est équivalente a ¢ et
ne contient que des opérateurs de plus petit point fixe.

Il serait intéressant de voir comment le résultat de cette section peut €tre utilisé pour carac-
tériser les formules logiques sur la syntaxe d’origine (sans opérateurs dérivés), pour lesquelles
nous avons unicité du point fixe. Ou mieux encore, se poser la question s’il existe une caractéri-
sation syntaxique de ces formules (comme dans [Dal Zilio, 2001]).

Remarquons d’abord que si la logique spatiale avait été définie avec 1I’opérateur de compo-
sition gardée [ et non avec la composition |, alors toute formule ¢ dans laquelle la variable
€ n’est pas en position booléenne définirait une formule 2 unique point fixe. > Donc, pour une
formule ¢ sur la vraie syntaxe de la logique (opérateur |), la condition pour I’unicité du point
fixe serait que ¢ ne contienne pas d’occurrence de £ en position booléenne, et que toutes les
compositions dans ¢ soient équivalentes a des compositions gardées. Intuitivement, cela veut
dire que pour toute valuation §, on aurait [¢]s = [¢']s, ot la formule (ou plutdt le terme) ¢’ est
obtenue a partir de ¢ en remplacant toute occurrence de 1’opérateur de composition | par 1I’opé-
rateur de composition gardée [ .Nous ne voyons pas, a ce jour, une caractérisation syntaxique
des formules satisfaisant cette propriété.

Conclusion

Le premier résultat de ce chapitre est que les formules LS 5 peuvent €tre représentées par
des systemes d’équations dont les parties droites d’équations sont des fonctions ayant une forme
particuliere. A tout systeme d’équations S ayant cette forme correspond une formule close ¢ et
a toute formule close ¢ correspond un systeme d’équations S tels que [¢] est égal a la solution

>11 faut évidemment que ¢ soit monotone dans & pour que le point fixe existe, mais nous supposons que c’est
toujours le cas.
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de S pour la derniére variable du systéme. La construction de S a partir de ¢ et vice versa est
purement syntaxique. Cette équivalence entre systeémes d’équations et formules logiques nous
permettra d’utiliser dans nombreuses situation des systemes a la place de formules, ce qui facilite
certaines preuves notamment grace au fait qu’elle permet de raisonner sur les sous formules a
point fixe indépendemment les unes des autres, méme si celles-ci sont imbriquées.

Un autre résultat de ce chapitre est que la négation peut étre éliminée des formules logiques
grice aux opérateurs duaux (L, A,0,||,v). Plus précisément, pour toute formule close ¢ on
peut construire la formule close sans négation pos(¢) utilisant les opérateurs duaux telle que
[¢] = [pos(¢)]. Encore une fois, la construction est purement syntaxique. Gréce a ce résultat,
dans la suite nous considérons uniquement les formules sans négation.

Finalement, pour tout systeme d’équation nous avons défini deux formes normales. La prin-
cipale utilité de ces formes normales sera de permettre la définition dans le chapitre 6 d’un au-
tomate a contraintes numériques reconnaissant le langage d’arbres défini par une formule. Une
premicre utilisation des formes normales d’un systéme d’équations est la possibilité d’éliminer
les plus grands points fixes d’une formule positive.
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Chapitre 5

Fragments indécidables de la logique
spatiale

Il est connu que le probléme de satisfiabilité est indécidable pour la logique spatiale avec
quantification [Charatonik and Talbot, 2001, Charatonik et al., 2003] (voir la section 5.1). C’est
pourquoi nous nous intéressons ici a la décidabilité de la logique spatiale sans quantification.
Nous montrons dans ce chapitre que la satisfiabilité est indécidable pour le fragment de la lo-
gique spatiale sans quantification. Nous commengons par rappeler brievement la preuve d’in-
décidabilité pour le cas avec quantification dans la section 5.1. Nous présentons ensuite les
machines a deux compteurs (section 5.2) qui seront utilisées dans la section 5.3 pour montrer
I’indécidabilité de la satisfiabilité de la logique sans quantification. Nous terminons le chapitre
par une comparaison de la logique PMSO et le fragment sans quantification de la logique spa-
tiale, montrant notamment que ce dernier est strictement plus expressif que PMSO.

5.1 Indécidabilité de la logique en présence de quantification

Dans [Charatonik et al., 2003], les auteurs prouvent I’indécidabilité de la satisfiabilité de
la logique des ambients sans 1’opérateur de noms nouveaux et sans 1’opérateur de garantie.
La preuve utilise une réduction du probléme de I’existence d’'un modele fini pour les formule
du premier ordre en le probléme de satisfiabilité de la logique. Cet encodage est directement
adaptable a la logique spatiale (comme nous le verrons, seul un fragment de LS, est uti-
lisé dans cette réduction). Dans ce qui suit, nous donnons les grandes lignes de la preuve de
[Charatonik et al., 2003]. Ce rappel est intéressant puisqu’il donne un exemple supplémentaire
de I’expressivité de I’opérateur de composition.

Considérons I’ensemble F des formules de la logique du premier ordre construites sur un
ensemble dénombrable de variables x,y, z,... et un ensemble fini de symboles de relation
{Ry,..., Ry} d’arité strictement positive. Formellement, F est le plus petit ensemble tel que

— pour tout R; d’arité [, R;(x1, ..., x;) est une formule dans F ;

— pour tous f, g formules dans F et toute variable u, f A g, =f et Ju.f sont aussi des

formules dans F.
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Les notions de variable libre, variable liée et formule close sont comme d’habitude ; nous sup-
posons que les variables li€es d’une formule sont toutes distinctes.

Les formules de F sont interprétés sur des structures rationnelles ; une structure S sur un

domaine D est un ensemble d’objets de la forme R;(aq,...,q;), ol R; est un symbole de re-
lation et aq, ..., q; sont des éléments de D. La structure S est dite finie si son domaine D est
fini.

Pour une formule f et une structure S de domaine D, une valuation ~y est une application
des variables libres de f dans D. La structure S est modeéle de la formule f sous la valuation ~,
éerit S,y = f,si

- Ri(v(z1),...,7(z1)) € Spour f = Ri(z1,...,21);

- Sy flet S,y = f"pour f = f' A [

— S,y ' pour f ="

— ilexiste a € Dtel que S,v(u — a) = f'si f = Fu.f".

D’apres le résultat bien connu de Trakhtenbrot [Trakhtenbrot, 1950], I’existence de modele fini
pour une formule du premier ordre f arbitraire est indécidable.

A toute formule f dans F on associe la formule de la logique spatiale (f), définie récursi-
vement sur la structure de f par :

— (R(@1,...,2)) = ri[z[za[... [2[0]] ... ]| T,
= (FA D= (DAL,
= (~f) = =),

(B f) = Fz.(d[z[0]] | T) A (/).
Remarquons que les variables utilisées dans les formules de F sont les mémes que les variables
utilisée dans les formules logiques. Donc, f et (f) ont les mémes variables libres.

L’idée est d’utiliser le fait que I’opérateur de composition de la logique est interprété comme
une union (de multiensembles). Ainsi, un domaine fini D et une structure S sur D peuvent
étre représentés par 1’union des éléments de D et les relations qui sont vraies dans S : chaque
élément o de D est représenté par 1’élément d’arbre d[{a[{}]}] (I’étiquette d étant réservée
a cet usage) et la relation R(ay,...,q;) vraie dans S est représentée par 1’élément d’arbre
r{ai1[{azl[. .. ai[{}]}}] ; la structure S et le domaine D sont représentés par 1’arbre composé
des éléments d’arbres correspondant aux éléments de D et aux relations vraies dans .S. Alors la
formule f admet un modele fini si et seulement si la formule (f]) est satisfiable.

5.2 Machines a deux compteurs

Une machine a deux compteurs possede deux cases mémoire Cy et C appelées compteurs
qui peuvent prendre des valeurs naturelles positives et un contrdle fini qui définit la fagon dont
la machine peut changer d’état en incrémentant ou décrémentant un des deux compteurs.

Définition 5.1 (Machine a deux compteurs [Minsky, 1961]) Une machine a deux compteurs
M = (Q, qi, gr, A) est un systtme de transitions fini ol () est I’ensemble des états, ¢; et g
sont 1’état initial et 1’état final respectivement et A est un ensemble de transitions de la forme
(q,7,4"),00 q,q € Q etr est une étiquette qui appartenant a 1’ensemble

Trans = {Incg, Incy, Decy, Decy, Zeroy, Zeroy }.
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Une configuration de la machine M est un triplet (g, ng,n1), ol g est un état de la machine et
les entiers ng et nq sont les valeurs des compteurs Cy et C respectivement.

L’ensemble de transitions A définit une relation de transition sur les états de la machine,
notée k. On écrira (¢, no,n1) Fam (¢, ng, nf) si les configurations (g, ng,n1) et (¢, ng, n})
sont en relation par t,4.La machine peut changer d’état suivant une transition (¢, r,q’) dans
A en incrémentant le compteur C; si 7 = Inc;, en décrémentant le compteur C; si la valeur
de celui-ci est positive et 7 = Dec; et en testant que la valeur du compteur C; est nulle si
r = Zero;. Formellement,

Définition 5.2 (Relation de transition) Pour toute M = (Q, ¢;, gr, A) machine a deux comp-
teurs, la relation de transition de M, notée -, est la plus petite relation satisfaisant (pour tous
entiers naturels ng,nq) :

(g,m0,m1) Fam (¢, m0 + 1,19) si (g, Inco,q') € A
(g,m0,m1) Fm (¢, mo,n1 + 1) si (g, Inc1,q') € A
(g,m0,m1) Fam (¢, m0 — 1,m1) si (q, Deco,q') € Aetng >0
(q,n0,n1) Fam (¢, m0,my — 1) si (¢, Dec1,q') € Aetng >0
(q,0,n1) Faq (¢',0,m9) si (g, Zerog,q') € A
(q,m0,0) Faq (¢',n0,0) si (¢, Zero1,q') € A

Nous notons - , la cloture réflexive et transitive de la transition - 4.

Définition 5.3 (Langage) Le langage de la machine a deux compteurs M = (Q, qi, g, ),
noté £(M), est I’ensemble d’entiers naturels n pour lesquels ils existent deux entiers naturels
mo,mq tels que (gi,n,0) i, (gr, mo, m1).

Il est bien connu que le vide du langage d’une machine a deux compteurs est indécidable,
puisque tout ensemble récursivement énumérable d’entiers naturels peut étre représenté comme
le langage d’une machine a deux compteurs [Minsky, 1961].

Machine a compteurs étendue

Soit M = (@, gi, g, A) une machine a deux compteurs. Nous allons montrer comment les
calculs de M peuvent étre simulés par une sorte de machine a quatre compteurs pour laquelle
les seules opérations autorisés sont la décrémentation d’un compteur et le test d’égalité de deux
compteurs. Intuitivement, la configuration (q, mg, m1) de M est représentée par un élément de
(g, N) de Q x N* ot le quadruplet N = (ng,xg,n1,21) est tel que mg = ng — ¢ et m; =
ny — 1. Une incrémentation du compteur C; (j = 0, 1) de M est effectuée en décrémentant
x; ; une décrémentation de C; est effectuée en décrémentant n; et un test d’égalité a zéro sur le
compteur C'; consiste a tester sin; = ;.

Soit N2 C N* I’ensemble de quadruplets (ng, zg, 71, 1) tels que ng > x¢ and ny > .
C’est a dire, N2 est ’ensemble des quadruplets qui sont des configurations possibles d’une
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machine a compteurs étendue. Les relations binaires R, o pour tout r dans Trans sont les plus
petites relations sur @ x N2 qui vérifient :

Rinco,a (¢ (no,zo — 1,n1,21) si (q, Inco,q') € A

q,(nog, Lo, N1,T1 )
72[’/1617 (qla (n()aw()anlawl - 1)) Sl q, Incl7 /)

q,(No, Lo, N1,T1

(¢ ( ) (q

(¢ ( ) (

(q, (no, zo,n1,21)) Rpeco.a (45 (no — 1, 20,n1,21)) si (g, Deco,q') € Aetng — x>0
(g, (no, zo,m1,21)) Rpecy.a (¢, (o, zo,m1 — 1,21)) si (¢, Dec1,q') € Aetng —x1 >0
(q, (noym0,n1,71)) R zerog.r (4’5 (nos 0, 01, 71)) si (q, Zerog,q') € A

(q, (no, 20, m1,m1)) R zeror.a (4’5 (nos 20, m1,m1)) si (q, Zeroy,q') € A

La relation binaire R A est I’'union des relations R, Ao pour tout i dans Trans et R’y est sa cloture
transitive et réflexive.

Lemme 5.4 Soit M = (Q, qi, g, A) une machine a deux compteurs. Pour tous états q,q’ de
M et pour tous entiers naturels no,n1,ny,ny, (q,n0,n1) Fiy (¢, ng,nY) si et seulement s’il
existe quatre entiers naturels xo, x1, z(, =} tels que (q, (no+xo, zo,n1+z1,21)) Ri (¢, (n+
0, o, Ny + 21, 27)).

Preuve Supposons d’abord (q,no,nl) Hu (¢',mg,n). Alors ils existent un entier naturel

p et une suite (q no, n(l]) (q no, nl) de configurations de la machme M tels que pour
tout 4 dans 1..p, (¢"~* nf) ! nj ) Fav (g nb,ni) etqo = q,¢° = ¢,nd = ng,nh = n{ et

ny = ny,n} = n). Pour tout r dans Trans, soit p, le nombre de fois ou la transition 7 a été
utilisée pour passer de la configuration (¢, ng,n1) a la configuration (¢’, ng, n}) de la machine
M. Alors il est facile de voir que n{, = 1o + Prney — PDeco €t ) = 11 + Dine, — PDec, - D’ autre
part, par définition de R a il est facile de voir que (¢, (no + Pincy + PDecos PInco + PDecys M1 +
Pinc,y =+ PDecyyPlncy =+ pDecl)) RA (q,(n(] + Pincos PDecy, 1 =+ plnclprecl))~ Alors il suffit de
prendre zo = DInco T PDecy» T1 = PInc; + PDecy l’é = DDecy €t x/l = PDecy -

Supposons maintenant que (g, (no+xo, o, n1+x1,21)) RY (¢, (ng+zp, zh, nf+27, x1)).
Par définition de R il est facile de voir que pour tous états g, go de la machine et pour tous
entiers ng, xg, N1, 1 €t mg, Yo, M1, Y1, Si (ql, (n(], X0, M1, :El)) Ra (QQ, (mo, Yo, M1, yl)), alors
(q1,m0 — o, n1 — x1) Faq (g2, mo — Yo, m1 — y1). La preuve est alors une récurrence facile
sur la longueur du nombre de pas pour mettre en relation (g, (ng + xg, zo,n1 + =1,21)) et
(¢, (n{, + xf, x4, ny + 2, 2})) par la cloture transitive de Ra .

g

Le quadruplet M = (@, ¢i, gr, Ra) est appelé machine a compteurs étendue de M. Nous
étendons le vocabulaire 1ié aux machines a deux compteurs aux machines a compteurs étendues
correspondantes. Une configuration de M. est un élément de Q x N¥; le langage de M. est
I’ensemble de quadruplets (n + x,z,y,y) € N2 tels que ils existent des entiers n’, z’,m’, 1/
pour lesquels (i, (n + z, z,y,y)) RA (g, (' + 2", 2", m + ¢/, y)).

Comme conséquence facile du lemme 5.4, nous avons les deux corollaires suivant.
Corollaire 5.5 Pour toute machine a deux compteurs M et pour tout entier naturel n, n ap-

partient au langage de M si et seulement s’il existent deux entiers naturels x,y tels que (n +
x,x,y,y) appartient au langage de M.
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Corollaire 5.6 Pour toute machine a deux compteurs M, le langage de M est vide si et seule-
ment si le langage de M, est vide.

Remarque 5.7 De la facon dont une machine a deux compteurs a été définie, il est facile de
voir que si le quadruplet (n + xz, x,y,y) appartient au langage d’une machine M, alors (n +
z+1lz+1,y,y)et (n+x,2,y+ 1,y + 1) appartiennent également a ce langage.

5.3 Preuve d’indécidabilité

Cette section est consacrée a la preuve d’indécidabilité de la satisfiabilité du fragment de
la logique sans quantification. Plus précisément, nous allons construire un syst¢eme d’équations
S tel que I’ensemble Sol7(Saq,dern(Spy)) est vide si et seulement si le langage d’une ma-
chine a deux compteurs M est vide. A proprement parler, nous allons utiliser une machine a
deux compteurs étendue. L’idée de cette preuve s’inspire de la preuve d’indécidabilité du vide
des automates ACU alternants [Goubault-Larrecq and Verma, 2002], [Verma, 2003].

Soit M = (Q, ¢i, gr, A) une machine a deux compteurs que nous considérons fixée pour
la suite de la section. Pour tout état ¢ de la machine, nous notons par Acc(q) I’ensemble des
quadruplets s € N2 qui correspondent aux configurations de M, « acceptables » a partir de
I’état ¢, cad

Acepm(q) = {s € Ng | 35" € NG, (g,5) R (ar5)}-

Lemme 5.8 Pour toute machine a deux compteurs M = (Q, g;, gr, A), le langage de la machine
a compteurs étendue M est Accpq(qi) N {(n,xz,m,m) | n,z,m € N}.

Preuve Conséquence immédiate des définitions.
O

Les éléments de N2 peuvent étre encodés par des arbres de facon assez naturelle. Considé-
rons les quatre étiquettes distinctes ag, by, a1, by € 2. Pour tout quadruplet n = (ng, zg, n1, 1)
dans N2, soit (n) 1’arbre

((no, wo,n1,21)) = no - ao[{}] W zo - bo[{}] W n1 - a1 [{}] & 21 - b1 [{}].

Pour un sous-ensemble N de N2, (IV) est I’ensemble d’arbres {(n) | n € N}.

Soit le systeme d’équations Sy sur I’ensemble de variables

{faO*, gal*, gokOy gokl» goka ézeroOa ézerola é} U {éq | qc Q}
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Les sept premieres équations de Sy sont :

=

gaO*
gal*

gokO

ao[0] | a0« V O
0]+ VO

1160[0] | §oko V Eaos
a1[0]]b1[0]] Eok1 V a1

éokO | gokl

=

a

=

(IQO

=

[
[
[
Eok1 [
Eok

Szeroo é ag [0] ‘ bO [0] ‘ gzeroO \% gokl
Ezerol £ ai [0] | b1 [0] | gzerol \% gokO

=

Les équations suivantes sont pour les variables £, pour ¢ dans (). Pour chaque état ¢, I’équation
pour la variable &, est :

&g £ \/ Pred(&y,7)
(gra)en

ot pour tout  dans Trans, Pred(¢’, ) est donné par

Pred(¢', Inc;) = (£']b;(0]) A ok
Pred(¢’, Dec;) = (&' |a;[0]) A &ox
Pred(¢', Zero;) = & A &seroj

La derniere équation du systéme Sy est
o
f = fqi A gzerol'

Le lemme qui suit précise le role des sept premieres équations de Sy .

Lemme 5.9 Dans le systeme d’équations Sy,
— Sol7(Snm;, éok) = (NZ) ;
- SOlT(SM,gzem(]) = {(](nvn7m7y)[) | n,m,y € Nvm > y} ;
— Solr(Snm, zeror) = {((nyz,m,m)) | n,x,m € N,n > x}.

C’est a dire, Sol7 (S, o) est 'ensemble des arbres qui sont des encodages d’une configura-
tion correcte de la machine étendue et Sol7 (S, {seroi) €St ’ensemble des arbres qui sont des
encodages corrects de la machine étendue et dans laquelle la valeur du i*™ compteur (de M)
est zéro, pour ¢ étant 0 ou 1.

Preuve  Considérons le systeme S}Vl composé par les sept premieres équations de Sy et
S'4 le systeme composé par les équations restantes. D’aprés la proposition 4.4, et en remarquant
qu’aucune des variables de S}(,l n’apparait libre dans Sjvt , nous déduisons que les solutions de
S'\4 et Sy coincident pour les variables &g, k15 Soks Ezero0s Ezerol» §- Donce, il suffit de montrer
la propriété pour S ;.

Il est facile de voir que pour les deux premiéres équations de S’y , les solutions correspon-
dants sont Sol7 (S, &aox) = {n.ao[{}] | n € N} et Sol7(S,&q14) = {n.a1[{}] | n € N}. De ce
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fait on déduit facilement que pour les deux équations qui suivent, les solutions correspondantes

sont Sol7(S,&k0) = {n.ag[{}H] W (n + z).bo[{}] | n,x € N} et Sol7(S, k1) = {n.a1[{}] &
(n + x).b1[{}] | n,z € N}. Le lemme suit immédiatement de ces deux propriétés et de la

définition de N2,
O

Les équations pour les variables &, (pour ¢ un état de la machine M) définissent les en-
sembles de configurations acceptables dans 1’état correspondant.

Lemme 5.10 Pour tout état q de la machine M, dans le systéme d’équations Sy,
Sol7(Sm;&q) = (Acem(q))-

Preuve  Soient Sgos, Saixs Sok0> Sokls Soks Szerod €t Szero1 les solutions des sept premieres
équations du systéme S4. Supposons que ’ensemble d’états de la machine M est {q1, ..., g, }-
Soit &’ le systéme d’équations a points fixes obtenu comme la restrictions de S aux équations
pour les variables &, , ..., &g, et dans lesquelles les variables {40+, §a1x5 §ok0s Eok1> oks §zero0
et E,ero1 ONt été remplacées par la solution correspondante. Remarquons que S’ est un systéme
clos dans le sens que toutes les variables apparaissant en partie droite d’équation sont définies
par une équation de S’. Pour tout ¢; état de la machine, notons f,, la partie droite de 1’équation
pour &, dans S’. Considérons le systeme d’équations

gfh = ffh(gmw"véqn)
(5.1

g = fqn(£Q1>"'7£qn)

Soit (Sy,, - - -, Sy, ) 1a plus petite solution de (5.1).! Tl est clair par construction de Sy et de S’
et du lemme 5.9 que pour tout ¢ état de la machine, S, = (Accaq(q)). La conclusion suit du fait
que les solutions des systemes (5.1) et S’ coincident (voir la section 4.1.1).

O
Comme conséquence immédiate des deux lemmes précédents, nous avons
Lemme 5.11 Dans le systeme d’équations S,

Sol7(Spm, &) = (Acepm(qi) N {(n,z,m,m) | n,x,m € N}).

Preuve Par le lemme 5.4, nous savons que {(n,z,m, m) | n,x,m € N} est la solution de S
pour la variable o1 €t par le lemme 5.10 nous savons que (Accaq(gi)) est la solution de Spg
pour la variable &, , d’ou la conclusion se déduit immédiatement.

O

Rappelant que, par le lemme 5.8, Accaq(q) N {(n, z,m,m) | n,z,m € N} est exactement
le langage de la machine a compteurs étendue M., et que par le corollaire 5.6, la langage
de M, est vide si et seulement si le langage de M est vide, nous déduisons du précédent

1 s’agit ici de la solution extréme d’un systéme d’équations sur un treillis produit et non de la solution d’un
systeme d’équations & points fixes ; voir la section 4.1.1 pour la distinctions entre les deux.
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lemme que dans le systeéme d’équations Spq, Sol7 (S, €) est ’ensemble vide si et seulement
si L(M) est vide. Or, ¢ étant la derniere variable de Sy, nous savons que Sol7 (S, §) est égal
a I'interprétation de la formule formule(Sa,), d ot le principal théoréme de cette section :

Théoreme 5.12 La satisfiabilité de la logique spatiale sans quantification est indécidable.

Ce résultat auxiliaire qui découle de la preuve du théoreme 5.12 sera utilisé dans la section
suivante.

Lemme 5.13 Pour toute machine a deux compteurs M, il existe une formule ¢ pq telle que

o = {0 +2)- lll] w2 alf}] 8- xlfl] 0yt | G o) o

ol ag, by, a1, by sont quatre étiquettes distinctes.

5.4 Comparaison de ’expressivité des logiques LS5 et PMSO

Nous avons montré dans la section précédente que la logique LS5 n’est pas décidable.
Nous savons par ailleurs que la logique PMSO est décidable. Dans ce qui suit, nous allons
montrer que LS5 permet effectivement de définir des ensembles d’arbres qui ne sont pas PMSO-
définissables. Plus tard, le chapitre 7 nous allons montrer que la logique PMSO est « incluse »
dans LS5, de part son expressivité ; PMSO est équivalente a un fragment de LS|5. Combinant
ces deux résultats, nous pourrons conclure que la logique LS5 est strictement plus expressive
que PMSO.

Nous montrons dans la proposition 5.14 qu’il existe une formule ¢ telle que 1I’ensemble
d’arbres [¢] n’est pas PMSO définissable. Plus précisément, cette formule est la formule ¢ g
définie dans le lemme 5.13 ci-dessus ; cad [¢ ] est en quelque sorte une représentation du lan-
gage de la machine a deux compteurs M. L’idée est la suivante : nous allons montrer qu’il existe
une machine a deux compteurs M telle que [¢ ] n’est le langage d’aucun automate automates
a contraintes numériques semilinéaire. Nous utiliserons ensuite le fait que les ensembles d’arbres
reconnaissables par un ACN semilinéaire sont exactement les ensembles d’arbres PMSO défi-
nissables.

Proposition 5.14 1l existe une formule ¢ de la logique LS 5 telle que [#] n’est pas un ensemble
d’arbres PMSO définissable.

Preuve La preuve se fait par contradiction. Supposons que pour toute formule ¢, I’ensemble
d’arbres [¢] est PMSO définissable. Donc, par le théoréme 3.2 nous savons que [¢] est le lan-
gage d’un ACN semilinéaire. Considérons maintenant une machine a deux compteurs arbitraire
M et soit ¢ o la formule telle que, d’apres le lemme 5.13, [¢ 4] est ’ensemble d’arbres

{(n+z).ao[{}] W z.bo[{}H W y.a1[{}] W y.b1[{}] | (n + x,x,y,y) dans le langage de M},

ol ag, by, a1, by sont quatre étiquettes distinctes. D’apres les hypothéses, nous savons que [¢ 4]
est le langage d’un ACN semilinéaire. Soit donc A un ACN semilinéaire déterministe tel que
L(A) = [¢m]; par le lemme 2.26 nous savons que cet automate déterministe existe toujours.
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Nous commengons par montrer qu’on peut considérer que 1’automate A a une forme particuliere,
telle que décrite dans le fait qui suit.

Fait 5.1 L’ensemble d’arbres [¢ 4] est reconnu par un ACN semilinéaire si et seulement s’il
est reconnu par un ACN semilinéaire déterministe A = (3, Q, A, F') tel que :

(i) toute transition de A est de la forme (g, o, OQ) (pour un certain ¢ € Q et C Y);

(ii) toute transition de A est de la forme (g, o, OQ), avec « étant un ensemble d’étiquettes non
vide et inclus dans {ag, bg, a1, b1} (pour un certain ¢ € Q) ;

(iii) pour tout ¢ état de I’automate, I’ensemble de transitions A contient au plus une transition
de 1a forme (g, o, 09) ;

(iv) pour toutes transitions (g, , 0%) et (¢, /,0%) dans A, si ¢ # ¢/, alors les ensembles
d’étiquettes « et o’ sont disjoints.

La direction de la droite vers la gauche est triviale.

Pour la direction de la gauche vers la droite, soit A’ = (X, Q, A’, F) un ACN semilinéaire
tel que L(A’) = [¢pr]. Par le lemme 2.26, nous pouvons supposer sans perte de généralité que
A’ est déterministe.

Pour la preuve du point (i), nous montrons simplement que si (g, v, D) est une transition
dans A’ et D # 09, alors cette transition peut étre enlevée de A’ sans que cela ne modifie le
langage de I’automate A’. Soit donc (g, o, D) dans A’ et D # 09.Si D = @ ou, de facon plus
générale L4/ (D) est vide, alors cette transition peut étre enlevée puisqu’elle ne contribue en
rien a L 4/(q). Si L4/(D) n’est pas vide, alors £ 4/(q) contient des arbres de hauteur supérieure
strictement 2 un. Or, nous savons par définition que £(A’) contient uniquement des arbres de
hauteur un. Alors I’état ¢ ne contribue pas a la définition du langage de I’automate et toute
transition le concernant peut étre enlevée. > Donc, ’automate A = (X, Q, A, F) satisfait la
condition du point (i), o A est la relation de transition définie par :

A =A'~{(g,a,D)| D #0%}.

Il est facile de voir que I’automate A est a contraintes semilinéaires et déterministe. Ceci termine
la preuve du point (i).

Pour le point (ii), soit A’ = (X, Q, A’, F') un ACN semilinéaire déterministe tel que £(A’) =
[éa4] et tel que toute transition de A’ est de la forme (g, o, 09). Par le point (i), nous savons que
I’automate A’ existe toujours. Nous allons montrer que si (g, «, OQ) est une transition de A’ et
a n’est pas inclus dans {ag, by, a1, b1} ou a est ’ensemble vide, alors cette transition peut étre
enlevée sans que cela ne modifie le langage de I’automate A’. Si o = &, alors cette transition
ne contribue en rien a £ 4/(q) et peut donc étre enlevée. Si o # & mais « contient une étiquette
¢ qui n’est pas parmi {ag, by, a1, by }, alors nécessairement £(q) contient I’arbre c[{}]. Or, par
définition nous savons que les arbres dans £(A’) contiennent uniquement les étiquettes parmi
{ao, by, a1,b1}, ce qui signifie que 1’état ¢ ne contribue pas a la définition du langage de I’au-
tomate et toute transition le concernant peut étre enlevée. Donc, I’automate A = (3, Q, A, F)
satisfait la condition du point (i), o A est la relation de transition définie par :

A=A"~{(g,2,0°) | =@ oua & {ag, by, a1, b1 }}.

*Plus précisément, pour tout d dans F', d(q) = 0, ce qui signifie que 1’état ¢ de 1’automate est inutile.
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Il est facile de voir que I’automate A est a contraintes semilinéaires et déterministe. Ceci termine
la preuve du point (ii).

Pour le point (iii), si (g, o, 09) et (g, o/, 09) sont deux transitions différentes de A, il suffit
de les remplacer par I’unique transition (g, « U o, OQ). Il est facile de voir que ce remplace-
ment ne modifie pas le langage de A et que A reste un automate a contraintes semilinéaires et
déterministe.

Le point (iv) est conséquence directe du fait que 1’automate A est déterministe. En effet, si
(q,0,09) et (¢, o/,09) sont deux transitions de ’automate et ¢ # ¢’ et ¢ € oo N o, alors 1’é1é-
ment d’arbre c[{]}] appartient a £ 4(q) eta L 4(q’), et donc A n’est pas un automate déterministe.
Ceci termine la preuve du point (iv) et du fait 5.1.

Soit maintenant A’ = (X, Q’, A’, F’) un automate & contraintes numériques déterministe
tel que £(A’) = [¢am] et qui satisfait les contraintes annoncées dans le fait 5.1. Considérons
l’automate A = (X, Q, A, F') défini par : ’ensemble d’états Q est {qq,, Gbys Ga; > @b, } 3 la relation
de transition A est

A= {(qao’ {a(]}’ OQ)v (qbov {bO}’ OQ)v (qal7 {a(]}’ OQ)v (qal7 {bl}v OQ)}' (5.2)

Finalement, la condition d’acceptation F' est définie par :

F:UHd

deF”’

ol pour tout multiensemble d dans N Ql, I’ensemble Hq C N est défini par :

7. — 1y, | pour tout (¢, ,09") dans A, (3, h(c)) = d(q) et
4= pour tout ¢ dans 3,h(q.) =0

ot B C {aop, bo,ar, by } désigne I’ensemble d’étiquettes qui n’apparaissent dans aucune transi-
tion de I’automate A’. Formellement, (3 est I’ensemble des étiquettes c telles qu’ils n’existent
pas ¢ € Q' et o avec ¢ € aet (g, v, 09") transition dans A’

Il n’est pas difficile de voir que I’ensemble F' est semilinéaire (en utilisant que, par hypo-
these, F’ est un ensemble semilinéaire). En effet, étant donné une formule de 1’arithmétique de
Presburger définissant F”, on peut construire une formule de I’arithmétique de Presburger défi-
nissant F. Il n’est pas non plus difficile de voir que le langage reconnu par I’automate A est le
méme que le langage reconnu par I’automate A’.

Nous en déduisons que pour toute machine a deux compteurs M, il existe un automate
a contraintes numériques semilinéaires A = (X,Q, A, F) tel que I’ensemble d’états ) est
{qag> Qo+ 9y 9b, } €t la relation de transition A est celle définie dans (5.2) et tel que L(A) =
[¢a1]- Rappelons que, par définition, [ A¢] est I’ensemble d’arbres

{(nt2)-ao{H W z-bo[{l] Wy-ar[{} Wy-b:1{}] | (n+2,2,y,y) dans le langage de Mt}
Par définition de 1’automate A, on peut voir qu’alors ’ensemble de multiensemble F' est
{(a0 = 1 @y = %, gay = Y, @b, — ) | (n+ 2,2, y,y) dans le langage de M}

Maintenant, comme 1’automate A est semilinéaire, nous savons que 1’ensemble F' est semi-
linéaire. D’autre part, nous savons que les ensembles semilinéaires sont clos par projection.
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Considérons donc F7, I’ensemble de multiensembles sur {gq,, ¢, } Obtenu en projetant F' sur
les composantes correspondant a g, et gp, :

Fi = {(gag = 1 @y = @) | (¢dap — ™, @by — T, Gay — Y, @, — y) dans F'}.

Alors Fj est un ensembles de multiensembles semilinéaire. Nous savons également que les
ensembles semilinéaires sont clos par somme et soustraction des composantes. 3 Considérons
F5, ’ensemble de multiensembles sur {(gq,, q», ) } » obtenu de F; en soustrayant la composante
correspondant a g, de la composante correspondant a qq, :

Fy = {((qaov(ﬂ)o) —n —l‘) | (qao — N, qpy — 33‘) | dans Fl}

Donc I’ensemble F5 est semilinéaire et, par conséquent, I’ensemble

N = {Tl ’ ((qao7Qb0) - TL) dans FQ}

est un ensemble d’entiers naturels semilinéaire. Finalement, par le corollaire 5.5 et par défi-
nition de F5, nous pouvons facilement déduire N est exactement le langage de la machine a
deux compteurs M. Rappelons que M est une machine a deux compteurs arbitraire ; nous dé-
duisons donc que pour toute machine a deux compteurs M, le langage de M est un ensemble
d’entiers naturels semilinéaire, ce qui est évidemment faux. Cette contradiction vient de 1’hy-
pothese initiale que pour toute machine & deux compteurs M, I’ensemble d’arbres [P (] est
PMSO-définissable. Nous en concluons qu’il existe une formule ¢ de la logique LS5 telle que
I’ensemble d’arbres [¢] n’est pas PMSO-définissable.

g

Conclusion

Nous avons établi dans cette section deux résultats importants. Tout d’abord, nous avons
montré que la logique spatiale est indécidable méme en absence de quantification. La preuve se
fait en encodant le vide du langage d’une machine a deux compteurs, suivant des idées présen-
tées dans [Goubault-Larrecq and Verma, 2002], [ Verma, 2003] utilisés pour montrer 1’indécida-
bilité du vide des automates ACU alternats. Il est a remarquer ici que cet encodage n’utilise pas
toute la puissance de la logique : notamment, la conjonction est utilisée, mais pas la négation,
et la récursion se fait uniquement en « largeur », cad les variables de récursion n’apparaissent
jamais sous un opérateur d’emboitement. D’ailleurs, les arbres utilisés pour I’encodage des états
de la machine a deux compteurs sont des arbres plats, de hauteur un. Ensuite nous avons utilisé
le résultat d’indécidabilité pour montrer que la logique LS5 est strictement plus expressive que
la logique PMSO qui, elle, a un probléme de satisfiabilité décidable.

Dans le cas général, la soustraction de composantes peut générer des nombres négatifs. Sans rentrer dans les
détails, un ensemble semilinéaire de vecteurs peut étre défini sur les vecteurs de nombres rationnels. La restriction
d’un tel ensemble aux vecteurs d’entiers naturels est alors un ensemble semilinéaire. De ce fait, la soustraction ne
nous fait pas vraiment sortir du cadre des ensembles semilinéaires. Notons pour finir que dans notre cas de figure,
la soustraction faite n — x satisfait toujours que n > x, et donc les ensembles générés sont bien des ensembles
semilinéaires sur les entiers naturels tels que nous les considérons partout dans cet ouvrage.
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Chapitre 6

Automates d’arbres pour la logique
sans quantification

Dans ce chapitre nous montrons que pour toute formule de la logique LS5 on peut construire
un automate a contraintes numériques équivalent a cette formule, c’est a dire un automate
dont le langage est équivalent a I’interprétation de cette formule. Pour définir un tel auto-
mate, nous allons utiliser les systemes d’équations simplifiés. En effet, comme nous I’avons vu
dans le chapitre précédent, toute formule logique peut étre représentée par un systeme d’équa-
tions simplifi€. Nous commencons par présenter brievement dans la section 6.1 comment dans
[Dal Zilio et al., 2004] des automates d’arbres semblables aux ACN ont été définis pour une
logique qui s’avere étre un fragment de la logique spatiale. Ensuite, dans la section 6.2 nous
définissons I’automate Ags associé au systéme d’équations simplifié S. Dans le section 6.3 nous
montrons que cette définition est correcte, cad que 1’automate As défini dans la section 6.2 est
effectivement équivalent a la formule ¢ telle que S est un systeme d’équations simplifi€ pour
¢. Dans la derni¢re section 6.4 nous présentons un algorithme pour le test d’appartenance d’un
arbre au langage d’un automate lorsque celui-ci est I’automate équivalent a une formule de la
logique LS)5.

6.1 Lalogique et les automates a faisceaux

Une premiere définition d’automates d’arbres pour une logique a opérateur de composition
a été faite dans la suite de travaux [Lugiez and Dal Zilio, 2002], [Dal Zilio and Lugiez, 2003],
[Dal Zilio et al., 2004] par Dal Zilio, Lugiez et Meyssonnier. L’article [Dal Zilio et al., 2004] a
fortement inspiré la mise en correspondance entre la logique spatiale et les automates d’arbres
a contraintes numériques que nous faisons ici. Dans ce qui suit, nous présentons bri¢vement
I’approche et les résultats de ce travail.

L’idée initiale est qu'un arbre (un multiensemble) est un produit de la forme
(vecteur de cardinalités) - (vecteur d’éléments d’arbre).

Par exemple, I’arbre plat ayant quatre arétes étiquetées par a et deux arétes étiquetées par b est
représenté par le produit (4,2) - (a[{}], b[{}]). Ce type de produit est étendu aux ensembles
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d’arbres par
(ensemble de vecteurs de cardinalités) - (vecteur d’ensembles d’éléments d’arbres)

Par exemple, I’ensemble d’arbres plats ayant deux fois plus d’arétes étiquetées par a que d’éti-
quettes étiquetées par b est représenté par le produit {(2n,n) | n € N} - ({a[{}]}, {0[{}]})-
L’ensemble d’arbres ayant deux fois plus d’arétes étiquetées par a que d’arétes étiquetées par
b sous la racine est représenté par le produit {(2n,n) | n € N} - ({a}[Ax], {0}[Ax]). (Rap-
pelons que [T est I’ensemble d’arbres {a[t] | a € a,t € T}.) On voit immédiatement le
lien avec les automates a contraintes numériques : dans un automate a contraintes numériques
qui reconnaitrait ce méme ensemble d’arbres. Dans ce cas, les ensembles d’éléments d’arbres
{a}[Ax] et {b}[Ax]| seraient les langages des états de ’automate, et I’ensemble de vecteurs
{(2n,n) | n € N} correspondrait 2 la condition d’acceptation.!

Dans [Dal Zilio et al., 2004], les auteurs s’intéressent a un fragment de la logique des am-
bients, appelé TL (pour free logic), et introduisent une classe d’automates qui capture cette
logique. Une formule de la logique TL, que nous notons ¢, est définie par la syntaxe suivante :

Yu= 0 arbre vide
afty)]  imbrication ou emboitement
Y|y composition
1 > 1) adjonction

% itération
T vérité
-1 négation

¥V disjonction

Les formules de TL sont interprétées sur les arbres non ordonnés d’arité non bornée, I’interpré-
tation de la formule v est notée [¢/] et est un ensemble d’arbres défini par :

[O] = {{b
[alo]] = {a}{[¥]]

[v1¥']T = W]

[ve¢] = {t|vt'e].t|t) €[]}
[e+] = Unenn- [¥]

[T] = Arbresy

[—] = Arbresy \ [¢]

[vvel = [yl

Pour passer de la logique TL a une représentation sous la forme de produit (un couple)
( vecteur de cardinalités ) - ( vecteur d’éléments d’arbre ), et de celle-ci a un automate, les
auteurs proposent dans [Dal Zilio et al., 2004] un formalisme intermédiaire, qui est la logique a
faisceaux, que nous notons ShL (pour sheaves logic). Une formule de cette logique sera notée

"Le lien existant entre un ensemble de vecteurs et un ensemble de multiensembles est facile 2 voir.
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W et est définie par la syntaxe suivante :

a = expression d’étiquette
{ai,...,ar} ensemble fini d’étiquettes
a I’ensemble complémentaire a «
E == a|Y] emboitement
U o= formule ShL.
T vrai
Jz.p(z).E composition a faisceaux

Ici z est un vecteur de variables enti¢res positives, p est une formule de 1’arithmétique de Pres-
burger dont les variables libres sont toutes dans z et E est un vecteur de formules d’emboite-
ment. Sans donner la sémantique exacte de ShL, expliquons juste 1’interprétation des formules
d’emboitement et des formules ShL ; comme pour les logiques TL et la logique spatiale, 1’in-
terprétation de la formule ShL ¥ est un ensemble d’arbres noté [¥]. Tout d’abord, une formule
d’emboitement E = «[V] est interprétée comme 1’ensemble d’arbres

[a[¥]] ={a[t] | a € a,t € [¥]}.

Alors Iinterprétation de la formule ShL ¥ = 3zq, ..., zk.p(21,. .., 2k).(E1, ..., Ey) est ’en-
semble d’arbres

{(n1,...,nk) | (21 = n1,..., 2K — ng) satisfait la formule p} - ([E1],. .., [Ex])-

défini comme le produit de I’ensemble des vecteurs modeles de la formule de 1’arithmétique de
Presburger p et le vecteur des ensembles d’éléments d’arbres modeles de Fr, . . ., E.

Dans [Dal Zilio et al., 2004] il est établi qu’a toute formule TL correspond une formule ShL
équivalente (définissant le méme ensemble d’arbres).

Le dernier résultat présenté dans [Dal Zilio et al., 2004] qui nous intéresse ici est la défini-
tion d’une classe d’automates, les automates a faisceaux, qui capture la logique ShL, et donc
aussi la logique TL. Sans rentrer dans les détails, ces automates sont treés proches des automates
de Presburger. La seule différence est 1’existence de deux types d’états dans les automates a
faisceaux : des états pour étiqueter les nceuds de 1’arbre et des états pour étiqueter les arétes de
I’arbre. Dans une exécution ascendante d’un automate a faisceaux, 1’état a associer a un nceud de
I’arbre est déterminé a partir des états associés aux arrétes successeurs de celui-ci et le nombre
d’occurrences de chacun de ces états. La contrainte sur le nombre d’occurrences est exprimée a
I’aide d’une formule de Presburger. L’état a associer a une aréte est déterminé a partir de 1’éti-
quette de cette aréte et de I’état associé ou nceud successeur de celle-ci. Il n’est pas difficile a
voir que ces automates sont équivalents aux automates de Presburger.

Dans ce chapitre et le chapitre suivant, nous complétons cette correspondance entre auto-
mates et logique a composition, en définissant une classe d’automates qui capture la logique
LS|5. Nous parlons de « complétion » pour deux raisons. D’abord, la logique TL s’avere étre un
fragment de LS|5. M€me si ceci n’est pas immédiat pour I’instant (a cause de 'opérateur d’ad-
Jonction qui est absent dans LS3), nous montrons dans le chapitre 7 que PMSO, équivalente
aux automates de Presburger, est « incluse » dans LS5, et nous venons de voir que TL peut étre
encodée dans des automates équivalents aux automates de Presburger. Ceci signifie, entre autres,
que I"opérateur d’adjonction n’ajouterait pas d’expressivité a LS 5. Par ailleurs, ce n’est pas un
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opérateur monotone, et son utilisation avec 1’opérateur de point fixe ne pourrait se faire sans
restrictions. La deuxieéme raison pour laquelle nous parlons de complétion est que nous allons
établir une équivalence entre des fragments (syntaxiques) de LS5 et des classes d’automates a
contraintes numériques. Dans le cas de TL, la logique TL est strictement moins expressive que
les automates 2 faisceaux. > Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que TL ne propose pas
de mécanisme de récursion en profondeur, qui vient naturellement avec les automates de par la
possibilité de « boucler » sur un état.

6.2 Automate pour un systeme d’équations

Nous présentons ici comment a partir d’un systéme d’équations simplifié S I’on peut définir
un automate a contraintes numériques Ags tel que L(As) = Sol7(S,dern(S)) (rappelons que
Sol7(S,dern(S)) est la solution de S pour sa derniére variable). Comme toute formule logique
close ¢ peut étre effectivement représentée par un systeme d’équations simplifié (voir le cha-
pitre 4), nous pourrons en déduire une construction d’un automate a contraintes numériques A
a partir de la formule ¢ tel que le langage de A est [¢].

Soit donc S un systeme d’équations simplifié que nous considérons fixe jusque la fin de
la section ; nous allons définir I’automate As = (X, Qs, As, Fs). Dans la section 6.2.1 nous
montrons comment 1’ensemble d’états (Qs est construit a partir de S. Dans la section 6.2.2 nous
introduisons une nouvelle interprétation du systeme d’équations S, dont nous déduirons dans la
section 6.2.3 la relation de transition de I’automate Ag.

6.2.1 Etats de ’automate
Nous définissons ici I’ensemble ) s des états de ’automate Ag.

Définition 6.1 (Variables élémentaires) Soit S’ un systéme d’équations simplifié. Une variable
¢ de Vars(S') est dite variable élémentaire si la partie droite de 1’équation pour & dans S’ est
de la forme «[¢’]. La sous séquence de Vars(S’) constituée des variables élémentaires est notée
EVars(S’), et ’ensemble sous-jacent est noté {EVars(S’)}.

Pour toute variable élémentaire £ dans S, soient les formules Pos(&), Neg(&) et Compl(§)
définies comme suit :

Pos(é) =al¢]  Neg(¢) =a[-€]  Compl() =a[T]

ol & £ af¢’] est I’équation pour la variable & dans S. Qs, I’ensemble d’états de I’automate
Ags est alors défini comme le produit cartésien des ensembles {Pos (), Neg (&), Compl(&) } pour
toute variable élémentaire & :

Qs= ]  {Pos(¢), Neg(¢), Compl(&)}.

& dans EVars(S)

’Dans [Dal Zilio et al., 2004], les auteurs définissent également une extension de la logique a faisceaux par un
mécanisme de récursion qui permet d’atteindre la méme expressivité que les automates a faisceaux.
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Par conséquent, tout état ¢ dans Qs est un n-uplet de la forme (y1, ..., y,), ol pour tout i dans
1..n, y; est un parmi Pos(§;), Neg(&;) et Compl(&;) et &1, ..., &, sont les variables élémentaires
de S.Pour tout état g dans (s et toute variable £ dans EVars(S), nous notons par ¢(&) I’élément
de g correspondant a la variable £, cad ¢(&) est un parmi Pos(¢), Neg(§), et Compl(§).

Notons que si le systeme d’équations S n’a pas de variables élémentaires, alors () s contient
un unique état, le O-uplet.

6.2.2 Systemes d’équations numériques

Pour définir I’ensemble des transitions de I’automate As, nous allons transformer le syst¢me
d’équations S en un systeéme d’équations appelé systéme d’équations numériques, et noté S™™,
le systeme S™™ sera appelé systeéme d’équations numériques. Ce systeme d’équation numérique
est interprété sur le treillis de I’ensemble des multiensembles, et a partir de ses solutions nous
allons définir les transitions de 1’automate Ag.

Soit p la signature (infinie) {0,0, T, L,V, A, |, || } U {Cp} pepnas - Comme d’habitude,

0,0, T, L sont des symboles d’arité zéro et V, A, |, | des symboles binaires utilisés en no-
tation infixe. Les symboles {Cp} ¢ o(n@s) sont des symboles darité zéro. Considérons la 1i-

interprétation R des symboles de p dans le treillis (p(N9S), Vv, A) présentée sur la figure 1. 11
est facile de voir que R est effectivement une p-interprétation.

C} = D

or = {09s}

0" = Ay~ {09s}
TR = N@s

1R = O

DFD = D+D
DIF D = D+D

DVRD = DuUD
DARD = DnD

FIG. 1 — Définition de la p-Interprétation R. Ici D, D’ sont des sous ensembles de N@s

Comme pour la signature 7, la signature p est étendue avec deux nouveaux symboles bi-
naires, | et |[, pour obtenir la signature p' : {0,0, T, LV, A, [, ||, [, [ } U{Cp}penes -
L’interprétation R est étendue a p’ par :

D[RD' = (D~ {09 }) + (D'~ {0%})
DJ[RD' = (DU{09s}) # (D' U{09s}).
L’opérateur + est le dual de la somme de multiensembles et a été défini dans le chapitre 1.

Pour améliorer la lisibilité, dans la suite nous allons confondre le symbole constant Cp et
son interprétation, I’ensemble de multiensembles D.

Remarquons maintenant que les notion de systeme d’équations simplifié et systeme d’équa-
tions normalisé peuvent étre étendues aux systemes sur fonct(p, X;) et fonct(p', X;). Plus pré-
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cisément, un systeme sur fonct(p, X;) sera dit simplifié si les parties droites d’équations sont de
la forme

o 0 T L Cp gl ge eve  ent

et un systeme sur fonct(p', X;) sera dit semi-simplifié si les parties droites d’équations sont soit
des termes booléens, soit de la forme

o o T L Cp gl gl ¢Jg ¢gli¢.

Un systéme d’équations normalisé sur fonct(p', X;) est comme précédemment un systéme semi-
simplifié, sans cycles de dépendance booléenne et & composition gardée. De plus, si S’ est
un systéme d’équations semi-simplifié sur fonct(p, X;), la procédure de normalisation décrite
dans la section 4.3.2 peut €tre appliquée telle quelle pour obtenir un systeme d’équations sur
fonct(p', X;) normalisé et équivalent 2 S.

Soit maintenant le systeme d’équations numérique S™™ construit & partir de S de la maniére
suivante : Vars(S™™) = Vars(S) et pour tout ¢ dans Vars(S), I’équation pour £ dans S™™ est

= Corie)  si& € {EVars(S)}
EEf si & & {EVars(S)} et ¢ £ f est I’équation pour ¢ dans S

ol pour toute variable & dans EVars(S), prj(&) est I’ensemble de multiensembles dans N@s
défini par (rappelons que 1, est le multiensemble unitaire contenant une seule occurrence de q) :

pri(§) = U {1}
9€Qsq(§)=Pos()

Soit également le systeme d’équations normalisé S” sur fonct(7’, X;) équivalent a S’ et obtenu
par la méthode de normalisation décrite dans la section 4.3.2. Comme cette méthode n’affecte
pas les variables élémentaires, il est facile de voir que S"™" est exactement le systéme d’équa-
tions sur fonct(p’, X;) obtenu en normalisant S"™"" par cette méme méthode de normalisation.

6.2.3 Transitions de I’automate

Nous pouvons maintenant définir I’ensemble des transitions de 1’automate As.

Pour tout £ variable élémentaire de S, soient etq(§) 1’étiquette et var(§) la variable dans
Vars(S) tels que I’équation pour & dans S est & = etq(¢)[var(€)]. Par exemple, si I’équation
pour ¢ dans S est &€ = a[¢’], alors etq(€) = et var(€) = £

Pour tout état ¢ dans Qs, soient «, I’ensemble d’étiquettes et D, 1’ensemble de multien-
sembles dans N9 définis par :

ag=%N ﬂ etq(&) N ﬂ etq(&) (6.1)
€ | q(§)=Pos(¢) ou q(§)=Neg(¢) £ | q(§)=Compl(£)

D, =N9n ﬂ Solr (8™, var(§))N ﬂ NS\ Solr (S™™, var(€)) (6.2)
€ | q(§)=Pos (&) €] q(§)=Neg(&)
Maintenant, A g, la relation de transition de I’automate Ags, est donnée par :
As ={(g;q,Dq) | q € Qs}
et F's, la condition d’acceptation de Ag, est I’ensemble Solg (S™™, dern(S™™)).
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6.24 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple de la construction d’un automate a contraintes
numériques a partir d’un systeéme d’équations simplifié.

Soit ¢ la formule p&.{a}[¢] | {b}[&] | € V 0. Cette formule est satisfaite par I’ensemble des
arbres ayant autant d’arétes successeurs étiquetées par a que d’arétes successeurs étiquetées par
b pour chaque nceud de I’arbre.

Dans la suite, nous écrirons a[¢] et b[¢] a la place de {a}[¢] et {b}[¢] et @ et b pour désigner

les ensembles d’étiquettes {a} et {b}.

Soit S le systeme d’équations simplifié correspondant a la formule ¢, S est alors le systeme
suivant :

G £0

& £ alg]
& £ bl¢]
& £ &l&
& £ &l¢
¢ E&va

Nous allons construire I’automate As = (X, Qs, As, Fs).

Les variables élémentaires du systeme S sont &> et 3. Nous savons que ()s, I’ensemble des
états de ’automate Ag est

Qs = {Pos(&2), Neg(&2), Compl(&2)} x {Pos(&3), Neg(és), Compl(&3)}
ol Pos(&;), Neg(&;) et Compl(&;), pour i = 2, 3, sont les formules

Pos(&2) = a[¢] Neg(&2) = a[—¢] Compl(&2) = a[T]
Pos(&3) = b[¢] Neg(&3) = b[—¢] Compl(&3) = b[T]

Donc, ()5 est un ensemble de neuf éléments. Pour la suite, nous adoptons une écriture plus breve
pour ces neuf éléments

Qs = {gpp, qpn, gpc, gnp, gnn, gnc, gcp, gen, gec

ou par exemple gpp = (Pos(&2), Pos(€3)), ce qui par définition est égal a (a[£], b[¢]), gpn =
(Pos(&2), Neg(&3)), ce qui est égal a (a€], b[—¢]), gpc = (Pos(&2), Compl(&3)), ce qui est égal
a (al€],b][T)), etc.

Pour construire I’ensemble des transitions de I’automate As, nous devons d’abord construire
le systeme d’équations numérique correspondant a S, noté S™™. Par définition, S™™ est :

G £0

&2 %Cprj(&)
£ = Cprj(ﬁ:;)
& £ &g
& £ o&l¢
¢ E&vy
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ot prj(&2) = Lgpp U 1gpn U Lgpe et pri(€a) = Lgpp U 1gnp U Lycp-

Comme nous 1’avons vu, il y a une transition par état de 1I’automate. Pour chaque état gxy,
soit (gxy, axy, Dyy) cette transition, ol oy est un ensemble d’étiquettes et D,y est un ensemble
de multiensembles dans N?. Nous savons que les ensembles iy sont définis et effectivement
calculables (en tant qu’ensembles d’étiquettes finis ou cofinis) a partir du systeme d’équations

S, etque les D,y sont définis de fagon symbolique a partir de la solution du systéme d’équations
Snum X

Regardons la définition de ayy et D,y juste pour les états gxy = gpp, gnc, gcc. Par définition,

Qg = 2N N etq(&') N N etq(¢)

& | qxy(€')=Pos(&’) ou gxy(£")=Neg(¢’) & | gxy(§')=Compl(¢’)
ol rappelons le, etq(¢’) est ’ensemble de variables apparaissant en partie droite de I’équation

dans S pour la variable ¢'. Dans la formule ci-dessus, & est une variable élémentaire, et donc
dans notre cas peut prendre la valeur £ ou &3.

Maintenant, pour I’état gpp, gpp(§2) = Pos(&2) et gpp(£§3) = Pos(&3) et donc app =
etq(&2) Netq(€s), ce qui est égal a {a} N {b} et donc a ’ensemble vide.

Pour I’état gnc, nous avons gnc(§2) = Neg(&2) et gnc(§3) = Compl(&3), et donc ape =
etq(&2) Netq(€s), ce qui est égal a {a} N b, et donc a {a}.

Finalement, pour I’état gcc, nous obtenons que . = etq(&2) N etq(€s3), ce qui est égal a
{a,b}.

Pour I’ensembles d’étiquettes D,y , nous savons que par définition

D,y = N%n N Solr (S™™, var(¢')) N N NS < Solg (S™™ var(£'))
¢ | a(¢")=Pos(¢") ¢ | a(¢')=Neg(¢')

Encore une fois, £’ peut prendre comme valeur &; ou &3. Rappelons que var(¢’) est la variable
apparaissant en partie droite de I’équation pour &’. Dans notre cas, var(&2) et var(€3) sont toutes
les deux égales a la variable £. Notons donc par D la solution de S™™ pour la variable & :
D = Solg (S™™,¢).

Maintenant, d’apres cette définition, nous obtenons que Dy, = D. Pour Dy, nous avons
Dy = N95 < D. Finalement, D = N¥s

Pour finir avec la définition de 1’automate As, notons que Fs, la condition d’acceptation de
cet automate est I’ensemble D.

Ce qui est intéressant a voir, c’est comment la définition syntaxique des états de I’automate
Ag est reliée avec le langage de 1’automate pour chacun de ces états. Pour voir cette correspon-
dance, nous listons ci-dessous toutes les transitions de I’automate Ag, en utilisant cette fois-ci
non pas la notation courte des états de la forme gxy, mais leur définition sous la forme de couples
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de formules.

((alg],bl€]),  {a}n{b}, DND )
((ale),b[=€)),  {a}n{p}, DND )
((al],B[T]),  {a}nbd, D )
((a[-€,b[€),  {a}n{p}, DND )
((a[=¢),b[=¢)), {a}n{b}, DND ),
((a[~¢], ] )
( (@l )
( (@l )
( (@l )

’
I
I

)

]

), {a}nb,
D, an{b},
[-¢]),  an{b},
[T]), @anb, N@s

)

)

S T O

I

}

Ce sont ces correspondances qui sont a I’origine de la définition des états de I’automate sous la
forme de couples de formules. Pour étre plus précis, chaque état de I’automate Ags est un tuple
de formules logiques faisant intervenir des variables libres ; la taille de ces tuples est égale au
nombre de variables élémentaires dans le systéme S. La définition de I’automate Ag garantit
que pour chaque état ¢ de I’automate, le langage associé a cet état est égal a I’intersection des
interprétations des formules qui le forment, sous la valuation qui a toute variable libre £ associe
la solution de S pour cette variable. Retournant a notre exemple, nous avons par exemple pour

Iétat gpp = (a[¢], b[¢]) :
Las((al€],0[€])) = [alé]]s N [bE]]s

ol 0 est la valuation qui a £ associe Sol7 (S, €). Pour cet état particulier, £ 44 (gpp) = 9.

Pour terminer avec cet exemple, nous allons donner une définition effective de I’automate
As ; il nous manque uniquement une représentation effective de I’ensemble D. On peut montrer
que ’ensemble D est égal a

gpp — Npp, gpn = Npn, (GpC = Npc,
D= gnp = npp,  gnn — 0, gnc — 0, Npp + Mpn + Npc = Npp + Ninp + Np
qep — Nep,  gen — 0, gcc— 0

Comme nous I’avons déja noté, c’est également la condition d’acceptation de 1’automate. On
voit que ’automate Ag ainsi construit correspond peu a ’intuition qu’on peut se faire d’un
automate reconnaissant ’ensemble d’arbres [¢]. Par ailleurs, un automate reconnaissant cet
ensemble d’arbres a été présenté dans I’exemple 2.1. Cependant, si nous enlevons dans Ags les
états dont le langage est vide, on peut voir que I’automate Ag est proche de I’intuition. En
effet, £ 45 (gxy) est vide pour gxy € {gpp, gpn, gnp, gnn}, ce qui signifie que ces états ne seront
jamais utilisés dans une exécution de I’automate. Donc, I’ensemble D peut étre remplacé (dans
les transitions de I’automate Ag) par I’ensemble D’ :

qpp — 0, gpn— 0,  gpc— npc,
’
D'=Dn gnp — 0, gnn — 0, gNC — Nine, | Npe; Mney Thens Teps Meny Thee € N
qcp = Mcp, GCN = TNep,  GCC = Tiec
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C’est a dire, ’ensemble D’ est égal a

qpp — 0, gpn— 0, gpc— np,
D' = qgnp — 0, gnn — 0, gnc— 0, Npc = Nep
qecp — nep, qen— 0, gcc— 0

Remarque sur les systémes sans variables élémentaires

Comme la définition de 1’automate Ag utilise I’ensemble de variables élémentaires du sys-
teme S, nous discutons ici de la définition de cet automate lorsque S est un systéme d’équations
sans variables élémentaires. D’abord, I’ensemble (Qs des états de 1’automate est défini comme
le produit cartésien de n ensembles, oll n est le nombre de variables élémentaires du systeme
S. Lorsque n est égal a zéro, Qs est le produit cartésien de zéro ensembles, et contient donc
un unique élément. Nous en déduisons que si S est un systéme d’équations sans variables
élémentaires, alors 1’automate Ag a un unique état.

Par définition, I’automate As a autant de transitions que d’états, soit (g, a, D) son unique
transition. Il n’est pas difficile de voir par leur définitions que o = X et D = N@s,

Regardons maintenant quel est le type de langages qui peuvent étre reconnus par cet auto-
mate. C’est un automate déterministe et complet, donc pour tout arbre ¢, il existe une exécution
de Ags sur cet arbre. Nécessairement, toute aréte de ¢ est étiquetée par ¢ dans cette exécution. En
ce qui concerne la condition d’acceptation de I’automate, c’est un sous ensemble de N, soit F'.
L’arbre ¢ est alors accepté par As si le nombre de successeurs de la racine dans ¢ appartient a F'.
Donc, dans ce cas, le langage de Ags est défini uniquement par le nombre d’arétes successeurs
de la racine.

Pour finir, faisons le lien avec la formule ¢ qui aurait servi a construire le systeme S. ¢ est
une formule qui n’utilise pas I’opérateur d’emboitement, et on peut voir que I’ensemble d’arbres
[¢] peut effectivement étre défini par le nombre d’arétes successeurs de la racine. Voici quelques
exemples de telles formules :

— plus de trois successeurs de la racine

ol
ol
S

— au plus trois successeurs de la racine
—(0]0[0]0);
— un nombre pair de successeurs de la racine
#£.((0]0) A =(0]0[0))[£ v 0;

— toute formule n’utilisant que les opérateurs booléens a pour interprétation 1’ensemble de
tous les arbres ou I’ensemble vide.

6.2.5 Remarques sur la taille de ’automate et le calcul d’une exécution

Nous ne pouvons pas vraiment parler de complexité de la construction pour I’automate Ag,
puisqu’il est défini uniquement de fagon syntaxique ; les ensembles D, tels que (g, oy, Dy) est
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une transition de I’automate n’ont pas d’autre représentation qu’une expression faisant intervenir
des opérations ensemblistes sur les composantes de la solution du systeéme d’équations S™™.
Nous pouvons tout de méme donner une borne inférieure de la taille de 1’automate Ags : le
nombre d’états de Ag est égal a 3%, ol k est le nombre de variables élémentaires dans S, et donc
k est limité par le nombre d’équations dans le systeme S et par la taille de 1a formule ¢ telle que
S est un systeme d’équations simplifié équivalent a ¢.

En ce qui concerne le calcul d’une exécution, rappelons qu’il suffit de

(i) pouvoir énumérer en un temps fini les triplets (¢, o, D) appartenant a A,

(ii) pour toute étiquette a et tout ensemble d’étiquettes o apparaissant dans une transition de
I’automate, pouvoir décider si a appartient a « et

(iii) pour tout multiensemble d dans N9$ et pour tout ensemble D C N¥s apparaissant dans
une transition de 1’automate, pouvoir décider si d appartient a D.

La premiere condition est satisfaite par construction, puisque I’automate a un nombre fini de
transitions. Pour la deuxieéme condition, les ensembles d’étiquettes apparaissant dans les tran-
sitions de ’automate sont exactement les ensembles o, définis ci-dessus. Rappelons que les
oy sont définis par des opérations ensemblistes sur des ensembles apparaissant dans le systeme
d’équations S, et donc sont des ensembles finis ou co-finis d’étiquettes. Le test d’appartenance
pour un ensemble fini ou co-fini est décidable pour sa représentation canonique. Finalement,
pour la troisieme condition, étant donné la définition des ensembles D, qui sont exactement les
ensembles apparaissant dans une transition de 1’automate Ags, et par (6.2), pour tester 1’ap-
partenance de d a D, (pour un certain g), il suffit de pouvoir tester 1’appartenance de d a
Solr (S™™, &) pour chaque variable £ dans Vars(S™™). Nous en déduisons le lemme suivant :

Lemme 6.2 Si pour toute variable ¢ dans var(S™™) et pour tout multiensemble d dans NS on
peut décider si d appartient a Solr (S™", &), alors I’automate As est a exécution calculable.

6.3 Preuve de correction de I’automate

Nous montrons ici que la construction de I’automate As est correcte, cad L(As) est égal a
Sol7(S,dern(S)), ceci pour tout systetme d’équations simplifié S. La preuve utilise la notion
de base que nous présentons d’abord dans la section 6.3.1. Dans la section 6.3.2 nous énon-
cons quelques propriétés des bases, et finalement la preuve de correction est présentée dans la
section 6.3.3.

6.3.1 Bases — définitions et exemples

Nous voulons pouvoir représenter un ensemble d’arbres 1" sous la forme d’un couple (un
produit) D, ©, ol © est un support et peut étre apparenté a un vecteur d’ensembles d’éléments
d’arbres et D est la décomposition de 7" sur © est peut étre apparenté a un ensemble de vecteurs.
Comme nous I’avons vu, cette représentation des ensembles d’arbres sous la forme d’un produit
est utilisée dans la logique a faisceaux, mais aussi dans les automates a contraintes numériques.
Dans la formule de la logique a faisceaux Jz.p(z).E, E est le support et z est la décomposi-
tion. Pour I’automate a contraintes numériques A = (X,{q1,...,qn}, A, F), le langage de A
est défini comme le « produit » de la condition d’acceptation (le décomposition) ' et le support
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La(q1),---,La(gn). Comme ¢a a été noté dans [Dal Zilio et al., 2004], certains supports ont de
meilleures propriétés que d’autres, par exemple les supports qui forment une partition de I’en-
semble des éléments d’arbres. De tels supports sont appelés des bases. Donc, du point de vue de
son utilisation, une base est une partition finie de 1’ensemble des éléments d’arbres EArbresy..?

Etant donné un systéme d’équations simplifié S, nous allons définir une méthode pour
construire une base O s et une décomposition D telle que I’ensemble d’arbres Sol7 (S, dern(S))
s’écrit comme le couple D, ©s. Nous allons montrer ensuite que la partition de 1’ensemble des
éléments d’arbres EArbresy, définie par O s est la méme que la partition définie par I’ensemble
des états de ’automate Ag défini dans la section précédente. De cela nous déduirons la correc-
tion de la construction de I’automate As.

Nous commengons par introduire la notion de base et définir quelques propriétés des bases.

Rappelons une notation qui a été introduite au début de la thése : si P et () sont des en-
sembles quelconques, P? I’ensemble des applications de () dans P. Si P est ’ensemble des
entiers naturels, ces applications sont appelées des multiensembles.

Chacune des définitions qui suivent est illustrée dans I’exemple 6.1 de la page 122.
Définition 6.3 (Base) Soit () un ensemble fini et non vide. Une base sur () est une application

© de Q dans p(EArbresy) telle que
— pour tous états ¢, ¢’ dans @) différents , 1’ensemble ©(q) N O(¢’) est vide ;

— Uyeq ©(q) = EArbress..

Pour des exemples de bases, voir les points (i), (ii) et (iii) de I’exemple 6.1.

Définition 6.4 (Produit de bases) Soient ()1, ..., (), des ensembles finis non vides et soient
O1,...,0, desbases sur Q1, ..., Q, respectivement. Le produit de ces n bases, noté [ [, ,, ©;

est I"application dans p(EArbresy;)@* @ définie par

H ©; : Q1 X+ xQ, — p(EArbresy)

i€l.n
[He: @ .~ [) Gila)
i€l.n i€l.n

Le produit de bases est également une base.

Lemme 6.5 Soient Q1,...,Q, des ensembles finis non vides, et soient O1, ..., 0, des bases
sur Q1, . .., Qy respectivement. Alors [ [, ,, ©; est une base sur Q1 x - -+ x Qp.

Preuve Soit © = [[,.; ,, ©;.Le fait que pour tous (g1, ..., qn), (¢}, ---,q) € Q1 XX Qp,
O((q1,---,qn)) N O, - -, q,)) = @ est immédiat de la définition. Pour montrer que

U ©((q1,--.,q9n)) = EArbresy;,
(q15-,qn)€EQ1 XX Qn

il suffit de montrer que pour tout élément d’arbre e, il existe un tuple (¢1,...,qy) tel que e €
©((q1,---,qn))- En effet, il suffit de prendre g; tel que e € O;(g;), pour tout i dans 1..n.

3Techniquement, la définition que nous donnons est 1égerement différente.
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Les points (iv) et (v) de I’exemple 6.1 illustrent des produits de bases.

Définition 6.6 (Décomposition) Soit () un ensemble fini non vide et soit © une base sur Q.

Pour tout arbre ¢t = {eq, ..., e}, la décomposition de t sur ©, notée demp(t, ©), est le
multiensemble dans N qui i tout ¢ dans @ associe le nombre d’éléments de {e1,...,exlt qui
appartiennent a O(q), cad

demp(t,0) : g — Z {ei} N O(q)|
i€l.n

ou | F'| désigne le cardinal de I’ensemble F'.

Pour tout ensemble d’arbres T', la décomposition de T sur O, notée dcmp(7', ©), et ’en-
semble de multiensembles dans N@

demp(T,0) = {demp(t,0) | t € T'}.

Inversement, tout multiensemble dans N peut étre interprété sur une base sur (9, obtenant
ainsi un ensemble d’arbres.

Définition 6.7 (Interprétation) Soit Q) = {q1,...,qr} un ensemble fini non vide et soit © une
base sur Q).

Pour tout multiensemble d dans N, I’interprétation de d sur ©, notée [d,©], est I’en-
semble d’arbres

[d,©] =d(q1)-©(q1)] --- |d(qx) - O(qr)

Pour tout ensemble de multiensembles D C N@, I’interprétation de D sur © notée [D, O],
est I’ensemble d’arbres

[D,e] = JId,0].

deD

Avant de voir le lien qui existe entre décomposition et interprétation, nous introduisons une
derniére notion, celle de base discriminante.

Définition 6.8 (Discrimination) Une base O est discriminante pour I’ensemble d’arbres T si

[demp(T,©),0] =T.

Autrement dit, la base © sur () est discriminante pour I’ensemble d’arbres 7" exprime le fait que
pour tout multiensemble d dans N¥, ou bien tous les arbres dont la décomposition sur © est d
appartiennent a 7', ou bien il n’y a pas de tel arbre appartenant a 7'

Les notions de décomposition, interprétation et discrimination sont illustrées dans les points
(vi), (vii) et (viii) de I’exemple 6.1.

Unicité de la décomposition Nous terminons par quelques remarques sur I’unicité de la décom-
position d’un ensemble d’arbres sur une base. Soit © une base, 7' un ensemble d’arbres pour
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lequel la base O est discriminante et soit D = demp(7,©). L’ensemble D est défini de ma-
niere unique. De part les propriétés des bases discriminantes, nous savons que [D,0] = T.
Mais I’ensemble D n’est pas I’unique ensemble ayant cette propriété. En effet, il se peut qu’il
existe un ensemble D’ différent de D tel que [D’,©] = T'. Ceci vient du fait que la base ©
peut contenir des éléments qui sont des ensembles vides. Considérons par exemple 1I’ensemble
Q = {q1,42,q3} et 'ensemble d’étiquettes fini ou co fini non vide «. Soit la base © sur @
suivante :
© =(q1 — af[As],q2 = @[As], g3 — D).

Pour tout multiensemble d sur @ tel que d(g3) est différent de 0, on aurait [d, ©] = &. En effet,
par définition,

[d,0] =d(q1) - O(q1)[d(g2) - O(a2)|d(as) - ©(gs)
et si d(gs) est différent de zéro,onad(q3) - @ = @.

Soit donc d un multiensemble tel que d(g3) # 0. Si la base © est discriminante pour
I’ensemble T, en utilisant le lemme 6.10 nous pouvons déduire que [demp(7, ©)U{d}, O] = T.

Notons qu’il est toujours le cas que si [D, O] = T, alors la décomposition de ’ensemble
d’arbres T sur la base © est incluse dans D : demp(7,0) C D.

Lorsque nous écrirons [D,©] = T, nous sous-entendons que la base © est discriminante

pour I’ensemble d’arbres 7.

Exemple 6.1 Soient a, b, ¢ des étiquettes dans X, et considérons les ensembles Q) = {q}, P =
{p1,p2}, R ={r1,72,73}, S = {51, 52, 83, 84, 85}
(i) L’unique base sur () est 1’application

©1 = (¢ — X[As]).
(ii) Pour tout ensemble d’étiquettes v et tout ensemble d’arbres 7', les applications OF et
@g’T ci-dessous sont des bases sur P et R respectivement.
05 = (11 — alAs],  p2— alAs])
OyT = (1 —a[T), o alds~T), 73— alAs))

Par exemple, pour I’étiquette a et I’ensemble d’arbres {{] },

0l = (p1 — {a}[As], p2— [a}[As))
ol — (o (N, 72— {a}As ~ ({1, 73— {a}[As)])
(iii) L’application ©, € N° ci-dessous est une base.
04 = (51—~ {a}[({}}), 52— {a}[As ~ {{}}].
s3— {b}As], si— {c}As], s5+ {a,b,c}[As))

(iv) Pour tout ensemble d’étiquettes «, le produit des bases ©; (voir le point (i)) et ©F (voir
le point (ii)) est 1’application ©5 € N¥*F suivante :

Os5 = ((¢,p1) — alAs], (¢,p2) — @lAs].

Remarquons que ©5 définit le méme partitionnement des éléments d’arbres que 5. De
facon générale, pour toute base O, les produits © x ©1 et ©1 x O définissent le méme
partitionnement de 1’ensemble des éléments d’arbres que ©.
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)

(Vi)

(vii)

(viii)

Soient «v et 3 des ensembles d’étiquettes et soit 1" un ensemble d’arbres. L’application
O = OF x @g’T dans N@* 1 egt

((p1,m1) — (@nP)T],  (p1,72) — (@NB)[As NT], (p1,r3) — (N F)[As],
(p2,r1) — @NB)T],  (p2,r2) — (@NB)As \T], (p2,73) — (@NF3)[As]

De fagon générale, si © et ©” sont des bases sur les ensembles @’ et Q" respectivement,
et si pour tout ¢’ € Q' et tout ¢ € Q" les ensembles O'(¢') et ©”(¢”) sont de la forme
o/[T1], alors c’est aussi le cas de la base produit ©" x ©”, cad pour tout (¢’,¢”) dans
Q' x Q",I’ensemble (0" x ©”)((¢',¢")) est de la forme o/[T7.

Soit ¢; I’arbre {a[{}], a[b[{}]], b[{}]}- Alors la décomposition de ¢ sur les bases @éa} et

@éa}’{{”}} est comme suit :

demp(t, @;a}) =(p1+—2, p2—1)
demp(t, Oy = (1) = 1, 1y o 1, 1y o 1)

Soit T I’ensemble des arbres dont les arétes successeurs de la racine sont étiquetées par
a, b ou c et toutes les arétes étiquetées par ¢ meénent vers un arbre non vide, cad exprimé
par une formule logique, 71 = [a[0]x|b[T]*|c[T]*].

Alors dcmp(T}, ©4) est ’ensemble de multiensembles dans N ci-dessous

demp(T1,04) = {(s1 — 0, 52 = ng, 53 — N3, 84 — N4, 55— 0) | na,n3, Ny € N}

Soit T, I’ensemble d’arbres pour lesquels au moins la moitié des arétes successeurs de la
racine sont étiquetées par a et au moins deux arétes successeurs de la racine étiquetées
par a meénent vers un arbre non vide. Exprimé par une formule logique, 75 est I’ensemble
d’arbres [¢] ou ¢ est la formule

((alT][{a}[TD* | a[T}x) A (a[0]]a[0]| T).

OIS ORI

Alors la décomposition de 75 sur les bases est comme suit :

demp (75, eéa}) (p1 — n1, p2 — n2) | N1 > ng,ng > 2}

={
demp(T3, @?{)a},{ﬂ]}}) = {(ry = ny ro = ng r3 = ngz) | ng +ng > nzetng > 2}

SRt

La base est discriminante pour I’ensemble d’arbres 75, mais pas la base @;a}.

Intuitivement, la base @;a} peut distinguer les arétes successeurs de la racine étiquetées
par a des arétes successeurs de la racine qui ne sont pas étiquetées par a, mais cette
base ne permet pas de distinguer si une aréte étiquetée par ¢ mene vers un arbre non
vide, ce qui est nécessaire pour définir la deuxieme condition sur 7T5. Voici un exemple
qui montre que @ga} n’est pas discriminante pour 75. Le multiensemble d = (p; —
2, po — 1) appartient a demp(7%, @ga}). Or, nous savons que d = demp(tq, @ga}) (voir
le point (vi)), mais ¢ n’appartient pas a 75.
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6.3.2 Propriétés des bases discriminantes

Nous annoncons ici quelques propriétés utiles des bases discriminantes, a savoir comment le
caractere discriminant d’une base est préservé par le produit de bases (le lemme 6.9) et la stabi-
lit¢ de la décomposition d’un ensemble d’arbres par les opérations booléennes (le lemme 6.10)
et I'unicité de la décomposition d’un ensemble sur une base.

Lemme 6.9 Soient Q1,...,Q, des ensembles finis non vides et soient O1,...,0, des bases
sur Q1, . .., Qy respectivement. Notons U = [[,cq ,, Qi et © = [];c; ,, ©i.Soit S un ensemble
d’arbres tel que la base ©; est discriminante pour S, pour un certain i dans 1..n. Alors la base
© est discriminante pour S. De plus, si S = [D, ©;], S = [H, O] avec

H=|J{h|¥eQ.| > hw|=dq,.

deD wel |u(i)=q

ou pour tout u dans U et tout i dans 1..n, u(i) désigne la composante de u provenant de
I’ensemble @Q);.

Avant de donner la preuve de ce lemme, regardons un exemple.

Exemple 6.2 Soient les ensemble P = {p1,p2} et @ = {q1,42,q3}, S ’ensemble d’arbres
{c[{}]} et ©p, O les bases sur P, () respectivement :

Op = (p1 — {a}[As], p2 — {a}[As])
00 = (1 — {a,b}[S], @2 — {a,b}[As ~ S, g5 — {a, b}[As)).

Alors ©p x O¢ est la base

Op x Og = ((p1,q1) — {a}[S]  (p1,q2) — {a}[As N S]  (p1.@3) — 2,
(p2,q1) — {b}[S],  (p2,q2) — {b}[As N 5] (p2,43) — W[AE]

Soit T' I’ensemble d’arbres [(q1 — 2, g2 — 1, g3 — 0),0¢], cad T contient exactement les
arbres ayant au total trois arétes successeurs de la racine, toutes étiquetées par a ou b, et deux
exactement de ces arétes menent vers le sous arbre c[{}]. L’ensemble de multiensembles D tel
que ' = [D,Op x Og] est alors :

D = {( (prh) = T1,1, (p1>Q2) — 1,2, (p1,Q3) — 1.3,
(2, q1) — @21, (P2,q2) — 22, (P2,q3) — T23)
| x11+ @21 =2, 212+ 222 =1, 213+ 223 =0}

Preuve du lemme 6.9 11 suffit de montrer que pour tout arbre ¢, demp(¢,0;) € D si et seule-
ment si demp(¢,0) € H. Soit un arbre ¢ et soient d = demp(¢,0;) et h = demp(t, ©). Par
définition de H, il suffit de montrer que pour tout ¢ € Qi, Y-, cpy | u(i)=q (1) = d(q). Soit
q € Q;. Par définition de la décomposition d’un arbre sur une base, il suffit de montrer que (%)
pour tout ¢ € Q;, et pour tout élément d’arbre e composant de ¢, e € 0;(q) si et seulement si
e € ©(u) pour un certain u tel que u(z) = ¢. Or, par définition du produit de bases, il est facile
de voir que 0i(q) = Uye | u(i)=q © (1), d’0l (%) suit immédiatement.
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Les propriétés énoncées dans le lemme qui suit sont faciles a vérifier.

Lemme 6.10 (i) Tout base O est discriminante pour les ensembles d’arbres As,, &, {{} } et
As ~ {{}}. De plus,

As = [N, 9]
o =[2,0]

{1 = [{0%}, ]
Az~ {1} = IN? ~ {09}, €]

(ii) Pour tous ensembles d’arbres T, T’ et toute base ©, si © est discriminante pour T et T’
etT =[D,O] etT" =[D', 0], alors :

As T =[N\ D, 0]
TUuT' =[DuUD', 0]
TNT =[DND', O]

T|T' =[D+D',0]
T|T =[D + D', 0]

6.3.3 Lien entre bases et automates et preuve de correction de la construction de
I’automate

Nous montrons ici comment, sous certaines conditions, une base © sur () peut étre vue
comme un automate a contraintes numériques déterministe dont I’ensemble des états est ().
Ensuite nous définissons une base ©s qui est discriminante pour les ensembles solutions du
systéme d’équations simplifié S. Cette base satisfait les condition requises et définit donc un
automate a contraintes numériques. Nous montrons que cet automate est exactement 1’automate
As défini dans les sections précédentes. Cette mise en correspondance entre 1’automate Ags et
la base © s nous permet de montrer la correction de la construction de I’automate Ag.

Lien entre bases et automates déterministes Soit () un ensemble fini et non vide et soit © une
base sur () satisfaisant

(C) pour tout g dans @, 1’ensemble O(q) peut s’écrire comme une union finie d’ensembles de la
forme [T’] ol v est un ensemble fini ou cofini d’étiquettes et 7" est un ensemble d’arbres
pour lequel la base © est discriminante.

Nous pouvons alors définir une famille d’automates Ag = {(X,Q, A, F) | F C N9} qui dif-
ferent uniquement par leur condition d’acceptation. La relation de transition de ces automates est
donnée plus loin. Notant A I’automate (3, @, A, F') dans cette famille, le langage accepté par
cet automate est [F, O]. Autrement dit, une base © satisfaisant la condition (C) a la propriété
que pour chaque ensemble d’arbres 1" tel que © est discriminante pour 7', il existe un auto-

mate a contraintes numériques reconnaissant 1" et la condition d’acceptation de cet automate est
demp(T, ©).
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La relation de transition A de la famille d’automates .4¢g est définie comme suit : pour tout g
dans @, soit I’entier naturel n,, les ensemble d’étiquettes af, . .., a%q et les ensembles d’arbres
Ty, ..., Ty, tels que ©(q) = Uje; p, o [T7]. Alors A est I’ensemble de transitions

U {(g,af,demp(T},0,)) | i € 1..ny}.
q€qQ

Avant de montrer comment cette correspondance entre bases et automates a contraintes nu-
mériques va nous servir pour la preuve de correction de la construction de I’automate As, nous
définissons une base ©g pour un systeéme d’équations simplifié S.

Définition 6.11 (Base pour un systeme d’équations) Soit S un systeme d’équations simplifié.
Pour toute variable £ dans EVars(S), ©¢ est la base sur I’ensemble {Pos(&), Neg (&), Compl(£)}
définie par :

O¢(Pos(§)) = a[Solr(S,¢)],
O¢(Neg(§)) = a[As ~ Solr(S,¢)],
O¢(Compl(§)) = alAs],

ol @ = etq(&) et &’ = var(€) (cad la partie droite de 1’équation pour & dans S est «[¢']).

O est la base sur I’ensemble (s définie par :

os= J] o«

£e{EVars(S)}

(Les formules Pos(&), Neg(&) et Compl(§) ainsi que 1’ensemble ()s ci-dessous ont été défi-
nis dans la section 6.2.1. L’ensemble d’étiquettes etq(€) et la variable var(§) sont définis a la
page 114.)

Il est facile de voir par cette définition que les @5 sont des bases, et donc, par le lemme 6.5,
Og est également une base.

Schéma de la preuve de correction La suite est consacrée a la preuve que le langage de I’au-
tomate Ag est égal a Sol7 (S, dern(S)). Nous commengons par montrer dans le lemme 6.13
que

(i) pour toute variable £ dans Vars(S), la base O s est discriminante pour I’ensemble Sol7 (S, §),

Ceci implique en particulier que pour toute variable £ dans Vars(S), il existe un sous ensemble
D de N9s tel que Solr (S, &) = [D, ©s]. Nous montrons dans le lemme 6.14 que cet ensemble
est Solr(S™™,¢), cad

(ii) pour toute variable £ dans Vars(S), nous avons Sol7 (S, ) = [Solgr(S™™, ), Os].
Finalement, nous montrons dans le lemme 6.15 que

(iii a) pour tout état ¢ dans Qs, Las(q) = Os(q) et

(iii b) pour tout sous ensemble D de N9, £, (D) = [D, O5].
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Maintenant, par définition nous savons que le langage de I’automate Ags est égal a L4, (F'), ol
F est ’ensemble Solr (S™™, dern(S)). Donc, par (iii b), le langage de 1’automate As est égal
a [Solr (S™™ dern(S)), Os] et par (i), c’est égal a Sol7 (S, dern(S)). Nous en déduisons que

Proposition 6.12 Le langage de I’automate Ag est égal a Solr(S,dern(S)).

Notons également que par (iii a) et par définition d’une base, 1’automate Ags est déterministe
et complet.

Dans le reste de la section nous énongons et montrons les lemmes 6.13 et 6.14 et 6.15. Nous
utilisons, sans le citer, la premicre partie du lemme 6.10 statuant que toute base est discriminante
pour les ensembles d’arbres Ay, &, {{}} et As ~ {{}}.

Lemme 6.13 Pour tout systéeme d’équations S simplifié et pour toute variable & dans Vars(S),
la base Og est discriminante pour I’ensemble Solr(S,§).

Preuve  Pour cette preuve nous allons utiliser le fait que le systeme simplifié S peut étre
transformé en un systéme normalisé équivalent a S sur I’ensemble de variables Vars(S). Soit
S’ le systtme d’équations normalisé construit a partir de S, cad les parties droite d’équa-
tions dans S’ sont ou bien des constantes 0, 0, T, L, ou bien de la forme al€], ou bien des
termes & composition gardée de la forme & [ &', € |[ €, ou bien des termes booléens. De plus,
{Vars(8)} C {Vars(S’)} et les solutions de S et S’ coincident pour les variables dans Vars(S).
A partir de la procédure de normalisation (voir la section 4.3.2), il est facile de voir que les équa-
tions associées aux variables élémentaires de S sont préservées dans S’ et de plus, dans S’, les
seules variables élémentaires sont celles qui étaient déja des variables élémentaires dans S. De
ce fait et grace a la préservation des solution par la normalisation, il suffit de montrer le lemme
pour S étant un systéme normalisé. C’est ce que nous faisons. Dans la suite, S est supposé étre
un systeme d’équations normalisé.

Soit © une base et S un ensemble d’arbres tels que © n’est pas discriminante pour .S. Nous
dirons que © n’est pas discriminante pour S avec témoin (¢, s) si ¢ et s sont deux arbres ayant
la mé&me décomposition sur O et tels que t € S et s ¢ S. Montrons d’abord quelques résultats
intermédiaires.

Fait 6.1 Si f est un terme booléen fonctionnel dans fonct(r,{&1,...,&n}), S1,..., Sy sont
des ensembles d’arbres et O est une base qui n’est pas discriminante pour f(S,...,S,) avec
témoin (¢, s), alors il existe ¢ dans 1..n tel que la variable &; apparait dans f et © n’est pas
discriminante pour S; avec témoin (¢, s).

La preuve se fait par récurrence sur la structure de f. Pour le cas de base, f est une variable ;
soit f la variable &;. Alors f(S1,...,Sy,) = S; et donc il suffit de prendre ¢ = j. f ne peut pas
étre T ou L, puisque dans ce cas f(S1,...,S,) = Ay, respectivement & &, et nous savons que
toute base est discriminante pour ces deux ensembles. Pour I’induction, si f = f’V f” (respecti-
vement f = f' A f"),alors f(S1,...,5,) = f'(S1,...,5n) V f"(S1,...,Sn) (respectivement
F(S1,...,Sn) = f'(S1,...,Sn) A f"(S1,...,Sy)). Dans ce cas, par le lemme 6.10,

(a) © n’est pas discriminante pour f'(Si,...,S,) avec témoin (¢, s) ou

(b) © n’est pas discriminante pour f”(S1,...,S,) avec témoin (¢, s).
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Soit (a), donc, par hypothese de récurrence, il existe un j dans 1..n tel que la variable §; apparait
dans f’ et © n’est pas discriminante pour S;. Donc la variable &; apparait également dans f, et
il suffit de prendre ¢ = j. Le méme raisonnement s’applique si (b) est vérifié. Ceci termine la
preuve du fait 6.1.

Fait 6.2 Soit Vars(S) = &1, ...,&y, et soit Sol7(S) = (S1,...,Sy). Sila variable ¢; est telle
que ©s n’est pas discriminante pour Sol7 (S, &;) avec témoin (¢, s), alors il existe une variable
&1 dans Vars(S) telle que O n’est pas discriminante pour Sol7 (S, &) avec témoin (t, s) et la
partie droite de 1’équation pour £; dans S est une formule & composition.

Pour tout j dans 1..n, soient ~; et f; tels que I’équation pour la variable §; dans S est 2 fi
Si f; est de la forme &' [ £ ou &' |[ £”, alors il n’y a rien & prouver. Supposons que ce n’est pas
le cas. Remarquons que

(x) f; ne peut pas étre 1, T, 0 ou O ni de la forme a/[¢’],

puisque dans ce cas Sol7(S,&;) est 'ensemble d’arbres &, Ay, {{}} ou Ax ~ {{]}} respective-
ment, et toute base est discriminante pour ces ensembles d’arbres. De mé€me, &; ne peut pas étre
une variable élémentaire, puisque par définition ©s est un produit de bases dont la base O, et
par construction ©¢, est discriminante pour Sol7(S,&;), et donc par le lemme 6.9, ©5 est éga-
lement discriminante pour Sol7(S,&;). Donc nécessairement f; est un terme booléen différent
de T, L. Soit la suite uy, ..., ug,...déléments de 1..n telle que :

- Uy =1,

— pour tout j > 0, u; 1 est tel que f,,; est un terme bool€en, &, , apparait libre dans f,;

et ©s n’est pas discriminante pour S, , avec témoin (t, s).

Par le fait 6.1 nous savons que pour tout j > 0, si f,; est un terme booléen, alors u;1 existe.
Comme S est un systeme normalisé, et donc sans cycles de dépendance booléenne, la suite
UL, ..., Up,...est finie et contient au plus n — 1 éléments. De plus, par définition, si m est le
dernier élément de la suite, alors ©s n’est pas discriminante pour S,,, avec témoin (¢, s) et fp,
n’est pas un terme booléen. Par (x), f,, n’est pas non plus 0,0, T, L ni un terme de la forme
a[¢']. Donc fy, est de la forme &' [£” ou & |[£”. Ceci termine la preuve du fait 6.2

Fait 6.3 Soit I’arbre s, ’ensemble fini @ et la base O sur @, et soit dcmp(s, ©) = d. Soient d’
et d” dans N¥ tels que d = d’ + d”. Alors il existe des arbres s’, s” tels que demp(s’, ©) = d’,
demp(s”,0) =d" et s = 5" W s".

La preuve du fait 6.3 est une récurrence facile sur le nombre n = 4€0 d'(q).

Revenons a la preuve du lemme. Dans la suite, nous notons <4 I’inclusion (stricte) de mul-
tiensembles dans NS ; naturellement <4 est un ordre partiel bien fondé sur p(N®@s). Soit d un
plus petit multiensemble pour <4 tel que

— il existe une variable £ dans Vars(S) telle que © s n’est pas discriminante pour Sol7 (S, §)

avec témoin (¢, s) et demp(t, ©s) = demp(s, Os) = d et

— la partie droite de 1’équation pour £ dans S est une formule & composition.

Nous savons par le fait 6.2 que cette deuxiéme condition peut toujours étre vérifiée. Nous allons
montrer que dans ce cas il existe une variable &’ et un multiensemble d’ € N¥s tels que © 5 n’est
pas discriminante pour Sol7(S,£’) avec témoin (¢, "), demp(t', ©5) = demp(s’,Os5) = d’ et
d’ <4 d. Ceci contredirait I’hypothése que d est minimal, et montrerait donc par contradiction
que O©g est discriminante pour Sol7 (S, &) pour toute variable £ dans Vars(S).
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Soit &1 [ &2 la partie droite de ’équation pour £ dans S. Alors Sol7(S,€) = Sol7(S,&1) JT
Sol7 (S, &2). Par hypothese, t € Solr(S,&1) jT Sol7(S, &), donc il existe deux arbres t1, to
tels que t = t1 W taetty € Solr(S,&) ~ {{}} et ta € Solr(S,&1) ~ {{}}. Soient
d; = demp(t1,©s) et do = demp(ta, O5) ; nécessairement d; et do sont tous les deux diffé-
rents de 09 par conséquent d; <4 d etdy <4 d.D’autre part, comme dcmp(s, Os) = d, par le
fait 6.3 il existe deux arbres s1, so tels que s = s1 W s9,dcmp(s1,O05) = dj etdemp(sg, Os) =
dy. Comme s ¢ Sol7(S,&1) jT Sol7(S,&2), nécessairement s; ¢ Solr(S,&1) ou sy &
Sol7(S,&2). Supposons que s; & Solr(S,&;), pour ¢ étant 1 ou 2. Alors il suffit de prendre
5/ =&, (t/, 8/) = (ti, SZ') etd = d;.

Soit &1 |[ & la partie droite de I’équation pour ¢ dans S. Alors Sol7 (S, &) = Solz (S, &) |7
Sol7(S,&). Par hypothese, s & Sol7(S,&1) |7 Solz(S, &), done il existe deux arbres s1, s
tels que s = s1 W sy et s & Solr(S,&1) U{{}} et s2 & Solr(S,&) U {{}}. Soient dy =
demp(s1, Os) et da = demp(sg, ©s) ; nécessairement d; et da sont tous les deux différents
de 09s et par conséquent dy <4 d et dy <4 d. D’autre part, comme dcmp(t,Os) = d, par le
fait 6.3 il existe deux arbres ¢1, to tels que ¢t = t1 W to, dcmp(t1,Os) = d; et demp(ta, Os) =
dy. Comme t € Solr(S,&) J[T Sol7(8,&) ett = t; W ty, par définition nécessairement
t1 € Solr(S,&1) outy € Solr(S,&2). Supposons que t; € Solr(S,&;), pour i étant 1 ou 2.
Alors il suffit de prendre £’ = &;, (¥, s') = (t;, s;) etd’ = d;.

O

Lemme 6.14 Pour tout systéeme d’équations simplifié S et pour toute variable £ dans Vars(S),

SOlT(S7 g) = [[SOZR(Snum7 5)7 @S]]

Preuve Comme pour le lemme précédent, nous faisons la preuve pour les systemes d’équa-
tions normalisés, en utilisant le fait que tout systtme d’équations simplifié sur fonct(r, X;)
(respectivement sur fonct(p, X)) peut étre transformé en un systeéme normalisé équivalent sur
fonct(r', X;) (respectivement sur fonct(p', X;)). La preuve du présent lemme utilise plusieurs
arguments qui ont servi dans la preuve du lemme 6.13 ; par conséquent nous donnerons pas ici
une preuve complétement détaillée et nous contenterons parfois d’orienter le lecteur vers des
parties de la preuve du lemme 6.13.

Pour toute variable £ dans Vars(S), soit D¢ = demp(Sol7(S,§), Os). Par le lemme 6.13,
nous savons que la base © s est discriminante pour Sol7 (S, &), etdonc [D¢, ©Os] = Sol7 (S, ).

Nous commengons par énoncer quelques résultats intermédiaires.

Fait 6.4 Si la partie droite de I’équation pour £ dans S est ’'un parmi T, 1,0, 0 et a[¢'], alors
[Solgr(S™™, ), 0s] = Solr(S,¢).

Si la partie droite de I’équation pour & dans S est parmi T, L, 0, 0, la propriété est conséquence
immédiate de la définition du systéme d’équations S™™, de la définition de I’interprétation R
présentée sur la figure 1 et du lemme 6.10. Si & est une variable élémentaire, alors 1’équation pour
¢ dans S™™M est £ = Chri(e) OU, par définition, prj(§) = Ugeqgq(e)=Pos(e) 1 1¢}- Par définition
méme de la base ©¢ (voir définition 6.11), il est facile de voir que O est discriminante pour
I’ensemble Sol7(S, &) et que la décomposition de cet ensemble sur la base O est I’ensemble a
un élément {(Pos(§) — 1, Neg(§) — 0, Compl(§) — 0)}. Par le lemme 6.9 et par définition
de ©s, nous savons que la base ©s est discriminante pour Sol7 (S, €) et, toujours par le méme
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lemme, la décomposition de cet ensemble sur la base O, cad Dg, est exactement prj(¢). Ceci
termine la preuve du fait 6.4

Fait 6.5 Soit d un multiensemble dans N?S et ¢ une variable dans Vars(S). Si d € Dy et
d & Solr(S™™, &) (respectivement sid ¢ D¢ et d € Solg(S™™,€)), alors il existe une
variable ¢’ dans Vars(S) telle que d € D/, d & Solg(S™™,&') (respectivement d & De, d €
Solr (8™m™ ¢')) et la partie droite de 1I’équation pour &’ dans S est une formule a composition.

Les preuves des deux propriétés énoncées étant tres similaires, nous ne donnons ici que la preuve
de 'une d’entre elles. Supposons donc que & est une variable dans Vars(S) telle que d € Dy
etd & Solr(S™™, &) et soit f la partie droite de 1’équation pour £ dans S. Si f est un terme a
composition, nous n’avons rien 2 montrer. Par le fait 6.4, f ne peut étre de la forme T, 1,0,0
et £ n’est pas une variable élémentaire. Si f est un terme booléen, alors il existe une variable £”
apparaissant dans f (et donc aussi dans la partie droite de 1’équation pour £ dans S™™) telle que
de Dg// et

(*) d & Solgr(S™™, &),

Ceci est facile a montrer par récurrence sur la structure de f (avec des arguments similaires a
ceux utilisés pour la preuve du fait 6.1 énoncé dans la preuve du lemme 6.13) et en utilisant le
lemme 6.10. On peut alors compléter la preuve en utilisant que S est sans cycles de dépendance
booléenne (et donc S™™ et sans cycles de dépendance booléenne) et en itérant (x), le mécanisme
étant similaire a celui utilisé dans la preuve du fait 6.2 énoncé dans la preuve du lemme 6.13.
Ceci termine la preuve du fait 6.5.

Revenons a la preuve du lemme, et supposons le contraire : soit d un plus petit multien-
semble (pour I’inclusion de multiensembles, notée <4 ici) tel qu’il existe une variable ¢ dans
Vars(S) pour laquelle Dy et Solr (S™™, ) different par d, cad d € D¢ U Solg (S™™, £) mais
d & DeNSolr (S™™, €). Par le fait 6.5 nous pouvons supposer que la partie droite de I’équation
pour £ dans S est une formule & composition gardée ; soit cette formule & [ &2, le cas &; |[ &2
étant tres similaire par symétrie.

Supposons d’abord que d € D¢ et d ¢ Solr(S™™,&). Soit ¢ un arbre appartenant a
Solr(S,§) ettel quedemp(t, ©s) = d. Alors il existe deux arbres t1, to avec t; € Sol7(S,&1)\
{{}} et ta € Solr(S,&2) ~ {{}} ett = t1 W ta2. Soient d; = dcmp(t1,BOs) et dy =
dcmp(tz, ©s), alors d; et dy sont tous deux différentes de 095 . D’autre part, comme la base
Og est discriminante pour Sol7(S,&1) et Solr(S,&2), nous en déduisons que d; € Dg, et
dy € Dg,. Considérons maintenant Solg (S™™,&;) et Solg (S™™, &2 ). Par définition, nous sa-
vons que Solr (S™™, &) = Solr(S™™,&1) + Solg (S™™, &). Comme, par hypothése, d n’ap-
partient pas a Solg (S™™, &), et comme d = d; + d2, nous en déduisons que d; n’appartient
pas a Solg (S™™, 1) ou dg n’appartient pas a Solg (S™™, £2). Ceci constitue une contradiction
avec la minimalité de d.

Supposons maintenant que d € Solr(S™™, &) et d ¢ De. Rappelons que I’équation dans
S pour la variable & est &; | 2, donc 1’équation pour cette variable pour S™™ est &; [ &9 et alors

Solg (S™™, €) = Solg(S™™, &) \ {095} 4 Solg (S™™, &) ~ {095}

Soient d; € Solg(S™™, &) {0?} etds € Solgp(S™™, &) N {Og} tels que d = dy + dz. De
I’hypothése que d ¢ D¢, nous déduisons que d; & D¢, ouds & Dg,, et comme d; et dy sont
tous deux différents de 09, ceci est une contradiction avec la minimalité de d.
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d

Lemme 6.15 Soit S un systéeme d’équations simplifié. Pour tout état q dans Qs, Lag(q) =
Os(q) et pour tout ensemble de multiensembles D C N9S, L4 (D) = [D, Ogs].

Preuve  Nous définissons la hauteur d’un élément d’arbre par : hauteur(e) = hauteur({e}).
Pour tout entier naturel n, soit 4,, I’ensemble des arbres de hauteur au plus n et soit A,
I’ensemble des éléments d’arbres de hauteur au plus n. Nous montrons que pour tout entier
naturel 7, pour tout état ¢ dans Qs et pour tout ensemble de multiensembles D C N@s

(i) Lag(q) NEA, =0Os(q)NEA, et

(i) Lag(D)NA, =[D,0s]NA,.
La preuve va par récurrence sur n. Dans cette preuve, nous utilisons les définitions de Qgs,
I’ensemble des états de I’automate A défini dans la section 6.2.1, les définitions des ensembles
d’étiquettes oy, et des ensembles de multiensembles D, (pour ¢ état de As) définis dans la
section 6.2.3, ainsi que des bases O, pour ¢ variables élémentaire dans S, définies au début de
cette section.

Cas de base: n = 0, pour (i) nous n’avons rien a montrer puisque EAg = @. Pour (ii), Ag =
{{}}. Par définition de L£44(D), il est facile de voir {} € La, si et seulement si 095 € D.
D’autre part, par le lemme 6.10,095 € D si et seulement si {} € [D, ©s].

Cas d’induction: n > 0. Pour (i), par définition,
EAS (Q) = U O‘[EDL
(q7a7D)€AS

ol Ag désigne la relation de transitions de 1’automate As. Par définition de A g (voir page 114),
nous savons que pour tout état ¢, la seule transition dans Ag faisant intervenir ¢ est la tran-
sition (g, og, D). Nous en déduisons que L44(q) = o4[Las(Dq)]. Donc, Lag(q) NEA, =
aq[Las(Dg)] et il est facile de voir que ceci est égal a ag[Lag(Dy) N Ap,—1]. Par hypothese de
récurrence, nous déduisons que

Las(q) N EA = ag[[Dyg, O] N An_1] (6.3)

Considérons maintenant 1’ensemble ©s(q). Par définition, celui-ci est égal a :

Osle)= ) ©cla®).

£e{EVars(S)}

En utilisant les définitions des ensembles ©¢(Pos(£)), ©¢(Neg(&)) et ©¢(Compl(&)), nous dé-
duisons que

Os(@)= ]  eta(§)[Solr(S,var(¢))]
€| a(e)=Pos(&)
n

N etq(&)[Asx N Solr (S, var(€))]
€| a(€)=Neg(¢)
N

N (Eetq()[As].
¢ | g(§)=Compl(¢)
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Par le lemme 6.14, Sol7(S,var(§)) = [Solg(S™™,var(£)), ©s], et donc, par le lemme 6.10,
As N Sol7 (S, var(€)) = [N¥s < Solr (S™™,var(¢)), Os] et As, = [N¥s, O5]. Maintenant,
en utilisant que
— pour tous ensembles de multiensembles D, D’ C N%s on a [D,0s] N [D',0s] =
[DND, 6Os] (lemme 6.10) et
— pour tous ensembles d’étiquettes 1, ..., i et tous ensembles d’arbres 77, ...,T) on a
Billa] NN Be[T] = (Br NN Be) [T N - N T
et en rappelant les définitions des ensembles o, et D, (voir page 114), il n’est pas tres difficile
de déduire que Os(q) = oy[[Dyg, Os]]. Alors Os(q) N EA, = a4[[Dg, O5] N Ap—1] et la
conclusion pour (i) suit immédiatement de (6.3).

Pour (ii), admettant que I’ensemble () des états de I’automate Ag est {q1, ..., qx}, par défi-
nitionon a L44(D) = Ugep d(q1) - Lag(qr)|---|d(qr) - Lag(gr) et il en suit immédiatement
que

Las(D)N A= | dl@r) - (Lag(ar) NEAL)| - |dar) - (Lag(ar) N EAL).
deD

Par (i) on en déduit que

Las(D)N Ay = | dlar) - (©s(a) N A |- dlar) - (Os(ax) N An)
deD

De la définition de ’interprétation des ensembles de multiensembles sur un base (voir défini-
tion 6.7), il est facile de voir que la partie droite de cette égalité est [D,Os] N A,,.
g

Ceci termine les preuves des lemmes nécessaires pour établir la proposition 6.12, statuant
que la construction de I’automate Ags est correcte.

Nous avons donc défini, pour tout systeme d’équations simplifié S, I’automate a contraintes
numériques As tel que le langage de Ag est la solution du systtme de S pour sa derniere
variable. Soit maintenant ¢ une formule close de LS5 et soit S le systeme d’équations simplifié
construit a partir de ¢ tel que [¢] est la solution de S pour sa derniére variable. Nous avons
décrit dans le chapitre 4 comment le systeéme S peut étre défini. Alors 1’automate Ag est tel que
le langage de Ags est [¢]. Nous en déduisons que

Théoréme 6.16 Pour toute formule close ¢ de la logique LS5, on peut définir un automate a
contraintes numériques A tel que [¢] = L(A).

Dans la section suivante, nous nous intéressons au test d’appartenance pour un tel automate

A.

6.4 Test d’appartenance pour I’automate équivalent a une formule

Rappelons que le test d’appartenance est, étant donné un automate A et un arbre ¢, décider
si t appartient au langage de A. Nous montrons dans cette section que le test d’appartenance
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est décidable lorsque A est I’automate correspondant a une formule de la logique spatiale, tel
qu’il a été défini dans ce chapitre. Nous définissons un algorithme pour le test d’appartenance,
et nous montrons que cet algorithme est polynomial dans la taille de I’arbre et exponentiel dans
le nombre d’états de 1’automate.

Dans la section 2.3.5, nous avons établi des conditions suffisantes pour que le test d’ap-
partenance soit décidable pour I’automate a contraintes numériques A = (X,Q, A, F). Ces
conditions sont :

— on peut énumérer, en un temps fini, les triplets (¢, «, D) appartenant a A,

— pour toute étiquette a et tout ensemble d’étiquettes « tel que (g, v, D) est une transition

de I’automate, on peut décider en un temps fini si a appartient a « et

— pour tout multiensemble d dans N© et pour tout ensemble de multiensembles D C N©

dans
{F}U{D | (¢,a, D) dans A}

on peut décider en un temps fini si d appartient a D.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, le test d’appartenance pour ’arbre ¢ et 1’automate A
peut s’effectuer en calculant une exécution acceptante (si elle existe) de A sur ¢, exécution
calculée de manicre ascendante. Nous avons également établi que le cofit en temps de calcul
d’une telle exécution est en O(Jt| x |A| x f(A,t)), ou f(A,t) est la complexité au pire des
cas pour tester si un multiensemble d appartient a un des ensembles D apparaissant dans une
transition de 1’automate A. Une fois qu’une exécution r est calculée, il nous faut vérifier si
elle est acceptante, en vérifiant si le multiensemble d’états {r(e1),...,r(ex)} appartient a la
condition d’acceptation F', ou eq,...,e; sont les arétes successeurs de la racine de I’arbre t.
Donc, au total, la complexité du test d’appartenance pour I’arbre ¢ et I’automate A est en O(|t| x
|A] x f(A,t)) + f(A,t),cequiestégal a O(|t| x |A| x f(A,1)).

Intéressons nous a présent au cas ou I’automate A est I’automate correspondant a une for-
mule logique. Pour la reste de la section, nous posons ¢ une formule fixée, ¢ un arbre fixé, S
le systeme d’équations simplifié construit a partir de ¢, S™™ le systeme d’équations numérique
correspondant & S et SU™ le systéme d’équations numérique normalisé correspondant a S™™.
A= (%,Q,A, F)estl’automate Ag.Rappelons que A est un automate déterministe et complet.

Nous adoptons également les notations suivantes : pour une fonction fonc (dans le sens in-
formatique du terme) a parametres formels 1, . . . , zx, nous notons C(fonc, z1, ..., xy) la com-
plexité en temps de la fonction fonc; les x1, ...,z seront utilisés dans ce cas principalement
pour leur taille. Pour un systéme d’équations S’, nous notons |S’| le nombre de ses variables.

Tout d’abord, en ce qui concerne la décidabilité du test d’appartenance, il est facile de voir
par définition que les deux premieres conditions données ci-dessus sont satisfaites par 1’auto-
mate A. Il suffit donc de montrer que la troisieme condition est également satisfaite. Remarquons
d’abord que la troisiéme condition peut étre affaiblie. Dans le calcul d’une exécution ascendante
de I’automate A sur 1’arbre ¢, les multiensembles d que nous aurons a considérer sont obtenus
a partir du nombre de chacun des états de I’automate A a ’ensemble des arétes successeurs
d’un nceud particulier de 1’arbre ¢. Donc, les ensemble d que nous aurons a considérer satisfont
|d| < |t|,ou |d| est la somme des multiplicités d(g) pour tout ¢ état de I’automate A, et |¢| est la
taille de 1’arbre A, cad son nombre de nceuds. Dans ce qui suit, nous allons donner une fonction
permettant d’effectuer le test d’appartenance d € D (pour d tel que |d| < |t| et D apparaissant
dans une transition de 1’automate ou D étant la condition d’acceptation de A) et nous allons en
déduire une valeur pour f(A,t).
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Notons que la définition de I’automate A contient les systéme d’équations S (dans la défini-
tion de Q) et S™™ (dans la définition de A). Qui plus est, la fonction de test d’appartenance que
nous allons définir va utiliser les systemes S et S™™ tels quels. Pour ces raisons, nous consi-
dérons dans la suite que ’automate A est non pas le quadruplet (2, Q, A, F'), mais le sixtuplet
(3,Q,A,F,§,8™).

D’apres la définition de I’automate A, I’ensemble des transitions de A est {(g, aq, Dy) |
pour ¢ état de A} et pour tout ¢ état de 1’automate, I’ensemble D, est

ﬂ Solr (8™, var(§)) N ﬂ N@s < Solr(S™™, var(¢))
€| g(§)=Pos(¢) € | q(§)=Neg()

pour un certain ¢ état de I’automate A ou les var(§) sont des variables dans Vars(S™™). Sup-
posons que nous disposons d’une fonction appartient_solution(d, S™™) qui retourne une table
tab indexée par Vars(Sp"™) telle que pour tout £ dans Vars(Sp'™), tab(§) = vrai si d appartient
a Solr (5™, €) et tab(&) = faux sinon. En utilisant le fait que les systémes d’équations S™'™ et
SPU™ sont équivalents sur I’ensemble des variables Vars(S™™), cette fonction peut étre utilisée
pour savoir si d appartient ou non a Solg (S™™, £) pour toute variable £ dans Vars(S™™). Les
raisons d’utiliser le systéme d’équations Sp'™ et non pas S™™ deviendront claires par la suite.
Maintenant, si dans 1’expression définissant D nous remplagons Solg (S™™, &) par tab() et les
opérations sur les ensembles par les opérations booléennes correspondantes, nous obtenons une
expression booléenne close dont la valeur est vrai si et seulement si d appartient a D. C’est a
dire, le multiensemble d appartient a I’ensemble D, si et seulement si

N\ tab(var()n N\ —tab(var())
€ | a(¢)=Pos(¢) ¢ | a()=Neg(&)

La construction et évaluation de cette expression booléenne sont linéaires dans la définition de
I’ensemble D, qui elle-méme est linéaire dans |S|. Nous en déduisons que f(A,t) = O(|S]) +
C(appartient_solution, d, S™™), ot d est n’importe quel multiensemble tel que |d| < [¢].

Regardons maintenant comment la fonction appartient_solution peut étre définie.

appartient_solution(d, S™™) =
soit SjU™ le systeme d’équations normalisé obtenu a partir de S™'™ ;
soit P C N® I’ensemble {d' | d’ C d};
TAB : table de booléens a deux dimensions indicées par P et par Vars(Sp'™) ;
remplir(TAB,S"™) ;
retourner TAB(d) ;

AN N AW =

Ici, C indique I’inclusion large de multiensembles. La table TA B est une table a deux dimen-
sions dont les lignes sont indicées par les multiensembles d’ tels que d’ C d et les colonnes sont
indicées par les variables du systetme d’équations Sp'™. Ainsi, TAB(d) est une table a une di-
mension indicée par I’ensemble de variables Vars(Sp"™). La fonction remplir ci-dessus remplit
la table TAB de fagon a ce que pour tout multiensemble d’ dans P et pour toute variable & dans
le systtme S"™, TAB(d', &) = vrai si d’ appartient & Solg (SP"™, &) et TAB(d',§) = faux
sinon. Cette fonction sera définie par un algorithme de programmation dynamique présenté dans
la suite. Mais avant cela, faisons quelques remarques relatives a la complexité. La taille du sys-
teme d’équations Sp'™ est linéaire dans |S™™|. En ce qui concerne sa construction, elle est en
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(9(2‘5"“'). Sans rentrer dans les détails, donnons quelques arguments pour justifier cette affir-
mation. Pour la construction de SM"™, nous devons résoudre un systtme d’équations S’ dans
I’algebre de Boole. La taille de S’ est équivalente 2 la taille de S™™. Pour résoudre S’, il suffit
de construire tous les n-uplets de Booléens (2/°™"| en tout) et tester lequel est solution du sys-
téme. Ce test se fait en temps linéaire dans |[S™™|. * Quant a la construction de I’ensemble P,
(défini en ligne 3. de 1’algorithme), son cardinal est le produit des composantes non nulles de d.
Donc, Card(P) < |d|!?l, ce qui est inférieur a |¢|/¢!. Alors,

C(appartient_solution, d, §™™) = O(|S™™| + 2151 4 [¢[|2]) + C(remplir, TAB, S1*™).

Appelons variables de base les variable £ dans Sp*™ pour lesquelles la partie droite d’équa-
tion est une parmi T, 1,0, 0. Les deux lemmes ci-dessous nous donnent un moyen de remplir
les lignes du tableau TA B correspondant a des variables de base ou des variables élémentaires.

Lemme 6.17 — Pour tout £ tel que la partie droite de I’équation pour & dans 5™ est T et

pour tout d’ dans P, TAB(¢,d’) = vrai.

— Pour tout & tel que la partie droite de I’équation pour & dans S™™ est L et pour tout d’
dans P, TAB(§,d’) = faux.

— Pour tout £ tel que la partie droite de I’équation pour § dans S}*™ est 0, TAB(, OQ) =
vrai et TAB(¢,d’) = faux pour tout d’ dans P différent de 09.

— Pour tout ¢ tel que la partie droite de I’équation pour & dans S™™ est 0, TAB(€,09) =
faux et TAB(¢,d’) = vrai pour tout d’ dans P différent de 09.

Preuve  Suit de la définition de I’interprétation R et des propriétés de la solution d’un systeme
d’équations.
O

Lemme 6.18 Pour toute variable élémentaire & du systéme S™™ et pour tout multiensemble d’
dans P,

vrai  sid =1, er = Pos(¢);

faux sinon.

Preuve  Suit de la définition du systéme d’équations S™™ et du fait que les équations élémen-
taires de S"'™ et Sp'™ sont les mémes.

d

Notons que pour les variables de base, chacune des cases de la ligne est remplie en temps
constant. Pour les variables élémentaires, chacune des cases est remplie au pire des cas en temps
linéaire en |Q)|.

*1l existe des des algorithmes plus élaborés pour la résolution d’un systéme d’équations a résoudre dans 1’algebre
de Boole ; voir par exemple [Mader, 1997, chapitre 6] pour un tour des algorithmes existants. La grande partie de
ces algorithmes sont exponentiels dans le degré d’alternance du systeme d’équations (cad le nombre d’alternances
entre plus petit et plus grand point fixe). Dans notre cas, nous n’avons pas d’autre borne pour le degré d’alternance
que la taille de la formule ¢ ayant servi pour la construction du systéme, ou la taille du systeme lui méme. Nous
allons nous contenter de cette approximation grossiere, puisque, comme nous le verrons plus tard, 1’algorithme de
programmation dynamique sera de toute facon exponentiel dans la taille du systeme d’équations.
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Présentons maintenant la fonction remplir. Le remplissage de la table TAB se fera ligne par
ligne, en suivant I’ordre d’inclusion des multiensembles de P indexant les lignes de TAB. C’est
a dire, c’est la ligne correspondant a4 09 qui sera remplie d’abord, et ensuite, pour tout d’ dans
P, la ligne de TAB correspondant & d’ pourra étre remplie si pour tous d” C d’, la ligne de
TAB correspondant & d” est déja remplie. Donc, la fonction remplir est définie par :

1. remplir(TAB, S'™) =
soit < un ordre linéaire des multiensembles compatible avec 1’ordre
d’inclusion des multiensembles ;

soit p un tableau contenant exactement les éléments de P et trié pour < ;

pour tout d’ dans p pris dans 1’ordre faire
remplir_variables_de_base(TAB,S™™,d’);
remplir_variables_elementaires(TAB, Sf"™,d’) ;
remplir_variables_composition(TAB,S™™,d’) ;
remplir_variables_booléen(TAB,Sp"™ d’) ;

fin pour ;

N

e PRIl

Chacune des fonctions auxiliaires remplir_variables_de_base, remplir_variables_elementaires,
remplir_variables_composition et remplir_variables_booléen calcule les valeurs pour les cases
TAB(d’, &) pour £ étant une variable d’une certaines catégorie. Pour les deux premiéres fonc-
tions, £ est une variable de base et une variable élémentaire respectivement. La définition de ces
fonctions est triviale a partir des lemmes 6.18 et 6.18. La fonction remplir_variables_composition
calcule les valeurs TAB(d’,£) pour £ étant une variable dont la partie droite d’équation dans
SMUM est un terme a composition et remplir_variables_booléen les valeurs TAB(d’, ) pour
lorsque la partie droite de £ dans Sp'™ est un terme booléen.

Nous commencons par la définition de la fonction remplir_variables_booléen :

1. remplir_variables_booléen(TAB,S"™,d") =
soit B C P I’ensemble des variables £ dans Vars(Si'™) telles que
la partie droite d’équation correspondante est un terme booléen ;
3. S0it <poo Un ordre linéaire des variables compatible avec I’ordre de
dépendance booléenne dans Sp'™ ;

4. soit b un tableau contenant exactement les éléments de B et tri€ pour <pgol ;
5. pour tout & dans b pris dans 1’ordre faire
6. soit f la partie droite de 1’équation pour £ dans SJ'™ ;
7. soit g I’expression booléenne obtenue en remplagant dans f
chaque variable ¢’ par TAB(d',¢');
8. TAB(d',€) := valeurde g ;
9. fin pour ;

Notons que ’ordre <poo défini a la ligne 3. existe puisque la dépendance booléenne entre va-
riables est une relation acyclique et définit un ordre partiel. L’expression booléenne g définie a
la ligne 7. est une expression close puisque, d’une part, la fonction remplir_variables_booléen
est appelée apres les fonctions remplir_variables_de_base, remplir_variables_elementaires et
remplir_variables_composition. D’autre part, grice a la définition de la dépendance booléenne
qui garantit que lorsque & est une variable libre dans f, £’ est avant £ dans le tableau b et donc
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la valeur de TAB(d’,¢’) est déja connue. Donc, la valeur de g qu’on utilise 2 la ligne 8. est une
valeur booléenne parmi vrai ou faux.

Finalement, donnons la définition de la fonction remplir_variables_composition qui a un
comportement différent suivant que d’ soit égal ou non au multiensemble 0%. C’est la seule des
quatre fonctions spécifique qui va utiliser des valeurs TAB(d”, ) pour d” étant un multien-
semble différent de d’.

1. remplir_variables_composition( TAB, SM™ d') =
soit U C {Vars(S)"™)} I’ensemble des variables £ dans Vars(Sp'™) telles que
la partie droite d’équation correspondante est un terme a composition ;
3. soit w la table qui a chaque variable ¢ dans U associe le terme f
partie droite de I’équation pour £ dans SpU™ ;

4. si d’ = 09 alors
5. pour tout £ indice dans u faire
6. si u(€) est de la forme & [ o, alors TAB(09, €) := faux;
7. sinon TAB(09, ) := vrai;
8. fin si;
9. fin pour ;
10. sinon
11. pour tout £ indice dans u faire
12. si u() est de la forme &; | &2, alors
TAB(09,¢) := calcul_comp(TAB,d’, ¢, &1, &)
13. sinon TAB(09, ¢) := calcul_comp_dual(TAB,d’, ¢, &1, &)
14. fin si;
15. fin pour ;
16. fin si;

Le systeme S;*™ étant normalisé, il n’est pas difficile de voir que cette fonction est correcte, a
condition que calcul_comp(TAB,d’, &, &, &) et calcul_comp_dual(TAB,d’, &, &1, &) cal-
culent les valeurs attendues. Montrons comment ces deux fonctions peuvent étre définies.

La fonction calcul_comp va retourner vrai s’il existe une décomposition du multiensemble d
sous la forme d’une somme de deux multiensembles d; + dg pour laquelle TAB(d1, &) = vrai
et TAB(d2,&2) = vrai; autrement dit, si d; appartient a la solution de SI"™ pour la variable &;
et dy appartient a la solution de SJ"™ pour la variable 5.

calcul_comp(TAB,d’,¢, &, &) =
soit B C P I’ensemble {d” | d” c d'};
pour tout d; dans B faire
soit ds tel que d; +do = d’;
si TAB(d1, &) = vraiet TAB(d2,&2) = vrai alors retourner vrai; fin si;
fin pour ;
retourner faux;

Y

Cet algorithme est correct. Remarquons qu’il peut étre défini grace au fait que S;"™ est un sys-
téme normalisé, ce qui nous permet de considérer uniquement les multiensembles d” strictement
inclus dans d’, et pour lesquels les lignes de la table TA B sont déja remplies.
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Finalement, la fonction calcul_comp_dual va retourner vrai si pour toute décomposition
du multiensemble d sous la forme d’une somme de deux multiensembles d; + ds, ou bien
TAB(dy, &) = vrai ou bien TAB(d2, &) = vrai; autrement dit, si dy appartient a la solution
de SpU™ pour la variable £; ou dy appartient a la solution de SJ'™ pour la variable 5.

calcul_comp(TAB,d’,¢, &, &) =
soit B C P I’ensemble {d” | d” c d'};
b:=wvrai;
pour tout d; dans B faire
soit ds tel que d; +dy = d’;
b:=bA (TAB(dl,fl) vV TAB(dg,fg)) )
fin pour ;
retourner b ;

TN R

Cette fonction est correcte.

Il nous reste maintenant a évaluer la complexité des quatre fonctions auxiliaires et en déduire
une borne pour la fonction f(A,t). Tout d’abord, pour la fonction remplir :

C(remplir, TAB,S'"™) =
O(|TAB|) +
O(Card(P)) x ( C(remplir_variables_de_base, TAB,Sh"™ d’) +
C(remplir_variables_elementaires, TAB, SM™ d') +
C(remplir_variables_composition, TAB, Sh"™, d’) +
C(remplir_variables_booléen, TAB,Sp"™,d’) )
La complexité de la fonction remplir_variables_de_base est en O(|Sf"™|), et celle de la fonc-
tion remplir_variables_elementaires esten O(|Sf"™| x |Q|). Pour remplir_variables_booléen, la
complexité est en O(|SM™|?). Finalement, pour remplir_variables_composition, la complexité

esten O(|SP"™| x Card(P)).

En utilisant que |S™™| = O(|S™™), Card(P) = O(|t||9!) et | TAB| = Card(P) x |S™™|,
Cremplir, TAB, S}™) = O[] AS™™ 4119 (15 5™ Q]+ [5™ 2 +5™7 |19
ce qui est égal a

O(Jt19 x [S™™] x (1Q] + 8™ + [¢]/<1)).

Finalement, en intégrant cela a ce qui a été déja dit, nous obtenons que c’est également une
borne pour la valeur f(A,t). Nous en déduisons que la complexité du test d’appartenance d’un
arbre ¢ au langage de 1’automate A est en

O(t|A] x (2 4 £l S™™| x (Q] + [8™™] + [¢]91))).

Lemme 6.19 Pour un arbre t et un automate A donnés, la complexité du test d’appartenance de
t au langage de A est au plus exponentielle dans le nombre d’états de I’automate et polynomiale
dans la taille de I’arbre, avec degré du polynéme égal au nombre d’états de I’automate.

Maintenant, d’apres la construction de 1’automate A et de son ensemble d’états, on sait que
le nombre d’états de A est égal a 3" ol n est le nombre de variables élémentaires dans le systeéme
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d’équations S et est majoré par la taille de la formule ¢. Encore par définition de 1’automate A,
le nombre de ses transitions est égal au nombre de ses états, cad |A| = |Q)].

De ce résultat nous pouvons déduire une borne supérieure pour la complexité du model
checking de la logique LS|5. En effet, pour répondre au probleme de model checking ¢ E o
(pour une formule ¢ close), il suffit de construire I’automate équivalent a la formule ¢ et de
faire le test d’appartenance. Pour la construction de 1’automate, nous construisons d’abord le
systeéme d’équations Eq(¢), ce qui se fait en un temps linéaire dans la taille de la formule ¢. La
construction du systéme simplifié est également linéaire en |¢|. Finalement, la construction et
la taille de ’automate A sont tous deux en (’)(3“1"). Toutes ces quantités sont majorées par la
complexité du test d’appartenance.

Corollaire 6.20 Pour un arbre t et une formule ¢ donnés, tester si I’arbre t satisfait la formule
LS5 close ¢ est au plus doublement exponentiel dans la taille de la formule et polynomial dans
la taille de I'arbre, avec degré du polynome en O(3191).

Remarquons finalement que ce résultat ne nous permet pas de conclure que la complexité de
données du probleme de model checking de la logique LS5 est polynomiale, puisque le degré du
polyndme dépend de la taille de la formule. Par contre, nous pouvons dire que cette complexité
est au pire | J, oy P ([t]), ou P, (t) désigne I’ensemble les polynomes en |¢| de degré n.
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Chapitre 7

Fragments décidables de la logique
spatiale

Dans ce chapitre nous identifions deux fragments syntaxiques de la logique spatiale : LSrd
et LSrpd, pour lesquels la satisfiabilité est décidable. Ces fragments sont obtenus par des res-
trictions de la récursion. Nous montrons ensuite que la logique LSrd est équivalente a MSO et
LSrpd est équivalente a PMSO. Les résultats de décidabilité aussi bien que les résultats d’équi-
valence sont établis en passant par les automates a contraintes numériques.

Nous commengons par définir les logiques LSrd et LSrpd et dans la section 7.1. Ensuite nous
montrons dans la section 7.2 que I’ACN correspondant a une formule LSrd est un ACN sans
étoile et que I’ACN correspondant a une formule LSrpd est un ACN semilinéaires, et que ces
automate peuvent étre effectivement construits. Dans la section 7.3 nous montrons les résultats
inverses, cad le langage d’un ACN sans étoile peut étre représenté par une formule LSrd et le
langage d’un ACN semilinéaires peut étre représenté par une formule LSrpd. Encore une fois,
le passage de I’automate a la formule est effectif (& condition que 1’automate soit effectif). Ceci
nous permettra d’établir I’équivalence les logiques LSrd et LSrpd et les classes d’automates
ACN sans étoile et ACN semilinéaires respectivement. Finalement, dans la section 7.4 nous
établissons 1’équivalence des logiques LSrd et MSO et I’équivalence des logiques LSrpd et
PMSO en utilisant des résultats d’équivalences entre PMSO et les ACN semilinéaires et MSO
et les ACN sans étoile.

7.1 Les fragments LSrd et LSrpd

Rappelons qu’un chemin est une séquence d’opérateurs de la signature 7 enrichis avec un
rang pour les opérateurs binaires (voir la définition 4.14, page 76).

Nous commengons par définir les logiques LSrd et LSrpd comme des fragments syntaxiques
de la logique spatiale, cad dans les deux définitions ci-dessous la formule ¢ est supposée écrite
sur la syntaxe d’origine.
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Définition 7.1 (Fragment a récursion descendante) Une formule a récursion descendante est
une formule ¢ telle que pour tout chemin c¢y.u€.co.€ dans ¢, le chemin ¢y contient au moins un
opérateur d’emboitement o (pour o C X0).

Le fragment a récursion descendante de la logique spatiale, noté LSrd, est constitué des
formules closes a récursion descendante.

Définition 7.2 (Fragment a récursion positive/descendante) Une formule a récursion posi-
tive/descendante est une formule ¢ telle que pour tout chemin c;.ué.co.€ dans ¢, le chemin co
satisfait une de ces deux conditions :

— ¢y contient un opérateur d’emboitement v ou

— ¢ ne contient pas d’opérateur de négation.

Le fragment a récursion positive/descendante de la logique spatiale, noté LSrpd, est consti-
tué des formules closes a récursion positive/descendante.

Le nom du fragment LSrpd doit &tre lu et compris « fragment a récursion positive ou descen-
dante » et non « fragment a récursion positive et descendante ». Il est facile de voir de cette
définition que le fragment a récursion descendante est inclus dans le fragment a récursion posi-
tive/descendante.

L’exemple 7.1 montre des formules de ces deux fragments.

Exemple 7.1 Soient les formules

¢1 = (u€.alg] v 0) Vv —~(ug' B €V 0)
po = pé.—al=E]| (EV BIE])) VO

¢3 = pé.afue £ BIETV a[T] A0

¢1 = p&.~ (€| —af0]) A B[T]

Les formules ¢; et ¢2 sont des formules & récursion positive/descendante, mais ne sont pas
des formules a récursion descendante. La formule ¢3 est a récursion descendante. Finalement,
la formule ¢4 n’est ni une formule a récursion descendante, ni une formule a récursion posi-
tive/descendante.

Les deux lemmes qui suivent donnent des conditions que les formules positives satisfont
lorsque celles-ci sont équivalentes a des formules des fragments LSrd et LSrpd.

Lemme 7.3 Soit ® une formule positive.

(i) Si, pour tout chemin c.r€.d.€ dans ®, le chemin d contient une occurrence d’un opérateur
a (pour o C X), alors @ est équivalente a une formule du fragment LSrd ;

(ii) Si, pour tout chemin c.x€.d.€ dans ®, le chemin d satisfait une de ces trois conditions :
— d contient au moins une occurrence d’un opérateur o (pour o« C ¥ fini ou co-fini) ou
— d est constitué uniquement d’opérateurs \, | et d’opérateurs de plus petit point fixe de
la forme &' ou
— d est constitué uniquement d’opérateurs A, || et d’opérateurs de plus grand point fixe
de la forme v¢',
alors ® est équivalente a une formule du fragment LSrpd.
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Preuve  Nous donnons uniquement la preuve du cas (ii), la preuve de I'autre cas étant tres
similaire. Un chemin d.£ est dit chemin de récurrence LSrpd-correct si d est un chemin sur la
syntaxe d’origine et de plus d contient une occurrence d’opérateur o ou d ne contient pas de
négation. Soit v£.¢ une sous formule de ®. Montrons d’abord que la formule ) = —¢({ — =€)
est équivalente a une formule v/’ telle que tout chemin d.£ dans ¢’ est un chemin de récurrence
LSrpd-correct. La preuve se fait par induction sur la structure de la formule ¢.

Notons d’abord que si d.£ est un chemin dans ¢, et que v£.¢ est sous formule de ®, alors il
existe un chemin c tel que c.v€.d.€ est un chemin dans ®. Comme ce chemin contient 1’opérateur
v&, par hypothese sur @ nous déduisons que le chemin d est constitué uniquement des opérateurs
A, || et des opérateurs de plus grand point fixe. De ce fait, si ¢ est de la forme 0, 0,T,L,01 Vo,
@1 | 2 ou p&’.¢1, alors ¢ ne peut contenir de chemin de la forme d.£ et nous n’avons rien a

montrer.

Si ¢ = &, alors d est le chemin vide et la formule 1) est égale a ——¢ et est équivalente a £.
Donc la propriété a montrer est vérifiée.

N

Si ¢ = ¢1 A ¢2, alors par définition de I'opérateur A, la formule ¢/ est équivalente a
~(GLE — =€) V (€ — —E)), et donc A~y (€ — —€) V ~da(¢ — —€). Mainte-
nant, par hypothese de récurrence, pour i étant 1,2, la formule —¢;(§ — —&) est équivalente a
une formule, soit ¢;, telle que pour tout chemin d;.£ dans 1);, d; est un chemin de récurrence
LSrpd-correct. Donc 1 V 15 est équivalente a 1) et il est facile de voir qu’elle correspond aux
criteres pour 1.

Finalement, si ¢ = ¢1 || ¢ ou ¢ = v€'.¢1, la preuve est semblable au cas précédent.

Maintenant, par hypothése sur les chemins de ®, nous savons que pour toute sous formule
ué.¢ de @, si d est un chemin tel que ué.¢(d) = &, alors d est un chemin de récurrence LSrpd-
correct.

Considérons maintenant la formule ¥ obtenue a partir de ® en remplagant les opérateurs
dérivés par leur définition. Par ce qui a été montré, il est facile de voir que ¥ est équivalente a
une formule & récursion positive/descendante W’.

]

Lemme 7.4 Soit ® une formule close.

(i) Si ® est dans le fragment LSrd, alors pour tout chemin c.x€.d.€ dans pos(®), le chemin
d contient au moins un opérateur o (pour o C X3).

(ii) Si ® est dans le fragment LSrpd, alors pour tout chemin c.k€.d.& dans pos(®), le chemin
c satisfait une de ces trois conditions :
— d contient au moins un opérateur o (pour o C X fini ou co-fini) ou
— d est constitué uniquement des opérateurs V, | ou d’opérateurs de plus petit point fixe
de la forme p&' ou
— d est constitué uniquement des opérateurs N, || ou d’opérateurs de plus grand point

fixe de la forme &' .

Preuve Nous ne montrons que le point (ii), la preuve pour I’autre cas étant tres similaire.

Pour un chemin ¢, son chemin dual est le chemin de méme longueur que c et obtenu a
partir de ¢ en remplagant chaque occurrence des opérateurs V, A, |, || et les opérateurs de point
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fixe par leur opérateur dual (cad en remplacant toute occurrence de V par A et inversement,
toute occurrence de | par || et inversement, toute occurrence de u&’ par v¢’ et inversement).
Commencons par mettre en évidence la propriétés des chemins suivante, qui est facilement
déduite des définitions :

(%) si c est un chemin sans opérateurs constants et qui ne contient pas d’opérateur de négation
ni d’opérateur d’emboitement, alors pos(c) = c et neg(c) est le chemin dual a c.

Soit maintenant c.x€.d.£ un chemin dans pos(®). Alors, par le point (ii) du lemme 4.15, il existe
un chemin ¢ dans ® tel que c.k€.d.§ = pos(c¢”). Par définition de la construction de pos(c”),
on peut voir que ¢”’ est nécessairement de la forme ¢’.ué.d’ .£. Maintenant, du point (iii) du
lemme 4.15 nous pouvons déduire que de deux choses 1’une :

— pos(c.ué.d &) = pos(c.u&).pos(d’.€) si ¢’ contient un nombre pair de négations ou

— pos(c.u&.d .€) = pos(c.u&).neg(d'.—.€) si ¢ contient un nombre impair de négations.
Maintenant, nous savons que d’ est un chemin sur la syntaxe d’origine qui ou bien contient
un opérateur «, ou bien est sans négation, et donc constitué uniquement des opérateurs V, | et
d’opérateurs de plus petit point fixe. Dans le premier cas, par définition, pos(d'.£) et neg(d'.—.£)
contiennent un opérateur «.. Dans le second cas, par définition, il est facile de voir que comme d
est sans négation, pos(d’.£) = pos(d’).pos(§) = pos(d').§ et neg(d'.—.£) = neg(d').neg(—=§) =
neg(d').€. Par (%), nous savons que pos(d’) = d’ et neg(d') est le chemin dual & d’, donc com-
posé uniquement des opérateurs A, || et d’opérateurs de plus grand point fixe, ce qu’il fallait
démontrer

O

7.2 Sous-classes d’automates et satisfiabilité pour les logiques LSrd
et LSrpd

Nous montrons ici que le probleme de satisfiabilité des logiques LSrd et LSrpd est déci-
dable. Nous allons utiliser pour cela I’équivalence entre automates a contraintes numériques et
formules de la logique spatiale sans quantification. Plus précisément, nous montrons que pour
toute formule ¢ dans le fragment LSrd, on peut construire un ACN sans étoile effectif qui re-
connait exactement les arbres satisfaisant la formule ¢. De la méme fagon, pour toute formule
¢ dans le fragment LSrpd, on peut construire un ACN semilinéaire effectif qui reconnait exac-
tement les arbres satisfaisant la formule ¢. Ensuite nous utilisons simplement le fait que le vide
est décidable pour les ACN sans étoile et semilinéaires effectifs.

Commencons par rappeler quelques notations et notions qui ont été introduites dans les
chapitres précédents. Pour toute formule de la logique spatiale sans quantification ¢, Eq(¢) estle
systeme d’équations construit a partir de cette formule (voir la section 4.2.4). Dans la suite, nous
notons Sy le systéme d’équations simplifié construit a partir de Eq(¢) (voir la section 4.3.1), et
Sgum est le systtme d’équations numérique construit a partir de Sy (voir la section 6.2.2).

Rappelons également qu'un ACN A = (X,Q, A, F) est dit sans étoile (respectivement
semilinéaires) si pour toute transition (g, a, D) dans A, I’ensemble d’étiquettes « est fini ou
cofini et I’ensemble de multiensembles D C N est sans étoile (respectivement semilinéaire).
Un ACN sans étoile, respectivement semilinéaire, est dit effectif si tous les ensembles de mul-
tiensembles apparaissant dans la définition de I’automate sont représentées comme une union
finie d’ensembles linéaires, eux-mémes représentés par leurs bases et périodes respectives.
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Rappelons finalement comment sont définis les multiensembles apparaissant dans les tran-
sitions de 1’automate correspondant a une formule logique. Par définition, pour toute transition
(¢, , D) de A, ’ensemble de multiensembles D est de la forme

ﬂ Solg (8™, var(§)) N m \RAN Solr (S5, var(§))
Lev gev!

oll @ est 'ensemble d’états de I’automate, V, V' sont des sous ensembles de {Vars(S'™)},
pour chaque ¢ dans V" ou dans V", var(¢) est une variable dans Vars(S§'™) et Solg (S3'™) est
la solution du systeme numérique SI'™. Comme les ensembles de multiensembles sans étoile
et les ensembles de multiensembles semilinéaires sont effectivement clos par intersection et par
complémentaire, nous avons le suivant

Lemme 7.5 Avec les notations ci-dessus,
— Si, pour toute variable { dans Vars(S3"™), Solg(Sg'™, ) est un ensemble de multien-
sembles sans étoile effectif, alors A est un ACN sans étoile effectif.
— Si, pour toute variable & dans Vars(Sj™), Solg(Sg™,§) est un ensemble de multien-
sembles semilinéaire effectif, alors A est un ACN semilinéaire effectif.

Donc, pour montrer que I’ ACN correspondant a une formule LSrd est un ACN sans étoile effec-
tif et que I’ACN correspondant a une formule LSrpd est un ACN semilinéaire effectif, il suffit
de montrer le résultat suivant :

Lemme 7.6 Avec les notations ci-dessus,

— Si ¢ est une formule de la logique LSrd, alors pour toute variable & dans Vars(Sg”m),
I’ensemble SolR(Sg”m, €) est un ensemble de multiensembles sans étoile qui peut étre
effectivement calculé.

— Si ¢ est une formule de la logique LSrpd, alors pour toute variable £ dans Vars(Sg”m),
I’ensemble SolR(Sg“m, &) est un ensemble de multiensembles semilinéaire qui peut étre
effectivement calculé.

Le reste de la section est consacré a la preuve de ce lemme.

7.2.1 Une méthode abstraite de résolution d’un systéme d’équations

Nous voulons montrer que les solutions des systémes d’équations numériques construits a
partir d’une formule LSrd ou LSrpd sont respectivement des ensembles sans étoile et semili-
néaires et qu’elles peuvent étre effectivement calculées. Comme nous I’avons vu dans la section
précédente, cela nous permettra de conclure a la satisfiabilité des logiques LSrd et LSrpd.

Pour la résolution des syst¢emes d’équations, nous allons utiliser des propriétés qu’ont les
systemes numériques lorsqu’ils ont été construits a partir d’une formule des deux fragments
de la logique qui nous intéressent. Cependant, ces propriétés ne s’expriment pas de maniere
globale pour tout le systeme d’équations, mais caractérisent des groupes d’équations de celui-ci.
C’est pourquoi, pour la résolution du systeme d’équations, nous allons utiliser une méthode qui
permet d’exprimer la solution d’un systéme d’équations a partir des solutions de sous systemes
extraits de celui-ci. Dans ce qui suit nous présentons cette méthode. Notons qu’il s’agit ici
d’une méthode générale, puisqu’elle peut €tre utilisée pour n’importe quel systeme d’équations
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satisfaisant certaines propriétés (que nous allons annoncer). Nous en faisons ici une présentation
abstraite, dans le sens oul nous ne nous intéressons pas a la représentation de la solution du
systeme d’équations. Par ailleurs, nous illustrons les différentes étapes de cette méthode dans
I’exemple 7.2.

Fixons d’abord ce qu’on entend par un sous systéme d’équations extrait de S (ou encore
systeéme d’équations extrait de S). Il s’agit d’un systeme d’équations construit & partir d’une ou
plusieurs équations de S non nécessairement contigués.

Définition 7.7 (Systéme extrait) Soit S un systeéme d’équations et V' un sous-ensemble de
{Vars(S)}. Le systeme extrait de S induit par V est le sous systtme de S contenant exacte-
ment les équations pour les variables appartenant a V' dans le méme ordre que dans S.

Par exemple, si S est le systéme d’équations a point fixe

K K K
12 1,62 fo, . bon = fon

et V = {& | i est pair}, alors le systeéme extrait de S induit par V' est
K K. K2n
9= f2,64 = fa,.. Con = fon.

Soit maintenant (E, A g, V g) un treillis quelconque et soit S un systéme d’équations a points

fixes sur la séquence de variables x1,...,x; et tel que les parties droites d’équations dans
S sont des fonctions monotones de E* dans E. Considérons une partition de {Vars(S)} en
n ensembles, que nous notons v .. V(™ Considérons la relation binaire ~»g (en nota-
tion infixe) entre les ensembles V1), ... V(") appelée relation de dépendance et définie par :

VO wsg VU si j # 7’ et il existe une variable x dans V) et une variable 2’ dans V(")
telles que dans S, la partie droite de 1’équation pour la variable x est une fonction que dépend
effectivement de la variable x’. Voir I’exemple 7.2 qui illustre cette relation de dépendance.

Supposons maintenant que le graphe de la relation ~~ est acyclique. Soit V1) un ensemble
qui n’a pas de successeurs par la relation ~»s. Alors nous savons que dans S, les parties droites
des équations pour les variables dans V() sont des fonctions qui ne dépendent que des variables
dans V' U) . Considérons alors S, le systéme extrait de S induit par V' U) ; S’ est alors un systéme
d’équations sur I’ensemble de variables V() Pour toute variable x; dans 1742 , Soit h; la solution
de &' Par définition de la solution d’un systéme d’équations, il est facile de voir que pour toute
variable z; dans V'), h/; est également la solution de S pour la variable z;. Alors, pour connaitre
la solution de S pour la variable ; dans V1) il suffit de pouvoir résoudre le systéme extrait S’

Soit maintenant V) un ensemble qui a des successeurs par ~-g, et soit V I’ensemble de
variables qui appartiennent 2 un des ensembles successeurs de V), cad V' est I’ensemble

v=|J VUl
V@) ams VG

Pour toute variable x; dans V', notons par h; la solution de S pour la variable x;. Considé-
rons le systtme d’équations S’ obtenu & partir de S en remplagant dans celui-ci toute fonc-
tion f(Vars(S)) apparaissant en partie droite d’équation par la fonction f’ sur les variables
{Vars(S)} . V obtenue a partir de f en instanciant chaque variable z; de V' par la valeur h;.
Par le corollaire 4.6, nous savons que les systémes S’ et S ont la méme solution.
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Soit finalement S” le systeme d’équations extrait de S’ enduit par V). Par définition de S’
et de S”, on sait que dans S”, toute fonction apparaissant en partie droite d’équation ne dépend
que des variables dans V7). Donc, S” est un systéme d’équations clos. Pour toute variable x;
dans V1), soit h la solution de S” pour la variable ;. Par définition de la solution d’un systéme
d’équations, on peut voir que pour tout z; dans V), h! est également la solution de S’ pour
la variable x;, et par ce qui a été dit & propos de S, c’est également la solution de S pour la
variable z;.

Exemple 7.2 Soit le systeéme d’équations S ci-dessous.

K1

r1 = fi(z1, 22,74, 76),
zo 2 fo(w2,x3,75),

x5 = fa(xs,as),

g 2 fa(w3,24,75),

Zs = f5(90 5)s

z6 = fo(w1, 20,24, 76)

Nous admettons que chaque fonction apparaissant en partie droite d’équation ne dépend que
des variables qui ont été explicitement données ; par exemple la partie droite de la premiere
équation du systéme est une fonction qui dépend des variables x1, x2, x4, ¢ €t ne dépend pas
des variables x3, 5.

Considérons les ensembles de variables

VI = {21, 26} V) = {2y} VO ={ag,2s) VO =}

Ces quatre ensembles forment une partition de {Vars(S)}. Les couples d’ensembles de variables
mis en relation par ~»s sont :

v e v®, v s v®, VvV s VO, v s VB (7.

Cette relation nous renseigne sur les dépendances entre les variables du systeme d’équations. Par
exemple, comme V(1) est en relation avec V) et V(2) mais pas avec V), nous savons que la
partie droite d’équation d’une variable z dans V() peut dépendre des variables VDUV Uy (4
mais dépend d’aucune variable dans V (%),

L’ensemble de variables V(3) est sans successeur pour ~s. Le systéme extrait de S induit
par V() est le systéme a deux équations suivant :
K3
r3 = f3(zs,2s5),

5

x5 = fs(x3,5)

=

Nous pouvons voir que ce systeme d’équations est clos ; cad toutes les variables apparaissant en
partie droite d’équation sont des variables du systeme. Soit (hj, hf) la solution de ce systeme.
Soit (hy, hg, hs, ha, hs, he) la solution de S. Alors hf, = hg et hi = hs.

L’ensemble de variable V(1) a des successeurs par la relation ~» g, notamment les ensembles
V@ et VW Soit V I’ensemble V(& U V®) ; dans notre exemple V = {xa,x4}. Soient hy et
hy4 les solutions de S pour les variables x5 et x4 respectivement. Soit S’ le systéme d’équations



148 Chapitre 7 : Fragments décidables de la logique spatiale

obtenu a partir de S en injectant les valeurs ho et hy dans les fonctions apparaissant en partie
droite d’équation dans S, cad S’ est le systeme

3
hy

r1 = fi(z1, he, hy, v6),
zy 2 folho,x3,75),

z3 2 f3(xs,75),

s 2 fa(xs, ha, 35),

x5 = fs(xs,xs),

z6 = fo(z1,ho, ha, z6)

Par le corollaire 4.6, nous savons que S et S’ ont la méme solution.

Soit finalement S” le systéme extrait de S’ induit par V(1)

1 2 fi(z1, ho, ha, 76),
z6 = fo(x1, o, ha,76)

On peut voir que S” est un systeéme clos. Soit (h], h{) la solution de S”. Par définition de la
solution d’un systeme d’équations nous pouvons voir que hf est également la solution de S’
pour la variable z; et h{ est également la solution de S’ pour la variable x¢. Par ce qui a été dit
sur la solution de &', nous en déduisons que hf et hy sont respectivement la solution de S pour
la variable z et la solution de S pour la variable xg.

On voit que la solution de S pourrait étre calculée de proche en proche, en calculant d’abord
la solution des systémes extraits induits par les ensembles V() et en suivant I’ordre partiel défini
par la relation acyclique ~»s. Cette méthode de calcul de la solution d’un systeme d’équations
peut s’avérer utile si les solutions des systémes extraits induits par les ensembles V') sont plus
faciles a calculer que la solution du systéme dans sa totalité. Résumons cette méthode de calcul
pour le systtme S de maniere informelle, sous la forme d’un algorithme abstrait (dans lequel on
ne se préoccupe pas de la représentation des objets manipulés) :

— soit solutions une liste de couples de la forme (z, h), ou x est une variable dans Vars(S)
et h appartient & F et qui ne peut contenir deux couples (z, h) et (z,h') ayant la méme
premiere composante. La liste solutions est initialement vide ;

— pour chacun des ensembles V1) pris dans un ordre « remontant » le graphe de la relation

~~g, faire
— dans S, pour toute fonction f(z1,...,x)) apparaissant en partie droite d’équation,
remplacer f(z1,...,x) par la fonction f(y1,...,yx) ot pour tout i dans 1..k, y; = h;

si (z;, h;) est dans la liste solutions et y; = x; si la liste solutions ne contient pas de
couple dont la premigre composante est x; ;

— soit S’ le systéme d’équations extrait de S induit par V). Nous savons que S’ est
un systéme clos, cad les parties droites d’équations dans S’ sont des fonctions qui ne
dépendent que des variables dans V) ;

— résoudre le systéme S’ ; pour chaque variable z; dans V1), soit h} la solution de S’
pour cette variable ;

— pour chaque variable z; dans V) ajouter le couple (xi, h}) alaliste solutions (on sait
qu’avant 1’ajout, solutions ne contient pas de couple dont la premiere composante est
x;, ceci parce que les ensembles V(1) ... V(") forment une partition de Vars(S)).
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A la fin du traitement itératif, la liste solutions contient le couple (x;, h;) pour chaque x; dans
Vars(S), et h; est alors la solution de S pour la variable z;. Nous illustrons dans I’exemple 7.3
les différentes étapes de cette méthode.

Exemple 7.3 Nous montrons les différentes étapes de la méthode de résolution sur le systeme
d’équations S défini dans I’exemple 7.2. Initialement, la liste solutions est vide. Nous allons
parcourir les ensembles v V™ dans I’ordre suivant : d’abord V3, ensuite V() suivi
par V4 et finalement V(1) Cet ordre de parcours est compatible avec I’ordre partiel défini par la
relation ~»s ci-dessus (7.1). Nous commengons par I’itération pour V(®) en remplagant dans S
les occurrences des variables présentes dans solutions par leur solution. La liste solutions étant
vide pour I’instant, le systtme d’équations S reste inchangé. Ensuite on construit le systeme
extrait de S induit par V3 ; c’est le systéme suivant

x3 = fa(xs,5),

x5 = fs(xs,T5)
Soit (hs, hs) la solution de ce systeéme. On ajoute a solutions les couples (z3, h3) et (x5, hs).
L’itération pour V ) est terminée, on peut continuer par V@ Pourla premiere étape, on injecte
dans le systeéme S les valeurs présentes dans solutions ; alors S devient

r =2 f1(331,332,334,336),
zy = (9627h37h5)

z3 = fi(hs, hs),

zy 2 falhs, 9647h5)

Zs = fs(h )

z6 = folz1, 20,24, 76)

Le systéme extrait de S induit par V@ est le systéme a une solution xo =2 fa(x2, hg, hs). Soit
(hg) la solution de ce systeme. On ajoute a solutions la couple (z2, hy). La prochaine itération
est pour V(® . On commence par remplacer dans S les occurrences de variables par la solution
correspondante, lorsque celle-ci est contenue dans solutions. Alors le systeme S devient

1 2 fi(z1, he, 24, 76),
zy 2 fo(ha, hs, hs),

z3 = f3(hs, hs),

zs 2 fa(hs,aq, hs),

x5 = f5(hs, hs),

z6 = fo(x1,ho, 74, 76)

Le systéme extrait de S induit par V(4 est le systeme 2 une équation x4 = f,(hs, x4, hs). Soit
(h4) la solution de ce systeme. On ajoute a solutions la couple (x4, hg). La derniere itération est
pour V(1) Remplacer dans S les variables par la valeur correspondante modifie S en le systéme
suivant :

1 2 fi(x1, ho, ha, v6),
zy = foho, hs, hs),

z3 2 f3(hs, hs),

zs = fa(hs, ha, ),

x5 = fs(hs, hs),

z6 = fo(x1,ho,ha, z6)
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Le systéme extrait de S induit par V(1) est alors

€1 = fl(‘rl? h27 h47$6)7

z6 = fo(w1, ho, ha,x6)
Soit (hq, hg) la solution de ce systéme. On ajoute a solutions les couples (x1, hi) et (x¢, hg).

Apres la derniére itération, la liste solution contient les couples (z3, hs), (x5, hs), (z2, h2),
(x4, h4), (z1, h1) et (z¢, he). Nous savons alors que pour toute variable x;, h; est la solution du
systéme S pour cette variable.

Comme nous I’avons vu, pour que cette méthode de résolution puisse donner lieu a un al-
gorithme de résolution d’un systeme S, le systtme S doit satisfaire certaines conditions. Plus
particulierement, on doit pouvoir partitionner 1’ensemble de variables Vars(S) en k sous en-
sembles, soient V(Y ... V(¥ de telle maniere que :

C1 Iarelation ~»g est acyclique ;

C2 le systtme d’équations extrait enduit par chacun des ensembles de variables V() puisse étre
résolu. De plus, la résolution de chacun des sous-systémes extraits permettent de présenter
les solutions de telle maniere que ces solutions peuvent étre réintégrées dans le systeme
d’équations S.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que lorsque S est le systéme d’équations numériques
correspondant a une formule des fragments LSrd et LSrpd ces conditions sont satisfaites.

7.2.2 Résolution effective du systeme lorsque ¢ est une formule des fragments
qu’on considere

Dans la section précédente nous avons présenté une méthode abstraite de résolution d’un
systeéme d’équations S. Cette méthode peut donner lieu a un algorithme de résolution si S sa-
tisfait les deux conditions C1 et C2 ci-dessus. Nous montrons ici que ces deux conditions sont
satisfaites lorsque S est un systéme d’équations numériques associé a une formule des fragments
LSrd ou LSrpd.

Commencgons par fixer quelques notations. Dans la suite, considérons la formule ¢ que
nous supposons appartenir a un des fragments LSrd ou LSrpd. Soit S(Z‘;“m le systéme numérique
construit a partir de la formule ¢ par la méthode de construction décrite dans la section 6.2.2.
Notons également par ()4 I’ensemble des états de 1’automate reconnaissant le langage [¢], au-
tomate défini dans la section 6.2. Rappelons que les solutions du systeme d’équations Sg“m sont
des ensembles de multiensembles sur Q4. Considérons finalement la signature

P* = {J—a \ |7 *} U {C{lq}}
q€Qqy

ou * est un symbole unaire (utilisé en notation postfixée) et les autres symboles sont comme dans
p. La p-interprétation R est définie pour p* comme pour p, avec I’interprétation du symbole *
qui est donnée par

(DR = | J{{a1, .- an} | Vi € L.n.q; € D}.
neN
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Dans la suite, nous aurons a considérer des systemes d’équations sur fonct(p, X;) dans les-
quels les occurrences de certaines variables sont remplacées par des termes clos de fonct(p*, &;).
Pour cela, nous allons définir une notation. Soit -y une application de domaine (fini) V' C A}, qui
a chaque variable de V' associe un terme fonctionnel clos sur p*. Si S est un systeme d’équations
sur fonct(p, X;) et V est I’ensemble des variables apparaissant en partie droite d’équation dans
S mais qui n’appartiennent pas a Vars(S), alors 7S est le systéme d’équations obtenu a partir
de S en remplacant dans celui-ci toute occurrence d’une variable £ € V par y(&). Dans ce cas,
~S est un systéme d’équations sur fonct(p U p*, X;). Une telle application v serait également
appelée substitution, de par son utilisation.

Pour montrer que les conditions C1 et C2 sont satisfaites lorsque ¢ est une formule des
fragments LSrd et LSrpd, nous passons par ces trois étapes :

(E1) Nous proposons d’abord un partitionnement des variables de Vars(Sgum) pour lequel la

relation ~gpm est acyclique ; soit V1) ... V(¥) ce partitionnement.

(E2) Nous montrons que pour tout ensemble de multiensembles semilinéaires D), il existe un
terme clos f sur fonct(p*, X;) tel que f® = D.Le terme f n’est pas unique. Un terme
clos satisfaisant cette condition sera noté fp.

(E3) Soit V9 un des ensembles parties de Vars(Sg)“m), soit Sy(j) le systéme extrait de S(‘;)“m
induit par V9), soit V I’ensemble des variables apparaissant en partie droite d’équation
dans S’ et qui n’appartiennent pas & V), et soit y une substitution de domaine V. Nous
montrons que :

— pour toute variable ¢ dans V), 1a solution de Sy ;) pour £ est un ensemble semili-
néaire et

— on peut effectivement calculer un terme clos f sur p* tel que f~ = Solz (vSy ), €).

De plus, dans le cas particulier ol ¢ est une formule du fragment LSrd et pour toute

variable ¢ € V, 1’ensemble (y(£')), interprétation du terme image de &’ par v, est un

ensemble sans étoile, alors les solutions de 7Sy, (;) sont aussi des ensembles sans étoile.

Ces trois propriétés nous garantissent que les conditions C1 et C2 sont satisfaites pour le systeme

Sy, et donc que le systeme d’équations Sg*™ peut effectivement étre résolu.

Partitionnement de Vars(S)

Nous présentons ici un partitionnement de I’ensemble variables Vars (S;“m) dont la construc-
tion est syntaxique a partir de S3*". Ceci correspond a I’étape (E1) que nous avons annoncée
ci-dessus.

Soit la relation binaire ——spm entre variables du systéme S(‘;)“m : pour &, & appartenant

a Vars(Sé‘)“m) et f étant la partie droite de 1’équation pour ¢ dans Sg“m, nous disons que &
dépend de &' dans Sj"™, noté § —gm &', si la variable ¢’ apparait libre dans f. Nous notons

par —>j§num la cl6ture transitive de la relation —— s et par —um sa clOture transitive et
¢ ¢
réflexive.

La relation de dépendance ——smm permet de définir des classes d’équivalence pour les
variables : pour toute variable & dans Vars(Sé‘)“m) telle que & —>j§num &, 1a classe d’équivalence
¢

de & pour — g, notée €3 )Sgum ,est I’ensemble de variables &’ telles que & —>j§(.z)um ¢ —>f§3>um
&.
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Autrement dit, la classe d’équivalence (£ )S;um contient exactement les variables &’ se trou-
vant sur un cycle pour la relation ——smm passant par &. Notons que plusieurs cycles différents
peuvent passer par &, (£ )Sgum est alors I'union des variables se trouvant sur n’importe quel de
ces cycles. Donc, pour toutes variables £ et £, on a £ appartient & (¢’ )S;um si et seulement si &’

appartient a (&) Smm. Remarquons que la classe d’équivalence n’est pas définie pour les variables
& n’appartenant pas a un cycle de la relation s, On dit dans ce cas que la variable £ ne
définit pas de classe d’équivalence dans Sg“m. Par exemple, si la partie droite de 1’équation pour
§ dans S3"™ est une constante, alors la variable { ne définit pas de classe d’équivalence. Si ¢ est
une variable qui ne définit pas de classe d’équivalence, la notation (&) Snum est interdite.

Pour avoir une vue uniforme des classes d’équivalence et des variables ne définissant pas de
classe d’équivalence, nous introduisons la notation suivante : ((§ ))Sg;‘m est I’ensemble

(€) Sypm si la variable ¢ définit une classe d’équivalence dans Sg*™,

{&} sinon.

L’introduction des ensembles ((£ ))Sg;‘m mérite une remarque : nous aurions pu obtenir les
ensembles ((£ ))S;um en modifiant 1égerement la définition de (£ )S;um. En effet, (£ ))S;um est I’en-
semble de variables &’ telles que & —snm §. La différenciation entre les deux est nécessaire
parce que dans la suite nous aurons besoin de distinguer les variables qui définissent une classe
d’équivalence des variables qui ne définissent pas de classe d’équivalence. En particulier, un
systeme d’équations dans lequel aucune variable ne définit de classe d’équivalence (cad aucune
variable ne se trouve sur un cycle de la relation de dépendance) n’a pas forcément les mémes
propriétés qu'un systeme d’équations dans lequel certaines classes d’équivalence contiennent
une seule variable.

La relation binaire ~»smm entre les ensembles (€3 ))Sgum pour { dans Vars(Sg™™) est alors
définie par : ((£))sum ~>gmm ((§'))smm si§ —gum &' et & & ((§'))smm. Cette derniére condition
implique que les ensembles ((£ ))S;um et ((5'))5;“"“ sont disjoints.

Lemme 7.8 La relation ~gmm est acyclique.

Preuve Ceci va de la définition méme de (§)5(r;>um et des ensembles ((5))33)um, pour ¢ variable
dans Vars(Sg™™).

|

Remarquons finalement que chacun des ensembles ((§ ))S;um peut étre construit syntaxique-
ment a partir de S;“m.

Dans la suite, nous considérons le partitionnement de Vars(Sé‘)“m) dont les parties sont les
ensembles ((£)) s, pour toute variable & dans Va rs(Sg"™). Comme le systéme Sg*™ est clair du
contexte, nous écrirons ((£)) a la place de (¢ ))Sgum.
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Représentation d’un ensemble semilinéaire sous la forme d’un terme clos

Nous montrons ici que pour tout ensemble de multiensembles semilinéaires D, il existe un
terme clos fp sur fonct(p*, X;) tel que fz)2 = D. Ceci correspond a I’étape (E2) que nous avons
énoncées ci-dessus.

L’idée est simple : tout ensemble de multiensembles semilinéaire est ’image de Parikh d’un
langage rationnel de mots, tout langage rationnel de mots peut étre représenté par une expression
rationnelle, et toute expression rationnelle peut étre vue comme un terme clos sur fonct(p*, X;).

Soit A un alphabet fini. Pour tout mot w dans Ax, son image de Parikh est 1’application qui
au symbole a dans A associe le nombre d’occurrences de a dans le mot w. C’est a dire, I’image
de Parikh d’un mot dans Ax est un multiensemble sur A. L’image de Parikh est étendue aux
ensembles de mots : si L C Ax est un ensemble de mots, I’image de Parikh est I’union des
images de Parikh des mots constituant L.

Pour un alphabet A donné, une expression rationnelle est définie récursivement par :
— O est une expression rationnelle,
pour toute lettre @ dans A, a est une expression rationnelle,
si e1, e9 sont des expressions rationnelles, e | e2 et e; V ey sont aussi des expressions
rationnelles ;

— si e est une expression rationnelle, ex est aussi une expression rationnelle.
Dans cette définition, nous avons pris la liberté de représenter la concaténation (.) par le symbole
| et I’union (+) par le symbole U. Un langage rationnel est un ensemble L C Ax qui peut étre
défini par une expression rationnelle (dans laquelle | est interprété comme la concaténation, V
est 'union et * est 1’opérateur étoile).

Maintenant, il est bien connu que I’image de Parikh d’un langage rationnel L est un en-
semble semilinéaire et que tout ensemble semilinéaire est I’image de Parikh d’un langage ration-
nel L. Considérons donc I’ensemble semilinéaire D, et soit L un langage rationnel sur 1’alphabet
Q4 tel que D est I'image de Parikh de L. Considérons une expression rationnelle e qui définit
le langage L. Considérons le terme f obtenu en remplacant dans e les occurrences de @ par |
et les occurrences d’une lettre g par la constante Cy y ; f est un terme clos sur fonct(p*, A;). 1

n’est pas tres difficile de voir que ™ est exactement D.

Dongc, il suffit de prendre le terme f pour fp. Remarquons que le terme fp ainsi défini
n’est pas unique ; nous utilisons la notation fp pour un (quelconque) terme clos satisfaisant la
condition fg =D.

Notons finalement que dans le cas particulier ou D est un ensemble sans étoile, nous sa-
vons que D est I’'image de Parikh d’un langage rationnel L sans étoile, et donc 1’expression
rationnelle définissant L est équivalente a une expression rationnelle sans étoile, mais utilisant
le complémentaire.

7.2.3 Type de solution et résolution des systémes extraits

Nous montrons dans cette section que pour toute variable & dans Vars(Sgum), si Sg) est
le systtme extrait de S3"™ induit par ((£)), si V' est I'ensemble des variables apparaissant en
partie droite d’équation dans S(¢) mais n’appartenant pas a ((£)) et que y est une substitution
de domaine V qui a tout £’ € V associe un terme fonctionnel clos sur p*, alors
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— pour toute variable £’ dans ((£)), I’ensemble Solg (S¢) ,¢’) est semilinéaire et

— on peut effectivement calculer un terme clos f tel que f* = § ol (S(e), &)
De plus, dans le cas particulier ol ¢ est une formule du fragment LSrd et pour toute variable &’ €
V, I’ensemble (y(£')) est sans étoile, alors les solutions de 7S,(;) sont aussi des ensembles
sans étoile. Ceci correspond a I’étape (E3) que nous avons énoncée plus haut.

Nous allons distinguer les deux cas, suivant que ¢ est une formule du fragment LSrd ou
du fragment LSrpd. Et effet, les arguments qui nous permettront de conclure dans les deux cas
ne sont pas le mémes. Dans le premier cas, nous utiliserons le fait que 7S¢) est forcément
un systeme a une unique équation (voir le lemme 7.9 ci-dessous), et dans le second cas nous
utilisons un rapprochement entre 7S¢ et une grammaire algébrique.

Le cas LSrd

Dans cette section nous supposons que ¢ est une formule du fragment LSrd et que y est une
substitution qui a toute variable & dans V' associe un terme clos f dont I’interprétation est un
ensemble sans étoile. Nous allons montrer qu’alors pour toute variable dans ((£)), 1a solution de
7S((¢) pour cette variable est un ensemble sans étoile.

Il s’avere que, lorsque ¢ est une formule du fragment LSrd, 7S¢) est un systeme a une
unique solution de la forme

K
E=17
ou f est un terme clos.

Ceci découle du lemme suivant :

Lemme 7.9 Si ¢ est une formule du fragment LSrd, alors aucune des variables ne définit de
classe d’équivalence.

Preuve Voir la section A.3 de I’annexe A.
Od

Par définition méme de I’ensemble ((€)) et du systeme Sy) , le lemme 7.9 implique naturel-
lement que 7S est a une seule équation. Il n’est pas difficile non plus de voir que le terme en
partie droite de cette équation est un terme clos. En effet, par définition, le fait que la variable £
ne définit pas de classe d’équivalence dans Sg“m implique que la variable £ ne dépend pas d’elle
méme. Autrement dit, la variable & n’apparait pas dans la partie droite de 1’équation pour £ dans
Sgum. Il nous reste a montrer que 1’interprétation de ce terme par R est un ensemble sans étoile.

Rappelons d’abord qu’un ensemble de multiensembles est sans étoile s’il peut étre décrit
par une expression utilisant des ensembles finis, la somme d’ensembles de multiensembles (qui
correspond a I’interprétation de 1’opérateur | par R), I’union et le complémentaire. Il nous suffit
de montrer que f7 est équivalent a une telle expression. Nous allons le montrer en utilisant
la fagon dont f a été construit. Soit f’ la partie droite de I’équation pour la variable ¢ dans le
systeme d’équations Sg“m. Alors, par définition, f est obtenu a partir de f” en remplagant dans
celui-ci chaque variable libre £’ par un terme clos, soit fg/, tel que fgg est un ensemble sans
étoile. Par définition de S3"™, nous savons que f” est de la forme &' v £" ou &' A ¢" ou §'|£" ou
"1 €" ou Cyy,y pour g dans Q. Donc, f est de la forme fer vV fer ou fer A fer ou fer| fen ou
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fer || fer ou C(1,)- Dans chacun de ces cas, nous savons que f¢r et fer peuvent s’écrire sous la
forme d’une expression utilisant des ensembles finis, la somme, 1’union et le complémentaire,
puisque pour tous ensembles de multiensembles D, D', on a

(DADYR=C(CDUCD") et (D||D)*=CCD|CD).

Le cas LSrpd

Nous supposons ici que ¢ est une formule du fragment LSrpd. Nous allons montrer qu’alors
pour toute variable dans ((£)), la solution de 7S¢ pour cette variable est un ensemble semi-
linéaire. Nous utilisons un rapprochement entre le systéme extrait 7S(¢) est une grammaire
algébrique.

Soit S un systéme d’équations (non a points fixes) sur fonct(p*, V'). La plus petite solution
de S est un tuple d’ensembles de taille |Vars(S)| ; pour chaque variable £’ dans Vars(S) nous
notons par Sol,, r(S’,¢’) 1a composante de la solution correspondant & cette variable. On peut
Voir que

Fait 7.1 Chacun des ensembles Sol,, = (S’,¢), pour ¢’ dans Vars(S), est I'image de Parikh d’un
langage algébrique. De plus, cette solution peut effectivement étre calculée.

Sans rentrer dans les détails, ceci peut étre facilement conclu de [Autebert et al., 1997] par
exemple. L’idée est que le systéme d’équations S’ peut étre vu comme une grammaire algé-
brique sur le monoide commutatif libre.

Montrons maintenant comment on peut utiliser ce résultat pour résoudre le systeme d’équa-
tions ¥S(¢) - Pour cela, nous commengons par mettre en €vidence une propri€t€ du systéme

d’équations gum qui découle du fait que ¢ est une formule du fragment LSrpd.

Lemme 7.10 Si ¢ est une formule LSrpd, alors pour toute variable & dans Vars(Sq’;”m), le sys-
teme d’équations S¢) extrait de S} induit par ((§)) satisfait une de ces deux conditions :

(i) toutes les équations dans S¢) sont des équations a plus petit point fixe et toute partie
droite d’équation dans Sy utilise uniquement les opérateurs V, | et les opérateurs
constants 0,0, T, L et des constantes C{lq} pour q dans Q.

(ii) toutes les équations dans Sg) sont des équations a plus grand point fixe et toute partie
droite d’équation dans Sg) utilise uniquement les opérateurs A, | et les opérateurs
constants 0,0, T, L et des constantes Cy1,y pour q dans Q.

Preuve Voir la section A.3 de ’annexe A.
O

Suivant les deux possibilités prévues par le lemme 7.10. Si le systtme S satisfait la
condition (i) de ce lemme, alors 7S¢ est presque un systtme d’équations sur fonct(p*, A;), a
ceci pres que les constantes T, 0 et O peuvent apparaitre en partie droite d’équation. Or, nous
savons que I’interprétation de chacune de ces constantes est un ensemble semilinéaire, et donc il
existe un terme clos sur p* dont I’interprétation coincide avec I’interprétation de cette constante.

Soit donc Sé(g)) obtenu a partir de S(¢) en remplagant dans S(¢) toute occurrence d’une des
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constantes T, 0 ou O par un terme clos sur p* qui lui est équivalent. Alors 5{(5)) est un systeme
d’équations sur fonct(p*, ;) qui est équivalent a S¢) sur toutes les variables, et de plus 78&5»
est équivalent & 7S¢y . De plus, toutes les équations de 7S E(S)) sont a plus petit point fixe. Alors
la solution de 782(5)) est égale a la plus petite solution de 782(5)) considéré comme un systéme

d’équations sans points fixes. Par le fait 7.1, nous concluons que la solution de ’ySé(g)) peut
effectivement étre calculée et toutes ses composantes sont des ensembles semilinéaires.

Maintenant, considérons le cas ol le systeme d’équations S satisfait la condition (ii) du
lemme 7.10. Dans ce cas, le systtme 7S(¢) ne peut pas €tre transformé en un systeme d’équa-
tions sur fonct(p*, X;) aussi facilement que dans le cas précédent. Néanmoins, nous allons
construire un systeme d’équations Sé(/g)) sur fonct(p*, A;) tel que la solution de yS¢) est le

complémentaire de la solution de ’ySé(’g)) ; cad, pour toute variable &’ dans 7Sy, il existe une

variable £” dans 782(,5)) telle que Solr (YS(e), &) = CSolr (v E(IS)) NOF Intuitivement,SE(’g)) est
en quelque sorte le systeme dual de S(¢) : le systtme obtenu en remplagant chaque opérateur
par son dual et chaque constante par son complémentaire.

Soit donc le systeme d’équations S é(/i)) obtenu a partir de S¢) syntaxiquement de la maniére
suivante (le résultat de cette construction est présentée dans I’exemple 7.4) :

— si Vars( E(S))) est la séquence &1, . . ., &, , alors Vars( E(IS)) ) est la séquence &1, . .., &), (cad
les ensembles de variables des deux systémes sont disjoints et il y a une bijection entre
les deux) ;

— toute occurrence de la variable &; dans S{(g)) est remplacée par la variable &/, pour tout
dans 1..n;

— toute constante C'yy ) est remplacée par un terme clos f sur p* tel que R = C{1,}.
Comme {1,} est un ensemble semilinéaire, son complémentaire ’est aussi et donc le
terme f peut étre effectivement calculé ;

— toute occurrence de la constante T (respectivement de la constante L, de la constante O
et de la constante 0) est remplacée par un terme clos f sur p* tel que ™ est égal a L®
(respectivement 2 TR, a 6R et 2 07%). Comme chacune de ces constantes est un ensemble
semilinéaire, le terme f peut étre effectivement calculé.

— toute occurrence de 1’opérateur A est remplacée par I’opérateur V ;

— toute occurrence de I’opérateur || est remplacée par ’opérateur | .

Soient maintenant 1, ..., xy, les variables libres de Sy , et donc aussi les variables libres
de Sé(/g))- Soit (hi(x1,...,2k),- -, hn(x1,...,2t)) la plus grande solution de S(¢) vu comme
un systeme d’équations sans points fixes ; comme toutes les €équations de S¢) sont des équa-
tions a plus grand point fixe, ¢’est donc aussi la solution de S(¢) vu comme un systeme d’équa-

tions a points fixes. Soit (g1(x1,...,2k), ..., gn(x1,...,2%)) la plus petite solution de S{(’g)).
Grace a la dualité des opérateurs, il n’est pas tres difficile de voir que pour tout ¢ dans 1..n, la
fonction h;(x1, ..., xy) est égale a la fonction Cg; (Cxq, ..., Cxy). Soit maintenant 4/ 1a substi-

tutions de domaine ((¢)) (cad de méme domaine que ) et qui a tout &’ dans ((£)) associe un
terme f tel que f* = C(y(¢'))®. Nous pouvons déduire que pour toute variable & dans ((€)),

solution de vS¢) pour &' est le complémentaire de la composante de la plus petite solution de
1 QI

7'S(iey pour &
pour tout &’ dans ((£)), Solr(vS(e),€') = CSOZMR(’/SE&» &

Or, par le fait 7.1, la plus petite solution de 'S é(/i)) peut étre effectivement calculée sous la forme
d’un terme clos sur p*, et donc aussi son complémentaire.
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Les différentes étapes de cette construction sont illustrées dans 1’exemple qui suit.

Exemple 7.4 Si S’ est le systtme d’équations
& =0

alors 8" est le systeme d’équations
€ = L

Dans ce cas, la solution de S’ est (C{{}}), 1a plus petite solution de S” est {{} }, et on a bien le
fait que I’un est le complémentaire de ’autre dans N,

Si &’ est le systtme d’équations

2868, LE&GAT, &E&||ra, &=& Ax

alors 8" est le systeme d’équations

Soit
(hi(z1,x2), ha(w1, 22), hy(21, 22), ha(z1, 22))

la solution de S’ et soit

<91(331, 332), 92(331, 332),93(331, 332), 94(331, 332)>

la plus petite solution de S”, ot les h;(x1, z2) et les g;(x1,x2) sont des fonctions a deux va-
riables sur les sous-ensembles de N@¢.

Maintenant, si le systtme d’équations S¢ est obtenu a partir de S’ en remplagant les oc-
currences de la variable z; (respectivement de la variable x5) par le terme clos sur f; sur p*
(respectivement le terme clos f2 sur p*) tel que fi¥ = D; (respectivement fJ¥ = Dy), alors
nous avons

hi(Dl,Dg) = Egi(EDl, EDQ)

pour ¢ étant 1,2, 3 ou 4 et
(h1(D1, D2), hao(D1, D3), h3(D1, D2), ha(D1, D))

est la solution de S.

Finalement, si S’ est le systéme d’équations

§ =818 &=V, &=E&ln, =4V

tel que f] et f4 sont des termes clos sur p* avec f{R =CD; et fﬁR = Dy, alors la plus petite
solution de Sg est

(Chy(D1, D), Cho(D1, D2), Chs(Dy, Ds), Cha(D1,Ds))

et nous pouvons donc en déduire la solution de S¢.

Nous avons ainsi complété la preuve du lemme 7.6 qui établissait que
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— Si ¢ est une formule de la logique LSrd, alors pour toute variable & dans Vars(Sgum),
I’ensemble SolR(S(‘;“m, €) est un ensemble de multiensembles sans étoile qui peut étre
effectivement calculé.

— Si ¢ est une formule de la logique LSrpd, alors pour toute variable £ dans Vars(Sgum),
I’ensemble Solr (Sg“m, €) est un ensemble de multiensembles semilinéaire qui peut étre
effectivement calculé.

Comme nous I’avons vu en début de cette section, ceci nous permet de conclure que I’ACN
correspondant a une formule LSrd est un ACN sans étoile, et I’ACN correspondant a une formule
LSrpd est un ACN semilinéaire.

Proposition 7.11 — Si ¢ est une formule LSrd close, alors on peut construire I’automate
a contraintes numériques sans étoile Ay effectif tel que le langage de Ay est I’ensemble
[¢].
— Si @ est une formule LSrpd close, alors on peut construire I’automate a contraintes nu-
mériques semilinéaire Ay effectif tel que le langage de Ay est I’ensemble [¢].

7.3 Encodage des automates vers des formules

Nous montrons dans cette section que les automates a contraintes numériques sans étoile
peuvent étre encodés dans la logique LSrd et les automates a contraintes numériques semili-
néaires peuvent €tre encodés dans la logique LSrpd.

Soit 7 la signature {0, T, |, V, *} U {@}aCX fini ou cofini» €t S0it la p-interprétation 7 de 7"
sur le treillis (p(Ayx), V,A) ol tous les symboles sont interprétés comme d’habitude et I’inter-
prétation du symbole étoile est :

(s =JsI717s

neN n fois

Comme nous ’avons déja remarqué pour ’opérateur * dans la logique, pour tout terme f
dans fonct(r", X;), nous avons f7 = (ué.f | € vV 0)7. Notons que tout systeme d’équa-
tions sur fonct(7”, X;) admet une solution lorsque les parties droites d’équations sont inter-
prétées par 7. Si S est un systetme d’équations sur fonct(7”, X;), on peut construire la for-
mule formule(S) de la méme fagon que pour les systemes d’équations sur fonct(r, X;), avec
[formule(S)] = Sol7(S,dern(S)). Dans ce cas formule(S) est une formule sur la syntaxe
d’origine sans négation et utilisant 1’opérateur étoile. La notion de chemin peut également étre
étendue pour prendre en compte le symbole *. Remarquons finalement que 1’opérateur étoile
est autorisé dans les formules a récursion positive / descendante, mais pas dans les formules a
récursion descendante. Plus précisément,

Fait 7.2 Tout terme clos sur fonct(r”, X;) peut étre transformé en une formule LSrpd équiva-
lente.

Soit A = (3,Q, A, F') un automate a contraintes numériques semilinéaires ou sans étoile
effectif, et soit Q@ = {qu, ..., ¢, }. Nous commengons par construire un systéme d’équations S4
sur fonct(7", X;) tel que [formule(Sa)] = L(A).
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Soit D4 I’ensemble des multiensembles N¥ qui apparaissent dans la relation de transition
de I’automate ou bien en tant que condition d’acceptation :

Dy ={DC N@ | ils existent v, g tels que (¢, , D) € A} U{F'}.

Soit Xg I’ensemble de variables {{, | ¢ € Q} et Xp, I'ensemble de variables {p | D € Dy}.
L’ensemble des variables de Sy est X U Xp,. L'ordre des ces variables dans Vars(S4) est
n’importe quel ordre tel que les variables de X précedent les variables de Xp, et {p est la
derniere variable dans Vars(S,4). Pour tout état de 1’automate ¢, I’équation pour &, dans S4 est

&\ aléo)
a7D ‘ (q7a7D)€A
Pour tout ensemble D dans D4 1’équation pour £p dans Sz est
&p £ form(D)

ou la formule form(D) est une formule de la logique dont la définition est donnée ci-dessous.
Comme par hypothese 1’automate A est effectif, I’ensemble D est représenté comme une union
d’ensembles linéaires. Soit D = L1 U---U Ly, ou chacun des L; est un ensemble linéaire, alors

form(D) = \/ form(L).

i€l .k
Maintenant, pour L étant ’ensemble linéaire Lin(b, p1, ..., px), la formule form(L) est
form(L) = form(b) [formx(p1)| - -+ |formx(py).

Pour tout multiensemble d, les formules form(d) et form«(d) sont définies par

form(d) = d(q1) - &g, | -+ |d(qn) - &qn
formx(d) = form(d) .

ol pour tout entier naturel m et toute formule ¢, m- ¢ est un raccourci pour la formule ¢| - - | ¢.
————

m fois
Avec cette notation, pour toute formule ¢, 0.¢ est la formule 0.
Un premier résultat que nous montrons est que le systeme d’équations ainsi défini est équi-
valent a I’automate A dans le sens suivant :

Lemme 7.12 Pour tout automate a contraintes semilinéaires (et donc pour tout automate a
contraintes sans étoile) A, le systeme d’équations Sy vérifie

L(A) = Sol7(Sa,&F).

Preuve  Ce lemme est conséquence de la définition du langage d’un automate. Soit S’ le sys-
téme d’équations obtenu a partir de S4 en enlevant les opérateurs de point fixe, cad {Vars(S')} =
{Vars(S4)} et pour toute équation & £ f dans S 4,1’équation correspondant a la variable £ dans
S est& = f.(S' n’est pas un systéme d’équations a point fixe ; pour la différence entre les sys-
témes d’équations et les systémes d’équations a point fixe, voir la section 4.1, page 68). Nous
savons que la solution de Sy est égale a la plus petite solution de S’. Pour toute variable &
dans {Vars(S’)}, nous notons par Sol,, 7(S’, ) la composante de la plus petite solution de S’
correspondant a la variable &.

Nous allons montrer les deux propriétés suivantes :
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(i) si pour tout ensemble D dans D on a Sol,, 7(S’,{p) = La(D), alors pour tout état de
I’automate ¢ on a Sol, 7(S',&;) = La(q);

(i) si pour tout état de 1’automate ¢ on a Sol,, 7(S’,&,) = L a(q), alors pour tout ensemble
D dans D on a Sol, 7(S',{p) = La(D);

D’apres les définitions de £4(q), La(D) et L(A), le lemme découle facilement de (i) et (ii).

Le point (i) est conséquence immédiate des définitions de L4(q), La(D) et L(A), et le
point (ii) est également facile a montrer a partir de ces définitions et de I’interprétation des
opérateurs logiques.

g

Comme formule(S4) est un terme dans fonct(7”, X;) et [formule(S4)] = Sol7(Sa,&r),
par le fait 7.2 et le lemme précédent il suit immédiatement que

Lemme 7.13 Pour tout automate a contraintes numériques semilinéaires A, il existe une for-
mule close ¢ dans le fragment LSrpd telle que L(A) = [¢].

Ce résultat peut méme étre renforcé. Comme nous 1’avons remarqué, formule(S4) est dans
une formule sur la syntaxe d’origine sans négation et utilisant 1’opérateur étoile. Or, toute sous
formule ¢+ de formule(S,4) peut étre remplacée par la formule équivalente ué.¢p | € V 0, ol €
est une variable n’apparaissant pas dans formule(S4). Nous en déduisons que formule(S,4) est
équivalente a une formule sur la syntaxe d’origine sans négation, d’ou le suivant

Lemme 7.14 Pour tout automate a contraintes numériques semilinéaires A, il existe une for-
mule close ¢ sur la syntaxe d’origine et sans négation telle que L(A) = [¢].

Le lemme 7.13 établit que les automates a contraintes numériques semilinéaires peuvent
étre encodés dans le fragment LSrpd de la logique. Il nous reste & montrer le résultat similaire
pour les automates a contraintes numériques sans étoile et le fragment LSrd. La preuve dans ce
cas est moins immédiate. Nous allons d’abord montrer que la formule formule(()S4) est une
formule gardée utilisant 1’opérateur étoile, et nous allons ensuite montrer que 1’opérateur étoile
peut étre éliminé de cette formule.

Dans ce but, nous introduisons un troisiéme fragment de la logique spatiale, qui est un
fragment de LSrpd et dont LSrd est un fragment.

Définition 7.15 (Fragment a récursion descendante avec étoile) Une formule ¢ est dite a ré-
cursion descendante avec étoile si ¢ est une formule sur la syntaxe d’origine enrichie avec
I’opérateur étoile * et telle que pour toute sous formule p€.¢" de ¢ et pour tout chemin c.£ dans
¢, le chemin ¢ contient au moins une occurrence d’opérateur d’emboitement c.

Le fragment a récursion descendante avec étoile de la logique est constitué des formules a
récursion descendante avec étoile et est noté LSrd*

Nous commengons par transformer le systéme d’équations S4 en un systeéme S’j équivalent
tel que la formule formule(S’}) est une formule a récursion descendante avec étoile. Nous mon-
trons ensuite que formule(S’}) I’étoile peut étre éliminée de cette formule pour obtenir une for-
mule a récursion descendante, ce qui signifie que formule(S’}) est une formule dans le fragment
LSrd.
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Considérons le systeme d’équations S’; défini & partir de S4 comme suit. Pour tout ¢ état de
A et pour tout D dans D 4, soient f, et fp les parties droites des équations pour les variables &,
et {p dans S4. Soit également I's, X0 la substitution de domaine X qui a §, associe le terme
fq, ceci pour tout ¢ état de A. Remarquons que I’ordre dans lequel les variables apparaissent
dans I" est sans importance puisque aucun des f, ne contient de variable de Xy libres. Alors,
pour la définition de S, :

— Vars(S'y) = Vars(S4) ;

— pour tout g état de A, I’équation pour la variable §, dans S’;est la méme que 1’équation

pour la variable £, dans Sy ;

— pour tout D dans Dy, la partie droite de 1’équation pour {p dans S’y est I's, xo(fD)-
Par la proposition 4.5, il est facile de voir que le systéme S’; est équivalent au systéme Sy sur
I’ensemble de variables Vars(S4). Donc, par le lemme 7.12, L(A) = Sol7(S'y,&F). Soit S’}
le systéme extrait de S’; induit par X'p, . Remarquons que S’j est un systeme clos : cad toute
variable apparaissant en partie droite d’équation dans S’} est une variable de Xp,. Donc, par
la proposition 4.4, nous avons que £L(A) = Solr (S, {r). Maintenant, par définition, £ est la
derniére variable de Vars(S), et donc L£(A) = [formule(S’)].

Montrons maintenant que formule(S’}) est une formule a récursion descendante avec étoile.

Lemme 7.16 Si p&.¢ est sous formule de formule(S'}) et c.§ est un chemin dans ¢, alors ¢
contient au moins un opérateur o (pour o C ).

Preuve Voir la section A.3 de ’annexe A.
O

Notons que ce résultat est valide pour A étant un automate a contraintes numériques semili-
néaires. Nous pouvons donc en conclure encore une caractérisation du lien qu’il existe entre les
automates a contraintes semilinéaires et les formules de la logique :

Lemme 7.17 Pour tout automate a contraintes numériques semilinéaires A, il existe une for-
mule close ¢ dans LSrd* et sans négation telle que L(A) = [¢].

Dans la suite, nous considérons le cas olt A est un automate a contraintes numériques sans
étoile. Le lemme suivant établit un principe de préservation des sous apparaissant en partie droite
de S} et les sous formules de formule(S;).

Lemme 7.18 Si ¢ est sous formule de formule(S’}), alors ¢ est de la forme T'(¢') oix ¢ est une
sous formule d’une partie droite d’équation dans S'y et I est une substitution de domaine inclus
dans Xp , et qui a tout {p dans dom(I') associe une formule de la forme pép. f.

Nous omettons la preuve de ce lemme, qui est conséquence facile de la définition de formule(SY})
(section 4.2.3, page 73).

Nous pouvons maintenant annoncer le résultat concernant le lien entre les automates a

contraintes numériques sans étoile et le fragment LSrd.

Lemme 7.19 Si A est un automates a contraintes numériques sans étoile, alors formule(S’})
est équivalente a une formule LSrd.
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Preuve  D’aprés le lemme 7.16, nous savons que formule(S’) est a récursion descendante a
étoile. Nous allons montrer que 1’étoile peut étre éliminée et que la formule résultante est dans
LSrd. Cela veut dire que I’élimination de I’étoile ne peut pas se faire en utilisant 1’équivalence

¢x = p&.plE V0.

Commengons par montrer que les sous formules a étoile de formule(S’} ) ont une forme parti-
culiere. Soit ¢* une sous formule de formule(S’} ). Alors, par le lemme 7.18, nous savons que ¢
est de la forme I'(¢1), ol ¢; est sous formule d’une partie droite d’équation dans formule(S’})
et I est une substitution de domaine inclus dans X'p, et qui a tout {p dans dom(I") associe une
formule de la forme p&p.f. De part la forme de la substitution I, il est facile de voir que ¢ est
de la forme ¢ox et px = I'(¢p2)*. Or, par définition du systeéme d’équations S’{, on peut voir que
dans ce cas la formule ¢ est de la forme

d(qr) ¢ |-+ [ dlgn) - tr (7.2)

ou pour chaque 7 dans 1..k, v); est de la forme

V 1135)

a7D|(qia7D)€A

pour un certain état ¢ de ’automate A et ot d est un multiensemble dans N? o d est une
période d’un ensemble linéaire L tel que L participe dans la définition d’un des ensemble D’
apparaissant dans une des transitions de I’automate A. Or, comme A est un ACN sans étoile,
nous savons que d est de la forme 1, ol g est un état dans (). C’est a dire, dans la formule
(7.2) ci-dessus, un seul des d(g;) est égal a un et tous les autres sont égaux a zéro. Nous en
déduisons que ¢, est équivalente a une formule qui est une disjonction finie de formules de la
forme a[¢p] ; soit o équivalente a la formule

a1[€p,| V-V arép,]-

Montrons que dans ce cas, ¢o* est équivalente a une formule sans étoile.

Fait 7.3 Pour tous ensembles d’étiquettes a1, ..., , et pour toutes formules ¢1,..., ¢y, la
formule (a1[p1] V -+ V ap[dn])* est équivalente a la formule oy [ |- - - | v [dn ] *.

Fait 7.4 Pour tout ensemble d’étiquettes « et toute formule ¢, la formule o[+ est équivalente
ala formule =(a[T]| T) A =(a[-¢]| T).

Les preuves de ces deux faits sont conséquence facile de la définition d’interprétation des for-
mules.

Maintenant, rappelant que ¢ = I'(¢2)*, montrons que 1’étoile peut étre éliminée de la for-
mule ¢. Par les faits 7.3 et 7.4, il est évident que I’étoile peut &tre éliminée de la formule ¢s.
Alors il suffirait de montrer que 1’étoile peut étre éliminée de la formule I'(£) pour tout £ dans
le domaine de I'. Encore une fois, nous pouvons appliquer les fait 7.3 et 7.4, puisque nous sa-
vons que I'(£) est de la forme pé.¢" et ¢’ est la partie droite d’une équation dans S’{. Nous
en déduisons que toute sous formule ¢« de formule(S’;) est équivalente a une formule ¢’ sans
étoile, et donc, par récurrence sur la structure de formule(S’}), on obtient que formule(S’}) est
équivalente a une formule ® sans étoile. Il nous reste a montrer que ® est a récursion gardée.
Rappelant que formule(S’}) est a récursion gardée avec étoile, ¢’est facile a voir d’apres la fagon
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dont I’élimination de 1’étoile a été définie : une élimination d’étoile consistait a remplacer une
formule de la forme «/[¢)] par la formule —~(@[T]| T) A =(a[—9]| T), et il est évident que cette
transformation n’introduit pas des récursions non gardées.

d

Comme conséquence immédiate de ce lemme, nous avons

Corollaire 7.20 Pour tout automate a contraintes numériques sans étoile A, il existe une for-
mule ¢ close de la logique LSrd telle que L(A) = [¢].

Des résultats de ce chapitre et cette section en particulier nous déduisons les équivalences
suivantes entre fragments de la logique spatiale et automates a contraintes numériques :

Théoreme 7.21 La classe de langages définissables par un automates a contraintes numériques
semilinéaires est exactement la classe de langages définissables par la logique LSrpd.

Théoreme 7.22 La classe de langages définissables par un automates a contraintes numériques
sans étoile est exactement la classe de langages définissables par la logique LSrd.

De ces résultats et de la décidabilité du test du vide des automates a contraintes numériques
sans €toile et semilinéaires (voir le lemme 2.30) nous déduisons que

Théoreéme 7.23 Les fragments de la logique LSrpd et LSrd ont un probléeme de satisfiabilité
décidable.

Finalement, des lemmes 7.14 et 7.17 et du théoréme 7.21 nous déduisons

Proposition 7.24 Ces trois fragments syntaxiques de la logique spatiale sont équivalents :
— LSrpd,
— le fragment constitué des formules sans négation,
— le fragment constitué des formules sans négation, a récursion gardée et avec étoile.

7.4 Equivalences des fragments de la logique spatiale avec MSO et
PMSO

Nous terminons ce chapitre en montrant que la logique LSrpd est équivalente a la logique
PMSO et que la logique LSrd est équivalente a MSO. Ces résultats sont conséquence facile
des résultats établis dans ce chapitre, du théoreme 3.1 établissant que les ACN sans étoile sont
équivalents a la logique MSO et du théoreme 3.2 établissant que les ACN semilinéaires sont
équivalents a la logique PMSO.

Théoréme 7.25 La logique LSrpd est équivalente a la logique PMSO.

Théoreme 7.26 La logique LSrd est équivalente a la logique MSO.
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De plus, le passage d’une formule MSO a une formule LSrd et inversement est effectif ; de
méme pour le passage d’une formule PMSO et une formule LSrpd et inversement. Cependant,
cette transformation demande d’utiliser les automates a contraintes numériques et n’est pas du
tout naturelle, en plus de provoquer une explosion de la taille dans la formule dans les deux
sens. Nous ne voyons pas a ce jour de maniére directe de transformer une formule MSO en une
formule LSrd ou inversement.

Conclusion

Nous avons établi dans ce chapitre plusieurs résultats importants sur I’expressivité de la
logique spatiale. Tout d’abord, nous avons identifié deux fragments décidables de la logique :
les fragments LSrd et LSrpd. Ce sont les premiers résultats de décidabilité de la logique avec
récursion. Il est important a noter que ces deux fragments sont définis comme des restrictions
syntaxiques de la logique, ce qui rend facile a identifier si une formule appartient ou non a un
de ces fragments.

Un autre résultat important est 1’équivalence entre un fragment de la logique spatiale (LSrd)
et la logique MSO. Comme nous 1’avons déja souligné, la logique MSO est trés populaire pour
plusieurs raisons, et sert souvent de référence. Méme si la correspondance entre les deux lo-
giques n’est pas tres intuitive (passage par les ACN) et de ce fait ne donne pas forcément une
meilleure compréhension du mécanisme de récursion dans la logique spatiale, ce résultat est
important en soi. D’autant plus que, d’un point de vue syntaxique, la logique spatiale et la lo-
gique MSO sont treés différentes et cette correspondance aurait été plus difficile a établir sans les
automates.

L’autre résultat d’équivalence que nous présentons ici est I’équivalence entre les logiques
LSrpd et PMSO. Ce résultat est certainement moins surprenant, notamment grace aux travaux
[Dal Zilio and Lugiez, 2003] [Dal Zilio et al., 2004] qui avaient déja établi un lien entre les for-
mules de la logique spatiale et des automates semblables aux automates de Presburger. Mais
nous établissons ici une équivalence stricte. Deux résultats plus surprenants sont les résultats
d’équivalence entre LSrpd avec des fragments syntaxiques encore plus restrictifs pour la récur-
sion. Notamment, LSrpd n’est pas plus expressive que le fragment de la logique sans négation,
ni le fragment sans négation, a récursion gardée et a étoile. Ce constat renforce I’intuition que
nous avons donnée dans le chapitre 5 sur la source d’indécidabilité de la logique spatiale : la
possibilité de combiner des conjonction et des disjonctions dans les formules récursives.



Troisieéme partie

Model checking de la logique spatiale






Rappelons que le probleéme de model checking est, « étant donné un arbre ¢ et une formule
¢, décider si t satisfait ¢ ». Savoir répondre a ce probléme et connaitre sa complexité est impor-
tant pour plusieurs raisons. D’une part, le model checking peut étre utilisé pour 1’évaluation de
requétes. Considérons un arbre ¢ et la formule ¢ a k variables libres x1, ..., x;. Cette formule
peut étre considérée comme une requéte dont le but est d’extraire &k valeurs d’étiquettes de ¢ :
le tuple d’étiquettes ay, ..., a est extrait si I’arbre ¢ satisfait la formule ¢ sous la valuation p
qui associe a; a la variable x;. Si la formule ¢ est close, on parle d’une requéte booléenne :
le probleme de model checking «t satisfait il ¢ » permet de vérifier si I’arbre ¢ satisfait une
propriété qui est définie par la formule ¢. Ces propriétés peuvent étre de différentes natures,
comme par exemple existence d’une clé primaire dans une base de données (représentée comme
un arbre), un document a-t-il un type (la formule ¢ définit un type dont les valeurs sont les arbres
satisfaisant cette formule), etc. D’autre part, la décidabilité du probleme de model checking et
sa complexité sont utilis€és comme des « mesures » du pouvoir d’expression d’une logique et
permettent de comparer 1’expressivité de différentes logiques.

Dans cette partie de la thése nous étudions le probleme de model checking de la logique
spatiale, et plus précisément sa décidabilité et sa complexité pour différents fragments de la
logique.






Chapitre 8

Un algorithme de model checking pour
la logique spatiale

La décidabilité du probleme de model checking pour la logique spatiale n’est pas triviale. Il
est évident que, pour une formule (close) ¢ donnée, il est impossible de calculer (cad représenter
de maniere finie en mémoire) I’ensemble [¢] pour deux raisons : le point fixe ne converge pas
nécessairement en un nombre fini d’itérations et la quantification est interprétée comme une
union infinie. C’est pourquoi nous adoptons ici une approche de model checking local dans
I’esprit des propriétés de la satisfiabilité des formules données dans le lemme 3.3. Dans cette
optique, la premiere difficulté que nous avons citée est résolue par la possibilité de « déplier »
les formules a point fixe :

t,p,0 = pé.¢ sietseulement si t,p,d = ¢ — p&.o).

Pour garantir I’arrét de cette méthode pour le model checking du p-calcul modal, [Winskel, 1991]
enrichit les formules de point fixe avec une mémoire finie. Dans notre cas cela se traduit par une
extension des formules de point fixe : les formules a point fixe seront de la forme p&(M).¢p, ou
M est un ensemble fini d’arbres.

En ce qui concerne la quantification, prenons 1’exemple des formules de quantification
d’arbres. Dans une approche de model checking local, la satisfaction de la formule 3.X.¢ par
I’arbre ¢ s’écrit comme

t,p,0 =3X.¢ sietseulement s’il existe un arbre s dans Ay, tel que ¢, p[X — s],0 = ¢.

L’énumération de tous les arbres s dans Ay est impossible. Nous résolvons ce probléme en
montrant que la satisfaction des formules a quantification vérifie la propriété suivante : il existe
un ensemble fini et calculable d’arbres .S; qui ne dépend que de ¢ et tel que

t,p,0 = 3X.¢ sietseulement s’il existe un arbre s dans S; tel que t, p[X — s],0 E ¢.

Nous montrons également un résultat similaire pour les formules a quantification sur les éti-
quettes.

Le model checking des formules a point fixe souléve également un probleme de complexité.
Considérons la formule p&.€ | €. Un dépliage « naif » tel que décrit précédemment résulte en
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une croissance exponentielle de la taille du probleme. En effet, un premier dépliage nous donne
la formule (u€.€ | &) | (u€.€ | &), et chaque dépliage successif double sa taille. Pour éviter
ce colit en espace et d’apres les idées de [Stirling and Walker, 1991], nous allons utiliser une
méthode permettant d’effectuer les dépliages uniquement lorsque c’est nécessaire et qui va nous
permettre d’avoir un algorithme s’exécutant en espace polynomial.

La suite du chapitre est organisée comme suit : nous commengons par donner quelques
définitions dans la section 8.1. Nous présentons ensuite dans la section 8.2 deux propriétés de la
satisfiabilité des formules a quantification qui vont nous garantir que le model checking peut se
faire en ne considérant qu’un ensemble fini d’arbres et qu’un ensemble fini d’étiquettes pour la
valuation des formules a quantification. Dans la section 8.3 nous présentons notre algorithme de
model checking pour la logique spatiale, et la section 8.4 est consacrée a la preuve de correction
de cet algorithme. Nous terminons par la section 8.5 qui présente la complexité en espace de
I’algorithme de model checking proposé.

8.1 Définitions

Dans ce chapitre nous avons besoin de considérer une extension de la logique dans laquelle
la syntaxe des formules a point fixe est donnée par & (M )., ot M est un ensemble fini d’arbres.
Pour les valuations p et J, I'interprétation de la formule pu&(M).¢ est

[1E(M). ¢ ps = [ {S | S 2 [¢]5¢—s) N CM}.

Cette extension va étre utilisée par 1’algorithme de model checking que vous allons proposer :
dans la formule p&(M).¢, ’ensemble M est utilisé comme une mémoire finie dont le role sera
précisé dans la suite. Notons néanmoins que 1’algorithme de model checking que nous allons
définir ne prendra en entrée que des formules ¢ telles que pour toute sous formule p&(M).¢' de
¢, M est I’ensemble vide. Il est clair que ces formules ont la méme sémantique que les formules
définies par la syntaxe originale de la logique présentée a la section 3.2.

Définition 8.1 (Composant d’arbre) L arbre ¢ est composant de I’arbre ', noté t C t/, si (le
multiensemble) ¢ est inclus dans (le multiensemble) ¢’ ou bien il existe a[t”] un élément d’arbre
qui est élément de ¢’ et t est composant de t” ; ¢ est composant strict de t', noté t T t', si t est
un composant de ¢’ et ¢ est différent de ¢'.

Il est facile de voir que la relation de composant définit un ordre partiel sur les arbres.

Notons que la notion de composant d’arbre différe de la notion de sous-arbre considérée
habituellement pour arbres vu comme termes sur une signature finie. Dans le cas classique, un
sous-arbre peut étre défini de facon unique par un nceud de I’arbre. En utilisant la méme intuition,
un composant d’arbre est identifié par un ensemble d’arétes parmi les arétes successeurs d’un
nceud de I’arbre. Pour éviter toute confusion, nous utilisons ici le terme « composant » plutdt
que le terme « sous-arbre ».

Définition 8.2 (Taille d’un arbre) La faille d’un arbre ¢ = (N, E, etq), notée taille(t), est
le cardinal de I’ensemble des noeuds de 1’arbre IN. Pour un ensemble d’arbres M, sa taille
taille(M) est Y, taille(t).
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Nous aurons besoin de désigner I’ensemble des variables libres d’étiquettes et d’arbres ou
les variables libres de récursion d’une formule considérée seule ou relativement a une valuation
p ou J des valuations de variables. Dans les définitions qui suivent, ¢ désigne une formule, p
une valuation des variables d’étiquettes et des variables d’arbres et J une valuation des variables
de récursion.

Définition 8.3 (Variables libres relativement a une valuation) Soit ¢ une formule, p une va-
luation d’étiquettes et d’arbres et § une valuation de variables de récursion. Alors libres(¢, p)
désigne I’ensemble de variables d’étiquettes et d’arbres qui sont libres dans ¢ et ne sont pas dé-
finies par la valuation p et libres(¢, §) désigne 1’ensemble de variables de récursion libres dans
¢ et non définies par ¢ :

libres(¢, p) = (libres(¢) N (X U X,)) \ dom(p),
libres(¢,0) = (libres(¢) N X;) ~ dom(9).

On dit que la formule ¢ est close par p si ’ensemble libres(¢, p) est vide et on dit que ¢ est
close par 0 si 1’ensemble libres(¢, d) est vide.

Pour un arbre, un ensemble d’arbres, une formule ou encore une valuation de variables, nous
aurons besoin de désigner 1’ensemble d’étiquettes qui apparaissent dans cet arbre, ensemble
d’arbres, formule ou valuation.

Définition 8.4 (Etiquettes) L'ensemble des étiquettes d’un arbre ¢, noté etiq(t) est défini ré-
cursivement sur la structure de ¢ par :

etig({e1,...,ex}) = U etiq(e;) pour eq, ..., e € EArbresy,
i€l k
etiq(alt']) = {a} U etig(t) poura € Yett' € Ax

L’ensemble des étiquettes d’un ensemble d’arbres M, noté etiq(M ), est défini par

etig(M) = U etiq(t).

teM

L’ensemble des étiquettes d’une formule ¢, noté etiq(¢), est défini récursivement sur la
structure de ¢ par :

etigln=1') = {n.n'} N %,
etiq(u&(M).¢) = etig(M) U etig(¢).

L’ensemble d’étiquettes de la valuation de variables d’étiquettes et variables d’arbres p, noté
etiq(p), est défini par

etigp)=  |J o} u U etigp(X)).

z€dom(p)NX, Xedom(p)NXa
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L’ensemble d’étiquettes de la valuation de variables de récursion J, noté etig(9), est défini
par

etiq(d) = U etig(6(€)).

£edom(9)

L’ensemble des variables de la formule ¢, la valuation de variables d’étiquettes et variables
d’arbres p et la valuation de variables de récursion d, noté etig(¢, p,d), est défini par

etiq(p, p, 9) = etiq(¢) U etig(p) U etig(6).

Nous écrirons parfois p(n) lorsque la nature de 7 (cad étiquette ou variable d’étiquette) est
inconnue, avec la convention que p(n) = n lorsque 7 est une étiquette.

Définition 8.5 (Variables de récursion) Pour une formule ¢, I’ensemble de variable de récur-
sion (libres ou liées), noté varrec(¢), est défini récursivement sur la structure de ¢ par :

varrec(0) = varrec(T) = varrec(X) = varrec(n =n') = @,

varrec(—¢) = varrec(3X.¢) = varrec(3x.¢) = varrec(n[¢]) = varrec(u&(M).¢) = varrec(),
varrec(¢| @) = varrec(¢p V ¢') = varrec(¢) U varrec(¢'),

varrec(§) = {£}.

Pour une formule ¢, nous désignons par varrec(¢) I’ensemble de variable de récursion
(libres ou liées) apparaissant dans ¢.

Le probleme de model checking tel que nous allons le considérer dans cette section est défini
par :
Etant donné un arbre ¢, une formule ¢ et une valuation p telle que ¢ est close par p,
décider si t satisfait ¢ sous la valuation p.

8.2 Propriétés de la satisfiabilité pour les formules a quantification

Dans cette section nous prouvons quelques propriétés de la satisfiabilité des formules a
quantification qui nous permettront d’obtenir un algorithme de model checking. Nous établis-
sons dans la proposition 8.7 que pour tester si ’arbre ¢ satisfait la formule 3.X.¢ il suffit de
considérer un nombre fini d’arbres pour la valuation de la variable X. De la méme fagon, la
proposition 8.9 établit que pour tester si ¢ satisfait 3x.¢, il suffit de considérer un nombre fini
d’étiquettes pour la valuation de x. Les lemmes 8.6 et 8.8 annoncent des résultats plus généraux
sur les propriétés de la satisfiabilité et seront utilisés pour les preuves des propositions 8.7 et 8.9.

Lemme 8.6 Soient t un arbre, p et 6 des valuations de variables et ¢ une formule tels que ¢
est close par § et libres(¢, p) C {X}, pour une certaine variable d’arbre X . Soient s et s'
deux arbres qui ne sont pas composants de t. Alors t,p|X — s],0 |= ¢ si et seulement si

t,p[X — 5,0 = ¢.

Preuve Voir la section A .4 de I’annexe A.

Comme conséquence immédiate du précédent lemme, nous avons
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Proposition 8.7 Soit t un arbre et 3X.¢ une formule close par la valuation p et sans variables
de récursion libres. Soit b une étiquette qui n’appartient pas a etiq(t). Alors t, p |= 3X.¢ si et
seulement s’il existe un arbre s dans {s' | s' C t} U {{b[{}}} tel que t, p[X — s],0 = ¢.

Preuve  Supposons qu’il existe un arbre s dans {s’ | s’ T t} U {{b[{}]]}} tel que ¢, p[X —
s] = ¢. Alors, par les propriétés de la satisfiabilité, ¢, p = 3X.¢. Supposons maintenant que
t,p = 3X.¢. Alors il existe un arbre s tel que ¢, p[X — s] = ¢. Si s est un composant de
t, alors la conclusion est immédiate. Sinon, comme 1’étiquette b n’est pas dans etig(t), 1’arbre
{b[{}H} n’est pas composant de ¢ et donc, par le lemme 8.6 et toute valuation vide 4, ¢, p[X —
{o[{}}], 6 = o

O

Un résultat similaire existe sur sur la quantification sur les étiquettes, néanmoins il ne s’an-
nonce pas aussi simplement. C’est pourquoi nous commengons par introduire quelques notions,
qui seront nécessaire pour énoncer ce résultat. Pour toute étiquettes a, b et tout arbre ¢, t(a < b)
désigne 1’arbre obtenu a partir de ¢ en échangeant les étiquettes a et b. Formellement,

{e1,...,exf{a = b) ={er(a = b),...,ex(a < b}
a[t'l{a < b) = b[t' (a < b)]
b[t'|{a < b) = alt'(a < b)]
ct'{a < b) =c[t'(a« b)]  pourc#aetc#b,

ol les e; sont des éléments d’arbres et ¢’ est un arbre quelconque. Soit p,; une valuation qui a
chaque variable d’étiquette associe a ou bien b, cad pour tout z dans dom(pap) N Xe, pap(T) €
{a,b}. Alors on note gg; la valuation définie sur le méme domaine que pg;, et qui échange les
étiquettes a et b dans les valeurs (étiquettes ou arbres) données par p,;. Formellement,

= dom(pay) = dom(pap) ;
— pour tout z dans dom (pgp) N Xe,

(1) = a Sipab(‘r) =b
Pl )_{b si pan(z) = a

— pour tout X dans dom (pap) N Xa, Pap(X) = pap(X){a < b).
Pour deux valuations p et p’ dont les domaines sont disjoints, nous notons par pp’ la valuation
de domaine dom(p) U dom(p') et qui a chaque x dans dom/(p) associe p(x) et a chaque y dans
dom(p') associe p'(x).

Lemme 8.8 Soient t un arbre, p et § des valuations et ¢ une formule tels que ¢ est close par
J et libres(¢, p) C {x1,..., 2k, X1,..., Xp' }, 00 21, ..., T, sont des variables d’étiquettes et
X1, ..., Xy sont des variables d’arbres. Soient a et b des étiquettes qui n’appartiennent pas
a etiq(t) ni a etig(o, p, ) et soit pa, une valuation de domaine {x1,..., x5, X1,..., Xy} et
telle que pour chaque i dans 1.k, pap(z;) € {a,b}. Alors t, ppay,d = ¢ si et seulement si

t, PPab, 0 = ¢-

Preuve Voir la section A 4 de I’annexe A.

Comme conséquence immédiate du précédent lemme, nous avons :
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Proposition 8.9 Soir t un arbre et Ax.¢ une formule close par la valuation p et sans variables
de récursion libres. Soit A un ensemble fini d’étiquettes tel que etiq(¢p,p) C A et soit a une
étiquette qui n’appartient pas a etiq(t) U A. Alors t,p = Jx.¢ si et seulement s’il existe une
étiquette b dans I’ensemble etiq(t) U AU {a} pour laquelle t, pjx — b] |= ¢.

Preuve Supposons d’abord que 1’étiquette b existe, alors par définition méme de la satisfiabilité
des formules, ¢, p = Jx.¢. Supposons maintenant que ¢,p = Jx.¢. Alors, par définition de
la satisfiabilité, il existe une étiquette b telle que ¢, p[x — b] = ¢. Si b est dans I’ensemble
etiq(t) U AU {a}, la conclusion est immédiate. Sinon, soit p,; la valuation de domaine {z} et
telle que pqp(2) = a. Comme les étiquettes a et b n’appartiennent pas a etiq(t)UA, par définition
de A elles n’appartiennent non plus a etiq(t) U etig(¢, p,d), ot § est la valuation de domaine
vide. Alors du lemme 8.8 nous déduisons que ¢, pp,, = ¢ si et seulement si ¢, ppg, = ¢. I suffit
alors de remarquer que ppq, = plr — al et ppap = plx — b].

|

8.3 Algorithme de model checking

Comme nous I’avons déja remarqué, si le model checking de la formule a point fixe p&.¢
est fait en remplacant explicitement dans ¢ les occurrences de la variable de récurrence £ par
la formule p€.¢, la taille des formules croit de facon exponentielle lorsque ¢ contient de mul-
tiples occurrences de la variable £. Pour éviter cette explosion en taille nous allons faire ce
remplacement uniquement lorsque c’est nécessaire et nous allons stocker les substitutions a étre
appliquées a une formule dans une structure a part qui contiendra une occurrence unique de la
formule p&(M).¢ pour toutes les occurrences de la variable & apparaissant dans ¢.

Une substitution T' est une séquence finie de la forme [§; — ¢1] -+ [§n — @n), ol les &;
sont des variables de récursion et les ¢; sont des formules logiques. De plus, nous imposons que
& # & sii # j.Laséquence vide est notée e.

Pour la formule logique ¢ et la substitution I', ’application de I' & ¢ est une formule notée
I'(¢) et définie récursivement sur la structure de I' comme suit :

- €(¢) = ¢;

- [ — ¢'T(¢) = (T(¢))(€ — ¢') (nous rappelons que pour toutes formules ¢, @', (£ —
¢') est la formule obtenue en remplagant dans ¢ les occurrences libres de la variable £ par
¢).

Le domaine de la substitution I, noté dom(T"), est défini par : dom(e) = & et dom([{ —

¢II) = {&} U dom(T").

On note par I'({ — ¢) la substitution définie par :

— si & n’est pas dans le domaine de T, alors I'(¢ — ¢) = T'[¢ — ¢ ;

— si & est dans le domaine de T' et [§ — ¢'] est élément de T', alors T'(¢ — ¢) est la

substitution identique a I mais dans laquelle [ — ¢'] a été remplacé par [ — ¢].

L’ensemble des étiquettes apparaissant dans la substitution I", noté etig(I"), est défini par :
etiq(e) = @, etig([§ — P|T') = etig(¢) U etig(T"). Pour toute formule ¢, toute valuation p et
toute substitution I', nous notons par etig(¢, p,I') ’ensemble d’étiquettes etiq(¢p) U etig(p) U
etig(I").
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On présente sur la figure 1 un algorithme de model checking check(t, ¢, p,T'), ou ¢ est un
arbre, ¢ est une formule logique, p est une valuation de variables d’étiquettes et I' est une sub-
stitution. L’algorithme est correct dans le sens ol pour tout arbre ¢, toute formule ¢ et valuation
p telles que ¢ est close par p et de plus toute sous formule p&(M).¢' de ¢ vérifie M = &,
check(t, ¢, p, €) termine et retourne vrai si t = ¢ et faux sinon.

8.4 Preuve de correction de I’algorithme

Nous donnons d’abord quelques invariants de 1’algorithme (proposition 8.11), ensuite nous
montrons sa terminaison (proposition 8.13) et finalement sa correction (théoreme 8.14).

8.4.1 Invariants de I’algorithme

On dit que la substitution I' est close par préfixe si I' est la substitution vide € ou bien pour
I'=1[& — é1]- - [€n — odnl, sila variable € est libre dans la formule ¢; (pour ¢ dans 1..n),
alors il existe j < 7 tel que §; = &.

11 est facile de voir a partir de cette définition que

Propriété 8.10 Si la substitution I est close par préfixe et les variables de récursion libres de la
formule ¢ appartiennent au domaine de T, alors la formule T'(¢) est sans variables de récursion
libres.

Proposition 8.11 Soit ¢ une formule sans variables de récursion libres et soit p; une valuation
telle que ¢ est close par pr. Pour tout appel récursif check(t, ¢, p, ') généré par I’évaluation
de check(tr, o1, pr,€), les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) la formule ¢ est close par p ;
(ii) T est close par préfixe ;
(iii) ¢ est sous formule de ¢y ;
(iv) t est composant de ty ;
(v) les variables de récursion libres de ¢ appartiennent a dom(T") ;
(vi) dom(T") est inclus dans varrec(¢r) ;

(vii) pour tout & du domaine de T, si [ — ¢'] est I’élément de T correspondant a &, alors la
formule ¢' est de la forme p&(M).¢ telle que p&(2).¢ est sous formule de ¢p. De plus,
I’ensemble M est égal a {t1,...,t,}, ou les arbres t1, ... t, vérifient t C t, T t,—1 C
e Cth Bty

(viii) pour T' = (& — p&i1(M).¢1] - - - & — pék(My).¢r] et pour tous i, j dans 1.k, si €; est
libre dans ¢;, alors ¢; est sous formule de ¢;.

Preuve  Remarquons d’abord que, comme dans la formule ¢; deux occurrences distinctes
de I'opérateur de plus petit point fixe lient deux variables différentes, pour le point (vii) de la
proposition il existe une unique formule ¢ telle que &(2).¢ est sous formule de ¢;.

La preuve se fait par induction sur la structure de I’arbre d’exécution de 1’algorithme check,
sauf pour le point (viii) dont la preuve est donnée en dernier.
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check(t, ¢, p,T') is
case ¢ of
0:
nl¢'] :
qre

—|(Z§/ N
(b/ \Vi ¢// .
dz.¢' :

IAX.¢

fin case ;

retourner ¢t = {J} ;
retourner ¢ = {p(n)[t']} et check(t', ¢, p,T);
pour chaque t/,t" tel que t = ¢’ W t"
faire
si check(t', ¢', p,T') et check(t”, ¢", p,T)
alors retourner vrai;
fin si;
fin pour ;
retourner faux;
retourner vrai ;
retourner non check(t, ¢/, p,T') ;
retourner check(t, ¢, p,T") ou check(t, ¢”, p,T');
soit a une étiquette n’appartenant ni a etig(t) ni a etig(¢’, p,I') dans
pour chaque b € etiq(t) U etiq(¢’, p,T') U {a}
faire
si check(t, ¢, plz — b],T")
alors retourner vrai;
finsi;
fin pour ;
retourner faux
fin soit ;
retourner t = p(X);
soit a une étiquette n’appartenant pas a etiq(t) dans
pour chaque s € {s' | s’ C ¢t} U {{a[{}]}}
faire
si check(t, ¢, p[X — s],T)
alors retourner vrai ;
finsi;
fin pour;
retourner faux;
fin soit ;
retourner p(17) = p(1) ;
sit € M alors retourner faux ;
sinon retourner check(t, ¢, p,I'(§ — u&(M U {t}).¢'));
finsi;
si& ¢ dom(T)
alors retourner erreur ;
finsi;
soit [ — p&(M).¢'] élément de T' dans
sit € M alors retourner faux;
sinon retourner check(t, ¢, p,I'(§ — u&(M U {t}).¢'));
finsi;
fin soit ;

FI1G. 1 — Algorithme de model checking.
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Cas de base: On montre que les propriétés sont vérifiées pour check(t, ¢, pr, €). Le point (i)
est vrai par hypothese. Les points (ii), (vi) et (vii) sont vérifiés puisque la substitution I" est vide
et pour le point (v), par hypothese la formule ¢; n’admet pas de variables de récursion libres.
Les points (iii) et (iv) sont triviaux.

Cas d’induction: Pour le pas d’induction, nous considérons tous les appels récursifs possibles
dans 1’algorithme. Montrons d’abord le point (iv) qui est indépendant des autres. Supposons
que I’appel check(t, ¢, p,T') génére un appel récursif direct a check(t', ¢, o/, T")! et que t est
composant de ¢;. Pour les cas ol ¢ est I’'une des formules 7[¢'] ou ¢’ | ¢”, 1a propriété est facile a
déduire de I’hypotheése de récurrence et de la transitivité de la relation de composant. Pour tous
les autres cas, t’ = t et la propriété est vraie par hypothése de récurrence.

Prouvons maintenant les autres points. Faisons d’abord quelques remarques générales. Si
p = p et les formules ¢ et ¢’ ont les mémes ensembles de variables d’étiquettes et d’arbres
libres, alors le point (i) Cette condition n’est pas vérifiée pour ¢ étant une des formules 3x.¢/,
IX.¢, € ou p&(M).¢'. SiT =T" et les formules ¢ et ¢’ ont les mémes ensembles de variables
de récursion libres, alors le point (v) est vérifi€. Cette condition exclut le cas ol ¢ est 'une
des formules & ou p&(M).¢'. Si T' = T, alors les points (ii), (vi) et (vii) sont vérifiés. Cette
condition exclut les cas ol ¢ est I’'une des formules & ou u&(M).¢' . Finalement, si ¢’ est sous
formule de ¢, alors le point (iii) est vérifié par transitivité de la relation de sous formule. Cette
condition n’est pas Vvérifié pour ¢ étant la formule &.

Considérons maintenant les cas qui ne sont pas couverts par ces remarques.

Si ¢ = Jx.¢/, I’appel récursif est check(t, ¢/, p[z — a],T)), on doit prouver le point (i). Il
est facile de voir que libres(¢’, p) = libres(¢, p) U {x} et, comme dom(p") = dom(p) U{z},le
point (i) est vérifié.

Si ¢ = 3X.¢/, ’appel récursif est check(t, ¢, p[X — s],T")), encore une fois nous devons
montrer le point (i) et la preuve est similaire au cas précédent.

Si ¢ = p&(M).¢/, I'appel récursif est check(t, ¢/, p,I'(§ — p&(M U {t}).¢')). On doit
montrer les points (ii), (v), (vi) et (vii). Montrons d’abord que I'" est close par préfixe. Soit
=10 — é1][&n — o). Si € € dom(T), soit & = &; : par hypothése de récurrence
(point (vii)), ¢; = p&(M;).¢, et p&().¢; est sous formule de ¢;. D autre part, par hypothese
de récurrence (point (iii)), ¢ et sous formule de ¢; et donc ¢ et ¢’ sont la méme formule, ce
qui implique que T est close par préfixe. Si & & dom(T), alors IV = T'[¢ — p&(M U {t}).¢].
De plus, par hypothése de récurrence (point (v)), les variables de récursion libres de pu&(M).¢'
appartiennent a dom(I'), ce qui implique que I" est close par préfixe et termine la preuve du
point (ii). Le point (v) est conséquence immédiate de I’hypothése de récurrence. Le point (vi)
est vérifié puisque, par hypothése de récurrence (point (iii)) ¢ est sous formule de ¢ et donc la
variable & est dans varrec(¢r). Il nous reste a montrer le point (vii). Par hypothese de récurrence
(point (V)), ¢ = p&(2).¢" est sous formule de ¢y et donc M = et M U {t} = {t}. Par
hypothese de récurrence (point (iv)), ¢ est composant de ¢, ce qui est suffisant pour conclure
pour le point (vii).

Si ¢ = &, I’appel récursif est check(t, ¢/, p, T'(§ — p&(MU{t}).¢')) et ’algorithme garantit
que [§ — p&(M).¢'] fait partie de T'. Nous devons prouver les points (ii), (v), (vii) et (iii). Soit
' =1[& — ¢1]--- [ — on], et nous savons que £ € dom(T); soit & = &;. En utilisant

! cad check(t', ¢, p’, T") est fils de check(t, ¢, p, T") dans I’arbre d’exécution
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la définition de IV = T'(¢ — p&(M U {t}).¢') et ’hypothése de récurrence (point (ii)), il est
facile de voir que I' est close par préfixe, ce qui montre le point (ii). De plus, I' étant close par
préfixe et en utilisant que ¢ = ¢;, les variables de récursion libres de p&(M).¢' appartiennent a
{&,...,&—1} et donc le point (v) est vérifié. Pour le point (vi), il suffit de voir que dom(T") =
dom(T"). Montrons maintenant le point (vii). Par hypothése de récurrence (point (iii)), u&(2).¢
est sous formule de ¢y et M = {t1,...,tx} et tel que ¢t est composant de ¢; pour tout 7 dans
1..k. De plus, par hypothése de récurrence (point (vii)),tx & --- C ¢; C ty etcomme t & M, t
est composant strict de ¢, ce qui permet de conclure.

Montrons maintenant le point (viii). D’apres le point (vii), pour tout ¢ dans 1..k, u&;(2).¢;
est sous formule de ¢;. Donc, si ¢; contient une occurrence libre de &;, alors ¢; est sous 1’opé-
rateur 1§ dans ¢ et alors ¢; est sous formule de ¢;.

|

8.4.2 Terminaison de I’algorithme

La preuve de terminaison de I’algorithme utilise une relation d’ordre Noethérienne entre les
appels récursifs de 1’algorithme. Nous définissons d’abord cette relation d’ordre.

Soit < la relation de sous formule stricte, cad ¢ <g ¢’ si la formule ¢ est sous formule
stricte de la formule ¢'.

Pour chaque arbre ¢, nous définissons la relation binaire <} (en notation infixe) sur les en-
sembles finis d’arbres comme suit : M’ <} M si les ensembles M et M’ vérifient 1’une de ces
conditions :

G) M= {tl,...,tk} et M' = {tl,...,tk,tk+1}ettk+1 C tg;
(i) M ={t1,...,tx} et M = {trs1}ettpyr C g,
ou les arbres t1, ..., t; (pour k éventuellement nul) vérifient t; C tx_1 C --- C t1 C ¢.

On étend la relation <} sur les substitutions par : IV <} I" si les substitutions I', I vérifient
I’une des conditions suivantes :

(i) dom(T) C dom(T);

(ii) dom(T') = dom(I") et il existe une variable £ dans dom (T") telle que, si [ — p&(M').¢]
et [ — p&(M).¢] sont éléments de I et T' respectivement, alors M’ <; M et pour tout
¢ # & dans dom(T), pour [¢' — 1] élément de T et [£ — 1)'] élément de I, ona ) = 9.
Soient t7, ¢5 et p; un arbre, une formule et une valuation respectivement avec la condition
que ¢ est close par pr. Nous définissons la relation <;, entre les instances de 1’algorithme check
générées par I’évaluation de check(tr, ¢r, pr,€) par : check(t', ¢, p',I") <, check(t, ¢, p,T")

si (i) T <}, T oubien (ii) I = T et ¢ <5t ¢.

Lemme 8.12 Soient t; un arbre et soient ¢; un formule et pr une valuation telles que ¢y est
close par pr. La relation <y, est une relation d’ordre Noethérienne sur ’ensemble des instances
de I'algorithme check générées par I’évaluation de check(tr, ¢1, pr,€).

Preuve Pour chaque ensemble d’arbres M de la forme {t1,..., ¢} ettelque t, C --- C ¢ C
tr,s0it Meps(M) le nombre naturel défini par : si & = 1, alors My (M) = 2 * taille(ty) — 1
etsik > 1,alors Meys(M) = 2 x taille(ty).
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Montrons que <} , est une relation d’ordre sur les substitutions T' telles que dom(T") est
inclus dans varrec(¢r), ce qui par la proposition 8.11 (point (vi)) est effectivement le cas pour
les substitutions IT" telles que check(t, ¢, p,I") est instance de ’algorithme check générée par
1’évaluation de check(t;, ¢1, p1, €). Pour un tel T, soit Mgyps(I) le couple dans N? défini par

MSUbS(F) = \varrec(qﬁ)] - ’dom(r)’ ) Z Méns(r7§)

Ecvarrec(¢)

oll, pour tout & dans varrec(¢), ML, (T, &) est défini par :
(i) si&estdans dom(T) et [ — p&(M).¢'] est’élément correspondant, alors M. (T, &) =
Mens(M) 5
(i) si & n’est pas dans dom(T"), alors Mens(T, &) = 2 * taille(t).

Il est facile de voir que la relation <£I fait décroitre au moins un des éléments du couple
Mups(T'), et comme le nombre de tels couples comparables (cad pouvant étre mis en rela-
tion) par <} , est fini, nous en déduisons que < , est un ordre partiel. Par conséquent, <;, est un
ordre lexicographique composé des relations d’ordre </ , et <.

Montrons maintenant que <;, est un ordre Noethérien pour I’ensemble des instances de
I’algorithme check générées par 1’évaluation de check(ts, ¢1, p1, €). Nous savons que <}, fait
décroitre Mups(I'). D autre part, < fait décroitre la taille des formules, cad ¢ < ¢’ si et
seulement si taille(¢) < taille(¢’). Donc, pour chaque instance check(t, ¢, p,I') générée par
I’évaluation de check(ts, ¢1, pr, €), <, fait décroitre le couple d’entiers (Mgus(I'), taille(s)).
Et comme Myps(€) et taille(¢r) sont des nombres naturels, la plus longue chaine décroissante
pour I'ordre <;, a une longueur inférieure au produit de ces deux nombres. Ceci prouve que la
relation <;, est Noethérienne.

d

Proposition 8.13 (Terminaison de ’algorithme) Soient ¢; une formule sans variables de ré-
cursion libres et p; une valuation telles que ¢y est close par pr. Alors pour tout arbre ty,
I’évaluation de check(tr, o1, pr,€) s’arréte et retourne vrai ou faux.

Preuve On sait par la proposition 8.11 (point (v)) que pour tout appel récursif check(A, ¢, p,T")
généré par 1’évaluation de check(Ay, ¢1, pr, €), les variables de récursion libres de la formule ¢
appartiennent a dom(I"). Donc, la valeur erreur ne peut pas calculée comme résultat de 1’algo-
rithme.

Pour la terminaison de 1’algorithme, il suffit de montrer que si check(t', ¢, p/,T") est un
appel récursif généré par I’évaluation de check(t, ¢, p,I"), alors on a check(t', ¢/, p/, ") <y,
check(t, ¢, p,T'). La plupart des cas sont immédiats puisque I' = T et ¢ est sous formule stricte
de ¢. Considérons les cas restants.

Si ¢ = &, alors ¢’ est tel que [ — p&(M).¢'] est élément de T'et TV = I'(§ — p&(M U
{t}).¢'). Alors dom(I"”") = dom(T") et par le point (vii) de la proposition 8.11 il est facile de
voir que M U {t} <¢, M,donc I <4, T.

Si¢p = p&(M).ap, alors ¢ = et IV = T(§ — p&(M U {t}).4). Si & n’appartient
pas au domaine de I, alors dom (") est inclus dans dom (I") et la conclusion est immédiate par
définition de <, . Si { appartient au domaine de I, soit [{ — 9] I'élément de I". Nous savons par
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le point (vii) de la proposition 8.11 que ¢’ est égal a u&({t1,...,tn}).10»,on les arbres t1, ..., ¢,
vérifientt C ¢, C t,—1 C --- C t; C ¢7. D autre part, par le point (iii) de la proposition 8.11
nous savons que p&(M).1) est sous formule de ¢y et alors M = @&.Donc M U{t} = {t} et, par
définition, {t} <¢, {t1,...,t,}.La conclusion est inmédiate par définition de <, .

g

8.4.3 Correction de I’algorithme

Cette section est consacrée a la preuve du théoréme qui suit.

Théoreme 8.14 (Correction de ’algorithme) Soient ¢ une formule sans variables de récur-
sion libres et pr une valuation telles que ¢ est close par pr. Alors pour tout arbre ty, I’algo-
rithme check(tr, @1, pr, €) retourne vrai si et seulement si Ay, pr |= ¢r est vrai.

Nous commencons par donner quelques résultats préliminaires avant de donner la preuve du
théoreme (page 184).
Le lemme qui suit est une adaptation du résultat de Winskel [Winskel, 1991] établi pour le

p-calcul avec un opérateur de plus grand point fixe.

Lemme 8.15 Si F' est une fonction monotone de o(As,) dans p(Ay), alors pour tout arbre t, t
appartient & p&.F () si et seulement si t appartient a F(ué.(F(€) NC{t})).

Preuve Soit G la fonction & — F(¢) N C{t}. Notons que G est monotone. Nous montrons que
t ¢ uE.F(&) <t ¢ F(ug.G(€)), ce qui est équivalent a I’énoncé du lemme.

Supposons d’abord que ¢ & p&.F(€). Nous avons la suite d’implications suivante :

t & pé.F (&) =

(. F(E))NC{ty = uc.F(€) = (plus petit point fixe pour F)
F(ué.F(€)NC{t} = p&.F(¢) = (définition de G)
G(ug.F(§)) = n&.F(§) =

& F (&) est point fixe de G =

ué.G(&) C ug.F(§) = monotonie de F'
FueG(e) € FREF(E) =

F(ug.G(€)) € n&.F(§) = (t &€ p&F ()

t ¢ F(u.G())

Supposons maintenant que ¢ ¢ F'(u€.G(€)). Nous avons la suite d’implications suivante :

t ¢ F(ug.G(E)) =
F(pe.G€)NC{t} = F(ué.G(€)) = (définition de G)
G(p€.G(§)) = F(p€.G(9)) =

né.G(§) = F(p€.G(§)) =

ué.G(&) est point fixe de F =

ué.F(§) C us.G(§) = monotonie de F’
F(ug.F(§)) € F(p€.G(6)) =

pé-F(§) C F(ug.G(£)) = (¢ F(ug.G(E))

t & uE.F (&)
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Le lemme qui suit nous permet de montrer que 1’utilisation de la substitution I" est correcte
vis a vis de la satisfiabilité des formules a variables de récursion libres définie en termes d’une
valuation 6.

Rappelons que, d’apres la proposition 8.11 (point (vii)), si ¢ 7 est une formule sans variables
de récursion libres et p; une valuation telles que ¢ est close par py et si check(¢, ¢, p,I") est un
appel récursif généré par I’évaluation de 1’algorithme check(ts, ¢1, pr, €), alors la substitution T
est de la forme [§1 — ué&i(My).¢1] - [€n — uén(My,).¢y]. Dans le lemme qui suit, pour tout
i dans 1..n, nous notons par I'; le préfixe [§1 — u&1(My).¢1] -+ [& — u&i(M;).¢;] de T'. Avec
ses notations, I' est la substitution vide €.

Lemme 8.16 Soient ¢ une formule sans variables de récursion libres et pr une valuation telles
que ¢ est close par pr. Soit check(t, ¢, p,T") un appel récursif généré par I’évaluation de
Ialgorithme check(tr, ¢1, pr,€), avec I' = [§1 — p&i (Mr).¢1] - -~ [§n — p&n(M).dn).

Soient i dans 1..n et ¢ une valuation des variables de récursion tels que la formule T';(¢)
est close par . Alors les ensembles [U'i(¢)] p.s et [Li—1()] .51, — [ (ue (012).00)],,] SONE €gaux.

Preuve  Pour alléger 1’écriture, nous notons par D, I’ensemble d’arbres [I'(u&; (M;).¢5)],. La
preuve se fait par récurrence sur la structure de la formule ¢.

Notons d’abord que, par la proposition 8.11 (point (ii)), I" est close par préfixe et donc pour
tout i dans 1..n et pour tout j dans i — 1..n, on a I';(u&(M;).¢;) = i1 (u&i(M;).¢;) et
[i—1(u&i(M;).¢;) est une formule sans variables de récursion libres. Nous utilisons implicite-
ment cette propriété.

Notons également que
(%) sila variable &; n’est pas libre dans I';_1 (¢), alors la propriété est vérifiée,
puisque dans ce cas d’une part [I';_1()], 5i¢,—p] = [Ti-1(¢)],,s et d’autre part T';_1(¢p) =
Li(9).

La preuve se fait par récurrence sur la structure de la formule ¢.
Cas de base: Si ¢ est I'une des formules 0, T, X ou np = 7/, clairement (x) s’applique et la
propriété est vérifiée.

Si ¢ est la formule £, nous distinguons trois cas.

(i) Si & & dom(I;) alors clairement I';_;(¢) = &, donc () s’applique et la propriété est
vérifiée.

(i) Si& € dom(I';—1),s0it§ = & pour j < i — 1. Alors I';_1(¢) = I'j_1(u&;(M;).¢5) qui
est une formule sans variables de récursion libres. Donc (x) s’applique et la propriété est
vérifiée.

(iii) Si& = &, alors I'j(¢) = T'j_1(u&i(M;).¢;) et T'i_1(¢p) = &;. En utilisant la définition de
la satisfiabilité, nous obtenons que [I';—1(9)] .51, —p, = [&ilp516—D,) = Dp- Alors il
s’agit de montrer que [I';_1(u&;(M;).¢;)] 56 = D,, ce qui est facile a voir rappelant que

D, = [I'(u&(M;).¢:)], et en utilisant le fait que I'(ué; (M;).¢) = Tim1(u&i(M;).¢i)
qui est une formule sans variables de récursion libres.



182 Chapitre 8 : Un algorithme de model checking pour la logique spatiale

Cas d’induction:  Si ¢ est la formule 1[¢'] alors, I';(n[¢']) = n[I';(¢’)] pour j étant i ou i — 1.
11 suffit donc de prouver que [n[T'i(¢)]],.s = [7[Ti-1(¢")]],,5¢—Dp,)- En utilisant la définition
de I’interprétation des formules, ceci revient a montrer que

P ()]sl = p)[Ti-1 ()] 66—,

ce qui est vrai par hypothese de récurrence.

Si ¢ est 'une des formules ¢’ | ¢, =¢' ou ¢' V ¢, comme dans le cas précédent, la preuve
se fait simplement en utilisant la définition de I’interprétation des formules et I’hypothése de
récurrence.

Si ¢ est la formule p&(M).¢', on distingue différents cas en fonction de la variable £.

(i) Si & € dom(I';), soit & = & pour j < i, alors, par la proposition 8.11 (point (vii)),
pé;(M j’-).gbj et sous formule de ¢; pour un certain ensemble M ]’ et par la proposition 8.11
(point (iii)), p&(M).¢' est sous formule de ¢7. Donc, ¢; = ¢'. D’autre part, la formule
I'j_1(n&j(M;j).¢;) n’admet pas de variables de récursion libres, et donc c’est aussi le
cas pour I'j_;(u&(M).¢"). La conclusion est immédiate en rappelant que les formules
Li(p€(M).¢') et T (u&(M).¢) sont égales a T'j_ (u&(M).¢)

(i) Si& & dom(L;),alors I';(u&(M).¢') = p&(M).T;(¢') pour j étant i ou ¢ — 1. 11 suffit
donc de montrer que

[1E(M).Ti(¢)]p6 = [HE(M).Ti1 ()] 016, D,

ce qui par définition de I’interprétation des formules revient a montrer que

(S8 2 [T psie—s) NCMY =[S | S 2 [Tim1(¢)]psie,—n,le—s) N CM}.

Comme ¢ # &, les valuations 6[§; — D,][{ — S]etd[¢ — S|[§; — D, sont équiva-
lentes. Pour tout ensemble d’arbres S, nous pouvons appliquer 1’hypothése de récurrence
sur la formule ¢’ et la valuation §[¢ — S], ce qui nous permet de déduire que pour tout
ensemble S, les ensembles [T';(¢')], 51c—s) et [Ti—1(#)]p,s0¢,— D, ]jc—s] sont égaux. La
conclusion est maintenant immédiate.

Si ¢ est la formule Jx.¢’, nous distinguons deux cas. Si la variable &; n’apparait pas libre
dans Jz.¢’, en utilisant que I" est close par préfixe qui est montré dans la proposition 8.11,
nous déduisons que &; n’apparait pas libre dans I';_1 (3x.¢’) non plus, donc (x) s’applique et la
propriété est vérifiée.

Regardons maintenant le cas ot la variable &; apparait libre dans 3z.¢'. Remarquons d’abord
que dans ce cas Jz.¢’ est sous formule de ¢; puisque, par la proposition 8.11 (point (vii)), 3z.¢’
et & (M/).¢;, pour un certain ensemble M/, sont des sous-formules de ¢;. Maintenant, pour j
étant iou s — 1,onal';(3z.¢') = Jx.I';(¢’). Donc il s’agit de prouver que

[32.T:i(¢)]ps = [F.Ti-1(8)] 56—,

Par définition de I’interprétation des formules, ceci revient de montrer que

U I ppe—ars = U im1 (8] pfo—a) 51— D,

a€y aEX
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Par hypothése de récurrence, nous savons que la partie gauche est égale a

U [[Fi_l ((Zsl)]]p[ic_’a]76[52'_’Dp[x~>a]] :

a€d

Donc il suffit de montrer que D, = D, _.,). Rappelons que par définitions de D, et D, .4,
ceci revient a montrer que

[T(p&i(M;)-0i)]p = [T (& (Mi)-6)] plz—a)-

Il suffit de montrer que la variable x n’apparait pas libre dans la formule I'(u&;(M;).¢;), et
comme I'(u&; (M;).¢;) = Ti_1(p&i(M;).¢;), de montrer que

(*%) la variable = n’apparait pas libre dans la formule T';_1 (u&; (M;).¢;).
Nous allons montrer pour toutes substitutions I'” et I'” telles que I';_; = I'T"" que

(i) sila variable &; (pour j dans 1..n) est libre dans la formule I'(1&;(M;).4;), alors ¢; est
sous-formule de ¢; ;

(ii) la variable = n’est pas libre dans la formule I (u&; (M;).¢;).
Alors la propriété (»x) correspond au point (ii) ci-dessus pour IV = e.

Montrons d’abord le point (i). La preuve se fait par récurrence sur la longueur de I'”. Pour
le cas de base, I = e et I = I';_1, donc la propriété est vérifiée par la proposition 8.11
(point (viii)).

Pour le pas d’induction, soit I = [§ — p&k(My).¢x]T" pour un certain k dans 1.5 — 1
et une substitution I'”. Notons que nécessairement j < k, puisque dans le cas contraire {; ne
serait pas libre dans T (u&;(M;).¢;) (ceci provient du fait que T" est close par préfixe). Nous
distinguons deux cas.

— Si¢; estlibre dans I' (1u&;(M;).¢;), alors par hypothése de récurrence ¢; est sous formule

de (bj.

— Si & n’est pas libre dans ' (1u&;(M;).¢;), alors (a) &; est libre dans uéy(My). ¢y et (b)
&, est libre dans T (u&;(M;).¢;). Par hypothése de récurrence, (b) implique que ¢; est
sous formule de ¢;. En utilisant la proposition 8.11, (a) implique que ¢y, et sous formule
de ¢;. Alors, par transitivité de la relation de sous formule, ¢; est sous formule de ¢;.

Montrons maintenant le point (ii). Encore une fois, la preuve se fait par récurrence sur la
longueur de T. Pour le cas de base, I = ¢ : il faut montrer que x n’est pas libre dans
ué;(M;).b;, et donc que x n’est pas libre dans ¢;. C’est le cas puisque Jx.¢’ est sous for-
mule de ¢; et donc toutes les occurrences de x dans ¢; sont liées. Pour le pas d’induction, soit
I = [& — p&p(My).¢x]T”" pour un certain k dans 1..i — 2 et une substitution I'”". Nous
distinguons trois cas.

— La variable & n’est pas libre dans la formule I (u&;(M;).¢;). Alors T (u&;(M;).¢;) =

I (u&;(M;).¢;) et la propriété est vérifiée par hypothése de récurrence.

— La variable & est libre dans I (u&; (M;).¢;), mais la variable x n’est pas libre dans ¢y.
En utilisant que = n’est pas libre dans I (1u&;(M;).¢;), par hypothese de récurrence, il
est évident que x n’est pas libre dans [ — p&p(My).op] T (1€ (M;).0;).

— La variable & est libre dans I (u&; (M;).¢;) et la variable z est libre dans ¢y. En utilisant
le point (i), nous déduisons que ¢; est sous formule de ¢. D’autre part, comme x est libre
dans ¢y, et que par la proposition 8.11 (points (iii) et (vii)) ¢y, et 3x.¢’ sont sous formules
de ¢5, nous déduisons que ¢y, est sous formule stricte de Jz.¢'. Comme de plus nous
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savons que Jx.¢’ est sous formule de ¢;, nous avons obtenu une contradiction. Ceci nous
garantit que ce troisi¢me cas ne peut jamais se produire et termine la preuve du point (ii).
Pour terminer la preuve du lemme, il nous reste a considérer le cas ou ¢ est la formule 3.X.¢.

La preuve de ce cas est identique a la preuve du cas précédent.

O

La proposition qui suit nous permettra de montrer que 1’algorithme est correct pour le model
checking des formules avec récursion.

Proposition 8.17 Soient ¢; une formule sans variables de récursions libres et p; une valua-
tion telles que ¢r est close par pr. Soit check(t, u&(M).¢, p,T') un appel récursif généré par
I’évaluation de I’algorithme pour check(ty, o1, pr,€). Si t n’est pas dans ’ensemble M, alors

t,p = T(p&(M).¢) si et seulement sit, p =T(€ — pu&(M U{t}).¢)(¢).

Preuve Soient I un préfixe de I tel que la variable & n’appartient pas au domaine de I'' et pour
tout ensemble M, T'(u&(M').¢) = T (u&(M').¢). Notons que le préfixe I existe toujours : si
¢ n’appartient pas a dom(T"), alors il suffirait de prendre IV = I'. Si £ appartient 2 dom (T"), par
la proposition (point (viii)), I' est de la forme [§; — &y (My).¢1] -+ [ — p&p(My).¢k]. Soit
i dans 1..n tel que & = &;. Alors il suffit de prendre IV = T';. Par définition de T, £ est I'unique
variable libre de TV(¢).

Nous notons par F' la fonction monotone de p(As) dans p(Ay) donnée par F' : S +—
[T'(#)] pj¢—s)- Alors, par la définition d’interprétation des formules, nous avons I (ué(M).¢) =
wS.F(S) N M, ou u est utilisé ici comme le plus petit point fixe pour les fonctions monotones
dans le treillis complet (p(Asx), U, N).

La suite d’équivalences suivante est vérifiée :

t,p = T(pug(M).¢)
t,p | T/ (ug(M).0)
t,p = p&(M).I" ()
te uS.F(S)nCM

par hypothese sur I')

par & ¢ dom(T")

par définitions de la satisfiabilité et de ")
par le lemme 8.15 pour la fonction

S+ F(S)NCM)

Tt

t e F(uS.(F(S)nCM)nC{th)nCM <«

te F(uS.(F(S)NC(Mu{t}))nCM <« (part¢ M)

t € F(uS.(F(S)NC(M U {t}))) < (par définition de F')

t € [T(D)] . fe—pus.(F(S)NCMUTEY)] < (par définition de satisfiabilité et de ')
t € [T"(@)p e uemuiey).r o)1, < (par & ¢ dom(T"))

t e [[F,(¢)Hp,[§—>[[F’(u§(MU{t}).¢)}]p} = (par hypothéese sur F/)

t € ["(@)p je~rmeaugn o)l

En utilisant le lemme 8.16 pour I'(§¢ — p&(M U {t})) et pour § étant la valuation vide, t €
[[F/(¢)Hpﬁ[f_)[[F(MS(MU{t})'¢)]]p} estéquivalentat € [I[¢ — p&(MU{t}).¢](¢)],. Par définition
de I et par propriété de la satisfiabilité, ceci est équivalent at, p = I'(§ — p&(M U {t})) (o).

g

Preuve du théoréme 8.14 Nous montrons que pour tout appel récursif check(A, ¢, p, ') généré
par I’évaluation de check(Ay, ¢1, p1, €), check(t, ¢, p,T') retourne vrai si et seulement si ¢, p =
I'(¢). La preuve se fait par récurrence sur ’arbre d’exécution de 1’algorithme.



8.4 Preuve de correction de I’algorithme 185

Cas de base: La formule ¢ est une parmi T, 0, X ou ny = . Dans tous ces cas, ['(¢) = ¢ etla
preuve est immédiate par définition de la satisfiabilité.

Cas d’induction: ~ Si ¢ est I’'une des formules 7[¢'], ¢'|¢”, =@’ ou ¢’V ¢”,la preuve est facile
en utilisant la définition de la satisfiabilité, I’hypothese de récurrence et le fait que I'(n[¢']) =

n[L(¢")]. T(¢'1¢") =L(¢)|0(¢"), [(=¢) = ~I'(¢) et I'(¢' Vv ¢") =I'(¢') v I'(¢").
Si ¢ est la formule 3x.¢’, I’algorithme check(t, 3x.¢’, p, ") retourne vrai si et seulement si
(i) il existe une étiquette a n’appartenant ni a etig(t) ni a etiq(¢’, p,T') et

(i) il existe une étiquette b dans etig(t) U etiq(¢’, p, ') U {a} pour laquelle check(t, ¢', plz —
b],T") retourne vrai.

Remarquons d’abord que I’étiquette a existe puisque les ensembles etiq(t) et etig(¢’, p,T")
sont finis et nous considérons un ensemble infini d’étiquettes. > D’autre part, par hypothése de
récurrence, check(t, ¢/, p[x — b],T") retourne vrai si et seulement si

(iii) ¢, p[z — b] = T'(¢')

En remarquant que, par définitions de etiq(¢, p,T') et T'(¢), etig(T'(¢), p) C etig(¢, p,T), en
utilisant la proposition 8.9 nous savons que (i),(ii) et (iii) si et seulement si ¢, p = J2.I'(¢’). La
conclusion suit immédiatement de I'(3x.¢') = Fz.T'(¢).

Si ¢ est la formule 3X.¢', la preuve est similaire au cas précédent en utilisant la proposi-
tion 8.7.

Si ¢ est la formule p&(M).¢', par définition de I’algorithme, check (¢, u&(M).¢', p,T') re-
tourne vrai si et seulement si ¢ n’appartient pas a M et check(t, ¢, p, I'(§ — p&.(M U{t}).¢"))
retourne vrai. Par la proposition 8.11 (point (iii)) nous savons que u&(M).¢' est sous formule
de ¢; et donc M = @. Par conséquent, ¢ n’appartient pas a M. Par hypothése de récur-
rence, check(t, ¢/, p, T'(§ — u&.(M U {t}).¢')) retourne vrai si et seulement si ¢, p = I'(¢ —
uE(MU{t}).¢')(¢'). Par la proposition 8.17,¢, p = T'(§ — p&(MU{t}).¢')(¢') si et seulement
sit,p = T(u€(M).¢'), ce qu’il fallait démontrer.

Si ¢ est la formule &, soit [§ — p&(M).¢'] élément de T' (nous savons par la proposition 8.11
(point (v)) que ¢ est dans le domaine de I'). Alors I'(¢) = T'(u&(M).¢'). Maintenant, par
définition de ’algorithme, check(¢, &, p, ") retourne vrai si et seulement si ¢ n’est pas dans M
et check(t, @', p,T(€ — p&(M U {t}).¢’)) retourne vrai, ce qui par hypothése de récurrence est
équivalent a

() t & Mett,p=T(¢ — ps(MU{L}).¢')(¢).
En supposant (i), par la proposition 8.17 nous avons que ¢, p = T'(u&(M).¢'), ce qui est équi-

valent a t,p = I'(£). En supposant t,p = I'(§), cad t,p = T'(u&(M).¢'), par définition de
la satisfiabilité ¢ ¢ M, et donc par la méme proposition que précédemment t,p = I'(¢ —

pE(M U {t}).¢")(¢).

O

’Dans une configuration oll & serait un ensemble fini, I’étiquette a n’existerait pas forcément. Cependant, dans
ce cas, le probleme de la définition de [[[[ ,,s3x.¢] comme une union infinie ne se poserait plus et nous n’aurions plus
besoin des propositions 8.9 et 8.7.
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8.5 Complexité de I’algorithme

Nous montrons ici que 1’algorithme de model checking présenté dans ce chapitre s’exécute
en espace polynomial dans la taille du probleme de model checking. Nous commencons par
définir ce qu’est la taille d’un probleme de model checking, ensuite nous présentons une repré-
sentation d’un probléme de model checking qui est polynomiale dans la taille du probleme et
finalement nous montrons que 1’évaluation de 1’algorithme requiert un espace polynomial dans
la taille du probléme.

8.5.1 Taille d’un probleme de model checking

La taille d’une formule logique ¢, notée taille(¢), est définie récursivement sur la structure
de ¢ comme suit :

— taille(0) = taille(T) = taille(X) = taille(§) = taille(n =7") = 1;
— taille(x[p]) = taille(—¢) = taille(Ix.¢) = taille(3X.¢p) = taille(d) + 1;
— taille(¢|¢') = taille(p Vv ¢') = taille(¢) + taille(¢') +1;

— taille(u&(M).¢) = taille(¢) + taille(M) + 1.

Les tailles respectives d’une valuation p et d’une substitution I" sont définies par (pour tout
a dans ¥, taille(a) = 1) :

— taille(p) = 3 \ caomi(p) taille(p(x)) (pour x étant une variable d’étiquette ou une va-

riable d’arbre) ;

= taille(I') = > ¢, 4 dans T taille(9).

Pour un arbre ¢, une valuation p et une formule ¢ qui est close par p, la taille du probleme de
model checking «est-ce que ¢ satisfait ¢ sous la valuation p » est taille(t)+taille(¢)+ taille(p).

8.5.2 Complexité en espace de I’algorithme
Cette section est consacrée a la preuve de la proposition suivante :

Proposition 8.18 Soient t; un arbre et ¢ une formule et pr une valuation telle que ¢y est close
par pr. L’algorithme check(ts, o1, pr,€) requiert pour son évaluation un espace polynomial
dans taille(tr) + taille(pr) + taille(pr).

Soit AE; I’arbre d’évaluation de 1’algorithme check(ts, ¢, pr, €) : les neeuds de cet arbre
sont des instances du probleme de model checking de la forme check(t, ¢, p,T") et le branche-
ment est défini par les appels récursifs. Soit T la quantité taille(tr) + taille(¢r) + taille(pr).
La preuve de la proposition passe par trois étapes : nous montrons d’abord que la longueur de
chaque branche de AFE7 est bornée de facon polynomiale par T;. Nous montrons ensuite que
la représentation de chacun des nceuds de cet arbre est polynomiale dans T'; et finalement nous
montrons que 1’évaluation de I’algorithme peut étre effectuée en stockant a tout moment une
seule branche de 1’arbre AE; en mémoire.

Lemme 8.19 La longueur des branches de I’arbre d’exécution est bornée par taille(¢pr)> *
taille(tr).
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Preuve  Nous utilisons la relation d’ordre qui a été¢ définie pour montrer la terminaison de
I’algorithme (section 8.4.2). Soit varrec(¢r) I'ensemble a n éléments{¢y, . .., &, }. Pour chaque
instance du probléme de model checking check(t, ¢, p, I') générée par check(ts, o1, pr,I'1), soit
le triplet M(t, ¢, p,I") C N3 défini par :

M(t,¢,p,T') = (n — Card(dom(T)), Z taille_minarbre(I', &;), taille(¢))

i€l.n

ou pour tout ¢ dans 1..n, taille_minarbre(T, &;) est donné par :

(i) si¢&; appartient a dom(I") et [; — p&;(M).¢] est élément de I, et soit ¢ le plus petit arbre,
pour la relation de composant, contenu dans ’ensemble M, alors taille_minarbre(T', ;) =
taille(t) ;

(ii) si&; n’appartient pas a dom(T"), alors taille_minarbre(T', &;) = taille(tr).

Il est facile de voir que si check(t, ¢, p,I') <y, check(t', ¢, p/,T"), alors M(t, ¢, p,I') <
M(t', ¢, p', T"), ot < désigne la relation d’ordre par composante sur les vecteurs. D’autre part,
M(tr, é1,p1,€) = (n,n * taille(tr), taille(¢r))). La conclusion est immédiate en remarquant
que n < taille(¢r).

O

L’instance check(¢, ¢, p,T") du probleéme de model checking est représentée par ses argu-
ments. Un arbre est représenté par I’ensemble de ses nceuds et des pointeurs étiquetées entre
les nceuds définissant la structure arborescente et 1’étiquetage des arétes de 1’arbre. Une formule
est représentée également par une structure arborescente dont les noeuds sont étiquetées par les
opérateurs logiques. Les nceuds de récursion (opérateur ué) se voient associer également une
liste d’arbres. Une substitution I" est représentée par une liste de couples de la forme <variable
de récursion, formule>. Finalement, une valuation p est représentée par une liste de couples de
la forme <variable d’arbre, arbre> ou <variable d’étiquette, étiquette>.

Lemme 8.20 La représentation des neeuds de ’arbre d’exécution est polynomiale en T'y.

Preuve  Pour chaque instance du probléme de model checking check(t, ¢, p,I") dans 1’arbre
d’évaluation AETy, les tailles de ¢, ¢, p et I' sont polynomiales dans 77 pour les raisons sui-
vantes : d’apres la proposition 8.11 (point (iv)), ¢ est composant de t; et ¢ est sous formule
de ¢;. D’apres cette méme proposition, la taille de p est bornée par taille(¢r) + taille(pr) et
la longueur de T" est bornée par la taille de ¢; et pour chaque [§ — u&(M).¢'] élément de T,
¢’ est sous formule de ¢; et la taille de M est bornée par taille(t;)?. En ce qui est de la re-
présentation effective des instances du probléme, il est clair qu’elle est polynomiale dans Ty
pour ¢, ¢ et I', puisque le nombre d’opérateurs logiques est constant et le nombre d’étiquettes
utilisées dans t, ¢ et I" est sous ensemble des étiquettes utilisées dans ¢ et ¢;. La représentation
polynomiale de p est moins immédiate a voir, puisque la valuation p peut associer a certaines
variables des étiquettes qui n’apparaissent pas dans t; ni dans ¢; et des arbres qui ne sont
pas composants de £;. Notons que la taille de ces arbres est constante : ils sont toujours de la
forme a[{}], oll a est une étiquette n’apparaissant ni dans ¢;, ni dans ¢; ni dans p;. Il s’agit
donc de montrer que I’évaluation de 1’algorithme nécessite un nombre polynomial d’étiquettes
nouvelles (cad n’apparaissant ni dans ¢, ni dans ¢y). Ceci est vérifié puisque la taille de p et
bornée par taille(pr) * taille(¢r) et donc au plus taille(pr) * taille(¢r) nouvelles étiquettes
sont nécessaires pour 1’évaluation de 1’algorithme. D’apres les évaluations qui ont été faites,
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nous pouvons conclure que la taille de la représentation d’un nceud de I’arbre d’exécution est
limitée par taille(¢;) + taille(py) + (taille(d;) + taille(pr))? + (taille(dr) x taille(pr))?.
g

Pour terminer la preuve de la proposition 8.18, nous allons montrer que I’évaluation de
check(tr, @1, pr,€) peut étre effectuée en stockant a tout moment une seule branche de 1’arbre
d’évaluation, plus éventuellement, pour chaque nceud, une information supplémentaire permet-
tant d’énumérer tous les nceuds fils du nceud courant non encore évalués.

Lemme 8.21 Pour tout neeud check(t, ¢, p,I') de 'arbre d’exécution, on peut énumérer les
appels récursifs directs check(t', @', p', ") générés par I’évaluation de check(t, ¢, p,T') en uti-
lisant un espace polynomial dans Tj.

Preuve La preuve se fait en étudiant dans la structure de 1’algorithme tous les cas qui génerent
des appels récursifs. Dans la majorité des cas, un ou deux appels récursifs sont générés, et donc
il suffit de générer tous les appels récursifs (cad construire et garder en mémoire les instances
du probléme de la forme (', ¢/, p,7') correspondant aux appels récursifs). Les seuls cas non
triviaux sont pour ¢ étant de la forme ¢’ | ¢” ou 3X.¢’. Il nous suffit de montrer dans ces cas
que la boucle pour peut s’exécuter effectivement de facon itérative, en énumérant tous les cas, et
que I’appel récursif de chaque itération peut étre calculé en utilisant uniquement I’appel courant
et I’appel de I’itération précédente. Pour ¢ étant la formule ¢’ | ¢”, il s’agit d’énumérer tous
les couples d’arbres ', t” tels que ¢’ W t” = t. Ceci revient 2 énumérer toutes les bipartitions
de I’ensemble des nceuds successeurs du nceud racine de 1’arbre ¢ et peut donc étre fait en
utilisant un espace polynomial dans taille(t). Pour ¢ étant la formule 3.X.¢/, il s’agit d’énumérer
tous les composants de 1’arbre ¢. Remarquons qu’un composant de ¢ peut étre identifié par un
sous ensemble des noeuds de . Tous les sous ensembles de nceuds de ¢ ne définissent pas un
composant de ¢ correct, néanmoins étant donné un sous ensemble S de I’ensemble des nceuds
de t, on peut vérifier s’il correspond effectivement a un composant de ¢. Ceci se fait en

(i) annotant chaque élément n de S par un booléen indiquant si tous les nceuds successeurs de
n dans ¢ sont également dans S et

(ii) vérifiant que tous les nceuds n dans S qui ne sont pas nceuds successeurs d’un neeud dans S
ont le méme nceud pere dans ¢.

11 est facile de voir que les étapes (i) et (ii) nécessitent un espace supplémentaire qui est linéaire
dans la représentation de ¢. De ce qui a été dit nous déduisons que sur chaque nceud de la
branche d’évaluation courante de 1’arbre d’évaluation, la taille des informations qu’il nous faut
stocker pour permettre la continuation de 1’évaluation est au pire de taille d’un nceud de I’arbre
d’exécution.

O

Remarquons finalement que, d’apres les bornes de complexité qui ont été donné dans les dif-
férents lemmes intermédiaires, le polyndme qui borne la complexité en espace de I’algorithme
de model checking a un degré 5 pour taille(¢r), un degré 3 pour taille(tr) et un degré 2 pour
taille(pr).
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la complexité du model checking pour la logique spa-
tiale. Nous avons identifié deux difficultés liées au model checking. La premiere provient de la
quantification dans la logique dont I’interprétation demande de considérer un ensemble poten-
tiellement infini d’objets (arbres ou variables), ce qui empéche la définition d’un algorithme de
model checking en utilisant directement la définition de la satisfiabilité¢ des formules logiques.
Nous avons montré que du point de vue du probléme de model checking, cette quantification
peut étre remplacée par une quantification sur un domaine fini. La deuxieme difficulté est liée a
I’opérateur de point fixe qui, considéré de facon naive peut résulter en un accroissement expo-
nentiel de la taille de la formule. Pour empécher cette explosion en espace nous avons montré
qu’il est possible d’adapter une méthode de model checking du pu-calcul. Ces deux résultats
nous ont permis de définir un algorithme de model checking de la logique spatiale qui s’exécute
en espace polynomial dans la taille de la formule et de 1’arbre. Comme nous allons le voir dans
le chapitre suivant, ce résultat est optimal, puisque le probleme de model checking de la logique
spatiale est PSPACE complet.
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Chapitre 9

Bornes inférieures pour la complexité
du model checking

Dans le présent chapitre nous établissons quelques bornes de la complexité du model che-
cking pour différents fragments de la logique. Comme nous I’avons vu dans le chapitre précé-
dent, les sources de difficulté et de complexité pour le model checking sont la composition, la
quantification et la récursion. La composition faisant parti intégrante de la logique spatiale (sans
quoi ce ne serait plus une logique spatiale), nous étudions ici ce qui se passe si les deux autres
sources de complexité — la récursion et la quantification — sont enlevées.

Nous commencons le chapitre par une section de rappels et définitions d’objets et notions qui
seront utilisés par la suite. Nous étudions ensuite (dans la section 9.2) la complexité combinée
de deux petits fragments de la logique spatiale, et nous établissons qu’elle est PSPACE-difficile
pour tous ces fragments ; il s’agit du fragment mini-LS, déja introduit et obtenu en enlevant de
la logique la récursion et la quantification, et du fragment constitué¢ uniquement des opérateurs
booléens et de la quantification. La section 9.3 est consacrée a 1’étude de la complexité de don-
nées de la logique spatiale. Nous exploitons d’abord 1’équivalence entre fragments de la logique
et les logiques MSO et PMSO, et les automates a contraintes numériques, pour déterminer la
complexité de données de ces fragments. Ensuite nous établissons que la complexité de données
est PSPACE difficile pour la logique spatiale sans restriction et difficile pour tous les niveaux de
la hiérarchie polynomiale pour la logique sans récursion.

9.1 Préliminaires

Commencons par rappeler les définitions des deux fragments de la logique qui vont nous
intéresser dans ce chapitre. La logique LS, est obtenu en enlevant I’opérateur de point fixe de
la logique spatiale, et la logique mini-LS est obtenue en enlevant le point fixe et la quantification.
Concreétement, cela nous donne les deux fragments syntaxiques suivants :

(LS,) ¢:=0 | ng] | olo | T | -0 | ove | X [3IXe | Izg | n=n
(mini-LS) ¢ =0 | a[g] | ¢[o | T [ ~¢ | ¢V o
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Nous continuons par le rappel des définitions de quelques classes de complexité et par la
définition des formules booléennes quantifiées utilisées dans ce chapitre

9.1.1 Quelques classes de complexité

Nous rappelons brievement quelques classes de complexité. Nous supposons que le lec-
teur connait la notion de complétude pour une classe de complexité. Pour une définition plus
détaillée, voir par exemple [Papadimitriou, 1995].

Soient C,D deux classes de complexité en temps, déterministes ou non. On définit CP
comme la classe de complexité des problémes pouvant étre résolus par un algorithme de la
classe C qui de plus peut faire des requétes aupres d’un oracle pouvant répondre a tout probléme
de la classe D (la réponse a ces requétes est donnée en un temps constant).

Soient comme d’habitude P la classe des algorithmes déterministes polynomiaux en temps,
NP la classe des algorithmes non déterministes polynomiaux en temps et coNP la classe des
algorithmes dont le complémentaire est dans NP. La hiérarchie polynomiale est la suite de
classes de complexité suivante :

- Q():Z():HOZP;

- Qi+1 = PEi, Ei—i—l = NPEi, Hi+1 = CONPEi.

Les suites X3; et I1;, pour ¢ dans N, sont également appelées hiérarchie polynomiale existen-
tielle et hiérarchie polynomiale universelle respectivement. La hiérarchie polynomiale cumula-
tive, notée PH, est la classe | J;c 2i-

Nous notons PSPACE Ia classe des algorithmes polynomiaux en espace.

Les inclusions suivantes sont connues pour ces différentes classes de complexité :
P C NP C PH C PSPACE

pour tout ¢ dans N, Q, C Qz’—i—la 3 € X1, I Ty

9.1.2 Formules booléennes quantifiées

Soit U4 un ensemble dénombrable de variables. Une formule booléenne quantifiée (FBQ) est
une formule de la logique propositionnelle de la forme Q) u;. - -- .Qnu,.G ol chacun des Q;
est un quantificateur 4 ou V et G est une formule de la logique propositionnelle construite sur
les variables {u1,...,u,} CU.

Le degré d’alternance d’une FBQ G, noté degalt(G), est défini récursivement sur la structure
de la formule comme suit (pour ), Q' étant V ou J et u et v’ étant des variables proposition-
nelles) :

— si GG est une formule sans quantification, alors degalt(G) = 0 et degalt(Qu.G) = 1;

— degalt(Qu.Q'v'.G) = degalt(Q'v/.G) siQ = Q' ;

— degalt(Qu.Q'v'.G) = 1+ degalt(Q'v'.G) si Q # Q.

Trois différents problemes liés a la validité des FBQ sont connus pour étre complets pour
les classes PSPACE, X, et IL,, pour tout naturel n, comme énoncé dans les deux théoremes qui
suivent.
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Théoreme 9.1 ([Stockmeyer, 1976]) Le probléme de validité pour une formule booléenne quan-
tifiée est PSPACE complet.

Théoreme 9.2 ([Stockmeyer, 1976]) Le probléme de validité pour une formule booléenne quan-
tifiée G de degré d’alternance n est :
— complet pour le n®™ niveau de la hiérarchie polynomiale existentielle si G est de la forme
Ju.g’ ;
— complet pour le n®™ niveau de la hiérarchie polynomiale universelle si G est de la forme
Vu.g'.

Remarque 9.3 Les théorémes 9.1 et 9.2 restent valides pour toute formule booléenne quantifiée
en forme prénexe normale disjonctive.

En utilisant la remarque précédente, dans la suite nous considérons, sans perte de généralité,
des formules booléennes quantifiée en forme prénexe normale disjonctive. C’est a dire, une FBQ
est une formule close de la forme Qiu;.- - .Qpu,.G, ol les Q; sont des quantificateurs et G
est définie par la syntaxe :

G =0,V -V
0 ==L AN,
I = |w, ie{l,...,n}.

Une valuation des variables propositionnelles ~y de domaine U’ C U est une application
de U’ dans {vrai, faux}. Nous considérons dans la suite uniquement des valuations de domaine
fini. Parfois, la notation u; +— by, --- ,u, +— b, sera utilisée pour désigner la valuation ~ de
domaine {u1, ..., u,} quia wu; associe la valeur booléenne b;, pour ¢ dans 1..n.

Soit G une formule booléenne quantifiée et G’ une sous formule de G dont les variables
libres sont incluses dans {uq, ..., ux}, et soit 7 une valuation de domaine {u1, ..., uy,}. Alors
la valuation ~y satisfait la formule G’, écrit v = G', si :

- G =uety(u) =vrai;

- G =uety(u) = faux;

-G =l A+ Nlgetpourtout i dans 1.k, v E I;;

- G =6, V- V0Oetil existe i dans 1..k tel que v = 0;;

— G' = Ju.G" et il existe b dans {vrai, faux} tel que v,u — b = G";

— G' =Vu.G" et pour tout b dans {vrai, faux},y,u — b = G".

Il est évident que la formule booléenne quantifiée G est valide si et seulement si y = G pour
toute valuation -y (et en particulier pour la valuation -y vide).

9.2 Borne inférieure pour la complexité combinée

Rappelons que la complexité combinée du probleme de model checking ¢,p = ¢ est la
complexité du probleme en considérant 1’arbre ¢, la valuation p et la formule ¢ comme données
du probleme. Nous commencons par énoncer deux résultats sur la complexité combinée du
model checking pour la logique limitée aux opérateurs booléens (dans la section 9.2.1). Plus
précisément, la complexité combinée est PSPACE-difficile pour ce fragment, et le résultat peut
étre obtenu en utilisant la quantification sur les variables d’étiquettes seule et en utilisant la
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quantification sur les variables d’arbres seule.Dans la section 9.2.2 nous étudions la complexité
combinée de la logique mini-LS, et nous établissons que celle ci est PSPACE-difficile.

9.2.1 Lalogique sans opérateurs spatiaux

Nous présentons ici deux résultats montrant qu’en présence de chacun des deux types de
quantification de la logique (quantification sur les étiquettes et quantification sur les arbres), le
model checking est PSPACE complet pour sa complexité combinée. Soient LSgool: €t LSBoolx
les fragments de la logique suivants :

(LSBoolz) pu=n=n1]-9¢| oVe | r.é
(LSBoolx) pu=X | ¢ | oV | 3X.0

L’intérét de ses deux fragments est assez limité puisque pour toute formule close ¢ de I’un de
ses fragments, I’ensemble [¢] est ou bien ’ensemble de tous les arbres, ou bien I’ensemble
vide. Néanmoins, les résultats de complexité que nous proposons montrent que les deux types
de quantification dans la logique spatiale permettent d’encoder la quantification de la logique
propositionnelle classique.

Quantification sur les étiquettes

Nous commencgons par la logique LSpoolz, €n nous contentant de rappeler comment la
borne PSPACE difficile pour la complexité combinée a été établie dans [Charatonik et al., 2001,
Charatonik et al., 2003]. Soit G = Qquy. - - - .Qnu,.G une formule booléenne quantifiée, ou G
est une formule sans quantification en forme normale disjonctive. A G on associe la formule (G)
de la logique LSpool définie récursivement sur la structure de G par :

(us) = u;=w

(]’LL_ZI) = u; =ff

([A-A) = (DA A (D
O1V---VO) = (61) V-V (O

(Fu;.G) = Fu;.(u; =w Vu; =1ff) A(G)
(]Vulgl) = Vui.(ui =wVu; = ﬂ:) — (]g[)

ou vv et ff sont des étiquettes dans 3.

Lemme 9.4 ([Charatonik et al., 2001, Charatonik et al., 2003]) Pour toute formule boolé-
enne quantifiée G, G est valide si et seulement si {}} satisfait (G|).

Théoreme 9.5 ([Charatonik et al., 2001, Charatonik et al., 2003]) Le probléme de model
checking de la logique LS o1, est PSPACE complet pour sa complexité combinée.

A proprement parler, dans [Charatonik et al., 2001, Charatonik et al., 2003], les auteurs con-
siderent des formules booléennes quantifiées en forme prénexe normale conjonctive. Par souci
d’uniformité, nous avons présenté ici une adaptation naturelle de leur encodage pour des FBQ
en forme prénexe normale disjonctive. De plus, dans loc. sit., le test d’égalité d’étiquettes n’est
pas une formule de base de la logique et de plus la satisfiabilté de la logique est définie non pas
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de maniere ensembliste, mais comme une relation de satisfiabilité (dans I’esprit du lemme 3.3).
Néanmoins il est facile de voir pour 1’opérateur d’égalité défini dans loc. sit. et pour tout arbre ¢
et toute valuation des variables p,t = n = 7' si et seulement si p(n) = p(n’), et donc I’opérateur
d’égalité d’étiquettes utilisé dans loc. sit. est équivalent a celui de la logique spatiale.

Quantification sur les arbres

De facon similaire, nous établissons que la complexité combinée de la logique LSpoolx
est également PSPACE-difficile. Soit de nouveau G = Qqu;. - .Qnu,.G une formule boo-
léenne quantifiée en forme normale disjonctive. Nous lui associons la formule (G)) de la logique
LSBoo1x définie récursivement sur la structure de G par :

(i) = X

() = —X;

(oA A = (DA A (D
OV V) = (61D V-V (6]
Bus.G) — 3X,.(9)
(Vu;.G) = VX;.(9)

Il s’avere que I’interprétation de la formule (G) est ou bien I’ensemble de tous les arbres, ou
bien I’ensemble vide. Nous montrons plus particulierement que (le lemme 9.6 ci-dessous) pour
tout arbre ¢, ¢ satisfait (G) si et seulement si la formule G est valide. Regardons d’abord ce qui
se passe sur un exemple.

Exemple 9.1 Soit G la formule (valide)
Vug Vug.(up Aug) V (ug Auz) V (ug Aug) V (a1 Aug).
Alors (G est la formule
VX1.VX0.( X3 A X2) V(X1 A=Xo) V(=X A Xo) V(X7 A —Xo).

Par définition, I’interprétation de cette formule est ’ensemble d’arbres (nous notons m I’en-
semble Ay, \ {t}):

N (N Ern{spudnfshudgn{shudnish

teAs, se As,

ce qui est égal a

(Nueassre @ N {sH U N TH U@ N {sh U @ N D)
N N
s (e nithudnnEHu @ nfehu @ n D)
On voit facilement que c’est égal a I’ensemble de tous les arbres Ay..
Considérons maintenant 1’exemple d’une formule non valide : soit G la formule
Vul.Vug.(ul A UQ) V (’LL1 /\’LL_Q) V (u_1 VAN ’LLQ).

On peut voir qu’alors [(G))] est I’ensemble vide.
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Lemme 9.6 Pour toute formule booléenne quantifiée G et pour tout arbre t, G est valide si et
seulement si t satisfait (G]).

Preuve Soit G la formule Q1 u;. - -+ .Qpu,.G. Nous montrons la propriété plus générale que
pour tout m dans 0..n et toute valuation des variables d’arbres p de domaine {X1,..., X},
t,p = (G') si et seulement siy; , = G', ot G’ est la sous formule Qpyy1Umi1. -+ . Qnun.G et
pour toute valuation p de domaine {X1,. .., X,,}, la valuation ~; , est définie par : le domaine
de vz, est {u1,...,uy} et pour tout u; dans {ur, ..., um}, v,,(u;) = vraisi et seulement si
p(X;) = t. Remarquons que pour toute valuation « de domaine libres {uy, ..., uy,}, il existe
une valuation p de domaine { X7, ..., X,,} telle que 7 =~y ,. Alors I’énoncé du lemme corres-
pond a m = 0. La preuve se fait par récurrence sur n — m.

Cas de base: Pour m = n, par définition on a G’ = G. Soit G = 601 V --- V 0}, Alors, par
définition de ’encodage (G) et par les propriétés de la satisfiabilité des formules de la logique
LS, il est facile de voir que ¢, p |= (G) si et seulement si pour un certain I dans 1..k, ¢, p |= (0.
Soit un tel I et soit 87 = I3 A --- A, alors par les mémes arguments que précédemment ceci
est équivalent a ce que pour chaque j dans 1.7, ¢, p |= (l;). Pour chaque j dans 1..r, soit h;
Iindice tel que [; = uy, oul; = Wy, . Rappelons que (/) est égal & Xy, si l; = up,; et ([;]) est
égal & =Xy, sil; = up;. Il est maintenant facile de voir par les propri€tés de la satisfiabilité
des formules LS et par définition de I’encodage que pour chaque j dans 1.7, t,p = (;) si
et seulement si p(Xp,;) = t lorsque I; = uy; et p(Xy,;) # t lorsque I; = . Maintenant,
par définition de ~; , ceci est équivalent a ’Yup(uhj) = vraisil; = up; et ’Yup(uhj) = faux si
lj = up,, c’est a dire vy, satisfait 67. En rappelant la quantification existentielle sur I, c’est
équivalent a -y , satisfait G

Cas d’induction: Pour m < n, par définition G’ = Qi1Ums1. -+ -Qnuy,.G. Soit G” la for-
mule Qi 2Umi2. - -Quity,.G.! Par définition de I’encodage, t,p = (Qmi1Ums1.G”) si et
seulement si

(1) t7p ': Qm—i—le-l—l'(]g//D-
Supposons que Q),,+1 = . Par satisfiabilité des formules, (i) est vérifié si et seulement si il
existe un arbre ¢’ tel que ¢, p[ X1 — t'] = (G”). Par hypothése de récurrence c’est équivalent

N

a
(ii) I’existence d’un arbre t' tel que v (x,, ., ] satisfait G”

D’autre part, par définition de satisfiabilité des formules booléennes, 7, , satisfait G’ si et seule-
ment si

(iii) il existe un booléen b dans {vrai, faux} tel que ¢ p[wn,+1 — b] satisfait G”.

11 suffit donc de montrer que (ii) si et seulement si (iii), ce qui est facile a voir par définition de
la valuation 7; y(x,,,,—]- La preuve pour Q.11 = V est similaire.

O
Comme corollaire facile de ce résultat nous avons

Corollaire 9.7 Pour toute formule booléenne quantifiée G, G est valide si et seulement si [(G)] =

As.

'Sin = m + 1, nous admettons que Qm42Um+2. -+ .Qnun,.G = G.
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Finalement, ceci nous permet de déduire la classe de complexité de la complexité combinée
du model checking la logique LSgoolx -

Théoréme 9.8 Le probleme de model checking de la logique LSp,0x est PSPACE complet
pour sa complexité combinée.

Preuve Conséquence immédiate du lemme 9.6, du théoreme 9.1 et de la proposition 8.18.

9.2.2 Le fragment sans quantification et sans récursion (mini-LS)

Dans la section précédente nous avons vu qu’en présence de quantification, le probléme de
model checking pour la logique spatiale est PSPACE complet. Ce résultat n’est pas vraiment
surprenant puisque la quantification de la logique permet d’encoder de facon assez directe la
quantification des formules booléennes quantifiées. Dans ce qui suit nous montrons que 1’opé-
rateur de composition spatiale combiné a la négation est également tres expressif et permet
d’encoder la quantification des FBQ.

Nous présentons ici un encodage du probleme de validité des formules booléennes quanti-
fiées dans le probleme de model checking de la logique mini-LS. A toute formule booléenne
quantifiée G nous associons

— une formule de la logique mini-LS, notée (G) et

— un arbre, noté tg
tels que t¢ satisfait (G) si et seulement si G est valide.

La formule (]Q ) est définie récursivement sur la structure de G comme suit :
(i) = u;{w[0]]
(i D = u;[ff[0]]
(LA AN) = (]llD|T/\ Ak) [T
(]91 \/ -V QkD = (]91 VeV (Iek[)
(Fui- l) = u[T][(9)
(Vui.G) = u[T]=(9)

ol vv, ff et les u; pour ¢ dans 1..n sont des étiquettes (distinctes) dans .

L’arbre ¢ est donné par

vra| faux vrai _faux

g—{[e I

ou pour chaque ¢ dans 1..n,
e/ = ui[{w{}]}] e = ui[{fFI{}]}]

Soit G la formule Qiuy.--- .Qnu,.G. Pour toute valuation v de domaine {uq,...,un}
pour m < n, soit tg{~} I’arbre composant de tg défini par

_ (u1) u vrai faux vrai _faux
to{v} = {e]™, ... el m),em+1,em+1,...,en , et
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Nous avons donc
tg = {[ebl, ... ,el,’nm]} W tg{v},

ol pour tout ¢ dans 1..m, b; est la valeur booléenne différente de ~y(u;). Maintenant, si 7 est une
des valuations 7, t,,+1 — Vvrai ou v, u,+1 +— faux, alors I'arbre tg{+'} est obtenu & partir de
tg{~} en «enlevant » de celui-ci ’élément d’arbre efn 1 1-0U b est la valeur booléenne différente
de y(um+1)- Intuitivement, c’est cette propriété qui est utilisée dans I’encodage. La formule (G)
permet de « construire » successivement toutes les valuations ~,, de domaine {u1,...,un},
pour m allant de 1 a n et en prenant en compte le type de quantification pour chacune des
variables, et de tester la validité de la formule @, +1Um+1 - - Qnuy,.G sous chacune de ses
valuations ~,,. Pour n = m, et donc ~,, une valuation de domaine {ug, ..., u,}, ce probleme
de validité se réduit en le probleme de satisfiabilité « -y satisfait G ».

Regardons par exemple le cas ou G est la formule
Fuq Vug.(ug A ug) V (ug ATz).
Dans ce cas, la formule (G) est
ui[T] | (Vug.(u1 A ug) V (ug Aaz)).

L arbre tg satisfait (G)) s’il peut étre présenté comme la composition de deux arbres : tg = t'
t”, tels que ¢’ est de la forme {u;[s]|} et t” satisfait la formule (Vuz.(u1 A u2) V (ug A G2)).
Etant donné la forme de I’arbre tg, nécessairement ¢’ est I’un des arbres {u;[{vv[{}]}]} ou
{u1[{fF[{}}]} - Dans ce cas, on peut voir que t” est I’'un des arbres tg{u; — faux} ou tg{u; —
vrai} et donc il s’agit de tester si un de ces arbres satisfait la formule (Vuz.(u Aug)V (ug Aus)).
Dans la suite, nous supposons donc que nous cherchons a tester si I'arbre ¢/ = tg{u; — b}
satisfait cette formule (pour b étant une valeur booléenne). Par définition, (Vuz.(u1 Aug) V (ug A
Uy ))) est la formule

UQ[T] ’:>(](U1 VAN UQ) V (u1 /\ﬂg)[).

et I’arbre ¢ est de la forme

{ui{{al{bIHs 2w [{HH, w2 [{FF{}IF]}

ol a est une étiquette parmi vv et ff. Alors, par définition de la satisfiabilité, ¢” satisfait la formule
(Vug.(uy A ug) V (ug ATz)) si pour toute décomposition de t” sous la forme t” =t/ W ¢7, si
’arbre ¢/ satisfait la formule us[T], alors I’arbre ¢} satisfait la formule ((u1 A ug2) V (ug ATg)).
Les deux décompositions de t” a étre considérées sont

— ] = {u2[{w[{}}} et t§ = tg{us — b, uy — faux} et

— ) = {u2[{fFF[{}H ]} et th = tg{ur — b, ug +— vrai}.
Donc, ¢ satisfait la formule (Vus.(u3 A uz) V (u1 A Uz)) si et seulement si chacun des arbres
th = tg{uy — b,ug — faux} et t§ = tg{us — b, us — vrai} satisfait la formule ((u3 A uz2) V
(’LL1 AN ﬂQ)I)

Pour résumer les raisonnement faits jusque présent, I’arbre ¢g satisfait la formule (G) si et
seulement s’il existe une valeur booléenne b telle que chacun des deux arbres tg{u; — b, ug +—
faux} et tg{uy — b, ug — vrai} satisfait la formule (G]). Ceci correspond bien au fait de tester
s’il existe une valeur booléenne b telle que les deux valuations uq +— b, us +— faux et u; —
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b, ug +— faux satisfont (u1 Auz)V (u1 Aiz). Pour terminer, rappelons que ((u1 Ausg)V (ug AUz)))
est la formule

(u1[w[O]]| T A uz[wlO]]| T) V (u1[w[O]]| T A uz[ff[O]]]| T).
et les arbres tg{uy — b, ug — faux} et tg{uy — b, us — vrai} sont

tg{ur — b, uy — fauxj = {ur[{a[{}]}], u2[{FF{}IH}
tg{ur — b, ug — vrai} = {ui[{a[{}]}], v2[{wv[{}]}I}

On peut voir qu’en prenant b = vrai, ’étiquette a est égale a vv et chacun des ces deux arbres
satisfait la formule ((u; A uz) V (u1 A T2)).

Montrons a présent formellement la correction de I’encodage.

Lemme 9.9 Pour toute formule booléenne quantifiée G, tg |= (G| si et seulement si la formule
G est valide.

Preuve  Soit G la formule Qquy.- - .Qnuy,.G. Montrons la propriété plus générale que pour
tout m dans 0..n et pour toute valuation v de domaine {u, ..., u,,} et pour G’ étant la formule
Qmi1Umt1- - -Qnun.G,on avy = G si et seulement si tg{v} = (G’). L’énoncé du lemme
correspond a m = (. La preuve se fait par récurrence sur n — m.

Cas de base: Pour m = n, par définition on a G’ = G. Soit G = 01 V --- V 0. Alors, par
définition de I’encodage (G) et par propriété de la satisfiabilité de LS, il est facile de voir que
tg{~} satisfait (G’) si et seulement si pour un certain I dans 1..k, tg{~} satisfait (6;). Soit un
tel I et soit §; = Iy A --- A l,, alors par les arguments que précédemment ceci est équivalent a
ce que pour chaque j dans 1..r, tg{~} satisfait (I, | T. Pour chaque j dans 1..r, soit h; I’indice
tel que I; = wuyp; ou l; = uy,. Rappelons que ([;)) est égal & up, [w[O]] | T sil; = up; et ([;)
est égal & up, [ff[O]] | T si l; = Ty, Il est maintenant facile de voir par définition de satisfiabilité
des formules LS que pour chaque j dans 1..r, tg{~} satisfait (/;) | T si et seulement si tg{~}
contient un élément d’arbre de la forme uy, [s] ol Iarbre s satisfait la formule vv[0] si I; = up,
et I'arbre s satisfait la formule ff[0] si /; = %y, . Maintenant rappelant que, par définition, tg{~}
est de la forme {ui[s1],...,un[sn]]} et pour chaque ¢ dans 1..n, s; est ’un des arbres {vv[{}]|}
ou {ff[{}]}, il est facile de voir par définition de la satisfiabilité pour LS que tg{~} satisfait
(2 A--- ALy si et seulement si pour tout j dans 1.7, y(up;) = vraisil; = uy; et y(up,) = vrai
silj = Wy, ce qui est vrai si et seulement si y satisfait [; A --- A, c’est a dire 7y satisfait 6.
En rappelant la quantification existentielle sur 7, c’est équivalent a y satisfait G.

Cas d’induction: Pour m < n, par définition G’ = Qi1Ums1. -+ -Qnuy.G. Soit G” la for-
mule Qi 2Umio. - -Qnun.G.2 Nous savons par hypothése de récurrence que pour toute va-
luation 7' de domaine {u1, ..., U1}, 0natg{y'} E (G”) siet seulement siy" = G”.

Remarquons d’abord que, par définition de I’arbre tg{~}, on a

tg{v} = {umer [{w[{}HH} & to{7, um+1 — faux}
et 9.1

tg{v}t = {um [{FH{}HE @ to{y, ums1 — vrai}

2Sin=m+ 1, nous admettons que Qm+2Um+2. -+ -Qnun.G = G.
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De plus, pour tout arbre ', si tg{v} = {ums1[s]}} W ¢, alors s est égal a {vv[{}]} ou a {ff[{}]].
Autrement dit, ce sont les deux uniques décompositions de tg{~} sous la forme {u,+1[s]} W ¢'.

Pour la preuve du cas d’induction nous distinguons deux cas suivant le quantificateur ¢, 41 -

Si Q41 est égal a 3 alors, par définition de ’encodage, tg{~} satisfait (G’) si et seulement
si tg{7} satisfait la formule u,,11[T]]| (G"). Par propriétés de la satisfiabilité pour LS, ceci est
équivalent a I’existence de deux arbres s et t’ tels que tg{v} = {ums1[s]} W t' et t’ E (G").
En utilisant (9.1) et la remarque qui la suit, ceci est vrai si et seulement si s = {vv[{}]} et
t' = tg{v, ums+1 — faux} ou bien s = {ff[{}|} et ¢ = tg{~, wm+1 — vrai}. En appliquant
I’hypothése de récurrence sur tg{~, um+1 +— vrai} et tg{~, um+1 — faux} nous déduisons que
tg{v} satisfait (G’) si et seulement si 7y, t;,+1 — vrai = G” ou bien v, U1 — faux = G”.
Maintenant, en utilisant la définition de la satisfiabilité pour les formules propositionnelles et de
G', il est facile de voir que ceci est équivalent 2y = Ju,,+1G”, ce qu’il fallait démontrer.

Si Q41 est égal a ¥ alors, par définition de ’encodage, tg{~} satisfait (G’) si et seulement
si tg{~} satisfait la formule u,,+1[T]| = (G”). Par les propriétés de la satisfiabilité, ceci est vrai
si et seulement si pour tous arbres t' et t” tels que t = ¢’ W t”,sit’ = up41[T], alors t” = (G”).
La seule possibilité pour les arbres ¢’ et ¢ qui garantit ¢’ |= up,11[T] estt’ = {umt1[s]} pour
un certain arbre s. Donc, tg{~} satisfait (G’) si et seulement si ¢’ = {u,,+1[s]}} pour un certain
arbre s et t” = (G”). Maintenant, par (9.1) nous savons que t' = {u,,+1[s]} si et seulement si
s = {w[{}} et t” = tg{, um+s1 — faux} oubien s = {ff[{}]} et t” = tg{7, wm+r1 — vrai}.
En appliquant ’hypothese de récurrence sur les valuations 7y, %y,4+1 — faux et v, ty,4+1 — vrai,
nous déduisons que tg{y} satisfait (G') si et seulement si 7, u;,+1 +— vrai satisfait G” et
Y, ums1 — faux satisfait G”. Par définition de la satisfiabilité pour les formules proposition-
nelles ceci est équivalent a y satisfait Vau,,11.G”, ce qu’il fallait démontrer.

g

Comme conséquence immédiate du précédent lemme, du théoréme 9.1 établissant que le
probléme de validité des FBQ est PSPACE difficile et de la proposition 8.18 établissant que la
complexité du model checking de la logique LS est polynomial en espace,

Théoreme 9.10 Le probléeme de model checking de la logique mini-LS est PSPACE complet
pour sa complexité combinée.

9.3 Bornes inférieures pour la complexité de données

Dans la présente section nous étudions la complexité de données du probleme de model
checking pour la logique LS sans restriction et ses fragments sans quantification LS5 et sans
récursion LS.

En ce qui concerne le fragment sans quantification, les résultats sur la complexité de données
sont obtenus a partir de I’équivalence entre ce fragment et une classe d’automates a contraintes
numériques, équivalence établie dans la deuxieme partie de cette thése. Nous donnons ces ré-
sultats dans la section 9.3.1.

Pour les deux autres logiques considérées, LS et LS, nous établissonts que la complexité de
données est respectivement PSPACE-difficile et complet pour tous les niveaux de la hiérarchie
polynomiale. Ces deux résultats sont obtens par des encodages du probleme de validité des FBQ.
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Plus précisément, pour chacun des deux fragments de la logique, une FBQ G est représentée
par un arbre t¢. Ensuite, nous construisons une formule ¢ constante® et nous montrons que tg
satisfait la formule ¢ si et seulement si la FBQ G est valide. L’arbre tg et la formule ¢ different
pour les deux fragments de la logique spatiale considérés, LS et LS|,,. Néanmoins, il y a certains
points communs entre les deux. Nous commencons par exposer ces points communs dans la
section 9.3.2, oll nous proposons un arbre tg « générique » et la facon dont il permet d’encoder
la FBQ G. Dans les sections 9.3.3 et 9.3.4 nous présentons comment 1’arbre ¢g peut étre adapté
aux cas LS et au cas LS, respectivement, nous définissons la formule ¢ (différente pour les
deux cas) et nous montrons les résultats sur les bornes inférieures de la complexité de données.

9.3.1 Lalogique sans quantification

Dans les deux premieres parties de la these nous avons établi certaines équivalences entre
des fragments de la logique spatiale sans quantification et les logiques MSO et PMSO, ainsi
que I’équivalence entre LS5 et une classe d’automates a contraintes numériques. Nous nous
contentons de rappeler ici ces résultats et d’en déduire des bornes inférieures pour la complexité
de données des fragments concernés.

Rappelons d’abord que les fragments LSrd et LSrpd sont des fragments syntaxiques de la
logique LS5, obtenus par des restrictions du mécanisme de récursion. En particulier, dans LSrd,
seule la récursion descendante est autorisées et dans LSrpd, la récursion descendante et une
forme restreinte de récursion en largeur sont autorisés (pour une définition précise de ces deux
fragments, voir la section 7.1).

Nous avons établi dans les deux premieres parties de la thése que :

— la logique LSrd est équivalente a la logique MSO. De plus, pour toute formule de LSrd,

une formule MSO équivalente peut effectivement €tre construite ;

— la logique LSrpd est équivalente a la logique PMSO. De plus, pour toute formule de

LSrpd, une formule PMSO équivalente peut effectivement €tre construite ;

— pour toute formule LS5, un automate a contraintes numériques reconnaissant exactement

les arbres satisfaisant la formule peut étre construit.

Nous savons également que la complexité de données du model checking de MSO sur les
graphes 2 largeur d’arbre bornée est linéaire [Courcelle, 1990a].* et que la complexité de don-
nées de la logique PMSO est linéaire [Seidl et al., 2003]. Maintenant, étant donné que nous nous
intéressons a la complexité de données, pour une formule ¢ dans LSrd (resp. dans LSrpd), la
construction de la formule équivalente ¢y dans MSO (resp. PMSO) se fait en temps constant.
De plus, comme nous 1’avons vu dans le chapitre 1, pour tout arbre ¢, sa représentation sous la
forme de structure logique S* se fait en temps linéaire dans la taille de t. Nous en déduisons
que :

Proposition 9.11 Le model checking des logiques LSrd et LSrpd est linéaire pour sa complexité
de données.

3Pour étre plus précis, dans le cas de LS, nous construisons une famille de formules ¢, une formule par niveau
de la hiérarchie polynomiale.

“Sans donner la définition de la largeur d’arbre d’un graphe, notons simplement que les arbres sont des graphes
de largeur d’arbre un.
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Remarquons que le méme résultat peut étre établi en utilisant 1’équivalence des fragments
LSrd et LSrpd avec les automates a contraintes numériques sans étoile et les automates a
contraintes numériques semilinéaires établie dans le chapitre 7.

En ce qui concerne la logique LS5, en utilisant son équivalence avec les automates a
contraintes numériques nous avons €tabli (corollaire 6.20 pour un arbre ¢ et une formule LS5
close ¢ donnés, tester si ¢ satisfait ¢ peut se faire en temps polynomial dans la taille de 1’arbre
t, mais le degré du polynome est en O(3|¢|). Nous en avons conclu que pour un probléme de
model checking ¢ = ¢ donné, la complexité de données de ce probleme est polynomiale dans
la taille de 1’arbre ¢, mais que pour la classe de problemes de model checking ¢t = ¢ pour ¢
étant une formule LS5, la complexité de données n’est pas polynomiale, puisqu’il n’existe pas
de polynome de degré fixe qui borne cette complexité.

9.3.2 Premier encodage des formules propositionnelles

Dans les trois sections qui suivent, nous allons étudier les bornes de la complexité de don-
nées de la logique spatiale LS ainsi que de son fragment sans point fixe LS. Nous montrons
que la complexité de données du model checking est PSPACE difficile pour la logique LS et
difficile pour tous les niveaux de la hiérarchie polynomiale pour la logique LS),. Pour cela,
nous utilisons un encodage de la validité des FBQ dans le probléme de model checking de ces
deux logiques. Dans les deux cas, étant donné une FBQ G, nous construisons un arbre tg et une
formule ¢ fixe, et nous montrons que tg satisfait ¢ si et seulement si la FBQ G est valide. Si
pour les deux fragments que nous considérons, I’arbre ¢g et la formule ¢ différent, les arbres
tg considérés dans les deux cas ont certains points communs, et une fagon commune d’enco-
der la formule G. Dans la présente section, nous présentons une forme générale de 1’arbre ¢g et
comment cet arbre est utilisé pour encoder la FBQ G.

Dans toute cette section, nous considérons la FBQ G = Quq. - - .Qnu,.G avec G étant la
formule propositionnelle en forme normale disjonctive 6; V - - - VV §;, construite sur I’ensemble de
variables {u, ..., u,}. Sans perte de généralité, nous supposons qu’aucun des §; n’est faux de
manigre triviale, cad aucun des ; ne contient a la fois la variable u et sa négation , ceci pour
toute variable u.

Pour tout i dans 1..n, soient C}" C {1,...,k} et Cf2™ C {1,...,k} les ensembles définis
par :
Cyra = {j | ; n’apparait pas dans 6;}
Cfaw = {j | u; n’apparait pas dans 6;}.

Intuitivement, CY ral contient les j tels que ©; n’est pas rendu si la variable u; est valuée a vrai
cad, les ©,; qui « ont une change » de valoir vrai si la variable u; vaut vrai) et C"?"* contient les
d,les ©; q t hange » de val 1 bl t t 24 contient 1

J tels que ©; n’est pas rendu faux si la variable u; est valuée a faux.

L’exemple 9.2 montre ces deux ensembles pour une formule particuliere. Alors I’ensemble
des ensembles C}™' et C’Z-fa“>< pour chaque ¢ dans 1..n encodent la satisfiabilité¢ de la formule G
de la fagon suivante :

Lemme 9.12 Pour toute valuation y de domaine incluant {uy, . .., uy}, v satisfait G si et seule-

ment s’il existe un naturel j dans {1, . .., k} tel que pour tout i dans 1..n, j appartient a C? (i),
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Preuve Par définition des ensembles C)™ et C’{aux il suffit de montrer que +y satisfait GG si et
seulement s’il existe j dans 1..k tel que pour tout ¢ dans 1..n,

(i) si y(u;) = vrai alors ; n’apparait pas dans 6; et si y(u;) = faux alors u; n’apparait pas
dans 0;.

Supposons d’abord que +y satisfait G, donc par définition de la satisfiabilité des FBQ, il existe
Jj dans 1.k tel que +y satisfait §;. Maintenant pour toute variable w;, si y(u;) = vrai, alors 7 ne
satisfait pas u; et donc @; n’apparait pas dans ;. De méme, si y(u;) = faux, alors u; n’apparait
pas dans 6;. Donc, «y satisfait G implique (i). Supposons maintenant que (i) est vérifié et mon-
trons que -y satisfait ¢;, ce qui implique que ~y satisfait . Pour toute variable u; apparaissant
dans 6;, par (i) nécessairement y(u;) = vrai et donc +y satisfait u;. De méme, pour toute négation
de variable u; apparaissant dans 6;, par (i) nécessairement ~(u;) = faux et donc ~ satisfait ;.
II s’en suit par définition de la satisfiabilité que +y satisfait 6.

(]

Soient maintenant sat et cy, ..., ci des étiquettes de X et soient, pour tout u; variable dans

la formule G, les arbres 57" et sga“X définis par :

vrai

si® = AN s = [ Aglny

jecg/rai jeclfaux
Considérons ’arbre tg
. vrai _faux vrai _faux
tg_{[el €1 - € 6y

vrai

our les éléments d’arbres €' et ef2U* définis par
T (A

e/ = uilt;™ & {w[{}], sat[s{"]}] e = uiltP w {fF{}], sat[s7]}]

ou les arbres t‘i"ai et tga “sont tels qu’ils ne contiennent pas 1’étiquette sat ni les étiquettes vv ou
ff (voir ’exemple 9.2). La formule Partout(x.) de variable d’étiquette libre z est définie par :

Partout(xc) = Va,.(zy[T]| T — xylsat[xz[0]| T]| T]|T)
Avec ces conventions, nous avons

Lemme 9.13 Pour toute valuation ~y de domaine {uy,...,u,}, U'arbre tg{~} satisfait la for-
mule Jzc. Partout(x.) si et seulement si v satisfait G.

Preuve Nous allons montrer que tg{~} satisfait la formule Jz.. Partout(z.) si et seulement
Z(ui) pour tout i dans 1..n.

et du lemme 9.12.

s’il existe j dans 1.. tel que I’élément d’arbre c;[{}] est élément de s
Alors la conclusion découle de la définition des arbres s¥"! et sfu

Soit ¢(xc, xy) la formule 2:,[T]| T — xy[sat[z[0] | T]| T]| T. Par propriétés de satisfia-
bilité des formules de la logique, il est facile de voir que tg{~} satisfait Jz.. Partout(x.) si et
seulement si

(i) il existe une étiquette ¢ dans X telle que pour toute étiquette u dans X, tg{~} satisfait
¢(x¢, xy) sous la valuation p = [z — ][z, — u].
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Remarquons maintenant que si u est une étiquette qui n’appartient pas a I’ensemble A =
Uu,e1.mlui}, alors tg{v}, p IF 2u[T] | T et donc tg{~},p = ¢(2c,zu). Si u est dans I’en-
semble A, alors tg{v},p = x,[T]| T. Donc (i) est vérifié si et seulement s’il existe une éti-
quette ¢ dans X telle que pour toute étiquette u dans A, tg{~} satisfait z,[sat[x[0]| T]| T]| T
sous la valuation [x. — c][z, — u]. Par propriétés de la satisfiabilité de la logique, cette der-
niere assertion est vérifiée si et seulement si I’arbre tg peut s’écrire comme ¢’ & t” ou pour
tout u dans A, ', [z — c|[zy — u] | xy[sat[zc[0] | T]| T] et t” est un arbre quelconque. En
rappelant la définition de tg{~} et en utilisant les propriétés de la satisfiabilité, il est facile de

VOIr que ceci est vrai si et seulement si pour toute variable ¢ dans 1..n, ’arbre {]e;y(ui)]} satisfait
la formule x[sat[z.[0] | T]| T] sous la valuation [z — c|[z, — u;]. En utilisant la définition

de de I’élément d’arbre ez(ui) et les propriétés de la satisfiabilité, on en déduit facilement que

v(wi)

c;[{}] est élément de s pour tout ¢ dans 1..n.

O

Exemple 9.2 Soit la FBQ G = Qu1.Qous.Qsus.(uy A Uz Augz) V (uz A ug) construite sur
I’ensemble de variables {uy,us2,us}, et soient #; étant la conjonction uy A uz A u3 et 6o la
conjonction uy A usz. Les ensembles C}™ et Cfa¥ pour i dans {1,2, 3} sont alors :

Cy = {1,2) Cfe = {2)
cy = {2) cF = {1}
aye = {2} v = {1}

Larbre tg tel que défini ci-dessus est alors de la forme

Si v est la valuation u; +— vrai,us +— faux,us +— faux, alors I’arbre tg{~} est I’arbre sui-
vant
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et la formule u; A ug A u3) V (u2 A ug est valide sous la valuation 7, ce qu’on voit par la
présence d’une étiquette, en 1’occurrence ¢y, que 1’on retrouve sous toutes les arétes sat dans
I’arbre tg.

Les lemmes précédents nous montrent comment, étant donné la formule propositionnelle
G et la valuation v des variables de G, on peut encoder dans 1’arbre tg{~} la valuation ~ et
la formule GG et comment on peut décider si v satisfait G répondant au probleme de model
checking tg{v} = 3z, Partout(z.), ot Partout(xc) est une formule fixe de la logique LS),,.
Nous allons utiliser ce mécanisme dans les deux sections qui suivent.

9.3.3 Lalogique LS

SoitlaFBQ G = Qy,u1. - -+ .Qu, un.G, ou la formule G est de la forme 6 V - - - V 0. Nous
allons définir un arbre ¢g et une formule ¢ de la logique LS qui ne dépend pas de G et tels que
tg = ¢ si et seulement si la formule G est valide. L’arbre tg est une adaptation de la forme
générale qui a été présentée dans la section précédente.

Dans ce qui suit, u; pour tout ¢ dans 1..n, Cp, pour tout j dans 1..%, q3, qv, vv, ff prec, quant,
sat et ug sont des étiquettes dans 2.

Soit tg Iarbre : _ _
tg = {UO[{”}L e\lxra|7 eflaux’ L gyra efaux

yCn 2 %n

vrai et efaux sont donnés par :

ey = u;[{w[{}], quant[{aq, [{}}], prec[{ui—1 [{}]}], sat[s}"]}]
el = u; [{ff[{}], quant[{aq, [{}}], prec[{ui—1 [{}}], sat[s}**]}]

ou, pour tout ¢ dans 1..n, les éléments d’arbre e

Intuitivement, pour chaque variable u;, ’arbre ¢g encode le type de quantification de cette
variable (existentielle ou universelle) dans 1’élément d’arbre quant[{qqg,[{}/}] et sa position
dans la suite de quantifications, en précisant la variable qui préceéde dans 1’élément d’arbre
prec[{u;_1[{}]}]. Les éléments d’arbres sat[s}™] et sat[sf2"*] permettront de vérifier pour chaque

valuation des variables -y si 7y satisfait G (voir le lemme 9.12 et la définition des arbres s;-"ai et
faux
5;2%).
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La formule ¢ est définie par :
¢ = p&.ConstrVal V (EstValuée N Valide).

La sous formule CoonstrVal est la partie récursive de ¢. Intuitivement, ConstrVal « construit »
toutes les valuations «y de domaine {uy, ..., u,}, cad cette formule permet de considérer I’arbre
tg comme la composition de deux arbres ¢’ et t” tels que " = tg{~} pour une certaine valuation
~ de domaine {u1,...,u,}.La sous formule EstValuée A Valide permet de s’assurer que la
valuation ~y est de domaine {uq,...,u,} et de vérifier si -y satisfait G. Regardons maintenant
les définitions complétes des différentes sous formules de ¢.

QuantUniv(zy) A zy[T] =€
ConstrVal = 3Jzy.PremierNonVal(zy)A v
QuantEzist(xy) A xy[T] €

([T [THT)
A
PremierNonVal(z,) = 3x. ru[T]zu[T]T
A
ulprecfay[T][ T]IT

QuantUniv(zy) = =xyu[quant[qy[O]]| T[T

QuantEzist(xy) = xy[quant[qs[0]]| T]|T
EstValuée = —(Fxy.xy[T]|z[T]|T)
Valide = ug|[T]|3xc. Partout(xc)

L’encodage est correct dans le sens ot :

Lemme 9.14 La formule booléenne quantifiée G est valide si et seulement si tg |= ¢.

Preuve  Soit G la formule Q1u;. - -- .Qpu,.G. Nous montrons que pour tout m dans 0..n et
pour toute valuation v de domaine {uy, ..., u,}, pour G’ étant la formule Q1 1Um41- -+ -Qnity,
I’arbre ug[{}] W tg{~} satisfait la formule ¢ si et seulement si  satisfait G’. La preuve du lemme
correspond a m = 0.

Nous montrons d’abord que :
(i) up[{}] W tg{~} satisfait EstValuée si et seulement sim = 0;

(i) uo[{}] W tg{~} satisfait PremierNonVal(z,) sous la valuation p = [z, — u] si et
seulement sim < netu = Uy41;

(iil) uo[{}}] W tg{y} satisfait QuantUniv(z,) (respectivement QuantExist(x,)) sous la va-
luation [z, — u] si et seulement si u = u; pour un certain 7 dans 1..n et Q; = V (respec-
tivement (); = J).

Pour la preuve du point (ii), supposons d’abord que m = 0 et que ug[{}] & tg{~} ne satisfait
pas la formule EstValuée, c’est a dire, par propriétés de la satisfiabilité des formules et de
EstValuée, up[{}}] W tg{~} satisfait la formule Jz,.z,[T]|z,[T]| T.Ceci implique qu’il existe
une étiquette u dans X telle que 1’arbre ug[{}] & tg{~} peut s’écrire comme la composition
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t1 Wty W t3 ou I’arbre t3 est quelconque et les arbres t1 et ¢y satisfont la formule z,[T] sous
la valuation [z, — u]. C’est a dire, ug[{}}] & tg{~} contient deux élément d’arbres qui sont de
la forme u[s] et u[s’] pour deux arbres quelconques s et s'. Il est facile de voir par définition de
tg{v} que ce n’est pas le cas, et donc m = 0 implique que up[{}] W tg{7} satisfait la formule
EstValuée. Avec un raisonnement similaire nous arrivons a une contradiction en supposant que
m > 0etug[{}] W tg{y} satisfait la formule EstValuée, ce qui permet de conclure la preuve
du point (ii).

Pour la preuve du point (i), par un raisonnement similaire a celui utilisé pour la preuve
du point (ii) nous savons que ug[{}}] W tg{~} satisfait PremierNonVal(x,) sous la valuation
p = [xy — u] si et seulement s’il existe une étiquette u’ dans X telle que up[{}] W tg{~}
contient deux éléments d’arbres u[s1] et u[ss] tels que I’arbre s1 est de la forme prec[u’[s3]] | s4 et
uo[{}] W tg{~} ne contient pas deux éléments d’arbres de la forme u’[s5] et u’[s¢] (ou les arbres
S2, 83, 84, S5 et sg sont quelconques). 11 est facile a voir que ceci correspond a la définition de
I'arbre ug[{}] W tg{~} si et seulement si m est inférieur strictement & n, u’ = u, et u = Up,41.

Le point (iii) est conséquence des propriétés de la satisfiabilité et des définition de 1’arbre
tg{~} et des formules QuantUniv et QuantEzist.

La preuve du lemme se fait par récurrence sur n — m. Rappelons d’abord que, par définition
du point fixe de la logique LS et par définition de la formule ¢, la formule ¢ est équivalente a la
formule ConstrVal(§ — ¢) V (EstValuée N\ Valide).

Cas de base: Si n = m, alors en rappelant la définition de la formule ConstrVal et en uti-
lisant les points (i) et (ii) ci-dessus, il est facile de voir que ug[{}] W tg{7} ne satisfait pas
ConstrVal(¢ — ¢) et ug[{}] W tg{v} satisfait EstValuée. Donc il nous faut montrer que
uo[{}] W tg{y} satisfait Valide si et seulement si + satisfait G. Ceci est conséquence de la
définition de la formule Valide, du lemme 9.14 et de la satisfiabilité des formules de la logique
LS.

Cas d’induction: Si0 < m < n,alors par le point (i) ci-dessus, ug[{}] & tg{~} ne satisfait pas
FEstValuée. Donc il nous faut montrer que ug[{}] W tg{~} satisfait ConstrVal({ — ¢) si et
seulement si -y satisfait G’. D’autre part, par le point (ii) nous savons que ug[{}] & tg{~} satisfait
PremierNon Val(z,) sous la valuation p = [z, — u] si et seulement sim < netu = upy,4+1.En
rappelant la définition de ConstrVal(¢ — ¢) nous en déduisons que up[{}] W tg{~} satisfait
ConstrVal(¢ — ¢) si et seulement si ug[{}}]] W tg{v} satisfait la formule (QuantUniv(z,) A
([ T]| 7)) V (QuantExist(xy) A zy[T]] ).

Supposons d’abord que @;,+1 = 3. Alors par le point (iii) nous savons que ug[{}] & tg{~}
ne satisfait pas QuantUniv(zy)A—(z,[T]|—¢). Donc nous devons montrer que ugp[{}] W tg{~}
satisfait [ T]| ¢ sous la valuation [z, — u,, 1] si et seulement si ~ satisfait Ju,,11.G”, ot G”
est la formule @, 12Um2. - - .Qnu,. Maintenant, par propriétés de la satisfiabilité, ug[{}] W
tg{~} satisfait x,[ T]| ¢ sous la valuation [x, — up,+1] si et seulement si ug[{}] & tg{~} s’écrit
comme la composition de deux arbres s’ & s” ot s’ est de la forme {uy,+1[s]}} pour un arbre s
quelconque et s” satisfait ¢. Par définition de ¢g et par définition de la satisfiabilité, il est facile
de voir que les deux seules possibilités pour s’ et s” sont

SoABED et = tgrume — vial)
ou 9.2)
s" = {eyray et s” =tg{v, um+1 — faux}.
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La conclusion est alors facile en utilisant I’hypothese de récurrence sur les arbres tg{~y, um+1 —
vrai} et tg{~, um4+1 — faux}.

Supposons maintenant que (Q,,+1 = V. Alors par le point (ii) nous savons que ug[{}] W
tg{~} ne satisfait pas QuantEzist(z,) A x,[T] | ¢. Donc nous devons montrer que ug[{}] W
tg{~} satisfait x,[T] = € sous la valuation [x, — u,+1] si et seulement si y satisfait Vi, 11.G" .
Maintenant, par propriétés de la satisfiabilité, ug[{}}] W tg{v} satisfait —(x,[T] | =€) sous la
valuation [, — u,,+1] si et seulement si pour toute décomposition de ug[{}] W tg{~} sous la
forme de s’ W s”, si 8" est de la forme {uy,+1[s]}, alors s” satisfait ¢. La seule possibilité est pour
s’ étant de la forme {uy,+1[s]} est s’ étant {2} ou {e¥r3; } et donc, en utilisant (9.2) nous
savons qu’alors s” est égal a tg{~, upms+1 — vrai} et tg{v, um+1 — faux} respectivement. La
conclusion n’est alors pas trés difficile en utilisant les propriétés de la satisfiabilité et ’hypothese
de récurrence.

|

Comme conséquence immédiate du précédent lemme, du théoréme 9.1 statuant que le pro-
bleme de validité d’une FBQ est PSPACE difficile, et de la proposition 8.18 établissant qu’il
existe un algorithme de model checking pour la logique LS polynomial en espace, nous avons

Théoreme 9.15 Le probleme de model checking de la logique LS est PSPACE complet pour sa
complexité de données.

9.34 Le fragment sans récursion (LS),)

Nous montrons ici que la complexité de données du model checking de la logique LS, est
dur pour tous les niveaux de la hiérarchie polynomiale. Plus précisément, nous montrons que
pour tout niveau existentiel ©2" de la hiérarchie polynomiale, ils existent une formule fixe gbi de
la logique LS, et un arbre ¢ tels que le probleme de model checking ¢ = ¢ est ¥, difficile.
De la mé&me fagon, pour tout niveau universel 11,, de la hiérarchie polynomiale, ils existent une
formule fixe ¢! de la logique LS, etun arbre ¢ tels que le probleme de model checking ¢ = ¢
est Hf difficile. L’arbre ¢ est une adaptation de I’arbre tg présenté dans la section 9.3.2.

Soient n, r1,...,r, des entiers naturels positifs et soit I/ C N x N I’ensemble d’indices

I={(1,1),...,(L,r1),...,(n, 1), ..., (n,m) }.

Nous considérons la formule booléenne quantifiée

G =Quuu1y, - U1)-Qau@ ) U@2r)- - @nUm1ys - Unyry)-G

ot la formule propositionnelle G' est construite sur I’ensemble de variables | J;.;{u;}. De plus,
nous supposons que pour tout h dans 1..n — 1, les quantificateurs )y, et Q511 sont différents,
cad le degré d’alternance de la formule G est n.

Soient quant, sat, vv, ff, u; pour tout 7 dans I et q;, pour tout i dans 1..n sont des étiquettes
dans X et soit ’arbre

o vrai faux vrai faux vrai faux vrai faux
tg = {[6(1,1)7 €11) 2 €(Lr1)s E(Lrn)s - €nd) Emd)s - -+ Emrn) (n’m)]}
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ot les éléments d’arbres €™ et ef2“* pour (h, j) dans I sont définis par :

iy = v T, quantlfa L], satlsiiey ]
e(3 = ugny) {FF[{}], quant[{an[{}]}]. sat[s{5 H.

Pour chaque entier / dans 1..n, soient les formules ¢ (h) et ¢". (h) définies récursivement

ommes ¢ (h) = Enlever(h)|(EstValuée(h) A ¢Y(h + 1))
#Y (h) = —(Enlever(h) | (EstValuée(h) A =¢7 (h +1)))

ol ¢2(n + 1) = ¢¥(n + 1) = Valide'. Les formules Enlever(h), EstValuée(h) (pour h dans
1..n) et Valide’ sont définies comme suit :

Enlever(h) = Vxu.(zu[T]| T — xy[quant|qn[0]]| T]| T)A EstValuée(h)
EstValuée(h) = -3xy.(zy[quant|qs[0]]]| T]|zy[quant[qy[O]]| T]|T)
Valide’ = Jxc.Partout(z.).

Cet encodage est correct dans le sens ou

Lemme 9.16 Soit G une formule booléenne quantifiée de degré alternance n dont le quantifi-
cateur le plus externe est 3 (respectivement ¥). Alors la formule G est valide si et seulement si
tg satisfait ¢ (respectivement tg satisfait ¢Y,).

Preuve La preuve de ce lemme est moins détaillée que les preuves des lemmes 9.9 et 9.14.
Notamment, nous passons vite sur tous les points qui utilisent des raisonnements similaires a
ceux utilisés dans ces deux lemmes et qui ont déja été présentés en détail.

Soit G la formule Q1 1) . QnUn.1)..un.., -G- Nous montrons que pour tout m

g
dans 0..n et pour toute valuation v de domaine {uy 1), -+, U(1,1)s - -+ s U(m,1)s - - + s U(myrm) § €L
pour G’ étant la formule Qunt1U(mt1,1)s - - > Ut i) -@nli(n,1)s - - - > Unrn) -G il est

vrai que tg{7} satisfait ¢+ (m + 1) si et seulement si  satisfait G'.
La preuve se fait par récurrence sur n — m.

Cas de base: Sim = n, alors nous devons montrer que tg{~} satisfait Valide’ si et seulement
siy satisfait G. En rappelant que Valide’ = 3xc. Partout(z.), ceci est vérifié par le lemme 9.13.

Cas d’induction: On am < n.Montrons d’abord les propriétés suivantes (pour deux valuations
v, de domaines respectifs U, U’, nous notons v+’ la valuation de domaine U U U’ et telle que
pour tout u dans U’, vy'(u) = 7/ (u) et pour tout u dans U ~\ U’, vy (u) = v(u)) :

(i) pour tous arbres t',t" tels que tg{y} = t' W ¢”, si ’arbre ¢’ satisfait Enlever(m +1)
et I'arbre ¢ satisfait EstValuée(m + 1), alors il existe une valuation ' de domaine
{Wmg1,1)5 - > UWing1,rm ) )t telle que t" =tg{vy'};

(ii) pour toute valuation 7' de domaine {t(;,11,1ys - - - s U(mt1,rn 1) 1 - L aTDIE tg {77} satisfait
EstValuée(m + 1) et si t' est I'arbre tel que tg{v} = t' W tg{y7'}, alors ¢’ satisfait
Enlever(m + 1).

Remarquons d’abord que, par définition de 1’arbre ¢g{~}, chacun des arbres ¢’ et t" contient
uniquement des éléments d’arbre de la forme e? ;) pour b étant une des valeurs booléennes
{vrai, faux} et (h, j) appartenant a I. De plus, pour chaque jdans 1..7p,11,les éléments d’arbres
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vrai faux : 31° / 510 " £ .
€lm1,5) €t €(m1,5) Appartiennent a I’arbre " ou a I’arbre t”. Notons également que, par un rai-

sonnement long mais relativement simple et utilisant uniquement la définition de la satisfiabilité
de LS, on peut constater qu’un arbre ¢ composé d’éléments d’arbres de la forme ei? satisfait la
formule FstValuée(m + 1) si et seulement si pour tout j dans 1..7,,41, les éléments d’arbres
e\(/;ﬂrl,j) et eEamuj-l,j) ne sont pas tous les deux éléments de ¢. Par un raisonnement semblable, il
est facile de se convaincre également qu’un tel arbre ¢ satisfait la formule Enlever(m + 1) si
et seulement si ¢ contient uniquement des éléments d’arbres et(’m +1,5) pour j étant dans 1..r,, 11
et b étant une valeur booléenne. Les propriétés (i) et (ii) sont conséquence facile de ces deux
remarques, en utilisant que par définition de Enlever(m + 1), si t’ satisfait Enlever(m + 1)
alors t' satisfait EstValuée(m + 1) également.

Supposons maintenant que (,,+1 est égal a 3. Nous devons montrer que tg{~} satisfait
¢} (m + 1) si et seulement si 7 satisfait Tt 1,1)5 -+ Ut 1,rp0)-9 OU G est la formule

Qm+2u(m+2,1)7 e ,u(m+2,rm+2). e .QnU(nJ), e 7u(n,rn)-G-

Par définition de la satisfiabilité, tg{} satisfait ¢ (m+ 1) si et seulement il existe deux arbres
t' et t" tels que #' satisfait Enlever(h) et t” satisfait (Est Valuée(h) A ¢ (m + 2)). En utilisant
(i) et (ii), nous pouvons voir que ceci est vrai si et seulement si ¢” est de la forme tg{y+'} pour
une certaine valuation 7' de domaine {u(m11,1),- -+, U(m1,rm.1) )} € 17 satisfait oY (m + 2).
Par hypothése de récurrence, ceci est vrai si et seulement si y+' satisfait G”. Par définition de la
satisfiabilité des formules propositionnelles et par définition de G', il est facile de voir que ceci
est équivalent 2 +y satisfait la formule G'.

Supposons maintenant que (;,,+1 est égal a V. Nous devons montrer que pour tg{~} satisfait
¢ (m + 1) si et seulement si ~y satisfait VU (rm41,1)5 -+ - 5 Wimt1)rmar -9 00 G” est la formule

Qm+2u(m+2,1)> o UWm 2 ye) T 'Qnu(n,l)> s >u(n,rn)'G'

Par définition de la satisfiabilité, tg{~} satisfait ¢; (m + 1) si et seulement si pour toute dé-
composition de tg{~} sous la forme ¢ & ¢”, ’'une de ces trois conditions est vérifiée : t' ne
satisfait pas Enlever(m+ 1) ou t” ne satisfait pas Est Valuée(m -+ 1) ou t” satisfait ¢ (m +2).
Par un raisonnement utilisant la définition de la satisfiabilit€ des formules et (i) et (ii), ceci est
équivalent a ce que pour toute valuation 7' de domaine {u(mm+1,1ys - - - s Um+1,rm 1) 1 617V}
satisfait la formule ¢ (m -+ 2). Par hypothése de récurrence, ceci est vrai si et seulement si
~~' satisfait G”. La conclusion est alors faite en utilisant les définitions de la satisfiabilité des
formules LS et des formules propositionnelles.

O

Comme conséquence immédiate du précédent lemme, du théoréme 9.2 statuant que le pro-
bleéme de validité pour une FBQ G de degré d’alternance n est complet pour le n°™ niveau de
hierarchie polynomiale existentielle (resp. universelle) si G est de la forme JuG’ (resp. VugG’), et
de la proposition 8.18 qui établit qu’il existe un algorithme de model checking pour la logique
LS polynomial en espace, nous avons

Théoreme 9.17 Le probleme de model checking de la logique LS, est difficile pour tous les
niveaux de la hiérarchie polynomiale pour sa complexité de données.



9.4 Comparaison avec une logique spatiale de graphes 211

94 Comparaison avec une logique spatiale de graphes

Dans [Cardelli et al., 2002] et [Dawar et al., 2004] est introduite et étudiée une logique spa-
tiale de graphes, inspirée de la logique des ambients, tout comme la logique spatiale d’arbres que
nous étudions ici. Dans [Dawar et al., 2004], les auteurs étudient 1’expressivité et la comlplexité
du model checking et obtiennent des résultats trés semblables a ceux exposés dans ce chapitre.
Dans la présente section, nous introduisons brievement cette logique de graphes et citons les
résultats sur la complexité du model checking.

Un graphe est une structure (V, E, X, arete) ou V est un ensemble de nceuds, E est un
ensemble d’arétes, A un ensemble d’étiquettes et arete est une fonction qui a toute aréte dans
E associe une étiquette de A, un nceud source et un noeud destination de V' : arete : £ —
3 x V x V. On considere également que ’ensemble V' des nceuds d’un graphe est un sous
ensemble de ’ensemble fixe dénombrable de noms V. Ainsi, deux graphes différents peuvent
avoir des nceuds (dont les noms sont) en commun.

L’ensemble des graphes est muni d’une opération de composition, notée |, qui correspond
intuitivement a 1’union disjointe de deux graphes. Si G; = (V;, E;, ¥, arete;), pour ¢ = 1,2,
sont deux graphes, alors le graphe G = G | Gg est : soit G = (V, E, 3, arete), avec V =
ViuVe, E = E1 W Es, Y = X1 U39 et arete = arete; W areteg, ol W désigne 1’union
disjointe. L’ opération de composition sur les arbres peut alors étre vue comme cette opération de
composition entre graphes ayant une structure d’arbre et possédant un unique nceud en commun :
le nceud racine.

Exemple 9.3 Soit les graphes G1 = ({v1,v2},{e}, {a},aretei(e) = (a,v1,v2)) et Go =
({va,v1},{€'},{b}, arete1 (') = (b, v1,v2)).C’est adire, le graphe G a deux neeuds (de noms)
v1, U2 et une seule aréte allant de vy a vo étiquetée par a. Le graphe G5 a deux nceuds (de noms)
v1, vy et une aréte allant de ve a vy étiquetée par b. La composition de ces deux graphes et le
graphe a deux nceuds (de noms) vy, vo et deux arétes, ’une allant de vy a vy étiquetée par a, et
I’autre allant de vy a vy étiquetée par b.

V1 (%1 U1

V2 V2 U2

Pour la logique de graphes, on consideére un ensemble dénombrable de variables d’étiquettes
X et un ensemble dénombrable de variables de nceuds (ou de noms) Xy . Les éléments de Ax;
sont notés x, les éléments de A7y sont notés w. Une formule ¢ de la logique de graphes est
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définie récursivement par :

n(6,6") pourn € XU Xsetf, 0 € VU Xy
=0 pour 0,6 € VU Xy
n=n pour n,1' € L U X,

Jw.p
Jx.ap

Nous donnons une définition informelle de I’interprétation des formules. La formule O est
satisfaite par les graphes sans arétes, la formule T est satisfaite par tout graphe ; les formules
0 = ¢’ et n = 1/ permettent de tester 1’égalité de deux nceuds (noms) et de deux étiquettes res-
pectivement, les formules a quantification existentielle Jw.1) et 3z.1) et les opérateurs booléens
1 V 1)’ et =) sont interprétés comme habituellement. La formule de composition ) | ¢’ est sa-
tisfaite par les graphes G | G’ avec G satisfaisant 1) et G’ satisfaisant ¢/’. Finalement, la formule
n(6,0") est satisfaite par les graphes possédant une seule aréte allant du nceud 6 au neeud 6’ éti-
quetée par 7). Par exemple, la formule Jz.3w.x(w, w) et satisfaite par les graphes ayant comme
unique aréte une boucle sur un de leurs nceuds (les graphes satisfaisant cette formule peuvent
avoir plus d’un nceud).

Les résultats suivants d’expressivité et de complexité du model checking de la logique de

graphes sont établis dans [Dawar et al., 2004] :

— la complexité combinée du model checking est PSPACE complet ;

— la complexité de donnée est dure pour tous les niveaux de la hiérarchie polynomiale,
cad pour tout niveau k existentiel (resp. universel) de PH, il existe une formule 1), tel
que le model checking de cette formule est difficile pour le k*™ niveau existentiel (resp.
universel) de la hiérarchie polynomiale.

La logique de graphes peut étre enrichie avec un opérateur de plus petit point fixe :

p.a

est un nouveau constructeur de formule. L’interprétation des formules a point fixe est similaire
que I’interprétation du plus petit point fixe pour la logique spatiale d’arbres, cad on considere
comme une fonction de I’ensemble des ensembles de graphes dans lui méme, et p£.9) est le plus
petit point fixe de cette fonction. En ce qui concerne cette extension de la logique de graphes :
— la complexité combinée du model checking est PSPACE complet ;
— la complexité de données du model checking est PSPACE complet.

Conclusion

Nous avons établi différentes bornes de complexité pour la logique spatiale et ses fragments.
Tout d’abord, nous nous sommes intéressés a la complexité combinée et nous avons constaté que
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LS
PSPACE complet
LS5
polynomial
LS,
/ \ complet pour tous
les niveaux de PH
LSrd LSrpd
linéaire linéaire
mini-LS
linéaire

FI1G. 1 — Bornes inférieures de la complexité de données pour les fragments de la logique spa-
tiale. Les fleches indiquent la relation d’inclusion pour les fragments : par exemple, la fleche
entre les fragments LS et LS, indique que le fragment LS, est inclus dans LS. La complexité
combinée est PSPACE complet pour tous ces fragments.

méme pour le plus petit fragment contenant les opérateurs spatiaux — mini-LS — la complexité
combinée du model checking est PSPACE-difficile. Ceci combiné avec les résultats du chapitre
précédent nous a permis de conclure que le model checking de la logique spatiale est un pro-
bleéme PSPACE-complet (pour sa complexité combinée). Ce résultat nous parait trés important :
d’une part, il montre que I’algorithme de model checking proposé dans le chapitre précédent a la
complexité optimale que 1’on peut espérer® . D’autre part ce résultat montre que la complexité du
model checking est inhérente a 1I’opérateur de composition et avoir des complexités théoriques
élevées est inévitable. Cependant, ce résultat n’est pas enticrement décourageant pour la possi-
bilité d’utiliser la logique spatiale en pratique. En effet, pour montrer cette borne de complexité,
nous avons di utiliser I’imbrication de composition et de négation (dans 1’opérateur =), ce qui
donne facilement des formules inintelligibles. Nous pouvons supposer sans prendre beaucoup de
risques que dans les exemples utiles en pratique, cette imbrication sera rare et d’une profondeur
bornée.

Nous avons ensuite étudié la complexité de données du model checking. Nous avons éta-
bli que celle-ci est PSPACE-complet pour la logique spatiale sans restrictions et complet pour
tous les niveaux de la hiérarchie polynomiale pour la logique sans récursion. Pour différents
fragments de la logique sans quantification, la complexité de données est linéaire (pour LSrd
et LSrpd), ou polynomiale (LS;3) pour un probleme de model checking fixé. Ces différentes
bornes inférieures sont résumées sur la figure 1. Les résultats sur la complexité de données sont
plus significatifs que les résultats sur la complexité combinée en ce qui concerne la praticabilité
du model checking, puisqu’il s’agit 1a d’une complexité dans la taille de 1’arbre, qui peut étre
tres grande.

>11 s’agit de la complexité asymptotique. En particulier, I’algorithme tel qu’il est donné peut éventuellement étre
amélioré, restant cependant dans la méme classe de complexité au pire des cas.
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Conclusion

L’objectif de cette these était de faire une étude systématique de I’expressivité de la logique
spatiale et ses fragments, en s’intéressant en particulier au probleme de satisfiabilité et au pro-
bleme de model checking. L’étude de ces deux problemes a été motivée par la possibilité d’uti-
liser la logique spatiale pour la modélisation ou I’interrogation de documents semi-structurés.

En ce qui conerne la satisfiabilité, il était déja connu que ce probleme est indécidable en
présence de quantification. Nous avons établi que c’est aussi le cas pour la logique sans quan-
tification. Nous avons également identifié deux fragments de la logique, LSrdet LSrpd, pour
lesquels le probleme de satisfiabilitié est décidable. Ces fragments ont été obtenus par une res-
triction du mécanisme de récursion de la logique, et restent trés expressifs. De plus, ces deux
fragments sont équivalents a deux logiques d’arbres non ordonnés : la logique MSO et son
extension PMSO, respectivement.

L’étude du probleme de model checking nous a permis de proposer un algorithme pour
le model checking s’exécutant en espace polynomial. Nous avons également établi des bornes
inférieures pour la complexité du probleme de model cheking de différents fragments de la
logique spatiale, en s’intéressant a la complexité de données et a la complexité combinée. Pour
la logique sans restriction, la complexité du model checking est PSPACE difficile, y compris
pour la complexité de données. Par contre, en ce qui concerne la logique sans quantification, la
complexité de données du model cheking est polynomiale.

Comme résultat annexe a 1’étude de 1’expressivité de la logique spatiale, nous avons introduit
les automates a contraintes numériques qui capturent son fragment sans quantification.

Perspectives Cette these représente essentiellement un travail théorique, méme si certaines des
motivations venaient d’une possibilité d’appliquer la logique spatiale a la modélisation et I’ inter-
rogation de documents semi structurés. Une premiere perspective serait d’étudier 1’applicabilité
des résultats en pratique.

A premiere vue, les résultats de complexité ne sont pas trés encourageants pour une uti-
lisation de la logique spatiale comme un langage de requétes pour données semi structurées :
dans la pratique, méme un algorithme polynomial de degré deux pourrait s’avérer impraticable,
puisque les données qu’on considere sont parfois de tres grande taille. D’autre part, ces résul-
tats ne sont pas vraiment surprenants ; utiliser des arbres non ordonnés est dans tous les cas
plus coliteux qu’utiliser des arbres ordonnés. Néanmoins, ignorer, I’ordre dans les arbres peut
étre une solution simple de plusieurs problémes qui existent en pratique, comme par exemple
la prise en compte des attributs dans un document XML, ou bien pour exprimer des proprié-
tés de comptage. De ce fait, nous pensons que si la logique spatiale était utilisée en pratique,
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ce serait pour traiter certains cas particuliers et non comme langage de requétes en soi. Des
solutions mixtes proposant la possibilité d’utiliser ou non I’ordre des fils d’un arbre ont été pro-
posées dans [Seidl et al., 2004] et [Dal Zilio and Lugiez, 2003], le second de ces travaux utilise
la logique spatiale lorsqu’il s’agit d’ignorer I’ordre. L’étude systématique de 1’expressivité de la
logique spatiale que nous avons faite ici peut alors permettre de faire le bon compromis entre
expressivité et complexité.

Certaines questions théoriques peuvent également étre étudiées. Par exemple, il serait in-
téressant de connaitre 1’expressivité de la logique spatiale si celle-ci est interprétée sur des
arbres ordonnés, ou 1’opérateur | serait un opérateur associatif mais non commutatif® Le lien
entre la logique spatiale et d’autres formalismes peut également étre étendu. Nous avons vu
que les logiques MSO et PMSO correspondent a des fragments syntaxiques de la logiques
spatiale et a des classes d’automates a contraintes numériques. La logique MSO a comptage
(CMSO) [Courcelle, 1990b] est également une extension de MSO par des formules exprimant
des contraintes de comptage du type C'I'fwdn(U ), satisfaite lorsque le cardinal de I’ensemble U
est congru a k modulo n. Nous savons que CMSO correspond a une classe d’automates d’arbres
a contraintes numériques [Boneva and Talbot, 2005] et que son expressivité est capturée par
PMSO, mais noun ne savons pas si elle peut étre caractérisée par un fragment de la logique
spatiale.

®Dans ce cas, il ne s’agirait plus d’une logique spatiale.
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Annexe A

Preuves omises dans le document

A.1 Preuve du théoréme 3.1

Nous devons montrer que pour tout automate a contraintes numériques sans étoile A il existe
une formule MSO close 14 telle que £(A) est ’ensemble des arbres satisfaisant 14 et inver-
sement, pour toute formule de MSO close ), il existe un automate a contraintes numériques
Ay tel que L(A) est I’ensemble des arbres satisfaisant ¢». Comme nous I’avons déja men-
tionné, la preuve est classique et suit le mémes idées utilisées pour montrer 1’équivalence de
la logique MSO sur les mots et les automates finis de mots, par exemple (voir par exemple
[Comon et al., 1997] pour plus de détails).

Commengons par rappeler ou fixer quelques notations et faits connus. Pour un arbre ¢, S? est
la o-structure associée a cet arbre. Nous noterons E; 1’ensemble des arétes de ’arbre ¢. L’ union
et I’intersection d’ensembles sont MSO-définissables, ainsi que le test qu’un ensemble est vide.
De ce fait, nous utilisons les notations standard pour exprimer ces propriétés ; par exemple, les
notations U = @, U = Uy N Us, etc. sont autorisées dans une formule MSO.

Montrons d’abord comment, pour un automate A = (X,Q, A, F') donné, on construit la

formule t4. Soit @ = {qi,...,qx}. Nous construisons la formule ¢//y(Uy,,...,U,,) de va-
riables libres Uy, ,...,U,, qui sera satisfaite par la valuation vy et I’arbre ¢ si les ensembles
Y(Uq),---,7(Ug,) sont les ensembles d’arétes de I’arbre ¢ étiquetées i, ..., i par une exé-
cution acceptante 7 de ’automate A sur ’arbre ¢. Formellement, la formule ¢y (Uy,, ..., Uy, )
est telle que que pour tout arbre ¢ et pour toute valuation v des variables Uy, ,...,Ug, , on a
Sty E Y, (Uy,, ..., Uy,) siet seulement si

(@ v(Ugq),---,7(Ug,) est un partitionnement de I’ensemble des arétes de 1’arbre ¢ et

(b) r, est une exécution acceptante de 1’automate A sur I’arbre ¢,

ou r,, est I’application de £; dans g définie par :

pour toute aréte e de ¢, 7 (e) = g ol ¢ est I’état tel que e appartient a I’ensemble (Uy,)

Nous commencons par définir différentes relations qui nous servirons pour définir la formule

pa.
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— La formule partition(Ut, ..., U,) exprime le fait que le ensembles U1, ..., U, forment

une partition de I’ensemble des arétes de 1’arbre

partition(U1,...,Ux) :=VYuu € (U1 U--- UUg) A /\ UinU; =@
i€l kjeitl. k

Pour tout entier naturel n, la formule card—,,(U) exprime le fait que le cardinal de I’en-
semble U est n

card—,(U) := Juy, ..., uy. /\ u; € U

i€l.n

A /\ ’LLZ'#UJ'

i€l.n,j€i+1l..n

A Yu.( /\ uFu) >uglU

i€l.n

si n est strictement positif et
card—o(U) :=U =@

Pour tout entier naturel n, la formule card>,,(U) exprime le fait que la cardinal de I’en-
semble U est supérieure ou égale a n.

cardzn(U) = Elul, ey Uy /\ u; € U

1€l.n
A /\ U; 75 Uj
i€l.n,jei+1l..n
Pour tout ensemble linéaire Lin(b, p1,. .., p;) inclus dans N Q la formule
Contriinb,py,....p;) (Un,...,Uy) exprime le fait que le multiensemble (¢; — |U1], ..., q —

|Uk|) appartient a I’ensemble Lin(b,p1,...,p;) (ici |U;| désigne la cardinal de I’en-
semble U;)

card_p,(;)(U;) si 1y, n’est pas dans p1, ..., p;

Contriin(b,py,..p;) (Uts -, Ug) i= )
in(b.p1,---P5) Ze/l\k card>p(;)(U;) silg, estdans py,...,p;

Pour tout ensemble de multiensembles sans étoile D C N©| la formule contrp (Uy,...,Ug)
exprime le fait que le multiensemble (¢; — |U1], ..., qr — |Ux|) appartient & ’ensemble
semilinéaire D, représenté comme une union d’ensembles linéaires (ici |U;| désigne la
cardinal de I’ensemble Uj;).

contrD(Ul,...,Uk) = /\ contrL(Ul,...,Uk)

L composante linéaire de D

Pour tout ensemble fini ou co-fini d’étiquettes «, la formule étiquette,, (u) exprime le fait
que 1’aréte u est étiquetée par a € a.

Ve €tdy(u)  siafini

étiquette, (u) := {/\ etq. ()
ada a
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— La formule successeurs(u, U) est satisfaite si U est I’ensemble des arétes successeurs de
I’aréte w.
successeurs(u, U) = Vu'.u' € U « u < o/

— Pour tout ensemble de multiensembles sans étoile D C N9, la formule
contr_succp(u, Uy, ...,U) exprime le fait que les ensembles Uy, ..., U limités aux
successeurs de 1’aréte u satisfont la contrainte D.

contr_succp(u, Uy, ..., Uy) := JU.successeurs(u, U) A contrp(U1 NU, ..., U, NU)

— Laformule racines(U) exprime le fait que I’ensemble d’arétes U est I’ensemble des arétes
successeurs de la racine de I’arbre
racines(U) :=u € U < —~Ju v/ < u
Soit maintenant la formule ¢/, définie par

V4 (Ugys--- Ug) =
partition(Ug, , ..., Ug) A

Yu. /\ (ueUy,) — \/ étiquette,, (u) A contr_succp(u, Uy, ..., Ug) | A
€1k (gi,o,D)EA

JU.racines(U) A contrp(Ug, NU, ..., Uy, NU)

La formule ¢/, telle que pour tout arbre ¢ et pour toute valuation des variables Uy, , ..., Ug,
7, St satisfait Y (Uyy, - .., Uy,) sous la valuation  si et seulement si :

- q1,...,q sont des états de I’automate A,

— les ensembles y(Uy, ), . .., v(Uy, ) forment une partition de I’ensemble des arétes de ¢ ;

— soit -, I’application qui a tout e aréte de ¢ associe 1’état ¢; tel que e € y(Uy, ), alors 7 est
une exécution acceptante de A sur ¢.
Alors, la formule 1) 4 doit juste vérifier qu’une telle valuation ~y ~y existe (cad 1’exécution accep-
tante 7., existe)

¢A = ElU(Il" . '7qu'¢,{4(U‘11’ v "qu)'

Nous devons montrer a présent que pour toute formule close 1 de la logique MSO, il existe
un ACN sans étoile Ay, tel que le langage de A, est exactement I’ensemble des arbres modeles
de la formule .

Considérons la logique MSQy, équivalente a MSO, qui n’utilise que des variables du second
ordre. Une formule MSQOy est définie par la syntaxe

W u=etq,(U) (poura €¥) | U< U | UCU' | singleton(U) | vV | = | U

Etant donné une structure .S et une valuation vy des variables du second ordre, .S satisfait la
formule ) sous la valuation -y si
— 1 estetq,(U) et pour toute aréte e dans y(U), etq, (e) est vrai dans S ;
— ¢ estU < U’,I’ensemble v(U) est & un unique élément, soit {e}, I’ensemble ~(U") est
non vide et pour toute aréte e’ dans v(U’), e < ¢’ est vrai dans S';
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—YestU CU ety(U) CH({U");
— 1 est singleton(U) et y(U) est un ensemble a un unique élément ;
— 1) est de la forme 1) VV ¢ ou =) ou FU.¢», dans quel cas I'interprétation est comme pour
MSO.
Pour toute formule MSO ¢/, il existe une formule MSQOy v équivalente ; de plus la trans-
formation de )’ en 1" est syntaxique. Donc, il suffit de faire la preuve pour ¢ étant une formule
MSOy.

Nous allons construire I’automate A, par induction sur la structure de la formule v/ (de la
logique MSQg). Dans ce cas, nous devons considérer le cas ou 7 est une formule non close.
Pour prendre en compte la formule ¢(Uy,...,Uy) a k variables libres, nous allons définir la
satisfiabilité pour une telle formule, par des arbres étiquetés par des éléments de ¥ x {0, 1}*,
Soit ' un arbre sur X x {0,1}" ; alors S* satisfait la formule 1) (Uy,...,Uy) si S* satisfait la
formule ¢(Uq, ..., Uy) pour la valuation ~y, ol :

— testl’arbre A(t'), ot h est ’homomrphisme d’étiquettes défini par I’application hy, 1 135 :
¥ x {0,1}* — X qui a tout (a, by, ..., D) associe a (cad, ¢ est obtenu par renommage
des arétes de t’ en projetant sur la premiére composante) et

— ~ est la valuation qui 2 U; associe I’ensemble des arétes de ’arbre ¢ (et donc de I’arbre ',
puisqu’il y a une bijection entre les arétes de ¢ et t')

{e | etq(e) = (a,b1,...,b) dans ' et b; = 1}.

L’idée utilisée habituellement dans ce type de preuves est de construire d’abord 1’automate A,
pour ¢ étant une formule atomique, et d’utiliser la cloture des ACN par les opérations boo-
léennes et par projection pour I’induction. Cette idée ne peut pas €tre appliquée telle quelle dans
notre cas : il s’avére que 1’ensemble d’arbres modeles de la formule etq, (U) n’est pas définis-
sable par un ACN sans €toile. En effet, cette formule est satisfaite par tout arbre dans Ax, (0,1}
tel qu’aucune des arétes de 1’arbre n’est étiquetée par (a’,1) pour a’ # a (cad si une aréte ap-
partient a U, alors son étiquette doit étre a). Donc, I’automate Ay doit pouvoir distinguer une
aréte dont I’étiquette est dans I’ensemble w = {(a’,1) | o’ # a} d’une aréte dont I’étiquette
estdans ¥ x {0, 1} \ w. Or, ’ensemble w n’est ni fini, ni cofini. Donc, aucun ACN sans étoile
ne pourrait faire la distinction entre ces deux arétes. Pour résoudre cette difficulté, nous allons
considérer une extension des ACN sans étoile.

Considérons I’ensemble produit ¥ x {0, 1}", pour un certain entier naturel n. Soit +,, 1’en-
semble des sous ensembles de 3> x {0, 1}" qui obtenus par des les opérations ensemblistes de
base — union, intersection et complémentaire — a partir d’ensembles de la forme ax By X - - - X B,
inclus dans ¥ x {0, 1}" et tels que « est fini ou cofini. Formellement,

— pour tout & C X fini ou cofini, et pour tous By,...,B, C {0,1},a x By X --- X By,

appartient a +,, ;

— siw,w’ appartiennent a +,,, alors w N w’, w U w’ et &, \. w appartiennent a =+,,.

Pour tout entier naturel n, un n-automate a contraintes numériques étendu sans étoile (n-
ACNe sans étoile), est un quadruplet (+,,Q, A, F'), ot @ est un ensemble fini d’états, A C
Q x %, x p(N@) est la relation de transition et © C N est la condition d’acceptation. De plus,
pour toute transition (¢, w, D) dans A, D est un ensemble de multiensembles sans étoile.

Notons que si les 0-ACNe sans étoile sont les ACN sans étoile.



A.l Preuve du théoréme 3.1 225

Nous allons montrer que pour toute formule MSOg ¢ (U, ...,U,) a n variables libres, il
existe un n-ACNe sans étoile Ay, qui reconnait exactement les arbres modeles de la formule 7).
Dans ce cas, si 1 est une formule close, I’automate Aw est un ACN sans étoile.

La preuve se fait par induction sur la structure de la formule . D’abord, le cas de base,
pour ¢ étant une formule atomique. Si ¢ est la formule etq, (U), alors Ay = (£1,Q, A, F), o
Q@ = {qok; Gerr } » 12 relation de transition A est donnée par

(q0k7 {(CL, 1)}7 {(QOk = M, Gerr — 0) | m e N})7
A = (qok, 2 x {0}7 {(QOk = 1M, Gerr > 0) ’ me N})7
(gerr, (2~ {a}) x {1}, N@),
(Qerm X x {07 1}7 {(QOk = M, Gerr — m/) ‘ m < N,m’ > 1}) }

Finalement, la condition d’acceptation est {(gok — m,0) | m € N}. Intuitivement, ’état gox
définit les éléments d’arbres dans lesquels toutes les arétes satisfont la condition donnée par
la formule 1, et ger; définit les éléments d’arbres qui contiennent au moins une étiquette qui
contredit la condition donnée par 1.

Si 1) est la formule atomique U < U’, rappelons que 1) est satisfaite seulement si U est un
élément a un unique élément, soit e, et que les arétes dans U’ sont toutes des arétes successeurs
de I’aréte e. L’automate A, est alors Ay, = (£2,Q, A, F), 00 Q = {¢—,q’,q,¢ }. Intuitive-
ment, g_ est I’état qui sera associé aux arétes qui ne sont ni dans U ni dans U’ et qui se trouvent
ou bien « au dessous » de e, ou bien sur un chemin de 1’arbre qui ne passe pas pare; g~ est I’état
associé aux arétes se trouvant « au dessus » de e ; ¢’ est 1’état associé aux arétes dans U’ et ¢ est
I’état associé a ’aréte e. L’ensemble de transitions A est alors défini par :

A =

(g=, 2 x{0} x{0}, {(¢-—m,¢d —0,¢— 0,7 —0)|meN}),

(¢, 2 x{0} x{1}, {(¢-+—m,¢ —0,q—0,¢” —0)|meN}),

(¢, 2 x{1} x{0}, {(¢-—m,¢d —m' q—0,¢ —0)|meNm >1}),

(q_v EX{O} X{O}v {(q_l—>m,q'r—>0,ql—>m1,q_l—>m2) |m€N7m1+m2:1})

Finalement, la condition d’acceptation est F' = {(¢— — m,q' — 0,q — my,q~ — mg) | m €
N,mi; +meo = 1}.

Si 1) est la formule atomique U C U’, il faut vérifier que toute aréte dans U est aussi dans
U'. Lautomate Ay est Ay = (£2,Q, A, F), avec Q = {q, ¢, gerr}. Intuitivement, dans une
exécution ascendante, ¢ est associé aux arétes appartenant a U et a U’, ¢ est associé aux arétes
qui n’appartiennent pas & U et g est associé aux arétes qui appartiennent a U mais pas a U’ et
est propagé vers le haut. Alors, la relation de transition A est définie par

A =

(¢,  Xx {1} x {1}, {
(¢, Xx{0}x{o1}, |
E {

q—m,q — m gex — 0) | m,m’ € N}),
qg—m,q — m gy — 0) | m,m' € N}),
q—m,q — m gex — 0) | m,m’ € N}),
g—m,q —m g —m") | m,m e Nym” > 1})

Gerr, L x {1} x {0},
Qerr, X x{0,1} x {0,1}, {

La condition d’acceptation est I’ensemble F' = {(q — m,q' — m’, gerr — 0) | m,m’ € N}.

P

Si 9 est la formule atomique singleton(U), il faut vérifier qu'une seule aréte de 1’arbre
est dans ’ensemble U. L’automate A, est Ay, = (+1,Q, A, F), avec Q = {q, ¢, qok; err}-
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Intuitivement, dans une exécution ascendante de 1’automate, 1’état g est associé a une premiere
aréte appartenant & U, ¢’ est ’état associé aux arétes n’appartenant pas a U et si aucune aréte
dans U n’a encore été rencontrée, qox est associé aux arétes définissant un élément d’arbre
contenant une et une seule aréte de U et ¢, est associé aux arétes définissant un élément d’arbre
dans lequel il y a au moins deux arétes appartenant a U. La relation de transition est alors

Q’_’anl'_)m/aQOk’_’(LQerr’_’O)|m/€N}),

q—0,¢ —m', gox — 0, Gerr — O) | m e N}),

q—m,q — m, o — Mok, gerr — 0) | M’ € N, + mgc = 1}),
q—m,q = m', ok = Mok, Gerr = 0) | M" € N, m + me # 0}),
qr—m, q/ = mlv ok V> Mok, Gerr men‘) | m',m,mok S N, Merr 7£ O})

o~ o~~~ o~

La condition d’acceptation est I'ensemble F' = {(q + m,q" +— m’, qok > Mok, Gerr — 0) |
m’ € Nym + me = 1}.

Pour chacun des automates A, définis jusque présent, avec 1) étant une formule atomique,
il est facile de voir que les ensembles de multiensembles apparaissant dans les transitions sont
des ensembles sans étoile.

Pour le cas d’induction, il nous faut construire 1’automate A, pour v étant une formule
non atomique. Si ¢ est la formule ¢/ VV ¢ (respectivement —¢)’), alors I’automate A, est I’au-
tomate union des automates A, et Ay (respectivement 1’automate complémentaire de Ayy).
Finalement, si v est la formule 3U.1)’, supposons que la formule ¢’ est une formule & n va-
riables libres, dont U. Alors v est une formule a n — 1 variables libres. Soit A, I’automate
Ay = (£,,Q,A’, F). Alors Ay est’automate Ay, = (£,-1,Q, A, F), ot larelation de transi-
tion A est obtenue a partir de A’ en projetant chacun des ensembles d’étiquettes w C X x {0, 1}"
sur les n — 1 composantes qui ne correspondent pas a U :

A'={(g, priy(w), D) | (¢,w, D) € A}.
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Preuve du lemme 4.21

Nous devons montrer que la relation de réécriture — termine. De plus, si S; est une forme
normale de S; pour —, alors
(i) S est simplifi€ ;
(ii) S;est équivalent a S; sur {Vars(S;)} ;
Montrons d’abord que le systeme de réécriture termine. Pour chaque terme fonctionnel f,
soit p(f) I’entier naturel défini par :
— si f est un terme simple, alors p(f) = 0;
— sinon, récursivement sur la structure de f : p(a[f’]) = 1+ p(f) et p(f' o f") =1+
p(f") + p(f") pour étant o un des opérateurs |, ||, V, A.
Pour un systeme d’équations S, soit

= S e

&£ f équation dans S

Alors S est un systeéme simplifié si et seulement si p(S) = 0. Pour montrer que le systeme de
réécriture termine, il suffit de montrer que si §; — Sy, alors p(S;) > p(S,). En effet, dans la
réduction S, 1,8’ —¢ S, 7,8, les quantités p(S) et p(S’) ne changent pas, et pour chacune des
régles de réduction [ — 7, le fait que p(l) > p(r) suit immédiatement des définitions.

Montrons maintenant que S; est simplifié (point (i)). Il suffit de montrer que pour tout sys-
téme d’équations S, si p(S) > 0, alors au moins une régle de réduction peut étre appliquée a S.
Soit ¢ = f une équation dans S telle que p(f) > 0. En fonction de la forme de f : si f est a[f’]
et f’,alors f’ n’est pas une variable et la régle (Red o) s’applique ; si f est f' o f” pour o étant
un opérateur binaire, alors au moins un parmi f’ et f” n’est pas une variable et une des régles
(Red o 1), pour ¢ étant 1,2 ou 3, s’applique.

La preuve du point (ii) se fait par récurrence sur le nombre de pas de réduction utilisés pour
obtenir S; & partir de S;. Soit §; —¢ S, avec S; = S,1,8 et S, = S,r, S, et soit [ le systeme
¢ £ f.Notons d’abord que {Vars(S;)} C {Vars(S,)}. Alors il suffit de montrer que S et S,
sont équivalents sur I’ensemble de variables Vars(S;), et donc, d’apres la forme de S; et S, de
montrer que la solution pour la variable £ est la méme dans les systémes S et S,.. La preuve se
fait suivant la regle de réduction appliquée. Le principe étant similaire pour tous les cas, nous
considérons ici uniquement la régle (Red | 3). C’est a dire,

S =8¢=f11"8
S_sglﬁf/ El/ﬁf// £££/|£//Sl
T Y - Y - Y - Y
et il faut montrer Sol7(S;, &) = Sol7(S,, £). Par la proposition 4.5, nous savons que le systeme
d’équations
S, &= "= =1 S (A.D)
a la méme solution que S,. Par définition des regles de réécriture, dans le systtme A.1l les
variables &’ et ¢’ n’apparaissent nulle part en partie droite d’équation et donc les équations

correspondantes peuvent étre €liminées sans modifier la solution pour les variables restantes.
Or, I’élimination de ces deux équations nous donne exactement S;.
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Preuve du lemme 4.28

Nous devons montrer que pour tous ensembles d’arbres 7', .S, les égalités ci-dessous sont
satisfaites.

T[7s si{b T {k ¢S
7|75 = T[7SV (S AD) si{beT {} &5
- T[SV (T AD) si{b ¢ T, {} €5

T[TSV(SAD)V(TAD)VO si{feT {}es

TI[TSA(TVOASVOIAD  si{lgT,{} ¢S
TS = T[S A(TVO0) si{beT {} &5
TI[TSA(SVO0) si{b ¢ T, {}es
T|[7s si{feT {}es

Montrons d’abord que
(i) pour tous ensembles d’arbres T, S,ona T|7 (Sv 0)=T|TSVT.

La preuve est facile a partir de la définition de |T . En effet,

T|7(5 Vv 0) (par définition)
—[tws|teTAse (SU{)}
={tws|(teTrseS)v(teTrns={})}
={tws|teTAnseStU{ty{}|teT} (pardéfinition)
=T|"SVT.

Par dualité, il nous avons également que
(i) pour tous ensembles d’arbres T'et S, T || 7 (S A0) =T ||7SAT.

En effet, il est facile de voir que (ici C désigne le complémentaire dans 1’ensemble Asy)
T 7(S AD) = C(CT|TC(S A D)), ce qui est égal a C(CT|7(CS Vv 0)) et, par la propriété
montrée précédemment, est égal a C(CT|7CS v CT) et donca T|| 7S A T.

Evidemment, par commutativité de I’opérateur &, nous avons également (7' V 0) |TS =
T|7SVv Set(TAD)|TS=T|7SAS,ceci pour tous ensembles d’arbres T et .

Maintenant les égalités de la figure 4 sont faciles a prouver. Tout d’abord, d’apres la re-
marque 422, T|7 8 = TJTS lorsque {} & T et {} & S.De la méme facon, T |7 S =T |[7 S
lorsque {}} € T et {} € S. Pour les autres égalités, nous utilisons (i) et (ii). Nous faisons
la preuve pour deux cas, les autres étant similaires. Soit {} € T et {} € S. Alors |75 =
(T A0)V0)|7((SAD)V0),ce quipar (i) est égal a (T AD) vV 0)| T (SAD) V(T AD)VO),
qui par (i) est égal a (T A 0)|7 (S AD) V (T AD) V (S AD) VO et la conclusion suit par la re-
marque 4.22. Soit maintenant {} € Tet {} ¢ S.Alors T'|| 7S = (T'v0)||7 ((SV0)AD), ce qui
par (i) est égal A T || 7S = (T'V0) || 7 (SVO)A(T'V0), qui est égal a (T'VO0) || 7 (SVO)A(TV0)
et encore une fois la conclusion suit de la remarque 4.22.
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Preuve du lemme 4.29

Nous devons montrer que si S un systéme d’équations sur fonct(7’, X;), alors pour toute
variable £ dans Vars(S), on peut décider si {} appartient a Sol7 (S, ).

Soit Bool le treillis complet ({0,1},V,A) muni de la relation d’ordre 0 < 1, appelé éga-
lement algebre de Boole, et soit 7 est la signature {T, L, V, A}. Linterprétation B de 7 sur le
treillis Bool est I’interprétation usuelle.

Pour tout systéme d’équations S sur fizpt (7', X;), soit SP le systéme d’équations sur
fizpt(m, X;) obtenu en replagant dans S toute équation £ = f par ’équation £ = fP, ol pour
tout terme f dans fizpt(7/, X;), le terme f® est défini récursivement sur la structure de f par :

— pour toute variable &, £° = ¢,

- Tb=0=T,

— pour tout terme fi, 1° = 0’ = a[f1]> = L,

- (AV R =(flf) =RV,

- (AANRP=(filf)>=FAL,

— pour tous termes f1, fa, (f1 [ f2)° = Let (f1|[ fo)® = T et

— (RE.S)P = KE.f.

Nous allons montrer que pour tout systéme d’équations S sur fixpt(7, A;) et pour toute variable
¢ dans Vars(S), {} appartient a Sol7(S, &) si et seulement si Solz(S®, €) = 1.1l est bien connu
que la solution de tout systeme d’équations sur fixpt(m, X;) est effectivement calculable, donc
c’est suffisant pour la preuve du lemme.

Commencons par les résultats intermédiaires énoncés dans les faits A.1 et A.2 ci-dessous.

Fait A.1 Pour tout terme b dans fizpt(m, X;) et toute valuation -y des variables libres de b,

) A{h €{0,1} | [b]yje—n < h} = 1 si et seulement si [b] (e = 1 et

(i) V{h € {0,1} | h < [b],je—n)} = 1 si et seulement si [b] 1) = 1.
La preuve est presque immédiate des définitions. Pour (i), A{h € {0,1} | [b]je—pn) < h} =1
si et seulement si [b] ;o) % 0, si et seulement si [b] ey = 1. Pour (ii), \/{h € {0,1} | h <
[b]1e—n} = 1 siet seulement si 1 < [b],c—1), si et seulement si [b]5¢—1) = 1. Ceci termine
la preuve du fait A.1.

Fait A.2 Soit f un terme dans fizpt(7’, X;) et soit § une valuation de domaine comprenant
au moins les variables libres de f, soit 4® la valuation de méme domaine que J et qui a toute
variable £ € dom(d) associe 1 si {}} € d(&) et 0 sinon. Alors {}} € [f]s si et seulement si
[[f b]]'yb =1

La preuve de cette propriété se fait par récurrence sur la structure de f. Si f est une variable ou
un terme parmi T, 1, 0,0, la preuve est immédiate de la définition de f°. Si f = a[f1], alors
par définition pour toute valuation &, {} & [f]s., et par définition f® = 0, donc [f b]],yb =0.Sif
est le terme f1 V fa, alors par définition {} € [f]s si et seulement si {} € [fi]s ou {} € [f2]s,
si et seulement si (par hypothése de récurrence) | f{’]],yb =1lou] f;’]]yb = 1, si et seulement
si (par définition de I'interprétation de m) 1 = [f2V f3]s = [(f1 V f2)®]s. Si f est le terme
f1 A fo,la preuve est similaire au cas précédent. Si f est le terme f; | fo, il suffit de remarquer
que {} € [f1] f2]ls si et seulement si {}} € [fi]s et {} € [f2]s, ensuite on utilise les mémes
arguments que pour les cas précédents. Si f est le terme f; || f2, il suffit de remarquer que
{} € [f1 |l f2]s si et seulement si {} € [fi]s ou {} € [f2]s. Ensuite la preuve est similaire
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au cas précédents. Pour f étant le terme f; [ fa, respectivement le terme f1 |[ fa, il suffit de
remarquer pour tous ensembles d’arbres S, .S2, {} n’appartient pas a Sy [ S, respectivement
{} appartient & Sy |[ S2. Finalement, montrons la propriété si f est le terme x&.f; pour k = p
ou k = v. D’abord pour £ = y. Par définition, [u€.f1]s = ({S € As | [filsje—s) € S} et
[1é. T = A{h € {0,1} | [f7]pie—p < h}. Par le fait A.1, il suffit de montrer que

@ {} € N{S S As | S 2 [filsje—s} siet seulement si [fP]. o0 = 1.

Supposons d’abord [ 7] wle—o] = 1. Alors, par hypothese de récurrence du fait A.2 nous savons
que pour tout ensemble d’arbres S, si {} ¢ S, alors [ f{)]],yb[gqo] = 1 si et seulement si {} €
[f1]5i¢—s); donc d’aprés I’hypothese, si {} ¢ S, alors {} € [f1]5{¢—s)- Par monotonie de la
fonction S — [f1]s¢—5) nous déduisons que pour tout ensemble S, {} € [f1]s5/¢—g, et donc
naturellement {} € (\{S C As | S 2 [fi]sj¢—s)}. Supposons maintenant que [ f{)]],yb[g_)o} =
0. Alors, par hypothese de récurrence du fait A.2 nous savons que pour tout ensemble d’arbres .S,
si{} ¢S, alors [[f{)]],yb[f_)o] = 0 si et seulement si {} & [f1]5/¢—s); donc d’aprés I’hypothese,

(*) si {”} Q S, alors {”} Q [[fl]](g[g_)sv].

Soit maintenant S un ensemble d’arbres tel que [f1]5¢—s] S S. Alors, par monotonie de la
fonction S+ [f1]s/¢—s) nous avons que [f1]s¢—s-qqpy S . Or, par (x) nous avons que

1 & [f1lsie—s~qqpy- et done [filsie—sqgpy € S~ {{}}. Ceci implique naturellement que
{F ¢ N{S S As | S 2 [fi]sje— s} et termine la preuve de (a).

Maintenant, pour £ = v, par définition [v€.f1]s = U{S C As [ S C [filse—s)} et
[ve. 2l = V{h € {0,1} | A < [[f{)]],yb[g_)h}}. Par le fait A.1, il suffit de montrer que

(b) {} € U{S S A | S C [fillsje—s)} si et seulement si [ fP]pe—1) = 1.

Supposons d’abord [ f{)]],yb [e—1] = 1. Alors, par hypothese de récurrence du fait A.2 nous savons
que pour tout ensemble d’arbres S, si {} € S, alors [ f{)]],yb[f_)l] = 1 si et seulement si {} €
[f1]5(¢—s)» donc de I’hypothése nous déduisons que si {} € S, alors {} € [fi]s¢—g5)- En
particulier, {{}} € [fi]si¢—qp})> et donc {} € U{S € As | S C [filse—s)}- Supposons
maintenant que | f{’]],yb e—1] = 0. Alors, par hypothese de récurrence du fait A.2 nous savons
que pour tout ensemble d’arbres S, si {} € S, alors [ f{’]],yb[f_)l] = 0 si et seulement si {}} ¢
[f1]5(¢—s) ; donc de I’hypothese nous déduisons que

(%) si{} € S,alors {} & [f1lsie—s)-

En particulier, si S C [f1]5[¢— ). alors nécessairement {} ¢ S, donc {}} ¢ U{S C As | S C
[f1]5(¢—s)}- Ceci termine la preuve de (b). Ceci termine la preuve du fait A.2.

Revenons maintenant a la preuve du lemme. Nous devons montrer que pour tout systeme d’équa-
tions S sur fizpt(7', X;), et pour toute variable & dans Vars(S), {} appartient a Sol7(S,¢) si et
seulement si Solp(S®, €) = 1. La preuve se fait par récurrence sur la nombre de variables de S.

Pour le cas de base, S est le systéme 2 une équation & = £, et par définition Sol7(S, &) =
[k€.£] et Solg(SP, &) = [kE.f°]. Nous savons par le fait A.2, que {} € [x&.f] si et seule-
ment si [x€.f°] = 1. Pour le cas d’induction, supposons que pour tout systtme a n équa-
tions S et pour toute variable & dans Vars(S), {} appartient a Solr(S,§) si et seulement si
Solp(SP, €) = 1. Soit maintenant S’ le systéme d’équations a n + 1 équations &y = fo, &1 =
fi, oo, &n = f, et soit g est le terme ko&o.fo. Par définition, la solution de S’ est le
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tuple (g(S1,...,5n),S1,...,S5,) ol (S1,...,S,) estla solution du systeme d’équations &; =

filzo — @)y -, & = fulzg — g). De la méme facon, la solution de S™ est le tuple
(g°(h1,...,hn),h1,. .. hyp) ol (hi,..., hy) estlasolution du systeme d’équations
€12 f2wo — g°), -, & = fP(xo — gP). Par hypothése de récurrence,

(x) pour tout i dans 1..n, {}} € S; si et seulement si h; = 1.

Donc il suffit de montrer que {} € Solz (&, S) si et seulement si Sol(&, S®) = 1. Soit § la
valuation de domaine {&1, ..., &, } qui a§; associe S; pour tout 7 dans 1..n. Alors, par définition,
Sol1 (&0, S") = [g]s. Par (%), est la valuation qui a &; associe h; pour tout i dans 1..n, et donc
Solp(&0,S") = [g*],». Alors la conclusion suit immédiatement du fait A2,

Preuve du lemme 4.31

Nous devons montrer que pour tout systeme d’équations normalisé S, le systeme d’équa-
tions CG(S) est un systeéme d’équations a composition gardée équivalent a S sur 1’ensemble de
variables {Vars(S)}.

Il est immédiat de la définition que CG(S) est un systeéme d’équations a composition gardée.
Nous allons montrer que pour tout ¢ dans 1..n, le systéme d’équations

S; = CG(z1, CG/ (241, . .., CG/(21,S5)))

est équivalent & S sur I’ensemble de variables {Vars(S)}. Comme CG'(S) = S,, il en suit
immédiatement que CG'(S) est équivalent a S sur I’ensemble de variables Vars(S).

11 est facile de voir que pour tout ¢ dans 1..n, les n — i derniéres équations de S; sont le
mémes que les n — ¢ dernieres équations de S. Supposons que dans S, pour toute variable x;
dans Vars(S), I’équation pour cette variable est z; = f;.

La preuve se fait par récurrence sur 7. Pour le cas de base, 7+ = 1. Si la partie droite de
I’équation pour z dans S n’est pas un terme a composition non gardée, CG'(z1,S) = S. Sinon,
soit £1 = 1 o z cette équation, ol o est I'un parmi | et || .1y a huit cas possibles suivant o
et le fait que {J} appartienne ou non aux ensembles Sol7(S,y) et Sol7 (S, z). Tous ces cas se
ressemblent, nous donnons uniquement la preuve pour o étant | et {} € Sol7(S,y) et {} &
Solr (S, z). Dans ce cas, CG'(z1,S) est le systétme x = yl[zVz, xo I A ||
suffit de montrer que les solutions des systemes

2 (ylz) (z1,...,2)
o 2 fy Fxl,...,xn) A2
Tn = fa (T1,. ., Tn)
et
r 2 (y[zVe) (z1,...,2)
o 2 fy '(xl,...,xn) A3)
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coincident sur les variables 1, ..., z,. Au vue de la forme des deux systémes, il suffit de mon-
trer que les solutions coincident pour la variable x1, ce qui est conséquence immédiate de la
définition de la solution d’un systeme d’équations et du lemme 4.28.

Pour I’induction, i > 1. Soit S;_; le systtme &', z; = f, S” et donc S; est le systeme
S', cg(z; = f), S”.Si f n’est pas un terme & composition, alors S; = S;_;. Sinon, soit f =
y o z,ol oest'un parmi |, ||. Il y a huit cas a considérer suivant le type de composition dans f
et le fait que {] appartienne ou non a Sol7(S;_1,y) et Sol7(S;—1,z). Comme précédemment,
tous les cas suivent le méme raisonnement et nous considérons ici seulement le cas ot f = y |z
et {} € Solr(Si—1,y) et {} & Sol7(S;_1,2). Dans ce cas, cg(x; = f) est le systtme z =
y | 2V z. Nous allons utiliser la proposition 4.4 pour nous ramener au cas de base. Suivant
cette proposition, la solution du systéme d’équations S;_1 s’exprime en fonction des solutions
des systetmes S’ et z; = y | z, 8" et la solution de S; s’exprime en fonction des solutions des
systemes S’ et cg(z; = f), S”. Pour toute variable 2 dans Vars(S), soit h(x;, Vars(S”)) la
solution de S’ (rappelons que h, est une fonction sur la séquence de variables x;, Vars(S”)
prenant ces valeurs dans (. Ay)) et soit h(x;, Vars(S”)) la solution de 8" (qui est un tuple de
fonctions). Comme la solution de S’ est commune pour les systemes S;_1, il suffit de montrer
que les solutions des systemes

zi = (ylz) (b(z;, Vars(8")), i, Vars(S")),
Tig1  E' fier (h(wi, Vars(S")), z;, Vars(S")),

Tn = fn (h(xg, Vars(S")),z;, Vars(S"))

et
r, =  (y[zVvz) (h(x,Vars(S")),z;, Vars(S")),
Tiv1 2 fin (h(z;, Vars(S8")), z;, Vars(S")),
T 2 f (h(z;, Vars(S8")), x;, Vars(S"))

coincident sur I’ensemble des variables {x;} U {Vars(S")}. Comme pour le cas de base, c’est
une conséquence immédiate de la définition de la solution d’un systéme d’équations.

Preuve du lemme 4.34

Nous considérons S un systeéme d’équations sur les variables &1, . . . , &, et la suite (S;)ico..n
de systémes d’équations suivante : Sy = S et pour tout ¢ dans 1..n,
S; = transforme(élimine(S;_1,&;),&;). Nous devons montrer que si S est un systeéme d’équa-
tions semi-simplifi€, alors pour tout ¢ dans 0..n et pour tous j, k dans 1..n tels que j < i, si
Bs, (&5, &), alors k> j.

Notons d’abord que, par le lemme 4.33, S; est un systéme d’équations semi-simplifié. Donc,
par définition, pour tous j, k dans 1..n, Bs,(§;, &) si et seulement si 1’équation pour §; est un
terme booléen et &, apparait dans ce terme. Nous montrons les deux propriétés suivantes :

HR1(4) pour tout j > i, si la partie droite de 1’équation pour £; dans S; est un terme booléen,
alors les variables 1, . .. , & n’apparaissent dans ce terme ;

HR2(4) pour tout j < i, si la partie droite de 1’équation pour £; dans S; est un terme booléen,
alors les variables 1, ..., §; n’apparaissent pas dans ce terme.
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Le lemme est conséquence immédiate de HR1(7).

La preuve de ces deux propriétés se fait par récurrence sur ¢. Pour le cas de base, ¢ = 0 et
HR1(0) et HR2(0) sont triviaux. Pour I’induction, soit ¢ > 0 et soient les propriétés HR1(!)
et HR2(1) vérifiées pour tout I < 7. Nous allons montrer que HR1(7 4+ 1) et HR2(: 4 1) sont
vérifiées. Nous notons f; la partie droite de 1’équation pour la variable &; dans S;, ceci pour
chaque [ dans 1..n.

Pour HR1(7 + 1), soit j > i + 1 et soit le terme f; booléen. Nous devons montrer que les
variables &1, ..., &1 n’apparaissent pas dans la partie droite de I’équation pour &; dans S; .
Par définition, la partie droite de I’équation pour {; dans S;1 est le terme booléen

[i€iv1 — fir1(&iv1 — R))

ou h est I’'un parmi L et T. La variable &4 n’apparait pas dans ce terme. Donc, il suffit de

montrer que (a) les variables &1, ..., §; n’apparaissent pas dans f; et (b) les variables &1, ... ,&;
n’apparaissent pas dans f;+1(&1,.-.,&, B,&+2,- .. ,&,). La propriété (a) et (b) sont vraies par
HR1(3).

Pour HR2(i + 1), soit j < i + 1. Nous devons montrer que les variables &, . .., {; n’appa-
raissent pas dans f;. Si j < 4, c’est vrai par HR2(4). Si j = ¢ + 1, alors par définition la partie
droite de I’équation pour §; dans S; 1 est le terme

fi—i—l(glr .. 7§’i7B7§i+27- .- 7671)

Il est clair que la variable &;1 n’apparait pas dans ce terme et, par HR1(i), les variables
&, ..., & n’apparaissent pas dans ce terme, ce qui termine la preuve.

Preuve du lemme 4.39

Nous devons montrer que 1’application d : Ay, Ay, — R définie par

d(s,s)=0
d(S,T)=2""ouzx =inf{|t| | te (SUT)~(SNT)}pour S #T

est une distance pour les ensembles d’arbres.

Rappelons que d est une distance sur p(Asx) si c’est une application de p(Ay) x p(Ayx)
dans R qui satisfait les conditions suivantes :

— d est positive,

— d est symétrique,

— pour tous S,T C Ay, d(S,T) = 0si et seulement si S = T et

— d satisfait I'inégalité triangulaire : V.S, T, U C Ay, d(S,T) < d(S,U) +d(T,U).
Les trois premieres conditions sont conséquence immédiate de la définition de d. Montrons que
d satisfait I’inégalité triangulaire. Soient u, s,¢ des arbres qui servent au calcul des quantités
d(S,T),d(U,T) et d(U, S) respectivement, cad v € (SUT)~ (SNT) tel que d(S,T) = 2714,
et de mé&me pour les arbres s et ¢ respectivement aux ensembles U, T" et U, S. La preuve se fait
en envisageant tous les cas d’appartenance de chacun des arbres u, s, a chacun des ensembles
U, S, T. Tout d’abord, pour I’arbre u et les ensembles S,T" nous avons deux possibilités : ou
bien
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(*) u € S,u & T,oubien
Gx) ueT,ugs.
Supposons que c’est (x) qui est vérifié. Maintenant, si I’arbre u appartient a U, alors nous dé-
duisons que v ¢ T,u € U, et comme nous savons que d(U,T") = 2~1%| et par définition de la
distance d, nous déduisons que |u| > |s|. Si au contraire u n’appartient pas a U, nous pourrons
déduire que |u| > |t|. D autre part, si c’est (xx) qui est vérifié, et si u € U, nous déduisons
que |u| > |t|,etsiu ¢ U, nous déduisons que |u| > |s|. De fagon symétrique, pour 1’arbre s
(respectivement ’arbre ¢), et en fonction des différentes possibilités d’appartenance de s aux en-
sembles U, S, T et de ¢t aux ensembles U, S, T, nous pouvons déduire indépendamment ou bien
que |s| > |t| ou bien que |s| > |u| (respectivement ou bien que |¢t| > |s| ou bien que |t| > |u]).
En fonction de la combinaison de ces différentes égalités, nous avons donc huit possibilités
différentes :
() ful = [sl. 5| = [ul. ] > |s] et done [t > [s] =ul:

(i) [ul = |s],[s| = |ul, [t] = |ul, et donc [t] > [s| = |u] ;

(i) fu| = ||, [s] = [¢t], ] = [s], et donc [u] = |s| = [¢];

() [ul > sl 5] > [, 11 > ful et done ful = 5| = I

V) ul = [t], [s] = [ul, [t] = |s], et donc |u| = |s| = |¢] ;

(v ful = [t 5] > [ul. t] > Jul et done[s| > [¢] = Ju]

(vii) |u] > |t],|s| > [t], [t| > |s|, et donc |u| > |s| = [¢];
(viil) |u| > |t], |s| > ||, [t| > |ul|, et donc |s| > [t| = |ul.

—

Finalement nous distinguons deux cas de figure : le premier est pour |u| = |s| ou |u| = |¢], il
couvre tous les cas ci-dessus sauf (iii) et (vii). Il est évident que dans ce cas 2~ lul < 9=Isl 19—t
Le deuxiéme correspond au cas (iii) et (vii) et nous avons |u| > |s| = [t|, ce qui implique

2 lul < 9=Isl et donc 214l < 9~ Isl 4 oIt

Preuve du lemme 4.41

Nous devons montrer que si S le systeéme d’équations normalisé

K K
$1:1f17"'7$n£fn7

alors pour tout ¢ dans 1..n et pour tous ensembles d’arbres S1,...,S;-1, 541, ..., 5, la fonc-
tion g(x;) = fiT(Sl, ey Sic1, @, Si41, ..., Sp) est strictement contractante.

Soit ¢ € 1..n, les ensembles d’arbres Sy, ..., S5;-1,5+1,--.,5, et soit g la fonction z; —
flT (S1,...,5i-1,%i, Si+1,...,5,). Nous allons montrer que g est contractante de facteur de
contraction 27!, Considérons les différents cas pour la forme de f;. Tout d’abord, remarquons
que si la variable x; n’apparait pas dans f;, alors g est une fonction constante et pour tous en-
sembles S, T, g(S) = g(T), donc d(g(S),g(T)) = 0 < 271d(S, T). Maintenant, si z; apparait
dans f;, nous savons que f; ne peut pas étre un terme booléen puisque S est un systéme norma-
lisé et donc sans cycles de dépendance booléenne. Il nous reste alors trois cas a considérer :

1) fz = Oé[{l,‘i], (i1) fz = l’ijl’j et (ii1) fz = J,’l”l’j (les cas fl = JZjJ:L‘i et fl = IL‘]J’V"L} sont
symétriques a (ii) et (iii) respectivement). Dans la suite de la preuve nous dirons que [’arbre t
fait la distance entre les ensembles S et T'sit € (SUT)~ (SNT)etd(S,T) =271,
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Pour (i), fi = a[z;], pour un certain & C X non vide. Soient S,T° € p(Ay). Alors
d(g(S),9(T)) = d(a[S],a[T]). Par définition de a[S] et «[T], il est facile de voir que 1’en-
semble (a[S] U a[T]) ~ (a[S] N a[T]) est égal a I’ensemble a[(S U T) ~ (S N T)]. Soit
t un arbre qui fait la distance entre S et T'. Alors pour tout a € «, I’arbre {a[t]}} est dans
(af[S] U a[T]) \ (a][S] N «[T]). De plus, il est facile de voir qu’il n’y a pas d’arbre de taille
inférieure strictement a |{a[t]}| appartenant a («[S] U o[T]) ~ (a[S] N a[T]), donc {alt]}
fait la distance entre «[S] et «[T]. Et comme |{a[t]}| = 1 + |¢|, nous en déduisons que
d(g(S),9(T)) = 2~ W+ < 2714(8, T).

Pour (ii), g(x;) = ac,-jTSj.Soit S, T € p(As).Alors d(g(S), 9(T)) = d(SJTSj,TJTSj).
Soit ¢ un arbre qui fait la distance entre S JTS]- et TJTS]-, et supposons que t € S JTSJ-.
Soient les arbres s,r tels que t = s W rets € S~ {{}} etr € S; ~ {{}}. Alors I’arbre
s n’appartient pas a 1'; en effet, dans le cas contrarie, s W r = ¢ appartiendrait a T’ JTS B

ce qui contredirait ’hypothése que ¢ fait la distance entre .S jTSj et TJTSJ-. Il en suit que
|s| > |h|, ot h est un arbre qui fait la distance entre S et 7. Donc nous avons 1’inégalité
d(SJTSj,TJTSj) = 27 IsWrl — 9-lslg=Irl < 2=Ihlg=I"l = 2=Irlq(S, T). 11 suffit alors de re-
marquer que 2~ /"1 < 271 puisque, par hypothese, 7 # {} et donc |r| > 1.Lecas o t € TJTSj
est symétrique.

Pour (iii), g(x;) = :EU[TSJ-. Soient S,T" € p(Ay). Alors
d(g(S),9(T)) = d(S[[7S;, T][7S;).

Remarquons maintenant que pour tous ensembles d’arbres S’, 7" on a d(Ax, \ S, Ax \T") =
d(S',T"). Pour faciliter la lecture, notons par R 1’ensemble Ax. \. R (ceci pour tout ensemble

d’arbres R). De S |[7T = S [7T, nous déduisons que

d(S[78;,T][7S;) =d(S]7S;, T[TS)).

Par ce qui a été prouvé dans (ii) et en utilisant le fait que I’ensemble S; est arbitraire, nous
déduisons que d(?JTS_j, TJTS_]-) < 271d(S,T). Par la remarque précédente, la partie droite
de cette inégalité est d(S,T)).
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A.3 Preuves omises dans le chapitre 7

Soit ¢ une formule close de la logique LS|3. Rappelons que Eq (¢) est le systeme d’équations
sur fonct(r, X;) tel que sa solution pour la derniére variable est I’ensemble d’arbres [¢] (voir
la section 4.2.4). Nous noterons Sy le systeme d’équations simplifié construit a partir de Eq(¢)
comme il a ét€ décrit dans la section 4.3.1 et S(‘;)“m le systéme numérique correspondant, obtenu
comme il a été décrit dans la section 6.2.2. Rappelons finalement que pos(¢) est la formule
positive construite a partir de la formule ¢ comme il a ét€ décrit dans la section 4.2 .4.

Nous commencons par élargir la notion de dépendance entre variables aux systemes d’équa-
tions Eq(¢) et Sy.

Définition A.1 (Chemin de dépendance et dépendance entre variables) Un chemin est dit
chemin de dépendance s’il contient uniquement les opérateurs V, A, |, ||, . Si c est un chemin
de dépendance dans la formule ¢, la formule ¢(c) est dite en position de dépendance dans ¢.

Soit S 'un des systemes d’équations Eq(¢), Sy ou S(‘;)“m. Nous définissons la relation binaire
—— s entre variables du systéme S : pour &, &’ appartenant a Vars(S) et f étant la partie droite
de I’équation pour £ dans S, nous disons que & dépend de &' dans S, noté £ — s &', si & esten
position de dépendance dans f. Nous écrirons £ ——s&’ pour préciser le chemin de dépendance
ctel que f(c) =¢'.

La cloture transitive et réflexive de — s est notée —7%.

Remarquons que pour S étant le systeme d’équations numérique S;“m, cette définition coincide
avec la définition de la relation de dépendance entre variables telle qu’elle a été définie dans la
section 7.2.2.

L’exemple suivant illustre la dépendance entre variables.

Exemple A.1 Soit £ une variable dans le systeme d’équations S et soit

¢ = (al0] v (B[&2]1€1)) A (Bl&] | €3)

la partie droite de 1’équation pour £ dans S. Pour la variable &1, & = ¢(c) si ¢ est I'un des
chemins A. V. | .£; ou A. || .3.£1. Le premier de ces chemins est un chemin de dépendance,
donc ¢ — s &;. Pour la variable &>, I’'unique occurrence de cette variable dans ¢ est atteinte via
le chemin A. V .(3.£ et donc il n’est pas le cas que £ — s &o. Pour la variable {3, nous avons

§3 = (A || .&3) et donc § —5 &3.

Remarquons que, d’aprés la définition du systetme numérique Sgum, pour toutes variables
"ona & — "si et seulement si ¢ — gmm &’. Donc nous utiliserons indépendamment
) S S P
—g

» et —)S(lz)um,

Dans la suite, nous allons mettre en évidence les liens existant entre pos(¢), Eq(¢), Sy et
les dépendances entre variables induites par ces deux systemes.

Lemme A.2 Soit une formule ¢.

(i) Pour toute variable & dans Vars(Sy), si la classe d’équivalence (§)s, existe, alors elle

contient au moins une variable de Vars(Eq(¢)) ;

¢
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(ii) Si&, & sont des variables dans Vars(Eq(¢)) et x1, . . ., xy, sont des variables dans Vars(Sy)
mais pas dans Vars(Eq(¢)) et si

£ O g
S¢ 11:1 S¢ S¢ Z:1’L S¢
(& N . ’ . .
alors £ —>Eq(¢)§/ ol c est le chemin obtenu par la concaténation des chemins cg, . . . , Cy,.
De plus, si I’opérateur de point fixe associé a § dans Eq(¢) est k, alors ¢’est aussi I’opé-
rateur de point fixe associé a chacune des variables 1, . .., x,, dans Sy.

(iii) Soient &', &" deux variables dans Vars(Eq(¢)) et soient ¢, " les sous formules de pos(¢)
telles que k'&'.¢" et K'E".¢" sont les sous formules a récursion correspondant aux va-
riables &' et £". Alors & L>Eq(¢)§" si et seulement si I'une de ces deux conditions est
vérifiée : ou bien ¢'(c) = k"&".¢", ou bien ¢'(c) = £". Dans ce deuxieme cas, k'’ .¢' est
sous formule de k"€".¢" .

Preuve  Suit facilement des définitions. Le premier point est conséquence de la méthode de
construction du syst¢tme S,. En effet, on peut voir que toute variable ajoutée a un systeme lors de
I’étape de simplification ne peut dépendre que de variables déja présentes dans le systeéme. Donc,
il est impossible de faire un cycle en n’utilisant que des variables ajoutée pour la simplification.
Pour le second point, la preuve est une récurrence facile sur la structure de la formule qui est
la partie droite pour la variable £ dans Eq(¢). Le troisieme point est conséquence facile de la
définition du systeme d’équations Eq(¢) et de la relation de dépendance entre variables.

|

Soit (§)s, une classe d’équivalence dans le systeme S. D’apres le lemme précédent, tout
cycle pour la relation — s, d’éléments de (§)s,, est de la forme

1

1
51 —)8(15 € —>S¢ —>S¢ ':Unl —)8(15 52 —>S¢

k k
8, S TS, T TS, T8, Xy, 8, &

ou les &; sont des variables de Vars(Eq(¢)) et pour chaque i dans 1..%, les x; ne sont pas des
variables de Vars(Sy, &;). Par conséquent, de tout cycle pour la relation —s, , on peut extraire
un cycle pour la relation —gq(4). Notamment, pour le cycle ci-dessus, le cycle pour —gq(¢)

correspondant est

§1 —Eq¢) &2 —Ea(¢) - —Ea(¢) Sk —Eq(e) &1-

Soit < pes(g) la relation d’ordre partiel entre les variables de la formule pos(¢) induite par
la relation de sous formule. Pour deux variables &,&', on a §' <pos() & si K'€'.¢" est sous
formule de ¢ et le chemin dans ¢ qui méne a x'¢’.¢’ ne contient pas d’opérateurs de point
fixe; ¢ et ¢ sont les formules telles que x&.¢ et £'¢’.¢’ sont des sous formules de pos(¢). On
note <<’;OS( %) la cloture transitive réflexive de <pos(4) €t <<;FOS( ) S8 cloture transitive. Notons
que si & <<;os( %) &, alors (avec les notations ci-dessus) '¢’.¢ est sous formule de k€.¢ et
est atteinte via un chemin qui peut contenir des opérateurs de point fixe. Avec ces notations, le
troisiéme point du lemme A.2 implique que si &’ —Eq(s) &, alors ou bien ¢ Lpos(¢) §>0u bien
<t @) ¢'. L’exemple A2 ci-dessus illustre la relation <os(¢)-

pos
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Exemple A.2 Soit pos(¢) la formule

pé1.a[vé2.b[0] [ (ué3.a[0]|£3 vV 0)] V O

Alors & pos(g) €163 Kpos(g) §2 et done £3 <,y &1 mais il n’est pas le cas que §3 Kpos(p)
&1

Le lemme suivant met en évidence un lien trés important entre les dépendances de variables
dans Eq(¢) et la structure de la formule pos(¢).

Lemme A.3 Soit ¢ une formule et soit o —Eq(g) *** —Eq(¢) Sk—1 —Eq(¢) S0 un cycle
de dépendance entre variables différentes, cad i # j implique & # &;. Alors les variables
&o, ..., Ek_1 sont toutes deux a deux comparables par <<;OS( )

Preuve  Dans cette preuve, toute opération arithmétique entre les indices des variables est
implicitement effectuée modulo k. Pour raccourcir I’écriture, nous utilisons < a la place de

Lpos(9)-
Notons d’abord que par la remarque précédant le lemme,
(x) toutes deux variables consécutives dans le cycle sont comparables,

cad £41 < & ou bien & <1 &1 (on abien & <t &4 et non & <* &1 puisque par
hypotheése ¢ # ¢ + 1). Supposons maintenant que ¢ et j sont tels que 7 < j et toutes les variables
dans la portion du cycle & —Eq(¢) Si+1 —Eq(¢) " —Eq(e¢) $j—1 —Eq(e) &; sont deux
a deux comparables. (Notons que la supposition 7 < j est sans perte de généralité : elle peut
toujours étre satisfaite par un renommage des variables.) Supposons également que j + 1 # i,
puisque le contraire est équivalent a ce que nous voulons prouver. Nous allons montrer que la
variable £;1 est nécessairement comparable avec chacune des variables &1, ..., §;.

Nous donnons une preuve visuelle du lemme en construisant la partie de I’arbre de la rela-
tion < contenant les variables &g, ..., &_1. Cette construction est basée sur les informations
fournies par la dépendance entre les variables et (x). Un chemin non vide dans I’arbre sera re-
présenté par un trait simple et une aréte de ’arbre par un trait double (voir la figure 1). Voici les
regles de la construction : nous commengons par la variable &; et nous ajoutons une a une les
variables dans 1’ordre de leur dépendance : cad &;11,&;+2, ... jusque &_1. Si & est déja placée
et nous voulons ajouter £ 1, d’apres (x) nous avons deux possibilités (voir la figure 1) :

(1) &41 < &, alors on ajoute &4 en tant que nouveau fils de &; et on le relie a & par un lien
double,

(i) & < &1, alors on ajoute &1 en tant que ancétre de &;.

Pour un ensemble de variables X inclus dans varrec(pos(¢)), dire que les variables de X
sont deux a deux comparables est équivalent a dire que les variables de X sont toutes alignées
sur une méme branche de 1’arbre de la relation <. Notons également que la partie de 1’arbre de
< pour les variables &, . .., &,_1 est connectée, puisque par (x) chacune d’entre elles est reliée
au moins a ces deux voisines dans le cycle.

Maintenant, par hypothése, les variables &;, . .., §; sont alignées dans I’arbre de la relation
<. Supposons que la partie de I’arbre de < pour ces variables est déja construite. Montrons
d’abord que

(k) si& < ualors § K€ & € -+ K i1 < &
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(d)
&1
&2
€3 &4
& & &7 €8 &s §6 &7 €s
(@)
FI1G. 1 — A gauche, exemple d’arbre de la relation < pour les variables &1, ..., &s. Les liens

doubles indiquent des arétes de cet arbre, les liens simples indiquent des chemins de longueur
un ou supérieure. A droite, les différentes possibilités d’ajouter un nouveau nceud &, sachant
que §3 —gq(¢) §- Les différents emplacements possible sont dessin€s en gras, ainsi que les
changements dans les liens entre les noceud. Si £ < &3, on a deux possibilités : (a) ajouter £
disjoint de tout chemin existant dans 1’arbre et (b) ajouter £ sur un chemin déja existant en
coupant une ligne simple. Si é3 <1 €, les deux possibilités sont : (c) ajouter £ sur le chemin
entre &3 et la racine et (d) ajouter £ comme nouvelle racine.

La preuve se fait par récurrence sur la différence entre j et 4. Si j = ¢ + 1, c’est vrai par (x).
Supposons que j = i +npourn > let{_1 < --- < . Alors, par (x) nous avons deux
possibilités :

- §; < §j_1,dans quel cas on obtient ce qu’on voulait démontrer ;

- &1 <1 &, cad & est ancétre de &j_1. Or d’apres I’hypothese de récurrence, en remon-
tant la branche de I’arbre de < partant de £;_1 vers la racine, nous traversons uniquement
des liens doubles et les nceuds §;_o, ..., §;. Comme (par hypothese) §; est différent de
chacun des ces nceuds, la seule option est de placer ; en tant que ancétre de §;, ce qui
contredit I’hypothese que £; < &;.

Nous allons montrer qu’on ne peut ajouter ;1 a la partie déja construite que aligné avec les
autres variables. Notons d’abord que si ;11 est ajouté comme ancétre de &;, c’est vrai. Il reste
alors a considérer le cas ou §; 1 est ajouté en tant que fils de §; et relié par un lien double. Nous
distinguons deux possibilités : {; <T & ou & <T &;.Si§; <T &, d’apreés () nous savons
que &; est la plus petite parmi les variables &;, . . ., ;. Donc en ajoutant ;1 en tant que fils de ;
nous prolongeons la branche de I’arbre et les variables restent alignées. Si&; < &;, la situation
est représentée sur la figure 2. I1 y a deux facons possibles d’ajouter ;1 : sur la méme branche
que les variables déja présentes, dans quel cas les variables sont alignées, ou en tant que fils
de &; non aligné avec les variables déja présentes. Considérons cette deuxieme possibilités, et
montrons qu’elle contredit I’hypothése que les variables &y, . . . , £ sont différentes deux a deux.
En effet, nous devons pouvoir ajouter les variables ;1,43 ... jusque &_1 de telle sorte que
&1 et & soient directement reliées (par un lien simple ou double). L’ajout des variables se
fait en utilisant une des regles (i) ou (ii). Il n’est pas difficile de se rendre compte que pour un
certain [ parmi j + 2, ..., — 1, la variable &; doit &tre placée en tant que ancétre de &;_1. Dans
ce cas ; est également ancétre de &;, et donc de &;. Maintenant pour atteindre ; a partir de &,
nous sommes contraints a utiliser la régle (ii) pour « descendre » vers &;, et donc nous devons
traverser le nceud &;. Ceci implique que 1’une des variables {9, ..., &1 soit égale a &;, ce qui
contredit I’hypothese que toutes les variables sont différentes.

O
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/ /
)/ 8 &
& 7 & 7
/
£j+1 / // X £j+1
/ /
/ / 5y
§i o §i o % St
/ /
/ /

FIG. 2 — Possibilit€s pour placer le nceud §; 11 en tant que descendant de &;. La ligne en pointillé
passant par les nceuds &; et §; représente la branche de I’arbre de < sur laquelle ces deux nceuds
se trouvent. La premiére possibilité (a gauche) consiste a placer £; 1 sur la méme branche que
les variables §; et &;. La deuxiéme possibilit€ place ;1 sur un branche différente. ; est le
premier nceud dans la suite &2, ...,&—1 qui est placé en tant qu’ancétre de £;. On voit sur la
figure qu’on ne peut pas atteindre &; a partir de &;, puisque la seule fagcon de descendre est en
utilisant un double lien (cad régle (ii)) et on ne peut pas traverser le nceud §; avec ce type de
lien.

Comme conséquence facile des lemmes A.2 et A.3, nous avons
Lemme A4 Soit foi’Eq(@ e EEq(¢)£k—2EEq(¢)£O un cycle de dépendance entre vari-
ables différentes, cad i # j implique & # &;, et supposons que &y est la plus grande de ses
variables pour la relation <<;ros( 6)" Pour tout i dans 1.k — 1, soient k; et ¢; tels que Kk;&;.¢p; est
sous formule de pos(¢). Soit c le chemin

Cc= Iiofg.Co.Klfl.Cl./{gfg ..... Ck_g.lik_lfk_l.ck_l.
Alors rko&o(c) = &p.

Nous pouvons maintenant donner les preuves des lemmes 7.9 et 7.10.

Preuve du lemme 7.9

Nous devons montrer que si ¢ est une formule du fragment LSrd, alors aucune des variables
ne définit de classe d’équivalence. Par définition, ceci équivaut a montrer que la relation ——gmm
est sans cycle. Par le lemme A .2, il suffit de montrer que la relation —gq () est sans cycle. En
effet, supposons le contraire, et d’apres le lemme A.3 soit £ la variable la plus grande dans ce
cycle pour la relation d’ordre < os()» CL solent £ et ¢’ tels que k€.¢ est sous formule de pos(¢).
Soit ¢ le chemin tel que défini dans le lemme A 4. Par définition ¢’est un chemin de dépendance,
et donc il y a une occurrence de la variable & qui apparait dans une position de dépendance dans
¢'. D’apres le lemme 7.4, ¢’est impossible dans le fragment LSrd.
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Preuve du lemme 7.10

Nous devons montrer que si ¢ est une formule LSrpd, alors pour toute variable £ dans
Vars(S3'™), le systeme d’équations S” extrait de S3*™ induit par ((§ ))S;um satisfait une de ces
deux conditions :

(i) toutes les équations dans S’ sont des équations a plus petit point fixe et toute partie droite
d’équation dans S’ utilise uniquement les opérateurs V, | et les opérateurs constants
0,0, T, L et des constantes C{1,) pour un certain g dans Q.

(ii) toutes les équations dans S’ sont des équations a plus grand point fixe et toute partie droite
d’équation dans S’ utilise uniquement les opérateurs A, || et les opérateurs constants
0,0, T, L et des constantes C{1,} pour un certain g dans Q.

11 est facile de voir par construction que pour tout constante C'p apparaissant en partie droite
d’équation dans S, I’ensemble D est de la forme {14}, pour g dans Q4.

Dans la suite, les opérateurs V, | sont dits positifs, et les opérateurs A, || sont dits négatifs.
Nous devons montrer que les équations de S’ sont ou bien toutes a plus petit point fixe et utilisant
uniquement des opérateurs positifs (en plus des constantes), ou bien toutes a plus grand point
fixe et utilisant uniquement des opérateurs négatifs (en plus des constantes). Rappelons que les
variables de Vars(S’) forment un cycle pour la relation ——gmm. Nous allons montrer que si

& — Spm e e — g & — s & est un cycle sans doublons de variables de Vars(S'),
alors le point fixe associé aux variables &1, ..., & dans Vars(S’) est le méme. De plus, si cet

opérateur de point fixe est u, alors les parties droites des équations correspondantes contiennent
uniquement des opérateurs positifs, et si ’opérateur est v, les parties droites des équations cor-
respondantes contiennent uniquement des opérateurs négatifs. Comme chacune des variables de
Vars(S') participe au moins a un cycle sans doublons, et que chaque cycle sans doublons a au
moins une variable en commun avec au moins un autre cycle sans doublons, c’est suffisant pour
la preuve du lemme.

Soit donc un cycle sans doublons pour ——sum, et soit &1 i>Eq(¢>) ‘e EEq(¢)§ki>Eq(¢)§1
le cycle de variables de Vars(Eq(¢)) extrait d’aprés le lemme A.2. D’aprés les propriétés de pré-
servation des chemins et des opérateurs de point fixe établies dans ce méme lemme, et rappelant
que par construction de Sy, pour chacune des variables &; pour i dans 1..k, I’opérateur de point
fixe pour &; est le méme dans Eq(S) et Sq‘;“m, il suffit de montrer que les variables &;, . .., & ont
le méme point fixe dans Eq(¢) et que les chemins ¢y, . . ., ¢; ne contiennent que des opérateurs
d’un méme type, positifs ou négatifs, en fonction de I’opérateur de point fixe. Pour chaque ¢
dans 1..k, soit k; 1’opérateur de point fixe pour la variable &; dans Eq(¢). Supposons sans perte
de généralité que la variable &; est la plus grande parmi &1, .. ., & pour la relation <<:OS( s) ©t
soit ¢ le chemin x1&1.¢q.. ... ki&k-ci. Alors, par le lemme A4, k1&1.¢) (<) = &1, ol ¢ est
la formule telle que x1&;.¢ est sous formule de pos(¢). Rappelant que ¢’ est un chemin de
dépendance, et donc sans opérateur o, la conclusion suit du lemme 7.4, utilisant que ¢ est une
formule LSrpd.

Preuve du lemme 7.16

Nous commencons par mettre en évidence un principe de préservation des chemins de dé-
pendance de variables entre S’j et formule(S’}) : en utilisant la définition de formule(S’}) et
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ce qui a été montré dans le lemme 4.12, on peut montrer que si ué.¢ est sous formule de
formule(S’}) et que ¢ est un chemin tel que ;€.¢(c) = &, alors il existe une suite de variables
&1, ..., &, dans Vars(S’}) deux a deux distinctes et il existe une suite de chemins co, . . ., ¢, tels
que ¢ = pué.co.puéyp.c1. .. .. pEn.cp £ satisfaisant
(%) pour tout i dans 1..n — 1, fi(¢;) = i1 et fco) = ¢y et frn(cn) =&,
ol fi,..., f, sont les parties droites des équations pour &1, ..., &, dans S’}. Donc, il suffit de
montrer que dans S’;, pour toute suite de variables &1, ..., &, deux a deux distinctes et pour
toute suite de chemins cg, . . ., ¢, satisfaisant (x), au moins un des ¢; contient un opérateur .
C’est effectivement le cas puisque
— par définition de S’} , chaque partie droite d’équation dans S’; est de la forme I's, x, (¢') ;
— par définition, dans I's, x,, & chaque variable &, est associée une formule qui est une
disjonction de formules de la forme «[{p] pour £ appartenant a Xp , .
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A4 Preuves des lemmes 8.6 et 8.8

Définition A.5 Un ensemble d’arbres T’ est dit clos pour la relation de composant si pour tout
arbre ¢ dans 7 et pour tout arbre ¢ composant de ¢, ¢’ est aussi dans 7.

Pour les démonstrations des lemmes 8.6 et 8.8, nous avons besoin du résultat intermédiaire
annoncé ci-dessous.

Lemme A.6 Soient ¢ une formule et p et § des valuations telles que ¢ est close par p et
libres(¢, §) C {&}. Soit T' un ensemble d’arbres clos pour la relation de composant. Alors :

(i) pour tout ensemble d’arbres S, [9], s51e—s) N T = [¢],51e—s0m) N T

(ii) les ensembles d’arbres A = (\{S | [¢],51¢—5) € S}NT et B = {5
S} NT sont égaux.

[9] 61— T C

Preuve Montrons d’abord que le point (i) du lemme implique le point (ii). Il est évident que
si, pour un ensemble d’arbres .S, on a [¢] pslé—s) © S, alors on a également [4] pile—s)NT € S,
et donc B C A. Soit maintenant S un ensemble tel que [¢], 559N 7T € S.Commet € A
implique ¢t € T, par définition de B il suffit de montrer que ¢ appartient a S. Remarquons que
[#],651¢—s51NT NS CT'NS. Maintenant, d’apres le point (i) du lemme, [¢], 5je—.5)N T NS =
[6],,51¢—snr NT NS et donc, en posant S = S NT', [¢] , 5¢—s1 € S’ Par définition de A et
en utilisant que ¢ appartient a A, nous avons donc t € 8" = S N T, et donc ¢ appartient a S.

La preuve du point (i) se fait par induction sur la structure de la formule ¢.

Cas de base: Si ¢ est une des formules 0, T, X, = 1’ ou & pour &’ # &, alors par définition de
la satisfiabilité les deux cotés de 1’égalité a prouver sont égaux a [¢], s N7T". Si ¢ est la formule
&, alors par définition de satisfiabilité les deux cotés sont égaux a S N 7T

Cas d’induction: = Si ¢ est la formule 7)[¢'], par propriétés de la satisfiabilité, t € [1[¢']] 5, s5e—s)N
T si et seulement si (*) il existe un arbre ' tel que t = {p(n)[t']}. ' € [¢'],se—syett € T.En
utilisant que 7 est clos pour la relation de composant, nous savons que ¢ € T implique ¢’ € T', et
donc dans (*) nous pouvons remplacer la condition ¢’ € [¢'] , sie—s) Par t' € [¢'], 51e—51 N T
Maintenant par hypothése de récurrence cette derniére est équivalente at’ € [¢'] psle—snr)NT.
La conclusion est alors immédiate en utilisant les propriétés de la satisfiabilité.

Si ¢ est la formule ¢’ | ¢”, 1a preuve est similaire au cas précédent.

Si ¢ est la formule —¢', par hypothese de récurrence C([¢'] jje—.51 N T) = C([¢'] pje—5mr N
T).Donc, [=¢'] yje—.5]UCT = [=¢'] pje— 57 UCT . Ceci implique que ([~¢'] e s UET)HT =
(I=¢' pie—srry U CT) N T. Donc, [=¢/] pje—s) N T = [-¢T pjg—sr0) N T

Si ¢ est la formule ¢’ Vv ¢, la preuve est similaire au cas précédent.

Si ¢ est la formule Jx.¢, par définition de la satisfiabilité, il suffit de montrer que
U I8l pi—ap,sie—s N T = | [l pjo—a] s —s0m) N T
a€ey a€y

ce qui est immédiat en remarquant que par hypotheése de récurrence, pour toute étiquette a,
9] pje—a)sie—5) N T =[] pjz—a) slc—5r1) N T

Si ¢ est la formule 3.X.¢, la preuve est similaire au cas précédent.
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Si ¢ est la formule p&' (M).¢', on distingue deux cas. Si & = &', alors la variable £ n’apparait
pas libre dans ¢ et donc les deux cotés de 1’égalité a prouver sont égaux a [¢] ,s N T.Si § # ¢/,
par définition de la satisfiabilité il suffit de montrer que

(VS 1S 2 [¢]ps0e—s)ie—s1 NCMINT = ({5 | ' 2 [¢'] 51— srT)er—sNCMINT.

Comme & # &, les valuations 6[§ — S|[¢ — S'] et 6[¢' — S'][§ — S] sont équivalentes et il
en est de méme pour les valuations §[§ — SN T|[ — S| et o[ — S'[¢ — SNT]. Alors il
suffit de montrer que pour chaque ensemble 5’,

(9] 551 — 511 —5) = (9] ps1¢'— 571 je— 517

ce qui est vrai par hypothése de récurrence appliquée a la formule ¢’ et les valuations p et
S[g — 5.
|

Preuve du lemme 8.6

Pour tout arbre ¢, on note Comp(¢) I’ensemble de ses composants. Nous montrons la pro-
priété suivante : pour toute formule ¢ et pour tous arbres s,s’ ¢ Comp(t) il est vrai que
[#]pix—s),6 N Comp(t) = [J]x—s1,6 N Comp(t). Il est facile de voir par propriétés de la
satisfiabilité que cela implique le lemme 8.6. La démonstration se fait par récurrence sur la
structure de la formule ¢.

Cas de base: Si ¢ est une formule parmi T, 7 = 7/, £ ou 0, on a [¢] i x—s,5 = [¢]ps =
9] p[X—s/,5 €t la proprié€té€ en suit immédiatement. Si ¢ est une variable Y, on distingue deux
cas : si X # Y, alors on se rameéne au cas précédent. Si X =Y, alors [¢] ;x5 Comp(t) =
{s} N Comp(t). Comme s ¢ Comp(t), ceci est égal a &. De méme [¢] ,1x—s1,6 N Comp(t) =
{s'} N Comp(t) = @.

Cas d’induction:  Si ¢ est la formule 7[¢/], alors pour tout arbre t1, %1 € [¢] ,(x—s),5N Comp(t)
si et seulement si ¢; € Comp(t) et il existe un arbre ¢9 tel que t1 = {p(n)[t2]} et t2 €
[¢'] pix—s),5- Par hypothése de récurrence, ceci est vrai si et seulement si to € [¢'] x—s1,5
et donc, par définition de la satisfiabilité, si et seulement si t1 € [¢] ,x—,5 N Comp(t).

Si ¢ est la formule ¢’ | ¢”, 1a preuve est similaire au cas précédent.

Si ¢ est la formule ~¢', par hypothése de récurrence on sait que C([¢'] p[X—s),6NComp(t)) =
C([¢'] yjx—s1,6NComp(t)). Donc, par définition de la satisfiabilité, [ ¢ ,{x ], 5UEComp(t)
[[ﬂ(;s’]]p[x_,sq,(; U CComp(t). Ceci implique

([=9']pixx .6 U LComp(t)) N Comp(t) = ([7¢'] x— 1,6 U CComp(t)) N Comp(t).
d’ou la conclusion est immédiate.
Si ¢ est la formule ¢’ V ¢, la preuve est similaire au cas précédent.
Si ¢ est la formule Jx.¢’, par définition de la satisfiabilité il suffit de montrer que

U [[QZ) ]]p (X —s][z—a],0 N Comp U [[QZ) ]]p[X—>s’][m—>a] s Comp( )

[ aEX
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ce qui est vrai par hypothése de récurrence appliquée a la formule ¢’ et aux valuations p[x —
a), 6 pour toute étiquette a dans 3.

Si ¢ est la formule 3Y.¢/, la preuve est similaire au cas précédent.

Si ¢ est la formule p&(M).¢' nous avons la suite d’égalités d’ensembles suivante :

_s.6 N Comp(t) (déf. de la satisfiabilité)
[6'] pxx—s),5[c—5] N CM C S} N Comp(t) (point (ii) du lemme A.6)
([T a1 -5) N EM) 1 Comp(t) € S} 1 Comp(t)

([¢'] ppx—s).61e—s) N Comp(t)) N CM € S} N Comp(t) (hypothése de récurrence)
(I6/x 5651 1 Comp(£)) N1 CM € S} 1 Comp(#)
([¢'] ppx—s.616—s5) N CM) N Comp(t) € S} N Comp(t) (point (i) du lemme A.6)

(I6'] ppx—s,51e—s) N CM) € S} N Compl(t) (déf. de la satisfiabilité)

p[x—s,6 N Comp(t)

loix—s),

[

S|
S
S
S
S
S

P N N N N N

1
T=DODDDDODT

=]

Preuve du lemme 8.8

Pour deux étiquettes a et b, on note A_; I’ensemble des arbres dont aucune des arétes n’est
étiquetée ni par a ni par b. Formellement, A— = {t | a,b ¢ etiq(t)}. Nous montrons que pour
toute formule ¢ et toutes valuations p et J telles que ¢ est close par ¢ et pour toutes étiquettes
a,b n’appartenant pas a etiq(¢, p, ), il est vrai que [¢],,.,5 N A = [9]p3,6 N A, ol
Pap est une valuation (n’importe laquelle) de domaine libres(¢, p) et telle que pour tout 2 dans
dom(pap) N Xe, pap(z) € {a,b}. 1l est facile de voir que le lemme 8.8 découle de cette propriété.
En effet, pour tout arbre ¢, en utilisant les définitions de la satisfiabilité et de A7, ¢ appartient a
(6] ppas,6 N Ay si et seulement sit, ppay, 6 = ¢peta,b & etig(t). De la méme fagon, ¢ appartient
a [¢] ppy,6 N Az si et seulement sit, ppay, 0 = peta,b & etig(t).

La preuve de [¢],,,.6 N Az = [0l ppag,s N Ay se fait par récurrence sur la structure de la
formule ¢.

Cas de base: Notons d’abord que si la formule ¢ ne contient aucun des éléments de dom (pqp)
comme variable libre, alors la propriété est conséquence immédiate du fait que [¢],,,, s
[9]p5 = [#]spm,5- Ce cas s’applique lorsque ¢ est I’'une des formules T, £, 0, X avec X ¢
dom(pay) et = n' avec n,n" ¢ dom(py). Regardons maintenant les cas de base qui ne
rentrent pas dans cette catégorie.

Si ¢ est la variable d’arbre X avec X € dom(pgp), on examine deux cas. Si I’arbre pg,(X)
ne contient pas les étiquettes a et b alors, par définition de pgp, c’est également le cas de pgp(X)
et donc ppgp(X) = ppap(X). La conclusion est immédiate de la définition de la satisfiabilité. Si
Pab(X) contient ’une des étiquettes a ou b, alors c’est aussi le cas de p,;(X) et donc les deux
ensembles [X] 55 N Azp et [¢] 55,6 N A sont égaux puisque vides.

Si ¢ est la formule = 7’ avec 7 étant une variable d’étiquette dans dom(pyp) et i)’ étant
une étiquette alors puy(n) et Pap(n) sont tous les deux égaux a a ou b, tandis que 1’étiquette 7’
est nécessairement différente de a et b puisque a,b & etig(¢, p,0). Alors, par définition de la
satisfiabilité pour la formule n = 7', [¢] 55,6 = [¢]5:5,6 = @ Le cas ol  est une étiquette et
n' € dom(pap) est symétrique.
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Finalement, si 1) et  sont deux variables dans dom(pp ), alors par définition de pyp et gy
il est facile de voir que pqp(n) est égal a pap (1)) si et seulement si pgp(n) est égal a pap(n). La
conclusion s’en suit par définition de la satisfiabilité pour la formule n = 7'.

Cas d’induction: Si ¢ est la formule 7[¢'], alors par définition de la satisfiabilité et pour tout
arbre ¢, t appartient a [¢] ,,,,.5 N A si et seulement si (i) il existe un arbre ¢’ tel que ¢ =
{ppas(n)[t']}, (i) t' est dans [¢] p,, 5 et (iii) t est dans A—. Maintenant, par définition de A,
t est dans A_; si et seulement si ppay(1) € {a, b} et t' est dans A_;. De plus, par hypothése de
récurrence, ¢’ est dans [¢] 5,5 et t’ dans A si et seulement si [¢] ;55 et t’ dans A—. La
conclusion est maintenant facile en utilisant de nouveau la définition de A_; et de la satisfiabilité.

Si ¢ est la formule ¢’ | ¢”, 1a preuve est similaire au cas précédent.

Si ¢ est la formule —¢/', nous savons par hypothese de récurrence que C([¢/] p,,.6 N A=) =
C([¢'] pp.6 N Azp). Alors, par définition de la satisfiabilité, [=¢'] p,,.6 UCAZ = [=¢'] jpp.6 U
E.AE. Nous concluons en calculant I’intersection des deux cotés de cette égalité par A_.

Si ¢ est la formule ¢’ V ¢, comme dans le cas précédent la preuve s’obtient simplement en
utilisant la définition de satisfiabilité et I’hypothése de récurrence et quelques propriétés simples
des ensembles.

Si ¢ est la formule Jz.¢’, en utilisant la définition de la satisfiabilité, il est facile de voir
que [P pp,s.6 N Agg est égal a J.cx([9']ppoylz—a,6 N Agp), ce qui est égal a 'union des
trois ensembles S1 = U.es (a0 [0 ] ppaslz—d.s N Az S2 = [¢]ppplz—a)s N Az €t S5 =
[9'] 5., [z—t],6M Az En remarquant que pour tout ¢ dans ¥:\{a, b}, a,b & etiq(¢’, plz — ], 0),
nous pouvons appliquer 1’hypothése de récurrence a la formule ¢’ et les valuations p[x — ] et
d, ce qui nous permet de déduire que I’ensemble S est égal & I’ensemble
T1 = Ueces{ap} [9'] ppasiz—e),6 N Agp- Soient maintenant o'y, et p” o, les valuations pgplz — af
et pap[z — b] respectivement, dont le domaine est dom(p) U {z} = libres(¢’, p). En appliquant
I’hypothése de récurrence sur la formule ¢’ et les valuations p’,;, et § et d’une part et sur la
formule ¢’ et les valuations p” ,; et 6 d’autre part, nous obtenons que S5 est égal a I’ensemble
Ty = [¢'] o5 (W Agy et S est égal  ensemble Ty = ['] o6 (1 Agp- Maintenant, par défi-
nition de o/, et p’’ ,, nous avons que o'y, = PaplT — b et p”,, = Paplr — a). Il est maintenant
facile de voir, en utilisant la définition de satisfiabilité, que 71 U Th U T3 = [3x.¢'] j57,5- La
conclusion découle alors du fait que 77 UT, UT3 = S U Sy U S3 = [32.¢] pp,, 5-

Si ¢ est la formule 3.X.¢, en utilisant la définition de la satisfiabilité, il est facile de voir que
[#] ppay,s N Az est égal a I'union des deux ensembles Sy = UtEAE[[qb,]]ppab[thL& NA et
Sy = UtECAE[[gb/]]PPab[X_’tL& N A—. En remarquant que pour t € A—, a,b & etig(¢', p[X —
t], ), ’hypothése de récurrence appliquée a la formule ¢/’ et les valuations p[X — ¢] et § nous
permet d’établir que S est égal a I’ensemble T1 = J,¢ Aﬁ[[qb’ l o5 —1,6 N Agp- Pour chaque
t dans CA—, soit pf,; la valuation p,p[X — t] de domaine dom(pa) U {X} = libres(¢/, p).
En utilisant I’hypothése de récurrence sur la formule ¢’ et les valuations p et §, il est facile
de déduire que Sy est égal a I’ensemble Tp = (J,¢ A [¢' ]]Ppt—m s- Par définition de Ot > POUT
chaque arbre t, pt,, = pag[X — t{a < b}]. Donc, Tp = Urier9'] jomix—1,5. ot T est
I’ensemble d’arbres {t{a <> b} | t € CA_}. 1l est facile de déduire de la définition de A_;
que T = CA, et on en déduit que 75 = (J,¢ A [6'] s —1,5- Maintenant, par définition de
satisfiabilité, il est facile de voir que T7 U T5 :a[[EIX @' ppaz5- La conclusion découle alors du
fait que S1 =11 et So = Ts.
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Si ¢ est la formule p&(M).¢, la preuve est identique a celle du lemme 8.6 et le cas d’induc-
tion pour ¢ = p&(M).¢', en remplagant dans cette preuve p[X — s] par ppap, p[X — §'] par
pPap €t Comp(t) par A



Index

p-interprétation, 71
7,72
7,83

arbre
hauteur d’un ~, 17
multiensembles imbriqués, 18
structure logique, 18
taille d’un ~, 17
vide, 16
élément d’~, 18

aréte
destination d’une ~, 16
source d’une ~, 16
successeur, 16

automate
complet, 28
de Presburger, 22
déterministe, 28
effectif, 29
langage d’un ~, voir langage
a contraintes numériques, 23

sans étoile, 29
semilinéaire, 29

a exécution calculable, 28

base, 120
discriminante, voir discrimination
produit de ~s, 120

Cauchy
suite de ~, 92
chemin, 76
composition
gardée, 83
non gardée, 83

discrimination, 121
décomposition, 121

248
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