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Nanooptique avec des électrons rapides : métamatériaux, formulation modale de la

EMLDOS pour des systèmes plasmoniques

Résumé : Dans la partie expérimentale, j’ai étudié quatre split-ring resonators

(SRRs) de tailles et de formes légèrement différentes fabriqués par une technique de

lithographie électronique adaptée à une étude EELS. Les expériences EELS m’ont

permis de détecter les premiers modes propres plasmons de surface (SPs) de ces

SRRs dans le domaine du visible et du proche infrarouge. Les simulations numé-

riques ont par ailleurs montré que la distribution spatiale des SPs dans les SRRs est

similaire à celle d’une onde stationnaire plasmonique d’une nanoantenne de même

section et de même longueur, alors que ce n’est pas le cas pour le champ électrique.

De plus, par rapport à une nanoantenne, le couplage entre les deux pattes du SRR

introduit un espacement en énergie différent entre les modes pris successivement,

alors que la séparation en énergie entre les modes symétriques en charge d’une part

et les modes antisymétriques d’autre part peut encore être maintenue dans un SRR.

Dans la partie théorique, j’ai introduit un nouveau type de modes propres quasista-

tiques, appelés modes propres géométriques qui sont indépendants de l’énergie et de

la nature des milieux mis en jeu mais qui dépendent seulement de la forme de la par-

ticule étudiée. Ces modes propres m’ont permis d’obtenir, pour la première fois, une

expression universelle de la densité locale d’états électromagnétiques (EMLDOS)

pour un système plasmonique et de préciser les quantités qui sont mesurées dans

les expériences EELS et SNOM. Finalement, une densité d’états pour les modes

propres géométriques ne dépendant que de la forme de la particule a été introduite,

par analogie avec la EMLDOS "standard" pour les modes propres d’énergie.

Mots clés : nanooptique, microscopie électronique en trans-
mission à balayage, spectroscopie électronique, plasmon de
surface, métamatériaux, EMLDOS, décomposition modale

Nanooptic with fast electrons : metamaterials, modal formulation of the EMLDOS

for plasmonic systems

Abstract : In the experimental part, I studied four split-ring resonators (SRRs)

with sizes and shapes slightly different lithographed by a technique compatible with

an EELS study. The EELS experiments allowed me to detect the first surface plas-

mon eigenmodes (SPs) of these SRRs in the vis-NIR spectral range. The numerical
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calculations also showed that the spatial distribution of SPs in the SRRs is simi-

lar to that of a plasmonic standing wave of a nanoantenna with same cross section

and same length, while it is not the case for the electric field. More, compared to a

nanoantenna, the coupling between the two legs of the SRR introduced a different

energy spacing between the different modes taken successively, while the energy spa-

cing between the symmetric modes in charge on the one hand and the antisymmetric

modes on the other hand can still be maintained in a SRR. In the theoretical part,

I introduced a new type of quasistatic eigenmodes, called geometrical eigenmodes

which are independent of the energy and the nature of the underlying media, but

which depend only on the geometry of the particle studied. These modes allowed

me to obtain, for the first time, an universal expression of the electromagnetic local

density of states (EMLDOS) for a plasmonic system and to clarify the quantities

which are measured in EELS and SNOM experiments. Finally, a density of states

for the geometrical eigenmodes depending only on the shape of the particle has been

introduced, by analogy with the "standard" EMLDOS for the photonic eigenmodes.

Keywords : nanooptic, scanning transmission electron mi-
croscopy, electronic spectroscopy, surface plasmon, meta-
materials, EMLDOS, modal decomposition
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Préface

Il est bien connu que les propriétés optiques des matériaux de taille nanomé-

trique sont très différentes de celles du matériau massif correspondant. Pour des

particules métalliques dont la taille est inférieure à la longueur d’onde du rayonne-

ment incident, par exemple, la couleur du métal dépend de la taille, de la forme et de

l’environnement de la nanoparticule. Ces propriétés optiques sont en fait entièrement

déterminées par celles des plasmons de surface de la nanoparticule [1]. Historique-

ment, les plasmons de surface ont d’abord été étudiés dans le domaine du visible en

utilisant des techniques optiques standards comme la spectroscopie UV-NIR sur un

ensemble de nanoparticules [2]. La résolution spatiale de cette technique est limitée

par les phénomènes de diffraction dus aux ouvertures des optiques utilisées et est

de l’ordre d’une centaine de nanomètres. Par ailleurs, la réponse optique détectée

est une réponse moyenne sur l’ensemble des particules étudiées et ne permet pas,

en général, de remonter à la réponse optique d’une seule particule. La réponse op-

tique moyenne d’une seule particule a cependant pu être étudiée en utilisant des

techniques de microscopie confocale [3]. Plusieurs autres techniques alternatives ont

été envisagées pour accéder directement aux propriétés optiques d’une seule parti-

cule avec une meilleure résolution spatiale. La microscopie de champ proche optique

(SNOM) permet de détecter le champ électromagnétique évanescent créé à la surface

d’une nanoparticule illuminée par un rayonnement incident [4] ce qui permet d’at-

teindre une résolution spatiale d’une cinquantaine de nanomètres, principalement

limitée par la taille de la sonde utilisée. La microscopie à photoémission d’électrons

(PEEM) [5] avec une résolution spatiale inférieure à 50 nm ou la détection de lu-

mière par cathodoluminescence (CL) [6] avec une résolution de seulement quelques

nanomètres peuvent aussi être utilisées. La spectroscopie de perte d’énergie des élec-

trons (EELS) dans un microscope électronique en transmission à balayage (STEM)

est la technique utilisée par le groupe STEM dans lequel j’ai fait ma thèse. Cette

technique (voir plus loin) permet d’atteindre des résolutions spatiales de l’ordre du

nanomètre et est donc tout à fait adaptée à l’étude de nanoparticules individuelles

en particulier dans le domaine spectral du visible.
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Des travaux sur des nanoparticules métalliques individuelles (nano-triangles,

nano-cubes. . . ) ont été menés par J. Nelayah en 2004 pendant sa thèse de doctorat

dans le groupe STEM [7, 8] afin de comprendre quels sont les paramètres à courte

et à longue portée d’une nanoparticule qui influencent les plasmons de surface. Ces

études ont été menées en utilisant un microscope électronique en transmission à

balayage muni d’un canon à effet de champ froid (STEM VG HB501) et ont montré

que les propriétés optiques des nanoparticules métalliques sont entièrement déter-

minées par celles de leurs plasmons de surface qui peuvent être cartographiés, à

l’échelle du nanomètre et dans le domaine spectral du visible et du proche infra-

rouge, par spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS). Brièvement, un

faisceau d’électrons rapides (typiquement d’énergie 100 keV), analogue à une source

blanche de photons, issus d’un STEM est balayé à la surface de l’échantillon. La

perte d’énergie subie par les électrons en traversant l’échantillon est caractéristique

du type d’excitation créée dans le milieu. Dans le domaine des pertes proches (<

100 eV), ce sont les excitations collectives des électrons à l’intérieur et à la surface de

la particule qui sont mises en jeu, c’est-à-dire les plasmons de volume et de surface.

A plus haute énergie (> 100 eV) ce sont les excitations de cœur qui sont responsables

de la perte d’énergie des électrons. Les résultats obtenus en exploitant ces excitations

de haute énergie permettent par exemple de réaliser des cartes chimiques (nature

des atomes, abondance. . . ) de différents matériaux [9]. En bénéficiant de l’exper-

tise acquise par mon groupe en matière de microscopie et de spectroscopie avec des

électrons rapides et en suivant la démarche initiée par J. Nelayah [7], les excitations

de basse énergie ont pu être exploitées pendant ma thèse pour cartographier en-

tièrement les premières résonances de surface de nanoparticules d’argent (split-ring

resonators) dans le domaine spectral du visible et du proche infra-rouge.

La conception et l’analyse de matériaux qui possèdent des propriétés physiques

qu’on ne trouve pas dans les matériaux conventionels ou naturels dans le domaine

optique, suscitent un grand intérêt depuis une dizaine d’années, en particulier en rai-

son de leurs applications industrielles potentielles comme le magnétisme artificiel,

la fabrication de lentilles haute résolution [10] ou même plus futuriste la fabrication

de capes d’invisibilité [11]. . . En 2004, des structures artificielles appelées split-ring

resonators (SRRs), analogues à des nanoantennes repliées en forme de U et pouvant
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créer un moment magnétique artificiel, ont pu être fabriquées par S. Linden et al puis

étudiées par des techniques optiques [12]. Les structures avaient alors une largeur

d’environ 300 nm et ont pu être excitées aux fréquences THz (la première résonance

a pu être excitée autour de 85 THz). Une technique de lithographie électronique avait

été utilisée par cette équipe pour fabriquer ces structures si petites. A mon arrivée

dans le groupe STEM en 2008, une collaboration avec l’équipe de M. Wegener et

S. Linden (en particulier avec N. Feth, le doctorant qui travaillait dans ce groupe)

avait été mise en place. Il s’agissait pour moi d’étudier différents SRRs individuels

en utilisant les techniques instrumentales de spectroscopie de perte d’énergie des

électrons résolue spatialement et les outils de dépouillement des données développés

et améliorés par le groupe STEM depuis de nombreuses années : utilisation du mode

ChronoSPIM permettant d’acquérir plusieurs spectres EELS en différents points de

l’échantillon, analyse semi-automatisée des spectres. . . Après discussion avec nous,

les SRRs ont pu être fabriqués par une technique de lithographie électronique adap-

tée pour cette étude EELS. Pendant plus d’un an, différents échantillons de tailles et

de formes légèrement différentes nous ont été fournis par N. Feth pour être analysés

en EELS.

La grandeur mesurée dans une expérience de spectroscopie de perte d’énergie

des électrons a par ailleurs été précisée suite aux travaux théoriques de F. J. García

de Abajo et M. Kociak en 2008 [13]. Il existe en effet un lien entre le signal EELS et

la densité locale d’états électromagnétiques de la particule étudiée projetée suivant

la direction de propagation des électrons incidents (z-EMLDOS). Dans le cas pho-

tonique, la décomposition modale de la EMLDOS est bien connue [14] et s’écrit en

terme des modes propres photoniques dérivés à partir de l’équation de Helmholtz

et qui dépendent de la nature des milieux mis en jeu. Cependant, à mon arrivée

dans le groupe STEM, aucune décomposition modale universelle analogue dans le

cas plasmonique n’existait bien qu’une EMLDOS puisse quand même être définie

formellement dans ce cas. Par ailleurs, l’interprétation de la EMLDOS en terme de

comptage des modes propres valable en photonique ne marche plus en plasmonique

pour des structures dissipatives pour lesquelles ces modes propres sont mal définis.
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Introduction à la partie expérimentale

D’une façon générale, les métamatériaux (le préfixe méta signifie "au-delà" en

grec) sont des structures artificielles dont les propriétés sont très différentes de celles

que l’on peut trouver dans les matériaux naturels ou conventionnels. Par exemple,

une grande réponse magnétique, en général, et une perméabilité négative aux fré-

quences optiques, en particulier, n’apparaissent pas dans les matériaux naturels.

Des applications des métamatériaux ont été proposées, citons par exemple : le ma-

gnétisme artificiel, la fabrication de lentilles parfaites qui permettent d’améliorer la

qualité des images obtenues à travers une lentille ou même la réalisation de capes

d’invisibilité pour des applications militaires (furtivité électromagnétique) [10, 11].

En 1967, V. Veselago prédit théoriquement l’existence de matériaux ayant simul-

tanément une permittivité électrique et une perméabilité magnétique négatives et

donc un indice de réfraction négatif [15]. Le terme de matériaux main-gauche (ou

left-handed media, LH) qu’il utilisa pour désigner ces structures permettait d’ex-

primer le fait que dans ces matériaux, le trièdre formé par le vecteur d’onde d’une

onde électromagnétique, le champ électrique et le champ magnétique tourne "dans

le mauvais sens" par rapport à celui des matériaux conventionnels. D’autres effets

inhabituels ont été rapportés dans ce papier : la loi de Snell-Descartes pour la réfrac-

tion est inversée, l’effet Doppler est inversé, l’effet C̆erenkov est inversé. . . A la fin

des années 90, J. Pendry proposa une réalisation de ces métamatériaux à l’aide d’une

structure périodique formée d’anneaux concentriques fendus appelés split-ring reso-

nators (SRRs) et de fils métalliques parallèles [16, 17, 18]. J. Pendry avait montré en

effet qu’un réseau périodique de fils métalliques parallèles de dimensions bien choi-

sies possède une permittivité négative dans le domaine des fréquences micro-ondes

et qu’un réseau périodique de SRRs permet d’obtenir une perméabilité négative au-

tour d’une certaine fréquence de résonance que l’on peut ajuster pour lui donner une

valeur dans le domaine des micro-ondes. En réunissant ces deux réseaux, il est donc

possible d’obtenir un matériau ayant à la fois une permittivité et une perméabilité

négatives autour de la fréquence de résonance des SRRs. En 2000, D.R Smith et al

se sont inspirés des travaux de J. Pendry pour fabriquer le premier prototype de

matériau main-gauche dans le domaine des fréquences micro-ondes [19].

Quelques années après cette première démonstration expérimentale, un grand nombre
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de publications théoriques et expérimentales ont confirmé, par différentes approches,

l’existence et les propriétés des matériaux ayant un indice de réfraction négatif jus-

qu’aux domaines des très hautes fréquences (fréquences telecom, THz) [20, 21, 12,

22]. Les structures précédentes sont engendrées par la répétition d’un même élément

appelé atome photonique par analogie aux atomes réels qui composent la matière

naturelle. Comme pour les atomes réels, la taille des atomes photoniques est plus pe-

tite que la longueur d’onde du rayonnement incident, mais contrairement aux atomes

réels, leurs propriétés physiques sont entièrement décrites par les équations de Max-

well plutôt que par l’équation de Schrödinger. Un atome réel est entièrement décrit

si l’on connaît les énergies propres et la distribution spatiale des fonctions d’onde de

cet atome. L’accès expérimental à la variation de ces fonctions d’onde à différentes

énergies a été récemment obtenu sur des atomes réels [23, 24]. Avant nos travaux,

une étude exhaustive analogue sur des atomes photoniques n’avait pas été réalisée

dans le visible, bien que la taille de ces atomes soit 1000 fois plus grande que celle

des atomes réels. La spectroscopie optique sous-longueur d’onde nécessaire à cette

étude n’était en effet pas encore suffisamment avancée et la fabrication de structures

aussi petites est techniquement très difficile. Afin de pallier ce manque, nous avons

considéré l’exemple typique des SRRs comme prototype d’atome photonique. Une

caractérisation expérimentale complète de ces atomes photoniques dans le visible

semble particulièrement importante puisque dans ce domaine spectral : les excita-

tions du matériau sont associées à l’excitation des plasmons de surface et de volume

du métal, l’inertie des électrons devient importante, les relations de dispersion de ces

excitations sont très différentes de celles de la lumière dans le vide et dépendent des

rapports d’aspect de la nanostructure [25, 8] et la dissipation d’énergie dans le métal

doit être prise en compte. Le modèle simpliste où le SRR est modélisé par un circuit

électrique LC [12] oublie ainsi complètement la nature plasmonique des excitations

de cet atome photonique [26]. Une collaboration avec l’équipe de M. Wegener (en

particulier N. Feth, KIT, Allemagne) pour la fabrication des échantillons par litho-

graphie électronique compatible avec une étude par spectroscopie de perte d’énergie

des électrons et l’équipe de F. J. García de Abajo (en particulier V. Myroshnychenko,

CSIC, Espagne) pour les simulations numériques retardées, nous a permis d’étudier

quatre petits SRRs de tailles et de forme légèrement différentes par EELS dans le

contexte d’un microscope électronique en transmission à balayage (STEM) et ainsi

de cartographier les premières excitations de surface de SRRs individuels dans le



xvi Préface

domaine spectral du visible et du proche infra-rouge.

Introduction à la partie théorique

Dans les dix dernières années, il y a eu des progrès spectaculaires en nanooptique,

qui décrit le comportement de la lumière à l’échelle du nanomètre et en nanoplas-

monique qui décrit le comportement des plasmons à l’échelle du nanomètre. Ces dis-

ciplines ont bénéficié du développement de nouveaux types de microscopie (SNOM,

PSTM, PEEM. . . ) et de spectroscopie de champ proche (cathodoluminescence ou

CL, EELS. . . ) avec une résolution spatiale bien en dessous de la longueur d’onde

du rayonnement incident. Lorsque ces techniques sont appliquées à des structures

photoniques ou plasmoniques, la grandeur mesurée est liée aux modes propres de ces

structures. Il est connu depuis longtemps que le SNOM est une mesure de la den-

sité locale d’états électromagnétiques (EMLDOS) [14] de la particule étudiée. Cette

relation a ensuite été étendue dans le cas de structures plasmoniques en SNOM,

PSTM, EELS et CL. En photonique, la EMLDOS a une définition très intuitive :

en chaque point de l’espace, pour une énergie donnée et pour une polarisation du

champ électrique donnée, la EMLDOS est la somme sur tous les modes propres, cha-

cun associé à une énergie propre, du module au carré du champ électrique pondéré

par une fonction delta piquée à l’énergie du mode. La EMLDOS reflète ainsi les va-

riations spatiales de l’excitation considérée. Par ailleurs, les cartes filtrées en énergie

qui sont obtenues par diverses techniques semblent reproduire les variations spa-

tiales des ondes plasmoniques. En même temps, la théorie prédit une relation entre

la EMLDOS et les expériences (SNOM, EELS. . . ) quelque soit la nature des modes

sous-jacents (photon, plasmon. . . ). Il semble donc possible d’étendre la définition

précédente de la EMLDOS à des structures plasmoniques. Cependant, il est utile

de s’interroger sur le sens de la EMLDOS pour des structures dissipatives comme

par exemple des métaux dissipatifs qui sous-tendent des ondes plasmoniques. En

effet, pour de telles structures, les modes propres d’énergie ne sont plus clairement

définis. D’autre part, beaucoup de grandeurs électromagnétiques (module, phase. . . )

peuvent maintenant être mesurées à des échelles sous-longueur d’onde sur des na-

noobjets métalliques, mais la relation entre ces grandeurs et les plasmons n’est pas

encore fermement établie [27]. Par ailleurs, le lien qui existe entre les charges propres

de surface, qui donnent probablement la meilleure définition des modes propres plas-
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moniques, et les champs propres qui sont mesurés expérimentalement vaut la peine

d’être étudié dans le cas des plasmons. En effet, dans le cas photonique, les champs

électrique et magnétique sont directement les quantités d’intérêt ce qui n’est pas

le cas en plasmonique. La définition précise des modes propres plasmoniques pour

des systèmes dissipatifs doit être donnée et la décomposition modale de la EML-

DOS, des différentes fonctions de réponse ainsi que le lien qui existe entre les modes

propres et les mesures expérimentales doivent être compris. Différents points de

vue du même problème semblent avoir été discutés dans les dix dernières années

[28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35], mais aucune théorie générique n’a encore émergé. En

particulier, il n’existe aucun modèle sur la décomposition modale de la EMLDOS

plasmonique dans la limite quasistatique dissipative, c’est-à-dire celle d’intérêt pour

les plasmons de surface localisés.

Dans la partie théorique de ce travail, j’ai proposé une théorie générale des modes

propres plasmoniques dans l’approximation non retardée pour une particule de forme

quelconque plongée dans un milieu supposé infini. Ces modes propres, qui ne dé-

pendent que de la géométrie de la particule étudiée et que j’ai par conséquent appelés

modes propres géométriques, sont des charges et des dipôles distribués à la surface

de la particule. En raison de l’indépendance de ces modes propres vis-à-vis de la

nature des milieux et de l’énergie, ces modes sont parfaitement bien définis dans

le cas de structures dissipatives voire même hautement dissipatives. Une expression

universelle de la EMLDOS, de l’EELS et du SNOM ont pu être exprimées en terme

des modes propres géométriques. Pour la EMLDOS, l’expression obtenue est très

similaire à celle qui apparaît en photonique mais elle n’avait encore jamais été dé-

montrée en plasmonique. Les décompositions modales obtenues pour l’EELS et le

SNOM m’ont permis de préciser les quantités électromagnétiques qui sont mesurées

dans ces expériences. Par ailleurs, j’ai introduit, pour la première fois, une densité

locale d’états pour les modes propres géométriques en raisonnant par analogie avec

la EMLDOS "standard" pour les modes propres photoniques mais dont l’interpréta-

tion en terme de comptage de nombre de modes propres est encore valable pour des

systèmes dissipatifs.
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Introduction aux simulations numériques

Nos expériences EELS ont été complétées par des simulations numériques réali-

sées par notre collaborateur F. J. García de Abajo dans le régime retardé mais aussi

par mes propres simulations numériques réalisées dans l’approximation non retar-

dée. Toutes ces simulations ont été réalisées en utilisant la méthode des éléments

finis de frontière (boundary element method en anglais ou BEM) dérivée des mé-

thodes intégrales. Les recherches bibliographiques que nous avons menées sur cette

méthode ont montré qu’il existe en fait deux formulations du BEM : la formula-

tion directe [36] et la formulation indirecte [37]. Dans la suite, nous considérerons

une particule de forme quelconque en présence d’une densité de charges extérieure

ainsi que les quantités électromagnétiques habituelles (charges, potentiel. . . ). Dans

la formulation directe, le potentiel électrostatique est d’abord déterminé à la surface

de la particule, comme solution d’une équation intégrale, puis il est ensuite déduit

partout dans l’espace. Dans la formulation indirecte, c’est la densité de charges in-

duite à la surface de la particule qui est d’abord déterminée, comme solution d’une

équation intégrale, puis le potentiel est déduit partout dans l’espace à partir de la

densité de charges calculée. Toutes nos simulations numériques ont été réalisées en

utilisant la formulation indirecte du BEM, ce qui nous a permis de calculer la den-

sité de charges à la surface d’une particule de forme quelconque pour chacune de

ses excitations de surface, dans le contexte d’une expérience EELS dans le domaine

des pertes proches (ou SNOM), ainsi que les quantités électromagnétiques d’intérêt

(potentiel, champ électrique. . . ) et les grandeurs expérimentales (EELS et SNOM).

Dans le cas non retardé, les calculs ont été réalisés en utilisant le logiciel commer-

cial COMSOL (version 3.5a) qui ne possède pas, par défaut, d’application dédiée

à l’EELS. Mon travail a donc consisté à implémenter entièrement, dans ce logiciel,

l’équation intégrale BEM portant sur la charge. Ces simulations numériques nous

ont en particulier permis d’interpréter nos résultats expérimentaux sur des split-ring

resonators.

Depuis de nombreuses années, le groupe STEM a largement contribué au déve-

loppement instrumental (STEM, EELS) ainsi qu’à l’écriture des outils de dépouille-

ment des données mais il ne possédait pas encore d’outil de simulations numériques

dédié à l’EELS. Ce travail d’implémentation permet désormais au groupe STEM de

posséder cet outil de simulations numériques dédié à l’EELS dans le domaine des



Préface xix

pertes proches.

Plan du manuscrit

Cette thèse est organisée en quatre grandes parties.

• La partie I est consacrée aux fondements théoriques et expérimentaux nécessaires

à la compréhension de ce manuscrit. Cette partie pourra être négligée pour ceux

qui souhaitent accéder directement aux résultats originaux (parties II, III et IV).

Le chapitre 1 est consacré aux équations de Maxwell dans les milieux matériels

qui décrivent en particulier l’interaction d’un électron avec une particule. Le mé-

canisme de polarisation électronique qui apparaît dans une expérience EELS est

aussi décrit. Les équations de Maxwell et les relations de constitution sont ensuite

données dans l’espace réel et dans l’espace de Fourier. Cela m’a permis d’intro-

duire les notations, les unités et les conventions utilisées dans tout le manuscrit.

Finalement, l’approximation locale dans laquelle les expériences et les calculs ont

été réalisés est décrite de façon très générale. Le chapitre 2 est consacré à dé-

crire la réponse optique d’un solide dans un champ électrique. L’expression de la

permittivité diélectrique d’un gaz d’électrons est dérivée dans le modèle classique

de Drude, c’est-à-dire dans l’approximation des électrons libres et indépendants.

L’expression obtenue sera utilisée ensuite dans la partie IV consacrée à mes tra-

vaux théoriques. Je dérive ensuite les relations de dispersion des ondes longitudi-

nales et transverses qui peuvent exister dans un métal ainsi que celles associées

aux plasmons-polariton créés à l’interface entre deux milieux semi-infinis et à la

surface d’un film mince. Ces relations seront utilisées ensuite dans la partie III

consacrée aux résultats expérimentaux. Dans le chapitre 3, je dérive en détail les

expressions de la probabilité de perte d’énergie d’un électron rapide voyageant

dans un milieu homogène et infini ou en présence d’une particule. Les expressions

sont dérivées entièrement dans le régime retardé et dans l’approximation non re-

tardée en fonction du potentiel ou du champ électrique. Dans le cas non retardé,

les expressions obtenues seront le point de départ pour dériver différentes expres-

sions de la décomposition modale de l’EELS dans la partie IV. Dans le chapitre

4, je décris les deux formulations de la méthode des éléments finis de frontière

(BEM). Afin d’éviter tout malentendu et parce que le BEM est par nature très
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proche de la méthode des éléments finis (FEM), une section est consacrée aux

différences qui existent entre le BEM et le FEM. Le BEM est ensuite comparé

aux méthodes numériques alternatives (FDTD, DDA. . . ) largement rencontrées

en plasmonique. Afin d’introduire le formalisme que nous avons utilisé dans nos si-

mulations numériques, le vocabulaire et les notations du BEM, différents exemples

sont donnés : un exemple trivial à une dimension, un exemple à deux dimensions

et un exemple à trois dimensions dans la formulation directe. Afin de préciser la

méthode que j’ai utilisée dans nos simulations numériques, un autre exemple d’un

problème à trois dimensions est donné dans la formulation indirecte. Finalement,

la dernière section de ce chapitre est consacrée au BEM retardé qui a été utilisée

par nos collaborateurs. Le chapitre 5 est consacré au microscope électronique en

transmission à balayage (STEM) que j’ai utilisé pour les expériences. Après avoir

décrit son fonctionnement, je décris brièvement les différents types d’images que

l’on peut réaliser avec un STEM ainsi que les différentes excitations que l’on peut

étudier en EELS.

• La partie II est consacrée aux métamatériaux et à leurs applications. Cette

partie originale, permet de situer les particules que nous avons étudiées dans le

contexte très général des métamatériaux. Dans le chapitre 6, je définis brièvement

ce que sont les métamatériaux puis je décris plus précisément ceux ayant un indice

de réfraction négatif (matériaux LH). Je montre alors que la vitesse de phase et la

vitesse de groupe d’une onde électromagnétique qui se propage dans un milieu LH

ont un sens opposé. Les conditions de continuité du champ électrique et du champ

magnétique à l’interface entre un milieu LH et un milieu conventionnel sont aussi

données. Dans le chapitre 7, je décris plusieurs effets inhabituels qui apparaissent

dans les milieux LH comme par exemple l’inversion de l’effet Doppler ou l’inver-

sion de l’effet C̆erenkov. J’explique aussi comment une lentille fabriquée dans un

matériau LH permet d’imager les détails sous-longueur d’onde d’un objet. Dans

le chapitre 8, je décris brièvement quelques résultats expérimentaux rapportés

dans la littérature concernant les split-ring resonators (SRRs) étudiées d’abord

dans le domaine des micro-ondes puis, quelques années après, dans le domaine des

très hautes fréquences. Ce chapitre permet de mieux appréhender les phénomènes

physiques qui ont lieu dans un SRR.

• La partie III est consacrée à nos résultats expérimentaux obtenus par spectro-

scopie de perte d’énergie des électrons sur des SRRs individuels dans le domaine
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spectral du visible et du proche infra-rouge. Le chapitre 9 reprend à titre intro-

ductif, le chapitre 6 consacré aux métamatériaux. Dans le chapitre 10, je décris

la méthode de lithographie électronique utilisée pour fabriquer les SRRs ainsi

que la méthode utilisée dans nos simulations numériques. Les résultats de nos

expériences sont finalement décrits et discutés dans le chapitre 11.

• La partie IV est consacrée à mes développements théoriques. Cette partie est

entièrement originale et pourra être lue indépendamment des autres parties de ce

manuscrit. Dans le chapitre 12, je décris le problème qui apparaît lorsque nous sou-

haitons étendre l’interprétation de la EMLDOS bien connue en photonique dans

le cas plasmonique, ce qui motive naturellement mes développements théoriques.

Dans le chapitre 13, je définis, en m’appuyant sur d’anciens travaux, un nouveau

type de modes propres appelés modes propres géométriques d’une particule. Dans

le chapitre 14, je dérive différentes expressions équivalentes des fonctions de ré-

ponse standards de l’électromagnétisme (fonction de Green scalaire et dyade de

Green) en terme des modes propres géométriques. Finalement, je définis une nou-

velle fonction de Green associée à l’équation BEM et exprimée en terme des modes

propres géométriques seulement. Dans le chapitre 15, je dérive pour la première

fois, une expression universelle de la EMLDOS pour un système plasmonique

sous la forme d’une décomposition modale écrite en terme des modes propres

géométrique que je compare ensuite à la EMLDOS bien connue en photonique.

Finalement, la densité locale d’états géométriques d’une particule est ensuite dé-

finie formellement à partir de la fonction de Green géométrique. Dans le chapitre

16, différentes expressions équivalentes de l’EELS et du SNOM sont dérivées et

écrites en terme des modes propres géométriques, ce qui m’a permis de préciser

les quantités mesurées dans ces expériences et en particulier d’interpréter la délo-

calisation du signal inélastique due à l’interaction coulombienne. Finalement, la

perte de cohérence spatiale des modes propres géométriques est discutée.

Afin de simplifier la lecture du manuscrit, j’ai reporté en annexe un certain

nombre de démonstrations.

• L’annexe A est consacrée aux fonctions de Green et à la formulation intégrale de

l’équation de Poisson. Les expressions dérivées ici seront le point de départ de

la méthode des éléments finis de frontière qui a été utilisée dans nos simulations
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numériques.

• Dans l’annexe B, je précise la méthode utilisée par notre collaborateur pour réa-

liser les simulations numériques BEM retardé qui ont complétées nos propres

expériences.

• Dans l’annexe C, je dérive l’expression de la fonction de Green pour le potentiel

en présence d’une interface planaire infinie, d’une particule sphérique ou d’une

particule cylindrique en utilisant une méthode très souvent rencontrée dans la

littérature.

• Dans l’annexe D, j’explique, sous forme de tutoriel, les différentes étapes que

j’ai utilisées pour configurer le logiciel COMSOL utilisé dans nos simulations nu-

mériques. Les difficultés rencontrées y sont brièvement décrites. Le but de cette

annexe est de permettre aux futurs doctorants d’accéder plus rapidement à la

partie numérique de mon travail de thèse.

• Dans l’annexe E, je reprends le calcul de la fonction de Green scalaire pour le

potentiel en présence d’une interface planaire infinie, d’une particule sphérique

ou d’une particule cylindrique mais cette fois-ci en utilisant le formalisme de la

décomposition modale que j’ai développé pendant ma thèse. De la même façon,

l’expression de la dyade de Green pour le champ électrique en présence d’une

interface planaire infinie est aussi dérivée.

• Dans l’annexe F, les expressions de l’EELS (en présence d’une interface planaire,

d’une sphère ou d’un cylindre) et du SNOM (en présence d’une interface planaire

ou d’une sphère) sont dérivées en utilisant le formalisme de la décomposition

modale.

• Dans l’annexe G, je montre, pour la première fois, que le champ électrique associé

à un mode propre géométrique peut être normalisé dans tout l’espace.

• Dans l’annexe H, la première relation de Kramers-Kronig est utilisée pour cal-

culer l’intégrale sur l’énergie des fonctions de réponse qui apparaissent dans ce

manuscrit.



Première partie

Fondations théoriques et

expérimentales





Chapitre 1

Equations de Maxwell dans les

milieux matériels

Lorsque vous avez éliminé

l’impossible, ce qui reste, si

improbable soit-il, est

nécessairement la vérité.

Le Signe des quatre

sir Arthur Conan Doyle

D
ans les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS)

que nous avons réalisées sur des split-ring resonators (SRRs) (et qui seront

décrites dès le chapitre 10), l’interaction des électrons avec la particule étudiée est

entièrement décrite classiquement par les équations de Maxwell. Dans ce chapitre

nous rappelons, de façon synthétique, les principaux résultats concernant les équa-

tions de Maxwell dans les milieux matériels ainsi que les mécanismes de polarisation

électronique et d’aimantation de ces milieux, ce qui nous permettra d’introduire les

notations, le vocabulaire, les conventions et les hypothèses qui seront ensuite utilisés

dans ce manuscrit.

Les équations de Maxwell permettent de décrire la propagation d’une onde élec-

tromagnétique dans les milieux matériels à condition d’inclure toutes les sources du

champ électromagnétique. Il faudra tenir compte des courants macroscopiques ex-

térieurs que l’expérimentateur peut faire varier à volonté et que l’on appelle charges

(ou courants) libres (à ne pas confondre avec les "charges libres" d’un métal) ou plus

simplement charges extérieures ET de tous les courants qui décrivent les transports

de charges dans la matière et que l’on appelle charges (ou courants) liées et qui

peuvent contribuer à la propagation d’une onde électromagnétique. La présence de

toutes ces charges liées dans la matière rend évidement le problème extrêmement
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complexe et la détermination du champ électromagnétique microscopique (ou intra-

atomique) est impossible. Les seules quantités accessibles sont en fait des moyennes

d’ensemble à l’échelle macroscopique du champ électromagnétique créé. Il s’agit donc

de dériver les champs à l’échelle macroscopique à partir des champs ayant une échelle

de variation microscopique. Ces moyennes devront être évaluées sur une échelle s0

très grande par rapport aux dimensions atomiques mais très petite par rapport à

la longueur d’onde λ du rayonnement considéré (typiquement a0 ≪ s0 ≪ λ où

a0 ≈ 0.5 nm est le rayon de Bohr). Ces inégalités sont valides pour les expériences

EELS que nous avons réalisées dans le domaine énergétique de l’électron-volt (voir

le chapitre 10) 1. Les équations de Maxwell obtenues décrivant les champs moyennés

seront les équations de Maxwell habituelles (voir la section 1.3), à condition d’y faire

intervenir des densités de charges et de courants macroscopiques dérivées à partir

des densités de polarisation. A partir de maintenant, nous supposerons que le champ

appliqué est assez faible pour que la réponse du milieu soit linéaire (voir la section

1.3.2).

1.1 Polarisation électronique d’un milieu matériel

Plongé dans un champ électrique (par exemple celui créé par une densité de

charges extérieure), un milieu matériel se polarise : chaque volume mésoscopique

dV de ce milieu acquiert un moment dipolaire électrique dp(r, t) = P (r, t)dV où

P (r, t) est appelé vecteur polarisation du milieu. L’étude du champ électromagné-

tique dans un milieu matériel est facilitée en remplaçant le milieu polarisé par [38]

⊲ une densité volumique de charges de polarisation : ρpol(r, t) = −∇P (r, t) ;

⊲ une densité surfacique de charges de polarisation : σpol(s, t) = n · P où n est le

vecteur normal orienté vers l’extérieur du milieu considéré ;

⊲ une densité volumique de courants de polarisation : Jpol(r, t) =
∂P (r, t)

∂t
.

1. Cependant, l’influence des champs locaux peut devenir important et la prise en compte de ces
champs dans les calculs théoriques est alors nécessaire pour expliquer les spectres expérimentaux
de perte d’énergie des électrons obtenus par exemple sur des oxydes d’Hafnium pour des énergies
au-delà de 30 eV (résultats expérimentaux et théoriques non encore publiés).
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Le champ électrique total est alors la superposition du champ électrique initial et

du champ électrique induit, c’est-à-dire celui créé par ρpol et σpol.

Le mécanisme de polarisation électronique 2 apparaît dans une expérience EELS

et est responsable de la perte d’énergie des électrons incidents de l’expérience. Le

champ électrique des électrons incidents va en effet polariser en surface et en volume

la particule étudiée créant ainsi une densité surfacique de charges σpol à sa surface

et une densité volumique de charges ρpol à l’intérieur. Le champ électrique créé à

la fois par σpol et ρpol qui s’exercera sur les électrons incidents sera responsable de

leur perte d’énergie 3. Les simulations numériques que nous avons réalisées nous ont

permis de calculer σpol dans le contexte d’une expérience EELS et d’interpréter nos

propres résultats expérimentaux obtenus sur des SRRs (voir la section 10.3 et le

chapitre 11).

1.2 Aimantation d’un milieu matériel

Bien que nous n’ayons pas étudié de matériaux magnétiques 4, nous discutons ici

à titre indicatif du mécanisme d’aimantation qui a lieu pour des matériaux magné-

tiques. Plongé dans un champ magnétique (par exemple celui créé par une densité

de courants extérieure), un milieu matériel s’aimante : chaque volume mésoscopique

dV de ce milieu acquiert un moment dipolaire magnétique dM(r, t) = M(r, t)dV

où M(r, t) est appelé vecteur aimantation du milieu. L’étude du champ électroma-

gnétique dans un milieu matériel est facilitée en remplaçant le milieu aimanté par [38]

⊲ une densité volumique de courants d’aimantation : Jm(r, t) = ∇×M(r, t) ;

⊲ une densité surfacique de courants d’aimantation : Jsm = M × n où n est le

vecteur normal orienté vers l’extérieur du milieu considéré.

2. En fait dans un milieu matériel quelconque, il existe trois types de polarisation : la pola-
risation électronique, la polarisation ionique et la polarisation d’orientation. Dans les matériaux
que nous avons étudiés par EELS dans le domaine énergétique de l’électron-volt, le mécanisme de
polarisation électronique est le plus important et donc nous ne discuterons que de ce mécanisme
dans la suite de ce manuscrit en oubliant les autres types de polarisation.

3. Plus précisément, σpol sera liée à l’excitation des plasmons de surface de la particule et ρpol à
l’excitation des plasmons de volume des milieux traversés par les électrons incidents (ces excitations
seront décrites plus loin dans le manuscrit).

4. Nous verrons que les split-ring resonators (SRRs) que nous avons étudiés exhibent cependant
un moment magnétique artificiel alors que le milieu constituant les SRRs est non magnétique.
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Le champ magnétique total est alors la superposition du champ magnétique initial

et du champ magnétique induit, c’est-à-dire celui créé par Jm, Jsm et Jpol.

1.3 Equations de Maxwell macroscopiques

1.3.1 Equations de Maxwell dans l’espace réel

Ici nous utilisons le système d’unité CGS (gaussien) pour décrire les champs

électromagnétiques. Dans un milieu matériel, nous pouvons utiliser les équations de

Maxwell dans le vide, à condition de tenir compte des densités volumiques de charges

de polarisation et des densités de courants de polarisation et d’aimantation induites

dans ce milieu. Afin de ne faire apparaître dans ces équations que les charges et

courants extérieurs (c’est-à-dire ce qui est connu et imposé par l’expérimentateur),

nous devons introduire le vecteur déplacement électrique qui est lié à la polarisation

du milieu par la relation D(r, t) = E(r, t) + 4πP (r, t) et le vecteur excitation

magnétique qui est lié à l’aimantation du milieu (lorsque le milieu est magnétique)

par la relation H(r, t) = B(r, t)− 4πM(r, t). Les équations de Maxwell s’écrivent

dans le milieu [38]







∇×E(r, t) = −1
c

∂B(r, t)
∂t

(1.1a)

∇×H(r, t) =
4π
c

J ext(r, t) +
1
c

∂D(r, t)
∂t

(1.1b)

∇ ·D(r, t) = 4πρext(r, t) (1.1c)

∇ ·B(r, t) = 0, (1.1d)

où E est le champ électrique, D est le déplacement électrique, H est l’excitation

magnétique (aussi appelé champ magnétique), B est l’induction magnétique, J ext

est la densité de courants extérieure et ρext est la densité de charges extérieure.

Equation de continuité. En combinant les équations (1.1b) et (1.1c) et en tenant

compte du fait que ∇ · (∇×H) = 0, on obtient l’équation de continuité

∂ρext(r, t)
∂t

+∇ · J ext(r, t) = 0, (1.2)
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qui traduit la conservation de la charge électrique 5.

1.3.2 Relations de constitution pour un milieu linéaire et

dispersif

Les équations de Maxwell ne permettent pas à elles seules de déterminer les

différents champs existant dans le milieu même si les densités de charges et de

courants extérieures sont connues. Pour résoudre ces équations, il faut leur adjoindre

les relations qui relient les champs E, H , D et B entre eux (ces relations sont

appelées relations de constitution). Dans un milieu, que l’on supposera linéaire et

non chiral, elles s’écrivent

D(r, t) =
∫

dr′
∫

dt′ ¯̄ǫ(r − r′, t− t′)E(r′, t′) (1.3)

B(r, t) =
∫

dr′
∫

dt′ ¯̄µ(r − r′, t− t′)H(r′, t′), (1.4)

où ¯̄ǫ et ¯̄µ sont des tenseurs 3× 3 pour un milieu anisotrope, appelés respectivement

tenseur de permittivité et tenseur de perméabilité et qui sont complexes si le milieu

est dissipatif 6. Pour un milieu isotrope, ces tenseurs sont proportionnels au tenseur

unité et peuvent donc s’identifier à des scalaires. Dans la suite de ce manuscrit,

nous supposerons que les milieux sont isotropes et nous noterons simplement ǫ et µ

respectivement la permittivité et la perméabilité scalaire des milieux considérés. La

relation (1.3) (ou (1.4)) montre que le déplacement électrique D (ou B) à l’instant

t dépend du champ électrique E (ou du champ magnétique H) à tous les instants t′

précédant t (dispersion temporelle), c’est-à-dire qu’il existe une relation non locale

entre D et E. Le déplacement en un point r dépend aussi de la valeur du champ

électrique en tous les points voisins r′ (dispersion spatiale). Dans la section 1.3.5,

nous discuterons le cas où ces relations peuvent être rendues locales (approximation

locale) et qui correspondent en fait à la situation rencontrée dans nos expériences.

5. Notons que les équations de Maxwell (1.1a-1.1d) écrites dans l’espace réel sont des équations
aux dérivées partielles et par conséquent sont non locales. Nous verrons en 1.3.4 que ces équations
deviennent strictement locales dans l’espace de Fourier.

6. Dans le contexte de la théorie de la réponse linéaire, ¯̄ǫ et ¯̄µ sont les fonctions de réponse
en espace et en temps du milieu soumis respectivement à un champ électrique et à un champ
magnétique.
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Equation de Helmholtz. En combinant les équations (1.1a) et (1.1b) dans un

milieu non magnétique (µ = 1) et de permittivité diélectrique locale ǫ(ω) et en

l’absence de courant extérieur (J ext(r, t) = 0) puis en utilisant l’identité vectorielle

∇×∇×E = ∇(∇ ·E)−∆E = −∆E, (1.5)

où on a utilisé le fait que ∇ · E = 0 (absence de source), on obtient l’équation de

Helmholtz (équation de propagation du champ électrique)

∆E(r, t) =
ǫ(ω)
c2

∂2E(r, t)
∂t2

. (1.6)

Cette équation sera utilisée dans le chapitre 7 consacré aux métamatériaux.

1.3.3 Relations de continuité à l’interface entre deux mi-

lieux

Les équations de Maxwell précédentes permettent de déterminer les relations de

continuité associées aux champs E, H , D et B à l’interface entre deux milieux. A

la surface de séparation entre deux milieux 1 et 2, on a [38] :

– continuité de la composante tangentielle de E :

n12 × (E2 −E1) = 0; (1.7)

– discontinuité de la composante tangentielle de H :

n12 × (H2 −H1) =
4π
c

J ext
s ; (1.8)

– discontinuité de la composante normale de D :

n12 · (D2 −D1) = 4πσext; (1.9)

– continuité de la composante normale de B :

n12 · (B2 −B1) = 0, (1.10)
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où σext et J ext
s sont respectivement la densité de charges et de courants extérieurs

distribués sur la surface de séparation entre les deux milieux et n12 est le vecteur

normal à la surface dirigé du milieu 1 vers le milieu 2.

1.3.4 Equations de Maxwell dans l’espace de Fourier

Afin de dériver les relations de dispersion des ondes longitudinale et transverse

qui peuvent exister dans un solide [voir Eq. (2.9)] et aussi pour simplifier la dis-

cussion sur l’approximation locale (voir la section 1.3.5), nous avons besoin d’écrire

les équations de Maxwell et les relations de constitution dans l’espace de Fourier.

Les conventions utilisées dans ce manuscrit pour définir les transformées de Fourier

spatiale et temporelle d’une fonction sont les suivantes :

⊲ pour une fonction temporelle







f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
dω f(ω)e−iωt (1.11a)

f(ω) =
∫ +∞

−∞
dt f(t)eiωt, (1.11b)

⊲ pour une fonction spatiale







g(r) =
1

(2π)3

∫ +∞

−∞
dk g(k)eik·r (1.12a)

g(k) =
∫ +∞

−∞
dr g(r)e−ik·r (1.12b)

et une combinaison de ces conventions pour une fonction à la fois spatiale et tempo-

relle. On notera E(k, ω), H(k, ω), B(k, ω) et D(k, ω) les transformées de Fourier

spatiale et temporelle de E(r, t), H(r, t), B(r, t) et D(r, t) respectivement. Le pas-

sage d’une représentation à une autre se fait en utilisant les conventions (1.11) et

(1.12)
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





E(k, ω) =
∫ +∞

−∞
dr

∫ +∞

−∞
dt E(r, t)e−i(k·r−ωt) (1.13a)

E(r, t) =
1

(2π)4

∫ +∞

−∞
dk

∫ +∞

−∞
dω E(k, ω)ei(k·r−ωt), (1.13b)

où nous avons utilisé la même notation pour le champ décrit dans l’espace réel et

ce même champ décrit dans l’espace de Fourier pour ne pas alourdir les notations.

L’équation (1.13) nous permet d’exprimer les équations de Maxwell dans l’espace

de Fourier 7







k ×E(k, ω) =
ω

c
B(k, ω) (1.14a)

k ×H(k, ω) = −i4π
c

J ext(k, ω)− ω

c
D(k, ω) (1.14b)

k ·D(k, ω) = −4πiρext(k, ω) (1.14c)

k ·B(k, ω) = 0. (1.14d)

Equation de Helmholtz dans l’espace des fréquences angulaires. En com-

binant les équations (1.1a) et (1.1b) dans un milieu non magnétique (µ = 1) de

permittivité diélectrique ǫ(r, ω) (dans l’espace des fréquences angulaires), on ob-

tient l’équation de Helmholtz 8 qui décrit la propagation du champ électrique dans

l’espace des fréquences angulaires et en présence d’un courant extérieur

∇×∇×E(r, ω)− ω2

c2
ǫ(r, ω)E(r, ω) =

4π
c2
iωJ ext(r, ω). (1.15)

Cette équation sera utilisée dans le chapitre 3 consacré à la perte d’énergie d’un

électron rapide en présence d’un milieu matériel.

Par ailleurs, les relations de constitution (1.3) et (1.4) deviennent dans l’espace

de Fourier (le produit de convolution dans l’espace réel devient un produit algébrique

dans l’espace de Fourier)

7. Alors que les équations de Maxwell sont non locales dans l’espace réel, les expressions (1.14a-
1.14d) montrent qu’elles deviennent strictement locales dans l’espace de Fourier.

8. La dérivée
∂Jext(r, t)

∂t
devient simplement −iωJext(r, ω) dans l’espace des fréquences angu-

laires.
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D(k, ω) = ǫ(k, ω)E(k, ω) (1.16)

B(k, ω) = µ(k, ω)H(k, ω). (1.17)

1.3.5 Approximation locale

La relation de constitution (1.16) 9 montre que la permittivité diélectrique dépend

à la fois du vecteur d’onde k et de la fréquence angulaire ω. En particulier, cela

signifie, que le déplacement électrique en un point r dépend du champ électrique

partout autour de r. Nous pouvons cependant imposer une réponse spatialement

locale en écrivant, dans l’espace réel

ǫ(r − r′) = δ(r − r′)ǫ(t− t′), (1.18)

ce qui conduit, dans l’espace de Fourier à

D(k, ω) = ǫ(ω)E(k, ω) (1.19)

au lieu de la relation (1.16). Puisque

ǫ(ω) = lim
k→0

ǫ(k, ω), (1.20)

avec |k| = 2π/λ, où λ est la longueur d’onde du rayonnement du problème, l’ap-

proximation locale est valide dans le régime des grandes longueurs d’onde. Plus pré-

cisément, cette approximation est valable lorsque la variation spatiale des champs est

petite comparée au libre parcours moyen des électrons dans le milieu, ce qui sera tou-

jours le cas pour un métal (l ≈ 100 Å) dans le domaine du visible (λ ∼ 103− 104 Å).

Dans la section 5.2, nous préciserons encore ces hypothèses en terme de vecteur

d’onde transféré au milieu par la source extérieure et la validité de l’approxima-

tion locale dans le contexte des expériences de spectroscopie de perte d’énergie des

électrons que nous avons menées.

9. Les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons, comme celles que nous
avons réalisées et qui nous intéressent ici, ne sont sensibles qu’au champ électrique excitateur, nous
ne reparlerons désormais plus de la relation de constitution (1.17) qui fait intervenir le champ
magnétique. Une description de (1.17) ainsi que de la perméabilité magnétique peut être trouvée
par exemple dans [39].





Chapitre 2

Réponse optique d’un solide

soumis à un champ électrique

La logique sauve l’ennui.

La ligue des rouquins

sir Arthur Conan Doyle

2.1 Modèle classique de Drude-Sommerfeld

Le modèle de Drude-Sommerfeld que nous avons utilisé dans nos simulations

numériques décrit classiquement et simplement la réponse optique des électrons

contenus à l’intérieur d’un solide. Ce modèle est particulièrement bien adapté pour

décrire la réponse optique d’un métal dans le domaine infra-rouge. Il permet d’ob-

tenir l’expression de la permittivité diélectrique du gaz d’électrons en fonction de

la fréquence angulaire du champ électrique excitateur [40]. Comme cette expression

sera réutilisée dans le chapitre 15, nous allons ici la dériver en détaillant les étapes

de la démonstration. Les électrons seront décrits classiquement, c’est-à-dire qu’ils se-

ront représentés par une particule ponctuelle confinée à l’intérieur du volume limité

par l’extension du solide. Nous supposerons que les charges positives responsables

de la neutralité du métal sont immobiles. Nous supposerons de plus que les électrons

sont ralentis à cause des collisions au sein du solide mais qu’entre deux collisions les

électrons n’interagissent ni entre eux (approximation des électrons indépendants) ni

avec les charges positives (approximation des électrons libres). Tous les calculs se-

ront effectués dans l’approximation locale (k = 0) et pour rendre plus "académique"

cette section, nous considérerons une composante sinusoïdale du champ électrique

de la forme E(t) = E0e
−iωt. Le principe fondamental de la dynamique permet de
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décrire classiquement le mouvement d’un électron dans le milieu 1

me
d2r(t)
dt2

+meΓ
dr(t)
dt

= eE0e
−iωt, (2.1)

où me et e sont respectivement la masse et la charge effective d’un électron dans le

solide. Le terme en Γdr
dt

est un terme de frottement visqueux qui rend compte des

différents processus de diffusion des électrons dans le solide et donc de leur amortis-

sement 2.

En supposant que r(t) = r0e
−iωt, l’équation (2.1) donne

r0 =
−e

meω2 + iωmeΓ
E0. (2.2)

On en déduit l’expression de la polarisation du milieu : P = ner où n est la densité

électronique dans le solide

P0e
−iωt =

−ne2

meω2 + iωmeΓ
E0e

−iωt. (2.3)

La permittivité diélectrique ǫ(ω) du solide, définie ici par la relation P0 =
1

4π
[ǫ(ω)− 1] E0,

s’obtient alors facilement par identification avec (2.3) :

ǫ(ω) = 1− ω2
p

ω(ω + iΓ)
(2.4)

= 1− ω2
p

ω2 + Γ2
+ i

Γω2
p

ω(ω2 + Γ2)
, (2.5)

où nous avons posé ωp =
√

4πne2

me
(appelée pulsation plasma ou pulsation plasma

électrique pour insister sur son lien avec le champ électrique). Dans la section 2.9,

nous verrons que cette pulsation est en fait la pulsation (classique) des ondes longi-

tudinales qui peuvent se propager dans le milieu et qui peut être mesurée dans une

expérience de spectroscopie de perte d’énergie des électrons.

1. On utilise toujours le système d’unité CGS.
2. Le terme d’amortissement Γ est en fait lié au libre parcours moyen l des électrons dans le

solide entre deux collisions : Γ = vf/l (vf : vitesse de Fermi).
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2.1.1 Modèle classique de Drude-Lorentz pour les transi-

tions interbandes

Le modèle précédent décrit très bien les propriétés optiques des métaux dans le

domaine infra-rouge mais ne permet pas de décrire correctement ce qui se passe dans

le domaine du visible où les électrons de cœur du métal peuvent être excités vers

la bande de conduction (transition interbande). La réponse optique de ces électrons

peut cependant être modélisée en reprenant le modèle précédent mais en ajoutant

une "force de rappel" f = −αr (α > 0) dans l’équation du mouvement des électrons

de cœur

m̃e
d2r(t)
dt2

+ m̃eγ
dr(t)
dt

+ αr = eE0e
−iωt, (2.6)

où m̃e est maintenant la masse effective des électrons de cœur et γ décrit l’amortis-

sement radiatif de ces électrons. Par une démonstration analogue à celle que nous

avons utilisée précédemment, on trouve l’expression de la permittivité diélectrique

locale associée aux électrons de cœur

ǫinterbande(ω) = 1 +
ω̃2

p

(ω2
0 − ω2)− iγω (2.7)

= 1 +
ω̃2

p(ω2
0 − ω2)

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

+ i
γω̃2

pω
2

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

, (2.8)

où nous avons posé ω̃p =
√

4πñe2

m̃e
(ñ est la densité électronique des électrons de

cœur).

2.2 Ondes longitudinales et transverses dans un

gaz d’électrons

Dans les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons qui sont

réalisées sur des nanoparticules, une partie de l’énergie perdue par les électrons inci-

dents est due à l’excitation d’ondes électromagnétiques longitudinales dans tous les

milieux traversés par ces électrons et pour lesquelles la direction du champ électrique

est parallèle au vecteur d’onde de l’onde. Ces ondes longitudinales sont appelées plas-
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mons de volume et peuvent apparaître aussi bien dans un milieu idéalement infini

ou limité par une surface (nanoparticule. . . ). Ici, nous montrons qu’en plus de ces

ondes longitudinales, il peut exister dans le milieu des ondes électromagnétiques

transverses pour lesquelles la direction du champ électrique est perpendiculaire au

vecteur d’onde de l’onde. Les relations de dispersion (relations ω(k)) associées aux

ondes longitudinales et transverses seront dérivées et les résultats que l’on peut ob-

tenir aussi par un traitement quantique seront aussi brièvement mentionnés pour

les ondes longitudinales ce qui nous permettra de discuter de nouveau plus loin de

l’approximation locale dans le contexte des expériences de spectroscopie de perte

d’énergie des électrons.

On s’intéresse ici à la propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu

isotrope, infini et non magnétique décrit par la permittivité diélectrique locale de

Drude (2.4). Nous négligerons dans un premier temps l’influence des collisions dans

le milieu et donc la dissipation puis nous la prendrons en compte, ce qui reviendra

à ajouter une "force de frottement" dans l’équation du mouvement des électrons. En

faisant le produit vectoriel de (1.14a) avec k, en utilisant l’équation (1.14b) et le

fait que le milieu est non magnétique (M = 0 et donc H = B) et qu’il n’y a pas

de courant extérieur (J ext = 0) 3, on obtient l’équation de propagation du champ

électrique dans l’espace de Fourier

k × k ×E(k, ω) =
1
c2

(ω2 − ω2
p)E(k, ω), (2.9)

où ωp =
√

4πne2

me
et où la permittivité diélectrique de Drude locale (2.4) avec Γ = 0

a été utilisée.

En projetant la relation (2.9) dans la direction du vecteur d’onde k puis dans le plan

perpendiculaire au vecteur d’onde, on obtient séparément les équations qui décrivent

3. Dans ce système il n’y a en effet que les "charges internes" qui se déplacent sous l’effet du
champ électrique. Ces charges internes sont incluses dans la définition de ǫ et ne doivent donc pas
être considérées comme des charges "extérieures".
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la partie longitudinale et transverse du champ électrique







(ω2 − ω2
p)E‖ = 0 (2.10a)

(ω2 − ω2
p)E⊥ = k2c2E⊥. (2.10b)

Ondes longitudinales. L’expression (2.10a) montre que l’existence d’une onde lon-

gitudinale dans le milieu, appelée oscillation plasma ou plasmon de volume dans le

contexte de la plasmonique, est soumise à la condition

ω = ωp (traitement classique), (2.11)

c’est-à-dire que ces ondes ne dispersent pas dans l’approche classique que nous ve-

nons de faire. Dans l’approche quantique, la fonction d’onde du plasmon de volume

peut être vue comme une somme cohérente de fonctions d’onde associées à des ex-

citations électrons/trous. En supposant que les paires électrons/trous de moment

cinétique différent ne sont pas couplées et en négligeant le potentiel d’échange (ap-

proximation de la phase aléatoire, RPA), la relation non dispersive ω = ωp précé-

dente devient dispersive [41]

ω ≈
√

ω2
p +

3
5
v2

fq
2 (traitement quantique RPA), (2.12)

où les termes en q4 et plus ont été négligés 4. La relation de dispersion (2.12) est re-

présentée en Fig. 2.1. Dans les expériences EELS que nous avons menées, le moment

transféré q sera toujours très inférieur à kf (vecteur d’onde de Fermi) et on pourra

considérer que le mode plasmon de volume ne disperse pas (voir Fig. 2.1).

Ondes transverses. L’expression (2.10b) montre que lorsque ω 6= ωp, la partie

longitudinale de l’onde est nulle mais qu’une onde transverse traverse le milieu à la

condition que

k2c2 = ω2 − ω2
p (sans dissipation). (2.13)

Dans la zone ω < ωp, k devient imaginaire pure et le milieu n’est pas transparent :

lorsque le milieu est limité par une surface, une onde arrivant sur celui-ci sera totale-

4. Nous notons q le moment transféré afin d’utiliser les mêmes notations que celles qui appa-
raissent dans la théorie quantique des champs dans laquelle (2.12) est dérivée.
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 p

plasmon de volume

q
q
c 2kf

vf q

continuum

quasi Älectrons/trous



Figure 2.1 – En rouge : courbe de dispersion du plasmon de volume obtenue en utilisant
un traitement quantique dans l’approximation de la phase aléatoire (RPA). Le plasmon
de volume ne disperse quasiment pas tant que q ≪ kf . En vert : courbe de dispersion du
plasmon de volume obtenue en utilisant un traitement purement classique (voir 2.11). Le
plasmon de volume ne disperse jamais classiquement pour n’importe quel moment trans-
féré.

ment réfléchie et donnera naissance à une onde évanescente s’étendant sur quelques

longueurs d’onde de part et d’autre de la surface du milieu. Dans la zone ω > ωp,

le milieu est transparent et l’onde pourra se propager dans celui-ci. La relation de

dispersion (2.13) est représentée en Fig. 2.2 (a)

Pour la solution longitudinale, l’effet des collisions (et donc de la dissipation) dans

le milieu induit une décroissance exponentielle de l’amplitude des oscillations. Pour

la solution transverse, la relation de dispersion (2.13) est modifiée et devient

k2c2 = ω2 − ωω2
p

ω + iΓ
(avec dissipation), (2.14)

et k devient une quantité complexe dont la partie réelle décrit la propagation de

l’onde dans le milieu et la partie imaginaire décrit son amortissement.
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k

ω =
kc

√

ε(ω)

T

ω = kc

L ω = ωp



(a)

k

ω = ω0

T

ω =
kc

√

ε(ω)

ω =

√

ω2
0 + ω2

pL

ω = kc

ω =
kc

√

ε(ω=0)



(b)

Figure 2.2 – (a) Allures des courbes de dispersion dans un métal, décrit par le modèle
de Drude (2.4), associées aux ondes longitudinales (notées L et représentées en noir) et
aux ondes transverses (notées T et représentées en rouge). (b) Allures des courbes de
dispersion des ondes longitudinales et transverses dans un métal décrit par le modèle de
Drude (2.7) incluant une transition interbande à ω0. La courbe de dispersion de la lumière
est représentée en vert.
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2.3 Plasmons-polariton de surface

Les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) qui

sont réalisées sur des nanoparticules métalliques pour des pertes d’énergie de l’ordre

l’eV mettent en jeu, en plus des excitations de volume dont nous avons parlé dans la

section précédente, des excitations de surface appelées plasmons-polariton de surface

et qui sont des ondes électromagnétiques se propageant à la surface des nanoparti-

cules et qui sont évanescentes de part et d’autre de cette surface 5. Les propriétés

optiques des nanoparticules métalliques sont en fait entièrement déterminées par

celles de leur plasmon de surface (énergie, distribution spatiale, relations de dis-

persion. . . ) [7, 8]. Afin de pouvoir interpréter nos propres résultats expérimentaux

obtenus en EELS sur des split-ring resonators (voir la partie 11), nous allons dériver

ici la relation de dispersion associée aux plasmons-polariton de surface d’abord dans

le cas "académique" d’une interface planaire séparant deux milieux semi-infinis puis

nous donnerons les résultats dans le cas plus réaliste d’un film mince. Les calculs

seront effectués dans le régime retardé et les milieux seront décrits par une permit-

tivité diélectrique de Drude locale sans dissipation. Le comportement des relations

de dispersion obtenues dans l’approximation non retardée sera ensuite étudié.

2.3.1 Plasmons-polariton à l’interface entre deux milieux

semi-infinis

Considérons une interface planaire contenue dans le plan xOy séparant deux

milieux semi-infinis non magnétiques décrits par la permittivité diélectrique locale

ǫ1(ω) (z < 0) et ǫ2(ω) (z > 0) (voir Fig. 2.3).

5. Le terme "polariton" insiste sur le fait que pour ces excitations, l’oscillation des électrons à
la surface des particules est couplée au champ de lumière. Nous verrons plus loin que ce couplage
tend vers 0 dans l’approximation non retardée, c’est-à-dire dans la limite où la vitesse de la lumière
tend vers l’infini, c’est-à-dire encore en négligeant les effets de retard de l’interaction coulombienne.
Dans cette limite, on pourra se contenter de parler de "plasmon" de surface à la place de "plasmon-
polariton". C’est en fait quasiment dans cette limite que nos expériences de spectroscopie EELS
ont été réalisées.
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Figure 2.3 – Interface planaire infinie séparant un milieu 1 de permittivité diélectrique
locale ǫ1(ω) et un milieu 2 de permittivité diélectrique locale ǫ2(ω).

Pour cette géométrie, les solutions des équations de Maxwell peuvent être classées

en ondes polarisées s pour lesquelles le champ électrique est parallèle à l’interface et

en ondes polarisées p pour lesquelles c’est le champ magnétique qui est parallèle à

l’interface. On cherche ici une solution particulière des équations de Maxwell corres-

pondant à l’excitation d’un plasmon-polariton de surface qui se propage à l’interface

entre ces deux milieux et qui soit évanescente de part et d’autre de cette interface,

c’est-à-dire selon z. Puisque l’on impose à ce que l’onde se propage dans le plan xOy

alors c’est que son champ électrique doit être perpendiculaire à cette interface et

son champ magnétique doit être contenu dans le plan de l’interface, ce qui implique

que cette onde de surface ne puisse exister qu’en polarisation p. Dans la suite, on

va supposer que l’onde se propage seulement suivant l’axe Ox. Le champ électrique

et le champ magnétique associés à ce plasmon-polariton de surface sont donc de la

forme (i = 1 ou 2)







Ei = (Eix, 0, Eiz)e−κiz |z|ei(qixx−ωt) (2.15a)

Bi = (0, Biy, 0)e−κiz |z|ei(qixx−ωt), (2.15b)

où on a écrit le vecteur d’onde de l’onde sous la forme ki = (qix, 0, iκiz) correspon-

dant à une onde qui se propage dans la direction x et évanescente dans la direction z.

En substituant les expressions (2.15a) et (2.15b) dans (1.1b) (avec J ext = 0)
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et en tenant compte du fait que Di = ǫi(ω)Ei (approximation locale) et Hi = Bi

(milieux non magnétiques), on trouve







iB1yκ1z = −ω
c
ǫ1(ω)E1x (2.16a)

iB2yκ2z = +
ω

c
ǫ2(ω)E2x. (2.16b)

En substituant (2.15a) dans l’équation de Helmholtz (1.6), on obtient







κ1z =

√

q2
1x − ǫ1(ω)

ω2

c2
(2.17a)

κ2z =

√

q2
2x − ǫ2(ω)

ω2

c2
. (2.17b)

Il y a de plus continuité des composantes parallèles de E et B à la traversée de

l’interface en z = 0, c’est-à-dire que n12×(E2−E1)|z=0 = 0 et n12×(B2−B1)|z=0 =

0, où n12 est un vecteur normal orienté du milieu 1 vers le milieu 2 (voir Fig. 2.3),

c’est-à-dire que







E2x = E1x (2.18a)

B2y = B1y. (2.18b)

En divisant membre à membre (2.16a) et (2.16b) et en tenant compte de (2.18a) et

(2.18b), on obtient la relation

κ1z

ǫ1(ω)
+

κ2z

ǫ2(ω)
= 0. (2.19)

En utilisant maintenant (2.17a) et (2.17b) et en tenant compte de la continuité du

vecteur d’onde qx en z = 0 (q1x = q2x ≡ q), l’expression (2.19) devient

√

q2 − ǫ1(ω)ω2

c2

ǫ1(ω)
+

√

q2 − ǫ2(ω)ω2

c2

ǫ2(ω)
= 0, (2.20)

c’est-à-dire encore
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q2 =
ǫ1(ω)ǫ2(ω)
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

ω2

c2
, (2.21)

ce qui donne une autre expression de κiz si on utilise (2.17a) et (2.17b)

κ2
iz = − ǫ2

i (ω)
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

ω2

c2
. (2.22)

Les expressions (2.21) et (2.22) montrent que l’existence du plasmon-polariton de

surface est soumise aux conditions

{
ǫ1(ω) + ǫ2(ω) < 0 (2.23a)

ǫ1(ω) · ǫ2(ω) < 0, (2.23b)

puisqu’à la fois q2 et κ2
iz doivent être positifs.

Rappelons que jusque là, nous n’avons précisé aucun modèle pour ǫ1(ω) et ǫ2(ω).

Nous allons maintenant supposer que le milieu 2 est le vide (ǫ2(ω) = 1) et que le

milieu 1 est décrit par le modèle de Drude local dans lequel on néglige la dissipation

(Γ ≈ 0), c’est-à-dire que

ǫ1(ω) = 1− ω2
p

ω2
. (2.24)

En substituant (2.24) dans (2.21) et en prenant ǫ2(ω) = 1, on obtient la relation de

dispersion associée au plasmon-polariton qui se propage à l’interface entre les deux

milieux

q(ω) =
ω

c

√
√
√
√
ω2 − ω2

p

ω2 − ω2
p

, (2.25)

c’est-à-dire, en exprimant plutôt ω en fonction de kx

ω4 − ω2(ω2
p + 2q2c2) + ω2

pq
2c2 = 0. (2.26)

Nous obtenons une équation bicarrée dont les solutions sont obtenues après avoir

calculé son discriminant : ∆ = ω4
p + 4q4c4 > 0. On trouve
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ω2
±(q) =

ω2
p

2
+ q2c2 ±

√

ω4
p

4
+ q4c4, (2.27)

puis finalement

ω±(q) =

√
√
√
√ω2

p

2
+ q2c2 ±

√

ω4
p

4
+ q4c4. (2.28)

La relation de dispersion (2.28), qui est représentée en figure 2.4, montre deux

branches (en rouge sur la figure) : une à haute énergie (ω ≥ ωp) et une autre à basse

énergie (0 ≤ ω < ωp/
√

2). La branche de haute énergie, appelée mode de Brewster,

ne décrit en fait pas une onde de surface, puisque selon la relation (2.22), lorsque

ω ≥ ωp, κiz devient imaginaire pur et le vecteur d’onde selon z (iκiz) devient réel (la

propagation selon z est alors possible) ce qui ne correspond pas à une onde évanes-

cente selon z et donc pas à un plasmon-polariton de surface. La branche de basse

énergie, en revanche, correspond bien à un plasmon-polariton de surface :

• dans la région retardée (q < ωs/c où ωs = ωp/
√

2), le plasmon se couple fortement

avec le champ de lumière et la courbe de dispersion de l’onde approche la ligne

de lumière pour laquelle ω = qc ;

• dans la région non retardée (q ≫ ωs/c), les expressions (2.17a) et (2.17b) montrent

qu’on a alors κ1z = κ2z = q et (2.19) devient

ǫ1(ω) + ǫ2(ω) = 0, (2.29)

ce qui donne, toujours dans le modèle de Drude (2.24), l’unique solution ω = ωs =

ωp/
√

2. Le plasmon de surface ne disperse alors plus et dans ce cas la courbe de

dispersion approche la valeur asymptotique ω = ωs = ωp/
√

2 (voir Fig. 2.4).

Dans la région non retardée, la vitesse de groupe de l’onde de surface vg =
dω

dq
est

nulle et pour cette raison cette région est parfois appelée "limite quasistatique". Le

terme "d’approximation non retardée" sera aussi employé dans ce manuscrit lorsque

nous considérerons la région où la limite q ≫ ωs/c est valide 6.

6. La dénomination "non retardée" est justifiée dans le sens où la limite q ≫ ωs/c est équivalente
à considérer c → ∞, c’est-à-dire à négliger les effets de retard de l’interaction coulombienne dans
les deux milieux.
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Figure 2.4 – Courbes de dispersion obtenues à partir de l’expression (2.28) pour une inter-
face or/air. Le modèle de Drude non dissipatif a été utilisé pour modéliser la permittivité
diélectrique de l’or avec ωp = 15 eV . Dans la région retardée (q < ωs/c), le SPP approche
la ligne de lumière ω = qc. A courtes longueurs d’onde (q ≫ ωs/c), le SPP approche
asymptotiquement le plasmon de surface (SP) non retardé pour lequel ω ≈ ωs = ωp/

√
2.

Dans la région non retardée, nous parlerons de plasmon de surface (SP) et dans

la région retardée, de plasmon-polariton de surface (SPP) pour insister sur le fait

que dans cette région, l’oscillation de la densité de charges à la surface du milieu

1 (plasmon de surface) est fortement couplée au champ de lumière (photon). Ce

couplage tend asymptotiquement vers 0 lorsque q devient de plus en plus grand 7.

Notons que la courbe de dispersion du plasmon-polariton de surface est toujours

située en dessous de celle de la lumière dans le vide, ce qui signifie qu’une onde élec-

tromagnétique envoyée sur cette interface ne pourra jamais exciter le SPP puisqu’à

une énergie donnée, son vecteur d’onde sera toujours inférieur à celui du SPP. Néan-

moins, il existe deux mécanismes qui permettent à une radiation lumineuse externe

de se coupler au SPP et de l’exciter : le processus umklapp, qui apparaît pour une

interface rugueuse, permet à l’onde incidente de transférer un moment suffisant à

l’interface pour exciter le SPP [43]. Une autre solution est de se mettre dans une

7. Remarque : dans le cas où la dissipation est prise en compte, il y a une transition continue
entre la branche de basse énergie du SPP et la branche de haute énergie du mode de Brewster : en
se déplaçant sur la branche du bas à partir de q = 0, le vecteur d’onde atteint une valeur maximum
et alors la courbe de dispersion rebrousse chemin pour se connecter à la branche du haut. Cet effet
est appelé effet backbending et a été expérimentalement vérifié en 1973 [42].
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configuration de réflexion totale atténuée (ATR) qui permet d’obtenir un vecteur

d’onde imaginaire pour le rayonnement incident et donc une onde évanescente per-

pendiculairement à l’interface permettant ainsi d’exciter le SPP [44, 45].

Pour dériver les expressions retardée (2.19) et non retardée (2.29), nous n’avons

pas pris en compte la non localité de la réponse électronique du système 8 ainsi que

la distribution spatiale des électrons proches de l’interface. Dans un métal, ces effets

microscopiques peuvent en fait être ignorés à grande longueur d’onde du plasmon

lorsque le vecteur d’onde q est très petit par rapport au vecteur d’onde de Fermi

q ≪ qf ; cependant lorsque la longueur d’onde du plasmon s’approche des dimensions

atomiques du milieu, les effets non locaux peuvent devenir importants. Ces effets

non locaux peuvent donc être raisonnablement négligés dans la région retardée où

q < ωs/c (puisque ωs/c ≪ qf) mais peuvent être importants dans la région non

retardée où q > ωs/c. Les corrections non locales au modèle précédent peuvent

cependant être prises en compte en utilisant le modèle du jellium ou le modèle

hydrodynamique pour modéliser le milieu situé dans la région z < 0 [46].

2.3.2 Plasmons-polariton pour un film mince

Considérons ici, un film mince d’épaisseur d et décrit par la permittivité di-

électrique locale ǫ1(ω) plongé dans un milieu homogène et infini de permittivité

diélectrique ǫ2(ω) (voir Fig. 2.5). Les champs électromagnétiques sur les deux faces

du film peuvent se coupler et ainsi donner naissance à des modes de surface de haute

énergie et des modes de surface de basse énergie (appelés modes de Fluchs-Kliever

[47]). Les modes de haute énergie (notés ω+) correspondent à une distribution de

charges antisymétrique par rapport au plan horizontal de ce film [voir Fig. 2.6 (a)]

tandis que les modes de basse énergie (notés ω−) correspondent à une distribution

de charges symétrique par rapport au plan horizontal du film [voir Fig. 2.6 (b)].

Pour un film mince, la relation (2.19), valable pour une interface séparant deux

milieux semi-infinis, se sépare en deux nouvelles relations, correspondant soit à ω+

8. En utilisant la permittivité diélectrique locale (2.24), nous avons supposé en effet que la
réponse du milieu en un point r donné ne dépendait que de l’excitation en ce point. La non localité
de la réponse électronique traduit le fait qu’en fait la réponse en un point r du milieu dépend de
l’excitation partout autour de r dans le milieu [voir Eq. (1.3)].
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Figure 2.5 – Film mince d’épaisseur d de permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) plongé
dans un milieu homogène et infini de permittivité diélectrique ǫ2(ω).
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Figure 2.6 – Distribution des charges (+-) et des lignes de champ électrique (lignes
courbes fléchées) pour les modes antisymétriques (a) et symétriques (b) d’un film mince
d’épaisseur d.

soit à ω− [48] 9







ǫ1(ω)
κ1z tanh(κ1za/2)

+
ǫ2(ω)
κ2z

= 0 (2.30a)

ǫ1(ω)
κ1z coth(κ1za/2)

+
ǫ2(ω)
κ2z

= 0. (2.30b)

Dans le régime non retardé (q ≫ ωs/c), où de nouveau κ1z = κ2z = q, les relations

(2.30a) et (2.30b) deviennent

ǫ1(ω) + ǫ2(ω)
ǫ1(ω)− ǫ2(ω)

= ∓e−qd. (2.31)

9. Par définition tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
et coth x =

ex + e−x

ex − e−x
.
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Figure 2.7 – Courbes de dispersion obtenues dans l’approximation non retardée (q ≫
ωs/c) pour un film mince d’épaisseur d décrit par un modèle de Drude non dissipatif en
fonction du paramètre de couplage sans dimension qd. La branche du haut correspond
aux modes antisymétriques en charge par rapport au plan horizontal du film tandis que la
branche du bas correspond aux modes symétriques en charge.

Dans le cas où le film mince est plongé dans l’air (ǫ2(ω) = 1) et est décrit par le

modèle de Drude non dissipatif (2.24), on obtient d’après (2.31)

ω±(q) =
ωp√

2

√

1± e−qd. (2.32)

La relation de dispersion (2.32) est représentée en figure 2.7.

Toujours dans le régime non retardé (q ≫ ωs/c), la relation de dispersion (2.32) a

deux cas limites [49] :

• à courtes longueurs d’onde (qd≫ 1 ou ce qui est équivalent λp = 2π/q ≪ 2πd où

λp est la longueur d’onde de l’onde de surface), les ondes de surface sur les deux

faces du film sont découplées et les électrons sur chacune de ces faces oscillent

à la même fréquence angulaire ωs = ωp/
√

2. Cette fréquence d’oscillation corres-
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Figure 2.8 – En noir : courbes de dispersion expérimentales obtenues dans le régime
retardé des modes de surface d’un film d’aluminium d’épaisseur d=12 nm partiellement
oxydé par une couche de Al2O3 d’épaisseur 4 nm. Les données ont été obtenues à partir de
la distribution angulaire et énergétique d’électrons rapides traversant le film d’aluminium
[51]. En rouge : courbes de dispersion calculées à partir de (2.33a) et (2.33b) en utilisant le
modèle de Drude (2.24) pour l’aluminium avec comme paramètre ωp=15 eV et en prenant
ǫ0 = 4 pour la couche d’oxyde et ǫ2 = 1 (air). Adaptée de [52].

pond, comme nous l’avons vu dans la section 2.3.1, à la fréquence d’oscillation

des plasmons de surface à l’interface qui sépare deux milieux semi-infinis ;

• à grandes longueurs d’onde (qd ≪ 1), le développement limité de (2.32) au pre-

mier ordre en qd montre que dans ce cas, il y a des modes d’oscillation à la

fréquence ω+ = ωp (appelés modes normaux) et des modes d’oscillation à la fré-

quence ω− ∼
√
qd (appelés modes tangentiels) qui ont pu être observés dans des

structures semi-conductrices artificielles [50].

Dans le cas où de plus le film mince est recouvert de chaque côté par une couche

diélectrique (couche d’oxyde. . . ) de permittivité diélectrique ǫ0 et d’épaisseur t, les
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équations retardées (2.30a) et (2.30b) deviennent [48]







ǫ1(ω)
κ1zν tanh(κ1za/2)

+
ǫ0(ω)
κ0

= 0 (2.33a)

ǫ1(ω)
κ1zν coth(κ1za/2)

+
ǫ0(ω)
κ0

= 0, (2.33b)

où

ν =
1−∆e−2κ0t

1 + ∆e−2κ0t
(2.34)

avec

∆ =
κ2ǫ0 − κ0ǫ2

κ2ǫ0 + κ0ǫ2

(2.35)

et

κ0 =

√

q2 − ǫ0
ω2

c2
. (2.36)

Les relations de dispersion expérimentales et calculées à partir de (2.33a) et

(2.33b) sont représentées en figure 2.8 dans le cas d’un film mince d’aluminium

recouvert d’une couche d’oxyde.



Chapitre 3

Perte d’énergie d’un électron

rapide en présence d’un milieu

matériel

Un fait hors de l’ordinaire est

plutôt un indice qu’un embarras.

Sherlock Holmes

sir Arthur Conan Doyle

3.1 Perte d’énergie d’un électron rapide dans un

milieu infini dans l’approximation non retar-

dée

On va dériver ici l’expression de la probabilité de perte d’énergie d’un électron

qui se propage dans un milieu linéaire et infini décrit dans l’espace de Fourier par

la permittivité diélectrique ǫ(k, ω) 1. Les calculs seront dans un premier temps effec-

tués dans l’approximation non retardée, c’est-à-dire que nous négligerons, les effets

de retard de l’interaction coulombienne 2, puis ensuite dans le régime retardé où les

effets de retard seront pris en compte. Les expressions obtenues feront apparaître la

fonction perte d’énergie associée au milieu infini 3. Le maximum de cette fonction

est associé aux excitations collectives et longitudinales des électrons dans le milieu

1. Pour être le plus général possible, nous considérerons que la réponse du milieu est spatia-
lement non locale, c’est-à-dire que la permittivité diélectrique de ce milieu dépend, en plus de la
fréquence angulaire ω, du vecteur d’onde k.

2. Ce qui revient à considérer que la vitesse de la lumière est infinie.

3. Nous verrons que la fonction perte d’énergie s’écrit simplement ℑ
[

− 1
epsilon(k,ω)

]

.
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Figure 3.1 – Un électron de charge -1 se propage à une vitesse v constante dans un
milieu infini décrit par la permittivité diélectrique ǫ(k, ω). ẑ est un vecteur directeur porté
par l’axe Oz.

(appelées "plasmons de volume") et qui peuvent être mesurées dans une expérience

de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS). Ces excitations sont en

fait présentes aussi dans le cas où le milieu est limité par une surface, par exemple

en présence d’une nanoparticule (voir le chapitre 11). La probabilité de perte d’éner-

gie des électrons en présence d’une nanoparticule fait en effet apparaître, en plus

des contributions liées à la présence de la surface de la particule (ces contributions

dues aux excitations des plasmons de surface seront décrites dans la section 3.3),

des contributions liées à l’excitation des plasmons de volume dans tous les milieux

traversés par les électrons incidents comme si chacun de ces milieux était infini. Les

expressions obtenues nous permettront donc aussi d’interpréter une partie des résul-

tats expérimentaux que nous avons obtenus en EELS sur des split-ring resonators.

A partir de maintenant, nous utiliserons le système d’unité CGS (gaussien) pour

décrire les champs électromagnétiques et le système d’unité atomique (~ = e = m =

1). Considérons un électron de charge −1 qui se propage à vitesse v constante dans

un milieu infini que l’on supposera non magnétique et décrit par la permittivité

diélectrique ǫ(k, ω) (voir Fig. 3.1) 4. La densité volumique de charges associée à cet

électron s’écrit

ρext(r, t) = −δ(r − vt), (3.1)

c’est-à-dire dans l’espace de Fourier

4. Pour un électron rapide ayant une énergie initiale de 100 keV (soit v ≈ c/2 dans une expérience
typique d’EELS, où c est la vitesse de la lumière dans le vide) et pour des énergies perdues
habituellement rencontrées dans une expérience EELS (<100 eV pour des excitations de plasmons),
la perte d’énergie cinétique des électrons est négligeable devant leur énergie initiale et on pourra
donc considérer que la vitesse de ces électrons reste constante malgré l’énergie perdue dans le
milieu.
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ρext(k, ω) = −
∫ +∞

−∞
dr
∫ +∞

−∞
dt e−ik·reiωtδ(r − vt) (3.2)

= −
∫ +∞

−∞
dt eiωte−ik·v

= −2πδ(ω − k · v), (3.3)

où nous avons utilisé les conventions (1.11b) et (1.12b) pour les transformées de

Fourier.

L’énergie perdue par unité de temps par l’électron dans le milieu est donnée par

la puissance (travail par unité de temps) de la force électrique qui agit sur l’électron

sur son parcours et que l’on peut exprimer en fonction du champ électrique et de la

densité de courants associée à l’électron

dW

dt
= −

∫ +∞

−∞
dr J ext(r, t) ·E(r, t), (3.4)

où le signe - a été ajouté afin d’avoir dW/dt > 0 et où

J ext(r, t) = −vδ(r − vt) (3.5)

est la densité de courants associée à l’électron. Dans l’approximation non retardée

dans laquelle sont effectués ces calculs, il est facile d’obtenir l’expression du potentiel

électrostatique total φ(k, ω) dans le milieu en présence de l’électron en utilisant

l’équation de Poisson dans l’espace de Fourier

− ǫ(k, ω)k2φ(k, ω) = −4πρext(k, ω), (3.6)

c’est-à-dire

φ(k, ω) = 4π
ρext(k, ω)
k2ǫ(k, ω)

. (3.7)

Par ailleurs, le champ électrique total dans le milieu dérive du potentiel

E(r, t) = −∇φ(r, t), (3.8)

c’est-à-dire dans l’espace de Fourier
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E(k, ω) = −ikφ(k, ω) (3.9)

et en utilisant les expressions (3.7) et (3.3)

E(k, ω) =
8π2i

k2ǫ(k, ω)
δ(ω − k · v)k. (3.10)

En écrivant le champ électrique dans l’espace réel, l’expression (3.4) devient

dW

dt
=
∫ +∞

−∞
dr vδ(r − vt)

∫ +∞

−∞
dk
∫ +∞

−∞
dω ei(k·r−ωt) i

2π2k2ǫ(k, ω)
kδ(ω − k · v)

=
i

2π2

∫ +∞

−∞

dk

k2

∫ +∞

−∞
dω

v · k
ǫ(k, ω)

ei(v·k−ω)tδ(ω − k · v). (3.11)

Supposons maintenant que l’électron se déplace suivant un axe Oz (vers les z

croissants) (voir Fig. 3.1), c’est-à-dire que v = vẑ et donc que v · k = vkz où ẑ est

un vecteur directeur porté par l’axe Oz, on obtient successivement

dW

dt
=

i

2π2

∫ +∞

−∞

dkxdkydkz

k2
x + k2

y + k2
z

∫ +∞

−∞
dω

kze
i(vkz−ω)t

ǫ[(kx, ky, kz), ω]
δ
(

kz −
ω

v

)

=
i

2π2v

∫ +∞

−∞

dkxdky

k2
x + k2

y + ω2

v2

∫ +∞

−∞
dω

ω

ǫ[(kx, ky,
ω
v
), ω]

=
i

2π2v

∫ +∞

−∞

dkxdky

k2
x + k2

y + ω2

v2

{

−
∫ +∞

0
dω

ω

ǫ[(kx, ky,
ω
v
), ω]∗

+
∫ +∞

0
dω

ω

ǫ[(kx, ky,
ω
v
), ω]

}

= 2i
i

2π2v

∫ +∞

−∞

dkxdky

k2
x + k2

y + ω2

v2

∫ +∞

0
dω ℑ

{

ω

ǫ[(kx, ky,
ω
v
), ω]

}

, (3.12)

où la relation ǫ(k,−ω) = ǫ(k, ω)∗ a été utilisée ainsi que l’identité [f(ω)− f(ω)∗] =

2i ℑ[f(ω)] pour une fonction complexe f . Posons maintenant q2 = k2
x + k2

y et

dkxdky = dq = 2πqdq

dW

dt
= − 2

πv

∫ +∞

0
dω

∫ +∞

0
dq

q

q2 + ω2

v2

ℑ
{

ω

ǫ[(q, ω
v
), ω]

}

. (3.13)

En utilisant le changement de variable q2 → q2 + ω2

v2 , l’équation (3.13) devient
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dW

dt
= − 2

πv

∫ +∞

0
dω

∫ +∞

ω
v

dq

q
ℑ
[

ω

ǫ(q, ω)

]

. (3.14)

La probabilité de perte d’énergie par unité d’énergie, notée Γbulk(ω), est reliée à la

perte d’énergie totale par la relation

∆W =
∫

dt
dW

dt
=
∫ +∞

0
dω ω Γbulk(ω). (3.15)

Il est préférable ici, puisque le milieu est infini, d’introduire plutôt la probabilité de

perte d’énergie par unité d’énergie et par unité de longueur, notée dΓbulk(ω)/dz, afin

d’éviter une divergence non physique des quantités calculées due au fait que nous

avons considéré un milieu idéalement infini. En combinant les équations (3.14) et

(3.15) et en remplaçant dt par dz/v, on trouve

dΓbulk(ω)
dz

=
2
πv2

∫ +∞

ω
v

dq

q
ℑ
[

− 1
ǫ(q, ω)

]

. (3.16)

Supposons maintenant que ǫ(q, ω) ne dépende pas de q (approximation locale),

(3.18) devient

dΓbulk(ω)
dz

=
2
πv2
ℑ
[

− 1
ǫ(ω)

]
∫ +∞

ω
v

dq

q
. (3.17)

L’expression (3.17) montre qu’il apparaît une divergence logarithmique non phy-

sique dans le calcul de l’intégrale sur q à cause de la valeur maximale de q que

nous avons choisie jusqu’à maintenant d’être infinie. Il y a deux façons de régulari-

ser cette intégrale afin d’obtenir un résultat fini : soit on reprend le calcul de cette

intégrale mais avec une permittivité diélectrique qui dépend de q (ce qui semble na-

turel puique pour des valeurs de q infiniment grandes, l’approximation locale n’est

plus justifiée) soit on impose une valeur maximale finie à q (tout en restant dans

l’approximation locale). D’un point de vue expérimental, dans une expérience de

spectroscopie de perte d’énergie des électrons réalisée dans un microscope électro-

nique en transmission, cette valeur maximale de q est naturellement imposée par

l’angle de collection du spectromètre du microscope (voir le chapitre 5) et c’est donc

cette dernière solution (par ailleurs plus simple d’un point de vue calculatoire que

la première) que nous allons utiliser pour illustrer cette section. En imposant une

valeur maximale qc à q, (3.17) donne, après avoir calculé l’intégrale



36 Perte d’énergie d’un électron rapide en présence d’un milieu matériel

dΓbulk(ω)
dz

=
2
πv2
ℑ
[

− 1
ǫ(ω)

]

ln
(
qcv

ω

)

. (3.18)

3.2 Perte d’énergie d’un électron rapide dans un

milieu infini dans le régime retardé

Pour dériver l’expression retardée de la perte d’énergie d’un électron rapide dans

un milieu infini, que l’on supposera de nouveau non magnétique et décrit par la per-

mittivité diélectrique non locale ǫ(k, ω), nous allons utiliser une méthode analogue à

celle utilisée dans la section 3.1 mais en considérant toutes les équations de Maxwell

faisant intervenir à la fois le champ électrique et le champ magnétique (nous les

rappelons ici pour simplifier la lecture de cette section)







k ×E(k, ω) =
ω

c
B(k, ω) (3.19a)

k ×B(k, ω) = −i4π
c

J ext(k, ω)− ω

c
ǫ(k, ω)E(k, ω) (3.19b)

ǫ(k, ω)k ·E(k, ω) = −4πiρext(k, ω), (3.19c)

où 5

ρext(k, ω) = −2πδ(ω − k · v) et J ext(k, ω) = −2πvδ(ω − k · v). (3.20)

En prenant le produit vectoriel de (3.19a) avec k et en utilisant (3.19b), on obtient

k × k ×E(k, ω) =
ω

c
k ×B(k, ω) (3.21)

= −ω
c

[
ω

c
ǫ(k, ω)E(k, ω) + i

4π
c

J ext(k, ω)
]

. (3.22)

En utilisant l’identité vectorielle

k × k ×E(k, ω) = [k ·E(k, ω)] k − k2E(k, ω), (3.23)

5. Les équations de Maxwell précédentes ont été écrites avec H = B puisque le milieu est
supposé être non magnétique et D(k, ω) = ǫ(k, ω)E(k, ω).
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ainsi que (3.19c), l’équation (3.22) donne

− i 4π
ǫ(k, ω)

ρext(k, ω)k− k2E(k, ω) = −ω
2

c2
ǫ(k, ω)E(k, ω)− i ω

c2
4πJ ext(k, ω), (3.24)

d’où l’on obtient, en utilisant les expressions (3.20)

E(k, ω) =
8π2

ǫ(k, ω)
ik

k2 − ω2

c2
ǫ(k, ω)

δ(ω − k · v)− 8π2 ω

c2

iv

k2 − ω2

c2
ǫ(k, ω)

δ(ω − k · v)

(3.25)

= −i8π2

ω

c2
v − k

ǫ(k, ω)

k2 − ω2

c2
ǫ(k, ω)

δ(ω − k · v). (3.26)

Notons que dans l’approximation non retardée (c→∞), l’expression (3.26) tend

bien vers (3.10). En procédant exactement de la même façon que dans l’approxima-

tion non retardée, on trouve

dW

dt
=
iv

π

∫ +∞

−∞
dω ω

∫ +∞

ω
v

dq

q

[

1
v2
− ǫ(q, ω)

c2

]

ǫ(q, ω)

[

q2 − ω2

c2
ǫ(q, ω)

] , (3.27)

puis

dΓbulk(ω)
dz

=
2
π

∫ +∞

ω
v

dq q ℑ







−

[

1
v2
− ǫ(q, ω)

c2

]

ǫ(q, ω)

[

q2 − ω2

c2
ǫ(q, ω)

]







. (3.28)

En supposant de nouveau que ǫ(q, ω) est indépendante de q (approximation locale),

(3.28) devient :

dΓbulk(ω)
dz

=
2
π
ℑ







− 1
ǫ(ω)

[

1
v2
− ǫ(ω)

c2

]
∫ +∞

ω
v

q dq

q2 − ω2

c2
ǫ(ω)







. (3.29)
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Pour les mêmes raisons que dans la section précédente, afin de régulariser cette

intégrale, nous imposons une limite maximale finie qc à q (rappelons que cette valeur

maximale est en fait imposée par l’angle de collection du spectromètre du microscope

dans lequel l’expérience de spectroscopie de perte d’énergie des électrons est réalisée).

On obtient, après avoir calculé l’intégrale sur q

dΓbulk(ω)
dz

=
1
πv2
ℑ







[

v2

c2
− 1
ǫ(ω)

]

ln








q2
c −

ω2

c2
ǫ(ω)

ω2

v2
− ω2

c2
ǫ(ω)














. (3.30)

Dans l’approximation non retardée (c → ∞), l’expression (3.30) redonne bien

l’expression (3.18). Par ailleurs, il est bien connu que lorsque la vitesse de l’électron

est supérieure à la vitesse de la lumière dans le milieu (v > c/
√

ǫ(ω)) 6, l’électron

perd une partie de son énergie en émettant un rayonnement C̆erenkov [38, 39].

En ne considérant que le domaine pour lequel ǫ(ω) > c2/v2, on peut en déduire

la probabilité de perte d’énergie de l’électron par unité d’énergie et par unité de

longueur, due seulement à l’émission C̆erenkov [38, 52]

dΓC̆erenkov(ω)
dz

=
1
c2
− 1
v2ǫ(ω)

. (3.31)

3.3 Perte d’énergie d’un électron rapide en pré-

sence d’une particule. Régime retardé et non

retardé

Dans les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) que

nous avons réalisées sur des split-ring resonators, nous avons mesuré la probabilité de

perte d’énergie des électrons traversant les nanoparticules étudiées. Nous dérivons

ici le formalisme général qui permet de calculer la probabilité de perte d’énergie

d’un électron rapide qui se propage dans un milieu infini en présence d’une particule

de forme quelconque (voir Fig. 3.2) et nous supposerons que chacun des milieux

traversé par les électrons incidents est homogène et nous utiliserons l’approximation

locale pour décrire la réponse de ces milieux, ce qui est tout à fait justifié dans nos

6. On suppose ici par souci de simplification que ǫ(ω) est réel, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de
dissipation dans le milieu.
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Figure 3.2 – On considère un électron qui se propage à la vitesse v constante dans un
milieu homogène et infini en présence d’une particule. (a) La trajectoire est non pénétrante.
(b) La trajectoire est pénétrante. ẑ est un vecteur directeur porté par l’axe Oz et n est un
vecteur normal à la surface de la particule dirigé vers l’extérieur.

expériences EELS dans lesquelles les moments transférés aux milieux sont tou-

jours très faibles par rapport au vecteur d’onde de Fermi (voir les sections 1.3.5 et

5.2). Ce formalisme sera valable aussi bien pour un électron qui passe à côté de la

particule (trajectoire non pénétrante) que pour un électron qui passe à l’intérieur

(trajectoire pénétrante). Brièvement, lorsque l’électron se propage, son champ élec-

trique va polariser l’environnement autour de lui induisant un champ électrique qui

va rétro-agir sur l’électron et lui faire perdre une partie de son énergie cinétique (voir

la section 1.1). De nouveau, nous utiliserons dans la suite le système d’unité CGS

(gaussien) pour décrire les champs électromagnétiques ainsi que le système d’unité

atomique (~ = e = m = 1).
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3.3.1 EELS en fonction du champ électrique

L’énergie perdue ∆W par un électron rapide se déplaçant à vitesse v constante 7

dirigée arbitrairement suivant un axe Oz et selon la trajectoire re(t) = (R0, z =

vt), où R0 = (x0, y0) est le paramètre d’impact de l’électron, est égale au travail

total de la force électrique due au champ électrique induit par la polarisation des

milieux Eind[re(t), t] qui agit sur l’électron le long de sa trajectoire. On obtient

successivement, en passant dans l’espace des fréquences angulaires 8

∆W =
∫ +∞

−∞
dt v ·Eind[re(t), t] (3.32)

=
∫ +∞

−∞
dt
∫ +∞

−∞

dω

2π
e−iωt v ·Eind[re(t), ω]

=
∫ +∞

−∞
dt

{
∫ 0

−∞

dω

2π
e−iωt v ·Eind[re(t), ω] +

∫ +∞

0

dω

2π
e−iωt v ·Eind[re(t), ω]

}

=
∫ +∞

−∞
dt

{
∫ +∞

0

dω

2π
eiωt v ·Eind[re(t), ω]∗ +

∫ +∞

0

dω

2π
e−iωt v ·Eind[re(t), ω]

}

=
1
π

∫ +∞

−∞
dt
∫ +∞

0
dω ℜ

{

e−iωt v ·Eind [re(t), ω]
}

, (3.33)

où nous avons utilisé la propriété de parité du champ électrique Eind(r,−ω) =

Eind(r, ω)∗ ainsi que l’identité [f(ω) + f(ω)∗] = 2 ℜ[f(ω)] pour une fonction com-

plexe f 9. L’expression (3.33) permet d’exprimer ∆W en terme de la probabilité de

perte d’énergie par unité d’énergie Γeels(R0, ω) qui est la quantité mesurée dans une

expérience EELS

7. Dans une expérience EELS, la tension d’accélération du microscope vaut typiquement 100 kV,
ce qui permet d’obtenir des électrons ayant initialement une énergie de 100 keV et donc une vitesse
v ∼ c/2, où c est la vitesse de la lumière dans le vide. En EELS, l’énergie cinétique perdue par
les électrons est toujours très faible par rapport à leur énergie cinétique initiale (de l’ordre de l’eV
dans les expériences que nous avons réalisées) et pour cette raison, nous considérerons dans les
calculs que la vitesse des électrons est constante au cours de l’expérience malgré l’énergie cinétique
perdue.

8. Afin d’avoir une quantité positive, nous considérons plutôt l’opposé du travail de la force
électrique induite sur l’électron −∆W mais que nous continuons à noter ∆W pour ne pas alourdir
les notations.

9. Il est tout à fait possible aussi de définir, comme dans les sections 3.1 et 3.2, l’énergie perdue
par unité de temps en utilisant l’expression (3.4) ; mais la formulation (3.32) est la plus utilisée
dans la littérature dans le cas où l’électron se propage dans un milieu infini en présence d’une
particule et c’est donc celle-ci que nous utiliserons pour illustrer cette section.
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∆W =
∫ +∞

0
dω ω Γeels(R0, ω) (3.34)

avec

Γeels(R0, ω) =
1
πω

∫ +∞

−∞
dt ℜ

{

e−iωt v ·Eind [re(t), ω]
}

. (3.35)

La densité de courants extérieure associée au mouvement de l’électron s’écrit dans

l’espace des fréquences angulaires

J ext(r, ω) = v

∫ +∞

−∞
dt eiωtρext(r, t), (3.36)

où

ρext(r, t) = −δ[r − re(t)] (3.37)

est la densité volumique de charges associée à l’électron et donc

J ext(r, ω) = −v

∫ +∞

−∞
dt eiωtδ[r − re(t)] (3.38)

= −δ(R−R0)eiωz/vẑ, (3.39)

où nous avons utilisé la notation r = (R, z) avec R = (x, y) et où ẑ est un vecteur

directeur porté par l’axe de propagation de l’électron, c’est-à-dire ici par l’axe Oz. Le

champ électrique induit par l’électron peut s’exprimer formellement en fonction de

la densité de courants et de la dyade de Green induite
←→
W ind(r, r′, ω) par la relation

Eind(r, ω) = −4πiω
∫

dr′ ←→W ind(r, r′, ω)J ext(r′, ω). (3.40)

La dyade de Green induite est obtenue à partir de la dyade de Green totale en

lui retirant la dyade de Green évaluée dans le vide. Dans le régime retardé, la dyade

de Green totale est solution de l’équation

∇×∇×←→W (r, r′, ω)− ω2

c2
ǫ(r, ω)

←→
W (r, r′, ω) = − 1

c2
δ(r − r′) (3.41)

qui est obtenue à partir de l’équation de Helmholtz (1.15) en remplaçant le terme

source par une fonction delta (voir l’annexe A) et
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ǫ(r, ω) =







ǫ1(ω) dans le milieu 1

ǫ2(ω) dans le milieu 2.
(3.42)

Dans l’approximation non retardée, la dyade de Green totale est obtenue à partir

de la fonction de Green totale G(r, r′, ω) associée au potentiel électrostatique en

utilisant la relation [53]

←→
W (r, r′, ω) =

1
4πω2

∇∇′G(r, r′, ω), (3.43)

où la fonction de Green totale dans chaque région (supposée homogène) est solution

de l’équation

∇2G(r, r′, ω) = − 4π
ǫ(r, ω)

δ(r − r′). (3.44)

En substituant (3.39) dans (3.40) puis l’expression obtenue dans (3.35), on obtient

finalement 10

Γeels(R0, ω) = −4
∫ ∞

−∞
dz
∫ ∞

−∞
dz′ ℑ

[

e−i ω
v

(z−z′) ←→W ind
zz (R0, z,R0, z

′, ω)
]

, (3.45)

où
←→
W ind

zz = ẑ · ←→W ind · ẑ est l’élément de matrice diagonal suivant z de
←→
W ind.

3.3.2 EELS en fonction du potentiel

Dans l’approximation non retardée, l’énergie perdue par l’électron peut s’expri-

mer aussi en considérant la partie induite du potentiel électrostatique. En exprimant

le champ électrique induit le long de la trajectoire de l’électron en fonction du po-

tentiel induit, l’expression (3.32) devient

10. En fait, la contribution dans le vide de la dyade de Green est une quantité réelle avec donc
une partie imaginaire nulle. Par conséquent, il est tout à fait possible d’utiliser dans l’expression
(3.45) la dyade de Green totale au lieu de la dyade de Green induite et d’oublier l’exposant "ind",
puisque la partie dans le vide donnera une contribution nulle. Afin d’être le plus explicite possible,

nous continuerons cependant à utiliser
←→
W ind dans les calculs.
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∆W = −
∫ +∞

−∞
dz

[

∂φind

∂z

]

traj

= −
∫ +∞

−∞

[

dφind
]

traj
+
∫ +∞

−∞
dt

[

∂φ(r, t)ind

∂t

]

traj

, (3.46)

où la dérivée du potentiel est évaluée sur la trajectoire de l’électron. Nous supposons

que le potentiel induit est le même au début et à la fin de la trajectoire car dans

les deux cas, l’électron est loin de la particule et n’est sensible qu’à l’environnement

supposé homogène dans lequel il est plongé, si bien que φind(z = −∞) = φind(z =

+∞) et par conséquent l’intégration du premier terme qui apparaît dans (3.46)

donne zéro et en remplaçant dt par dz/v, on obtient

∆W =
1
v

∫ +∞

−∞
dz

[

∂φ(r, t)ind

∂t

]

traj

. (3.47)

L’expression (3.47) montre que la connaissance du potentiel induit partout sur la

trajectoire de l’électron est suffisante pour obtenir l’énergie perdue par cet électron.

Le potentiel induit est déduit du potentiel total en lui retirant le potentiel direct,

c’est-à-dire le potentiel qui serait créé si l’électron était dans le vide. Dans l’approxi-

mation non retardée, le potentiel total dans chaque région (supposée homogène) est

solution de l’équation de Poisson

∇2φ(r, ω) = − 4π
ǫ(r, ω)

ρext(r, ω), (3.48)

où ρext(r, ω) est la densité volumique de charges associée à l’électron.

La détermination du potentiel dans chaque région traversée par l’électron pour

en déduire ensuite l’énergie perdue par cet électron peut être résolu facilement dans

le cas où la géométrie de la particule présente des symétries simples (ce qui est la

cas par exemple des particules de forme sphérique ou cylindrique. . . ) en développant

dans les deux régions le potentiel dans une base de fonctions adaptées à la symétrie

de la particule (base d’harmoniques sphériques pour une sphère, fonctions de Bessel

pour un cylindre infini, ondes planes pour une interface planaire infinie 11. . . ) et en

11. Ce qui revient dans ce cas à faire une transformée de Fourier spatiale du potentiel.
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utilisant les relations de continuité du potentiel et de la composante normale du

déplacement électrique à la traversée de la particule







φ−(r, ω) = φ+(r, ω)

ǫ1(ω)n · ∇φ−(r, ω) = ǫ2(ω)n · ∇φ+(r, ω),
(3.49)

où φ± est le potentiel total respectivement à l’extérieur (+) et à l’intérieur (-) de

la particule mais infiniment proche de sa surface. Cette méthode a été utilisée par

T. L. Ferrel et al dans le cas d’une particule de forme sphérique [54]. Le problème

peut aussi être résolu en introduisant la fonction de Green scalaire induite associée

au potentiel électrostatique et en utilisant la relation 12

φind(r, ω) =
∫

dr′ Gind(r, r′, ω)ρext(r′, ω), (3.50)

où ρext(r, ω) est la densité volumique de charges associée à l’électron

ρext(r, ω) =
∫ +∞

−∞
dt eiωtρext(r, t) (3.51)

= −
∫ +∞

−∞
dt eiωtδ[r − re(t)] (3.52)

= −1
v
δ(R−R0)eiωz/v, (3.53)

avec les mêmes notations que celles utilisées pour dériver (3.39). Comme nous l’avons

déjà évoqué dans la section 3.3.1, la fonction de Green induite est déduite de la fonc-

tion de Green totale G(r, r′, ω) en lui retirant la fonction de Green évaluée dans le

vide et la fonction de Green totale dans chaque région est solution de l’équation

(3.44).

En substituant (3.53) dans (3.50) et en revenant dans l’espace réel, on obtient

φind(r, t) = − 1
2πv

[∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
dz′e−iω(t−z′/v)Gind(r,R0, z

′, ω)
]

. (3.54)

En substituant maintenant (3.54) dans (3.47), on obtient successivement

12. Le terme d’interaction écrantée est parfois rencontré dans la littérature au lieu de fonction
de Green [55, 52].
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∆W =
i

2πv2

∫ +∞

−∞
dz
∫ +∞

−∞
dz′

∫ +∞

−∞
dω ω e−iω(z−z′)/vGind(R0, z,R0, z

′, ω) (3.55)

=
i

2πv2

∫ +∞

−∞
dz
∫ +∞

−∞
dz′

[ ∫ 0

−∞
dω ω e−iω(z−z′)/vGind(R0, z,R0, z

′, ω)

+
∫ +∞

0
dω ω e−iω(z−z′)/vGind(R0, z,R0, z

′, ω)
]

=
i

2πv2

∫ +∞

−∞
dz
∫ +∞

−∞
dz′

[

−
∫ ∞

0
dω ω eiω(z−z′)/vGind(R0, z,R0, z

′, ω)∗

+
∫ +∞

0
dω ω e−iω(z−z′)/vGind(R0, z,R0, z

′, ω)
]

= − 1
πv2

∫ +∞

−∞
dz
∫ +∞

−∞
dz′

∫ +∞

0
dω ω ℑ

[

Gind(R0, z,R0, z
′, ω)e−iω(z−z′)/v

]

,

(3.56)

où nous avons utilisé la propriété de parité de la fonction de Green Gind(r, r′,−ω) =

Gind(r, r′, ω)∗ (déduite de la parité de ǫ : ǫ(−ω) = ǫ(ω)∗ et de (3.44)) et de nouveau

l’identité f(ω) − f(ω)∗ = 2iℑ[f(ω)] pour une fonction complexe f . L’expression

(3.56) permet d’exprimer ∆W en terme de la probabilité de perte d’énergie par

unité d’énergie Γeels(R0, ω)

∆W =
∫ +∞

0
dω ω Γeels(R0, ω) (3.57)

avec

Γeels(R0, ω) = − 1
πv2

∫ +∞

−∞
dz
∫ +∞

−∞
dz′ ℑ

[

Gind(R0, z,R0, z
′, ω)e−iω(z−z′)/v

]

(3.58)

ou en faisant intervenir explicitement la densité volumique de charges due à l’électron

[56]

Γeels(R0, ω) = − 1
π

∫ +∞

−∞
dr′

∫ +∞

−∞
dr ℑ

[

ρext(r, ω)∗Gind(r, r′, ω)ρext(r′, ω)
]

. (3.59)

Cette formulation aurait pu aussi être dérivée plus rapidement en exprimant la

dyade de Green qui apparaît dans (3.45) en terme de la fonction de Green scalaire

non retardée [voir Eq. (3.43)] et en intégrant par partie par rapport à z et z’ l’ex-
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pression obtenue.

L’expression (3.59) montre que la connaissance de Gind(r, r′, ω) est suffisante

pour déterminer la probabilité de perte d’énergie de l’électron dans le milieu. Comme

pour le potentiel, l’expression de G(r, r′, ω) (et donc celle de Gind(r, r′, ω)) est faci-

lement déterminée pour des particules de haute symétrie en développant la fonction

de Green totale dans chaque région traversée par l’électron dans une base de fonc-

tions adaptées à la symétrie de la particule et en utilisant les relations de continuité

(3.49) sur G(r, r′, ω). Cette approche a été utilisée par A. Rivacoba et al dans le

cas d’une particule de forme cylindrique [57]. Le lecteur trouvera dans l’annexe C

de ce manuscrit, les calculs que j’ai réalisés pour obtenir G(r, r′, ω) en présence

d’une interface planaire semi-infinie, d’une sphère ou d’un cylindre infini ainsi que

les expressions de Gammaeels(R0, ω) correspondant à ces géométries dans les cas

retardé et non retardé. Pendant ma thèse, j’ai de plus développé un nouveau for-

malisme permettant d’exprimer la fonction de Green scalaire, la dyade de Green et

donc Γeels(R0, ω) en terme des excitations de surface de la particule (densités de

charges) qui peuvent être déterminées analytiquement pour des particules de haute

symétrie ou numériquement par la méthode des éléments finis de frontière (voir la

section 4.6) pour des particules de forme plus complexe. Ce formalisme sera détaillé

dans la partie IV de ce manuscrit.

3.4 Lien entre EELS et LDOS

La partie expérimentale de ma thèse a consisté à étudier des nanoparticules

d’argent (split-ring resonators) par spectroscopie de perte d’énergie des électrons

(EELS) dans un microscope électronique en transmission à balayage (STEM). En

2007, les travaux de J. Nelayah [7] ont démontré que les expériences EELS per-

mettent de cartographier les plasmons de surface d’une particule métallique avec

une résolution spatiale nanométrique. En 2008, F. J. García de Abajo et M. Kociak

[13] ont montré qu’il existe un lien entre la grandeur mesurée en EELS et la densité

locale d’états électromagnétiques (EMLDOS) de la particule étudiée (analogue à la

densité locale d’états électroniques qui apparaît en physique du solide (voir l’annexe

A.4)). Nous reprenons ici les calculs rapportés dans [13] afin de dériver ce lien. Les

calculs seront effectués dans le régime retardé où les effets de retard de l’interaction
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coulombienne sont pris en compte. De nouveau, nous utiliserons le système d’unité

CGS (gaussien) pour décrire les champs électromagnétiques ainsi que les unités ato-

miques (~ = e = m = 1).

La connaissance de la dyade de Green est suffisante pour obtenir toute l’informa-

tion sur la réponse optique d’une nanostructure. En particulier, le champ électrique

créé par une densité de courants externe J ext(r, ω) dans un milieu inhomogène 13 de

permittivité diélectrique ǫ(r, ω) peut être écrit comme

E(r, ω) = −4πiω
∫

dr′ ←→W (r, r′, ω)J ext(r′, ω), (3.60)

où dans le régime retardé la dyade de Green satisfait l’équation

∇×∇×←→W (r, r′, ω)− ω2

c2
ǫ(r, ω)

←→
W (r, r′, ω) = − 1

c2
δ(r − r′), (3.61)

obtenue à partir de l’équation de Helmholtz (1.15) en remplaçant le terme source

par une fonction delta (voir l’annexe A). On définit la LDOS photonique projetée

selon un vecteur n par la relation [13] 14

ρn(r, ω) = −2ω
π
ℑ
[

n · ←→W (r, r′, ω) · n
]

. (3.62)

Par analogie avec la densité locale d’états électroniques qui apparaît en physique du

solide, la LDOS photonique donne, en un point donné et à une énergie donnée, le

nombre de modes propres photoniques accessibles à la particule par unité d’énergie,

à condition que ceux-ci soient clairement définis, c’est-à-dire dans un système non

dissipatif (voir la partie IV).

Dans la section 3.3.1, on a montré que la probabilité de perte d’énergie par unité

d’énergie d’un électron voyageant dans un milieu inhomogène (en présence d’une

particule par exemple) le long de la trajectoire re(t) = (R0, z = vt) avec une vitesse

v constante est donnée par la relation

13. Ce milieu est par exemple composé d’une particule homogène de permittivité diélectrique
locale ǫ1(ω) plongée dans un milieu également homogène et infini de permittivité ǫ2(ω).

14. Cette relation peut en fait être rigoureusement démontrée en utilisant le théorème fluctuation-
dissipation [58].
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Γeels(R0, ω) = −4
∫ ∞

−∞
dz
∫ ∞

−∞
dz′ ℑ

[

e−i ω
v

(z−z′) ←→W ind
zz (R0,R0, z, z

′, ω)
]

. (3.63)

Les intégrales sur z et z′, qui apparaissent dans (3.63), donnent la transformée de

Fourier suivant z et z′ de la dyade de Green et donc en effectuant ces intégrales, on

obtient

Γeels(R0, ω) = −4ℑ
{←→
W ind

zz (R0,R0, q,−q, ω)
}

(3.64)

=
2π
ω
ρẑ(R0, q, ω), (3.65)

où q = ω/v et où nous avons défini [13]

ρn̂(R, q, ω) = −2ω
π
ℑ
{

n · ←→W (R,R, q,−q, ω) · n
}

. (3.66)

Le fait que q = ω/v traduit la conservation de l’énergie et du moment dans le

transfert d’une excitation de fréquence ω et de moment q de l’électron à la particule

étudiée. Notons que pour un électron voyageant dans un milieu vide infini on a

ρn̂(R, q, ω) = L
ω

2πc2
Θ
(
ω

c
− q

)

, (3.67)

où L est la distance totale traversée par l’électron dans le milieu et Θ est la fonction

de Heaviside. L’expression (3.67) est non nulle lorsque ω/c > q, c’est-à-dire lorsque

v > c (vitesse de l’électron plus grande que la vitesse de la lumière dans le vide),

ce qui est bien sûr impossible et donc (3.67) est toujours nul, ce qui veut dire que

la densité d’états du vide ne contribue pas à la perte d’énergie de l’électron. Par

conséquent, il n’est pas utile en fait de préciser que l’on considère la partie induite

de la dyade de Green puisque précisément la partie qui est retirée est celle du vide

qui ne contribue pas à Γeels. Pour un électron voyageant dans un milieu homogène et

infini décrit par la permittivité diélectrique réelle (sans dissipation) ǫ(ω), la densité

d’états est [13]

ρn̂(R, qω) = L
ω

2πc2

[

1− k2

q2ǫ(ω)

]

Θ

[

ǫ(ω)
ω2

c2
− q2

]

, (3.68)

qui est non nulle lorsque ǫ(ω)ω2

c2 > q2, c’est-à-dire lorsque la vitesse de l’électron
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est plus grande que la vitesse de la lumière dans le milieu (v > c√
ǫ
). Dans ce cas la

LDOS est liée au rayonnement C̆erenkov émis par l’électron dans le milieu.

La relation (3.65) montre que le signal EELS mesuré dans une expérience de

spectroscopie de perte d’énergie des électrons est une mesure de la densité locale

d’états photoniques de la particule dans l’espace des moments suivant la direction

de propagation de l’électron. En plus de cette relation formelle entre EELS et LDOS

exprimée dans l’espace des moments en z, une comparaison entre l’EELS, la LDOS

projetée suivant z (ρẑ) et la LDOS totale (ρ = ρx̂+ρŷ+ρẑ) évaluées dans l’espace réel

(dans toutes les directions), dans le cas d’une géométrie planaire (disque d’argent

d’épaisseur 10 nm et de rayon 30 nm) en incidence normale, est rapportée dans [13].

Cette comparaison montre que la distribution du signal EELS est très proche de

celle de la z-LDOS (évaluée dans l’espace réel) à 10 nm au-dessus de la particule et

malgré le fait que l’EELS soit en fait une mesure de la z-LDOS dans l’espace des

moments suivant la direction des électrons incidents (z). Cela est discuté plus loin

dans le chapitre 16.





Chapitre 4

Méthodes des éléments finis de

frontière (BEM direct et indirect)

L’être humain croira toujours que

plus le robot paraît humain, plus il

est avancé, complexe et intelligent.

Les robots de l’aube

Isaac Asimov

4.1 Introduction

4.1.1 Un outil de simulation numérique pour le groupe STEM

Afin de pouvoir comparer les résultats expérimentaux obtenus en spectroscopie

de perte d’énergie des électrons (EELS) par mon groupe aux simulations numé-

riques, une collaboration avec des théoriciens était nécessaire. En 2007, F. J. García

de Abajo (CSIC, Madrid) a par exemple fourni au groupe des simulations numé-

riques de spectres et de cartes EELS pour des nanotriangles d’argent [7] en utilisant

la méthode des éléments finis de frontière (boundary element method, BEM) dans

le régime retardé [31] et que nous décrirons plus loin. En 2010, ses travaux nous

ont aussi permis de confronter les résultats expérimentaux que nous avons obte-

nus pendant ma thèse sur des split-ring resonators (dans le domaine énergétique

de l’électron-volt) aux simulations numériques [59]. Une autre collaboration avec L.

Henrard (FUNDP, Belgique) avait aussi permis de confronter les résultats expéri-

mentaux du groupe à des simulations numériques réalisées en utilisant la méthode

des dipôles discrets (DDA) (cette méthode sera décrite plus loin). Jusqu’à main-

tenant, mon groupe ne possédait pas son propre outil de simulations numériques

dédié à l’EELS et les délais d’attente pour obtenir les résultats numériques venant
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des collaborations pouvaient parfois être naturellement très longs, d’autant plus

que les programmes utilisés étaient “faits maison” et devaient parfois être adaptés

manuellement à chaque nouveau problème (paramétrisation de la géométrie de la

particule. . . ). Afin de pallier ce manque et donc de gagner en rapidité, j’ai implé-

menté, pendant ma thèse au LPS, la méthode des éléments finis de frontière (BEM)

dans l’approximation non retardée, en utilisant le logiciel commercial d’éléments

finis COMSOL. L’intérêt de ce logiciel par rapport aux programmes "faits maison"

est qu’il possède déjà différents algorithmes très performants permettant de mailler

automatiquement et très rapidement la géométrie du problème puis d’affiner éven-

tuellement "à la main" la discrétisation obtenue. Différents solveurs peuvent aussi

être utilisés selon le problème à résoudre. Le logiciel permet ainsi de choisir le sol-

veur adapté aux problèmes dépendant du temps, aux problèmes stationnaires, aux

problèmes aux valeurs propres, aux problèmes paramétriques 1. . . Notons enfin que

plusieurs représentations des données finales sont possibles (représentation avec des

lignes de champ pour les problèmes d’électromagnétisme, cartes d’intensité avec code

couleur, isosurfaces. . . ) ce qui permet de faciliter l’interprétation des résultats numé-

riques obtenus. Le fait que tous ces algorithmes soient déjà présents dans COMSOL

permet évidemment de gagner du temps pour la résolution du problème, puisqu’il

n’est alors plus question de les coder soi-même. Mon travail a consisté d’abord à

implémenter la méthode BEM (voir plus loin) dans l’approximation non retardée

dans COMSOL et dans le contexte des expériences EELS pour des pertes d’énergie

de l’ordre de l’eV puis dans le contexte des expériences de microscopie optique de

champ proche (SNOM). Ce travail nous a ainsi permis de calculer, pour une parti-

cule de forme quelconque, la densité de charges induite à sa surface, la distribution

spatiale du champ électrique, du potentiel et du signal EELS dans le contexte d’une

expérience de spectroscopie de perte d’énergie ainsi que du signal SNOM dans le

contexte d’une expérience de microscopie optique de champ proche. Les équations

BEM ont été implémentées dans l’approximation non retardée [29] d’abord parce

que cette approximation est justifiée dans nos propres expériences puis aussi pour la

simplicité des équations à implémenter. En effet, la grandeur calculée a une interpré-

tation physique simple puisqu’il s’agit, comme nous le verrons plus loin, de la densité

de charges induite à la surface de la particule, ce qui n’aurait pas été le cas si nous

1. Citons à titre indicatif quelques solveurs itératifs ou non qui peuvent être utilisés dans COM-
SOL : UMFPACK, SPOOLES, PARDISO, TAUCS, GMRES, FGMRES, solveur utilisant la mé-
thode des gradients conjugués. . .
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avions implémenté les équations BEM dans le régime retardé qui sont formellement

plus compliquées et pour lesquelles les grandeurs calculées n’ont pas d’interpréta-

tion physique simple [31]. Ces simulations numériques nous ont permis finalement

d’interpréter une partie des résultats expérimentaux que nous avons obtenus pen-

dant ma thèse. Notons enfin que le BEM s’utilise évidemment lorsque les conditions

aux limites du problème sont connues (voir les sections 4.5.1 et 4.5.2) mais peut

aussi s’appliquer facilement si l’on ne connaît pas ces conditions aux limites (voir

les sections 4.5.3 et 4.6) et est donc une méthode tout à fait adaptée pour faire des

simulations numériques d’EELS ou de SNOM pour lesquelles les conditions aux li-

mites (potentiel à la surface de la particule étudiée par exemple) ne sont pas connues.

Afin de tester la validité de l’implémentation, les premières simulations numé-

riques ont été appliquées au cas bien connu d’une particule sphérique et ont permis

de calculer la distribution spatiale de la densité de charges induite à la surface de la

sphère pour chacun des multipôles (plasmons de surface) excité dans une expérience

EELS (les résultats sont montrés dans l’annexe E). Les simulations ont ensuite été

appliquées au cas d’un split-ring resonator (SRR) que nous avons étudié expéri-

mentalement en EELS (voir le chapitre 10) ce qui nous a permis d’interpréter nos

propres résultats expérimentaux et ont été de plus un complément aux simulations

numériques BEM réalisées par F. J. García de Abajo et V. Myroshnychenko dans

le régime retardé. Afin de faciliter l’accès à ce travail, je vais préciser dans la suite

les fondements théoriques de la méthode des éléments finis de frontière, que j’illus-

trerai par des exemples pour un problème unidimensionnel, bidimensionnel et enfin

tridimensionnel. L’exemple choisi dans le cas tridimensionnel nous servira aussi à

expliciter la démarche que nous avons adoptée dans nos simulations numériques.

4.1.2 Historique général sur les méthodes intégrales

Les premiers travaux concernant le développement du BEM remontent en 1963

avec les publications de Jaswon [60] et Symm [61]. Dans leurs travaux, Jaswon

et Symm ont résolu un problème de potentiel en utilisant la troisième identité de

Green, ce qui leur a permis de transformer l’équation aux dérivées partielles initiale

du problème en une équation intégrale qui peut être résolue ensuite numériquement.

En 1967, Rizzo [62] puis Cruse en 1969 [63] se sont inspirés de ces travaux pour

développer une nouvelle approche du BEM pour un problème d’élastostatique en
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utilisant l’identité de Somigliana. En 1976, les travaux de Lachat et Watson [64] ont

contribué à l’amélioration du traitement numérique des intégrales faiblement singu-

lières et quasi-singulières qui apparaissent en BEM. En 1990, Guiggiani et Gigante

[65] ont développé un algorithme permettant de calculer des intégrales fortement

singulières définies au sens de la valeur principale de Cauchy. Depuis les années 80,

ces méthodes intégrales ont permis de résoudre divers problèmes qui apparaissent

aussi bien en mécanique des fluides, en électromagnétisme ou en mécanique. . .

4.1.3 Historique général sur les méthodes intégrales appli-

quées à l’EELS et à l’étude des plasmons de surface

En 1975, R. Fuchs [66] a été le premier à réaliser des simulations numériques des

excitations créées par le passage d’un électron rapide à proximité d’une particule

de forme complexe dans l’approximation non retardée. Fuchs a ainsi pu obtenir

les propriétés optiques de petits cristaux cubiques en exprimant la réponse de ces

particules en terme d’une équation intégrale portant sur la polarisation de surface

du cube. En 1989, une approche équivalente a été utilisée par F. Ouyang et al

[67] en utilisant une équation intégrale non plus sur la polarisation mais sur la

densité de charges induite à la surface de la particule étudiée. Cette approche leur

a permis de calculer les énergies d’excitation des plasmons de surface ainsi que les

propriétés de ces excitations. Leurs travaux ont permis d’obtenir une expression de

la probabilité de perte d’énergie d’un électron voyageant à proximité d’une particule

de forme quelconque en terme de ses excitations de surface dans l’approximation

non retardée. La même année, cette méthode a ensuite été appliquée par Ouyang

pour déterminer la probabilité de perte d’énergie d’un électron voyageant proche

d’une particule sphérique déposée sur une surface planaire [68]. Ces travaux ont

ensuite été repris en 1997 par F. J. García de Abajo et al [29] en présence d’une

interface invariante par translation et pour une interface axi-symétrique. En 1999, J.

Aizpurua et al ont appliqué les travaux précédents au cas d’un film mince tronqué et

au cas d’une jonction T où trois milieux différents étaient considérés [69]. En 2002,

F. J. García de Abajo et al ont repris les travaux qu’ils avaient réalisés en 1997

en tenant compte cette fois des effets de retard de l’interaction coulombienne [31]

et en généralisant à un nombre arbitraire de milieux. En 2003, D.R. Fredkin et al

[70] traitent le cas d’un problème bidimensionnel. En 2004, A. Sihvola [71] présente
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ses résultats numériques sur le calcul de la polarisabilité de différents polyèdres en

terme d’une équation intégrale portant sur le potentiel électrostatique. La méthode

utilisée par Sihvola sera celle que j’utiliserai pour illustrer la méthode des éléments

finis de frontière (BEM) dans la section 4.5. En 2005, I.D. Mayergoyz et al [72]

ont étudié formellement les propriétés générales des plasmons de surface (spectre

des valeurs propres, invariance d’échelle, orthogonalité des modes propres. . . ) en

utilisant l’équation intégrale sur la densité de charges dans l’approximation non

retardée. Une application de leur résultat est donnée dans ce papier pour deux

nanosphères ou deux cylindres ellipsoïdaux posés sur un substrat, un nanotore et

un nanoprisme triangulaire. Les équations obtenues initialement par Ouyang ont

ensuite été reprises par Mayergoyz en tenant compte des corrections du premier

ordre et du second ordre qui apparaissent lorsque la taille de la particule étudiée

augmente par rapport à la longueur d’onde du rayonnement incident. Une autre

formulation en terme de densité de dipôles distribués à la surface de la particule est

aussi introduite pour la résolution numérique des problèmes qui mettent en jeu des

géométries présentant des pathologies comme des pointes ou des arêtes. . . En 2009,

l’équation intégrale de Ouyang [67] sur la densité de charges a été utilisée par U.

Hohenester et al [73] afin de comparer les simulations numériques de cartes EELS

et de densités d’états photoniques de nanoparticules métalliques. En 2010, J. Jung

et al [74] ont de nouveau utilisé l’équation intégrale de Ouyang pour étudier les

plasmons de surface d’une particule sphérique plongée dans un milieu stratifié.

4.2 Méthodes directes et indirectes du BEM

L’idée générale de la méthode des éléments finis de frontière (ou BEM en anglais

pour boundary element method), qui fait partie des méthodes intégrales [75] 2, est de

chercher numériquement d’abord les solutions d’un problème, décrit par une équa-

tion aux dérivées partielles (EDP) (complétée ou pas par des conditions aux limites),

sur la frontière du domaine d’intérêt 3 puis d’en déduire la solution de l’EDP partout

à l’intérieur et à l’ extérieur de ce domaine. La lecture des différentes publications

2. Comme nous le verrons plus loin, il existe en fait plusieurs formulations de cette méthode et
pour chacune de ces formulations, il y a plusieurs façons de résoudre les intégrales obtenues.

3. Il peut s’agir d’une surface 2D dans le cas d’un domaine tridimensionnel, d’une courbe 1D
dans le cas d’un domaine bidimensionnel et d’un ensemble de deux points 0D dans le cas d’un
domaine unidimensionnel. Dans notre cas, où les simulations numériques sont réalisées dans le
contexte d’expériences EELS, il s’agira de la surface de la particule étudiée.
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citées précédemment nous a permis de constater qu’il existe en fait deux grandes

familles de BEM : les méthodes directes et les méthodes indirectes. Dans les mé-

thodes directes, la grandeur d’intérêt (par exemple le potentiel électrostatique créé

par une densité volumique de charges en présence d’une particule) est directement

déterminée sur la frontière du domaine puis elle est déduite partout à l’intérieur

et à l’extérieur de ce domaine à partir de sa valeur sur la frontière. Dans les mé-

thodes indirectes, une grandeur intermédiaire est introduite (par exemple la densité

de charges induite à la surface de la particule) et déterminée sur la frontière du

domaine puis ensuite la grandeur d’intérêt est déduite partout à l’extérieur et à l’in-

térieur du domaine à partir des valeurs de la grandeur intermédiaire. Les méthodes

indirectes se distinguent donc des méthodes directes dans le sens où il est nécessaire

d’introduire une grandeur intermédiaire à la surface du domaine à partir de laquelle

la grandeur d’intérêt est déterminée partout dans l’espace.

Pour réaliser nos simulations numériques, j’ai préféré utiliser la méthode indi-

recte à la méthode directe d’abord par ce qu’elle est utilisée par notre collaborateur

F. J. García de Abajo dans le domaine retardé et aussi par ce qu’elle nous permet

de calculer, rapidement, la densité de charges induite à la surface des particules

étudiées en EELS, qui est inaccessible dans ces expériences et plus difficile à obtenir

avec la méthode directe. Plus précisément, nous avons choisi à ce que la grandeur

intermédiaire de la méthode indirecte soit la densité de charges induite à la surface

de la particule étudiée. Cette grandeur est d’autant plus importante qu’elle s’est ré-

vélée nécessaire pour interpréter nos propres résultats expérimentaux et qu’elle nous

permet de déduire facilement toutes les autres grandeurs d’intérêt comme la distri-

bution spatiale du potentiel, du champ électrique, du signal EELS ou du SNOM. . .

4.3 Comparaison BEM/FEM

Comme la méthode des élements finis de frontière (BEM) [75] et la méthode des

éléments finis (FEM) [76] sont très proches par nature et aussi parce que nous avons

utilisé un logiciel d’éléments finis (COMSOL) pour résoudre des équations dérivées

du BEM, il semble nécessaire ici de faire une brève comparaison entre ces deux

méthodes afin d’éviter les confusions. Dans ces deux méthodes, mais cela est vrai

aussi pour beaucoup d’autres méthodes numériques, la géométrie du problème est
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Figure 4.1 – (a) Discrétisation d’une surface carrée (domaine 2D) en éléments triangu-
laires à trois nœuds en FEM. (b) Discrétisation des bords de la surface carrée en élements

linéaires à deux nœuds en BEM. (c) Exemple de polynômes d’interpolation linéaires Φ
(1)
1

(en rouge) et Φ
(1)
2 (en bleu) utilisés pour interpoler l’inconnue u sur l’élément (1) en BEM

(on a supposé ici, pour simplifier, qu’il n’y a qu’une seule inconnue).

discrétisée en petits éléments. En FEM, la géométrie entière est discrétisée, c’est-à-

dire en volume et en surface tandis qu’en BEM, la frontière du domaine seulement

est discrétisée (voir Fig. 4.1). En FEM et en BEM, l’équation aux dérivées partielles

(EDP) initiale à résoudre est transformée en une équation intégrale qui est ensuite

résolue numériquement. Alors qu’en FEM cette équation intégrale fait intervenir

à la fois des intégrales de volume et des intégrales de surface, en BEM l’équation

intégrale ne fait intervenir qu’une intégrale de surface. Dans ces deux méthodes, la

solution du problème est ensuite interpolée sur chaque élément de la discrétisation

en fonction des valeurs calculées en chacun des nœuds de l’élément.

Ces deux méthodes ont de plus chacune leurs avantages et leurs inconvénients
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que nous allons brièvement décrire. Le premier avantage du BEM par rapport au

FEM concerne, comme nous l’avons dit plus haut, la discrétisation du domaine.

En FEM, le domaine entier est discrétisé alors qu’en BEM, la surface du domaine

seulement est discrétisée, ce qui permet évidemment de diminuer le temps calcul

lors de la résolution numérique du problème. Le traitement est de plus simplifié

pour les problèmes dont la géométrie présente un plan de symétrie puisqu’alors

aucune discrétisation n’est nécessaire dans le plan de symétrie. Par ailleurs, pour

obtenir l’équation intégrale à partir de l’EDP initiale à résoudre, le BEM a besoin

de la fonction de Green de l’EDP, c’est-à-dire la solution de l’EDP obtenue en

remplaçant la source réelle par une source ponctuelle (voir l’annexe A). Le fait que

cette solution soit exacte permet d’améliorer la précision des résultats obtenus lors

de la résolution du problème. Malheureusement cette solution n’est pas toujours

connue pour des opérateurs différentiels qui seraient non-linéaires, inhomogènes ou

anisotropes, ce qui rend alors la résolution de ces problèmes beaucoup plus complexe

qu’en FEM où une telle solution n’est pas nécessaire. Un autre avantage du BEM par

rapport au FEM, dans le contexte de l’EELS par exemple, concerne les conditions

aux limites (CL). Les diverses publications concernant le FEM montrent que les CL

du problème (CL de dirichlet, de Neumann. . . ) (voir l’annexe A) doivent toujours

être spécifiées pour résoudre un problème en FEM, même si parfois certaines des

contraintes imposées par ces CL peuvent être relachées (voir toutes supprimées)

afin de simplifier la résolution du problème, en prenant le risque bien sûr d’altérer

la précision du résultat final. Au contraire, beaucoup de publications concernant les

applications du BEM montrent que cette méthode numérique fonctionne très bien

même lorsque les CL ne sont pas spécifiées dans les situations où elles ne sont pas

fixées et donc pas connues (pour le BEM indirect, voir [72] et pour le BEM direct,

voir [71]). Dans les expériences EELS que nous avons réalisées (mais c’est le cas

aussi du SNOM), les CL ne sont pas connues et le BEM semble donc mieux adaptée

que le FEM pour simuler les résultats de ces expériences. Dans la section 4.5, nous

donnons trois applications du BEM où les CL sont spécifiées (cas 1D et 2D) ou pas

(cas 3D).
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4.4 Approches numériques alternatives au BEM

Nous présentons ici puis comparons brièvement, les deux autres méthodes nu-

mériques alternatives au BEM (DDA et FDTD). Ces trois méthodes étant les plus

utilisées en plasmonique, les plus efficaces et que l’on peut facilement adapter à dif-

férentes situations, nous ne décrirons que celles-ci 4.

L’approximation des dipôles discrets (DDA) aussi appelée méthode des dipôles

couplés (CDM) [77], modélise la particule étudiée comme un réseau d’éléments dipo-

laires polarisables distribués en volume et en surface de la particule. Comme le BEM,

cette méthode donne le champ électromagnétique créé par la particule en réponse à

un champ électrique incident dans le domaine fréquentiel. La polarisation de chaque

élément résulte de la superposition du champ externe et du champ électromagné-

tique local créé par tous les autres éléments du réseau. En particulier, le moment

dipolaire d’un élément situé à la position rj satisfait la relation auto-consistante [52]

pj = αj



Eext(rj) +
∑

j′ 6=j

G0
jj′ · pj′



 , (4.1)

où le tenseur symétrique 3 × 3 G0
jj′ décrit le couplage avec le dipôle situé en rj′ .

L’équation (4.1) peut être résolue numériquement et directement par une inversion

de matrice, ce qui donne

P =
1

α−1 − G0
·Eext, (4.2)

où P est le vecteur formé par les composantes de tous les dipôles pj, la matrice G0

est formée des éléments de matrice G0
jj′ . Le champ électrique extérieur correspondant

au passage de l’électron supposé voyager dans le vide s’écrit [52]

Eext(rj) =
2ω
v2γ

gj, (4.3)

où gj = g(rj), γ =
√

1− v2/c2 et

4. Mentionnons seulement qu’il existe une autre méthode appelée méthode des multipôles géné-
ralisée qui permet de traiter plusieurs particules simultanément et qui est plus rapide que le BEM
et les méthodes hybrides qui mélangent BEM, DDA et FDTD.
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g(r) = eiωz/v

[

i

γǫ

K0

(

ωR

vγǫ

)

ẑ −K1

(

ωR

vγǫ

)

R̂

]

, (4.4)

où la notation r = (R, z) avec R = (x, y) a été utilisée et où K0 et K1 sont les

fonctions de Bessel modifiées de seconde espèce 5. La probabilité de perte d’énergie

des électrons est alors donnée par [52]

Γeels(ω) =
1
π

(

2ω
v2γ

)2

ℑ
[

g+ · 1
α−1 − G0

· g
]

. (4.5)

Ces équations peuvent bien-entendu être étendues dans le cas où la particule

est déposée sur un substrat comme c’est le cas lorsque celle-ci est fabriquée par

lithographie électronique en tenant compte du champ diffusé par le substrat. La

polarisabilité αj de l’élément j est obtenue à partir de la permittivité diélectrique

volumique du matériau (par exemple celle du graphite pour les nanotubes de car-

bone et les fullerènes. . . ) en inversant la relation de Clausius-Mossotti [38]. Cette

méthode numérique a été utilisée pour modéliser les spectres d’absorption et de dif-

fusion de particules avec des formes différentes, incluant des bandes plasmoniques

[78, 79] ainsi que pour calculer la probabilité de perte d’énergie d’un électron passant

près d’un nanotube de carbone [52].

Dans la méthode des différences finies dans le domaine temporel (FDTD),

le champ électromagnétique diffusé par la particule est obtenu directement dans

l’espace temporel en résolvant un système de relations liant les valeurs du champ

à différents pas de temps suffisamment proches les uns des autres [80], ce qui peut

être avantageux dans les situations où la dépendance temporelle du champ est néces-

saire. La résolution numérique du problème est de plus simplifiée en développant les

champs en terme des solutions analytiques associées aux diverses parties du système,

ce qui est possible lorsque ces parties possèdent des symétries simples (ce qui est le

cas par exemple des dimères, des sphères multi-couches, des cylindres, d’une sphère

déposée sur un substrat planaire, d’un réseau de sphères. . . ). Le champ peut alors

5. Plus précisément, le champ électrique créé par le dipôle pj′ est donné par

G0
jj′ · pj′ =

eikR

R3

{

[(kR)2 + ikR− 1]pj′ − [(kR)2 + 3ikR− 3]
(R · pj′)R

R2

}

,

où R = rj − rj′ .
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être développé dans une base de fonctions adaptées à ces symétries (harmoniques

sphériques, fonctions de Bessel, ondes planes. . . ) et les coefficients de ce dévelop-

pement sont déterminés en imposant les conditions de continuité du champ. Cette

méthode peut par exemple être utilisée pour analyser les propriétés optiques de

nanoparticules de forme complexe, telles que les nano-étoiles d’or [81].

4.4.1 Comparaison BEM, DDA et FDTD

Une comparaison entre BEM, DDA et FDTD a été rapportée dans [82] et nous

reprenons ici les grandes lignes de cet article. En BEM et en DDA, les équations

de Maxwell à résoudre sont écrites sous la forme d’un système d’équations algé-

brique dans le domaine fréquentiel. Lorsque ce système est inversé directement, le

temps de calcul est proportionnel à N3 (où N est le nombre de points de la dis-

crétisation utilisé). Un temps de calcul plus rapide peut cependant être obtenu en

utilisant une méthode itérative comme la méthode des gradients conjugués (CGM)

(temps de calcul ∼ N2), particulièrement adaptée en DDA lorsque la méthode est

combinée à une transformée de Fourier rapide (FFT) pour calculer les produits de

matrice. Le BEM a l’avantage qu’il ne requiert qu’une paramétrisation à la surface

de la particule (N ∼ V 2/3, où V est le volume de la particule) alors que le DDA de-

mande une paramétrisation en volume (N ∼ V ). Par ailleurs, la FDTD demande une

plus grande paramétrisation en volume, puisqu’elle doit inclure la région à l’extérieur

de la particule où à la fois le champ incident et le champ diffusé peuvent se propager.

En BEM et en DDA, la symétrie éventuelle de la particule étudiée permet de plus

de diminuer le temps de calcul : chaque plan miroir réduit d’un facteur 4 le temps

de calcul avec une inversion directe du système d’équations algébrique final et d’un

facteur 2 avec la méthode CGM et un axe de rotation d’ordre n donne une réduction

d’un facteur n2 avec une inversion directe et un facteur n avec la méthode CGM [82].

En ce qui concerne la mémoire utilisée, les méthodes BEM et DDA requièrent

de mettre en mémoire des matrices qui connectent chaque paire de points de la

discrétisation (mémoire ∼ N2), alors qu’en FDTD l’ordinateur ne doit garder en

mémoire que la valeur du champ à chaque pas de temps (mémoire ∼ N). Notons

pour finir que les méthodes BEM, DDA et FDTD peuvent être appliquées à des

géométries et des permittivités diélectriques arbitrairement complexes bien qu’en

FDTD, il soit nécessaire que la permittivité du matériau considéré soit exprimée
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comme une somme nécessairement finie de fonctions lorentziennes [82].

4.5 Exemples d’application du BEM direct en uti-

lisant la méthode des résidus pondérés

A titre pédagogique, nous détaillons maintenant les différentes étapes utilisées

pour résoudre numériquement une équation aux dérivées partielles par la méthode

des éléments finis de frontière. Puisque c’est cette méthode que nous avons utilisée

dans nos simulations, nous ne parlerons que du BEM sans illustrer les autres mé-

thodes dont nous avons parlé (DDA et FDTD). Nous commencerons par illustrer

le BEM direct puis ensuite nous détaillerons le BEM indirect que j’ai utilisé dans

ma thèse. Pour le BEM direct, nous traiterons les cas d’un problème 1D puis 2D,

ce qui nous permettra d’introduire le vocabulaire technique largement utilisé dans

cette méthode. Le cas d’un problème 3D sera traité en utilisant les méthodes directe

et indirecte, ce qui nous permettra d’introduire la méthode que nous avons utilisée

dans nos propres simulations numériques. Les résultats établis dans le cas 3D seront

par ailleurs repris et précisés dans la section 10.3 consacrée à nos simulations. Le

lecteur désireux d’en apprendre davantage sur le BEM pourra consulter l’excellent

ouvrage [75].

4.5.1 Exemple 1D du BEM direct

Ici, nous allons illustrer le BEM direct dans le cas d’une équation différentielle du

second ordre non homogène à une dimension avec des conditions aux limites fixées.

La simplicité de cette équation nous permettra de comparer le résultat numérique

approché obtenu avec le résultat analytique exact.

Considérons l’équation différentielle

d2u(x)
dx2

+ 2u(x) = −3x pour x ∈ [0, 1], (4.6)

avec les conditions aux limites de Dirichlet

u(x = 0) = u(x = 1) = 0. (4.7)
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On va commencer par transformer (4.6) en une équation intégrale.

Etape 1 - On multiplie l’équation (4.6) par une fonction w de la variable x (appelée

fonction test et pour l’instant quelconque) et on intègre entre 0 et 1

∫ 1

0
dx

[

d2u(x)
dx2

+ 2u(x) + 3x

]

w(x) = 0. (4.8)

Résoudre cette équation numériquement, revient à annuler l’erreur (appelé résidu)

entre la solution exacte et la solution numérique approchée (que nous avons notée

ici par simplicité u(x)) pondérée par la fonction test w sur le domaine entier [0, 1].

Cette approche est appelée méthode des résidus pondérés et sera de nouveau utilisée

dans les autres exemples traités.

Etape 2 - En intégrant deux fois par partie l’équation intégrale précédente, on

obtient

∫ 1

0
dx

[

d2w(x)
dx2

+ 2w(x)

]

u(x)+3
∫ 1

0
dx w(x)x+

[

du(x)
dx

w(x)

]1

0

−
[

du(x)
dx

w(x)

]1

0

= 0.

(4.9)

Etape 3 - Comme on cherche à résoudre (4.6) par le BEM, on choisit de prendre la

fonction test w égale à une fonction de Green G(x, x′) du problème définie formel-

lement par

d2G(x, x′)
dx2

+ 2G(x, x′) = δ(x− x′). (4.10)

En remplaçant w(x) par G(x, x′) dans l’équation intégrale (4.9), on obtient

u(x′) = −3
∫ 1

0
dx x G(x, x′)−

[

du(x)
dx

G(x, x′)

]1

0

+

[

dG(x, x′)
dx

u(x)

]1

0

pour x′ ∈ [0, 1].

(4.11)

Etape 4 - Parmi toutes les fonctions de Green qui sont solution de (4.11), nous

choisissons naturellement la plus simple, c’est-à-dire ici celle qui s’annule lorsque

x = x′
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G(x, x′) =
sin

(√
2|x− x′|

)

2
√

2
. (4.12)

Etape 5 - En insérant (4.12) dans (4.11) et en tenant compte du fait que u(x =

0) = u(x = 1) = 0, on obtient

u(x′) = − 3
2
√

2

∫ 1

0
dx x sin

(√
2|x− x′|

)

− 1
2
√

2

[

sin
(√

2|1− x′|
)

u′(1)− sin
(√

2|x′|
)

u′(0)
]

,

(4.13)

qui donne la valeur de u à l’intérieur du domaine (x′ ∈ [0, 1]) en fonction de la valeur

de u′ aux extrémités du domaine, c’est-à-dire en 0 et 1.

Etape 6 - L’astuce à utiliser maintenant est de faire tendre x′ vers 0 puis vers 1, ce

qui donne deux équations permettant de déterminer u′(0) et u′(1)

x′ → 0 : u(0) = − 3
2
√

2

∫ 1

0
dx x sin

(√
2|x|

)

− 1
2
√

2
sin(
√

2)u′(1) (4.14)

x′ → 1 : u(1) = − 3
2
√

2

∫ 1

0
dx x sin

(√
2|x− 1|

)

+
1

2
√

2
sin(
√

2)u′(0).(4.15)

En tenant compte de nouveau du fait que u(0) = u(1) = 0 et en résolvant les

intégrales qui apparaissent dans les deux expressions précédentes, on trouve

u′(0) = −3
2

+
3√
2

1
sin(
√

2)
≈ 0.6475941 et u′(1) = −3

2
+

3√
2

cos(
√

2)
sin(
√

2)
≈ −1.165096.

(4.16)

Etape 7 - En insérant ces valeurs dans (4.13), on obtient finalement

u(x′) = − 3
2
√

2

∫ 1

0
dx x sin

(√
2|x− x′|

)

+
3
4

sin
(√

2|x′|
)
[

1
sin(
√

2)
− 1√

2

]

− 3
4

sin
(√

2|1− x′|
)
[

cos(
√

2)
sin(
√

2)
− 1√

2

]

. (4.17)

Cette expression nous permet de déterminer la valeur de l’inconnue u partout entre

0 et 1. Par exemple en x′ = 1/2, on trouve : u(1/2) = 3
2

sin(
√

2/2)

sin(
√

2)
− 3

4
≈ 0.2365246.
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La solution exacte de l’équation différentielle initiale (4.6) complétée par les condi-

tions aux limites de Dirichlet (4.7) est u(x) = 3
2 sin(

√
2x)

sin(
√

2x)− 3
2
x, qui donne en

x = 1/2 exactement le même résultat que celui que nous avons trouvé précédem-

ment en utilisant une méthode intégrale. Bien sûr dans un problème plus complexe,

la solution analytique sera une approximation de la solution exacte et ne lui sera

par conséquent pas égale.

Remarquons que nous n’avons pas eu ici à discrétiser la frontière du domaine.

Cela est dû au fait que nous avons considéré le cas simpliste d’une géométrie uni-

dimensionnelle (le segment [0, 1]) pour laquelle la frontière se réduit aux extrémités

du segment, c’est-à-dire aux points 0 et 1 (de dimension nulle) et donc aucune dis-

crétisation n’a été nécessaire. Dans le cas d’une géométrie de dimension ≥ 2, la

frontière du domaine est de dimension ≥ 1 et une discrétisation de cette frontière

est nécessaire.

4.5.2 Exemple 2D du BEM direct

Ici, nous allons utiliser le BEM direct afin de déterminer les solutions d’une

équation de Laplace homogène dans le cas d’une géométrie bidimensionnelle. Les

différentes étapes sont analogues à celles que nous avons utilisées dans le cas uni-

dimensionnel mais une discrétisation de la frontière du domaine sera de plus néces-

saire. Cet exemple permettra de pointer les principales difficultés qui apparaissent

en BEM. Considérons l’équation de Laplace homogène dans un domaine Ω

∇2u(r) = 0 pour r ∈ Ω. (4.18)

On multiplie cette équation par une fonction test w et on intègre sur Ω (de nouveau

nous utilisons la méthodes résidus pondérés : voir l’exemple traité dans la section

4.5.1)

∫

Ω
dr ∇2u(r)w(r) = 0. (4.19)

En utilisant le second théorème de Green, l’équation (4.19) devient (on notera ici Γ

la frontière qui délimite Ω pour simplifier les notations) 6

6. Le second théorème de Green s’énonce ainsi : soient deux champs scalaires Φ et Ψ arbi-
traires définis à l’intérieur d’un volume Ω délimité par la surface fermée Γ qui est orientée vers
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−
∫

Ω
dr u(r)∇2w(r) =

∫

Γ
dΓ [w(s)n · ∇u(s)− u(s)n · ∇w(s)] . (4.20)

Afin d’éliminer l’intégrale de volume et ne garder que l’intégrale de surface, nous

choisissons de prendre la fonction test égale à la fonction de Green de l’opérateur

laplacien définie par l’équation

∇2G(r, r′) = −δ(r − r′). (4.21)

En utilisant (4.21), l’équation intégrale (4.20) devient

u(r′) =
∫

Γ
dΓ [G(s, r′)n · ∇u(s)− u(s)n · ∇G(s, r′)] pour r′ ∈ Ω. (4.22)

L’équation (4.22), qui est en fait valable à la fois pour des géométries 2D et

3D, nous permet de calculer les valeurs de u à l’intérieur du domaine après avoir

déterminé les valeurs de u et n · ∇u sur la frontière de ce domaine. Parmi toutes

les fonctions de Green du problème 2D qui sont solution de l’équation (4.21), nous

choisissons de nouveau la plus simple

G(2D)(r, r′) = − 1
2π

ln |r − r′|, (4.23)

d’où :

n · ∇G(2D)(s, r′) = − 1
2π

n · (s− r′)
|s− r′|2 . (4.24)

Afin de simplifier les notations, posons : q = n · ∇u, q∗ = n · ∇G(2D) et u∗ = G(2D)

dans (4.22)

u(r′) =
∫

Γ
dΓ [q(s)u∗(s, r′)− u(s)q∗(s, r′)] pour r′ ∈ Ω. (4.25)

Il nous faut maintenant déterminer les valeurs de u sur la frontière du domaine,

ce qui nous permettra ensuite d’obtenir u partout dans l’espace d’après (4.25). Les

l’extérieur par le vecteur normal n alors on a l’identité

∫

Ω

dr
[
Φ(r)∇2Ψ(r)−Ψ(r)∇2Φ(r)

]
=

∫

Γ

dΓ [Φ(s)n · ∇Ψ(s)−Ψ(s)n · ∇Φ(s)] [38].
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Figure 4.2 – (a) Déformation de la frontière initiale autour de s′. (b) Géométrie et
paramètres utilisés dans le calcul de (4.22) infiniment proche de la frontière. Adaptée de
[75].

valeurs de u sur la frontière du domaine sont obtenues, comme dans le cas 1D (voir

la section 4.5.1), en utilisant (4.22) dans la limite où r′ → s′ ∈ Γ mais contrairement

au cas 1D où cette limite ne pose pas de problème, il faut faire attention ici à cause

de la singularité qui apparaît lorsque s′ = s. Les intégrales doivent être calculées en

modifiant légèrement la frontière du domaine afin de passer au-dessus de la singu-

larité. En suivant la démarche proposée dans [75], nous augmentons la frontière Γ

par une petite région circulaire de rayon ǫ autour de s′ ∈ Γ.

La frontière modifiée est alors donnée par (voir Fig. 4.2)

Γ′ = Γ− Γ∗
ǫ + Γǫ (4.26)

et la frontière initiale est obtenue à partir de Γ′ en faisant tendre ǫ vers 0

Γ = lim
ǫ→0

Γ′. (4.27)

L’élément curviligne dΓǫ pris le long de la déformation Γǫ peut être paramétrisé par

dΓǫ = ǫdθ, (4.28)

où

ǫ = |s− s′|. (4.29)
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La limite de (4.25) lorsque r′ → s′ ∈ Γ est obtenue en calculant chacune des

intégrales qui apparaissent dans (4.25) sur Γ′ et en faisant tendre ǫ vers 0. Le premier

terme donne

∫

Γ
q(s)u∗(s, s′)dΓ = − lim

ǫ→0

∫

Γ′
q(s)

ln |s− s′|
2π

dΓ

= − lim
ǫ→0

∫

Γ−Γ∗
ǫ

q(s)
ln |s− s′|

2π
dΓ− lim

ǫ→0

∫

Γǫ

q(s)
ln |s− s′|

2π
dΓ.

(4.30)

La première intégrale de (4.30) est faiblement singulière 7 [75] et peut être déter-

minée analytiquement sans précaution particulière. La seconde intégrale donne, en

appliquant la règle de l’hôpital 8

lim
ǫ→0

∫

Γǫ

q(s)
ln |s− s′|

2π
dΓ = lim

ǫ→0

1
2π

∫ α

θ=0
q(ln ǫ)ǫ dθ

= lim
ǫ→0

1
2π

∫ α

θ=0
q

(ln ǫ)′

(1
ǫ
)′ dθ

= lim
ǫ→0

1
2π

∫ α

θ=0
−qǫ dθ = 0. (4.31)

Le second terme de (4.30) donne

−
∫

Γ
u(s)q∗(s, s′)dΓ = lim

ǫ→0

∫

Γ′
u(s)

n · (s− s′)
2π|s− s′|2 dΓ

= lim
ǫ→0

∫

Γ−Γ∗
ǫ

u(s)
n · (s− s′)
2π|s− s′|2 dΓ + lim

ǫ→0

∫

Γǫ

u(s)
n · (s− s′)
2π|s− s′|2 dΓ.

(4.32)

Puisque
∫

Γ uq
∗dΓ est fortement singulière [75], l’intégrale sur la frontière modifiée

Γ− Γ∗
ǫ représente (par définition) sa partie principale de Cauchy

7. L’intégrant est singulier en certains points mais son intégrale est convergente.
8. La règle de l’hôpital s’énonce ainsi (dans le cas 1D) : si f et g sont deux fonctions dérivables

en x0 et telles que le quotient f ′(x0)
g′(x0) existe, alors lim

x→x0

f(x)
g(x) = f ′(x0)

g′(x0) .
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lim
ǫ→0

∫

Γ−Γ∗
ǫ

u(s)
n · (s− s′)
2π|s− s′|2 dΓ = lim

ǫ→0

∫

Γ−Γ∗
ǫ

u(s)q∗(s, s′)dΓ

≡ PP
∫

Γ
u(s)q∗(s, s′)dΓ. (4.33)

La seconde intégrale qui apparaît dans (4.32) donne 9

lim
ǫ→0

∫

Γǫ

u(s)
n · (s− r′)
2π|s− r′|2 dΓ = lim

ǫ→0

∫ α

θ=0
u(s)

ǫ

2πǫ2
ǫdθ

= u(s′)
∫ α

θ=0

1
2π
dθ

=
α

2π
u(s′). (4.34)

En rassemblant tous ces résultats, l’expression (4.22) devient dans la limite où r′ →
s′ ∈ Γ

(

1− α

2π

)

u(s′) + PP
∫

Γ
dΓ u(s)n · ∇G(2D)(s− s′) =

∫

Γ
dΓ G(2D)(s− s′)n · ∇u(s),

(4.35)

où PP désigne la partie principale de Cauchy. Il est possible d’écrire une équation

intégrale plus compacte valable pour r′ partout dans l’espace

c(r′)u(r′)+PP
∫

Γ
dΓ u(s)n ·∇G(2D)(s−r′) =

∫

Γ
dΓ G(2D)(s−r′)n ·∇u(s), (4.36)

où

c(r′) =







1− α
2π

pour r′ ∈ Γ

1 pour r′ ∈ Ω

0 pour r′ 6∈ Γ, r′ 6∈ Ω.

(4.37)

La géométrie du problème est approximée en divisant (on dit aussi "maillée")

la frontière du domaine en petits éléments appelés éléments de frontière qui sont

9. Ce terme est appelé le résidu de l’intégrale fortement singulière
∫

Γ
uq∗dΓ, à ne pas confondre

avec le terme "résidu" employé aussi en BEM pour désigner l’erreur entre la solution exacte et la
solution approchée d’une équation.
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ici simplement des petits segments enlaçant la géométrie 2D [voir Fig. 4.1 (b)]. Les

inconnues sont alors déterminées en chacun des nœuds du maillage à l’aide de (4.37)

puis la solution est interpolée partout sur toute la frontière en utilisant des fonctions

continues par morceaux [voir Fig. 4.1 (c)].

La frontière du domaine est divisée en Ne éléments Γ(1), · · · ,Γ(Ne) dont chacun

possède N (e) nœuds [voir Fig. 4.1 (b)]. Dans l’élément (e), muni d’un système de

coordonnées locales x, les inconnues u(e) et q(e) sont interpolées par des fonctions

d’interpolation φn(x) (appelées aussi fonctions de base) et en utilisant leur valeur

aux nœuds u(e)
n et q(e)

n

u(e)(x) =
N(e)
∑

n=1

u(e)
n φn(x) et q(e)(x) =

N(e)
∑

n=1

q(e)
n φn(x). (4.38)

En insérant les expressions (4.38) dans (4.36), on obtient

cu+
Ne∑

e=1





N(e)
∑

n=1

u(e)
n

∫

Γ(e)
dΓ q∗φn



 =
Ne∑

e=1





N(e)
∑

n=1

q(e)
n

∫

Γ(e)
dΓ u∗φn



 . (4.39)

Pour résoudre numériquement (4.39), on peut multiplier cette équation par des

fonctions test a priori quelconques et intégrer de nouveau sur la frontière du do-

maine. Les différentes façons de choisir ces fonctions test sont associées à différentes

méthodes pour résoudre (4.39) [75]. On peut par exemple choisir ces fonctions test

égales aux fonctions d’interpolation φn que nous avons utilisées pour exprimer les

inconnues. Cette approche est appelée méthode de Galerkin symétrique et sera uti-

lisée pour illustrer le cas 3D (voir la section 4.5.3). Une autre façon de procéder

est d’imposer à ce que (4.39) soit vérifiée en chacun des nœuds du maillage. Cette

approche est appelée méthode par collocation et revient en fait à choisir la fonction

test égale à une fonction delta qui est nulle partout sauf aux nœuds du maillage.

Cette approche est celle que nous allons maintenant utiliser pour résoudre (4.39)

footnoteLa méthode de Galerkin et la méthode par collocation sont donc deux sous-

méthodes de la méthode des résidus pondérés que nous utilisons ici..

En utilisant la méthode par collocation et en numérotant globalement tous les

nœuds de la discrétisation m = 1, 2, · · · , N , l’équation (4.39) s’écrit au nœud m = 1
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u1

(∫

Γ(1,e)
dΓ q∗(x, x1)φ1 + c1

)

︸ ︷︷ ︸

H̄11

+ . . .+ uN

∫

Γ(N,e)
dΓ q∗(x, x1)φN

︸ ︷︷ ︸

H1N

= q1

∫

Γ(1,e)
dΓ u∗(x, x1)φ1

︸ ︷︷ ︸

G11

+ . . .+ qN

∫

Γ(N,e)
dΓ u∗(x, x1)φN

︸ ︷︷ ︸

G1N

, (4.40)

où l’intégrale
∫

Γ(m,e)
dΓ • est la somme de toutes les intégrales sur les éléments (e)

dans lesquels le nœud m est localisé. En utilisant exactement la même procédure

pour les (N − 1) autres nœuds de la discrétisation, on obtient un système de N

équations que l’on peut écrire sous forme matricielle











H̄11 H12 · · · H1N

H21 H̄22 · · · H2N

...
...

. . .
...

HN1 HN2 · · · H̄NN





















u1

u2

...

uN











=











G11 G12 · · · G1N

G21 G22 · · · G2N

...
...

. . .
...

GN1 GN2 · · · GNN





















q1

q2

...

qN











,

(4.41)

ou sous forme condensée

Hu = Gq. (4.42)

Une fois que les valeurs de u et q ont été déterminées sur la frontière du domaine

en résolvant numériquement (4.41) (voir application plus loin), on peut utiliser de

nouveau l’équation (4.39) (avec c = 1) afin d’obtenir les valeurs de u et q partout à

l’intérieur du domaine. Afin de simplifier la résolution "à la main" de ce problème,

on choisit des fonctions d’interpolation constantes sur chaque élément de frontière

(φn = 1) et un seul nœud par élément centré sur cet élément 10. En discrétisant

maintenant l’intérieur du domaine, on trouve la valeur de u en un point rl du

maillage dans le domaine

u(rl) =
Ne∑

e=1

ue

(
∫

Γ(e)
dΓ

n · (s− rl)
2π|s− rl|2

)

︸ ︷︷ ︸

Hle

−
Ne∑

e=1

qe

(
∫

Γ(e)
dΓ

ln |s− rl|
2π

)

︸ ︷︷ ︸

Gle

. (4.43)

10. Afin d’améliorer la précision du résultat final, on peut utiliser des polynômes d’interpolation
d’ordre plus élevé et un nombre de nœuds par élément plus important. . .
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x

1 1

(e = 1)
(1)

(a) (b)

Figure 4.3 – Application du BEM au cas d’un rectangle. (a) Discrétisation des bords
du rectangle en utilisant un élement par coté à un nœud. (b) Fonction d’interpolation
constante (φ1 = 1) utilisée pour interpoler la solution sur un élément de la discrétisation.

En définissant les vecteurs lignes HT
l = [Hl1 Hl2 · · · HlNe

] et GT
l = [Gl1 Gl2 · · · GlNe

],

le système précédent peut s’écrire finalement sous la forme condensée

u(rl) = HT
l u−GT

l q pour rl ∈ Ω. (4.44)

Application au cas d’un rectangle. Considérons un rectangle de longueur 2 et de

largeur 1. Les bords de ce rectangle sont discrétisés en utilisant quatre éléments (un

élément par côté) (voir Fig. 4.3). On choisit des fonctions d’interpolation constantes

sur chacun de ces éléments auxquels on associe un nœud centré sur l’élément (φ1 = 1

et N (e) = 1). On impose de plus les conditions aux limites suivantes : ū1 = 0,

ū3 = 100 et q̄2 = q̄4 = 0, où la "barre" au-dessus de ces quantités est là pour nous

rappeler que leur valeur est connue. Les inconnues de ce problème sont donc u2, u4,

q1 et q3.

Les nœuds étant choisis au centre des éléments, on a α = π et donc c(x′) = 1/2, ce

qui donne pour le nœud l

1
2
ul +

4∑

e=1

(

−
∫

Γ(e)
dΓ

n · (s− rl)
2π|s− rl)|2

)

︸ ︷︷ ︸

Hle

ue =
4∑

e=1

(

−
∫

Γ(e)
dΓ

ln |s− rl|
2π

)

︸ ︷︷ ︸

Gle

qe. (4.45)

En choisissant successivement l = 1, 2, 3 et 4, on obtient un système de quatre

équations permettant de déterminer les quatre inconnues du problème. On trouve

après quelques calculs [75]
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1
2











ū1

u2

ū3

u4











+ H











ū1

u2

ū3

u4











= G











q1

q̄2

q3

q̄4











, (4.46)

avec

H ≈











0 −0.2110 −0.0780 −0.2110

−0.125 0 −0.125 −0.250

−0.0780 −0.2110 0 −0.2110

−0.125 −0.250 −0.125 0











(4.47)

et

G ≈











0.2695 −0.0175 −0.1119 −0.0175

−0.0210 0.3183 −0.0210 −0.0420

−0.1119 −0.0175 0.2695 −0.0175

−0.0210 −0.0420 −0.0210 0.3183











. (4.48)

En prenant ū1 = 0, ū3 = 100 et q̄2 = q̄4 = 0 et en utilisant (4.47) et (4.48), le

système (4.46) s’écrit numériquement (après l’avoir réarrangé afin d’isoler le vecteur

des inconnues)











−0.2695 −0.2110 0.1119 −0.2110

0.0210 0.5000 0.0210 −0.2500

0.1119 −0.2110 −0.2695 −0.2110

0.0210 −0.2500 0.0210 0.5000





















q1

u2

q3

u4











=











7.80

12.50

−50.00

12.50











. (4.49)

L’inversion du système précédent donne la valeur des inconnues











q1

u2

q3

u4











=











−75.77

50.00

75.77

50.00











. (4.50)

Ce résultat peut être comparé au résultat analytique pour lequel u2 = u4 = 50

et q3 = −q1 = 50. Le résultat approché (4.50) que nous venons de trouver en BEM
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coïncide donc pour la valeur de u mais l’erreur est importante pour q. Afin d’obtenir

un résultat plus précis, il faudrait affiner la discrétisation des bords du rectangle et

utiliser des polynômes d’interpolation d’ordre plus élevé. Les valeurs de u et q étant

déterminées sur les bords du domaine, l’équation (4.44) nous permettrait d’obtenir

les valeurs de u et q partout à l’intérieur du rectangle. Pour ne pas alourdir cet

exposé, nous laissons le soin au lecteur d’effectuer cette dernière étape.

4.5.3 Exemple 3D du BEM direct

Nous allons utiliser ici la méthode des éléments finis de frontière afin de résoudre

l’équation de Poisson pour le potentiel en présence d’une distribution volumique

de charges ρext(r) et d’un milieu limité par une surface ∂Ω (particule) et dont les

conditions aux limites sur le potentiel ne sont pas connues. La situation que nous

allons décrire correspond à celle des expériences de spectroscopie de perte d’énergie

des électrons (EELS) que nous avons réalisées (voir le chapitre 10) 11. Bien que les

conditions aux limites ne soient pas connues car non fixées dans ces expériences,

une équation intégrale sur le potentiel (dans la méthode directe) et sur la densité

de charges induite à la surface de la particule (dans la méthode indirecte) pourra

quand même être obtenue en utilisant les conditions de continuité du potentiel et de

la composante normale du déplacement électrique à la traversée de la particule. Bien

que ce ne soit pas la méthode directe que a été utilisée dans nos simulations, nous

illustrons ici cette méthode à titre pédagogique. Le système d’unité CGS (gaussien)

sera utilisé dans la suite.

Considérons une particule de volume Ω constituée d’un matériau homogène décrit

par la permittivité diélectrique ǫ1 plongée dans milieu également homogène et infini

de permittivité ǫ2 (voir Fig. 4.4).

On cherche à résoudre l’équation de Poisson dans tout l’espace en présence de la

particule

11. Très brièvement, nous avons réalisé des expériences EELS sur des métamatériaux (split-ring
resonators). La distribution volumique de charges était alors associée aux électrons incidents et
le "milieu limité par une surface" était celui du métamatériau étudié. Nos simulations numériques
ont consisté à déterminer les champs électromagnétiques (potentiel, champ électrique, EELS. . . )
autour de la particule par la méthode des éléments finis de frontière (BEM indirect).
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ρ
ext
r 

∂


 r 

n


1


2

Figure 4.4 – On considère une particule constituée d’un matériau homogène décrit par
la permittivité diélectrique ǫ1 plongée dans milieu homogène et infini de permittivité ǫ2.

−∇2φ(r) =







0 dans la région 1 où la densité de charges est nulle

4πρext(r)
ǫ2

dans la région 2 où la densité de charges est non nulle,

(4.51)

avec les conditions de continuité du potentiel et du déplacement électrique à la

traversée de la particule







φ−(s) = φ+(s) ≡ φ(s)

ǫ1 n · ∇φ−(s) = ǫ2 n · ∇φ+(s),
(4.52)

où φ± font référence au potentiel à l’extérieur (+) et à l’intérieur (-) de la particule

respectivement lorsque r est infiniment proche de la surface de la particule. En

utilisant les expressions (A.20) et (A.22), dérivées dans l’annexe A de ce manuscrit,

lorsque r est à l’intérieur de la particule (r ∈ Ω) puis à l’extérieur (r 6∈ Ω), les

conditions de continuité (4.52) et la fonction de Green homogène du système infini

G0 = 1/|r − r′|, on obtient la formulation intégrale équivalente au problème (4.51)
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φext(r) =
1

4π

∮

∂Ω
ds′ G0(r, s′)n′ · ∇′φ+(s′)− 1

4π

∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(r, s′), r ∈ Ω

(4.53)

0 =
∮

∂Ω
ds′ G0(r, s′)

ǫ2

ǫ1

n′ · ∇′φ+(s′)−
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(r, s′), r 6∈ Ω,

(4.54)

avec

φext(r) =
∫

dr′ ρ
ext(r′)

ǫ2|r − r′| (4.55)

et

G0(r, r′) =
1

|r − r′| . (4.56)

Nous obtenons deux équations intégrales donnant le potentiel à la surface de la

particule en fonction du potentiel extérieur φext(r) dû à la densité volumique de

charges ρext(r). Afin d’obtenir une équation intégrale ne portant que sur le poten-

tiel à la surface de la particule (que l’on pourra résoudre numériquement pour en

déduire ensuite le potentiel partout dans l’espace en utilisant (A.20) et (A.22) et

éventuellement d’autres grandeurs électromagnétiques dérivées du potentiel), on fait

tendre r vers s dans (4.53) et (4.54). Posons dès à présent

I1(r) =
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(r, s′), r ∈ Ω (4.57)

I2(r) =
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(r, s′), r 6∈ Ω. (4.58)

A cause de la singularité de n′ · ∇′G0(r, s′) qui apparaît lorsque r → s = s′, les

intégrales I1 et I2 doivent être définies au sens de la valeur principale de Cauchy.

Pour le calcul de I1 (lorsque r → s), on augmente la frontière d’intégration d’un

petit cercle de rayon ǫ afin de passer au-dessus de la singularité et ensuite on évalue

l’intégrale dans la limite où ǫ → 0. Cette procédure est explicitée en détail dans

l’exemple 2D que nous avons traité précédemment (voir la section 4.5.2). En notant

∂∆Γ la frontière associée à cette déformation, on obtient
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I1(s) = lim
r→s

I1(r)

= PP
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s) +Res, (4.59)

où PP désigne de nouveau la partie principale de Cauchy et Res le résidu qui est

l’intégrale évaluée sur ∂∆Γ

Res = lim
ǫ→0

∮

∂∆Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s′) = φ(s) lim

ǫ→0

∮

∂∆Ω
ds′ n′ · ∇′G0(s, s′). (4.60)

En choisissant le point s comme origine, on trouve que la dernière intégrale donne

lim
ǫ→0

∮

∂∆Ω
ds′ n′ · ∇′G0(s, s′) = −

∫ π/2

0
dθ
∫ 2π

0
dφ ǫ2 sin θ

1
ǫ2

= −2π (4.61)

et donc

I1(s) = −2πφ(s) + PP
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s′). (4.62)

Lorsque r approche la surface de la particule de l’extérieur, le résidu précédent

change simplement de signe et donc

I2(s) = +2πφ(s) + PP
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s′). (4.63)

Dans la limite où r tend vers s, les équations (4.53) et (4.54) deviennent donc 12

φext(s) =
1

4π

∮

∂Ω
ds′ G0(s, s′)n′ · ∇′φ+(s′)− 1

4π
PP

∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s′) +

1
2
φ(s)

(4.64)

0 =
∮

∂Ω
ds′ G0(s, s′)

ǫ2

ǫ1

n′ · ∇′φ+(s′)− PP
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s′)− 2πφ(s).

(4.65)

12. La procédure de limite que nous avons utilisée pour déterminer I1 et I2 infiniment proche
de la surface, revient à écrire au sens des distributions que lim

t→0+
n · ∇G0(|s ± tn − s′| = lim

t→0+
n ·

∇ 1

|s± tn− s′| = −n · (s− s′)

|s− s′|3 ∓ 2πδ(s− s′) [29].
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D’après l’équation (4.65), on a

∮

∂Ω
ds′ G0(s, s′)n′·∇′φ+(s′) =

ǫ1

ǫ2

PP
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′·∇′G0(s, s′)+2π

ǫ1

ǫ2

φ(s). (4.66)

En substituant cette expression dans (4.64) afin d’éliminer l’intégrale en n′·∇′φ+(s′),

on obtient finalement une équation intégrale qui porte uniquement sur le potentiel

à la surface de la particule [71, 83] :

φext(s) =
ǫ1 + ǫ2

2ǫ2

φ(s) +
ǫ1 − ǫ2

4πǫ2

PP
∮

∂Ω
ds′ φ(s′)n′ · ∇′G0(s, s′), (4.67)

avec explicitement (pour s 6= s′)

n′ · ∇′G0(s, s′) = n′ · ∇′ 1
|s− s′| = −n · ∇ 1

|s− s′| (4.68)

=
n′ · (s− s′)
|s− s′|3 . (4.69)

Résolution numérique. En BEM, l’équation intégrale précédente est résolue nu-

mériquement en discrétisant la surface de la particule en petits éléments puis en

exprimant le potentiel comme une combinaison linéaire de fonctions d’interpolation

u(q)
n définies sur ces éléments (attention car ici on a changé les notations par rapport

au cas 2D)

φ(s) =
N∑

n=1

φnu
(q)
n (s), (4.70)

où q = 1, 2 . . . est l’ordre des fonctions d’interpolation et N est le nombre total de

nœuds utilisé. En reportant (4.70) dans (4.67) et en multipliant le résultat obtenu

par des fonctions test v(p)
m , m = 1, . . . ,M égales aux fonctions d’interpolation v(p)

m =

u(q)
m ∀m (méthode de Galerkin) puis en intégrant de nouveau sur la surface de la

particule 13 on obtient [71]

13. La méthode utilisée ici est un peu différente de celle que nous avions utilisée dans le cas 2D.
Alors que dans le cas 2D, nous nous étions contentés de reporter l’expression du potentiel écrite
en terme des fonctions d’interpolation dans l’équation intégrale à résoudre, ici nous avons ajouté
une étape supplémentaire consistant à multiplier le résultat obtenu par une fonction test puis à
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N∑

n=1

∫

∂Ωm

ds u(q)
m (s)

[
ǫ1 + ǫ2

2ǫ2

u(q)
n (s) +

ǫ1 − ǫ2

4πǫ2

∫

∂Ωn

ds′K(s, s′)u(q)
n (s′)

]

φn =
∫

∂Ωm

ds u(q)
m (s)φext(s),

(4.71)

où ∂Ωn est le support u(q)
n et où on a posé

K(s, s′) = n′ · ∇′ 1
|s− s′| =

n′ · (s− s′)
|s− s′| . (4.72)

L’équation discrétisée (4.71) peut s’écrire aussi sous forme condensée

Âφ̂ = b̂, (4.73)

où φ̂ = [φ1, · · · , φN ]T est le vecteur des inconnues, c’est-à-dire la valeur du potentiel

en chacun des nœuds d’un élément et

Amn =
∫

∂Ωm

ds u(q)
m (s)

[
ǫ1 + ǫ2

2ǫ2

u(q)
n (s) +

ǫ1 − ǫ2

4πǫ2

∫

∂Ωn

ds′K(s, s′)u(q)
n (s′)

]

bm =
∫

∂Ω′
m

ds u(p)
m (s)φext(s). (4.74)

Différents types de solveurs numériques peuvent être utilisés pour inverser le

système (4.73) et trouver la valeur du potentiel aux nœuds du maillage. Citons par

exemple le solveur itératif "GMRES" qui a été utilisé par A. Sihvola pour résoudre

le problème précédent sur des particules de forme polyédrique (solides de Platon)

[71] 14. Une fois le potentiel déterminé à la surface de la particule, le potentiel partout

dans l’espace peut être déduit en utilisant les équations (A.20) et (A.22).

intégrer de nouveau sur la surface de la particule. Cette méthode est celle que nous avons utilisée
dans nos simulations numériques et c’est pour cette raison que nous l’exposons dans ce problème.

14. Dans ce papier, la surface de la particule est discrétisée en utilisant des triangles et des
polynômes d’ordre 3 sont utilisés pour exprimer le potentiel. Les intégrales qui apparaissent dans
le calcul des éléments de matrice Amn et qui peuvent se réduire à des intégrales portant sur la
surface des éléments triangulaires sont résolues par l’auteur en utilisant les résultats rapportés dans
[84].



80 Méthodes des éléments finis de frontière (BEM direct et indirect)

4.6 Formulation intégrale du BEM indirect dans

l’approximation non retardée et introduction

à nos simulations numériques

Dans le dernier exemple traité dans la section précédente (voir la section 4.5.3),

nous avons utilisé le BEM direct pour résoudre l’équation de Poisson pour le poten-

tiel (avec des conditions aux limites inconnues) partout à l’intérieur et à l’extérieur

d’une particule en fonction du potentiel à sa surface. Dans le BEM indirect [29],

que nous avons utilisée dans nos propres simulations numériques d’EELS, il s’agit

de résoudre une équation intégrale de surface ne portant pas directement sur le po-

tentiel mais sur la densité de charges induite à la surface de la particule. Toutes les

autres grandeurs d’intérêt (potentiel, champ électrique, EELS, SNOM. . . ) pourront

ensuite être déduites à partir de la densité de charges calculée. En plus d’être une

grandeur intermédiaire à partir de laquelle toutes les autres grandeurs peuvent être

dérivées, la densité de charges calculée ici dans le contexte d’une expérience EELS et

qui est inaccessible directement par ces expériences, nous a permis d’ interpréter nos

propres résultats expérimentaux (voir le chapitre 11). Bien que la méthode indirecte

puisse être introduite dans un cadre mathématique très général, nous l’illustrerons

ici dans le contexte particulier d’une expérience EELS. Les calculs seront effectués

dans l’approximation non retardée, c’est-à-dire que l’interaction entre les électrons

incidents et la particule étudiée sera décrite par l’équation de Poisson. Les champs

électromagnétiques seront par ailleurs décrits dans l’espace des fréquences angulaires

et le système d’unité CGS (gaussien) sera utilisé.

Considérons une particule (milieu 1) constituée d’un matériau homogène et dé-

crit par la permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) plongée dans un milieu également

homogène et infini (milieu 2) de permittivité ǫ2(ω). On suppose que la particule

est sondée dans une expérience EELS par un faisceau d’électrons rapides passant à

l’extérieur ou à l’intérieur de celle-ci. On appellera ρext(r, ω) la densité volumique

de charges associée aux électrons du faisceau 15.

15. Il n’est en fait pas nécessaire ici de préciser la forme de la densité de charges de l’électron
qui pourrait être totalement arbitraire. Dans le cas particulier où l’électron voyage en ligne droite
selon l’axe Oz à vitesse v constante et suivant la trajectoire re(t) = (R0, z = vt) où R0 = (x0, y0)
est le paramètre d’impact de l’électron (ce qui est le cas dans une expérience EELS), la densité de
charges de l’électron est donnée par (3.53) : ρ ext(r, ω) = − 1

v δ(R−R0)eiωz/v.
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L’interaction entre le faisceau d’électrons et la particule est entièrement décrite,

dans l’approximation non retardée, par l’équation de Poisson

∇ [ǫ(r, ω)∇φ(r, ω)] = −4πρext(r, ω), (4.75)

où

ǫ(r, ω) =







ǫ1(ω) si r est dans le milieu 1

ǫ2(ω) si r est dans le milieu 2.
(4.76)

L’équation (4.75) peut encore être écrite sous la forme

∇ǫ(r, ω) · ∇φ(r, ω) + ǫ(r, ω)∇2φ(r, ω) = −4πρext(r, ω), (4.77)

c’est-à-dire

∇2φ(r, ω) =
−4πρext(r, ω)

ǫ(r, ω)
− ∇ǫ(r, ω) · ∇φ(r, ω)

ǫ(r, ω)
. (4.78)

La solution de (4.78) peut s’écrire formellement sous la forme [29]

φ(r, ω) = φ∞(r, ω) + φbound(r, ω), (4.79)

où

φ∞(r, ω) =
∫

dr′ ρext(r′, ω)
ǫ(r′, ω)|r − r′| (4.80)

et

φbound(r, ω) =
1

4π

∫

dr′∇ǫ(r′, ω) · ∇φ(r′, ω)
ǫ(r′, ω)|r − r′| , (4.81)

où ∇ǫ(r, ω) est nul partout sauf à l’interface entre la particule et son environnement.

φ∞(r, ω) représente le potentiel écranté qui serait créé par ρext(r, ω) dans le milieu

en l’absence de particule comme s’il était infini. φbound(r, ω) représente le potentiel

induit dans le milieu dû à la présence de la particule. Plus précisément
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1
4π
∇ǫ(r, ω) · ∇φ(r, ω)

ǫ(r, ω)
= − 1

4π
ǫ(r, ω)∇

[

1
ǫ(r, ω)

]

· ∇φ(r, ω) (4.82)

= σ(s, ω)δs, (4.83)

où σ(s, ω) est la densité de charges induite à la surface de la particule et que nous

nous proposons de déterminer par le BEM indirect et δs est une fonction nulle

partout sauf sur l’interface. En utilisant fait que

∇
[

1
ǫ(r, ω)

]

=
ǫ1(ω)− ǫ2(ω)
ǫ1(ω)ǫ2(ω)

nδs, (4.84)

où n est un vecteur normal en s orienté du milieu 1 vers le milieu 2 et que la quantité

−ǫ(r, ω)∇φ(r, ω) représente le déplacement électrique dont la composante normale

est continue à la traversée de la particule, on obtient que

σ(s, ω) =
1

4π
ǫ1(ω)− ǫ2(ω)
ǫ1(ω)ǫ2(ω)

n ·D(s, ω) (4.85)

et (4.81) peut s’écrire comme

φbound(r, ω) =
∮

∂Ω
ds

σ(s, ω)
|r − s| , (4.86)

où l’intégrale
∮

∂Ω
signifie que l’on intègre sur la surface de la particule. La densité

de charges induite à la surface de la particule est donnée par la discontinuité de la

composante normale du champ électrique à la traversée de la particule

4πσ(s, ω) = n · ∇φ−(s, ω)− n · ∇φ+(s, ω). (4.87)

Par ailleurs, la composante normale du déplacement électrique est continue à la

traversée de la particule

ǫ1(ω)n · ∇φ−(s, ω) = ǫ2(ω)n · ∇φ+(s, ω). (4.88)

En insérant (4.88) dans (4.87), on obtient 16

16. Remarque : en multipliant (4.89) par −ǫ2(ω) ou (4.90) par −ǫ1(ω), on retrouve (4.85).
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n · ∇φ+(s, ω) =
4πǫ1(ω)

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
σ(s, ω) (4.89)

n · ∇φ−(s, ω) =
4πǫ2(ω)

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
σ(s, ω). (4.90)

La dérivée normale du potentiel total de part et d’autre de la surface de la particule

s’obtient en procédant de la même façon qu’en (4.5.2) et (4.5.3), c’est-à-dire en défi-

nissant l’intégrale de surface qui apparaît dans φbound au sens de la valeur principale

de Cauchy 17

n · ∇φ+(s, ω) = n · ∇φ∞(s, ω) + PP
∮

∂Ω
ds′F (s, s′)σ(s′, ω)− 2πσ(s, ω) (4.91)

n · ∇φ−(s, ω) = n · ∇φ∞(s, ω) + PP
∮

∂Ω
ds′F (s, s′)σ(s′, ω) + 2πσ(s, ω), (4.92)

où F (s, s′) est la dérivée normale de 1/|s− s′| lorsque s 6= s′

F (s, s′) = −n · (s− s′)
|s− s′|3 . (4.93)

En insérant la relation (4.89) (ou (4.90)) dans (4.91) (ou (4.92)), on obtient l’équa-

tion intégrale sur la densité de charges induite à la surface de la particule [29] 18

2π

[

ǫ2(ω) + ǫ1(ω)
ǫ2(ω)− ǫ1(ω)

]

σ(s, ω) = n · ∇φ∞(s, ω) + PP
∮

∂Ω
ds′F (s, s′)σ(s′, ω) . (4.94)

La résolution numérique de l’équation (4.94) donne la densité de charges induite

à la surface de la particule dont la forme peut être totalement arbitraire. Une fois

que σ(s, ω) a été calculée, les expressions (4.80) et (4.86) permettent de détermi-

ner le potentiel total partout autour de la particule. D’autres grandeurs d’intérêt

comme le champ électrique, le signal EELS (dans une expérience de spectroscopie

17. Plus précisément, cela revient à définir la limite au sens des distributions [29]

lim
t→0+

n · ∇ 1

|s± tn− s′| = −n · (s− s′)

|s− s′|3 ∓ 2πδ(s− s′)

.
18. Au sens mathématique, il s’agit d’une équation de Fredholm de seconde espèce.



84 Méthodes des éléments finis de frontière (BEM direct et indirect)

de perte d’énergie des électrons) ou même le signal SNOM (dans une expérience

de microscopie de champ proche optique) peuvent aussi être dérivées à partir de

la connaissance de σ(s, ω). Nous détaillons dans la section (10.3.1) du chapitre 10,

consacré à nos résultats expérimentaux et théoriques, la procédure de discrétisation

que nous avons utilisée pour résoudre (4.94). Les expressions explicites du signal

EELS (et du SNOM) en fonction de la densité de charges sont dérivées dans le

chapitre 16 [pour l’EELS, voir Eq. (16.17) et pour le SNOM, voir Eq. (16.27)] et

peuvent aussi être trouvées pour l’EELS dans [29].

4.7 Formulation intégrale du BEM indirect dans

le régime retardé

D’autres simulations numériques ont été réalisées en complément des nôtres par

V. Myroshnychenko et F. J. García de Abajo (CSIC, Madrid) qui ont utilisé la for-

mulation indirecte du BEM mais dans le régime retardé [31] où les effets de retard

de l’interaction coulombienne, dus à la vitesse finie de la lumière, ont été pris en

compte. Alors que dans l’approximation non retardée, la connaissance de la den-

sité de charges à la surface de la particule étudiée est suffisante pour dériver toutes

les autres grandeurs d’intérêt (potentiel électrostatique, champ électrique, EELS,

SNOM. . . ), dans le régime retardé, il faut en plus connaître la densité de courants

induite à la surface de la particule. L’ensemble des équations de Maxwell faisant

intervenir à la fois le champ électrique et le champ magnétique doit être utilisé.

Considérons les équations de Maxwell écrites dans l’espace des fréquences angu-

laires. De nouveau, on utilise la convention (1.11b) ainsi que le système d’unité CGS

(gaussien)







∇ ·D(r, ω) = 4πρext(r, ω) (4.95a)

∇ ·B(r, ω) = 0 (4.95b)

∇×H(r, ω) + ikD(r, ω) =
4π
c

J ext(r, ω) (4.95c)

∇×E(r, ω)− ikB(r, ω) = 0, (4.95d)

où k = ω/c,
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J ext(r, ω) = vρext(r, ω) (4.96)

est la densité de courants associée à l’électron incident qui voyage à la vitesse v

constante et qui est utilisé pour sonder la particule dans une expérience EELS,

D(r, ω) = ǫ(r, ω)E(r, ω) (déplacement électrique), (4.97)

et

B(r, ω) = µH(r, ω) (induction magnétique). (4.98)

On peut exprimer le champ électrique E(r, ω) et le champ magnétique H(r, ω) en

terme du potentiel scalaire φ(r, ω) et du potentiel vecteur A(r, ω) [38]

E(r, ω) = ikA(r, ω)−∇φ(r, ω) (4.99)

H(r, ω) =
1
µ
∇×A(r, ω). (4.100)

Nous imposons de plus à ce que φ et A vérifient la condition de jauge de Lorentz

afin de fixer leur valeur

∇ ·A(r, ω) = ikǫµφ(r, ω). (4.101)

En substituant les expressions (4.97), (4.99) et (4.101) dans (4.95a), on obtient

l’équation pour le potentiel scalaire (la dépendance est toujours en (r, ω))

(

∇2 + k2ǫµ
)

φ = −4π

(

ρext

ǫ
+ σs

)

, (4.102)

où

σs =
1

4π
D · ∇1

ǫ
. (4.103)

De la même façon, en utilisant la troisième équation de Maxwell (4.95c), on obtient

l’équation pour le potentiel vecteur

(

∇2 + k2ǫµ
)

A = −4π
c

(

µ J ext + m
)

, (4.104)
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où

m = − 1
4π

[iωφ∇(ǫµ) + c H ×∇µ] . (4.105)

Les quantités σs et m sont non nulles seulement à la surface de la particule et

correspondent à des charges et courants additionnels induits à la surface de la par-

ticule à cause de la discontinuité de ǫ et de µ. Pour des matériaux non magnétiques

(µ = 1) le terme en ∇µ qui apparaît dans (4.105) est nul et m est dirigé selon

la normale à l’interface (correspondant à la direction de ∇ǫ). Pour des matériaux

magnétiques (µ 6= 1), m n’est jamais parallèle à l’interface si bien qu’il ne peut pas

représenter un courant physique contrairement à σs qui représente bien une charge

de polarisation induite à la surface de la particule. Au lieu d’utiliser explicitement

σs et m, nous introduisons des charges σj et courants hj équivalents qui seront

déterminés en utilisant les conditions de continuité des champs électromagnétiques

à la traversée de la particule [31].

La solution générale des équations (4.102) et (4.104) qui s’annule à l’infini, s’ob-

tient à partir de la fonction de Green scalaire retardée du système homogène infini

dans le milieu j = 1, 2 [31]

φ(r, ω) =
1

ǫj(ω)

∫

dr′ Gj(|r − r′|)ρext(r′, ω)

+
∮

∂Ωj

ds Gj(|r − s|)σj(s, ω) (4.106)

et

A(r, ω) =
µj(ω)
c

∫

dr′ Gj(|r − r′|)J ext(r′, ω)

+
∮

∂Ωj

ds Gj(|r − s|)hj(s, ω), (4.107)

où ∂Ωj se réfère à la surface délimitant le milieu j = 1, 2 et

Gj(|r − r′|) =
eikj |r−r′|

|r − r′| (4.108)
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est la fonction de Green retardée qui s’annule à l’infini et qui est définie par l’équation

(

∇2 + k2
j

)

Gj(|r − r′|) = −4πδ(r − r′) (4.109)

dans le milieu j avec kj = k
√
ǫjµj. Les équations (4.106) et (4.107) sont solution de

(4.102) et (4.104) pourvu qu’on choisisse les densités de charges σj et de courants

hj de surface de sorte que le champ électromagnétique résultant vérifie les condi-

tions de continuité habituelles à la traversée de l’interface. Notons que σj et hj ne

représentent pas en général des charges et courants d’interface réels (puisque par

exemple la densité de charges n’est pas la même de part et d’autre de l’interface :

σ1 6= σ2). Cependant, dans l’approximation non retardée (c→∞), σ1 coïncide avec

σ2 et représente dans cette limite une densité de charges réelle induite à la surface

de la particule.

La continuité de la composante tangentielle du champ électrique et de la com-

posante normale de l’induction magnétique ensemble avec la condition de jauge de

Lorentz (4.101) conduit à la continuité du potentiel scalaire et du potentiel vecteur

à la traversée de l’interface et par conséquent, infiniment proche de la particule, on

a

G1σ1 −G2σ2 = φext
2 − φext

1 (4.110)

et

G1h1 −G2h2 = Aext
2 −Aext

1 , (4.111)

où

φext
j (s) =

1
ǫj(ω)

∫

dr′ Gj(|s− r′|)ρext(r′, ω) (4.112)

et

Aext
j (s) =

µj(ω)
c

∫

dr′ Gj(|s− r′|)J ext(r′, ω) (4.113)

sont respectivement le potentiel scalaire et le potentiel vecteur qui seraient créés à

la surface de la particule par les densités de charges et de courants extérieurs dans

le milieu j s’il était homogène et infini. Afin de simplifier les expressions, nous avons
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utilisé la notation matricielle pour écrire les équations (4.110) et (4.111), c’est-à-dire

que le produit matriciel G1σ1 représente en fait l’intégrale
∫

ds′ G1(|s− s′|)σ1(s′).

Dans le cas où l’on considère des milieux non magnétiques (µj = 1) (ce qui est le

cas des particules que nous avons étudiées expérimentalement), la continuité de la

composante tangentielle du champ magnétique et du potentiel vecteur implique la

continuité à la fois de la dérivée tangentielle de toutes les composantes du potentiel

vecteur et de la dérivée normale de la composante tangentielle du potentiel vecteur

à la traversée de la particule [voir Eq. (4.100)]. En utilisant cela dans l’équation

(4.101), on obtient que (n · ∇) A − inkǫµφ est aussi continue à la traversée de la

particule. En insérant (4.102) et (4.104) dans cette expression, on trouve

H1h1 −H2h2 − ikn · (G1ǫ1σ1 −G2ǫ2σ2) = α, (4.114)

où

α = (n · ∇)
(

Aext
2 −Aext

1

)

+ ikn
(

ǫ1φ
ext
1 − ǫ2φ

ext
2

)

(4.115)

et Hj est la dérivée normale au sens des distributions de la fonction de Green Gj

H1(s, s′) = lim
t→0+

n · ∇G1 (|s− tn− s′|) (4.116)

= n · ∇G1 (|s− s′|) + 2πδ(s− s′) (4.117)

et

H2(s, s′) = lim
t→0+

n · ∇G2 (|s + tn− s′|) (4.118)

= n · ∇G2 (|s− s′|)− 2πδ(s− s′), (4.119)

où

n · ∇Gj (|s− s′|) =
n · (s− s′)
|s− s′|3 (ikj|s− s′| − 1) eikj |s−s′|, s 6= s′. (4.120)
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La continuité de la composante normale du déplacement électrique ǫ n · (ikA−∇φ)

à la traversée de la particule conduit de plus à

H1ǫ1σ1 −H2ǫ2σ2 − ikn (G1ǫ1h1 −G2ǫ2h2) = Dext, (4.121)

avec

Dext = n ·
[

ǫ1

(

ikAext
1 −∇φext

1

)

− ǫ2

(

ikAext
2 −∇φext

2

)]

. (4.122)

La résolution numérique des équations (4.110), (4.111), (4.114) et (4.121) permet

de calculer les charges et les courants additionnels σj et hj et d’en déduire, en

utilisant (4.106) et (4.107), le potentiel scalaire et le potentiel vecteur partout dans

l’espace. D’autres grandeurs d’intérêt comme le signal EELS peuvent aussi être

dérivées à partir de ces charges et courants calculés. La procédure de discrétisation

utilisée par nos collaborateurs F. J. García de Abajo et V. Myroshnychenko pour

résoudre ces équations ainsi que l’expression de l’EELS en fonction des grandeurs

calculées sont détaillées dans l’annexe B de ce manuscrit et rapportée dans [31]. Pour

terminer ce chapitre, rappelons que nous n’avons pas eu à utiliser de conditions aux

limites pour déterminer l’équation intégrale sur le potentiel dans la formulation

directe du BEM (voir la section 4.5.3) ni pour déterminer l’équation intégrale sur

la densité de charges et de courants induits à la surface de la particule dans la

formulation indirecte du BEM (voir la section 4.6 pour le cas non retardé et la section

4.7 pour le cas retardé). Il a cependant fallu utiliser les conditions de continuité du

champ électromagnétique à la traversée de la particule. La méthode BEM se révèle

ainsi tout à fait adaptée dans le contexte des expériences de spectroscopie de perte

d’énergie des électrons pour lesquelles les conditions aux limites ne sont pas connues.





Chapitre 5

Le microscope électronique en

transmission à balayage (STEM)

On fait la science avec des faits,

comme on fait une maison avec des

pierres : mais une accumulation de

faits n’est pas plus une science

qu’un tas de pierres n’est une

maison.

Henri Poincaré

L’étude expérimentale des split-ring resonators (SRRs) (voir la partie 10) a été

réalisée par spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) dans le contexte

d’un microscope électronique en transmission à balayage (STEM-VG HB 501) en

incidence normale opérant à 100 keV et équipé d’un spectromètre de perte d’énergie

et d’une caméra CCD (100×1340 pixels) "fait maison". Nous décrivons ici le STEM

que nous avons utilisé ainsi que ses différents modes de fonctionnement.

5.1 Principe de base d’un microscope électronique

en transmission à balayage : imagerie et spec-

troscopie

Un faisceau d’électrons rapides (ve− ≈ c/2 pour des électrons de 100 keV) est émis

par un canon à effet de champ froid permettant d’atteindre une très forte brillance

de 109cm−2 · sr−1 et une résolution en énergie naturelle de la sonde de 0.3 eV. Le

faisceau d’électrons est focalisé en une sonde de 1 nm et de demi-angle au sommet

entre 7.5 et 15 mrad à la surface de l’échantillon grâce à deux condenseurs et une
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lentille objectif (voir Fig. 5.1). Le faisceau est balayé à la surface de l’échantillon

grâce à deux bobines magnétiques placées dans la lentille objectif. En traversant

l’échantillon, certains électrons sont diffusés sans perdre d’énergie et correspondent

aux diffusions élastiques dans le matériau et d’autres sont diffusés en transférant

une partie de leur énergie cinétique à l’échantillon et correspondent aux diffusions

inélastiques. Plusieurs détecteurs disposés après l’échantillon permettent de détecter

les électrons qui ont été diffusés élastiquement ou inélastiquement à différents angles.

Les électrons correspondant aux diffusions élastiques à grand angle (entre 25 et

200 mrad) sont collectés par un scintillateur et un photomultiplicateur ce qui permet

de former une image agrandie de l’échantillon appelée image HAADF ("High Angle

Annular Dark Field image" traduit en français par "image de fond noir annulaire").

Les électrons diffusés inélastiquement sont analysés par un spectromètre magnétique

permettant de séparer les électrons selon l’énergie qu’ils ont perdue. Cette séparation

en énergie est à la base de la spectroscopie de perte d’énergie des électrons ("electron

energy loss spectroscopy" (EELS) en anglais). Dans la suite de ce manuscrit, nous

nous intéresserons seulement à ces deux types de signaux. Notons cependant que les

électrons diffusés élastiquement aux petits angles et correspondant à des phénomènes

de diffraction peuvent être exploités pour étudier les propriétés cristallines d’un

échantillon. Des radiations secondaires peuvent aussi être émises après interaction

des électrons incidents avec l’échantillon : il s’agit des électrons Auger, des rayons

X, des électrons secondaires et de lumière émise par cathodoluminescence [85].
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Figure 5.1 – Les différentes parties du microscope électronique en transmission à balayage
que nous avons utilisé (STEM-VG HB 501). La pointe qui émet les électrons est en bas et
le spectromètre en haut.

5.1.1 Les différentes images que l’on peut réaliser avec un

STEM

Images "Bright Field" (BF). Une image BF ("bright field" traduit en français

par "fond clair") est formée en collectant les électrons qui ont été diffusés élastique-

ment à petit angle (<15 mrad) correspondant à des processus de diffusion cohérents

par les noyaux atomiques de l’échantillon. Les valeurs des demi-angles de collection

sont fixées en fait par l’utilisation d’un diaphragme de collection. Le plus petit dia-

phragme disponible doit être utilisé pour obtenir un meilleur contraste de phase. En

imagerie BF, l’échantillon apparaît sombre sur fond clair [voir Fig. 5.2 (a)]. Puisque

ces images n’ont pas été exploitées pendant ma thèse, nous n’en reparlerons plus.
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Figure 5.2 – (a) Image BF d’un nanotube de carbone d’environ 20 nm de diamètre réalisée
avec notre STEM VG. (b) Image HAADF du même nanotube de carbone. Images réalisées
par A. Zobelli (groupe STEM).

Images "High Angle Annular Dark Field" (HAADF). Une image HAADF

("high angle annular dark field" traduit en français par "fond noir annulaire") est

formée en collectant les électrons qui ont été diffusés élastiquement à grand angle

(entre 25 et 200 mrad) correspondant à des processus de diffusion incohérents. La

résolution spatiale de ces images est d’environ 1 nm et est limitée par la taille de

la sonde, elle-même limitée par les aberrations sphériques de la lentille objectif. Le

détecteur HAADF forme un anneau autour du détecteur BF (voir Fig. 5.1) ce qui

permet de détecter seulement les électrons diffusés élastiquement à grand angle et de

laisser passer au centre les autres électrons vers le spectromètre et le détecteur BF.

Sur ces images dites "à contraste de Z" (Z faisant référence au numéro atomique des

atomes de l’échantillon), l’échantillon apparaît clair sur fond sombre révélant ainsi

sa morphologie [voir Fig. 5.2 (b)].

L’intensité détectée par le détecteur HAADF notée IHAADF dépend de la com-

position et de l’épaisseur du volume analysé : IHAADF = kI0NtZ
4/3 (k : constante

qui dépend de la vitesse des électrons incidents, I0 : intensité du faisceau incident,

N : nombre d’atomes par unité de volume du volume analysé donné par l’épais-

seur locale de l’échantillon et la taille de la sonde, t : épaisseur de l’échantillon et

Z : numéro atomique des atomes constituant l’échantillon). Ces images permettent

donc d’obtenir à la fois une image chimique de l’échantillon dans le cas d’éléments
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Figure 5.3 – Spectre EELS acquis en un point d’un nanotube de carbone multifeuillets.
Insert : agrandissement du spectre EELS dans la région proche du pic de perte nulle jusqu’à
30 eV (qui est aussi la région d’intérêt des expériences EELS que nous avons menées sur
des SRRs et qui seront détaillées dans le chapitre 11).

lourds et de visualiser précisément la topographie de l’échantillon dans le cas d’un

échantillon homogène. C’est ce type d’images que nous avons utilisé pour visualiser

les SRRs.

5.1.2 Spectroscopie de perte d’énergie des électrons dans

un STEM

La spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) permet d’étudier les

différents types d’excitation des électrons dans un solide. 1 Ces excitations peuvent

être des excitations collectives ou individuelles des électrons de valence ou de cœur

du solide et sont produites par le passage d’un électron rapide qui transfert une

partie de son énergie cinétique aux électrons du solide. La quantité d’énergie perdue

est caractéristique du type d’excitation. Un exemple de spectre EELS "pédagogique"

acquis en un point particulier d’un nanotube de carbone multifeuillets est montré

en figure 5.3. Comme les excitations électroniques associées aux différents pics de ce

spectre sont très semblables à celles que l’on rencontre avec d’autres échantillons,

nous allons maintenant préciser l’origine physique de ces pics, ce qui nous permet-

1. L’échantillon doit bien sûr être suffisamment fin pour laisser passer les électrons du faisceau
incident : typiquement t<100 nm.
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tra de dégager quelques généralités qui apparaissent dans n’importe quelle analyse

EELS. Nous observons dans ce spectre un pic étroit en E = 0 appelé "zero-loss

peak", "pic élastique" ou "pic de perte nulle" et qui correspond aux électrons diffusés

élastiquement en traversant l’échantillon. La contribution de ce pic peut devenir

relativement importante pour les échantillons dont l’épaisseur est plus petite que

50 nm. La présence de ce pic peut aussi rendre difficile la détection d’autres pics

plus petits qui pourraient être présents autour de E = 0 et des techniques particu-

lières (déconvolution. . . ) peuvent être employées pour les faire ressortir. Les autres

pics qui apparaissent dans ce spectre E 6= 0, d’amplitude plus petite, correspondent

aux électrons diffusés inélastiquement et sont associés à des excitations particulières

des électrons dans l’échantillon, ce qui les rend particulièrement intéressants pour

étudier les propriétés optiques et électroniques du solide. Ces pics peuvent être clas-

sés en deux familles. La première famille regroupe les pics situés aux basses énergies

(région du spectre où E < 100 eV aussi appelée "région low loss") qui sont asso-

ciés aux excitations collectives des électrons de valence à l’intérieur du solide. Ces

excitations sont appelées "plasmons de volume" ou "plasmons de bulk" (BP) et ne

dépendent que de la composition du matériau. Cette famille regroupe aussi les pics

associés aux excitations collectives des électrons de valence à la surface du matériau.

Ces excitations sont appelées plasmons de surface (SP) et dépendent du matériau,

de sa forme et de son environnement. Ces pics, dont nous reparlerons plus loin,

sont exploités pour étudier les propriétés optiques d’un solide. La seconde famille

regroupe les pics situés aux hautes énergies (région du spectre où E > 100 eV aussi

appelée "région core loss") qui sont associés aux excitations individuelles des élec-

trons de cœur vers les états inoccupés du solide (états de Bloch). La position en

énergie de ces pics est caractéristique des éléments présents dans le matériau et leur

intensité dépend de la concentration relative de ces éléments. Ces pics peuvent être

exploités pour réaliser une carte chimique des échantillons étudiés [9].

5.2 Excitations des électrons à l’intérieur d’un so-

lide accessibles en EELS

Nous allons donner ici, à titre indicatif, l’expression de la section efficace de

diffusion inélastique correspondant aux excitations des électrons à l’intérieur d’un

solide.
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Figure 5.4 – Géométrie de la diffusion d’un électron par un échantillon dans une expé-
rience EELS.

Une expérience EELS peut être considérée comme un processus de diffusion où

un électron rapide du faisceau incident transfert une partie de son énergie cinétique

dE et un moment dq (moment ou impulsion transférée) aux électrons du solide via

l’interaction électromagnétique de Coulomb 2. Soient Ei et Ef l’énergie cinétique des

électrons avant et après la diffusion respectivement et soient ki et kf les vecteurs

d’onde correspondants (voir Fig. 5.4) 3. Dans le cas d’un matériau isotrope, on peut

montrer que la section efficace différentielle de diffusion inélastique s’exprime en

fonction de la permittivité diélectrique du matériau [85]

∂2σ(E, θ,Ω)
∂E∂Ω

∝ ℑ [−1/ǫ(q, E)]

(

1
θ2 + θ2

E

)

, (5.1)

où θ est le demi-angle d’ouverture correspondant à l’angle solide dΩ tel que dΩ =

2π sin θdθ, la quantité ǫ(q, E) qui dépend dans le cas général à la fois du moment

transféré et de l’énergie est la permittivité diélectrique du matériau (ou "fonction

diélectrique") et contient toute l’information sur les propriétés optiques et électro-

2. Nous ne tiendrons pas compte dans les calculs de l’effet Boerstch qui correspond à un élar-
gissement de la distribution en énergie des électrons dû à la répulsion coulombienne entre ces
électrons.

3. Les électrons sont ici décrits par des ondes planes et nous préférons par conséquent parler de
vecteur d’onde k plutôt que de quantité de mouvement p, ces deux grandeurs étant reliées par la
relation p = ~k.
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niques du matériau (voir le chapitre 1), la quantité ℑ [−1/ǫ(q, E)] est appelée "fonc-

tion perte d’énergie" et a déjà été introduite dans la section 3.1 consacrée au calcul

de la perte d’énergie d’un électron se propageant dans un milieu infini. Pour des

électrons très énergétiques comme ceux utilisés en EELS, le moment transféré est

toujours très petit comparé au vecteur d’onde incident. Dans l’approximation des

petits angles, θE = E/γv2 (où γ = 1/
√

1− v2

c2 est le facteur de contraction de Lo-

rentz relativiste et qui vaut environ 1.15 pour des électrons typiques de 100 keV) est

relié à la composante du moment transféré dans la direction du faisceau incident :

q‖ = kiθE où ki est le vecteur d’onde de l’électron incident. Le moment transféré

est alors donné par q2 = k2
i (θ2 + θ2

E). L’intégration sur θ de (5.1) donne le signal

inélastique détecté dans le microscope. L’angle solide d’acceptance correspondant

dépend de la taille de l’ouverture à l’entrée du spectromètre et de la distance entre

cette ouverture et l’échantillon. Dans un microscope standard, l’angle d’acceptance

est entre 0.5 et 30 mrad ce qui correspond à des moments transférés entre 0.1 et

2 rad/Å dans la région low loss et qui sont principalement perpendiculaires à la di-

rection du faisceau incident (θE ≪ θ).

Approximation locale dans le contexte de l’EELS. L’approximation locale a

déjà été discutée dans la section 1.3.5 dans un contexte très général. Nous repre-

nons ici cette discussion mais dans le contexte particulier des expériences EELS que

nous avons menées. L’approximation locale consiste à négliger la dépendance en q

de la permittivité diélectrique du matériau et considérer que sa valeur ∀q est égale

à sa valeur en q = 0 : ǫ(q, ω) = ǫ(q = 0, ω) = ǫ(ω). Cette approximation est va-

lable lorsque la dispersion des plasmons et des transitions interbandes/intrabandes

n’est pas sensible à l’échelle de la dispersion des modes lumineux (voir la section

1.3.5). Il faut donc comparer la pente de la droite de lumière (c ≈ 3.108 m/s) avec

la pente caractérisant ces effets de dispersion, qui est donnée pour un métal par la

vitesse de Fermi (vf ≈ 106 m/s). A l’échelle des phénomènes lumineux, cette disper-

sion est donc totalement négligeable de deux ordres de grandeur. Dans le contexte

d’une expérience EELS, il est plus facile de comparer les moments transférés dans

le milieu 4 : lorsque le moment transféré est tel que l’on peut négliger la dispersion

4. Dans le système S.I. la vitesse de Fermi vf , la quantité de mouvement de Fermi pf et le
vecteur d’onde de Fermi qf sont reliés par la relation pf = ~qf = mevf où me est la masse d’un
électron. Le "moment transféré" est défini ici comme une variation du vecteur d’onde de l’onde
(plane) associée à l’électron du milieu. Dans le système d’unité atomique où ~ = 1, il n’est pas aisé
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des modes, c’est-à-dire lorsque le moment transféré est très inférieur au moment de

Fermi (q ≪ qf où qf ≈ 1 Å−1), on pourra utiliser l’approximation locale. La figure

2.1 illustre clairement que le mode plasmon de volume ne disperse pas dans cette

gamme de moment. Une telle description oublie l’origine quantique des phénomènes

mis en jeu pour se concentrer sur les modes électromagnétiques qui se propagent

dans le milieu caractérisé par une permittivité diélectrique locale. Dans l’espace

réel, cela revient à écrire que la réponse du système en un point du milieu ne dépend

que du champ appliqué en ce point (voir la section 1.3.5). Dans une expérience de

spectroscopie de perte d’énergie des électrons, les moments transférés sont entre 0.1

et 2 Å−1 dans la région low loss (c’est la région que nous avons considérée dans nos

expériences) et sont donc très inférieurs au moment de Fermi de sorte que l’approxi-

mation locale pourra être utilisée.

Modèle du continuum diélectrique classique. A partir de maintenant et sans

autres précisions, on utilise le système d’unité atomique dans lequel ~ = 1, c’est-à-

dire que nous ne ferons plus de différence entre l’énergie E et la fréquence angulaire

ω qui sont reliées dans le système S.I. par la relation E = ~ω où ~ est la constante de

Planck. Dans le cadre du continuum diélectrique classique, la fonction de réponse de

la nanoparticule étudiée (polarisabilité. . . ) s’exprime en fonction de la permittivité

diélectrique macroscopique du matériau constituant la particule. Nous supposerons

donc que la valeur locale de la permittivité est celle du matériau massif correspon-

dant. Cette approximation reste valide pour des agrégats contenant au moins une

centaine d’atomes [86] ce qui est largement le cas pour les échantillons que nous

avons étudiés (échantillons en argent, de longueur 300 nm et d’épaisseur 20 nm) 5.

5.2.1 Région low loss

La région low loss (ω < 100 eV) correspond aux excitations collectives (plasmons

de volume, plasmons de surface) ou individuelles (transitions interbandes des bandes

de faire la différence entre toutes ces quantités qui possèdent alors la même unité.
5. Nous ne nous intéresserons pas ici aux effets quantiques dus par exemple à la présence de la

surface des nanoparticules étudiées. En particulier, nous ne parlerons pas et nous ne prendrons pas
en compte dans les calculs de l’effet de "spill-out" qui correspond, quand il n’est pas négligeable,
à un débordement de la fonction d’onde électronique en dehors la nanoparticule et donc à une
diminution effective de la densité électronique, c’est-à-dire encore à un déplacement vers les basses
fréquences de la fréquence plasma ωp du matériau constituant la nanoparticule [87].
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de valence vers les bandes de conduction du solide) des électrons de valence du solide.

Dans cette gamme d’énergie, la permittivité diélectrique du matériau s’écrit sous la

forme d’une partie réelle et d’une partie imaginaire (associée aux phénomènes de

dissipation dans le milieu) : ǫ(ω) = ǫ1(ω) + iǫ2(ω). Les excitations associées aux

plasmons de volume correspondent aux zeros par valeurs négatives de ǫ1 coïncidant

avec une faible valeur de ǫ2, tandis que les transitions interbandes sont associées

aux maxima de ǫ2. Dans cette région, des excitations associées aux plasmons de

surface peuvent aussi être créées à la surface du solide lorsque celui-ci a une taille

finie (comme c’est le cas des nanoparticules) (voir la section 2.3). Les relations de

Kramers-Kronig [38] permettent de déterminer la partie réelle de ǫ(ω) à partir de

la connaissance de la fonction perte d’énergie ℑ
[

− 1
ǫ(ω)

]

qui peut être déterminée en

exploitant les spectres EELS sur une gamme d’énergie suffisante. Cette région est

donc particulièrement adaptée pour étudier les excitations collectives des électrons

dans les solides et a été exploitée pendant ma thèse pour étudier les plasmons de

surface créés à la surface de nanoparticules d’argent (split-ring resonators).

5.2.2 Région core loss

La région core loss (ω > 100 eV) correspond aux excitations individuelles des

électrons de cœur vers les états inoccupés du solide. Dans cette gamme d’énergie, la

fonction perte d’énergie se réduit à la partie imaginaire de la permittivité diélectrique

du matériau : ℑ
[

− 1
ǫ(ω)

]

=
ǫ2(ω)

ǫ2
1(ω) + ǫ2

2(ω)
≈ ǫ2(ω) puisqu’à ces énergies ǫ1(ω)→ 1 et

ǫ2(ω) → 0. L’expression précédente montre que la région core loss ne décrit qu’un

processus d’absorption. Cette région est exploitée, par exemple pour déterminer la

carte chimique d’un échantillon (identification d’un atome, abondance. . . ) et les

structures fines qui apparaissent dans les spectres EELS renseignent sur la structure

électronique locale (nature des liaisons chimiques, coordination, état de valence. . . ).

Cette région n’a pas été exploitée pendant ma thèse.
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Chapitre 6

Généralités sur les métamatériaux

Les sacs à main des femmes étaient

sans doute les seuls objets qui

avaient résisté, au cours des âges,

aux perfectionnements mécaniques.

Les cavernes d’acier

Isaac Asimov

6.1 Introduction

D
’une façon générale, les métamatériaux sont des structures artificielles dont

les propriétés sont très différentes de celles que l’on peut trouver dans les

matériaux naturels ou conventionnels. Par exemple, une grande réponse magnétique,

en général, et une perméabilité négative aux fréquences optiques, en particulier,

n’apparaît pas dans les matériaux naturels. Le milieu constituant le métamatériau

est dit effectif lorsque la taille moyenne p de ses constituants est plus petite que la

longueur d’onde λ0 du rayonnement qui éclaire ce milieu (typiquement lorsque p <

λ0/4). Dans ces conditions, le métamatériau se comporte comme s’il était homogène

et uniforme et la propagation d’une onde électromagnétique dans celui-ci ne sera pas

affectée par les "petits" détails du réseau et pourra être décrite par des paramètres

constitutifs moyens appelés paramètres effectifs. Par analogie avec les atomes réels

qui composent la matière "naturelle", nous parlerons d’atomes photoniques pour

désigner les constituants "élémentaires" de ces métamatériaux [59]. Les paramètres

constitutifs que nous allons considérer ici sont la permittivité diélectrique ǫ et la

perméabilité magnétique µ reliés, par définition, au carré de l’indice de réfraction

du milieu constituant le métamatériau

n2 = ǫµ, (6.1)
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c’est-à-dire

n = ±√ǫµ. (6.2)

ε

µ

r

r

r

r

I.

ε > 0, µ > 0:

n = +
√

εµ ∈ R, n > 0

II.

ε < 0, µ > 0:

n =
√

εµ ∈ I, n < 0

              (ω < ωpe)

III.

ε < 0, µ < 0:

n = −
√

εµ ∈ R, n < 0

IV.

ε > 0, µ < 0:

n =
√

εµ ∈ I, n < 0

            (ω < ω pm )

matÄriaux main-droite 

               (RH)

plasma

matÄriaux de Veselago
matÄriaux main-gauche

              (LH)

ferrites

(matÄriaux ferrimagnÄtiques)

ondes Ävanescentes

mÄtaux aux frÄquences optiques

ondes Ävanescentes matÄriaux conventionnels 

avec propagation 

Figure 6.1 – Diagramme représentant les différentes régions possibles pour ǫ et µ. Dans
chaque quadrant, on montre aussi l’allure du champ électromagnétique dans le milieu.
L’énergie de l’onde se propage dans le même sens que la phase dans les milieux conven-
tionnels (région I.) tandis qu’elle se propage dans une direction opposée à la phase de l’onde
dans les milieux LH (région III.). Aucune propagation n’est possible (onde évanescente)
dans les matériaux des régions II. et IV.

Les quatre façons de choisir le signe du couple (ǫ, µ) : (+,+), (+,−), (−,+) ou

(−,−) sont résumées dans le diagramme de la figure 6.1 et correspondent à des pro-

priétés électromagnétiques du matériau différentes. Les quadrants I., II. et IV. du

diagramme sont bien connus puisqu’ils correspondent aux matériaux conventionnels :

◮ lorsque ǫ > 0 et µ > 0 (région I.), n = +
√
ǫµ ∈ R, n > 0 (cas des diélectriques) :

une onde électromagnétique pourra se propager librement dans le matériau. La

vitesse de phase (ou le vecteur d’onde) et la vitesse de groupe (ou le vecteur de

Poynting Π qui donne la direction de propagation de l’énergie) de l’onde ont
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la même direction et les vecteurs k (vecteur d’onde), E (champ électrique) et

H (champ magnétique) forment un trièdre direct [voir Fig. 6.3 (a)], c’est-à-dire

que k est donné par la règle bien connue dite de la "main droite" et pour cette

raison nous appellerons ces matériaux conventionnels matériaux main-droite ou

RH (pour right-handed) ;

◮ lorsque ǫ < 0 et µ > 0 (région II.), n = −i
√

|ǫ|µ ∈ I (cas des métaux aux fré-

quences optiques lorsque ω < ωpe, où ωpe est la pulsation plasma électrique ou plus

généralement des plasmas) : une onde électromagnétique envoyée sur le matériau

ne pourra pas s’y propager mais sera réfléchie par celui-ci et donnera naissance à

une onde évanescente qui restera confinée sur quelques longueurs d’onde de part

et d’autre de la surface du matériau ;

◮ lorsque ǫ > 0 et µ < 0 (région IV.), n = −i
√

ǫ|µ| ∈ I (cas des matériaux ferri-

magnétiques lorsque ω < ωpm, où ωpm est la pulsation plasma magnétique) : une

onde électromagnétique envoyée sur le matériau donnera naissance à une onde

évanescente confinée à la surface de celui-ci ;

◮ lorsque ǫ < 0 et µ < 0 (région III.), n = −
√

|ǫ||µ| ∈ R, n < 0 ce qui correspond à

une situation totalement nouvelle puisqu’elle n’est pas rencontrée dans les maté-

riaux conventionnels. Ces matériaux ont cependant été prédits théoriquement par

Victor Veselago en 1967 [15]. Dans son papier, Veselago montre que la vitesse de

phase (ou le vecteur d’onde) et la vitesse de groupe (ou le vecteur de Poynting)

d’une onde électromagnétique qui se propagerait dans ces matériaux auraient une

direction opposée et le trièdre formé par les vecteurs k, E et H serait indirect

[voir plus loin Fig. 6.3 (b)] et k serait alors donné par la "règle de la main gauche",

analogue à la règle de la main droite mais en utilisant la main gauche et pour cette

raison nous appellerons ces matériaux non conventionnels matériaux main-gauche

ou LH (pour left-handed).

Les matériaux "main-gauche" font clairement partie de la famille des métama-

tériaux puisqu’ils possèdent une propriété qu’on ne trouve pas dans les matériaux

naturels (ǫ < 0 et µ < 0 simultanément) et ont pu être fabriqués par l’homme plus

de trente ans après la publication de Veselago afin d’être étudiés et utilisés (voir le

chapitre 8).
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6.2 Propriétés des métamatériaux à indice de ré-

fraction négatif

En 1967, Victor Veselago prédit théoriquement l’existence des matériaux ayant

simultanément une permittivité et une perméabilité négatives [15]. Le terme "main-

gauche" (LH) qu’il utilisa pour désigner ces structures artificielles permettait d’expri-

mer le fait que le trièdre formé par les vecteurs k, E et H tourne dans le "mauvais

sens" par rapport à celui des matériaux conventionnels (voir Fig. 6.3) 1. Veselago

relève de plus d’autres effets inhabituels liés à ces métamatériaux et que nous dé-

taillerons dans le chapitre 7 :

– la loi de Snell-Descartes pour la réfraction est inversée (voir la section 7.1) ;

– l’effet Doppler est inversé (voir la section 7.3) ;

– l’effet C̆erenkov est inversé (voir la section 7.4) ;

– Les relations de continuité pour les composantes normales du champ électrique et

du champ magnétique à l’interface entre un milieu conventionnel RH et un milieu

LH sont inversées ;

– l’effet Goos-Hänchen est inversé [89]. . .

A la fin des années 90, John Pendry proposa une réalisation de ces métamaté-

riaux à l’aide d’une structure périodique métallique formée d’anneaux concentriques

fendus, appelés split-ring resonators (SRRs) et de fils métalliques [16, 17, 18]. J.

Pendry avait montré, en effet, qu’un arrangement périodique de fils métalliques pa-

rallèles de dimensions bien choisies possède une permittivité négative (ǫ < 0 et

µ > 0) aux fréquences micro-ondes [16, 17] et qu’un réseau périodique de SRRs pos-

sède une perméabilité négative (ǫ > 0 et µ < 0) autour d’une certaine fréquence de

résonance [18] (que l’on peut ajuster pour lui donner une valeur dans le domaine des

micro-ondes). En réunissant ces deux réseaux et en s’arrangeant pour annuler l’effet

des interactions entre les deux réseaux, on obtient un matériau composite ayant

1. Ce terme employé initialement par Veselago pourrait être confondu avec celui utilisé pour
désigner les matériaux chiraux et pour cette raison d’autres appellations rapportées dans [88] plus
ou moins évocatrices peuvent aussi être utilisées : métamatériaux à indice de réfraction négatif
(NRI), métamatériaux doublement négatifs (DNG), métamatériaux à onde rétro-propagative (BW)
ou métamatériaux à vitesse de phase négative (NPV). . .
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Fig. 1.2. First negative- /positive- and positive- /negative- MTM ( ), consti-
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Figure 6.2 – Matériau à indice de réfraction négatif proposé par J. Pendry. (a) Un réseau
de fils métalliques permet d’obtenir une permittivité électrique effective négative. (b) Un
réseau de SRRs permet d’obtenir une perméabilité magnétique effective négative. Adaptée
de [88].

simultanément une permittivité et une perméabilité négative autour de la fréquence

de résonance du SRR dans le domaine des micro-ondes (voir Fig. 6.2). Le pas du

réseau (distance entre deux fils ou entre deux SRRs) doit être petit par rapport à la

longueur d’onde de la lumière incidente (p << λ0) afin que ce métamatériau puisse

se comporter comme un matériau homogène et isotrope et ainsi être décrit par des

paramètres effectifs.

Le réseau de fils métalliques utilisé pour obtenir une permittivité électrique né-

gative est montré en figure 6.2 (a). Si le champ électrique incident Einc est polarisé

dans la même direction que les fils, il créera un courant le long de ces fils et ce

qui induira un moment dipolaire électrique. Si le champ électrique est exactement

perpendiculaire à la direction des fils, aucun moment dipolaire ne pourra être créé

et si le champ électrique fait un certain angle α par rapport à cette direction, un

moment dipolaire pourra être créé mais dont l’amplitude sera d’autant plus faible

que α est grand. Il est remarquable de constater que l’expression de la permittivité

électrique effective de ce réseau de fils en fonction de la pulsation de l’onde incidente

a exactement la même forme que celle qui donne la permittivité d’un gaz d’électrons

[voir Eq. (2.4)] [16, 17]

ǫeff(ω) = 1− ω2
pe

ω(ω + iΓ)
(6.3)

= 1− ω2
pe

ω2 + Γ2
+ i

Γω2
pe

ω(ω2 + Γ2)
, (6.4)
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où ωpe =
√

2πc2/[p2 ln(p/a)] (c : vitesse de la lumière dans le vide, a : rayon des fils)

est la pulsation plasma électrique que l’on peut ajuster pour que sa valeur atteigne le

domaine des hautes fréquences (domaine GHz-THz) en modifiant les dimensions des

fils et Γ = (pωpe/a)2/πσ (σ : conductivité du métal) rend compte des phénomènes

de dissipation dans le métal.

L’expression précédente montre que lorsque ω <
√

ω2
pe − Γ2, la partie réelle de la

permittivité devient négative. Pour ce réseau, la perméabilité est simplement celle

du vide : µ = µ0 = 1 puisqu’aucun matériau magnétique n’est présent ou qu’aucun

moment magnétique ne peut être créé artificiellement.

Le réseau de SRRs (chacun des SRRs est constitué d’un matériau non magné-

tique) utilisé pour obtenir une perméabilité négative est montré en figure 6.2 (b) où

deux SSRs emboîtés l’un dans l’autre ont été utilisés ("double SRRs"). Si le champ

magnétique incident Hinc est polarisé perpendiculairement au plan d’un SRR, il

créera une boucle de courant dans le SRR ce qui induira un moment dipolaire ma-

gnétique artificiel qui peut devenir très important à une certaine fréquence (fréquence

de résonance du SRR) 2. On peut montrer que la perméabilité effective de ce réseau

de SRRs s’écrit [18]

µeff(ω) = 1− Fω2

ω2 − ω2
0m + iΓ

(6.5)

= 1− Fω2(ω2 − ω2
0m)

(ω2 − ω2
0m)2 + ω2Γ2

+ i
Fω2Γ

(ω2 − ω2
0m)2 + ω2Γ2

, (6.6)

où F = π(a/p)2 (a : rayon interne du plus SRR), ω0m = c
√

3p
π ln(2wa3/δ)

(w : largeur de

l’anneau, δ : distance entre les deux SRRs emboîtés) est une pulsation de résonance

"magnétique" que l’on peut ajuster pour lui donner une valeur dans le domaine

des très hautes fréquences (fréquences optiques. . . ) en modifiant les dimensions des

SRRs et Γ = 2pR′/a (R′ : résistance du métal par unité de longueur) rend compte des

phénomènes de dissipation dans le métal. Notons que ce réseau de SRRs donne une

réponse magnétique artificielle alors qu’aucun matériau magnétique n’est présent.

2. Comme nous le verrons plus loin, aucun phénomène de résonance n’est possible si la boucle
des SRRs est fermée.



6.2 Propriétés des métamatériaux à indice de réfraction négatif 109

Dans le cas d’un matériau où l’on néglige la dissipation (Γ ≈ 0), l’expression (6.6)

montre que la perméabilité devient négative dans une certaine gamme de fréquence

imposée par les dimensions des SRRs

µeff < 0, pour ω0m < ω <
ω0m√
1− F ≡ ωpm, (6.7)

où ωpm est appelée pulsation plasma magnétique du réseau. Notons enfin que contrai-

rement à la permittivité effective du réseau de fils métallique qui n’implique aucun

phénomène de résonance, la perméabilité effective du réseau de SRRs possède une

pulsation de résonance ω ≈ ω0m pour laquelle la perméabilité devient très impor-

tante.

En 2000, D. R. Smith et al se sont inspirés des travaux de Pendry pour fabriquer

le premier prototype de métamatériau main-gauche dans le domaine des micro-ondes

en combinant un réseau de fils métalliques avec un réseau de SRRs [19]. L’effet des

interactions entre ces deux réseaux a pu être annulé en positionnant chaque fil métal-

lique perpendiculairement à l’axe de symétrie d’un SRR afin que les courants induits

dans les fils et dans les SRRs aient un signe opposé. Quelques années après cette

première démonstration expérimentale, un grand nombre de publications théoriques

et expérimentales ont confirmé, par différentes approches, l’existence et les proprié-

tés des matériaux à indice de réfraction négatif jusqu’aux domaines des très hautes

fréquences (fréquences telecom, THz) (voir le chapitre 8). Les approches théoriques

utilisées ont été rapportées dans [88]. Citons par exemple à titre indicatif : la méthode

des différences finies dans le domaine temporel (FDTD), la méthode des éléments

finis (FEM), l’algorithme de la matrice de transfert (TAM) et la méthode de la ligne

de transmission (TLM).

Par ailleurs, les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons

(EELS) complétées par des simulations numériques que nous avons réalisées en 2010

ont permis de cartographier les excitations de surface d’un SRR individuel dans le

domaine spectral du visible et du proche infra-rouge (voir le chapitre 11).
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6.3 Electrodynamique dans les milieux main-gauche

6.3.1 Ondes rétro-propagatives dans les milieux LH

Considérons les équations de Maxwell dans un milieu matériel reliant le champ

électrique et le champ magnétique (où l’on choisit, pour simplifier les notations, de

prendre la vitesse de la lumière comme unité de vitesse : c = 1 et où on supposera

que ǫ et µ dépendent seulement de ω)

∇×E(r, t) = −µ ∂H(r, t)
∂t

(6.8)

∇×H(r, t) = ǫ
∂E(r, t)

∂t
. (6.9)

Pour une onde plane de la forme E(r, t) = E0e
i(k·r−ωt) et H(r, t) = H0e

i(k·r−ωt), les

équations précédentes deviennent

k ×E = ωµH (6.10)

k ×H = −ωǫE. (6.11)

Par conséquent, pour des valeurs positives de ǫ et µ, E, H et k forment un trièdre

direct [voir Fig. 6.3 (a)]. Au contraire, si ǫ < 0 et µ < 0, alors (6.10) et (6.11)

peuvent se réécrire comme

k ×E = −ω|µ|H (6.12)

k ×H = ω|ǫ|E, (6.13)

montrant que E, H et k forment maintenant un trièdre indirect [voir Fig. 6.3 (b)].

Ce résultat est à l’origine de la dénomination "milieux main-gauche" donnée aux

milieux ayant simultanément ǫ < 0 et µ < 0. La principale implication physique de

ce résultat est la possibilité d’avoir une onde rétro-propagative dans le milieu LH.
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Figure 6.3 – (a) Dans un milieu RH (n > 0), les vecteurs k, E et H forment un trièdre
direct et les vitesses de phase et de groupe ont la même direction. (b) Dans un milieu LH
(n < 0), les vecteurs k, E et H forment un trièdre indirect et les vitesses de phase et
de groupe ont des directions opposées [voir Eq. 6.20]. Dans les deux types de milieux, les
vecteurs Π , E et H forment cependant toujours un trièdre direct.

En effet, le vecteur de Poynting qui donne la direction de propagation de l’énergie

de l’onde

Π =
1
2

E ×H∗ (6.14)

est inaffecté par un changement de signe simultané de ǫ et µ. Donc, E, H et Π

forment encore un trièdre direct dans les milieux main-gauche. Par conséquent, dans

de tels milieux, l’énergie (∼ Π ) et le front d’onde (∼ k) de l’onde voyagent dans

des directions opposées (rétro-propagation).

6.3.2 Densité d’énergie et vitesse de groupe dans les milieux

LH

Si les valeurs négatives de ǫ et µ sont introduites dans l’expression habituelle de

la densité d’énergie pour les milieux transparents non dispersifs, UND, donnée par

UND =
1
4

[

ǫ|E|2 + µ|H|2
]

, (6.15)

cela aboutit à un résultat non physique qui correspondrait à une densité d’énergie

négative. Cependant, il est bien connu que tout milieu physique, autre que le vide,
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doit être dispersif et l’équation précédente n’est en fait qu’une approximation valable

pour les milieux très peu dispersifs (ou idéalement non dispersifs). L’expression

correcte pour un paquet d’onde se propageant dans un milieu réel dispersif est [39]

UD =
1
4

[

∂(ωǫ)
∂ω
|E|2 +

∂(ωµ)
∂ω
|H|2

]

, (6.16)

où les dérivées sont évaluées à la fréquence centrale du paquet d’onde 3. Donc, UD > 0

implique que

∂(ωǫ)
∂ω

> 0 et
∂(ωµ)
∂ω

> 0, (6.17)

qui est compatible avec ǫ < 0 et µ < 0 pourvu que ∂ǫ/∂ω > |ǫ|/ω et ∂µ/∂ω > |µ|/ω.

Par conséquent, les milieux main-gauche doivent être hautement dispersifs.

La rétro-propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu main-gauche

implique que la vitesse de phase et la vitesse de groupe ont un signe opposé. En

effet

∂k2

∂ω
= 2k

∂k

∂ω
= 2

ω

vpvg

, (6.18)

où vp = ω/k et vg = ∂ω/∂k sont les vitesses de phase et de groupe, respectivement.

En utilisant la relation de dispersion de l’onde k2 = ω2ǫµ et l’équation (6.17), on

obtient

∂k2

∂ω
= ωǫ

∂(ωµ)
∂ω

+ ωµ
∂(ωǫ)
∂ω

< 0 (6.19)

et donc d’après (6.18)

vpvg < 0. (6.20)

Cette propriété implique que le paquet d’onde et le front d’onde voyagent dans des

directions opposées, autrement dit la vitesse de groupe et la vitesse de phase de

l’onde ont des directions opposées [voir Fig. 6.3 (a)].

3. On rappelle que ǫ et µ dépendent tous les deux de ω mais que l’on n’indique pas ici cette
dépendance pour simplifier les notations.
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D’autres comportements inhabituels apparaissent dans les milieux main-gauche

et nous détaillerons dans le prochain chapitre certains d’entre eux initialement rap-

portés par Veselago en 1967 [15].

6.3.3 Conditions de continuité entre un milieu RH et LH

Les équations de Maxwell permettent de déterminer les conditions de continuité

entre deux milieux conventionnels (n > 0) [voir Eq. (1.3.3)]. Les conditions de conti-

nuité du champ magnétique H et du champ électrique E peuvent aussi être déter-

minées à l’interface entre un milieu conventionnel (RH, n > 0) et un milieu d’indice

de réfraction négatif (LH, n < 0) en utilisant encore les équations de Maxwell. On

trouve [88] qu’en l’absence de sources et de courants extérieurs, les composantes tan-

gentielles du champ magnétique et du champ électrique sont continues à l’interface

RH-LH tandis que les composantes normales subissent une discontinuité et ont des

directions opposées dans les deux milieux (voir Fig. 6.4), c’est-à-dire que







E1t = E2t

H1t = H2t

et







E1n = −E2n

H1n = −H2n

(6.21)

à l’interface entre un milieu RH et un milieu LH.

E

E
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H
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Figure 6.4 – Continuité des composantes tangentielles et discontinuité des composantes
normales du champ magnétique et du champ électrique à l’interface entre un milieu RH
(n > 0) et un milieu LH (n > 0).

Dans le cas où les deux milieux sont de même nature (RH-RH) ou (LH-LH)

et toujours en l’absence de sources et de courants extérieurs, il y a continuité à la

fois des composantes tangentielles et normales du champ magnétique et du champ
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électrique [88].



Chapitre 7

Comportements inhabituels dans

les milieux main-gauche

En dix heures par jour, on a le

temps de prendre deux fois plus de

retard sur son travail qu’en cinq

heures par jour.

Isaac Asimov

7.1 Loi de Descartes pour la réfraction : réfrac-

tion négative

Considérons la réfraction d’un rayon incident à l’interface entre un milieu conven-

tionnel (ǫ1 > 0 et µ1 > 0) et un milieu main-gauche (ǫ2 < 0 et µ2 < 0) (voir Fig. 7.1).

La continuité de la composante tangentielle du champ électrique dans le milieu 1

(superposition du champ incident et du champ réfléchi) et dans le milieu 2 (champ

réfracté) à la traversée de l’interface impose l’égalité des composantes tangentielles

de k1 (rayon incident) et k2 (rayon réfracté) à l’interface 1. La direction du rayon

réfracté (représenté par le vecteur de Poynting Π 2) doit de plus être opposée à la

direction du front d’onde de ce rayon (représenté par le vecteur d’onde k2) [voir

Fig. 6.3 (b)] ce qui implique que l’angle de réfraction dans le milieu main-gauche

doit être opposé à celui qui apparaîtrait dans un milieu conventionnel [voir Figs. 7.1

(a) et (b)]. En introduisant l’indice de réfraction des deux milieux, la loi de Snell-

Descartes pour la réfraction s’écrit

1. Plus précisément, les composantes tangentielles des vecteurs d’onde incident, réfléchi et ré-
fracté sont égales à l’interface.
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Figure 7.1 – Réfraction d’un rayon incident à l’interface entre deux milieux. (a) L’inter-
face sépare deux milieux conventionnels ayant tous les deux un indice de réfraction positif
et le rayon est réfracté "du bon côté" de la normale . (b) L’interface sépare un milieu
conventionnel ayant un indice de réfraction positif d’un milieu main-gauche ayant un in-
dice de réfraction négatif et le rayon est réfracté "du mauvais côté" de la normale. Le rayon
réfléchi à l’interface est aussi représenté sur la figure mais sa direction n’est pas modifiée
par la nature des milieux.

sin θ1

sin θ2

=
−|k2|
|k1|

=
n2

n1

< 0, (7.1)

ce qui montre que l’indice de réfraction du milieu main-gauche doit être négatif

(n2 < 0) puisque n1 > 0, ce qui revient à choisir la racine négative dans (6.2). Il est

facile de montrer que la direction du rayon réfléchi à l’interface n’est pas modifiée

par la présence du milieu main-gauche, c’est-à-dire que l’angle de réflexion est égal

à l’angle d’incidence quelque soit le second milieu (RH ou LH) [88].

7.2 Double focalisation par une lentille plate fa-

briquée dans un milieu LH

La trajectoire d’un rayon lumineux à l’intérieur d’une lentille plate d’épaisseur

d fabriquée dans un matériau LH (nL < 0) et plongée dans un milieu conventionnel

(nR > 0) est obtenue en appliquant la loi de Snell-Descartes pour la réfraction sur
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Figure 7.2 – Focalisation d’un faisceau lumineux par une lentille plate ayant un indice
de réfraction négatif. Les deux rayons lumineux issus de S sont symétriques par rapport à
l’axe de la lentille (axe optique) et forment un angle |θR| par rapport à cet axe.

la face d’entrée de la lentille puis sur sa face de sortie. Soit un point source S situé à

une distance l de la face d’entrée de la lentille et considérons deux rayons lumineux

dont les directions sont symétriques par rapport à l’axe de symétrie de la lentille et

arrivant sur sa face d’entrée avec le même angle d’incidence |θR| (voir Fig. 7.2).

Ces deux rayons lumineux sont réfractés négativement une première fois avec le

même angle de réfraction en se focalisant en un point situé à une distance s de la

face d’entrée à l’intérieur de la lentille. Ces rayons sont ensuite réfractés négativement

une seconde fois en arrivant sur la face de sortie de la lentille et se refocalisent à

l’extérieur à une distance d− l de la face de sortie (voir Fig. 7.2). L’expression de s

est facile à obtenir en examinant la figure 7.2

s = l
tan |θR|
tan |θL|

, (7.2)

où θL est l’angle de réfraction à l’intérieur de la lentille et est donné par la loi de

Snell-Descartes : sin |θL| = −nR/nL sin |θR|. Si on choisit les deux milieux tel que

nL = −nR, alors |θL| = |θR| et l’équation (7.2) donne s = l : les rayons lumineux

seront focalisés une première fois à l’intérieur de la lentille en un point s qui est le

symétrique du point source par rapport à la face d’entrée de la lentille.

Considérons maintenant une collection d’ondes planes ou plus généralement une

onde électromagnétique sphérique ou cylindrique (voir Fig. 7.3). Il est alors néces-

saire d’avoir nL = −nR pour que tous les rayons puissent être focalisés en un même

point à l’intérieur de la lentille. Dans ce cas, pour chaque paire m de rayons sy-
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Figure 7.3 – Aberration sphérique dans une lentille LH. (a) Lorsque nL = −nR, un
point focal est formé dans la lentille. (b) Lorsque nL 6= −nR, une aberration de sphéricité
apparaît et l’image d’un point source devient une tache diffuse.

métriques par rapport à l’axe de la lentille qui arrivent avec un angle d’incidence

|θR|, les rayons seront focalisés au même point puisque |θL,m| = |θR,m|, ∀m et la

distance focale sera la même pour tous les rayons (sm = s, ∀m) [voir Fig. 7.3 (a)]. Si

par contre nL 6= −nR alors les rayons ayant des angles d’incidence différents seront

focalisés en des points différents puisque le rapport tan |θR,m|/ tan |θL,m| associé à

différentes paires de rayons sera différent conduisant à des distances focales diffé-

rentes sm. Le point focal devient alors une tache diffuse (aberration de sphéricité)

dont l’aire augmente avec le rapport |nL|/nR [voir Fig. 7.3 (b)].

7.3 Inversion de l’effet Doppler

Une autre conséquence sur la propagation des ondes électromagnétiques dans un

milieu main-gauche (LH) relevée par Veselago est l’inversion de l’effet Doppler. Soit

une source S en mouvement le long d’une direction Oz et émettant une onde électro-

magnétique avec une fréquence angulaire ω0 (voir Fig. 7.4). Dans la zone de champ

lointain (typiquement à une distance r > 2D2/λ0 de la source, où D est la taille de

la source et λ0 = 2πc/ω0 est la longueur d’onde de l’onde électromagnétique), les

champs électrique et magnétique émis ont la structure d’une onde sphérique

E(r, t), H(r, t) ∝ eiφ(ω0,t)

r
, avec φ(ω0, t) = ω0t− βr, (7.3)

où β est le vecteur d’onde dans le milieu. Considérons le cas où l’on s’intéresse au
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Figure 7.4 – Effet Doppler dans un milieu RH et LH. S est la source qui émet une onde
électromagnétique sphérique et O est un observateur situé qui détecte l’onde émise par S
dans la direction θ = 0. (a) Dans un milieu conventionnel ∆ω > 0. (b) Effet Doppler
inversé dans un milieu main-gauche (∆ω < 0).

champ électromagnétique émis dans la direction du mouvement de la source en r = z

et en θ = 0. Si la source se déplace vers les z positifs avec une vitesse vs = z/t, sa

position par rapport à un observateur O localisé à gauche de S et qui regarde vers les

z positifs est simplement z(t) = vst (voir Fig. 7.4). La phase vue par cet observateur

est donc

φ[r = z(t), t] = ω0t− βvst = ω0

(

1− β

ω0

vs

)

t = ω0

(

1− vs

vp

)

t = ω0

(

1− nvs

c

)

t,

(7.4)

puisque β = ω0/vp et vp = c/n, où c est la vitesse de la lumière dans le vide, vp est

la vitesse de phase de l’onde dans le milieu et n est l’indice de réfraction du milieu.

Le coefficient qui apparaît devant t est appelée fréquence Doppler et on peut l’écrire

sous la forme

ωDoppler = ω0 −∆ω, avec ∆ω = ω0
nvs

c
. (7.5)

Dans un milieu RH, n > 0 et donc ∆ω > 0 : l’observateur détectera une onde

électromagnétique avec une fréquence angulaire plus petite que celle émise si la

source était au repos. Dans un milieu LH, n < 0 et donc ∆ω < 0 : le phénomène

est inversé par rapport à la situation précédente puisque l’observateur détectera une

onde électromagnétique avec une fréquence plus grande que celle émise si la source

était au repos. Cet effet a été observé expérimentalement en 2003 par N. Seddon et

al [90].
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7.4 Inversion de l’effet C̆erenkov

Dans son papier, Veselago montre que l’effet C̆erenkov est aussi inversé dans un

milieu main-gauche [15]. L’émission C̆erenkov est une radiation électromagnétique

visible émise par les liquides et les solides lorsqu’ils sont traversés par une particule

chargée dont la vitesse est supérieure à la vitesse de la lumière dans le milieu [38].

Dans un milieu conventionnel (n > 0), le front d’onde sphérique émis par la particule

est en retard par rapport au mouvement de la particule, ce qui donne naissance à une

onde de choc dirigée vers la particule (le front d’onde se déplace dans une direction

opposée à celle de la particule à la vitesse c/n) et faisant un angle θ < 90° avec la

vitesse de la particule (angle entre le vecteur de Poynting de l’onde et la vitesse de

la particule) [voir Fig. 7.4 (a)].
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
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Figure 7.5 – Illustration de l’effet C̆erenkov. (a) Milieu conventionnel (n > 0) : le front
d’onde sphérique se déplace dans le sens opposé à la source à la vitesse c/n. (b) Milieu
main-gauche (n < 0) : le front d’onde sphérique se déplace dans le même sens que la
source à la vitesse c/|n|.

Cet angle est donné par

cos θ =
c

n(ω)v
, (7.6)

où c est la vitesse de la lumière dans le vide et v la vitesse de la particule. Au

contraire, si le milieu a un indice de réfraction négatif (n < 0), l’onde C̆erenkov est

rétro-propagative et l’onde de choc est dirigée dans la direction opposée à celle de

la particule (le front d’onde se déplace alors dans la même direction que celle de la

particule à la vitesse c/|n|) et faisant un angle θ > 90° avec la vitesse de la particule

selon (7.6) [voir Fig. 7.4 (b)]. Notons qu’en pratique, les milieux avec un indice de

réfraction négatif ne sont actifs que sur une certaine plage de fréquences. Comme
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la particule rayonne à toutes les fréquences (dont certaines correspondent à n > 0),

les fronts d’onde de la radiation C̆erenkov sont dirigés en avant ou en arrière de la

particule.

7.5 Amplification des ondes évanescentes et dif-

fraction sous-longueur d’onde

En 2000, J. Pendry suggéra que la limite de diffraction qui apparaît lorsqu’on uti-

lise une lentille traditionnelle caractérisée par un indice de réfraction positif pouvait

être dépassée si on utilisait une lentille plate fabriquée dans un matériau d’indice de

réfraction négatif n = −1 [10].
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Figure 7.6 – (a) et (b) La lentille est fabriquée dans un matériau conventionnel ayant un
indice de réfraction positif (n > 0). Les composantes propagatives de l’objet sont restituées
à la sortie de la lentille (a) tandis que les composantes évanescentes ne sont pas restituées
à sa sortie (b). (c) et (d) La lentille d’épaisseur d est plate et fabriquée dans un matériau
ayant un indice de réfraction négatif (n = −1 avec ǫ = µ = −1). Les composantes propa-
gatives de l’objet sont restituées à la sortie de la lentille (c) et les ondes évanescentes sont
amplifiées dans la lentille et par conséquent restituées à sa sortie (d).

Considérons un dipôle infinitésimal qui oscille avec une fréquence angulaire ω en

face d’une lentille d’épaisseur d, d’indice de réfraction n, d’axe Oz plongée dans l’air

et dont on négligera les pertes (voir Fig. 7.6). Le champ électrique produit par ce

dipôle peut être développé en ondes planes en utilisant une série de Fourier à deux

dimensions

E(r, t) = E(r)eiωt =
∑

m

∑

kx,ky

Em(kx, ky)ei(kxx+kyy+kzz−ωt). (7.7)
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En remplaçant cette expression dans l’équation de Helmholtz (1.6), on obtient dans

l’air (ǫ0 = µ0 = 1)

k0z = p0 + iq0 =







√

k2
0 − (k2

x + k2
y) si k2

x + k2
y ≡ k2

ρ < k2
0,

i
√

(k2
x + k2

y)− k2
0 si k2

x + k2
y ≡ k2

ρ > k2
0,

(7.8)

où

k0 =
ω

c
(7.9)

est le vecteur d’onde dans l’air et l’indice 0 fait référence à l’air.

Toute l’information sur l’objet (que nous supposerons localisé dans le plan xOy)

est contenue dans ses fréquences spatiales kx et ky. Les petites valeurs de kρ = 2π/λρ

correspondent aux dimensions grossières de l’objet alors que les grandes valeurs de

kρ correspondent aux petites dimensions de l’objet, c’est-à-dire à ses détails [40].

Ces informations sont transmises par la lentille par une onde qui se propage suivant

Oz. Considérons la dépendance en z de cette onde qui se propage dans l’air : eik0zz.

Nous voyons à partir de (7.8) que si kρ < k0 (ou ce qui est équivalent λρ > λ0), alors

k0z est réel : l’onde correspondante pourra se propager suivant Oz et l’information

spatiale de l’objet associée à cette fréquence sera transmise par la lentille et resti-

tuée à sa sortie. Au contraire si kρ > k0 (λρ < λ0), alors k0z est imaginaire : l’onde

correspondante est évanescente le long de Oz et sera fortement atténuée à l’entrée

de la lentille et ne pourra pas être restituée à sa sortie par une lentille traditionnelle

comme nous le verrons plus loin, autrement dit les petits détails de l’objet associés

à ces grandes fréquences spatiales ne pourront pas être restitués par la lentille. La

lentille se comporte donc comme un filtre passe-bas en terme de fréquence spatiale.

Les dimensions grossières de l’objet, qui sont portées par des composantes spec-

trales propagatives, seront restituées par la lentille mais les petits détails de l’objet,

qui sont portés par des composantes spectrales évanescentes, ne seront pas resti-

tués. La fréquence spatiale de coupure est donnée par kρ = k0, ce qui correspond

à une longueur d’onde de coupure λρ = λ0 = 2π/k0 correspondant à la résolution

maximale pour une lentille traditionnelle (appelée limite de diffraction de la lentille).

Nous allons maintenant montrer comment une lentille fabriquée dans un maté-

riau ayant un indice de réfraction négatif (n = −1) et dont on négligera la dissipation

permet de dépasser la limite de diffraction précédente bien connue pour une lentille
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traditionnelle. La démonstration utilisée nous permettra aussi de préciser et vérifier

un peu plus formellement ce que nous venons de voir pour les lentilles traditionnelles.

L’équation (7.1) et la figure 7.1 montrent qu’à la traversée de l’interface qui

sépare la lentille (n = −1) de l’air environnant (n = 1), le vecteur d’onde associé

aux composantes propagatives (vecteur d’onde réel) subit une discontinuité de sorte

qu’à l’interface, le vecteur d’onde kz transmis dans la lentille est opposé au vecteur

d’onde dans l’air k0z. Par ailleurs, la composante suivant z du vecteur d’onde associé

aux composantes évanescentes est continue à la traversée de l’interface [89]







kz = −k0z si k0z, kz ∈ R (ondes propagatives)

kz = +k0z si k0z, kz ∈ I (ondes évanescentes).
(7.10)

Dans le cas où le champ électrique de l’onde incidente qui arrive sur la lentille est

perpendiculaire au plan d’incidence (onde s) 2, les coefficients de réflexion et de

transmission en amplitude (coefficients de Fresnel) du milieu 1 (air) vers le milieu 2

(lentille) et du milieu 2 vers le milieu 1 s’écrivent [38]

R12
⊥ =

µk0z − kz

µk0z + kz

= r, T 12
⊥ =

2µk0z

µk0z + kz

= t, (7.11)

R21
⊥ =

kz − µk0z

kz + µk0z

= r′, T 21
⊥ =

2kz

kz + µk0z

= t′. (7.12)

En additionnant les réflexions multiples à l’intérieur de la lentille et en tenant compte

des différents allers-retours, on obtient les coefficients totaux de réflexion et de trans-

mission [10]

T LH
⊥ = tt′eikzd + tt′r′2e3ikzd + tt′r′4e5ikzd + . . . =

tt′eikzd

1− r′2e2ikzd
, (7.13)

RLH
⊥ = r + tt′r′eikzd + tt′r′3e3ikzd + . . . = r +

tt′r′e2ikzd

1− r′2e2ikzd
. (7.14)

En insérant (7.11) et (7.12) dans (7.13) et (7.14) puis en prenant la limite µ→ −1,

on obtient en considérant le cas des ondes évanescentes pour lesquelles kz = k0z

2. Nous considérons ici une onde polarisée s mais les résultats obtenus seront aussi valables
pour une onde polarisée p, c’est-à-dire une onde dont le champ électrique est contenu dans le plan
d’incidence.
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T LH,ev
⊥ = e+q0d (q0 ∈ R, q0 > 0) (7.15)

RLH,ev
⊥ = 0, (7.16)

où d est l’épaisseur de la lentille et q0 > 0 a été défini par l’équation (7.8). L’ex-

pressions (7.15) montre qu’une lentille ayant un indice de réfraction négatif permet

d’amplifier les composantes évanescentes de l’onde incidente et ainsi de restituer à

sa sortie les détails sous-longueur d’onde de l’objet à imager. Cette amplification

est due en fait à l’excitation des plasmons de surface sur chacune des interfaces

air-lentille [88]. Notons toutefois, qu’il est pratiquement très difficile d’obtenir une

lentille avec exactement n = −1 et comme nous l’avons montré dans la section 7.1,

lorsque n 6= −1 (pour une lentille plongée dans l’air), des aberrations sphériques

apparaissent limitant ainsi l’intérêt de ces lentilles haute-résolution.

Une démonstration analogue dans le cas d’une lentille traditionnelle (pour la-

quelle n = 1 avec µ = 1 et ǫ = 1) donnerait un coefficient de transmission

TRH,ev
⊥ = e−q0d (q0 ∈ R, q0 > 0), (7.17)

correspondant au résultat attendu, c’est-à-dire à une décroissance exponentielle du

coefficient de transmission des composantes évanescentes ne permettant pas la res-

titution après la lentille des détails sous-longueur d’onde de l’objet à imager.



Chapitre 8

Quelques résultats expérimentaux

sur les split-ring resonators

(SRRs) rapportés dans la

littérature

Je sais pourquoi tant de gens

aiment couper du bois. C’est une

activité où l’on voit tout de suite le

résultat.

Albert Einstein

Dans la section 6.2, nous avons vu qu’un moyen de fabriquer un matériau ayant

un indice de réfraction négatif était d’utiliser un réseau de fils métalliques (pour

avoir une permittivité électrique négative [16]) et un réseau de SRRs (pour avoir une

perméabilité magnétique négative [18]). Dans ce chapitre, nous donnons quelques ré-

sultats expérimentaux qui ont été rapportés dans la littérature sur les SRRs entre

2000 et 2007, ce qui nous permettra de décrire un peu plus précisément le compor-

tement d’un SRR dans un champ électromagnétique. Enfin, nos propres résultats

expérimentaux obtenus sur des SRRs individuels seront exposés plus loin dans le

chapitre 11.
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littérature

8.1 Modélisation "naïve" d’un SRR par un circuit

électrique

Un SRR (simple) 1 peut être modélisé par un circuit électrique LC (voir Fig. 8.1)

composé d’une bobine magnétique d’inductance L jouant le rôle de la boucle du

SRR et d’un condensateur de capacité C dont les armatures jouent le rôle des deux

pattes du SRR [12].

(c)

Figure 8.1 – Analogie qui existe entre un circuit électrique LC (a) (L : inductance de la
bobine et C : capacité du condensateur) et un SRR "simple" (b). L’image (micrographe)
d’un SRR typique d’or de 20 nm d’épaisseur fabriqué par lithographie électronique est mon-
trée en (c). Adaptée de [12].

La fréquence de résonance de ce circuit ωLC = 1/
√
LC correspond à la fréquence

d’excitation de la première résonance du SRR (appelée résonance magnétique ou

résonance LC ) qui est associée à l’excitation résonante (maximale) d’un moment

magnétique artificiel dans la boucle du SRR. L’expression explicite de ωLC en fonc-

tion des dimensions du SRR [91] montre que la fréquence de résonance est d’autant

plus grande que la taille du SRR est petite mais tend cependant vers une constante

lorsque la taille du SRR tend vers 0. La résonance magnétique peut être excitée de

deux façons :

1. soit le champ électrique du rayonnement incident a une composante perpendicu-

laire aux pattes du SRR ;

1. Il existe en réalité deux types de SRRs : les SRRs "simples" constitués d’une seule boucle
inductive et les SRRs "doubles" constitués de deux boucles "emboîtées" les unes dans les autres.
Dans ce chapitre, les deux types de SRRs seront considérés bien que nous ayons considéré des
SRRs simples dans nos propres expériences [89].
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2. soit le champ magnétique du rayonnement incident a une composante perpendi-

culaire au plan du SRR.

Si la condition 2. est satisfaite, le courant créé dans la boucle du SRR induit

un champ magnétique opposé au champ magnétique incident. Lorsque le champ

magnétique induit devient plus important que le champ magnétique incident, cela

aboutit à une perméabilité négative artificielle ouvrant ainsi la voie à la fabrication

de matériaux ayant un indice de réfraction négatif qui requièrent justement que leur

perméabilité soit négative (voir la section 6.2).

Nous verrons plus loin que d’autres résonances d’un SRR peuvent être excitées (la

résonance magnétique fondamentale bien sûr dont nous venons de parler mais aussi

toutes les résonances d’ordre supérieur) limitant ainsi la modélisation d’un SRR

par un circuit LC qui ne permet pas de rendre compte de ces autres résonances.

Les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) que nous

avons menées sur des SRRs individuels et complétées par des simulations numériques

(voir chapitre 11) ont cependant permis d’expliquer l’origine des quatre premières

excitations d’un SRR en terme d’ondes stationnaires plasmoniques et ainsi d’aller

au-delà de la modélisation naïve d’un SRR par un simple circuit LC.

8.2 La course aux métamatériaux à indice de ré-

fraction négatif : des micro-ondes aux fréquences

optiques

Depuis la réalisation des premiers SRRs en 2000 par Smith et al [19] puis en 2001

par Shelby et al [20], plusieurs autres équipes ont réussi à fabriquer des SRRs encore

plus petits afin d’être excités à des fréquences de plus en plus proches des fréquences

optiques. La conception de matériaux ayant une réponse magnétique dans le domaine

des THz et des fréquences optiques est en effet particulièrement importante pour

les applications telles que la fabrication de cavités compactes, de lentilles adapta-

tives, de miroirs accordables, d’isolants ou de convertisseurs. . . Quelques matériaux

magnétiques naturels dans le domaine des micro-ondes ont déjà été rapportés dans

les années 80 : certains matériaux ferromagnétiques ou antiferromagnétiques ont en
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effet une réponse magnétique sur des domaines de fréquences de plusieurs centaines

de gigahertz [92, 93, 94, 95]. Cependant, les effets magnétiques dans ces matériaux

sont très faibles et leurs bandes de fréquences sont trop proches [96], limitant ainsi

la possibilité de les utiliser pour des applications industrielles dans le domaine des

hautes fréquences. Les premiers résultats expérimentaux obtenus en 2001 (voir plus

loin) dans le domaine des micro-ondes ont montré que des valeurs négatives de la

perméabilité magnétique pouvaient être obtenues autour de la fréquence de réso-

nance d’un réseau de SRRs. Les expérimentateurs se sont ensuite mis au défi de

réduire de plus en plus les dimensions des SRRs utilisés afin d’obtenir des structures

artificielles ayant une forte réponse magnétique et une perméabilité négative à très

hautes fréquences (fréquences des télécommunications, fréquences THz, fréquences

optiques. . . ). Plusieurs techniques de fabrication (allant de la gravure sur circuit

électronique à la lithographie électronique) ont été utilisées pour pouvoir fabriquer

ces structures.

En avril 2001, après les travaux de Smith et al [19], d’autres métamatériaux avec

un indice de réfraction négatif dans le domaine des micro-ondes (autour de 10 GHz

soit 3 cm de longueur d’onde) ont été fabriqués et étudiés par R. A. Shelby et al

[20] : le matériau consistait, comme l’avait suggéré Pendry, en un réseau périodique

à deux dimensions composé de fils de cuivre et de SRRs (doubles) fabriqués par

gravure sur un support en fibre de verre. L’expérience a consisté à mesurer l’angle

de réfraction d’un faisceau de micro-ondes incident transmis à travers la structure et

polarisé parallèlement aux fils puis d’en déduire l’indice de réfraction effectif de cette

structure en utilisant la loi de Snell-Descartes pour la réfraction. Cette expérience

a ainsi pu montrer la possibilité d’obtenir un indice de réfraction négatif autour de

10.5 GHz.

En mars 2004, des micro-structures avec une forte réponse magnétique autour

de 1 THz (soit 300µm de longueur d’onde) ont été fabriquées par micro-lithographie

par T. J. Yen et al [21]. Les expériences ont été réalisées en polarisation transverse

magnétique (TEM : champ magnétique contenu dans le plan d’incidence) sur des

réseaux de SRRs (doubles) de cuivre de tailles différentes (L = 26µm, 32µm et

36µm). L’équipe a utilisé une technique d’ellipsométrie spectroscopique 2 en inci-

2. Brièvement, l’ellipsométrie spectroscopique est une méthode d’analyse optique qui consiste
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dence oblique et un spectromètre infra-rouge à transformée de Fourier, ce qui leur a

permis d’extraire le rapport entre la réponse magnétique et la réponse électrique du

réseau de SRRs étudié. Les spectres qu’ils ont obtenus montrent la présence d’une

résonance autour de 1 THz pour les trois SRRs et sont de plus en très bon accord

avec leur simulation numérique.

En novembre 2004, S. Linden et al ont montré expérimentalement la possibilité

de fabriquer des SRRs dont la première résonance est excitée autour de 85 THz (soit

3.5µm de longueur d’onde) [12]. Les SRRs étaient en or avec des pattes de 320 nm

de long et fabriqués par lithographie électronique [voir Fig. 8.2 (a)].

Les simulations numériques qui ont été réalisées en complément de ces expé-

riences ont révélé par ailleurs l’existence d’un domaine de fréquences autour de la

fréquence de résonance des SRRs dans lequel la perméabilité effective du réseau est

négative, ouvrant ainsi la voie à la fabrication de métamatériaux à indice de réfrac-

tion négatif dans le domaine optique [voir Fig. 8.2 (b)]. Les expériences d’optique

réalisées ont permis de mesurer à la fois la transmission et la réflexion du réseau.

Les spectres de transmission mesurés, en très bon accord avec les spectres simulés,

ont montré que les pertes ohmiques sont relativement faibles dans ces structures

métalliques. Les expériences ont été réalisées sur trois réseaux de SRRs ayant un

pas différent (p = 450 nm, 600 nm et 900 nm). Ces expériences ont montré aussi

que lorsque le champ électrique de l’onde incidente est polarisé perpendiculairement

aux pattes des SRRs, les spectres de transmission et de réflexion mesurés montrent

systématiquement la présence de deux résonances dont la position ne dépend pas

du pas du réseau. La seconde résonance disparaît complètement lorsque la direction

de polarisation du champ électrique est tournée de 90° ou lorsque les SRRs sont

remplacés par des boucles fermées [voir Fig. 8.2 (a)]. Cette résonance correspond à

la résonance LC (résonance magnétique) du SRR. La première résonance observée

dans les spectres est une résonance plasmon due à la création d’un courant dans

chaque branche du SRR excitée par le champ électrique incident. Ces courants sont

parallèles à la polarisation du champ électrique. Cette résonance n’est pas affectée

par l’excitation de la résonance LC et est toujours présente si l’on remplace les SRRs

par des boucles fermées. Les simulations numériques ont permis d’extraire la partie

à mesurer, sur une certaine gamme de fréquences, l’état de polarisation d’une onde initialement
polarisée après réflexion sur une surface.
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Figure 8.2 – (a) Spectres de transmission (rouge) et de réflexion (bleu) mesurés en
2004 par S. Linden et al sur différents réseaux de SRRs. Les deux premières colonnes
correspondent à deux polarisations orthogonales du champ électrique incident. La dernière
colonne montre le micrographe du réseau utilisé : (A et B) p = 450 nm, (C et D) p =
600 nm, (E et F) p = 900 nm, (G et H) correspondent à un réseau de boucles fermées
avec p = 600 nm, où p est le pas du réseau, (G et H) spectres pour des boucles fermées.
(b) Perméabilité (rouge) et permittivité (bleu) calculées lorsque le champ électrique (noté
E) se couple à la résonance LC (A) et lorsque c’est le champ magnétique (noté H) qui
se couple à la résonance LC (B). En B, on observe que la perméabilité devient négative
autour de 85 THz. Adaptée de [12].

réelle de la permittivité et de la perméabilité effectives du réseau autour de la ré-

sonance LC pour deux polarisations perpendiculaires du champ électrique. Dans le

cas où seulement le champ électrique se couple à la résonance LC (champ électrique

perpendiculaire aux pattes du SRR), une résonance dans la permittivité et simulta-

nément une anti-résonance dans la perméabilité sont observées mais la perméabilité

ne devient jamais négative. Dans le cas où c’est le champ magnétique qui se couple

à la résonance LC (champ magnétique perpendiculaire au plan du SRR), une anti-

résonance dans la permittivité et une résonance dans la perméabilité sont observées

avec dans ce cas une perméabilité qui devient négative autour de 85 THz.

En 2005, C. Enkrich et al ont réussi à fabriquer un réseau de SRRs de 200 nm de
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Figure 8.3 – Spectres de transmission (noir) et de réflexion (vert) mesurés en 2005 par
C. Enkrich et al d’un réseau de SRRs. (a) Le champ électrique horizontal peut se coupler
à la résonance magnétique (excitée autour de 1.5µm). (b) Le champ électrique vertical ne
peut pas se coupler à la résonance magnétique qui n’est donc pas excitée. Adaptée de [22].

large chacun (voir Fig. 8.3) permettant d’exciter la résonance LC autour de 200 THz

[22].

Les SRRs étaient en or et fabriqués par lithographie électronique sur un sub-

strat de Si3N4 (la technique de fabrication des SRRs utilisée par cette équipe est

décrite dans la section 10.1 consacrée à nos propres expériences) 3. Un spectromètre

à transformée de Fourier leur a permis d’obtenir les spectres de transmission et

de réflexion du réseau en incidence normale. Comme dans les travaux cités précé-

demment, la résonance LC apparaît lorsque le champ électrique de l’onde incidente

est perpendiculaire aux pattes du SRR et se situe, dans ces expériences, autour de

1.5µm de longueur d’onde [voir Fig. 8.3 (a)] (rappelons que leurs précédentes ex-

périences ont permis d’exciter cette résonance autour de 3µm). Lorsque le champ

électrique est tourné de 90°, la résonance magnétique disparaît puisqu’aucun mo-

ment magnétique ne peut être créé dans la boucle [voir Fig. 8.3 (b)]. Pour cette

polarisation, les spectres montrent une résonance (appelée résonance de Mie fonda-

mentale) autour de 950 nm de longueur d’onde due à l’accumulation de charges à

la surface des deux bras verticaux des SRRs. Une autre résonance de Mie, presque

quatre fois plus faible que la première, est observée autour de 600 nm et résulte de

l’accumulation de charges sur l’épaisseur du bras horizontal des SRRs. La position et

la largeur de la résonance de Mie fondamentale changent légèrement lorsqu’on passe

3. Une couche d’ITO a été ajoutée afin d’éviter l’accumulation de charges pendant la phase
d’exposition durant la fabrication des SRRs.
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d’une polarisation verticale à une polarisation horizontale du champ électrique. Pour

la polarisation horizontale, seule la résonance de Mie associée à l’accumulation de

charges sur les surfaces latérales du bras horizontal des SRRs peut être excitée. Au

contraire lorsque la polarisation est verticale, les deux résonances de Mie fondamen-

tales associées à l’accumulation de charges à la surface des deux bras verticaux des

SRRs peuvent être excitées. Le couplage de ces deux oscillations possibles conduit

à un mode symétrique, qui peut être excité à une longueur d’onde légèrement su-

périeure qu’en polarisation horizontale où ces deux résonances ne sont pas couplées

et un mode antisymétrique, qui peut être excité à une longueur d’onde légèrement

inférieure qu’en polarisation horizontale. Les expériences ayant été réalisées en in-

cidence normale, le mode antisymétrique n’a en fait pas pu être excité. Le mode

symétrique est donc le seul à avoir été excité à une longueur d’onde de 950 nm en

polarisation verticale et à une longueur d’onde légèrement plus petite en polarisa-

tion horizontale. Les expériences menées par cette équipe ont aussi été réalisées en

incidence oblique pour deux orientations des SRRs afin d’étudier le rôle des aniso-

tropies dans la réponse optique. Ces dernières expériences ont montré la possibilité

de créer un moment magnétique dipolaire permettant d’obtenir une perméabilité

négative (µ = −0.25) autour de 1.5µm dont la valeur peut être encore améliorée,

selon le papier, en augmentant le nombre de SRRs par unité de surface du réseau

afin d’augmenter la force d’oscillateur de la résonance magnétique. Ces expériences

réalisées en incidence oblique ont aussi permis de détecter pour la première fois une

seconde résonance magnétique autour de 800 nm (soit 375 THz, c’est-à-dire dans le

proche visible) pour un angle d’incidence de 60°.

Toutes les expériences que nous venons d’évoquer ont été réalisées grâce à des

expériences d’optique dans lesquelles la polarisation du champ électrique (ou du

champ magnétique) de l’onde incidente doit être choisie afin d’exciter telle ou telle

résonance (ou alors en fabriquant un réseau de SRRs ayant chacun une orientation

différente). La résonance LC, par exemple ne peut être excitée que si le champ élec-

trique est parallèle aux pattes du SRR ou si le champ magnétique est normal au

plan du SRR. Toutes ces expériences ont montré aussi qu’aucune résonance ma-

gnétique ne pouvait être excitée lorsque les SRRs sont remplacés par des boucles

fermées puisqu’aucune résonance du moment magnétique n’est alors possible. Les

expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) que nous avons
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réalisées en incidence normale en utilisant un faisceau d’électrons rapides, analogue

à une source de lumière blanche qui serait polarisée dans toutes les directions, nous

ont permis de détecter les quatre premières résonances de plusieurs SRRs indivi-

duels dans le domaine du visible et du proche infra-rouge sans avoir à choisir une

quelconque polarisation du faisceau incident. Ces expériences, que nous décrirons

dans la prochaine partie de ce manuscrit, nous ont ainsi permis de détecter et d’ex-

pliquer les premières résonances d’un SRR individuel en terme d’onde stationnaire

plasmonique.





Troisième partie

Spectroscopie de perte d’énergie

des électrons résolue spatialement

sur des SRRs individuels





Chapitre 9

Introduction

Les sciences sont des lunettes pour

grossir les problèmes

Louis Scutenaire

L
es métamatériaux sont des structures artificielles engendrées par la répétition

d’un même élément appelé atome photonique, par analogie aux atomes réels qui

composent les matériaux conventionnels. Ces structures ont un nombre important

de propriétés physiques qui ne sont pas observées dans les matériaux naturels [15] ;

nous avons vu par exemple dans le chapitre 7 que pour les matériaux main-gauche,

la vitesse de phase et la vitesse de groupe de la lumière ont un sens opposé. Des ap-

plications des métamatériaux ont été proposées, citons par exemple : le magnétisme

artificiel, la fabrication de super-lentilles qui permettent d’améliorer la qualité des

images obtenues à travers une lentille ou même la réalisation de capes d’invisibilité

pour des applications militaires (furtivité électromagnétique) [10, 11]. Comme pour

les atomes réels, la taille des atomes photoniques est plus petite que la longueur

d’onde du rayonnement incident, mais contrairement aux atomes réels, leurs pro-

priétés physiques sont entièrement gouvernées par les équations de Maxwell plutôt

que par l’équation de Schrödinger. Nous savons que les atomes réels peuvent être

entièrement décrits en donnant l’énergie de leurs états propres et la distribution

spatiale des fonctions d’onde correspondantes. L’accès expérimental à la variation

de ces fonctions d’onde à différentes énergies a d’ailleurs été récemment obtenu sur

des atomes réels [23, 24]. Avant nos travaux, une étude exhaustive analogue sur

des atomes photoniques n’avait pas été réalisée dans le visible, bien que la taille de

ces atomes soit plus grande que celle des atomes réels (typiquement 100 nm pour

des atomes photoniques utilisés dans le visible à comparer à 0.1 nm pour un atome

réel). La spectroscopie optique sous-longueur d’onde nécessaire à cette étude n’était

en effet pas encore suffisamment avancée et la fabrication de structures aussi petites
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est techniquement très difficile. Afin de pallier ce manque, nous avons considéré

l’exemple des split-ring resonators (SRRs) qui appartiennent à une classe impor-

tante d’atomes photoniques. Ils peuvent en effet donner une perméabilité négative

artificielle [18], très difficile à obtenir avec des matériaux ordinaires, à des longueurs

d’onde qui s’étendent du micro-onde au visible et dont la valeur peut être ajustée

en modifiant les dimensions du SRR (voir le chapitre 8). De plus, en combinant un

réseau de SRRs avec un matériau possédant une permittivité diélectrique négative,

ils permettent d’obtenir un matériau main-gauche dans lequel la vitesse de phase

et la vitesse de groupe de la lumière ont un sens opposé [15], même aux fréquences

optiques (voir la section 6.3). Une caractérisation expérimentale complète de ces

atomes photoniques dans le visible est particulièrement importante. En effet, dans

ce domaine spectral, les excitations du matériau sont associées à l’excitation des

plasmons de surface et de volume du métal et l’inertie des électrons devient impor-

tante. Les relations de dispersion associées à ces excitations sont alors très différentes

de celles de la lumière dans le vide et dépendent des rapports d’aspect de la nano-

structure [25, 8]. A ces fréquences, la dissipation d’énergie dans le métal doit aussi

être prise en compte. Le modèle simpliste où le SRR est modélisé par un circuit

électrique LC (voir la section 8.1) oublie ainsi complètement la nature plasmonique

des excitations de cet atome photonique [26].

Ici, nous allons présenter l’étude expérimentale que nous avons menée en col-

laboration avec l’équipe de M. Wegener (KIT, Allemagne) en particulier N. Feth

et complétée par des simulations numériques en collaboration avec F. J. García de

Abajo et V. Myroshnychenko et (CSIC, Espagne), sur les propriétés de champ proche

associées aux plasmons de surface de quatre SRRs individuels de tailles et de formes

légèrement différentes dans le domaine spectral du visible et du proche infrarouge.

Ce travail a été réalisé grâce au développement de la spectroscopie de perte d’énergie

des électrons (EELS) dans un microscope électronique en transmission à balayage

(STEM) sur des échantillons d’argent fabriqués par lithographie électronique. Nous

avons ainsi obtenu les énergies et la distribution spatiale des différentes excitations

optiques de ces SRRs qui ont alors pu être classées selon leur énergie et leur symétrie

et ont montré de fortes similarités avec celles d’une nanoantenne. Cependant, grâce

à la haute résolution spatiale obtenue, nous avons clairement mis en évidence une

déviation des propriétés de champ proche des excitations d’un SRR par rapport à
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celles d’une nanoantenne ainsi que l’effet du couplage entre les pattes du SRR sur

les courbes de dispersion.





Chapitre 10

Méthodes expérimentales et

théoriques utilisées pour l’étude

des SRRs par spectroscopie de

perte d’énergie des électrons dans

un STEM

Celui qui attend de l’expérience ce

qu’elle ne peut donner s’éloigne de

la raison.

Léonard de Vinci

10.1 Fabrication des split-ring resonators par li-

thographie électronique

Nous allons décrire maintenant la méthode utilisée par nos collaborateurs (N.

Feth était le doctorant qui a réalisé les échantillons et était dirigé par M. Wegener,

KIT en Allemagne) pour fabriquer les SRRs avec une taille suffisamment petite pour

être excités dans le domaine spectral du visible [22] et que nous avons nous même

étudiés par spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS). Après discussion

avec nous, N. Feth a utilisé une technique de lithographie électronique adaptée pour

qu’une étude EELS puisse être ensuite réalisée sur ces échantillons. Brièvement, un

substrat de Si3N4 de 30 nm d’épaisseur est utilisé comme matériau d’écriture (voir

plus loin). Ce substrat est transparent aux électrons rapides utilisés en EELS et sus-

pendu sur un wafer de silicium [voir Fig. 10.1 (b)]. Une petite fenêtre de 50×50µm2
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Figure 10.1 – (a) Les différentes étapes utilisées pour la fabrication des split-ring resona-
tors par lithographie électronique. Adapté d’un Schéma de N. Feth. (b) Schéma montrant
la membrane suspendue sur un wafer de silicium (configuration proposée par M. Kociak
pour l’étude EELS des échantillons lithographiés). (c) Image MEB d’un wafer de silicium :
la fenêtre, au centre, permet de laisser passer les électrons incidents issus du STEM.

au centre du wafer permet aux électrons de passer à travers l’échantillon par en-

dessous qui peut alors être étudié en EELS par transmission [voir Figs. 10.1 (c)].

Nous détaillons maintenant les différentes étapes de fabrication des échantillons par

lithographie électronique.

Un faisceau d’électrons est balayé à la surface d’une résine de polymère (PMMA),

posée sur un substrat de Si3N4, servant de matériau d’écriture afin de former à sa

surface une image du SRR (insolation). Un solvant est utilisé pour dissoudre la zone

exposée aux électrons afin de former dans la résine un motif creux dont la forme sera

celle de l’échantillon final (développement). Une couche mince d’argent est ensuite

déposée par évaporation à la surface de la résine et à l’intérieur des motifs (trans-

fert). La résine restante est ensuite dissoute par un solvant afin de ne laisser à la

surface du substrat que la partie du dépôt d’argent qui se trouvait à l’intérieur des

motifs (lift-off) [voir Fig. 10.1 (a)].

Spin-coating. Une résine de PMMA (polyméthylméthacrylate, plus connu sous le

nom générique de plexiglass) est étalée sur un substrat de Si3N4 de 30 nm d’épaisseur

par centrifugation en deux étapes 1. Le substrat est préalablement nettoyé avec un

1. Sur les premiers échantillons que nous avons reçus, une couche d’ITO de 5 nm d’épaisseur
avait été déposée sur le substrat juste avant l’étape de spin-coating afin d’éviter l’accumulation de
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Figure 10.2 – Image HAADF à différents grandissements d’un réseau de SRRs fabriqués
par lithographie électronique (une image avec un très fort grandissement sera montrée plus
loin).

mélange d’acide sulfurique et d’eau oxygénée à une température de 120 °C afin de

supprimer tous les résidus organiques. Dans la première étape, la résine est dispersée

pendant 3 s sur le substrat à une vitesse de rotation de 300 tours/s. Dans la seconde

étape, la résine est étalée pendant 90 s sur le substrat à une vitesse de 4000 tours/s,

ce qui permet d’obtenir une couche de PMMA d’environ 200 nm d’épaisseur. Notons

encore que le substrat de Si3N4 a été ici utilisé car il est transparent aux électrons

rapides (typiquement aux électrons d’énergie 100 keV), ce qui rend cette technique

de lithographie particulièrement adaptée à une étude EELS des échantillons fabri-

qués.

Insolation. Le faisceau d’électrons d’un microscope électronique à balayage com-

mercial (de la marque RAITH e_LINE) est utilisé pour "écrire" à la surface de la

résine. Le faisceau, dont les électrons sont accélérés sous une tension de 30 kV, est

focalisé et balayé à la surface de la résine de PMMA grâce à un jeu de lentilles

magnétiques et électrostatiques. Le balayage du faisceau est contrôlé par ordinateur

et permet de former une image latente du SRR à la surface du PMMA. Un ensemble

de détecteurs permet par ailleurs de faire une image de la surface de l’échantillon en

collectant les électrons secondaires émis par la résine pendant l’insolation, permet-

tant ainsi de suivre cette étape de fabrication.

Développement. L’ensemble est plongé pendant 8 s dans un solvant qui va dis-

soudre sélectivement la résine en fonction de son degré d’insolation. Cette étape

charges pendant la phase d’exposition aux électrons dans la fabrication des SRRs.
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conduit à la formation d’un motif creux en forme de SRR dans la zone insolée.

Transfert. Une couche mince d’argent de 20 nm d’épaisseur (épaisseur de l’échan-

tillon final) est ensuite déposée par évaporation sous vide (pression ≈ 5×10−7 mbar)

à la surface de la résine et à l’intérieur des motifs.

Lift-off. La résine restante est ensuite dissoute dans un bain d’acétone à une tem-

pérature de 60 °C afin de ne laisser à la surface de l’échantillon que la partie du

dépôt d’argent qui se trouvait à l’intérieur des motifs. Plusieurs SRRs de tailles et

de formes légèrement différentes (≈ 100 × 100 × 20 nm3) et disposés en réseau ont

ainsi pu être lithographiés sur un même substrat (voir Fig. 10.2).

10.2 Procédure expérimentale utilisée pour l’ana-

lyse des SRRs par EELS

Sur le microscope électronique en transmission à balayage (STEM VG) que nous

avons utilisé, la résolution intrinsèque de la source, définie par la largeur à mi-hauteur

du pic de perte nulle (ZLP), est de l’odre de 0.3 eV. La résolution en énergie d’un mi-

croscope électronique est limitée principalement par la polychromaticité de la source

d’électrons, les aberrations du spectromètre et les instabilités de la tension d’accé-

lération des électrons et du spectromètre. En conséquence, la résolution en énergie

obtenue dans la gamme des pertes proches varie, suivant les conditions d’acquisi-

tion, entre 0.35 et 0.5 eV. La spectroscopie de perte d’énergie aux très basses énergies

(<3 eV) (ce qui a été le cas de nos expériences) requiert, en plus d’une dispersion en

énergie très faible, une très grande stabilité en énergie. En effet, toute instabilité de

la source et/ou du spectromètre résulte en un élargissement supplémentaire du ZLP

et/ou même à l’apparition de pics artificiels proches du ZLP, masquant éventuel-

lement la présence d’excitation aux très basses énergies. L’effet des instabilités de

la tension d’accélération des électrons a été réduit en choisissant judicieusement les

conditions d’acquisition (temps d’acquisition d’un spectre EELS. . . ) ce qui eu pour

conséquence d’améliorer la résolution en énergie. L’accroissement de la résolution

spectrale et du rapport signal/fond dû à une réduction de l’intensité de la queue du

ZLP a aussi été obtenu en déconvoluant les spectres après leur acquisition (voir plus

loin).

Mode chronospectre-image ou "chronoSPIM". Le faisceau d’électrons ra-



10.2 Procédure expérimentale utilisée pour l’analyse des SRRs par
EELS 145

pides d’énergie 100 keV issus du microscope électronique en transmission à balayage

(STEM-VG 501) est balayé à la surface du SRR étudié avec un pas constant d’en-

viron 1 nm à l’aide de deux bobines magnétiques placées dans la lentille objectif

du microscope (voir le chapitre 5). Nous avons acquis 50 spectres de perte d’éner-

gie en chacun des 32 × 32 points du balayage (appelés pixels) en parallèle avec

l’image HAADF du SRR et l’acquisition d’un spectre par pixel a duré 1 ms. Les

spectres ont ensuite été spectralement alignés, sommés puis déconvolués en utilisant

un algorithme de Richardson-Lucy [97] à l’aide de scripts "faits maison" sous Digi-

talMicrograph (voir plus loin). Cela nous a permis à la fois d’augmenter la résolution

en énergie à environ 0.2 eV (définie par la largeur à mi-hauteur du pic de perte nulle)

et de supprimer une partie du fond dû aux diffusions élastiques des électrons dans

le matériau. Pour chaque spectre obtenu, le pic de perte nulle est soustrait afin de

ne garder que la contribution inélastique puis les autres pics sont automatiquement

détectés puis ajustés par une gaussienne [7] à l’aide de scripts "faits maison" sous

IGOR Pro 5 (voir Fig. 10.3). Les cartes EELS en intensité ainsi que les cartes de

largeur à mi-hauteur associées à chacun des pics détectés sont alors générées. Nous

allons maintenant détailler les étapes de réalignement, de sommation et de décon-

volution que nous venons d’évoquer.

Alignement et sommation des spectres : correction des effets du 50 Hz.

En 2003, il a été montré que la résolution en énergie d’un microscope électronique

avant déconvolution est affectée par les fluctuations de la fréquence fondamentale

(f0 = 50 Hz soit T0 = 20 ms) du secteur et par celles de sa troisième harmonique

(f3 = 150 Hz soit T3 = 7 ms) [98]. La figure 10.3 montre, à gauche, une image bidi-

mensionnelle brute d’une partie de la caméra CDD comprenant 50 spectres EELS

acquis en un point particulier du SRR (chronoSPIM brut). Chaque ligne corres-

pond à un spectre acquis avec un temps d’acquisition de 1 ms. Les pixels les plus

intenses de chaque ligne correspondent à la position du pic de perte nulle du spectre

correspondant. La forme en "dent de scie" de l’image est caractéristique de la pré-

sence d’instabilités pendant l’acquisition. Ces effets ont cependant été minimisés

en choisissant un temps d’acquisition de 1 ms par spectre, c’est-à-dire un temps

d’acquisition très inférieur à T0/2=10 ms.

Sur cette période d’acquisition, le signal 50 Hz varie très faiblement et les instabilités

sont minimisées, autrement dit le spectre obtenu est insensible aux variations du
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Figure 10.3 – Les différentes étapes utilisées lors du dépouillement des données. Toutes
ces étapes permettent d’augmenter la résolution en énergie et de supprimer une partie du
fond dû aux diffusions élastiques des électrons dans le matériau. Pour chacun des spectres
obtenus, le ZLP est ensuite soustrait afin de ne garder que la contribution inélastique.
Enfin chaque pic est détecté puis fitté par une gaussienne.

50 Hz et une meilleure résolution en énergie est alors obtenue (une résolution en

énergie d’un peu plus de 0.3 eV a ainsi pu être obtenue dans nos expériences). En

chacun des points du balayage, les 50 spectres acquis et a priori corrigés des effets

du 50 Hz ont été réalignés (la position du maximum du pic de perte nulle de chacun

des spectres a été mis à 0) puis sommés. Cette étape de réalignement avant la

sommation est en fait nécessaire car sinon le spectre sommé obtenu serait équivalent

à un seul spectre acquis avec un temps d’acquisition de 50×1 ms = 50 ms, c’est-à-dire

à un spectre non corrigé des effets du 50 Hz et donc avec une résolution en énergie

dégradée, plus grande que 0.3 eV. La résolution en énergie du spectre sommé obtenue

est par ailleurs comparable à celle d’un spectre individuel corrigé des effets du 50 Hz.

Notons qu’aucune dérive de l’échantillon n’a été détectée pendant l’acquisition de

tous les spectres.

La caméra CCD que nous avons utilisée est une matrice à deux dimensions de

taille 100×1340 pixels. Au cours de l’acquisition d’un spectre, les charges électriques

s’accumulent dans les photosites proportionnellement au nombre de photons issus du

scintillateur et chaque site est vidé au cours d’une lecture. Le binning est un mode
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de lecture particulier dans lequel plusieurs pixels voisins sont regroupés en un "super

pixel" et lus en même temps. Nous avons utilisé un facteur de binning 10× 1 ce qui

équivaut à regrouper les 100 lignes de la caméra CCD en paquet de 10. L’intérêt

du binning est qu’il permet d’obtenir un meilleur rapport signal sur bruit (SNR) et

une vitesse d’acquisition totale (qui tient compte en plus du temps de lecture) plus

rapides sans dégrader la résolution en énergie des spectres. L’amélioration du SNR

en binnant est due à la réduction du bruit de lecture qui correspond à des électrons

ajoutés à chaque pixel à chaque fois que la matrice CCD est lue. Dans les conditions

usuelles de lecture (sans binning), le même bruit de lecture s’ajoute à chaque pixel

de la matrice indépendamment. En regroupant les pixels par paquet (en binnant),

le même bruit de lecture s’ajoute à chaque "super pixel" contenant les charges de

plusieurs pixels individuels. Il en résulte une augmentation du SNR par un facteur

égal à celui du binning choisi. Le facteur de binning que nous avons choisi a ainsi

permis d’obtenir un rapport signal sur bruit important sans saturer la caméra CCD.

L’augmentation de la résolution en énergie apportée par la correction du 50 Hz cou-

plée à un rapport signal sur bruit accru en optimisant les conditions d’acquisition

ont permis de détecter des excitations aussi basses que 0.8 eV. La présence du pic

de perte nulle très intense par rapport aux autres excitations rend cependant la

détection des pics proches de 1 eV très difficile. Nous avons utilisé une technique

de déconvolution des spectres basée sur l’algorithme de Richardson-Lucy [97] pour

augmenter le rapport signal sur fond dans le domaine spectral du visible et ainsi

détecter plus clairement les excitations d’intérêt présentes dans ce domaine spectral.

Déconvolution de Richardson-Lucy. La déconvolution de Richardson-Lucy est

un algorithme itératif non-linéaire très facile à implémenter et rapide à l’exécution

[99]. Il a été très largement utilisé en astronomie pour la reconstruction des images

du télescope Hubble, affecté par de graves défauts optiques. En 2003, cette technique

a été implémentée dans le logiciel DigitalMicrograph par M. Tencé, puis A. Gloter

et A. Douiri l’ont adapté aux expériences EELS pour améliorer la résolution en

énergie des spectres EELS [97]. Afin de mieux comprendre le principe de déconvolu-

tion, nous allons reppeler brièvement le principe de la formation d’un spectre EELS

dans un microscope. L’image bidimensionnelle du spectre est acquise en focalisant

les électrons associés aux différentes pertes d’énergie sur un détecteur CCD avec

un axe dispersif de 1340 pixels et un autre non dispersif de 100 pixels. Considérons
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l’image d’une source d’électrons monochromatique à travers un spectromètre et un

détecteur CCD parfaits. Dans ces conditions, le faisceau d’électrons est focalisé en

un pixel unique de la caméra CCD suivant la direction dispersive du spectromètre

et dans la direction non dispersive, l’intensité est distribuée uniformément sur l’en-

semble des 100 pixels. Le spectre résultant est une fonction delta sur chaque ligne

du détecteur. Dans des conditions réelles d’acquisition, l’image est déformée à cause

de la polychromaticité de la source, les aberrations et les instabilités résiduelles du

spectromètre. Le spectre réel est étendu sur une zone latérale finie du détecteur (voir

Fig. 10.4).
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Figure 10.4 – L’image d’une source monochromatique idéale est focalisée en un pixel
unique de la caméra CCD. Le spectre résultant est une fonction delta (un point noir sur la
figure) sur chaque ligne du détecteur. Dans les conditions réelles d’acquisition, l’image est
déformée et le spectre réel est étendu sur une zone latérale du détecteur. Adaptée de [97].

Soit I(i) l’intensité (nombre d’électrons reçus) dans le pixel i de l’image réelle,

O(i) l’intensité dans le même pixel de l’image idéale et P (i/j) = P (i− j) la fonction

qui décrit comment l’intensité provenant du pixel i est redistribuée aux pixels j

sous l’effet des aberrations et des instabilités des différents éléments de l’ensemble

microscope et spectromètre. Cette fonction est appelée PSF (point spread function)

et on supposera ici qu’elle ne dépend pas de la position dans le détecteur EELS. Les

intensités I(i) de l’image réelle et O(i) de l’image idéale s’expriment en fonction de

la PSF par le produit de convolution

I(i) =
∑

j

P (i/j)O(j). (10.1)
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On peut définir la probabilité conjointe 2 L (appelée aussi fonction de vraisemblance)

d’observer dans chaque pixel un nombre de coups D(i) étant donné le nombre de

coups attendus I(i)

lnL =
∑

i

{Di ln[Ii]− Ii − ln[Di!]} . (10.2)

La déconvolution RL consiste à calculer le maximum de la probabilité conjointe en

cherchant une estimation de l’image idéale sous la forme itérative [100]

Ok+1
(j) = Ok

(j)

(
∑

i

P (i/j)Di
∑

l P (i/l)Ok
l

)

/
∑

i

P (i/j), (10.3)

où k donne le nombre d’itération et Ok
(j) est l’estimation de l’image idéale à l’itération

k. Comme l’ont montré L. A. Shepp et al, la solution donnée par (10.3) converge

bien vers la solution qui maximise la probabilité conjointe [101].

Dans les expériences que nous avons réalisées, la PSF a été obtenue en sommant

100 spectres acquis dans le vide (loin de l’échantillon sur le substrat) après les avoir

réalignés, sommés puis déconvolué le spectre obtenu par lui-même. Nous avons re-

marqué une dégradation des spectres lorsque le nombre d’itérations utilisé est trop

important : typiquement pour k > 10, mais cela dépend de l’échantillon, des os-

cillations à haute énergie apparaissent ainsi que des pics artificiels (appelés effets

d’anneaux) de part et d’autre du ZLP. Afin de pouvoir résoudre plus clairement le

mode magnétique des SRRs (mode fondamental), attendu autour de 1 eV, et le plus

difficile à extraire à cause de sa faible intensité et de sa proximité avec le pic de

perte nulle, nous avons utilisé 10 itérations ce qui était suffisant pour détecter ce

mode sans dégrader les spectres (pas d’effet d’anneaux. . . ).

Une fois ces étapes réalisées, nous avons utilisé une routine semi-automatisée

d’analyse spectrale sous IGOR Pro 5 initialement écrite par D. Tavernia et M.

Kociak puis améliorée par S. Mazzucco pendant son travail de thèse. En chacun

des points du balayage, le ZLP est d’abord ajusté automatiquement à partir des

paramètres (amplitude, largeur et ligne de base) d’un ZLP expérimental acquis à

l’extérieur de l’échantillon puis soustrait du spectre EELS déconvolué pour ne gar-

2. La probabilité conjointe étant un produit de probabilités, il est plus facile dans les calculs
de considérer son logarithme népérien afin de transformer le produit en une somme plus simple à
dériver. . .
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der que la contribution inélastique. Une fois le ZLP soustrait en chacun des points

du balayage, la routine est de nouveau exécutée en un point du balayage afin de

détecter tous les pics présents dans un domaine d’énergie d’intérêt choisit à l’avance

et d’ajuster automatiquement ces pics par des gaussiennes. La routine permet aussi

d’utiliser des lorentziennes mais l’utilisation de gaussiennes s’est révélée donner tou-

jours les meilleurs ajustements. Il est possible aussi de choisir un modèle pour le

fond (linéaire, constant ou constant par morceau) afin d’améliorer encore l’ajuste-

ment des pics. Nous avons procédé par essais-erreurs afin de trouver les meilleures

combinaisons des paramètres d’ajustement. Les paramètres de la gaussienne (posi-

tion en énergie, largeur à mi-hauteur, amplitude) peuvent finalement être visualisés

sous forme de cartes EELS en exécutant la routine en tous les points du balayage.

Ces paramètres sont directement liés aux caractéristiques des excitations détectées

et leur exploitation permet d’extraire des renseignements sur les propriétés de la

particule étudiée.

10.3 Simulations numériques par la méthode des

éléments finis de frontière

Les expériences EELS que nous avons réalisées sur des split-ring resonators

(SRRs) nous ont permis de cartographier la densité locale d’états photoniques

(LDOS) de la particule dans l’espace des moments, suivant la direction de propa-

gation des électrons incidents [13] (suivant z par exemple), associée aux excitations

de surface du SRR. La quantité mesurée étant une mesure de |Ez(x, y, q)|2 pour

chacune des excitations plasmoniques détectées, où Ez(x, y, q) est la transformée de

Fourier suivant z de la composante suivant z du champ électrique (voir la section

3.4), les expériences EELS ne donnent pas accès à la phase de ces excitations, c’est-

à-dire que le signe de la charge induite à la surface de la particule pour chacune des

excitations créées n’est pas connu 3. La connaissance de cette phase est pourtant né-

cessaire pour interpréter les résultats expérimentaux et comprendre la nature de ces

excitations. Nous avons réalisé des simulations numériques qui nous ont permis d’ac-

céder à la phase des excitations plasmoniques créées et de calculer les cartes EELS

d’un SRR individuel. Les premières simulations ont été réalisées par F. J. García de

3. La phase peut cependant être inférée à partir des cartes EELS dans le cas où la particule
étudiée présente des plans de symétrie.
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Abajo et V. Myroshnychenko (CSIC, Madrid) en utilisant le BEM dans le régime

retardé [31] (voir aussi la section 4.7). Les secondes simulations ont été réalisées dans

l’approximation non retardée [29] par moi-même avec l’aide de M. Kociak 4. Toutes

ces simulations ont cependant été réalisées en utilisant la formulation indirecte du

BEM (voir les sections 4.6 et 4.7). L’équation (4.94) a été le point de départ de nos

propres simulations numériques et nous a permis de calculer la densité de charges

induite à la surface du SRR pour chacune de ses excitations plasmoniques, à l’aide

du logiciel commercial COMSOL (la configuration de ce logiciel pour faire de l’EELS

est décrite dans l’annexe D de ce manuscrit).

10.3.1 Simulations numériques dans l’approximation non re-

tardée

J’ai utilisé la formulation indirecte du BEM dans l’approximation non retardée

pour calculer la densité de charges induite à la surface d’un SRR individuel pour

chacune des excitations plasmoniques créées. L’équation (4.94) a été le point de

départ de nos simulations numériques. Cette équation peut être résolue en terme

des oscillations libres du système qui sont obtenues en annulant le terme source de

(4.94), ce qui donne [37]

2πλiσ
i(s) = PP

∮

∂Ω
ds′ F (s, s′)σi(s′), (10.4)

où l’intégration porte sur la surface de la particule et

F (s, s′) = −n · (s− s′)
|s− s′|3 . (10.5)

Comme les oscillations libres du système sont les excitations de surface propres

de la particule, c’est précisément les σi(s) que nous avons cherché à calculer. Pour

résoudre (10.4), nous avons utilisé le mode d’application faible Weak, Form Boun-

dary (wb) du logiciel commercial d’éléments finis COMSOL [102]. Ce mode d’ap-

plication permet de résoudre numériquement n’importe quelle équation intégrale

4. Le code de calcul BEM que j’ai implémenté dans le logiciel commercial COMSOL permet par
ailleurs au groupe STEM de bénéficier désormais d’un outil de simulation numérique dédié à l’EELS
dans le domaine des pertes proches leur permettant ainsi d’interpréter rapidement certains des
résultats expérimentaux obtenus ou tout simplement confirmer une intuition sans être dépendant
d’un autre groupe de théoriciens.
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de surface telle que (10.4) mais aussi n’importe quelle combinaison d’intégrales de

surface et de volume qui pourrait apparaître plus naturellement dans le contexte

de la méthode des éléments finis (FEM). Pour résoudre (10.4), nous avons utilisé

la méthode des résidus pondérés (voir les sections 4.5 et 4.6) consistant à discré-

tiser la surface de la particule en petits éléments puis à annuler l’erreur, pondérée

par une fonction a priori quelconque appelée fonction test ou fonction de pondé-

ration, entre la solution exacte et la solution numérique approchée sur chacun des

éléments de la discrétisation (voir plus loin). Plus précisément, nous avons utilisé

la méthode de Galerkin qui consiste à choisir les fonctions test égales aux fonctions

d’interpolation utilisées pour exprimer les inconnues du problème sur chacun des

éléments de la discrétisation en fonction de la solution calculée aux nœuds de ces

éléments. 5 Le résultat final est un système d’équations algébrique qu’il suffit d’in-

verser numériquement pour obtenir les solutions du problème. Après avoir configuré

le logiciel (voir l’annexe D), COMSOL va implémenter automatiquement les étapes

précédentes pour résoudre (10.4). Ces étapes sont détaillées ci-dessous de façon très

générale et les paramètres effectivement utilisés sont explicités dans l’annexe D.

Etape 0. La surface de la particule est discrétisée ("maillée") automatiquement

en petits éléments. Plusieurs choix d’éléments peuvent être choisis dans COMSOL

comme des éléments triangulaires, carrés. . .

Etape 1. La densité de charges σi(s) est exprimée comme une combinaison linéaire

de polynômes d’interpolation d’ordre q = 1, 2 . . . : u(q)
n (s) définis sur ces éléments

σi(s) =
N∑

n=1

σi
nu

(q)
n (s), (10.6)

où N est le nombre total de nœuds utilisé. En insérant (10.6) dans (10.4), on obtient

2πλi

N∑

n=1

σi
nu

(q)
n (s) =

N∑

k=1

∫

∂Ωk

ds′F (s, s′)σi
ku

(q)
k (s′), s′ 6= s, (10.7)

5. Un autre choix de fonctions test peut bien sûr être effectué. Nous verrons plus loin que
nos collaborateurs ont utilisé des fonctions delta nulles partout sauf aux nœuds de la discrétisation
(cette méthode est appelée méthode par collocation), ce qui revient à chercher la solution de l’équa-
tion en annulant le résidu mais seulement aux nœuds de la discrétisation et pas en "moyenne" sur
chacun des élements comme nous l’avons fait.
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où ∂Ωk est le support de u(q)
k (c’est-à-dire le domaine dans lequel la fonction d’inter-

polation k est non nulle). Afin de calculer l’intégrale précédente au sens de la valeur

principale de Cauchy, nous avons configuré COMSOL afin que (10.7) soit évaluée

partout sauf aux points pour lesquels s′ = s (voir l’annexe D).

Etape 2. L’équation (10.7) est multipliée par des fonctions test que nous choisissons

d’être égales aux fonctions d’interpolation : v(p)
m = u(q)

m ∀m (méthode de Galerkin)

puis l’expression obtenue est de nouveau intégrée sur la surface de la particule

2πλi

N∑

n=1

σi
n

∫

∂Ωm

ds u(q)
n (s)u(q)

m (s) =
N∑

k=1

∫

∂Ωm

ds
∫

∂Ωk

ds′ F (s, s′)σi
ku

(q)
k (s′)u(q)

m (s),

(10.8)

que l’on peut écrire sous la forme matricielle

Âσ̂i = ΛiB̂σ̂
i, (10.9)

où σ̂i = [σi
1, · · · , σi

N ]T est le vecteur des inconnues (valeurs de σi aux nœuds du

maillage), Λi = 2πλi et

Amn =
∫

∂Ωm

ds
∫

∂Ωn

ds′ F (s, s′)u(q)
m (s)u(q)

n (s′) (10.10)

Bmk =
∫

∂Ωm

ds u(q)
m (s)u(q)

k (s). (10.11)

Finalement, après avoir calculé les σi(s) en chacun des nœuds du maillage, par

inversion numérique du système (10.9), puis partout à la surface de la particule à

partir de (10.6), toutes les autres grandeurs électromagnétiques d’intérêt (potentiel,

champ électrique, EELS, SNOM. . . ) associées à chacune des excitations de surface

propres peuvent être déduites en implémentant dans COMSOL les intégrales surfa-

ciques suivantes portant sur la surface de la particule étudiée (voir la partie IV) :

⊲ potentiel : φbound,i(r) =
∮

ds
σi(s)
|r − s|

⊲ champ électrique : Ebound,i(r) = −
∮

ds σi(s)
(r − s)
|r − s|3
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par EELS dans un STEM

⊲ EELS : Γeels,i(R0, ω) ∝
∣
∣
∣
∣
∣

∮

ds σi(s)e−iω/vs‖

K0

(

ω|R0 − s⊥|
v

)∣
∣
∣
∣
∣

2

.

Le signal SNOM peut aussi être déduit des densités de charges propres calculées.

Dans le cas où la sonde est orientée suivant un axe Oz (perpendiculairement à la

surface de la particule), on a

⊲ SNOM : Ssnom,i(R0, z, ω) ∝
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∮

ds σi(s)
z − s‖

[|R0 − s⊥|2 + (z − s‖)2]3/2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

,

où R0 = (x0, y0) (position de la sonde) et s = (s⊥, s‖) est un point à la surface de

la particule où, en coordonnées cartésiennes, s⊥ = (xs, ys) et s‖ = zs.

Les intégrales de surface portant sur chacun des éléments de la discrétisation

sont calculées numériquement par COMSOL en utilisant une formule de quadrature,

c’est-à-dire que l’intégral est remplacée par une somme pondérée prise en un certain

nombre de points du domaine d’intégration. Notons enfin que le calcul numérique

du potentiel, du champ électrique partout à l’extérieur de la particule, de l’EELS et

du SNOM nécessite de placer la particule dans un parallélépipède modélisant son

environnement. Une discrétisation supplémentaire en volume de ce parallélépipède

est alors nécessaire ce qui permet à COMSOL de calculer les intégrales définissant

ces grandeurs d’intérêt.

La procédure numérique utilisée par notre collaborateur V. Myroshnychenko

pour réaliser les simulations numériques dans le régime retardé est reportée dans

l’annexe B de ce manuscrit.



Chapitre 11

Résultats expérimentaux et

théoriques obtenus en EELS sur

des SRRs individuels

Les conceptions les plus hardies, les

spéculations les plus légitimes, ne

prennent un corps et une âme que

le jour où elles sont consacrées par

l’observation et l’expérience.

Louis Pasteur

La version publiée de ce chapitre peut être consultée dans [59].

11.1 Imagerie spectrale d’atomes photoniques in-

dividuels

Nous présentons ici les résultats que nous avons obtenus en EELS sur quatre

SRRs de dimensions similaires (145 × 130 × 20 nm3) [voir Figs. 11.1 (a), 11.7 (a),

11.9 (a) et 11.11 (a)] et qui ont été publiés dans [59]. Afin de ne pas alourdir cet

exposé, la discussion portera essentiellement sur l’un des échantillons étudiés (noté

SRR1) et pour les quatre premiers modes de surface détectés. Les résultats obtenus

pour les modes de plus haute énergie et ceux obtenus pour les trois autres SRRs

sont donnés dans la section 11.3 et sont brièvement discutés.

La figure 11.1 (b) montre les spectres EELS pris à différentes positions le long

de SRR1. Les pics que l’on observe dans les spectres peuvent être classés en trois

familles. Les deux premières sont notées A(A1, A2) et S(S1, S2) pour des raisons
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qui apparaîtront plus claires après. La troisième famille est un ensemble de modes

de haute énergie s’étendant de 2.5 eV à 4 eV. Comme nous sommes intéressés par la

région optique dans laquelle ces structures ont les applications les plus prometteuses,

nous ne discuterons pas pour l’instant de ces modes de haute énergie.

Figure 11.1 – Résonances en énergie d’un seul split-ring resonator. (a) Image de fond
noir annulaire (HAADF) de l’échantillon SRR1. (b) Spectres EELS obtenus après décon-
volution des données brutes acquises aux positions A-G, H1 et H2 indiquées en (a). (c)
Spectres EELS obtenus à partir des simulations BEM dans le régime retardé pour un SRR
symétrique (largeur × hauteur × épaisseur ≈ 145 × 136 × 20 nm3). Chaque spectre a été
normalisé à son amplitude maximum. Les spectres ont de plus été verticalement décalés
pour plus de clarté. Les cartes 2D en couleur en insert montrent le module (ligne du haut)
(bleu : minimum et rouge maximum) et la phase (ligne du bas) (bleu : négatif et rouge :
positif) de la densité de charges induite (plasmon de surface) associée aux modes propres
de surface du SRR.

Il est clair, d’après la figure 11.1 (b), que les pics sont associés à des symétries

particulières des excitations au moins pour les modes S et A. Afin de clarifier ce

point, nous donnons en figure 11.2 (a) les cartes EELS d’intensité associées aux

modes S et A qui montrent clairement des caractéristiques discernables pour ces

deux familles. Elles montrent aussi que la distance, mesurée le long du SRR, entre les

maxima résolus pour les quatre premiers modes diminue lorsque l’énergie augmente.

Nos simulations numériques sont en bon accord avec ces expériences, spécialement

pour la distribution spatiale du signal EELS. Elles montrent en particulier que le

manque d’intensité que l’on peut observer aux extrémités du SRR pour les modes

A2 et S2 n’est pas un artefact expérimental [voir Figs. 11.2 (a-b)]. Notons aussi que

le signal EELS se trouve concentré plutôt vers l’extérieur du SRR pour certains
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maxima [voir Fig. 11.2 (a)] ce qui est très bien reproduit par nos simulations EELS

dans le régime retardé [voir Fig. 11.2 (b)].

Figure 11.2 – Cartes d’intensité (amplitude × FWHM) des résonances qui ont été réso-
lues pour l’échantillon SRR1 et rapportées dans [59]. Les expériences (a) sont comparées
aux simulations BEM réalisées ici dans le régime retardé pour un SRR (b) et une nanoan-
tenne de même longueur et de même section que le SRR (c) (barre d’échelle = 50 nm).
Les simulations ne prennent pas en compte l’effet du substrat. Le rapport entre les maxima
comparé avec A1 est (ordonné par ordre croissant d’énergie des plasmons) : expérience :
1|2|3|4 ; théorie pour le SRR : 1|1|9|1 ; théorie pour la nanoantenne : 1|1|0.5|0.3.

Ces cartes montrent que la distribution spatiale du signal EELS est symétrique

par rapport à l’axe central du SRR à la fois pour les modes A et S, mais seuls les

modes S ont un maximum le long de cet axe. Le signal EELS est une mesure de la

densité locale d’états photonique dans l’espace des moments, selon l’axe z porté par

la trajectoire de l’électron incident (perpendiculaire au plan du SRR), c’est-à-dire

de la z-EMLDOS [13]. En d’autres termes, la grandeur mesurée ici est liée au carré

du champ électrique induit à l’extérieur du SRR, projeté le long de la trajectoire de

l’électron (voir la section 3.4), et n’est par conséquent pas sensible à la phase des

modes propres, c’est-à-dire au signe de la densité de charges à la surface du SRR 1.

Cependant, puisque les modes A n’ont pas de maxima sur l’axe de symétrie du SRR

contrairement aux modes S, nous pouvons inférer que les modes S sont symétriques

en charge par rapport à cet axe alors que les modes A sont antisymétriques en

charge. Cela est en accord avec nos simulations numériques [voir insert Fig. 11.1 (c)]

mais aussi avec de précédentes simulations [26] et expériences [103]. Notons enfin

1. L’équation (16.17) dérivée dans le chapitre 16 donne explicitement le lien entre l’EELS et la
densité de charges.
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que tous ces modes ont été détectés sur les trois autres SRRs que nous avons étudiés

malgré leur taille et leur forme légèrement différentes (voir la section 11.3).

11.2 Discussion des résultats précédents

La classification des modes propres du SRR peut être faite soit en se basant sur

un modèle phénoménologique de la distribution du courant le long du SRR [22], ou

ce qui est équivalent, en se basant sur la distribution du champ proche induit par

les charges et les courants associés aux modes [26] 2. Dans les deux cas, il apparaît

que tous les modes sont associés aux différents ordres d’une onde stationnaire le

long du SRR, explicitement décrits comme des plasmons de surface dans [26], et

ayant différentes symétries par rapport à l’axe central du SRR. Les cartes montrées

en figure 11.2 peuvent ainsi être directement interprétées comme reflétant l’oscilla-

tion des ondes stationnaires plasmoniques. Nous sommes maintenant en mesure de

classifier tous les modes selon la symétrie de ces oscillations. A1 est le "mode magné-

tique" (ou "résonance LC" selon la terminologie de l’ingénierie électrique) [22]. Il est

associé à une boucle de courant dans le SRR qui induit un fort moment magnétique

dipolaire (voir la section 8.1). Les trois autres modes (S1, A2 et S2), alternent entre

une distribution de charges symétrique puis antisymétrique par rapport à l’axe cen-

tral du SRR, comme attendu. Remarquons aussi que la distribution de charges est

symétrique dans le plan perpendiculaire à une section droite le long du SRR, ce qui

est souvent observé dans les minces nanoparticules métalliques [8] et dans les na-

noantennes (correspondant à une symétrie azimutale m = 0) dans l’approximation

non retardée [5]. La présence du substrat modifie faiblement cette symétrie lorsque

le rayon du SRR ou de la nanoantenne est suffisamment petit. Notons que l’EELS

donne des résultats cohérents avec les mesures optiques [104, 36, 105]. Cependant,

l’EELS nous a permis de détecter tous les modes simultanément sur des SRRs in-

dividuels. Notons enfin qu’à notre connaissance, le mode S2 n’a jamais été observé

dans de précédentes expériences.

Les cartes EELS que nous avons obtenues pour différents SRRs montrent que

la distribution spatiale des résonances n’est pas affectée par les petits défauts dans

la structure 3D du SRR apparaissant à la fabrication, ce qui est une confirmation

2. Rappelons que dans le régime retardé dans lequel ont été réalisées les simulations montrées
dans les figures 11.2 (b) et 11.2 (c), les équations font intervenir à la fois la densité de charges et
la densité de courants induits à la surface du SRR (voir l’annexe B).
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Figure 11.3 – (a) Densités de charges propres calculées en utilisant le BEM non retardé
pour un SRR et une nanoantenne d’argent (de longueur totale L = 300 nm et de dia-
mètre d = 20 nm). (b) Distribution spatiale de |Ez|2 à 10 nm au-dessus de la particule.
(c) Distribution spatiale du signal EELS (dans le modèle de Drude non dissipatif et sans
tenir compte de l’effet begrenzung) pour un SRR et une nanoantenne. [Barre d’échelle
= 100 nm. Pour les cartes : rouge = maximum (> 0 pour les charges) et bleu = mini-
mum (< 0 pour les charges)]. La valeur maximum de |Ez|2 pour la nanoantenne est en
moyenne 7 fois plus importante que pour le SRR alors que pour l’EELS, les amplitudes
sont quasiment égales. Le rapport des amplitudes vaut par ordre croissant des énergies :
SRR [pour |Ez|2 : 1|1.0|0.7|0.4|0.3. Pour l’EELS : 1|0.5|0.4|0.3|0.3]. Nanoantenne [pour
|Ez|2 : 1|0.8|0.7|0.6|0.5. Pour l’EELS : 1|0.5|0.4|0.3|0.3].
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Concentration de lignes 
de champ verticales plus importante
vers l'extérieur

S��

NANOANTENNE

Figure 11.4 – Distribution des lignes de champ électrique autour du SRR et de la na-
noantenne pour le mode S2. A cause de la forme globale en "U" du SRR, la concentration
des lignes de champ verticales (suivant z, i.e., perpendiculaires au plan du SRR) est plus
importante vers la partie extérieure du SRR au niveau du bras horizontal.
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de la grande cohérence spatiale des plasmons de surface (c’est-à-dire leur capacité

à interférer pour donner naissance à des ondes stationnaires plasmoniques) lorsque

leur longueur d’onde est grande devant la taille des défauts, comme c’est le cas ici.

Par ailleurs, ces défauts n’influencent pas le comportement attendu pour une onde

stationnaire (dépendance de l’énergie en fonction de la longueur de la particule et

des symétries. . . ) mais il est probable que les résultats obtenus seraient meilleurs

(largeur des pics plus étroite, amplitude plus élevée) avec des échantillons plus sy-

métriques et cristallins. Les cartes mesurées sont de plus en bon accord avec les

simulations numériques et indiquent que la distribution spatiale des plasmons de

surface d’un SRR est très similaire à celle associée aux ondes stationnaires d’une

nanoantenne [106] [voir Fig. 11.1 (c)]. Cela avait d’ailleurs déjà été observé expéri-

mentalement pour deux modes antisymétriques sur de plus gros SRRs [103] et prédit

par des simulations numériques [26]. Cette situation change à peine pour des SRRs

asymétriques. Notons aussi que la densité de charges associée aux modes propres

(plasmons de surface) n’est pas influencée par la courbure du SRR, comparée à une

nanoantenne [voir Fig. 11.3 (a)]. Il est par conséquent surprenant de noter que la

distribution du champ électrique le long d’une nanoantenne est symétrique dans un

plan perpendiculaire à son axe alors que ce n’est pas le cas de la distribution du

champ électrique dans ce même plan pris le long d’un SRR. Les calculs que nous

avons réalisés dans l’approximation non retardée montrent en effet une concentra-

tion plus importante des lignes de champ électrique verticales (suivant z) localisées

plutôt vers la partie extérieure du SRR pour certains maxima (voir Fig. 11.4 pour le

mode S2). Cet effet, qui est dû à la forme globale en "U" du SRR, n’est pas observé

dans le cas d’une nanoantenne dont la forme, en bâtonnet, diffère de celle d’un SRR.

La forme du SRR explique donc pourquoi le signal EELS (sensible à la z-EMLDOS,

c’est-à-dire au carré du champ électrique selon z dans l’espace des moments) tend

à se concentrer plutôt vers la partie extérieure du SRR pour ces maxima, bien que

la densité de charges soit presque la même pour un SRR et une nanoantenne. Cet

effet est très bien reproduit par nos simulations numériques EELS dans le régime

retardé [voir Fig. 11.2 (b)] mais aussi pour |Ez|2 (z-EMLDOS dans l’espace réel)

dans l’approximation non retardée pour le mode S2 [voir Fig. 11.3 (b)] (et pour

le mode antisymétrique supplémentaire à 1.53 eV que nous avons calculé). Cet ef-

fet n’a pas pu être reproduit sur les cartes EELS calculées dans le cas non retardé

comme le montre la figure 11.3 (c). Ces simulations numériques ont montré aussi
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que la composante du champ électrique suivant z aux extrémités d’un SRR et d’une

nanoantenne est très faible pour les modes A2 et S2 expliquant ainsi le manque

d’intensité EELS observé à l’extrémité de ces deux structures pour ces modes [voir

Fig. 11.2 (b) et Figs. 11.3 (b-c) pour le mode S2] (l’effet est encore plus visible pour

le mode antisymétrique supplémentaire à 1.53 eV que nous avons calculé).

La distribution des énergies des modes donnée en figure 11.5 (a) est aussi sur-

prenante. Pour une nanoantenne, nous nous attendons à ce que les différents ordres

suivent une courbe de dispersion concave (linéaire dans le cas où la structure a un

grand rapport d’aspect), comme cela a été prédit par les simulations numériques

[107, 108] et reproduit en figure 11.5 (b). Cela est dû au fait que ces modes corres-

pondent essentiellement à des ondes stationnaires dont la relation de dispersion est

associée à la branche m = 0 d’un cylindre infini (voir Fig. C.7 en annexe).

Dans le cas d’un SRR, nous observons que l’espacement des énergies des modes

prises par ordre croissant n’est pas monotone (en particulier les modes S1 et A2 sont

très proches), alors que la séparation en énergie entre les modes symétriques d’une

part et les modes antisymétriques d’autre part est presque la même. Il est pertinent

d’attribuer cet effet au couplage entre les deux pattes du SRR qui brise la dégé-

nérescence de la relation de dispersion initiale qui serait associée à un SRR déplié,

c’est-à-dire à une nanoantenne pour donner deux courbes de dispersion presque pa-

rallèles sans affecter, au premier ordre, la distribution de charges [voir Fig. 11.1 (c),

insert]. Dans ce cas, les modes symétriques correspondront à la branche de haute

énergie, alors que les modes antisymétriques correspondront à la branche de basse

énergie, ce qui est bien observé expérimentalement.

11.3 Résultats concernant les modes de plus haute

énergie et les autres SRRs

Les quatre premiers modes (A1, S1, A2 et S2) que nous avons identifiés pour SRR1

ont pour origine l’excitation d’une onde stationnaire plasmonique. Trois modes sup-

plémentaires ont aussi été identifiés à plus haute énergie pour SRR1 mais n’ont pas

trouvé d’interprétation satisfaisante en terme d’excitation d’une onde stationnaire

plasmonique.
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Figure 11.5 – Courbes de dispersion pour les SRRs et la nanoantenne. (a) Courbes de
dispersion expérimentales pour les quatres SRRs étudiés ayant des tailles et des formes lé-
gèrement différentes (ces échantillons sont labelés SRR1, SRR2, SRR3, and SRR4). Lignes
bleues en tiret : courbes de dispersion pour seulement les modes antisymétriques (A).
Lignes rouges en tiret : courbes de dispersion pour seulement les modes symétriques (S).
Les courbes de dispersion entières pour tous les SRRs sont représentées en noir. Notons
une caractéristique atypique pour la courbe de dispersion associée aux modes antisymé-
triques pour SRR4. (b) Courbes de dispersion obtenues à partir des simulations BEM
dans le régime retardé pour un SRR symétrique (ligne noire) et une nanoantenne (ligne
noire en tiret).

Les spectres EELS acquis en H1 et H2 montrent un pic autour de 2.72 eV (mode

P) [voir Fig. 11.1 (b)]. La distribution spatiale du signal EELS correspondant à ce

mode est localisée entre les pattes du SRR et son amplitude diminue très rapide-

ment quand on s’éloigne du bord du SRR (le signal tombe à zero au-delà de H2) [voir

Fig. 11.6 (a)]. Les premiers résultats que nous avions obtenus avaient été réalisés en

utilisant 5 itérations dans l’étape de déconvolution des spectres. Le mode P avait

déjà été identifié à 2.72 eV mais le signal EELS était distribué partout entre les pattes

du SRR [voir Fig. 11.6 (b)]. Avec 10 itérations (correspondant aux résultats présen-

tés ici et permettant d’observer le mode magnétique sans détériorer les spectres), le

mode P est encore présent mais avec une distribution spatiale beaucoup moins riche

et plus localisée près du bord du SRR. Contrairement aux modes A et S, le mode
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Figure 11.6 – (a) Cartes d’intensité des résonances supplémentaires que nous avons
détectées pour l’échantillon SRR1. En (b), nous montrons le signal EELS obtenu pour le
mode P à partir des spectres déconvolués avec 5 itérations au lieu de 10 utilisées pour toutes
les autres cartes. Pour (a), le rapport entre les maxima comparé avec A1 est (ordonné par
ordre croissant d’énergie des plasmons) : 1.7|0.3|0.5|.

P n’a pas pu être reproduit par nos simulations numériques mais a été détecté sur

les quatre SRRs que nous avons étudiés (voir Fig. 11.7, Fig. 11.9 et Fig. 11.11). Le

mode P a été détecté autour de 2.47 eV pour SRR2, autour de 2.58 eV pour SRR3

et autour de 2.49 eV pour SRR4 et contrairement aux autres modes, il semble très

sensible à la déconvolution. En conséquence, il n’est pas raisonnable d’essayer de

lui trouver une interprétation physique. Une étude sans déconvolution, c’est-à-dire à

l’aide d’un monochromateur serait indiquée pour trancher sur l’existence de ce mode.

Un mode supplémentaire autour de 3.11 eV (mode I) a aussi été identifié [voir

Fig. 11.1 (b)]. Sur les échantillons pour lesquels le mode I a été détecté (SRR1,

SRR2 et SRR4), ce mode précède toujours le mode de volume à 3.80 eV (nous re-

parlerons de ce mode plus loin) et correspond à l’excitation d’un plasmon de surface

à très grand vecteur d’onde. Contrairement aux modes A et S, la distribution spa-

tiale du mode I recouvre quasiment toute la surface du SRR et ne montre pas de

maxima particuliers qui seraient localisés sur certaines zones de l’échantillon. Il est

probable que la distance entre ces maxima soit en fait trop petite pour que nous

puissions résoudre spatialement ce mode. Nous avons remarqué aussi la présence de

plusieurs pics dans les spectres EELS de plus en plus nombreux autour du mode I

correspondant à une augmentation de la densité d’états de la particule autour de ce

mode. L’origine de tous ces pics et en particulier celui du mode I peut s’expliquer
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simplement en remarquant qu’à ces hautes énergie et donc à des vecteurs d’onde

très grands, les électrons incidents qui sondent la particule ne sont plus sensibles à

la courbure locale du SRR ainsi qu’aux détails de l’échantillon et le signal EELS

devient presque identique à celui qu’on observerait en étudiant un film mince à très

grand vecteur d’onde ou bien une interface planaire séparant deux milieux semi-

infinis. La courbe de dispersion pour un film mince (voir Fig. 2.7 dans le cas d’un

modèle de Drude) montre en effet une augmentation de la densité d’états lorsqu’on

s’approche de la valeur asymptotique ωs = ωp/
√

2 (où ωp est l’énergie plasma du

matériau composant la particule). Le mode I correspond au mode de surface d’un

film mince à très grand vecteur d’onde et l’augmentation de la densité d’états que

nous avons observée autour de ce mode est due au fait que l’on s’approche de la va-

leur asymptotique ωs correspondant à une courbe de dispersion presque horizontale.

Notons ici que le mode I a été détecté autour de 3.05 eV pour SRR2 (voir Fig. 11.7)

et autour de 3.10 eV pour SRR4 (voir Fig. 11.11) mais n’a pas été détecté pour SRR3.

Le pic détecté autour de 3.8 eV (mode B) correspond à l’excitation du plasmon

de volume de la particule et sa position en énergie est indépendante de la forme de la

particule mais ne dépend que de sa composition. Les cartes EELS correspondant à

ce mode pour SRR2 (voir Fig. 11.8) et SRR4 (voir Fig. 11.12) montrent une décrois-

sance du signal quand on s’approche des bords du SRR ce qui est une manifestation

de l’effet begrenzung.

Nous avons finalement détecté un mode autour de 3.51 eV (mode "edge") seule-

ment pour SRR3 (voir Fig. 11.9). Le signal EELS associé à ce mode est distribué

tout autour du SRR et devient quasiment nul à l’intérieur [voir Fig. 11.10 (b)].

Notons que la similitude des spectres et des cartes EELS correspondant aux pics

détectés pour les quatre échantillons étudiés, montrent que les résultats expérimen-

taux obtenus sont reproductibles et que la distribution spatiale des modes que nous

avons résolus (en particulier A et S) est très peu influencée par des petits écarts

dans la forme et les dimensions de l’échantillon.
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Figure 11.7 – (a) Image HAADF de l’échantillon SRR2. (b) Spectres EELS obtenus
après déconvolution des données brutes acquises aux positions A-I indiquées en (a). Chaque
spectre a été normalisé à son amplitude maximum. Les spectres ont de plus été verticale-
ment décalés pour plus de clarté.

Figure 11.8 – Cartes d’intensité des résonances qui ont été résolues pour l’échantillon
SRR2. (a) Résonances associées aux modes de surface qui sont interprétables en terme
d’ondes stationnaires plasmoniques. (b) Résonances supplémentaires de plus haute éner-
gie que nous avons détéctées sur SRR2. Ces modes sont décrits dans la section 11.3. Le
rapport entre les maxima comparé avec A1 est (ordonné par ordre croissant d’énergie des
plasmons) : 1|2.2|3.8|1.6|4.3|1.6|1.7.
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Figure 11.9 – (a) Image HAADF de l’échantillon SRR3. (b) Spectres EELS obtenus
après déconvolution des données brutes acquises aux positions A-H, I1 et I2 indiquées en
(a). Chaque spectre a été normalisé à son amplitude maximum. Les spectres ont de plus
été verticalement décalés pour plus de clarté.

Figure 11.10 – Cartes d’intensité des résonances qui ont été résolues pour l’échantillon
SRR3. (a) Résonances associées aux modes de surface qui sont interprétables en terme
d’ondes stationnaires plasmoniques. (b) Résonances supplémentaires de plus haute éner-
gie que nous avons détéctées sur SRR3. Ces modes sont décrits dans la section 11.3. Le
rapport entre les maxima comparé avec A1 est (ordonné par ordre croissant d’énergie des
plasmons) : 1|0.8|1.2|0.7|1.1|0.9|0.9.
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Figure 11.11 – (a) Image HAADF de l’échantillon SRR4. (b) Spectres EELS obtenus
après déconvolution des données brutes acquises aux positions A-G, H1 et H2 indiquées en
(a). (c) Une autre échelle a été choisie pour les spectres acquis en F et G afin d’identifier
plus clairement le mode magnétique très peu intense autour de 1.01 eV. Chaque spectre a
été normalisé à son amplitude maximum. Les spectres ont de plus été verticalement décalés
pour plus de clarté.

Figure 11.12 – Cartes d’intensité des résonances qui ont été résolues pour l’échantillon
SRR4. (a) Résonances associées aux modes de surface qui sont interprétables en terme
d’ondes stationnaires plasmoniques. (b) Résonances supplémentaires de plus haute éner-
gie que nous avons détéctées sur SRR4. Ces modes sont décrits dans la section 11.3. Le
rapport entre les maxima comparé avec A1 est (ordonné par ordre croissant d’énergie des
plasmons) : 1|0.9|1|1.4|2.6|3.2|3.6.
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11.4 Conclusions

Nous avons étudié quatre petits SRRs de dimensions et de formes légèrement

différentes fabriqués par une technique de lithographie électronique compatible avec

une étude EELS. Cette étude nous a permis de détecter les premiers modes propres

plasmons de surface et a montré que l’analyse de ces SRRs n’est pas aussi simple

que pour de plus gros SRRs, bien décrits par la théorie des circuits électriques. La

distribution spatiale des plasmons de surface dans les SRRs est similaire à celle d’une

onde stationnaire d’une nanoantenne de même section et de même longueur, alors

que la distribution spatiale du champ électrique est différente. Le couplage entre les

deux pattes du SRR introduit un espacement en énergie différent entre les modes

pris successivement, alors que la séparation en énergie entre les modes symétriques

(modes S) d’une part et les modes antisymétriques (modes A) d’autre part d’une

nanoantenne peut encore être maintenue dans un SRR. Ce travail, qui a permis

de décrire complètement les premiers modes propres d’un SRR individuel, devrait

donner des renseignements utiles sur les métamatériaux constitués par ces SRRs. Par

ailleurs, les développements expérimentaux et numériques que nous avons proposés

peuvent être maintenant étendus à toutes les structures fabriquées par lithographie

électronique, ouvrant ainsi la voie à une caractérisation entière du champ proche

d’un vaste ensemble de métamatériaux. Rappelons aussi qu’il a été nécessaire de

déconvoluer les spectres afin d’augmenter à la fois la résolution en énergie et le

rapport signal sur fond et ainsi détecter plus clairement les pics qui apparaissent

dans les spectres EELS (en particulier le mode magnétique très proche du pic de

perte nulle et d’amplitude très faible). Le dispositif expérimental utilisé (microscope,

spectromètre. . . ) pourrait être éventuellement amélioré en utilisant un microscope

muni d’un monochromateur permettant d’éviter les effets de polychromaticité qui

nécessitent une déconvolution des spectres après acquisition des données. Cela aurait

pour conséquence une augmentation de la résolution en énergie et donc une meilleure

détection des pics de faible amplitude et proches du pic de perte nulle sans avoir à

déconvoluer les spectres.





Quatrième partie

EELS, SNOM et LDOS : une

décomposition modale





Chapitre 12

Quelques problèmes autour de la

EMLDOS plasmonique

Je n’aime pas être chez moi. A tel

point que lorsque je vais chez

quelqu’un et qu’il me dit : "Vous

êtes ici chez vous", je rentre chez

moi !

Raymond Devos

D
ans les dix dernières années, il y a eu des progrès spectaculaires en nanoop-

tique, qui décrit la lumière visible à l’échelle du nanomètre ainsi qu’en na-

noplasmonique, qui décrit les plasmons dans les nanoobjets. Ces améliorations ont

bénéficié de la conception des nanoobjets imaginés pour des applications ciblées tels

que les nanofils photoniques, les nanoparticules plasmoniques ou les "quantum dots"

semi-conducteurs, mais aussi du développement de nouveaux types de microscopie

et/ou de spectroscopie avec une résolution spatiale bien en dessous de la longueur

d’onde du rayonnement utilisé dans l’expérience. On peut citer par exemple le dé-

veloppement des microscopies optiques de champ proche (Scanning Near Optical

Microscope, SNOM) qui existent sous différentes formes [109], le PSTM [110], la ca-

thodoluminescence (CL) [111, 112], la spectroscopie de perte d’énergie des électrons

(EELS) [113, 114, 115] et la microscopie par émission photoélectrique (PEEM) [5]. Il

est très intéressant de noter que lorsque ces techniques sont appliquées à des struc-

tures photoniques ou plasmoniques, la grandeur mesurée est liée aux modes propres

de ces structures. Plus précisément, il est montré depuis longtemps que le signal

SNOM est directement lié à la densité locale d’états électromagnétiques (EMLDOS)

[116]. Une telle relation a aussi été étendue dans le cas de structures plasmoniques

en SNOM et en PSTM [58] et après pour l’EELS et la CL [117]. La forme générale de

la EMLDOS est donnée par la partie imaginaire de la dyade de Green pour le champ
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électrique, dérivée à partir des équations de Maxwell. Une telle définition est très

efficace mais agit comme une "boîte noire". En effet, on peut obtenir la EMLDOS

sans vraiment s’intéresser à la physique sous-jacente. Dans le cas de structures pho-

toniques, et en oubliant la partie magnétique qui joue un rôle négligeable au-delà de

la région infra-rouge [58], la EMLDOS a une définition très intuitive [116, 118] : en

chaque point de l’espace, pour une énergie propre donnée et une polarisation donnée

du champ électrique, elle est donnée par le module au carré du champ électrique

propre associé le long de la direction de polarisation. Autrement dit, la EMLDOS

est la somme sur tous les modes, chacun associé à une énergie bien définie, du mo-

dule au carré du champ électrique propre pondéré par une distribution de Dirac

piquée à l’énergie propre. Telle quelle, la EMLDOS à une énergie donnée reflète les

variations spatiales de l’excitation considérée de la même façon que la densité locale

d’états électroniques qui apparaît en physique du solide pour les fonctions d’onde.

Expérimentalement, les cartes filtrées en énergie enregistrées par diverses techniques

semblent bien reproduire l’oscillation des ondes plasmoniques [114]. En même temps,

la théorie prédit une relation directe entre la EMLDOS ou les quantités qui lui sont

liées et les expériences (SNOM. . . ) réalisées sur des structures photoniques quelque

soit la nature des modes sous-jacents (plasmons, photons, plasmons-polariton. . . ). Il

semble donc évident à première vue d’étendre une telle interprétation aux systèmes

plasmoniques. Cependant, il est utile de s’interroger sur le sens de la EMLDOS pour

un système dissipatif telle qu’une particule métallique qui sous-tend des ondes plas-

moniques. Plus généralement, on peut se demander quelle est la signification et la

définition des états propres pour de tels systèmes. D’autre part, beaucoup de gran-

deurs électromagnétiques (module, phase. . . ) peuvent maintenant être mesurées à

des échelles sous-longueur d’onde sur des nanoobjets métalliques, mais la relation

entre ces grandeurs et les plasmons n’est pas encore fermement établie [27]. Par

ailleurs, le lien qui existe entre les charges propres, qui donnent probablement la

meilleure définition des modes propres plasmoniques, et les champs propres qui sont

mesurés expérimentalement vaut la peine d’être étudié dans le cas des plasmons. En

effet, dans le cas photonique, les observables (les champs électrique et magnétique)

sont directement les quantités d’intérêt ce qui n’est pas le cas pour les plasmons. La

définition précise des modes propres plasmoniques pour des systèmes dissipatifs doit

être donnée et la décomposition modale de la EMLDOS, de la fonction de Green

et de la dyade de Green ainsi que le lien qui existe entre les modes propres et les
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mesures expérimentales doivent être compris, en particulier le comptage des modes

dans le cas dissipatif est tout sauf trivial.

Ces problèmes ont déjà été traités en partie dans le passé, initialement dans le

contexte de l’EELS. Ouyang et Isaacson [28] ont d’abord proposé une décomposition

modale de l’EELS résolue spatialement dans l’approximation non retardée et dans

le cadre du continuum diélectrique local pour un système composé de seulement

deux types de matériaux décrits par une permittivité diélectrique arbitraire. Ils ont

montré que les charges propres de surface sont solution d’une équation intégrale dé-

rivée de l’équation de Poisson complétée par les conditions de continuité des champs

à la traversée de l’interface entre les deux milieux. Le fait intéressant est que les

valeurs propres de l’équation obtenue ne sont ni des énergies ni des fréquences. Plus

tard, García de Abajo et Aizpurua [29] ont développé un outil numérique (implé-

mentation de la méthode des éléments finis frontière, BEM) pour traiter le cas d’un

nombre arbitraire de milieux. Aizpurua et al [30] ont ensuite utilisé cet outil pour

décrire plusieurs géométries sondées en EELS (coins, interfaces. . . ) et ont interprété

les résultats en terme de modes propres ayant une énergie bien définie. F. J. García

de Abajo et al ont ensuite étendu leur outil au cas relativiste [31]. A cause de la

nature complexe de la théorie relativiste, les modes propres étaient plus difficiles à

saisir. Dans les travaux [29, 30], il avait déjà été noté que dans le cas des simulations

EELS réalisées dans l’approximation non retardée, les modes propres ne dépendaient

pas directement de l’énergie, mais des différentes permittivités diélectriques et que

le signal EELS ne dépendait que du rapport des dimensions de la nanostructure

étudiée et pas de ses dimensions absolues. Plus tard, Fredkin et Mayergoyz [34]

ont noté que cette propriété était due à celle des modes propres dans le cas non

retardé et pas de la théorie de l’EELS elle-même. Formellement, la décomposition

modale du signal EELS pourrait par conséquent être faite en ne faisant intervenir

que la géométrie de la structure sans faire intervenir ses dimensions réelles ni ex-

plicitement une dépendance en énergie ou les détails des permittivités diélectriques

des matériaux sous-jacents. Cela avait été utilisé comme un moyen intéressant pour

résoudre formellement un problème EELS pour une géométrie donnée, sans avoir à

résoudre les équations à toutes les énergies et avec le même effort numérique pour

des permittivités arbitraires [29, 31]. Le fait intéressant est que la nature imaginaire

des permittivités (due à la dissipation dans les milieux) semble ne pas affecter cette

décomposition modale. Hohenester et Krenn [35] ont utilisé l’outil de García de



176 Quelques problèmes autour de la EMLDOS plasmonique

Abajo en donnant une forme explicite aux permittivités en terme d’énergie (modèle

de Drude) afin de discuter les modes propres dans des structures ayant des formes

arbitraires et ont proposé après une décomposition modale partielle de la fonction

de Green pour le potentiel [73]. Plus tard, Fredkin et Mayergoyz ont montré que les

solutions de l’équation intégrale mentionnée plus haut peut être vue comme formant

une base bi-orthogonale composée par des charges propres et des dipôles propres dis-

tribués à la surface de la particule [34] (la bi-orthogonalité entre les charges propres

de surface seulement avait déjà été démontrée par Ouyang et Isaacson [28]). Pour des

raisons légèrement différentes, d’autres solutions d’une équation aux valeurs propres

similaire mais valide pour le potentiel plutôt que pour les charges et où les condi-

tions aux limites n’étaient pas explicitement prises en compte, ont été données par

Stockmann et al [32, 33] dans l’approximation non retardée. Dans ces travaux, une

décomposition modale de la fonction de Green pour le potentiel est donnée avec une

dépendance explicite en énergie en terme de modes propres indépendants de la na-

ture des matériaux. Par conséquent, différents points de vue du même problème ont

été discutés dans les dix dernières années, mais aucune théorie générique n’a encore

émergé. En particulier, il n’existe aucun modèle sur la décomposition modale de la

EMLDOS et le lien entre les différentes approches (différentes équations aux valeurs

propres pour le même problème, différentes fonctions de Green, différentes fonctions

propres dont certaines sont orthogonales alors que d’autres ne le sont pas. . . ) n’a pas

encore été donné. De plus, le résultat surprenant concernant le fait que les modes

propres peuvent être définis quelque soit la permittivité diélectrique des matériaux,

en particulier dans le cas des métaux dissipatifs ou des semi-conducteurs, n’a pas

encore été clairement discuté.

Dans la suite, nous proposons une théorie générale des modes propres électro-

statiques pour un système à deux corps. Nous montrerons que les modes propres

sont des charges et des dipôles de surface indépendants de l’énergie et de la nature

des milieux mais dépendants seulement de la forme de la particule, d’où le nom de

modes propres géométriques que nous leur avons donné. La dépendance en énergie

sera obtenue en imposant une dispersion en énergie des permittivités diélectriques

des matériaux sous-jacents. Une fonction de Green géométrique pour les charges et

les dipôles de surface, indépendante de l’énergie et invariante d’échelle, sera définie.

Comme nous le verrons plus loin, cette fonction de Green a des pôles dans le plan
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complexe, que nous identifierons aux modes propres géométriques de la particule,

et qui sont parfaitement bien définis pour des matériaux arbitraires et en particu-

lier dans le cas où leur permittivité est complexe. Basé sur cette définition, nous

décrirons et ferons le lien avec les précédentes théories et nous déduirons quelques

quantités d’intérêt comme la EMLDOS. Des exemples d’application de cette théo-

rie seront donnés afin de comprendre les résultats expérimentaux. Finalement, nous

décrirons dans ce formalisme la perte de cohérence spatiale des modes géométriques

en présence de permittivités complexes. Dans la suite, nous utiliserons le système

d’unité CGS (gaussien) pour décrire les champs électromagnétiques et les unités

atomiques (~ = e = m = 1). Par ailleurs, les calculs seront effectués dans l’espace

des fréquences angulaires.





Chapitre 13

Modes propres géométriques

Rien, ce n’est pas rien ! La preuve,

c’est que l’on peut le soustraire.

Exemple : rien moins rien = moins

que rien !

Raymond Devos

13.1 Définition des modes propres géométriques

Considérons une particule de volume Ω constituée d’un matériau homogène de

permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu également homogène,

infini et de permittivité ǫ2(ω). Soit une charge test voyageant toujours à l’extérieur

(trajectoire non pénétrante) ou passant à l’intérieur de la particule (trajectoire péné-

trante) (voir Fig. 13.1) et notons ρext(r, ω) la densité volumique de charges associée

à la charge test 1. Dans l’approximation non retardée (c→∞), le potentiel total in-

duit à l’extérieur de la particule peut s’écrire sous la forme [29] (voir aussi la section

4.6)

φ(r, ω) = φ∞(r, ω) + φbound(r, ω), (13.1)

où

φ∞(r, ω) =
∫

dr′ ρext(r′, ω)
ǫ(r′, ω)|r − r′| (13.2)

1. Il n’est pas nécessaire ici de préciser l’expression de ρext(r, ω) qui pourrait être totalement
arbitraire. Dans le cas particulier où la charge test (de charge Z) voyage en ligne droite selon l’axe
Oz à vitesse v constante et suivant la trajectoire re(t) = (R0, z = vt) où R0 = (x0, y0) est le
paramètre d’impact de la charge (ce qui est le cas par exemple dans une expérience EELS où la
charge test est un électron), la densité de charges est donnée dans l’espace des fréquences par :
ρext(r, ω) = Z 1

v δ(R−R0)eiωz/v.
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Figure 13.1 – On considère une particule de forme arbitraire en présence d’une charge
test dont la trajectoire est soit non pénétrante (a) ou pénétrante (b). ẑ est un vecteur
directeur porté par l’axe Oz et n est un vecteur normal à la surface de la particule dirigé
vers l’extérieur.

est le potentiel écranté qui serait créé par ρext(r, ω) dans le milieu en l’absence de

particule et

φbound(r, ω) =
∮

∂Ω
ds

σ(s, ω)
|r − s| (13.3)

est le potentiel induit dû à la présence de la particule seulement et σ(s, ω) est la

densité de charges induite à la surface de la particule.

Nous avons montré dans la section 4.6 que σ(s, ω) est solution de l’équation de

Fredholm de seconde espèce

2πλ(ω)σ(s, ω) = n · ∇φ∞(s, ω) + PP
∮

∂Ω
ds′ F (s, s′)σ(s′, ω), (13.4)

où

λ(ω) =
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)
ǫ2(ω)− ǫ1(ω)

(13.5)

et

F (s, s′) = n · ∇
(

1
|s− s′|

)

= −n · (s− s′)
|s− s′|3 . (13.6)

Les oscillations libres du système (modes propres) sont obtenues en annulant le
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terme source de (13.4) 2

2πλiσ
i(s) =

∮

∂Ω
ds′ F (s, s′)σi(s′) , (13.7)

où les σi(s) vérifient la propriété d’orthogonalité [67]

∮

∂Ω
ds

∮

∂Ω
ds′ σ

i(s)σj(s′)∗

|s− s′| = δij. (13.8)

Pour des particules de forme arbitraire, le noyau F (s, s′) n’est en général pas

symétrique et donc l’opérateur intégral qui apparaît dans (13.7) n’est pas hermi-

tique. Néanmoins, on peut montrer que toutes les valeurs propres λi sont réelles [67]

et que de plus |λi| < 1,∀i. L’équation (13.7) est invariante d’échelle vis-à-vis des

dimensions de la particule. Cette équation est de plus indépendante de la nature

des milieux sous-jacents mais dépend juste de la forme de la particule. Cela est dû

au fait que la fonction de Green pour le potentiel dans chaque milieu 3 est indépen-

dante des permittivités dans l’approximation non retardée dans laquelle nous nous

sommes placés : par conséquent les modes propres σi(s) peuvent être définis quelque

soit la permittivité diélectrique des matériaux (dissipation, présence de transitions

interbandes. . . ) et en particulier dans le cas des métaux dissipatifs (pour lesquels

ℑ [ǫ1,2(ω) 6= 0]) ou les semi-conducteurs. Il est remarquable de constater aussi que

les valeurs propres λi de cette équation ne sont pas les énergies mais des quantités

sans dimension qui ne dépendent aussi que de la forme de la particule et pas des dé-

tails des permittivités. Pour les raisons évoquées plus haut, nous appellerons modes

propres géométriques les solutions de l’équation (13.7). Ces solutions correspondent

aux excitations de surface propres de la particule et sont bien définies quelque soit

la nature du milieu constituant la particule et en particulier dans le cas de milieu

dissipatif, ce qui n’est pas le cas des modes propres photoniques (auquel on associe

une énergie propre) que l’on rencontre en photonique et qui sont dérivés à partir de

l’équation de Helmholtz dans le régime retardé.

2. Formellement, l’intégrale est définie au sens de la valeur principale de Cauchy mais par souci
de simplicité d’écriture, nous n’indiquerons plus le symbole PP dans les équations. Numériquement,
cette intégrale peut être évaluée, comme nous l’avons fait, partout sauf en s = s′ pour "simuler"
la valeur principale de Cauchy.

3. Nous parlons ici de la fonction de Green associée à l’opérateur de Laplace qui s’annule à
l’infini : G0(|r − r′|) = 1/|r − r′|.



182 Modes propres géométriques

13.2 Formulation duale du BEM indirect

Si la surface de la particule n’est pas régulière, alors σ(s, ω) pourrait présenter des

singularités aux coins et sur les bords de la surface, ce qui aurait comme effet négatif

d’affecter la précision des résultats numériques. Dans cette situation, la formulation

duale peut être utilisée [72]. Dans cette formulation, nous introduisons un nouveau

potentiel noté φ̃(r, ω) dont le gradient donnerait le déplacement électrique (et non

plus le champ électrique), c’est-à-dire tel que

D(r, ω) = −∇φ̃(r, ω). (13.9)

Contrairement au potentiel φbound(r, ω) qui peut être représenté par la densité de

charges σ(s, ω), le potentiel φ̃bound(r, ω) peut être représenté par un ensemble de

dipôles distribués à la surface de la particule avec une densité de moment dipolaire

τ(s, ω)

φ̃bound(r, ω) =
∮

∂Ω
ds n · ∇

(

1
|r − s|

)

τ(s, ω). (13.10)

Dans la suite, nous appellerons potentiel de double couche 4 le potentiel associé

au déplacement électrique et potentiel de simple couche celui associé au champ élec-

trique.

Rappelons que le potentiel de simple couche φ(r, ω) est continu à la traversée de

la particule tandis que la composante normale du champ électrique −n · ∇φ(r, ω)

est discontinue à la traversée de la particule et la discontinuité est égale à la densité

de charges σ(s, ω). Au contraire, le potentiel de double couche φ̃(r, ω) est discontinu

à la traversée de la particule et la discontinuité est égale à la densité de moment

dipolaire τ(s, ω) et la composante normale du déplacement électrique −n ·∇φ̃(r, ω)

est continue à la traversée de la particule

4. Le potentiel de double couche créé par ces dipôles est celui créé par une surface S portant une
densité surfacique de charges σ(s, ω) et une autre surface S′ infiniment proche de S et portant, en
regard de S, une densité de charges opposée. Si d(s) est la distance entre ces deux couches au point
s, la densité de moment dipolaire τ(s, ω) est par définition donnée par lim

d(s,ω)→0
σ(s, ω)d(s) = τ(s, ω)

[38].
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E, φ :







φ+(s, ω) = φ−(s, ω)

n · ∇φ−(s, ω)− n · ∇φ+(s, ω) = 4πσ(s, ω)
(13.11)

et dans la formulation duale

D, φ̃ :







φ̃−(s, ω)− φ̃+(s, ω) = 4πτ(s, ω)

n · ∇φ̃−(s, ω) = n · ∇φ̃+(s, ω).
(13.12)

En utilisant une méthode analogue à celle que nous avons utilisée dans la section

4.6 pour dériver l’équation (13.4) sur la densité de charges mais en introduisant

le potentiel de double couche au lieu du potentiel de simple couche, on obtient

l’équation intégrale sur la densité de moment dipolaire. On montre alors que les

modes propres associés à la densité de moment dipolaire peuvent être obtenus à

partir de l’équation (13.7) en échangeant les rôles s et s′

2πλiτ
i(s) =

∮

∂Ω
ds′ F (s′, s)τ i(s′) (13.13)

qui est l’équation duale de (13.7) avec 5

F (s′, s) = −n′ · (s′ − s)
|s′ − s|3 (13.14)

et où les σi(s) forment avec les τ i(s) un ensemble bi-orthogonal [72]

∮

∂Ω
ds σi(s)τ j(s) = δij. (13.15)

Les résultats précédents ont montré que nous pouvions définir des modes propres

(charges et dipôles) distribués à la surface de la particule et qui sont indépendants

de l’énergie et des détails de la permittivité diélectrique des milieux sous-jacents

(particule et environnement) mais qui dépendent seulement de la forme de la parti-

cule. Le fait intéressant est que les valeurs propres associées à ces modes propres ne

sont pas les énergies comme dans le cas "standard" mais des quantités réelles sans

dimension qui ne dépendent, elles aussi, que de la forme de la particule. Ces modes

propres "géométriques" sont par conséquent parfaitement bien définis quelque soit

la permittivité des milieux mis en jeu et en particulier pour des métaux dissipatifs,

5. On fera attention en manipulant l’équation (13.13) car le vecteur normal n′ est ici attaché
au point courant s′ et participe donc à l’intégrale de surface. Au contraire, dans l’équation (13.4),
le vecteur normal n est attaché au point fixe s et ne participe pas à l’intégrale.
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puisque la nature imaginaire de la permittivité (due à la dissipation) ne joue aucun

rôle dans la définition de ces modes propres et des valeurs propres correspondantes.

Ces modes propres géométriques semblent donc bien adaptés pour exprimer et in-

terpréter facilement les grandeurs expérimentales d’intérêt telles que l’EELS ou le

SNOM. Par ailleurs, la densité locale d’états électromagnétiques (EMLDOS) d’une

particule s’interprète comme étant, en un point donné et à une énergie donnée, le

nombre de modes propres électromagnétiques accessibles à la particule par unité

d’énergie. Ces modes propres sont alors définis à partir de l’équation de Helmholtz

(1.15). Cette interprétation marche très bien dans le cas de structures non dissi-

patives comme celles rencontrées en photonique puisque dans ce cas, chacun des

modes propres (appelé aussi mode propre photonique ou mode propre d’énergie au-

quel on associe une énergie propre unique) est parfaitement bien défini [14]. Cette

interprétation ne marche plus pour des structures dissipatives réelles comme celles

rencontrées en plasmonique (métaux dissipatifs qui sous-tendent des ondes station-

naires plasmoniques. . . ) puisque dans ce cas, ces modes propres dépendent de la

nature du milieu constituant la particule et ne sont alors plus clairement définis.

L’idée d’introduire les modes propres géométriques (indépendants de la nature des

milieux mis en jeu) pour exprimer la EMLDOS plasmonique nous a ainsi permis de

résoudre ce problème d’interprétation pour des structures plasmoniques dissipatives.

Dans le chapitre suivant, nous allons dériver différentes expressions de la fonc-

tion de Green scalaire et de la dyade de Green écrites en terme des modes propres

géométriques ce qui nous permettra de dériver, pour la première fois, une expression

universelle de la EMLDOS plasmonique mais aussi différentes expressions équiva-

lentes de l’EELS et du SNOM sous forme d’une décomposition modale. Ces expres-

sions nous serviront ensuite à interpréter les grandeurs électromagnétiques qui sont

mesurées dans ces expériences.



Chapitre 14

Décompositions modales des

fonctions de Green non retardées

dans le formalisme du BEM

indirect

La science consiste à passer d’un

étonnement à un autre.

Aristote

14.1 Décompositions modales de la fonction de

Green scalaire pour le potentiel électrosta-

tique

Nous allons dériver ici différentes expressions de la fonction de Green pour le

potentiel et de la dyade de Green pour le champ électrique, associées à la présence

de la particule seulement 1, sous forme d’une décomposition modale écrite en terme

des modes propres géométriques σi(s) et/ou τ i(s) dans l’approximation non retar-

dée. Ces expressions seront utilisées dans le chapitre 16 pour exprimer la probabilité

de perte d’énergie des électrons (EELS) et le signal mesuré dans une expérience de

microscopie optique de champ proche (SNOM) en terme des modes propres géomé-

triques, ce qui nous permettra alors de préciser ce qui est mesuré dans ces expé-

riences. Afin de vérifier la validité des expressions obtenues, nous avons déterminé,

1. La contribution supplémentaire à ajouter pour obtenir la fonction de Green totale sera tou-
jours Gbulk(r, r′, ω) = 1

ǫ(r′,ω)|r−r′| . Ce terme ne dépend pas de la forme de la particule et ne jouera

aucun rôle dans la suite.



186
Décompositions modales des fonctions de Green non retardées dans le

formalisme du BEM indirect

dans ce nouveau formalisme, l’expression de la fonction de Green pour le potentiel

en présence d’une interface planaire infinie, d’une sphère ou d’un cylindre infini (voir

l’annexe E). Les expressions de l’EELS (pour une interface planaire infinie) et du

SNOM (pour une sphère et une interface planaire) ont aussi été dérivées à titre de

vérification (voir l’annexe F). Une fonction de Green totalement nouvelle associée

à l’équation BEM (13.4) sera introduite et exprimée en terme des modes propres

géométriques. La fonction de Green obtenue sera utilisée ensuite dans le chapitre 15

pour définir la densité d’états géométriques d’une particule et qui aura la propriété

de ne pas faire intervenir explicitement l’énergie ni les permittivités diélectriques des

milieux sous-jacents. En complément, la dyade de Green pour le champ électrique,

écrite en terme des modes propres géométriques, sera utilisée pour obtenir la densité

d’états photoniques (EMLDOS) de la particule que nous obtiendrons, comme on le

fait habituellement, en prenant la partie imaginaire de la dyade de Green. Nous vé-

rifierons ensuite dans le cas général que la quantité ainsi définie s’identifie bien à la

EMLDOS de la particule sans préciser de modèle particulier pour les permittivités.

14.1.1 Décomposition modale en φφ∗

Considérons l’équation de Poisson pour le potentiel en présence d’une densité

volumique de charges arbitraire

∇ [ǫ(r, ω)∇φ(r, ω)] = −4πρext(r, ω), (14.1)

que l’on peut encore écrire à l’extérieur et à l’intérieur de la particule

∇2φ(r, ω) = −4π
ρext(r, ω)
ǫ(r, ω)

(14.2)

où

ǫ(r, ω) =







ǫ1(ω) si r ∈ milieu 1 (particule)

ǫ2(ω) si r ∈ milieu 2 (environnement).
(14.3)

La solution de l’équation de Poisson, peut s’exprimer en terme de la fonction de

Green pour le potentiel en utilisant la relation (voir l’annexe A)

φ(r, ω) =
∫

dr′ ρext(r′, ω)G(r, r′, ω), (14.4)
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où la fonction de Green G est définie formellement dans chaque région par l’équation

∇2G(r, r′, ω) =
−4π
ǫ(r, ω)

δ(r − r′). (14.5)

Dans chaque région, le potentiel total est la superposition du potentiel (écranté)

qui serait créé dans la région si elle était infinie φ∞ (contribution de volume) et du

potentiel dû seulement à la présence de l’interface qui sépare la particule de son

environnement φbound (contribution de surface) (voir la section 4.6)

φ(r, ω) = φ∞(r, ω) + φbound(r, ω), (14.6)

avec

φ∞(r, ω) =
∫

dr′ ρext(r′, ω)
ǫ(r′, ω)|r − r′| (14.7)

et

φbound(r, ω) =
∮

∂Ω
ds

σ(s, ω)
|r − s| , (14.8)

où σ(s, ω) est la densité de charges induite à la surface de la particule. L’expres-

sion (14.6) implique que la fonction de Green totale est elle aussi la somme d’une

contribution volumique Gbulk, indépendante de la forme de la particule et d’une

contribution surfacique Gbound due seulement à la présence de l’interface entre la

particule et son environnement et qui dépend de la forme de la particule

G(r, r′, ω) = Gbulk(r, r′, ω) +Gbound(r, r′, ω). (14.9)

L’expression de Gbulk est facile à obtenir par identification avec (14.7)

Gbulk(r, r′, ω) =
1

ǫ(r′, ω)|r − r′| . (14.10)

L’expression de Gbound est cependant plus difficile à obtenir puisque contrairement

à φ∞, le potentiel φbound n’est pas écrit explicitement en fonction de ρext mais en

fonction de la densité de charges à la surface de la particule. L’astuce que nous allons

utiliser pour obtenir l’expression de Gbound pour une particule de forme quelconque

est d’écrire formellement φbound sous la forme
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φbound(r, ω) =
∫

dr′ ρext(r′, ω)Gbound(r, r′, ω), (14.11)

en utilisant la formulation indirecte du BEM dans l’approximation non retardée [29]

puis en identifiant ensuite Gbound dans l’expression obtenue 2.

La solution de l’équation (13.4) peut s’exprimer formellement comme une com-

binaison linéaire des modes propres géométriques σi(s) de la particule sous la forme

[29]

σ(s, ω) =
∑

i,µ=1,2

fiµ(ω)
2πǫµ(ω)[λ(ω)− λi]

σi(s), (14.12)

où les coefficients fiµ(ω) sont définis par l’expansion du terme source en terme des

modes propres géométriques

n · ∇φ∞(s, ω) =
∑

i,µ=1,2

1
ǫµ(ω)

fiµ(ω)σi(s). (14.13)

En utilisant la propriété d’orthogonalité (13.8) entre les σi(s) ainsi que l’expression

(13.2), nous obtenons

∑

µ=1,2

1
ǫµ(ω)

fiµ(ω) =
∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′ n′ · ∇′φ∞(s′, ω)

σi(s′′)∗

|s′ − s′′| , (14.14)

c’est-à-dire

fiµ(ω) =
∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′ n′ · ∇′φext

µ (s′, ω)
σi(s′′)∗

|s′ − s′′| , (14.15)

où

2. Il est facile d’obtenir une expression de la fonction de Green pour le potentiel en présence
d’une particule symétrique. Il suffit d’exprimer la fonction de Green dans chaque région dans une
base de fonctions adaptées à la symétrie de la particule (ondes planes pour une interface planaire
infinie, harmoniques sphériques pour une sphère, fonctions de Bessel pour un cylindre infini. . . )
puis d’utiliser les conditions de continuité de G et de ǫ n · ∇G à la traversée de l’interface. Les
expressions obtenues pour les symétries citées précédemment sont dérivées en détail dans l’annexe
C de ce manuscrit. Le formalisme que nous proposons ici sera valable pour une particule de forme
quelconque et les fonctions de Green obtenues ou toutes les grandeurs dérivées (EELS, SNOM,
LDOS. . . ) pourront être calculées numériquement en terme des modes propres géométriques dé-
pendants seulement de la forme de la particule.
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φext
µ (s, ω) =

∫

Ωµ

dr′ ρ
ext(r′, ω)
|s− r′| (14.16)

est le potentiel direct (non écranté) créé par la densité volumique de charges exté-

rieure dans le milieu µ (µ = 1, 2) 3. En insérant (14.16) dans (14.15), on obtient

fiµ(ω) =
∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′

∫

Ωµ

dr′ ρext(r′, ω)F (s′, r′)
σi(s′′)∗

|s′ − s′′| , (14.17)

où nous avons posé F (s′, r′) = n′ · ∇′
(

1
|s′−r′|

)

puis

σ(s, ω) =
1

2π

∑

i,µ

σi(s)
ǫµ(ω)[λ(ω)− λi]

∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′

∫

Ωµ

dr′ ρext(r′, ω)F (s′, r′)
σi(s′′)∗

|s′ − s′′|
(14.18)

d’où

φbound(r, ω) =
∮

∂Ω
ds

σ(s, ω)
|s− r| (14.19)

=
1

2π

∮

∂Ω
ds

1
|s− r|

∑

i,µ

σi(s)
ǫµ(ω)[λ(ω)− λi]

×
∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′

∫

Ωµ

dr′ ρext(r′, ω)F (s′, r′)
σi(s′′)∗

|s′ − s′′| .

(14.20)

L’équation (14.20) peut aussi s’écrire sous la forme

φbound(r, ω) =
∫

dr′ ρext(r′, ω)Gbound(r, r′, ω), (14.21)

avec

Gbound(r, r′, ω) =
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

∮

∂Ω
ds

σi(s)
|s− r|

∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′ F (s′, r′)

σi(s′′)∗

|s′ − s′′|
2π[λ(ω)− λi]

.

(14.22)

En utilisant maintenant la propriété

3. La quantité n′ · ∇′φ∞(s′, ω) représente la dérivée normale de φ∞(r, ω) en s′.
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∮

∂Ω
ds′ 1
|s′ − s′′|F (s′, r′) =

∮

∂Ω
ds′ 1
|s′ − s′′|n

′ · ∇′
(

1
|s′ − r′|

)

(14.23)

=
∮

∂Ω
ds′ 1
|s′ − r′|n

′ · ∇′
(

1
|s′ − s′′|

)

(14.24)

=
∮

∂Ω
ds′ 1
|s′ − r′| [F (s′, s′′) + 2πp δ(s′ − s′′)]

=
∮

∂Ω
ds′ 1
|s′ − r′|F (s′, s′′) + 2πp

1
|s′′ − r′| , (14.25)

où 4

p =







1 si r′ ∈ milieu 2 extérieur (ǫ2)

−1 si r′ ∈ milieu 1 intérieur (ǫ1).
(14.26)

le produit des deux dernières intégrales de surface qui apparaît dans (14.22) devient

donc

∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′ F (s′, r′)

σi(s′′)∗

|s′ − s′′| =
∮

∂Ω
ds′

∮

∂Ω
ds′′ F (s′, s′′)

σi(s′′)∗

|s′ − r′|

+ 2πp
∮

∂Ω
ds′′ σi(s′′)
|s′′ − r′| (14.27)

= 2πp(1 + pλi)
∮

∂Ω
ds′ σi(s′)∗

|s′ − r′| , (14.28)

où nous avons utilisé le conjugué de l’équation intégrale de Fredholm (13.7)

2πλiσ
i(s′)∗ =

∮

∂Ω
ds′′ F (s′, s′′)σi(s′′)∗. (14.29)

Finalement

4. Nous avons utilisé la notation abrégée, souvent rencontrée dans la littérature, qui consiste à

écrire abusivement n′ · ∇′

(
1

|s′ − s′′|

)

pour désigner la dérivée normale de
1

|r′ − s′′| en r′ → s′.

Il faut faire attention ici à cause de la divergence qui apparaît lorsque s′ = s′′. Cette pré-
caution revient à définir la dérivée normale au sens des distributions, c’est-à-dire à écrire que

lim
t→0+

n′ · ∇′

(
1

|s′ ± tn′ − s′′|

)

= F (s′, s′′)∓ 2πδ(s− s′) où F (s′, s′′) = −n′ · (s′ − s′′)

|s′ − s′′|3 et à définir

l’intégrale sur s′ au sens de la valeur principale de Cauchy (de nouveau, par souci d’écriture, nous
n’indiquerons pas explicitement qu’il s’agit d’une valeur principale de Cauchy) [29].
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Gbound(r, r′, ω) =
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

∮

∂Ω
ds

σi(s)
|s− r|

∮

∂Ω
ds′ σi(s′)∗

|s′ − r′| (14.30)

soit

Gbound(r, r′, ω) =
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

φbound,i(r)φbound,i(r′)∗ , (14.31)

où

φbound,i(r) =
∮

∂Ω
ds

σi(s)
|s− r| (14.32)

est le potentiel créé au point r par le mode propre géométrique (densité de charges

propre) σi(s).

La décomposition modale (14.31) est similaire à une décomposition modale stan-

dard qui apparait généralement en physique (où la variable d’intérêt est l’énergie)

et que l’on peut écrire de façon générique

G(r, r′, ω) =
∑

i

Ψi(r)Ψi(r′)∗

ω − ωi

, (14.33)

où Ψi(r) est un état propre et ωi est l’énergie propre associée, mais avec cependant

quelques différences : les énergies propres ωi (qui sont les pôles de la fonction de

Green) sont remplacées par des quantités réelles sans dimension 2πλi. Par ailleurs,

l’énergie ω également réelle est remplacée par la quantité généralement complexe

2πλ. Un préfacteur dépendant des variables spatiales, du mode propre i, de l’énergie

et de la nature des milieux apparaît devant les potentiels : 2πp(1 + pλi)/ǫ(r′, ω)

alors que ce préfacteur est absent dans le cas standard. La correspondance avec une
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décomposition modale standard est résumée synthétiquement par







ω ∈ R ↔ 2πλ ∈ C (14.34a)

ωi ∈ R ↔ 2πλi ∈ R (14.34b)

Ψi(r) ↔ φi(r) =
∮

∂Ω
ds

σi(s)
|s− r| (14.34c)

1 ↔ 2π p(1 + pλi)
ǫ(r′, ω)

. (14.34d)

Une application de l’expression précédente pour le calcul de la fonction de Green

scalaire en présence d’une interface planaire infinie, d’une sphère ou d’un cylindre

infini est reportée en annexe E.

14.1.2 Décomposition modale en φφ̃

Pour dériver l’expression (14.31), nous avons dû utiliser la propriété d’orthogo-

nalité (13.8) entre les σi(s) afin d’obtenir les coefficients fiµ(ω) de l’expansion du

terme source qui apparaît dans (14.15). Il est bien sûr tout à fait possible aussi

d’obtenir ces coefficients en utilisant la propriété de bi-orthogonalité (13.15) entre

les σi(s) et les τ i(s). Dans ce cas, nous obtenons une autre expression equivalente

de Gbound(r, r′, ω) en terme du potentiel de simple couche et du potentiel de double

couche

Gbound(r, r′, ω) =
1

2π
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

1
λ(ω)− λi

∮

∂Ω
ds

σi(s)
|s− r|

∮

∂Ω
ds′ n′·∇′

(

1
|s′ − r′|

)

τ i(s′)

(14.35)

soit

Gbound(r, r′, ω) =
1

2π
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

φbound,i(r)φ̃bound,i(r′)
λ(ω)− λi

, (14.36)

où

φ̃bound,i(r′) =
∮

∂Ω
ds′ n′ · ∇′

(

1
|s′ − r′|

)

τ i(s′) (14.37)

est le potentiel de double couche créé en r′ par la densité de moment dipolaire propre
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τ i(s′). Le résultat obtenu ici est compatible avec celui donné dans [73].

De nouveau, la décomposition modale que nous venons d’obtenir est similaire à

une décomposition modale standard telle que celle donnée par (14.33) mais avec en-

core quelques différences : les énergies et les énergies propres réelles sont remplacées

respectivement par les quantités sans dimension 2πλ ∈ C et 2πλiR. Le complexe

conjugué qui apparaît habituellement est remplacé ici par un mode propre dual

(correspondant physiquement à un potentiel de double couche). Comme avant, un

préfacteur : 1/ǫ(r′, ω) apparaît devant les potentiels qui dépend à la fois des variables

d’espace, de l’énergie et de la nature des milieux mais contrairement à l’expression

précédente, il ne dépend pas du mode i. La correspondance avec une décomposition

modale standard est maintenant résumée synthétiquement par







ω ∈ R ↔ 2πλ ∈ C (14.38a)

ωi ∈ R ↔ 2πλi ∈ R (14.38b)

Ψi(r) ↔ φi(r) =
∮

∂Ω
ds

σi(s)
|s− r| (14.38c)

Ψi(r′)∗ ↔ φ̃i(r′) =
∮

∂Ω
ds n · ∇

(

1
|s− r′|

)

τ i(s) (14.38d)

1 ↔ 1
ǫ(r′, ω)

. (14.38e)

14.2 Décompositions modales de la dyade de Green

pour le champ électrique

14.2.1 Décomposition modale en E⊗E∗

Nous allons maintenant exprimer la dyade de Green
←→
W bound(r, r′, ω) pour le

champ électrique 5 en présence de la particule seulement en terme des modes propres

géométriques σi(s) et/ou τ i(s). De la même façon que la fonction de Green pour

le potentiel permet d’exprimer le potentiel en fonction de la densité volumique de

charges extérieure, la dyade de Green pour le champ électrique permet d’expri-

mer le champ électrique en fonction de la densité volumique de courants extérieure

5. Cette quantité est un tenseur de rang 3.
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J ext(r′, ω) associée au déplacement de la charge test extérieure 6

Ebound(r, ω) = −4πiω
∫

dr′ ←→W bound(r, r′, ω)J ext(r′, ω), (14.39)

où de nouveau, nous avons utilisé le système d’unité CGS (gaussien). Dans l’ap-

proximation non retardée, la dyade de Green est obtenue rapidement à partir de la

fonction de Green pour le potentiel en utilisant la relation [53]

←→
W bound(r, r′, ω) =

1
4πω2

∇∇′Gbound(r, r′, ω). (14.40)

En utilisant l’expression (14.31), on trouve (pour r′ ∈ milieu 1 ou 2)

←→
W bound(r, r′, ω) =

1
4πǫ(r′, ω)

1
ω2

∑

i

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

Ebound,i(r)⊗Ebound,i(r′)∗ ,

(14.41)

où Ebound,i(r) = −∇φbound,i(r) est le champ électrique créé par σi(s) et ⊗ désigne le

produit tensoriel entre les deux vecteurs E et E∗, c’est-à-dire ici un tenseur de rang

3 et d’éléments de matrice : (E ⊗ E∗)ij = EiE
∗
j , où i, j = x, y, z en coordonnées

cartésiennes.

La décomposition modale (14.41) est très similaire à la décomposition modale

qui apparait en photonique où la dyade de Green est exprimée en terme des champs

électriques propres de la structure [14]

←→
W (r, r′, ω) =

∑

i

Ei(r, ωi)⊗Ei(r′, ωi)∗

ω2 − ω2
i

(photonique). (14.42)

Notons toutefois que notre expression a été établie dans l’approximation non

retardée pour un système qui peut être dissipatif alors qu’en photonique, une telle

décomposition est obtenue à partir de l’équation de Helmholtz dans le régime re-

tardé et pour une structure non dissipative. Par ailleurs, les énergies et les énergies

propres au carré sont remplacées ici respectivement par les quantités sans dimension

2πλ ∈ C et 2πλi ∈ R et le même préfacteur (au facteur 1/ω2 près) que celui présent

dans la décomposition modale (14.31) apparaît devant les champs électriques. La

6. La densité de courants est reliée à la densité de charges par la relation Jext(r, ω) = vρext(r, ω)
correspondant par exemple à une charge extérieure se déplaçant à la vitesse v.
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correspondance avec la décomposition modale de la photonique est résumée synthé-

tiquement par







ω2 ∈ R ↔ 2πλ ∈ C

ω2
i ∈ R ↔ 2πλi ∈ R

1 ↔ 2πp(1 + pλi)
4πǫ(r′, ω)ω2

.

Une application de l’expression précédente pour le calcul de la dyade de Green

non retardée en présence d’une interface planaire infinie est donnée en annexe E.

14.2.2 Décomposition modale en E⊗D

Une expression équivalente à (14.41) écrite en terme du champ électrique et du

déplacement électrique est obtenue en utilisant la décomposition modale (14.36)

←→
W bound(r, r′, ω) =

1
8π2ǫ(r′, ω)

1
ω2

∑

i

Ebound,i(r)⊗Dbound,i(r′)
λ(ω)− λi

, (14.44)

où Dbound,i(r) = −∇φ̃bound,i(r) est le déplacement électrique associé à τ i(s).

Cette fois, la correspondance avec la décomposition modale de la photonique est

maintenant résumée synthétiquement par







ω2 ∈ R ↔ 2πλ ∈ C (14.45a)

ω2
i ∈ R ↔ 2πλi ∈ R (14.45b)

Ei(r′)∗ ↔ Di(r′) = −∇φ̃i(r′) (14.45c)

1 ↔ 1
4πǫ(r′, ω)ω2

. (14.45d)

Notons enfin que les expressions (14.41) et (14.44) auraient aussi pu être dérivées

en utilisant une démonstration analogue à celle que nous avons utilisée pour obtenir

Gbound, c’est-à-dire en écrivant le champ électrique sous la forme (14.39) et en uti-

lisant l’équation de conservation de la charge électrique ρext(r, ω) = − i
ω
∇J ext(r, ω)
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pour faire apparaître la densité de courants puis enfin en identifiant
←→
W bound(r, r′, ω)

dans l’expression obtenue.

Propriétés d’orthogonalité et de normalisation du champ électrique. D

Mayergoyz et al ont montré dans [72], en utilisant le théorème de la divergence, que

les champs électriques Ebound,i(r) et Ebound,j(r) correspondants aux modes propres

géométriques σi(s) et σj(s) vérifient les relations (voir l’annexe G de ce manuscrit)

(1 + λj)
∫

Ω2

dr Ebound,i(r) ·Ebound,j(r)

= (1− λj)
∫

Ω1

dr Ebound,i(r) ·Ebound,j(r) (14.46)

(1 + λi)
∫

Ω2

dr Ebound,j(r) ·Ebound,i(r)

= (1− λi)
∫

Ω1

dr Ebound,j(r) ·Ebound,i(r). (14.47)

Lorsque i 6= j, les deux expressions précédentes indiquent que les champs élec-

triques Ebound,i(r) et Ebound,j(r) sont séparément orthogonaux à l’intérieur et à

l’extérieur de la particule

∫

Ω1,2

dr Ebound,i(r) ·Ebound,j(r) = 0 (i 6= j). (14.48)

Lorsque i = j, on ne peut a priori rien dire sur la normalisation du champ

électrique partout dans l’espace. Nous pouvons cependant utiliser l’une ou l’autre

des expressions précédentes pour exprimer la normalisation du champ électrique à

l’extérieur de la particule en fonction de la normalisation du champ à l’intérieur de

la particule

∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2 =
1− λi

1 + λi

∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2. (14.49)

En utilisant une démonstration analogue à celle utilisée par Mayergoyz dans [72],

nous avons obtenu la normalisation du champ électrique à l’intérieur et à l’extérieur

de la particule puis partout dans l’espace. La démonstration est reportée dans l’an-
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nexe G de ce manuscrit. On trouve







∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 = 2π(1− λi) (14.50a)
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2 = 2π(1 + λi) (14.50b)

et donc

∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 +
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2 = 4π . (14.51)

Cette relation sera utilisée dans le chapitre 15 consacré à la EMLDOS plasmo-

nique. Notons enfin que la normalisation du champ électrique est en fait imposée par

celle des modes propres géométriques donnée par (13.8). Il serait tout à fait possible

de redéfinir les modes propres géométriques (charges) (définis en fait à une constante

près) afin d’obtenir in fine une normalisation du champ électrique égale à l’unité

comme on le voit habituellement. Notons enfin que cette relation de normalisation

n’a pas été démontrée en plasmonique avant nos travaux.

14.3 Fonction de Green géométrique associée à

l’équation BEM

Nous allons dériver ici, pour la première fois, l’expression de la fonction de Green

associée à l’équation (13.4) en terme des modes propres géométriques σi(s). Cela

nous permettra, dans le chapitre 15, de définir une densité locale d’états géomé-

triques (GLDOS) de la particule et qui aura la particularité de ne dépendre que de

sa géométrie et pas de l’énergie ou des détails de la permittivité des milieux sous-

jacents. Comme nous le verrons, cette LDOS aura une interprétation physique très

simple en terme de nombre de modes propres géométrique accessibles à la particule

et sera valable quelque soit la nature des milieux, qu’ils soient dissipatifs ou pas 7.

7. Comme nous le verrons plus loin, une difficulté apparaîtra cependant lorsque nous definirons
la GLDOS puisque celle-ci sera naturellement définie dans le plan complexe sous-tendu par la
variable naturelle de ce problème qui n’est pas l’énergie mais la quantité complexe sans dimension
λ.
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Rappelons que la densité de charges induite à la surface de la particule en pré-

sence d’une densité volumique de charges extérieure est donnée par l’équation de

Fredholm de seconde espèce (on oublie de nouveau la notation PP qui désigne la

valeur principale de Cauchy)

2πλ(ω)σ(s, ω) = n · ∇φ∞(s, ω) +
∮

∂Ω
ds′ F (s, s′)σ(s′, ω). (14.52)

La fonction de Green géométrique g(s, s′′, λ) est définie comme étant la solution de

(14.52) où le terme source est remplacé par une source ponctuelle, c’est-à-dire par

une distribution de Dirac localisée à la surface de la particule

2πλg(s, s′′, λ)−
∮

∂Ω
ds′ F (s, s′)g(s′, s′′, λ) = δ(s− s′′). (14.53)

L’expression formelle de g(s, s′′, λ) peut être obtenue en développant cette fonction

en terme des modes propres géométrique σi(s) qui sont solution de l’équation (13.7)

g(s, s′′, λ) =
∑

i

ai(s′′, λ)σi(s). (14.54)

En substituant (14.54) dans (14.53), on obtient

2πλ
∑

i

ai(s′′, λ)σi(s)−
∑

i

ai(s′′, λ)
∮

∂Ω
ds′ F (s, s′)σi(s′) = δ(s− s′′), (14.55)

c’est-à-dire en utilisant l’équation (13.7)

2πλ
∑

i

ai(s′′, λ)σi(s)− 2π
∑

i

ai(s′′, λ)λiσ
i(s) = δ(s− s′′). (14.56)

En multipliant maintenant cette équation par τ j(s) puis en intégrant sur la surface

de la particule et en utilisant la propriété de bi-orthogonalité (13.15) entre les σi(s)

et les τ i(s) , on obtient

ai(s′′, λ) =
1

2π
τ i(s′′)
λ− λi

(14.57)

et finalement

g(s, s′′, λ) =
1

2π

∑

i

σi(s)τ i(s′′)
λ− λi

, (14.58)
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où d’après (13.15)

∮

∂Ω
ds σi(s)τ i(s) = 1. (14.59)

L’expression précédente donne de façon formelle la fonction de Green géomé-

trique en terme des modes propres géométriques (charges et dipôles) de la particule.

Comme les modes propres sont indépendants de l’énergie et de la permittivité des

milieux sous-jacents mais dépendent juste de la forme de la particule, la fonction de

Green géométrique ne dépend elle aussi que de la forme de la particule. Par ailleurs,

l’expression (14.58) est très similaire à une décomposition modale standard telle que

(14.33) mais avec cependant quelques différences : la fonction de Green géométrique

est définie uniquement à la surface de la particule et elle est donc intrinsèquement

liée à la physique des excitations de surface de la particule, alors que dans le cas stan-

dard, les fonctions de Green sont définies dans tout l’espace. De nouveau, l’énergie

ω ∈ R et les énergies propres ωi ∈ R sont remplacées respectivement par les quanti-

tés sans dimension 2πλ ∈ C et 2πλi ∈ R. Les modes propres qui apparaissent dans

le cas standard qui sont conjugués l’un de l’autre sont remplacés ici par des densités

de charges et de dipôles de surface qui sont définies par deux équations duales l’une

de l’autre.

Remarquons enfin que l’expression (14.58) a été dérivée par une méthode usuelle

[38] à partir d’une unique équation aux valeurs propres pour laquelle les modes

propres géométriques (charges et dipôles) sont les modes propres, alors que pour

dériver les expressions (14.31), (14.36), (14.41) et (14.44), nous n’avons pas explici-

tement utilisé d’équation aux valeurs propres pour laquelle le potentiel ou le champ

électrique seraient les modes propres avec les λi pour valeurs propres.

Ici, la correspondance avec une décomposition modale standard est résumée syn-

thétiquement par







ω ∈ R ↔ 2πλ ∈ C (14.60a)

ωi ∈ R ↔ 2πλi ∈ R (14.60b)

Ψi(r), r ∈ R
3 ↔ σi(s), s ∈ ∂Ω (14.60c)

Ψi(r)∗, r ∈ R
3 ↔ τ i(s), s ∈ ∂Ω. (14.60d)

Un point important à noter est que malgré les différences qui apparaissent dans
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toutes les décompositions modales dérivées plus haut (fonction de Green scalaire,

dyade de Green ou fonction de Green géométrique), elles ont toutes les mêmes pôles

simples qui sont les valeurs propres réelles λi.

Dans les chapitres 13 et 14, nous avons vu que nous pouvions définir, dans l’ap-

proximation non retardée et à partir de l’équation (13.4), un ensemble de modes

propres (quasistatique), appelés modes propres géométriques, définis à la surface de

la particule qui sont indépendants de l’énergie et de la nature des milieux (particule

et environnement) mais qui dépendent seulement de la géométrie de la particule.

Ces modes propres, qui représentent physiquement des charges σi(s) ou des dipôles

τ i(s) distribués à la surface de la particule, sont définis par deux équations aux

valeurs propres duales l’une de l’autre (mais avec les mêmes valeurs propres λi).

Nous avons vu aussi que les valeurs propres associées aux modes propres géomé-

triques ne sont pas les énergies, comme dans le cas standard, mais des quantités

réelles sans dimension qui ne dépendent, elles aussi, que de la forme de la particule.

Contrairement aux modes propres photoniques qui sont dérivés à partir de l’équa-

tion de Helmholtz dans le régime retardé, ces modes propres sont donc parfaitement

bien définis quelque soit la nature des milieux sous-jacents et en particulier dans

le cas de structures dissipatives telles que celles qui apparaissent en plasmonique.

Plusieurs expressions équivalentes de la fonction de Green scalaire et de la dyade

de Green ont pu être exprimées, sous forme d’une décomposition modale, en terme

du potentiel, du champ électrique ou du déplacement électrique dérivés à partir de

ces modes propres géométriques. Malgré quelques différences, toutes ces expressions

sont similaires à une décomposition modale standard telle que (14.33). Par ailleurs,

toutes les expressions obtenues ont permis de montrer aussi que les valeurs propres

λi associées aux modes propres géométriques sont des pôles simples de ces fonctions

de Green. Une nouvelle fonction de Green, appelée fonction de Green géométrique,

a été dérivée directement à partir de l’équation BEM (13.4), ce qui nous a permis

d’exprimer cette quantité en terme des modes propres géométriques (charges et di-

pôles) seulement et donc d’obtenir une quantité intrinsèquement liée aux excitations

propres créées à la surface de la particule qui ne dépend que de la géométrie de la

particule. En raison de son indépendance vis-à-vis de l’énergie et de la nature des

milieux constituants la particule et son environnement, la fonction de Green géomé-

trique nous servira, plus loin, à définir une densité locale d’états (LDOS) pour les
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modes propres géométriques en "oubliant" la variable énergie.

En photonique, la densité locale d’états électromagnétiques (EMLDOS) est ob-

tenue formellement en prenant la partie imaginaire de la dyade de Green (retardée)

pour le champ électrique. Lorsqu’on néglige la dissipation, la EMLDOS a une inter-

prétation physique très simple : en un point donné et à une énergie donnée, elle donne

le nombre de modes propres photoniques accessibles à la structure par unité d’éner-

gie [14]. Cette interprétation ne marche plus pour des structures dissipatives telles

que celles qui apparaissent en plasmonique, puisque dans ce cas les modes propres

photoniques, qui dépendent de la nature des milieux, ne sont plus clairement définis.

Nous allons dériver dans le prochain chapitre et pour la première fois, une expression

modale de la EMLDOS écrite en terme des modes propres géométriques pour un

système plasmonique réel dissipatif. Pour des raisons qui apparaîtront plus claires

après, un nouveau type de LDOS appelée pour les modes propres géométriques den-

sité locale d’états géométriques sera aussi définie à partir de la fonction de Green

géométrique par analogie avec la EMLDOS (définie à partir de la dyade de Green

pour le champ électrique) mais interprétée en terme de la variable complexe λ plutôt

qu’en terme de l’énergie et qui sera par conséquent définie dans le plan complexe et

non pas dans le plan réel comme la EMLDOS.





Chapitre 15

Densité locale d’états

électromagnétiques et densité

locale d’états géométriques

La simplicité est la sophistication

suprême.

Léonard de Vinci

Ici, nous allons reprendre l’expression modale (14.41) de la dyade de Green afin

d’obtenir une expression universelle de la densité locale d’états électromagnétiques

(EMLDOS) d’une particule de forme quelconque, écrite en terme des champs élec-

triques créés par les modes propres géométriques σi(s) et en présence de dissipation.

Comme nous le verrons plus loin, l’utilisation de notre formalisme nous permettra

ainsi de montrer clairement l’universalité de l’expression obtenue, c’est-à-dire sa

validité quelque soit la nature des milieux mis en jeu.

15.1 Densité locale d’états électromagnétiques

Considérons une particule constituée d’un matériau homogène décrit par la per-

mittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu homogène et infini de

permittivité ǫ2(ω). En utilisant le théorème fluctuation-dissipation, K. Joulain et al

ont montré dans [58] que la densité locale d’états électromagnétiques (EMLDOS)

d’une particule peut être formellement obtenue en prenant la partie imaginaire de

la dyade de Green du système 1. Afin d’être le plus général possible, nous considé-

1. Plus précisément, les auteurs montrent que la EMLDOS est la somme d’une contribution
électrique et d’une contribution magnétique. Dans la suite de cet exposé, nous oublierons la contri-
bution magnétique qui n’est pas pertinente au-dessus de la région infra-rouge et qui d’ailleurs
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rerons pour commencer toutes les composantes de la EMLDOS qui sont données

formellement par

←→ρ EM(r, ω) = −2ω
π
ℑ
{[←→

W bound(r, r, ω)
]}

. (15.1)

Comme nous le verrons plus loin, les trois composantes diagonales de←→ρ EM(r, ω)

sont directement liées aux quantités qui sont mesurées en EELS et en SNOM. Dans

la suite, nous ne considérerons par conséquent que ces composantes. En substituant

la décomposition modale (14.41) dans (15.1), on obtient

←→ρ EM
αα (r, ω) =←→ρ SP

αα(r, ω) +←→ρ beg
αα (r, ω) (15.2)

avec

←→ρ SP
αα(r, ω) =

1
2π2ω

∑

i

ℑ [−gi(ω)] |Ebound,i
α (r)|2 (15.3)

et

←→ρ beg
αα (r, ω) = − 1

2π2ω

∑

i

ℑ
[

− 1
ǫµ(ω)

]

|Ebound,i
α (r)|2 , (15.4)

où µ = 1 si r ∈ Ω1 et µ = 2 si r ∈ Ω2 et où la relation

1
ǫ(r′, ω)

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

= gi(ω)− 1
ǫµ(ω)

, µ = 1, 2 (15.5)

avec

gi(ω) =
2

ǫ1(ω)(1 + λi) + ǫ2(ω)(1− λi)
(15.6)

a été utilisée 2.

Le terme ←→ρ SP
αα(r, ω) est associé aux excitations de surface (plasmons de surface) de

la particule et ←→ρ beg
αα (r, ω) est appelé terme begrenzung et se manisfeste expérimen-

talement par une décroissance du signal EELS quand on s’approche des bords de la

n’intervient pas dans une expérience EELS : la EMLDOS pourra alors simplement être obtenue à
partir de la dyade de Green pour le champ électrique.

2. La fonction de réponse gi(ω) a aussi été introduite par F. J. García de Abajo dans [29].
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particule à la résonance plasmon de volume.

Alors que l’expression de la EMLDOS pour des structures photoniques est bien

connue (voir plus loin), notre formalisme nous a permis de dériver, pour la première

fois, une expression universelle de la EMLDOS pour n’importe quelle structures

plasmoniques incluant la dissipation en terme des modes propres géométriques de

la particule.

15.1.1 EMLDOS dans le modèle de Drude

Afin d’obtenir une expression plus intuitive de la EMLDOS et pour pouvoir

la comparer à la EMLDOS photonique, nous allons supposer que la particule est

plongée dans l’air : ǫ2(ω) = 1 et qu’elle est constituée d’un milieu décrit par le modèle

de Drude dissipatif : ǫ1(ω) = 1−ω2
p/ω(ω+iΓ) (ωp est la pulsation plasma du milieu et

Γ rend compte de la dissipation). A partir de maintenant, nous considérerons plutôt

la trace de la EMLDOS comme cela apparaît fréquemment dans la littérature. Après

quelques calculs, on trouve

ρSP(r, ω) ≡ Tr[←→ρ SP(r, ω)] ≡
∑

α=x,y,z

←→ρ SP
αα(r, ω)

=
1

2π2

∑

i

Γω̃2
i

Γ2ω2 + (ω2 − ω̃2
i )2 |Ebound,i(r)|2, (15.7)

où ωi = ωp√
2

√
1 + λi.

Dans la limite non dissipative, en utilisant l’identité lim
a→0

a
a2+x2 = πδ(x), l’expres-

sion (15.7) devient

ρSP(r, ω) =
1

4π

∑

i

δ(ω − ωi)|Ebound,i(r)|2, (15.8)

où la normalisation du champ électrique dans tout l’espace vaut 4π (voir l’annexe G).

L’expression (15.8) pour la EMLDOS non dissipative est similaire à la EMLDOS

bien connue en photonique [14] i.e., ρ(r, ω) =
∑

i δ(ω − ωi)|Ei(r, ωi)|2. Néanmoins,

quelques différences doivent être notées : dans le cas photonique, la EMLDOS est
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écrite en terme des champs électriques normalisés associés aux modes d’énergie de la

structure qui sont dérivés à partir de l’équation de Helmholtz et qui dépendents de

la nature des milieux sous-jacents, alors que l’expression (15.8) est écrite en terme

des champs électriques qui sont dérivés à partir de (13.7) dans l’approximation non

retardée et qui dépendent seulement de la géométrie de la particule. En photonique,

les modes propres d’énergie Ei(r, ωi) ne sont plus clairement définis en présence

de dissipation alors qu’en plasmonique, les modes propres géométriques qui inter-

viennent dans la EMLDOS sont définis quelque soit la nature des milieux et en

particulier dans un milieu dissipatif. Il est surprenant de noter qu’en photonique,

l’expression de la EMLDOS (non dissipative) est obtenu sans qu’aucun modèle pour

les permittivités diélectriques ne soit précisé alors qu’ici un modèle had doc (modèle

de Drude) a été spécifié pour décrire le milieu composant la particule. Notons aussi

que dans la limite non dissipative, une énergie d’excitation ωi peut être associée au

mode propre géométrique i comme s’il s’agissait d’une énergie propre pour ce mode

alors que la vraie valeur propre est plutôt λi. Dans ce cas, un mode propre géo-

métrique peut être considéré comme un “bon” mode propre d’énergie. Il n’est pas

surprenant de noter que cette correspondance devient ambiguë pour des structures

dissipatives puisque dans ce cas, la fonction delta piquée à ωi est remplacée par

une fonction Lorentzienne [voir Eq. (15.7)] et par conséquent une infinité d’énergies

d’excitation peut être associée à un seul mode propre géométrique. Expérimentale-

ment, cela implique une décroissance exponentielle (et par conséquent un temps de

vie fini) du mode propre géométrique excité sélectivement en injectant de l’énergie

dans le système (par exemple dans une expérience EELS), alors que l’on attend

d’un “bon” mode propre d’avoir un temps de vie infini après excitation. Dans la

section 15.2, nous définirons une LDOS pour les modes propres géométriques et les

valeurs propres λi en oubliant la variable standard “énergie”, ce qui nous permettra

de résoudre naturellement l’ambiguité précédente pour des systèmes dissipatifs.

15.1.2 Nombre total d’états accessibles à la particule

Afin de vérifier la validité des décompositions modales (15.3) et (15.4) et leur

indépendance vis-à-vis de la nature de la particule et de son environnement, nous

pouvons considérer de nouveau la trace de ←→ρ EM(r, ω) et calculer son intégrale sur

ω et r : ρEM ≡ ∫ dr ∫+∞
0 dω ρEM(r, ω). Pour la contribution associée aux excitations

de surface de la particule, on s’attend à ce que le résultat soit égal au nombre to-
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tal d’excitations de surface de la particule. Grâce à notre formalisme, nous allons

montrer cela sans introduire explicitement de dispersion en énergie des permittivi-

tés diélectriques des milieux sous-jacents, c’est-à-dire sans préciser la nature de ces

milieux (dissipatifs ou pas. . . ).

D’après (15.2), on a

ρEM = ρSP + ρbeg,1 + ρbeg,2, (15.9)

où

ρSP =
1

2π2

N∑

i=1

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ [−gi(ω)]

{∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 +
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2
}

;

(15.10)

ρbeg,1 = − 1
2π2

N∑

i=1

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫ1(ω)

]
∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 (15.11)

et

ρbeg,2 = − 1
2π2

N∑

i=1

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫ2(ω)

]
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2. (15.12)

Les intégrales sur ω sont calculées en utilisant la première relation de Kramers-

Kronig [39]. Après quelques calculs laborieux (voir l’annexe H), on trouve

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ [−gi(ω)] =

π

2
(15.13)

et les identités bien connues

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫ1(ω)

]

=
∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫ2(ω)

]

=
π

2
. (15.14)

En rassemblant les résultats précédents, on obtient finalement
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ρSP =
1

4π

N∑

i=1

{∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 +
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2
}

; (15.15)

ρbeg,1 = − 1
4π

N∑

i=1

∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2; (15.16)

ρbeg,2 = − 1
4π

N∑

i=1

∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2. (15.17)

Les intégrales sur r sont obtenues en utilisant les relations de normalisation du

champ électrique à l’intérieur et à l’extérieur de la particule qui sont dérivées dans

l’annexe G de ce manuscrit, c’est-à-dire







∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 = 2π(1− λi) (15.18a)
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2 = 2π(1 + λi) (15.18b)

et donc

∫

Ω1

dr |Ebound,i(r)|2 +
∫

Ω2

dr |Ebound,i(r)|2 = 4π. (15.19)

On obtient facilement

ρSP = N (nombre total de modes propres géométriques); (15.20)

ρbeg,1 = −1
2

N∑

i=1

(1− λi); (15.21)

ρbeg,2 = −1
2

N∑

i=1

(1 + λi). (15.22)

Comme attendu, nous obtenons le nombre total d’excitation de surface acces-

sibles à la particule (nombre total de modes propres géométriques) après intégration

de ρSP(r, ω). Par ailleurs, la contribution totale associée à l’effet begrenzung donne

ρbeg ≡ ρbeg,1 + ρbeg,2 = −N. (15.23)

Le signe négatif qui apparaît pour ρbeg n’est pas un artefact du calcul mais tra-
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duit le fait que les "états begrenzung" (dont les résonances sont à la même énergie

que celles des excitations de volume de la particule et de son environnement) ont

été "puisés" dans une réserve d’états disponibles et qu’il y en a autant (N) que de

modes propres géométriques. De plus, contrairement à ρSP (ou ρbeg), les expressions

(15.21) et (15.22) montrent que ρbeg,1 6= ρbeg,2 et que ces quantités dépendent de la

valeur propre géométrique sauf quand λi = 0 (cas d’une interface planaire séparant

deux milieux semi-infinis). De nouveau, notre formalisme nous a permis de dériver

ces nouveaux résultats qui n’avaient jamais été rapportés avant nos travaux, à notre

connaissance.

Finalement, ces calculs ont montré que le formalisme de la décomposition mo-

dale que nous avons développé depuis le chapitre 13 est parfaitement adapté pour

exprimer la EMLDOS (plasmonique) d’une structure quelconque en présence de

dissipation. La décomposition modale de la EMLDOS écrite en terme des champs

électriques créés par les modes propres géométriques (charges), nous a par ailleurs

permis de montrer que l’intégration sur l’énergie et les variables d’espace de la EML-

DOS, associée aux excitations de surface de la particule, donne bien le nombre total

d’états accessibles à la particule, quelque soit la nature des matériaux mis en jeu,

qu’ils soient dissipatifs ou pas.

15.2 Densité locale d’états géométriques

Nous allons montrer ici que nous pouvons utiliser la fonction de Green géo-

métrique définie par l’équation (14.53) pour obtenir la densité locale d’états géo-

métriques (GLDOS) de la particule, c’est-à-dire la LDOS pour les modes propres

géométriques. Contrairement à la EMLDOS “standard”, la GLDOS ne dépendra ni

de l’énergie 3 ni de la nature des milieux mis en jeu (particule et environnement)

et aura donc toujours la même interprétation physique, non ambiguë, quelque soit

la nature de ces milieux, qu’ils soient dissipatifs ou pas avec éventuellement une ou

plusieurs transitions interbandes. . .

3. L’énergie n’est d’ailleurs pas la variable naturelle de ce problème. L’équation (14.53) montre
en effet que c’est la variable complexe λ qu’il faut introduire naturellement bien que ce soit l’énergie
qui intervienne plutôt dans les expériences réalisées en nanooptique (EELS, SNOM. . . ).
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La fonction de Green géométrique peut s’écrire formellement en terme des modes

propres géométriques (charges et dipôles) sous la forme (voir la section 14.3)

g(s, s′, λ) =
1

2π

N∑

i=1

σi(s)τ i(s′)
λ− λi

, (15.24)

où N est le nombre total d’états de surface accessibles à la particule.

Comme nous l’avons dit plus haut, l’expression (15.24) est très similaire à une

décomposition modale standard dont l’expression générique est donnée par (14.33)

mais cependant une différence importante avait été notée : l’énergie (quantité réelle),

qui apparaît dans une décomposition modale standard et qui est la variable d’intérêt,

est remplacée ici par la quantité sans dimension λ qui est complexe pour des systèmes

physiques réels (dissipatifs), ce qui rend a priori difficile l’utilisation de la fonction de

Green géométrique pour exprimer formellement la GLDOS comme nous l’avons fait

pour exprimer la EMLDOS “standard” en terme de la dyade de Green du problème

(voir la section 15.1). Pour y arriver, nous pouvons cependant raisonner par analogie

à partir de l’expression de la EMLDOS “standard” en fonction de l’énergie dans le cas

où la dissipation n’est pas prise en compte, ce qui nous permettra de définir la LDOS

pour les modes propres géométriques (GLDOS) dans l’espace (complexe) sous-tendu

par la variable λ (et non pas par l’énergie). Pour une structure non dissipative décrite

par les champs électriques propres 4 Ei(r, ωi) et les énergies propres ωi, la densité

locale d’états électromagnétiques s’écrit [14]

ρ(r, ω) =
∑

i

δ(ω − ωi)|Ei(r, ωi)|2. (15.25)

La fonction δ(ω − ωi) où ω, ωi ∈ R, qui permet de compter un par un tous

les modes propres photoniques, doit être remplacée, dans notre formalisme, par son

analogue valable dans le “monde complexe”, c’est-à-dire

δ(ω − ωi)↔
1

λ− λi

. (15.26)

Cette analogie parraît plus évidente lorsqu’on remarque que δ(ω− ωi) et 1/(λ− λi)

4. Rappelons que ces champs électriques propres (appelés aussi modes propres photoniques ou
plus explicitement modes propres d’énergie) sont dérivés à partir de l’équation de Helmholtz (retar-
dée) dans le cas d’un système non dissipatif et que ces champs dépendent de la nature des milieux
mis en jeu [14].
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λ i
-1 1

γ
λ

0

ℑ

ℜ

γ
i

Figure 15.1 – Si on déforme le contour d’intégration γ en l’union de petits contours γi

enlaçant chacun les pôles simples λi alors

∮

γ
dλ g(s, s′, λ) =

∮

∪iγi

dλ g(s, s′, λ).

agissent de façon semblable sur une fonction arbitraire f , plus précisément

∫ +∞

0
dω δ(ω − ωi)f(ω) = f(ωi) et

∮

γi

dλ
f(λ)
λ− λi

= 2πi f(λi), (15.27)

où la dernière intégrale est définie dans la plan complexe et γi est un contour d’in-

tégration qui enlace le pôle simple λi. Il est maintenant plus clair que la fonction

de Green géométrique donnée par le développement (15.24) peut être utilisée pour

exprimer la densité locale d’états géométriques de la particule étudiée. L’intégration

sur l’énergie ω habituellement effectuée sur la EMLDOS pour obtenir le nombre

total d’états par unité de volume devra ici être remplacée par une intégration dans

le plan complexe par rapport à la variable λ avec un contour d’intégration, noté γ,

qui enlace le segment [−1, 1] dans lequel les pôles de g(s, s′, λ) prennent leur valeur.

Le résultat obtenu sera alors un nombre total d’états (géométriques) par unité de

surface. En raison de l’analycité de la fonction de Green géométrique 5 et selon le

théorème de Cauchy, si on déforme ce contour d’intégration en l’union de petits

contours γi enlaçant chacun les pôles simples λi, alors la valeur de l’intégrale ne

changera pas (voir Fig. 15.1). Nous avons successivement

5. La fonction de Green géométrique, vue comme une fonction de la variable complexe λ, est
en effet dérivable partout sauf en un nombre discrets de points λi.
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ℑ
[∮

γ
dλ g(s, s′, λ)

]

= ℑ
[∮

∪iγi

dλ g(s, s′, λ)
]

(15.28)

=
N∑

i=1

ℑ
[∮

γi

dλ g(s, s′, λ)
]

=
N∑

i=1

ℑ{2πi Res [g(s, s′, λ), λi]}

=
N∑

i=1

σi(s)τ i(s′), (15.29)

où Res donne le résidu de g(s, s′, λ) en λi. 6 Le calcul précédent montre que nous

pouvons obtenir formellement le nombre total d’états géométriques par unité de

surface de la particule ρGEO(s) en utilisant la relation

ρGEO(s) = ℑ
[∮

γ
dλ g(s, s, λ)

]

. (15.30)

Par ailleurs, l’intégration sur la surface de la particule donne le nombre total

d’états géométriques

∮

∂Ω
ds ρGEO(s) =

N∑

i=1

δii=1
︷ ︸︸ ︷∮

∂Ω
ds σi(s)τ i(s)

= N (nombre total de modes propres géométriques), (15.31)

où la propriété de bi-orthogonalité (13.15) entre les charges et les dipôles propres a

été utilisée.

Le calcul précédent a montré que la fonction de Green géométrique est tout à fait

adaptée pour exprimer formellement la densité locale d’états géométriques (GLDOS)

d’une particule. En raison des propriétés des modes propres géométriques (charges

et dipôles), la GLDOS est indépendante de la nature des milieux mis en jeu et ne

dépend que de la géométrie de la particule. Contrairement à la EMLDOS photonique

qui est exprimée en terme des modes propres photoniques (voir plus haut) mal définis

6. Par définition, Res [g(s, s′, λ), λi] = lim
λ→λi

(λ− λi)g(s, s′, λ), où λi est un pôle simple de g.
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en présence de dissipation, la GLDOS est exprimée ici en terme des modes propes

géométriques (charges et dipôles) parfaitement bien définis quelque soit la nature

des milieu et en particulier en présence de dissipation 7. Notons enfin, qu’ici, une

unique valeur propre (λi ∈ R) est associée au mode propre géométrique σi(s) (ou

τ i(s)) même en présence de dissipation (qu’elle soit importante ou pas) alors que

pour la EMLDOS plasmonique, une infinité d’énergies 8 peut être associée à un seul

de ces modes propres géométriques (voir la section 15.1.1). Finalement, le fait de

ne pas avoir eu à faire intervenir de dépendance en énergie a permis de résoudre

ce problème dans le cas de structures dissipatives telles que celles rencontrées en

plasmonique. Nous avons en fait utilisé la variable naturelle du problème λ ∈ C mais

le prix à payer pour l’utiliser, par analogie avec l’énergie pour la EMLDOS, a été de

définir la GLDOS dans le plan complexe sous-tendu par λ.

15.3 Lien entre les fonctions de Green standards

et la fonction de Green géométrique

Toutes les fonctions de Green standards que nous avons introduites précédem-

ment (fonction de Green scalaire et dyade de Green) peuvent être obtenues par

intégration et/ou dérivation de la fonction de Green géométrique (voir plus loin) la

plaçant ainsi au rang de fonction de Green génératrice et la rendant par conséquent

plus fondamentale que les autres fonctions de Green. Le diagramme ci-dessous ré-

sume de façon synthétique les différentes opérations à effectuer pour passer de l’une

à l’autre de ces fonctions de Green. Les quantités que l’on peut dériver à partir des

fonctions de Green et qui sont discutées dans ce manuscrit (EELS, SNOM. . . ) sont

indiquées à côté des fonctions de Green entre parenthèses :

7. Rappelons que ces modes propres géométriques ou plus précisément les champs électriques
associés à ces modes propres géométriques, nous avaient déjà servi pour exprimer la EMLDOS
d’une structure plasmonique en présence de dissipation (voir la section 15.1).

8. Rappelons que pour la EMLDOS, qu’elle soit définie pour une structure photonique ou
plasmonique, l’énergie est la variable naturelle du problème.
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g(s, s′, λ) (GLDOS)



y

1
ǫ(r′, ω)

∮

ds
∮

ds′ 1
|r − s| n′ · ∇′ 1

|r′ − s′|
G(r, r′, ω) (EELS)




y

1
4πω2

∇∇′

←→
W (r, r′, ω) (EELS, SNOM, EMLDOS)

Le diagramme ci-dessus implique naturellement que toutes les grandeurs que l’on

peut dériver à partir des fonctions de Green standards (EELS, SNOM, EMLDOS. . . )

peuvent s’exprimer, de façon plus ou moins complexe selon la grandeur considérée et

en faisant apparaître en général explicitement une dépendance en énergie, en terme

de la fonction de Green géométrique génératrice. La dépendance en énergie apparaît

lorsqu’une dispersion en énergie de la permittivité diélectrique des milieux mis en

jeu (particule et environnement) est précisée, autrement dit en précisant la nature

de ces milieux, ce qui arrive par exemple pour l’EELS et le SNOM où par nature

ces expériences sont décrites en terme d’énergie. Par ailleurs, comme nous le verrons

dans le chapitre 16, cette dispersion en énergie est à l’origine de la perte de cohérence

spatiale des modes propres géométriques.
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Dans ce chapitre, nous allons dériver différentes expressions de l’EELS et du

SNOM écrites en terme des modes propres géométriques. Plus précisément, ces ex-

pressions seront écrites en terme des modes propres géométriques explicitement, du

potentiel, du champ électrique et/ou du déplacement électrique dérivés à partir des

modes propres géométriques (charges et dipôles). La comparaison des expressions

obtenues pour l’EELS et le SNOM nous permettra alors de préciser ce qui est me-

suré dans ces deux types d’expériences, dans l’approximation non retardée. Alors

qu’aucune dépendance en énergie n’a été nécessaire pour exprimer la fonction de

Green géométrique [voir Eq. (14.58)] et la densité locale d’états géométriques [voir

Eq. (15.30)], les expressions pour l’EELS et le SNOM demanderont naturellement à

ce qu’une dépendance en énergie soit précisée, ce qui sera fait en introduisant une

dispersion en énergie de la permittivité diélectrique des milieux mis en jeu (parti-

cule et environnement), c’est-à-dire en précisant la nature physique de ces milieux

(dissipation. . . ) et la nature des excitations sous-tendues par ces milieux (plasmons,

transitions interbandes. . . ). Cette dépendance vis-à-vis de la nature des milieux sera

à l’origine de la perte de cohérence spatiale des modes propres géométriques, ce qui

sera discuté dans la section 16.4.
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16.1 Perte d’énergie d’un électron en présence

d’une particule dans l’approximation non re-

tardée

Dans la suite, on considére une particule constituée d’un matériau homogène dé-

crit par la permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu également

homogène, infini et de permittivité ǫ2(ω).

16.1.1 Formulation en terme de potentiel

Nous avons vu dans la section 3.3.2 que la probabilité de perte d’énergie d’un

électron rapide en présence d’une particule est donnée, dans l’approximation non

retardée, par la valeur moyenne de la partie imaginaire de la fonction de Green

induite pour le potentiel. Pour un électron voyageant suivant un axe Oz à la vitesse v

constante et en ne considérant que les contributions dues à la surface de la particule,

c’est-à-dire sans tenir compte de la contribution volumique, indépendante de la

géométrie de la particule étudiée 1

Γbound(R0, ω) = − 1
π

∫ ∞

−∞
dr′

∫ ∞

−∞
dr ℑ

[

ρext(r, ω)∗Gbound(r, r′, ω)ρext(r′, ω)
]

,

(16.1)

où

ρext(r, ω) = −1
v
δ(R−R0)eiω/vz (16.2)

est la densité volumique de charges associée à l’électron dans l’espace des fréquences

angulaires [voir Eq. (3.53)] et où on a posé r = (R, z) avec R = (x, y).

1. La contribution volumique est en fait toujours donnée par

Γbulk(ω) =
∑

j

2Lj

πv2
ℑ
[

− 1

ǫj(ω)

]

ln
(qcv

ω

)

,

où Lj est la longueur totale traversée par l’électron dans le milieu j et qc est le moment maximal
transféré dans le milieu et qui est en fait imposé par l’angle de collection du spectromètre utilisé
dans l’expérience [29]. Notons que cette expression est la même que celle que nous avons obtenue
pour un électron voyageant dans un milieu infini [voir Eq. (3.18)] et ne dépend pas de la forme de
la particule. Cette contribution ne jouera aucun rôle dans les prochaines discussions.



16.1 Perte d’énergie d’un électron en présence d’une particule dans
l’approximation non retardée 217

Dans la section 14.1, on avait montré que la décomposition modale de la fonction

de Green scalaire pouvait s’écrire en terme des potentiels

Gbound(r, r′, ω) =
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

φbound,i(r)φbound,i(r′)∗, (16.3)

où

p =







1 si r′ ∈ milieu extérieur (ǫ2)

−1 si r′ ∈ particule (ǫ1).
(16.4)

En remarquant de nouveau que

1
ǫ(r′, ω)

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

= gi(ω)− 1
ǫµ(ω)

, µ = 1, 2, (16.5)

où la fonction de réponse gi(ω) s’écrit

gi(ω) =
2

ǫ1(ω)(1 + λi) + ǫ2(ω)(1− λi)
, (16.6)

l’expression (16.3) peut s’écrire aussi sous la forme

Gbound(r, r′, ω) =
∑

i

[

gi(ω)− 1
ǫµ(ω)

]

φbound,i(r)φbound,i(r′)∗, µ = 1, 2 . (16.7)

Cette dernière écriture sera utile plus loin afin d’isoler plus facilement les différentes

contributions qui interviennent dans Γbound et ainsi pour pouvoir comparer les ex-

pressions obtenues à celles données dans la littérature.

En substituant la décomposition modale (16.7) dans l’expression (16.1) et en

utilisant (16.2), on obtient
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Γbound(R0, ω) =

− 1
πv2

∑

i

ℑ
[

gi(ω)
∫ +∞

−∞
dz φbound,i(R0, z)e−iω/vz

∫ +∞

−∞
dz′ φbound,i(R0, z

′)∗eiω/vz′

−
∫ +∞

−∞
dz φbound,i(R0, z)e−iω/vz

∑

µ=1,2

1
ǫµ(ω)

∫

Lµ

dz′ φbound,i(R0, z
′)∗eiω/vz′

]

,

(16.8)

où Lµ est la longueur traversée par l’électron dans le milieu µ. En effectuant l’inté-

gration sur z et z′, l’expression précédente implique que

Γbound(R0, ω) = ΓSP(R0, ω) + Γbeg(R0, ω), (16.9)

où

ΓSP(R0, ω) =
1
πv2

∑

i

ℑ[−gi(ω)] |φbound,i(R0, q)|2 (16.10)

et

Γbeg(R0, ω) =
1
πv2

∑

i

ℑ
[ ∫ +∞

−∞
dz φbound,i(R0, z)e−iω/vz

∑

µ=1,2

1
ǫµ(ω)

∫

Lµ

dz′ φbound,i(R0, z
′)∗eiω/vz′

]

,

(16.11)

avec q = ω/v et où φbound,i(R0, q) est la transformée de Fourier suivant z de

φbound,i(R0, z).

Le premier terme ΓSP 2 donne la probabilité qu’a l’électron de perdre l’énergie

ω en excitant les modes de surface de la particule et dont la position du (ou des)

maximum (maxima) 3 est donnée par celle de ℑ[−gi(ω)]. Le second terme Γbeg ap-

porte une contribution négative à la probabilité qu’a l’électron de perdre l’énergie

2. Attention car par “abus de notation”, nous notons cette contribution avec l’exposant "SP"
pour rappeler qu’elle peut être due à l’excitation des plasmons de surface de la particule mais
en fait cette contribution est plus générale que cela puisqu’elle concerne toutes les excitations de
surface accessibles.

3. Bien sûr ces maxima ne peuvent exister que si la dissipation dans la particule n’est pas trop
importante. . .
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ω en excitant les modes de volume dans les différents milieux traversés par l’élec-

tron incident. Cette contribution, dont la position des maxima est donnée par celle

de ℑ[−1/ǫµ(ω)]) et bien que due à la présence de la surface de la particule, doit

être ajoutée au terme correspondant à l’excitation des modes de volume (que nous

avions noté plus haut Γbulk). Cette diminution de Γbulk est appelée effet begrenzung

et se manifeste expérimentalement par une diminution du signal EELS quand on

s’approche des bords de la particule à la résonance plasmon de volume.

Trajectoire non pénétrante. Dans le cas particulier où la trajectoire de l’élec-

tron est non pénétrante, c’est-à-dire lorsque l’électron passe à côté de la particule,

l’expression (16.9) se simplifie et devient

Γbound(R0, ω) = − 1
πv2

∑

i

ℑ
[

gi(ω)− 1
ǫ2(ω)

]
∣
∣
∣φbound,i(R0, q)

∣
∣
∣

2
. (16.12)

Si de plus le milieu extérieur est non dissipatif, c’est-à-dire si ℑ [ǫ2(ω)] = 0 (air. . . ),

on obtient, en revenant aux notations initiales (avec p = 1)

Γbound(R0, ω) = − 1
πv2

1
ǫ2(ω)

∑

i

ℑ
[

1 + λi

λ(ω)− λi

]
∣
∣
∣φbound,i(R0, q)

∣
∣
∣

2
. (16.13)

16.1.2 Formulation en terme de densité de charges

Nous avons montré précédemment que nous pouvions exprimer Γbound(R0, ω) en

fonction du potentiel électrostatique φbound,i(R0, q) créé par le mode propre géomé-

trique (charge) σi(s). Nous allons dériver ici une autre expression de Γbound(R0, ω)

mais en l’écrivant explicitement en terme des σi(s). Afin d’obtenir des expressions

facilement interprétables et intuitives, les calculs seront effectués dès à présent pour

un électron ayant une trajectoire non pénétrante en prenant en compte l’effet be-

grenzung mais les résultats obtenus seront valables aussi dans le cas d’une trajectoire

pénétrante à condition de ne pas prendre en compte cet effet begrenzung, c’est-à-dire

en ne considérant que les termes associés à l’excitation des modes de surface ΓSP.

Cette situation pourra être obtenue à partir de la précédente par la substitution
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gi(ω)− 1
ǫ2(ω)

→ gi(ω) =
1

ǫ2(ω)
1 + λ(ω)
λ(ω)− λi

. (16.14)

Nous avons successivement (avec q = ω/v)

φbound,i(R0, q) =
∫ +∞

−∞
dz φbound,i(R0, z)e−iω/vz (16.15)

=
∫ +∞

−∞
dz e−iω/vz

∮

∂Ω
ds

σi(s)
|R0 + zẑ − s|

=
∮

∂Ω
ds σi(s)

∫ +∞

−∞
dz

e−iω/vz

|R0 + zẑ − s|

= 2
∮

∂Ω
ds σi(s) e−iω/vs‖

K0

(

ω|R0 − s⊥|
v

)

, (16.16)

où s⊥ est la composante de s perpendiculaire à la trajectoire de l’électron (dans

le plan xOy) et s‖ est la composante de s le long de la trajectroire de l’électron

(suivant Oz) soit s = (s⊥, s‖). ẑ est un vecteur unitaire porté par l’axe Oz et K0 est

la fonction de Bessel de seconde espèce d’ordre 0. Par conséquent, pour un électron

voyageant dans le milieu 2 extérieur

Γbound(R0, ω) = − 4
πv2

∑

i

ℑ

= gi(ω)− 1
ǫ2(ω)

︷ ︸︸ ︷
[

1
ǫ2(ω)

1 + λi

λ(ω)− λi

] ∣
∣
∣
∣
∣

∮

∂Ω
ds σi(s)e−iω/vs‖

K0

(

ω|R0 − s⊥|
v

)∣
∣
∣
∣
∣

2

.

(16.17)

Notons que l’expression (16.17) est une reformulation de celle obtenue par F.

J. García de Abajo dans [29] mettant en évidence le rôle séparé des σi(s) et de

l’interaction (représentée par K0). Cette expression et son analogue pour le SNOM

seront discutées plus loin.

16.1.3 Formulation en terme de champ électrique

Il est possible aussi d’exprimer la probabilité de perte d’énergie de l’électron

(ayant toujours une trajectoire selon l’axe Oz) en terme de la composante suivant z

du champ électrique : Ebound,i
z . Pour faire cela, remarquons que dans l’espace réel,

la composante suivant z du champ électrique s’écrit
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Ebound,i
z (r) = −∂φ

bound,i(r)
∂z

, (16.18)

ce qui devient dans l’espace de Fourier suivant z, avec q = ω/v et en posant r =

(R, z)

Ebound,i
z (R, q) = −iqφbound,i(R, q). (16.19)

En substituant maintenant l’expression de φbound,i(R, q) en fonction de Ebound,i
z (R, q)

dans la décomposition modale (16.12), on obtient

Γbound(R0, ω) = − 1
πω2

∑

i

ℑ

gi(ω)− 1
ǫ2(ω)

︷ ︸︸ ︷
[

1
ǫ2(ω)

1 + λi

λ(ω)− λi

]
∣
∣
∣Ebound,i

z (R0, q)
∣
∣
∣

2
(16.20)

soit encore

Γbound(R0, ω) = −4ℑ
[←→
W bound

zz (R0, q,R0,−q)
]

, (16.21)

où la décomposition modale (14.41) de la dyade de Green a été utilisée pour écrire

la relation (16.21). Nous retrouvons l’expression (3.64) que nous avions dérivée dans

la section 3.65 en suivant la méthode standard rapportée dans [13].

Le formalisme de la décomposition modale que nous avons développé nous a

permis de dériver différentes expressions de la probabilité de perte d’énergie d’un

électron en présence d’une particule de forme quelconque et constituée d’un maté-

riau quelconque. Les calculs effectués dans le cas particulier d’une interface planaire

séparant deux milieux semi-infinis et d’une interface sphérique sont reportés dans

l’annexe F de ce manuscrit : les expressions ainsi obtenues en utilisant notre for-

malisme sont identiques avec celles rapportées dans la littérature mais obtenues par

une méthode standard.

Contrairement à la décomposition modale de la fonction de Green géométrique

(14.58) ou de la GLDOS, les expressions précédentes de Γbound montrent clairement

une dépendance en énergie, en particulier à travers la permittivité diélectrique des

milieux qui constituent la particule et son environnement et malgré le fait que Γbound

ait pu être exprimée en terme des modes propres géométriques indépendants de
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l’énergie et de la nature des milieux mis en jeu. Comme nous l’avons évoqué plus

haut, la dispersion en énergie qui apparaît dans les permittivités est à l’origine de

la perte de cohérence spatiale des modes propres géométriques, ce qui sera précisé

et discuté à la fin de ce chapitre. Avant cela, nous allons maintenant reprendre les

calculs précédents dans le cas d’une expérience de microscopie optique de champ

proche (SNOM).

16.2 Microscopie optique de champ proche (SNOM)

Nous allons montrer ici que le formalisme que nous avons développé depuis le

chapitre 13 et qui nous a permis de dériver différentes expressions de la probabilité de

perte d’énergie d’un électron en terme des modes propres géométriques peut encore

être utilisé pour une expérience de microscopie optique de champ proche (SNOM).

Les différentes expressions dérivées nous permettront in fine de comparer l’EELS et

le SNOM et de préciser ce qui est mesuré dans ces deux types d’expériences large-

ment rencontrées en nanooptique [40].

Principe de base de la microscopie optique de champ proche. La microsco-

pie optique de champ proche permet de détecter localement l’information contenue

dans les composantes évanescentes du champ électromagnétique émis par un objet

illuminé, ce qui est rendu possible par l’utilisation d’une sonde locale la plus ponc-

tuelle possible positionnée à des distances nanométriques au-dessus de l’échantillon.

Alors que les composantes propagatives émises par l’objet sont associées aux dimen-

sions grossières de cet objet, les composantes évanescentes sont associées aux détails

sous-longueur d’onde [25] et leur détection permet donc d’accéder à ces détails et

d’obtenir une image de l’objet avec une résolution sous-longueur d’onde, c’est-à-dire

de dépasser la limite de diffraction imposée par le critère de Rayleigh bien connu en

optique.
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faisceau laser détection du signal 

détection du signal faisceau laser

fibre optique effilée

échantillon

(a) (b)

PSTM SNOM

Figure 16.1 – Les deux modes les plus utilisés en microscopie optique de champ proche.
(a) Mode détection : l’onde évanescente est détectée localement à l’aide d’une fibre optique
effilée (pointe) au-dessus de la surface (PSTM). (b) Mode illumination : l’objet est illuminé
avec l’onde non radiative formée à l’extrémité d’une fibre optique effilée et le signal est
détecté par transmission sous la surface (SNOM). Schéma adapté de [14].

Deux modes sont généralement utilisés :

• le mode détection : l’onde évanescente est détectée localement à l’aide d’une fibre

optique effilée au-dessus de la surface (PSTM) ;

• le mode illumination : l’objet est illuminé avec l’onde non radiative formée à l’ex-

trémité d’une fibre optique effilée et le signal est détecté par transmission sous la

surface (SNOM). Dans ce mode, le couplage du champ proche optique avec l’objet

conduit à la formation d’une onde propagative détectée par transmission.

Il est montré dans [14] que le signal SNOM est une mesure de la densité locale

d’états électromagnétiques de la particule étudiée (EMLDOS). Ce résultat est ana-

logue à celui que nous avions dérivé dans la section 3.4 où nous avions montré que

le signal EELS est une mesure de la EMLDOS de la particule étudiée mais évaluée

dans l’espace des moments suivant la trajectoire de l’électron incident.

16.2.1 Formulation en terme de champ électrique

On peut montrer que le signal détecté dans une expérience SNOM est proportion-

nel à la valeur moyenne temporelle de la densité d’énergie émise dans tout l’espace

par la particule sondée [14]. Si la sonde est modélisée par un dipôle oscillant à la
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fréquence angulaire ω, c’est-à-dire de la forme p(t) = p0 cos(ωt), situé à la position

r = (R0, z) et orienté dans la direction α = x, y ou z, alors le signal détecté s’écrit,

en ne considérant que la contribution due à la présence de la particule [14]

Ssnom(r, ω) = −2πω3p2
0αℑ

[←→
W bound

αα (r, r, ω)
]

, (16.22)

où
←→
W bound est la dyade de Green pour le champ électrique 4. En utilisant la dé-

composition modale (14.41) de la dyade de Green, en supposant que le dipôle-sonde

oscille dans la direction z et est plongé dans l’air, c’est-à-dire en prenant ǫ2(ω) = 1

et p = 1, l’expression du signal mesuré en SNOM devient

Ssnom(R0, z, ω) = −ω
2
p2

0z

∑

i

ℑ
[

1 + λi

λ(ω)− λi

]

|Ebound,i
z (R0, z)|2 (16.23)

avec ici

λ(ω) =
1 + ǫ(ω)
1− ǫ(ω)

, (16.24)

où ǫ(ω) est la permittivité diélectrique de la particule.

Notons, que l’expression (16.23) où SNOM ∝ |Ebound,i
z (R0, z|2 est très similaire

à celle que l’on rencontre en photonique [14] mais n’avait jamais été exprimée avant

en plasmonique en terme des modes propres géométriques. Notons cependant, qu’en

photonique, cette expression est écrite terme des modes propres photoniques ob-

tenus à partir de l’équation de Helmholtz dans le cas retardé et en l’absence de

dissipation alors qu’ici notre expression est écrite en terme des modes propres géo-

métriques obtenus à partir de l’équation BEM dans l’approximation non retardée

et reste valable même en présence de dissipation 5. Pour une position R0 fixée, le

paramètre “expérimental” z (distance sonde-particule) peut être modifié à volonté

par l’expérimentateur. Par ailleurs, le signal mesuré dans une expérience de spectro-

4. Attention car dans [14], la convention utilisée pour définir la dyade de Green n’est pas la

même que la nôtre. En notant
←→
S la dyade de Green utilisée dans [14], elle est reliée à la nôtre par

la relation
←→
W = − 1

4πω2

←→
S .

5. Cette remarque s’applique aussi, comme nous l’avons vu plus haut, aux expressions des
EMLDOS photonique et plasmonique.
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scopie de perte d’énergie des électrons (EELS), est aussi une fonction du carré du

champ électrique mais celui-ci est évalué dans l’espace des moments suivant z (après

une transformée de Fourier suivant z (pour des éléctrons incidents qui se propagent

suivant l’axe Oz), c’est-à-dire que EELS ∝ |Ebound,i
z (R0, ω/v)|2 [voir Eq. (16.20)] et

dans ce cas, c’est le paramètre q = ω/v qui peut être modifié par l’expérimentateur

en changeant la vitesse v des électrons incidents.

16.2.2 Formulation en terme de densité de charges

Il est facile de dériver une expression du signal SNOM en terme des densités

de charges propres σi(s) (modes propres géométriques) à partir de (16.23), en effet

nous avons

Ebound,i
z (R0, z) = −

[

∂

∂z

∮

∂Ω
ds

σi(s)
|r − s|

]

r=(R0,z)

(16.25)

=
∮

∂Ω
ds σi(s)

z − sz

[(x0 − sx)2 + (y0 − sy)2 + (z − sz)2]3/2

=
∮

∂Ω
ds σi(s)

z − s‖
[

|R0 − s⊥|2 + (z − s‖)2
]3/2

, (16.26)

où R0 = (x0, y0) et s = (s⊥, s‖) et donc

Ssnom(R0, z, ω) = −ω
2
p2

0z

∑

i

ℑ
[

1 + λi

λ(ω)− λi

]
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∮

∂Ω
ds σi(s)

z − s‖

[|R0 − s⊥|2 + (z − s‖)2]3/2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

.

(16.27)

La décomposition modale (16.27) peut être comparée à celle que nous avons

obtenue précedemment pour l’EELS [voir Eq. (16.17)]. Ces expressions, écrites en

terme de σi(s), montrent que dans une expérience EELS ou SNOM, le signal mesuré

est une “image” de la densité de charges propre à la surface de la particule mais

convoluée 6 par un noyau qui est différent en EELS et en SNOM mais avec cependant

la même origine physique (due à l’interaction coulombienne). Notons cependant, qu’à

6. Le produit de convolution entre deux fonctions f(x, y, z) et g(x, y, z) est la fonction (f ∗
g)(x, y, z) =

∫

dx′dy′dz′f(x′, y′, z′)g(x− x′, y − y′, z − z′).
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cause du carré qui intervient dans les expressions (16.17) et (16.27), l’EELS et le

SNOM ne mesurent pas exactement la densité de charges convoluée mais plutôt la

norme au carré de cette densité de charges convoluée, ce qui rend difficile la résolution

du problème inverse, c’est-à-dire la détermination exacte des densités de charges à

partir des cartes EELS ou SNOM expérimentales, en faisant une déconvolution des

données (ce point sera rediscuté plus loin). En coordonnées cartésiennes, les noyaux

de convolution pour l’EELS et le SNOM s’écrivent d’après (16.17) et (16.27)







Beels(x, y, z) = ei ω
v

zK0

(
ω

v

√

x2 + y2

)

(16.28a)

Bsnom(x, y, z) =
z

(x2 + y2 + z2)3/2
. (16.28b)

Notons enfin que la position en énergie des résonances est la même en EELS et en

SNOM et est donnée par les maxima de ℑ[−gi(ω)].

Nous résumons ci-dessous, de façon synthétique, les différentes expressions équi-

valentes que nous avons obtenues pour l’EELS et le SNOM (afin de simplifier les

notations, nous n’avons pas écrit explicitement les préfacteurs devant les expressions)

EELS ∼







∑

i

ℑ [−gi(ω)]

∣
∣
∣
∣
∣

∮

ds σi(s)e−iω/vs‖

K0

(

ω|R0 − s⊥|
v

)∣
∣
∣
∣
∣

2

∑

i

ℑ [−gi(ω)]
∣
∣
∣φbound,i(R0, q)

∣
∣
∣

2

∑

i

ℑ [−gi(ω)]
∣
∣
∣Ebound,i

z (R0, q)
∣
∣
∣

2

et

SNOM ∼







∑

i

ℑ [−gi(ω)] |Ebound,i
z (R0, z)|2

∑

i

ℑ [−gi(ω)]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∮

ds σi(s)
z − s‖

[|R0 − s⊥|2 + (z − s‖)2]3/2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

.
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16.3 Discussion EELS/SNOM

Nous sommes maintenant en mesure de discuter le lien qui existe entre les signaux

expérimentaux obtenus en EELS et en SNOM et les densités de charges propres σi(s)

du système étudié. Il est maintenant bien connu que la grandeur mesurée dans une

expérience d’EELS ou de SNOM est liée à la densité locale d’états électromagné-

tiques (EMLDOS) de la particule [14, 117]. Dans le cas où les excitations sont des

photons, la EMLDOS a une décomposition modale unique et l’interprétation de

cette quantité en terme de distribution spatiale des modes propres photoniques est

aisée. Dans le cas d’une excitation de surface dans l’approximation non retardée,

pour laquelle aucune décomposition modale en terme de modes propres n’était dis-

ponible avant ce présent travail, les choses sont un peu plus difficiles. En effet, il

s’avère que trois différentes décompositions modales peuvent être utilisées de façon

équivalente mais avec une signification physique différente. Malgré ces différences,

la position des maxima de ces trois expressions, à la fois en EELS et en SNOM, est

donnée par celle de ℑ[−gi(ω)]. Cependant, les expressions (16.13) et (16.20) pour

l’EELS semblent montrer que l’EELS est une bonne mesure du carré du potentiel ou

du carré du champ électrique suivant z créé par σi(s), mais évalué cependant dans

l’espace des moments, suivant la direction de propagation des électrons incidents.

De la même façon, l’expression (16.23) pour le SNOM montre que le SNOM est une

bonne mesure du carré du champ électrique suivant z évalué dans l’espace réel. De

plus, l’EELS et le SNOM peuvent aussi être directement liés à la densité de charges

propre à travers une convolution [voir Eqs. (16.17) et (16.27)]. Toutes ces descrip-

tions équivalentes doivent être confrontées aux problèmes d’interprétation soulevés

par quelques chercheurs sur le fait de savoir si l’EELS est une bonne mesure de la

z-EMLDOS ou du potentiel dans l’espace réel [73].

La relation entre ces trois expressions est plus intuitive dans le cas particulier

d’une nanoparticule plate dont le plan de symétrie est perpendiculaire à z (telle que

celle montrée en Fig. 16.2). Notons que ce type de nanoparticules est très répandu

en nanoplasmonique. De plus, les résultats expérimentaux les plus marquants sont

obtenus avec ces structures dont la symétrie est particulièrement bien adaptée à

la géométrie de l’expérience. Dans ces nanoparticules, les arguments de symétrie

conduisent directement à l’existence de deux familles de modes : ceux à basse énergie

sont symétriques en charge par rapport au plan de symétrie horizontal de la structure
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Figure 16.2 – Simulations numériques BEM réalisées dans l’approximation non retardée
pour une nanoparticule plate d’argent plongée dans l’air (rapport d’aspect = 15). Elles
donnent les densités de charges propres (la face et la tranche de la particule sont représen-
tées) (échelle de couleur : min < 0 et max > 0), l’EELS (min = 0) pour différentes vitesses
des électrons incidents (v = c/2 et v = 2c/3), le SNOM (min = 0) pour un dipôle-sonde
situé à une distance d au-dessus de la particule (d = 5 nm et d = 40 nm) et la distribution
spatiale du potentiel (|φ|2) au-dessus de la particule pour chaque mode calculé. L’énergie
a été calculée en utilisant la relation ωi = ωp/

√
2
√

1 + λi valable lorsque la particule est
décrite par un modèle de Drude non dissipatif. Le rapport des intensités vaut (par ordre
croissant d’énergie) pour l’eels [v = c/2 : 1|0.8|1 et v = 2c/3 : 1|0.8|1.1] ; pour le snom [d
= 5 nm : 1|0.3|0.8 et d = 40 nm : 1|0.03|1].

(modes S) et ceux de haute énergie sont antisymétriques (modes A).

Nous voyons en figure 16.2 qu’à la fois les modes S et A sont associés à la création

d’une onde stationnaire pour la densité de charges (onde stationnaire plasmonique).

Le cas d’une nanoaparticule plate, qui implique que s‖ ≪ v/ω, rend plus intuitif

l’expression (16.17) où l’on voit alors mieux que le signal EELS est donné par le carré
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d’une convolution de la densité de charges (qui est maintenant une fonction 2D) :

une image EELS filtrée à l’énergie du mode i est une image du carré de la convo-

lution de la distribution spatiale de la densité de charges. Comme attendu d’après

de précédents travaux sur la délocalisation inélastique, la convolution est d’autant

plus faible que la vitesse des électrons incidents est petite et cela est vrai à la fois

pour les modes S et A. Autrement dit, la délocalisation du signal inélastique, due

à l’interaction coulombienne, s’interprète ici comme une convolution de la densité

de charges propre. Il est nécessaire ici de faire quelques remarques. Premièrement, à

cause de la dépendance en énergie du noyau de convolution, ce dernier est différent

pour chaque mode. Pratiquement, cela signifie que nous ne pouvons pas comparer

quantitativement la distribution spatiale de la densité de charges dans le plan x− y
de la particule pour deux modes différents si on n’a pas d’estimation a priori des

différents noyaux de convolution pour ces deux modes. Deuxièmement, les maxima

observés dans les images EELS filtrées peuvent être décalés par rapport à ceux des

densités de charges propres, comme cela a été observé expérimentalement et numé-

riquement dans des systèmes plats courbés [59]. En effet, la présence du module au

carré dans l’expression (16.17) affecte les densités de charges convoluées, conduisant

à des interférences non triviales entre différentes parties de la distribution spatiale

des densités de charges et donc aussi une distribution spatiale du signal EELS non

triviale (idem en SNOM). Nous voyons ici les limites sur la possibilité de comparer

l’EELS ou le SNOM directement à la densité de charges plutôt qu’au potentiel ou

au champ électrique. En particulier, la présence du module au carré après convo-

lution implique qu’il est très difficile d’extraire la densité de charges à partir des

cartes EELS (ou SNOM) par un processus de déconvolution puisque le noyau de

convolution 7 est en fait très difficile à déterminer (phase inconnue. . . ). Néanmoins,

comme le montre la figure 16.2, le SNOM et moins trivialement l’EELS donnent

une image assez proche de la distribution spatiale de la densité de charges dans le

plan de symétrie (horizontale) de la particule quelque soit la symétrie des modes.

Dans le cas de nanoparticules non plates, la convolution est moins simple à cause du

manque d’adéquation entre la géométrie expérimentale et la symétrie de la particule.

Il a été rapporté dans [13] et [73] que nous pouvons trouver un plan au-dessus

de la particule étudiée dans lequel la distribution spatiale de la z-EMLDOS filtrée

7. Plus précisément “les noyaux de convolution” puisqu’il y en a un par mode.
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à l’énergie du mode i (∼ |Ei
z(x, y, z)|2) ou du potentiel (|φi(x, y, z)|2) mime très

bien la distribution spatiale du signal EELS malgré le fait que l’EELS soit une

mesure du champ électrique selon z (|Ei
z(x, y, q)|2) ou du potentiel (|φi(x, y, q)|2)

mais évalué dans l’espace des moments suivant z (voir plus haut). Notre formalisme

permet d’interpréter ce fait, surprenant a priori, dans le cas d’une nanoparticule

plate. En effet, dans l’approximation non retardée, le potentiel est une fonction

symétrique et monotone de z de chaque côté de la particule. L’extension spatiale

selon z a quasiment la forme d’une exponentielle décroissante avec une longueur

de décroissance de l’ordre de la longueur d’onde de l’excitation dans le plan x − y
de la particule et qui dépend de l’ordre du mode : φi(x, y, z) ∼ Φi(x, y)e−kiz. Le

gradient selon z du potentiel [i.e., Ei
z(x, y, z)] ou sa transformée de Fourier selon z

[i.e., φi(x, y, q) ∼ Ei
z(x, y, q)] donne des fonctions qui ont toutes la même distribution

spatiale dans le plan de la particule donnée par Φi(x, y) (cette fonction de x et y

contient, par ailleurs, toute l’information physique sur l’excitation associée au mode

i ce qui n’est bien sûr pas le cas de la fonction exponentielle décroissante qui décrit

l’évolution du potentiel suivant z) et la même décroissance exponentielle selon z. Par

conséquent, pour des nanoparticules plates, le signal EELS (ou SNOM) est similaire

à la distribution spatiale, dans un plan au-dessus de la particule (pourvu que z 6= 0

puisque dans ce cas le champ électrique est nul pour les modes symétriques (modes

S) alors que le potentiel est non nul), à la fois au champ électrique suivant z (donc

à la z-EMLDOS) et au potentiel si bien que dans ce cas, la transformée de Fourier

n’est en fait pas nécessaire (voir Fig. 16.2).

16.4 Discussion sur la cohérence spatiale

Nous allons maintenant discuter la perte de cohérence spatiale des modes propres

définis par l’équation (13.7). Cette équation donne un ensemble de modes propres

géométriques σi(s) ayant chacun une valeur propre λi parfaitement définie quelque

soit la nature des milieux constituants la particule et son environnement qu’ils soient

ou non dissipatifs. Comme exemple, la figure 16.3 (a) montre la distribution spatiale

de six modes propres géométriques consécutifs d’une nanoantenne. Ces distributions

spatiales sont totalement indépendantes des milieux mis en jeu mais dépendent

seulement de la géométrie de la particule et naturellement du mode i considéré. Cela

signifie que pour des structures ayant la même forme, à la fois les λi et les σi(s)
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Figure 16.3 – (a) Calculs BEM non retardés de six modes propres géométriques (charges)
d’une nanoantenne. (b) Représentation graphique de la fonction ℑ[−gi(ω)] pour la na-
noantenne plongée dans l’air et décrite par un modèle de Drude dissipatif : ǫ1(ω) =
1−ω2

p/ω(ω+iΓ). (c) Calculs BEM de la EMLDOS (ρSP(r, ω)]) filtrée autour d’une énergie
donnée à 30 nm au-dessus de la particule. Echelle de couleur : pour les charges propres :
min < 0 et max > 0 et pour la EMLDOS : min, max > 0.

seront identiques quelque soit le type d’excitations (transitions interbandes, excitons,

plasmons. . . ) et la nature des milieux (dissipatifs ou pas. . . ). Cela semble être en

contradiction avec les expériences pour lesquelles on s’attend, par exemple, à ce que

les distributions spatiales soient bien définies pour des plasmons de surface seulement

dans de bons métaux et pas dans de mauvais métaux ou des isolants, autrement dit

que les résultats expérimentaux dépendent du milieu étudié et pas seulement de sa

géométrie. Cette contradiction apparente est due au fait, que dans les expériences

(EELS ou SNOM par exemple), ce ne sont pas directement les densités de charges

propres qui sont mesurées mais plutôt des quantités proches de la EMLDOS filtrée

autour d’une énergie donnée.

La section 15.1 a montré que nous pouvions exprimer la EMLDOS sous la forme

d’une décomposition modale en terme des champs électriques créés par les modes

propres géométriques σi(s) (idem pour l’EELS et le SNOM). Pour une énergie don-

née, le poids apporté à chacun des champs associé au mode i est donné par ℑ[−gi(ω)]

[voir Fig. 16.3 (b)], où la fonction de réponse gi(ω) dépend de l’énergie à travers la

permittivité diélectrique des milieux constituants la particule et son environnement

et du mode. Pour un matériau donné (ayant une permittivité diélectrique donnée) et

à une énergie donnée, si le poids du mode propre géométrique i domine sur le poids

des autres modes (i−1, i+1 . . .) dans la décomposition modale, alors la distribution

spatiale du mode i sera clairement identifiée dans la EMLDOS filtrée en énergie [voir
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Figure 16.4 – (a) Calculs BEM non retardés de six modes propres géométriques (charges)
d’une nanoantenne. (b) Représentation graphique de la fonction ℑ[−gi(ω)] pour la na-
noantenne plongée dans l’air et décrite par un modèle de Drude dissipatif : ǫ1(ω) =
1−ω2

p/ω(ω+iΓ). (c) Calculs BEM de la EMLDOS (ρSP(r, ω)]) filtrée autour d’une énergie
donnée à 30 nm au-dessus de la particule. Echelle de couleur : pour les charges propres :
min < 0 et max > 0 et pour la EMLDOS : min, max > 0.

Fig. 16.3 (c) autour de ω = 8.12 eV]. Au contraire, si deux ou plusieurs modes se

recouvrent, c’est-à-dire dans le cas où plusieurs modes sont excités avec des poids

similaires, dans la limite de résolution expérimentale, les distributions spatiales cor-

respondantes s’additionneront de façon incohérente dans la EMLDOS impliquant

une perte de cohérence spatiale des modes propres géométriques (ou plus explici-

tement un brouillage de la EMLDOS) [voir Fig. 16.3 (c) autour de ω = 9.17 eV].

C’est par conséquent la relation de dispersion des permittivités diélectriques) déter-

minant l’évolution de ℑ[−gi(ω)], ∀i (amplitude, largeur à mi-hauteur, distance entre

les maxima. . . ), qui sera à l’origine, dans les expériences, d’une différence entre dif-

férents types de matériaux étudiés. Evidemment, la perte de cohérence temporelle,

due à la dissipation dans les matériaux (augmentation de la largeur à mi-hauteur de

ℑ[−gi(ω)]), induira un mélange de plusieurs modes à la même énergie et par consé-

quent une perte de cohérence spatiale. Cependant, un effet peut-être plus subtil doit

être noté : même pour un matériau métallique (idéal) non dissipatif, tous les ωi (tels

que λ[ǫ(ωi)] = λi) tendent vers la même énergie (l’énergie du plasmon de surface à

l’interface entre deux milieux semi-infinis correspondant à λi = 0) quand i tend vers

l’infini. Proche de cette limite, la densité d’états diverge (la courbe de dispersion de

l’excitation devient horizontale comme le montre la figure 2.4), si bien que même

avec une très bonne résolution expérimentale mais nécessairement finie, la perte de

cohérence spatiale apparaîtra toujours à grand i.
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Finalement, dans le cas de matériaux plus complexes, il est remarquable de noter

que pour la même valeur propre λi, il peut lui être associé différentes énergies ωi ou

même un continuum d’énergie par ce que ℑ[−gi(ω)]) peut avoir plusieurs maxima

en énergie. Dans le cas simplifié d’une particule constituée d’un matériau homo-

gène décrit par un modèle de Drude-Lorentz prenant en compte la présence d’une

transition interbande, à chaque λi correspond deux pics en énergie [voir Fig. 16.4

(b)]. Dans ce cas, il est remarquable de noter que le second pic, dû à la transition

interbande, ne disperse plus à partir d’une certaine énergie et s’empilent, ici, autour

de ω = 2.51 eV, contrairement aux pics principaux dus aux excitations de surface de

la particule [voir Fig. 16.4 (b)]. La perte de coherence spatiale des modes propres

géométriques apparaît ici autour de 2.5 eV là où les pics secondaires s’empilent [voir

Fig. 16.4 (c)] mais aussi, comme précédemment, à haute énergie là où la densité de

modes devient importante, c’est-à-dire ici typiquement pour des énergies ω > 5.3 eV

comme le montre les figures 16.4 (b-c).

Nous avons finalement montré que la relation de dispersion en énergie des permit-

tivités diélectriques des milieux mis en jeu est responsable de la perte de cohérence

spatiale des modes propres géométriques (ou plus explicitement d’un brouillage de

la EMLDOS filtrée en énergie) et des différences qui peuvent être observées dans

les images EELS ou SNOM filtrées en énergie bien que ces quantités expérimentales

aient pu être exprimées, comme on l’a vu plus haut, en terme des modes propres

géométriques qui eux sont par nature indépendants de l’énergie et de la nature des

milieux sous-jacents. Le cas simpliste d’une particule constituée d’un matériau ho-

mogène décrit par un modèle de Drude dissipatif a montré qu’une seule résonance

en énergie peut être associée à chacune des valeurs propres géométriques de la par-

ticule. Dans ce cas, la perte de cohérence spatiale apparaîtra toujours à grand i,

c’est-à-dire à des énergies (élevées) où la densité d’états commence à diverger, mais

aussi à plus basse énergie à cause de la dissipation. Enfin dans le cas plus complexe

où la particule est constituée d’un matériau décrit par un modèle de Drude-Lorentz

dissipatif incluant une transition interbande, deux résonances en énergie peuvent

être associées à chacune des valeurs propres géométriques de la particule. Comme

dans le cas précédent, la perte de cohérence spatiale apparaîtra toujours à grand i

ou à plus basse énergie à cause de la dissipation mais aussi autour de l’énergie où

tous les pics secondaires, dus à la transition interbande, s’empilent.





Conclusions générales et

perspectives

Mon travail de thèse s’est divisé en une partie expérimentale, une partie de

simulations numériques et une partie théorique :

• Dans la partie expérimentale, nous avons cartographié dans le domaine spectral

du visible et du proche infra-rouge les premières résonances de surface de quatre

split-ring resonators (SRRs) individuels en argent de tailles et de formes légère-

ment différentes et fabriqués par N. Feth et al en Allemagne par une technique de

lithographie électronique adaptée à une étude par spectroscopie de perte d’éner-

gie des électrons (EELS). Les différents échantillons ont ainsi pu être étudiés par

EELS dans un microscope électronique à transmission à balayage au LPS. Cette

étude expérimentale a été complétée par des simulations numériques réalisées dans

les cas retardé par V. Myroshnychenko et al en Espagne et dans l’approximation

non retardée par moi-même. Ces expériences ont montré que la distribution spa-

tiale des plasmons de surface (densités de charges plasmonique) dans les SRRs

est similaire à celle d’une onde stationnaire d’une nanoantenne de même section

et de même longueur, alors que la distribution spatiale du champ électrique et

donc du signal EELS est différente dans les SRRs à cause de leur forme recour-

bée par rapport à celle d’une nanoantenne. Le couplage entre les deux pattes du

SRR introduit par ailleurs un espacement en énergie différent entre les modes pris

successivement, alors que la séparation en énergie entre les modes symétriques en

charge d’une part et les modes antisymétriques d’autre part d’une nanoantenne

peut encore être maintenue dans un SRR. Les résultats expérimentaux que nous

avons obtenus ont été publiés dans [59].

La déconvolution des spectres après acquisition des données a été nécessaire pour

augmenter à la fois la résolution en énergie et le rapport signal sur fond permet-

tant de détecter plus clairement les pics proches du pic élastique et de très faible

amplitude dans les spectres EELS et en particulier, ici, pour détecter la première

résonance des SRRs. Le dispositif expérimental utilisé (microscope et spectro-
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mètre) pourrait être amélioré en utilisant un microscope muni d’un monochroma-

teur afin de limiter les effets de polychromaticité du faisceau d’électrons incident

responsables de la dégradation de la résolution en énergie. Ce nouveau dispositif

permettrait ainsi d’améliorer grandement la résolution en énergie à quelques meV

sans avoir à déconvoluer les spectres. Il serait alors possible d’extraire en EELS

la largeur naturelle (et donc le temps de vie) des résonances détectées sans être

limité par les effets de polychromaticité qui imposent une largeur des résonances

beaucoup plus grande que leur largeur naturelle.

Ce travail, qui a permis de cartographier les premières résonances de surface de

SRRs individuels, devrait maintenant donner des renseignements utiles sur les

métamatériaux constitués par ces SRRs. Par ailleurs, la technique expérimentale

et les outils numériques que nous avons proposés peuvent être désormais appliqués

à toutes les structures fabriquées par lithographie électronique, ouvrant ainsi la

voie à une caractérisation complète du champ proche optique d’un vaste ensemble

de métamatériaux.

• Dans la partie consacrée aux simulations numériques, mon travail a consisté à im-

plémenter les équations BEM dans l’approximation non retardée en m’appuyant

sur les travaux de F. J. García de Abajo et al [29]. Ces équations ont été implé-

mentées et résolues en utilisant la méthode de Galerkin dans le logiciel commercial

COMSOL. Ce travail a été appliqué au cas des SRRs ce qui a permis, en com-

plément des simulations numériques retardées réalisées par V. Myroshnychenko,

d’interpréter nos résultats expérimentaux. Au-delà de ces expériences, ce travail

d’implémentation numérique permet désormais au groupe STEM de posséder son

propre outil pour faire des simulations numériques et ainsi calculer rapidement

des cartes EELS et plus généralement les grandeurs électromagnétiques (champ

électrique, potentiel. . . ) qui apparaissent dans une expérience EELS dans le do-

maine des pertes proches ou SNOM. Ces simulations ont été réalisées en utilisant

un ordinateur de bureau mais le code de calcul peut en fait être parfaitement

parallélisé en utilisant les options disponibles deans COMSOL. Par exemple, cela

permettrait au groupe STEM et en étant complètement indépendant d’étudier

théoriquement diverses nanoparticules : position en énergie, distribution spatiale

des résonances de surface. . . en fonction de la forme et des dimensions de la na-

nostructure étudiée (SRR, nanoantenne, nanoantenne couplée. . . ).
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• Dans la partie théorique, un nouveau type de mode propre quasistatique appelé

mode propre géométrique qui dépendent seulement de la géométrie de la particule

ont été introduits, ce qui nous a permis de dériver, pour la première fois, une

expression universelle de la EMLDOS plasmonique en présence de dissipation.

Aussi, une expression explicite de la EMLDOS en terme d’énergie a été dérivée

en modélisant le milieu constituant la particule par un modèle de Drude dissi-

patif. Nous avons montré que l’expression obtenue dans la limite non dissipative

est identique à celle de la EMLDOS bien connue en photonique. Différentes dé-

compositions modales équivalentes de l’EELS et du SNOM ont été obtenues. Ces

expressions nous ont permis de montrer que les images EELS et SNOM filtrées

en énergie sont une mesure de la densité de charges propre à la surface de la

particule mais convoluée par un noyau différent en EELS et en SNOM mais qui a

pour origine l’interaction coulombienne. Ces expressions nous ont permis aussi de

montrer que dans le cas de nanoparticules plates, telle que celles que nous avons

étudiées (SRRs), l’EELS (ou le SNOM) est une bonne mesure du potentiel ou

du champ électrique évalués dans un plan parallèle au-dessus de la particule. Un

nouveau type de densité d’états pour les modes propres géométriques, appelée

densité locale d’états géométriques ou GLDOS, définie dans le plan complexe, a

été introduite par analogie avec la EMLDOS standard définie dans l’espace réel

sous-tendu par l’énergie. Il a été montré que, contrairement à la EMLDOS, la

GLDOS est indépendante de l’énergie et de la nature des milieux mis en jeu mais

dépend juste de la géométrie de la particule. Finalement, nous avons montré que

la dispersion en énergie des permittivités diélectriques des milieux mis en jeu est

responsable de la perte de cohérence spatiale des modes propres géométriques et

des différences que l’on peut observer dans les expériences EELS ou SNOM réa-

lisées sur des matériaux différents bien que ces quantités expérimentales puissent

être exprimées en terme des modes propres géométrique indépendants de la nature

de ces matériaux.

D’autres applications de notre formalisme peuvent maintenant être envisagées

comme par exemple le calcul de la longueur de localisation des modes propres dé-

finis par le moment statistique d’ordre un et deux du champ électrique au carré.

Cette quantité est en effet fréquemment utilisée dans l’étude des milieux désordon-

nés (ou milieux aléatoires) [119] et semble être facilement accessible en utilisant

notre formalisme (travail de thèse de A. Losquin au LPS). Par ailleurs, dans un
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contexte complètement différent, notre formalisme pourrait être utilisé aussi pour

obtenir l’expression des opérateurs de création et d’annihilation des excitations des

plasmons de surface dans un milieu dissipatif ce qui permettrait ainsi d’acceder par

exemple à des grandeurs telles que la période des oscillations de Rabi des plasmons de

surface quasistatiques dans une particule métallique. . . A notre connaissance, un tel

calcul effectué dans la limite quasistatique n’a pas encore été traité rigoureusement

en plasmonique quantique. Finalement, une extension de notre formalisme dans le

cas retardé, c’est-à-dire en prenant en compte les effets de retard de l’interaction

coulombienne, peut aussi être envisagée.



Annexe A

Fonctions de Green et formulation

intégrale

Les expériences de spectroscopie de perte d’énergie des électrons (EELS) que

nous avons réalisées pour étudier des split-ring resonators (SRRs) ont été complétées

en partie par des simulations numériques basées sur la méthode des éléments finis

de frontière (BEM). Brièvement, l’interaction entre les électrons incidents et la na-

noparticule étudiée est entièrement décrite classiquement par l’équation de Poisson

portant sur le potentiel électrostatique. La méthode des éléments finis de frontière

utilisée dans nos simulations numériques nous a permis de résoudre le problème de

Poisson sans qu’on ait eu à préciser les conditions aux limites sur le potentiel et ainsi

de calculer la densité de charges induite à la surface d’un SRR puis les grandeurs

électromagnétiques dérivées (potentiel, champ électrique, EELS. . . ) pour chacune

des excitations de surface du SRR. J’introduis ici, de façon très générale, le voca-

bulaire et une partie du formalisme utilisés dans le chapitre 4 permettant ainsi d’en

faciliter sa lecture. Les expressions obtenues dans cette annexe seront valables pour

n’importe quelle grandeur indépendante du temps : f(r) ou qui dépend du temps

mais qui est évaluée dans l’espace des fréquences angulaires 1, c’est-à-dire après une

transformée de Fourier en temps : f(r, ω). Dans la suite, afin de simplifier les ex-

pressions, nous noterons simplement cette grandeur en ne faisant intervenir que les

variables d’espace. Par ailleurs, nous utiliserons le système d’unité CGS (gaussien)

pour exprimer les grandeurs électromagnétiques.

Considérons une quantité physique quelconque qui dépend explicitement des

coordonnées spatiales. Cette quantité peut être par exemple un potentiel électrosta-

tique, un champ électrique ou même un champ de température. Nous supposerons

que cette quantité physique est reliée à une source par une équation aux dérivées

1. Cette dernière situation correspond précisément à celle de nos simulations numériques.
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partielles (EDP) linéaire. Cette équation peut être par exemple l’équation de Poisson

bien connue en électrostatique et que nous avons utilisée dans nos propres simula-

tions numériques (voir plus loin)

∇ [ǫ(r)∇φ(r)] = −4πρext(r) (A.1)

reliant le potentiel électrostatique à une densité volumique de charges extérieure.

Cette EDP ne suffit pas à elle même à déterminer de façon unique la solution du

problème. Pour obtenir une telle solution, on lui adjoint habituellement des condi-

tions aux limites (CL), c’est-à-dire que l’on impose à ce que la grandeur recherchée

prenne une certaine valeur dans un certain domaine de l’espace. En électrostatique,

par exemple, il est d’usage de choisir le potentiel nul à l’infini (à condition bien sûr

qu’il n’y ait pas de charges à l’infini) et d’imposer une certaine valeur du potentiel

sur les bords du domaine d’intérêt [38]. Cependant dans une expérience EELS (ou

SNOM), par exemple, les CL ne sont pas fixées et ne sont donc pas connues et il faut

trouver un autre moyen pour résoudre cette équation. Nous verrons plus loin, que

l’utilisation des conditions de continuité du potentiel et du déplacement électrique à

la traversée de la particule étudiée permet de résoudre numériquement le problème

de Poisson malgré l’absence de CL.

La fonction de Green du problème est par définition le champ particulier créé par

une source localisée en un point de l’espace que nous appellerons source ponctuelle

et que l’on représentera par une fonction delta de Dirac 2. Le champ total induit

par une distribution de source arbitraire est alors obtenu par la superposition des

champs créés par ces sources ponctuelles. Notons que pour une EDP donnée, il existe

en fait une infinité de fonctions de Green qui correspondent à des conditions aux

limites différentes. Comme nous le verrons plus loin, la solution générale d’une EDP

correspondant à des conditions aux limites particulières peut s’exprimer à l’aide de

n’importe quelle fonction de Green de cette EDP associée à d’autres conditions aux

limites.

2. Plus rigoureusement, il s’agit en fait d’une distribution appelée distribution de Dirac [38].
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A.1 Définition générale des fonctions de Green

Considérons un système quelconque contenu dans un domaine Ω dans lequel se

trouvent des sources distribuées selon la densité ρext(r) (voir Fig. A.1)

∂



ρ
ext

r 

n

Figure A.1 – Système contenu dans un domaine Ω dans lequel se trouvent des sources
distribuées selon la densité ρext(r).

Le champ φ(r) créé par ces sources s’écrit formellement 3







Oφ(r) = ρext(r)

CL(φ),
(A.2)

où O est un opérateur différentiel linéaire et CL(φ) sont les conditions aux limites

qui portent en général sur la valeur de φ(r) (conditions aux limites de Dirichlet)

et/ou de ses dérivées partielles (conditions aux limites de Neumann) sur le bord ∂Ω

du domaine.

La fonction de Green scalaire G(r, r′) de l’opérateur O est définit comme le champ

élémentaire créé au point r par une source ponctuelle placée en r′







OrG(r, r′) = δ(r − r′)

CL(G),
(A.3)

où CL(G) sont les conditions aux limites qui portent sur G et qui peuvent être

différentes de celles qui portent sur φ.

A.2 Fonctions de Green de l’opérateur Laplacien

Nous allons donner ici les différentes conditions aux limites portant sur G et φ

habituellement utilisées en physique et qui permettent d’obtenir différentes fonc-

3. Nous ne considérons ici que des champs scalaires.
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tions de Green de l’opérateur laplacien. Cet opérateur différentiel est celui que nous

avons considéré dans nos propres simulations numériques mais il apparaît aussi dans

d’autres branches de la physique (hydrodynamique, acoustique, mécanique. . .). Cet

opérateur est donc tout à fait adapté pour illustrer la section précédente et pour

introduire le formalisme utilisé dans nos simulations numériques. Les résultats ob-

tenus seront en fait complètement généraux et le champ φ pourra être remplacé,

par exemple, par un potentiel de vitesse ou un champ de pression et pourra même

prendre des valeurs complexes. . .

Considérons, par exemple, l’équation de Poisson dans le vide qui apparaît en

électrostatique

∇2φ(r) = −4πρext(r). (A.4)

Pour trouver une solution unique au problème précédent, on peut lui adjoindre des

conditions aux limites qui portent sur la valeur de φ et/ou de ses dérivées partielles

sur le bord ∂Ω du domaine Ω (voir Fig. A.1).

⊲ Conditions aux limites de Dirichlet. Ces conditions aux limites sont définies

en imposant une valeur particulière au champ φ sur ∂Ω

φ(r) = D(r) pour r ∈ ∂Ω, (A.5)

où D est une fonction de l’espace donnée.

⊲ Conditions aux limites de Neumann. Ces conditions aux limites sont définies

en imposant une valeur particulière à la composante normale du gradient du

champ sur ∂Ω ainsi qu’à φ en un point particulier de Ω

n · ∇φ(r) = N(r) pour r ∈ ∂Ω et φ(r0) = c pour r0 ∈ Ω, (A.6)

où N est une fonction de l’espace donnée et c est un nombre donné (qui peut être

complexe pour un champ φ plus général). Les conditions aux limites de Dirichlet

et de Neumann sont celles qui sont le plus fréquemment utilisées en électrostatique

[38].

⊲ Conditions aux limites de Robin. Les conditions aux limites de Robin inter-

viennent, par exemple, dans des problèmes de diffusion et combinent à la fois les



A.3 Formulation intégrale de l’équation de Poisson 243

conditions aux limites de Dirichlet et celles de Neumann

n · ∇φ(r) + h(r)φ(r) = 0 pour r ∈ ∂Ω. (A.7)

On peut montrer que si une solution de l’EDP (A.4) complétée avec l’une des trois

conditions aux limites précédentes est trouvée alors elle est unique [38].

A.3 Formulation intégrale de l’équation de Pois-

son

Nous dérivons ici différentes formulations intégrales équivalentes à l’équation de

Poisson (A.1) et qui sont le point de départ des méthodes intégrales (BEM direct. . . )

utilisées, par exemple, pour résoudre numériquement le problème de Poisson dans

le contexte d’une expérience EELS.

Considérons l’équation de Poisson (A.1) pour un problème faisant intervenir

deux régions Ω1 et Ω2 limitées respectivement par les frontières ∂Ω1 et ∂Ω2. On

suppose que la densité volumique de charges ρext(r) est située dans la région 2 (voir

Fig. A.2). Nous supposerons de plus que les régions 1 et 2 sont constituées d’un

matériau homogène de permittivité diélectrique locale ǫ1 et ǫ2 respectivement.

Dans la région 1 dans laquelle il n’y a pas de charges, l’équation de Poisson s’écrit

−∇2φ1(r) = 0. (A.8)

et dans la région 2

−∇2φ2(r) = 4π
ρext(r)
ǫ2

. (A.9)

Dans les régions 1 et 2 et en considérant le second membre de (A.9) comme étant

un terme source, une fonction de Green de l’équation de Poisson vérifie l’équation

−∇2G(r, r′) = 4πδ(r − r′). (A.10)

En multipliant l’équation (A.9) par G(r, r′) et l’équation (A.10) par φ2(r) puis en
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Figure A.2 – On considère deux régions Ω1 et Ω2 limitées respectivement par les frontières
∂Ω1 et ∂Ω2. On suppose que la densité volumique de charges ρext(r) est située dans la
région 2.

soustrayant les deux équations obtenues et en intégrant seulement dans la région 2

(sans intégrer dans la région 1), on obtient

∫

Ω2

dr [G(r, r′)∇2φ2(r)−φ2(r)∇2G(r, r′)]

= −4π
ǫ2

∫

Ω2

dr G(r, r′)ρext(r) +







4πφ2(r′), r′ ∈ Ω2

0, r′ ∈ Ω1.

(A.11)

En utilisant le théorème de Green [38] pour transformer l’intégrale de volume du

premier membre en une intégrale de surface, cela donne

−
∫

∂Ω1+∂Ω2

ds n · [G(s, r′)∇φ2(s)−φ2(s)∇G(s, r′)]

= −4π
ǫ2

∫

Ω2

dr G(r, r′)ρext(r) +







4πφ2(r′), r′ ∈ Ω2

0, r′ ∈ Ω1,

(A.12)

où n est un vecteur normal défini à la surface de la région 1 et dirigé vers l’extérieur.

La situation décrite dans la section A.1 peut être retrouvée en faisant tendre vers

0 le volume de la région 1 et en gardant la frontière de la région 2 à distance finie
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−
∮

∂Ω
ds n · [G(s, r′)∇φ2(s)−φ2(s)∇G(s, r′)]

= −4π
ǫ2

∫

Ω2

dr G(r, r′)ρext(r) +







4πφ2(r′), r′ ∈ Ω

0, r′ 6∈ Ω,

(A.13)

c’est-à-dire, après avoir échangé les rôles de r et r′

r ∈ Ω, φ2(r)

r 6∈ Ω, 0






=
∫

Ω
dr′ G(r, r′)

ǫ2

ρext(r′)

− 1
4π

∮

∂Ω
ds′ n′ · [G(r, s′)∇′φ2(s′)− φ2(s′)∇′G(r, s′)],

(A.14)

où Ω désigne maintenant le volume occupé par la région 2 dans laquelle se trouve la

densité de charges. Cette équation intégrale donne de façon formelle la solution de

l’équation de Poisson valable pour n’importe quelle fonction de Green du Laplacien.

Pour déterminer la solution unique du problème, on peut préciser des conditions

aux limites sur G et φ2 lorsque celles-ci sont connues.

A.3.1 Fonctions de Green de Dirichlet

Les fonctions de Green de Dirichlet sont définies en imposant les conditions aux

limites de Dirichlet : G(r, r′) = D(r, r′) ∀r ∈ ∂Ω et ∀r′ ∈ Ω. Il y a bien sûr une

infinité de fonctions de Green correspondant à ces conditions aux limites puisqu’il y

a une infinité de choix possibles pour D. La fonction de Green de Dirichlet homogène

est la plus utilisée et est définie en choisissant D(r, r′) = 0, c’est-à-dire que







−∇2GDH(r, r′) = 4πδ(r − r′)

GDH(r, r′) = 0 ∀r ∈ ∂Ω, ∀r′ ∈ Ω,
(A.15)

ce qui permet de définir entièrement la fonction de Green du Laplacien. En imposant

de plus les conditions de Dirichlet à φ2, l’équation intégrale (A.14) devient, pour

r ∈ Ω
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φ2(r) =
∫

Ω
dr′ρext(r′)

GDH(r, r′)
ǫ2

+
1

4π

∮

∂Ω
ds′D(s′) n′ · ∇′GDH(r, s′), (A.16)

où D(s′) est la valeur de φ2(r′) sur le bord du domaine imposée par les conditions

aux limites de Dirichlet.

A.3.2 Fonctions de Green de Neumann spéciales

On peut montrer qu’il n’existe pas de fonctions de Green vérifiant les conditions

aux limites de Neumann homogènes pour lesquelles N(r, r′) = 0 sur le bord du

domaine. Par contre, nous pouvons imposer des conditions aux limites non homo-

gènes avec N(r, r′) = −1/S ∀r ∈ ∂Ω (appelées conditions aux limites de Neumann

spéciales) où S =
∮

∂Ω
ds est l’aire du domaine, c’est-à-dire que







−∇2GN(r, r′) = 4πδ(r − r′)

n · ∇GN(r, r′) = −1/S ∀r ∈ ∂Ω, ∀r′ ∈ Ω

GN(r0, r
′) = c(r′) ∀r′ ∈ Ω.

(A.17)

En imposant de plus les conditions aux limites de Neumann à φ2, l’équation intégrale

(A.14) devient, pour r ∈ Ω

φ2(r) =
∫

Ω
dr′ρext(r′)

GN(r, r′)
ǫ2

− 1
4πS

∮

∂Ω
ds′φ2(s′)− 1

4π

∮

∂Ω
ds′GN(r, s′)N(s′),

(A.18)

où N(s′) est la valeur de n′ · ∇φ2(s′) sur le bord du domaine imposée par les

conditions aux limites de Neumann.

A.3.3 Fonction de Green homogène du système infini

Il n’est pas nécessaire en fait d’utiliser des conditions aux limites définies uni-

quement sur la frontière de la région 1. Un autre domaine plus vaste qui engloberait

Ω1 peut aussi être utilisé. Ce domaine peut être par exemple l’espace tout entier

dont les bords seraient rejetés à l’infini. Cette situation peut se retrouver en consi-

dérant l’équation intégrale (A.12) avec ses deux régions mais en rejetant les bords

de la région 2 à l’infini et en gardant les bords de la région 1 à une distance finie
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non nulle. Cette situation représente par exemple le cas d’une particule (région 1)

plongée dans un espace infini (région 2). On définit alors la fonction de Green de

Dirichlet homogène du système infini par







−∇2G0(r, r′) = 4πδ(r − r′)

G0(r, r′)→ 0 pour |r| → ∞ où r′ est fixé.
(A.19)

En utilisant G0(r, r′), l’intégrale de surface évaluée sur la frontière de la région 2

disparaît lorsque ses bords sont rejetés à l’infini et on obtient

r ∈ Ω2, φ2(r)

r ∈ Ω1, 0






= φext(r)− 1

4π

∮

∂Ω1

ds′ n′ · [G0(r, s′)∇′φ2(s′)−φ2(s′)∇′G0(r, s′)],

(A.20)

où

φext(r) =
∫

Ω2

dr
G0(r, r′)

ǫ2

ρext(r). (A.21)

Contrairement à la formulation générale (A.14) dans laquelle il n’est pas aisé de

donner une interprétation physique simple des termes qui apparaissent dans l’équa-

tion intégrale, la formulation (A.20) est plus intuitive. La première intégrale de vo-

lume représente le potentiel total extérieur φext(r) créé par la distribution de charges

ρext(r) enfermée dans la région 2. La première intégrale de surface donne le potentiel

total créé par des sources induites sur le bord du domaine et distribuées avec la den-

sité surfacique−n′·∇φ2(s′). La seconde intégrale de surface est le potentiel total créé

par un ensemble de dipôles distribués sur le bord du domaine avec la densité φ2(s′). 4

En appliquant enfin la même démonstration à la région 1 et en utilisant encore

la fonction de Green de Dirichlet homogène du système infini, on obtient

4. L’équation (A.20) traduit en fait le principe de Huygens qui apparaît en optique et qui
dit que quand r est dans la région 2, alors le champ total φ2(r) est la superposition du champ
incident, φext(r) et de la contribution du champ due à toutes les sources distribuées sur la frontière
de la région 1. Mais quand le point d’observation est dans la région 1, alors les sources de surface
génèrent un champ qui compense exactement le champ incident, donnant un champ total nul dans
la région 1 ce qui est à l’origine du théorème d’extinction.
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r ∈ Ω1, φ1(r)

r ∈ Ω2, 0






=

1
4π

∮

∂Ω1

ds′ n′ · [G0(r, s′)∇′φ1(s′)−φ1(s′)∇′G0(r, s′)]. (A.22)

L’utilisation de la fonction de Green de Dirichlet homogène du système infini G0

est particulièrement bien adaptée pour résoudre l’équation de Poisson pour laquelle

on s’attend à ce que le champ scalaire inconnu soit nul à l’infini et dont les CL

(non nulles) ne sont pas connues ailleurs. Les équations intégrales (A.20) et (A.22)

peuvent être utilisées comme point de départ de la formulation directe du BEM non

retardé (voir la section 4.5.3).

z Expression explicite de G0(r, r′). L’invariance par translation et par rota-

tion de l’opérateur Laplacien et des conditions aux limites (A.19) impliquent que

G0(r, r′) ne dépend en fait que de la distance entre r et r′, c’est-à-dire que :

G0(r, r′) = G0(|r− r′|). Le calcul de G0(r, r′) dans un espace à trois dimensions

peut donc s’effectuer en passant d’abord dans l’espace de Fourier puis en revenant

dans l’espace réel. On trouve alors le résultat bien connu en électrostatique [38]

G0(|r − r′|) =
1

|r − r′| . (A.23)

A.4 Fonction de Green et densité d’états électro-

niques (DOS) : un exemple académique

En physique des solides ou plus généralement en mécanique quantique, il est

classique d’avoir à déterminer le nombre d’états par unité d’énergie accessibles à

un système physique. Cette quantité est alors souvent appelée densité d’états élec-

troniques (DOS) en physique des solides puisqu’elle concerne en général les états

accessibles aux électrons d’un solide. La démonstration que nous allons utiliser pour

dériver l’expression de la DOS suppose que le système considéré est non dissipatif

avec des modes propres parfaitement définis dans le sens où chacun d’eux ne peut

être excité qu’à une énergie bien définie (appelée énergie propre). Nous dérivons ici

l’expression formelle de la densité d’états électroniques d’un système en terme de

la fonction de Green de l’opérateur hamiltonien qui décrit ce système. Les calculs

seront illustrés en considérant le cas académique d’un électron enfermé dans une
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boîte mais le résultat final obtenu sera en fait très général et pourra s’appliquer à

des systèmes plus complexes dont la fonction de Green est connue.

Considérons un électron de masse m enfermé dans une boîte de volume Ω et

soumis à un potentiel V (r). Le Hamiltonien quantique de cet électron que l’on

supposera hermitique s’écrit (en unité S.I)

H = − ~
2

2m
∆r + V (r). (A.24)

Une fonction propre ψi(r) (ou fonction d’onde) de H correspondant à la valeur

propre réelle Ei (énergie 5) de l’électron est solution de l’équation de Schrödinger

Hψi(r) = Eiψi(r) ⇔ [H− EiI]ψi(r) = 0, (A.25)

avec des conditions aux limites de Dirichlet homogènes sur les bords de Ω, c’est-à-

dire que ψi(r) = 0 ∀r ∈ ∂Ω, ce qui correspond à un électron enfermé dans la boîte.

Nous supposons de plus que les fonctions propres de H sont normées, c’est-à-dire

que la probabilité de trouver l’électron partout dans la boîte est 1 :

∫

Ω
dr |ψi(r)|2 = 1. (A.26)

La décomposition modale 6 de la fonction de Green associée à l’opérateur H + λI
où λ ∈ C avec ℑ(λ) 6= 0 s’écrit [38] 7

Gλ(r, r′) =
∑

i

ψi(r)ψ∗
i (r′)

λ+ Ei

. (A.27)

L’expression (A.27) montre que λ = −Ei est un pôle simple de Gλ. Par ailleurs,

le résidu de Gλ en ce pôle, c’est-à-dire lim
λ→−Ei

(λ + Ei)Gλ(r, r′) est simplement le

produit ψi(r)ψ∗
i (r′). La connaissance de Gλ dans le plan complexe donne donc accès

au spectre de H par identification des pôles simples sur l’axe réel et des résidus

correspondants.

Densité d’états électroniques. On définit la densité d’états électroniques (density

5. Le fait que Ei soit réelle est due en fait à l’hermiticité de l’opérateur hamiltonien.
6. On parle aussi de "représentation spectrale".
7. L’opérateur inverse (H + λI)−1 est appelé dans la littérature sur les fonctions de Green

résolvante de H [120].
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of states, DOS) ρ(E) par

ρ(E) = Tr [δ (H− EI)] =
∑

i

δ(E − Ei), (A.28)

où Tr désigne la trace. L’expression (A.28) donne le nombre d’états accessibles à

l’électron par unité d’énergie.

Posons λ = −E + iǫ avec ǫ > 0, et définissons la quantité

G+
E(r, r) = lim

ǫ→0+
G−E+iǫ(r, r). (A.29)

En utilisant l’identité,

lim
ǫ→0+

1
Ei − E + iǫ

= PP
( 1
Ei − E

)

− iπδ(E − Ei), (A.30)

où PP désigne la partie principale, on trouve

G+
E(r, r) = PP

(
∑

i

|ψi(r)|2
Ei − E

)

− iπ
∑

i

|ψi(r)|2δ(E − Ei). (A.31)

En prenant la partie imaginaire membre à membre de cette expression puis en inté-

grant sur le volume Ω de la boîte dans laquelle est enfermé l’électron, nous trouvons

l’expression formelle donnant la densité d’états électroniques de l’électron en fonc-

tion de G+
E :

ρ(E) = − 1
π

∫

Ω
dr ℑ

[

G+
E(r, r)

]

. (A.32)

Cette expression donne de façon formelle le lien qui existe entre la fonction de Green

de l’opérateur hamiltonien et la densité d’états de l’électron enfermé dans la boîte.

Plus généralement, ce type de relation reste vraie pour des systèmes plus complexes

(autres conditions aux limites, présence de dissipation. . . ) comme par exemple des

nanostructures photoniques ou plasmoniques. Une démonstration rigoureuse de cette

relation, en utilisant le théorème fluctuation-dissipation, pour des modes propres

électromagnétiques peut être trouvée dans [58].



Annexe B

Simulations numériques dans le

régime retardé

En plus des simulations numériques BEM que j’ai réalisées dans l’approximation

non retardée dans le contexte de nos expériences EELS, notre collaborateur V.

Myroshnychenko (CSIC, Madrid) a réalisé d’autres simulations BEM dans le régime

retardé. Le système d’équations intégrales à implémenter a été dérivé dans la section

4.7 et s’écrit formellement







G1σ1 − G2σ2 = φext
2 − φext

1 (B.1a)

G1h1 − G2h2 = Aext
2 −Aext

1 (B.1b)

H1h1 − H2h2 − ikn (G1ǫ1σ1 −G2ǫ2σ2) = α (B.1c)

H1ǫ1σ1 − H2ǫ2σ2 − ikn · (G1ǫ1h1 −G2ǫ2h2) = Dext, (B.1d)

avec k = ω/c et où nous avons utilisé la notation matricielle G1σ1 pour désigner

l’intégrale
∫

ds′ G1(|s− s′|)σ1(s′). On a de plus

φext
j (s) =

1
ǫj(ω)

∫

dr′ Gj(|s− r′|)ρext(r′, ω), (B.2)

Aext
j (s) =

1
c

∫

dr′ Gj(|s− r′|)J ext(r′, ω), (B.3)

α = (n · ∇)
(

Aext
2 −Aext

1

)

+ ikn
(

ǫ1φ
ext
1 − ǫ2φ

ext
2

)

(B.4)

et

Dext = n ·
[

ǫ1

(

ikAext
1 −∇φext

1

)

− ǫ2

(

ikAext
2 −∇φext

2

)]

. (B.5)

Hj est la dérivée normale au sens des distributions de la fonction de Green Gj :
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Hj(s, s′) = n · ∇Gj (|s− s′|)± 2πδ(s− s′), (B.6)

où l’on choisira le signe + pour j = 1 et le signe − pour j = 2 et

n · ∇Gj (|s− s′|) =
n · (s− s′)
|s− s′|3 (ikj|s− s′| − 1) eikj |s−s′|, s 6= s′, (B.7)

où kj = ǫjω/c. Différentes méthodes numériques peuvent être utilisées pour ré-

soudre le système d’équations intégrales précédent 1. Par exemple, il est possible

d’exprimer (hj, σj) en terme de fonctions analytiques si la géométrie du problème

présente des symétries simples (fonctions de Bessel pour une symétrie axiale, harmo-

niques sphériques pour une symétrie sphérique. . . )[31]. La méthode utilisée par V.

Myroshnychenko permet de résoudre ce système d’équations pour n’importe quelle

géométrie. L’idée est de discrétiser les équations intégrales afin de trouver la solution

de ce système en un nombre finis N de points distribués à la surface de la particule

étudiée (s → sa, a = 1, . . . , N). En chacun de ces points, on associe un petit élé-

ment de surface δSa de forme triangulaire 2. Ces éléments sont choisis suffisamment

petits pour considérer qu’à la fois les champs externes et les inconnues (hj,σj) sont

constants sur ces éléments 3. Avec cette discrétisation, les opérateurs intégraux du

système à résoudre deviennent des matrices N×N . Les inconnues sont quant à elles

remplacées par des vecteurs complexes de dimension N , contenant les valeurs de

(hj,σj) en chacun des points N . Plus explicitement les composantes de la matrice

Gj et du vecteur σj sont

Gj,ab =
∫

δSb

ds′ Gj(|sa − s′|) (B.8)

et

1. En tenant compte de la nature vectorielle des différentes quantités mises en jeu, ce système
constitue un système linéaire de huit équations intégrales de surface à huit inconnues h1x, h1y, h1z,
h2x, h2y, h2z, σ1 et σ2.

2. Cette forme particulière a été choisie par notre collaborateur (et par nous) car elle permet
de mieux mailler la surface de la particule étudiée (un SRR dans notre cas).

3. Cette méthode est identique à celle que nous avons utilisée pour illustrer le BEM dans le cas
d’un problème bidimensionnel et correspond à une méthode par collocation avec des fonctions d’in-
terpolation constantes sur chacun des éléments de la discrétisation (un exemple de cette méthode
est donné dans la section 4.5.2).
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σj,a = σj(sa), (B.9)

où les indices a et b font référence aux éléments de la discrétisation. De la même

façon δ(s − s′) devient δab, et n et ǫj deviennent des matrices diagonales avec les

éléments naδab et ǫjδab. Après quelques manipulations algébriques en utilisant la

formule de Cramer, l’inversion du système discrétisé donne [31]

σj = G−1
j Σ−1

{

Dext − ǫj′Σj′φext + ikn ·∆−1
[

(ǫ1 − ǫ2)(α + iknǫj′φext) + (ǫ2Σ1 − ǫ1Σ2) Aext
]}

(B.10)

et

hj = G−1
j ∆−1

[

α− Σj′Aext + ikn (G1ǫ1σ1 −G2ǫ2σ2)
]

, (B.11)

avec

φext = φext
2 − φext

1 et Aext = Aext
2 −Aext

1 , (B.12)

Σj = HjG
−1
j , (B.13)

∆ = Σ1 − Σ2 (B.14)

et

Σ = ǫ1Σ1 − ǫ2Σ2 + k2(ǫ1 − ǫ2)2 n ·∆−1 · n, (B.15)

où les composantes de la matrice n ·∆−1 · n sont (na · nb) [∆−1]ab. Nous avons de

plus utilisé dans (B.10) la notation "inversée" j′ = 2, 1 quand j = 1, 2.

Les oscillations libres du système qui correspondent aux excitations de surface

propres de la particule sont finalement obtenues en annulant le déterminant de Σ :

det (Σ) = 0. 4

4. Dans le cas d’une interface planaire séparant deux milieux semi-infinis de permittivité di-
électrique locale ǫ1 et ǫ2, on trouve facilement que, dans l’espace des moments q dans les deux

directions de translation de l’interface : Gj = 2π/
√

q2 − k2
j , H1 = 2π, et H2 = −2π. En substituant



254 Simulations numériques dans le régime retardé

Remarque sur le temps de calcul. Les équations (B.10), (B.11) et (B.15) peuvent

être évaluées avec seulement quatre inversions de matrices et deux multiplications

de matrices ce qui demande un temps de calcul proportionnel à 6N3, 5 alors que

l’inversion directe du système discrétisé composé de 8N équations linéaires et 8N

inconnues complexes aurait demandé un temps de calcul bien plus grand propor-

tionnel à (8N)3. L’approche proposée ici permet donc de réduire le temps de calcul

d’un facteur 100 par rapport à une inversion directe [31].

EELS. La probabilité de perte d’énergie des électrons (EELS) peut être déduite de

la connaissance des densités de charges et de courants calculées à la surface de la

particule. Son expression en fonction du champ électrique dans le régime retardé a

été dérivée dans la section 3.3 et on avait trouvé que

Γeels(R0, ω) =
1
πω

∫ +∞

−∞
dt ℜ

{

e−iωt v ·Eind [re(t), ω]
}

, (B.16)

où Eind [re(t), ω] est le champ électrique induit sur l’électron tout le long de sa

trajectoire, dans l’espace des fréquences angulaires. En substituant les expressions

du potentiel scalaire (4.106) et du potentiel vecteur (4.107) dans (4.99) pour obtenir

le champ électrique en fonction des densités de charges et de courants induits à

la surface de la particule puis en substituant l’expression obtenue dans (B.16), on

obtient 6

Γeels(R0, ω) = Γbulk(R0, ω) + Γbound(R0, ω), (B.17)

où

ces relations dans (B.15) et en annulant le déterminant de la matrice, on obtient la relation de

dispersion q = ω
c [ǫ1ǫ2/(ǫ1 + ǫ2)]

1/2
qui se réduit dans l’approximation non retardée à la relation

non dispersive ǫ1 + ǫ2 = 0 [31].
5. On a négligé dans cette estimation les additions de matrices, la multiplication d’une matrice

par une matrice diagonale et la multiplication d’un vecteur par une matrice qui demanderaient un
temps de calcul proportionnel à N2 ≪ N3.

6. Nous avons utilisé ici le champ électrique total à la place du champ électrique induit qui
apparaît explicitement dans (B.16) mais cela ne change en rien le résultat final. En effet, la contri-
bution qu’il faudrait retirer au champ électrique total pour obtenir la partie induite est le champ
électrique émis par l’électron s’il voyageait dans le vide et cette contribution donne une contribu-
tion nulle à Γeels (voir la section 3.4) et peut donc être ajoutée dans (B.16) sans changer le résultat
final.
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Γbulk(R0, ω) =
2∑

j=1

Lj

πv2
ℑ
{(

v2

c2
− 1
ǫj

)

ln

[

q2
c − k2

j

(ω/v)2 − k2
j

]}

(B.18)

avec Lj est la longueur traversée par l’électron dans le milieu j et qc est le mo-

ment maximal transféré par l’électron incident au milieu et qui dépend en fait de

l’ouverture du microscope limitant l’angle de diffusion des électrons. Ce terme est

associé aux excitations collectives des électrons à l’intérieur des milieux traversés par

les électrons incidents et ne donne aucun renseignement sur la nature de l’interface

entre la particule et son environnement. Chacune des contributions à ce terme (pour

j = 1 ou j = 2) est d’ailleurs identique à celle que nous avions trouvé lorsque nous

avons déterminé la probabilité de perte d’énergie d’un électron voyageant dans un

milieu homogène et infini [voir Eq. (3.30)] 7. Le second terme provient des charges

et des courants induits à la surface de la particule et s’écrit (en posant z = vt)

Γbound(R0, ω) =

1
πvω

2∑

j=1

∫

zj

dz ℜ
{

e−i ω
v

z
∫

Sj

ds v · [ikGj(|re − s|)hj(s)−∇Gj(|re − s|)σj(s)]

}

,

(B.19)

où les intégrales de surface sont évaluées séparément dans les deux milieux traversés

par l’électron et où
∫

zj

dz • est une intégrale dont le domaine d’intégration est limité

par la portion en z traversée par l’électron dans le milieu j et

Gj(|r − r′|) =
eikj |r−r′|

|r − r′| , (B.20)

où kj = ǫjω/c.

Contrairement à mes simulations numériques dans lesquelles j’ai calculé les den-

sités de charges propres à la surface de la particule (SRR) en résolvant l’équation

intégrale (10.4), nos collaborateurs ont calculé plutôt la densité de charges réelle-

ment créée par le passage d’un électron à partir de (B.10). Les densités de charges

ont ainsi été calculées aux énergies correspondantes à des maxima dans les spectres

7. L’intégration sur la longueur totale traversée par l’électron dans les différents milieux est
cependant possible ici puisque cette longueur n’est plus infinie comme c’était le cas dans l’équation
(3.30) où nous étions obligés de considérer dΓbulk/dz.
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EELS simulés et qui sont associés aux différentes excitations de surface de la parti-

cule. Plus précisément, cette quantité étant complexe, le module : |σ| et la phase :

ℑ(σ)/ℜ(σ) de la densité de charges ont été calculés (voir le chapitre 11).

Notons que toutes les équations précédentes ont pu être généralisées à un nombre

arbitraire de milieux par J. G de Abajo et al [31]. Notons enfin que l’approximation

non retardée, c’est-à-dire dans la limite où k = ω/c → 0 (ou c → ∞), toutes ces

équations permettent de retrouver (10.4).



Annexe C

Formules analytiques de la

fonction de Green scalaire et de

l’EELS en présence d’une

particule de haute symétrie

C.1 Fonction de Green non retardée en présence

d’une interface planaire infinie

Nous dérivons ici l’expression de la fonction de Green scalaire pour le poten-

tiel G(r, r′, ω) puis celle de la probabilité de perte d’énergie d’un électron rapide

Γeels(R0, ω) en présence d’une interface planaire séparant deux milieux semi-infinis,

ce qui nous permettra de mettre en évidence et de discuter les différentes contri-

butions qui apparaissent dans Γeels. Comme nous le verrons plus loin, toutes ces

contributions apparaîtront aussi lorsque l’interface planaire est remplacée par une

interface plus complexe (interface sphérique, cylindrique. . . ) et la discussion sera

donc en fait très générale. La démonstration que nous proposons ici est celle qui est

le plus souvent utilisée dans la littérature pour dériver les fonctions de Green en pré-

sence d’une particule de haute symétrie [38]. L’idée est de développer la fonction de

Green dans chacune des régions mises en jeu dans une base de fonctions adaptées à

la symétrie de la particule (ondes planes en présence d’une interface planaire infinie,

harmoniques sphériques pour une particule à symétrie sphérique, fonctions de Bessel

pour une particule à symétrie cylindrique. . . ) puis d’utiliser ensuite les conditions

de continuité de la fonction de Green et de sa dérivée normale à la traversée de la

particule afin d’obtenir les différents coefficients du développement. Afin de ne pas

alourdir les expressions obtenues, nous ne préciserons pas toujours la dépendance en
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ω des permittivités diélectriques des matériaux considérés.

Considérons une particule de forme quelconque constituée d’un matériau homo-

gène (milieu 1) et plongée dans un milieu également homogène et infini (milieu 2).

Dans chacune des régions précédentes, la fonction de Green scalaire pour le potentiel

est solution de l’équation

∇2G(r, r′, ω) = − 4π
ǫ(r′, ω)

δ(r − r′), (C.1)

où

ǫ(r, ω) =







ǫ1(ω) dans le milieu 1

ǫ2(ω) dans le milieu 2.
(C.2)

Dans le cas d’une interface planaire contenue dans le plan xOy séparant deux

milieux semi-infinis caractérisés par les permittivités diélectriques locales ǫ1(ω) (en

z < 0) et ǫ2(ω) (en z > 0) (voir Fig. C.1), il y a invariance par translation selon x et

y, ce qui permet de prendre la transformée de Fourier de G(r, r′, ω) selon ces deux

directions

G(r, r′, ω) =







1
ǫ2|r − r′| +

1
2π

∫ dq

q
A eiq·(R−R′)e−q(z+z′) si z, z′ > 0,

1
ǫ1|r − r′| +

1
2π

∫ dq

q
B eiq·(R−R′)eq(z+z′) si z, z′ < 0,

1
2π

∫ dq

q
C eiq·(R−R′)e−q|z−z′| autrement,

(C.3)

avec

1
|r − r′| =

1
2π

∫ dq

q
eiq·(R−R′)e−q|z−z′|, (C.4)

où on a posé r = (R, z) et où q est un vecteur d’onde 2D défini à l’interface xOy.

Les coefficients A, B et C de ce développement sont obtenus en imposant les condi-

tions de continuité de G et de sa dérivée normale à la traversée de l’interface en

z = 0
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Figure C.1 – Interface planaire séparant deux milieux semi-infinis caractérisés par les
permittivités diélectriques locales ǫ1(ω) (z < 0) et ǫ2(ω) (z > 0). n est un vecteur unitaire
normal à l’interface et dirigé du milieu 1 vers le milieu 2.







[G(r, r′, ω)]z=0+ = [G(r, r′, ω)]z=0− (C.5a)

ǫ2(ω) [n · ∇G(r, r′, ω)]z=0+ = ǫ1(ω) [n · ∇G(r, r′, ω)]z=0− , (C.5b)

où n est un vecteur unitaire normal à l’interface et dirigé du milieu 1 vers le milieu

2. En considérant d’abord le cas où z′ < 0, les conditions précédentes impliquent







C =
1

ǫ1(ω)
+B (C.6a)

−ǫ2(ω) C = −1 +B ǫ1(ω), (C.6b)

d’où l’on déduit que







B =
ǫ1(ω)− ǫ2(ω)

ǫ1(ω) [ǫ1(ω) + ǫ2(ω)]
(C.7a)

C =
2

ǫ1(ω) + ǫ2(ω)
. (C.7b)

En considérant maintenant le cas où z′ > 0 et en utilisant par exemple la condition

(C.5a), on obtient la relation

1
ǫ2(ω)

+ A = C (C.8)
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puis en utilisant (C.7b)

A = − ǫ1(ω)− ǫ2(ω)
ǫ2(ω) [ǫ1(ω) + ǫ2(ω)]

(C.9)

et finalement [46, 52]

G(r, r′, ω) =
∫ dq

(2π)2
eiq·(R−R′)G̃(q, z, z′, ω), (C.10)

où

G̃(q, z, z′, ω) =
2π
q







G̃bulk

︷ ︸︸ ︷

1
ǫ2(ω)

e−q|z−z′| −

G̃bound

︷ ︸︸ ︷

1
ǫ2(ω)

ǫ1(ω)− ǫ2(ω)
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

e−q(z+z′) si z, z′ > 0

1
ǫ1(ω)

e−q|z−z′| +
1

ǫ1(ω)
ǫ1(ω)− ǫ2(ω)
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

eq(z+z′) si z, z′ < 0

2
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

e−q|z−z′| autrement.

(C.11)

Cette expression montre que la fonction de Green scalaire totale est la somme de

deux contributions. La première contribution, notée Gbulk, est associée à la fonction

de Green écrantée dans le milieu comme s’il était infini. Cette contribution est elle-

même la somme d’une contribution “directe” G0 qui correspond à la fonction de

Green évaluée dans le vide et d’une contribution “induite” Gbulk, ind qui correspond

à la partie induite de la fonction de Green due à la polarisation volumique du milieu.

La seconde contribution, notée Gbound, est la fonction de Green induite associée à

la présence de l’interface seulement. La fonction de Green induite totale est donc

la somme de Gbulk,ind et de Gbound (Gind = Gbulk,ind + Gbound) et peut s’obtenir

facilement à partir de la fonction de Green totale G à laquelle on a soustrait la

contribution directe G0
1.

1. La fonction de Green évaluée dans le vide est simplement G0(r, r′) =
1

|r − r′| .
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C.2 EELS en présence d’une interface planaire in-

finie

La probabilité de perte d’énergie d’un électron rapide en présence d’une particule

de forme quelconque est donnée, dans l’approximation non retardée, à partir de la

fonction de Green scalaire associée au potentiel électrostatique [56]

Γeels(R0, ω) = − 1
π

∫ +∞

−∞
dr′

∫ +∞

−∞
dr ℑ

[

ρext(r, ω)∗Gind(r, r′, ω)ρext(r′, ω)
]

, (C.12)

où Gind(r, r′, ω) est la partie induite de la fonction de Green associée au potentiel

électrostatique.

Trajectoire non pénétrante dans l’approximation non retardée. Considérons

un électron qui se propage à vitesse constante v en ligne droite suivant un axe Ox

et en présence d’une interface planaire qui sépare deux milieux semi-infinis. Dans le

cas d’une trajectoire non pénétrante, c’est-à-dire dans le cas où l’électron se propage

dans une direction parallèle à l’interface à une distance z = b de celle-ci dans le

milieu 2, on aura toujours z > 0 (voir Fig. C.2). L’expression de Γeels est alors

obtenue en substituant (C.10) pour z, z′ > 0 dans (C.12). En ne considérant que la

contribution due à la présence de l’interface et en notant Γbound la probabilité de

perte d’énergie correspondante 2, on trouve après quelques calculs 3 [52]

dΓbound(b, ω)
dx

=
2
πv2
ℑ
{

ǫ1(ω)− ǫ2(ω)
ǫ2(ω) [ǫ1(ω) + ǫ2(ω)]

}

K0

(

2ωb
v

)

, (C.13)

où K0 est la fonction de Bessel de seconde espèce et d’ordre 0. L’expression (C.13)

peut encore s’écrire sous la forme

2. Plus précisément, la probabilité de perte d’énergie totale est Γeels = Γbulk + Γbound où Γbulk

donne la probabilité de perdre l’énergie ω en excitant le plasmon de volume du milieu traversé par
l’électron, tandis que Γbound donne la probabilité de perdre l’énergie ω en excitant seulement les
plasmons de surface à l’interface entre les deux milieux. Afin de ne pas alourdir les calculs, nous
ne considèrerons que Γbound.

3. Il est en fait nécessaire ici de considérer plutôt la probabilité de perte d’énergie par unité
de longueur afin d’éviter la divergence qui apparaît dans Γbound et qui provient du fait que nous
avons considéré une interface idéalement infinie suivant x et y.



262
Formules analytiques de la fonction de Green scalaire et de l’EELS en

présence d’une particule de haute symétrie


1


z


2


trajectoire non 
pénétrante

v

x

b

O
v

trajectoire 
pénétrante

plan y=0

Figure C.2 – Interface planaire séparant deux milieux semi-infinis de permittivité diélec-
trique ǫ1(ω) (z < 0) et ǫ2(ω) (z > 0). La trajectoire de l’électron est soit pénétrante soit
non pénétrante. Dans le cas d’une trajectoire non pénétrante, on suppose que l’électron est
situé dans le milieu 2 à une distance b du milieu 1 et qu’il se propage suivant l’axe Ox.

dΓbound(b, ω)
dx

=
2
πv2







ℑ
[

− 2
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

]

K0

(

2ωb
v

)

︸ ︷︷ ︸

plasmon de surface

−ℑ
[

− 1
ǫ2(ω)

]

K0

(

2ωb
v

)

︸ ︷︷ ︸

begrenzung







.

(C.14)

Le premier terme, qui devient important pour une énergie correspondant au

maximum de ℑ
[

− 2
ǫ1+ǫ2

]

, donne la probabilité de perdre l’énergie ω en excitant les

plasmons de surface à l’interface entre les deux milieux 4 tandis que le second terme,

qui devient important pour une énergie correspondant au maximum de ℑ
[

− 1
ǫ2

]

(et donc à une énergie différente de la précédente), apporte une contribution néga-

tive. L’énergie qui rend maximale cette contribution est la même que celle qui rend

maximale la probabilité Γbulk d’exciter le plasmon de volume du milieu traversé par

l’électron. Cette contribution négative réduit donc la probabilité de perte d’énergie

associée à l’excitation du plasmon de volume du milieu traversé par l’électron. Cet

effet est appelé effet begrenzung.

Trajectoire non pénétrante dans le régime retardé. Dans un microscope

électronique en transmission à balayage (STEM) utilisé pour faire une expérience

4. Plus précisément, il s’agit en fait d’une probabilité de perdre l’énergie ω par unité d’énergie
mais par abus de langage nous parlerons de “probabilité” de perdre l’énergie ω.
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0.41

0.55

0.70

Figure C.3 – Courbes de dispersion des modes de surface d’un plan infini dans le régime
retardé pour différentes énergies E des électrons incidents (ou différentes valeurs de β =
v/c) en fonction du paramètre sans dimension qv/ωp.

EELS, le faisceau d’électrons incidents a une énergie typique de 100 keV et donc

β = v/c ≈ 0.5, si bien que les effets de retard de l’interaction coulombienne dans

le milieu traversé par l’électron peuvent être importants. Nous donnons ici l’expres-

sion de la probabilité de perte d’énergie par unité de longueur d’un électron rapide

qui se déplace dans le vide à une distance b d’un milieu semi-infini de permittivité

diélectrique locale ǫ(ω) et en tenant compte de ces effets de retard. L’interaction

entre l’électron incident et le milieu est alors décrite par l’ensemble des équations

de Maxwell faisant intervenir à la fois le champ électrique et le champ magnétique

et qui peuvent, pour ce problème, être résolues en utilisant le formalisme de Hertz 5

[38]. On trouve [37]

dΓbound(b, ω)
dx

=
2
πv2

∫ +∞

0
dqy

e−2µ0b

µ0

ℑ{λc(ω, q)} , (C.15)

où q2 = q2
y +

ω2

v2
,

λc(ω, q) =
1

µ+ µ0

{

2µ2
0 [ǫ(ω)− 1]
ǫ(ω)µ0 + µ

− (1− β2)(µ0 − µ)

}

, (C.16)

5. Ce formalisme “très puissant” est malheureusement très peu connu. . .
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avec β = v/c et

µ =

√

q2
y +

ω2

v2

[

1− ǫ(ω)β2
]

et µ0 =

√

q2
y +

ω2

v2
(1− β2). (C.17)

La relation de dispersion retardée des modes de surface du plan infini est obtenue,

d’après (C.16), en résolvant l’équation ǫ(ω)µ0 − µ = 0. En considérant un milieu

métallique décrit par un modèle de Drude non dissipatif : ǫ(ω) = 1 − ω2
p/ω

2, on

obtient facilement

(2− β2)

(

ω

ωp

)4

+






2

(

qv

ωp

)2

− 1 + β2







(

ω

ωp

)2

−
(

qv

ωp

)2

= 0, (C.18)

ce qui montre que la vitesse de l’électron introduit une dispersion dans l’énergie du

plasmon de surface. La courbe de dispersion obtenue à partir de (C.18) est montrée

en figure C.3 pour différentes valeurs de β. Les valeurs limites de cette relation de

dispersion sont données par

ω2 ∼







ω2
p

2
1− β2

1− 1
2
β2
, qy ≪

ωp

v
ωp

2
, qy ≫

ωp

v
.

(C.19)

Pour des petits paramètres d’impact b, la principale contribution vient des grandes

valeurs de q, si bien que le pic principal qui serait observé dans le spectre EELS appa-

raîtrait autour de ωs = ωp/
√

2. D’autres contributions correspondantes aux petites

valeurs de q apparaîtraient aussi mais avec une amplitude plus petite. Les effets de

retard de l’interaction coulombienne ont aussi pour conséquence de diminuer l’am-

plitude du pic principal situé à ωs. A grand paramètre d’impact, en revanche, la

principale contribution au spectre EELS vient des petites valeurs de q. Dans le cas

où ces effets de retard sont négligés, la relation de dispersion se réduit simplement,

d’après (C.14), à ǫ(ω) + 1 = 0, c’est-à-dire à ω = ωp/
√

2 correspondant à une ex-

citation de surface non dispersive. Notons enfin que tous ces effets relativistes ne

proviennent que des effets de retard de l’interaction entre l’électron et l’interface et

pas d’une éventuelle émission C̆erenkov qui n’est d’ailleurs pas possible dans le cas

d’un milieu métallique [121].
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C.3 Fonction de Green non retardée en présence

d’une particule sphérique

Considérons une particule sphérique de rayon R constituée d’un milieu homo-

gène décrit par une permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu

également homogène, infini et de permittivité ǫ2(ω) (voir Fig. C.4).


2


x

y

z

O

r






1


n

R

Figure C.4 – Particule sphérique de rayon R constituée d’un matériau homogène de
permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu également homogène et
infini de permittivité ǫ2(ω). Les variables (r, θ, φ) sont utilisées pour repérer un point r de
l’espace en coordonnées sphériques et n est un vecteur unitaire normal à la surface de la
sphère et orienté du milieu 1 vers le milieu 2.

Pour obtenir l’expression de la fonction de Green G(r, r′, ω) associée au potentiel

électrostatique en présence de la particule sphérique, on développe G dans la base

des harmoniques sphériques Ylm(θ, φ) dans les régions r < R et r > R

G(r, r′, ω) =







1
ǫ2|r − r′| +

∑

l,m

4π
2l + 1

Alm
1

(r r′)l+1
Ylm(θ, φ)Y ∗

lm(θ′, φ′) si r, r′ > R

1
ǫ1|r − r′| +

∑

l,m

4π
2l + 1

Blm(r r′)lYlm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) si r, r′ < R

∑

l,m

4π
2l + 1

Clm
rl

<

rl+1
>

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) autrement,

(C.20)

où
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1
|r − r′| =

∑

l,m

4π
2l + 1

rl
<

rl+1
>

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′), (C.21)

et où on a utilisé les notations r< = min(r, r′), r> = max(r, r′).

Les coefficients Alm, Blm et Clm de ce développement sont obtenus en imposant les

conditions de continuité de G et de sa dérivée normale à la traversée de la sphère en

r = R 6







[G(r, r′, ω)]r=R+ = [G(r, r′, ω)]r=R− (C.22a)

ǫ2(ω) [n · ∇G(r, r′, ω)]r=R+ = ǫ1(ω) [n · ∇G(r, r′, ω)]r=R− . (C.22b)

En considérant d’abord le cas où r′ > R, les conditions précédentes impliquent







Clm
1

Rl+1
=

1
ǫ1(ω)Rl+1

+BlmR
l (C.23a)

−ǫ2(ω)Clm
l + 1
Rl+2

= − l + 1
Rl+2

+ lǫ1(ω)BlmR
l−1, (C.23b)

d’où l’on déduit







Blm =
(l + 1) [ǫ1(ω)− ǫ2(ω)]

ǫ1(ω) [ǫ2(ω)(l + 1) + lǫ1(ω)]R2l+1
(C.24a)

Clm =
2l + 1

ǫ2(ω)(l + 1) + lǫ1(ω)
. (C.24b)

En considérant maintenant le cas où r′ < R et en utilisant par exemple la condition

(C.22a), on obtient la relation

1
ǫ2(ω)

Rl + Alm
1

Rl+1
= ClmR

l, (C.25)

puis en utilisant (C.24b)

6. En coordonnées sphériques, la dérivée normale revient simplement à dériver par rapport à

r : n · ∇• =
∂•
∂r

.
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Alm = R2l+1 l [ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
ǫ2(ω) [ǫ2(ω)(l + 1) + lǫ1(ω)]

(C.26)

et finalement [52, 55]

G(r, r′, ω) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
2l + 1

G̃l(r, r′, ω)Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) (C.27)

avec

G̃l(r, r′, ω) =







1
ǫ1(ω)

rl
<

rl+1
>

+

[

βl(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

(r r′)l

R2l+1
si r, r′ < R

1
ǫ2(ω)

rl
<

rl+1
>

+

[

βl(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

R2l+1

(r r′)l+1
si r, r′ > R

βl(ω)
rl

<

rl+1
>

autrement,

(C.28)

où la fonction de réponse multipolaire βl(ω) est donnée par 7

βl(ω) =
2l + 1

lǫ1(ω) + (l + 1)ǫ2(ω)
. (C.29)

C.4 EELS en présence d’une particule sphérique

Trajectoire non pénétrante dans l’approximation non retardée. Les expres-

sions (C.12) et (C.27) permettent maintenant de déterminer la probabilité de perte

d’énergie d’un électron qui voyage en ligne droite à la vitesse constante v en présence

d’une particule sphérique pour une trajectoire pénétrante ou non et dans l’approxi-

mation non retardée. Soit b le paramètre d’impact de la trajectoire, c’est-à-dire la

distance entre la trajectoire de l’électron et le centre de la sphère (voir Fig. C.5).

Dans le cas d’une trajectoire non pénétrante, c’est-à-dire lorsque l’électron passe à

l’extérieur de la particule, on a toujours b > R. En substituant (C.28) pour r, r′ > R

dans (C.12) et en ne considérant que la contribution due à la présence de l’interface

7. Notons que lorsque l →∞, la fonction de réponse βl tend vers la fonction de réponse d’une
interface planaire séparant deux milieux semi-infinis : βl → 2

ǫ1+ǫ2
(voir Eq. (C.11)).
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Figure C.5 – Particule sphérique de rayon R plongée dans un milieu homogène et infini.
La trajectoire de l’électron est soit pénétrante soit non pénétrante. L’électron se déplace à
une distance x = b du centre de la sphère, dans le plan y = 0 et suivant l’axe Oz.

sphérique, on obtient après quelques calculs [52, 54, 122] et en remplaçant, par

commodité,
l∑

m=−l
par

l∑

m=0
(2− δ0m)

Γbound(b, ω) = − 4R
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=0

(2− δ0m)
(l −m)!(l +m)!

ℑ
[

βl(ω)
︸ ︷︷ ︸

SP

− 1
ǫ2(ω)

︸ ︷︷ ︸

begrenzung

] (ωR

v

)2l

K2
m

(

ωb

v

)

.

(C.30)

Comme dans le cas d’une interface planaire infinie, le premier terme, qui contient

la fonction de réponse βl(ω), correspond à l’excitation des plasmons de surface (SP)

créés à la surface de la sphère tandis que le second terme correspond à l’effet be-

grenzung qui apporte une contribution négative à la probabilité de perte d’énergie

associée à l’excitation du plasmon de volume dans le milieu traversé par l’électron.

Trajectoire non pénétrante dans le régime retardé. Dans le cas où les effets

de retard des signaux électromagnétiques dans le milieu traversé par l’électron sont

pris en compte, l’expression (C.30) devient, pour une particule sphérique plongée

dans l’air et constituée d’un matériau de permittivité diélectrique ǫ(ω) [123]

Γbound(b, ω) =
1
ωc

+∞∑

l=1

l∑

m=−l

K2
m

(

ωb

vγ

)
{

CM
lmℑ[tMl ] + CE

lmℑ[tEl ]
}

, (C.31)
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où γ = 1/
√

1− v2/c2 est le facteur de Lorentz qui prend en compte la contraction du

paramètre d’impact vu par l’électron relativiste, CE
lm et CM

lm sont des coefficients de

couplage qui ne dépendent que du rapport v/c, tMl et tEl sont les coefficients de diffu-

sion de Mie respectivement pour le champ magnétique et le champ électrique et sont

indépendants de l’énergie de l’électron et du paramètre d’impact. Les expressions ex-

plicites de ces coefficients pour une sphère homogène peuvent être trouvées dans [52].

Trajectoire pénétrante dans l’approximation non retardée. Dans le cas où

la trajectoire de l’électron est pénétrante, on aura toujours b < R. En substituant

(C.27) pour r > R lorsque l’électron passe à l’extérieur de la particule et pour r < R

lorsqu’il passe à l’intérieur dans (C.12), on obtient après quelques calculs [124]

Γbound(b, ω) = − 4R
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=0

(2− δ0m)
(l −m)!
(l +m)!

{

ℑ [βl(ω)]
[

Ao
lm + Ai

lm

]2
(C.32)

+ℑ
[

− 1
ǫ1(ω)

]
[

(Ai
lm)2 + Ai

lmA
o
lm

]

(C.33)

+ℑ
[

− 1
ǫ2(ω)

]
[

(Ao
lm)2 + Ai

lmA
o
lm

]
}

(C.34)

avec

Ao
lm(ω) =

∫ +∞

z0

dz
Rl

(
√
b2 + z2)l+1

Plm

(

z√
b2 + z2

)

glm

(
ωz

v

)

; (C.35)

Ai
lm(ω) =

∫ z0

0
dz

(
√
b2 + z2)l

Rl+1
Plm

(

z√
b2 + z2

)

glm

(
ωz

v

)

, (C.36)

où z0 =
√
R2 − b2 et

glm(x) =







sin(x) si (l +m) est impaire

cos(x) si (l +m) est paire.
(C.37)

Ces expressions montrent qu’une infinité de modes de surface multipolaires peuvent
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être excités, dont chacun contribue plus ou moins à Γbound(b, ω). Cependant pour

des petites particules sphériques telles que R ≪ v/ωs (où ωs = ωp/
√

2) que nous

supposerons plongées dans l’air et décrites par un modèle de Drude non dissipatif :

ǫ1(ω) = 1− ω2
p/ω

2, le mode dipolaire (l = 1) domine et apparaît à ω1 = ωp/
√

3. Au

contraire, pour des très grandes particules (R ≫ v/ωs et b > R), les modes multi-

polaires d’ordre élevé dominent et apparaissent autour de ωs, puisque dans ce cas

la fonction de réponse βl(ω) tend vers celle associée à une interface planaire infinie,

c’est-à-dire que βl → 2
ǫ1+ǫ2

. Ce résultat était bien sûr attendu puisque, dans ce cas,

l’électron incident qui sonde la particule ne sent plus la courbure de la sphère et tout

se passe comme si cet électron sondait une interface planaire infinie dont l’unique

le plasmon de surface ne peut être excité qu’à ωs dans l’approximation non retardée.

Le terme (C.32) qui apparaît dans Γbound et qui contient la fonction de réponse

βl(ω) donne la probabilité de perdre l’énergie ω en excitant les plasmons de surface

multipolaires de la particule. Les deux derniers termes (C.33) et (C.34) sont asso-

ciés à l’effet begrenzung et diminuent la probabilité de perte d’énergie associée à

l’excitation des plasmons de volume dans les deux milieux traversés par l’électron 8.

C.5 Fonction de Green non retardée en présence

d’une particule cylindrique

Considérons maintenant une particule cylindrique (nanoantenne. . . ) de longueur

infinie et d’axe Oz, de rayon R et constituée d’un milieu homogène de permittivité

diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu également homogène, infini et

de permittivité ǫ2(ω) (voir Fig. C.6). En raison de la symétrie cylindrique de la

particule, l’expression de la fonction de Green totale G(r, r′, ω) associée au potentiel

électrostatique en présence de la particule est obtenue en développant G dans une

base de fonctions de Bessel Km et Im dans les régions ρ < R et ρ > R

8. Comme ici la trajectoire est pénétrante, l’électron traverse les deux milieux (la particule et
son environnement) et donc les deux contributions négatives associées à l’effet begrenzung dans
ces deux milieux sont prises en compte.
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Figure C.6 – Particule cylindrique infinie de rayon R et d’axe Oz plongée dans un
milieu homogène et infini. Les variables (ρ, φ, z) sont utilisées pour repérer un point r

dans l’espace en coordonnées cylindriques et n est un vecteur unitaire normal à la surface
du cylindre et dirigé du milieu 1 vers le milieu 2.

G(r, r′, ω) =







1
ǫ2|r − r′| +

1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)AmKm(qρ)Km(qρ′) si ρ, ρ′ > R

1
ǫ1|r − r′| +

1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)CmIm(qρ)Im(qρ′) si ρ, ρ′ < R

1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)BmIm(qρ<)Km(qρ>) autrement

(C.38)

avec

1
|r − r′| =

1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)Im(qρ<)Km(qρ>), (C.39)

où r = (ρ, φ, z) et où les notations ρ< = min(ρ, ρ′) et ρ> = max(ρ, ρ′) ont été utili-

sées.

Les coefficients Am, Bm et Cm de ce développement sont obtenus en imposant

les conditions de continuité de G et de sa dérivée normale à la traversée du cylindre

en ρ = R 9

9. En coordonnées cylindriques, la dérivée normale revient simplement ici à dériver par rapport
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





[G(r, r′, ω)]ρ=R+ = [G(r, r′, ω)]ρ=R− (C.40a)

ǫ2(ω) [n · ∇G(r, r′, ω)]ρ=R+ = ǫ1(ω) [n · ∇G(r, r′, ω)]ρ=R− . (C.40b)

En considérant d’abord le cas où ρ′ < R, les conditions précédentes impliquent







BmKm(x) =
1

ǫ1(ω)
Km(x) + CmIm(x) (C.41a)

ǫ2(ω)BmqK
′
m(x) = qK ′

m(x) + ǫ1(ω)CmqI
′
m(x), (C.41b)

où on a posé x = qR. A partir de ce système et en utilisant la relation du wronskien

dérivée dans [38] : Im(x)K ′
m(x)−Km(x)I ′

m(x) = − 1
x

pour le calcul de Bm, on obtient







Bm =
1

x [ǫ1(ω)Km(x)I ′
m(x)− ǫ2(ω)K ′

m(x)Im(x)]
(C.42a)

Cm =
Km(x)K ′

m(x) [ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
ǫ1(ω) [ǫ1(ω)Km(x)I ′

m(x)− ǫ2(ω)K ′
m(x)Im(x)]

. (C.42b)

En considérant maintenant le cas où ρ′ > R et en utilisant par exemple la condition

(C.40a), on obtient la relation

1
ǫ2(ω)

Im(x) + AmKm(x) = BmIm(x), (C.43)

puis utilisant (C.42a)

Am =
Im(x)I ′

m(x) [ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
ǫ2(ω) [ǫ1(ω)Km(x)I ′

m(x)− ǫ2(ω)K ′
m(x)Im(x)]

(C.44)

et finalement [52, 46]

G(r, r′, ω) =
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

+∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)G̃m(ρ, ρ′, q, ω) (C.45)

avec

à ρ : n · ∇• =
∂•
∂ρ

.
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Figure C.7 – Courbes de dispersion des modes de surface m = 0, 1, 2, 5 d’un cylindre
d’aluminium de rayon R en fonction du paramètre sans dimension x = qR et dans l’ap-
proximation non retardée. Les modes m 6= 0 ne dispersent quasiment pas. Adaptée de [55].
Voir aussi [125].

G̃m(ρ, ρ′, q, ω) = 4π







1
ǫ2

[

Im(qρ<) +
1

∆m

(ǫ2 − ǫ1)Im(x)I ′
m(x)Km(qρ<)

]

Km(qρ>) si ρ, ρ′ > R

1
ǫ1

[

Km(qρ>) +
1

∆m

(ǫ2 − ǫ1)Km(x)K ′
m(x)Im(qρ>)

]

Im(qρ<) si ρ, ρ′ < R

1
x∆m

Im(qρ<)Km(qρ>) autrement,

(C.46)

où x = qR et

∆m = ǫ1I
′
m(x)Km(x)− ǫ2Im(x)K ′

m(x). (C.47)

La relation de dispersion des modes de surface du cylindre est obtenue en ré-

solvant l’équation ∆m = 0. En supposant que la particule cylindrique est plongée

dans l’air : ǫ2(ω) = 1 et constituée d’un matériau homogène décrit par un modèle

de Drude non dissipatif : ǫ1(ω) = 1 − ω2
p/ω

2, on obtient facilement la relation de

dispersion pour le mode m

ωm = ωp

√

xI ′
m(x)Km(x). (C.48)
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Nous donnons en figure C.7 les courbes de dispersion des modes de surface d’un

cylindre pour différentes valeurs de m obtenues à partir de (C.48). Ces courbes nous

ont permis d’interpréter une partie des résultats expérimentaux que nous avons

obtenus en EELS sur des SRRs (analogues à des nanoantennes repliées en forme de

U).

C.6 EELS pour une particule cylindrique

Nous donnons ici l’expression de la probabilité de perte d’énergie d’un électron

rapide en présence d’une particule de forme cylindrique (nanoantennes. . . ).

Trajectoire non pénétrante dans l’approximation non retardée. Dans le cas

où la trajectoire de l’électron est non pénétrante, c’est-à-dire lorsque l’électron se

propage à l’extérieur de la particule parallèlement à l’axe Oz et à une distance b fixe

de cet axe (voir Fig. C.8), la probabilité de perte d’énergie de l’électron est obtenue

en substituant (C.45) pour ρ, ρ′ > R dans (C.12).


2


x

y

z

O


1


v

trajectoire non
pénétrante 

b

R

trajectoire 
pénétrante 

v

b

Figure C.8 – Particule cylindrique infinie d’axe Oz et de rayon R constituée d’un maté-
riau homogène de permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu également
homogène, infini et de permittivité ǫ2(ω). L’électron se propage avec une vitesse constante
v parallèlement à l’axe Oz à une distance b de cet axe. La trajectoire de l’électron est soit
pénétrante soit non pénétrante.

Après quelques calculs et en ne considérant que la contribution due à la présence de

l’interface cylindrique, on trouve [57]
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dΓbound(b, ω)
dz

=− 2
πv2

∞∑

m=0

(2− δ0m)ℑ
{

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)

ǫ2(ω)
[

ǫ1(ω)I ′
m(ωR

v
)Km(ωR

v
)− ǫ2(ω)Im(ωR

v
)K ′

m(ωR
v

)
]

}

× Im

(
ωR

v

)

I ′
m

(
ωR

v

)

K2
m

(

ωb

v

)

. (C.49)

Trajectoire pénétrante dans l’approximation non retardée. Dans le cas où

la trajectoire de l’électron est pénétrante, c’est-à-dire dans le cas où l’électron se

propage à l’intérieur du cylindre parallèlement à l’axe Oz et à une distance b fixe

de cet axe, la probabilité de perte d’énergie de l’électron est maintenant obtenue en

substituant (C.45) pour ρ, ρ′ < R dans (C.12), on trouve [57]

dΓbound(b, ω)
dz

=− 2
πv2

∞∑

m=0

(2− δ0m)ℑ
{

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)

ǫ1(ω)
[

ǫ1(ω)I ′
m(ωR

v
)Km(ωR

v
)− ǫ2(ω)Im(ωR

v
)K ′

m(ωR
v

)
]

}

×Km

(
ωR

v

)

K ′
m

(
ωR

v

)

I2
m

(

ωb

v

)

. (C.50)

Trajectoire pénétrante dans le régime retardé. Dans le cas où l’on tient compte

des effets de retard dans la propagation des signaux électromagnétiques dans les

milieux traversés par l’électron incident et pour un électron passant à l’intérieur du

cylindre parallèlement à son axe Oz et à une distance b de cet axe (voir Fig. C.8),

la probabilité de perte d’énergie de l’électron s’écrit [126]

dΓbound(b, ω)
dz

=
2
πv2

+∞∑

m=0

(2− δ0m)ℑ
{[

1
ǫ1(ω)

− v2

c2

]

Fm(ω)

}

(C.51)

avec

Fm(ω) =
[ǫ2(ω)x1Km(x1)K ′

m(x2)− ǫ1(ω)x2K
′
m(x1)Km(x2)− ηmIm(x1)Km(x1)K2

m(x2)]I2
m(ν1b)

ǫ2(ω)x1Im(x1)K ′
m(x2)− ǫ1(ω)x2I ′

m(x1)Km(x2)− ηmI2
m(x1)K2

m(x2)
,

(C.52)

où ν1 =
√

q2 − ǫj(ω)ω2

c2 , xj = R
√

q2 − ǫj(ω)ω2

c2 et

ηm =
m2β2[ǫ1(ω)− ǫ2(ω)]2

[1− ǫ1(ω)β2][1− ǫ2(ω)β2] [x1Im(x1)K ′
m(x2)− x2I ′

m(x1)Km(x2)]
, (C.53)
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DISPFRSION RELATIONS FOR NON-RADIATIVE SURFACE PLASMONS 617 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Fig. 1. The dispersion curves for the n = 0, 1,2,3, 10 surface plasmon modes on a cylinder 

containing a classical free-electron gas in vacuum for zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk,a = 0.6071. The dashed curve is the 

surface plasmon dispersion relation for a plane interface between the two media. 
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Fig. 2. The dispersion curves for the n =0, 1, 2, 5, 10 modes on a cylinder containing 

a classical free-electron gas in vacuum for k,a = 3.794. The dashed curve is the surface 

plasmon dispersion relation for a plane interface between the two media. 
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Figure C.9 – Courbes de dispersion retardées des modes de surface m = 0, 1, 2, 3, 10
d’un cylindre de rayon R tel que qpR = 0.6071, décrit par un modèle de Drude : ǫ1(ω) =
1−ω2

p/ω
2 et plongé dans le vide. La ligne en pointillés est la courbe de dispersion retardée

des modes de surface à l’interface entre deux milieux semi-infinis. Adaptée de [127].

où on a posé β = v/c.

Dans le cas particulier où l’électron se propage exactement suivant l’axe du cy-

lindre (b = 0) alors il ne pourra se coupler qu’aux modesm = 0 à cause de la symétrie

de révolution du système électron/cylindre. En utilisant le fait que K ′
0(x) = −K1(x),

I ′
0(x) = I1(x) et I0(0) = 1, l’expression (C.51) devient alors [52]

dΓbound(ω)
dz

=
2
πv2
ℑ
{[

1
ǫ1(ω)

− v2

c2

]

ǫ2(ω)x1K0(x1)K1(x2)− ǫ1(ω)x2K1(x1)K0(x2)
ǫ2(ω)x1I0(x1)K1(x2) + ǫ1(ω)x2I1(x1)K0(x2)

}

.

(C.54)

La relation de dispersion retardée des modes de surface du cylindre est obtenue en

annulant le dénominateur de Fm(ω). En tenant compte du fait que
√

1− ǫj(ω)β2 =

xj/qR (car β = v/c et q = ω/v), on obtient alors les relations de dispersion [127]

x2
1x

2
2

[

ǫ1(ω)x2
I ′

m(x1)
Im(x1)

− ǫ2(ω)x1
K ′

m(x2)
Km(x2)

] [

x2
I ′

m(x1)
Im(x1)

− x1
K ′

m(x2)
Km(x2)

]

= m2[ǫ1(ω)− ǫ2(ω)]2R4 ω
2

c2
q2. (C.55)
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Les courbes de dispersion obtenues à partir de (C.55) pour les modes m = 0, 1, 2, 3

et m = 10 sont montrées en figure C.9.

C.7 EELS en présence d’un film mince dans l’ap-

proximation non retardée

Trajectoire non pénétrante. Considérons un milieu semi-infini constitué d’un ma-

tériau homogène décrit par la permittivité diélectrique locale ǫ2(ω) et recouvert d’un

film mince d’épaisseur d et de permittivité ǫ1(ω) et supposons que l’ensemble soit

plongé dans l’air et que de plus l’électron incident voyage parallèlement à l’interface

(trajectoire non pénétrante) à une distance b de celle-ci (voir Fig. C.10).

z
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Figure C.10 – Milieu semi-infini de permittivité diélectrique locale ǫ2(ω) recouvert d’un
film mince d’épaisseur d et de permittivité ǫ1(ω). La trajectoire de l’électron est parallèle
à l’interface et située à une distance b de celle-ci (trajectoire non pénétrante).

La fonction de Green (non retardée) pour le potentiel en présence de ce système

s’écrit, en posant r = (R, z) [55, 128]

G(R,R′, z, z′, ω) =
1

(2π)2

∫

dq eiq·(R−R′)G̃(q, z, z′, ω), (C.56)

où, lorsque r et r′ sont dans l’air
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G̃(q, z, z′, ω) =
2π
q
e−q(z+z′) ξ21 + ξ10e

2qd

ξ21ξ10 + e2qd
(C.57)

avec

ξ10 =
ǫ1(ω)− 1
ǫ1(ω) + 1

et ξ21 =
ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

. (C.58)

On obtient la probabilité de perte d’énergie par unité de longueur de l’électron en

substituant (C.56) dans (C.12)

dΓbound(b, ω)
dx

=
2
πv2

∫ +∞

1

dt√
t2 − 1

e
−2ωb

v
tℑ



ξ21 + ξ10e

2ωd
v

t

ξ21ξ10 + e
2ωd

v
t



 . (C.59)

Trajectoire pénétrante. On suppose maintenant que le film mince est entièrement

plongé dans l’air et qu’il est constitué d’un matériau homogène de permittivité di-

électrique locale ǫ(ω) 10. On suppose de plus que l’électron pénètre le film en incidence

normale (voir Fig. C.11).

z

incidence normale

v

xO


film mince

air

d

Figure C.11 – Film mince d’épaisseur d et de permittivité diélectrique locale ǫ(ω) plongé
dans l’air. L’électron pénètre le film en incidence normale.

La probabilité de perte d’énergie de l’électron s’écrit [55, 129]

Γbound(ω) =
∫ +∞

0
2πqdq Γbound(q, ω), (C.60)

10. Ce qui donne ξ21(ω) =
1− ǫ(ω)

1 + ǫ(ω)
= −ξ10(ω).



C.7 EELS en présence d’un film mince dans l’approximation non
retardée 279

0 1 2 3 4
0

2

4

6

8

10

12

14

15

ωs = ωp/
√

2

qd




eV
)


+

-


+- -

-+ +

- +

-- +

-

Figure C.12 – Courbes de dispersion obtenues dans l’approximation non retardée pour
un film mince d’épaisseur d décrit par un modèle de Drude non dissipatif en fonction
du paramètre de couplage sans dimension qd. La branche du haut correspond aux modes
antisymétriques en charge par rapport au plan horizontal du film tandis que la branche du
bas correspond aux modes symétriques en charge. La distribution de charges à la surface
du film est représentée à côté de chacune des courbes.

où

Γbound(q, ω) =

1
π2v2

2q
[

q2 + ω2

v2

]2ℑ
{

1− ǫ(ω)
ǫ(ω)

2[ǫ(ω)− 1] cos(ωd
v

) + [ǫ(ω)− 1]2e−qd + [1− ǫ2(ω)]eqd

[ǫ(ω)− 1]2e−qd − [ǫ(ω) + 1]2eqd

}

.

(C.61)

La relation de dispersion des modes de surface du film est obtenue en annulant le

dénominateur de (C.61) : [ǫ(ω)−1]2e−qd− [ǫ(ω)+1]2eqd = 0. Pour un film métallique

décrit par un modèle de Drude non dissipatif : ǫ(ω) = 1 − ω2
p/ω

2, cette équation

donne deux solutions 11

ω± =
ωp√

2

√

1± e−qd. (C.62)

11. Le dénominateur de (C.61) s’annule aussi pour ǫ(ω) = 0. Pour un film décrit par un modèle
de Drude non dissipatif, cette équation donne l’unique solution non dispersive ω = ωp et qui
correspond à l’énergie d’excitation du plasmon de volume du film.
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Les courbes de dispersion obtenues à partir de (C.62) sont montrées en figutr C.12.

Ces deux solutions sont dues au couplage des excitations entre les deux faces du

film. Les modes de basse énergie (ω−) correspondent à une distribution de charges

symétrique sur les deux faces du film, tandis que les modes de haute énergie (ω+)

correspondent à une distribution de charges antisymétrique. Pour des films très épais

(qd ≫ 1), le couplage entre les deux faces devient négligeable et les deux types de

modes précédents ont la même énergie ωs = ωp/
√

2. Les deux excitations sont alors

indépendantes et sont les mêmes que celles qui apparaissent à l’interface séparant

deux milieux semi-infinis.



Annexe D

Configuration du logiciel

COMSOL pour faire de l’EELS

D.1 Tutoriel - COMSOL

Nous donnons ici les différentes étapes que nous avons utilisées pour configu-

rer l’interface graphique de COMSOL (version 3.5a) afin d’obtenir les densités de

charges propres à la surface de la particule étudiée ainsi que les grandeurs électroma-

gnétiques (potentiel, champ électrique. . . ) dans le contexte d’une expérience EELS

non retardée.

Les densités de charges propres sont données par une équation intégrale dérivée

dans la section 10.3

2πλiσ
i(s) = PP

∮

ds′ F (s, s′)σi(s′), (D.1)

où l’on rappelle que PP désigne la partie principale et où l’intégration porte uni-

quement sur la surface de la particule étudiée et

F (s, s′) = −n · (s− s′)
|s− s′|3 . (D.2)

Dans nos simulations numériques, nous avons essentiellement utilisé l’interface

graphique (GUI) du logiciel pour résoudre (D.1) mais une fonction d’exportation est

disponible pour permettre d’exporter le modèle réalisé avec le GUI de COMSOL en

un fichier ".m" qui peut être compilé puis exécuté par MATLAB. Cette exportation

sous MATLAB peut être nécessaire, par exemple, dans le cas où un post-traitement

serait irréalisable directement avec le GUI de COMSOL. Le logiciel COMSOL per-

met de résoudre des équations aux dérivées partielles en utilisant la méthode des

éléments finis mais il permet aussi de résoudre des équations intégrales telle que D.1.
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Figure D.1 – On choisit le mode d’application faible de COMSOL pour un problème 3D
afin de résoudre n’importe quelle quation intégrale aux valeurs propres : Weak, Form
Boundary (wb)/eigenvalue analysis.

L’équation est résolue après discrétisation de la géométrie du problème et inter-

polation des inconnues sur chacun des éléments de la discrétisation (voir le chapitre

4) 1.

Nous avons utilisé le mode d’application faible pour un problème 3D de COM-

SOL afin de résoudre (D.1) par la méthode de Galerkin (voir le chapitre 4). Plus

précisément, nous avons considéré le mode d’application faible adapté à la résolution

d’un problème aux valeurs propres comme c’est le cas ici : Weak, Form Boundary

(wb)/eigenvalue analysis (voir la copie d’écran D.1).

La forme de la particule est ensuite dessinée en utilisant le GUI du logiciel 2. Les

principaux outils de dessin disponibles dans les logiciels spécialisés de CAO-DAO

sont présents aussi dans COMSOL (extrusion, révolution. . . ) et peuvent être natu-

rellement utilisés pour dessiner la forme 3D de la particule. Afin d’éviter les erreurs

numériques dues aux points anguleux et/ou aux arêtes éventuels de la géométrie

réelle, les pointes et les angles droits doivent être arrondis. Les simulations numé-

1. Plus précisément, les inconnues sont interpolées sur chacun des élements de la discrétisation
à partir de la valeur de ces inconnues aux nœuds de l’élément.

2. La forme 3D de la particule peut aussi être dessinée en utilisant un autre logiciel plus spécialisé
dans le dessin technique comme SolidWorks. . . et la structure peut ensuite être exportée dans
COMSOL.
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Figure D.2 – L’intégrale qui apparaît dans (D.1) est notée sigmaint dans COMSOL
et les densités de charges propres à calculer sont notées u. Les autres grandeurs d’intérêt
(potentiel, champ électrique, EELS. . . ) et qui sont définies par une intégrale portant sur la
densité de charges sont implémentées aussi dans Integration Coupling Variables. La
fonction nonzero créée permet de définir (D.1) au sens de la valeur principale de Cauchy.
L’opérateur dest prédéfinit permet de préciser la destination des variables non intégrées.
Pour sigmaint, à la fois la variable à intégrer (s′) et la variable non intégrée (s) sont
définies à la surface de la particule. Pour les autres intégrales, la variable à intégrer (s′)
est définie à la surface de la particule tandis que la variable non intégrée (r) est définie
partout à l’extérieur de la particule.

riques que nous avons réalisées sur des split-ring resonators (SRR) ont par exemple

nécessité à ce que les pointes et les bords des SRRs soient arrondis (une telle pré-

caution serait aussi nécessaire pour un film mince, un cube. . . ).

Pour résoudre (D.1) par la méthode de Galerkin (voir la section 10.3.1), l’inté-

grale doit d’abord être multipliée par des fonctions test égales aux fonctions d’in-

terpolation utilisées pour interpoler les inconnues, puis intégrée de nouveau sur la

surface de la particule. Le membre de droite de (D.1) est préalablement stocké dans

COMSOL sous le nom "sigmaint" (on peut choisir un autre nom. . . ) dans l’option

Integration Coupling Variables. L’équation intégrale obtenue après multiplica-

tion de (D.1) par une fonction test (notée test(u) dans COMSOL, où u est la

variable inconnue, c’est-à-dire ici σi) est implémentée dans Physics/Boundary

Settings où l’on choisit : weak = sigmaint*test(u) et dweak = ut*test(u),

où ut est traduit ici par COMSOL par λu (voir la copie d’écran D.2). COMSOL
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Figure D.3 – La fonction nonzero permet d’évaluer (D.1) et les autres intégrales d’in-
térêt partout sauf en s = s′. Les normales Nx, Ny et Nz ont été créées afin de n’avoir que
des normales orientées vers l’extérieur de la particule.

choisit par défaut les fonctions test égales aux polynômes d’interpolation utilisés et

la seconde intégration portant sur la surface de la particule (voir la section 10.3.1)

est aussi réalisée automatiquement.

L’intégrale à résoudre est définie (analytiquement) au sens de la valeur princi-

pale de Cauchy. Pour résoudre cette intégrale numériquement, nous avons créé la

fonction booléenne nonzero dans l’option Function permettant d’évaluer (D.1)

partout sauf en s = s′ (voir la copie d’écran D.3). Par ailleurs, les variables nx,

ny et nz prédéfinies dans COMSOL permettent de définir les normales sortantes en

chacun des points de la géométrie. Dans notre situation, nous avons enfermé la par-

ticule dans un parallélépipède qui modélise l’environnement (les grandeurs d’intérêt

comme le champ électrique et le potentiel pourront ainsi être calculées à l’extérieur

de la particule), ces normales que l’on souhaiterait définir à la surface de la particule

sont parfois mal orientées, c’est-à-dire orientées soit vers l’intérieur de la particule en

certains points soit vers l’extérieur en d’autres points. Ceci est dû au fait qu’il y a ici

une ambiguïté pour définir des normales toutes orientées vers l’extérieur de la parti-
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Figure D.4 – La surface du SRR a été discrétisée en utilisant 1614 éléments triangu-
laires. L’environnement autour du SRR a été modélisé par un parallélépipède discrétisé en
utilisant 13489 éléments tétraédriques.

cule lorsque celle-ci est enfermée dans un domaine 3D. Afin d’éviter ce problème et

donc être sûr de n’obtenir que des normales sortantes à la surface de la particule (en

chacun des points de la discrétisation), nous avons redéfini "à la main" ces normales

dans l’option Scalar Expressions à partir de celles prédéfinies dans COMSOL et

en utilisant les opérateurs booléens disponibles (voir la copie d’écran D.3).

En particulier, dans nos simulations numériques, la surface du SRR a été discré-

tisée en utilisant 1614 éléments triangulaires (contrairement à un élément de forme

carrée disponible aussi dans COMSOL, la forme triangulaire est celle qui s’adapte le

mieux à la forme en U du SRR) (voir la copie d’écran D.4). Des polynômes d’interpo-

lation d’ordre 2 ont été choisis pour interpoler les solutions en chacun des éléments

du maillage à partir de celles calculées aux nœuds de ces éléments (voir le chapitre

4). Afin d’obtenir les autres grandeurs électromagnétiques d’intérêt partout à l’ex-

térieur de la particule (potentiel, champ électrique, EELS. . . ), associées à chacune

des densités de charges propres initialement calculées, il nous a été nécessaire de

modéliser l’environnement de la particule en plaçant celle-ci dans un parallélépipède
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Figure D.5 – Le solveur UMFPACK a été utilisé pour inverser le système d’équations
algébrique finalement obtenu à partir de (D.1).

que nous avons discrétisé en volume en utilisant 13489 éléments tétraédriques. Ces

grandeurs d’intérêt, écrites en terme des densités de charges sous forme intégrale,

ont simplement été calculées par COMSOL en utilisant une formule de quadrature

de Gauss dans une étape de post-traitement (post-processing). Les expressions utili-

sées, qui ont été démontrées dans ce manuscrit, sont montrées dans la copie d’écran

D.2 et rappelées ci-dessous (en oubliant les préfacteurs pour l’EELS et le SNOM)

⊲ potentiel : φbound,i(r) =
∮

ds
σi(s)
|r − s|

⊲ champ électrique : Ebound,i(r) = −
∮

ds σi(s)
(r − s)
|r − s|3

⊲ EELS : Γeels,i(R0, ω) ∝
∣
∣
∣
∣
∣

∮

ds σi(s)e−iω/vs‖

K0

(

ω|R0 − s⊥|
v

)∣
∣
∣
∣
∣

2

.

Le signal SNOM peut aussi être déduit des densités de charges propres calculées.

Dans le cas où la sonde est orientée suivant un axe Oz (perpendiculairement à la

surface de la particule), on a
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⊲ SNOM : Ssnom,i(R0, z, ω) ∝
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∮

ds σi(s)
z − s‖

[|R0 − s⊥|2 + (z − s‖)2]3/2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

,

où R0 = (x0, y0) (position de la sonde) et s = (s⊥, s‖) est un point à la surface de

la particule où, en coordonnées cartésiennes, s⊥ = (xs, ys) et s‖ = zs.

Nous avons enfin utilisé le solveur UMFPACK (version 4.2 développée par T. A.

Davis) disponible dans COMSOL 3 pour inverser le système d’équations algébrique

finalement obtenu à partir de l’équation intégrale (D.1) après discrétisation [voir

Eq. (10.9)]. Bien sûr, dans un contexte plus général, d’autres types de solveurs

(itératifs ou pas. . . ) peuvent être utilisés selon le problème considéré (symétries,

problèmes non linéaires. . . ).

3. Ces routines sont détaillées à l’adresse : http ://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/.





Annexe E

Fonction de Green scalaire dans le

formalisme de la décomposition

modale en présence d’une

particule de haute symétrie

Nous allons ici utiliser notre formalisme de la décomposition modale et les ré-

sultats obtenus dans le chapitre 14 pour déterminer la fonction de Green scalaire

associée au potentiel électrostatique en présence d’une interface planaire séparant

deux milieux semi-infinis, d’une particule sphérique ou d’une particule cylindrique.

Les expressions obtenues pourront ensuite être comparées à celles que nous avions

dérivées plus académiquement dans l’annexe C de ce manuscrit où nous avions uti-

lisé l’équation de Poisson pour le potentiel complétée par les équations de continuité

des champs électromagnétiques à la traversée de la particule mais sans faire inter-

venir explicitement les excitations de surface de la particule. Nous utiliserons aussi

les résultats obtenus dans le chapitre 14 pour dériver de nouveau différentes ex-

pressions de la probabilité de perte d’énergie d’un électron rapide en présence des

interfaces précédentes. Tous les calculs seront effectués en prenant en compte à la

fois les termes associés aux excitations des plasmons de surface de la particule et les

termes associés à l’effet begrenzung. Les autres termes, que nous avions notés Γbulk,

qui sont associés aux excitations des plasmons de volume dans chacun des milieux

traversés par l’électron incident pourront éventuellement être ajoutés "à la main"

puisqu’il s’agira toujours, quelque soit la forme de la particule considérée, de

Γbulk(ω) =
2∑

j=1

2Lj

πv2
ℑ
[

− 1
ǫj(ω)

]

ln
(
qcv

ω

)

, (E.1)

où Lj est la longueur totale traversée par l’électron dans le milieu j = 1, 2, v est
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la vitesse de l’électron et qc est le moment maximal transféré dans le milieu et qui

est en fait imposé par l’angle de collection du spectromètre utilisé dans l’expérience

EELS [29].

E.1 Modes propres géométriques pour une inter-

face planaire infinie

Considérons une interface planaire contenue dans le plan xOy séparant deux

milieux semi-infinis chacun constitué d’un matériau homogène de permittivité di-

électrique locale ǫ2(ω) (z > 0) et ǫ1(ω) (z < 0) (voir Fig. E.1).


1


z

1

z = 0 

x y


2
 2

n

Figure E.1 – Une interface planaire contenue dans le plan xOy séparant deux milieux
semi-infinis chacun constitué d’un matériau homogène de permittivité diélectrique locale
ǫ2(ω) (z > 0) et ǫ1(ω) (z < 0).

Les modes propres géométriques sont donnés par l’équation de Fredholm de

seconde espèce

2πλiσ
i(s) =

∮

ds′ F (s, s′)σi(s′) (E.2)

avec

F (s, s′) = −n · (s− s′)
|s− s′|3 , (E.3)

où les σi(s) sont normalisés entre eux selon la relation de normalisation
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∮

ds
∮

ds′ σ
i(s)σj(s′)∗

|s− s′| = δij. (E.4)

Dans le cas d’une interface planaire infinie, le vecteur normal à l’interface n est

toujours orthogonal à (s− s′) et donc on a toujours : F (s, s′) = 0. L’équation (E.2)

implique alors que toutes les valeurs propres λi sont nulles mais ne nous permet pas

de déterminer les modes propres σi(s) correspondants. Cependant, étant donnée la

symétrie du problème, on peut supposer qu’ils sont de la forme

σk(s) = Ak e
ik·s, (E.5)

où Ak est une constante de normalisation, indépendante de s, imposée par la rela-

tion de normalisation (E.4). La variable discrète générique i a été remplacée ici par

la variable continue k = (kx, ky) qui est un vecteur d’onde 2D défini à l’interface

entre les deux milieux.

Normalisation des modes propres. La normalisation des modes propres, c’est-

à-dire la détermination de Ak, est obtenue en utilisant la relation (E.4) ainsi que

l’identité de Weyl

1
|r − r′| =

1
2π

∫ dq

q
eiq·(R−R′)e−q|z−z′|, (E.6)

où on a posé r = (R, z) et R = s = (x, y). Le développement précédent devient à

l’interface (où z, z′ = 0)

1
|s− s′| =

1
2π

∫ dq

q
eiq·(s−s′). (E.7)

En substituant (E.5) et (E.7) dans (E.4) et en utilisant l’identité

∫

ds ei(k+q)·s = (2π)2δ(k + q), (E.8)

on obtient successivement
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δ(k − k′) =
1

2π
AkA

∗
k′

∫

ds
∫

ds′ eik·se−ik′·s′
∫ dq

q
eiq·(s−s′) (E.9)

=
1

2π
AkA

∗
k′

∫ dq

q

∫

ds ej(k+q)·s
∫

ds′ e−j(k′+q)·s′

=
1

2π
AkA

∗
k′

∫ dq

q
(2π)2δ(k + q)(2π)2δ(k′ + q)

=
(2π)3

k
AkA

∗
k′δ(k − k′), (E.10)

c’est-à-dire que Ak =

√
k

(2π)3/2
et finalement

pour une interface planaire infinie :







λi = 0

σk(s) =

√
k

(2π)3/2
eik·s.

(E.11)

E.2 Fonction de Green scalaire pour une interface

planaire infinie

On a montré dans la section 14.1 que la fonction de Green scalaire pour le

potentiel en présence de la surface d’une particule (ici la "particule" est assimilée au

milieu 1) peut s’écrire formellement en terme des potentiels créés par σi(s)

Gbound(r, r′, ω) =
1

ǫ(r′, ω)

∑

i

[

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

]

φbound,i(r)φbound,i(r′)∗, (E.12)

où

p =







1 si r′ ∈ milieu extérieur (ǫ2)

−1 si r′ ∈ milieu intérieur (ǫ1)
(E.13)

et

λ(ω) =
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)
ǫ2(ω)− ǫ1(ω)

. (E.14)

Le potentiel électrostatique qui apparaît dans (E.12) est déterminé à partir de

la densité de charges propre à l’interface entre les deux milieux
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φbound
k (r) =

∫

ds
σk(s)
|r − s| . (E.15)

L’interface étant invariante par translation, on peut de nouveau utiliser le dévelop-

pement de Weyl pour exprimer le potentiel avec

1
|r − r′| =

1
2π

∫ dq

q
eiq·(R−R′)e−q|z−z′|, (E.16)

où r = (R, z). Lorsque r′ est sur l’interface : r′ = s = (s, z′ = 0), le développement

précédent devient

1
|r − s| =

1
2π

∫ dq

q
eiq·(R−s)e−q|z|. (E.17)

En substituant l’expression de σk(s) et le développement (E.17) dans (E.25), on

obtient

φbound
k (r) =

1
2π







∫

ds

√
k

(2π)3/2
eik·s

∫ dq

q
eiq·(R−s)e−qz si z > 0

∫

ds

√
k

(2π)3/2
eik·s

∫ dq

q
eiq·(R−s)eqz si z < 0,

(E.18)

ce qui devient en utilisant la relation
∫

ds ei(k−q)·s = (2π)2δ(k − q)

φbound
k (r) =







1√
2πk

eik·R e−kz si z > 0

1√
2πk

eik·R ekz si z < 0.

(E.19)

En substituant maintenant (E.19) dans (E.12) avec p = 1 et ǫ(r′, ω) = ǫ2 lorsque

z′ > 0 ou p = −1 et ǫ(r′, ω) = ǫ1 lorsque z′ < 0, et en utilisant (E.14), on obtient la

fonction de Green scalaire en présence de l’interface planaire

Gbound(r, r′, ω) =
∫ dk

k
eik·(R−R′) G̃bound(k, z, k, z′, ω) (E.20)

avec
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G̃bound(k, z, k, z′, ω) =
1

2π







1
ǫ2(ω)

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

e−k(z+z′) si z, z′ > 0

− 1
ǫ1(ω)

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

ek(z+z′) si z, z′ < 0

1
ǫ2(ω)

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

ek(z−z′) si z < 0, z′ > 0

− 1
ǫ1(ω)

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

e−k(z−z′) si z > 0, z′ < 0,

(E.21)

que l’on peut encore écrire sous la forme

G̃bound(k, z, k, z′, ω) =
1

2π







[

g0(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

e−k(z+z′) si z, z′ > 0

[

g0(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

ek(z+z′) si z, z′ < 0

[

g0(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

ek(z−z′) si z < 0, z′ > 0

[

g0(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

e−k(z−z′) si z > 0, z′ < 0,

(E.22)

où on a posé

g0(ω) =
2

ǫ1(ω) + ǫ2(ω)
. (E.23)

E.3 Dyade de Green pour une interface planaire

infinie

On a montré dans la section 14.2 que la dyade de Green (non retardée) pour le

champ électrique peut s’écrire formellement en terme des champs électriques créés
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par σi(s)

←→
W bound(r, r′, ω) =

1
4πǫ(r′, ω)

1
ω2

∑

i

p(1 + pλi)
λ(ω)− λi

Ebound,i(r)⊗Ebound,i(r′)∗. (E.24)

Le champ électrique qui apparaît dans (E.24) est déterminé à partir du potentiel

électrostatique

Ebound,i(r) = −∇φbound,i(r), (E.25)

c’est-à-dire en utilisant les expressions (E.19)

Ebound
k (r) =







− 1√
2πk

[ikxx̂ + ikyŷ − kẑ] eik·R e−kz si z > 0

− 1√
2πk

[ikxx̂ + ikyŷ + kẑ] eik·R ekz si z < 0.

(E.26)

Nous allons considérer maintenant le cas où à la fois z et z′ sont dans le milieu

2 (z, z′ > 0 et p = 1). La dyade de Green peut s’écrire aussi sous forme matricielle

en explicitant les composantes du champ électrique à partir de (E.26) (les indices

"bound" et "k" pour le champ électrique sont désormais omis pour ne pas alourdir

les expressions)

←→
W bound(r, r′, ω) =

1
4πω2

1
ǫ2

(
ǫ2 − ǫ1

ǫ2 + ǫ1

) ∫

dk








Ek,x(r)Ek,x(r′)∗ Ek,x(r)Ek,y(r′)∗ Ek,x(r)Ek,z(r′)∗

Ek,y(r)Ek,x(r′)∗ Ek,y(r)Ek,y(r′)∗ Ek,y(r)Ek,z(r′)∗

Ek,z(r)Ek,x(r′)∗ Ek,z(r)Ek,y(r′)∗ Ek,z(r)Ek,z(r′)∗








si z, z′ > 0.

(E.27)

En utilisant les expressions des composantes du champ électrique données par (E.26),

on obtient finalement
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←→
W bound(r, r′, ω) =

1
4πω2

1
ǫ2(ω)

[

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

]
∫ dk

2πk








k2
x kxky −ikxk

kxky k2
y −ikyk

ikxk ikyk k2







eik·(R−R′) e−k(z+z′) si z, z′ > 0.

(E.28)

Par une démonstration analogue, on trouve l’expression de la dyade de Green

dans les autres domaines

←→
W bound(r, r′, ω) =

− 1
4πω2

1
ǫ1(ω)

[

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

]
∫ dk

2πk








k2
x kxky ikxk

kxky k2
y ikyk

−ikxk −ikyk k2







eik·(R−R′) ek(z+z′) si z, z′ < 0,

(E.29)

←→
W bound(r, r′, ω) =

− 1
4πω2

1
ǫ1(ω)

[

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

]
∫ dk

2πk








k2
x kxky ikxk

kxky k2
y ikyk

ikxk ikyk −k2







eik·(R−R′) e−k(z−z′) si z > 0 et z′ < 0

(E.30)

et

←→
W bound(r, r′, ω) =

1
4πω2

1
ǫ2(ω)

[

ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

]
∫ dk

2πk








k2
x kxky −ikxk

kxky k2
y −ikyk

−ikxk −ikyk −k2







eik·(R−R′) ek(z−z′) si z < 0 et z′ > 0.

(E.31)
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E.4 Modes propres géométriques pour une inter-

face sphérique

Considérons ici une particule de forme sphérique de rayon R constituée d’un

matériau homogène de permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un

milieu également homogène, infini et de permittivité ǫ2(ω) (voir Fig. E.2).


2


x

y

z

O

r






1


n

R

Figure E.2 – Une sphère de rayon R constituée d’un matériau homogène de permittivité
diélectrique locale ǫ1(ω) est plongée dans un milieu également homogène, infini et de per-
mittivité ǫ2(ω). Les variables (r, θ, φ) sont utilisées pour repérer un point r de l’espace en
coordonnées sphériques.

En raison de la symétrie sphérique de la particule, nous allons utiliser une base

d’harmoniques sphériques pour exprimer les différentes quantités qui interviennent

dans le calcul de la fonction de Green scalaire. Pour une interface sphérique, il est

par ailleurs facile d’obtenir l’expression de F (s, s′) en utilisant, par exemple, les

coordonnées cartésiennes

F (s, s′) = −n · (s− s′)
|s− s′|3 = − 1

2R|s− s′| . (E.32)

De plus, toujours en raison de la symétrie sphérique du problème, nous cherchons

les solutions de (E.2) sous la forme d’une harmonique sphérique

σlm(s) = AlmYlm(θ, φ), (E.33)

où Ylm(θ, φ) est une harmonique sphérique et Alm est une constante de normalisation,

indépendante de θ et φ, imposée par la relation de normalisation (E.4). La variable
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discrète générique i a maintenant été remplacée par le couple (l,m) adapté pour

décrire les différents modes propres à la surface de la sphère, avec −∞ < l < +∞
et −l ≤ m ≤ l.

Normalisation des modes propres. La normalisation des modes propres, c’est-

à-dire la détermination de Alm, est obtenue en utilisant la relation de normalisation

(E.4) et le développement de 1/|r − r′| en harmoniques sphériques [38]

1
|r − r′| =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
2l + 1

rl
<

rl+1
>

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′), (E.34)

où on a utilisé les notations r< = min(r, r′) et r> = max(r, r′). Lorsqu’à la fois r et

r′ sont sur la sphère (r = s et r′ = s′), le développement précédent devient

1
|s− s′| =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
R(2l + 1)

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′). (E.35)

En substituant (E.35) et (E.55) dans (E.4) et en utilisant la relation de normalisation

entre les harmoniques sphériques [38]

∫ π

0
dθ′ sin θ′

∫ 2π

0
dφ′ Ylm(θ′, φ′)Y ∗

l′m′(θ′, φ′) = δll′δmm′ , (E.36)

on obtient successivement, avec ds = R2 sin θdθdφ

δl′l′′δm′m′′ =
∫ π

0
dθ R2 sin θ

∫ 2π

0
dφ
∫ π

0
dθ′ R2 sin θ′

∫ 2π

0
dφ′ (E.37)

×
∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
R(2l + 1)

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′)Y ∗

l′m′(θ, φ)Yl′′m′′(θ′, φ′)A∗
l′m′Al′′m′′

= 4πR3
∞∑

l=0

l∑

m=−l

1
2l + 1

A∗
l′m′Al′′m′′δll′′δmm′′δll′δmm′

= 4πR3δl′l′′δm′m′′

1
2l′′ + 1

A∗
l′m′Al′′m′′ , (E.38)

c’est-à-dire que Alm =

√

2l + 1
4πR3

et finalement

σlm(s) =

√

2l + 1
4πR3

Ylm(θ, φ). (E.39)
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l = 1, m = 0 l = 1, m = 1

l = 2, m = 1l = 2, m = 0

l = 3, m = 1 l = 3, m = 2 l = 3, m = 3

l = 2, m = 2

λ  = - 0.32

λ  = - 0.19

λ  = - 0.13

1

2

3

Figure E.3 – Modes propres géométriques σlm(s) calculés avec COMSOL à partir de (E.2)
en utilisant le BEM non retardé, pour une sphère de rayon unité, pour les modes l = 1,
l = 2 et l = 3 et pour quelques valeurs du nombre azimutal m. La distribution spatiale
des σlm(s) est compatible avec celle des harmoniques sphériques. Par ailleurs, les valeurs
propres λl calculées sont très proches des valeurs exactes données par λl = −1/(2l + 1).

Détermination des valeurs propres. Nous pouvons maintenant utiliser l’équa-

tion (E.2) pour obtenir les valeurs propres λlm associées à σlm(s). En substituant

le développement (E.35) dans (E.32) afin d’exprimer F (s, s′) en terme des harmo-

niques sphériques puis (E.39) dans (E.2), on obtient successivement

2πλlmYlm(θ, φ) = −2π
∞∑

l′=0

l′∑

m′=−l′

1
2l′ + 1

Yl′m′(θ, φ) (E.40)

×
∫ π

0
dθ′ sin θ′

∫ 2π

0
dφ′ Ylm(θ′, φ′)Y ∗

l′m′(θ′, φ′)

= −2π
∞∑

l′=0

l′∑

m′=−l′

1
2l′ + 1

Yl′m′(θ, φ)δll′δmm′

= − 2π
2l + 1

Ylm(θ, φ), (E.41)

c’est-à-dire que

λlm = − 1
2l + 1

= λl (E.42)
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et finalement

pour une interface sphérique :







λl = − 1
2l + 1

σlm(R, θ, φ) =

√

2l + 1
4πR3

Ylm(θ, φ).
(E.43)

La distribution spatiale des modes propres géométriques est représentée en figure

E.2.

E.5 Fonction de Green scalaire pour une interface

sphérique

Le potentiel électrostatique qui apparaît dans (E.12) est déterminé à partir de

la densité de charges propre à la surface de la sphère

φbound
lm (r) =

∫

ds
σlm(s)
|r − s| . (E.44)

En raison de la symétrie sphérique de la particule, on peut utiliser de nouveau le

développement en harmoniques sphériques de 1/|r − r′| pour exprimer le potentiel

1
|r − r′| =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
2l + 1

rl
<

rl+1
>

Ylm(θ, φ)Y ∗
lm(θ′, φ′) (E.45)

En substituant l’expression de σlm(R, θ, φ) et celle du développement en har-

moniques sphériques de 1/|r − s| dans les différentes régions r > R et r < R (où

R = |s|) dans (E.44), puis en utilisant de nouveau la relation de normalisation entre

les harmoniques sphériques (E.36), on obtient

φbound
lm (r, θ, φ) =







√

4π
2l + 1

R
2l+1

2

rl+1
Ylm(θ, φ) si r > R

√

4π
2l + 1

rl

R
2l+1

2

Ylm(θ, φ) si r < R.

(E.46)

En substituant maintenant (E.46) dans (E.12) avec p = 1 et ǫ(r′, ω) = ǫ2(ω)

lorsque r′ > R ou p = −1 et ǫ(r′, ω) = ǫ1(ω) lorsque r′ < R et en faisant attention



E.5 Fonction de Green scalaire pour une interface sphérique 301

à bien choisir l’expression du potentiel suivant la région considérée (r, r′ < R et/ou

r, r′ > R) et enfin en utilisant le fait que λlm = −1/(2l + 1) et (E.14), on obtient

Gbound(r, r′, ω) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
2l + 1

G̃bound
l (r, r′, ω)Ylm(θ, φ)Y ∗

lm(θ′, φ′), (E.47)

où

G̃bound
l (r, r′, ω) =







1
ǫ2(ω)

l[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)

rl

r′l+1
si r < R et r′ > R

1
ǫ2(ω)

l[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)

R2l+1

(r r′)l+1
si r > R et r′ > R

− 1
ǫ1(ω)

(l + 1)[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)

(r r′)l

R2l+1
, si r < R et r′ < R

− 1
ǫ1(ω)

(l + 1)[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)

r′l

rl+1
si r > R et r′ < R,

(E.48)

que l’on peut encore écrire sous la forme

G̃bound
l (r, r′, ω) =







[

gl(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

rl

r′l+1
si r < R et r′ > R

[

gl(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

R2l+1

(r r′)l+1
si r > R et r′ > R

[

gl(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

(r r′)l

R2l+1
si r < R et r′ < R

[

gl(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

r′l

rl+1
si r > R et r′ < R,

(E.49)

où on a posé
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gl(ω) =
2l + 1

lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)
=

2
ǫ1(ω)(1 + λlm) + ǫ2(ω)(1− λlm)

. (E.50)

E.6 Modes propres géométriques pour une inter-

face cylindrique

Considérons ici une particule de forme cylindrique d’axe Oz infini, de rayon

R, constituée d’un matériau homogène de permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et

plongée dans un milieu également homogène, infini et de permittivité ǫ2(ω) (voir

Fig. E.4).
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Figure E.4 – Un cylindre de rayon R et d’axe Oz infini constitué d’un matériau homogène
de permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongé dans un milieu également homogène,
infini et de permittivité ǫ2(ω). Les variables (ρ, φ, z) sont utilisées pour repérer un point r

de l’espace en coordonnées cylindriques.

En raison de la symétrie cylindrique de la particule, nous allons utiliser une base

de fonctions de Bessel pour exprimer les différentes quantités qui interviennent dans

le calcul de la fonction de Green scalaire. Contrairement au cas d’une interface sphé-

rique, il est plus facile ici d’obtenir l’expression de F (s, s′) en calculant directement

la dérivée normale de 1/|r − r′| exprimé en terme des fonctions de Bessel

1
|r − r′| =

1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)Im(qρ<)Km(qρ>), (E.51)

où r = (ρ, φ, z) et où les notations ρ< = min(ρ, ρ′) et ρ> = max(ρ, ρ′) ont été utili-
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sées.

La dérivée normale de 1/|r − r′| est discontinue à la traversée du cylindre, plus

précisément (et plus généralement) [29]

lim
t→0+

n · ∇ 1
|s± nt− s′| = F (s, s′)∓ 2πδ(s− s′). (E.52)

L’expression de F peut donc s’obtenir formellement en additionnant les deux déri-

vées normales calculées infiniment proche en dessus et en dessous de la surface du

cylindre 1, c’est-à-dire en utilisant

F (s, s′) =
1
2

{

lim
r→s+

n · ∇ 1
|r − s′| + lim

r→s−
n · ∇ 1

|r − s′|

}

, (E.53)

où dans le cas d’une interface cylindrique, la dérivée normale s’obtient simplement

en dérivant par rapport à ρ. En substituant (E.51) dans (E.53) et en utilisant la

relation du Wronskien [38] : I ′
m(qR)Km(qR) − Im(qR)K ′

m(qR) = 1/qR, on trouve

aisément

F (s, s′) =
1

2πR

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′) I

′
m(qR)Km(qR) + Im(qR)K ′

m(qR)
I ′

m(qR)Km(qR)− Im(qR)K ′
m(qR)

.

(E.54)

Par ailleurs, toujours en raison de la symétrie cylindrique du problème, nous cher-

chons les solutions de (E.2) sous la forme

σqm(s) = Aqme
iqzeimφ, (E.55)

où Aqm est une constante de normalisation indépendante de ρ, z et φ mais imposée

par la relation de normalisation (E.4).

Normalisation des modes propres. La normalisation des modes propres, c’est-

à-dire la détermination de Aqm, est obtenue en utilisant (E.4) et le développement

(E.51) de 1/|r − r′| lorsqu’à la fois r et r′ sont sur la surface du cylindre

1
|s− s′| =

1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)Im(qR)Km(qR). (E.56)

1. Bien sûr, cette méthode peut s’appliquer aussi dans le cas d’une sphère.
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En substituant maintenant (E.55) et (E.56) dans la relation de normalisation (E.4),

avec ds = R dz dφ et en utilisant les relations

∫ +∞

−∞
dz ei(q−q′)z = 2πδ(q − q′) et

∫ 2π

0
dφ ei(m−m′)φ = 2πδmm′ ,

on obtient, après quelques calculs

Aqm =
√
π

(2π)2R
√

Im(qR)Km(qR)
(E.57)

et donc

σqm(s) =
√
π eiqzeimφ

(2π)2R
√

Im(qR)Km(qR)
. (E.58)

Détermination des valeurs propres. Nous pouvons maintenant utiliser l’équa-

tion (E.2) pour obtenir les valeurs propres λqm associées à σqm(s). En substituant le

développement (E.54) ainsi que (E.58) dans (E.2), on obtient sans trop de difficultés

λqm =
I ′

m(qR)Km(qR) + Im(qR)K ′
m(qR)

I ′
m(qR)Km(qR)− Im(qR)K ′

m(qR)
(E.59)

et finalement

pour une interface cylindrique :







λqm =
I ′

m(qR)Km(qR) + Im(qR)K ′
m(qR)

I ′
m(qR)Km(qR)− Im(qR)K ′

m(qR)

σqm(R, z, φ) =
√
π

(2π)2R
√

Im(qR)Km(qR)
eiqzeimφ.

(E.60)

E.7 Fonction de Green scalaire pour une interface

cylindrique

Le potentiel électrostatique qui apparaît dans (E.12) est déterminé à partir de

la densité de charges propre à la surface du cylindre
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φbound
qm (r) =

∫

ds
σqm(s)
|r − s| . (E.61)

En raison de la symétrie cylindrique de la particule, on peut utiliser de nouveau

le développement (E.51) de 1/|r − r′| écrit en terme des fonctions de Bessel pour

exprimer le potentiel. En substituant (E.58) et l’expression de 1/|r − s| écrite en

terme des fonctions de Bessel dans les différentes régions ρ > R et ρ < R dans

(E.44), on obtient, avec r = (ρ, φ, z)

φbound
qm (ρ, z, φ) =

1
√

πIm(qR)Km(qR)







Im(qR)Km(qρ)eiqzeimφ si ρ > R

Km(qR)Im(qρ)eiqzeimφ si ρ < R.

(E.62)

En substituant (E.62) dans (E.12) avec p = 1 et ǫ(r′, ω) = ǫ2(ω) lorsque ρ′ > R

ou p = −1 et ǫ(r′, ω) = ǫ1(ω) lorsque ρ′ < R et en faisant attention à bien choisir

l’expression du potentiel suivant la région considérée (ρ, ρ′ < R et/ou ρ, ρ′ > R) et

enfin en utilisant (E.60) et (E.14), on obtient

Gbound(r, r′, ω) =
1
π

∫ +∞

−∞
dq eiq(z−z′)

+∞∑

m=−∞
eim(φ−φ′)G̃bound

m (ρ, ρ′, q, ω) (E.63)

avec

G̃bound
m (ρ, ρ′, q, ω) =







1
ǫ2(ω)

I ′
m(qR)Im(qR)Km(qρ)Km(qρ′)[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
ǫ1(ω)I ′

m(qR)Km(qR)− ǫ2(ω)Im(qR)K ′
m(qR)

si ρ, ρ′ > R

1
ǫ1(ω)

K ′
m(qR)Km(qR)Im(qρ)Im(qρ′)[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]

ǫ1(ω)I ′
m(qR)Km(qR)− ǫ2(ω)Im(qR)K ′

m(qR)
si ρ, ρ′ < R

1
ǫ2(ω)

I ′
m(qR)Km(qR)Im(qρ)Km(qρ′)[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]
ǫ1(ω)I ′

m(qR)Km(qR)− ǫ2(ω)Im(qR)K ′
m(qR)

si ρ < R et ρ′ > R

1
ǫ1(ω)

Im(qR)K ′
m(qR)Km(qρ)Im(qρ′)[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]

ǫ1(ω)I ′
m(qR)Km(qR)− ǫ2(ω)Im(qR)K ′

m(qR)
si ρ > R et ρ′ < R,

(E.64)
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que l’on peut encore écrire sous la forme

G̃bound
m (ρ, ρ′, q, ω) =







Im(qR)
Km(qR)

Km(qρ)Km(qρ′)

[

gm(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

si ρ, ρ′ > R

Km(qR)
Im(qR)

Im(qρ)Im(qρ′)

[

gm(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

si ρ, ρ′ < R

Im(qρ)Km(qρ′)

[

gm(ω)− 1
ǫ2(ω)

]

si ρ < R et ρ′ > R

Km(qρ)Im(qρ′)

[

gm(ω)− 1
ǫ1(ω)

]

si ρ > R et ρ′ < R,

(E.65)

où on a posé

gm(ω) =
I ′

m(qR)Km(qR)− Im(qR)K ′
m(qR)

ǫ1(ω)I ′
m(qR)Km(qR)− ǫ2(ω)Im(qR)K ′

m(qR)
(E.66)

=
2

ǫ1(ω)(1 + λqm) + ǫ2(ω)(1− λqm)
(E.67)

=
1

x∆m

(E.68)

avec x = qR et ∆m = ǫ1(ω)I ′
m(qR)Km(qR) − ǫ2(ω)Im(qR)K ′

m(qR) [52]. L’égalité

de (E.68) a été obtenue en utilisant la relation du Wronskien dérivée dans [38] :

I ′
m(x)Km(x)− Im(x)K ′

m(x) = 1/x.

Notons, que les fonctions de Green que nous avons obtenues ici pour des interfaces

planaire, sphérique ou cylindrique en les exprimant explicitement écrites en terme

des excitations de surface de la particule considérée, sont compatibles avec celles

que nous avions obtenues par une méthode plus académique dans l’annexe C 2.

2. Il faut cependant faire attention en comparant les expressions obtenues ici et celles que nous
avons obtenues dans l’annexe C. En effet, il s’agit ici de la fonction de Green due à la présence
de l’interface seulement, alors que dans l’annexe C, il s’agit de la fonction de Green totale. Il est
cependant facile d’obtenir la fonction de Green totale à partir des expressions précédentes : il suffit
simplement d’ajouter la contribution : 1/ǫµ(ω)|r − r′|, avec µ = 1 si r′ est dans le milieu 1 et
µ = 2 si r′ est dans le milieu 2 et en exprimant 1/|r− r′| dans la base des fonctions adaptées à la
symétrie de la particule (ondes planes, harmoniques sphériques, fonctions de Bessel. . . )



Annexe F

Calculs analytiques de l’EELS et

du SNOM dans le formalisme de

la décomposition modale

On se propose ici d’utiliser les formules (16.1) et (16.17) (pour l’EELS) ainsi que

l’expression (16.23) (pour le SNOM) écrites en terme des excitations de surface de

la particule pour dériver les expressions de l’EELS et du SNOM en présence d’une

interface planaire infinie ou d’une particule sphérique. La comparaison des expres-

sions obtenues avec celles données dans la littérature nous permettra finalement de

se rassurer sur la validité de notre formalisme. Afin de simplifier les démonstrations,

les calculs pour l’EELS seront effectués dans le cas particulier où la trajectoire de

l’électron incident est non pénétrante mais avec prise en compte de l’effet begren-

zung.

F.1 Calculs analytiques de l’EELS en présence

d’une particule de haute symétrie

F.1.1 EELS en présence d’une interface planaire infinie

Formulation en σ. Nous allons utiliser ici la formulation (16.17) écrite en terme

des densités de charges propres σi(s) pour dériver la probabilité de perte d’énergie

par une unité de longueur d’un électron rapide qui se propage avec une vitesse v

constante dans un milieu homogène semi-infini de permittivité diélectrique locale

ǫ2(ω) à une distance b fixe d’un autre milieu également homogène, semi-infini et

de permittivité ǫ1(ω). On supposera que l’interface qui sépare les deux milieux est

contenue dans le plan xOy (voir Fig. F.1). On supposera de plus que la densité vo-
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Figure F.1 – Interface planaire séparant deux milieux homogènes semi-infinis de per-
mittivité diélectrique locale ǫ2(ω) (z > 0) et ǫ1(ω) (z < 0). La trajectoire de l’électron est
soit pénétrante (en incidence normale) soit non pénétrante. Dans le cas où la trajectoire
est non pénétrante, l’électron voyage dans le milieu 2 à une distance b fixe du milieu 1 et
suivant l’axe Ox.

lumique de charges associée à l’électron incident s’écrit, dans l’espace des fréquences

angulaires

ρext(r, ω) = −1
v
δ(y)δ(z − b)ei ω

v
x, (F.1)

correspondant à un électron se déplaçant parallèlement au plan xOy parallèlement

à l’axe Ox (trajectoire non pénétrante), c’est-à-dire avec un paramètre d’impact

R0 = (y0 = 0, z0 = b).

Les modes propres associés aux excitations de surface de ce système ont été

dérivés dans l’annexe E. Pour rappel

pour une interface planaire infinie :







λi = 0

σk(s) =

√
k

(2π)3/2
eik·s,

(F.2)

où k = (kx, ky) est un vecteur d’onde 2D défini sur l’interface qui sépare les deux

milieux.

En remplaçant, la somme discrète sur i par une intégrale sur le vecteur d’onde

k, c’est-à-dire
∑

i

→
∫

dkxdky et en utilisant les résultats rappelés précédemment,

l’équation (16.17) donne
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Γbound(b, ω) = − 4
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

−∞
dkxdky

∣
∣
∣
∣
∣

∫ +∞

−∞
dxdy

1
(2π)3/2

√
k eikxxeikyye−i ω

v
xK0

(
ω

v

√

y2 + b2

)
∣
∣
∣
∣
∣

2

= − 1
2π4v2

ℑ [ξ(ω)]
∫ +∞

−∞
dkxdky

√

k2
x + k2

y

∫ +∞

−∞
dxdy ei(kx− ω

v
)xeikyyK0

(
ω

v

√

y2 + b2

)

×
∫ +∞

−∞
dx′dy′ e−i(kx− ω

v
)x′

e−ikyy′

K0

(
ω

v

√

y′2 + b2

)

, (F.3)

où on a posé

ξ(ω) =
1

ǫ2(ω)
ǫ2(ω)− ǫ1(ω)
ǫ2(ω) + ǫ1(ω)

=
2

ǫ1(ω) + ǫ2(ω)
− 1
ǫ2(ω)

. (F.4)

En calculant maintenant l’intégrale sur x′ puis sur kx et en considérant plutôt

la probabilité de perte d’énergie par unité de longueur dΓbound/dx afin d’éviter la

divergence non physique due au fait que nous considérons ici une interface idéalement

infinie, on obtient

dΓbound(b, ω)
dx

= − 1
π3v2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

−∞
dky

√

ω2

v2
+ k2

y

∣
∣
∣
∣

∫ +∞

−∞
dy eikyyK0

(
ω

v

√

y2 + b2

)∣
∣
∣
∣

2

,

(F.5)

où l’identité
∫ +∞

−∞
dx ei(k−k′)x = 2πδ(k − k′) a été utilisée. En utilisant ensuite le

résultat donné dans [130]

∫ +∞

−∞
dy eikyyK0

(
ω

v

√

y2 + b2

)

= π
e

−b

√
ω2

v2 +k2
y

√
ω2

v2 + k2
y

, (F.6)

on trouve

dΓbound(b, ω)
dx

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

0
dky

e
−2b

√
ω2

v2 +k2
y

√
ω2

v2 + k2
y

. (F.7)

En faisant alors le changement de variable t = v
ω

√
ω2

v2 + k2
y, on obtient finalement
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dΓbound(b, ω)
dx

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

1
dt

e−2b ω
v

t

√
t2 − 1

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]K0

(

2ωb
v

)

(F.8)

c’est-à-dire encore, en revenant aux notations initiales

dΓbound(b, ω)
dx

= − 2
πv2
ℑ
[

2
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

− 1
ǫ2(ω)

]

K0

(

2ωb
v

)

, (F.9)

où K0 est une fonction de Bessel modifiée de seconde espèce et d’ordre 0.

Nous retrouvons l’expression que nous avions donnée dans l’annexe C.2. Une

discussion des différents termes qui apparaissent dans cette expression pourra être

trouvée dans C.2.

Formulation générale : méthode 1. Nous pouvons aussi utiliser la formulation

générale (16.1) écrite en terme de la fonction de Green scalaire pour dériver l’expres-

sion de dΓbound/dx dans le cas d’une géométrie non pénétrante à condition bien sûr

de considérer la fonction de Green valable dans la région où z, z′ > 0. L’expression

(E.20) donne alors

Gbound(r, r′, ω) =
1

2π
ξ(ω)

∫ +∞

−∞

dk

k
eik·(R−R′)e−k(z+z′) si z, z′ > 0 (F.10)

que l’on peut encore écrire sous la forme

Gbound(r, r′, ω) =
1

2π
ξ(ω)

∫ +∞

−∞

dk

k
eik·(R−R′)e−k(z+z′) (F.11)

=
ξ(ω)

√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2
. (F.12)

En substituant (F.12) dans (16.1), cela donne
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Γbound(b, ω) = − 1
π

∫ +∞

−∞
dx′dy′dz′

∫ +∞

−∞
dxdydz ℑ [ξ(ω)] (F.13)

× δ(y)δ(z − b)e
−iω/vx

v
δ(y′)δ(z′ − b)e

iω/vx′

v

× 1
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z + z′)2

= − 1
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

−∞
dx′

∫ +∞

−∞
dx

e−iω/vxeiω/vx′

√

(x− x′)2 + 4b2
. (F.14)

En considérant maintenant le changement de variable t = 1
2b

(x − x′), l’intégrale

précédente sur x′ devient

∫ +∞

−∞
dx′ e−iω/vxeiω/vx′

√

(x− x′)2 + 4b2
=

∫ +∞

−∞
dt

e−2iωb/vt

√
t2 + 1

= 2
∫ +∞

0
dt

cos
(

2ωb
v
t
)

√
t2 + 1

= 2K0

(

2ωb
v

)

(F.15)

et finalement, en revenant aux notations initiales

dΓbound(b, ω)
dx

= − 2
πv2
ℑ
[

2
ǫ1(ω) + ǫ2(ω)

− 1
ǫ2(ω)

]

K0

(

2ωb
v

)

. (F.16)

Formulation générale : méthode 2. Nous pouvons de nouveau utiliser la formu-

lation faisant intervenir la fonction de Green scalaire mais en résolvant explicitement

l’intégrale sur k. En substituant cette fois-ci (F.11) dans (16.1), on obtient
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Γbound(b, ω) = − 1
2π2v2

∫ +∞

−∞
dx′dy′dz′

∫ +∞

−∞
dxdydz ℑ [ξ(ω)] (F.17)

× δ(y)δ(z − b)e−iω/vxeiω/vx′

δ(y′)δ(z′ − b)

×
∫ +∞

−∞

dkxdky
√

k2
x + k2

y

eikx(x−x′)eiky(y−y′)e−
√

k2
x+k2

y(z+z′)

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

−∞
dx
∫ +∞

0
dky

e
−2b

√
ω2

v2 +k2
y

√
ω2

v2 + k2
y

(F.18)

d’où

dΓbound(b, ω)
dx

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

−∞
dx
∫ +∞

0
dky

e
−2b

√
ω2

v2 +k2
y

√
ω2

v2 + k2
y

(F.19)

puis en faisant le changement de variable t = v
ω

√
ω2

v2 + k2
y, on obtient de nouveau

dΓbound(b, ω)
dx

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]

∫ +∞

1
dt

e−2b ω
v

t

√
t2 − 1

= − 2
πv2
ℑ [ξ(ω)]K0

(

2ωb
v

)

. (F.20)

Toutes ces expressions sont identiques à celles que l’on peut trouver dans [55, 46, 52].

F.1.2 EELS en présence d’une particule sphérique

Nous allons utiliser ici de nouveau la formulation générale (16.1) écrite en terme

de la fonction de Green scalaire pour dériver l’expression de la probabilité de perte

d’énergie d’un électron qui se propage dans un milieu homogène infini de permittivité

diélectrique locale ǫ2(ω) à une distance b fixe du centre d’une sphère de rayon R

constituée d’un matériau également homogène et de permittivité ǫ1(ω) [voir Fig. F.2

(a)].
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Figure F.2 – (a) Particule sphérique de rayon R constituée d’un matériau homogène de
permittivité diélectrique locale ǫ1(ω) et plongée dans un milieu également homogène, infini
et de permittivité ǫ2(ω). L’électron voyage à la vitesse v constante, à une distance x = b
fixe du centre de la sphère suivant l’axe Oz et dans le plan y = 0. (b) Les variables (r, θ, φ)
sont utilisées pour repérer un point de l’espace en coordonnées sphériques.

La densité volumique de charges associée à l’électron incident s’écrit dans l’espace

des fréquences angulaires

ρext(r, ω) = −1
v
δ(y)δ(x− b)ei ω

v
z, b > R (F.21)

correspondant à un électron qui voyage suivant l’axe Oz à une distance x = b > R

du centre de la sphère (trajectoire non pénétrante) et dans le plan y = 0 (plan

sécant xOz qui passe par le centre de la sphère [voir Fig. F.2 (a)]. En substituant la

fonction de Green (E.47) valable dans la région r, r′ > R, c’est-à-dire

Gbound(r, r′, ω) =
∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
2l + 1

γl(ω)
R2l+1

(r r′)l+1
Ylm(θ, φ)Y ∗

lm(θ′, φ′), (F.22)

où on a posé

γl(ω) =
1

ǫ2(ω)
l[ǫ2(ω)− ǫ1(ω)]

lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)
=

2l + 1
lǫ1(ω) + ǫ2(ω)(l + 1)

− 1
ǫ2(ω)

, (F.23)

dans l’expression (16.1) et en utilisant la relation Ylm(θ, φ) =
√

2l+1
4π

(l−m)!
(l+m)!

Plm(cos θ)eimφ

[38], on obtient
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Γbound(b, ω) = − 1
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=−l

ℑ [γl(ω)]
(l −m)!
(l +m)!

R2l+1
∫ +∞

−∞
dx′dy′dz′

×
∫ ∞

−∞
dxdydzδ(y)δ(x− b)eiw/vzδ(y′)δ(x′ − b)e−iw/vz′

× 1
(r r′)l+1

Plm(cos θ)Plm(cos θ′)eim(φ−φ′). (F.24)

En utilisant les relations entre les coordonnées sphériques (r, θ, φ) et les coordonnées

cartésiennes (x, y, z) [voir Fig. F.2 (b)]







cos θ =
z√

x2 + y2 + z2

tanφ =
y

x
r =

√

x2 + y2 + z2,

(F.25)

l’expression précédente implique

Γbound(b, ω) = − 1
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=−l

ℑ [γl(ω)]
(l −m)!
(l +m)!

R2l+1

∣
∣
∣
∣
∣

∫ +∞

−∞
dz

Plm( z√
z2+b2 )

(
√
z2 + b2)l+1

eiw/vz

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

(F.26)

En utilisant maintenant la relation non triviale [54]

∫ +∞

−∞
dz
Plm

(
z√

z2+b2

)

(
√
z2 + b2)l+1

eiqz = 2

(

iq

|q|

)l−m |q|l
(l −m)!

Km(|q|b), (F.27)

on obtient

Γbound(b, ω) = − 4R
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=−l

ℑ [γl(ω)]
1

(l +m)!(l −m)!

(
ωR

v

)2l

K2
m

(

ωb

v

)

, (F.28)

soit encore, en remplaçant
l∑

m=−l

par
l∑

m=0

(2− δ0m)
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Γbound(b, ω) = − 4R
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=0

ℑ [γl(ω)]
(2− δ0m)

(l +m)!(l −m)!

(
ωR

v

)2l

K2
m

(

ωb

v

)

(F.29)

et en revenant aux notations initiales

Γbound(b, ω) = − 4R
πv2

∞∑

l=0

l∑

m=0

ℑ
[

2l + 1
lǫ1(ω) + ǫ2(l + 1)

− 1
ǫ2(ω)

]

(2− δ0m)
(l +m)!(l −m)!

(
ωR

v

)2l

K2
m

(

ωb

v

)

.

(F.30)

L’expression précédente est identique à celle qui est dérivée dans [54] où les

auteurs ont utilisé explicitement l’expression du potentiel électrostatique créé à l’ex-

térieur de la particule en présence de l’électron incident.

F.2 Calculs analytiques du SNOM en présence

d’une particule de haute symétrie

F.2.1 SNOM en présence d’un interface planaire infinie

Considérons un milieu semi-infini constitué d’un matériau homogène de permit-

tivité diélectrique locale ǫ(ω) plongé dans l’air sondé dans une expérience SNOM

par un dipôle-sonde p localisé dans l’air à la position r = (R0, z > 0) au-dessus du

milieu 1 et orienté suivant l’axe z : p = p0zẑ (voir Fig. F.3). Nous allons utiliser

ici la formulation (16.23) écrite en terme du champ électrique pour déterminer l’ex-

pression du signal SNOM en présence du milieu semi-infini. Pour cela, il nous faut

d’abord déterminer le champ électrique suivant z au point où se trouve le dipôle-

sonde, c’est-à-dire le champ électrique en r = (R0, z).

Rappelons que pour une interface planaire infinie, les modes propres géomé-

triques sont donnés par

pour une interface planaire infinie :







λi = 0

σk(s) =

√
k

(2π)3/2
eik·s,

(F.31)

où k = (kx, ky) est un vecteur d’onde 2D défini à la surface du milieu 1. Le potentiel
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Figure F.3 – Milieu semi-infini constitué d’un matériau homogène de permittivité diélec-
trique locale ǫ(ω) sondé dans une expérience SNOM par un dipôle-sonde situé dans l’air à
une hauteur z au-dessus de l’interface et orienté suivant l’axe Oz.

électrostatique créé au niveau de la sonde est obtenu à partir de σk(s) en utilisant

le développement de Weyl de 1/|r − s| dans la région où z > 0 [voir Eq. (E.19)]

φbound
k (R0, z) =

∮

ds
σk(s)
|r − s| (F.32)

=
1√
2πk

eik·R0e−kz, z > 0. (F.33)

La composante suivant z du champ électrique se déduit alors de φbound
k

Ebound
k,z (R0, z) = −∂φ

bound(R0, z)
∂z

(F.34)

=
k√
2πk

eik·R0e−kz. (F.35)

Finalement, en utilisant (16.23) et en remplaçant la somme discrète sur i par une

intégrale sur k = (kx, ky) avec dk = dkxdky = k dk dθ, et en posant

ξ(ω) =
1− ǫ(ω)
1 + ǫ(ω)

(F.36)

on en déduit l’expression du signal SNOM pour une interface planaire
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Ssnom(R0, z, ω) = − ω

4π
p2

0zℑ [ξ(ω)]
∫ +∞

−∞
dk k e−2kz

= − ω

4π
p2

0zℑ [ξ(ω)]
∫ +∞

0
dk
∫ 2π

0
dθ k2 e−2kz

= −ω
2
p2

0zℑ [ξ(ω)]
∫ +∞

0
dk k2 e−2kz (F.37)

Remarquons que l’expression précédente ne dépend pas de R0 = (x, y) (position

de la sonde dans le plan de l’interface), ce qui était prévisible en raison de l’inva-

riance par translation selon x et y de l’interface planaire que nous avons considérée.

En utilisant maintenant deux intégrations par partie pour calculer l’intégrale

sur k, on trouve
∫ +∞

0
dk k2e−2kz =

1
4z3

et finalement, en revenant aux notations

initiales

Ssnom(R0, z, ω) = − ω

8z3
p2

0zℑ
[

1− ǫ(ω)
1 + ǫ(ω)

]

. (F.38)

F.2.2 SNOM en présence d’une particule sphérique

Considérons une particule sphérique de rayon R constituée d’un matériau ho-

mogène de permittivité diélectrique locale ǫ(ω) plongée dans l’air et sondée dans un

expérience SNOM par un dipôle-sonde situé dans l’air à la position r = (r, θ, φ) où

r > R et orienté suivant l’axe Oz (voir Fig. F.4).

Pour une interface sphérique, les modes propres géométriques sont donnés par

pour une interface sphérique :







λl = − 1
2l + 1

σlm(s) =

√

2l + 1
4πR3

Ylm(θ, φ).

(F.39)

Le potentiel électrostatique créé au niveau de la sonde est obtenu à partir de σlm(s)

dans la région où r > R [voir Eq. (E.46)]
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x

y

z

O

r




R



dipôle-sonde
p

air

Figure F.4 – Particule sphérique de rayon R constituée d’un matériau de permittivité
diélectrique locale ǫ(ω) sondée dans un expérience SNOM par un dipôle-sonde situé dans
l’air à la position r = (r, θ, φ) par rapport au centre de la sphère et orienté selon l’axe Oz.

φbound
lm (r) =

∮

ds
σlm(s)
|r − s| (F.40)

=

√

4π
2l + 1

R
2l+1

2

rl+1
Ylm(θ, φ). (F.41)

La composante suivant z du champ électrique se déduit à partir de φbound
lm

Ebound
lm,z (r, θ, φ) = −∂φ

bound
lm (r, θ, φ)

∂z
. (F.42)

En utilisant les relations entre les coordonnées sphériques (r, θ, φ) et les coordonnées

cartésiennes (x, y, z) (voir Fig. F.4)







cos θ =
z√

x2 + y2 + z2

tanφ =
y

x
r =

√

x2 + y2 + z2,

(F.43)

on obtient l’expression de la dérivée partielle par rapport à z dans le système de

coordonnées sphériques, c’est-à-dire

∂

∂z
=
∂ cos θ
∂z

∂

∂ cos θ
+
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂ tanφ
∂z

∂

∂ tanφ
, (F.44)
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avec

∂ cos θ
∂z

= −z
2

r3
+

1
r

= −cos2 θ

r
+

1
r

=
sin2 θ

r
(F.45)

∂r

∂z
=

z

r
= cos θ et

∂ tanφ
∂z

= 0. (F.46)

L’expression (F.42) implique alors

Ebound
lm,z (r, θ, φ) = −

[

∂φbound
lm (r, θ, φ)
∂ cos θ

sin2 θ

r
+
∂φbound

lm (r, θ, φ)
∂r

cos θ

]

(F.47)

=

√

4π
2l + 1

R
2l+1

2

rl+2

[

(l + 1) cos θ Ylm(θ, φ)− sin2 θ
∂Ylm(θ, φ)
∂ cos θ

]

=

√

4π
2l + 1

R
2l+1

2

rl+2

[

(l + 1) cos θ Ylm(θ, φ) + sin θ
∂Ylm(θ, φ)

∂θ

]

(F.48)

et finalement, le signal SNOM pour une particule sphérique s’écrit d’après (16.23)

Ssnom(r, θ, φ, ω) = −ω
2
p2

0z

∞∑

l=0

l∑

m=−l

4π
2l + 1

ℑ
{

l[1− ǫ(ω)]
l + lǫ(ω) + 1

}

R2l+1

r2l+4

×
∣
∣
∣
∣
∣
(l + 1) cos θ Ylm(θ, φ) + sin θ

∂Ylm(θ, φ)
∂θ

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

(F.49)





Annexe G

Propriétés d’orthogonalité et de

normalisation du champ électrique

dans le formalisme BEM

G.1 Propriétés d’orthogonalité du champ électrique

Nous allons dériver ici, la propriété d’orthogonalité du champ électrique créé

par la densité de charges propre σi(s) séparément à l’intérieur et à l’extérieur de

la particule. Une partie de la démonstration proposée ici a déjà été rapportée dans

[72] 1. Considérons, pour fixer les notations, une particule de volume Ω1 plongée

dans un milieu de volume Ω2. La densité de charges propre induite à la surface

de la particule vérifie, dans l’approximation non retardée, l’équation intégrale de

Fredholm [voir Eq.(13.7)]

2πλiσ
i(s) =

∮

∂Ω1

ds′ F (s, s′)σi(s′). (G.1)

Les équations (4.91) et (4.92) permettent d’obtenir, après avoir annulé le terme

source, le champ électrique créé par σi(s) infiniment proche de la surface de la

particule à l’intérieur (-) et à l’extérieur (+) 2

n ·Ei+(s) = 2πσi(s)−
∮

∂Ω1

ds′F (s, s′)σi(s′) (G.2)

n ·Ei−(s) = −2πσi(s)−
∮

∂Ω1

ds′F (s, s′)σi(s′). (G.3)

1. Attention cependant car ici il faut adapter les conventions ! : dans [72], le paramètre λ′ est
utilisé au lieu de λ mais il est relié au nôtre par la transformation λ′ ↔ − 1

λ .
2. Afin de na pas alourdir les notations, nous omettons dans cette annexe l’exposant "bound"

utilisé jusqu’à maintenant.
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En additionnant et en soustrayant les équations (G.2) et (G.3) puis en utilisant

(G.1), on obtient facilement la relation

λi n ·
[

Ei+(s)−Ei−(s)
]

= −n ·
[

Ei+(s) + Ei−(s)
]

. (G.4)

En multipliant maintenant (G.4) par le potentiel φj(s) puis en intégrant sur la

surface de la particule, on obtient

λi

∮

∂Ω1

ds φj(s)n·
[

Ei+(s)−Ei−(s)
]

= −
∮

∂Ω1

ds φj(s)n·
[

Ei+(s) + Ei−(s)
]

(G.5)

que l’on peut encore écrire sous la forme

(1 + λi)
∮

∂Ω1

ds φj(s)n ·Ei+(s) = −(1− λi)
∮

∂Ω1

ds φj(s)n ·Ei−(s). (G.6)

En utilisant le théorème de la divergence 3 et le fait que ∇Ei± = 0 (oscillations

libres) et Ei = −∇φi, les intégrales de surface qui apparaissent dans (G.6) peuvent

être transformées en des intégrales de volume

(1 + λi)
∫

Ω2

dr Ej(r) ·Ei(r) = (1− λi)
∫

Ω1

dr Ej(r) ·Ei(r). (G.7)

En utilisant une démonstration analogue à celle que nous venons d’utiliser pour

dériver (G.7) mais en considérant σj(s) au lieu de σi(s) (ou ce qui revient au même

en permutant les indices i et j dans (G.7)), on obtient une seconde relation

(1 + λj)
∫

Ω2

dr Ei(r) ·Ej(r) = (1− λj)
∫

Ω1

dr Ei(r) ·Ej(r). (G.8)

Lorsque i 6= j, les expressions (G.7) et (G.8) indiquent que les champs électriques

Ei(r) et Ej(r) sont séparément orthogonaux à l’intérieur et à l’extérieur de la

particule [72]

∫

Ω1,2

dr Ei(r) ·Ej(r) = 0 (i 6= j) . (G.9)

3. Le théorème de la divergence [38] s’écrit, pour deux champs scalaires φ(r) et ψ(r) :
∫

Ω

dr
[
φ(r)∇2ψ(r) +∇φ(r) · ∇ψ(r)

]
=

∮

∂Ω

ds φ(s)n · ∇ψ(s), où n est un vecteur normal à la

surface dirigé vers l’extérieur.
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Lorsque i = j, la démonstration proposée par Maryergoyz et al ne permet pas d’ob-

tenir la relation de normalisation du champ électrique partout dans l’espace. Nous

pouvons cependant utiliser l’une ou l’autre des expressions précédentes pour expri-

mer la normalisation du champ électrique à l’extérieur de la particule en fonction

de la normalisation du champ à l’intérieur de la particule, ce qui donne

∫

Ω2

dr |Ei(r)|2 =
1− λi

1 + λi

∫

Ω1

dr |Ei(r)|2 . (G.10)

G.2 Propriété de normalisation du champ élec-

trique

J’ai utilisé une démonstration analogue à celle proposée par Mayergoyz et al pour

obtenir la relation de normalisation du champ électrique créé par σi(s) partout dans

l’espace. On obtient successivement, où les intégrations portent sur la surface de la

particule considéré

∮

∂Ω1

ds φi(s)∗ n · ∇φj(s) =
∮

∂Ω1

ds
∮

∂Ω1

ds′ σ
i(s′)∗

|s− s′|
∮

∂Ω1

ds′′ F (s, s′′)σj(s′′)

=
∮

∂Ω1

ds
∮

∂Ω1

ds′σi(s′)∗
∮

∂Ω1

ds′′ σ
j(s′′)
|s− s′′| [F (s, s′)− 2πδ(s− s′)]

=
∮

∂Ω1

ds
∮

∂Ω1

ds′σi(s′)∗
∮

∂Ω1

ds′′ σ
j(s′′)
|s− s′′|F (s, s′)

− 2π
∮

∂Ω1

ds σi(s)∗
∮

∂Ω1

ds′′ σ
j(s′′)
|s− s′′| .

(G.11)

En utilisant maintenant la relation de normalisation entre les σi(s)

∮

∂Ω1

ds
∮

∂Ω1

ds′ σ
i(s)σj(s′)∗

|s− s′| = δij (G.12)

ainsi que l’équation de Fredholm (G.1), on obtient

∮

∂Ω1

ds φi(s)∗ n · ∇φj(s) = −2π(1− λi)δij. (G.13)

De nouveau, en utilisant le théorème de la divergence et le fait que ∇2φi = 0
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(oscillations libres) et Ei = −∇φi, l’intégrale de surface précédente devient une

intégrale de volume et finalement

∫

Ω1

dr Ei(r)∗ ·Ej(r) = 2π(1− λi)δij. (G.14)

En utilisant une démonstration analogue mais en considérant l’extérieur de la par-

ticule, on obtient

∫

Ω2

dr Ei(r)∗ ·Ej(r) = 2π(1 + λi)δij. (G.15)

Lorsque i 6= j, on retrouve le résultat (G.9) : les champs électriques Ei(r) et Ej(r)

sont séparément orthogonaux à l’intérieur et à l’extérieur de la particule. Lorsque

i = j, les deux équations précédentes donnent la normalisation du champ électrique

à l’intérieur, à l’extérieur de la particule et partout dans l’espace

∫

Ω1

dr |Ei(r)|2 = 2π(1− λi) (G.16)

et

∫

Ω2

dr |Ei(r)|2 = 2π(1 + λi) (G.17)

puis finalement

∫

Ω1

dr |Ei(r)|2 +
∫

Ω2

dr |Ei(r)|2 = 4π . (G.18)



Annexe H

Intégration de ℑ [−gi(ω)] et

ℑ



− 1

ǫµ(ω)






Nous allons utiliser ici la première relation de Kramers-Kronig [39] pour calculer

les intégrales suivantes

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ [−gi(ω)] et

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫµ(ω)

]

, µ = 1, 2 (H.1)

où

gi(ω) =
2

ǫ1(ω)(1 + λi) + ǫ2(ω)(1− λi)
. (H.2)

Soit f(ω) = f ′(ω) + if ′′(ω) une fonction complexe de la variable réelle ω > 0. Si f

vérifie les propriétés suivantes :

• les pôles de f(ω) se trouvent tous situés en dessous de l’axe des réels ;

• l’intégrale de f(ω)/ω le long d’un demi-cercle infini situé dans la moitié supé-

rieure du plan complexe tend vers 0. Pour cela, il suffit que f(ω) → 0 quand

ω →∞ ;

• la partie réelle de f est paire et sa partie imaginaire est impaire par rapport à

la variable ω,

alors f satisfait la première relation de Kramers-Kronig (K-K)

f ′(ω) =
2
π
PP

∫ +∞

0
dΩ

Ωf ′′(Ω)
Ω2 − ω2

, (H.3)

où PP désigne la partie principale de Cauchy. Dans le cas où de plus f ′′(ω) n’a pas

de singularité en ω = 0, on peut passer à la limite ω → 0 dans l’expression (H.3) et

écrire 1

1. Le cas pathologique où ω est un point singulier de f ′′(ω) (par exemple dans le cas où f ′′(ω)
est la partie imaginaire de la permittivité diélectrique d’un métal) est traité dans [39].
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[

− 1
ǫµ(ω)

]

f ′(ω = 0) =
2
π

∫ +∞

0
dΩ

f ′′(Ω)
Ω

. (H.4)

Pour des permittivités diélectriques physiquement acceptables, c’est-à-dire pour

lesquelles 2







ǫ′
1,2(ω = 0) ∼ 1 (partie réelle finie en ω = 0)

ǫ′
1,2(−ω) = ǫ′

1,2(ω) (fonction paire)

ǫ1,2(ω)→ 1 quand ω →∞
et







ǫ′′
1,2(ω = 0) ∼ 1/ωn, n > 0

ǫ′′
1,2(−ω) = −ǫ′′

1,2(ω) (fonction impaire),

(H.5)

la fonction

ℑ [−gi(ω)] =
2 [ǫ′′

1(ω)(1 + λi) + ǫ′′
2(ω)(1− λi)]

[ǫ′
1(ω)(1 + λi) + ǫ′

2(ω)(1− λi)]
2 + [ǫ′′

1(ω)(1 + λi) + ǫ′′
2(ω)(1− λi)]

2

(H.6)

est une fonction impaire de ω qui ne présente pas de singularité en ω = 0 et de plus

la fonction

ℜ [−gi(ω)] =
−2 [ǫ′

1(ω)(1 + λi) + ǫ′
2(ω)(1− λi)]

[ǫ′
1(ω)(1 + λi) + ǫ′

2(ω)(1− λi)]
2 + [ǫ′′

1(ω)(1 + λi) + ǫ′′
2(ω)(1− λi)]

2

(H.7)

est une fonction paire de ω. En supposant maintenant que ǫ1,2(ω)→ 1 quand ω →∞
et selon les hypothèses (H.5), la fonction

− gi(ω) =
−2

ǫ1(ω)(1 + λi) + ǫ2(ω)(1− λi)
(H.8)

tend vers −1 quand ω → ∞, ce qui ne permet pas d’appliquer directement la

relation (H.4) à la fonction [−gi(ω)]. Cependant, on peut appliquer cette relation à

[−gi(ω) + 1] qui vérifie alors bien toutes les conditions pour appliquer (H.4) et alors

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ [−gi(ω)] =

π

2
{ℜ [−gi(ω = 0)] + 1} (H.9)

avec

2. Ces hypothèses sont bien vérifiées dans le cas particulier où les permittivités diélectriques
sont données par un modèle de Drude dissipatif.
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ℜ [−gi(ω = 0)] =

−2 [ǫ′
1(ω = 0)(1 + λi) + ǫ′

2(ω = 0)(1− λi)]

[ǫ′
1(ω = 0)(1 + λi) + ǫ′

2(ω = 0)(1− λi)]
2 + [ǫ′′

1(ω = 0)(1 + λi) + ǫ′′
2(ω = 0)(1− λi)]

2 .

(H.10)

Sous les hypothèses (H.5) alors (H.10) donne 0 en ω = 0

ℜ [−gi(ω = 0)] = 0 si







ǫ′
1,2(ω = 0) ∼ 1

ǫ′′
1,2(ω = 0) ∼ 1/ωn, n > 0,

(H.11)

et finalement

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ [−gi(ω)] =

π

2
. (H.12)

Par un raisonnement identique à celui que nous venons d’utiliser 3, on obtient

pour les autres intégrales

∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫ1(ω)

]

=
∫ +∞

0

dω

ω
ℑ
[

− 1
ǫ2(ω)

]

=
π

2
. (H.13)

3. Sous les hypothèses (H.5), les fonctions ℑ
[

− 1

ǫ1,2(ω)

]

=
ǫ′′1,2(ω)

[ǫ′1,2(ω)]2 + [ǫ′′1,2(ω)]2
et

ℜ
[

− 1

ǫ1,2(ω)

]

=
−ǫ′1,2(ω)

[ǫ′1,2(ω)]2 + [ǫ′′1,2(ω)]2
sont bien des fonctions impaire et paire de ω respective-

ment et la partie imaginaire n’a pas de singularité en ω = 0. Comme la partie réelle tend vers -1

quand ω →∞, la relation (H.4) doit être appliquée à la fonction − 1

ǫ1,2(ω)
+ 1.
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