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Résumé

L’objet de cette thése est ’étude de 1'option américaine dans un modéle exponentiel de
Lévy général.

Dans le premier chapitre nous étudions la continuité des réduites dans le cadre des pro-
cessus de Markov de Feller. Ensuite, nous introduisons les processus de Lévy multidimen-
sionnels et nous montrons la continuité des réduites associées a ceux-ci.

Dans le deuxiéme chapitre, nous clarifions les propriétés basiques de la frontiére libre
du put américain dans un modéle exponentiel de Lévy général avec dividendes. Nous
commencons par caractériser le prix de I'option américaine comme 1'unique solution d’une
inéquation variationnelle au sens des distributions. Ce qui nous permettra de montrer la
continuité de la frontiére libre et de donner une caractérisation explicite de la limite du
prix critique pres de I’échéance.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions la continuité de la dérivée de la fonction valeur du
put américain a horizon fini et du put perpétuel. Nous donnons des conditions nécessaires
et d’autres suffisantes pour la vérification du principe de smooth-fit.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions la vitesse de convergence du prix critique vers
sa limite a 1’échéance dans le cadre d’un modéle exponentiel de Lévy, dans le cas de
diffusion avec sauts, puis dans le cas d’un processus de Lévy sans partie Brownienne.
Enfin, dans le dernier chapitre, nous introduisons deux méthodes numériques pour le
calcul des prix des options américaines : la méthode de ’arbre multinomial et celle des
différences finies. Nous comparons les deux approches et nous améliorons la convergence

de la premiére dans certains modéles exponentiels de Lévy.
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Introduction et principaux résultats

L’introduction des processus & trajectoires discontinues dans la modélisation financiére est
due & Merton [47]. Le modéle de diffusion avec sauts proposé par Merton s’obtient a partir
du modéle classique de Black-Scholes en ajoutant un processus de Poisson composé, qui est
un exemple simple de processus de Lévy, au logarithme du sous-jacent. Plus récemment,
des modéles plus complexes font appel a des processus de Lévy généraux. On parle alors
de modéle exponentiel de Lévy.

La modélisation financiére via les processus de Lévy constitue un domaine d’étude on plein
développement. De nombreux ouvrages sont consacrés a ’étude des processus de Lévy,
citons notamment [11], [13], [18] et |59]. Plusieurs auteurs se sont intéressés a I'évaluation
des options européennes dans ce contexte. Dans cette thése, nous nous intéressons aux
propriétés des options américaines dans un modéle exponentiel de Lévy général.

Zhang (voir [63], [62] et [64]) et Pham (voir [53]) donnent les premiers résultats sur les
options américaines dans un modéle de diffusion avec sauts. Zhang, en s’inspirant des
traveaux de Bensoussan et Lions [9], développe une approche basée sur les inéquations
variationelles pour évaluer I'option. Pham caractérise le prix de 'option américaine comme
la solution d’un probléme a frontiére libre et en déduit quelques propriétés du prix critique.
Les résultats de Zhang et Pham reposent essentiellement sur 'existence du terme de
diffusion dans le modéle.

Dans le cas de processus de Lévy généraux, Levendorskii [40], étudie le comportement du
prix critique d’un put ameéricain prés de I’échéance. En particulier, il observe que sous
certaines conditions sur la mesure de Lévy, notamment si l'intensité des sauts positifs

est assez grande, la limite du prix critique prés de I’échéance est plus petite que le prix
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d’exercice, ce qui différe du cas classique Black-Scholes. Levendorskii montre aussi que
pour certains modéles de Lévy, le comportement du prix critique quand le taux d’intérét

tend vers 0 semble plus naturel que dans le cas classique de Black-Scholes.

Nous présentons maintenant le contenu de la thése par chapitre.

Le premier chapitre est divisé en deux parties. Dans la premiére partie, on considére la
réalisation canonique (2, F, (F:), (X¢)i>0, Py @ € E) d’un processus de Markov a valeurs
dans un espace localement compact séparable (E,E), dont le semi-groupe de transition
(P;)¢>o vérifie la propriété de Feller (voir [57], Chapitre 3). Pour toute fonction f continue
bornée sur E et tout réel T' > 0, on appelle réduite d’horizon T" de f la fonction définie

par

uf(Tv x) = Ssup Ex(f(XT))’

7‘€767T

ou Tor est 'ensemble des temps d’arréts a valeur dans [0,7]. On note A le générateur
infinitésimal de X et D4 son domaine de définition.

El Karoui et al. [23] montrent la continuité de la réduite en horizon infini (T" = oco) dans
le cas d'un processus de Markov si son semi-groupe admet une réalisation de Markov
forte et l'application x — P, est continue ot P, définit la loi de X sous la condition
initiale Xy = x. Ils en déduisent ensuite que la réduite est continue en espace pour toute
fonction continue bornée dans le cas d’un processus de diffusion avec sauts sous quelques

hypothéses sur le terme de diffusion.

Dans le cadre d’un processus de Markov de Feller, nous proposons une démonstration

assez simple de la continuité par rapport au couple (7', x) sous ’hypothése suivante

Hypothése 0.0.1. Pour tout compact K de E et tout € > 0, il existe une fonction
fe € Dy, a valeurs dans [0, 1], telle que

fe=1 sur K et sup|Af.(z)| <e.

zel
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Ensuite, nous généralisons ce résultat dans le cas des réduites associées & une fonction

continue vérifiant pour un certain p > 1

sup sup E, ([f(X;)[") < oo,
zeK 7€To, T

pour tout 7' > 0 et tout compact K de E.

Dans la deuxiéme partie, nous introduisons les processus de Lévy dans le cadre multi-
dimensionnel. Nous exposerons quelques résultats classiques ainsi que quelques propriétés
techniques qui nous seront utiles par la suite. Enfin, nous montrons que la réduite associée

a un processus de Lévy d-dimensionnel est continue.

Le deuxiéme chapitre est divisé en deux parties, la premiére étant sous la forme d’un
article écrit avec Damien Lamberton et publié courant 2008. L’objectif de ce papier est
de clarifier les propriétés basiques de la frontiére libre du put américain dans un modéle
exponentiel de Lévy général avec dividendes. On commence par caractériser le prix de
I'option américaine comme 'unique solution d'une inéquation variationnelle au sens des
distributions. Ce qui nous permettra de montrer la continuité de la frontiére libre (ce
résultat est déja prouvé par Pham [53] dans le modéle de diffusion avec sauts) et de don-
ner une caractérisation explicite de la limite du prix critique prés de ’échéance. Dans
la deuxiéme partie de ce chapitre, on s’intéresse a la caractérisation de 'existence de la
région d’exercice dans un modéle exponentiel de Lévy. Nous généralisons a une classe de

modeéles de Lévy le résultat établi par Villeneuve [60], dans le cadre des modéles continus.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la continuité de la dérivée de la fonc-
tion de valeur de 'option américaine. Il est connu que cette propriété, appelée également

smooth-fit, est vérifiée dans le modéle classique de Black-Scholes.

Dans un modéle exponentiel de Lévy, la fonction de prix du put américain & d’échéance

fini T" est caractérisée par
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T T T T T T
0 &0 100 150 200 260

FIGURE 1 — Cas ou le smooth-fit est vérifie (Y = 1)

P(t,z) = sup E(e7(K —ze™¥7),)

T€T0, 7t

Y

ol r est le taux de d’intérét et X est un processus de Lévy réel de triplet caractéristique
(0%,7,v). On parle d’un put ameéricain perpétuel quand 7' = oco. Dans ce modéle, le
smooth-fit n’est pas toujours vérifié, notamment dans le cas d’un modéle de sauts pur (o =
0). Les figures 1 et 2, qui utilisent les paramétres décrits dans le Tableau 1, illustrent ce
phénomeéne pour un modeéle exponentiel de Lévy particulier appelé CGMY (on l'introduit

dans le Chapitre 5 ainsi que d’autres modéles connus en pratique).

TABLE 1 — Les paramétres du modéle

Le modéle K r T

CGMY : C=1.0, G=1.4, M=8.5 100 0.1 0.25

La Figure 1 montre que le principe du smooth-fit est vérifié pour le paramétre YV = 1,
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FIGURE 2 — Cas ot le smooth-fit est absent (Y = 0.2)

contrairement au cas ou Y = 0.2, illustré par la Figure 2.
Plusieurs auteurs se sont intéressés a ’étude de la propriété de smooth-fit. On distingue

les deux cas suivants :

. Put américain a horizon fini : Pham [53| et Zang [63] ont montré que le principe du

smooth-fit est vérifié dans le cas d’'un modéle de diffusion avec sauts (o # 0 et ¥(R) < 00).

. Put américain perpétuel : Boyarchenko et Levendorskii ([14] Théoréme 7.1) montrent

que le smooth-fit est vérifié pour une classe de processus de Lévy a variation finie sous
certaines conditions. Plus récemment, Alili et Kyprianou [2]| donnent des conditions né-
cessaires et suffisantes pour le smooth-fit en se basant sur la théorie de la fluctuation. Plus
précisément, ils montrent que le smooth-fit est vérifié si et seulement si 0 est régulier pour
(—00,0) (voir la définition p. 78). Ceci est équivalent a ce que l'une des trois conditions

suivantes soit vérifiée
1. X est a variation finie et r — [(e” — 1)v(dzx) <0,
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2. X est a variation finie, r — [(e” — 1)v(dz) = 0 et

/ alv(de)  _
= oo,
f y, +oo dy

3. X est a variation infinie.

L’objectif de ce troisiéme chapitre est d’étendre ces résultats au put américain & horizon
fini dans le cas d’un modéle exponentiel de Lévy avec dividendes.

Les résultats que nous obtenons sont résumés dans le Tableau 2 pour le put américain
a horizon fini et le Tableau 3 pour le put perpétuel ou d =: r — § — [(e* — 1)v(dzx) et
dt =1r—0— [(e* —1);v(dx).

Le quatriéme chapitre est en partie une extension du travail de Pham [53]. En ef-
fet, Pham considére le put américain dans un modéle de diffusion avec sauts. Il généralise

quelques résultats connus dans le modéle classique de Black et Scholes, notamment

1. il établit le prix du put américain comme 1'unique solution de viscosité d’un probléme
de frontiére libre sous certaines conditions et il en déduit quelques propriétés de la

frontiére libre, en particulier le principe de smooth-fit,

2. il obtient la formule dite de la prime d’exercice anticipée (early exercise premium),

généralisant ainsi les résultats de Jacka |30] et Myneni [49], dans le cas Black-Scholes.

3. il montre que la vitesse de convergence du prix critique prés de I’échéance est la méme
que celle dans le cas du modeéle de Black-Scholes si 0 > 0 et d™ > 0, généralisant

ainsi les résultats de Barles et al. [4] et de Lamberton [37].

Nous donnons ici, une généralisation des deux derniers résultats dans le cas d’'un modéle
de Lévy. Plus précisément, nous montrons la formule de ’early exercise premium dans le
cas d’un processus de Lévy de type B ot C (voir Définition 1.2.1, p.32), et que la vitesse

de convergence du prix critique prés de 1’échéance dans un modeéle de Lévy est la méme
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TABLE 2 — Le principe du smooth-fit pour le put américain a horizon fini

Le processus de Lévy Les résultats
X est a variation infinie Le principe du smooth-fit est vérifié
X est & variation finie - Si d < 0, le smooth-fit est vérifié

- Sidt >0, le smooth-fit n’est pas vérifié
-Sid > 0 et T assez grand, le smooth-fit n’est pas
vérifié

TABLE 3 — Le principe du smooth-fit pour le put américain perpétuel

Le processus de Lévy Les résultats
X est a variation infinie Le principe du smooth-fit est vérifié
X est a variation finie - Si d < 0, le smooth-fit est vérifié
- Sid > 0, le smooth-fit n’est pas vérifié

que celle dans le modéle de Black-Scholes si o > 0, f| |z|v(dz) < oo et d™ > 0. Dans

z|<1
ce sens, nous proposons des démonstrations qui clarifient celles de Pham [53] en évitant

I'utilisation du principe de maximum.

Ensuite, nous nous intéressons au cas plus compliqué ot le terme de diffusion est absent,
et nous montrons que la vitesse du prix critique est linéaire dans un modéle de Lévy a
variation finie sous la condition d* > 0. Enfin, nous montrons que la convergence du
prix critique n’est pas linéaire dans le cas d’'un modéle de Lévy a variation infinie sous la

condition dT > 0.

Dans le cinquiéme chapitre, nous introduisons d’abord les modéles exponentiels de
Lévy les plus utilisés en pratique. Ensuite, nous exposons deux méthodes classiques pour
le calcul des options américaines. La premiére est probabiliste, celle de 'arbre multino-
mial, basée sur le travail de Maller et al. [44]. Nous apportons quelques améliorations &
leur approche, notamment dans les modéles ou la densité de probabilité de transition est
connue (VG et NIG) ou quand la mesure de Lévy associée a une singularité importante

au voisinage de zéro (CGMY). La deuxiéme méthode est celle des différences finies basée
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sur les travaux de Forsyth et al. [25] et [26]. Enfin, nous comparons numériquement les

deux méthodes et nous visualisons les améliorations apportées sur la premiére.
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Chapitre 1

Continuité des réduites et processus de

Lévy

1.1 Continuité des réduites

1.1.1 Introduction

On considére la réalisation canonique (€2, F, (Ft), (Xt)t>0, Pz, 2 € E) d’un processus de
Markov a valeurs dans un espace localement compact séparable (E,E), dont le semi-
groupe de transition (F;);>o vérifie la propriété de Feller (voir [57], Chapitre 3). Pour
toute fonction f continue bornée sur E et tout réel T > 0, on appelle réduite d’horizon

T de f la fonction définie par

uf(Tv .CE) = Ssup Ex(f(XT))’

T€T0,T

ou Tor est I'ensemble des temps d’arréts a valeur dans [0,7]. On note A le générateur
infinitésimal de (P;);>0 vu comme un semi-groupe fortement continu sur Co(E) : 'ensemble
des fonctions continue dont la limite est nulle & U'infini (voir [57] Chapitre 3). On note
également D4 le domaine de définition de 'opérateur A.

Dans cette partie, nous nous placons dans le cas général d’un processus de Markov de
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CHAPITRE 1. CONTINUITE DES REDUITES ET PROCESSUS DE LEVY

Feller et nous proposons une démonstration assez simple de la continuité de la réduite par

rapport au couple sous ’hypothése suivante

Hypothése 1.1.1. Pour tout compact K de E et tout € > 0, il existe une fonction
fe € D4, a valeurs dans [0, 1], telle que

fe=1 sur K et sup|Af.(z)| <e.

zeFE

Ensuite, nous généralisons ce résultat dans le cas d’une fonction continue f vérifiant pour

un certain p > 1

sup sup B, (|f(X,)P) < s,
zeK 7€To, 1

pour tout 7" > 0 et tout compact K de E.

Rappelons que notre approche est un peu différente de celle de El Karoui et al. [23]
qui montrent la continuité de la réduite en horizon infini (7' = oo) pour toute fonction

continue bornée.

Plus tard dans ce chapitre, nous prouverons que ’Hypothése 1.1.1 est vérifiée dans le cas

des processus de Lévy.

Prenons f € Cy(E). Pour montrer la continuité de la fonction x — u(7, x), on considére
T Vensemble des temps d’arréts a valeurs dans {¥-|k = 1,...,n}, et soit u} la réduite

associée définie par

Wj(T, ) = sup E(f(X,)).

€Tor
L’ensemble des temps d’arréts 7, étant discret, on peut voir dans ce cas le processus
de Feller X comme une chaine de Markov et on peut calculer v} via la programmation

dynamique
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1.1. CONTINUITE DES REDUITES

up(0,z) = f(z)
(1.1)

u}‘(%,x) = max (f(x),E [u?(%7X£)|X(j—1)T = x]) g=1,..,n,

pour tout x € E, ou grace a la propriété de Markov, on a

T T
E(uj(2, X )| Xumnr = ) = Pruf(E,a).

n Y
Il est clair, par récurrence dans (1.1), que z +— u}(7T, ) est continue. En plus, on peut
démontrer que u} converge simplement vers uy quand n tend vers U'infini. En effet, u} < uy

par définition. Ensuite, pour tout temps d’arrét 7 fixé dans 7 7, soit

" (j+1)T
Tn =: Z(; Tl{TG]%vUT)T]}’ (1‘2)
]:

un temps d’arrét dans 7% Celui-ci décroit vers 7 quand n tend vers l'infini. Alors, via

le Lemme de Fatou, on a

liminf u}(T,2) > liminf E,(f(X,))

n—oo n—oo

> E,(liminf f(X7,))
= ]Ex(f(XT))a

V

ol la derniére égalité est déduite a partir de la continuité a droite des trajectoires de X.
Nous obtenons ainsi la convergence simple.

Pour avoir la convergence uniforme et en déduire la continuité de la fonction z — u (7T, z),
dans le cas général d’une fonction continue bornée f, on aura besoin de I’'Hypothése 1.1.1.

Pareillement pour la continuité par rapport au couple de (¢,z) — wus(t, z) sur [0,7] x E.
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CHAPITRE 1. CONTINUITE DES REDUITES ET PROCESSUS DE LEVY

Théoréme 1.1.1. Sous [’Hypothese 1.1.1, pour toute fonction continue bornée f et pour

T >0 fizé, (t,x) — us(t,z) est continue sur [0,T] X E.

Remarque 1.1.1. Ce résultat s’étend immédiatement & des fonctions f dépendant a
la fois de t > 0 et de z € E. Il suffit en effet d’introduire sur espace RT x E le semi-
groupe de transition (P;)>¢ définis par P,g(s,z) = P.g(s + t,z), pour toute fonction
g € Co(R* x E). Dans ce cas, le générateur infinitésimal associé & (P;)so est donné par
A= % + A. De plus, on peut vérifier aisément que ’'Hypothése 1.1.1 reste vérifiée pour
(Py)i>0. En effet, soit K un compact de R* x E et € > 0. Alors, il existe un réel T > 0 et
un compact K de E tels que K C [0,7] x K. Notons que sous 'Hypothése 1.1.1, il existe

une certaine fonction f. € Dy telle que

fe=1 sur K et sup|Af(x)] <e.

el
Maintenant, considérons une fonction h. de classe C*°(R*) a valeur dans [0, 1], telle que
he = 1 sur [0,7T] et ||hL]|c < &. Ainsi, en posant g. : (t,2) — ho(t)f-(z), g- = 1 sur K et

on a

HZQEHOO = Hh/sfs"’"hsAfffHoo

< 2e.

ol || f|lco désigne la norme uniforme usuelle de la fonction f.

Pour prouver le Théoréme 1.1.1, on va montrer d’abord que le résultat est vérifié pour
toute fonction f € Dy, ensuite pour toute fonction de Cy(E), et enfin, pour toute fonction

continue bornée. Mais avant, on rappelle les deux lemmes classiques suivants

Lemme 1.1.1. Soit f € D4. Alors, le processus f(X;) — f(Xo) — f; Af(X;)ds est une
(F:)-martingale.

Lemme 1.1.2. Le domaine de définition du générateur infinitésimal D4 est dense dans

Co pour la norme uniforme.
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1.1. CONTINUITE DES REDUITES

Proposition 1.1.1. Pour toute fonction f € Dy et pour T > 0 fizé, (t,z) — us(t,x) est

continue sur [0,T] x E.

Démonstration.

. La continuité en espace : Soient f € Dy, T' > 0, 7 € Ty et 7" est le temps d’arrét défini

dans (1.2). Notons qu’a partir du Lemme 1.1.1, on a

(/X)) ~ X)) = Eal | AF(X.)ds)
1
< —[JAf]le
n
puisque Af est bornée, d’ou la convergence uniforme de u'y vers uy quand n tend vers

infini. On en déduit alors que x +— us(T, z) est continue.

. La continuité par rapport a ¢ : Soient t € [0, 7] et x € E. Remarquons d’abord que pour

tout A > 0 on a
u?(t,x) = sup E.(f(X;)) = sup E.(f(X.n))-
T€T5 T€T54h

Ensuite, en utilisant le Lemme 1.1.1, pour tout 7 € T 4p, o0 a

Eo(FO5) — FX)| = [Ea( [ AF(X.)ds)|

TAL

< [Afllch-

On en déduit alors la convergence uniforme de t — wus(t, z) sur [0, 7], uniformément par

rapport a z. Ceci achéve la démonstration. O

Proposition 1.1.2. Pour toute fonction f € Cy et pour T > 0 firé, (t,z) — us(t,x) est

continue sur [0,T] x E.

Démonstration. Soit f € Cy. D’aprés le Lemme 1.1.2, il existe une suite de fonctions

(fn)n>0 dans D4 qui converge uniformément vers f. Alors on a
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pour tout 7 € Ty, ce qui montre que uy, converge uniformément vers uy. On conclut en

utilisant la Proposition 1.1.1. O

Démonstration du Théoréme 1.1.1. Soient 7" > 0 fixé, K un compact de E, € > 0
et f. une fonction qui vérifient ’'Hypothése 1.1.1. Notons que f. € D4 implique que
ff- € Co(E) pour toute fonction f continue bornée. Donc, d’aprés la Proposition 1.1.2, la
fonction (t,z) — uyy (t,x) est continue sur [0,7] x E. En plus, pour tout x € K et tout

t € [0,T], en utilisant I'Hypothése 1.1.1 et le Lemme 1.1.1, on a

up(t,2) —upp(t2)] < sup [By [f(X7) = f(Xo) f(XA)] |

7676,15
= sup [E. [FO6)0 - (%)
< flle sup [ [(7:2) ~ £06))
< /1l sup [E. { [ Aff.:(Xs)ds} |
T€T0,¢ 0
< Tl fllm.

On en déduit alors que uys. converge uniformément vers vy quand € tend vers 0 sur chaque

compact de [0,7] x E. Par conséquent, (¢,x) — us(t, ) est continue sur [0,7] X E.
Le théoréme suivant est une généralisation du Théoréme 1.1.1.

Théoréme 1.1.2. Soit T' > 0 et supposons que I’Hypothése 1.1.1 est vérifiee. Alors, pour

toute fonction f continue vérifiant

sup sup K, (|f(X7)[") < oo, (1.3)

xeK 7€To, T
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pour tout compact K de E et pour un certain p > 1, (t,x) — uf(t,x) est continue sur

0,7] x E.

Démonstration. Supposons que 'Hypothése 1.1.1 est vérifiée. Soient T' > 0, M > 0 et f
une fonction continue qui vérifie la condition (1.3). On considére la fonction fy, définie

par

Notons d’abord que f3; est une fonction continue bornée et donc sa réduite associée est

continue sur [0,7] x E via le Théoréme 1.1.1.

Ensuite, sachant que M1y, >my < |fu], alors pour tout réel p > 1, on a

Ly f>ary < | farP1

Mp—1

Par conséquent, pour tout (¢,x) € [0,T] x K, on a

up(t,2) —up, (L) < sup [, [f(Xr) = far(XF)]

T€7’07t

sup E, [|£(X0) 170 sm]
T€T0,¢

IA

IN

—— sup E, XH)IP
Tt S B (X))

sup sup K. (|f(X7)[7),
T S S B (F(X)P)

IA

pour tout compact K dans E. On en déduit alors la convergence uniforme de uy,, vers uy

quand M tend vers oo sur chaque compact de [0,7] x E. Le théoréme en découle par la
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suite. O

1.2 Processus de Lévy d-dimensionnel

Dans ce paragraphe, nous introduisons d’abord les processus de Lévy dans le cadre mul-
tidimensionnel. Ensuite, nous exposerons quelques résultats classiques ainsi que quelques
propriétés techniques qui nous seront utiles dans la suite de cette thése. Enfin, nous mon-

trons que la réduite associée a un processus de Lévy d-dimensionnel est continue.

1.2.1 Définitions

Le processus de Lévy X est un processus stochastique cadlag (les trajectoires de X sont
continues a droite et ont des limites & gauche en tout point) issu de 0, et dont les accrois-
sements sont indépendants stationnaires. Le processus X peut s’écrire comme la somme
d’un mouvement Brownien avec dérive et d’'une somme compensée de ses sauts. Plus

précisément, grace a la décomposition Lévy-1t6 (voir [59]), on a

Y, = X, + X0, (1.5)
t

X, = / / zJx (ds x d), (1.6)
0 Jl|z[>1

0 _ 1: e

Xt - }:IL% Xtv (17)

X = / xJx (ds x d), (1.8)
e<|z[<1

ol v est un vecteur dans R?, (Bt)i>o est un mouvement Brownien d-dimensionnel de
matrice de covariance A, Jx est une mesure de Poisson sur Ry x (R?\ {0}) et Jx sa
mesure de Poisson compensée associée Jy (dt,dz) = J(dt,dz) — dtv(dz). La mesure v,
appelée mesure de Lévy, est une mesure positive sur R%\ {0}, qui vérifie la condition

suivante
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1.2. PROCESSUS DE LEVY D-DIMENSIONNEL

/Rd 1A |z|?v(dz) < oo, (1.9)

ou |x| désigne la norme euclidienne de x. Notons que les termes a droite dans (1.4) sont
indépendants et que le processus X¢ converge presque sirement vers X° quand ¢ tend
vers 0. La décomposition de Lévy-Itd implique que la loi de X est entiérement déterminée
par (A,~,v), appelé le triplet caractéristique de X. Remarquons que le drift v dépend de

la fonction de troncature, on la suppose tout au long de cette thése égale a 17,<1;.

Exemples de Processus de Lévy
L’exemple le plus simple est le mouvement Brownien qui est un processus de Lévy dont
le triplet caractéristique est (A, 0,0).
Le processus de Poisson composé est un autre cas particulier de processus de Lévy ou le

triplet caractéristique est (0, flw\<1 xv(dz),v), oi v(R?) < co. En effet, Z est défini par

N
Z =) U, (1.10)
=1

ou les U; (la taille des sauts) sont i.i.d., de loi f et N; le processus de Poisson associé

d’intensité ), indépendant des U;. Dans ce cas, A = v(RY) et f = {v.

La fonction caractéristique de X est donnée par la représentation de Lévy-Khinchin sui-

vante (voir [59])

dx(u) = Ele™*] = exptp(u)], VYueR? (1.11)
avec,

1 .
o(u) = —§u.Au + iy.u + /(e“”C — 1 —iu.xlg<r)v(de),
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ol u.v présente le produit scalaire des deux vecteurs u et v dans R?. La fonction ¢ est

appelée exposant caractéristique du processus de Lévy X.

Prenons la notation CZ(R?) pour 'ensemble des fonctions bornées de classe C? avec des
dérivées bornées. Le processus de Lévy X est un processus de Markov dont le générateur

infinitésimal Ay est défini de la facon suivante (voir [59]) :

Ax(0)(r) = A%(9)(a) + Bx(0) ), (1.12)
Aa)(@) = 5 3 A+ Y i o)
et

Bx(g)(z) = /V(dy) (9(1’ +y) —g(x) - Z yig_i(x)lly<1>

— /y(dy) (9(z+y) — g(z) —y.Vg(z)Ly<1) -

pour toute fonction g € CZ(R?). La notation Vg désigne le gradient de g.

1.2.2 Remarques et propriétés

La proposition suivante caractérise les processus de Lévy ayant des trajectoires a variation

finie (voir [18] Proposition 3.9)

Proposition 1.2.1. Un processus de Lévy est a variation finie si et seulement si son

triplet caractéristique (A, v,~y) vérifie les deuz conditions suivantes
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A=0 et / |z|v(dx) < 0. (1.13)
|lz]<1

Remarque 1.2.1. Dans le cas d’'un processus de Lévy a variation finie de triplet ca-
ractéristique (A, v, ), & partir de la Proposition 1.2.1, on voit que pour tout a > 0, on

a

lim av((—oco, —a]?) = 0.
a—0

En effet,

av((~o00, —al?) = / a1 (oo age(y)(d),

ot la fonction (al(_c,—q)(y) est dominée par y — —yl(_, 4 qui est v-intégrable par

(1.13). Et on conclut par le théoréme de convergence dominée. De méme, on montre que

. d\
lim aw([a, 00)") = 0.

et que dans le cas d'un processus de Lévy général on a

Ll}_r}r(l) a?[v((—oo, —a]?) + v([a, 00)?)] = 0.

Remarque 1.2.2. Il est facile de voir qu’a partir de la représentation de Lévy-Khinchin
(1.11) (voir [18], Proposition 2.4), on a

Sid=1et f|a; zv(dr) < oo,

[>1

E[X,) = t(y + / wv(dz)),

|z[>1

31



CHAPITRE 1. CONTINUITE DES REDUITES ET PROCESSUS DE LEVY

Sid=1et flm|>1 2?*v(dr) < 00),

Var[X;] = t(o® + /x21/(dx)).

pour tout ¢ € [0, 7.
Nous distinguons trois type de processus de Lévy :

Definition 1.2.1. Soit X un processus de Lévy réel de triplet caractéristique (02,7, v).

On dit qu’il est de
o type A, sioc =0 et v(R) < o0

e type B, sio =0, v(R) = o0 et [, lz|v(R) < oo (activité infinie et variation

finie) ;

o type C, sio >0 ou f|x|<1 |z|v(R) = oo (variation infinie).

On rappelle le résultat suivant sur les conditions de martingale du processus de Lévy et

de son exponentielle (voir [18] Proposition 3.17).

Proposition 1.2.2. Soit (X;)i>0 un processus de Lévy unidimensionnel dont le triplet

caractéristique est (02,7,v). Alors

1. (X}) est une martingale si et seulement si f{|az\>1} |z|v(dz) < +o0 et

v+ / azv(dz) = 0.
{l=[=1}

2. (eXt) est une martingale si et seulement si

/ ev(dxr) < oo
|z|>1

2

et % +79+ / (e" =1 —=aly<)v(dx) = 0.
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Démonstration. On propose ici, une démonstration de la deuxiéme partie de cette propo-
sition, la premiére partie se fait de la méme facon. Rappelons que les accroissements de
X sont stationnaires et indépendants, donc il est clair que (eX*);>o est une martingale si
et seulement si E(e*t) = 1, pour tout ¢t > 0. Aussi, en utilisant la décomposition (1.4), on

en déduit que

o2
E(eXt) = O TE(EM). (1.14)
Soit (Z;)i>0 un processus de Poisson composé défini par

Ny
Zv=) U,
=1

ou les U; (la taille des sauts) sont i.i.d, de loi f et N; le processus de Poisson associé

d’intensité A, indépendant des U;. Alors, pour tout © € R, on a

E(e*?) = E (]E(i et Xia Vi N, = n)) (1.15)

n=1

E(e*Xi=1 V) P(N, = n)

WE

i
o

6_/\t()\t)n

n!

= exp{\t / (e"* — 1) f(dz)}, ou f(u)= / " f(da).

(F(w)"

NE

S
I
o

Notez que le processus X défini dans (1.6) est aussi un processus de Poisson composé,
dont 'intensité du processus de Poisson associé est donnée par A = v({y, |y| > 1}), et la

loi de la taille des sauts est iv(dx). Alors, de (1.15), on déduit que
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E(e*t) = exp{t/|>1(ex — Dv(dz)}, (1.16)

et on remarque que E(eX*) < oo si et seulement si f|x‘>1 e*v(dr) < oco. De méme, pour

e > 0 fixé, le processus X¢ défini par

t
X¢ :/ / zJx (ds x dz),
0 Je<lz|<1

est un processus de Poisson composé et par (1.15) on a

E(e"Xt) = exp{t /<| |<1(€M — 1 —ux)v(dr)}, (1.17)

pour tout u € R% Dans cette derniére équation, on s’apercoit d’une part que le terme a
droite converge vers exp{t flx‘d(e” —1—wux)v(dz)} quand ¢ tend vers 0 par convergence

dominée, puisque v intégre x? au voisinage de l'origine. D’autre part, étant donné que

X

supezO{E[(e“th)p]} < 00, pour tout p > 1, le processus e~ est équi-intégrable et converge

presque stirement. Alors, en faisant tendre ¢ vers 0 dans (1.17), on en déduit que

B(clime-0X7) — exp{t / (" — 1 — 2)u(dw)}. (1.18)

lx|<1

Enfin, il est facile de conclure a partir de (1.5), (1.14),(1.16) et (1.18). O
On rappelle la formule de compensation suivante (voir [11], dans le préliminaire).

Proposition 1.2.3. Soit X un processus de Lévy R-dimensionnel. Soit ® : (t,w,z)
% (w) une application mesurable positive de RT x Q x RY muni de la tribu P @ B(RY), ou
P est la tribu prévisible sur RT x Q, dans R™ muni de la tribu borélienne.

Alors on a,
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E( > @§X5> =FE UOOO ds/y(dy)@f;’] : (1.19)

0<s<o0

Remarque 1.2.3. 1l est facile de montrer que (1.19) reste valable dans le cas d’une

fonction ®7, : (RT x Q x RY, P @ B(R?)) — (R, B(R?)) mesurable, vérifiant la condition

E Uooods/y(dyﬂcpg\

On rappelle aussi le résultat suivant sur I'intégrale d’une mesure de Poisson compensée

(voir [18] Proposition 8.8).

< Q.

Proposition 1.2.4. Pour toute fonction ¢ : Q x [0,T] x R — R, P ® B(R)-mesurable,

E {/OT/R\go(t,x)Pdtu(dx)] < o0,

on a les deur propriélés suivantes

vérifiant

1. (fot Ja o(s,)Jx(ds,dz))o<i<r est une martingale de carré intégrable,

2. E [| fot Je @(s,x)jx(ds,dxﬂ?] =E [fot Je ]@(s,x)|2dsu(dx)} , pour tout t € [0,T].

On introduit le lemme suivant sur le comportement du processus de sauts pur Y pour ¢

au voisinage de 0.

Lemme 1.2.1. Soit Y le processus défini dans (1.5). Alors

Y,
lim —= =0
t—0t \/t
en probabilité. De plus, si
/ |z|v(dr) < oo, (1.20)
2] <1

Alors,
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en probabililé.

Remarque 1.2.4. Sous la condition (1.20), Ken-Iti Sato [59] démontre la convergence

presque stre de % vers —f| zv(dx) quand ¢ tend vers 0.

z|<1

Remarque 1.2.5. Sous la condition (1.20), il est clair que

ol Z est le processus de sauts purs défini par

Zi= ) AX,,

0<s<t
puisque Z, =Y, +tf\x|<1 zv(dz) pour tout t € [0, 7.

s i .2.1. On va s’intér ra émonstration uxiém
Démonstration du Lemme 1.2.1. On va s’intéresser i la démonstration de la deuxiéme
partie de ce lemme, la premiére est une version plus facile de celle-ci. Supposons que la

condition (1.20) est vérifice. Alors, & partir de (1.9) et (1.11), on en déduit que

E[e+] (1.21)

— exp (t/(a“f - i%lmm)y(dx))
— exp (-m /| . a:u(da:)) exp (t / (€% — 1)V(dx)) ,

pour tout u € R et ¢t € (0,1). Remarquons que

tle!™ — 1| < Cla,

ou C' est une constante indépendante de 2. Donc, de (1.20), et par le théoréme de conver-

gence dominée, on a
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lim t/(eiuf — 1v(dz) = 0.

t—0t+
En outre, quand on fait tendre ¢ vers zéro dans (1.21), on en déduit que lim; o+ % =

— fmq zv(dx) en loi, et donc, en probabilité.

1.2.3 La continuité de la réduite dans le cas d’un processus de
Lévy
Proposition 1.2.5. Soient X un processus de Lévy d-dimensionnel de triplet caractéris-

tique (A,v,v), f une fonction continue vérifiant la condition (1.3) pour T > 0 fizé. Alors,

la fonction (t,x) — us(t,x) est continue sur [0,T] x RY.

Démonstration. Rappelons que a partir du Théoréme 1.1.2, il suffit de montrer que le
processus de Lévy vérifie 'Hypothése 1.1.1, pour en déduire la proposition.

En effet, soient X un processus de Lévy d-dimensionnel de triplet caractéristique (A, ~y,v)
dont le générateur infinitésimal Ax est défini en (1.12), K un compact de R? et ¢ > 0.

Tout compact de R? étant contenu dans un pavé compact, on peut supposer que K =:
[A1, B1] x [A1, B1] X ... x [Ag, By ou (A;) , (B;) sont des réels vérifiant A; < B;. Cherchons
une fonction f. € Dy, (= CZ(RY)) a valeurs dans [0, 1] telle que

fe=1 sur K et |Axfello <e.

Considérons d’abord une fonction p de classe C*°(R?) et & valeurs dans [0, 1] telle que

p=1 sur B(0,1)=:{z €R|z|<1} et p=0 sur R%\ B(0,2).

Posons g. la fonction définie par g.(z) = p(ez), pour tout x € R%

Notons que la fonction g. € Dy, . Alors, de (1.12), on a

Ax(g:)(x) = AR (9:) () + Bx (9:) (2), (1.22)
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ol

Al = 25 A, LI 4y 54,2y
XAJe 2 1 Zdaﬂfia[ﬁj - Z(?xi

pour tout = € R?. Ainsi,

A% (9:) ()] < € (el Alloo + 17ll00) max([|Vplloc, 1D*pll), (1.23)

ott D?p désigne la matrice hessienne de p, Vp son gradient.

Ensuite,

d

Bx(g:)(x) /V(dy) (ga(x +y) — g-(v) — Z yi%(l‘)hmg) (1.24)

(2

— / (9:(z +y) — g-(x) — y.Vg(x)Ly<1) v(dy)
_ / e+ y) — @) vldy
+/ (9:(z + ) — ge(x) — y.Vge(x)) v(dy)
lyl<1
= /|>1 (p(e(x +y)) — plex)) v(dy)

' / _, e+ u)) = plex) — ey Vplew) vidy).

D’une part, sachant que

Ip(e(x +y)) — plex)| < sup lp(z +ey) — p(z)] < 2/pllo;
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et que, pour tout y € R,

lim sup [p(z + ey) — p(z)| = 0,

e—0 :CERd

on obtient par convergence dominée,

lim sup / | (e ) = pler)) vldy) =0

e—0 zERd

D’autre part, étant donné que, pour y € B(0,1)

|p(e(z + 1)) — plex) — ey.Vp(ex)| < C*||D*pl|o,

Alors,

/ el +) — pler) — ey Vo)) vid) < O / v (dy),

lyl<1

Par conséquent, de (1.22), (1.23), (1.24), (1.25) et (1.26), il est clair que

lim [ Ax (g2 = 0.

(1.25)

(1.26)

On a g. = 1 sur B(0,1). Donc K étant un compact, on a K C B(0, %) pour un € assez

petit et on en déduit aisément la proposition.
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Chapter 2

The Critical Price for the American

Put in an Exponential Lévy Model

Introduction en frangais . L’introduction des processus a trajectoires discontinues
dans la modélisation financiére est due a Merton [47]. Le modéle de diffusion avec sauts
proposé par Merton s’obtient & partir du modéle classique de Black-Scholes en ajoutant
un processus de Poisson composé au logarithme du sous-jacent. Les processus de dif-
fusion avec sauts sont un exemple simple de processus de Lévy. Plus récemment, des
processus de Lévy plus généraux sont introduits dans la modélisation financiére, pour
plus d’information sur de tels modéles, on renvoie a [13] et |18]. De nombreux articles
sont dédiés a I’évaluation des 'options européennes dans ce contexte. Ici, nous nous in-
téressons & 'option américaine, et notamment a sa frontiére libre. Zhang (voir [63], [62]
et [64]) et Pham (voir [53]) donnent les premiers résultats sur les options américaines
dans un modéle de diffusion avec sauts. En s’inspirant de Bensoussan et Lions [9], Zhang
développe une approche basée sur I'inéquation variationelle. Pham caractérise le prix de
I'option américaine comme la solution d’un probléme a frontiére libre et en déduit quelques
propriétés du prix critique. Les résultats de Zhang et Pham reposent essentiellement sur

l'existence du terme de diffusion dans le modéle.

Dans le cas de processus de Lévy généraux, Levendorskii [40| étudie le comportement du
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prix critique d’un put américain prés de ’échéance. En particulier, il observe que sous
certaines conditions sur la mesure de Lévy, notamment si l'intensité des sauts positifs
est assez grande, la limite du prix critique prés de I’échéance est plus petite que le prix
d’exercice, ce qui différe du cas classique Black-Scholes. Levendorskii montre également
que pour certains modéles de Lévy, le comportement du prix critique quand le taux
d’intérét tend vers 0 semble plus naturel que dans le cas classique de Black-Scholes.
L’objectif de ce chapitre est de clarifier les propriétés basiques de la frontiére libre du put
ameéricain dans un modéle exponentiel de Lévy général avec dividendes. On commence
par caractériser le prix de 'option américaine comme 1'unique solution d’une inéquation
variationnelle au sens des distributions. Ce qui nous permet de retrouver et d’étendre
les résultats de Levendorskii et de montrer la continuité de la frontiére libre. Notons
que notre approche est complétement différente de celle de Levendorskii. Par ailleurs, on
impose moins de restrictions sur la mesure de Lévy.

Ce chapitre est divisé en cing parties, les quatres premiéres ont fait ’'objet d’un article avec
Damien Lamberton paru dans Finance and Stochastics (2008). Le papier est organisé de
la fagon suivante. Dans la deuxiéme partie, on rappelle quelques résultats classiques sur
les processus de Lévy multi-dimensionnel et on caractérise la fonction valeur du probléme
d’arrét optimal comme 'unique solution d’une inégalité variationnelle dans le sens des
distributions. Dans la troisiéme partie, on décrit le modeéle exponentiel de Lévy avec
dividendes et on établit quelques propriétés basiques du put américain dans ce modéle.
La quatriéme partie est dédiée aux propriétés de la frontiére libre. On montre d’abord la
continuité de celle-ci. Ensuite, on étudie la limite du prix critique prés de I’échéance et
on discute quelques cas particuliers.

La cinquiéme et derniére partie de ce chapitre, est consacrée a 'existence d’une région
d’exercice des options américaines. En effet, nous donnons une caractérisation de celle-ci
dans certains modéles exponentiels de Lévy. Nous généralisons ainsi le résultat établi par

Villeneuve [60] dans le cadre des modéles continus.
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Abstract . This paper considers the behavior of the critical price for the American put
i the exponential Lévy model when the underlying stock pays dividends at a continuous
rate. We prove the continuity of the free boundary and we give a characterization of the

critical price at maturity, generalizing a recent result of S.Z. Levendorskii (see [40]).

2.1 Introduction

The introduction of stochastic processes with discontinuous paths in financial modelling
goes back to Merton (see [47]). Merton’s jump-diffusion model can be derived from the
classical Black-Scholes model by adding to the logarithm of the stock price a compound
Poisson process, which is the simplest example of a Lévy process with jumps. More
recently, general Lévy processes were introduced in financial modelling and we refer to
the monographs [13]| and [18] for an account of the literature in this direction. A large
number of papers have been devoted to the pricing of European options in this setting. In
this paper, we will focus on American options, and especially, on the study of the exercise

boundary.
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The first results on American option pricing within jump-diffusion models are due to
Zhang (see [63], [62] and [64]) and Pham (see [53]). Zhang developed an approach based
on variational inequalities in the spirit of Bensoussan and Lions [9]. Pham characterized
the option price as the solution of a free boundary problem and derived some properties
of the exercise boundary. Zhang and Pham’s results rely in a crucial way on the diffusion

part of the underlying Lévy process.

For general Lévy processes, Levendorskii, in [40], studied the behavior of the exercise
boundary of the American put near maturity. In particular, he observed that, if the Lévy
measure satisfies some conditions especially if the intensity of positive jumps is not too
small, the limit of the critical price at maturity is smaller than the strike price, which is
in contrast to the Black-Scholes setting. Levendorskii also showed that, for some Lévy
models, the behavior of the limit of the critical price as the interest rate goes to 0 is more

natural than in the standard Black-Scholes case.

The purpose of the present paper is to clarify the basic properties of the early exercise
boundary of the American put on a dividend paying stock in general exponential Lévy
models. To this end, we characterize the price of the American option as the unique
solution of a variational inequality in the sense of distributions. This enables us to re-
cover and extend Levendorskii’s results and to prove the continuity of the early exercise
boundary (a result proved by Pham |[53| for jump-diffusions). Note that our approach is
completely different from Levendorskii’s and that we have less stringent assumptions on

the Lévy measure.

The paper is organized as follows. In section 2, we recall some basic facts about multidi-
mensional Lévy processes and we characterize the value function of an optimal stopping
problem as the unique solution of a variational inequality in the sense of distributions.
In section 3, we describe the exponential Lévy model with dividends and we set up the
basic properties of the American put price in this model. The fourth section is devoted to
properties of the exercise boundary. We first establish the continuity of the free boundary,
then, we study the limit of the critical price at maturity and we discuss some particular

cases.
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2.2 Multidimensional Lévy processes and optimal stop-
ping
2.2.1 Infinitesimal generator

A d-dimensional Lévy process X is a cadlag! stochastic process with values in R?, starting
from 0, with stationary and independent increments. The random process X can be
interpreted as the independent superposition of a Brownian motion with drift and an
infinite superposition of independent (compensated) Poisson processes. More precisely

the Lévy-Itd6 decomposition (see [59]) gives the following representation of X:

Xt:7t+Bt+f<t+hr%X’§, (2.1)
E—

t t
X, = / / xJx(ds x dx), X; = / / rJx(ds x dx),
0 Jiz[>1 0 Je<|z|<1

where v is a vector in R?, (By);>¢ is a d-dimensional Brownian motion with covariance
matrix A, Jy is a Poisson measure on R, x (R4\ {0}) and Jy is the compensated Poisson
measure Jx (dt, dz) = Jx(dt,dz) — dtv(dz). The measure v is a positive Radon measure

on RN\ {0}, called the Lévy measure of X, and it satisfies:

/Rd 1A o 2u(de) < oo, (2.2)

where |z| denotes the Euclidean norm of x. Note that the terms in the right hand side of
(2.1) are independent and the convergence of the last term is almost surely uniform with
respect to ¢t on [0,7]. The Lévy-Ito6 decomposition entails that the distribution of X is
uniquely determined by (A, ~,v), called the characteristic triplet of the process X. The

characteristic function of X has the following Lévy-Khinchin representation (see [59]).

!The sample paths of X are right continuous with left limits
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Denote by u.v the scalar product of two vectors u, v in R%. We have

E[e®*] = exp[t¥(z)], z¢€ R, (2.3)

with

1 )
U(z) = —§Z.AZ +iv.z + /(e”"Z — 1 —iz.oly<)v(de).

The Lévy process X is a Markov process and its infinitesimal generator Ay is defined as
follows (see [59]). Let CZ(R?) denote the set of all bounded C? functions with bounded

derivatives. For g € CZ(R?), we have

Ax(9)(z) = A% (9)(x) + Bx(g9)(x), (2.4)
where,
0 1< 9%g Y
Ax(9)(z) = 3 Z Ai,jm(@ + Z%a—%(l‘),
and

Bx(g)(x) = /V(dy) (9(1’ +y) —glx) = yig_i(x)lly<l>

=1

— /y(dy) (9(z+y) — g(x) —y.Vg(z)Ly<) -

Here, Vg denotes the gradient of g. Note that if ¢ is a locally integrable function on R,
A% (g) can be defined in the sense of distributions. We will now show how Bx(g) can be
defined as a distribution if ¢ is a bounded and continuous function. We need to recall
some facts and notations from the theory of distributions. If O is an open subset of R?, we

denote by D(O) the set of all C*> functions with compact support in O and by D’'(O) the
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space of distributions on O. If u € D'(O) and ¢ € D(O), (u,y) denotes the evaluation

on the test function ¢ of the distribution u. Note that if u is a locally integrable function

on O,

<U790>=/(9U($)99($)da:.

We now introduce the adjoint operator By of Bx. For ¢ € D(R?), define

By (0)(z) = / (0@ —y) — p(@) + 3. Vp(e)Lyc) v(dy), =€ R

For the next Proposition, we will use the following notations.

el = / o(y)ldy,
Rd

={yeR [y <1}.

zeR4 |y|<1 i=

d d
D*¢l|o =
1%l o = sup sup lez;yy]a )

We also denote by A\g(A) the Lebesgue measure of a Borel set A C R? and by A¢ the

complement of A.

Proposition 2.2.1. If ¢ € D(R?), the function Bi(yp) is continuous and integrable on

R?, and we have

* 1 c
1Bx (@)l < S1ID*¢llecha(K + Bl)/B lyI*v(dy) + 2[|¢l|v(BY),
1
where K is the support of . Moreover, if g € CZ(R?), we have

Bx(9).9) = [ a@Bx () @)

Proof. We have
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Bi(p)(x) = / (0@ —y) — o(@) +y.Veo(x)) v(dy) +

| (ola =)= ela)) vidy)

1

It follows from Taylor’s formula that

1
lp(z —y) — o(z) + y.Vo(z)| < QHD%Hoo!yF-

Note that, if v ¢ K + By, v ¢ K and x —y ¢ K for y € By, so that o(z —y) — p(z) +
y.Vo(x) = 0. Hence

AN

. 1
Bi(p)allds < 5Dl [ do [ tdg)loP
Rd K+By B
+ [ o [ vianleta =)= (o)
1
= SID*¢llAal K + Br) [ [yl*v(dy)

)
Bt

1
= SID%ellhal + 1) [ lyPrldy) + 2ol (B,
B1

vtdy) [ (ol =)l + o)) do

Now, if g € CZ(R?), we have, using Fubini’s Theorem and integration by parts,
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(Bx(9),¢) =

Remark 2.2.1. It follows from Proposition 2.2.1 that, if g is a bounded Borel measurable
function on R?, we can define the distribution Bx(g) by setting

Bx().¢) = [ 9(@)Bx(p)z)ds (25)
We also define Ax(g) = A% (g) + Bx(g). Note that it follows from (2.5) that if (g,)nen is
a sequence of bounded measurable functions on R? such that
Vo€ RY lim ga(z) = g(x),
n—o0
with, for some positive constant C,
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’gn‘ SC? n€N7

then the sequence (Bx(gn))nen converges to By(g) in D'(R?).
The following proposition will be useful in regularization arguments.

Proposition 2.2.2. If g € L>°(R?), we have, for every 0 € D(RY),
Ax(g+0) = Ax(g) * 0

Proof. Recall that partial derivatives commute with convolution. Therefore, it suffices to

show that Bx (g * 0) = Bx(g) * 6. We have, for ¢ € D(R?),

Bxlgx)e) = [(gxO)@Bx(o(a)is

_ // = y)0(y)Bx () (x)dady
- / / 9(@)0(y) By () (@ + y)dady.

Now,

[ #wBx )+ vy
= [ 8wy [ v1d2) (ol +y — 2) = ola ) + 2Vl + D)
= / (d2) /Q(y) (plz+y—2) —p(@+y) +2Ve(r +y)<) dy
_ / V(dz) (0 # 0z — =) — % 6(z) + 2.V (o % 0)(2)1}111)
= Bi(p*0)(),
where 0(z) = 0(—z). Hence
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(Bx(g*0),0) = /g(x)B}(so «0)(z)dw

= (Bx(g),p*0)
= <BX(9) * 9’ 90>'

2.2.2 Analytic characterization of the supermartingale property

Let X be a d-dimensional Lévy process and fix g in CZ(R?). By the It6 formula, we can

show the following semimartingale decomposition for X (see [18] Proposition 8.18):

9(Xi) = My + Vi, (2.6)

where M is a martingale given by

Vo= + [ Vo(Xyap s [ Txlds < dpla(6e +3) = 0%

and

vi- [ ' Ax(g) (X.)ds.

Given an open set U C R? and = € U, we introduce the following stopping time, which is

the exit time of the process x + X from U:

m=if{t >0 | z+X,€U}.
The following proposition provides a characterization of the supermartingale property for
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a smooth function of the process.

Proposition 2.2.3. Let f be a function in C}(RY) and U an open set in R:. Then the

following two conditions are equivalent:

1. The process (f(Xt/\Tg + x)) s a supermartingale for every x € U,

t>0

2. Forallz € U, Ax(f)(x) <0.

Proof. 1 = 2. Fix x in U. Since (f(XMTg] —I—x))
every t € (0,7,

>0 is a supermartingale, we have, for

E |} (F(Xueg +0) - 1(2))] <0

So, by the decomposition (2.6) we get

1 t/\Tﬁ

E (; Ax (f)(Xs + x)ds) <0, Vit € (0,7). (2.7)
0

Note that, due to the right continuity of X, we have 7; > 0 almost surely. Therefore,

letting ¢ go to zero in (2.7), we have, by dominated convergence, Ax(f)(z) < 0.

1 < 2. By the martingale-drift decomposition (2.6), we have, for z € U and 0 < s < ¢,

AT

B[/ (g +0)7) = E(f0)+ Min +

€T
SATE

= f(x)+ Ms/\r{j + Ax(f)(x+ X;)dl
0

Ax () + X,>dl|fs)

+E ( " AP+ X»dzrfs)

xT
SAT

INTE

= f(Xorrz +2) +E (

f(Xs/\Tg + I),

Ax () + Xz)C”\E)

xT
SAT

IN
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since Ax(f)(z+ X;) <0 as. forl € (s ATE ENTE). O

The following result shows that the previous proposition can be extended to bounded
continuous functions, provided the inequality Ax(f) < 0 is taken in the sense of distri-

butions.

Proposition 2.2.4. Let f be a bounded continuous function on R and U an open set in

R?. Then the following two conditions are equivalent:

1. The process (f(Xt/\Tg + x)) is a supermartingale for every x € U.

>0

2. The distribution Ax(f) is a nonpositive measure on U.

Proof. 1 = 2. Fix zy in U and define the stopping time 7y by

7w =inf{t >0 | 3y € B(xg,a) such that y+ X, €U},

where B(xg,a) is open the ball in R? with center zy and radius a. We choose a > 0 so
that B(zo,2a) C U. Note that for every (z,y) € B(zo,a/2) x B(0,a/2), 7o < 7, Y, and,
since <f<Xt/\T57y +z— y)> is a supermartingale,

E(f(Xinmy + 2 —y)) < flz —y). (2.8)

Now, consider a regularizing sequence p, such that for every n € N, p, is a C* even
nonnegative function,

supp(pn) C B(0,a/2n) and [ p, = 1. We deduce from (2.8) that

| B iy 2= 0lalwhy < [ = wipulain

which is equivalent via the Fubini theorem to:
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E(f * pu(Xeary +2)) < f* pu(2). (2.9)

So, for every t > 0,

[E(f * pn(Xinn, +2)) — po * f(2)] <0,

|

Note that f * p, € C2(R?) , so that we get

1 tATy
E [; Ax(f * pu) (X, + 2)ds| < 0.
0

But Ax(f * pn)(Xs + ) is a right continuous bounded function with respect to s and

t ATy =t for t close to 0 (because 7y > 0 a.s.). So, we let ¢ go to 0 and we obtain:

Ax(f *pn)(z) <0, Vo € B(xg,a/2).

Using Proposition 2.2.3, we deduce Ax(f) * p, < 0 on B(xo,a/2) and, by letting n go to
infinity Ax(f) < 0 in the sense of distributions in B(xq,a/2). Since xy is arbitrary in U,
we conclude, using a standard partition of unity argument, that Ax(f) <0 on U.

(1) <= (2). Suppose that Ax(f) is a nonpositive measure on U. For a positive integer

n, consider the open set U, defined by:
Upy={ze€U|dz,U >1/n },

where d(x,U°) = inf epe v — y|. Note that the sequence (U,),>1 is increasing and that

Un21 U, = U. Consider a sequence (p,),>1 of even, nonnegative C* functions such that

supp(p,) C B(0,1/n), /pn(x)dx =1, n>1
If ¢ is a nonnegative function in D(U,), we have, using the inclusion supp(p * p,) C
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supp(¢) + supp(pn), ¢ * pn € D4 (U), where D, (U) is the set of all nonnegative functions
in D(U). Since Ax(f) <0 on U, we deduce (Ax(f), ¢ * p,) < 0. On the other hand, we
have (Ax(f), p*pn) = (Ax(f) * pn, ©), because p, is even, and Ax (f) * pn = Ax(f * pn),
by Proposition 2.2.2. Hence, the function Ax(f * p,) is nonpositive on the open set U,,.
Note that we also have Ax(f * p,) < 0 on Uy, for k < n, because U, C U,. Since
[ * pn € CE(R?), we can apply Proposition 2.2.3 and deduce that, for ¥ < n and z € Uy,
the process (f * Pn(Xtmggk + x)>t>0 is a supermartingale. Recall that 777 is the exit time

of the process x + X from the op(;n set U,. We now have, for 0 < s <t and n > k,

We now fix k and let n go to infinity. The sequence(f * p,),>1 converges to f and is

uniformly bounded. So, by the dominated convergence theorem we have

E (f(Xng ta) | ]-"S> < f(Xaneg, + ). (2.11)

Now, the sequence of stopping times (7{;, )x>1 is clearly increasing. Let 7 = limy o 7, -
We will prove that 7 = 7 a.s.. We obviously have 7 < 7. On the other hand, by the

right continuity of X, we have, on {7 < oo},

1

dlx + X, ,Ufp) < T

TU

and by the quasi left continuity of X (see Chapter 8, page 279 in [59]), we also have

dlx + Xz, U =0, as.

on {7 < oo}. Therefore, 75 < 7 a.s.. To complete the proof, we let k go to infinity in

(2.11). By the quasi left continuity of X and the dominated convergence theorem we have
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E(f(Xt/\TU + x)‘fs) S f(XS/\TU + I),

which proves that the process (f(Xt/\Tg + m)) is a supermartingale. O

Remark 2.2.2. It follows from Proposition 2.2.4 that a continuous bounded function f
satisfies Ax(f) > 0 (resp. Ax(f) =0) on U (in the sense of distributions), if and only if,

for all z € U, the process (f(Xinse + 1)), is a submartingale (resp. a martingale).

t>0

2.2.3 Optimal stopping and variational inequality

Let X = (X;)i>0 be a d-dimensional Lévy process. We denote by (F;)i>o the natural
complete filtration of X. Recall that (F;);>o satisfies the usual conditions (cf. [11],
Chapter 1). For 0 <t < T, we denote by T;r the set of all stopping times with values in
[t,T].

For a continuous and bounded function f on R?, define

up(t,r) = sup E(f(xr +X;)), (t,7)€]0,+o00) x R
7'676,15

Theorem 2.2.1. The function uy is continuous on [0, +00) X R? and, for all T > 0 and
z € RY, the process (uy(T —t,x + Xi))o<i<r 15 the Snell envelope with horizon T' of the

process (f(z + Xi))o<ycp, which means that
up(T' —t,x+ Xy) = ess supeq, E(f(x + X7) | F), 0<t<T.

Proof. This is essentially a classical result: see [22] and [23] for related general results. In
our setting, a proof can be given by approximation. Indeed, if f € CZ(R?), the continuity

of uy is easy to deduce from the equality

E(f(x + X)) — E(f(z + X,,)) =E / " A (et X.)ds,
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valid for bounded stopping times 7, and 75. The connection with the Snell envelope can
be derived by discretizing the stopping times. For an arbitrary bounded and continuous
function f, we first approximate f by a sequence of continuous functions with compact
supports as follows. Let ¢ € D(RY), with values in [0, 1], such that ¢ = 1 on the unit
ball. For a positive integer n, let f,(x) = f(x)p,(z), with ¢, (z) = ¢(x/n). We have, for

any bounded stopping time T,

E(f(z+ X)) = E(fulz + X7)) = E[f(z + X7) (1 — @n(z + X7))] .

Therefore

up(t, @) —up, (8 2)] < || flloo sup B (1 = pn(e + X))

7'67,0715
Note that, if |z| < n, we have Eg,(z + X;) = 1+ E [] Axpn(z + X,)ds, so that
lup(t,z) — ug, (t,2)] < ||fllcE fot | Axpn(x + X;)|ds. It can be proved that the sequence
Axp,) converges uniformly to 0, so that (us, ) converges uniformly on compact sets to
SO fVL
us. Note that we also have convergence of the Snell envelopes. Now, if f is continuous

and compactly supported, it can be approximated uniformly by a sequence of functions

in CZ(RY). O

We can now characterize the value function uy of an optimal stopping problem with reward
function f as the unique solution of a variational inequality. Note that in the following

statement 0;v + Axv is to be understood as a distribution (cf. Remark 2.2.1).

Theorem 2.2.2. Fiz T > 0 and let f be a continuous and bounded function on R:. The
function v defined by v(t,z) = up(T — t, ) is the only continuous and bounded function

on [0,T] x R? satisfying the following conditions:
1. v(T,.)=f,
2. v>f,
3. 0n (0,T) x R4, 9w+ Axv <0,
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4. On the open set {(t,x) € (0,T) x R¢ | v(t,z) > f(x)}, O + Axv = 0.

Proof. Clearly, if v(t,x) = us(T — t, x), the first two conditions are satisfied. The other
two conditions follow from properties of the Snell envelope. Indeed, if U = (U;)o<t<r
is the Snell envelope of a quasi left continuous and right continuous process (Z;)o<t<r,
the process U is a supermartingale, and the stopped process (U «at)o<i<r 18 @ martingale,
where 7% = inf{t > 0 | U; = Z;} (see |22] for the theory of the Snell envelope in continuous
time). Using Theorem 2.2.1, we deduce that (v(t,z + X;))o<i<r is a supermartingale. We
then apply Proposition 2.2.4 to the (d + 1)-dimensional process (¢, X;) and the function
v. This yields 9,0 + Axv < 0 on (0,7) x R Similarly, the condition d,v + Axv = 0
on {v > f} follows from the martingale property of the Snell envelope stopped at the
optimal stopping time.

Conversely, if a bounded and continuous function v satisfies the four conditions of the
theorem, we see that the process (v(t, 2+ X;))o<t<r is a supermartingale which dominates
the process Z = (f(z + Xi))o<t<r- Therefore, v(t,z + X;) > Uy, where U is the Snell
envelope of Z. Moreover, if 7 = inf{t > 0 | v(t,x + X;) = f(z + X;)}, we have that
(v(t AT, 4+ Xiar))o<i<r is @ martingale, so that v(0,z) = Ef(z 4+ X,). We easily deduce
thereof that v(0,z) = ug(7T,x). By changing the time origin we also have v(t,z) =
ur(T —t,2). O

2.3 The American put price in the exponential Lévy

model

2.3.1 The exponential Lévy model

Let (S¢)icio,r) be the price of a financial asset modeled as a stochastic process on a fil-
tered probability space (2, F, (F;),[Py). We suppose that there exists an equivalent (risk
neutral) probability P under which the discounted underlying is a martingale, and there-
fore the absence of arbitrage is satisfied. In the exponential Lévy model, the risk neutral

dynamics of S; is given by
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S, = Spelr=tX (2.12)

where the interest rate r, the dividend rate ¢ are nonnegative constants, and (X;):co,r) &
real Lévy process with characteristic triplet (6%,7,v). We include r and § in (2.12) for

ease of notation. The infinitesimal generator of the process X is given by:

Liw) = T2t @142 w) (2.13)

= [ G+ = 1@ — S @1y ntdy)

Under P, the discounted dividend adjusted stock price (e_(T'_‘S)tSt)tg[O,T] is a martingale,
which is equivalent to the following two conditions on the characteristic triplet (see [18]

Proposition 3.17 ):

/ e"v(dx) < 0. (2.14)
|z[>1

and

2

% + v+ / (e" =1 —aly<)v(dx) = 0. (2.15)

We suppose that the conditions (2.14) and (2.15) are satisfied in the sequel. We deduce

from (2.15) that the infinitesimal generator defined in (2.13) can be written as

L) = & ﬂ—ﬁ) (x) (2.16)
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The stock price (S)icjo,r] is also a Markov process and S; = SoeXt, where X is a Lévy
process with characteristic triplet (02,7 — & + ~,v). We denote by L the infinitesimal

generator of X. So, from (2.16), we have

) = 200w -~ 52w+ Br(), .17

where,

Bia) = [ vtan) (1 +9) - 10) - (@ = 0P @)

To finish this section, we recall the following proposition (see [18] proposition 3.10)

Proposition 2.3.1. Let X be a Lévy process with characteristic triplet (o2,v,v), then

the following two conditions are equivalent:

(i) X¢>0 a.s. forsome t>0,

(1) o=0, v((—o0,0])=0, /Ooo(x ADv(dr) < oo and

v — / zv(dx) > 0.
(0,1]

2.3.2 The American put price

In this model, the value at time ¢t of an American put with maturity 7" and strike price

K is given by

b = ess sup E(e""P(5;) | Fo),

T€T,T

where ¥ (z) = (K — z)+ and T; 7 denotes the set of stopping times satisfying t < 7 < T.
Due to the Markov property, we have
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Pt — P(t,St),

where,

P(t,x) = sup E(e"¢(57)), (2.18)

T7€To, 7—t

with SF = zeXt = e Xt The following proposition follows easily from (4.2).

Proposition 2.3.2. Fort € [0,T], the function x — P(t,x) is nonincreasing and convex
on [0, +00).

For x € [0,400), the function t — P(t,x) is continuous and nonincreasing on [0, T].

We will now state the variational inequality related to the American put in the exponential
Lévy model. Note that this variational inequality was already established by X. Zhang
(see [63]) in the jump diffusion model and by H. Pham (see [53]), for more general models
in the sense of viscosity solutions. It is more convenient to state the variational inequality

after a logarithmic change of variable. Define

P(t,x) = P(t,e"), (t,z)€[0,T] xR. (2.19)

We have

P(t,z) = sup E(e"(z+X,)),

T€To, 17—t

where 1)(x) = i(e*) = (K — "),

Theorem 2.3.1. The distribution (0, + L —r)P is a nonpositive measure on (0,T) x R,
and, on the open set {(t,z) € (0,T) x R | P(t,z) > ()}, we have (3, + L —r)P = 0.

Proof. Tt suffices to apply Theorem 2.2.2 to the two dimensional Lévy process (¢, X;) and
to the function f(¢,z) defined by f(t,z) = e""tzz(x). ]
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2.4 Properties of the free boundary

Throughout this section we will assume that at least one of the following conditions is

satisfied:

oc#0, v((—00,0)) >0 or / (x A Dv(dz) = +o0. (2.20)

(0,400)
It follows that, for any A > 0 and any ¢t > 0, we have P(X; + At < 0) > 0 (see

Proposition 2.3.1) and, consequently,

Vt>0, VYM>0, PX,<-M)>D0.

From this property we easily derive that

vVt €[0,T), Vxe€l0,+00), P(t,z)>0. (2.21)

We will also assume that r > 0.

We now define the critical price at time t € [0,T) by

b(t) =inf{z > 0| P(t,z) > ¥(x)}.

Note that, since t — P(t,x) is nonincreasing, the function ¢ — b(¢) is nondecreasing. It
follows from (2.21) that b(t) € [0, K). We obviously have P(t,z) = ¢(x) for x € [0,b(t))
and also for x = b(t), due to the continuity of P and ¢. We also deduce from the convexity

of v — P(t,x) and (2.21) that

Vi e [0,7), Vx>b(t), P(tz)>y(x).

In other words the continuation region C' can be written as

C={(t,z) €[0,T) x [0,400) | x > b(t)}.
The graph of b is called the ezercise boundary or free boundary.
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Our first observation is that b(¢) is positive.
Proposition 2.4.1. Fort € [0,T), we have b(t) > 0.

Proof. Since T'is arbitrary and the put price is a function of T'—t, we may assume without
loss of generality that 0 < t < T. Suppose that b(t*) = 0 for some t* € (0,7"). We then
have b(t) = 0 for t < t*, so that

V(t,x) € (0,t") x (0,+00), P(t,x) > (x).

Therefore, on the set (0,*) x R, we have P > ¢ and (9, + L —r)P = 0. Since t — P(t,z)

is nonincreasing, we deduce that, for ¢t € (0,¢*), (L —r)P(t,.) > 0. In fact, the inequality
(L —7)P > 0 in the sense of distributions, implies that for any nonnegative test functions

0 and ¢ in D(R), which have support respectively in (0,¢*) and (—o0,4+00) , we have:

2

/(o,t*)e(t)dt /R P(t, ) (—W(w)+%w”(a:) N B*((p)(x)) "
> 7

/(Oyt*)é(t)dt/R(K_epr(x)dx’

where ¥ =r — 0 + v and

B (¢)(z) = / (p(z — y) — (@) + 3¢ (@)1 y1<1) v(dy).

so, by the continuity of t — P(t,.), we must have:

/R P(t,x) (—w%x) + 2@+ B*<¢><x>) do > r / (K - ) plo)de.  (2.22)

Let x be a nonnegative C* function with support in the interval [—1,0] and [ x(x)dz = 1.
Apply (2.22) with ¢(x) = Ax(A\x), where A > 0. We have

P (0 =)o@yt = oK — [P
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Note that, since supp x C [—1,0], limy_o | e®/*x(z)dr = 0. On the other hand, we have

[P (<36 + S0+ B @) o=

/RP(QQ:/)\) (—’y)\x’(x) + %)\2x”(x)) dx + /]Rp(t,x) (B*(¢)(x)) dx.

Since P is bounded, we have

lim [ P(t,z/)\) (—f?)\x’(:c) - %)\2x"(x)> dr = 0.

A—0 R

We also have

<

/R P(t, 2) (B*()(x)) du

/ dzP(t,z/\) / v(dy) [x(z — Ay) — x () + Ayx' (2)1y<1 |
< 1P)loo (1(N) + 52(N)

where

1)) = /{ ) / dlx(z — M) — x(@)|

and

Ja(N) = /{ ) / delx(z — M) — x(2) + ' ().

It is easy to prove, by dominated convergence, that limy_,o j1(A) = 0 and limy_,q j2(A) = 0.

Therefore, since r > 0, we get a contradiction by letting A — 0 in (2.22). O
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2.4.1 Continuity of the free boundary

Theorem 2.4.1. The function t — b(t) is continuous on [0,T") .
For the proof of the left continuity, we will need the following lemma.

Lemma 2.4.1. Fort € [0,T) and x € [0,b(t)), let
() = / (P(t,ze¥) + ze¥ — K) v(dy).

1. For each t € [0,T), the function ¢; is nonnegative, convex and continuous on the

interval [0,b(t)).

2. Let E = {(t,x) € (0,T) x R | & < b(t)}, with b(t) = Inb(t). On the open set E, we

have

(L — r)p(t,x) = @y(x) + 0e” — rK,

where @y(x) = @i(e”).

Proof. Note that, if x < b(t), we have

b(t)

P(t,ze’) +xze — K =0, for y<In—=,
T

so that, due to (2.14), ¢(x) is finite. The continuity of ¢; follows from the continuity of
P(t,.) by dominated convergence. The convexity of ¢; is a consequence of the convexity
of P(t,.).

For the second part of the lemma, note that on E, we have P = 1), so that, using (2.17),

(L—r)P=(r—86——) + ="+ BP —ri.

For (t,z) € E, we have ¢(z) = K — ¢, so that
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(r =0 = ) () + 50" (@) —rile) = (r—6—T) (=€) + (=€)
—r(K —€%)
= de* —rK.

On the other hand, it is easy to check that, on E, the distribution BP coincides with the

function defined by

v(dy) (P(t +y) — () — (¢ = 1) (x))

BP(t,x) =
v(dy) (P(t,x+y) = (K = e*) = (e = 1)(=¢"))

mm%ﬁ@m+w+&W—K>:%@ﬂ

I
—— —

]

Proof of Theorem 2.4.1. We first show the right continuity. Fix ¢ € [0,T") and let (£,,)n>1
be a decreasing sequence such that lim,, ., ¢, = t. Since the function b is nondecreasing,
the sequence (b(t,)) is nonincreasing and lim,,_,o b(t,) > b(t). On the other hand, we

have

P(tnab<tn)) = ¢<b(tn>)7 n =1,

and, by the continuity of P and 1,

P(t, lim b(t,)) = ¢(lim b(t,)).

n—oo n—oo
Hence lim,,_,, b(t,) < b(t). Therefore, lim,,_,, b(t,,) = b(t), and right continuity is proved.
We now prove that b is left continuous. Equivalently, we will prove that t — b(t) = In b(t)
is left continuous. Fix ¢ € (0,7)) and denote by b(¢~) the left limit of b at ¢. Recall that b
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is nondecreasing, so that the limit exists and b(t~) < b(t).
Suppose b(t™) < b(t), and let (s,x) € (0,t) x (b(t7),b(t)). we have z > b(t™) > b(s),
so that P(s,z) > t(z). Therefore, on the open set (0,%) x (b(t™),b(t)), we have, using

Theorem 2.3.1, (8, + L — r)P = 0. Hence

?

(L—r)P==8,P >0, on (0,t)x (b(t),bt)),

where the last inequality follows from the fact that ¢ — P(t, ) is nonincreasing. Using

the continuity of P, we deduce that for every s € (0,t), we have (L — r)P(s,.) > 0 on
the open interval (b(t™),b(t)). Using Lemma 2.4.1, we get @ (z) + de* — rK > 0, for

z € (b(t7),b(t)). Equivalently, we have

o)+ o —rK >0, x€ (b(t7),bt)).

On the other hand, on the set (¢,T) x (—00,b(t)), we have P = 1) and it follows from
(8, + L —r)P < 0 that (L — r)P < 0. Therefore, using Lemma 2.4.1 again

Ps(x) +0e” —rK <0, (s,z)€ (¢, T) x (—o0,b(t)).

Hence, by continuity ¢;(z) 4+ de* — rK < 0 for x € (—oco, b(t)). We then have

oi(x) + 0z =rK, for x € (b(t7),b(t)). (2.23)

Now, let @(z) = () + dx. Note that ¢, is continuous, convex on [0, b(t)), nonnegative,
and that ¢;(0) = 0. Therefore, if ¢;(x) > 0 for some = € [0,b(t)), ¢ must be strictly
increasing on [z, b(t)). This contradicts (2.23). O

2.4.2 Critical Price Near Maturity

The following result characterizes the limit of the critical price b(t) as t approaches 7.

Theorem 2.4.2. If [(e” — 1) v(dz) < r — 4§, we have lim;_,7 b(t) = K.
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If [(e® = 1) v(dz) > r — 6, we have limy_,7 b(t) = &, where £ is the unique real number

in the interval (0, K) such that

p(&) =K, (2.24)

where  1is the function defined by

p(z) = pr(z) + 0z, and or(z) Z/(xey—K)w(dy), z € (0,K).

Proof. Define b(T) = limy_7 b(t) and b(T) = Inb(T). We clearly have b(T) < K. Recall
that, as a consequence of Lemma 2.4.1, on the set {(t,z) € (0,T) x R | < b(t)} the
inequality (0, + L — r)P < 0 reads @ () + de* — rK < 0. Bquivalently, we have, for
t € (0,T) and z € (0,b(t)),

oi(x) +dx —rK <0.

Observe that, for 0 < z < K, we have

i () = [ (w" = K). v(dy) = ().

t—=T

Hence

Ve € (0,6(T)), ¢r(z)+dx—rK <0. (2.25)

On the other hand, on the set {(t,z) € (0,T) x R | 2 > b(t)}, we have

(L —r)P = —8,P>0.

Therefore, for t € (0,T), we have (L — r)P(t,.) > 0 on the interval (b(t),+00) (see
Remark 2.2.1). Note that lim, (L — r)P(t,.) = (L — 7)1 in the sense of distributions.
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Therefore, we have (L — 7)i) > 0 on the interval (b(T),+o00). It is easy to check that,

on the interval (—oo,In K), we have (L — )¢ = @p — rK, where @p(z) = pr(z) + de®.

Hence,

Vo e (b(T),4+00) N (0,K), or(z)+dx >rkK. (2.26)

Note that the function ¢, defined by

o(z) = pr(z) + oz

is nondecreasing, convex on [0, K') and satisfies ¢(0) = 0. Therefore, if for some x € [0, K),
we have ¢(z) > 0, then ¢ must be strictly increasing on (0, K).

Now, suppose [ (e — 1), v(dz) <7 — 0. We then have [ (Ke¥ — K), v(dy) <rK — 0K,
so that lim, ,x p(z) < rK. It follows that ¢ < rK on [0, K), and since ¢ is strictly
increasing on any interval where it is positive, we have ¢(x) < rK for all z € [0, K). We
then deduce from (2.26) that b(T) = K.

Finally, suppose [ (e* — 1), v(dz) > r — 0. We then have lim,,x ¢(z) > 7K and, since
©(0) = 0, the equation ¢(§) = rK has a solution in (0, K') and this solution is unique
since ¢ is strictly increasing on any interval where it is positive. We have ¢(z) < rK for

r <& and p(z) > rK for x > . We deduce from (2.25) and (2.26) that b(7) = &. O

Remark 2.4.1. If v([0, +00)) = 0, we deduce from Theorem 2.4.2 that b(T) = K A &
as in the standard Black-Scholes model.

Remark 2.4.2. In the CGMY model, we remark from Theorem 2.4.2 that the critical
price at maturity b(7") does not depend on parameter G. Furthermore, b(T") can be smaller
than the strike K in some cases. This is illustrated in Table 1. In fact, we observe that
for typical values of the parameters taken from [16], the limit b(T) is very close to K. In
order to get a significantly different value, we need to take M, Y very small and C big,

in order to have many positive jumps.
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Table 2.1: Critical Price at Maturity in CGMY Model

C M Y b(T)
65.65 46.98 -.0719 49.9964
21.34 48.40 0037 49.9973
25.72 31.72 0.0931 49.9909

1.50 27.12 7836 49.9999
4.94 45.66 -.7904 50.0000
10.52 108.06 7515 49.9976
280.11 102.53 1191 49.9995
25.72 3.64 -1.0037 33.4584
30.08 2.09 -5.0197 7.0499
100.72 2.64 -10.0037 0.4260

Note.-We take K = 50.00, » = 0.045 and § = 0.0000.

Remark 2.4.3. In [40], the behavior of b(T") as the interest rate r goes to 0 was investi-
gated. We can extend these results to our setting. In order to emphasize the dependence
with respect to r, we write b,.(t) = b(t) (for 0 < ¢ < T). Suppose that v([a,+00)) > 0,
for all @ € R*. For r small enough, the condition [ (e* — 1), v(dz) > r — 0 is satisfied,

so that b,.(T") is the unique solution of the equation

Since v([a, +00)) > 0, for all a € RT, we have p(x) > 0 for all = € (0, K') and, since ¢ is

nondecreasing we have lim, ., b,(T) = 0.

Acknowledgement 2.4.3. The authors are grateful to Benjamin Jourdain and Huyén

Pham for useful comments.
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2.5 Caractérisation de I'existence d’une région d’exer-
cice

L’objectif de cette partie est de généraliser, dans le cadre d'un modéle exponentiel de Lévy,
la caractérisation de 'existence d’une région d’exercice non vide obtenue par Villeneuve
[60] pour les modéles continus. On y parvient sous certaines conditions sur le processus
de Lévy utilisé.

Considérons un processus de Lévy X d-dimensionnel de triplet caractéristique (A,~,v) et
soit Ay son générateur infinitésimal.

On note C' = {(t,z) € [0,T) x R | P(t,z) > ¢)(x)} la région de continuation de option

ameéricaine de payoff zZ dont le prix est donné par

P(t,z) = sup E(e (x4 X,)).

T€To, 17—t

La région d’exercice E est le complémentaire de C' dans RY, et est définie par

E={(tz)€0,T) xR | P(t,z) = (x)}.

Notons supp(X;) le support de la loi de X; pour tout ¢ € [0, 7], et montrons le résultat

suivant :

Théoréme 2.5.1. Soit X un processus de Lévy de générateur infinitésimal Ax tel que,
pour tout t € [0,T], supp(X;) = R Alors E = () si et seulement si la distribution

(Ax — 7)1 est une mesure positive non nulle sur RY.

Démonstration.

. Condition nécessaire :

Si la région d’exercice est vide, alors la région de continuation C' est égale a [0,T) x R?
et en appliquant le Théoréme 2.2.2 pour la fonction f(¢,x) définie par f(t,z) = e‘”zﬁ(w),

Ol a
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(0 + Ax —1)P =0, sur (0,7 x R?,

Sachant que t — P(t, x) est décroissante, alors la distribution (Ax — )P est une mesure
positive. Donc, en utilisant la continuité de la fonction ¢ — P(¢,.), on déduit que (Ax —
r)P(t,.) > 0 sur R? pour tout ¢t € [0,7) (voir la démonstration de la Proposition 2.4.1
pour plus de détails). Ainsi, en faisant tendre ¢ vers T', on obtient que la mesure (Ax —r)@
est positive sur R%.

Supposons maintenant que (Ax — r)v,z = 0 sur R% Cela implique d’aprés la Propo-
sition 2.2.4 que le processus (e "'9)(X7¥)) est une martingale, pour tout z € R? Par
conséquent, en utilisant la définition de 'enveloppe de Snell et le Théoréme 2.2.2, on a
P(t,z) = 1/;(35) pour tout (¢,7) € [0,T] x R4, ce qui contredit '’hypothése £ = .

. Condition suffisante :

Supposons que la mesure (Ax — )¢ est positive non nulle sur R? et qu’il existe (t,z) €
0,7) x R tel que P(t,z) = (x). Alors, d’une part, on a par définition de P
P(t,z) = ¥(z) > E(e (X)), pour tout 7 € Tor_¢.

D’autre part, en utilisant la Proposition 2.2.4 et le théoréme d’arrét, on obtient

O(x) < E(eT(XT)), pour tout 7 € Top_.

Ainsi, le processus (e "')(X?)) est une martingale. D’aprés la caractérisation de I'enve-
loppe de Snell comme la plus petite surmartingale qui majore le processus de gain lié a

I'exercice, on a pour tout s € [0, T — ],

e P(t 4 5, X%) = e "(XT) p.s. pour tout s € [0, — t].

Par continuité des fonctions I5(t +s,.) et 1@, et la continuité a droite des trajectoires de
X, on déduit P(t + s,y) = 1(y) pour (t,y) €]0,T — t[xR?, puisque supp(X,) = R? pour
tout s € [0, T — t]. Cependant, la Proposition 2.2.4 implique que (Ay — r)@ < 0 sur R?
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et donc (Ax — 7’)1; = 0 sur R%, ce qui est contradictoire. ]

Exemple 2.5.1. 1- Processus de Lévy vérifiant 'hypothése de support du Théoréme 2.5.1 :
d=1:

Pour tout processus de Lévy (X;) dont les trajectoires sont & variation infinie, on a
Vt >0, supp(X;) =R (voir [59], Théoréme 24.10, p. 152). Cela correspond a plusieurs
modéles utilisés en pratique notamment les modéles de diffusion avec sauts, NIG et CGMY
pour Y € (1,2).

. d quelconque :

Les processus de Lévy dont la matrice de covariance A est non dégénérée (car la densité
de la loi de X est strictement positive dans ce cas).

2- Processus de Lévy ne vérifiant pas 'hypothése du Théoréme 2.5.1 :

Xy =t + Ny, ou Ny est un processus de Poisson composé.

3- La région d’exercise est vide pour un call dans le cas sans dividende.
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Chapitre 3

Le principe du smooth-fit dans le

modéle exponentiel de Lévy

3.1 Le modéle exponentiel de Lévy

Soit (S)i>o le prix d’un actif financier modélisé comme un processus stochastique dans
I'espace de probabilité filtré (Q, F, (F;),Pg). Pour assurer 'absence d’opportunité d’ar-
bitrage, on suppose qu’il existe une probabilité (risque neutre) P équivalente a Py pour
laquelle le sous-jacent actualisé et normalisé pour prendre en compte les dividendes est
une martingale. Dans le modéle exponentiel de Lévy, la dynamique du sous-jacent S; est

donnée par

S, = Spelr—HHXe (3.1)

ot r > 0, et 6 > 0 sont le taux d’intérét et le taux de dividende respectivement, et X est
un processus de Lévy réel de triplet caractéristique (02,7, v). Le générateur infinitésimal

de X est donné par
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@) = T0 L@+t @) (3.2)

+ [ G+ = 1@ -y @ty

Sous la probabilité risque neutre P, le sous-jacent actualisé (e_(r_‘s)tSt)te[OyT] est une mar-

tingale, ce qui est équivalent, via la Proposition 1.2.2, aux deux conditions suivantes

/|>1 e"v(dr) < oo, (3.3)
et % +7+ / (" =1 —aljy<1)v(dz) = 0. (3.4)

On suppose dans cette thése que ces deux conditions (3.3) et (3.4) sont vérifiées. Notons

que sous la condition (3.4), le générateur infinitésimal défini en (3.2) devient

P - 5 (54-5) @ (35)

+ [ (farn - 10 - @ - F @) vian,

Le sous-jacent S est aussi un processus de Markov dont le générateur infinitésimal L est

donné par

Lf(z) = "””2" %(@m(r—a)%(ggugﬂw, (3.6)

ol

1) = [ vian (fleen) - 1(0) = ot - 1 ).
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3.2 Le principe de smooth-fit pour le prix du put amé-

ricain a horizon fini

3.2.1 Le prix du put américain a horizon fini

On rappelle que dans le modéle exponentiel de Lévy, le prix du put américain de maturité
T et de prix d’exercice K, dit aussi le put américain d’échéance T', est donnée par la

fonction P définie par
P(t,z) = sup E(e”""(S7)), (3.7)
T7€To, 7—t

pour tout ¢ € [0,7] et z € R, ou ¢(x) = (K — ), et Tor—: représente I'ensemble des
temps d’arréts a valeur dans [0, 7 — t].

Il est facile de montrer la proposition suivante a partir de (3.7).

Proposition 3.2.1. Pour tout t € [0,T], la fonction x — P(t,x) est décroissante, et
conveze sur [0, +00).

Pour tout x € [0,4+00), la fonction t — P(t,z) est continue et décroissante sur [0,T].

Le théoréme suivant s’obtient a partir du Théoréme 2.3.1 grace a un changement de

variable.

Théoréme 3.2.1. La distribution (0; + L — r)P est une mesure négative sur (0,T) x R,
et, dans louvert {(t,xz) € (0,T) x R| P(t,xz) > ¥(x)}, on a (O;+ L —7r)P = 0.

On rappelle que le prix critique a Uinstant ¢ € [0,7") est défini par

b(t) = inf{z > 0 | P(t,2) > ¢(z)}.

D’aprés le Théoréme 2.4.1, la fonction ¢ — b(t) est continue croissante sur [0,7 dont la

limite en T est caractérisée par Théoréme 2.4.2.
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3.2.2 Le principe de smooth-fit pour le prix du put américain a

horizon fini

Pour z € R fixé, on considére le premier temps de passage 7, sous z i.e.

=inf{t € [0,T) | (r —0)t+ X; < x},

avec par convention inf{@} = co. Le point 0 est dit régulier pour (—o00,0) si P(1, = 0) =
1. Plus explicitement, la proposition suivante donne une caractérisation des processus de

Lévy qui vérifient cette propriété.

Proposition 3.2.2. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (02,7, v).
Alors, le point 0 est régulier pour (—o0,0) si et seulement si une des trois conditions

sutvantes est vérifiée,
1. X a variation finie et d < 0,

2. X a variation finie, d =0 et

/ f |x|y, —I-O)O -

3. X a variation infinie,

ond=:r—0— [(e" — 1)r(dzx) < 0.

Cette proposition résume tout ce qu’on peut trouver dans la littérature a ce sujet. Le
deuxiéme point a été démontré par Bertoin [12]. Pour les autres points on renvoit a la
discussion dans la section V' 1.3 [11]. Le théoréme suivant donne une condition suffisante
pour obtenir le smooth-fit. La démonstration de celui-ci est inspirée essentiellement d’un
argument de Peskir et Shiryaev (voir [51] et[52]) qui montrent ce résultat dans le cadre

continu. Cet argument remonte a Bather [7] et nous a été communiqué par G. Peskir.

Remarque 3.2.1. Pour tout ¢t € [0,7), b(t) < K. En effet, via le Théoréme 2.4.2, on

distingue deux cas possibles
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e Sidh =r—06— [(e" = 1);v(dx) < 0, alors, lim; ,p b(t) < K, et on conclut puisque
t — b(t) est croissante.
e Si dt >0, alors lim; .7 b(t) = K. La remarque reste toujours vérifiée, car sinon, on va

se retrouver dans le cas trivial ou P = 9 et le principe du smooth-fit n’est pas vérifié.

Théoréme 3.2.2. Si 0 est régulier pour (—o0,0), alors le principe du smooth-fit est
veérifié.

Démonstration. On suppose que 0 est régulier pour (—o0,0) et on fixe ¢t € [0, 7). On veut
montrer que x — P(t,z) est différentiable en b(t) et que 0, P(t,b(t)) = 1'(b(t)) (smooth-
fit), ot b(t) € (0, K] est le prix critique. Pour simplifier le raisonnement, on considére le
cas ou t = 0.

Tout d’abord, il est évident que pour h > 0,

P(0,b(0) + h) — P(0,b(0))
h h ’

étant donné que P > 1 et P(t,b(0)) = ¥(b(0)). Ainsi

- <P(O,b(0) + h})L . P(O,b(O))) > W), 5.9

Ensuite, pour 7; le temps d’arrét optimal associé¢ & P(0,b(0) + h), on a

o= inf{t €10,T) | S"O™ < b(t)} (3.9)
= inf{te0,T)|(r—0t+X,<In (b(&(ti h>}
< inf{te€[0,T)|(r—0)t+X; <Iln (b(3§OJ)r h>}

= Tp,

ou la derniére inégalité découle de la croissance de la fonction ¢t — b(t). Rappelons que
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P(r, =0) = 1. Alors V¢t > 0, 3s € [0,¢) et 3C; < 0 telle que (r — d)s — X < Cy. Ainsi, il

suffit de choisir h > 0 assez petit tel que

" <b(g)(0-|)- h) 2 G,

pour en déduire que 7, — 0 en probabilité quand h tend vers 0. Il en est de méme pour

7, d’aprés I'inégalité (3.9). En outre, comme

P(0,b(0)) > E (e igp(b(0)e” "))

on a

P(0,b(0) + h) — P(0,6(0))

- (3.10)
<E ( e D(B(0) + B ¢<b<0>e<"‘5>*w>
e :
- h
Alinsi, par convergence dominée il est évident que
P(0,b h) — P(0,b
lim sup ( 0.0 +h) = PO, ””) < ULb0) = b)), (311)
h—0 h
Enfin, on conclut a partir de (3.8) et (3.11). O

Intéressons nous a présent au cas ot le processus de Lévy X est a variation finie. Posons

dt =r—4§— [(e®" — 1) v(dx), et montrons le résultat suivant

Théoréme 3.2.3. Si X est a variation finie et d* > 0, alors

OF P(t,b(t)) # 05 P(t,b(t)),
pour tout t € (0,T).
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Démonstration. Fixons t € [0,T), x > 0. Supposons que X est a variation finie et que
dt > 0. Dans ce cas, le générateur infinitésimal dans (1.12) peut s’écrire de la fagon

suivante

Lf(z) = x{r—é—/(ey—l)y(dy)} %(x)

" / v(dy)[f(ze) — f(2)), (3.12)

pour toute fonction f € C}(R), ou C} (R) désigne ’ensemble des fonctions de classe C! dont
la dérivée est bornée. Rappelons que, a partir du Théoréme 2.3.1, (0; + L —r)P = 0 au
sens des distributions dans la région de continuation C' =: {(¢,z) € (0,7) xR | = > b(t)}.
Ainsi, (L — r)P > 0 puisque ¢t — P(t,x) est décroissante. Aussi, comme la fonction
x — P(t,x) est convexe, sa dérivée a droite J; P est bornée et est continue a droite. Par

conséquent, on en déduit facilement que

b(t) lr 5 / (eV — 1)y(dy)] O P(t, b(#))

+ / v(dy)[P(t, b(t)e") — P(t,b(£))] = rP(t, b(t)). (3.13)

Remarquons que P(t,b(t)) = (b(t)) = K — b(t), P(t,b(t)e¥) = ¢(b(t)eY) = K — b(t)e? si
y <0et P(t,b(t)eY) < K —b(t) si y > 0. Ainsi, on déduit de (3.13) que

b0) r =0 [(er = ywian)| 0P, b00) (3.14)
> — [yl — b)) — (K = b(e))] + r(K = b(e)
= b0 [ (¥ = D(dy) + (K — b(t))
E—— /<ey ~1)_w(dy) + (K — b(2)).
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Maintenant on distingue deux cas possibles

.Sid=0
Comme d =17 — 6 — [(e¥ — Dv(dy) =1 —06 — [(e¥ — 1)1v(dy) + [(e¥ — 1)_v(dy), on
s’aperc¢oit alors que v((—o00,0)) = 0. Dés lors, (3.14) devient

r(K — b(t)) < b(t) / (¥ — 1)_v(dy) = 0.

Et donc, on est dans le cas trivial ou P = 1 et le smooth-fit n’est pas vérifié.
Sid>0
A partir de (3.14), on obtient

O P(t,b(t)) >

> —1.

Le théoréme découle du fait que 0, P(t,b(t)) = ¢'(b(t)) = —1, r > 0 et b(t) < K (voir
Remarque 3.2.1). O

Remarque 3.2.2. A partir du Théoréme 3.2.2, du Théoréme 3.2.3 et de la Proposi-
tion 3.2.2, on remarque que dans le cas d’un processus de Lévy a saut d'un seul signe
(i.e. soit uniquement des sauts positifs soit uniquement des négatifs), on spontanément la

caractérisation du smooth-fit dans les deux cas suivants

1. Si v((—o00,0]) = 0, alors le principe du smooth-fit n’est pas vérifié si et seulement si

X est a variation finie et d™ > 0.

2. Siv([0,00)) = 0et r—35 > 0, alors le smooth-fit est vérifié si et seulement si X n’est

pas & variation finie.

Maintenant, on voudrait étendre le résultat du Théoréme 3.2.3 dans le cas o d =: r —

§— [(e® = 1)v(dx) > 0. On y parvient a condition que le temps de maturité T soit assez
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grand.

Théoréme 3.2.4. St X est a variation finie et d > 0, pour T assez grand, il existe

t€[0,T) tel que

oP
5 (b)) > 1.

Démonstration. Soit h > 0. Pour simplifier le raisonnement, nous considérons le cas ¢t = 0.

Soit 73, le temps d’arrét optimal associé a P(0,b(0) + h)

7 o= inf{t €[0,T) | S"O" < b(t)}

= inf{te[0,7)|(r—9§)t+X;<In (b(g)@—?- h)}

Remarquons que 75, croit par rapport a h et qu’il est minoré par 0, alors la limite de 7,
quand h tend vers 0 existe. Notons la 7g. Aussi, par la loi 0 — 1, P(79 = 0) € {0, 1}. Ainsi,

on distingue les deux cas suivants

. SiP(ro=0)=0

Notons que,

P(0,b(0) + h) E (e7"™1p((b(0) + h)elr=0)mHXm )

E (e "™ ((b(0) + h)elr =+ X))

v

Et en faisant tendre h vers 0, on a

P(0,b(0)) = E (e7"™1(b(0)e" ™0 ¥m0)) | (3.16)

Ensuite, par convexité de ¢
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P(0,b(0) + h) = P(0,5(0))
h
P((b(0) + et — @b(b(o)eua)mxfo))
h
> B (=", (b(0) =0+ Xm0 ) lr=d)mot Xy

(3.17)

> E (e‘”h

J— —oT +XT
= —F <6 0 01{(T—6)TO+XTOS1H(T16))}> )

Supposons d’une part que § > 0. Sachant que 75 > 0 p.s. et e* est une martingale, il est

clair que

lim inf P(0,b(0) + h) — P(0,b(0))

h—0 h > -k (ei&ﬁxm)

> —1. (3.18)

D’autre part, si 6 = 0, (3.16) devient

P(0,6(0)) = E (e ™y (b(0)e ™ )

_ —TT X
= KE (e 01{7"70+X7—O§1n(%)}> — b(0)E (6 01{rm+xmgln(%)}>
= K —(0),

ot la derniére égalité est vérifiée a partir de la définition du prix critique. Ainsi,
— 1T - X
K [1 —E (e Ol{rTo-i-XTOSln(%)})} = b(0) [1 —E (6 01{r70+xfog1n(%)}>}
> 0,

puisque 79 > 0 p.s. et » > 0. Donc E <eXTO 1{rro+XT0§ln(WI§>)}> < 1 et (3.17) implique que
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.. P(0,6(0) + h) — P(0,5(0)) X
h%n_gonf 3 > —-E (e 01{TTO+XTO<1n(ng))}>

> —1. (3.19)

Par suite, de (3.18) et (3.19) on déduit que le smooth-fit n’est pas vérifié dans ce cas.
. SiP(ry =0) =1

Remarquons d’abord que la suite des temps d’arrét (73), converge p.s. vers 0 quand h

tend vers 0. Ensuite, d’aprés la définition de 75,, on voit que

(T — 5)Th + XTh

IN

In(b(7,)) — In(b(0) + h)
n(b(73)) — In(b(0)),

IN

puisque t — b(t) est croissante. Alors en faisant tendre h vers 0, d’aprés la Remarque 1.2.4

et I’équation (3.3), on a

r—0+vy— / yv(dy) (3.20)
{lyl<1}
d

X
r—é—i—lim( T”)
h—0 Th

P (b(7a) — In(b(0)
h—0 Th
. L1 ) . In(5(0))
k—0
) b(k) — b(0)
p(oy s T
) b(k) — b(0)
pr mesup ==

IN

IN

IN

IN

ou b* est le prix critique dans le cas perpétuel (voir page 87).

On déduit alors que pour tout ¢t € [0,T), 9 P(t,b(t)) = —1, on a d’aprés (3.20)
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>b*d > 0.

T b(h+t) — b(t)
h—0 h

Or, t +— b(t) est une fonction continue croissante et bornée par K sur [0,7"). Alors, b est
dérivable p.p. sur [0,7) et

Vt)>b*d>0 p.p. tel0,T).

Par conséquent, en intégrant cette derniére inégalité, on a K > b(t) — b(0) > db*t. Enfin,

il suffit de prendre T assez grand pour aboutir & une contradiction. O

3.3 Le principe du smooth-fit pour le put perpétuel

3.3.1 Le put perpétuel

Le put perpétuel est un put américain dont la maturité 7" est égale a l'infini. La valeur

du put perpétuel a un temps ¢ est donnée par

Py = ess sup E(e"T(S,) | F).

7'6775,00

Et avec la propriété de Markov, on a

Pt* - P*(St),

ou,

P*(z) = sup E(e""(57)),

7-676,00

et on en déduit facilement la proposition suivante

Proposition 3.3.1. La fonction x — P*(x) est croissante et conveze sur [0, +00).
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Comme dans le cas a horizon fini, en utilisant la Proposition 2.2.4, le put perpétuel dans

le modéle exponentiel de Lévy vérifie I'inéquation variationnelle suivante

Théoréme 3.3.1. La distribution (L — r)P* est une mesure négative sur R*, et nulle

dans Uouwvert {x € RT | P*(x) > ¥(z)}.

Le prix critique dans ce cas, est défini par

b* =inf{z > 0| P*(z) > ¢(x)}.

Supposons que P* > 0. Alors, comme dans le cas & horizon fini, il est facile de montrer
que b* € (0, K). Remarquons que dans ce cas la région de continuation est donnée par

(b*, +00).

3.3.2 Le smooth-fit pour le put perpétuel

Comme pour le cas a horizon fini, on a le résultat suivant

Théoréme 3.3.2. Si 0 est régulier pour (—o0,0), alors le principe du smooth-fit est

veérifié.

La démonstration de ce théoréme ce fait exactement de la méme facon que celle du

Théoréme 3.2.2.

Remarque 3.3.1. 1l est facile de démontrer par un argument analytique que le principe
du smooth-fit est vérifié dans le cas d'un processus de Lévy a variation finie et d =:
r—0— [(e¥ — 1)v(dy) < 0. En effet, via le Théoréme 3.3.1, (L — r)P* = 0 au sens
des distributions, dans la région de continuation (b*,00). De plus, comme = — P*(x)
est convexe, sa dérivée a droite 9] P* est bornée et continue & droite. Ainsi, en utilisant

(3.12), on obtient aisément

b dar P*(b") + / v(dy)[P(b*e?) — P(b")] — rP(b*) = 0. (3.21)
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Pareillement, (L — r)P* < 0 au sens des distributions, et la dérivée a gauche 0, P* est

bornée et continue a gauche. On en déduit alors que

b*do P (b + / V(dy)[P(He") — P()] — rP(b*) < 0. (3.22)
Done, par soustraction de (3.22) a (3.21), on a
b*d[0f P*(b*) — 0, P*(b*)] > 0.
Enfin, on conclut puisque b* > 0 et d < 0.

En excluant le cas particulier ou d = 0, le résultat suivant, présente la réciproque du

Théoréme 3.3.2.

Théoréme 3.3.3. Si X est a variation finie et d > 0, alors, le principe du smooth-fit

n’est pas vérifié.

Démonstration. Supposons que d > 0 et que, par 'absurde, le principe du smooth-fit est
vérifié. Tout d’abord, & partir du Théoréme 3.3.1 et de (3.12), il est facile de voir que pour

tout Vx > b*, on a

xdd, P*(x) + / (P*(ze¥) — P*(x)) v(dy) — rP*(z) = 0. (3.23)

En particulier, pour x = b*, on obtient

b 0 + / (P*(b*e¥) — (K —b"e")) v(dy) = rK, (3.24)

puisque 0, P*(b*) = —1 et P*(b*) = K — b*. Ensuite, notons que (3.23) peut s’écrire aussi

de la facon suivante
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xd + xd(0,P*(z) + 1) + / (P*(ze¥) — P*(x) + z(e” — 1)) v(dy)
(P () + ). (3.25)

Et donc, par soustraction de (3.24) et (3.25), on a

(x —b")0 + xd(0, P (x) + 1) (3.26)
+/(P*(33€y) — Pr(x) +2(e’ = 1) = (P*(b°e”) — (K = b%e"))) v(dy)
=r(P*(x) — (K —x)).

Considérons, pour y fixé dans R, la fonction f, définie par z — P*(ze¥)—P*(z)+x(e¥—1).
Alors, (3.26) devient

(2 — 1) + 2d(0,P*(x) + 1) + / (f, (@) — £,(6°)) vldy) (3.27)
— r(P*(2) — (K —2)).

Remarquons que, a partir de (3.23), P* € C}(R") comme la propriété de smooth-fit est
supposé vérifié. Donc, f, € C*(RT) et

fi(x) = eY(0,P*(xe) + 1) — (0, P*(x) + 1),

Y

pour tout z € R™. En plus, comme z +— P*(x) est convexe, f, > 0 pour y > 0. Ainsi,

pour tout x > b*, et tout y > 0, on a

fy(x) = f,(b%) > 0. (3.28)
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Cependant, pour y < 1n(%), par le théoréme des accroissements finis on a

fy(@) = [y (0) = f,(0)(z — b7),

pour un certain 6 € (b*, x), ou

f(0) = €9, P*(8e”) +1) — (0, P*(0) + 1)
> —(0,P*(0)+1)
> —(0,P*(x) +1).

Alinsi,

[ = 0 vl
{yﬁln(j)}

> —(0,P*(z) + 1)(z — b*)v ((—oo7 ln(g)))
= 2(8,P*(z) + 1)AY B,

oit AV = %m et BY =In(£)v ((—oo,In(£))), en sachant que lim,_,,+ A2 =2 et

lim,_,p Bg* = 0 d’aprés la Remarque 1.2.1. Alors il existe un x; > b* telle que

| @) = ) vldy) 2 =T @P )+ 1), (3.29)
{y<In(7%)}

pour tout = € (b*, x1). De méme, on peut montrer qu’il existe un z, > b* telle que

[ o) = H D) = - 0P @) + 1), (3.30)
{In(2)<y<0}
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pour tout = € (b*,z,). En fait, pour y € (In(£),0), f,(b*) =0 et on a

fy(x) = P*(ze’) — P(x)+z(e? — 1)
= P*(zeY) — P(x) —x(e — 1)0,P*(z) + z(e? — 1)(0, P (x) + 1)
> x(e! —1)(0,P*(z) + 1),

puisque x — P(t,x) est convexe. En plus, le processus de Lévy X est supposé a variation

finie, donc y — e¥ — 1 est v-intégrable, et il existe x5 > b* tel que pour tout = € (b*, x5)

d
/ (e — Dv(dy) > —-.
() <y<0} 4

Maintenant, on considére la fonction f définie par z — P*(x) — (K —x). Il est évident que
f€CHR), f(b*) =0, f'(z) =0, P*(x) +1 > 0 et que par le théoréme des accroissements

finis

fl@) = f(b7) = (0. P*(0) + 1)(z — b7),

pour un 0 € (b*, ). Ainsi,

J(2) = F(B) < 2(0uP* (@) + (1 = L),

i

puisque x — P(t,x) est convexe. Donc, il existe un z3 > b* tel que, pour tout x € (b*, x3)

d
P(x) — (K — 1) < %(axp*(x) +1). (3.31)
Enfin, en recombinant (3.27), (3.29), (3.30) et (3.31), on en déduit que pour tout = €

(b*,l'l N i) A 1'3)
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@05+ 5OP @+ )+ [ (f)— £ wld) <0

{y>0}

ce qui contredit (3.28). O
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Chapitre 4

La vitesse de convergence du prix

critique prés de I’échéance

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la vitesse de convergence du prix critique b prés de
I’échéance T', dans un modéle exponentiel de Lévy. Rappelons que, dans le cadre du mo-
déle classique de Black-Scholes, Barles-Burdeau-Romano-Samsoen [4] et Lamberton [37],
montrent que

bPo(t) - K

}LI?‘T = —0+/(T —t)|In(T —t)|.

ot b5 note le prix critique américain dans ce modéle. Pham [53] montre que, sous cer-
taines conditions, cette vitesse reste la méme dans un modéle de diffusion avec sauts
(0 >0et v(R) < 0)).

L’objectif de ce chapitre, est d’étendre ce résultat dans un modéle de Lévy et d’étudier
les cas les plus complexes, notamment quand o = 0.

Le théoréme de prime d’exercice anticipé joue un role déterminant dans notre approche.
Ce théoréme montre que le put américain, se décompose comme la somme du put européen

et un terme dépendant de la frontiére libre appelé 'early exercise premium. Ce résultat
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était déja prouvé par Carr-Jarrow-Myneni [15], Jacka [30] et Kim [32] dans le modéle de
Black-Scholes, et par Pham [53] dans le modéle de diffusion avec sauts. Nous proposons
ici, une démonstration de ce théoréme dans le cas d’'un modéle exponentiel de Lévy dont
le processus de Lévy est de type B ou C' (voir la définition p.32).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante :

Dans la deuxiéme et la troisiéme partie, nous montrons quelques propriétés utiles de la
valeur de l'option dans le modéle exponentiel de Lévy et quelques liens avec sa valeur
dans le modéle de Black-Scholes. Dans la quatriéme partie, nous montrons le théoréme de
I’early exercise premium. Dans la cinquiéme partie, nous montrons que la vitesse du prix
critique prés de I’échéance, dans un modeéle de Lévy tel que o > 0, flx\S |z|v(dx) < oo
et dt =11 —0— [(ev —1)1v(dy) > 0, est la méme que celle dans le modele de Black-
Scholes. Dans la sixiéme partie, nous montrons que la vitesse de convergence est linéaire
dans un modeéle de Lévy a variation finie tel que d* > 0. Enfin, dans la derniére partie,
nous montrons que dans le cas d’'un modéle de Lévy a variation infinie, sous la condition

d* >0, la vitesse du prix critique a un comportement non-linéaire.

4.2 Le put américain dans un modéle de Lévy dont les

sauts sont & variation finie

Nous supposons, tout au long de ce chapitre, que I'une des trois conditions suivantes est

vérifiée

o#0, v((—00,0)) >0 ou / (x A Dv(dz) = +o0. (4.1)

(0,400)
Par conséquent, le prix critique b est borné par K et la région d’exercice est d’intérieur

non vide i.e. (voir la Section 2.4, page 62)

E={(t,z) €[0,T] x R |z < b(t)} # 0.
Dans cette partie, nous nous plagons dans le cadre d’un modéle exponentiel de Lévy et
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nous montrons quelques propriétés du put américain qui nous seront utiles dans la suite
de ce chapitre.

Rappelons que le put américain est caractérisé par la fonction suivante

P(t.z) = sup E(e"3(S5)), (4.2)

T7€To, 7~

r—0)

oil S7 = ze(r=*Xt avec X est un processus de Lévy de triplet caractéristique (02,7, v).

4.2.1 Reégularité de la fonction ¢t — P(t,.)

Il est connu dans la littérature que ¢ — P(t,z) est Holderienne d’ordre 1. Dans cette
section on montre qu’elle est localement Lipschitz dans le cas v(R) < oo sur |0, T[xR™.
Nous proposons ici une démonstration en utilisant un changement de probabilité. Notre
approche est un peu différente de celle de Zhang [64] qui utilise un argument de scaling
sur le terme de sauts qui ne semble pas trés clair.

On considére le processus de Poisson composé (Z;)icpo,r) défini page 29, indépendant du

mouvement Brownien B et on montre le lemme (classique) suivant :

Lemme 4.2.1. Soitt € (0,T]. Le processus (Bs, Zis)scpo,1) sous la probabilité P a la méme

loi que le processus (Bs, Zs)scjo) sous la probabilité P, définie par
dlP Ny —A(t—
N (t=1)
dP ¢ ’

sur § ot (Ng)s>o est le processus de comptage de Z (processus de Poisson d’intensité

A=:v(R)).

Démonstration. Soit t € (0,T]. Notons d’abord que pour tout s > 0 on a

o0

)\ n
n=0 ’
_ e)\s(tfl)'
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Alors tN1e~Mt=1) est une variable aléatoire positive d’espérance égale & 1. Par conséquent,
P, définit bien une probabilité sur 2. Ensuite, il est facile de voir que pour tout s € [0, 1]

et tout u € R, en utilisant I'indépendance de B et Z et les accroissements indépendants

de N, on a

E, (e™B42)) = [ (Mg AtDgiuBotZ)) (4.3)

_ o MDR (tNl—NStheiu(Bs—i—ZS))
_ oMt (em(Bs)) E <tNS PR Ui>

_ ef)\s(tfl)6 f—o u2)E |:E (tneiuZ?zl U;

=)

_ 68[(—%U2u2)—>\(t—1)] Z E(tneiu > Ul)P(NS — n)
s —10%u? < tn(/\s)n T\
= ¢l N — ()
n=0

. [ <_§au 1 / (e — 1>u<d:c>)] ,

ol f i) = [e" f(dz) = 5 [ e™v(dz) et E, présente Uespérance par rapport a P.

On vérifie facilement que le processus (B + Zs)sc[0,1) est un processus de Lévy d’exposant

caractéristique ¢ donnée par (voir page 29)

1 ,
olu) = _§g2u2 —|—t/(ew‘” — Dv(dzr), YueR.

Par conséquent, il suffit de montrer que le processus (R} )scp,1 est une P,-martingale pour

en déduire le lemme, ot R" est défini par

RISL _ efsgo(u)ezu(Bs+Zs)’
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pour tout s € [0, 1] et u € R.

En effet, soient 0 < s’ < s < 1. Alors, en utilisant (4.3), on obtient aisément

]Et (Rg’fs,> _ Z,Et <€_(S_s/)[_%02u2+tf(eiuz_l)u(dx)]eiu(Bsz;%»Zszs/) fs’)

_ Ru,Et <67(sfs’)[7%02u2+tf(ei“171)1’(d$)] eiu(B(S_S/)+Z(S_S/))>

U
s’

pour tout u € R. ]

Proposition 4.2.1. Supposons que v(R) < oo. Il existe une constante C' > 0, telle que
pour tout t,s € [0,T) et x € RT, on a

|P(t,x) — P(s,7)] < CIWT —t — T — s|.

Démonstration. Soient t,s € (0,T], s < t, z € Rt et f la fonction définie par f(t,z) =
P(T —t,x). Notons que dans I’équation (4.2), il est facile de voir que T appartient & 7o 7
si et seulement si 7 est de la forme 7 = 7(T — t) ou T est un temps d’arrét a valeurs
dans [0, 1], associé a la filtration (H;)s>0 engendrée par les variables aléatoires Byp_
et Yyr—y pour u < s. Et comme les deux processus (Byr—))uzo0 €t (VT — tBy)u>0 sont

identiques en loi, de (1.4) et (4.2), on en déduit que f peut s’écrire sous la forme suivante

Ft,z) = sup Ele "y (et HViB-AYir)]
7€T70,1

ou 7y =1 — d + . Sachant que v(R) < 0o, Y est un processus de Poisson composé avec

dérive qui coincide avec

Y, = —t/ zv(dz) + Zy,
lz|<1

ol Z est le processus de Poisson composé défini page 29. Par conséquent, en utilisant le
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Lemme 4.2.1, on a

f(t,z) = sup Et[e_TtT@b(;peVOtT-F\/ZBH-ZT)]
T7€T0,1

= sup E[tNl6—T‘t7'—)\(t—1)¢(x670t7'+\/iB7_+Z7_)]
7€T0,1

Y

ouy =7 — f|$‘<1 zv(dx) et N est le processus de Poisson d’intensité A = v(R).

Remarquons d’abord que pour tout 7 € 754, on a

tN1e—TtT—)\(t—l)w(xeitT—l-\/%BT—&-YT) i SN16—7‘57’—A(s—1)¢(xBWST—f—\/EBT—l-YT)

_ (tNlefrt‘rf)\(tfl) o SNl 671”57'7)\(571))w(xeﬁt‘rJr\/fBT«#Yq—)

+SN1€—rsr—A(s—1) [1/) (meitr-i-\/iBT—&—YT) i w(xeﬁsr-&-\/gBT—i-YT)] .

Etant donné que [1| < K, aprés des petits calculs on obtient

E |:|tN1 e—rtq-—)\(t—l) . SNle—rsr—)\(s—l)|¢(Ieﬁt7—+\/fBT+YT> < K(2€>\ + 1)|t . S|.

(4.4)

(4.6)

Ensuite, la fonction y — 1 (ze¥) est Lipschitzienne (de constante K), on en déduit alors

que

[t (e TEVIBY) (T TR < K[ (E - 5)7 + VB, — /5B |.

Notons que le processus (|B;|); est une sous-martingale, alors on a
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E(ViB, - V5B.|) = Vi— V5[E(B,|) (4.8)
Vi — VS[E(Byl),

IN

avec E(|By]) < +oc.

Finalement, on conclut la proposition en combinant les formules (4.5), (4.6), (4.7), (4.8).

]

4.2.2 Bornitude des dérivés de P

On rappelle qu'une distribution D est localement bornée sur un ouvert O de R? si pour
tout x € O, il existe une constante M et un voisinage V, de x tel que pour toute fonction

test ¢ dont le support est inclut dans V, on a | < D, > | < M||¢||11.

Lemme 4.2.2. Supposons que 0 # 0 et v(R) < oco. Alors, les distributions 0,P, 0,P,
02 P et BP sont localement bornées sur (0,T) x (0, 00).

Démonstration. D’abord, il est clair d’aprés la Proposition 4.2.1 que 0; P est localement
bornée sur [0,7") x (0, 00). Ensuite, comme x +— 1(e”) est Lipschitzienne, il est facile d’en
déduire que z — P(.,x) lest aussi. Donc, 0, P est localement bornée sur [0, 7] x (0, c0).

Maintenant, & partir du Théoréme 2.3.1, on a au sens des distributions

2
e

O P + 5

02, P+ x(r—6)0,P+BP —rP <0, (4.9)

sur [0,7) x (0,00), o, pour tout t € [0,7), BP(t,.) est I'opérateur défini dans (3.6)
(notons que Bg définit bien une distribution pour toute fonction g continue bornée, voir
le paragraphe 2.2.1 pour plus de détails). Rappelons que x — P(.,z) est convexe, donc
02 P >0et BP > 0. Et donc, (4.9) implique d’une part que
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IQ

2
0< T"agxp <rP — 9P — x(r — 6)0,P.

Et ceci nous permet de déduire la bornitude locale de 92 P a partir de celle de 9, P et

0; P. D’autre part, on a

0<BP<rP—0P —ax(r—29)0,P.

D’ou la bornitude locale de BP. O]

Proposition 4.2.2. Si 0 > 0 et v(R) < oo, alors la distribution (0; + L — r)P est

localement bornée et on a

(O + L —r)P(t,x) =k(t,x), dt,dr p.p. sur(0,T) x RY, (4.10)

ot k est la fonction définie par

k(t,z) = {517 —rK +/{ (P(t,xe¥) — (K —xe¥)) v(dy) | Liz<be)}-

y>0}

Démonstration. 1l est clair que d’aprés le Lemme 4.2.2, la distribution (0; + L — )P est
localement bornée. Sachant que ;P est nulle sur E = {(t,z) € (0,7) x R*| x < b(t)},

a partir du Lemme 2.4.1, on a
(O +L—r)P(t,x) = (0z—rK+ BP(t,z))

sur E. On rappelle aussi, que d’aprés le Théoréme 2.3.1, la mesure (0, + L — )P est nulle
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sur la région de continuation C' =: {(t,z) € (0,7) x R¥|z > b(t)}. Enfin, on conclut le

lemme étant donné que 1'ensemble {z = b(t)} est Lebesgue négligeable sur R O

Le cas général est donné par le corollaire suivant

Corollaire 4.2.1. Pour tout processus de Lévy X, on a

(0 + L —r)P(t,z) = k(t, x), dt,dx p.p. sur(0,T) x RT.

Autrement, en faisant un changement de variable, on a

(0, + L —r)P(t,x) = k(t,z),

od k est la fonction définie par k(t,x) = k(t,e*), pour tout (t,z) € [0,7T] x RY.

Démonstration. D’aprés la Proposition 4.2.2; il suffit de montrer que la distribution (0; +
L — r)P est localement bornée indépendamment du processus de Lévy pour montrer le
corollaire. Soient X un processus de Lévy de triplet caractéristique (02,7, v) et (X™) une
suite de processus de Lévy telle que pour tout n € N*, X™ est de triplet caractéristique
(0 + %)2,7, l/lmzr%). Remarquons que les processus X" vérifient les hypothéses de la

Proposition 4.2.2 et (4.10) implique ici que

—rK <(0y+L—r)P" <0, (4.11)

ot P" présente le prix de I'option ameéricaine associé au processus de Lévy X™. Aussi, il
est clair que la suite (X™) converge en loi vers X, et par convergence dominée que P"
converge simplement vers P. Par conséquent, on conclut en faisant tendre n vers l'infini

dans (4.11). O
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4.2.3 Liens avec le modéle de Black et Scholes

Dans ce paragraphe, on va discuter quelques liens entre la valeur de I'option dans le
modéle exponentiel de Lévy et celui de Black-Scholes. Pour ceci, on a besoin d’introduire

les notations suivantes :

Dans le modéle exponentiel de Lévy, on note P le put européen caractérisé par

P(t,z) = E(e T 9(S%_,)).

Dans le modéle de Black-Scholes, on note respectivement SZ°, PPS et PB9  le sous-
jacent, le prix du put Américain et le prix du put européen. Nous supposons ici, qu’on est
toujours placé sous la méme probabilité risque neutre IP et que le sous-jancent (SP° )eclo,T)

2

Pour commencer, montrons le lemme suivant.

Lemme 4.2.3. Sous la condition f‘x|<1 |z|v(dx) < oo, on a

|Pe(t,x) — P75 (t, @) = O(x(T — 1)),

pour tout v € RT.

Démonstration. Soient t € [0,T] et z € R*. Noter tout d’abord que x — P*B3(t, z) est

une fonction Lipschitzienne, et que Y est indépendant de SP par (1.4). Alors,

Pe(t,z) = Pe’BS(t,meyﬁ(wé)g)?
ot # =T —t. Et, pour 6 au voisinage de zéro, il existe une constante C' > 0 telle que
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|PS(t, ) — PoPS(t, 2)] (4.12)
< xOE(k%+W+§W__”)
= 2CE (‘(63/0 _ 1)€(v+"—22)9 + 6(%%)9 _ 1,)
< 2C (6(7+%2)9E(|€Y9 — 1)+ |€(v+”—;)9 _ 1|>
< 2C(E( 1) +6).

Il suffit alors de montrer que

E(le* — 1|) = O(9), (4.13)

dans (4.12), pour en déduire le lemme. En effet, comme Y = X 4 X via (1.5), ot X est

un processus de Poisson composé indépendant de X°, il est clair que

E(le — 1)) < E(le¥ — 1)) + E(e¥[eX — 1))
= E(leX — 1|) + E(e*X)E(]e* — 1]).

D’une part, le processus X étant un processus de Poisson composé, en posant f(x) =

le* — 1], il est évident que

F(Xo) = F(0) = > [f(X,) = f(X-)]-

0<s<0

Alinsi, en faisant un développement limité au voisinage de ¢ = 0 et on utilisant la Propo-

sition 1.2.3, on a
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E(le* —1]) = E[f(Xy) — f(0)]

/ds/ly>1 ooty _ |eX9—1|]1/(dy))
- /| e 1tdy) +00)

v(—o0, ~1]) + / Y (dy)] + 0(0).

IN

D’autre part, il est clair que

€5 —1] = €M —1-2(e% — 1)1 g

|<0

< (6 6 _1>+2‘X6‘7

Notons qu’a partir de (1.11), on a

E(eXG) — (e =hr(dy)

O (v (=00, =1+ [, -, e¥v(dy))

IN

et,

E(ej(g —-1) = O Dyi<a (€ =1=yv(dy) _ 4

Par conséquent, montrer (4.13) revient & montrer que E|Xg| = O(6).
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A partir de la forme de X° dans (1.7), et sachant que les mesures Jy et v sont positives,

on a

E(XY) = E :|/0‘9 L|S1xjx(du « dz) —e/ﬂgl xu(dx)q
< E :|/09 /x|<l|x|JX(du « dx)] +9/|x<1 2|v(dx)
_ E :|/09 /ﬂgl | T (du dx)] +29/MS1 | (da)
29/;@ l2|v(da),

IA

puisque le processus <f0t f‘w|<1 2| Jx (du x dac)) est une martingale de carré intégrable
= >0

d’aprés la Proposition 1.2.4. Ceci achéve la démonstration. O

En tenant compte des sauts, le prix de 'option américaine dans le modéle exponentiel de
Lévy est supérieur a sa valeur dans le modeéle de Black-Scholes (voir [8] et [31]). Voici une

démonstration de ce résultat.
Lemme 4.2.4. P > P55 sur [0,T] x [0, 00).

Démonstration. Soient t € [0,T] et x > 0. Notons B, la tribu engendrée par les variables

B, pour u < t. Rappelons que B et Y dans (2.1) sont indépendants et que le processus
o2

t > e )Yt ost une martingale a partir de la Proposition 1.2.2. Alors, en utilisant

I'inégalité de Jensen et le théoréme d’arrét, on a
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E(e™"(S2) = E(e (K — 5%),)

— E(e—rT(K . (T—(S+’7)T+O’BT+YT)+)

_ (r 57—)T+UBT€('~/+§)T+Y.,—)+)

_ |: ( —7‘7' 6(7’—5—%)7—&—037 (v+ T+Y ) |BT t)i|

> < B )T +0 By (v % )T+ Y By tﬂ )
+

— e~ ’T K SBS) ’SO — .CL')

pour tout 7 € 7o r—;. Dol le lemme. O

4.3 Le théoréme de I’early exercice premium
Le théoréme de 'early exercice premium est le suivant.

Théoréme 4.3.1. Le put américain P associé a un processus de Lévy de type B ou C

(voir la définition page 32) s’écrit sous la forme suivante

P(t,x) = P(t,x) + e(T — t, ),

ot e est le “early exercise premium” défini par

t
e(t,z) =E (/ (h(T — (t —s),57)) e‘”ds) :
0
avec h est la fonction définie par
h(t,z) = [TK — 0 — / (P(t,ze?) — (K — xe?)) V(dy)] Liacn)
{y>0}
pour tout t,s € [0,T) et tout x € RT.
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Démonstration. Soient t € (0,T) et € R*. Prenons les notations suivantes f(¢,z) =
P(T —t,e"), fe(t,x) = PS(T —t,e*), b(t) = log(b(T —t)) et (Xt)te[O,T]a le processus de
Lévy défini par X, = (r — 0)t + X,.

On considére une suite régularisante p, telle que pour tout n € N, p, est une fonction

positive de classe C=(R?), supp(p,) C (—1/n,1/n)* et [ p, = 1. Soient f, = f * p, la

fonction définie par

falt,z) = (f * pa)(t, 2) = /f(t — v,z — y)pa(v, y)dudy,

pour n assez grand de fagon que ¢ — v reste dans [0, 7.

Tout d’abord, remarquons que f,, € C([0, 7] x RT). Donc via la formule d’Tt6 (voir [18],
Propositon 8.18), pour tout s € (0,t], on a

e fult — 5, Xy + ) — fult, ) (4.14)
= MM+ / (O + L — 1) fult —u, Xy + x)e du,
0

oul M%" est la martingale définie par

M = / Opfo(t —u, X, + x)oe " dB,
0

+/s/[fn(t —u, X + 24 y) — fult —u, Xoo + x)]e ™ Ix (du x dz).
0

En particulier, pour s = t, et en utilisant le théoréme de Fubini, (4.14) donne
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Ele " f,,(0, X, + x)] — fo(t, x) (4.15)
= E [/ (O + L —1)fult —u, Xy + x)e’"“du}

= /t]E [(83 +L—r)falt —s, X, + :c)e’”} ds,
0

Ensuite, sachant que f € L®(R?) et p, € D(R?), a partir de la Proposition 2.2.2, on a

Ainsi

:(as S L) falt — s, X+ @am] (4.16)
'((a Ty mf) x pn: (t— s X, + x)e‘”}

O+ L=r)f) 5 pu (=5, Xy + 2)e ™ Lz sy
(( v L7 ) } (t— 5,b(t — 5))e P (f(s o =b(t— 3)>

_ ( O+ L—7) ) *pn| (0 =5 Xs+2)e " Lz osiumsn | -

|,—||

I
5 + &8 =5 &

Le processus étant de type B ou C, on a pour tout s > 0 (voir [59])
P(Xito=bt-5) =P (X =5t—s)—z)=0

Enfin, en utilisant le Corollaire 4.2.1, et en faisant tendre n vers I'infini par convergence

dominée, le théoréme est montré. O

Remarque 4.3.1. En minorant (9, + L —r)f dans (4.16) par —1K 1,55 via le Corol-

laire 4.2.1, on obtient facilement I'encadrement suivant :
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T—t
0 S P(t7l'> — P€<t7,’]}) S rKE (/ 1{S§<b(t+8)}d8) R
0

pour tout processus de Lévy X.
A partir du Théoréme 4.3.1, il est facile d’en déduire le corollaire suivant

Corollaire 4.3.1. Pour tout (t,z) € [0,T) x R, la fonction x — P(t,x) — P*(t,x) est

décroissante sur RT.

Démonstration. Soit (t,x) € [0,T] x R*. Remarquons d’abord que, d’aprés le Théo-
réme 4.3.1, il suffit de montrer que le terme de 'early exercise premium e décroit, pour

en déduire le corollaire. Ce qui revient & démontrer que la fonction h, définie par

h(t,z) = [rK — o —/ (P(t,ze’) — (K — ze’)) v(dy) | o<y
{y>0}

est décroissante. Rappelons que d’aprés le Théoréme 2.3.1, la mesure (0; + L — r)P est
négative. Ainsi, en utilisant le corollaire 4.2.1, la fonction h est positive. En plus, d’une
part, ensemble 1,5} décroit par rapport a x. Et d’autre part, comme x — P(t,z) —

(K — z) est croissante, alors la fonction

= rK —dr — /{ . (P(t,ze¥) — (K — ze¥)) v(dy)

est décroissante. Par conséquent, h I'est aussi. O]

4.4 La vitesse de convergence du prix critique prés de
I’échéance quand o > 0 et le terme des sauts est a
variation finie

On suppose dans cette partie que les deux conditions suivantes sont vérifiées
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o>0 et / |z|v(dx) < oco.
lz<1]

Rappelons que, pour tout ¢ € [0,T], x — 0] P(t, ) est continue a droite sur R* puisque
x +— P(t, ) est convexe. Le lemme suivant qui figurait déja dans |53] pour le cas v(R) <
00, est crucial pour la suite. La démonstration que nous donnons est différente de celle de

Pham, basée sur le principe de maximum.

Lemme 4.4.1. Soit b?° le priz critique dans le modéle de Black-Scholes. Alors on a

lim 9 P(t,b%5(t)) = —1.
t—T

Démonstration. Soient t € [0,T] et € RY. Premiérement, d’aprés le Corollaire 4.3.1,

x+— P(t,z) — P°(t,z) est décroissante. Alors,

—1 <07 P(t,z) < 9, P°(t,x),

ou la premiére inégalité est due au fait que = — P(t,x) est convexe.

Ensuite, pour # =T —t, on a

8, P°(t, x) (4.17)

—6)0
= —E <€(’Y ) +X9 1{(T*5)9+X9§1n(%)}>

—06)0+0By+Y
= - (6(7 )0+0By+ 91{(r—5+7)9+UBe+Yg§1n(%)}>

2 2
—(0+%5)0+0Bo+|[(v+% )0+Yp]
E (e 2 ’ ? ’ 1{(r76f%2)0+039+[(7+*"22)9“9]91(5)})

< -E (e—<5+§>9+0391 SO0V

{(r—8—22)0+0By<In(£)} {(w“—j)amgo})

— 0,P*B(t,2)E <e_((7+§)9+yﬂ)*> 7

oll la derniére inégalité vient du fait que les deux processus B et Y sont indépendants.
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En plus, par le théoréme de convergence dominé, on obtient
2
lim E (e_((7+%)9+y")*> =1.
t—T

Maintenant, a partir de la forme explicite du delta dans le modéle Black-Scholes (voir

[10]), on a

0, B (¢, 7) = —c % {1 % (l:(\/%a) + (7“ ; 0 + %) \/5)} :

ol ¢ est la fonction de répartition de la loi normale. On obtient alors que

lim 0, P*%%(t,z) = —1,

t—T

pour tout x € [0, K).
Cependant, grace a l'estimation ! prés de 1’échéance du prix critique dans le modeéle de

Black-Scholes, tirée de Barles-Burdeau-Romano-Samsoen [4] et de Lamberton [37], on a

1n(bBK(t)) U “I)(_ K o /am@)]. (4.18)

Par conséquent,

lim 9, P55 (t,bP5(t)) = —1.

t—T

Enfin, on conclut en faisant tendre ¢ vers T' dans (4.17). O

Théoréme 4.4.1. Si d™ > 0. Alors, il existe une constante C' > 0 telle que
0 <bP5(t) — b(t) < CH,

pour t prés de la maturité T', avec 0 =T —t.

'Pour deux fonctions f et g,on notef(t) ~ g(t) quand t — T si lim;_,7 % =1.
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Démonstration. Soient t € [0,T) et x € RT. Remarquons tout d’abord que, a partir du
Lemme 4.2.4, P(t,.) > PBS(t,.) sur R*. Alors bP(¢) — b(t) > 0 est tout le temps vérifiée
méme sans la condition dt > 0.

Ensuite, supposons que b%%(t) > b(t) et considérons une suite régularisante p,, telle que
pour tout n € N, p, est une fonction positive de classe C*(R), supp(p,) C (—=1/n,1/n)
et [ p, = 1. Noter que P x p, € CZ(R") ou

(P pu)(t.z) = / Ptz — y)pu(y)dy.

Donc, en appliquant la formule de Taylor, il existe ((t) € (b%5(t),b(t)) telle que

(P p,)(t, 5% (1)) (4.19)
= (P ) (6(0)) + (675(0) = B(0)D(P = pu)(,b(1)
5 075(0) — B0 (P 5 ) 1, C(1))

Rappelons qu’on suppose ici que o > 0, donc le principe du smooth-fit est vérifié d’aprés le
Théoréme 3.2.2. Ainsi z — P(t,z) est de classe C! sur la frontiére libre avec 9, P(t, b(t)) =
—1.

Par suite, en faisant tendre n vers I'infini dans (4.19), on obtient

%(bBS(t) b(t))* lim 0, (P * pu)(t,C(1)) (4.20)
= P(t,07%(t)) = P(t,b(t) — (b"3(t) — b(1)) 9. P(t,b(t))
= P(t,b75(t)) — (I = b(t)) + (b7°(t) — b(1))
= P(t,07%(t)) — PP(,b75(1)),

puisque P(t,b(t)) = K — b(t) et PB(t,0P5(t)) = K — bP5(¢t).

Cependant, a partir du Théoréme 4.3.1, on a
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0 < P(t,x) — PBS(t,x) < P°(t,x) — P*P5(t,2) + r K0,

ol # =T —t. Et d’aprés le Lemme 4.2.3, pour 0 prés de zéro, il existe une constante

C > 0 telle que

|P(t,2) — PPS(t,2)| < €.

Alors, en remplagant dans (4.20), on obtient

%(bBS(t) —b(t))* lim 92, (P * p,)(t,¢(t)) < (C +rK)b. (4.21)

n—oo

Pour finir la démonstration, montrons que

lim lim 9% (P * p,)(t,((t)) > 0.

t—T n—o0

Rappelons qu’a partir du Théoréme 3.2.1, la mesure (0, + L —r) P est nulle dans la région
de continuation C' =: {(t,z) € [0,T) x R* |z > b(t)}. Alors, comme t — P(t,x) est

décroissante, L(P) est une distribution positive sur C'. Donc,

< L(P)|Yy > = L(P)*pn(.,2) (4.22)

n

v

0,

ol ¥F est la fonction test positive (2 € D, ((—z — 1/n,x + 1/n))) définie par ¢} (y) =
pn(ZE - y)'

Ainsi, (4.22) est équivalente &
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z

5 (@202 P) 5 pul (C(1)) 2 =(r = 8)[(20,P) * pul (1)) (4.23)

- / (P 5 pa)(C()e) — (P # pu)(C(1))
C()(E — 1)0(P % pa) (C(1))] v(dy).

ot 202 P et x0, P sont des distributions.

Ensuite, z — P(t, x) étant une fonction Lipschitzienne, xJ, P est une fonction localement
bornée et en faisant tendre n vers I'infini dans (4.23) par convergence dominée, on déduit

que

2

% lim [(2°07,P) * pa)(¢(1)) = —(r — 8)C(t)0 P(t, (1)) (4.24)

n—o0

—/ [P(t.C(t)e") — P(t,¢(t) — C(t)(e” — )07 P(t, ((t))] v(dy).

D’une part, en utilisant Lemme 4.4.1, on a

t—T

puisque x — 0 P(t, ) est croissante.

D’autre part, sous la condition d* > 0 et a partir du Théoréme (2.4.2), on a

lim b(t) = lim bP°(¢) = K.

t—T t—T

Par conséquent, en faisant tendre t vers T' dans (4.24), on obtient
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2

T lim (2202, P) % pa] (C(1))

t—T

> K(r—6)- / (K — Kev), + K(e¥ — 1)] o(dy)

_ K[r—5—/(€y—1)+V(dy)]
= Kd*

> 0.

Enfin, on achéve la démonstration en remarquant que pour tout x € R, on a

(@3P) s pla) = [ pule— 9)P0%Plt.dy
< (@t [ e - Pdy)
= (o4 0P po)(a),

¢tant donné que le support de la fonction y — p,(z—y) est inclut dans (—z—1, z+1). O

n

A partir du Théoréme 4.4.1 et (4.18), on déduit le corollaire suivant
Corollaire 4.4.1. Sous la condition d* >0, on a

b(t) — K
e~ =/ (T = )[In(T ~1)].

4.5 Le cas du processus de Lévy a variation finie

Dans cette section on s’intéresse au cas ol le processus de Lévy X est a variation finie i.e.

og=0 et / |z|v(dx) < 0.
[lz|<1

115



CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRES DE
L'ECHEANCE

4.5.1 La vitesse de convergence du prix critique européen

Notons b¢(t) le prix critique européen défini par

be(t) = inf{x € RT; P(t,z) > ¢(x)}.

Il est facile de voir que, comme pour le prix critique ameéricain b, b* < K et que 0 > b
puisque P > P¢ De plus, si d™ =: 7 —§ — [(eV — 1);v(dy) > 0 alors lim,_,p b%(t) =
lim; ,7b(t) = K. Dans la suite de ce chapitre, nous allons tout d’abord étudier le com-
portement de b°(¢) pour ¢t proche de T, puis nous en déduirons le comportement de b(t)

en estiment la différence b°(t) — b(t). Pour I’étude de b¢, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.5.1. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (o2, v,v). Si la

condition d™ > 0 est vérifiée, alors, lorsque t tend vers T, on a

B | (e %)] — (r = 8)0+ 0(6),

ou =T —1t.
Démonstration. Remarquons d’abord que par la définition de 6 on a
PE(L (D) = E(e (K = b (1)o7 )
= K —b(1),
ou § =T —t . Ensuite, comme

K — be(t)e(r76)9+Xg _ (K iy (16)6(1"75)9+X¢9>+ _ (K _ be(t)e(r75)9+Xg>7,
on obtient
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K — be(t) _ efreK — e (t)efae + ]E(efre(K o be(t)€(r76)9+X0>7)
= e 'K —b(t)e  + B(e 0 (b (1)e" K0 — K),).

Ainsi, sachant que b°(t) > b(t) > 0, on a

bf(i) (I—e™) +e—1=E <e—7”9 (e“—‘”@“{@ - b—@)) +) . (4.25)

Donc, en faisant un développement limité au voisinage de § = 0, on a d’une part

=0 (1—e ) 4e —1=(r—26)0+o0(h).

D’autre part,

e mety)) - 2 ) o

puisque limg_,0 b°(t) = K. On conclut la démonstration du lemme on remplacant les deux

termes dans (4.25). O

Maintenant, considérons le cas o X est un processus a variation finie i.e. ¢ = 0 et

/ |z|v(dz) < oo.
o<1

Alors, d’aprés la décomposition de Lévy-1to, X peut s’écrire de la fagon suivante

Xt = 70?5 + Zt7
pour tout t € [0, 1], ot o =: v — flx\<1 wv(dr) et (Z;)ieo,) est le processus de sauts purs
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défini par (voir page 36)

7, =: Z AX,.

0<s<t

Remarquons qu’ici, la condition de martingale (3.4), devient

0= [ = iy, (4.26)
Théoréme 4.5.1. Si d™ > 0, alors

1K ,
15 rm Y= /(e IR

ou =T —t.

Démonstration. Rappelons d’abord que d’aprés le Lemme 4.5.1 et la décomposition de

X,ona

(r—00 = E |:(e(r—5)9+Xe _ % ) J + o(6) (4.27)

- effursmen - 2 T

De plus, en faisant un développement limité au voisinage de 6 = 0, on obtient

E :(af—ﬁﬂo)“ze — bf(i))J (4.28)
= E :<6Z9[1 —(r—=358+)4 — bf((t) J + o(6)
= E -(eZ" —(r—=38+)0 — beK(t) J + 0(6).
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ol la derniére égalité se justifie par le fait que
lim Ele? — 1| = 0. (4.29)
0—0

En effet, étant donné que |e% — 1| = €% — 1+ 2(1 — Zy)1 4,0, ot E(e%0) = 0 J(¢'=Dv(dy),

la limite (4.29) est déduite par convergence dominée.

Ainsi, en posant ((0) = beL(t) — 1, (4.27) devient

(r—0)0 = E(fs(Zy)) + 0(0), (4.30)

ou fp est la fonction définie par fp(z) = (e* — 1+ (r — 5 +70)8 — €(0))...

Ensuite, il est évident que

Fo(Zo) = f2(0) = Y [fo(Zs) = fo( Z:)).

0<s<0

Aussi (voir la Proposition 1.2.3, p. 34)

E 2{: [fb<22> _'jb(ZQ_)]

0<s<6

foZoty) — fe(Zs)]V(dy))

(r—6+7)0—C(0)+] v(dy))

(5 — 1), — (% — 1>+]v<dy>) T o(0)

fef

/ s [17 14 =540 - O
.\
/

Par conséquent, on a
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Fo(Z0) = ((r — 6+ 30)0 — C(0)5 +0 / (e — 1), v(dy) + o(6).

Et (4.30) devient

(r— )0 = ((r — 5 +70)0 — C(6))s + 0 / (e — 1), 0(dy) + o(6).

ce qui est équivalent &

a0 = ((r—290+7)0—¢(0))4 +o(0). (4.31)

Enfin, sous la condition d* > 0, il est clair qu’a partir de (4.31), (r —d+ )8 — () > 0

pour # au voisinage de 0. D’o1,

4.5.2 La vitesse de convergence du prix critique

Théoréme 4.5.2. Sous la condition d* > 0,

lim é(% —1)= /(6y — 1)-v(dy),

avec § =T —t.

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que d’aprés la Remarque 4.3.1, on a

T-t
0< P(t, SL’) — Pe(t, x) < rKE (/ 1{S§§b(t+s)}ds> s (4.32)
0

pour tout (t,z) € [0,7] x R. En effet, il est facile de voir que
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Ensuite, comme x +— P(t,z) est convexe, on a

P(t,b°(t)) — Pe(t,b°(t)) = P(t,x) — (K —b°(t)) (4.33)
> P(t,b(t)) + (b°(8) = b(8)0; P(2,b(t)) — (K = b°(t))
= (b°(t) = b(1))(9; P(£,b(1)) + 1).

Avec, sous la condition dt > 0, I'inégalité (3.15) (page 82) montre qu’il existe une

constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que

O P(t,b(t)+1>C > 0.

Ainsi, en combinant (4.32) et (4.33), on obtient

. rk =t
0< b ()~ bt) < B ( /0 g <b(t+8)}ds) .

Par conséquent, pour conclure le théoréme, il suffit de montrer que

) 1 T—t
o ( /O 1{SSe<t’Sb(t+s>}d8) =0 (4.34)

Posons § =T —t, ((0) = bei(t) — 1 et remarquons que

=t b b(t + s)
E (/0 l{SSe(f,)Sb(Hs)}ds) = /0 P ((r —0)s + X5 < In( b 1) )) ds.

Aussi, il est facile d’obtenir les inégalités suivantes
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() = (o)

be(t + s)
()
¢(0)+1

puisque ¢ > 0. Donc,

T—t 0
E (/0 1{526(t)gb(t+s)}d8) < /o P((r—29)s+ Xs <¢(0)—C(0—5))ds.

Maintenant, rappelons que d’aprés le Théoréme 4.5.1, on a

lim ¢(w) = /(ey —1)_v(dy),

u—0 U

i.e. pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout u €]0,7], on a

—e+ /(ey —1)_v(dy) < ¢(w) <e+ /(ey —1)_v(dy).

u

Ainsi, pour 6 €]0,n] et s €]0,6], on a

C0)— (0 —s)
o + / (e — 1) _v(dy)) — (6 — s)(—e + / (e — 1)_v(dy))

= s /(ey —1)_v(dy) + 20 — se

s /(ey —1)_v(dy) + 26¢.

IA

IA
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Donc, sachant que X, = y9s + Z,, on a

P((r—29)s+ X < (@) —C(0—5)) (4.36)
r—06+%)s + Zs <s/( 1)1/(dy)+26’5)

2 ((
= B (Zos—str—b a0 [ =1 v+ 20
P (Z,

< —sdt + 26¢)

ot la derniére égalité est obtenue en utilisant (4.26).

Conséquemment, pour £ < L= et 0 prés de zéro, (4.35) et (4.36) impliquent que

T—t
K ( /0 1{S§e“><b(t+s>}d5)

0
/ P (ZS < —sdt + 295) ds
0

IN

46e 0

d+

:/ ]P’(ng—sd++29€ ds—l—/ IP’Zg—sd++2¢96)ds

0
40¢ n o P Zg < 295
dt 46¢ s = S

d+
40e o Z, d
ki S
d++/4fasp(s_ Q)ds
dt
40¢ +
d+

0 1z
—+/ P(—Sg—d—)ds.
0 5 2

Enfin, a partir de la Remarque 1.2.5 (page 36), lim,_,o 2= = 0 en probabilité. Donc,

Z, +
limP (— < —%) = 0.

s—0 S

+

IN

IN

IN

Ceci montre la limite (4.34) et achéve la démonstration. O
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4.6 Le cas du processus de Lévy a variation infinie

Nous considérons dans cette partie un processus de Lévy X a variation infinie de triplet
caractéristique (02,7, v). Rappelons que d’aprés la décomposition de Lévy-Tto, X s’écrit

de la facon suivante

. |AX[>1
X, :/ / xJx(ds x dx) =: Z AXj,
0 Jlz[>1 0<s<t
X? = lim X¢,
e—0
e<|AX|<1
X¢ :/ wlx(ds x dv) = Y = AX, —t/ yv(dy),
8S|1"<1 0<s<t 5S|y‘<1

Rappelons aussi que les termes de la décomposition (4.37) sont indépendants et que X
converge p.s. vers X°.

Maintenant, montrons le résultat suivant sur les processus de Lévy a variation infinie.

Lemme 4.6.1. Pour tout processus de Lévy a variation infinie X on a

limE {(é) } = 0.
t—0 t n

Démonstration. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (02,7, v) a varia-

tion infinie i.e.

o>0 ou / lylv(dy) = oc.
lyl<1

Tout d’abord, notons qu’en utilisant la décomposition (4.37), on a

(Xi)+

v

(vt + 0By + X; + Xto)]'{'yt—&—UBt—l-X?ZO}l{XtZO}
> (Pyt + UBt + Xto)1{'yt+UBt+)~(tDZO}1{Xt=U}'
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Alors, en utilisant I'indépendance de B, X et X©,

puisque X est un processus de Poisson composé dont le processus de Poisson associé est

d’intensité v(|z| > 1).

Remarquons aussi que

7 — )|
+ +

Ainsi, pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que

E >E

t—0

<_03t - X ) ] e (1.35)

Pour ceci, nous distinguons deux cas possibles
«Sioc>0:

Rappelons que B et X0 sont indépendants et que E(X?) = 0. En conditionnant par

rapport a B et en utilisant 'inégalité de Jensen, nous obtenons
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[V
=
r 1
N
Q
Sy
I+
=t
_:jc
ISy
~_—
N~
P

ou G est une variable gaussienne centrée réduite. On déduit alors que (4.38) est vérifice.

Sioc=0et f‘y|<1 ly|lv(dy) = oo :

Notons que X? = X7 + (X2 — X7). Alors, en utilisant I'indépendance de X7 et X — X¢,

oI a

on C, =: f6<‘y|<1 yv(dy) et X¢ est le processus de Lévy défini par

e<|AX|<1

Xi= > AX,

0<s<t
dont la mesure de Lévy est v, =: vl ).

Posons maintenant ¢;(z) = (z — tC.) et notons que

ge(X7) — g:(0) = Z [9:(X5) — ge(X5-)]-

0<s<t
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Aussi, en faisant un développement limité au voisinage de t = 0, on a (voir la Proposi-

tion 1.2.3)

E Z[gt<xs>—gt<X§>J] = | [ s [ln(xz ) - a(xlan)

- s[f s 106 4y =16, - (6~ 10 (i)

= B[ [ as [ 1040 - 0 vlan)]| +oto)
— / (@) ol

On en déduit alors que
BIOGT 102 = ¢t [ antan)] + o0

Et d’aprés (4.39), on a

— > limsup —(C. v(d o(1
(t)] > s —(Co) [ () () + o)

— v(d +v(d o(1
L|<1y<y>+4|<l<y> (dy) + o(1)

= 00,

Vv

puisque f‘y|<1(y)+u(dy) = 00 ou f‘yldyy(dy) = —00, comme f0<‘y|<1 |z|v(dy) = oo et
lyl =2()+ —v. 0

Théoréme 4.6.1. Soit X un processus de Lévy a vartation infinie. Sous la condition
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dt>0o0na

K
lim

1
A G — Y=o

o =T —t.

Démonstration. Supposons que d* > 0 et reprenons la notation ((f) = bei(t) — 1. D’apreés

le Lemme 4.5.1, il est clair que

~ E [(e’" WX 1 —¢(6)), ] +ol0)

> E[((r—6)0+ Xy —¢(0)).] +o(0)

> E[((r—96)0+ Xo), —C(8)] +0(0)
E

[ Xg J —((8) +0(0).

oi X est le processus de Lévy de triplet caractéristique (02,7 — § + ~, v). Ainsi,

¢(0) X
=L >E||[ = — d.
g = 0 T+
+
On conclut alors via le Lemme 4.6.1 et le fait que b€ > b. n
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Chapitre 5

Méthodes numériques pour le calcul

des options Américaines

5.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre deux méthodes différentes pour calculer le prix d’une
option américaine, une probabiliste et une analytique. La méthode probabiliste, celle de
I’arbre multinomial, consiste & approcher le processus de Markov par une chaine de Markov
et a calculer le prix de 'option via la programmation dynamique. La méthode analytique
consiste a résoudre par différence finie I'inéquation variationnelle vérifiée par le prix de
I'option ameéricaine (voir Théoréme 2.3.1).

On va commencer ce chapitre par présenter les modéles exponentiels de Lévy les plus
utilisés en pratique. Ensuite, on va décrire d’une fagon détaillée la méthode de I'arbre
multinomial selon Maller et al. [44]. Nous verrons que la convergence de cette méthode
peut étre trés lente, notamment dans le cas des modéles dont la mesure de Lévy associée a
une singularité importante au voisinage de zéro. Ainsi, dans le cas du modéle CGMY, nous
implémentons une amélioration consistant a remplacer les petits sauts par un mouvement
brownien. Nous améliorons aussi la vitesse de convergence dans les modéles ou la densité

des probabilités de transition est connue (les modeéles VG et NIG). Aprés, nous présentons
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une méthode de différences finies, basée sur les articles de Forsyth et al. [25] et [26]. Enfin,

nous exposons quelques résultats numériques et nous comparons les deux approches.

5.2 Exemples des modéles exponentiel de Lévy

En principe, un processus de Lévy peut avoir simultanément une composante de diffu-
sion non nulle ¢ > 0 et des sauts d’activité infinie. Cependant, les petits sauts créent
un comportement similaire a une diffusion et sont donc redondants avec la composante
brownienne, du point de vue de la modélisation de la dynamique des prix. En particulier,
un tel modéle serait difficile & calibrer [18].

Par conséquent, on distingue deux type de modéles exponentiels de Lévy considérés dans
la littérature. Le premier type, concerne des modéles de diffusion avec sauts ot on com-
bine une partie de diffusion non nulle ¢ > 0 avec un processus de sauts d’activité finie.
Une trajectoire typique d’un tel processus est représentée sur la Figure 5.1. Le processus
évolue principalement comme une diffusion, tandis que les discontinuités modélisent de
grands mouvements inattendus et relativement rares dans les prix.

La seconde catégorie de modéles, ce sont des processus sans terme de diffusion. Dans ce
cas, les petits sauts fréquents sont nécessaires pour générer des trajectoires réalistes : on
parle alors de modéles de sauts purs d’activité infinie. La Figure 5.2 montre un exemple de
trajectoire d’un tel processus. Ici, I’évolution se passe par des sauts qui arrivent constam-
ment : il y a une infinité de sauts dans chaque intervalle de temps. Différents modéles
de Lévy exponentiels proposés dans la littérature pour la modélisation financiére corres-
pondent aux différents choix de la mesure de Lévy v. Dans cette section, nous résumons

quelques propriétés des modéles les plus fréquemment utilisés.

5.2.1 Les modéles de diffusion avec sauts

Dans ces modéles, la mesure de Lévy v est finie et le processus de Lévy peut s’écrire

comme un mouvement Brownien avec dérive plus un processus de Poisson composé
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0.5 o

I L I{]"_ L

|
\ Mh'ﬂ‘u W

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 5.1 — Une trajectoire typique d’un processus de diffusion avec sauts (mouvement
Brownien + un processus de Poisson composé)

Ny
X =9t+0B+ Y Vi,
=1

ou o > 0, N; un processus de Poisson d’intensité A = v(R) et les Y; sont des variables

aléatoires (représentant la taille des sauts) iid qui suivent la loi vo(dz) =: Jv(dx).

. Modéle de Merton
Le modéle de Merton [47| est le premier modéle de ce type proposé dans la littéra-

ture. Les sauts du logarithme du sous-jacent dans ce modéle suivent une loi gaussienne,

Vi~ N (11,6
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FIGURE 5.2 — Trajectoire typique d’un processus de sauts purs

vo(dx) = dx

La densité de probabilité des marginales de X; peut étre représentée sous forme d’une

série

r—yt—ku)?
< (M)Ferp (o)

r) =e M
Pi() kZ:; E'\/2m (0%t + k6?)

ou A =: V(R) est 'intensité des sauts.

Les prix des options européennes dans le modeéle de Merton admettent une représentation

en série ou chaque terme fait intervenir la formule de Black-Scholes
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rx~ €MD) g §2/2
Pirovion(So, K, Tyo,r) =e " Z—'er” Pg(See™ 2 K. T, 0y, 1)

n:
n=0

avec =1 — N2 = 1)+ np/T, et 0, =+/0?+nd?/T.

. Modéle double-exponentiel
Dans ce modéle proposé par Kou [35], les sauts ont une distribution exponentielle asymé-

trique

v(dz) = pAhie ™M Lm0 + (1 — p)AA_e 1, g do,

ot A est l'intensité des sauts, les parameétres A\_ et A, controlent, respectivement, la
décroissance des queues de distribution des sauts négatifs et positifs et p est la probabilité
d’un saut positif.

Dans ce modéle il est également possible d’écrire les prix de certains produits sous forme
d’une série (voir [35] et [36]), mais celle-ci se préte mal au calcul numérique. En effet, la
convergence est lente et son implémentation demande des procédures spéciales de calcul

de trés haute précision.

5.2.2 Les modéles de sauts purs d’activité infinie

Dans ses modéles, il n’y a pas de terme Brownien (o = 0) et la mesure de Lévy est infinie.
. Modéle Variance Gamma (VG) Le processus variance gamma introduit en finance
par Madan et al. (voir [41] et [42]), est un processus purement discontinu d’activité infinie
et & variation finie. Ce processus peut étre construit par subordination, c-a-d en changeant
le temps d’un mouvement Bronien (de variance o) avec dérive (f) par un subordinateur
(processus de Lévy a accroissements positifs). Le subordinateur choisi ici est le processus

0-stable tempéré gamma de variance k. La mesure de Lévy du processus variance gamma
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est donnée par

1 Az—B|z| RV 62 + 20'2/%
I/( ) = me avec A= ; et B= T’ (51)
La densité de probabilité des marginales de ce processus est donnée par
() = Clal e Ko (Blal) SR S U0 R P
x) = Clz|=" z2e x|) avec =—/ - | ———— .
b ﬁ_% O‘F(%)[{% ™ K ’

ou K est la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce (voir [1], §9.6 : "Modified Bessel

Functions I and K.").

. Modéle Normal Inverse Gaussian (NIG) Les processus NG sont introduits dans la
modélisation financiére par Barndorff-Nielsen (voir [5] et [6] et Rydberg [58]). Les proces-
sus NIG présentent un autre exemple de processus de Lévy construit par subordination
dont le subordinateur est le processus %—stable tempéré inverse (Gaussien de variance k.

Sa mesure de Lévy est donnée par

C
v(z) = |I—|6AIK1(B|x]), (5.3)
6 7 1 207 O+
avec A= —, B:——i_a//‘i et C=—-———

o o? wo/KE

La densité de probabilité des marginales de ce processus est donnée par

K, <B,/x2+ t2;’2> -
— Az = i i _6 i
pi(x) = Ce avec C = —ex + —, (5.4)
/2 4 20 T ko? K2

Au lieu de procéder par subordination, une autre facon de construire des processus de
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Lévy est de spécifier directement la densité de la mesure de Lévy. L’exemple le plus connu

dans cette catégorie est celui des processus stables tempérés.

. Modéle de CGMY Les processus stables tempérés sont introduits par Koponen [34]
et ils sont utilisés dans la modélisation financiére par plusieurs auteurs, on cite notam-
ment Carr et al. [16] qui étudie un modéle basé sur un cas particulier de processus stable
tempéré, appelé CGMY ot ses quatre lettres, qui font référence aux initiales des quatre
auteurs, présentent les quatre paramétres du modeéle. La mesure de Lévy dans celui-ci est

donnée par

C

V(@) = L

—G|x —M|x
€ | |1z<0 + € | |]-a:>0~

||+

Une troisiéme approche de la construction d’un processus de Lévy consiste & spécifier la
densité de probabilité de ses accroissements a une échelle donnée du temps, en choisissant
une loi infiniment divisible quelconque. Un exemple des processus ainsi obtenus est donné
par les modéles hyperboliques généralisés étudiés dans [19], [56], [20] et [21]. La mesure de
Lévy dans ces modéles est connue mais elle a une forme assez compliquée faisant intervenir

des intégrales des fonctions spéciales.

5.3 La méthode de ’arbre multinomial

5.3.1 Préliminaire

On considere (X):eo,7] un processus de Lévy dans un espace de probabilité filtré
(Q, F, (Fi)iepo,n, Po) dont (Fi)icpor) est la filtration continue & droite engendrée par X.

On suppose que Fy contient tous les événement de probabilité nulle et que Fr = F.

Le processus de Lévy X est caractérisé par son triplet (02,7,v) et il peut s’écrire via la
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décomposition de Lévy-Itd de la facon suivante

¢
X, = ’yt—l—JBH—// zJx(dt,dz) (5.5)
0 Jlz|>1

+/Ot/|m|<lx(,fx(dt,da:) — dtv(da)),

oll B est un mouvement Brownien standard et Jx, appelée la mesure de Poisson composée,
est une mesure de comptage dans [0, 7] x R*. En particulier, pour [0,¢] x A C [0,T] x R*
tel que 0 € A,

/ot/AJX(dt’ dr) = Z liaxeay =: Ni(A).

0<s<t

La mesure de Lévy v(A), est 'espérance du nombre des sauts de taille AX dans A par

unité de temps

v(A) = E(N1(A)).

La mesure de Lévy v vérifie la condition [, 2* A lv(dz) < oo. On en déduit que pour tout

x > 0 (voir Remarque 1.2.1)

. 29— RT 29— o
gljlir(l)l‘ vi(z) = ili%ac v_(x) =0, (5.6)

ou 74 () = v([x,00)) et 7_(x) =: v([—o0, x)).
Le processus de Lévy X est un processus de Markov dont le générateur infinitésimal est

donné par

of

"L ) v @) 1 Br), 5.7)

Lf@) = 5

pour toute fonction f € CZ(R), ou
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Bsa) = [ o) (56a+) = 10 =y Z @)1 ) 55)

Dans le cadre d’un modéle exponentiel de Lévy, le sous-jacent (S;)icpo,r] est donné par

St — Soe(rfé)tJrXt’

our > 0,0 > 0sont le taux d’intérét et le taux de dividende respectivement. Le processus
de Lévy X est utilisé pour modélisé le log du prix d’un actif financier S. Ce qui suppose
Iexistence du moment exponentiel d’ordre 1. Dans ce cas, la représentation de Lévy-

Khinchin (1.11) donne (voir [59])

Ele™] = exp[ty(1)], (5.9)

avec,

2

o(u) = %uQ +y.u+ /(e“z — 1 —urly<)v(de), (5.10)

pour tout u € R. On rappelle que sous la probabilité risque neutre, le sous-jacent actualisé
est une martingale. On se place par la suite sous une probabilité risque neutre P équivalente

a Py sous laquelle on suppose que la condition ¢(1) = 0 est vérifiée.

5.3.2 Convergence du modéle & temps discret

On veut approcher le processus X par une suite de processus a temps discret X (n) qui
ont un nombre fini d’états en espace. Formellement, pour n € N, 'approximation X (n),

dans son espace de probabilité filtré (Q™, F*, F*, P"), s’écrit de la fagon suivante
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Xy(n) = Y Zu(n) — Zntla(n), (5.11)

pour tout ¢t € [0, 77, les (Z(n)) sont des copies iid de Z(n) et a(n) est une constante de
centrage. Z(n) est une variable aléatoire multinomiale, caractérisée par ses états

21(n), 22(n), ...2mm)(n), avec leurs probabilités respectives p1(n), pa(n), ...pmm)(n) et m(n)
le nombre des états. On suppose que m(n) est impaire et on pose ¢ = (m(n) — 1)/2 et

Ze+1 = 0 de sorte que les m(n) — 1 états restants soient différents de zéro.

Les conditions générales pour assurer la convergence du processus a temps discret X (n)
vers celui continue X sont données par le Théoréme 2.29 dans le quatriéme chapitre du

livre de Jacod et Shiryaev (1987).

Le vrai probleéme est de choisir les parameétres z;(n), p;j(n) et a(n) pour implémenter le

schéma d’une fagon simple et robuste.

Nous allons exposer dans la suite les choix faits par Maller et al. de ces paramétres. Pour
comprendre un peu la démarche, on va procéder par étapes. D’abord, nous allons trai-
ter le cas simple d’un processus de Poisson composé (processus de Lévy a activité finie)
avec dérive. Ensuite, nous montrons comment faire pour introduire un mouvement Brow-

nien au schéma. Enfin, on va traiter le cas général d’un processus de Lévy a activité infinie.

. Processus de Poisson composé avec dérive
Le processus de Poisson composé X avec dérive correspond a un processus de Lévy de tri-
plet caractéristique (0, ~,v), dont la mesure de Lévy v est finie. L’intensité A du processus

de Poisson associé et la loi vy des sauts sont déduits a partir de la mesure de Lévy

A =v(R), etvy(der) = %y(dx).

Dans ce cas X peut s’écrire, via (5.5), de la fagon suivante
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t
X, = ”yt—l—// xJx(dt,dx)
0 J{lz[>1}

x(Jx(dt, dr) — dtv(dz
+//M< (dt, d) — div(dz))
= ’Yt+ZAX 1AXS>1+// z(Jx(dt, dx) — dtv(dx))

0<s<t {lz[<1}
= Jt+ Y AX,,

0<s<t
ot § =7+ [, 2v(dz) puisque [, |z|v(dz) est finie.
Dans le schéma discret (5.11), il semble naturelle d’approcher les sauts du processus de
Poisson composé (Zogsgt AX,) par la somme des Zi(n). Plus précisément, pour n > 0,
soient (2j(n))1<j<m(n) une grille de R, et (I;(n))i<j<m(n) une suite d’intervalles disjoints
telle que z;(n) € I;(n). Notons M* = {1,2,...m(n)} et M = M*\ {q + 1} avec
m(n) =2q+ 1.

Les probabilités (p;(n));em+ sont déterminées de la maniére suivante

pi(n) = Tv(L(n),  VjeM
(5.12)

Pesi(n) = 1= 370 pi(n)

Le plus simple est de choisir une grille (2;(n)) e+ uniforme et des intervalles (1;(n)) je+

centrés en (z;(n))

zi(n) = (¢+1—7)A(n), VjeM* (5.13)
j(n) = (z(n) = A(n)/2,2j(n) + A(n) /2], VjeMT,

ot A(n) est le pas en espace. La Figure 5.3 montre un exemple de grille (z;(n))jem+ avec
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ses probabilités associées (p;(n))jem+ pour m = 5.

} pi- L v(1.5A2,2.5A7)

n
21 =20z p2- L, (0.5Az, 1.5Az)
n
= AZ
=0 } p3= 1 —p1—p2—ps—Dps
Z4 = -AZ
z5= -2z } pa-= ZV(-l.SAz, -0.5Az)
n

} ps- L (2502, -1.5A7)
n

FIGURE 5.3 — Exemple d’une grille uniforme et de ses probabilités associées pour m =5

Notons I(n) = ( e (n)) \ L,1(n) ot I (n) = (—A(n)/2, An)/2].

Via le Théoréme 2.29 dans Jacod et Shiryaev (1987), Maller et al. montrent la convergence
en loi du processus Y;(n) =: Zgi]l Zx(n) vers (3 g< <y AX) sila grille (2;(n))o<j<m(n) est
telle que

lim ¢A(n) = ocoet lim A(n) = 0. (5.14)

n—o0 n—o0

Ainsi, pour tout ensemble A Borélien de R, on a

lim v(ANI(n)) =v(A). (5.15)

n—oo

On peut montrer autrement ce résultat, on montrant que le générateur infinitésimal L™

associé au terme discret converge vers L.

Proposition 5.3.1. Sous les conditions (5.14) et (5.15), L™ converge vers L.
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Démonstration. Rappelons que d’aprés (5.7), pour tout f € CZ(R), le générateur infinité-

simal associé au processus de Poisson composé est donné par

LXf(z) = / ((x+y) — () v(dy),

Le générateur infinitésimal L™ associé a Y (n) est défini par

Df@) = LEGVadn) +0) - f)

pour tout f € CZ(R), o At = L (le pas de temps). Alors, en utilisant (5.12) et (5.14), on

L"f(zx) = %E(f(z(n)m)—f(x))
o () + ) — Fe)) Sy ()
- Z(f( (n) + ) — F(@))w(L;(n))
- / Z (F(25(n) +2) = F(2))L 1,0 (9 (dy).
Posons o = 3777 (£ (23(m)+2)—F (@)1 Vi (5.15), W est clair que lim, oo 00 (1) =

f(y+z)— f(x) pour tout y € R. On conclut la proposition par le théoréme de convergence

dominée puisque v est finie. O

Le role principal de la suite a(n) dans ce cas, est de reproduire le terme de dérive 4. D’ou

la condition
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lim a(n) = —y + /{ Y zv(de) = —7. (5.16)

n—oo

Un choix tout a fait logique est celui de prendre

n
a(n) = —y+ ?E(X(n)]-ﬂX(n)\gl})

On peut vérifier facilement que lim,_,o ZE(X (n)1xm)<1y) = f{|x\§1} zv(dz) en argu-
mentant de la méme facon que dans la démonstration de la Proposition 5.3.1.
On verra plus tard dans la section suivante, que dans le cas général ou il y a une infinité

de petits sauts, a(n) peut étre utilisé pour compenser cette derniére.

. Processus de Lévy de sauts pur a activité infinie
Le processus de Lévy de sauts pur a activité infinie X est un processus de Lévy dont le
coeflicient de la diffusion o est nul et la mesure de Lévy v est infinie. X s’écrit via (5.5)

de la facon suivante

t t
X, = vt—l—/ / :BJX(dt,dx)+/ / x(Jx(dt,dz) — dtv(dx)).
0 Jz|>1 0 Jiz|<1

Dans ce cas, Maller et al. choisissent d’ignorer les petits sauts, et de se retrouver a nouveau
dans le cas d’un processus de Poisson composé avec dérive. Pour assurer la convergence,

les auteurs imposent la condition suivante

lim v/nA(n) > 0. (5.17)

n—o0

Aussi, ils ajoutent un terme b(n) & a(n) dans la forme du processus a temps discret X (n)

pour compenser les petits sauts a condition que
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b(n) = o(—). (5.18)

Nous utilisons la notation " = " pour la convergence en loi des processus stochastique

cadlag dans un intervalle fini.

Théoréme 5.3.1. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (0,7, v). Suppo-
sons que les conditions (5.14), (5.15) et (5.17) sont vérifiées. Alors,

Xf(n) = Xt,
ot Xi(n) est défini dans (5.11) avec

a(n) = =7 + ZEX (W) x ) + b(n).

pour une suite b(n) vérifiant (5.18).

La démonstration de ce théoréme est basée sur le Théoréme 2.29 dans Jacod et Shiryaev

(1987) (voir Maller et al [44]).

. Introduction du terme Brownien

Le Théoréme 5.3.1 est vérifié pour un processus de Lévy sans le terme Brownien (o = 0).
Il y a plusieurs facons pour introduire ce dernier dans le schéma qui se basent sur le fait
que la partie diffusion dans un processus de Lévy est indépendante de celle des sauts
(voir Amin (1993), Kéllezi et Webber (2004)). Ainsi, une approximation binomial peut
étre envisagée. En fait, supposons que o > 0, et considérons Y (n) la variable aléatoire qui
prend les valeurs :I:a\/% avec la probabilité 1/2 chacune. Alors, pour (Y;(n)),; une suite

des copies iid de Y (n), il est connu que
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Enfin, il suffit de prendre dans ce cas X (n) définie par

[nt]

Xo(n) = 3 Viln) + Ze(n) — ~{ntla(n),

pour tout t € [0,7] ou les (Yi(n))x et (Zx(n)) sont respectivement des copie iid de Y'(n)
et Z(n).

5.3.3 Le modéle multinomial

Comme on a déja signalé auparavant, ’approximation a temps discret du processus de
Lévy est étudiée dans la section précédente pour introduire un modéle multinomial qui

approche le modéle exponentiel de Lévy dont le sous-jacent (S¢):cjo,r) est donné par

Sy = Spelr—ot+Xe, (5.19)

ot X est un processus de Lévy général de triplet caractéristique (02,7, v/).

Sous les conditions du Théoréme 5.3.1, S est approché par S(n) défini par

Sy(n) = SpeZhmr Ze(m = [ntlalw) (5.20)

ou (Zg(n))x est une suite de variables aléatoire iid, et a(n) est donné par

a(n) = —(r = §+7) + ZE(X (n)Lxj<ny) + b(n).

Pour plus de précisions sur ses parameétres, voir la section 5.3.2.

Le processus a temps discret S(n) présente le sous-jacent dans le modéle multinomial
proposé par Maller et al.

Le modéle multinomial généralise le modéle binomial CRR. En fait, & chaque instant ¢;,

le sous-jacent & 1’état z; en espace, prend un parmi m états a l'instant suivant ¢, ;. Le
J J +
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modéle binomial, est le cas particulier ot m = 2. Généralement, m est choisi en fonction
des parameétres du sous-jacent, en particulier la mesure de Lévy associée. La figure 5.4
présente des exemples d’arbres multinomiaux pour quelques valeurs de m, le nombre de
pas en espace et n le nombre de pas de temps (le cas m = 2 illustre ’arbre binomial).
Enfin, le modéle multinomial dépend de plusieurs paramétres, le nombre de pas de temps
n, le nombre des états en espace (nombre des nceuds dans le dessin), le temps de maturité
T, les valeurs du sous-jacent a chaque nceud (les z;(n)), et les probabilités de passage d’'un
neeud a un autre (les (p;(n));).

A I'image de I’arbre binomial, tout est fait pour que I’arbre multinomial soit recombinant
(un arbre est dit recombinant si le nombre de noeuds dans chaque tranche croit linéai-
rement avec temps comme sur la figure 5.4). Cette propriété réduit significativement le
nombre de noecuds dans ’arbre, donc le nombre de calculs, comme le montre la figure 5.5.

Pour un arbre m(n)-nomial, le nombre final de nceuds est (m(n) — 1)n + 1.

FIGURE 5.4 — Exemple d’arbres multinomiaux

Une fois les paramétres du modéle multinomial déterminés, le calcul des prix des options
se fait exactement de la méme facon que dans le modéle binomial.
A la derniére tranche de I'arbre (les (m — 1)n + 1 derniers nceuds), la valeur de option

est calculée par max(Sy — K,0) pour un call, et maz(K — Sz,0) pour un put. L’option
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européenne se calcule en fonction de la valeur de celle-ci f; ; a chaque neeud (i, j), ot f;
est l'espérance actualisé des m possibles valeurs de l'option a l'instant suivante ¢,,;. Le
calcule de l'option américaine se fait par programmation dynamique(voir Algorithme 1,
148).

Dans la section suivante on va préciser les paramétres du modéle multinomial et montrer

comment I'implémenter.

Arbre non-recombinant Arbre recombinant

FIGURE 5.5 — Arbre recombinant et non-recombinant pour m =4 et n = 2

5.3.4 Le schéma de discrétisation

On se place toujours dans un modéle exponentiel de Lévy dont le sous-jacent est décrit
en (5.19) et le processus de Lévy associé est de triplet caractéristique (o2, v, v).
Ce modéle est approché par le modéle multinomial dont le sous-jacent Si(n) a temps

discret est donné par

nt)

Si(n) = SoeZhss Yelw)+2u(m) = ntla(n), (5.21)

146



5.3. LA METHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

ol

. Les suites (Yi(n))r et (Zr(n))x sont respectivement des copies iid de Y (n) et Z(n). La

variable Y (n) présente le terme Brownien, elle prend deux valeur ia\/% avec la pro-
babilité 1/2 chacune. Et Z(n) le terme de sauts purs (les petits sauts étant compensés
par a(n)) qui prend m(n) valeur (z;(n))jem+ avec (p;(n));em+ leurs probabilités cor-
respondantes. Les (z;(n))jem+ et les (p;(n));em+ sont définis par (5.12) et (5.13). Pour
garder une grille uniforme et engendrer un arbre multinomial recombinant par la suite, la

condition suivante s’impose

A(n) = o/ =, (5.22)

qui se marie bien avec la condition de convergence (5.17). Sous cette condition, il est clair

que la nouvelle grille (Z;(n)); est composée de m + 2 éléments et elle est définie par

Z1(n) = z1(n) — A(n)
Zjr1(n) = z(n), Vje M* (5.23)

Zmi2(n) = zm(n) + A(n)

\

Et les probabilités associées sont données par

pi(n) = %pl (n)

Pi1(n) = 35(pj-1(n) + pjra(n),  VjeM* (5.24)

\ I_9m+2<n) = %pm<n)

. La suite a(n) est donnée par
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a(n) = —(r = 6 +7) + ZE(X ()1 xmy<ny) + b(n),

ol

E(X(n)Lyxemi<n) = D BTz <
JEMT

et b(n) = o(1/n) a préciser en fonction du modéle.
Rappelons que sous la probabilité risque neutre P on a ¢(1) = 0 ou ¢ est I'exposant
caractéristique du processus de Lévy donné par (5.10). Ce qui se traduit par la condition

suivante sur la dérive vy

T T /(em — 1 —2lp<)v(de). (5.25)

L’Algorithme 1 donne une idée sur I'implémentation de cette méthode pour une option

ameéricaine.

Algorithm 1 Option américaine via I’arbre multinomial

- Déterminer les paramétres de 'arbre en fonction du modéle

- Stocker les (Z;)jeam+ et les (D;)jen+

- Calculer les (Snj)i<j<(m—1)n+1 €t les (fnj)i<j<m—1nt1 avec fn; = max(K — Sy ;,0)
- Calculer la valeur de 'option f; ; a chaque nceud par

m
> Difigin)
h=1

318

fi,j = max(K - S@j, e_r

- fo,0 est 'option américaine a la maturité T’

Remarque 5.3.1. Pour les modéles de Lévy vérifiant o # 0, Maller et al choisissent
toujours A(n) = a\/%. Dans le cas contraire (le modeéle est 4 activité infinie) ils proposent

de remplacer o par la variance des petits sauts (fjl 22v(dx))z.
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5.4 Les améliorations apportées

5.4.1 La densité de la probabilité de transition est connue

Pour les modéle exponentiel de Lévy dont la densité des probabilité des transitions du
sous-jacent est connue, une idée simple est de remplacer les probabilités des transitions

par les vrais

ﬁj:P(X% € 1) Vie M™T.

Ce changement apportera une amélioration trés significative sur la rapidité de conver-
gence de I'algorithme. On verra plus en détail I'impact de ce changement sur les résultats

numériques associés aux modéles VG et NIG dans la derniére section de ce chapitre.

5.4.2 Le modéle de CGMY

Le fait d’ignorer les petits sauts proposé par Maller et al. n’est pas génant quand la singu-
larité de la mesure de Lévy n’est pas importante. Dans le modéle CGMY,, cette singularité
peut étre trés significative en fonction du paramétre Y du modéle. Nous proposons dans

ce cas de remplacer les petits sauts par un mouvement Brownien approprié.

Rappelons que le processus de Lévy X de triplet caractéristiques (o2,~,v) s’écrit de la

fagon suivante

t
X, = vt—i—JBt—l—// xJx(dt, dz)
0 Jijz>1

n /0 t /0<Ix<1x(JX(dt,dx)—dtu(dx)).

Selon Asmussen et Rosinski 3] X peut étre approché par le processus X< défini par
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t
X; = v(€)t+aBt+a(e)Wt+// xJx (dt,dz)
0 J|z|>1

i /ot /5S|z|<1 Ul ) = divide))

pour un certain € > 0 pres de zéro ot W est un mouvement Brownien indépendant de B,

o = / y*v(dy)

—&

est choisi pour conserver la variance totale de X

Var(X®) = Var(X),

et y(¢) est déterminé pour que le processus eX" reste une martingale

v(E) = ————= — /| N (" =1 —aly<)v(dx).

Le triplet caractéristique du processus de Lévy X¢ est donc (02 + 02(e), v(€), V1 z>c ).

En utilisant la version approchée X¢ de X, on se place dans un modéle de diffusion avec
sauts ot 'application de la méthode de I'arbre multinomial ne pose aucune difficulté.

Nous discutons les résultats numériques dans la derniére section de ce chapitre.

5.5 La méthode de différences finies

Rappelons que le prix de 'option américaine (européenne) est la solution d’une inéquation
variationnelle (voir Théoréme 2.3.1). Dans cette section on va s’intéresser a la résolution

numérique par différences finies du probléme & frontiére libre suivant
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(O +L—r)u=0, 0,T) x C
u(t, s) = o(s), (t,s)€[0,T) x A (5.26)

uw(T, s) = p(s), seC,

ot C' est la région de continuation, A est la région d’arrét, ¢ est le payoff et L est le

générateur infinitésimal défini par

Lf(s) = 5 @(s)%—s(r—é)%(s)%—lgﬂs), (5.27)

avec,

B1(5) = [ vt (10se%) = 166) = st = 139

pour toute fonction f € CZ(R).

Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette approche, on cite notamment Voltchkova [61]
et Forsyth et al. (voir [25] et [26]). Voltchkova [61] commence par remplacer les petits
sauts par un mouvement Brownien pour se débarrasser d’une éventuelle singularité de
la mesure de Lévy au voisinage de zéro. Ainsi elle se place dans un modéle de diffusion
avec sauts. Ensuite, elle développe un schéma implicite pour la partie différentielle et
explicite pour la partie intégrale. Forsyth et al. (voir [25] et [26]) proposent un schéma
complétement implicite basé sur des interpolations pour le terme intégrale. Généralement,
les interpolations donnent une forme plus lisse de la solution, comme le montrent les figures
5.6 et 5.7. On voit que la solution est plus lisse sur la Figure 5.6 au voisinage du prix
critique, ce qui ne rend pas compte de I'absence du smooth-fit dans ce cas (r — [(e* —

1) v(dz) > 0, voir Théoréme 3.2.3).
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Le modéle K r 1) T

CGMY : C=1.0, G=1.4, M=2.5 100 0.1 0.0 1

=1
a8

-
3
I [ N A Y T [ A A

T T T T T T
o &0 100 150 200 250

FIGURE 5.6 — L’option américaine calculer par difference finie avec des interpolations

Dans les deux sections suivantes nous présentons la méthode de Forsyth et al. sans les

interpolations pour le modéle de Merton et celui de CGMY.

5.5.1 Modéle de Merton

Dans le modéle de Merton, la mesure de Lévy est finie (voir Section 5.2.1). Le générateur

infinitésimal peut s’écrire dans ce cas de la fagon suivante

Lf(s) = —2(5)+5(7’—5—K)af /f (se¥ v (dy),
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FIGURE 5.7 — L’option américaine calculer par difference finie sans les interpolations

Ainsi, I’équation integro-différentielle dans (5.26) s’écrit comme suite

2
s’o

O+ ——

O2u+s(r—0 — K)Osu — (r + Nu + /u(t, se?)v(dy) = 0. (5.28)

Pour discrétiser la partie intégrale, on va procéder de la maniére suivante. Soit d’abord

[By, By] un support tronqué de la mesure de Lévy, alors

By

I(s) = / ult, se¥)v(dy) ~ / ult, se¥)w(dy).

By

Ensuite, considérons une grille uniforme ($i)—%+1gigg de [B,, By et (Si)_gﬂgigg

que s; = € pour ¢ = —% +1,..., % Alors,
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%
Iz M S
£
=
Q)
8
+
S
B
&

olt x; = jox, u; = u(t,s;), et

$]'+%
v = / v(dy).

Notons que Uy, ; pour j>0et u_x,; pour j < 0 peuvent étre approchés d’une facon

asymptotique par la condition limite a droite et celle & gauche respective.

En utilisant une approximation de différences finies implicite pour le terme différentiel,

I’équation discréte est donnée par

N
2

w4 (i 4 B = A= )AL = At — Ataa ) =uf + At Y A,
. N
]:_7+1

(5.29)

ol les «; et les (§; dépendent de I'approximation utilisée pour la dérivée et la dérivée

seconde. Une approximation centrée pour la dérivée premiére conduit a
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O{. pr— -
i,centre ($i — Si—1)(Si1 — Si1) Sit1 — Si—1
; B o?s? i (r— 06— K)s;
i,centre (Si—i-l _ Si)(si—i-l — Si—l) Si+1 — Si—1

Cependant, si @ centre OU B centre €5t négatif, des oscillations apparaissent sur la solution.
Pour se débarrasser de celle-ci, soit on décentre la dérivée a droite ou bien & gauche, ce

qui correspond au choix suivant

0'282
a< . pu—
i,droite ( — 5 1)(514-1 _ Si—l)
o252 r—0—K)S,
ﬁi,droite = - T ( ) Z’
(Si41 — 8i)(Siv1 — Si-1) Sitl 7 Si-1
ou,
o?s? (r =0 —r)si
&.’ h pu— -
i,gauche (Sz — 8i1)(Siy1 — 51»_1) Si+1 — Si—1
; o?s?
; he — :
i,gauche (Si-i-l _ Si)(si-i-l — S¢_1)

5.5.2 Modéle de CGMY

Dans ce modéle, Forsyth et al. utilisent la méme discrétisation que dans le modéle de
Merton pour la partie différentielle. Cependant, la partie intégrale change en fonction de

la singularité de la mesure de Lévy v. Rappelons que v s’écrit de la fagon suivante

c ¢
v(z) = |$|1+Ye G100 + |$|1+Y6 Mlzly 2o.

ot C >0,G>0,M>0etY < 2sont les quatre paramétres du modéle. On distingue

alors deux cas possibles
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SiY < 0: v est une mesure finie et la discrétisation du terme intégral pour le modéle de

Merton reste toujours valable.

SiY € [0,2] : Dans ce cas, Forsyth et al. donnent la discrétisation suivante en utilisant la

formule de Taylor (voir [26])

Q

1) = [via ( tw%—uw@—ﬁwy—wggﬁ) (5.30)
/

%

|
VA

[N}
Q

[}
I

|
N
(V)
(S))
I

|
>
I
+

|
|
[z MN‘Z

=
V2]
A
=1
8
<

avec,
)
1 et d i . Az <1
B[R ) s owee (ol3 <ol < 1)
LA
v(w;) = f;j@ v(dy); si xe{z|By<z<loul<uz<DB;}
0; sioz€{r] -4 <z <4

min(2—6,3—Y)

L’erreur dans I'approximation (5.30) est de l'ordre de O(Ax) pour tout € > 0

(voir |26]).
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5.6 Reésultats numériques

Dans tous nos calculs, nous supposons qu’il n’y a pas de dividendes (6 = 0), et que le prix
initial du sous-jacent Sy = 100. Nous utilisons les notations suivantes

AMA : L’arbre multinomial amélioré

MSS : L’arbre multinomial selon Maller et al.

DF : La méthode de différences finies

FFT : Calcule de la forme explicite de 'option par FFT (voir Madan et al. [41])

Pre : Calcule effectué en utilisant le logiciel Premia

E : Option européenne

A : Option américaine

N : Le nombre de pas de temps

M : Le nombre de branches initial pour I’arbre multinomial et le nombre de pas en espace

pour la différences finies.

5.6.1 Le modéle de Merton

Nous prenons pour nos calculs les parameétres donnés par le tableau suivant

Le modéle K r T

Merton : 0 = 0.2, 4 =0, 62 = 0.16, A = 0.1 100 In(1.1) 1

On constate numériquement que le choix N = M /2 dans I’arbre multinomial donne de
meilleurs résultats. Ceci est illustré par le Tableau 5.1. Dans le Tableau 5.2, en prenant
N = M /2 =100, on voit que les prix des options européennes par MSS sont pratiquement
égales a ceux obtenus par FT'T. On remarque aussi que les calculs deviennent trées lourds
pour N > 200 causés par le nombre important de branches.

Pour la méthode de différences finies, on voit dans le Tableau 5.3 qu’on a convergence

pour N =400 et M = 655. En utilisant ses choix, nous obtenons de bon résultats comme
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le montre le Tabteau 5.4. Le temps de calcul est comparable a celui de MSS pour N < 200,

mais il reste beaucoup plus raisonnable dans le cas contraire.

N M MSS

E AM
50 50 4.5922 5.5313
50 100 4.7541 5.6789
100 100 4.7285 2.6530
100 200 4.7622 5.6823
200 400 4.7626 5.6817

TABLE 5.1 — La méthode MSS en fonction de M et N

Le Strike K T =0.25 T=1
E-Pre E-MSS A-MSS E-Pre E-MSS A-MSS
90 0.6361 0.6267 0.6504 2.1240 2.1325 2.4448
95 1.5160 1.5135 1.6830 3.2517 3.2440 3.7922
100 3.1822 3.1700 3.3639 4.7600 4.7626 5.6823
105 5.7717 5.7698 6.2216 6.6716 6.6836 8.1741
110 9.2135 9.2002 10.1535 8.9893 8.9726 11.3426

TABLE 5.2 — Le put européen et américain sous le modéle de Merton par MSS (N = 100
et M = 200)
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N M DF

B AM
20 51 4.1402 5.0105
100 121 4.6562 5.4024
200 335 4.7661 5.6842
400 655 4.7619 5.6857
800 1125 4.7625 5.6861

TABLE 5.3 — La méthode DF en fonction de M et N

Le Strike K T =0.25 T=1
E-Pre E-DF A-DF E-Pre E-DF A-DF
90 0.6361 0.6217 0.6494 2.1240 2.1225 2.4508
95 1.5160 1.5193 1.6802 3.2517 3.2550 3.7885
100 3.1822 3.1901 3.3700 4.7600 4.7697 5.6874
105 5.7717 5.7772 6.2266 6.6716 6.6863 8.1814
110 9.2135 9.2173 10.1553 8.9893 8.9826 11.3461

TABLE 5.4 — Le put européen et américain sous le modeéle de Merton par DF (N = 400

et M = 655)
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5.6.2 Le modéle Variance Gamma

Dans le Tableau 5.5 nous comparons la méthode MSS avec celle améliorée AMA. Ainsi,

nous voyons que ’AMA converge beaucoup plus vite que la méthode MSS et elle donne

des résultats plus précis comme il le montre le Tableau 5.6.

Le modéle K r T
VG : 0=0.12, §=-0.14, k = 0.2 100 0.1 1
N M MSS AMA
E AM E A
50 50 1.8047 29174 1.8509 2.9823
50 100 1.8162 2.9259 1.8617 2.9929
100 100 1.8308 2.9694 1.8538 3.0003
100 200 1.8406 2.9899 1.8542 3.0036
200 400 1.8532 2.9982 1.8541 3.0039

TABLE 5.5 — Comparaison entre La méthode de MSS et celle AMA

Le Strike K T=0.25 T=1
E-FFT E-AMA A-AMA E-FFT E-AMA A-AMA
90 0.2304 0.2301 0.2660 0.5347 0.5340 0.7941
95 0.6218 0.6216 0.7276 1.0300 1.0283 1.5967
100 1.5708 1.5709 1.8829 1.8538 1.8542 3.0206
105 3.6925 3.6931 5 3.1277 3.1285 5.4387
110 7.5572 7.5575 10 4.9617 4.9626 10

TABLE 5.6 — Le put européen et américain sous le modéle Variance Gamma
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5.6.3 Le modéle Normal Inverse Gaussien

Dans le Tableau 5.7 nous comparons la méthode MSS avec celle améliorée AMA. Ainsi,
nous voyons que ’AMA converge beaucoup plus vite de celle MSS et elle donne des

résultats plus précis comme il le montre le Tableau 5.8.

Le modéle K r T
NIG : 0=0.12, §=-0.33, k = 0.16 100 In(1.1) 1
N M MSS AMA
E AM E A
50 50 2.6047 2.9174 3.0851 4.0017
50 100 2.9162 3.3259 3.2291 4.2866

100 100 3.0308 3.4694 3.2209 4.1808
100 200 3.1406 3.9899 3.2566 4.5168
200 400 3.2232 4.1982 3.2570 4.5181

TABLE 5.7 — Comparaison entre La méthode de MSS et celle AMA

Le Strike K T=0.25 T=1
E-Pre E-AMA A-AMA E-Pre E-AMA A-AMA
90 0.5874 0.5831 0.6503 1.3750 1.3544 1.8251
95 1.1668 1.1651 1.3042 2.1555 2.1563 2.9181
100 2.2851 2.2859 2.5954 3.2568 3.2566 4.5168
105 4.3781 4.3771 5.1568 4.7493 4.7485 6.7952
110 7.8500 7.8515 10 6.6925 6.6926 10.0459

TABLE 5.8 — Le put européen et américain sous le modéle Variance Gamma
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5.6.4 Le modéle CGMY

Nous prenons pour nos calculs les paramétres donnés par le tableau suivant

Le modéle K r T

CGMY : C = 0244, G = 0.0765, M = 100 In(1.1) | 1
7,5515, Y = 1.2945

Le Tableau 5.9, montre que le choix N = M /2 pour ’arbre multinomial donne de meilleurs
résultats. Ainsi, pour N = 100 nous obtenons des résultats satisfaisants comme il 'indique
le Tableau 5.10. On remarque aussi que les calculs deviennent trés lourds pour N > 200

causés par le nombre important de branches.

N M MSS

E AM
20 50 3.9122 4.5313
20 100 4.1541 5.0009

100 100 4.1285 4.9530
100 200 4.3422 5.0132
200 400 4.5572 5.1772
400 800 4.5592 5.1763

TABLE 5.9 — La méthode MSS en fonction de M et N

Pour la méthode de différences finies, on voit dans le Tableau 5.11 qu’on a convergence
pour N = 400 et 655. En utilisant ses choix, nous obtenons de bon résultats comme il le
montre le Tabteau 5.12. Le temps de calcul est comparable a celui dans le cas de MSS

pour N < 200, et mais il reste beaucoup plus raisonnable dans le cas contraire.
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5.6. RESULTATS NUMERIQUES

Le Strike K T =0.25 T=1
E-pre E-AMA A-AMA E-Pre E-AMA A-AMA
90 0.7670 0.7641 0.8210 2.5251 2.5207 3.0225
95 1.3669 1.3701 1.4756 3.3910 3.3997 4.1311
100 2.6127 2.6096 2.8729 4.5513 4.5572 5.1772
105 4.8688 4.8703 5.5579 6.0666 6.0285 7.8194
110 8.2101 8.2084 10 7.9832 7.9901 10.7811
TABLE 5.10 — Le put européen et américain sous le modéle de Merton par MSS
N M DF
E AM

50 51 3.8122 4.4357

100 121 4.2534 5.0109

200 335 4.3007 5.1002

400 655 4.4475 5.1379

800 1125 4.5527 5.1802

TABLE 5.11 — La méthode DF en fonction de M et N
Le Strike K T =0.25 T=1
E-Pre E-DF A-DF E-Pre E-DF A-DF

90 0.7670 0.7617 0.8188 2.5251 2.5194 3.1517
95 1.3669 1.3230 1.4701 3.3910 3.4043 4.1239
100 2.6127 2.6183 2.8692 4.5513 4.5527 5.1802
105 4.8688 4.8616 5.5612 6.0666 6.0734 7.8201
110 8.2101 8.2204 10 7.9832 7.9910 10.7901

TABLE 5.12 — Le put européen et américain sous le modéle de Merton par DF
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CHAPITRE 5. METHODES NUMERIQUES POUR LE CALCUL DES OPTIONS
AMERICAINES
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