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Introduction

Contenu de ce manuscrit

Cette thése est consacrée a I’étude des méthodes d’interpolation a noyaux
dans le cadre général des espaces vectoriels topologiques. Nous nous intéres-
sons plus particuliérement a la résolution de ce type de problemes lorsque
I'obtention d’une solution numérique n’est pas directement envisageable. Un
tel cas de figure apparait par exemple lorsque le nombre de données dont
I'interpolateur doit rendre compte est infini. Nous proposons une approche
spectrale permettant en pratique (sous certaines conditions) la construction
exacte ou approchée d’éléments interpolants sans avoir a recourir a une dis-
crétisation de I’ensemble des données ou a sa simplification.

Le formalisme adopté est identique a celui utilisé par L. Schwartz dans son
article de 1964 | |. Un noyau sera ainsi pour nous une application linéaire
faiblement continue du dual topologique d'un espace vectoriel topologique
localement convexe (e.v.t.l.c.) quasi-complet sur lui méme.

Dans un premier temps, c¢’est-a-dire aux Chapitres 1, 2 et 3, nous nous canton-
nons au cas des noyaux symétriques et positifs (voir | : |). Nous
présentons ainsi dans le Chapitre 1 les notions de sous-espaces hilbertiens
d’un espace vectoriel topologique et les noyaux leur étant associés.

Le Chapitre 2 est dédié a 1’étude des problémes d’interpolation dans ces
mémes sous-espaces hilbertiens. Nous présentons le concept d’interpolation
optimale dans un sous-espace hilbertien et en rappelons les principales pro-
priétés, a savoir la caractérisation de tout élément interpolant dans I’espace de
Hilbert considéré a partir de projections orthogonales. Nous exploitons alors
le lien profond qui existe entre noyaux hilbertiens et opérateurs de Hilbert-
Schmidt (& savoir qu’un opérateur de Hilbert-Schmidt peut-étre assimilé a un
noyau hilbertien, voir par exemple | |) dans le but de caractériser les
projections orthogonales associées & un probléme d’interpolation a partir de



la décomposition spectrale d’opérateurs intégraux adaptés au probleme. Nous
donnons en particulier une formule de représentation spectrale pour 'inter-
polateur optimal et montrons qu’il est alors possible, en pratique, d'utiliser
cette approche pour construire numériquement des interpolateurs rendant
compte d’un nombre infini de données. Un premier exemple, constitué de
trois parties, est alors développé dans le cadre d’un sous-espace hilbertien
composé de fonctions de R? dans R. Dans la premiére partie, nous appliquons
notre méthodologie afin de résoudre le probléme d’interpolation consistant a
contraindre les valeurs d’une fonction sur un cercle (condition de Dirichlet).
Dans la seconde, il s’agit de contraindre les dérivées normales au cercle d'une
fonction sur ce méme cercle (condition de Neumann). Les résultats des deux
premiéres parties sont enfin combinés a 'aide de la décomposition spectrale
d’un troisiéme opérateur (dont une partie du spectre est composée de valeurs
propres négatives), ce afin d’obtenir un modéle dans lequel valeurs et dérivées
normales sur le cercle sont controlées (condition de Robin).

Dans le Chapitre 3, nous rappelons les liens existants entre sous-espaces
hilbertiens et processus gaussiens et plus particulierement entre interpolation
optimale et conditionnement. Nous montrons ensuite comment la démarche
spectrale que nous avons développée au chapitre 2 peut étre appliquée au
conditionnement des processus gaussiens (nous supposons que les processus
en question sont centrés, ou du moins de moyenne connue). A titre d’exemple,
nous mettons en pratique notre approche dans le but de conditionner un
drap brownien par rapport aux valeurs prises par ce dernier sur une ligne de
séparation. Nous traitons tout d’abord le cas ot la ligne de séparation est un
quart de cercle que nous munissons de sa mesure de Lebesgue. Nous profitons
ensuite de la liberté relative qui nous est laissée dans le choix des mesures
pour étendre nos résultats a une plus large famille de lignes de séparation.
Nous retrouvons ainsi, de fagon différente, des résultats de prédiction pour
le drap Brownien établis durant les années 1980.

Il est important de noter que les techniques et propriétés spectrales présentées
et utilisées dans cette thése sont connues de longue date et liées au Théo-
réme de Mercer. On citera par exemple les articles | , , ]
dans lesquels des approches similaires sont appliquées a la représentation de
processus aléatoires gaussiens. Citons également les travaux de E. Parzen
(entre autres | |, voir également | , Chapter 4]), M. Nashed et G.
Wahba | , | ot des arguments théoriques proches des notres sont
utilisés. Notre exposé vise ainsi a adapter ce type d’approches spectrales au
cadre général de l'interpolation et & montrer son bien-fondé.

Le Chapitre 4 est enfin consacré a I’étude des noyaux symétriques condition-



nellement positifs et aux sous-espaces semi-hilbertiens leur étant associés.
Nous présentons alors la théorie de I'interpolation optimale dans cette classe
d’espaces. Précisons que ce Chapitre est en grande partie une synthése de
résultats déja existants relatifs a ce sujet. Signalons qu’une traduction en
Anglais des Chapitres 2 et 3 est proposée en annexe (Annexes B et C).

Contexte et motivations

Les méthodes d’interpolations & noyaux sont de nos jours trés largement uti-
lisées par la communauté de 'apprentissage statistique et ce pour plusieurs
raisons. La principale provient du fait que I'on peut regrouper sous ce nom
une grande partie des méthodes d’apprentissage couramment utilisées que
sont la régression linéaire, les splines et les modéles gaussiens (voir respecti-
vement | , , | pour un apergu de ces différentes techniques).
Un des atouts majeurs des méthodes & noyaux est la trés grande variété des
modeles dont elles permettent la construction ainsi que leur large spectre
d’application, le tout combiné a une relative simplicité de mise en oeuvre.
Notons que la loi normale vérifie de nombreuses propriétés (voir | 1)
dont la propriété d’entropie maximale parmi les lois de probabilité sur R de
variance fixée (notons qu’elle minimise également dans ce cas la quantité d’in-
formation de Fisher). Les prédictions établies a 1'aide des modéles gaussiens
se révelent ainsi trés satisfaisantes pour I'esprit (voir par exemple | ).

Une fois la méthode a noyau la plus adéquate sélectionnée (ce qui n’est déja
pas, pour une grande majorité de cas, un choix facile), la mise en oeuvre
de cette derniére est en pratique sujette & de nombreuses précautions. La
premiére est le choix du noyau. Ce choix se révéle d’une importance capitale,
une grande partie des propriétés vérifiées par le modéle final en dépendant

directement (voir par exemple | : , : | pour des résul-
tats concernant la régularité des trajectoires des modeéles gaussiens). S'il est
laissé libre, le choix du plan d’expérience (voir | |) est lui aussi primor-

dial. I1 est en pratique habile d’effectuer ces choix en concertation, le premier
influencant le second et réciproquement, le probléme étant qu’il n’existe la
plus part du temps pas de "recette" permettant de s’assurer a priori du bien
fondé de ces choix. Notons enfin qu'une grande partie des noyaux habituelle-
ment utilisés dépendent de paramétres, ces derniers devant alors étre estimés
(voir | |). Nous n’aborderons aucun de ces problémes dans ce travail,
nous focalisant uniquement sur I’étude de certains types de noyaux et la
construction de modéles interpolants a noyau et plan d’expériences fixés.



Comme déja mentionné, nous utilisons principalement la notion de noyaux
introduite en particulier par L. Schwartz (applications linéaires faiblement
continues du dual topologique d’un e.v.t.l.c. quasi-complet sur lui méme), en
lieu et place de la notion plus répandue de noyaux vus comme fonctions de
deux variables & valeurs réelles ou complexes (noyaux reproduisants au sens
de N. Aronszajn | | par exemple). Signalons que ces deux visions sont
équivalentes, voir par exemple la Section 1.3 ainsi que la seconde partie de
la Remarque 1.1 pour le cadre hilbertien. En plus du fait que la propriété de
positivité des noyaux puisse sembler plus naturelle dans le cadre des noyaux
hilbertiens, 'emploi de cette notion de noyaux est motivée par le fait que
ces derniers permettent (par définition) la représentation de tout élément
du dual topologique de 'espace de référence considéré alors que la notion de
noyaux reproduisants peut dans un premier temps laisser penser que seules les
fonctionnelles d’évaluation peuvent étre représentées (ce qui n’est en général
pas le cas, voir les Sections 1.2 et 1.3). Nous considérons ainsi des problémes
d’interpolation faisant intervenir des contraintes quelconques (qui pourront
étre, entre autres exemples, des contraintes sur la valeur de certaines dérivées
en des points donnés ou sur la valeur de l'intégrale de l'interpolateur par
rapport & certaines mesures, etc...) et non uniquement, comme c’est la plus
part du temps le cas, des contraintes concernant la valeur des interpolateurs
en des points donnés. Remarquons enfin que la notion de noyaux hilbertiens
nous permet également d’assimiler tout opérateur de Hilbert-Schmidt d’un
espace de Hilbert sur lui méme & un noyau hilbertien relatif & ce méme espace
(voir Section 2.3, plus particuliérement la Remarque 2.3), et d’obtenir ainsi
certaines propriétés de fagon immédiate.

La plupart des problémes d’interpolation font habituellement référence a un
nombre fini de données, la résolution du probléme d’interpolation ne posant
dans ce cas aucun probléme particulier, cette derniére pouvant en effet étre
par exemple ramenée a la résolution d’un systéme d’équations linéaires (voir
[ |). Un des principaux aspects de notre travail résident dans I’étude
(Chapitres 2 et 3) de problémes d’interpolation se rapportant & un nombre
infini de données. Bien que d’un intérét théorique indéniable (selon nous),
ce type de probléme peut a premiéere vue sembler d’un intérét pratique mi-
neur, ce qui n’est en réalité pas le cas (selon nous encore une fois). On peut
en effet imaginer de nombreux cas de figure réalistes rendant compte d’une
telle situation. L’exemple nous semblant le plus représentatif est la prise en
compte a l'aide de modéles d’interpolation d’information du type "condition
aux limites". Si ’on souhaite par exemple contraindre les valeurs prises par
une fonction sur la frontiére d’'un volume multidimensionnel, le nombre de
points & considérer est alors infini et une approche classique du probléme est,



au moins sur le plan numérique, vouée a ’échec (projection sur un espace de
dimension infinie). Une parade possible serait la discrétisation du domaine en
question, avec tous les inconvénients que cette derniére comporte : perte d’in-
formation, dépendance relative au choix de la discrétisation, possible appari-
tion d’artefacts, etc. .. Nous proposons une approche spectrale permettant en
pratique la résolution exacte ou approchée de ce type de problémes dans le
cadre de l'interpolation optimale dans les sous-espaces hilbertiens et ce sans
recourir & une quelconque discrétisation du plan d’expérience. Le Théoréme
2.1 donnent ainsi une formule de représentation spectrale pour l'interpola-
teur optimal. Précisons au passage le role centrale joué par l'opérateur § !
(voir ainsi la Remarque 2.6). Le Théoréme 2.2 décrit quant & lui une formule
de représentation approchée pour ce méme interpolateur avec majoration de
I’erreur. Nous étendons ensuite nos résultats au cadre probabiliste des proces-
sus aléatoires gaussiens de moyenne connue (citons par exemple le Théoréme

3.1).

Notre raisonnement consiste a décrire l'interpolateur optimal d’un probléme
donné a partir de I’ensemble au plus dénombrable des éléments propres as-
sociés aux valeurs propres strictement positives d’'un certain opérateur de
Hilbert-Schmidt, dit "opérateur adapté". Il est donc important de remar-
quer que nos résultats s’appliquent uniquement a des problémes dans lesquels
I'interpolateur optimal appartient a un sous-espace séparable du sous-espace
hilbertien considéré (nous noterons par la suite Hys le sous-espace en ques-
tion).

Une grande partie de notre travail est ainsi consacrée a la notion de noyaux
symétriques positifs et a son utilisation dans le cadre des méthodes d’inter-
polation. Nous présentons les concepts de sous-espaces hilbertiens et de pro-
cessus gaussiens associés a cette classe de noyaux. Nous abordons également
dans la derniére partie de notre exposé la notion de noyauz symétriques condi-
tionnellement positifs, leurs sous-espaces semi-hilbertiens associés et l'inter-
polation optimale dans ces espaces. Nous nous basons sur la définition de
sous-espaces semi-hilbertiens proposée par Jean Duchon dans | , §.2].
Dans cet article, J. Duchon se place dans un environnement similaire & ce-
lui introduit par L. Schwartz dans | | (sous-espaces semi-hilbertien d'un
espace de référence) et considére des noyaux définis sur le polaire de ’espace
nul de la semi-norme considérée et non sur la totalité du dual de I’espace
de référence. Il énonce ensuite 'existence et la condition d’unicité pour les
problémes d’interpolation optimale dans ces espaces semi-hilbertiens (pour
un nombre fini de données). Ses idées ont ensuite été largement reprises et
développées, donnant par exemple naissance a la notion d’espaces natifs (voir
entre autres | , , , |). Néanmoins, ces différents travaux



ne se placent plus dans le contexte général des noyaux de L. Schwartz, lui
préférant une notion de noyaux du méme type que celle de N. Aronszajn
(fonctions de deux variables). Ainsi, il n’existait pas, & notre connaissance,
d’exposé détaillant les concepts introduits dans | | pour des noyaux as-
similés a des applications linéaires faiblement continues du dual topologique
d’un e.v.t.l.c. quasi-complet sur lui méme.

Nous introduisons (Définition 4.2) la classe des noyaux relatifs a l'espace
de référence (c’est-a-dire définis sur le dual tout entier) symétriques condi-
tionnellement positifs. L’intérét de cette définition réside dans le fait qu'un
probléme d’interpolation fait généralement référence a des éléments du dual
de l'espace de référence, et pas a des éléments du polaire de ’espace nul,
notre définition permettant ainsi de prendre directement ces éléments en
considération. A 'aide de la notion de projection sur I’espace nul, nous mon-
trons aux Théorémes 4.1 et 4.2 que chacun de ces noyaux est associé a un
unique sous-espace semi-hilbertien au sens de J. Duchon et que contrairement
au cas hilbertien, un sous-espace semi-hilbertien est canoniquement associé
a plusieurs noyaux symétriques conditionnellement positifs (et parmi 1’en-
semble de ces noyaux, certains sont positifs). En cas d’unicité, le Théoréme
4.3 donne alors une caractérisation de l'interpolateur optimal pour les pro-
blémes d’interpolation dans ces sous-espaces. Notons enfin que dans notre
exposé la dimension de l'espace nul ainsi que le nombre de données sont
supposés quelconques (et donc possiblement infinis).



Chapitre 1

Sous-espaces hilbertiens et
noyaux assoclés

1.1 Définitions et Premiéres Propriétés

Les notions qui vont étre présentées ici sont issues de l'article de Laurent
Schwartz "Sous-espaces hilbertiens d’espaces vectoriels topologiques et noyauz
associés”, | |.

Soit F un espace vectoriel topologique localement convexe quasi-complet, par
la suite nous nous restreindrons au cas d’espaces vectoriels réels, les notations
y étant entre autres moins lourdes que dans le cas complexe.

Un bon rappel des notions d’e.v.t.l.c. pourra étre trouver dans 'ouvrage de
Walter Rudin "Functional Analysis” et dans sa traduction francaise "Analyse
Fonctionnelle" | : |. Nous utiliserons les définitions introduites
dans cette ouvrage; un e.v.t sera par exemple toujours considéré comme
étant séparé. Un e.v.t. est quasi-complet si "tout fermé borné est complet"

{ , page 124]).
Définition 1.1

Soit H un sous-espace vectoriel de E muni d’une structure hilbertienne ;
‘H est appelé sous-espace hilbertien de E si ce dernier s’injecte conti-
niiment dans FE, i.e., sur H, la topologie induite par le produit scalaire
est plus fine que celle engendrée par E.

On note Hilb(E) I'ensemble des sous-espaces hilbertiens de E. Lorsque cela
ne prétera pas a confusion, nous dirons simplement que "H appartient a
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Hilb(E)", sans préciser dans la notation le produit scalaire défini sur H.
Nous appellerons enfin parfois £ espace de référence.

On définit de maniére analogue les sous-espaces préhilbertiens de F
comme sous-espaces préhilbertiens s’injectant contintiment dans E.

La topologie de H étant plus fine que celle de E toute application linéaire
continue sur F est continue sur H : le dual topologique E’ de E s’injecte
naturellement dans H'. En effet, soit H € Hilb(E), on note j l'injection
de H dans F, on rappelle que par construction j est linéaire et que, par
hypothése, elle est continue. Sa transposée ‘j : B/ — H’, donnée par :

(Jh.€) p g = <h,tje’>H7H, , heH, ¢ekF,

définit I'injection de £’ dans H’ et est donc linéaire, faiblement continue.

Quand cela ne sera pas source d’erreur, nous identifierons directement les
éléments de H a des éléments de F, sans passer par l'injection j ; alors, nous
nous autoriserons par exemple 'abus de notation (h,€’); -, h € H en lieu
et place de (jh,€')p o ’

Proposition 1.1 (/. |, prop. 6)

Soit H € Hilb(FE), il existe une unique application linéaire faiblement
continue Ty de E' dans H C E vérifiant :

ve'e ', YVheH, (h,e)gp = (hTue), . (1.1)

Ty est appelé le noyau hilbertien relatif a E associé a H. Ty est de plus
symétrique est positif.

Démonstration: On note 6 I'isomorphisme canonique de H' sur H (iso-
morphisme de Riesz). On rappelle que 6 est application qui & un élément de
‘H' associe son représentant dans H ; représentant dont 'existence et 1'uni-
cité sont assurées par le théoréme de représentation de Riesz. En d’autres
termes :

(h, M>H,H/ = (h|0u)y, heM, peH.
Soit ¢/ € E' et h € H,

<jh,e’>E7E, = <h,tje’>H7H, = (h|9tje')H.
Nous avons donc défini ’application suivante :
oIV YRR o) (1.2)
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Par construction, j o 6 o’j (que nous noterons j#'j) est linéaire, faiblement
continue de £’ dans E et vérifie (1.1) : on doit donc avoir Ty = j#'j. L’unicité
du noyau T est assuré par le fait que, pour tout ¢ € E’, le produit scalaire
de Tye' est définit de maniére unique avec tout élément de H. Enfin, pour ¢’
et f' e F,

(Tue', ) g = | Te I3 = 0,

i.e. Ty est positif, et

(T”Hela f/>E,E’ - (THQ/’THJC/)H = (THf/’THe,)H = <THf/=€,>E,E’7

i.e. Ty est symétrique.

Définition 1.2

Un noyau relatif a E est une application linéaire de E' dans E faible-
ment continue (i.e. continue de o (E', E) vers o (E, E')). En fait, une telle
application est alors fortement continue (i.e. continue de E’ fort vers E
initial, voir [ , page 139]).

Soit T un noyau relatif & E et soit ¢ et f* € E’, la transposée de T, notée
‘T et donnée par :

<T6,7 f/>E7E’ = <tTf,7 €,>E,E’ )
est aussi un noyau relatif a F.

Soit T" un noyau relatif a F :
e T sera dit symétrique si T = 'T,
e T sera dit positif si
Ve' € B/, (Te,e) g p = 0.

Remarque 1.1: Contrairement au cas complexe otl tout noyau positif est
hermitien, dans le cas réel, un noyau relatif & E positif n’est pas forcément
symétrique.

Notons aussi que I'on peut identifier tout noyau 7' a une forme bilinéaire
(dans le cas réel) T: E' x E' — R,

Ve’ et f/ € Ela T(e/a f/) = <T€/7f/>E,E’ :

On introduit les notations suivantes :
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e Z(E' E) 'ensemble des noyaux relatifs a F,

o £ (E) I'ensemble des noyaux relatifs & E symétriques et positifs.

Proposition 1.2

Soit H € Hilb(E) et Ty son noyau associé, alors Hy = Ty (E') est un
sous-espace dense de H.

Démonstration : Soit h € H, hlHg, pour tout ¢’ € E’', on a :
<h|THe/>H = <h7€/>E,E’ =0

et donc h = 0 : en effet, E' sépare E, c’est un résultat capital pour notre
étude, simple corollaire du théoréme de Hahn-Banach appliqué a un e.v.t.l.c.,
voir | , page 59|

La Proposition 1.1 montre qu’a tout élément H € Hilb(FE) on peut associer
un unique élément Ty, € Z.F(F). Un des principaux résultats de la théorie
des sous-espaces hilbertiens est que I'on peut également associer un unique
sous-espace hilbertien de F & tout noyau de £, (E).

Proposition 1.3 (/ |, prop. 10)
L’application canonique de Hilb(E) dans £ (E) est une bijection.

Démonstration: (éléments de preuve) Pour prouver cette proposition, il
ne nous resterait qu’a démontrer qu’a tout élément de Z.t(E) est associé
un unique sous-espace hilbertien de £ . Néanmoins cette partie est assez
technique et la détailler ici ne nous est pas d'une grande utilité ; nous allons
simplement donner les grandes idées de cette démonstration. On doit montrer
qu’a tout T' € Z.F(E) on peut associer un unique H € Hilb(E) 'admettant
comme noyau; pour cela, on s’intéresse tout d’abord & Hy = T(E’), cet
espace vectoriel peut naturellement étre muni de la structure préhilbertienne
suivante, pour ¢ et [/ € ',

(T6/|Tf/)’HO = <Te/7f/>E,E’ = <Tf/7e/>E,E"

I1 faut alors montrer que H, est un sous espace préhilbertien de E et enfin, en
utilisant la quasi-complétude de E, prouver que ce dernier admet un unique
complété dans E (voir aussi la preuve de la Proposition 1.4).
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Remarque 1.2: Soit H € Hilb(E) et {h;, i € I} une base hilbertienne de
‘H. Le noyau hilbertien T de H peut étre écrit sous la forme :

Ty = Zhi ® h;, au sens ot

el

ve' et f' € B, (Tye, f/>E,E’ - Z (hi, 6/>E,E' (hi, f/>E,E’ :
iel

En effet, on a bien, par exemple, si h € H et ¢ € F’,

(h > hi <hi76,>E,E’> = <Z hi (h|hz')w@/>
H E,E'

iel iel
= <h7 e/>E,E’

Notons enfin que Hilb(E) et £;"(E) possédent une structure remarquable,
on peut en effet munir ces derniers d’une loi de multiplication par des réels
positifs, d'une loi d’addition et enfin d’une relation d’ordre; ces trois lois
étant de plus “compatibles” (la somme H + H est par exemple égale a 2H ).
Les ensembles Hilb(E) et £t (F) peuvent ainsi étre muni d’une structure de
cone convexe saillant possédant une relation d’ordre. La bijection canonique
entre Hilb(F) et £ (E) peut alors étre vue comme un isomorphisme entre
ces deux structures (voir | , §2, pages 132-138]).

En plus leur intérét théorique, ces lois de multiplication externe et d’addition
(ainsi que la relation d’ordre) sont d’un grand intérét en terme d’application.
Nous citerons par exemple le lien qu’il existe entre certains problémes de
régularisation (au sens approximation) et I'interpolation dans les sous-espaces
de hilbertiens de type "sommes" (voir par exemple | .

1.2 Sous-espaces hilbertiens d’espaces "emboi-
tés"

Soit F' un sous-espace de E muni d’une structure d’e.v.t.l.c. séparé quasi-

complet telle que l'injection naturelle de F' dans E soit continue (i.e. la

topologie de F' est plus fine que celle engendrée par E) ; on note i I'injection
de F dans FE.

Tout sous-espace hilbertien de F' est un sous-espace hilbertien de E : en effet,
soit H € Hilb(F'), on note jp U'injection (continue) de H dans F'; I'injection
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de H dans E, donnée par ijr, est continue. Si on note Ty le noyau hilbertien
de H relativement a F', un calcul simple montre que le noyau Ty de H
relativement a E est (voir aussi Section 1.4)

Typ E -5 P8 p 'R, (1.3)

Remarque 1.3 : Tout espace de Hilbert H est sous-espace hilbertien de lui-
méme, son noyau associé étant dans ce cas l'isomorphisme canonique 6 :
‘H' — H (isomorphisme de Riesz, voir la preuve de la Proposition 1.1).

Si H est aussi sous-espace hilbertien de F/, on se trouve dans la configuration
étudiée dans cette section : ‘H est sous-espace hilbertien de lui méme et H
s'injecte continument dans E. Ainsi, le noyau de H relativement & E, dont
I'expression est donnée par I’équation (1.2), correspond bien au cas décrit par
I'équation (1.3) : on obtient ’équation (1.2), en remplacant, dans I’expression
(1.3), F par H et Typ par 6.

Remarque 1.4 : On peut se demander & quelles conditions un sous-espace
hilbertien de E est aussi sous-espace hilbertien de F'. La proposition suivante
apporte une réponse topologique a cette question.

Proposition 1.4

Un sous-espace hilbertien H de E est un sous-espace hilbertien de F
si et seulement si la boule unité Byg (fermée) de Hop = Typ(E') est
faiblement bornée dans F'.

Démonstration: Soit H € Hilb(E), nous savons (propriété 1.2) que Hog
est dense dans H et que Byg est fermée dans Hgg pour la topologie induite
par E (voir | , page 155]).

Supposons Byg faiblement bornée dans F'. Comme toute partie faiblement
bornée d’un e.v.t.l.c. est bornée pour sa topologie initiale (ce résultat est aussi
connu sous le nom de théoréme de Mackey, voir | , Chap.IV, §2, n°4,
Théoréme 3|), Bog est aussi bornée dans F' et Hog est donc un sous-espace
préhilbertien de F'. Comme Byg est fermée dans Hyg pour la topologie induite
par F' (car fermée pour celle induite par F), Hor admet un unique complété
Hp € Hilb(F) (voir | , Proposition 1]). Or, H étant le complété de Hog
dans F et comme Hp € Hilb(E), on a forcément Hp = H et H € Hilb(F).
Inversement, si H € Hilb(F), i.e. la boule unité By de H est bornée dans
F'; comme Byg C By on a Byg bornée dans F.
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On se place dans le cadre de la Proposition 1.4, il nous reste a caractériser
le noyau hilbertien Ty r de H relativement & F' & partir de Tyg. On a

Ve F', Ve € B, (iTurf',e)pp = (Tur'i€' f)pp,  (14)

comme pour tout € € E', Type' = iTyr'ie’ on identifie, dans I'équation (1.4),
Tyrtie' a Type'. Pour tout f' € F', Typf' est ainsi correctement définie pour
la topologie faible de E (qui sépare E).

1.3 Espaces de Hilbert a noyau reproduisant

Soit X un ensemble et £ = RY I’ensemble des fonctions sur X a valeurs
réelles, muni de la topologie de la convergence simple; le dual topologique
E’ de E est 'espace des mesures a support fini sur X (une telle mesure p est
une "somme finie de Dirac", i.e. p = erx cz0, avec 0, la mesure de Dirac
au point x, ¢, € R et ou seuls un nombre fini de ¢, sont non nuls).

Définition 1.3

Un espace de Hilbert a noyau reproduisant (Reproducing Kernel
Hilbert Space en anglais, voir [ |) est un sous-espace hilbertien de
E = R* muni de la topologie de la convergence simple. Le noyau repro-
duisant K : X x X — R d’'un RKHS H est alors lié au noyau hilbertien
de H par la relation

K(z,y) = (Ty0s, 6y) retye k.

E,E' >

A premiére vue, la théorie des RKHS semble étre un cas particulier assez
restrictif de la théorie des sous-espaces hilbertiens : celui ot £ = R muni
de la topologie de la convergence simple. La notion de RKHS est en fait
beaucoup plus générale. D’aprés la Section 1.2, elle permet de rendre compte
de tous les sous-espaces hilbertiens d’un espace de fonctions sur un ensemble
et ce dés lors que 'espace fonctionnel en question est muni d’une topologie
plus fine que celle de la convergence simple. On peut en fait aller plus loin
en remarquant que F est un sous-espace de R¥' | espace des fonctions réelles
sur E' et sa topologie est plus fine que celle de la convergence simple sur E’,
voir | , page 190].

16



1.4 Effet d’une application linéaire continue

On se rapporte ici au paragraphe 8 de I'article de Laurent Schwartz | ,
§8, pages 174-188|. Nous étudions comment les structures de sous-espaces
hilbertiens, et donc leur noyaux associés, peuvent étre modifiées par 'inter-
médiaire d’applications linéaires continues.

Soit E est F' deux e.v.t.l.c. quasi-complets et v : E — F une application
linéaire faiblement continue. Soit H € Hilb(E); on note N' = Ker(u) N H,
i.e. N est le noyau de la restriction de u & H. Cette restriction peut alors se
"factoriser" sous la forme :

ou u® est linéaire continue injective, donc une bijection de H/N sur u(H).
Nous appellerons u(#H) le sous-espace hilbertien de F' obtenu en transportant
sur u(H), par l'intermédiaire de u®, la structure hilbertienne de H/N. La
norme de u(H) est simplement donnée par :

Il = gmin ol

Proposition 1.5 (/. |, prop. 21)

Si u est une application linéaire faiblement continue de E dans F' et si
‘H € Hilb(E), le noyau hilbertien de u(H) (relativement a F') est donnée
par

Tu(H) = uTHtu.

En outre, le sous-espace Ty'u(F") est un sous-espace dense de K, ortho-
gonal de N dans H.

Démonstration : Cherchons tout d’abord orthogonal dans H de Ty u(F").
Soit h € H et f' € F',

(W Ty uf )y = <h,tuf'>E7E, = (uh, f") ppr s

donc h est orthogonal & Ty 'u(F") si et seulement si uh =0, i.e. h € N et K
est bien adhérence de Ty, 'u(F") dans H.

Ainsi, par définition du produit scalaire sur u(H),

<Uh7 f,>F7F/ = (h|T'Htuf,)H = (Uh|UTHtuf/)u(H)a

ce qui prouve bien que uTy'u est le noyau de u(H) dans F.
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Remarque 1.5: La situation étudiée dans la Section 1.2 entre de le cadre
présenté ici, ’application linéaire continue considérée étant dans ce cas l'in-
jection du "petit espace" dans le plus "grand".

Ce type de transformation peut se révéler tres utile en terme d’application.
Si 'on souhaite par exemple travailler dans des espaces dont les éléments
vérifient certaines propriétés et que parallélement on dispose d’une applica-
tion linéaire continue transformant les éléments d’un certain espace en élé-
ments vérifiant les propriétés requises, les éléments des sous-espaces hilber-
tiens "images" ainsi construits répondront alors aux contraintes souhaitées.
On citera par exemple le cas ol u associe a tout éléments son symétrisé par
rapport & une certaine action de groupe, permettant au final la construction
de sous-espaces hilbertiens dont les éléments sont invariants sous 'action de
groupe considérée.

Notons enfin que, de maniére générale, la modification des noyaux hilbertiens
de E au travers de projections linéaire continues sur des sous-espaces de E
s’avere souvent d’un grand intérét. En particulier, on peut obtenir une grande
partie des résultats de la théorie des sous-espaces semi-hilbertiens de F (voir
le Chapitre 4 ainsi que | |) & partir des noyaux hilbertiens de E en
considérant de telles projections (que nous appellerons dans ce cas projection
sur 'espace nul).

1.5 Exemple

Soit E = C(]0,1]), espace des fonctions & valeurs réelles continues sur [0, 1],
muni de la topologie de la convergence uniforme. E est alors un espace de
Banach, sa norme associée étant,

Vf€E, [fllo= sup |f(z).

z€[0,1]

Remarquons que E = C([0, 1]) s’injecte continument dans R espace des
fonctions de [0, 1] dans R, muni de la topologie de la convergence simple. On
se trouve donc dans le cas de la Section 1.2, un sous espace hilbertien de F
sera donc un RKHS.

On considére lespace de Hilbert H = Hy,

i = {f :[0,1] = R : 3f € LX([0,1]) tq Yz € [0,1], f(z) = /0 f’(t)dt}
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muni du produit scalaire,

U etg e . (flaly = [ P05 (1)),

Notons que par définition, les fonctions de H} prennent la valeur 0 en 0 et
sont continues (absolument continues, et méme héldérienne d’ordre o < %)

Pour tout = € [0,1] et f € Hy, on a

@) = /0 Loy (£) £ (£)dt, (1.5)

ot oz est lindicatrice de [0,z] (Ijae) vaut 1 si ¢t € [0,2] et O sinon).
Ainsi, par Cauchy-Schwarz,

@) < Vel fllgy < Ifllgy et done (f continue) [|f]l < If[ly; -

H} s’injecte donc contintiment dans C([0,1]), i.e. H} est un sous-espace hil-
bertien de C(]0,1]) et, par la méme, un RKHS. Soit K(-,-) le noyau repro-
duisant de H{, on introduit la notation, pour = € [0,1], K,(-) = K(z,").
D’aprés I'équation (1.5), on obtient K (t) = I (t), t € [0,1], ce qui donne
finalement,

pour z et ¢t € [0,1], K(x,t) =x At, avec x At = min(x,t).

Le dual topologique de E = C([0,1]) est I'espace des mesures signées sur
[0, 1], soit alors i € E’, on a, pour tout s € [0, 1] (Js est la Dirac au point s),

1
T’H:u(s) - <T’HN753>E,E/ - <TH557M>E,E/ = / K(37t>dﬂ(t)'
0

En appliquant le théoréme de Fubini, on vérifie bien que pour tout f € H},

(Tt = [ FOBO = (i

Remarque 1.6 : Dans ce qui préceéde, le point 0 joue un réle particulier. On
peut faire jouer ce role a tout point a € [0, 1], on définit pour cela ’espace
H}, composé des fonctions f : [0,1] — R absolument continue, vérifiant
f(a) = 0 et telles que il existe f' € L*([0,1]),

o siz>a, f(z)= [T f(t)dt,

o siz<a, f(z)=— [ f(t)dt,
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son produit scalaire étant le méme que précédemment.

H} est aussi un sous-espace hilbertien de C([0,1]), son noyau reproduisant
K,(-,-) est donné par

Ko(z,t) = |z — a| At = a] Ijp 4o (z — @) (t — @)).

r> o <o
t— Koz, t) /— jtw Ko (z,t)
{ . : : — :
0 a x 1t 0 r o« 1t

FIGURE 1.1 — Représentation graphique du noyau K,(-, ).

Notons enfin que pour a € [0, 1], H! est un sous-espace hilbertien de I'espace
de Banach des fonctions continues sur [0, 1] s’annulant en «, muni de la
topologie de la convergence uniforme. L’ensemble de cette remarque nous
sera d’une grande utilité dans la Section 4.3, consacrée a I’étude d’un exemple
de sous-espace semi-hilbertien.
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Chapitre 2

Interpolation optimale dans les
sous-espaces hilbertiens : une
approche spectrale

On pourra trouver une version anglaise de ce chapitre dans I’Annexe B.

2.1 Introduction

Soit E une espace vectoriel topologique séparé et £’ son dual topologique.
Soit M un sous-espace vectoriel de E' et ¢ € E. On dit d’un élément f € FE
qu’il interpole ¢ pour M si

Ve/ < M7 <f’ 6/>E,E’ = <90’ 6/>E,E"

La théorie de l'interpolation consiste en 1’étude, la caractérisation et la
construction de tels éléments interpolant. Lorsque E est également locale-
ment convexe et quasi-complet, la théorie des sous-espaces hilbertiens de
E proposée par L. Schwartz | | donne un cadre particuliérement bien
adapté a la résolution de tels problémes. En effet, si I’on se donne un sous-
espace hilbertien H de E et ¢ € H C FE, il est alors trés facile de dé-
crire I'ensemble des éléments de H interpolant ¢ pour M, et ce a partir de
simples projections orthogonales de H (voir la Section 2.2 pour un exposé
détaillé). Remarquons également que l'interpolation optimale dans les sous-
espaces hilbertiens est intrinséquement liée au probléme du conditionnement
des processus gaussiens, les structures hilbertienne apparaissant dans chacun
de ses problémes étant isométriques (voir | , , | ainsi que la
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Section 3.2). Nous n’aborderons néanmoins pas le probléme plus général du
conditionnement dans ce chapitre, ou alors simplement & titre d’illustration.

Dans la grande majorité des cas usuellement présentés, le sous-espace M de
E’ est supposé étre de dimension finie, traduisant au passage la connaissance
d’un nombre finie d’information a propos de ’élément objectif ¢. Pour étre
plus précis, on suppose connu les valeurs (g, €;) p» pour 1 < i < n, avec
ei € E' (M est alors le sous-espace de E’ engendré par e}, 1 < i < n). Le
probléme d’interpolation est alors associé a une projection orthogonal de H
sur un sous-espace Hj; de dimension finie. La construction d’interpolateur
optimal peut alors, de part son caractére fini, étre réalisée numériquement
sans aucune difficulté.

Dans l'exposé qui suit, nous nous intéressons plus particulierement aux
cas dans lesquels le sous-espace H,; est de dimension infinie. Nous exi-
gerons cependant que ce dernier soit séparable, traduisant la connaissance
d’une infinité dénombrable d’informations linéairement indépendantes du
type (¢, €')p g, € € M C E' (M étant donc de dimension infinie).

La premiére partie de ce chapitre (Section 2.2) est consacrée a la présen-
tation du cadre théorique de l'interpolation optimale dans les sous-espaces
hilbertiens. Dans la Section 2.3, nous présentons une classe d’opérateurs in-
tégrauzr adaptés a un probléme d’interpolation donné et discutons de leurs
propriétés. Nous montrons ensuite comment la décomposition spectrale de
ces opérateurs peut étre utilisée dans I'optique de résoudre le probléme d’in-
terpolation initialement posé. Dans la Section 2.5, nous considérons le cas
classique ot le nombre de données est finie et montrons que notre formule
de représentation pour l'interpolateur optimal (donnée en Section 2.4) est
équivalente a son expression usuelle. Nous concluons par un exemple d’ap-
plication dans lequel nous considérons un sous-espace hilbertien composé de
fonctions réelles contintiment dérivable sur R? et montrons comment notre
approche peut étre utilisée pour contraindre les dérivées radiales ainsi que le
valeurs prises par une fonction sur un cercle.

2.2 Interpolation optimale dans les sous-

espaces hilbertiens

Soit E espace vectoriel topologique réel, séparé, localement convexe et quasi-
complet (voir par exemple | |). On note E’ son dual topologique. Soit
H un sous-espace hilbertien de E (H € Hilb(E), notation introduite au
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Chapitre 1). On note Ty le noyau hilbertien de H, rappelons que Ty, : E' —
H C E est caractérisé par

Vh e H, Ve' € E', (h,¢') g = (| Tue'),

avec (:|-)y, le produit scalaire de H.

Soit M un sous-espace vectoriel de E’, on note
M° = {eeE Ve e M, (e,€)p :O}.

MP° est un sous-espace fermé de E (il peut par exemple s’écrire comme
I'intersection de noyaux d’applications linéaires continues), il contient tous
les éléments de E qui s’annulent sur M. On définit ensuite le sous-espace
Ho = M°NH =Ty (M)L de H, ou Ty (M)L représente 'orthogonal, dans
H, de Ty (M). Ainsi, pour un élément fixé ¢ € H,

e+ (M°NH)

est 'ensemble de tous les interpolateurs, dans H, de ¢ pour M. Nous allons
voir que parmi l’ensemble de ces interpolateurs, un seul peut se prévaloir
d’étre de norme minimal.

Proposition 2.1

Soit ¢ € H, H € Hilb(E) et soit M un sous-espace vectoriel de E'. II
existe un unique élément interpolant, dans H, de p pour M dont la norme
est minimale. On note hy, yr cet élément, nous I'appellerons ['interpolateur
optimal de ¢ pour M. h, s est alors le projeté orthogonal, dans H de 0
sur ¢ + (MY NH).

Démonstration : Par définition, ¢ + (M° N H) est non vide. M étant fer-
mée dans E, (M°NH) est fermé dans H pour la topologie induite par E et
(M° NH) est donc fermé pour la topologie hilbertienne de H (cette derniére
étant plus fine que la topologie induite par F). Enfin, en tant que sous-espace
affine, ¢ + (M° NH) est convexe. ¢ + (M° N H) admet donc un élément de
norme minimal, ce dernier étant le projeté orthogonal de 0 sur ¢+ (M° N H).

Cette premiére caractérisation de hy s est essentiellement non constructive,
I’élément objectif ¢ étant en pratique inconnu (les seules informations dont
nous disposons a son sujet étant ses valeurs sur M). On peut cependant aller
plus loin dans I'étude de hy, a7, rappelons tout d’abord le lemme suivant.
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Lemme 2.1

Soit V un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert ‘H, soit ¢ € ‘H
et V, = ¢ + V. Un élément k de H est le projeté orthogonal de h € H
sur V), si et seulement si

Yo eV, (k—hlv)y =0.

Démonstration: Si k est le projeté orthogonal de h sur V,, on a par défi-
nition du projeté orthogonal (voir par exemple | D,

Vg € V,, (k—hlk — g)y <O0.

Or, I'élément v = k — g est un élément arbitraire de V), ainsi, la précédente
expression se ré écrit :

Yo eV, (k—hlv)y <0,

on conclut alors en remplagant v par —v. |

Proposition 2.2

Soit ¢ € H, H € Hilb(E) et soit M un sous-espace vectoriel de FE'.
On note H,; Iadhérence dans H du sous-espace engendré par les Tye’,
e € M, en d’autres termes

Moy = T (M) = (TH (M)L)L — HE. (2.1)

hya est alors le projeté orthogonal dans H de ¢ sur Har (hya est
d’ailleurs I'unique élément interpolant appartenant a Hyy).

Démonstration: En appliquant le Lemme 2.1 ainsi que la Proposition 2.1,
on obtient que Ay pr —0 = hy s est orthogonal & Hg, donc hy, ar € 7—[& =Hu.
D’apreés le décomposition en somme directe orthogonale

1
H =Hu & Ho, (2.2)

hgar est T'unique élément interpolant de Hj;. Notons Py, la projection or-
thogonale de H sur #H,;. On obtient alors que ¢ — Py, [p] est orthogonal
a My, donc ¢ — Py, [p] € Ho et donc Py, [p] interpole ¢ pour M. On a
finalement

hoar = Py ] (23) m
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Les résultats que nous venons d’énoncer peuvent étre schématiquement ré-
sumés a ’aide de la Figure 2.1.

0+ Hy

h, g
o.M o

FIGURE 2.1 — Représentation graphique du probléme d’interpolation opti-
male dans un sous-espace hilbertien.

En pratique, on présente la solution d’'un probléme d’interpolation par la
donnée de hy,ar et du noyau T,. La connaissance de ces deux éléments
permet en effet (au moins sur un plan théorique) la construction de tous les
éléments interpolant de ¢ pour M dans H.

Notons que le noyau hilbertien 7%, du sous-espace hilbertien Hyy, (-|-);, de
E est lié a la projection Py, par la relation

THM = PHMT'Ha

ce résultat étant en fait valable pour tout sous-espace vectoriel fermé de H.
La connaissance du noyau 7%, induit ainsi la connaissance de la projection
Py,,,, et réciproquement. Rappelons enfin 1'équation (2.2) implique que

To = T,y + Toe,.- (2.4)

Remarque 2.1 : Les résultats qui vont suivre sont plus particuliérement mo-
tivés, dans le cadre de cet exposé, par 'exemple développé au long de la
Section 2.6.3 mais son intérét pratique n’en est pas pour autant négligeable.
Nous montrons comment il est possible de résoudre le probleme d’interpo-
lation associé a un sous-espace vectoriel M de E’ en décomposant M en
plusieurs sous-espaces. Soit M1 et M2 deux sous-espaces vectoriels de E'.
On introduit 2
Han = Ty (M1)" et Hop = Hapy.
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On note respectivement Py,,, et Py, les projections orthogonales de H sur
Harn et Hor. Soit alors Ty, = Py, Tx le noyau hilbertien associé a Ho;.
Finalement, soit

—H
HOI,MQ = THol (MQ) '

Alors, pour ¢ € H, l'interpolateur optimal de ¢ € H pour M = M1+ M?2
est donné par

PHM [90] = PHMl [90] + PHOl,Mz [90 - PHM1 [90“ )

et Ty = Py oo Proy T, avec Py, 4, la projection orthogonale de Ho; sur
Hor,m2 et Hor o2 U'orthogonal de Hoi aro dans Hoy.

2.3 Opérateurs intégraux et probléme d’inter-
polation

Soit ‘H € Hilb(E) et soit M un sous-espace vectoriel de E’. Nous utilisons
les mémes définitions et notations que dans la Section 2.2.

Nous allons exposer comment la décomposition spectrale de certains opéra-
teurs intégraux peut étre utilisée pour construire une base hilbertienne du
sous-espace Hys de H (notons que H,s se devra d’étre séparable, voir par
exemple le Corollaire 2.2).

Soit (S,.A,v) un espace mesuré ou v est une mesure o-finie. On introduit
Papplication v : & — E’ supposée telle que, pour tout h € H, la fonction
Sh:s €S (h,7s)p » € R est mesurable et

Vh € H, / (h,v8) 5 g dv(s) < +oo. (2.5)
S

On note enfin M le sous-espace vectoriel de E’ engendré par les s, s € S,
en d’autres termes

M = span{~s, s € S}. (2.6)

Soit L?(S, v) I'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrables par rapport
v (L*(8,v) est bien siir un espace quotient). Notons que L?*(S, v) ne doit pas
nécessairement étre séparable. Soit (-|-);. et ||-||;2 le produit scalaire et la
norme de L?(S,v). On rappelle que

(f19)2 = / F(8)g(s)d(s).
26



L’équation (2.5) signifie que, pour tout h € H, Fh € L*(S,v).On définit alors
I'application § : H — L*(S,v), h — Fh. Comme M = span {y(S)}, on a
F(Ho) = 0, ainsi, en terme d’ensemble, F(H) = F(Hu).

Nous ajoutons alors les hypothéses suivantes (voir par exemple | | pour
une discussion sur ces derniéres) :

H-i. Tapplication (s,t) € & X S = (Tyys,7) gy = (Truys|Tut)y, est
mesurable,

H-ii. N = [ ||T;ws||§1£ dv(s) < oo,
H-iii. pour h € H, ||§h||;> = 0 si et seulement si h € H,.

Remarque 2.2 : Les hypothéses H-i and H-ii impliquent, pour tout h € H,

IS5 = [ (o) pe(s) = | (Trdvts) < NIl 27

S
On introduit également la quantité (voir par exemple | , §10])
1Tl = | [ @ovsathpivslvte) (€32). (28)
sJs

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

//awmwmgwwwwszuwmmwﬁW@ww
SJS SJS
g/S/SHTmsH;HTth;dy(s)dy(t):N?.

L’hypothése H-iii est similaire & la notion de plongement régulier que 1’'on
peut trouver entre autres dans | |. Si S est un espace topologique (muni
de sa tribu borélienne), elle est par exemple réalisée si §h est continue pour
tout h € H et si supp(rv) =S (avec supp(v) le support de v).

Enfin, notons que H-iii et 'équation (2.7) impliquent que § : Har — L*(S,v)
est une injection continue.

Munissons §(H) = §(Har) du produit scalaire suivant,

Vfand g € Hu, (Shlﬁg)g(m = (h|g)y - (2.9)

S(H) = F(Ha), (|)za est ainsi par construction un espace de Hilbert
isométrique a Hy, (+|-)4- I découle de plus de I'équation (2.7) que I'inclusion
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de F(Hys) dans L?*(S, v) est continue (et donc que, en particulier, § (Hs) €
Hilb (L*(8,v)), voir Remarque 2.3).

On introduit maintenant 'opérateur L£,, qui est a cet instant correctement
défini de L?(S,v) vers RS (avec RS lespace des fonctions sur S & valeurs
réelles). On pose :

Vs e SetVf e L*(S,v), L[f](s) = /s (Tuyt|Tyyys)q, f(t)du(t).

Proposition 2.3

L’espace vectoriel engendré par les L,[f], f € L*(S,v) est dense dans
§ (M), (-[)g@- De plus, pour tout f € L*(S,v) et h € H,

(Shwu[f])g(y) - (§h|f)L2 : (2.10)

Démonstration: Pour un élément f € L?(S,v) fixé, on définit Iapplication
I; : L*(S,v) — R tel que, pour g € L*(S,v), Itlg] = (flg);2. Alors, pour
heH,

18R < 11 18Rl < 07 VA Il (= 17 VA [18hl500)

I¢ est ainsi une application linéaire continue de 'espace de Hilbert §(#),
([)g(z sur R. Donc, pour tout h € H il existe un unique Ry € Hy tel que

If[gh] = (ShB:Rf)g(H) = (h|Rf>7-L’ (2'11)
De plus, pour tout s € S,

SRe(s) = <Rfa73>E,E/ = (Ry[Tuvs)y = ([ISTnys) 2
- /S (TortTorys)oy F(E)A0(E) = L,1)(5).

ce qui montre bien que L,[f] € §(Hr). Pour obtenir 1'équation (2.10), il
nous suffit simplement de remarquer que, pour tout f € L?(S,v) et h € H,

SPIL gy = (BB )y = FhIS) L2 -

Finalement, si h € H,, vérifie
\V/f € L2<87 V)v (gh|ﬁu[f])§(7{) = 07
alors, d’apres 'hypothése H-iii, A = 0.

Remarque 2.3 : La Proposition 2.3 est en fait équivalente au résultat sui-
vant :
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Corollaire 2.1
L, est le noyau hilbertien du sous-espace hilbertien § (Hys) de L*(S,v).

En effet, L?(S,v) étant un espace de Hilbert, on peut 'identifier & son dual
topologique.

L,: (LXS,v)) = L*S,v) = § (Hm) C L*S,v)

vérifie (2.10), équation correspondant exactement a la propriété de représen-
tation qui caractérise le noyau hilbertien de § (M) € Hilb (L*(S,v)).

De la méme fagon, 'application f — R, apparaissant dans la preuve de la
Proposition 2.3 peut étre vue comme le noyau hilbertien de H ), relativement
a L*(S,v) dans le sens ou, pour tout h € Hys et f € L*(S,v), (fIFh). =
(h|Rf),, |

La Proposition 2.3 nous autorise a voir £, comme un opérateur de L?(S,v)
sur L*(S,v).

Le noyau hilbertien Ty et 'application v définissent le noyau symétrique et

positif £(-,-) sur § x S :
V(s,t) € S xS, K(s,t) = (Tuvt|Toys)y - (2.12)

D’aprés I'équation (2.8), K(-,-) € L*(S x S,v x v) (on a ||K|| 2 = [[Txll,,),
L, est ainsi un opérateur intégrale de Hilbert-Schmidt classique et est donc
compact (voir par exemple | , §10]).

Comme (-, -) est symétrique, £, est auto-adjoint; £, est de plus positif,
il suffit pour s’en convaincre d’utiliser I’équation (2.10). On peut également
remarquer que £, est continu :

v € LS, v), 1Lulf1lze <N Toll5, 112 -

L, : L*(S,v) — L*(S,v) est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont
positives.

Remarque 2.4: Le fait que £, : L*(S,v) — L*(S,v) soit un opérateur
symétrique, positif et continue peut également étre percu comme une simple
conséquence du Corollaire 2.1 et de la théorie des noyaux hilbertiens | |.

Notons également que le noyau K défini par I’équation (2.12) est naturelle-
ment associé & un RKHS H composé de fonctions de S sur R (Hx est un
sous-espace hilbertien de RS, voir la Section 1.3). Le RKHS Hy est alors
isométrique a H . |
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On note \;, ¢ € I les valeurs propres de L, et (EZ € L*(S,v) les fonctions
propres associées. On rappelle que {q~52, 1€ ]I} forme une base hilbertienne de

L*(S,v). On note finalement {\,, n € I, } Pensemble au plus dénombrable
(c’est-a-dire I} C N) des valeurs propres non nulles (et donc strictement
positives).

On tire de I’équation (2.10) que, pour tout n € I,

~ 1 ~ 1 /~
Vh e H, (%\m)g(m -5 (£, |6] \@h)w) =5 (#uf3h) .- (213)
Proposition 2.4

La famille {\/Anéﬁn, ne ]1+} est une base hilbertienne de §(H), (|)3(H)

Démonstration: Le fait que la famille {\//\_nggn} soit un systéme ortho-
normal de §(H) est conséquence de (2.13). Il nous reste alors simplement a
montrer que l’espace span {\/)\_nan} est dense dans §(#H), point correspon-
dant a la Proposition 2.3.

2

— L
Remarque 2.5 : Les deux espaces §(H) , (+*)2 et F(H), (-|')5(3,) sont iso-
métriques. L’isométrie est donnée par :

Vn € Ly, én </ Antn.

2

Cette isométrie est en fait la restriction & §(H) , de la racine carrée de

L,: L*(S,v) — L*S,v),
1 ~ ~
L’ [Z 042‘9252'] = Z a;\/ Aig; o,
i€l i€l
pour i € I\I,, cest-a-dire \; = 0, L2 [51] = 0. On a bien entendu, £, =
Eé o Eé .
Comme nous venons de le voir, § : Hyr — §(Har) définit une isométrie entre

les deux espaces de Hilbert §(Har), (+[*)z3) et Hars (+|-)3- On introduit alors
S F(Hu) — Har, isométrie inverse de §.

Pour n € I, on note

gbn = 3’_1511 € HM (214)
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Nous appellerons ¢, le vecteur propre régularisé associé a la valeur propre
A, nous dirons aussi parfois que ¢, est le régularisé de ¢, € L*(S,v).

Corollaire 2.2

La famille {\/A,¢n, n € 1} est une base hilbertienne de Hay (+|-)y, (Hum
est donc séparable).

La définition ¢,, = Sflggn caractérise correctement, d’un point de vue théo-
rique, les vecteurs propres régularisés en tant qu’éléments de H,,. Néanmoins,
nous nécessiterons en pratique d'une formule explicite pour les ¢, (afin de
pouvoir par exemple les implémenter). Dans cette optique, considérons ’ap-
plication f +— R; apparaissant dans la preuve de la Proposition 2.3 et que
nous noterons dorénavant §'£, (notation cohérente).

Ainsi, pour tout f € L*(S,v), Ry = § 'L,[f]. En appliquant I’équation
(2.11) & h = Tye', on obtient, Vf € L*(S,v) et Ve’ € E/,

FLULE (/:f (Toue, 1) g A (2). (2.15)

De 14, on peut écrire 1L, [f], f € L*(S,v), sous la forme d’une intégrale
vectorielle (voir | D,

S LLf] = / FO Tyt du(t) € Har. (2.16)
S
On obtient finalement en utilisant la linéarité de §—*, pour tout n € I,

%:T%:—ST /% )Tyt du(2), (2.17)

I'expression (2.17) devant étre comprise au sens de ’équation (2.15).

Une maniére équivalente de procéder. Au lieu de transporter, comme
précédemment, la structure hilbertienne de H,, sur le sous-espace §(Hys) de
L?(8,v), on peut remarquer que 'équation (2.5) permet de définir sur H la
forme bilinéaire symétrique qui suit :

VhetgeH, (hlg),, = /3 (h,vs)EE, (9,78) g AV(8). (2.18)

On note ||h|]iy = (h|h)'y,u

H-iii implique que l'espace nul de (-|-). , est Hy, c’est-a-dire que pour h € H,
|2l = 0siet seulement si h € Ho. On a, pour tout h € H, ||A[|., , = [|Fhl| .
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et Hu, (+]-),,, est un espace préhilbertien isométrique a §(Har), (+[-) 2, liso-

mérie étant Dapplication §. Le complété Hy '~ de Has pour la norme hil-

bertienne ||-||. , est alors isométrique, en terme de structure hilbertienne, &
L2

lespace §(H) apparaissant dans la Remarque 2.5. On a en particulier

Hy—Hur . (2.19)
On définit alors I'analogue L, de £,, dans un premier temps sur H,,, par
Vh € Hu, Vs €S, (Lu[h],vs)p g = L, [Fh] (s), ou bien, (2.20)

de maniére équivalente, par L,[h] = 1L, [§h] (c'est-a-dire L, = F1L,T).
Comme nous 'avons déja mentionné dans 1'équation (2.16), L, peut étre
écrit sous la forme d’une intégrale vectorielle

Vh € Hyr, Ly[h] = / (hyV8) g Trrys dv(s). (2.21)
S

L, est ensuite étendu & H,, " par continuité. On peut alors montrer que
L, est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur Hy, ", (+]-) v Lv symétrique et
positif, ses valeurs propres sont \,, n € I, et sont associées aux fonctions
propres ¢,.

On obtient finalement la méme base hilbertienne {\/)\n<bn, n e I[+} de Has
(:]) que celle obtenue dans le Corollaire 2.2.

Notons que 'on peut aussi directement montrer que L,, vu comme opérateur
de H sur Hyy, est un opérateur de Hilbert-Schmidt symétrique et positif. Le
sous-espace propre associé aux valeurs propres nulles est Ho, v Anép, n € L
étant les fonctions propres associées aux valeurs propres non nulles \,, n € I,

A titre d’illustration, nous utiliserons ce point de vue dans la Section 2.5.

2.4 Représentation et approximation de I’inter-
polateur optimal

Soit ‘H € Hilb(E) et M un sous-espace vectoriel de E’. Afin d’appliquer les
résultats de la Section 2.3, nous supposons M tel que H,; est séparable. On
considére alors la base hilbertienne {v/A,¢,, n € I} de Hay, (+]-),, définie
par le Corollaire 2.2. Notons que la construction d’une telle base nécessite
I'introduction préalable d’'un espace mesuré (S,.A,v) et d’'une application
~v: S — E' vérifiant les propriétés requises par la section précédente.
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Connaissant une base hilbertienne de H,;, on peut facilement exprimer la
projection orthogonale de H sur H,;, et donc, pour un élément ¢ € H fixé,
donner une expression de l'interpolateur optimal de ¢ pour M (voir la Section
2.2). Finalement, les propriétés de la base {\/)\_nqbn, n e ]I+} permettent de
donner une expression de Py, [¢] qui dépend explicitement et uniquement
des valeurs (p,7s)p g, s € S, et donc des valeurs (g, €') i, € € M.

Théoréme 2.1

Soit ¢ € H avec H € Hilb(E) et soit M un sous-espace de E' tel que
‘H s est séparable. On considére la base hilbertienne {\/)\nqbn, n e ]I+} de
H s définie au Corollaire 2.2, on a alors

Pyy [0l =) on /3 (O, 78) . (0:78) p pr AV (8). (2.22)

nely

Démonstration: C’est un simple conséquence de 1'équation (2.13) :

Puy el = Y vV adn (W%!@)H = At <$n|g(10>
= Z(bn <9gn|390>L2 :

3(H)

Remarquons que par construction, la somme apparaissant dans 1’équation
(2.22) converge dans H. Comme H € Hilb(E), la somme converge également
pour la topologie initiale de E et pour sa topologie faible o(E, E’). On a en
particulier, pour €' € F’,

Prn 9V = 3 (6 / (Dn75) g (02795) 1 A(5).

nely S

Remarque 2.6 : La projection orthogonale Py, de H sur Hjys peut étre
écrite sous la forme

Py, =3 '3, (2.23)

cette expression étant en fait une formulation équivalente du Théoréme 2.1.

Dans la Section 3.3, nous présentons un exemple dans lequel H,; est de
dimension infinie (i.e. I, = N) et ot la limite de la somme apparaissant dans
I'expression (2.22) peut-étre calculée analytiquement.
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Néanmoins, dans certains cas, pour des raisons numériques par exemple, il
ne sera pas possible de considérer I’ensemble des termes dans la série

Ve et f/ € El? <TH]\/16/’ f/>E,E’ - Z )\" <¢nv €/>E,E’ <¢n7 f/>E,E’ :
nely

Supposons que l'on dispose d'un ensemble approché I,,, de I.. On hérite
ainsi d’un noyau approché Tarr donné par

Ve et f' € B, <T7_Lcﬁpe', f’>EE, = > M (0 ) i (D
7 n€lapp

Alors, pour ¢ € H, on obtient une approximation de l'interpolateur optimal
Py, [¢] que nous notons Pyarr [0] :

Ve e El, <PH%”’ [gp] ,€/>E o = (gD TH%/I;P€/>
, H
= Z (Pn, €,>E,E’ /S <¢n773>E,E/ <90:’YS>E,E' dv(s), (2.24)

n€lapp

ou Hy est Padhérence, dans H du sous-espace engendré par les ¢y, n € L.

On pose L., = I \I,,,. On déduit ensuite une expression de 'erreur d’ap-
proximation, pour tout ¢’ € E’,

(Pruss 9] — Pregyr o] €>EE = (lTon ¢ = Trgpre’)

_<¢

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a I’équation (2.25) nous permet
alors de controler 'erreur d’approximation, comme le montre le résultat sui-
vant.

Théoréme 2.2

n€lerr

Z An <¢n;€,>E,E/ ¢n> . (2.25)

2

ve' € B, |(Puy, o] = Pagr [l €)1 <llellie 2 A (60
’ n€lerr
(2.26)
2
et [P [l Brgpr ]| < el 3 A (2.27)
v nEHE’I‘T
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Nous appellerons ) An terme d’erreur spectrale.

neﬂer'r

Remarque 2.7: Dans la plus part des cas pratiques, une expression ana-
lytique de la décomposition spectrale de £, ne sera sans doute pas dispo-
nible. On serait alors amené & utiliser une approximation numérique de la
décomposition spectrale en question. Il serait alors intéressant d’étudier le
comportement des Théorémes 2.1 et 2.2 dans de tels cas.

Notons également qu’il serait intéressant de comparer précisément approche
spectrale "tronquée" (équation (2.24)) et discrétisation de l’ensemble des
données.

2.5 Cas classique : nombre fini de données

Supposons que M est de dimension finie, M = {1, -+, pun}, n € N. On
suppose également, pour simplifier et sans perte de généralité, que les u; € ',
sont tels que la matrice de Gram T € R™ ", définie par, pour 1 < 7,7 <
n, Tij = (Typi|Thj),, est inversible (on suppose donc que T est définie
positive).

On introduit la notation de type matriciel suivante :
B = (Ml? o 7,un)T et T = (T'Hl“l'lTHl'l’T)H = <THl'l’7 l’l’T> = <I’l'7 TH’*"T> )

ou Typ = (T, --- ,Ty.[,un)T. Pour ¢ € H, l'interpolateur optimal de ¢
pour M peut étre écrit sous la forme :

hcp,M - T’H#’TT_I <IJ’) SD> ) (228)

T
avec (p, p) = (((p,uﬁE,E, e ,(gp,,un>E7E,) . Remarquons que, selon notre
notation, (u, 4,0>T = <<p, [J,T>, pour tout e € Eete’ € E', (e, e')p p = (e,€) =
(¢’,e). Nous écrirons ainsi, pour ¢’ € F',

<h<p,M; 6/>E,E’ = <€,7 T’HIJ’T> T_l <l‘l’7 90> .

L’objectif de cette section est de démontrer, par calcul direct, que I'expres-
sion de linterpolateur optimal donnée par le Théoréme (2.1) et égale a son
expression usuelle correspondant a 1’équation (2.28).

Un opérateur intégral adapté L, d’un type similaire & celui de 1’équation
(2.20) est défini par

Vhe M, Ly[h) = w; (b, ) g g Tt (2.29)

i=1
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avec w; > 0 pour tout 1 < ¢ < n. En introduisant la matrice diagonale
W = diag (wy, -+ ,w,), L, peut s’écrire sous la forme matricielle

Vh e M, L[h] = Tup" W (p,h).

Le caracteére fini de la somme (2.29) nous assure que L, vérifie 'ensemble des
propriétés requises par la Section 2.3. La forme bilinéaire symétrique (-|-)
sur ‘H associée & L, par I'équation (2.18) est alors, pour h et g € H,

77”

(hlg),, sz (ho i) .o (95 1) g = (o ™) W, g)

=1

Remarque 2.8 : On peut retrouver de facon directe les propriétés de symé-
trie et de positivité de L,

Vhet ke H, (h|Ly[k]); = (hITup™ W (u, k),
= (W Tup™W (Typ, k)y,)
= (W Toups") 3, W (Tyugs, k)yy = (Lu[h][R)y

= (hp)W <N7THNTW<MJ€>>
(h
(L

Vhet k€ H, (hL,K]).,

,uT>W<THu )W, k)
JHIK),,

Vhet k€M, (hL,k)y = (hTup") W, k)
= (hu") W (p, k) = (h[k)

Pour a € R™, s0it ¢ = Tyl € Hyr. On a
L, [cga} = Tyup" W (1, Tyyp" ) o = Typ" WTer.
Ainsi les valeurs propres de L, sur H,; sont les mémes que celles de la

matrice WT. Soit Ay, -+, A\, > 0 les valeurs propres en question (le fait que
ces derniéres soient strictement positives provient de la définie positivité de
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T) et soit vy, -, v, leur vecteur propre associé. On a ainsi WT = PAP !
ou A =diag (M, , ) et P = (vq|---|v,). Donc, pour tout 1 < i < n,

Ly [v,| = Nidv.
On définit .
= (Fvi20v,) =P Tyn.

Ainsi

~ ~T
(4l6') —P'TP
H
¢ ($|$T> — PITWTP = PTTPA = APTTP. (2.30)
’Y7V

De I'équation (2.30), on déduit que la matrice PTTP est diagonale, ce qui
est alors également le cas pour PTTWTP. Comme attendu, la relation
‘ b, - /\l avi

2 2
b, est vérifiée (équation (2.13)).
H

’771/

Ainsi, les fonctions propres (normées) de L, sur Hys, (+|),, sont les compo-
santes du vecteur

N

¢ = (PTTWTP) 2 ¢.

On obtient finalement comme il se doit

Tup " T, 0) = Tup" T'WTIW (u, 0) = Ty PAT'PTIW (p1, )
= Tup"PAT'PI'T'PTPTTW (u, )
— Tuu"P (PTTWTP) ™ PTTW (u, )

= & (PTTWTP)™ (1" ) W (11,)

= Z¢k/ Drs YS) B,E 2 '73>EE/d (s)-

2.6 Un exemple d’application

Soit X = R? et soit H le RKHS des fonctions réelles sur X' (voir la Section
1.3) associé au noyau (noyau gaussien ou carré-exponentiel, voir | D,
pour x et y € X,

lz—yl?
K(z,y)=e" -, avec o > 0 et | - || la norme euclidienne de R?.
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Pour m € N, on considére £™ C R?, espace des fonctions réelles sur X = R?
de classe C" muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts
de X de toutes les dérivées d’ordre < m (d’ordre quelconque pour m = +00).
Alors, d’aprés | , Proposition 25|, pour tout m € N (et également pour
m = 400), H est un sous-espace hilbertien de £™. Dans ce qui va suivre,
nous considérons H comme sous-espace hilbertien de E = &!.

Soit = (x1,22) un point de X, par simplicité, nous utiliserons parfois un
systéme de coordonnées polaires, on notera ainsi x = (1, cos a,, r, sin ay,)
avec r, € Ry et a, € [0,27]. Pour z € X, on définit n, € E’ tel que, pour
heH,

0
<h777x>E,E/ = a_%h@j)?
7, correspond ainsi I’évaluation de la dérivée radiale au point x.

Soit C C R? le cercle de centre 0 et de rayon R > 0. On considére
My = span{m, t € C} et Mp = span{d;, t € C}

et on pose M = My + Mp (N et D signifient conditions de Neumann et de
Dirichlet). Nous allons montrer comment notre méthodologie peut étre uti-
lisée pour résoudre, dans H, le probléme d’interpolation associé¢ a M. Dans
un premier temps (Sections 2.6.1 et 2.6.2), nous considérerons de maniére
indépendante les problémes associés & Mp et M. Enfin, en nous basant sur
la Remarque 2.1, nous combinerons nos résultats afin d’obtenir un modéle
dans lequel les dérivées radiales ainsi que les valeurs sur le cercle sont contro-
lées (condition de Robin, notons que dans notre étude, les dérivées radiales
correspondent aux dérivées normales au cercle).

On introduit & = [0,27] muni de sa mesure de Lebesgue (& la constante
multiplicative R prés). On identifie alors L*(S,v) a L*([0,27]), espace des
fonctions de carré intégrables (par rapport a la mesure de Lebesgue) sur
[0, 27], muni de la norme hilbertienne

vf e (.2, 1513 = [ 07 Ra.

2.6.1 Noyau gaussien et valeurs sur le cercle

On s’intéresse dans un premier temps au probléme d’interpolation associé a
H et Mp = span{d;, t € C}. On pose (voir la Section 2.2)

Har, = Hy, =span {K,(-), t € C}H avec (notation) K,(-) = K(z, ).
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L’application vp implicitement considérée est vp : [0,27] — E', 0 — 45, ,
avec spg = (Rcosf, Rsinf), on note également §p 'application correspon-
dante. Des arguments de continuité et de compacité nous assure de la sé-
parabilité de Hs, , I’ensemble de nos hypothéses de travail étant également
vérifie. Alors, pour xg, = (Rcosa, Rsina) et f € L?([0,27]), un opérateur
Mp-adapté est donné par

27
= / K (ZL‘R@, SR79) f(Q)RdQ
0

Aprés calcul (voir A.1), on obtient que les valeurs propres de £ sont :

27
_2R? 2R2
n =0, )\TZL) = Re™ o2 / € o2 Cosecos(ne)dﬁ.
0

1
2R’

AL est de multiplicité 1 et est associée a ¢o(ar) =

Pour n > 1, A2 est de multiplicité 2 et est associée a, pour « € [0, 27],

cosna, etds(a) = sin na.

1 1
V7R VTR
Les éléments de H étant des fonctions continues, les fonctions de §p () sont

2m-périodiques. Ainsi, les fonctions propres qbo, gbc et gb > 1 correspondant
2

a la base de Fourier discréte classique, ces derniéres engendrent Sp(H) et
la décomposition spectrale de £ est donc terminée.

Remarquons qu'une généralisation de ce résultat a la dimension quelconque
ainsi que d’autres exemples peuvent étre trouvés dans | |.

On définit ensuite les fonctions propres régularisées ¢, ¢<P et ¢3P ¥n > 1
de LY (voir équation (2.17)). On a par exemple

L[ sin(nd)
Vn>1, Voee X, ¢ :—/ K(spg, Rdf.
n x o7 () 3 . (Spo, ) NS

Application numérique. On pose R = 3 et 02 = 2. On calcule alors les
valeurs propres et fonctions propres régularisées de L. Les Figures 2.2 et
2.3 représentent une partie du spectre de £ ainsi qu'une de ses fonctions
propres régularisées.

Comme suggéré dans la Section 2.4, on approche le noyau Ky, (-, -) de Har,
a ’aide des 31 fonctions propres régularisées associées au valeurs propres les
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index(n)
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FIGURE 2.2 — Représentation gra- FIGURE 2.3 — Fonction propre régu-
phique du spectre de £ pour 0 < larisée ¢ sur [—5, 5] pour n =b.

n<T74, R=3cto?=2.

plus grandes. En d’autres termes, pour tout = et y € R? :

15
K (x,y) = A0o6 (2)08 () + > A [057 (2)0° () + 637 (2)83” ()] -
n=1
On calcule
15
Trace (L)) = 2R =18.84956 et » A =X +2) A, = 18.84953.

k€lapp n=1

On obtient ainsi pour le terme d’erreur spectrale :

DAY = 2.643289e-05. (2.31)

k€lerr

On approche ensuite le noyau Ko, (-,-) = K(-,+) — Ku,(+,-) du sous-RKHS
Ho,, par, pour tout z et y € R?,

K(‘]lgp('r7y) = K(x7y) - Kﬁg(ajay)

Ho,, est le sous-espace des fonctions de H qui s’annulent sur C. Ceci implique
en particulier que pour ¢t € C, Ky, (t,t) = 0. On obtient dans notre cas la
valeur constante Kg'"(t,t) ~1.402309e-06 pour ¢ € C (signalons que le
spectre de LD été calculé a I'aide d’algorithmes de Monte-Carlo).
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La Figure 2.4 représente la simulation d'une trajectoire d’un processus gaus-
sien centré de covariance KgP?(-,-). Ce processus est une approximation d’un
processus gaussien centré de covariance Ko, (-,-), processus correspondant
quant a lui & un processus de covariance K (-, -) conditionné étre nul sur C.

Nous utilisons finalement le noyau Kg?’(-,-) dans un modéle gaussien clas-
sique (ou modeéle de krigeage, c’est-a-dire un processus gaussien de covariance
donnée que 'on conditionne par un nombre fini d’observation, ici sa valeur
en certains points). Le modeéle obtenu rend compte de maniére exacte de
I’ensemble classique de données et approche de fagon controlée la condition
sur C (dans notre cas, de s’annuler sur le cercle). La Figure 2.5 représente
le meilleur prédicteur du modeéle en Kgt?(-,-) (c’est-a-dire I'espérance condi-
tionnelle, correspondant également dans ce cas a un interpolateur optimal,
voir la Section 3.2) et la Figure 2.6 représente une réalisation conditionnelle
de ce méme modéle gaussien (c’est-a-dire une simulation rendant compte des
données).

2.6.2 Contrainte sur la dérivée normale

On considére maintenant My = span{n;, t € C}. yn : [0,27] - My C F’
est ici donnée par Y0 = 175, , et comme précédemment, des arguments de
continuité et de compacité nous assure de la séparabilité de H s, . On rappelle

que
H

Hory :HOLN :span{aa K(s,-), s€ S}

s

On a 1 2 2
K(ZL’, y) _ e—a—z(rm—kry—%xry cos(ozx—ay))’ alors
0 2
e K(x,y) = ——2(7"95 — 1y cos(ay — ay))K(aj, y) et
0? 2
ar 87“ K($7 y) = ; COS(O&m - O[?/>K(x7 y)
yUlx
4
+ ;(rw — 1y cos(ay — ) (ry — 7z cos(ay — o)) K (2, y).

Pour f € L*(|0,27]), notre opérateur My-adapté est ici, pour a € [0, 27],

2 2
C2@ = [ 50K s fORG. (232)
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avec Spp = (Rcosf, Rsinf) et xp, = (Rcosa, Rsina).

2 2 R e
Posons A = % — 88 ot B = %. Apres calculs (les arguments utilisés sont

ot

similaires & ceux avancés dans A.1) on obtient que les valeurs propres de £
sont

2R?

o2

2w
pour n > 0, A\ = / [Acosf + B(1+ cos*6)] e” (1=cos0) co5(nb) Rd6.
0

Pour n = 0, A} est de multiplicité 1 et est associée &, pour a € [0, 2],

o) =

Pour n > 1, \Y est de multiplicité 2 et est associée a, pour a € [0, 27],

cosna, et ¢ (a) = sin na.

1 1
VTR VTR
Un argument similaire a celui utilisé dans le cas précédent nous assure que
I'opérateur en question n’admet pas d’autre valeur propre.

Remarque 2.9 : Les deux opérateurs £2 et £ possédent donc les mémes
fonctions propres et sont donc diagonalisables dans la méme base. |

On définit ensuite les fonctions propres régularisées ¢, ¢V et ¢V € Har,
(voir I'équation (2.17)). Dans notre cas on a par exemple

Y G cos(nd)
Vn>1, Ve e X, fLNx :—/ K(spg,x Rdb. 2.33
¢ ( ) )\7]:[ o 87’5 ( R0 ) \/ﬁ ( )

Considérons les valeurs prises par les fonctions propres ¢}, ¢ et ¢V sur
le cercle C. D’aprés 1'équation (2.33), il apparait que les valeurs en question
sont associées a l'opérateur intégral, pour zr, = (Rcosa, Rsina) et f €
L* ([0, 27)),

L@ = [ 5K (@) FO) R (2.34)

J, est auto-adjoint mais n’est pas positif. On remarque que, pour n > 0,

T _2R 2
On = / (1 — cos 0)6_%(1_‘3059) cos(nf)Rdo, (avec p, € R)
0

o2

sont des valeurs propres de J,. Pour n = 0, py est associé a la méme fonction
propre que AY (et donc aussi & la méme que \Y), qui est, pour a € [0, 27],

do(a) = \/2177% (remarquons que py<0).
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Pour n > 1, p, est aussi associée au mémes fonctions propres que A\Y, p, est
donc de multlphclte 2 et est associée a, pour « € [0, 27],

~ 1 ~ 1
oo (o) = cosna, et ¢ (a) = sin na.
o) =T7% =T
Comme dans les deux cas précédents, les fonctions propres de J, formant une

— 12 —_I2
base hilbertienne de §(H) , 'opérateur .J, est diagonalisable sur F(#) , son
spectre est composé des valeurs propres p,, associées a ¢y, ¢S et ¢ (J, est
donc diagonalisable dans la méme base que LY et L2).

Le spectre de 'opérateur J, a un comportement intéressant, son apparence
générale (nombre de valeurs propres négatives par exemple) dépend du rap—
port entre R et 02. La Figure 2.7 montre les valeurs de p,,, pour 0 < n < 30,
R=3c¢to?=2.

0.2
I

0.0
I

eigenvalues p,,

-0.2

-0.4
I

0 5 10 15 20 25 30
n

FIGURE 2.7 — Représentation graphique des valeurs propres p,, pour 0 < n <
30, R=3et 0% =2.

Nous obtenons finalement que les valeurs sur le cercle C des fonctions propres
régularisées associées a L2 sont données par, pour zg,, = (R cosa, Rsina),

6 (wna) = Sou(a), 67 (wra) = §565(@) ot 67 (ora) = $50H(0).

Remarque 2.10: Notons que les valeurs prises sur le cercle C par les dérivées
radiales des fonctions propres régularisées ¢, o< et ¢ n > 1, peuvent
également étre exprimées a ’aide des valeurs propres p,, n = 0, de J,. On
obtient ainsi facilement pour zp, € C

Po 7
<¢(])Dﬂ7xR,a>E7E, = E%(&), and forn > 1,

(60 M) . = 3500, (80 e ) = 1500(0). (2:39)
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Application numérique. On fixe R = 3 et 02 = 2, on peut alors calculer
les valeurs propres ainsi que les fonction propres régularisées associées a L.
Les Figures 2.8 et 2.9 représentent respectivement une partie du spectre de
LY et le graphe de 'une de ses fonctions propres régularisées.

i\
il
W

e {/’. 4 \\\\‘y
\v‘. \ Yy
il

. N
eigenvalues X,
o

2 A"t/l!.“g [
N

FIGURE 2.8 — Représentation gra-

phique du spectre (Zie L) pour 0 < FIGURE 2.9 - Fonction propre régu-
n<30, R=3eto” =2. larisée ¢<N sur [—5, 5]% pour n =4.

A la maniére de la Section 2.4, on approche ensuite le noyau Ty, & I'aide
des 31 fonctions propres régularisées associées au valeurs propres les plus
grandes. Ainsi, pour x et y € R? on définit

K (2,y) = M) (2)é0 (y) + DAY [¢5) ()¢ () + o3 ()03 ()]

avec Kyp¥ (z,y) = <TH;5;5x,5y>EE/. On a

15

4T R

Trace (L)) = —5~ =18.84956 et > A =X +2) AY = 18.84928.
kEHapp n=1

On obtient ainsi pour le second terme d’erreur spectrale :

> A =2.797111e-04. (2.36)

keﬂe’r"r'
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On approche ensuite le noyau Ko, (-, -) = K(-,-) — Ky (-, -) du sous-RKHS
Ho, par, pour tout = et y € R?
Koy (x,y) = K(,y) = Ko (e, y). (2.37)

On rappelle que H,, est le sous-espace des fonctions h € H telles que
a%th(t) = 0 pour tout t € C.

La Figure 2.10 représente la simulation d’une trajectoire d’un processus gaus-
sien centré de covariance K¢’ (-, -). Comme nous I'attendions, ce dernier ap-
proche efficacement un processus gaussien centré de covariance K(-,-) dont
les dérivées normales au cercle sur ce méme cercle sont contraintes a étre
nulles. Dans notre exemple, au lieu d’étre nulle, les dérivées normales sur C
suivent une loi normale centrée de variance

AN = 1.483913e-05.
27rR ke; -

"’

o"""
4””0’

/ "“\\ \\“ ' “‘\\
“\ I \\
,ol// A \\\““',.( ““ﬁ ,3,“

\\\‘ Y i
1 ‘ \\,‘\ "” "‘ ‘\\\?I///’A\\ ;,’{;,’;1'"
/ ‘v, \\ ,1'
‘ ’o \‘ ‘ 'I ’N“\ln

FIGURE 2.10 — Simulation d’une
réalisation d’un processus gaussien
centré de covariance Kg2'(-, ).

FIGUure 2.11 — Tracé de =z ~—
K (z, ) sur [—4,4).

Remarque 2.11: Pour t € C, on a

15

2
a pO Pn
K =1- = 0.9568043.
v (1) NorR — A\YTR
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2.6.3 Contrainte double

Dans cette derniére partie, les résultats des deux précédentes sections sont
combinés afin d’obtenir un modeéle rendant a la fois compte de la valeur et de
le dérivée normale d’une fonction sur le cercle C. Notons au passage le role
central joué par que les valeurs propres p,, n > 0, de I'opérateur J, étudié
dans la Section 2.6.2. Nous présentons une méthode permettant d’approcher
le noyau Ko (-, -) du sous-espace Hgo des fonctions h € H telles que

Vt € C, <t7nt>E,E’ =0et <t, 6t>E,E’ =0.

Néanmoins, on peut trouver dans les résultat qui suivent I’ensemble des élé-
ments nécessaires a la résolution générale du probléme d’interpolation associé

a M= My-+ Mp.

Nous procédons d’une maniére similaire a celle présentée dans la Remarque
2.1. On considére dans un premier temps le probléme associé a la dérivée
normale sur le cercle, c’est-a-dire au probléme d’interpolation associé a My
(probléme étudié dans la Section 2.6.2) puis ensuite le probléme de la valeur,
ce dernier étant quant a lui associé a Mp (choix arbitraire, voir la Remarque

2.12).
Considérons le noyau Ky, (-, ) (voir la Section 2.6.2) de H,,,, sous-espace des

fonctions h € H telles que %h(t) = 0 pour tout ¢ € C. On rappelle que

K0N<x7 y) = K(:Ca y) - KMN('%.7 y) avec
Ky (2,y) = Mo ()0 (y) + DAY [¢eN (2)6eN () + o5 (2)03 ()] -

On considére opérateur intégral sur L?([0, 27]) associé au noyau Ko, (-, -) et
au sous-espace vectoriel Mp de F’,

LI f(a) = /27r Koy (TR, Sre) f(O)RdO, (R pour Robin).
0

On tire de I'étude de l'opérateur J, (voir la Section 2.6.2), que les valeurs
propres A n € N, de L sont données par
2

R _ \D pn
=AY = T

n

At est de multiplicité 1 et est associée a ;507 pour n > 1, A% est de multipliciteé
2 et est associé a ¢f et ¢ .
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On introduit alors les fonctions propres régularisées de L2 notées respective-
ment @, ¢<% et @37, Apres calcul, on obtient, pour z € X,

o () = % (APEP () — podt ().

1
A

n

5 () = 37 PP () — pudi (0)

n

Vn > 1, ¢if(x) = — (APl (x) — pud (z)) et

A titre d'illustration, nous avons calculé le noyau Kg’(-,-) défini par, pour
retye X,

Ko (x,y) = Koif (@, 1) — Xg ' (%) ()

=Y M e @) ) + @) (y)] -

La Figure 2.12 représente la simulation d’une trajectoire d’un processus gaus-
sien centrée de covariance K’ (-, ).

/] ’ S
AN uf.’l/’:"ig& ib&\\

FIGURE 2.12 — Simulation d’une
réalisation d’un processus gaussien
centré de covariance Kg'(-, ).

FIGURE 2.13 — Tracé de =z
K (z, ) sur [—4,4)> .

Comme dans les cas précédents (Sections 2.6.2 et 2.6.1), au lieu d’étre nulles,
les dérivées radiales sur le cercle suivent une loi normale centrée de variance
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1.483913e-05. Pour ce qui est des valeurs sur C, ces derniéres suivent une
loi normale centrée de variance, pour t € C

KgPP(t,t) = KgP(t,t) — —— ()\R + zz )\R> K§P(t,t)

15
1 D D
=1- 5 R(A +2§ A >~1.402309e—06.

Remarque 2.12: Au lieu de considérer dans un premier temps le probléme
associé a My puis celui associé & Mp, on peut trés bien procéder de maniére
inverse. On est alors amené a étudier l'opérateur

2
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LP[f(a) = | G o (Thoa, Sre) f(0)RAO,

associé au noyau Ko, (-,-) et & My. A laide de la Remarque 2.10 (équation
(2.35)), on déduit que les valeurs propres A2 n € N, de £ sont

R2 N_ P
- _Fn
Ao =A D
A2 est de multiplicité 1 et est associée & ¢p. Les A% pour n > 1 étant
quant a elles de multiplicité 2, associées a ¢¢ et ¢;. On obtient finalement
X . .

5.
I’expression des fonctions propres régularisées, par exemple

1
Vn>1, Vo e X, ¢ (z) =

s (65 () = padiP (0))

n
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Chapitre 3

Conditionnement des processus
galussiens

On pourra trouver une version anglaise de ce chapitre dans I’Annexe C

3.1 Sous-espaces hilbertiens et processus gaus-
siens

Tout espace de Hilbert séparable H peut étre assimilé a I'espace de Hilbert
gaussien H (voir | |) canoniquement associé & un processus gaussien Y.
Lorsque H est un sous-espace hilbertien d’un espace de référence E, on est
alors naturellement amené a se demander si le processus gaussien centré Y
associé a H est a valeurs dans E. Notons que cette question n’a réellement
d’intérét que lorsque H est de dimension infinie. En effet, si ‘H est de dimen-
sion finie, le processus gaussien centré Y lui étant associé est a valeurs dans
H lui méme (voir Remarque 3.2).

Soit E un espace de Banach (voir entre autre | , | pour un exposé

plus général) et H € Hilb(E) un espace de Hilbert séparable. On note H
I’adhérence de H dans E et j 'injection de ‘H dans F.

Remarque 3.1: L’espace ﬂE, muni de la topologie induite par E est un
espace de Banach séparable. En particulier, tribu cylindrique et tribu bo-
rélienne sur E sont alors identiques, voir | , Proposition 2.1]. Notons
également que d’aprés le théoreme de Banach-Mazur, ﬁE est isométrique a
un sous-espace fermé de 1'espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs
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réelles.

Définition 3.1

‘H définit un processus gaussien centré Y a valeurs dans E si le triplet

(j,’H,ﬂE> est un espace de Wiener abstrait (voir | 1), dans ce

cas, H est parfois appelé espace de Cameron-Martin associé au processus
Y et Ty est son noyau de covariance,

Ve B E(YoYy) = (Tue', e (= (T |Tuf)y ),  (3.1)

avec la notation Yo = (Y, €') . o

Dans | |, on trouve un exposé détaillé sur les processus gaussiens utili-
sant une définition similaire pour le noyau de covariance (équation (3.1), voir
aussi | | par exemple). Notons que si on note py la mesure gaussienne

sur F définit par le processus Y, alors supp (uy) = H” (avec supp (uy) le
support de la mesure jy ), voir par exemple | |. En d’autres termes, Y’

s 4 s =E
est, avec probabilité 1, & valeurs dans un sous-espace dense de H . Le noyau
de covariance T3, du processus Y est lié a la mesure py par la relation

Ve' € B, Tye' = / (e,€) g predpy(e). (3.2)
E

Soit Y un processus gaussien centré de covariance T% a valeurs dans E. Si Y
est assimilé a une application mesurable

Y (Q,F,P)— (F,Bg),

on rappelle que I'espace de Hilbert gaussien associé a Y (voir | , 1)
est le sous-espace vectoriel fermé H de L*(Q), F,P) engendré par les v.a.
gaussiennes centrées Y., ¢ € E’. On note alors Z l'isométrie entre ‘H et H,
plus précisément, Z : H — H C L*(Q, F,P) associe respectivement a tout
couple h et g € H les variables aléatoires gaussiennes centrées Zh et Zg telles
que
E(ZhZg) = (hlg)y -

On a entre autre

. H — H

Tye — (Y,€e).

51



Représentation des processus gaussiens. Soit H un sous-espace hil-
bertien séparable de E, avec E un espace de Banach. Soit {h,}, .y une base
hilbertienne de H, on pose ¢, = Z(hy). Les {(n},,cy forment ainsi une base
hilbertienne de H, {(,},cy est une famille de de variables aléatoires indé-
pendantes gaussiennes, centrées et de variance 1, une telle famille est parfois
appelée famille orthogaussienne (on trouve par exemple cette appellation
dans | D).

On rappelle que le noyau T% de H peut s’écrire sous la forme ) h, ® h, au
sens ou

Ve’ et fl € El, <T7-L€/7 f/>E,E’ = Z <hn, e,>E,E' <hn7 f/>E,E' .

n

Aussi, pour tout € € E', la série Y (hn,€) g hn est convergente dans #,
de limite Ty€’, ce que nous notons

Z (hns €) g g In 2 Tl

n

On peut alors poser ¢, = Z(h,,), on obtient ainsi par isométrie que

S (s €) G =5 T (Tge) = Ve,

n

la convergence dans H de la série ) (hn, €’) p G, étant alors similaire a la
convergence dans L?(€2, F,P) (convergence en moyenne quadratique) de cette
derniéere série. Notons que la convergence a donc aussi lieu en probabilité.

Pour tout n € N et tout w € Q, h,(,(w) € H. D’un autre coté, h € H si et
seulement si h = >" a,h, avec 3, a2 (= ||h]|*) < +oo, ainsi

si H est de dimension infinie, P ({w tq Z hnCn(w) € H}) =0. (3.3)

Remarque 3.2: Si H est de dimension finie, la probabilité apparaissant
dans 'équation (3.3) est automatiquement égale a 1. En d’autre terme, a
tout espace de Hilbert de dimension finie on peut canoniquement associer
une processus gaussien a valeurs dans "lui méme" (c’est-a-dire dans ’espace
de Hilbert considéré). Dans ce cas, la mesure gaussienne ainsi définie sur
‘H correspond en fait a la mesure gaussienne cylindrique canonique
(canonical cylinder set measure en anglais) associée & H (voir | D-

Comme l'indique ’équation (3.3), les choses ne se déroulent pas du tout de
la méme fagon lorsque H est de dimension infinie. On remarque en effet que
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dans ce cas, voir par exemple | | et | , corollary 1|, la mesure
gaussienne cylindrique canoniquement associée a H n’admet pas d’extension
o-additive sur la tribu borélienne de H (qui est en fait, par séparabilité, sa
tribu cylindrique, voir Remarque 3.1). Afin de définir correctement la mesure
gaussienne associé a H a partir de sa mesure gaussienne cylindrique, on est
alors amené & considérer un espace "plus grand" que H (ﬁE dans notre cas),
espace dans lequel la radonification de la mesure gaussienne cylindrique
canonique est possible. C’est ce mécanisme de construction qui est a la base
de la notion d’espace de Wiener abstrait (voir par exemple | ).

On remarquera enfin que les résultats présentés dans cette section figurent
par exemple dans | |.

En pratique, on montre qu'un processus gaussien centré Y de covariance T
est a valeurs dans £ en exhibant une base hilbertienne {h,}, . de H pour
laquelle on prouve que la série > h,(, converge dans E avec probabilité
1. La représentation de Y sous la forme Y = )" h,(, est parfois appelé
décomposition de Karhunen-Loéve du processus Y.

On sait inversement que si Y est un processus gaussien centré de covariance
. . . ., =E
Ty & valeurs dans E (au sens ou le triplet <],7~[,’H ) est un espace de

Wiener abstrait), avec H sous-espace hilbertien séparable de F, alors quelle
que soit {h,}, .y base hilbertienne de H, la série ) h,(, converge dans E
avec probabilité 1 (voir par exemple | ).

Exemple : le mouvement brownien standard. On se place dans le
cadre de l'exemple développé en Section 1.5. Soit E = C([0,1]) I'espace des
fonctions & valeurs réelles continues sur [0, 1] (la topologie considérée étant
celle de la convergence uniforme) et H = H}. On rappelle que H est un
sous-espace hilbertien de E, H étant en particulier un RKHS de noyau

pour z et ¢t € [0,1], K(x,t) =x At, avec x At = min(x,t).

Le mouvement brownien, ou processus de Wiener (voir par exemple | 1
est le processus gaussien centré associé¢ a H = H}.

Le support de la mesure gaussienne associé au mouvement brownien vu
comme processus a valeur dans F = C([0,1]) est alors l'espaces des fonc-
tions réelles continues sur [0, 1] et s’annulant en 0.

Les trajectoires d’'un mouvement brownien standard sont plus précisément,
avec probabilité 1, a-holdériennes pour o < % Notons que 'espace engen-
dré par de telles fonctions (nulles en 0 et holdériennes d’ordre a < %) est,

33



comme nous l'attendions, dense dans l’espaces des fonctions continues sur
[0, 1] s’annulant en 0.

Il est amusant de remarquer que 'une des principales différences qu’il existe
entre les trajectoires d’un mouvement brownien et les fonctions de H} réside
dans le fait que ces derniéres sont holdériennes d’ordre o < % contre o < %
pour un mouvement brownien.

Remarque 3.3 : Soit X un ensemble et £ = RY I’ensemble des fonctions sur
X & valeurs réelles, muni de la topologie de la convergence simple. Un sous-
espace hilbertien H de RY est par définition un RKHS, voir la Section 1.3.
Notons Ty le noyau hilbertien de H. Pour € X, soit §, € E’ la mesure de
Dirac au point z. La variable aléatoire Y, = Z (T%0,) est donc parfaitement
définit pour tout z € X. Ainsi, tout RKHS de fonctions sur X définit un
processus gaussien centré indexé par X.

En d’autres termes, tout sous-espace hilbertien de R* définit un processus
gaussien centré a valeurs dans RY (et réciproquement). Ce n’est par exemple
pas le cas pour lorsque E est I’espace des fonctions continues sur un ensemble.

3.2 Conditionnement et interpolation optimale

3.2.1 Projections orthogonales

Soit H un sous-espace hilbertien séparable d’un espace de Banach E et Y un
processus gaussien centré de covariance T3,. Dans tout ce qui suit (Sections
3.2.1 et 3.2.2), on suppose Y a valeurs dans E.

Soit M un s.e.v. de E’, on note Hy I'adhérence dans H de T (M) (voir
Section 2.2). Parallélement, on introduit Hjy;, adhérence dans H du sous-
espace engendré par les (Y, e'), ¢/ € M. On a alors, par définition,

Hy =7 (Har).

Soit Py, la projection orthogonale de H sur H ;. Par analogie, on note P,
la projection orthogonale de H sur Hj,; et on a le diagramme commutatif

suivant
H—L-H (3.4)

lPHM lPH]W

Hy ——Hy,
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Ty, = P, Ty est le noyau hilbertien du sous-espace H s (muni de la struc-
ture hilbertienne induite par H). Ainsi, par isométrie,

tati
Vel € B, T(Tye') = Par, [vo] PO g vy ey, (35)

Pour tout ¢ € E’, la v.a. Pg,, [Ye] est appelée espérance conditionnelle
de Y, sachant Yy, f' € M.

Le processus Y, de covariance T est ainsi décomposé en 2 processus (gaus-
siens et centrés) indépendants, de covariance respective Ty, et Ty, . Cette
décomposition est ’analogue de la décomposition en somme directe ortho-

i
gonale H = Hys & Ho apparaissant dans 1'équation (2.2). Ty, est appelé
covariance conditionnelle de Y sachant M.

Remarque 3.4: Pour ¢ € H et ¢ € E’, on peut d’ores et déja établir
un lien entre (hy ar,€’) 5 (on rappelle que hy = Py, [¢] est interpola-
teur optimal de ¢ pour’ M, voir Section 2.2) et l'espérance conditionnelle
E (Yo|Yy, f' € M). On a en effet, par isométrie,

<PHA{ [@]7 €,>E,El = E(I(PHM [@])3/6’)
— E(Ba, [Z(9)] Vo) = E(Z(9)Pray, [V2]). (36)

On pourra aller plus loin dans l'interprétation de cette égalité a 1’aide des
notions présentées dans la section suivante (Sections 3.2.2, plus précisément
la Remarque 3.8).

3.2.2 Lois conditionnelles et désintégrations de mesures

Comme son titre I'indique, la Section 3.2.1 fait uniquement référence a dif-
férentes projections orthogonales sur les structures hilbertiennes considérées
et a leurs équivalences via I'isomorphisme Z entre H et H.

Dans le cas de 'interpolation optimale, I’élément "objectif", que nous avons
noté o dans la Section 2.2, est supposé appartenir a H. Dans le cas du condi-
tionnement, I’élément objectif est supposé étre une réalisation du processus
gaussien Y associé a H, il appartient donc avec probabilité 1 & un sous-espace
dense de ﬁE et n’est d’ailleurs pas dans H avec probabilité 1 lorsque H est de
dimension infinie (voir Section 3.1). Ainsi, sauf cas particulier (dimension fi-
nie), les lois conditionnelles du processus étudié ne peuvent pas étre déduites
a partir des seules considérations hilbertiennes énoncées dans la Section 3.2.1.
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Nous n’aborderons pas en détail le concept de désintégration (aussi appelé
probabilité conditionnelle réguliere). Signalons simplement, pour en donner
une idée grossiére, que le fait d’associer a chaque réalisation d’un processus
une loi conditionnelle sachant un certain événement conduit a définir une
probabilité de transition. On parle alors de probabilité conditionnelle réguliére
quand la famille de lois conditionnelles définie par la probabilité de transition
considérée permet, par mélange (mizture of a family of probability measures
with respect to a mizring measure), de retrouver la loi du processus initial.
Voir par exemple | , | pour une présentation de ces concepts.

Par simplicité, nous supposons que ﬁE admet la décomposition en somme
directe . . .

H =Hu ©Ho (3.7)
(voir la Remarque 3.5 pour une discussion sur cette hypotheése). Notons que
cette condition est toujours réalisée lorsque H ), est de dimension finie.

L’équation (3.7) nous permet ainsi de définir 'unique projection linéaire
continue P de H' sur Har parallélement a Ho (on a donc Blg] = 0 pour
tout g € WOE) En particulier, la projection P prolonge la projection ortho-
gonale Py, de H sur Hy,.

Le Théoréme | , Theorem 3.11] nous assure alors de l'existence d’une

désintégration de la mesure gaussienne py sur H” relativement a B. La
désintégration en question consiste & associer a tout ¥ € H" (et donc en
particulier, avec probabilité 1, & toute réalisation du processus Y') la mesure
gaussienne sur H” de moyenne P [V] et de covariance Ty, cette derniére
mesure correspondant a loi conditionnelle du processus Y sachant que sa
réalisation "coincide" avec ¥ sur M.

. . —E
On rencontre souvent la notation suivante, pour ¥ € H |

ve e B (B (0. g S BOL[YY = (0, ), £ M), (35)

Remarque 3.5: En terme de structures hilbertiennes, le conditionnement
revient a décomposer le processus Y, de covariance Ty, en 2 processus (gaus-
siens et centrés) indépendants, de covariance respective T3, et Ty, . La condi-
tion (3.7) donne un sens plus fort a cette décomposition en nous garantissant
que toute réalisation du processus Y peut étre décomposée de maniére unique
en la somme d’une réalisation du processus associé au noyau Ty,, (& valeurs

dans Hj; ) et d’une réalisation du processus associé au noyau Ty, (& valeurs
—E
dans Hy ).

56



Notons que la condition (3.7) n’est évidemment pas nécessaire (elle est sim-
plement suffisante) a 1’établissement d’une probabilité conditionnelle régu-

liere relative & la connaissance des valeurs prises par le processus sur un
s.e.v. M de E'.

Remarque 3.6 : Si on identifie H a un sous-espace hilbertien de ﬁE et P a

une application linéaire continue de ﬁE sur lui méme (voir les Sections 1.2
et 1.4), alors

Type = Py T = mTHt(’B- (3.9)

Remarque 3.7: Par définition, Vf" € M, (B [V], f)pp = (Y, f)pp- Le
terme E(Y;/ Yy = (\I!,f’>E7E,, f' e M) apparaissant dans I’équation (3.8)
et ainsi parfois noté

E(Yo|Yy = (B[], fpp. [ €M),

au sens ol la connaissance des valeurs prises par le processus sur M revient

N A a7 F .
a connaitre sa composante sur H,; (voir par exemple | ).

Remarque 3.8 : Revenons sur ’égalité mentionnée dans la Remarque 3.4.
Pour p € H et ¢/ € E’, on a maintenant

(Pry 9], €) g m = E(Z(0) Pay, [Ye]) = (Ble], €) g i
=E(Yo|Yy = (o, ) pp, [ €M). (3.10)
Il faut néanmoins remarquer la famille E(}@|Yf, = (0. pw, I € M)

pour ¢ € H ne permet de définir & elle seule une probabilité conditionnelle
réguliére que lorsque Hj; est de dimension finie.

3.2.3 Application de I’approche spectrale au condition-
nement

On se place maintenant dans le cadre étudié en Section 2.3. Nous allons
utiliser la base hilbertienne de Hj; exhibée au Corollaire 2.2 pour représenter
le processus associé au noyau T%,,. Pour tout ¢ € E’,

THM e = Z An <¢"7 e/>E,E’ (bm

nely
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la série considérée étant convergente dans H (voir aussi la Remarque 1.2).
D’aprés I’équation (3.5), on a

T (Trp€) = > A {bn€) i T (dn) . (3.11)

nely

On considére alors 'expression des fonctions propres régularisées donnée par
I'équation (2.17),

]_ ~
%:xé@@mwww

A la maniére de | , theorem 4.4], on aimerait aller plus loin dans I'iden-
tification en écrivant

ﬂm:=ié&wﬂmwmm (3.12)
1 ~
- 5 /3 () Vo (8). (3.13)

Pour ce faire, on doit pouvoir garantir la v-mesurabilité de 'application t
Y., ainsi que

/ (Vo) du(t) < +o0. (3.14)
S
La proposition qui suit prouve que l'expression (3.13) est correctement défi-

nie.
Proposition 3.1

Sous les hypothéses de la Section 2.3, le processus (Y'YS)SES admet la
décomposition

VsES, Yiu= Y <\/>\_n<bn,78>EE, Gy

)

nely

otles ¢, =71 (\/)\_ngzﬁn), n € I, forment une base orthonormale de H),
(les ¢, n € I, sont des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1)
et forment ainsi une famille orthogaussienne). Alors pour tout w € €0, 'ap-
plication t — Y,,(w) est v-mesurable (avec probabilité 1) et le processus
(Yys),es €5t a trajectoire dans L3(S,v) avec probabilité 1, en particulier,

/ (Yse)? dv(s) < +oo (avec probabilité 1).
S
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Démonstration: Pour tout n € I, 'application ¢ +— <\/)\n¢n,’yt> 5 ab-
partient par hypothése a L?(S,v) (en tant qu’élément de F(His)). On a
alors, d’apres le théoréeme de Tonelli et H-ii,

> [=

nely

)

<<\/A_n¢n,vt>E7El cnﬂ du(t) = /S > (Vi 7t>2EE ()

’
nely

- / I Tt |2, dv(t) = N < +o0.

est donc convergente et la série

La série >, ;. H\/)\ngné’n

2
L2(v®P)

(tw) o 3 (VAdut) | Gulw)

'
nely

converge donc dans L%(v ® IP), ce qui suffit.

Remarque 3.9 : On obtient de plus, d’aprés la Proposition 3.1 et le théo-
reme de Fubini, que

B[ [ (0 o] = 3 A

ne]l+

On peut finalement énoncer le théoréme suivant :
Théoréme 3.1
Soit Y un processus gaussien centré a valeurs dans E et de covariance

Ty, soit M un s.e.v. de E'. Sous les hypothéses du Corollaire 2.2, on a
pour tout ¢ € E’,

By, £ €M) = 3 (onc) e [ GalVudrl). (319

nely

Le processus gaussien centré de covariance Ty,, (processus correspondant
aE(Yu|Yp, f €M), ¢ € F') est de plus a valeurs dans Hy, '~ avec
probabilité 1.

Démonstration: C’est un simple conséquence du Théoréme 2.1, du dia-
gramme (3.4) et de la Proposition 3.1.
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Remarque 3.10: Il est normal que nous puissions énoncer le Théoréeme 3.1
sans ajouter d’hypothéses sur le processus Y (autres que les hypothéses
concernant son sous-espace hilbertien associé H). Le Théoréme 3.1 est en
effet I’équivalent, par 'isométrie Z, du Théoréme 2.1. L’espace de Hilbert
gaussien H associé au processus Y vérifie ainsi par hypothése I'ensemble des
propriétés requises.

Pour définir une probabilité conditionnelle réguliére relative a la connaissance
des valeurs prises par le processus Y sur M, nous supposons comme durant
la Section 3.2.2 que la condition (3.7) est vérifiée, et donc que l'on a

~E =—FE _=—FE
Afin d’étre en mesure d’exprimer la projection P de 7T£E sur ’HME a partir
de la décomposition spectrale de I'opérateur adapté L, nous supposerons
également, a la maniére de | |, que E ainsi que la norme ||-||, , définie
par Iexpression (2.18) sont tels que

Ha ——Ha " (3.16)

On peut alors définir la désintégration de la mesure py relativement a l'ap-
plication 3 donnée par, pour ¥ € ﬂE,

;’]3[ ] qbn» EE//gbn 'Yt E.E' dV(t)

nely

Notons que l'on suppose implicitement que §¥, = 0 pour tout ¥, € H_OE.
La loi conditionnelle de Y sachant Y = (U, f’) pour tout f' € M est alors

en particulier la loi normale sur H  de covariance 7%, et dont la moyenne
est donnée par, pour € € F’,

E(Y.

nely

(3.17)

Remarque 3.11: Comme nous l'avons déja partiellement fait remarquer,
les conditions (3.7) et (3.16) sont de simples conditions suffisantes a 1'éta-
blissement d’une probabilité conditionnelle réguliére rendant compte de la
connaissance du processus sur M a partir de la décomposition spectrale d’un
opérateur adapté. Il serait intéressant d’étudier dans quelle mesure ces condi-
tions peuvent étre affaiblies.
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3.3 Illustration : conditionnement du drap
brownien

Dans cette section, nous considérons la quadrant positif ¥ =R, x R;. On
note z = (z1,x5) un élément de X'. On rappelle que le drap brownien est le
processus gaussien centré (B,) dont la covariance est donnée par, pour x
etye X,

zeX

K(z,y) = (v1 Ayr) (2 A y2)

o x; ANy; (i = 1,2) désigne le minimum entre les deux réels positifs x;
et y;. Notre objectif est d’établir une formule de prédiction pour le drap
brownien traduisant son conditionnement par rapport aux valeurs prises par
ce dernier sur une ligne de séparation, ligne de séparation que nous noterons
G. Remarquons que des résultats similaires ont déja été obtenus par différents
auteurs a ’aide de techniques différentes, voir | , , |.

Comme précisé durant la Section 3.2, nous sommes ainsi amenés a consi-
dérer le probléme d’interpolation optimale associé au noyau K(-,-) et a
M = {és, s € &}.

Dans la Section 3.3.1, nous traitons dans un premier temps le cas ou & est
le quart-de-cercle unité. En nous basant sur cette étude préliminaire, nous
généralisons nos résultats a diverses lignes de séparation dans la Section 3.3.2
a l'aide d’un choix de mesure adapté a la paramétrisation de &.

Remarque 3.12: On rappelle que le drap brownien est associé¢ au RKHS
‘H des fonctions a valeurs réelles définies sur R, x R, et vérifiant, pour tout
z = (71,79) € Ry X Ry,

T1 2 OQh )
:/0 /0 g(uy, us)duyduy avec g = 021023 € L*(Ry xRy),

le produit scalaire de H étant, pour f et h € H,

(f]h)4 / / Oh (x)dz dx
Ry JR, 39518952 (91'1(9%2 e

Notons enfin que les réalisations d’un drap brownien sont, entre autres, conti-
nues avec probabilité 1. [ |
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3.3.1 Cas du quart-de-cercle

Considérons le quart-de-cercle unité G, c’est-a-dire

62{$€X : :v%qu%:l}.
On pose alors S = [0, 7] munit de la mesure de Lebesgue et on considére
L?([0, ]), espace des fonctions de carré intégrables (par rapport & la mesure

de Lebesgue) sur [0, 7] muni de la norme hilbertienne

P 3
vf € (0. 3. 113 = [ reyao.
0
L’application v implicitement considérée est donc vy : [0,5] — M, 0 = g,
avec sp = (cosf,sinf) € &.

Tout au long de cette section (Section 3.3.1), nous utiliserons la notation

Vo ¢ |:0, gi| , B@ = B(cos@, sinf)-

On considére alors 'opérateur intégral, pour o € [0, 3] et f € L([0, %)),

s
2

L[f](a) = /0 (cosa A cos@) (sina Asin®) f(0)do.

s

Sa décomposition spectrale (dans L*([0,5])) est composée des couples de
valeur propre et vecteur propre (voir annexe A.2 pour le détail du calcul)
1 T 2
n>1, \, = ———, associée & ¢,(f) = —=sin (2nd),

dn? — 1’ VT

les fonctions propres régularisées étant quant a elles, pour tout z € X,

™

Ao (1) = / " (21 A cos8) (2 A sin §) o (8)d6. (3.18)

0

s

, 2] tels que x, =

Comme le suggére la Figure 3.1, on définit aq et oy € [0
cos op and x, = sin as. Deux cas s’offrent alors & nous

e 1 se situe en dessous de la ligne de séparation, i.e. x est a l'intérieur
du quart-de-disque, i.e. |[z]] < 1 (avec ||-|]| la norme euclidienne),

e 1 se situe au dessus de la ligne de séparation, i.e. x est a I'extérieur du
quart-de-disque, i.e. ||z] > 1.
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X2+

Aﬂ (o5 |

0 X1 1 0 X1 1

~

FIGURE 3.1 — Représentation graphique et paramétrisation de [’arc intercepté
pour z a U'intérieur du quart-de-disque (a) et a 'extérieur du quart-de-disque

(b).

x en dessous de la ligne de séparation. Dans ce cas, on a a; > ay et

x18inf, pour 0 < o,
K(m, (cosf,sin 0)) =< T1x9, pour an < 0 < ay,
Tocosf, pour oy < 0.

En décomposant U'intégrale (3.18) en trois termes et en utilisant deux inté-
grations par parties, il vient
T2

o~ :L' o~
An@n(z) = ] 1 — 2ipn (o) + 4—7;2 1 — 23pn ()

L sin 0, (0)d6 + 227 cos 0, (0)d6.

2 2
4n? J, dn® J,,

1

72—, on obtient la relation

Comme )\, =

On (@) = 224/ 1 — 230 (1) + 214/ 1 — 23, ()

+ a1 /062 sin 95,1(9)6[9 + 29 /2 cos Hgn(G)dG — Anon(x). (3.19)
0 o

1
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On rappelle la notation By = B(cosg,sing). On déduit alors de la relation (3.19)
et du Théoréme 3.1 que

E (B,|Bs, s € &) = x9y/1—a2B,, +211\/1 — 3B,

™

+351/ sin 939d9+l’2/2 cos 0 Bydb

0 aq

- /0 * 57 X6 (2) 0 (0) Bodd.

n=1
On sait que (voir Chapitre 2)

VeeXetVse S, K(z,s) = Z)\ngbn(;v)qbn(s),

n=1
ainsi, Vo € X et VO € [0, g],

B x18inf, pour 0 < g,
Z M@ ()0 (0) = K (, (cosf,sin6)) = ¢ x122, pour ap < 0 < ay,
n>1 Ty cosl, pour ag < 6.

On obtient finalement apreés simplification

E (Bm|BS, s € 6) =x9\/1 — 22 B,, + 111/1 — 23B,, — xlxg/

(63]
a2

Bydb.

x au-dessus de la ligne de séparation. On a dans ce cas a1 < ag, a; =0
siz; > 1et as =73 sizy > 1. Pour tout z tel que [|z| > 1et 6 € [0,%],

xr18inf, pour 0 < aq,
K(x, (cos @, sin 0)) =< cosfsinf, pour a; < 0 < ag,
Tocosl, pour as < 6.

En procédant de la méme facon que pour le cas précédent, on obtient que
pour tout z tel que ||z|| > 1,

E(B;B‘Bs, s E 6) = (1 —xf)JrBal + (1 —x§)+Ba2 +3/ 2cos@sin@Bgdﬁ,

ou pour t € R, t; = max(0, ).

On peut finalement énoncer le résultat qui suit :
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Théoréme 3.2

Soit (Bgc)ﬂjeRz+ un drap brownien et & = {x € R?, ||z|| = 1}. Alors,

e pour x tel que ||z]| <1 (7 = cosay, 9 =sinasy, as < ay) :

E (B.|Bs, s € 6) = x31/1 — 23B,, + 11/ 1 — 23B,,

—.CCl.TQ/ B@d@, (320>

2

e pour x tel que ||z|| > 1, (y < ag, oy = 0sizy =21, ag = F si
$2>1):

E (B.|Bs, s € 6) = (1 — 1), Ba, + (1 - 73), Bas

+3/ cosfsin @ Bydf, (3.21)

1

oll By = Blcosgsing) pour tout 6 € [0, %]

Démonstration : (preuve directe) Si on note Z, = E (B:CJB57 s € 6), il
» 2

nous suffit de montrer que pour tout x € X et tout a € [O u
E{Ba (B, — Z,)} =0,

ou bien, de maniére équivalente,
E{B,B.} =E{B.Z.}.

Fixons z tel que ||z]| < 1. Pour o < ap, on a

E (ByZ,) = 224/1 — 22 cosay sina + 214/ 1 — 23 cos ap sin

aq
— T2 / cos 8 sin adb.
«

2

Ainsi,
E (ByZ,) = 11024/ 1 — o sina+ 21 (1 — 23) sin a — 2125 (sin a; — sin ap) sin .,
Finalement, en utilisant la relation x; = cos ay, 9 = sin a», il vient

E (B,Z;) = z1sina =E{B,B,}.
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Sias <a<ap,ona

E(ByZ;) = x21/1—a2cosaisina+ x14/1 — a3 sinay cos

(e} al
—mlxg(/ cos asin 0d6 + / cos 0 sin adf).
as a

Donc,

E(BuyZ,) = zx9y/1 —2¥sina + z1294/1 — 23 cos

—2122(Cos (g — cos ) cos a — T o (sin g — sin «) sin
et E(ByZ;) = x119 = E(B,B,). Le cas ay < a est alors symétrique au cas
que nous venons de traiter.

Le cas x tel que ||z|| > 1 se traite de maniére analogue. |

Remarque 3.13 : Considérons la paramétrisation usuelle du quart-de-cercle

p(t) = (e1t), @a2(t) = (¢, V1—1%) (t € [0, 1]). Soit a = cosar = xy et
b = cosay = /1 — 3. En utilisant une formule d’intégration par parties
stochastique, | , Théoréme 4.2 (a)| implique, pour [|z| < 1,

E (B,|Bs, s € 6) =

B bB B b B
Do (b ow  bBewy  0Bew _ / p(t) dt)_
el (s + e~ e = [

Ainsi,

b
/ / B
E (BI|B87 S € 6) = X9 1-— LE‘%Bal + x4 1— I‘%BQ@ — X129 1@it)t2dt

a

Le changement de variable t = cosf, conduit alors a remarquer que l'ex-
pression (4.4) de | , theorem 4.2] est équivalente a I'expression (3.20)
apparaissant dans le Théoréme 3.2. De la méme fagon, 'expression (4.6) de
| , theorem 4.2| donne, pour 0 <b<a <1

a3B b3B b @
E(B,|B., s €& :Ba—( wla) S0"—/3¢B dt).
( ‘ ) v(a) 901(61) ng(b) \ w(t)

Alors,
E (B;|Bs, s € 6) = (1 = 7) Ba, + (1 — 23) Ba, + 3/ tBydt et
b

le méme changement de variable ¢ = cos 6 permet d’obtenir la formule (3.21)
du Théoréme 3.2. |
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Remarque 3.14 : Considérons le mouvement brownien standard (W;)io.
Soit u un réel. Imposer le conditionnement W; = u conduit a la construction
du processus gaussien de moyenne t — u X t pour t < 1 et t — wu pour
t > 1. Le Théoréme 3.2 est un équivalent bidimensionnel de ce précédent
résultat. Mais il existe une différence majeure entre ces deux cas. Dans le
cas du mouvement brownien standard conditionné par sa valeur en ¢t = 1, la
covariance conditionnelle est donnée par t At —tt’ pour ¢ et ¢’ < 1 (covariance
du pont brownien standard), (t—1)A(t'—1) pour t et ¢’ > 1 et enfin 0 dans les
autres cas (¢ et t' de part et d’autre de 1). En d’autres terme, les deux "sous-
processus" (Wy)i<1 et (Wy)i=1 sont indépendants conditionnellement & Wi,
ce qui est d’ailleurs une simple conséquence de la propriété de Markov. Dans
le cas du quart-de-cercle, les deux processus (By)|z|<1 €t (Bz)|z|>1 ne sont
pas indépendants conditionnellement & By, s € &. On pourra par exemple
consulter Particle | | pour une discussion & propos de ce phénoméne.

La Figure 3.2 présente une réalisation d’un drap brownien contraint a étre nul
sur le quart-de-cercle. Cette derniére est obtenue en simulant un processus
gaussien centré dont la covariance est la covariance conditionnelle du drap
brownien sachant ses valeurs sur le quart-de-cercle &. La covariance condi-
tionnelle est quant a elle calculée a partir des termes donnés par le Théoréme
3.2.

ZN
.:‘3"’"‘"&»‘}\\’0'/ []
SN

y \'\:/r’u\ o0, ."”
Al

'll'

FIGURE 3.2 — Simulation d’une trajectoire d’'un brap brownien nul sur &.
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3.3.2 Cas général

Soit & une ligne de séparation. Dans ce qui suit, nous considérons par sim-
plicité que la ligne de séparation & touche les axes (voir la Remarque 3.15).
Une ligne de séparation sera ainsi pour nous une courbe définie par

, 7r
6= {a: €X : x=(r(f)cosh,r(f)sinb),b € [O, 5}}
ot 6 +— () est une fonction continue a valeur dans ]0, +oo[ avec

{ r(#) cosf : [0,Z] — [0, 400 décroissante, (3.22)

2
r(@)sind : [0,Z] — [0, +o00[ croissante.

Remarque 3.15: Dans les cas ou 0 — 7(0)cosf est strictement décrois-
sante, une ligne de séparation peut étre assimiler au graphe d’une fonction
du type xo = f (z1) avec f décroissante.

D’une maniére plus générale, observons que notre définition d’une ligne de
séparation inclut les cas dans lesquels la ligne & est composée de segments
horizontaux ou verticaux.

Notons enfin que les résultats présentés dans cette section restent valables si

la ligne de séparation ne touche pas les axes ou si elle n’en touche qu’'un des

deux. Dans chaque cas, seule les énoncés doivent étre légérement modifiés.

Ainsi, pour rendre compte d’une ligne & ne touchant par exemple aucun des
P .

axes, on suppose r(-) définie sur }0, 5[ avec

{ r(6) cosf : }]O’E[[ —]0, 400 décroissante, (3.23)
12

r(0)sind : |0,Z| —]0,+oo[ croissante.

Il faut également voir que si G touche les deux axes, alors lorsque x se trouve
au-dessus de la ligne de séparation on a oy = 0 si 27 = 7(0) et ap = 5 si
w3 = 7(5) (voir la figure 3.1 et les Théorémes 3.2 et 3.3). Si & ne touche que
I’axe associé a x; alors seule la condition relative a «; intervient ; seule celle
relative & s si © ne touche que 'axe associé a x, et enfin aucune des deux

si G ne touche pas les axes.

Les propriétés de monotonie de la ligne de séparation implique que (condi-
tions (3.22)), pour tout 6 et a € [0, 7] :

(r(a)cosa Ar(0)cos) (r(a)sina Ar(f)sinf) =
r(a)r(f) (cosa A cosf) (sina Asinf). (3.24)
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Dans tout ce qui suit (Section 3.3.2), nous utiliserons la notation By =

s

B(r(6) cos 6, r(6) sing), 0 € [0, 5]. Pour simplifier, nous supposons que 'appli-
cation 6 — r(6) est de classe C?.

Comme précedemment, on pose S = [0, 7], I'application v implicitement
considérée étant iciy : [0, §] — M, 0 — 4, avec sy = (r(0) cos,r(0)sind) €
S. Etant donné que le choix de la mesure sur S est libre (la seule condition
étant que le support de la mesure soit S tout entier), nous choisissons la me-

sure u(df) = ﬁd&. Nous considérons ainsi 'espace de Hilbert L*([0, 3], 1),

espace des fonctions de carré intégrables (par rapport a p) sur [0, 5], muni

de la norme hilbertienne

2 1
v € .3l U1 = [ 10

r(
Notons que 'on a bien

s

/2 K(sg, sg)u(df) = /2 cos 0 sin 0df = % < +o00.
0 0

Nous considérons alors l'opérateur intégral

™

L,f)(o) = /02 (r(a) cosa Ar(0) cosf) (r(a)sina A r(6)siné) f<0)r(;)2d9'

La décomposition spectrale de £, se déduit aisément du cas du quart-de-
cercle. Notons A, et gn, n > 1 la décomposition spectrale de l'opérateur
intégral étudié dans la Section 3.3.1, nous obtenons alors que les valeurs
propres de £, sont également \,, n > 1, associées aux fonctions propres
(normalisées)

Vo € {0,5] L3 (0) = () (6).

2
Il suffit en effet pour cela de remarquer que

/02 (r(a) cos a A r(6) cos 8) (r() sinav A r(6) sin 6) ¢ (6) r(;)2 do

- /0 * 1(a)r(8) (cos @ A cos 6) (sin a A sin 6) r(@)q?n(ﬁ)#d(‘)

= )\nr(a)gn(oz) = An%;,(a)'
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Comme dans la section précédente (Section 3.3.1), I'étape suivante est la
régularisation des fonctions propres, c’est-a-dire la calcul de, pour x € X et
n =1,

A (1) = /0 * (21 A r(6) cos 0) (s A 1(0) sin ) 5;(9)%. (3.25)

On pose ;1 = r(ag)cosag et x9 = r(ag)sinay avec oy et ay € [ ,2} On
doit alors, comme précédemment, différencier deux cas.

x en dessous de la ligne de séparation. «a; > ay et

x17(0) sin @, pour 0 < as,
K(x, (r(0) cos @, r(0) sin «9)) =< I1@9, pour as < 0 < ay,
xor(f) cos @, pour oy < 0.

En décomposant 'intégral et en utilisant une double intégration par partie,
on trouve

T . ~ €T ~
M@y () = 4—;2 sin Oél(iﬁn(m) + j oS g, (va)

‘|‘£ C059¢n( )d9+—/ 51n9¢n( )

2
n® J,,

o [% (+57) it - d% (s57) fastinten)]
e [0 () @0

En notant By = B(,(9)cos s, r(6)sing) Pour 0 € [0, g], on obtient

E(B,|B, s€ &) = [SmalJrcosald ( (1))( )13
1

(o)
o [(Ta> smasy (7)) B
o [ i () @+ ) By

x au-dessus de la ligne de séparation. On a maintenant oy < g et

x17r(0) sinf, pour 0 < ay,
K (z,(r(6) cosf,r(8)sinf)) = < r(6)? cosfsinb, pour oy < 6 < as,
xor(f) cos @, pour ay < 0.

Les calculs et raisonnements étant similaires au cas déja traité, nous ne les
détaillerons pas & nouveau.
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Théoréme 3.3

Soit (B;),c le drap brownien sur X =R et soit & vérifiant les condi-
tions (3.22) avec § — r(0) de classe C?. Alors,

e pour = en dessous de la ligne de séparation (r; = 7(ayq)cosay,
xo =1(az)sinag, as < ay) :

sin o d 1
E (B,|B — g, [P B
( x’ s, S € 6) T [7‘(041) —i—cosalda (r(@)) (al)} o

[ e (o
e / {% (r<1e>) ! r<1e>] B

e pour x au-dessus de la ligne de séparation (cv; < o, a; = 0 si

1 27(0), 0 = F sixzg 27(3F)) :

1 d
— 2 — _ i
E (B,|Bs, s € 6) = |:COS o (o) de(r(@) COSQSmG)(al)] B,
+ [sin® ay + B i(r(@) cosfsinb)(az)| B
2T r(an) db R

_/&2 L 1(0) cos 05 0) + 7(0) cos 0sin 0] By-22-
5 d82 r COSU S r COSU S 07’(0),

1

avec By = B(r(@) cos @, r(9) sing) pour NS [07 %] .

Une formulation équivalente de ce théoréme (Théoréme 3.3) est donnée dans
I’annexe A.3. Notons également que le Théoréme 3.3 appliqué au cas r = 1
permet bien de retrouver les résultats du Théoreme 3.2.

Démonstration: Avec 7, = E (Bm}BS, s € G), une vérification directe de
ce théoréeme consiste a montrer que

Vo € [0, g} ,E{B.B,} =E{B.Z,}.

Le calcul étant relativement long, nous ne le détaillons pas ici, signalons que
les résultats se déduisent des égalités suivantes :
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e (pour z en dessous de la ligne de séparation)

0 d_2 L +L —i ﬂ—i- Qi L
Va2 \r@)) Trey) T ae \r) T e \r@y) )
g (P L\ (eos L d (1
P ae \r@)) Tre)) " ae \re) M ae \r0)) )

e (pour z au-dessus de la ligne de séparation)

2
cos 6 <% (r(0) cosOsin @) + r(6) cos O sin 9> =

d

: : d :
T (sm 0(r(0) cos O sin 0) + cos 9@ (r(0) cos @ sin 9)) :

2
—sind (% (r(0) cos @ sin @) + r(8) cos f sin 9) =

d (. : . d .
T (sm 0(r(0) cos O sin f) — sin 9@ (r(0) cos f sin 9)) :

Remarque 3.16 : Supposons pour simplifier que la ligne de séparation &
est telle que cette derniére rencontre les axes du quadrant X.

Notons C%(&) I'espace des fonctions réelles f sur & telles que f(0) = f(5) =
0 (on conserve toujours la notation f(6) = f((r(6)cos, r(#)sind)) pour

0 € [0,Z]). Pour tout f € C°(&), on définie la fonction de X sur R suivante :

T +—> ]E(BI

By = f(0),0 [O, g} ), avec (3.26)

e pour x en dessous de la ligne de séparation,

E<Bm By = f(0),0 € [Og]) —
a5 e
+a [% smagd% (%) (0@)} Flas)



e pour x au-dessus de la ligne de séparation,

E(Bw By = f(6),0 ¢ [Og]) -
- [cos2 o — @d%(r(e) cosé’sin@)(al)} Flaw)
+ {sinz s + @%(rw) cos Bsin 0)(@] Flas)

- /a - {j—; (r(0) cos Osin 6) + r(0) cos@sin@} f(@)%.

1
La famille, indexée par f € C°(&), des lois gaussiennes (sur espace des fonc-
tions continues de X sur R) dont les moyennes sont les fonctions définies par
I'équation (3.26) et de covariance T3, définie une probabilité conditionnelle
réguliére du drap brownien connaissant ses valeurs sur la ligne de séparation

6.

Notons de plus, voir | , |, que la fonction

T >—>E<Bm

By = f(0),0 € [o, g] )

est solution de I’équation aux dérivées partielles définie respectivement par
les opérateurs

) 2
0 <F(x1, $2)) —0 et 4 F(zy, z9) =0,

axlaxg T1T2 3x18x2

selon que le point = se trouve en dessous ou au-dessus de la ligne de sépara-
tion, I’équation étant associée a la condition F' = f sur &.
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Chapitre 4

Sous-espaces semi-hilbertiens et
noyaux conditionnellement
positifs

4.1 Motivations et premiéres définitions

La notion de sous-espace semi-hilbertien apparait pour la premiére fois en
1977 dans un article de Jean Duchon consacré aux splines | , 8.2|. L'idée
étant d’utiliser la notion de noyaux afin de résoudre des problémes d’inter-
polation optimale associés non pas a des normes (comme nous l’avons vu au
Chapitre 2) mais & des semi-normes. Les modéles d’interpolation obtenus
héritent ainsi de la propriété d’étre construits modulo un élément de ’espace
nul de la semi-norme considérée (la tendance).

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe quasi-complet et
E’ son dual topologique. Comme précédemment, nous nous restreignons au
cas des espaces vectoriels réels.

Soit N un s.e.v. fermé de E admettant un supplémentaire topologique, N
sera appelé espace nul. On note 7 'application quotient canonique de F

dans E/N,
E -5 E/N,

et on munit £/N de la topologie quotient. On suppose N tel que E /N hérite
d’une topologie d’e.v.t.l.c quasi-complet.
Définition 4.1

Un sous-espace vectoriel S de E muni d’une structure d’espace semi-
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hilbertien d’espace nul N (on note (+|-)s son semi-produit scalaire) est
appelé sous-espace semi-hilbertien de E d’espace nul N si S/N €
Hilb(E/N).

On note Hilb(E; N') I'ensemble des sous-espaces semi-hilbertiens de E d’es-
pace nul V. L’ensemble Hilb(E) des sous-espaces hilbertiens de E correspond
au cas N = {0} et ainsi a 'ensemble Hilb(E;{0}). Nous écrirons parfois es-
pace N -semi-hilbertien pour espace semi-hilbertien d’espace nul N, ou plus
simplement espace semi-hilbertien sans préciser, s’il n’y a pas de confusion
possible, ’espace nul considéré.

Au Chapitre 1, nous avons rappelé comment on pouvait associer & tout sous-
espace hilbertien H de E un unique noyau T relatif & E. Le lien primordial
existant entre ces deux entités étant la propriété de représentation (1.1),
c’est-a-dire

Ve' e E', YheH, (h, e’)E,E/ = (h|Tye')y, -

L’objectif de la Section 4.2 est de montrer dans quelle mesure de tels résultats
peuvent étre étendus aux sous-espaces semi-hilbertiens et, plus particuliére-
ment, de déterminer quelle classe de noyaux relatifs & F peut étre naturel-
lement associée aux structures considérées. Un premier diagnostic nous ap-
prend rapidement que, du fait de la structure semi-hilbertienne d’espace nul
N de S, il sera difficile de pouvoir représenter, toujours au sens de I’équation
(1.1), Pensemble des éléments de E’. En fait, on se rend facilement compte
que les seuls éléments de £’ qu’il semble raisonnable de vouloir représenter
sont ceux de AY, avec

N = {e’ € E'tq¥neN, (n,e¢)p p :O}.

On rappelle en particulier que (E/N) est isomorphe a4 A°, I'isomorphisme
en question étant lapplication ‘r.

Définissons dans un premier temps la notion de projection sur I'espace nul,
notion qui nous sera d’une grande utilité par la suite. Ces projections nous
permettrons en effet, via un simple diagramme commutatif, de choisir un
représentant pour les classes d’équivalence de E/N (voir Remarque 4.4).

Projection sur I’espace nul. Soit p une projection linéaire continue de
sur NV (Pexistence d’une telle projection est assurée par le fait que N est fermé
et admet un supplémentaire topologique), nous nommerons p projection sur
l’espace nul. 11 est important de noter que le choix de p est arbitraire : il
existe une infinité de choix possibles pour p.

75



Remarque 4.1: Supposons N de dimension finie et soit {g1, -+, g,} une
base de . Afin de définir une projection linéaire continue sur A, on considére
une famille {£;, - - - , §,} d’éléments de E’ tels que la matrice A € RP*? définie
par

pour tout 1 < 4,5 < p,A;; = <9j>fi>E,E'
est inversible (une telle famille existe toujours, la topologie faible de E étant
séparée). Pour simplifier, on introduit la notation

A=(¢g") (et AT =(g.£"))

avec g = (g1, - ,gp)T et &= (&, ,Sp)T (vecteurs colonnes). On peut alors
définir une projection sur ’espace nul en posant

Vee E,pe=g" A" (£.¢),

ot (£, e) est le vecteur des (e, &) - tw: B' — E' est alors donnée par, pour
tout €’ € E,
‘pe’ = ETAT (g, ¢),

avec la notation A=T = (AT)_1 = (A Y.

On définit maintenant la projection de £ q = idg — p, ol idg est 'identité
de E.
Proposition 4.1

tq est une projection de E' sur N°.

Démonstration : ‘q est évidemment une projection de E’. Soit ¢ € E’
et n € N, (n,'q€')pp = (an, €)= 0, car qn = 0. Ainsi, Ve’ € F,
fq¢’ € N ie. "q (E") C N°. Soit alors ¢’ € N, pour tout e € E, (pe, €)=
(e,)'pe’) g g = 0, donc ‘pe’ =0, i.e. ‘qe’ = ¢’ et donc NV C 'q (E").

Nous allons maintenant introduire la famille des noyaux relatifs a F symé-
triques N -conditionnellement positifs, ces derniers se révélant étre le type de
noyaux relatifs & £ adaptés a I’étude des sous-espaces semi-hilbertiens de E.

4.2 Noyaux conditionnellement positifs
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Définition 4.2

Un noyau symétrique N -conditionnellement positif est une application
linéaire faiblement continue I' de E' dans E, (un noyau relatif & E donc)

e symétrique : Ve' et f' € E', (Ue’, f') p o = (L f',€) g

e N-conditionnellement positive : V' € NV, (Te/,¢') p , > 0.

On note N-%;(FE) l'ensemble des noyaux relatifs & £ symétriques et N-
conditionnellement positifs (voir également la Remarque 1.1). Notons que
tout noyau de .Z;"(E) est également élément de N-Z(E).

Proposition 4.2

Soit T" un noyau symétrique N -conditionnellement positif et p une pro-
jection linéaire continue sur N, soit q = idg — p. Le noyau I'" = qI''q est
un noyau hilbertien relatif 4 E, i.e. I'application I'" : E' — FE est linéaire,
faiblement continue, symétrique et positive (ou encore I'" € £ (E), pour
reprendre les notations du Chapitre 1).

Démonstration : Les propriétés de linéarité est de continuité sont évidentes
(composition d’applications linéaires continues). Quant aux propriétés de sy-
métrie et de positivité de 1'%, ces derniéres découlent directement des pro-
priétés de symétrie et de positivité conditionnelle de I' : soit €’ et f/ € E' :

<Fq€/>f/>E,E/ = <qrtq€’> f/>E,E/ - <th€/>t qf,>E‘,E’
= <thf/7t qe,>E E’ = <qu/> €,>E,E’ et

<Fq€/7€/>E,E’ — <C|th€/, eI>E‘7El — <the/7t qe/>E’El > O,

la derniére inégalité étant valable car Ve' € B, tqe’ € N°.

Il existe donc un unique sous-espace hilbertien H9 de E associé a I'7 : H9 €
Hilb(E) et I'" est son unique noyau hilbertien associé¢. On note (-|-);, le
produit scalaire de H9. Remarquons que H9 peut également étre assimilé
a un sous-espace hilbertien de q(£), au sens de la Section 1.4 (et on peut
alors par la suite, comme pour la Section 1.2, considérer que q(E) s’injecte
continument dans F).

Proposition 4.3

Soit I' un noyau symétrique N -conditionnellement positif et p une pro-
jection linéaire continue sur N. Quel que soit M s.e.v. de E', on a, en
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termes d’ensembles,

N+ (N NM)=N+T9(M). (4.1)

Démonstration: Soit f € N +T(N°N M), ie. f=n+gouneN
et g € T(N°N M), on a alors qf = qg. De plus, N° N M C N° donc
QNN M) = NN M. Ainsi g € T'q(N° N M) et donc qf € T9(M). On
obtient ainsi

N+TN°NM)CN+T9(M).

On obtient l'inclusion inverse en remarquant que ¢ est une surjection de
['(N°N M) sur T'9 (M), comme ker(q) =N, on a bien

N+T9(M)CN+T (N NM).

Remarque 4.2 : Intéressons-nous d’un peu plus prés a I'équation (4.1). Par
construction, le terme N 4 I'" (M) est une somme directe, ce que nous note-
rons d’ailleurs N'@T9 (M). Par contre, la somme N +T" (AMV° N M) n’a quant a
elle, a priori, aucune raison de I’étre. On pourrait alors contraindre le noyau
I' afin de garantir que cette somme soit bien directe, il faudrait pour cela
supposer que N N T (N?) = {0}, mais cette hypothése supplémentaire n’est
en fait d’aucune utilité.

Proposition 4.4

Soit I un noyau symétrique N -conditionnellement positif. Quel que soit
p projection sur l’espace nul,

N AH = {0} (4.2)

Démonstration : Nous savons déja, en combinant la Proposition 4.3 appli-
quée & M = E’ et la Remarque 4.2, que la somme N + ' (E’) est directe.

Le Hilbert H® est le complété de 1'espace préhilbertien I'" (E’). 11 nous faut
donc nous assurer qu'il est possible de compléter I'? (E’) sans "déborder" sur

N.

Pour tout ¢ € E', pI'¢’ = 0, donc I" (E’) C ker(p). Or, la topologie hil-
bertienne de HI est plus fine que la topologie induite par E. Ainsi, p étant
continue sur E, H9 C ker(p) et donc N NHI = {0}.
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Théoréme 4.1

Soit T' un noyau symétrique N -conditionnellement positif. Il existe un
unique sous-espace semi-hilbertien S € Hilb(E; N') vérifiant

Vs e S, Ve e N?, (8,€)pp = (s]l€)s, (4.3)

ot (+|) g représente le semi-produit scalaire associé a S.

De plus, quel que soit p projection sur I'espace nul et q¢ = idg — p, la
propriété (4.3) (propriété de représentation N -conditionnelle) est égale-
ment vérifiée par le noyau 'Y et ce dernier est donc, au méme titre que
I', également associé au sous-espace semi-hilbertien S.

Nous dirons alors que S est le sous-espace semi-hilbertien de F associé au
noyau ['. Notons que S est également associé a ['. Inversement, nous dirons
de I' qu’il est I'un des noyaux semi-hilbertiens associés au sous-espace semi-
hilbertien S de E, le noyau I'? en étant par exemple un autre.

Le précédent résultat (Théoréme 4.1) nous montre donc qu’a tout élé-
ment de N-Z(F), on peut naturellement associer un unique élément de
Hilb(E; N'), mais que différents noyaux symétriques N -conditionnellement
positifs peuvent étre associés au méme sous-espace N-semi-hilbertien (voir
aussi le Théoréme 4.2).

Démonstration: FEzistence : Soit I' un noyau N -semi-hilbertien et p une
projection sur l'espace nul. D’aprés la Proposition 4.4, on peut définir la
somme directe S = N @ HI.

Soit 51 = nq + hy et sy = ny + hy deux éléments de S, avec n; et ny € N ainsi
que hy et hy € ‘HI. On munit S d’une structure semi-hilbertienne d’espace
nul NV en posant :

(51]82) s = (R1lh2)ya = (a51]052) 30 -

Ainsi, pour s € S et ¢ € N,

<S7 €/>E,E’ = <87t q€/>E7EI = <q87 e/>E,E’
= (qs[T%"), = (aslaTqe’),,, = (aslale’)
= (s|le)s.

Montrons maintenant que S/N € Hilb (E/N'), ce qui revient a montrer que
I'inclusion j de §/N dans E/N est continue. Pour cela, on note 7 'appli-
cation quotient canonique de F dans E/N. Par définition de la topologie
quotient sur E/N, 7 est continue. Comme ker(q) = ker(m) il existe un
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unique isomorphisme continu ¢ : S/N — H tel que v = ¢. On note enfin
J# l'inclusion continue de H9 dans F.

SIN——L——B/N (4.4)
S— .|
q JH

Ainsi, j = mjye étant la composée d’applications continues (et linéaires), j
est continue (et linéaire).

Unicité : On doit simplement montrer que la construction du sous-espace
semi-hilbertien associé a I' présentée dans la premiére partie de notre preuve
(la partie existence) ne dépend pas du choix de la projection sur 'espace nul.
En effet, tout sous-espace semi-hilbertien associé a I' se doit par exemple de
pouvoir étre inclus dans un diagramme analogue a celui de I’équation (4.4) et
doit donc admettre une décomposition en somme directe du type S = N +H?9
avec p projection sur N et q = idg — p.

Alinsi, soit p et p’ deux projections sur ’espace nul, on considére alors les
deux sous-espaces semi-hilbertiens

S=N+HetS =N+H"
Par construction, H9 et H9 sont respectivement les complétés (pour les struc-

tures préhilbertiennes induites) de qT' (M) et q'T (M) (on rappelle que H1
et HY sont évidemment isomorphes). Or,

Ve' e NV, qle¢ —qTe = (p —p)Te e N, (4.5)

N est fermé dans F et les topologies préhilbertiennes sur qI' (AV°) et 'T (N?)
sont plus fines que les topologies induites par £ (la preuve de la Proposition
4.4 utilise des arguments similaires). On obtient ainsi que pour tout A’ € H¥,
il existe h € H9 et n € N tels que b’ = h+n, ce qui prouve que les ensembles
S=N+Hlet S =N+ H" sont identiques et nous assure de I'unicité du
sous-espace semi-hilbertien de E associé a I'.

Enfin, soit p une projection sur ’espace nul, pour s € S et ¢/ € E' on a

(s, €/>E,E’ = (s|Te")s = (qs|ale’)
= (951" )30 = (qs|ale")3
= (s|T€')s.

La propriété de représentation N -conditionnelle (4.3) et donc effectivement
vérifiée par le noyau I'", ce qui termine la preuve.
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Soit I' € N-Z(E) et S son sous-espace semi-hilbertien associé, on note
T's/n le noyau hilbertien associé & S/N et 7 'application quotient canonique
de E dans E/N.

On rappelle que r : (E/N) — E' vérifie entre autres V¥ € (E/N), tmn €
N les espaces (E/N)' et NO étant en fait isomorphes (I’isomorphisme en
question est 7). Précisons que par la suite, notamment durant la Section
4.4, nous serons amenés & considérer Iisomorphisme ‘7= : N0 — (E/N)'.

On note enfin (+|-)g/ le produit scalaire de S/N.
Proposition 4.5

Soit T' € N-ZF(FE) et soit S son sous-espace semi-hilbertien associé
alors
Ts/in = .

Démonstration: Soit s € S et n € (E/N). On a donc ‘mn € N et ainsi

(WFtwn|7rs)S/N = (Ft7”7|5)3 = <37t7”7>E,E'

= (WS,TDE/N,(E/N)' = (TS/N”|7TS)S/N‘

On a donc le diagramme commutatif suivant :
EO>N' L-ScE

(E/NY T S/N C E/N

Théoréme 4.2

Soit S € Hilb(E; N). 1l existe I' € N- £ (E) tel que

Vs e S, Ve' e N°, (s,€/) g p = (s]T¢)5. (4.6)

I’ est alors appelé noyau semi-hilbertien associé a S§. Un tel noyau
n’est en général pas unique.

Démonstration: Soit S € Hilb(E;N), on note Ts/x le noyau hilbertien
associé¢ a S/N. Soit p une projection sur I'espace nul et q = idg — p, on a
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alors le diagramme commutatif suivant :

SCE—LS/N C
q

E/N (4.7)

N

tioiTL

HICFE

On rappelle que I'on munit H? = ¢ (S) d’une structure hilbertienne en posant,
pour u et v € S,

(qulqu) e = (ulv)s-
H € Hilb(E), en effet :

HI——F
1 iy

'q
SN~ E/N

On note Ty le noyau hilbertien de H. Tye € N-ZF(E) et Vs € S, Ve' € N,

(5|Tua€") s = (451aT3a€ )30 = (a5 Trae’) 30

= <q5>€/>E,E/ = <S’t q€/>E,E/ = <3a€/>E,E/'

Ty vérifie donc les propriétés requises et le fait que la projection sur 'espace
nul p soit choisie de fagon arbitraire nous assure déja du caractére non-unique
d’un tel noyau. Pour finir d’argumenter en ce sens, remarquons que si I" est
un noyau semi-hilbertien associ¢ a S, alors pour n € N, le noyau I'" défini
par

Ve' € B, I"e =Te +n(n,e)pp (4.8)

est aussi un noyau semi-hilbertien associ¢ a S (noyau symétrique et N-
conditionnellement positif). Nous discutons des raisons de ce choix dans la
Remarque 4.3.

Remarque4.3: Soit S € Hilb(E;N) et ' un noyau semi-hilbertien lui
étant associé. Pour tout n € E” et n € N/, Papplication

ve/ c Eﬁ7 F"’ne/ = Fsel +n <€/, n)E’,E”

est un noyau relatif & F' (application linéaire continue de E’ sur E) et vérifie la
propriété de représentation pour les éléments de N°, c’est-a-dire I’équation
(4.6), cette condition assurant d’ailleurs la condition de A -conditionnelle
positivité. Néanmoins, I'"" n’est en général pas symétrique (les cas n = 0
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ou n = 0 n'ont évidemment aucun intérét), par contre elle le sera pour
n=n&c E CE", dou 'expression (4.8).

Pour encore illustrer la trés grande variété de noyaux associés & un méme
sous-espace semi-hilbertien, remarquons par exemple que si Hy C N est
un sous espace hilbertien de £ de noyau T%,,, alors I' + T3, est un noyau
semi-hilbertien associé a S.

Remarque 4.4: L’application ¢ : F/N — FE apparaissant dans le dia-
gramme (4.7) associe & tout élément de E/N un représentant de la classe
d’équivalence considérée. Notons que ’on peut identifier ’application ¢ =1 a la
restriction de 7 & q(£). Remarquons que ¢ apparait également dans 1’équation
(4.4) de la preuve du Théoréme 4.1.

4.3 Un exemple

Soit £ = R muni de la topologie de la convergence simple, on rappelle
que le dual topologique E’ de E est I'espace des mesure a support finie sur
[0,1]. E est alors engendré par les §,, x € E’ avec §, la mesure de Dirac au
point = définie par, pour f € E, (f,0:)p g = f(z).

Soit S = H', ol
H' = {f 1[0,1] = R, 3f € L*([0,1]),

dx eR, tqVre[0,1], f(z) =3+ /ﬂf f’(t)dt}, (4.9)

(la fonction f considérée vérifie alors f(0) = ). On munit S = H' du
semi-produit scalaire

Werges. (flas= [ rogo

S, (|)s est un espace semi-hilbertien dont ’espace nul N est I’ensemble
des fonctions constantes sur [0, 1] (ensemble des fonctions dont la dérivée
est partout nulle). On notera 1 la fonction constante égale a 1, N est donc
I’espace vectoriel réel engendré par 1.

N? est alors l'espace vectoriel engendré par les mesures d’accroissement,
c’est-a-dire par les éléments du type d, — d;, avec x et t € [0, 1].
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Pour «a € [0, 1] et d, € E’ la Dirac en «a, on définit la projection sur 'espace
nul p suivante,

VfEE, pf=1(f0a)pp -

Soit q = idg — p, q est la projection de F sur le s.e.v. des fonctions de F
s’annulant en a. L’espace de Hilbert q(S) = HY est ainsi Pespace H! étudié
dans la Remarque 1.6 de la Section 1.5.

H9 étant un sous-espace hilbertien de q(E), S = H' € Hilb(E;N). Les
noyaux Tp1, a € [0, 1], sont donc des noyaux semi-hilbertiens associés a S.

Un autre exemple de noyau semi-hilbertien associ¢ a4 S = H' est le noyau I’
donné par

1
Vo et t €[0,1], (T6z,64) g g = ~3 |z —t].

[' est symétrique et vérifie la propriété de représentation pour les éléments
de N (ce qui garantit donc sa N-conditionnelle positivité). On a bien en
effet pour tout z et ¢ € [0, 1],

VfeH', (D(0, —)lf)s = fla) = f(1).

I" est donc bien un noyau semi-hilbertien associ¢ 4 S = H1.

sle—tl+----------
1
t
OJ x U
1

—3lz =t

FIGURE 4.1 - Tracé de u = (T(6, — &), 0u) , -

Remarque 4.5 : Contrairement aux noyaux Tpi, I' n’est pas un noyau
hilbertien, c’est-a-dire I' ¢ Z;F(F). On remarque en effet que pour tout
z € [0,1], (T, 62) p p = 0. Ainsi, si I" était le noyau hilbertien d'un élément
de Hilb(FE), I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquerait que les éléments du
Hilbert en question soient tous identiquement nuls.

Remarque 4.6 : On remarque que, pour « € [0, 1],
Ve e [0,1], Vf €S, (Turda|f) g = f(x) — f(a).
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Quant au noyau I', ce dernier vérifie

Ve € [0,1], ¥f €8, (T5,])s = () — 5 (£(0) + F(1)).

4.4 Interpolation optimale dans les sous-
espaces semi-hilbertiens

Nous nous intéressons maintenant au probléme de l'interpolation optimale
dans un sous-espace semi-hilbertien. La Section 4.4.1 aborde les questions
d’existence et d’unicité de tels interpolateurs optimaux (voir | , §.2]
pour le cas ou M et N sont de dimension finie) et en donne également une
caractérisation. La Section 4.4.2 traite du cas fini (M et N de dimension
finie), on construit l'interpolateur optimal (dans le cas ou il est unique) a
partir de la résolution d’un systéme d’équations linéaires.

4.4.1 Existence, unicité et caractérisation

Soit E un R-e.v.t.l.c. quasi-complet et £’ sont dual topologique.
Proposition 4.6

Soit M un sous-espace vectoriel de E' et soit ¢ € S, S € Hilb(E;N).
II existe un (ou plusieurs) interpolateur de ¢ pour M de semi-norme
minimale, I’ensemble de ces interpolateurs appartenant a la méme classe
d’équivalence.

Plus précisément, si on note (2, 1) la classe optimale considérée, alors
(3, 0) est interpolateur optimal, dans le Hilbert S/ N, de 7 (@) pour le
sev. ' (M NNY) de (E/N)'. Ainsi, si I est un noyau semi-hilbertien
associé a S, alors m(X, 1) est le projeté othogonal, dans S/N', de 7 ()
sur

SIN
)

—_— S /N
Tsnin T (M AN = ar r v, (4.10)

Démonstration: L’ensemble des éléments interpolants de S est ¢ +
(M°NS). Alors, 7 (¢ + (M°NS)) est Pensemble des classes d’équivalences
contenant au moins un élément interpolant. On a :

T(p+ (M°NS)) =7(p)+7(M°NS) et
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T(M°NS) =7 (M°)N7(S) =7 (M°)NS/N.

M est fermé dans F, donc, par définition de la topologie quotient, 7 (M?)
est fermé dans E/N et m(M°) N S/N est alors fermé dans S/N. Ainsi,
m(p) + T (M°NS) est convexe, fermé et non vide dans le Hilbert S/N,
et admet alors un élément (une classe d’équivalence) de norme minimale.
Les éléments de S interpolants de semi-norme minimale sont alors le ou les
éléments interpolants appartenant a cette classe d’équivalence (on rappelle
que par construction, la classe en question contient au moins un élément
interpolant).

Remarquons alors que
m(M°) = (%‘1 (M NN?) )0. (4.11)
Ainsi,
n(¢y+(w(mﬂ)m8/N>-—w(¢y+(0w%AIQAWMOQS/N>, (4.12)

ce qui, d’apreés les résultats de la Section 2.2, nous montre bien que 7(2, /)
est linterpolateur optimal, dans le Hilbert S/N, de 7 (p) pour le s.e.v.
et (M NNY) de (E/N). (X, m) est done, toujours d’aprés les proprié-
tés de l'interpolation optimale dans les sous-espaces hilbertiens, le projeté
othogonal, dans S/, de 7 (¢) sur Ts/ptn=t (M N NO)S/N, le second terme
de I’équation (4.10) provenant de la relation T/ = w7 (Proposition 4.5).

La Proposition 4.6 nous permet en fait d’aller plus loin dans I’é¢tude des
interpolateurs optimaux, en nous indiquant le s.e.v. de & dans le quel ces
interpolateurs se trouvent. Simplement, étant donné que nous considérons,
comme au Chapitre 2, des s.e.v. M de E’ qui ne sont pas nécessairement de
dimension finie, certains ensembles se doivent d’étre complétés.

Soit § € Hilb(E;N), T un de ses noyaux semi-hilbertiens associés et M un
s.e.v. de E'. Enfin, soit p une projection sur I'espace nul et q = idg — p.
D’apres la Proposition 4.3

N+T (N NM)=Na&I"(M).

On note H}, = T (M);qu I'adhérence de I'" (M) dans le Hilbert H?. La
Proposition 4.4 nous assure que le terme

NaeH),,CS (4.13)
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définit bien une somme directe. On notera alors
S
N+T(NNM) =NaH,. (4.14)

Notons que, pour les mémes raisons que celles entrainant 1'unicité du sous-
espace semi-hilbertien associé & un noyau de l’ensemble N-Z.7(E) (voir le
Théoreme 4.1, plus particulierement la partie de la preuve consacrée a 'uni-
cité ainsi que les Propositions 4.4 et 4.3), la définition apparaissant dans
I’équation (4.14) ne dépend pas du choix de la projection p.

Corollaire 4.1
On se place dans le cadre de la Proposition 4.6 et on considére la notation

introduite par I'équation (4.14). Les interpolateurs optimaux de ¢ pour
M sont les éléments interpolants du s.e.v. de S

N+F(N00M)S.

Démonstration : Il suffit de remarquer que, par définition de la topologie
quotient et par isométrie entre S/N et HI,

7r <N+F(N0mM)S> =7l (M mNO)S/N.

Proposition 4.7

Soit M un sous-espace vectoriel de E' et, soit p € S avecS € Hilb(E; N) ;
l'interpolateur de semi-norme minimale de ¢ pour M est unique si et
seulement si M° NN = {0}.

Démonstration : Il faut simplement remarquer que d’aprés la proposition
qui préceéde (Proposition 4.6), deux éléments interpolants de semi-norme mi-
nimale appartiennent a la méme classe d’équivalence et difféerent donc d'un
élément de N. De plus, deux éléments interpolants différent également obli-
gatoirement d'un élément de M°.

On obtient ainsi que deux interpolateurs optimaux différent nécessairement
d’un élément de M° NN/, d’oit le résultat.

Définition 4.3
Un sous-espace M de E' vérifiant M° NN = {0} est dit N'-unisolvant.

Par la suite, lorsque M sera un ensemble N-unisolvant, on notera X y
I'unique interpolateur optimal de ¢ pour M.
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Proposition 4.8
Soit § € Hilb(E;N) et M un sous-espace N -unisolvant de E’', soit
I' un des noyaux semi-hilbertiens associés a S. Tout élément s €
S
N +T (NON M) est défini de maniére unique par ses valeurs sur M. En

S
d’autres termes, si f et g € N +T (NN M) sont tels que f — g € M°,
alors f = g.

Démonstration: Soit fet g € N +T (NN M)S =N @& H}, ou p est une
projection sur l'espace nul. On a donc f — g € N @ H}, et il existe ainsi
un unique couple (n,h) avec n € N et h € H}, tel que f —g =n+ h. Par
hypothése, on a également f — g € M°. Or, comme M est N-unisolvant, on
a M°NN = {0} et donc

L 34q

f=g=heny = (T (a0))

On conclut en remarquant que M° NHI = T (M )L““, ce qui implique que
f=9=0.

Théoréme 4.3

Soit ¢ € S avec S € Hilb(E; N), soit M un sous-espace N -unisolvant
de E' et soit I' un des noyaux semi-hilbertiens associés a S.
L’interpolateur optimal ¥, yr de ¢ pour M est I'unique élément interpo-

lant o pour Mde I'ensemble N'+ T (N°N M)S.

Démonstration: Il suffit simplement de combiner les résultats du Corol-
laire 4.1 et de la Proposition 4.8.

Remarque 4.7 : Soit S € Hilb(E; N) et M un sous-espace N -unisolvant de
E'. Soit p une projection sur I'espace nul et H? = ¢(S). Notons H{ = HINM°
et HI, = (HY)™™'. On a alors

SNM°=H] é ((N @ HI)N MO) (orthogonalité dans H%).  (4.15)

4.4.2 Cas fini

Lorsque M et N sont de dimension finie, on peut aisément donner une ex-
pression de 'interpolateur optimal (on suppose que M est N-unisolvant) a
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partir du Théoréme (4.3), le probléme d’interpolation se ramenant dans ce
cas a la résolution d’un systéme d’équations linéaires. C’est ce que nous allons
illustrer dans ce qui suit. Notons aussi que le mode de construction que nous
allons présenter montre l'intérét de considérer les noyaux semi-hilbertiens
comme application définie sur £’, et non simplement sur N°.

Soit {g1,- -+ , 9}, p € N une base de N et soit {pu1,- -, in}, n € N, une base
de M, avec M un ensemble N -unisolvant. On a ainsi en particulier n > p
(condition nécessaire pour que M soit N-unisolvant). On reprend les nota-
tions de type matriciel que nous avons déja utilisées durant la Section 2.5 ainsi

T T
que dans la Remarque 4.1. On note g = (g1, - ,gp) s b= (f1, -+, fn)" €t
on pose

K= (Tunt) <5 X = (g e (K X))

On rappelle que I'pp = (Tpaq, - - - ,F,un)T.
Soit & € R™, on a u’'a@ € M et on remarque facilement que
prae Nssi (g,p'a)=X"a=0. (4.16)

D’aprées le Théoreme 4.3, X, 3 est I'unique interpolateur de ¢ pour M appar-

tenant a N+ T (NON M)S (qui dans notre cas est égal a N+ T' (M NN?),
M étant de dimension finie).

Considérons alors 3 € RP. L’élément g8 + 'ulfa € N+F(N00M)S
interpole ¢ pour M ssi

(p,g"B+Tp"a) =XB +Ka = (u,¢). (4.17)

Ainsi, en regroupant les équations (4.16) et (4.17), on obtient que la construc-
tion de l'interpolateur optimal de ¢ pour M est équivalente a la résolution

du systéme
(BN e

Admettons que la matrice Q soit inversible (pour cela, K doit étre inversible
et X de rang plein). Une formule d’inversion par bloc donne alors :

Q= K - K XXTK'X)"'XTK™! K'X(XTK'X)™!
- (XTK—lx)—leK—l _(XTK—lx)—l

On note y = (, ¢). On obtient ainsi les solutions

B =(X"K'X) ' X'K 'y et @ = K~ <y . Xﬁ) , (4.19)
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ce qui nous donne finalement
Spur = 878+ Tula (4.20)

ou les valeurs de ¢ et 3 sont données par 'équation (4.19).

Un cas particulier. Restons dans le cadre étudié précédemment (interpo-
lation optimale dans un sous-espace semi-hilbertien &), mais supposons de
plus que le noyau semi-hilbertien I' associé a S et tel que I' € Z(E) (la
matrice K étant ainsi symétrique et définie positive). On souhaite plus pré-
cisément que I' soit un noyau hilbertien associé a un sous-espace hilbertien
de E de type H% (voir la Remarque 4.7), ainsi, S = N ¢ HO.

Pour tout B € RP,
hy=gTB+Tu K 'y —XB) = (g - X'K 'Tp)" B+Tu'K 'y (4.21)

interpole ¢ pour M. En effet, le terme Tu”K 'y correspond & un interpo-
lateur optimal classique (du méme type que ceux étudiés par exemple en
Section 2.5) et

VB R, (g—XTK 'Tpu)" B e M. (4.22)
Le minimum de
[rerkty - xB)| = (v-XB'K 'y -XB) (1)
est atteint pour 8 = 8 = (XTK'X) ' XTK"ly.
Le second terme de I’équation (4.23) montre que le vecteur
8= (XTK'X)"'XTKy
correspond a une estimation par moindres carrés généralisés (voir | D).

L’interpolateur optimal X, 5, de I'équation (4.20) coincide avec le meilleur
prédicteur du modéle de krigeage universel correspondant, voir | |.
Comme l'indique I’équation (4.21), on peut récrire ¥, 5s sous la forme

Sonr = (8= XK 'Tp)" B+ T K y.

Le terme
(- X"K'Tp)' 8
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est appelé correcteur de dérive (on trouve ce terme ainsi qu'une discussion
sur la décomposition en question dans | , page 33|).

[’espace vectoriel engendré par les composantes du vecteur g — XK 'T'p
correspond a (N @ H},) N MP. La covariance conditionnelle des modéles de
kriegeage universel se déduit de constatations analogues a celles faites dans
la Remarque 4.7.
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Conclusion et perceptives

Cette thése est consacrée a I'étude des méthodes d’interpolation & noyaux
dans le cadre général des espaces vectoriels topologiques. Nous proposons un
rappel de certains résultats de la théorie des sous-espaces hilbertiens de L.
Schwartz et étudions le probléme de ’interpolation optimale dans cette classe
d’espaces. Nous présentons également la théorie des processus gaussiens en
nous basant sur la notion d’espaces de Wiener abstraits et décrivons alors
les liens qui existent entre 'interpolation optimale et le conditionnement des
processus gaussiens.

En plus de ce travail de synthése, nous apportons d’un point de vue pratique
et théorique deux contributions originales. La premiére vise a montrer la
possibilité d’élargir les champs d’applications des méthodes & noyaux a I’aide
de techniques spectrales. Nous montrons ainsi qu’il est en pratique possible
d’aborder des problémes d’interpolation relatifs & un nombre infini de don-
nées (le sous-espace H), devant néanmoins étre séparable), ouvrant ainsi la
voie & la prise en compte d’informations de type "conditions aux limites".
La troncature du spectre introduit plus généralement une technique originale
pour la construction d’éléments interpolants approchés. Le choix de la me-
sure (ainsi que la paramétrisation) utilisée pour la définition de 'opérateur
intégral induit une fonction d’importance sur '’ensemble des données. Elle
permet un controéle local de la précision de I'approximation dans le rendu des
données. Les exemples développés aux sections 2.6 et 3.3 tendent & renforcer
le bien fondé de notre raisonnement. Ces derniers sont de plus en eux-mémes
également théoriquement intéressants.

Notons que la généralisation de l'utilisation de notre approche est encore
sujette & de nombreuses études, comme par exemple celle du comportement
des formules de représentations spectrales des Théorémes 2.1 et 2.2 quand ces
derniéres sont basées sur des éléments propres numériquement approchées. 11
n’est en effet pas réaliste de penser que la décomposition spectrale des opé-
rateurs utilisés soit en pratique toujours connue de maniére analytique. Les
questions concernant les techniques d’approximation spectrale a privilégier en
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vue de les combiner & notre approche doivent donc étre abordées. Une com-
paraison des résultats obtenus a I’aide de techniques spectrales ou de diverses
méthodes de discrétisation de I'ensemble des données doit enfin étre menée
afin de déterminer dans quels cas privilégier une approche a ’autre. Un autre
probléme est celui de I'estimation des paramétres du noyau (et plus généra-
lement du choix du noyau lui-méme) quand ce type de données ("conditions
aux limites") est considéré. Citons aussi 'étude des protocoles de mélange
entre données représentées spectralement et données classiques (un tel cou-
plage est par exemple présenté a titre d’illustration dans la figure 2.6) ainsi
que 'utilisation de ’approche spectrale pour des modeéles d’approximation.
L’utilisation d’arguments spectraux semble également susceptible d’amener
vers des résultats en planification d’expériences.

Le dernier apport de notre travail est la tentative de proposer un exposé
relativement complet autour de la notion de sous-espaces semi-hilbertiens de
J. Duchon. Nous établissons les résultats qui lient ces espaces a la classe des
noyaux symétriques conditionnellement positifs. Nous rappelons et précisons
alors les résultats concernant l'interpolation optimale dans les sous-espaces
semi-hilbertiens. Comme le fait par exemple remarquer la preuve du théoréme
4.2, 'ensemble des noyaux symétriques conditionnellement positifs associés
a un sous-espace semi-hilbertien donné contient toujours des noyaux symé-
triques positifs, on pourrait dés lors s’interroger sur le réel intérét pratique
de cette classe plus générale de noyaux. Nous pensons que leur intérét peut
en partie résider dans le fait qu’a probléme d’interpolation dans un sous-
espace semi-hilbertien donné, un choix judicieux du noyau a utiliser (noyau
M -adapté ou méme { M, p}-adapté construit a partir des données) est suscep-
tible de diminuer le cotit numérique de la construction de 'interpolateur en
permettant de ne pas avoir a estimer le terme de tendance. Remarquons pour
terminer que ’adaptation de notre approche spectrale au cas semi-hilbertien
ainsi que 1’étude détaillée des processus aléatoires associés & la notion de
noyaux symétriques conditionnellement positifs (processus aléatoires intrin-
séques) sont également de possibles sujets a approfondir.
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Annexe A

Détail de certains calculs

A.1 Décomposition spectrale de ’opérateur in-
tégral apparaissant dans la Section 2.6.1

Soit x = (r, cos a, rysinay), et y = (ry, cos ay, 1y sin o) deux point du qua-
drant X = R2,

o2
K(l’, y) _ 6_7”9505}” _ e—o%(riﬁ—rz—%zry cos(ozz—ay))‘

Considérons 'opérateur intégrale suivant, pour zgp, = (Rcosa, Rsina) et
f e L2 ([0,27]),

£P[f](a) = /0 " K (.0 5n0) £(0)RAD.

A Taide d’un argument de périodicité, on trouve :

2m 2m 2R2

K(.T,SRﬂ) Rdf = R@_ﬂ/ e o cos(@—a)de
0 0

0

. . . . . - X 1 .
quantité ne dépendant pas de «. Ainsi, la fonction ¢q : o — 7o est fonction

2Rr2 2Rr2
ropre de £ et est associée & la valeur propre AP = Re~ o2 [*T e 02 <59,
v 0

De la méme facon, et en utilisant de plus un argument de parité, on obtient
2R?

2 5 2T
/ K (z,spyg) cos(nf)Rdf = Re_o?/ e o2 0= cos(nh)dh et
0 0
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2m 2 2w 2
/ e ot cos0-a) cos(nf)df = / e'ot ) cog (n(w+ a)) dw
0 0

2m oR2
= / et () (cos(nw) cos(na) — sin(nw) sin(na)) dw
0

2 2
= Cos(na)/ g ot cos() cos(nw)dw.
0

La fonction ¢¢ : a +— Cof/(%’) est ainsi fonction propre de L2 associée a la

_2R? op 2R o
valeur propre A = Re™ % [ e’o7 “*" cos(nf)df.

Finalement, ’expression

2 2 27 2
/ ¢'ot cos0-a) sin(nf)df = / e o7 () gipy (n(w+ a)) dw
0 0

montre que A2 est également associé¢ a la fonction propre

sin(nay,)

VTR

5;91:04}—)

A.2 Décomposition spectrale de ’opérateur in-
tégrale apparaissant dans la Section 3.3.1

On reprend les notations introduites dans la Section 3.3.1. On a pour f €
L2([0,2]) et a € [0, 2],

s
2

L,[f](a) = /o (cosa A cos @) (sina A sin ) f(0)do

= / cosasin@f(@)d@—l—/QSinacosé’f(Q)dQ. (A.1)
0 o

Soit ¢ € L*([0,Z]) et A > 0 tel que
Ly[¢l(a) = Ap(a). (A.2)

En combinant les équations (A.1) et (A.2), on obtient
Ap(a) = cosa/ sin 0¢p(0)do + sina/2 cos 0¢p(0)do. (A.3)
0 @
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On remarque que 1'on doit nécessairement avoir ¢ (0) = ¢ (g) =0 et que ¢
est dérivable, ainsi

A/ (@) = —sina /a sin O (0)do + COS@/2 cos 0¢(0)do
0 a

Finalement, ¢ est de classe C'*° et est solution du I’équation différentielle
linéaire d’ordre 2 suivante :

for v € [ } AP (@) + (A + 1)p(a) = 0 avec ¢ (0) = ¢ (—) = 0.

A.3 Formulation équivalente du Théoréme 3.3

Soit (B;),cy le drap brownien sur le quadrant X = R} et soit S une ligne
de séparation vérifiant 1'équation (3.22) avec 6 — r(0) de classe C?,

e pour z en dessus de la ligne de séparation, (x; = r(a;)cosay, o =
r(ag)sinag, as < aq) :

E (B,|Bs, s €S) =, {W

cosay . ()
B,
co (g e B

o 5 ) o

e pour z au-dessus de la ligne de séparation (o < ag, a3 = 0siz; = r(0),

g =5 simy =27(5)):

E (BxlBs, s € 8) = {sm oy — sm2041r (al)} B.,
r(ar)

+ {cos2 Qo + —sin 2a2r (a2) ] B,,
r(az)
@l 3 ' (0) r"(0)
— ——sin?2 2 2 n 26 B
/O[1 { 2sm 0 + 2 cos 97‘(9) (6) 0db,

avec, pour 6 € [0, 2], 7/(0) = Lr(6) et r"(9) = 679227’(8)
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Annexe B

English version of Chapter 2

B.1 Introduction

Let E be a separated topological real vector space and let E’ be its topological
dual. Let M be a linear subspace of £’ and fixed ¢ € E. An element f € E
is said to be an interpolator of ¢ for M if

ve' e M, (f, €/>E,E' = <<P7€/>E,E"

The interpolation theory is consisted of the characterization and the construc-
tion of such interpolators. If E' is also locally convex and quasi-complete, L.
Schwartz theory of Hilbert subspaces of E (see | |) gives an interest-
ing and efficient framework for interpolation. Giving a Hilbert subspace H
of £ and ¢ € H C E, one can easily characterize the set of all interpola-
tors, in H, of ¢ for M from orthogonal projections in H (see Section B.2
for details). Let us also remark that interpolation in Hilbert subspaces and
conditioning of Gaussian processes are intrinsically linked since the Hilbert
structures appearing in each case are isometric (see | , , ]
and Section 3.2). Nevertheless, we will not address the more general problem
of conditioning in this chapter (we will however use Gaussian processes for
illustration purposes).

In the most part of application cases, the set M is of finite dimension, which
traduces the knowledge of a finite number of information about the unknown
target element ¢. To be more precise, we assume that we know the values
(p,€i) g for 1 <i < n, with € € E' (M is the linear subspace of E’ spanned
by the é;, 1 < i < n). The interpolation problem is then associated with an
orthogonal projection of H onto a linear subspace Hj; of finite dimension.
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Due to its finite character, the construction of interpolators can in this case
be numerically achieved.

In the present work, we are particularly interested in cases in which the sub-
space Hy is of infinite dimension (but separable), traducing the knowledge of
an infinite number of (linearly independent) informations of type (¢, €' 1,
¢ € M C E' (M is then necessarily of infinite dimension). For instance,
if H is composed of real-valued functions on a subspace X of R? such a
situation would appear if one assumes that informations about the target
function ¢ are known one continuous subsets of X (for example, boundary
values). Our aim is to give a way to numerically construct interpolators that
take account of an infinite number of informations, or at least to approximate
such interpolators (but without discretize the data set).

The first part (Section B.2) of this chapter is devoted to the description of
the theoretical background of interpolation in Hilbert subspaces. In Section
B.3, we present interpolation-adapted integral operators and discuss their
properties. We next use the spectral decomposition of the those operators
in order to construct interpolators. In Section B.5, we consider the case of
a finite number of informations. We prove that the spectral representation
formula for the optimal interpolation given in Section B.4 is equivalent to its
usual expression. We conclude with an example of application, we consider
a Hilbert subspace composed of continuously derivable real-valued functions
on R? and show how one can enforce constraints to the normal derivatives
and the values of interpolators on a circle. We illustrate our results with an
example of their potential application in Gaussian process models (kriging
models).

B.2 Theoretical Background : Optimal inter-
polation in Hilbert subspaces

Let E be a quasi-complete, locally convex, separated topological real-vector
space (see for instance | |) and denote E’ its topological dual space.
Let ‘H be a Hilbert subspace of E, we use the notation H € Hilb(E). We
denote T4 the Hilbert kernel naturally associated with H. We remind that
Ty - E' — H C E verify

Vh e H, Ve' € E', (h,¢') g = (W Tue'),

where (-]-),, is the inner product of H.
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Let M be a linear subspace of £/ and denote
M° = {e €L Ve eM, (e,e)pp= O} :

M? is a closed linear subspace of E, it contains all the elements of £ that
vanich on M. We then define the closed linear subspace Hy = M°NH =
Ty (M)* of H, where Ty (M)" denotes the orthogonal, in H, of Ty (M).
Hence, for a fixed p € H,

e+ (M°NH)
is the set of all interpolators, in H, of ¢ for M.

By definition, ¢ + (M°N#H) is a non-empty, closed affine subspace of H,
hence convex. Thus ¢ + (M° NH) admits a minimal norm element, which
we denote h, s and call minimal norm interpolator, or optimal interpolator.
hyar is the orthogonal projection of 0 onto ¢ + (M°NH). This previous
result is essentially non-constructive : in practice, the “target element” ¢ is
unknown and the only available information (the data) is the values taken by
@ on M, ie. the (p,¢')p p for e € M. So, in order to be able to construct
the optimal interpolator from the data, we need an other characterization of
h%M.

By definition of the orthogonal projection, h, s is orthogonal to H,, i.e.

€1

—H
hoa € HE = (T% (M)l> T D) = Har,

with Hjs the closure, in H, of the linear space spanned by Tye’, ¢ € M.
Because of the orthogonal decomposition H = Ho + Har, hyar is the only
interpolator, in H,y, of ¢ for M.

Finally, let Pj;,, be the orthogonal projection of H onto Hy. @ — Py, [¢]
is orthogonal to Hys, thus ¢ — Py, [¢] € Ho, i.e. Py,, [¢] interpolates ¢ for
M, which means that

h%M = PHM [(10] :

In practice, the set of all interpolators is characterized by h., s and the kernel
Ty, (the knowledge of those two objects allows the construction of all the
interpolators, in #H, of ¢ for M). Let us remark that optimal interpolation
in Hilbert subspaces is often schematized by Figure 2.1.

The Hilbert kernel Ty, of the Hilbert subspace Hus, (:]-),, is linked with
Py, by the relation
THM = PHMT'Ha

this result being true for all closed linear subspace of H. Hence, the knowl-
edge of T3;,, defines the orthogonal projection Py,, and reciprocally.
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Remark B.1: The following result is specially motivated by the example
treated in Section B.6.3. It shows how to solve the interpolation problem
associated with a linear subspace M of E’ by splitting M in several linear
subspaces.

Let M1 and M2 be two linear subspaces of E’. We introduce
HMl = TH (Ml)H and Hm = H]J\'/H

Let us denote Py, and Py, the orthogonal projection of H onto respectively
Hrn and Hoy and let Ty, = Py, T be the Hilbert kernel of Hy;. Finally,
let
—
HOl,M? = TH01 (MQ) .

Then, for ¢ € H, the optimal interpolator of ¢ for M = M1+ M2 is given
by
PH}VI [‘10] - PHM1 [90] + PHm,Mz [(p - PHM1 [SDH )

and T, = Phgy o0 Prio, T, With Py, ., the orthogonal projection of Ho; onto
HOLMQ, and 7‘[01702 the orthogonal of HOLMQ in H[)l. [ |

B.3 Problem Adapted Integral Operator

Let H € Hilb(F) and let M be a linear subspace of E'. We use the same
notations and definitions than in Section B.2.

In this section, we will show how, from compact integral operators spectral
decomposition, one can build a Hilbert basis of the linear subspace Hj; of H
(note that such a Hj; would then be necessarily separable, see for instance
Corollary B.2).

Let (S,.A,v) be a measurable space endowed with v a o-finite measure on
S. Let v : 8§ — E’ be such that, for all h € H, the function Fh: s € S —
(h,v8) g € R is measurable and

Vh € H, / (h,ys)%E, dv(s) < +o0. (B.1)
s

We denote by M the linear space spanned by the vs, s € §, that is

M = span{v(S)}. (B.2)

Let L?*(S,v) be the Hilbert space of square-integrable real-valued functions
with respect to v (L?(S,v) is obviously a quotient space), note that L*(S, v)
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is not necessarily separable. Let (-|);. and ||-||;. be its inner product and
norm. We remind that

(f19)2 = / F(8)g(s)dn(s).

Equation (B.1) means that, for all h € H, Fh € L*(S,v). We then define
the application § : H — L*(S,v), h — Fh. Because M = span {v(S)}, we
have F(Ho) = 0, i.e. in terms of set, F(H) = F(Hu).

We add the following hypotheses (see for instance | | for a background
discussion on these hypotheseses):

H-i. the application (s,t) € S x & = (Tyys,7t) g g = (Truys|Tut)y, is
measurable,

H-ii. N = [ | Tarys||a, du(s) < +oo,
H-iii. for h € H, ||§h||,» = 0 if and only if h € H,.
Remark B.2: Hypothesis H-i and H-ii imply that, for all h € H,

I3h|2, = / (hys)2 p d(s) = / (W Tys)2 di(s) < NI, (B.3)

Furthermore, from Cauchy-Schwarz inequality :
[ [ st p i) = [ [ @osiTiony s
sJs ’ sJs
< [ [ imersti izt dvs)avte) = N2
sJs

We will call HTﬂwa this quantity, i.e.
2 2 2
1T, = / / (Tos Aty pdi(s)dn(t) (< N?).  (BA)
SJS

Hypothesis H-iii is similar to the notion of regular embedding that can be
found in | |. When S is a topological space (endowed with its Borel
o-algebra), it will be for instance realized if Fh is continuous for all h € H
and if supp(v) = S (with supp(v) the support of v).

Finally, note that H-iii and equation (B.3) imply that § : Hy — L*(S,v) is
a continuous injection.
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We endowed F(H) = F(Has) of the following inner-product,

Vfand g € Hu, (Shmg)g(y) = (hlg)y, - (B.5)

From H-iii, §(H) = F(Hum), (-[')33) is a Hilbert space and, by construction,
it is isometric to Ha, (+]-),,- In addition, from equation (B.3), the inclusion
of §(Hyr) into L*(S,v) is continuous (i.e. §(Hu) € Hilb(L*(S,v)), see
Remark B.3).

We now introduce the operator £,, which is at this moment correctly define
from L?(S,v) onto RS (with RS the space of real-valued functions on §). We
pose :

Vs € Sand Vf € L*(S,v), L,[f](s) = /s (Tuyt|Tyrys)q, f(t)du(t).

Proposition B.1

The linear space spanned by the L, [f], f € L*(S,v) is dense in § (Hus),
([")g(z)- Furthermore, for all f € L*(S,v) and h € H,

(SILf gy = (BPLF) 2 (B.6)

Proof: For a fixed f € L*(S,v), we define the linear application I :
L*(S,v) — R such that, for g € L*(S,v), It[g] = (f|g);2. Thus, for h € H,

18R < 11 18Rl < 07 VA Il (= 17 VA [18Rl00)

I} is a linear and continuous application from the Hilbert F(#), (+|-)3(, onto
R, thus, for all h € H there exists a unique Ry € Hys such that

I;[8h] = (ShISRf )53y = (hRy)yy (B.7)

Nevertheless, for all s € S,
SRi(s) = (B, v8) g = (BplTuvs)y = (fI8Tnys) 12
= [ @otiTars), 100 = £1716)

which proves that £,[f] € § (Ha). To obtain equation (B.6), we just have
to remark that for f € L*(S,v) and h € H,

(ShILoMsay = (MRy)y = (ShIS) 12
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Finally, if h € H s verify
\V/f € L2(87 V)7 (Sh|£l/[f])§(’}-[) = 07

then, from hypothesis H-iii, h = 0.

Remark B.3: Proposition B.1 is similar to
Corollary B.1

L, is the Hilbert kernel of the Hilbert subspace § (Hys) of L*(S,v).

In fact, L*(S,v) being a Hilbert space, one can identify its topological dual
to itself.
L,: (LXS,v)) = L*S,v) = § (Hm) C L*S,v)

verify equation B.6, which is exactly the characterization of the Hilbert kernel
associated to § (Ha) € Hilb (L*(S,v)).

In a same way, the application f +— R; appearing in the proof of Proposition
B.1 could be seen as the Hilbert kernel of H,, relatively to L?(S,v) in the
sense that, for all h € Hyy and f € L*(S,v), (fI8h);2 = (h|Ry),,-

Proposition B.1 authorizes us to see £, as an operator from L?*(S,v) onto
L*(S,v).

The Hilbert kernel T3, and the application v define a symmetric and positive-
definite kernel KC(+,-) on & X S :

V(s,t) € S xS, K(s,t) = (Tuvt|Tuys)y - (B.8)

From equation (B.4), K(-,-) € L*(S x S,v x v) (we have ||K][ . = [[Txll, ),
hence £, can be seen as a classic Hilbert-Schmidt integral operator and is
therefore compact (see for instance | , §10]).

Because K(+,-) is symmetric, £, is self-adjoint ; further £, is positive, apply
for example equation (B.6). One also can note that £, is continuous :

vf € LAS,v), ISz < ITulls, I F117:
So L, : L*(S,v) — L?(S,v) is diagonalizable and its eigenvalues are positive.

Remark B.4: The fact that £, : L*(S,v) — L*(S,v) is a symmetric, pos-
itive and continuous operator can also be seen as a trivial consequence of
Corollary B.1 and theory of Hilbert subspaces | |.
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We denote \; those eigenvalues and ggz € L*(S,v) their associated eigen-
functions, ¢+ € I. We remind that {(ZZ, 1€ H} form a orthonormal basis

of L*(8,v). Finally, we will denote by {\,, n € I} the countable set (i.e
I, C N) off all strictly positive eigenvalues with multiplicity.

Equation (B.6) implies that, for all n € I,

Vh € H, (an\sh)g(m = Ain (£, |6] \%h)m) = %n (&n[57) Lo (B9

Proposition B.2
{\//\ngn, n € ]1+} is a Hilbert basis of §(H), (‘)5

Proof: The fact that {\/)\n(;n} is an orthonormal system of F(H) is conse-

quence of equation (B.9). We just have to show that span {\/An&l} is dense
in §(H) which is a consequence of Proposition B.1. |

2

Remark B.5: The two spaces 3’(?—[)L , ()2 and F(H), (+|) 53, are isomet-
ric. The isometry is given by :

Vn € Ly, én </ Andn.

— 12
In fact, this isometry is the restriction, at §(H) , of the square-root of

L,:L*S,v) — L*S,v),

1
L]

5 ¢] LS /i with,

i€l i€l

1 r~ 1 1
for i € I\L4, i.e. A; = 0, L2 M — 0. Obviously, £, = £2 o £2. m

As we have seen, § : Hy — §(Hy) define an isometry between the two
Hilbert spaces (M), (|)z¢) and Har, (--);. We then introduce ' :
§(Hn) — Har, the inverse isometry of §.

For n € I, we denote ¢, = S’lqzn € Hy. We call ¢, the regularized
eigenfunctions associated with the eigenvalue \,, we will also say that ¢,
is the regularization of ¢, € L*(S,v).
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Corollary B.2

{\/)\n¢n, n e L} is a Hilbert basis of Hys (+|-),, (and Hys is obviously
separable).

The definition ¢, = &_lan, n € I, correctly characterizes the regularized
eigenfunctions as elements of H,;. Nevertheless, in practice, we will need
explicit formulas for the ¢, (in order to compute them for example). So,
we consider the application f +— R; appearing in the proof of Proposition
B.1 and which we now denote 'L, (coherent notation). Thus, for all
f € L*S8,v), Ry = F 'L,[f]. From equation (B.7) applied with h = Ty,
we get, Vf € L?(S,v) and Ve’ € F/,

(F'LIf EE, /f (Tye',7t) g g dv(t). (B.10)

From this equation, one can write §'£,[f], f € L*(S,v), under a vectorial
integral form (see | D,

L] = / FO Tyt du(t) € Hay. (B.11)
S
Finally, we obtain (by using the linearity of §1), for all n € 1,

the expression (B.12) having to be understood in the sense of equation (B.10).

An equivalent way to proceed. Instead of transporting the Hilbert
structure of H s onto the subspace F(Has) of L*(S,v), one can remark that
equation (B.1) allows us to define on H the symmetric and positive bilinear
form

vhand g € K, (blg),, = [ (hvs)e s (0.95)p (s (B13)

We denote HhH,Qw = (hlh),,

H-iii, implies that the null space of (-|-), , is Ho, i.e. for h € H, ||A[[,, = 0 if
and only if i € Ho. We have, for all h € H, [|2]|., , = I§h]| ;> and ’HM, 15

is a pre-Hilbert space isometric to §(Har), (-] ) 12, the isometry being the
application §. The completed Hy; " of Has for ||||A/V is then isometric, in
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2
terms of Hilbert structure, to the space § (H)L of Remark B.5. In particular,
we have
Hy—Hu " (B.14)

We then define the analogous L, of £,, in a first time on H,;, by
Vh € Hur, Vs €S, (Lu[h],78) g = L, [Fh] (s), or, (B.15)

equivalently, by L,[h] = § 'L, [§h] (e. L, = F 'L,F). As mentioned in
equation (B.11), L, can be written under the vectorial integral form

Vh € Hyr, Ly[h] = / (hyV8) g Trys dv(s). (B.16)
S

L, is next extended to Hy; ' by continuity. Then, one can proof that L, is
a Hilbert-Schmidt operator on Hy; ', (-]-) o Lv is symmetric and positive
definite, its eigenvalues are \,,, n € [, and each ones are associated with the
eigenfunction ¢,.

We finally obtain the same Hilbert basis {v/A,¢,, n € L.} of Has (+|-),, than
in Corollary B.2.

Note that one can also directly proof that L,, seen as an operator from
H onto Hys, is a positive and symmetric Hilbert-Schmidt operator. The
eigenspace associated with the null eigenvalues is Ho and v/A,é,, n € L, are
the (normed) eigenfunctions associated with the eigenvalues \,.

As an illustration, we will use this point of view in Section B.5.

B.4 Representation and Approximation of the
Optimal Interpolator

Let H € Hilb(F) and let M be a linear subspace of E’. In order to apply
Section B.3, we assume that M is such that H,, is separable. We then con-
sider the Hilbert basis {v/A,¢,, n € L1} of Has, (+|)y, which is defined in
Corollary B.2. Knowing a Hilbert basis of H,;, one can easily expressed, in
terms of this basis, the orthogonal projection of H onto H,;, i.e. expressed,
for a fixed ¢ € H, the optimal interpolator of ¢ for M (see Section B.2). Fi-
nally, the property of the basis {\/)\_ngzﬁn, n e ]I+} allows us to give a formula
for the optimal interpolator Py, [¢] which explicitly depends of the values
(¢, 78) g 8 €S, ie. of the (g, €)p i, € € M.

106



Theorem B.1

Let ¢ € H and let M be a linear subspace of E' such that H,s is
separable. Let us consider the Hilbert basis {\/)\n¢n, n e ]I+} of Hyy
defined in Corollary B.2, then we have

PHM Z ¢n/ an,’yé‘ EE' <90 '73>E E' dV(S)‘ (B17)

TLEH+

Proof: It is a simple consequence of equation (B.9) :

Py, le] = Z \//\_nﬁbn <\//\_n¢n|90>H - Z AnPn <$"|f“’>g(ﬂ)
= > 0u(Glf)

Remark that, by construction, the sum appearing in equation (B.17) con-
verges in H. Since H € Hilb(E), it also converges for the initial topology of
E and for its weak topology o(E, E’). Then, in particular, for all ¢’ € F’,

Pry 9,V = 3 (0m / (Du V) 11 (02 75) . ().

nely

Remark B.6: The orthogonal projection Py, of H onto H s can be written
under the form

PHZ\/[ = 3_137 (B18)

which is an equivalent formulation of Theorem B.1. |

In Section 3.3, we show examples where H,, is of infinite dimension (i.e.
I, = N) and where the expression (B.17) can be analytically expressed (i.e.
the limit of the sum can be analytically calculated).

Nevertheless, in certain cases, for instance for numerical reasons, we will not
be able to consider all the terms in

vel and f/ S EI? <T7'lMe/7 f/>E,E’ = Z A” <¢n> €/>E,E’ <¢n> f/>E,E’ :

nely
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We assume that we dispose of an approximated kernel defined from a subset
Tapp of I, ie.

Ve’ and f' € E, <T%ppe', f’>EE, = > M (60 i (D
’ n€lapp

Hence, for ¢ € H, we obtain an approximation of the optimal interpolator
Py, [¢] that we note Pyarer [p] :

Ve e El, <PH%7P [(p] ,6/>E o = (gD THr]z\;pel>
’ H
= Z (Pn,; €,>E,E’ /S <¢n773>E,E/ <90775>E,E' dv(s), (B.19)

n€lapp

with H7” the closure in H of the subspace spanned by the ¢, n € Loy,

We pose L., = I;\I,,,- Hence, we find the following expression for the
approximation error, for all ¢/ € F’,

= (QD‘THMQI — TH(E)I}@/)

:<¢

Finally, applying the Cauchy-Schwarz inequality to equation (B.20) allows
us to control the error of approximation :

(Pry 0] = Prggr [ ], ©')

E.E’ H

Z >\n <¢n7€/>E,E’ ¢n> . (B20>

nG]IET"I‘

Theorem B.2
2
ve' € B, |(Puy (9]~ Brgr 6], €)1 < el 30 Mdm )
’ n€lerr
(B.21)
2
and [P, [¢) = Py lol]| < llellh Do 2 (B22)
v neﬂe'r'r

We call ., A, the spectral error term.

TLEHer

Remark B.7: In the most part of application cases, the analytical spectral
decomposition of £, would be unknown. Nevertheless, one should dispose
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of a numerical approximation of this spectral decomposition. It should be
interesting to study the behavior of Theorems B.1 and B.2 in such cases.

It would also be interesting to compare truncated spectral approach (equation
(B.19)) with discretization of the data set.

B.5 Finite Case

We suppose that M is of finite dimension, i.e. M = {uy,--+ , un}, n € N. We
also assume, for simplicity and without loss of generality, that the u; € £’
are such that the Gram matrix T € R"*", defined by, for 1 <i,j <n, T;; =
(Thpti| Ty pe5),, is invertible. For convenience, we introduce the matricial type
notations

r = (lula e 7:un)T and T = (THM‘THN’T)H = <THIJ’7 l’l’T> = <l~'l'7 TH’*"T> )

where Ty = (Typa, - ,TH,un)T. Hence, for ¢ € H, the optimal interpola-
tor of ¢ for M can be written under the form :

hcp,M = T'HH’TT_l <,U7 90> ) (B23)

T
with (p,p) = (<907:“1>E,E' L 7<907Nn>E,E’> . Remark for instance that,
with our notation,

(w,o)" = (p,pu") and for e € E and €’ € E', (e, g = (e€)=( e,

so, we will write, for ¢’ € E, (hyar, €) gy = (e, Tyup™) T (p, ).

The aim of this section is to prove, by direct calculation, that the expression
of the optimal interpolator given in equation (B.23) is equal to the one given
in Theorem B.1.

A linear operator L, of paragraph B.3 type can be defined by
Vh € H, Ly[h] = Z Ww; <h, iui)E,E’ T’HMZ, (B24)
i=1

with w; > 0 for all 1 < i < n. Introducing the matrix W = diag (w1, -, w,),
L, can be written under the matricial form :

Vh € H? Lu[h] = TH“TW <l’l’7 h> :
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The finiteness of the sum (B.24) assures us that L, verifies the whole proper-
ties required in Section B.3. The symmetric and positive bilinear form (-|-)
on H and associated with L, by equation (B.13) is, for h and g € H,

vV

(hlg).,. sz (ho i) .o (95 13) g = (o ™) W, g)

=1

Remark B.8: We easily re obtain the properties of self-adjunction and sym-
metry of L, by matricial calculations :

Vhand k € H, (A|L,[K]);, = (RTup"W (u,k)),,
= (W Tup™W (Typ, k)y,) ,,
= (WTup"),, W (Toupa, k)yy = (Lu[R]|k)y,

Vhand k € H, (B|L,[K]),, = (R|Tup" W n,k)). ,

= (hu")W <u,THuTW (1, k)
(h, ") W (T, u) W (a1, k)
(L [ 1K)y

Vhoand k € H, (h|L,[k])y, = (R|Tup") W (1, k)
= (h, ") W, k) = (h[k) 2

For a € R™, let ¢o = TyypuTcx € Hps. We have
L,, |:$a:| = T’HNTW <H, T’HMT> o= TH,U,TWTO(.

Hence, the eigenvalues of L, on H;; and the ones of WT are the same. Let
AL, , Ay > 0 be those eigenvalues (the strict positivity is a consequence of
the hypothesis made on T) and let vy, --- v, their associated eigenvectors,
i.e. WT = PAP~! with A = diag (\1,-,\,) and P = (vy|---|v,). We have,
for all 1 <i < n,

L, [avz} = /\igb\vi-

We define : .
6= (v dv,) =P Ty
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We have :

(419 ) —P'TP
H
2T T T T
and (¢|¢ ) — PTTWTP = PTTPA = APTTP. (B.25)
AY’V

From equation (B.25), the matrix PTTP is diagonal, which is then also
~ 2 ~
the case for PTTWTP. As expected, the relation ‘ Ov, =\ ||Ov,

’Y7V
verified.

2
1S
H

Thus, the eigenfunctions (normalized) of L, on Huy, (+]+).,, are the compo-

nents of the vector

’Y7V

D=

¢ = (PTTWTP) ? ¢.

Finally, we obtain

Tup" T (u, ) = Typ" T'WIW (1, ) = Tyt " PAT'PT'W (1, )
= Tup"PAT'P'T'PTPTTW (u, )
— TP (PTTWTP) ' PTTW (u, )

~ ¢ (PTTWTP) " <q?>, uT> W (g, )

- Z¢k/ <¢ka'75>E,E' <¢’78>E,E’ dv(s).
k=1 S

B.6 Example of application

Let X = R? and H be the RKHS of real-valued functions on X (see Section
1.3) associated with the kernel (squared exponential or Gaussian kernel, see

for example | |), for z and y € X,
[E
K(z,y) =€ <2, witho > 0and |- | the euclidean norm.

For m € N, we consider £™ C R¥ the subspace of functions of class C™ en-
dowed with the topology of the uniform convergence on the compact subsets
of X for all the derivatives of order < m (or of general order if m = +00).
Then, from | , Proposition 25|, for all m € N (and also for m = +00), H
is a Hilbert subspace of £™. In what follows, we will consider H as a Hilbert
subspace of F = &!.
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Let # = (x1,x2) be a point of X, for convenience, we will use a polar coordi-
nates system, that is x = (r, cos ay, 1, sin o) with r, € R, and «, € [0, 27].
For z € X, let us define 7, € E’ such that, for all h € H,

<hv 7790>E,E’ = Wh(x%

1. corresponds to the evaluation of the radial derivative at point x.

Let C C R? be the circle of center 0 and radius R > 0. We consider
My = span{n;, t € C} and Mp = span{d;, t € C}

and pose M = My + Mp (N and D stand for Neumann and Dirichlet
conditions). We will show how our methodology can be used to solve, in H,
the interpolation problem associated with M. In a first time (Sections B.6.1
and B.6.2), we independently consider the interpolation problem associated
with My and Mp. Following Remark B.1, we finally combine our results
to obtain a model in which both value and radial derivative on the circle
are controlled (Robin condition, note that in our study, radial derivatives
correspond to normal derivatives on the circle).

We introduce § = [0, 27| endowed with its natural Lebesgue measure (up
to the multiplicative constant R). We identify L*(S,v) with L?([0, 27]), the
space of squared integrable functions (with respect to the Lebesgue measure)
on [0, 27], endowed with the Hilbert norm

Vi € 22(0,240), I = [ 76 Rao
0

B.6.1 Gaussian kernel and value on the circle

We first focus on the interpolation problem associated with H and Mp =
span {0, t € C}. We pose (see Section B.2)

Har, = Hi = span {K,(-), s €S} with (notation) K,(-) = K(x,-).

The implicitly considered application vp is vp : [0,27] — E', 0 + 5, ,, with
sre = (Rcosf, Rsinf). Arguments of continuity and compactness assure us
that H,s, is separable, all required hypotheses are also verified. Hence, for
Tro = (Rcosa, Rsina) and f € L? ([0, 27]), our “Mp-adapted” operator is
given by

£P1f)(a) = / " K (@ o) F(0)RAO.
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Straightforward calculations (see A.1) give that the eigenvalues of L2 are :
D 2r2 [?T 2p2 P
>0, A\, = Re % / e o2 “7 cos(nd)db.
0

A is of multiplicity one and is associated go(a) = \/2177%.

For n > 1, the A2 are of multiplicity two and associated with, for a € [0, 2],

cosna and ¢ (o) = sin na.

9 (a) =

1 1
VTR VTR
Arguments of periodicity assure us that £2 does not admit other eigenvalue

(see Chapter 2). Remark that a generalization of this result to any dimension
and other example of spectral decomposition can be found in | |.

We now define the regularized eigenfunctions ¢f’, ¢<P and ¢:P, Vn > 1 of
LD (see equation (B.12)). We have for instance

sin(nd)

Rdb.
VTR

Vn > 1, Vr € X, ¢P(z) AD/ K(srg,)

Numerical application. We set R = 3 and ¢? = 2 and compute the
eigenvalues and regularized eigenfunctions of £Z. On Figures 2.2 and 2.3,
one can finds a representation of the eingenvalues of £2 and the graph of a
regulaized eigenfunction.

Following Section B.4, we approximate the kernel Ky, (-, ) of Hys, with the
31 eigenfunctions associated with the most important eigenvalues, that is,
for all z and y € R? :

K (z,y) = Ao (v +ZA (0P ()62 (y) + 03P () 858 ()] -

We compute

15
Trace (L)) = 2nR =18.84956 and  » A =X +2) )\, = 18.84953.

k€lapp n=1

Hence, we obtain for the spectral error term :

> AL = 2.643289e-05. (B.26)

keHeT'r
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We next approximate the kernel Ko, (-,-) = K(-,-) — K, (-, ) of the sub-
RKHS H,, with, for all z and y € R?

Koph (w,y) = K(x,y) — K77 (2, ).

Ho,, is the subspace of functions of H that vanish onto S. In particular, this
implies that, for all ¢t € C, K, (t,t) = 0. In our application case, we obtain
the constant value K'"(t,t) ~1.402309e-06 for ¢t € C (let us point out
that the spectral decomposition of £ has been perform using Monte-Carlo
algorithms).

Figure 2.4 shows the sample path of a centered Gaussian process with covari-
ance Ko, (+,-). This approximates a centered Gaussian process of covariance
Ko, (+,-) which corresponds to a centered Gaussian process of covariance
K(-,-) conditioned to be null on S.

Finally, we use the kernel K§'"(-,-) in a classical Gaussian process model
(or kriging model, i.e. Gaussian process conditioning relatively to a finite
number of data points). The resulting model interpolates exactly the set of
classical data and approximates the condition on S (here, to vanish on the
circle). Figure 2.5 represents the best predictor of a Gaussian process model
with kernel Kg?(-,-) (i.e. a conditional expectation) and Figure 2.6 shows a
conditional realization (i.e. a conditional simulation).

B.6.2 Derivative Constraint

We consider My = span {n;, t € C}. Here, vy : [0,27] — My C E' is given
by YN8 = Nsp y=(Rcos6,Rsing) and compactness and continuity arguments also
assure that H,y, is separable (all required hypotheses are also verified). We
recall that

H

Hary = Mo, :Span{a8 K(s,-), s € S}

s

We have o
K(l‘, y) _ e—a—Q(rx+ry—2rmry cos(am—ay))7 then
0 2
aTIK(x, y) = —;(rm — 1y cos(ay — ay))K($, y) and
82
aryaer(x’ y) = — cos(ag — ) K (z,y)
4
+ F(” — rycos(ag — ay)) (ry — 14 cos(ay — o)) K (,y)



For f € L*([0,27]), our My-adapted integral operator is, for a € [0, 27],

2 2
0
Ly = K (zga, 0)Rdo, B.27
N0 = [ 55K (s sa) £16) (B.27)
with sgpp = (Rcosf, Rsinf) and zp, = (Rcosa, Rsina).
Let us pose A = % — 80%2 and B = 40%2. Then, straightforward calculations

(using the same arguments than in Section B.6.1) show that the eigenvalues
of LY are

2R2
>

2m
forn >0, \Y = / [Acosf + B(1 +cos*6)] e” (1=cos0) cog(nb) Rd6.
0

For n = 0, A/ is associated with the eigenfunction, for o € [0, 27], do(a) =
1
2R’

For n > 1, Y is of multiplicity 2, associated with, for o € [0, 27],

sin no.

: Q Gy(a) = —

= cosna, and ¢ (a) =

VTR VTR

Arguments of periodicity assure us that £ does not admit other eigenvalue
(see Chapter 2).

Remark B.9: The two operators £2 and £ have the same eigenfunctions
(LY and L2 are diagonalizable in the same basis).

We next define the regularized eigenfunctions ¢f’, ¢<V and ¢~ € Hpy,, (see
equation (B.12)). In our case with have, for instance,

1 [0 cos(nf)

Vn>1, Vo e X, ¢V (r) = — —K(sgpg,x
qb () )\7]1\[ 0 ars (R,O )m

Rd0.  (B.28)

Let us consider the values of the eigenfunctions ¢}, ¢ and ¢*N on the
circle C. From equation (B.28), it appears that those ones are linked with
the integral operator, for zp, = (Rcosa, Rsina) and f € L* ([0, 27]),

L@ = [ G (onasa) S(6) R0 (B.29)

J, is self-adjoint but not positive. We remark that for, n > 0,

o —2R —E(l—cosm .
Pn = / (1 —cosf)e™ o2 cos(nd)Rdf, (with p, € R)
0

o2
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are eigenvalues of J,. For n = 0, pg is associated with the same eigenfunction

than \)Y (and A\J), that is for a € [0, 27], ¢o(a) = \/2177% (remark that pg<0).

For n > 1, the p, are also associated with the same eigenfunctions than A%,
so the p, are of multiplicity 2 and associated with, for « € [0, 27],

- 1 -
o5 () = cosna, and ¢S (o) = sin nov.

1
VTR VTR

The cigenfunctions ¢, of J, form an Hilbert basis of L2 ([0, 2x]), hence, the
operator J,, is diagonalizable on L? ([0, 27]), its spectrum is composed by the

eigenvalues p,, associated with ¢g, ¢ and ¢2 (J, is diagonalizable in the same
basis than £ and £2).

The spectrum of the operator J, has an interisting behaviour, its general
appearance (number of negative eigenvalues for instance) depends of the
ratio between R and o?. Figure 2.7 shows the values of p,, 0 < n < 30 for
R=3and 0? = 2.

We finally obtain that the values of the regularized eigenfunctions of £Y on
the circle C are, for g, = (Rcosa, Rsina),

8 (wna) = Soo(a), 67 (wra) = §56 (@) and 67 (na) = $500(0),

Remark B.10: Let us remark that the values of the radial derivatives on
the circle C of the regularized eigenfunctions ¢f, ¢P et ¢, n > 1, can also
be expressed from the eigenvalues p,, n > 0, of J,. Hence, we easily obtain,
for xpo €C,

Po 7
<¢£)’7th°‘>E,E’ = W(é()(a)? and for n > 1,

< fLD777$R,a>E7E/ = 5_252(&)7 < fLDaanya>E’E/ = f_gaib(a) (B3O)

Numerical Applications. We fix R = 3 and ¢? = 2, we next compute
the eigenvalues and regularized eigenfunctions of £Y. Figures 2.8 and 2.9
respectively show a representation of the eingenvalues of £ and the graph
of a regulaized eigenfunction.

Following Section B.4, we approximate the kernel Ty My with the 31 eigen-
functions associated with the most important eigenvalues, that is, for all x
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and = € R?

K (2,y) = N0 (2)é (v) + DAY [¢5) ()N () + &3 ()3 ()]

with K7 (z,y) = <THﬁ;6x75y>E7E’. We have
T (ﬁN)—@—m 84956 and Y Ay =\ +2§:)\N—18 84928
race (L, ) = —3- =18, an =\ ., = 18. .

k€lapp n=1

Hence, we obtain for the spectral error term :

> A =2.797111e-04. (B.31)

k€lerr

We next approximate the kernel Ky, (-,-) = K(-,-) — Kpy(+,-) of the sub-
RKHS H,, with, for all z and y € R?,

Kot (2,y) = K(z,y) — Ky (2, y). (B.32)

We remind that Hy,, is the subspace of functions h € H such that %h(t) =0
for all t € C.

Figure 2.10 shows the sample path of a centered Gaussian process with covari-
ance K¢P(-,-). As expected, this approximates a centered Gaussian process
of covariance K (-, -) conditioned to have null normal derivative on S. In this
example, instead of being null, each normal derivative on S follows a centered
normal distribution with variance

1
— E ANV = 1.483913e-05.
2rR W5 ©

Remark B.11: For t € C, we have

15

2 2
app _ pO pn o
KPP (t,t) =1 — Work § R 0.9568043.

n=1

B.6.3 Double Constraint

In this last section, the results of the two preceding sections are combined in
order to obtain a model that takes account of the values of the function and
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of its radial derivatives on C. We present an efficient way to approximate the
kernel Koo(+,-) of the subspace Hoo of functions h € H such that

vVt € C, <h777t>E,E’ =0 and <h75t>E,E’ = 0.

Nevertheless, in what follows, one can find the necessary informations allow-
ing to treat the general problem (that is imposed constraints on the values
and on the normal derivatives).

We proceed in a same way than in Remark B.1. We first consider the problem
of the normal derivatives, in other words, the interpolation problem associ-
ated with My (problem studied in Section B.6.2) and next the problem of
the values, problem associated with Mp (arbitrary choice, see Remark B.12).

Let us consider the kernel Ky, (+,-) (see Section B.6.2) of H,,, the subspace
of functions h € H such that a%th(t) =0 for all ¢ € C. We recall that

Koy (z,y) = K(z,y) — Kuy (2, y) with
Ky (,y) = X0 ()0 (y) + DA [¢e) (2)6eN (0) + o3 (2) 03 ()] -

We the consider the integral operator on L*([0,27]) defined by the kernel
Ko, (-,-) and by the subspace Mp of E’,

LEfl(a) = / . Koy (TRa,Sre) f(O)RAY, (R for Robin).
0

From the study of the operator .J, (see Section B.6.2), we find that the
eigenvalues A2 n € N, of LE are given by

2
R_\D Pn
)\n—)\n——)\g.

At is associated with o, for n > 1, AR is of multiplicity 2 and associated
with ¢¢ and ¢ .

We finally introduce ¢f, ¢¢% and ¢ the regularized eigenfunctions of LZ.
Straightforward calculations give that, for all x € X',

1
(e) = 37 (D) = o @)
Vn > 1, 6(r) = 35 (LGP (0) — pas () and

n
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6 () = 37 PP (@) — pudi (0)

As an illustration, we compute the kernel Kg'"(-,-) given by, for z and y € X,
Kop'(x,y) = Koo' (w,y) — Ao (2) ¢ ()
15
= DA [ @) ) + 03 (@) )] -
n=1

Finally, Figure 2.12 shows the sample path of an centered Gaussian process
with covariance Kg"(-, ).

As in Section B.6.2; instead of being null, the normal derivatives on the
circle follow a centered normal distribution with variance 1.483913e-05.
For the values of the sample path on C, those ones follow a centered normal
distribution with variance, for ¢t € C,

15
a a 1 a
KgP(e.0) = Kyt = 5 (Ag 23 Af) -
n=0

15
1
=1——— (2P +2) M| ~1.402309e-06.
o (0+2300) e

Remark B.12: Instead of first considering My and next Mp, on can oper-
ate in an inverse way. This leads to the study of the operator
2 82

LIP[f(a) = | o Ko, (Tr.a sr0) f(0)RAO,

which is associated with Ky, (-,-) and My. Using Remark B.10 (equation
(B.30)), we deduce that the eigenvalues \#? n € N, of LI are

)\RQZ)\N_p_%L

D

A is of multiplicity 1 and is associated with 50. A2 for n > 1 are of

multiplicity 2 and associated with 25% and (Z,S,L We finally obtain the expression
of the regularized eigenfunctions, which is for instance

1
Vn>1, Vo e X, ¢ (z) = e (AN (2) — pagil () .

n
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Annexe C

English version of Chapter 3

Optimal interpolation in Hilbert subspaces and Gaussian processes condi-
tioning are intrinsically linked. The aim of this section is to apply Chapter
2 results to the conditioning problem. Note that this chapter is not an exact
translation of Chapter 3. Interested readers can refer to the French version
for additional details and considerations.

C.1 Notations and recalls

Let H be a separable Hilbert subspace of E. We assume that H is the
Cameron-Martin space of centered Gaussian process Y defined on a proba-
bility space (€2, F,P). We denote by H the Gaussian Hilbert space associated
with Y (see | ). We remind that H is a closed linear subspace of the
Hilbert space L? (2, F,P) of second order centered real random variables
(r.v.) on (Q, F,P).

For the sake of simplicity, we assume that E is a Banach space (see | ,
| for more general frameworks), and that Y takes its values in £ with

probability 1 (i.e. the triplet (j,H,ﬂE) is an abstract Wiener space, with

H” the completed of H in F and j the continuous injection of H in ﬂE, see
[ D

We denote by Z : H — H the isometry between H and H, it verifies
E(Zh Zg) = (hlg)y

where E (Zh Zg) represents the inner-product between the two random vari-
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ables Zh and Zg € H. Let us also add, for ¢’ € F,

tati
V) OO Y, T (e

One can consult, among others, |
about the previous notions.

, | and Chapter 3 for more details

For a linear subspace M of E', Py, denotes the orthogonal projection of
H onto Hps. We then introduce the orthogonal projection Py, of H onto
H,; = Z (H,) and obtain the diagram:

H—>H (C.1)

lPHM lPHM
T

Hy ——Hy
T, = Pu,, Ty is the Hilbert kernel of H,,. Hence, by isometry,

tati
Ve € B, T (T e) = Py Vel "N E (Y, ey, (C2)

Foralle’ € F’, ther.v. Pg,, [Ye]is called the conditional mean of Y. knowing
Yy for f' € M (and Ty, is the conditional covariance kernel).

C.2 Spectral approach for conditioning

We now consider the general framework of Chapter 2.

Proposition C.1

Under the assumptions of Chapter 2, the centered Gaussian process
(Yys),es admits the Karhunen-Loéve expansion

Vs €S, Ve = > v/ Aubuls)Ca, (C.3)

nely

where the (, = 1 (\//\_ngzﬁn), n € I, form an orthonormal basis of Hy,
(i.e. the (,, n € I, are independent N'(0,1) r.v., such a family is some-
time calls orthogaussian, see [ |). Then, for w € 2, the application
t — Y, (w) is v-measurable (with probability 1) and the sample paths of

(Yys),es are in L?(S,v) with probability 1 (more precisely in S(’H)L ), in
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particulirar,

/ (Yss)? dv(s) < +oc (with probability 1).
S

Proof: Expansion (C.3) is a direct consequence of proposition B.2. Next,
for all n € 1, the application ¢t — <\/)\n¢n, fyt>  p belongs by hypothesis to

L*(S,v) (as an element of § (Hys)). Then, from the Tonelli’s theorem and
H-ii,
2

> [B|(Vaane) | ans = [ £ (Vionas), avts

nely nely

_ / I Toys|2, du(s) = N < oo,
S

is convergent which implies the con-
L2(v®P)

()= 3 (VAbatt) | Gale)

nely

So, the sum ) ;. H\/_¢nCn

vergence of

in L?(v ® P) and the proof is completed.

Remark C.1: We also obtain, using proposition C.1 and Fubini’s theorem,
that

Theorem C.1

Let Y be a centered Gaussian process with values in E and covariance
kernel Ty;. Let M be a linear subspace of E'. Under the assumptions of
theorem B.1, we have for all ¢/ € F’,

E(LYy €M)= 3 (0 [ GulalVoudt). (C4)

nely

In addition, the centered Gaussian process with covariance kernel Ty,
(that is the process corresponding to E (Y. |Yy, f'€ M), e € E') takes
its values in Hp; |~ with probability 1.
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Proof: From corollary B.2, we know that for all ¢’ € E’,

T’HMe/ = Z )\n <¢n7 €/>E7El ¢na

nely

this series being convergent in H. Hence,

T (Trp€) = D> A €) i T (0n) - (C.5)

nely

For n € I, the expression of the regularized eigenvectors ¢, is given by
equation (B.12), that is

1 [~
= A—n/s¢n(s)TH73dV(s).

Now, proposition C.1 assures us that the expression

T (¢y) = Ain /S O ()L (Torys) du(s / On(5)Y,5dv(s (C.6)

keeps sens under our working hypotheses.

L2
The last point is consequence of the isometry between F(H) and Hy " .

Remark C.2: In | , Theorem 4.4] for example (or in | ) D,
similar spectral arguments and same type’s expressions can be found. Those
are used to give Karhunen-Loéve expansions for continuous sample paths
centered Gaussian Processes. We also refer the reader to the works of E.
Parzen (in particular | |, see also | , Chapter 4]), M. Nashed and
G. Wahba | , |.

C.3 A note on regular conditional probabilities

If one assume that

H =FHy @ Hy and that Hay = Har " (C.7)
(the second point meaning that ’HME can be continuously injected into

Ha ', note that there always exists an Hilbertian structure which verifies
that condition, see | |), then one can use spectral arguments in order
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to define the unique continuous projection 3 of ﬁE onto H_ME parallely to
WOE (i.e. Pho =0 for all hy € WOE) That gives

—F ~
T B = Y (00D [ 9nls) (895) 0 (),
nely S
let us remark that such a *J3 is an extension of the orthogonal projection Py,
(we have to pose §ho = 0 for all hy € mE)

We next consider the family of Gaussian measures on #" with mean PV €
’H_ME for U € H" and covariance kernel Ty, Then, from | , Theorem
3.11], such a family defines a regular conditional probability over H” relative

to the knowledge of Y on M. In such case, the following notation is usually

used
PV =E(Ve

Vi = (U, g, ['€M). (C.8)

Note that if we denote by py the Gaussian measure on H" defined by Y, the
preceding regular conditional probability corresponds to the disintegration of
py relatively to ‘.

Remark C.3: We have the well known equality, for p € H,

(Pry 0], €) g = B(Ye Yy = (0. f)p s £ € M). (C.9)

Let us just remark that in order to be able to define a regular conditional
probability from the family B[p] for ¢ € H, Hyr must be of finite dimension
(and in such cases, it is possible).

C.4 Illustration: Conditioning the Brownian
Sheet

In this section X = R, x R, will denote the positive quadrant in the plane,
xr = (x1,x2) will be a generic element of X. We remind that the Brownian
sheet is the centered Gaussian process (B;),., With covariance kernel, for =
and y € X,

K(z,y) = (x1 Ayn) (22 A ya)

where x; Ay; (i = 1,2) denotes the minimum between the two positive reals z;
and y;. Following | , , |, our aim is to establish a prediction
formula for the Brownian sheet, knowing its values on a separation line G.
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Hence, we have to consider an interpolation problem associated with the
kernel K(-,-) and M = {J;, s € G}.

In Section C.4.1, we first consider the case where & is the unit quarter-circle.
By the choice of particular measures, we next deduce similar results for more
general separation lines (Section C.4.2).

C.4.1 The quarter-circle case

Let & be the unit quarter-circle, i.e.

6:{xeX : :v%%—x%:l}.
We consider § = [0, 7] endowed with its Lebesgue measure and denote
by L*([0,%]) the space of squared integrable functions (with respect to the
Lebesgue measure) on [0, 5], endowed with the Hilbert norm

v e (0.5, 113 = [ s0ra

Hence, we implicitly consider the application v : [0, 3] — M, 6 > &,, with
sgp = (cosf,sinf) € .

Throughout Section C.4.1, we will use the notation
NS |:Oa g:| ) By = B(cos@7 sin 6) -

For f e L*([0,%]), we consider the integral operator

a € [0, g] , L[f](a) = /2 (cosa A cosf) (sina Asinf) f(0)do.
0

Straightforward calculations (see appendix A.2) show that the spectral de-

composition of £ (in L*([0, 3]) is:

1 ~ 2
n=1, A\, = T associated with ¢, (0) = NG sin (2nf) .
The next step is the definition of the regularized eigenfunctions which are
given by, for all z € X,

jus

Anhn (1) = /0 " (21 A cos ) (2 A sin §) o (6)d6. (C.10)

™

As suggested in figure C.1, we define a; and as € [0, 5] such that z; = cos oy

and xo = sin as. We have to consider two different cases:
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e 1 lies below the separation line, i.e. x is inside the quarter-disc, i.e.
|z|| <1 (with ||-|| the euclidean norm),

e 1 lies above the separation line, i.e. x is outside the quarter-disc, i.e.
] = 1.

(b)

Xo+ e =

Xo—+

AA_

0 X1 1 0

Figure C.1: Graphical representation and parametrization of the intercepted
arc for x inside the quarter-disc (a) and outside the quarter-disc (b).

>

x below the separation line. In this case a; > as and

x18in@, for 0 < ao,
T1To, for ap <0 < ay,
Ty cosl, for aq < 0.

K (z, (cosf,sin b)) =

By splitting the integral (C.10) into three terms and using integration by
parts twice, we get:

) ~ X1 ~
Andn(t) = 54/1 = @ign(en) + 54/1 —3¢a(a2)
L /a2 in 6, (9)d9+£/g 0, (0)d0
e ), s n w ) cos 0¢, .
Since A, = ﬁ, we have the interesting relation
bn() = 22y/1 — B2 (1) + 211/ 1 — 20 (a2)

az ~ 3 ~
+ x1 / sin 0¢, (0)d0 + x4 / cos 0o, (0)d0 —
0 e

1
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Remind the notation By = Blcososing) to deduce from relation (C.11) and
Theorem C.1 that

E(B,|Bs, s€6) = xy/1 — 2B, +211/1 — 23B,,

—i—xl/ sm@Bgd@—i-xQ/ cos 0 Bydf
0 [e%}

/ S Ao ()60 (6) Bodb.

n>1

From the orthogonal decomposition of the kernel, we have

Ve € X and Vs € &, K(z,s) Z)\ngbn

n>1
ie, Vr € X and Vl € [O, %},

_ x1sind, for 6 < ao,
Z A (2)0n(0) = K (, (cos0,sin b)) = xy29, for an < 0 < ay,

n>1 Tocosl, for aqg < 0.

After two simplifications, we finally get
1
B |BS, SEG xoy/1 — 2By, + 211/1 — 23B,, xlxg/ Bydb.

x above the separation line. In this case, a3 < g, a7 = 0if 1 > 1 and
az = % if 25 > 1. For all o such that |z|| > 1 and 6 € [0, 3],

x1sinf, for 0 < oy,
K(x, (cos B, sin 9)) =< cosfsing, for a; <0 < as,
Ty cosf, for ay < 6.

In exactly the same way as in the previous case, we obtain for all  such that
]| > 1,

E(Bx’BS, s E 6) = (1 —xf)Jer + (1 —:cg)Jer +3/ 2(:osﬁs.in@Bgd@,

1

where t; = max(0, t) for t € R.

Now, we can state the following theorem:
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Theorem C.2
Let <Bar):ceRi be the Brownian sheet and & = {z € R%, ||z|| = 1}. Then,

e for x such that ||z|| <1 (z1 = cosay, xa =sinag, as < aq):

E (B.|Bs, s € 6) = x31/1 — 23B,, + 11/ 1 — 23B,,

—Qill'g/ Bgde, <C12)

2
e forx such that ||z| > 1 (Ozl Sag, o =0ifar 21, ap=75if x> 1) :

E (B.|Bs, s € 6) = (1 = i), Ba, + (1 —23), Ba,

+

—|—3/ cos 0 sin 0 Bydf, (C.13)

1

with the notation By = B(coss,sing) for any 0 € [0, g}

See Figure 3.2 for a simulation.

Proof: (Direct proof) With the notation Z, = E (BI|BS, s € 6), we only
have to prove for any x € X and any o € [O, g}

E{Ba (Bz - Zx)} =0,

or, equivalently,
E{B.B.} =E{B,Z.}.

Fix x such that ||z]| < 1. For a < ay, we have

E{BuyZ,} = x31/1 — 23 cosag sina + x14/1 — 23 cos ag sin o

(3}
— T1X9 / cos 0 sin adf.
(0%

2

Hence,

E{B.Z,} = 21294/1 — 2% sin a+ 21 (1 — 23) sin o — 125 (sin a; — sin a) sin av.
Finally, using the relations z; = cos ay, x5 = sin ay, we get

E{B.Z,} = zysina =E{B,B,}.
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If as < a < oy, we have

E{BuyZ,} = x31/1 — 23 cosag sina + x14/1 — 22 sin ay cos o

« aq
—xlxg(/ cosasin@d@—l—/ cos 0 sin adf).

2 o

Hence,

E{BuyZ,} = 11294/ 1 — 22 sin + 11294/ 1 — 23 cos o

— 2122(Cos g — cos @) cos v — 1o (sin vy — sin a) sin a,
and E{B,Z,} = z129 = E{B,B,}. Finally, the last case oy < « is symmet-
ric of the first one.

The case x such that ||z|| > 1 is analogue. [

Remark C.4: We have found in a different way and under a different
form known results of prediction for the Brownian sheet. Let o(t) =
(p1(t), walt)) = (t, V1 —1t2) be the usual parametrization of the quarter-
circle (t € [0, 1]). Let a = cosay = x; and b = cosay = /1 — 3. By a

stochastic integration by parts, the Theorem 4.2 (a) in | | implies, for
el <1,
E( 2| Bs, s € 6) =

B bB,y aB ® Bou
Do (b ow  bBowy  0Bow _ / 0 dt>'
#1(a)ealb) (wl(a)w(a) o) wala) S VieE

Hence,

/ / 20
(B |BS, 5 € 6 —xz 1 —22B,, +x1\/1 — 23B,, — 1172 mdt

By the usual change of variables ¢t = cos#, we see that the expression (4.4)
of | , Theorem 4.2| leads to the formula (C.12) in Theorem C.2. In the
same way, the expression (4.6) of | , Theorem 4.2] g1ves for0<b<a<l

3
E (B;|Bs, s € 6) = By — (a By v Bow)

3tB pdt
¢1(a) ©1(b)
Thus,

E (B,|B,, s € &) = (1 — %) Bay + (1 — 23) B, + 3/ By dt.
b

Use the same change of variables ¢ = cosf to get the formula (C.13) in
Theorem C.2. |
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C.4.2 The general case
Let & be a separation line, i.e. any polar curve

S = {xeX : z = (r(f)cosf,r(f)sinb),0 € [075}

where 6 +— r(f) is a continuous function with values in |0, +oo[ with

{ r(f) cos6 : [0,Z] — [0, +oo[ non-increasing, (C.14)

2
r(#)sin6 : [0,%] — [0, +oo[ non-decreasing.

Remark C.5: In the case 6 — r(0) cos@ (strictly) increasing, a separation
line can also be interpreted as the graph of a function of type xo = f (1)
with f non-increasing.

Observe that our definition also includes cases when & contains horizontal
or vertical segments, or both. For the sake of simplicity, we only deal with
separation lines that meet the axes, see Remark 3.15.

The monotony-properties of a separation line imply the following relation for
the Brownian sheet: for # and o € [O, g},
(r(a)cosa Ar(0)cosf) (r(a)sina Ar(f)sinf) =
r(a)r(0) (cosa A cosf) (sina Asind). (C.15)

Throughout Section C.4.2, we will use the notation By = B(r(g)cos6, r(6) sin )
for 0 € [0, %} For the sake simplicity, we assume that the function 6 — r(0)
is of class C?.

As in Section C.4.1, we consider S = [0, 7]. The corresponding application
is now v : [0,5] = M, 0 — 4, with sy = (r(0)cosf,r(f)sinf) € &. We
next choose p(df) = ﬁd@ as measure on S. Hence, we consider the Hilbert
space L*([0, 5], u) of squared integrable functions (with respect to x) on [0, 5],
endowed with the Hilbert norm

W € Q. 3. IfI5 = [ 10,

r(

Note that we have

/2 K(sg, sg)u(df) = /2 cos 0 sin 0df = % < +o00.
0 0
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We next consider the operator, for f e L*([0, %], u),

B 1
L,f(a) = / (r(a) cosa Ar(6)cosf) (r(a)sina A r(0)sin6) f(G)WdQ.
0 r
The spectral decomposition of £, can be easily deduce from the quarter-
circle case. Denote by A\, and ¢,, n > 1 the spectral decomposition of
Section C.4.1 integral operator, we then have that the eigenvalues of £, are
An, n > 1, associated with the normalized eigenfunctions:

Vo € [og] L 37(0) = r(0)n(6).

Indeed, we remark by (C.15) that

/02 (r(a) cosa Ar(0) cos @) (r(a) sina A r(6)sin0) 5;(9)#6[9
2 : : ~ 1
/0 r(a)r(8) (cosa A cosf) (sina A sin6) r(9)¢n(9)wd9

= A\ (@)gn(a) = Mgl ().

™

As in Section C.4.1, the next step is the regularization of the eigenfunctions,
that is the calculation, for x € X and n > 1, of:

s

Al () = /0 " (21 A T(8) cos B) (s Ar(6) sin ) & (6)

o (C1

We pose 21 = r(aq) cos oy and xa = r(ae) sin ap with ag and ay € [0, %} and
consider the two cases "below-above".
x below the separation line. «; > ay and

z17(0) sin b, for 6 < ao,

K (z, (r(6) cos,7(0)sind)) = < @129, for ap < 0 < ay,
xor(0) cos B, for ay < 6.
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By splitting the integral and using integration by parts twice, we find:

To . ~ T ~
)\n¢;<x> = 4_7122 Si 041¢n(041) + j COs C¥2¢n(042)

T2
+4—nz cosﬁgbn( d9+—/ sin 0, (0)do

o

B A
5 [ () @00

Following Section C.4.1 and with the notation By = B(;(9)cos6, r(6)sing) for
S [O } we get:

i 1
E(By|Bs, s€6) = x [Smal +cosa1d% (—) (041)} B,

x above the separation line. We have a; < as and

z17(0) sin b, for 6 < ay,
K (z, (r(6) cos,7(0)sind)) = < r(6)?cosfsinb, for a; <6 < g,
xor(0) cos B, for as < 6.

Theorem C.3

Let (By),cy be the Brownian sheet on X = R? and let & be a separation
line verifying conditions (C.14) with 6 — r() of class C*. Then,

e for x below the separation line (ay < aq):

E (B,|B,, s € &) = {ilgw‘)l —i—cosozlj (719))( )} Ba,

0
el )




e for x above the separation line (o; < ag, a; = 0ifzy > 7(0), g =
if o > 1(3)) :

vl

1 d
_ 2 _ _ i
E (Bx’Bs, s€E6) = {cos o () de(r(G) COSGSmH)(al)] B,
+ |sin® o + Li(r(@) cosfsinb)(as)| B
2 r(a) do i

_/&2 L 1(0) cos 05 0) + 7(0) cos 0sin 0] By-22-
. d82 r COSU S r COSU S 07"(0)’

with BQ = B(r(@) cos @, r(0) sin 9) for 0 € [Oa %} .

An equivalent formulation of Theorem C.3 is given in appendix A.3. Note

that as expected, when r = 1, Theorem C.3 is similar to Theorem C.2.

Proof: With Z, = E (B:c }BS, s € G), a direct proof of this theorem consists

to verify

Vo € [0, g} ,E{B.B,} =E{B.Z.)}.

It is a straightforward but long calculation using the relations:

e (for x below)

e (for x above)

2

cos (% (r(0) cos @ sin @) + r(8) cos f sin 9> =

d (. , d .
T <sm 0(r () cos sin ) + cos 8@ (r(0) cos 0 sin «9)) :

2
—sin 6 (% (r(0) cos @sin @) + r(0) cos 0 sin 9) =

S

: : . d :
(sm 0(r(0) cos O sin f) — sin 9@ (r(0) cos fsin 9)) Cm

133



Table des figures

1.1 Représentation graphique du noyau K,(-,-). . . . . ... ...

2.1 Représentation graphique du probléme d’interpolation opti-
male dans un sous-espace hilbertien. . . . . .. ... ... ..

2.2 Représentation graphique du spectre de £ pour 0 < n < 74,
R=3ecto?>=2. . . . . . . . ...

2.3 Fonction propre régularisée ¢¢P sur [—5, 5]? pour n =5.

2.4 Simulation sur [—4, 4]* d’une réalisation d’un processus gaus-
sien centré de covariance Kgr'(-,-). . . . ...

2.5  Meilleur prédicteur d’'un modéle gaussien centré de covariance
app
KOD (', '). .............................

2.6 Reéalisation conditionnelle d’'un modéele gaussien centré de co-
: app
variance Ko P(-,-). ...

2.7 Représentation graphique des valeurs propres p,, pour 0 < n <
30, R=3eto?=2. . . . ...

2.8 Représentation graphique du spectre de £Y pour 0 < n < 30,
R=3eto?>=2. . . . . . . . ..

2.9  Fonction propre régularisée ¢ sur [—5,5]? pour n =4.

2.10 Simulation d’une réalisation d’un processus gaussien centré de
: app
covariance K" (-,+). . ...

2.11 Tracé de x — Kg¥(z,x) sur [—4,4%. . . ... ... ... ...

2.12 Simulation d’une réalisation d’un processus gaussien centré de
: app
covariance K "(-,+). . ...

2.13 Tracé de x — K¢ (z, @) sur [—4,4]* . . . . .. ... ... ...

134



3.1

3.2

4.1

C.1

Représentation graphique et paramétrisation de [’arc inter-
cepté pour z & Uintérieur du quart-de-disque (a) et a l'exté-
rieur du quart-de-disque (b). . . . . . .. ...

Simulation d’une trajectoire d’'un brap brownien nul sur &. . .
Tracé de w s (D(0p = 01),0u) g i« - = o o oo oo

Graphical representation and parametrization of the inter-
cepted arc for x inside the quarter-disc (a) and outside the
quarter-disc (b).. . . . . . . ..o

135

84



Bibliographie

[AACO2]

[Ad190]

[Aro50]

[Bax76]

[Boub9]

[Bou67]
[BTAO4]

[Buc92|

[Car86|

[Car90|

[CL67)

J. Berruyer A. Antoniadis and R. Carmona. Régression non li-
néaire et applications. Broché, 1992.

R. J. Adler. An Introduction to Continuity, Extrema, and Rela-
ted Topics for General Gaussian Processes. IMS Lecture Notes-
Monograph Series, 1990.

N. Aronszajn. Theory of reproducing kernels. Trans. Amer.
Math. Soc., 63 :337-404, 1950.

P. Baxendale. Gaussian measures on function spaces. American
Journal of Mathematics, 98(4) :891-952, 1976.

N. Bourbaki. FEléments de mathematique : Chapitre 6, Intégra-
tion vectorielle. Hermann, 1959.

N. Bourbaki. FEspaces Vectoriels Topologiques. Hermann, 1967.

A. Berlinet and C. Thomas-Agnan. Reproducing kernel Hilbert
spaces in probability and statistics. Springer Netherlands, 2004.

H. Buchwalter. Variations sur ’analyse en maitrise de mathé-
matiques. Ellipses, 1992.

L. Carraro. Problémes de prédiction pour le processus de Wie-
ner a deux parameétres. Probability Theory and Related Fields,
72(4) :619-635, 1986.

L. Carraro. Etude de la covariance de quelques processus Gaus-
siens en liaison avec la propriete de Markov. Stochastic Processes
and their Applications, 35(2) :251-265, 1990.

H. Cramér and M.R. Leadbetter. Stationary and related stochas-
tic processes : Sample function properties and their applications.
Wiley New York :, 1967.

136



[DBO1]
[DFLCT71]

[DRSS]

[Duc77]

[Dud10]

[FHO7|

[For85|

|Gro67]

[HQMY06]

[INGS|

[Jan97]

[JK70]

[Kap89|

C. De Boor. A practical guide to splines. Springer Verlag, 2001.

RM Dudley, J. Feldman, and L. Le Cam. On Seminorms and
Probabilities, and Abstract Wiener Spaces. Annals of Mathema-
tics, 93(2) :390-408, 1971.

R. C. Dalang and F. Russo. A Prediction Problem for the Brow-
nian Sheet. Journal of Multivariate Analysis, 26 :16-47, 1988.

J. Duchon. Splines minimizing rotation-invariant semi-norms in
Sobolev spaces. Constructive theory of functions of several va-
riables, 571 :85-100, 1977.

R. M. Dudley. Sample functions of the Gaussian process. Sprin-
ger, 2010.

V.V. Fedorov and P. Hackl. Model-oriented design of experi-
ments. Springer Verlag, 1997.

R. M. Fortet. Les operateurs intégraux dont le noyau est une
covariance. Trabajos de Estadistica y de Investigacion Operativa,
36 :133-144, 1985.

L. Gross. Abstract Wiener spaces. Proc. Fifth Berkeley Symp.
on Math. Statist. and Prob., 2 :31-42, 1967.

P. Niyogi H. Q. Minh and Y. Yao. Learning Theory, chapter
Mercer’s Theorem, Feature Maps and Smoothing, pages 154-168.
Springer Berlin / Heidelberg, 2006.

K. It6 and M. Nisio. On the convergence of sums of independent
Banach space valued random variables. Osaka J. Math, 5 :35-48,
1968.

S. Janson. Gaussian Hilbert Spaces. Cambridge University Press,
1997.

N. C. Jain and G. Kallianpur. Norm convergent expansions for
Gaussian processes in Banach spaces. In Proc. Amer. Math. Soc,
volume 25, pages 890-895, 1970.

J.N. Kapur. Maximum-entropy models in science and enginee-
ring. John Wiley & Sons, 1989.

137



[KLW72]

[Kue71]

[Lin96]

[Mal97]

[Mat69]

[Mic86]

[MN9O|

[Nas74]

[INW74a|

[NW74b]

[Par62]

[Par05]

J. Kuelbs, F.M. Larkin, and J.A. Williamson. Weak probability
distributions on reproducing kernel hilbert spaces. Rocky Moun-
tain J. Math, 2 :369-378, 1972.

J. Kuelbs. Expansions of vectors in a Banach space related to
Gaussian measures. Proceedings of the American Mathematical

Society, 27(2) :364-370, 1971.

J.K. Lindsey. Parametric statistical inference. Oxford University
Press, USA, 1996.

P. Malliavin. Stochastic analysis. Springer Verlag, 1997.

G. Matheron. Le krigeage universel. Ecole nationale supérieure
des mines de Paris, 1969.

C.A. Micchelli. Interpolation of scattered data : distance ma-
trices and conditionally positive definite functions. Constructive
Approximation, 2(1) :11-22, 1986.

W.R. Madych and S.A. Nelson. Multivariate interpolation
and conditionally positive definite functions II. Math. Comp,
54(189) :211-230, 1990.

M. Nashed. Approximate regularized solutions to improperly
posed linear integral and operator equations. Constructive and
Computational Methods for Differential and Integral Equations,
430 :289-332, 1974.

M.Z. Nashed and G. Wahba. Generalized inverses in reproducing
kernel spaces : An approach to regularization of linear operator
equations. SIAM J. Math. Anal, 5(6) :974-987, 1974.

M.Z. Nashed and G. Wahba. Regularization and Approxima-
tion of Linear Operator Equations in Reproducing Kernel Spaces.
American Mathematical Society, 80(6) :1213-1218, 1974.

E. Parzen. Extraction and detection problems and reproducing
kernel hilbert spaces. J. Soc. Ind. Appl. Math., Ser. A, Control,
1:35-62, 1962.

K.R. Parthasarathy. Probability measures on metric spaces. Chel-
sea Pub Co, 2005.

138



[PRI6]

[Raj72|

[Rud91]

[Rud95]

IRWO6)|

[RY99)]

[Sat69]

[Sch64]

[Sch79]
[Sch9g]

[Sch00]

[Tal83]

[TVO07]

[Wah90|

J.K. Patel and C.B. Read. Handbook of the normal distribution,
volume 150. CRC, 1996.

B.S. Rajput. On Gaussian measures in certain locally convex
spaces. Journal of Multivariate Analysis, 2(3) :282-306, 1972.

W. Rudin. Fun