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Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude des matrices aléatoires et de quelques-unes de
leurs nombreuses applications en physique. La théorie des matrices aléatoires a initiale-
ment été introduite par E. P. Wigner dans le contexte de la physique nucléaire [Wigh1].
Les niveaux excités d'un gros noyau atomique sont tres denses, leurs corrélations sont
importantes. Les interactions entre nucléons sont alors bien trop nombreuses et trop
complexes pour que ces niveaux d’énergie puissent étre étudiés analytiquement dans les
détails. Wigner a suggéré alors de modéliser le Hamiltonien d’un tel gros noyau atomique
par une matrice aléatoire, c’est-a-dire une matrice a coefficients aléatoires. Le noyau est
représenté ainsi par une “boite noire” : on suppose que les nucléons interagissent de facon
completement aléatoire. Cette approche est similaire a la démarche de la physique statis-
tique qui modélise les positions et vitesses des particules dans un systeme de grande taille
(par exemple les atomes d’'un gaz) par des quantités aléatoires. Avec cette description
on peut estimer la probabilité de trouver une particule a tel endroit avec telle vitesse
mais on ne peut pas suivre la trajectoire d’une particule donnée. En modélisant le Hamil-
tonien d’un noyau atomique par une matrice aléatoire, on ne peut donc pas calculer la
position exacte des niveaux d’énergie de tel ou tel noyau, mais on peut espérer décrire
des propriétés statistiques des noyaux atomiques. La théorie des matrices aléatoires s’est
rapidement révélée étre une bonne description locale des niveaux de haute énergie des
gros noyaux atomiques. En effet, on observe dans ces noyaux une répulsion entre les
niveaux d’énergie voisins. Or de fagon similaire, les valeurs propres \; d’'une matrice
aléatoire a coefficients indépendants se repoussent au sens ou la densité de probabilité
P(A1, ..., An) s'annule quand \; = A; pour un couple (i, 7) tel que i # j.

Depuis lors, la théorie des matrices aléatoires a trouvé de tres nombreuses applica-
tions dans des contextes aussi divers qu’inattendus tels que la théorie des nombres, le
chaos quantique, les systemes désordonnés, les marches aléatoires évitantes ou encore la
chromodynamique quantique (QCD) sur réseau. Je présente ci-dessous quelques-unes de
ces applications qui font de la théorie des matrices aléatoires un domaine de recherche
actuel tres actif et fascinant.

Issue de la théorie des nombres, la fonction zeta de Riemann présente un lien tres
fort avec la théorie des matrices aléatoires. La fonction zeta de Riemzlmn est définie sur

n=1 ns

le demi-plan complexe Re(s) > 1 par ((s) = >0, & = I, (1 - pi> ou p parcourt les
nombres premiers. Ainsi la fonction zeta de Riemann est étroitement liée a la répartition
des nombres premiers parmi les entiers. Elle se prolonge par continuation analytique a

X111
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tout le plan complexe. ((s) a alors un pole simple en s = 1 et des zéros en s = —2, —4, ...
(zéros “triviaux”). Ses autres zéros sont situés dans la bande 0 < Re(s) < 1. La célebre
hypothese de Riemann dit que ces zéros non triviaux sont tous situés sur la droite
Re(s) = 3. On note £ +it,, les zéros non triviaux de ((s) (f1 < ¢ < ...). Divers théorémes
suggerent que les “zéros dépliés” (unfolded zeros) w, = = 1In (&) de ((s) présentent les
mémes propriétés statistiques que les valeurs propres d’une matrice aléatoire de grande

taille.

En physique, une des applications importantes des matrices aléatoires est le chaos
quantique. Le comportement dynamique d’un systeme classique est tres différent selon
que ce systeme est intégrable ou non. Un systeme est intégrable quand il présente autant
de constantes du mouvement que de degrés de liberté, dans ce cas on peut explicitement
résoudre les équations du mouvement et les trajectoires sont régulieres quasi-périodiques.
A Topposé, quand il n’y a aucune autre constante du mouvement que 1’énergie, le systeme
est chaotique. Dans ce cas, les trajectoires sont tres sensibles aux conditions initiales :
une tres légere différence entre deux conditions initiales conduira a deux trajectoires
completement différentes. Bien qu’un tel systeme soit completement déterministe, les
trajectoires semblent aléatoires. Un exemple de systeme chaotique est le stade a deux
dimensions : la dynamique d’une particule classique libre dans un billard en forme de
stade (deux parois rectilignes paralleles, deux parois convexes en forme de demi-cercle),
avec chocs élastiques sur les bords du stade, est chaotique. Souvent les systémes sont in-
termédiaires entre les deux situations extrémes (intégrable et chaotique), leur dynamique
est dite mixte. Les systemes quantiques dits chaotiques sont ceux dont la version classique
est chaotique. Ils présentent des propriétés tres différentes des systemes intégrables quan-
tiques. Leurs propriétés sont en fait bien décrites par la théorie des matrices aléatoires :
I'idée est de décrire le Hamiltonien d’un systeme quantique chaotique par une matrice
aléatoire. Il se trouve que les états propres du Hamiltonien dans un systeme chaotique
présentent effectivement la méme propriété de répulsion entre deux niveaux tres proches
que les valeurs propres d'une matrice aléatoire. Cette propriété caractéristique contraste
fortement avec le cas des systemes intégrables.

La théorie des matrices aléatoires apparait également dans le contexte des systemes
désordonnés (verres, verres de spin, etc) ou 'on modélise l'effet des impuretés par un
potentiel aléatoire. Par exemple, dans le cas d'un paysage de potentiel aléatoire a N
dimensions V' (z1,...,xy) ot {21, ...,xx} est une configuration du systeme (par exemple
des spins continus), la stabilité dae??/ points stationnaires est décrite par les valeurs propres

de la matrice hessienne H;; = 57——, qui est donc une matrice aléatoire.
10T

La théorie des matrices aléatoires a également trouvé récemment des applications
dans des contextes assez surprenants comme celui des marcheurs aléatoires dits vicieux
étudiés aussi bien en mathématiques qu’en physique. Ce sont des marcheurs aléatoires
a une dimension (ou des mouvements browniens & une dimension) dont les trajectoires
ne peuvent pas se croiser. Ce modele introduit par P. G. de Gennes a beaucoup été
étudié, en particulier par M. E. Fisher qui lui a donné son nom. M. E. Fisher décrit ces
marcheurs comme des hommes ivres et méchants (“vicious”) se promenant une arme a
la main et s’entre-tuant lorsqu’ils se rencontrent. Seuls survivent a la fin les marcheurs
qui ne se sont pas croisés. On peut montrer que dans ce modele de marcheurs vicieux
la distribution jointe des positions des marcheurs a un instant donné (sachant qu’ils ont
tous survécu jusqu’a ce temps-1a) est exactement la distribution des valeurs propres d'une
matrice aléatoire. La répulsion des valeurs propres caractéristique des matrices aléatoires
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traduit ici la contrainte de non-croisement des marches aléatoires.

Dans ma these, je me suis intéressée a plusieurs applications des matrices aléatoires,
en particulier en physique statistique (marcheurs vicieux, systemes désordonnés) et en
physique quantique (intrications pour des états quantiques aléatoires), mais également
a des propriétés mathématiques de ces matrices (valeur propre maximale, nombre de
valeurs propres positives, etc). Sur le plan technique, j'ai été amenée a comprendre
et développer un certain nombre de méthodes spécifiques de la théorie des matrices
aléatoires. En particulier, j’ai beaucoup travaillé avec la technique du gaz de Coulomb
qui consiste a voir les valeurs propres d'une matrice aléatoire comme les charges d'un
gaz de Coulomb a deux dimensions. Dans cette représentation, la répulsion entre les
valeurs propres se traduit par l'interaction coulombienne répulsive entre deux charges
de méme signe. Cette méthode conduit en général a des équations intégrales dont la
résolution repose souvent sur I’analyse complexe. J’ai aussi étudié certains problemes a
I’aide d’autres méthodes comme celle des polynomes orthogonaux ou encore celle des
“équations de boucle” et I'analyse complexe. Enfin j’ai effectué un certain nombre de
simulations numériques pour vérifier et parfois deviner les résultats analytiques. J’ai
développé et adapté a différentes situations un algorithme Monte Carlo Metropolis non
standard pour tracer numériquement la distribution de diverses fonctions des valeurs
propres d’une matrice aléatoire (valeur propre maximale, somme des valeurs propres,
etc). En effet cette distribution est en général trés piquée autour de sa moyenne quand
la taille de la matrice est grande. Ainsi, pour voir les queues de la distribution j’avais
besoin de simuler numériquement des événements tres rares, ce qui n’est pas évident a
priori.

L’organisation de ce manuscrit est la suivante.

Dans une premiére partie introductive (chapitres 1, 2 et 3), j'introduis la théorie
des matrices aléatoires de facon générale. Je définis d’abord au chapitre 1 les princi-
paux ensembles de matrices aléatoires. Les ensembles gaussiens introduits originellement
par E. P. Wigner et F. J. Dyson consistent en des matrices hermitiennes a coefficients
réels ou complexes aléatoires indépendants distribués selon la méme loi gaussienne. Ces
ensembles sont étroitement liés aux ensembles de matrices aléatoires unitaires distribuées
selon une loi uniforme (mesure de Haar). Enfin je présente aussi les matrices de Wishart,
qui sont des matrices aléatoires introduites initialement en statistique comme des matri-
ces de covariance pour des données statistiques. J’ai rencontré ces matrices tout au long
de ma these dans des contextes variés (interfaces browniennes, états aléatoires quan-
tiques,...). Pour tous ces ensembles de matrices, la distribution des valeurs propres \; est
connue et fait apparaitre un déterminant de Vandermonde [],_;(A\; — X)) = det(M71)
qui provient du jacobien de changement de variables quand on passe des coefficients de
la matrice a ses valeurs propres. Du fait de la présence de ce déterminant, les valeurs
propres sont des variables aléatoires fortement corrélées, elles se repoussent comme je
I’ai déja mentionné plus haut.

Au chapitre 2, je définis la densité moyenne des N valeurs propres (pour une matrice
aléatoire N x N), qui est aussi la distribution marginale d’une valeur propre, et j’explique
comment la calculer dans la limite N — oo a 'aide d'une méthode de gaz de Coulomb.
Cette méthode consiste a interpréter les valeurs propres comme les charges d'un gaz
de Coulomb a deux dimensions. Je définis aussi les fonctions de corrélations a n points
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(pour n valeurs propres) et je présente quelques résultats connus pour la fonction de
corrélation a n = 2 points ainsi que la technique des polyndémes orthogonaux qui conduit
a ces résultats.

Au chapitre 3, j’'introduis brievement la statistique des valeurs extrémes qui décrit les
événements rares. De nombreux phénomenes en physique, biologie ou mathématiques re-
posent sur de tels événements extrémes et rares (séismes, tempétes, inondations, records,
mutations génétiques, prix sur les marchés financiers, etc). En particulier, une question
importante est de savoir quelle est la distribution du maximum d’un ensemble de variables
aléatoires X;. Dans le cas d'un ensemble de variables aléatoires {X; }1<;<n indépendantes
identiquement distribuées, il existe trois classes d’universalité pour le maximum X, ., :
quand N — o0, la loi de X ., tend vers la distribution de Gumbel, Fréchet ou Weibull
selon la forme de la loi des X;. Ce résultat est ’analogue pour X,,.x du théoreme de la
limite centrale pour la moyenne des X; -pour laquelle il existe une unique classe d’u-
niversalité, la moyenne converge vers une loi gaussienne. Dans le cas de variables X;
corrélées, tres peu de résultats sont connus. Les valeurs propres d'une matrice gaussi-
enne sont fortement corrélées, elles ne tombent dans aucune des classes d’universalité
ci-dessus, mais il est connu que la distribution de leur maximum A, converge dans la
limite N — oo (N est le nombre de valeurs propres) vers une loi dite de Tracy-Widom.
On s’est apercu depuis que la distribution de Tracy-Widom apparait aussi dans divers
modeles pas toujours directement reliés aux matrices aléatoires (“longest increasing sub-
sequence”, processus d’exclusion asymétrique ASEP, polymere dirigé, modeles de crois-
sance stochastique...). La loi de Tracy-Widom décrit les fluctuations typiques de Apax
pres de sa moyenne. On peut aussi s’intéresser aux fluctuations de Ay, sur une échelle
beaucoup plus grande, c’est I’étude des grandes déviations qui décrivent des événements
rares éloignés de la moyenne. Dans ce chapitre, j’énonce les résultats connus sur la distri-
bution de la valeur propre maximale (loi de Tracy-Widom et ordre dominant des grandes
déviations) ainsi que les résultats que nous avons obtenus récemment (calcul complet
des grandes déviations) et que jexplique en détails aux chapitres 12 (grande déviation a
droite de la moyenne et redérivation de Tracy-Widom) et 13 (grande déviation a gauche).

Dans une deuxiéme partie (chapitres 4, 5 et 6), je présente mes travaux sur des
modeles de marcheurs vicieux, c’est-a-dire des marches aléatoires a une dimension
(en version continue, ie mouvements browniens) dont les trajectoires sont contraintes
de ne pas se croiser. Dans le chapitre 4, j'introduis le mouvement brownien ainsi qu'un
processus brownien modifié “avec potentiel V7. Pour ces processus, je montre comment
calculer la distribution marginale de la position a un temps donné. Pour cela, j'explique
le formalisme de l'intégrale de chemin et de Feynman-Kac (beaucoup utilisé en physique)
qui permet de transformer le modele classique de mouvement brownien avec potentiel
V' en un modele de particule quantique dans un potentiel externe V. Enfin j’étends ce
formalisme au cas de N mouvements browniens indépendants ou avec contraintes de
non-croisement (“marcheurs vicieux”).

Dans le chapitre 5, je présente I’étude d’un modele d’interfaces fluctuantes qui se
ramene a un modele de mouvements browniens vicieux avec potentiel. Ce modele est le
premier que j’ai étudié pendant ma theése [NMO09]. J’ai pu montrer grace au formalisme
de Feynman-Kac que la distribution transverse des hauteurs des interfaces ( ie la distri-
bution des positions des marcheurs a un instant donné) est donnée a un changement de
variables pres par la distribution des valeurs propres d’'une matrice aléatoire de Wishart
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(ou gaussienne, selon le choix du potentiel). J’ai ainsi pu utiliser des résultats et des
techniques issus de la théorie des matrices aléatoires pour calculer un certain nombre
de propriétés statistiques des interfaces : densité, hauteur maximale, hauteur minimale,
position du centre de masse. En particulier j’ai montré en utilisant une méthode de gaz
de Coulomb que la distribution du centre de masse des interfaces présente deux régimes
avec une tres faible non-analyticité au point de transition -une singularité essentielle. Ces
régimes sont la conséquence directe d’une transition de phase dans le gaz de Coulomb
associé.

Enfin, le chapitre 6 est consacré a 1’étude du processus de Pearcey et a un gaz de
Coulomb généralisé. C’est un travail que j’ai effectué selon une idée originale de Grégory
Schehr et de mon directeur de these Satya Majumdar, mais qui n’a jamais été publié. Le
processus de Pearcey est un modele de marcheurs vicieux qui commencent tous au méme
point et qui finissent en deux points +a : les N/2 premiers marcheurs finissent en +a,
les N/2 derniers marcheurs en —a. On peut montrer que la distribution jointe des posi-
tions des marcheurs a un instant donné est la méme que celle des valeurs propres d’une
matrice gaussienne avec terme de source supplémentaire. Ce processus présente comme
le modele de matrices associé une transition de phase a un temps critique t. : pour ¢t < t.
la densité moyenne de la position d’'un marcheur a un support fini connexe ; pour t > t.,
cette densité a un support fini fait de deux segments disjoints. J’ai pu calculer la den-
sité moyenne au point critique t. pour le processus de Pearcey ainsi que pour un gaz de
Coulomb généralisé fait de deux types de charges et qui présente une transition similaire.

Dans une troisiéme partie (chapitres 7, 8, 9 et 10), je me place dans un contexte
tres différent, celui des états quantiques aléatoires et de leur intrication qui est
également relié a la théorie des matrices aléatoires. Dans le chapitre 7, j'introduis la
notion d’intrication quantique et dans le chapitre 8 celle d’état quantique aléatoire, pour
pouvoir arriver chapitre 9 au coeur du probleme auquel je me suis intéressé : la distribu-
tion de I'entropie d’intrication pour des états aléatoires.

Dans le chapitre 7, j'introduis la notion d’intrication quantique. Je donne quelques
exemples de ses applications en particulier dans le domaine du calcul quantique (ordina-
teur quantique). Il est utile d’avoir une version plus quantitative de l'intrication. Pour un
état pur (ie vecteur de I'espace de Hilbert) dans un systeme fait de deux sous-systéemes
(“bipartite” ), I'entropie d’intrication est une bonne mesure de l'intrication entre les deux
sous-systemes. Habituellement, il s’agit de ’entropie de von Neumann qui est la version
quantique de ’entropie de Shannon, mais on peut aussi de facon plus générale définir
les entropies dites de Renyi. Pour un mélange statistique d’états purs -ou état quan-
tique généralisé- la situation est plus compliquée, il faut faire appel a d’autres mesures
d’intrication (par exemple I'entropie de formation ou encore la distance aux états non-
intriqués).

Dans le chapitre 8, j'introduis la notion d’état aléatoire quantique. L’idée est de
décrire ’état d'un gros systeme complexe par un état tres général, un état aléatoire. Les
états aléatoires peuvent étre aussi vus comme des états de référence auxquels on peut
comparer des états physiques réels. Les états purs aléatoires sont des vecteurs de norme
1 (dans un espace de Hilbert) aléatoires distribués selon la mesure de Haar, c’est-a-dire
selon la loi uniforme. C’est I'unique fagon de choisir au hasard des états purs si on impose
I'invariance par changement de base. Dans le cas des états de mélanges statistiques,
qui sont décrits par leur matrice densité, 'invariance par changement de base impose
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seulement que la loi ne dépende que des valeurs propres de la matrice densité. Cela laisse
une certaine liberté dans le choix de la mesure de probabilité pour ces états aléatoires.

Le chapitre 9 est consacré a 1’étude de la distribution de 'entropie d’intrication pour
des états purs aléatoires dans un systeme quantique bipartite H 4®H g. C’est le deuxieme
probléme important auquel je me suis attaquée pendant ma these [NMV10, NMV11].
Pour un état pur aléatoire dans un systeme bipartite H4 ® Hpg, la matrice densité pa
qui décrit le sous-syteme A (“matrice densité réduite”) est une matrice aléatoire de
Wishart avec une contrainte supplémentaire (sa trace doit étre égale a 1). J’ai utilisé
une méthode de gaz de Coulomb issue de la théorie des matrices aléatoires pour calculer
la distribution de I’entropie d’intrication qui est une fonction des valeurs propres \; de
pa. J’ai mis en évidence aussi bien analytiquement que numériquement deux transitions
de phase dans le gaz de Coulomb associé qui ont pour conséquence l'existence de trois
régimes différents et de deux points de transition avec une faible non-analyticité de la
distribution de I’entropie en ces points de transition. En particulier j’ai montré que la
seconde transition est caractérisée par le saut brutal d'une des valeurs propres (ie d’'une
charge du gaz de Coulomb), qui devient soudain beaucoup plus grande que les autres.

Au chapitre 10, je présente des résultats que j’ai obtenus tres récemment sur des états
de Bures aléatoires qui sont un cas particuliers d’états mélanges statistiques aléatoires.
Ces résultats sont seulement partiels et ne sont pas encore publiés.

Dans une quatrieme partie (chapitres 11, 12 et 13), je m’intéresse a certaines
propriétés des matrices aléatoires comme le nombre de valeurs propres pos-
itives ou la valeur propre maximale. Dans le chapitre 11, je présente 1’étude de la
distribution du nombre de valeurs propres positives d'une matrice aléatoire gaussienne
effectuée a I'aide d'une méthode de gaz de Coulomb. C’est un travail que j’ai réalisé avec
mon directeur de these et en collaboration avec Pierpaolo Vivo et Antonello Scardicchio
[IMNSV09, MNSV11]. En particulier le gaz de Coulomb associé au probleme n’est pas
habituel car la densité de charge est ici a support fini fait de deux segments disjoints con-
trairement au cas habituel en matrices aléatoires ou la densité est a support fini fait d’un
seul segment. Je présente dans ce chapitre deux méthodes pour résoudre les équations
dans ce cas, dont I'une que j’ai trouvée moi-méme.

Les deux chapitres 12 et 13 sont consacrés a l’étude de la valeur propre maximale d'une
matrice aléatoire gaussienne. Au chapitre 12, j’explique comment, suivant la suggestion
de mon directeur de these Satya, j’ai pu adapter une méthode développée par D. J.
Gross et A. Matytsin dans le contexte de la chromodynamique quantique pour calculer
la grande déviation a droite (ie a droite de la moyenne) pour la valeur propre maximale
Amax d’une matrice gaussienne de taille N x N [NM11]. C’est une méthode de polynomes
orthogonaux définis sur un intervalle semi-infini qui permet d’obtenir les premiers ordres
dans la limite N — oo pour la grande déviation de Ay.x ('ordre dominant était déja
connu, il avait été calculé par méthode de gaz de Coulomb, ici on calcule aussi les ordres
suivants). Cette méthode m’a également permis de trouver une dérivation relativement
élémentaire de la loi de Tracy-Widom (qui décrit les petites fluctuations typiques au
voisinage de la moyenne).

Dans le chapitre 13, j'explique comment nous avons pu dans une collaboration avec
Gaétan Borot et Bertrand Eynard [BEMN10] calculer les premiers ordres quand N — oo
de la grande déviation a gauche de la valeur propre maximale d’une matrice gaussienne
N x N. Ce travail s’appuie sur une méthode développée par Bertrand Eynard qui permet
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de calculer des intégrales de matrices sous forme d’un développement en puissances de
1/N. Cette technique s’appuie fortement sur ’analyse complexe.

La derniére partie (chapitre 14) est consacrée aux simulations numériques que
j’ai effectuées pendant ma these. La plupart des problemes que j’ai étudiés dans ma
these se ramenent d’une facon ou d’une autre a la théorie des matrices aléatoires, en
général a des modeles de matrices pour lesquels la distribution des valeurs propres est
connue et pour lesquels on s’intéresse a la distribution d’une fonction de ces valeurs
propres. Pour vérifier et parfois deviner les résultats analytiques, j’ai effectué des sim-
ulations numériques de type Monte Carlo. L’idée est d’échantilloner la distribution des
valeurs propres qui est supposée connue pour ensuite construire numériquement des his-
togrammes de diverses fonctions des valeurs propres (densité, valeur propre maximale,...).
Je présente d’abord l'algorithme Monte Carlo Metropolis standard, qui est en fait une
chaine de Markov dans l'espace des configurations. Si I'algorithme vérifie un certains
nombre de conditions, on peut montrer que la chaine de Markov converge vers la loi
stationnaire voulue. Ainsi apres un grand nombre d’itérations 'algorithme génere des
configurations tirées approximativement selon la loi voulue (la loi stationnaire). J’ex-
plique alors comment adapter cet algorithme au cas des valeurs propres d’une matrice
aléatoire gaussienne comme me 'avait suggéré Massimo Vergassola. Cependant la distri-
bution de fonctions des valeurs propres telles que la valeur propre maximale ou la somme
des valeurs propres est en général tres piquée autour de sa moyenne quand le nombre de
valeurs propres est élevé. Il est alors difficile d’atteindre numériquement les queues de la
distribution qui représentent des événements tres peu probables. J’ai donc dit modifier
Ialgorithme, 1'idée était de s’appuyer sur les probabilités conditionnelles pour forcer 1’al-
gorithme a atteindre des zones éloignées. Dans la suite du chapitre, j’explique comment
j’ai adapté et modifié a nouveau 'algorithme dans deux contextes différents : ’entropie
d’intrication pour un état aléatoire quantique ou les effets de taille finie sont tres impor-
tants, et le nombre de valeurs propres positives qui a I'inconvénient d’étre une quantité
discrete (a valeurs entieres).

Enfin, la conclusion évoque quelques perspectives sur les suites possibles de ces
travaux.

(QUELQUES NOTATIONS

Je considere dans 'essentiel du manuscrit des matrices aléatoires hermitiennes
de taille N x N et de valeurs propres \;, 1 < i < N. Je m’intéresserai surtout a la limite
N — 0.

J’utiliserai les symboles suivants pour décrire le comportement asymptotique de

diverses fonctions :
~ équivalent au sens mathématique

~ équivalent logarithmique (f ~ g ssi In f ~ Ing)
= ordre de grandeur dans la limite N grand
Le symbole < (ou grand theta dans la notation de Landau) signifie plus précisément :
f =< g si et seulement si f = O(g) et g = O(f). En pratique, on le rencontrera souvent
sous la forme A\ < N dans la limite N — o0, ce qui correspondra en général a A ~ kN
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pour un certain k : cela signifiera quune valeur propre de la matrice aléatoire en ques-
tion se comporte typiquement comme N dans la limite N — co. Dans ce cas on notera
T = % les valeurs propres “rescalées” que j’appellerai valeurs propres adimensionnées.

J'introduirai des mesures sur certains ensembles de matrices, c¢’est-a-dire des mesures
sur les coefficients de ces matrices. La mesure “plate” pour les matrices hermitiennes (ou
symétriques) H sera notée dH (cf section 1.1). La mesure uniforme sur l’espace des
matrices unitaires (resp. orthogonales) dite mesure de Haar sera notée u(dU) (resp.
1(dO)), cf section 1.3.

La notation 0 H indiquera la matrice de coefficients infinitésimaux dH,;.

Le parametre [ sera utilisé comme généralement en physique statistique pour désigner
I'inverse d’'une température : § = kB%T ou T est la température et kg la constante de
Boltzmann. Je n’utiliserai pas la notation 7" comme température dans le texte. La nota-
tion T', de méme que t fera plutot référence a un temps. L’indice de Dyson des matrices
aléatoires, cf section 1.2, est noté aussi [ car il a une interprétation comme température

inverse (cf gaz de Coulomb chapitre 2).

Pour une matrice aléatoire, P(Aq, ..., Ax) représentera la densité de probabilité jointe
de ses valeurs propres. Plus généralement P indiquera une densité de probabilité tandis
que P représentera une probabilité.

Jintroduirai au chapitre 2 la densité des valeurs propres p(A, N) = & >, 0(A — \).
La densité moyenne py(A) = (p(A, N)) (ou (...) indique la moyenne par rapport a la loi
P(A1, ..., An)) n’est rien d’autre que la distribution marginale P(A) d’une valeur propre.
J'introduirai aussi la densité adimensionnée p(z) = N®p(xN*, N) si A < N* dans la
limite N — oo.

Enfin on rencontrera souvent le déterminant de Vandermonde :

AN = T y=x)=det (N7, oy

1<i<j<N
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- Chapitre 1 -

Principaux ensembles de matrices
aléatoires

C’est Wigner qui a introduit la théorie des matrices aléatoires, dans le con-
texte de la physique nucléaire [Wighl]. La figure 1.1 montre le spectre d’excitation
d'un noyau d’atome de 23?Th et de 2**U obtenu expérimentalement par spectroscopie a
résonance neutronique. Les pics de résonance indiquent les niveaux d’énergie du noyau.
Les niveaux de basse énergie sont bien espacés, ce qui permet de les décrire par un modele
de nucléons indépendants dans un puits de potentiel moyen, c’est-a-dire un modele de
champ moyen. Les niveaux de haute énergie sont beaucoup plus rapprochés les uns des
autres. Les processus entre états fortement excités font intervenir un grand nombre de
nucléons, les interactions sont alors trop complexes pour étre décrites simplement en
termes d’états individuels comme dans le cas des états peu excités. On peut cependant
espérer déterminer des propriétés statistiques moyennes des niveaux excités des gros noy-
aux. Wigner proposa ainsi de modéliser les propriétés spectrales du Hamiltonien tres
complexe d'un noyau atomique par celles d'une matrice aléatoire, c’est a dire une ma-
trice a coefficients aléatoires, de grande taille. Plus précisément, il suggéra de décrire le
Hamiltonien du systeme par un ensemble de matrices aléatoires, une dans chacun des
sous-espaces auxquels le systeme est restreint par la conservation de quantités globales
comme le spin total. On représente ainsi le gros noyau par une “boite noire”, comme un
ensemble de nucléons interagissant de facon aléatoire. Cette approche est similaire a celle
de la physique statistique pour un gaz ou un solide fait d’une grande quantité d’atomes
dont on ne peut pas décrire précisément les vitesses et positions. La théorie des matrices
aléatoires est apparue rapidement étre une bonne description locale des niveaux forte-
ment excités des gros noyaux atomiques. Il se trouve en effet que les écarts entre niveaux
d’énergie réels des noyaux sont bien décrits par les écarts entre valeurs propres d’une
matrice aléatoire. On observe en particulier une répulsion des niveaux d’énergie qui est
typique du comportement des valeurs propres d’une matrice aléatoire. Cette description
a ainsi connu un grand succes dans le domaine de la physique nucléaire. Depuis lors, la
théorie des matrices aléatoires s’est développée comme un domaine de recherche a part
entiere et dont les applications a divers domaines de physique, mathématiques ou finance
n’ont cessé de se multiplier.
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Figure 1.1 — Sections efficaces obtenues par résonance neutronique pour le thorium 232
et luranium 238. [source : Rahn et al [RCH" 72]]

Dans ce chapitre introductif je présente les ensembles de matrices aléatoires les plus
connus. Je commence dans la section 1.1 par les premiers ensembles de matrices aléatoires
introduits historiquement & savoir les ensembles gaussiens GOE (“Gaussian Orthogonal
Ensemble”), GUE (“Gaussian Unitary Ensemble”) et GSE (“Gaussian Symplectic En-
semble”). J'explique ensuite dans la section 1.2 comme dériver la distribution des valeurs
propres de ces matrices aléatoires gaussiennes. Dans la section 1.3, je définis la mesure
de Haar, qui est essentiellement la mesure uniforme sur les matrices unitaires. Cette
mesure correspond aux ensembles de matrices dits “circulaires”. Enfin je présente dans
la section 1.4 les matrices de Wishart (parfois appelées “ensemble de Laguerre”). Ce sont
des matrices de covariance aléatoires et que j’ai rencontrées durant ma these dans des
contextes tres variés.

1.1 ENSEMBLES GAUSSIENS

La structure microscopique d'un gros noyau atomique est tres complexe. Cependant
on connait certaines constantes du mouvement liées a des quantités globales conservées
telles que le spin total, la parité, etc. A ces quantités sont associés des nombres quan-
tiques conservés. Le Hamiltonien du systeme prend alors une forme diagonale par blocs.
Suivant 'idée de Wigner, on modélise alors chacun des blocs par une matrice aléatoire
(hermitienne) H, de grande taille, a coefficients indépendants -on remplace les interac-
tions complexes entre nucléons par des interactions aléatoires.

Suivant la symétrie physique sous-jacente, on distingue habituellement trois types de
symétrie pour les matrices aléatoires, initialement introduits par Dyson [Dys62, Meh91].
Ces trois symétries conduisent naturellement aux trois ensembles gaussiens usuels comme
on va le voir ci-dessous. Je m’inspire pour la présentation de ces ensembles du livre de
Mehta [Meh91], sauf pour 'ensemble GSE que j’ai choisi de présenter différemment.

1.1.1 Ensemble gaussien unitaire (GUE)

L’ensemble gaussien unitaire ou Gaussian Unitary Ensemble (GUE) correspond au
cas le plus général sans symétrie particuliere. La matrice H, de taille N x N, est a
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coefficients complexes et hermitienne : H' = H (ot H' dénote le conjugué hermitique
de H).

On veut choisir une distribution de probabilité P(H)dH, ou dH est la mesure plate
sur les matrices hermitiennes H :

N

i=1 1<i<j<N

H étant hermitienne, on a en effet H;; réel et H;; = H Z*J (ou Iétoile indique la conjugaison
complexe).

Toute matrice hermitienne H est diagonalisable en base orthonormée, elle peut donc
s'écrire H = UAUT ot A = diag(\y, ..., \y) est la matrice diagonale des valeurs propres
de H (réels \;) et ot U est une matrice unitaire (ie Ut = U~1). On notera que la mesure
dH ci-dessus est invariante par changement de base unitaire H — UHU ! o1 U est une
matrice unitaire quelconque (ie UT = U~1), ce qui signifie que dH ne dépend pas des
vecteurs propres de H mais seulement des valeurs propres - qui représentent les niveaux
d’énergie du noyau atomique.

Il existe en fait un lien profond entre les matrices hermitiennes et unitaires. L’ensem-
ble des matrices antihermitiennes N x N, ou de facon équivalente I’ensemble des matrices
iH ou H est hermitienne, forme I’algebre de Lie associée au groupe de Lie U(N) des ma-
trices unitaires N x N : les matrices antihermitiennes sont les générateurs du groupe
de Lie U(N). Cela signifie que toute matrice U € U(N) peut étre écrite comme l'ex-
ponentielle d'une matrice antihermitienne : U = e ot H = H'. Physiquement, & un
systeme quantique décrit par un Hamiltonien H (ie une matrice hermitienne H) est as-
socié lopérateur d’évolution dans le temps U(t) = e & (au temps t) qui est une matrice
unitaire. C’est pourquoi on parle d’“ensemble unitaire” pour les matrices aléatoires her-
mitiennes.

On veut choisir une mesure “naturelle” P(H)dH sur les matrices hermitiennes H.
D’apres les considérations ci-dessus, il est raisonnable d’imposer sur cette mesure de
probabilité les deux conditions suivantes :

— Invariance par changement de base unitaire (ie P(H) ne dépend que des

valeurs propres de H) :

P(UHU') =P(H) pour toute matrice unitaire U (ie UT = U™) (1.2)

— Indépendance statistique des coefficients H;; (1 < i < N), ReH;; et ImH,;
(1 <i < j < N)-qui constituent les coefficients libres de la matrice hermitienne

H

PH) =]p(H) [[ 2 ReHy) p (ImHy) (1.3)

i=1 1<i<j<N

Les deux conditions précédentes sont en fait tres contraignantes, elles imposent la
forme de P(H). On peut en effet montrer que la loi P(H) est nécessairement gaussi-
enne :

P(H)dH — efaTrHQerTrHJrc dH (14)



6 Chapitre 1. Principaux ensembles de matrices aléatoires

ol a > 0, b et c sont réels, ¢ joue le role de constante de normalisation. On notera que la
mesure plate dH donnée dans 'Eq. (1.1), bien que satisfaisant les deux contraintes ci-
dessus (1.2) et (1.3), ne peut pas étre directement utilisée comme mesure de probabilité
car elle n’est pas normalisable. C’est la raison pour laquelle on doit avoir a > 0 dans
I'Eq. (1.4).

Comme TrH? = Tr (H'H) = Y, |Hij|> = 3, (ReH;;)* + (ImHy;)* et TrH =
> Hii, les coefficients H;; (1 < i < N), ReH;; et ImH;; (1 <i < j < N) sont des
variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes.

Un bon choix de lorigine et de I'unité des énergies (translation et dilatation de H)
permet de se ramener sans restriction de généralité a :

P(H) = Cye ™ (1.5)

L’ensemble gaussien unitaire que nous venons de décrire est le cas le plus général, sans
symétrie particuliere. Les deux autres ensembles gaussiens usuels sont obtenus lorsqu’il
y a symétrie par renversement du temps.

1.1.2 Ensemble gaussien orthogonal (GOE)

On suppose maintenant qu’il y a symétrie par renversement du temps. On peut
montrer que si le spin total du noyau que l'on veut décrire est entier (boson) ou bien
si on a invariance par rotation spatiale, on obtient ’ensemble gaussien orthogonal ou
Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE). Cet ensemble est caractérisé par des matrices
H réelles symétriques : H = H” ou H” est la transposée de H. On veut, comme pour
le GUE, choisir une distribution de probabilité P(H)dH ou dH est la mesure plate sur
les matrices réelles symétriques H :

dH = [ dHy, (1.6)

1<i<j<N

H étant symétrique, ses coefficients sont réels et on a H;; = Hj;.

Une matrice symétrique H est diagonalisable en base orthonormée, elle peut donc
s'écrite H = OAOT ot A = diag(\y, ..., \y) est la matrice diagonale des valeurs propres
de H (réels )\;) et ot O est une matrice réelle orthogonale (ie O = O~'). La mesure plate
dH donnée dans I'Eq. (1.6) ci-dessus est invariante par changement de base orthogonal
H — OHO™!, ot O est une matrice orthogonale quelconque (ie O7 = O~1). Comme
pour le GUE, elle dépend donc uniquement des wvaleurs propres de H. Du fait de cette
symétrie, on parle donc d’“ensemble orthogonal” pour les matrices symétriques aléatoires.

Comme dans le cas GUE, on veut choisir une mesure “naturelle” P(H)dH sur les
matrices symétriques H. On impose de facon similaire les deux conditions suivantes :
— Invariance par changement de base orthogonal (ie P(H) ne dépend que des
valeurs propres de H) :

P(OHO™) =P(H) pour toute matrice orthogonal O (ie OT = O07') (1.7

— Indépendance statistique des coefficients H;; pour 1 <i < j < N :

P(H) = [ [ pis(Hy) (1.8)

1<j
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Les deux conditions précédentes imposent la forme de P(H), comme pour le GUE. On
obtient a nouveau une loi gaussienne :

P(H) — e—aTrH2+bTrH+c (19)

oua > 0, b et csont réels. La distribution de H et de ses coefficients est gaussienne. A
nouveal, une translation et un changement d’échelle permettent de choisir :

P(H) = O, e 2" (1.10)

Le choix du facteur 1/2 est arbitraire, il est seulement utile comme on le verra par la
suite pour obtenir une notation unifiée sur les trois ensembles gaussiens.

1.1.3 Ensemble gaussien symplectique (GSE)

On suppose comme pour le GOE qu’il y a symétrie par renversement du temps. On
peut montrer que dans le cas ou le spin total est demi-entier (fermion) et qu’il n'y a
pas d’invariance par rotation spatiale, on obtient ’ensemble gaussien symplectique ou
Gaussian Symplectic Ensemble (GSE). Cet ensemble est caractérisé par des matrices
H a coefficients complexes, de taille 2N x 2N, hermitiennes autoduales. L’opération
de dualité, que 'on notera H — H? est définie ci-dessous dans 1'équation (1.13).

1.1.3.1 Dualité et groupe symplectique

On considere une matrice H de taille 2N x 2N que 'on écrira (représentation par

blocs) :
I lé g } (1.11)

ou A, B, C et D sont des matrices N x N a coefficients complexes. Dans cette notation,
le conjugué hermitique de H s’écrit

At Cf
H' = [BT Dt } (1.12)

On définit également l'opération de dualité H — H' qui correspond en fait au ren-
versement du temps (dans le cas d’'un spin demi-entier), de la fagon suivante :
Dt BT 0 I
R _ _ _oyT . _

H_l—CT AT]_ ZH"Z ou Z [—IO} (1.13)
ou H7T est la transposée de H et I la matrice identité de taille N x N. Z vérifie Z7! =
—7 = 7ZT . La dualité est une involution, ie (HR)R = H et vérifie (AB)F = BEAR
(comme la conjugaison hermitienne).

e Les matrices hermitiennes autoduales sont donc les matrices de la forme (1.11)
qui vérifient H' = H = HE, soit :

Al=A=D" et C'=B=-B" (1.14)

e D’autre part, les matrices symplectiques sont les matrices S de taille 2N x 2N
a coefficients complexes telles que STZS = Z. Toute matrice symplectique est inversible
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et a pour inverse S! = —ZSTZ = SE. Les matrices symplectiques forment un groupe
de Lie noté Sp(2N), qui a pour générateurs les matrices M anti-autoduales, ie telles
que M® = —ZM"Z = —M. Ici on considere le groupe unitaire-symplectique des

matrices complexes S qui sont unitaires et symplectiques, ie St=6-1 =8~k

Toute matrice hermitienne autoduale H, ic telle que H' = H = H, peut étre
diagonalisée sous la forme :
H = SAS* (1.15)
oll S est une matrice unitaire symplectique, ie ST = S~1 = S® et ol A est la matrice diag-
onale des valeurs propres de H. Les valeurs propres de H sont réelles et apparaissent par
paires : chaque valeur propre \; est présente deux fois, soit A = diag(A1, ..., An, A1y .oy AN)-
Comme H est diagonalisable par les matrices symplectiques, on parle d’“ensemble sym-
plectique” pour décrire les matrices aléatoires hermitiennes autoduales.

1.1.3.2 Distribution P(H) et GSE

Comme pour les ensembles de matrices précédents, on veut choisir une distribution
de probabilité P(H)dH. 1l faut donc d’abord caractériser la mesure plate dH pour
les matrices H hermitiennes autoduales. Pour cela, on considere une matrice H de
taille 2N x 2N que l'on représente sous la forme (1.11) et on définit les matrices N x N

suivantes :
A+ D A—D B-C B+C
Q(O) = 5 Q(l = ) Q(2) = 9 Q(3) = .
2 2% 2 21

H est caractérisée de fagon équivalente par les matrices {A, B, C, D} ou par les matrices
{Q(O Q (1) Q(Z Q(?,}

H est hermitienne autoduale, ie H' = H = H", si et seulement si AT = A DT et
CT = B = —BT (voir Eq. (1.14)), ce qui équivaut & Q(O réelle symétrique (Q(O = Q)
et QW QW et Q® réelles antisymétriques (Q(l)T = —QW pour I = 1,2,3). Au total,
cela fait donc N(N 4+ 1)/2+3N(N —1)/2 = N(2N — 1) parametres pour définir une
matrice hermitienne autoduale. Cette représentation avec les matrices Q) correspond

en fait a la représentation de H dans la base des quaternions (qui peuvent étre choisies
0)

(1.16)

‘ieme

comme étant les matrices de Pauli). Dans la suite, on notera ¢, le coefficient de la i

-ieme

ligne et j colonne de la matrice QU soit : sz = qi(j).
Il est alors aisé de voir que la mesure plate sur les matrices H hermitiennes
autoduales de taille 2N x 2N est donnée par :

3
l \ l l
aff = JI da [T I day’ oh @ =dj (1.17)
1<i<j<N =1 1<i<j<N

En effet, Q@ est réelle symétrique et QV, Q) et Q® sont réelles antisymétriques.

Comme pour les deux ensembles de matrices précédents (GUE et GOE), on impose
sur P(H) les deux conditions suivantes :
— Invariance sous transformation symplectique unitaire (ie P(H) ne dépend
que des valeurs propres de H) :

P(SHST) = P(H) pour toute matrice symplectique unitaire S
(ie S% = S~ =9 (1.18)
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— Indépendance statistique des coefficients qi(;-]) pourl1 <i<j3< Net qg) pour
[=1,23et1<i<j<N:

PH) = [[ »Y (qi(f)) ﬁ T »Y (%@’) (1.19)

1<i<j<N I=1 1<i<j<N

Les deux conditions précédentes imposent la forme de P(H), comme pour le GUE et
GOE. On obtient a nouveau une loi gaussienne :

P(H) — e—aTrH2+bTrH+c (120)

oua > 0, b et ¢ sont réels. A nouveau, une translation et un changement d’échelle

permettent de choisir :
P(H) = Cye 2™ (1.21)

Le choix du facteur 2 est ici encore arbitraire.

1.1.4 Généralisation des ensembles gaussiens

Pour les trois symétries considérées ci-dessus (matrices hermitiennes, symétriques ou
hermitiennes autoduales), on a vu que les contraintes d’invariance par changement de
base (resp. unitaire, orthogonal ou symplectique) et d’indépendance des coefficients de
la matrice imposent la forme gaussienne de la distribution P(H) :

P(H) _ efaTrH2+bTrH+c (1.22)

On peut généraliser ces ensembles de matrices en relachant la contrainte d’indépen-
dance des coefficients. Reste seule la contrainte d’invariance par changement de base, qui
signifie que les seuls degrés de liberté sont les valeurs propres \; de la matrice H. Il n’est
pas tres difficile de voir que ce postulat d’invariance équivaut a dire que P(H) dépend
uniquement des TrH™ pour 1 < n < N (ou N est la taille de la matrice). En effet fixer
les traces TrH™ = >, A} pour 1 < n < N équivaut a fixer les fonctions symétriques
des N racines \; du polynome caractéristique de H. Un cas particulier intéressant est le
suivant :

P(H) = e ™ o4 V(z) = apa® + ... + a1z + a (1.23)

Le “potentiel” V(x) est un polynome de degré 2k < N (le degré du polynome doit
étre pair pour que la mesure P(H) soit normalisable). ag est une constante de normal-
isation telle que [P(H)dH = 1 sur 'ensemble de matrices considéré (resp. hermitien,
symétrique ou hermitien autodual).

Lorsque k£ = 1, on retrouve le cas gaussien. Pour les trois ensembles gaussiens
usuels (resp. GUE, GOE et GSE), on se raméne habituellement par translation et di-
latation (sans restreindre la généralité) a :

, 1 pour GOE
PH)=Cze 2™ ou =< 2 pour GUE (1.24)
4 pour GSE

[ est généralement appelé indice de Dyson. Le choix de la valeur de § (resp. 1,2,4
selon 'ensemble) est arbitraire & ce stade mais il n’est pas anodin en réalité. § a une
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interprétation physique qui prend tout son sens lorsqu’on considere la distribution des
valeurs propres pour chacun des ensembles gaussiens (resp. GOE, GUE, GSE). On peut
déja remarquer que la notation avec 3 permet d’écrire la loi P(H) comme un poids de

Boltzmann a température inverse (3, avec une énergie effective Fy = TY2H2 :
TrH?
P(H) = Cye PP on Ey = 5 (1.25)

1.2 DISTRIBUTION DES VALEURS PROPRES

On consideére une matrice aléatoire H de taille N x N réelle symétrique (resp. de taille
N x N hermitienne ou de taille 2N x 2N hermitienne autoduale), de loi P(H) = e~ V)
avec V(z) = agz®* + ...+ a17+ ag. La matrice H est diagonalisable en base orthonormée
et ses N valeurs propres \; sont réelles (dans le cas autodual, la matrice a 2N valeurs
propres, mais elles sont égales deux a deux, donc seulement N valeurs propres distinctes).
Les N valeurs propres \; sont distribuées suivant la densité de probabilité jointe :

i<j
1 siH ' =H (réelle symétrique)
B=¢ 2 siH =H (hermitienne)

4 si HE = H = H' (hermitienne autoduale)

[ est l'indice de Dyson. Il apparait de facon naturelle dans la distribution des
valeurs propres (1.26). En effet, ici P(H) ne dépend pas de 8 mais  apparait dans la
distribution P(Ay, ..., Ay) comme la puissance du déterminant de Vandermonde A()\;) =
IL- j()\j — A;). 11 dépend de la symétrie imposée, et plus précisément du nombre de
“degrés de liberté” des coeflicients de la matrice H selon la symétrie. Cette différence de
degrés de liberté selon les ensembles se voit bien dans l'expression de la mesure plate
dH (voir Eq. (1.6) pour H réelle symétrique, Eq. (1.1) pour H hermitienne, Eq. (1.17)
pour H hermitienne autoduale). Quand H est symétrique, les coefficients sont réels, ils
ont un seul degré de liberté, soit § = 1. Quand H est hermitienne, les coefficients sont
complexes, ils ont deux degrés de liberté, soit § = 2. Quand H est hermitienne auto-
duale, les coefficients sont quaternioniques, ils ont quatre degrés de liberté (associés a

QO, QW, Q¥ et Q¥), soit 5 = 4.

Pour les ensembles gaussiens usuels (GOE, GUE, GSE), on a par définition P(H) =
Cs engrHZ, on trouve donc :

, 1 pour GOE
P(M, ., Av) = By (B) e 22N [Tx =217 otp=< 2 pour GUE (1.27)
i<j 4 pour GSE

La constante de normalisation By () telle que [ ], ffooo d\;P = 1 peut étre déterminée
(dans le cas des ensembles gaussiens) par le calcul d'une intégrale de Selberg [Meh91] :

N(N—1)

_BET T+

By(p) en* I, T+8/2)

(1.28)
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On voit ici I'intérét de choisir d’ajouter arbitrairement un § dans le potentiel quadra-
tique de la loi gaussienne (V' (z) = §x2), il permet de récrire P(Ay, ..., A\y) (voir Eq.
(1.27)) comme un poids de Boltzmann a température inverse [ et d’interpréter les \;
comme les charges d'un gaz de Coulomb 2D, comme on verra au chapitre suivant 2.

On remarque que pour tous ces ensembles de matrices, que ce soit dans le cas par-
ticulier gaussien (1.27) ou dans le cas d'un potentiel général V(z) (1.26), les valeurs
propres \; sont fortement corrélées a cause de la présence du déterminant de Van-
dermonde

AN = [ Ny=x)=det (N7, _y (1.29)

1<i<j<N

qui apparait a la puissance 8 dans la distribution jointe des valeurs propres. Les valeurs
propres ont tendance a se repousser : la densité de probablité jointe P(Aq, ..., \y) s’an-
nule si A\; = A; pour un couple i # j. Cet effet de répulsion des niveaux d’énergie
est effectivement bien observé pour les états excités des gros noyaux atomiques. Cette
propriété est caractéristique d'un comportement de type matrice aléatoire et differe forte-
ment du comportement de variables aléatoires indépendantes (lois poissoniennes). Sans
le déterminant de Vandermonde, les \; seraient des variables aléatoires indépendantes,
distribuées suivant la méme loi (gaussienne centrée dans le cas ot V() est quadratique).

1.2.1 Preuve dans le cas réel symétrique, 5 =1

On part d'un ensemble de matrices aléatoires H de taille N x N, réelles symétriques,
ie H" = H, distribuées selon la loi P(H)dH = e~ "V"dH ou dH = [[,; dH;; (voir plus
haut Eq. (1.6)) est la mesure plate sur les matrices symétriques (& coefficients réels) et
V' (x) un polynéme de coefficient dominant pair inférieur ou égal & N. On veut démontrer
que les valeurs propres de H sont distribuées selon la loi (1.26) avec 5 = 1.

H est symétrique, on peut la diagonaliser en base orthonormée :
H=0AO" ot O"=07"' et A=diag(Ai,...,\y) (1.30)

O est une matrice réelle orthogonale et les \; sont les valeurs propres de H, qui sont
réelles.

On veut déterminer la distribution des valeurs propres \;, pour cela il faut faire
un changement de variables des coefficients de H, les H;; pour ¢ < j, vers les valeurs
propres \; et les coefficients de O. Ce changement de variables introduit un jacobien dans
la distribution des valeurs propres.

D’apres (1.30), on peut écrire la matrice infinitésimale § H sous la forme :

§H = 6OANOT + OSAOT + OASOT
= 6ONOT — ONOT600T 4+ OSAOT (1.31)
ot on a utilisé le fait que 0~ = —0OT5OOT car OOT =1 (soit OT = O~1). On notera
que 0H désigne la matrice de coefficients dH;;, a ne pas confondre avec la mesure plate
dH = [],.; dH;;. Finalement on obtient :
§H = O [0"60 A — A O"60 + 6A] OT
= O[0QA —AsQ+ A O (1.32)
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ott OT = O7! et o1 on a noté §Q = OT5O. 6 est une matrice antisymétrique (car O
est orthogonale), elle représente les coordonnées angulaires associées au changement de
base (voir section 1.3.2).

On introduit 6 = 6QA — AdQ+6A. On passe de la matrice 6 H & la matrice 6 H par
un changement de base orthogonal (0H = O6H OT). Le jacobien de cette transformation
est donc égal a 1. En effet on a déja vu que la mesure plate sur les matrices symétriques
est invariante sous transformation orthogonale. On cherche maintenant le jacobien pour

passer de 6H & {6A,6Q}. On a
OH = 6Q A — A 5Q + 0A (1.33)
soit, en termes de coefficients :
dHy; = dQu;(\j — i) + d\idy; (1.34)
car A est diagonale. ¢;; est le symbole delta de Kronecker, il vaut 1 si ¢ = j, 0 sinon.
D’ou ~ ~
%[ij = 0;0u. et %

Le jacobien est donc le déterminant de la matrice J; de changement de variables des

- S o . L. A
H;; pour i < j vers les g et les Q;; pour i < j (€ est antisymétrique) : J; = [ 0 }

0 B
ou A, = % = J; soit A = Iy (matrice identité N x N) et Brx = gg;{ ou I parcourt
les couples (7, j) pour ¢ < j et K les couples (k,[) pour k < [, soit Bix = Biju = g%}g =

didj1(A; — A;). Les deux blocs non-diagonaux de J; sont nuls car iy _ 0 pour 7 < j

! oW
et g%: = 0 pour k < [. J; est donc diagonale, son déterminant est facile a calculer,
le jacobien est donc donné par |det Ji| = [[,_;|A\; — A;|. Finalement, on obtient donc

I'expression de la mesure plate dans les nouvelles variables (vecteurs propres, valeurs

propres) :
N
dH = [[dH; = [[di; = [T 1x = A1 T dx T dw (1.36)
i<j i<j i<j i=1 k<l

On peut montrer que u(dO) = ey [],.,d2 (pour un bon choix de la constante

cn) est la mesure de Haar, c’est a dire la mesure uniforme sur les matrices or-

thogonales O (voir section 1.3.2). On s’attend effectivement a trouver une distribution

uniforme sur les matrices orthogonales (vecteurs propres) et non triviale seulement pour

les valeurs propres car la loi initiale est par hypothese invariante sous transformation

orthogonale : P(H) = P(OHOT) pour toute matrice orthogonale O, ie OT = O~!. On
obtient donc I'expression de la mesure plate sous la forme :

[TdH; = ' TT 1N — Ml [ ] dvi x u(do) (1.37)

i<j i<j i
ou u(dO) est la mesure de Haar sur le groupe orthogonal, cf section 1.3.2.

De plus, on a P(H) = e "VH) = ¢~ 2V Ainsi on a P(H)dH =P (H) Hzgj dHg; =
eyt e X V) [Tic; X = AjI T dAi x p(dO). On integre cette mesure sur les variables
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angulaires O (intégration sur la mesure de Haar) pour obtenir la loi marginale des valeurs

propres P(A1, ..., AN)dA1.. Ay :

P(A, o An) = By e 2V TT A = A (1.38)

i<j

ol By est une constante de normalisation. Cette expression correpond bien au cas [ = 1
dans 'équation (1.26).

1.2.2 Preuve dans le cas hermitien 5 = 2

La preuve fonctionne de la méme facon dans les cas hermitien et hermitien autodual,
il faut simplement adapter la démonstration a la symétrie considérée.

On part d’une matrice aléatoire H de taille N x N, complexe hermitienne, ie H' = H,
distribuée selon la loi P(H)dH = e "V dH ou dH = [, dH [I<ic; dReH;;dImH;;
(voir plus haut Eq. (1.1)) est la mesure plate sur les matrices hermitiennes (a coeffi-
cients complexes) et V(z) un polynoéme de coefficient dominant pair inférieur ou égal a
N. On veut montrer que les valeurs propres de H dont distribuées selon (1.26) avec 5 = 2.

H est hermitienne, on peut la diagonaliser en base orthonormeée :
H=UAU' ou U'=U""' et A=diag(A,..,\y) (1.39)

U est une matrice unitaire et les \; sont les valeurs propres de H, qui sont réelles.

On calcule 0 H (la matrice de coefficients dH;;) de la méme facon que dans le cas réel
symétrique, mais en remplagant la matrice orthogonale O par la matrice unitaire U. On
définit de méme les coordonnées angulaires associées aux vecteurs propres 62 = UToU.
082 est antihermitienne (ie ¢6€2 est hermitienne) car U est unitaire. On obtient de méme

§H = USHU' ott 6H = 6Q A — A §Q + SA. On obtient donc de méme : 22 = ;01 et

§ e
OH,;
39le = ikéﬂ()\j — )\Z)

La seule différence avec le cas symétrique vient du fait que les coefficients non
diagonaux de H et donc de H sont complexes. Ainsi dans la mesure plate apparait

dReI:Iidemﬁl-j pour ¢ < j. Dans le jacobien det J; de changement de variables, il faut

OReH,;; OImH,; ;
donc prendre en compte 8R29;:l = 0i01(Aj — \i) et me = didji(A; — A;) (car Aj et \;
sont réels). D'out |det Jo| = [[;;[A\i — Aj|>. Le déterminant de Vandermonde apparait
ainsi élevé au carré du fait que les coefficients de H sont complexes et non réels, ils ont

donc deux degrés de liberté réels. On obtient finalement :

N
dH = [[dH: ] dReHydimHy; = cy' TN — NP ][ dh x w@du) — (1.40)

i=1 1<i<j<N i<j

olt on peut montrer que p(dU) = ey [, d|Qul [T, ; dReQ;;dImSy; avec dQ = UTdU (9
est antihermitienne) est la mesure de Haar, c’est a dire la mesure uniforme sur les
matrices unitaires U, cf section 1.3.1.

Apres multiplication par la loi P(H) = e TV(#) et aprés intégration sur les coor-
données angulaires, donc sur la mesure de Haar u(dU), on obtient la distribution des
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valeurs propres dans le cas hermitien :

P(A, - An) = By e = V00 TN = Al (1.41)
1<j

ce qui correspond bien au cas § = 2 dans (1.26).

1.2.3 Preuve dans les cas hermitien autodual g =4

On part d’un ensemble de matrices aléatoires H de taille 2N x 2N, Complexes hermi-
tiennes autoduales, ie H' = H=HE distribuées selon la loi P(H )dH = e "VIHGH on
dH =[] cicjen alqZ 1, [Ticicien dq (voir plus haut Eq. (1.17)) est la mesure plate
sur les matrices hermltlennes autoduales et V(x) un polynome de coefficient dominant
pair inférieur ou égal a N. On veut montrer que les valeurs propres de H sont distribuées
selon (1.26) avec 5 = 4.

H est hermitienne autoduale, on peut la diagonaliser en base orthonormeée :
H=SAS? ou SH=8"1=8" et A=diag(\s,...,A\n, A1, AN) (1.42)

S est une matrice symplectique unitaire et A est la matrice diagonale des valeurs propres
de H. H a 2N valeurs propres, toutes réelles, présentes par paires. H a donc N valeurs
propres distinctes, les A; pour 1 < i < N, chacune est présente deux fois dans A.

On calcule §H (matrice de coefficients dH;;) de la méme fagon que dans le cas réel
symétrique, mais en remplacant la matrice orthogonale O par la matrice unitaire sym-
plectique S. On définit de méme les coordonnées angulaires associées aux vecteurs propres
6Q = SE5S = S16S. On obtlent de méme 6H = SGHSE ott 6H = 6Q A — A 5Q+ 6A. On
obtient donc %)\: = 0;;0ik et = 0;x0j(A; — A;) ot on note Ayy; = A;. Comme H, H,
S et € sont de dimension 2N les indices 1, 7, k:,l vont ici de 1 a 2N contrairement aux
cas f =1,2.

Comme dans le cas hermitien, les coefficients de H et donc de H sont complexes. Ainsi
il faut prendre en compte dReH et dImHU De plus, les indices 7, j vont de 1 a 2N au lieu
d’aller de 1 a N comme dans les cas précédents, avec toutefois une répétition : Ay ; = A;
donc % = 0i0ji(Aj — N\;) = ggk]l (et tous les termes croisés i, N 4 j sont nuls).
Ainsi le jacobien det J; de changement de variables s’écrit | det Jy| = [[;_; [\ — Al Le
déterminant de Vandermonde apparait élevé a la puissance 4 du fait que les coefficients de
H sont complexes et que les matrices sont de taille 2N x 2/N. On obtient donc finalement :

dH = [T 1x = N1 ][ dds x u(dS) (1.43)

1<j

ou u(dS) est la mesure de Haar, c’est a dire la mesure uniforme sur les matrices
symplectiques unitaires S, cf section 1.3.3. D’ou (1.26) avec § = 4.

1.3 MESURE DE HAAR : DISTRIBUTION UNIFORME

1.3.1 Mesure de Haar sur le groupe unitaire

On considere le groupe U(N) des matrices complexes unitaires U de taille N x N, soit
Ut = U~ 1l existe une unique mesure de probabilité uniforme sur les matrices unitaires,
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elle est appelée mesure de Haar, on la notera u(dU).

En théorie des matrices aléatoires, I’ensemble des matrices unitaires U distribuées
suivant la mesure de Haar u(dU) est appelé ensemble unitaire circulaire ou Circular
Unitary Ensemble (CUE). On peut également le définir de la fagon suivante qui est
équivalente. On écrit la matrice unitaire U sous la forme U = VW ou V et W sont des
matrices unitaires (un choix possible est par exemple V' = U et W = 1 mais beaucoup
d’autres choix sont possibles). On définit alors 6Q (matrice de coefficients inj) par :

U+oU =V (1 + w(z) W soit U = iVIQW ie 09 = VisUW? (1.44)

car V et W sont unitaires. Comme U, V et W sont unitaires et que U = VIV,  est
hermitienne : Qf = Q. On définit 'élément de volume v(dU) sur la sphére comme la
mesure plate sur Q, soit v(dU) = dQ = IL A HKj dReQij dIinj. On peut montrer
que cette mesure v(dU) ne dépend pas du choix des matrices unitaires V' et W. Une
fois normalisée, v(dU) est donc la mesure uniforme sur le groupe unitaire, la mesure de
Haar :

,u(dU) = CN I/(dU) = CN H dQ” H dReQZ]dImQU
1 1<j

ot idQ = VIdUW?' avec U =VW (1.45)

On notera que les matrices hermitiennes ont bien le bon nombre de parametres
indépendants pour caractériser les matrices unitaires. En effet, une matrice unitaire U
est caractérisée par la contrainte UTU = 1, ce qui impose N? relations sur les parties
réelle et imaginaire des coefficients de U (car UTU est hermitienne). Pour caractériser
U, on a donc besoin de 2N? — N? = N? parametres réels - comme pour les matrices
hermitiennes.

Un choix particulier intéressant est celui ou V= U et W = 1. Dans ce cas, on a
i6Q) = Ut6U. On peut donc écrire en général :

N
pdU) = cy [[du ] dReQydim@; on i6Q = UT6U (1.46)

i=1 1<i<j<N

Si on note 6Q = UTSU, ie 6Q = i, Q représente la matrice des coordonnées angu-
laires de U. Cette interprétation apparaitra plus claire dans le cas du groupe orthogonal
(section 1.3.2).

1.3.2 Mesure de Haar sur le groupe orthogonal

On considere le groupe des matrices réelles orthogonales O, ie telles que OT = O~
Il existe une unique mesure de probabilité uniforme sur les matrices orthogonales, elle est
appelée mesure de Haar, on la notera p(dO).

Comme dans le cas unitaire, on introduit la matrice des parametres angulaires 6€) =
OT50. O est orthogonale donc € est antisymétrique : 6Q7 = —§2. Une matrice orthog-
onale O est caractérisée par la relation OTO = 1, ce qui fait N(N +1)/2 contraintes (car
OTO est symétrique), donc restent N — N(N +1)/2 = N(N — 1)/2 parametres libres.
La matrice réelle antisymétrique (2 est aussi caractérisée par N(N — 1)/2 parametres.
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De fagon similaire au cas unitaire (1.46), on peut montrer que :

u(dO) = ey []d%; ot 62 =0750 (1.47)

1<J

En dimension N = 2, les matrices orthogonales sont les matrices de rotation Ry =
cosf) —sind s . 1 0 |. cosf sinf

l sinf  cosd } ou réflexion Sy = Ry Y ou Y = 0 _1 | 1€ Sy = sinf — cosd }

La mesure de Haar uniforme sur les matrices orthogonales 2 x 2 est alors simplement

donnée par :
do

dO) = — 1.48
p(d0) = & (1.45)
Il est facile de vérifier que pour une matrice de rotation ou de réflexion, on a 02 =

|: —(c]iH %9 dQU = Co dng = Co deo.

En dimension N, on peut généraliser le cas N = 2 en introduisant les angles d’Euler
Or; pour k € {1,.... N}, i€ {k+1,...,N}. On a alors :

1(dO) = ey 1__[ 1__[ (sin Op;) Y " (H H d@;ﬂ) (1.49)

k=1 i=k+1 k=1i=k+1

] . On retrouve donc comme attendu p(dO) = co Hiq

ou 0 <Oy <2met 0 <Oy <mpouri< N.cy est une constante de normalisation qui

peut étre calculée :
N T (
1-N H
CN = 2 -

Pour N = 2, il y a un seul angle d’Euler 615 = 6 et on retrouve u(dO) = ¢y df avec
o = 1/(2m). Pour N = 3, il y trois angles d’Euler, 615 = 6 (nutation), 615 = ¥
(précession) et fh3 = ¢ (rotation propre). Les angles d’Euler a trois dimensions sont
utilisés en physique du solide pour caractériser la rotation d’un solide. On trouve :

w(dO) = c3 sin b9 db2db13dba3 avec c3 = 1/(87?) car I'(3/2) = y/7/2. Finalement :

N[
SN—"

(NI

do
w(dO) = 5. en dimension 2
m
do de d
u(dO) = sinf # en dimension 3
7r

Par ailleurs on a bien fo% df =27 et fo% do fo% dip [ df sinf = 8x>.

1.3.3 Mesure de Haar sur le groupe symplectique unitaire

Comme dans les cas unitaire et orthogonal ci-dessus, il existe une unique mesure de
probabilité uniforme sur les matrices symplectiques unitaires S de taille 2N x 2N (ie
SE = §~1 = S), la mesure de Haar notée (dS).

La matrice de coordonnées angulaires Q) = S%§S = ST0.S est antihermitienne an-

tiautoduale, ie §QF = —6Q et 6QF = —5Q. Ainsi 6Q est de la forme [ é g ]

At = —A = DT et BT = B = —B'. En termes des matrices quaternioniques associées

avec
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4 0Q (définies Eq. (1.16)), on a donc : la matrice Q) est réelle antisymétrique et les
matrices Q, Q® et Q®) sont réelles symétriques.
Finalement on peut donc écrire :

3
w@s)=ex [ @@ ] TI @ on @9=d  (o0)
=11

1<i<j<N <i<j<N

les matrices QU étant les matrices quaternioniques associées a 6Q = ST§S (voir Eq.
(1.16)).

1.4 MATRICES DE WISHART (ENSEMBLE DE LAGUERRE)

Les matrices de Wishart constituent un autre ensemble de matrices aléatoires voisin
des ensembles gaussiens. Ces matrices se rencontrent dans de nombreux problemes d’-
analyse de données statistiques mais aussi dans des contextes plus inattendus comme les
modeles de marcheurs aléatoires vicieux (cf chapitre 5) ou dans des problemes d’intri-
cation quantique pour des états aléatoires (cf chapitre 9) -que j’ai été amenée a étudier
durant ma these. Les matrices de Wishart ont été introduites initialement en statis-
tiques, elles représentent des matrices de covariance de données statistiques. Elles
jouent en particulier un role tres important dans la technique dite d’analyse de com-
posantes principale (PCA) que j’explique brievement ci-dessous (cf section 1.4.1).

1.4.1 Matrice de covariance et PCA

La technique d’analyse des composantes principales ou PCA (“principal com-
ponent analysis”) permet de réduire la dimensionalité d’'un échantillon de données statis-
tiques tout en gardant un maximum d’informations sur les caractéristiques de ces données,
c’est-a-dire sur leurs corrélations. Elle permet de comprimer et classifier des données.
Cette technique s’applique a des domaines tres variés comme le traitement d’images, la
génétique, la finance, la météorologie ou encore l'océanographie.

Introduisons d’abord quelques notions élémentaires de statistiques. Pour M réalisa-
tions {X1, ..., Xpr} d’'une variable aléatoire X, on définit la moyenne et la variance
empiriques sur ces réalisations comme :

o XX > (X —X)2 _ 2 XF MX?

X = Zuizi i ¥ —
v veX) M1 M_1 M_1

(1.51)

En statistiques, les moyenne et variance empiriques X et var(X) sont appelés respec-
tivement estimateur de moyenne et estimateur de variance de la variable X. Elle sont
elles-mémes des variables aléatoires.

Avec cette définition, si les X; sont M réalisations indépendantes de X, cela signifie
que les X; sont des variables aléatoires indépendantes distribuées selon la méme loi, la
loi de la variable aléatoire X, de moyenne (X) et variance (X?) — (X)?, alors on a :

(X) = (X) et (var(X)) = VarX = (X2) — (X)? (1.52)
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En effet (X;) = (X) et (X?) = (X?). De plus, comme les X; sont indépendants on a
(X:X;) = (Xi)(X;) = m? pour i # j, ainsi :

ity = D01 D)

(1.53)

M—1

Les variables X; sont, comme on a vu ci-dessus, indépendantes identiquement dis-
tribuées (iid). D’apres la loi des grands nombres, dans la limite d'un grand nombre de
réalisations M — oo, la moyenne empirique X tend vers (X) = (X). De méme la variance
empirique var(X) tend vers (X?) — (X)? dans la limite M — oo.

Dans un cas plus général ou les réalisations X; ne sont pas indépendantes, on utilis-
era aussi les notations X et var(X) pour les moyenne et variance empiriques bien que
I'équation (1.52) ne soit plus nécessairement vérifiée.

Pour M réalisations de deux variables aléatoires X et Y, on définit la covariance
empirique :

drott (var(X)) = 5 (X?2) — (BAHGENROT) — (x2) - (x)2

Z?il (Xi _X) (Yi _Y)

covar(X,Y) = 1

(1.54)

Venons en maintenant a la technique de PCA. On considere un ensemble de données
statistiques x;; € R, plus précisément M réalisations )?Z (1 <i < M) d’une variable
aléatoire X de dimensionalité p, ie X, = (Zi1, ey Tip). Ti; est la ™M réalisation de la
variable j, pour 1 <i < M, 1 < j < p. Par exemple z;; peut représenter le prix atteint

le i°™¢ jour par la j°™¢ marchandise.

On peut alors définir la matrice de covariance empirique W des données x;; pour
1<i<M,1<j<p:

Wi = covar(Xpy, Xpy) , 1<k, j<p (1.55)

ott Xpj] = {@1j, ..., T} est le vecteur des M réalisations de la j*° variable. W est une
matrice de taille p x p.

Si on note Y la matrice de coefficients Y;; = x;; — X[;; (les données centrées), on peut
alors écrire sous forme matricielle :

YTy _

La premiere composante principale est la combinaison linéaire des X[;; de plus
grande variance. Elle est par définition donnée par la variable Z = {Z;} pour 1 <i < M
telle que :

7 =XA avec ATA =1 et var(Z) maximale (1.57)

ou X est la matrice M x p de coeflicients z;;. A est un vecteur (colonne) de taille
p, A = (a1,...,a,), cest la direction qui définit la premiere composante principale.
Zi = Y0 wijay et 1 = ATA = 378 a3, A est choisi tel que var(Z) soit maximale.
C’est la direction principale selon laquelle s’étalent les données. Comme on le voit bien
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Figure 1.2 — Interprétation géométrique de l’analyse de composantes principales de
données de dimensionalité p = 2. Chaque croix représente une donnée i (1 < i < M)
de coordonnées (x;1,x;2). La direction z est la premiére composante principale, celle
qui a la plus grande variance. La direction zo est la seconde composante principale, elle
est orthogonale a zi. [source : transparents de cours de N. Turenne, voir sur sa page
hitp ://genome.jouy.inra.fr/ turenne/cours/|

graphiquement, cf Fig. 1.2, c’est la direction qui permet de garder le plus d’informations
possibles sur les données initiales tout en réduisant la dimensionalité de p a 1 : initiale-
ment on avait comme données les )?Z-, pour 1 < i < M avec )Z'Z = (@1, ..., T;p) tandis que
la premiere composante principale est donnée par les Z; pour 1 <i < M.

En termes de variables centrées, on a :

7 —7Z=YA avec ATA=1 et var(Z) maximale (1.58)

et ot Yj; = x;; — X|;), ¢f Eq. (1.56). Ainsi la variance empirique de Z (qui est un nombre
réel) est donnée par :

. ATYTY A

parZ = (Z-2)7z-2)= T ATWA (1.59)

M—-1

ou Y;; = z;; — X(j, cf Eq. (1.56). On veut maximiser var(Z) avec contrainte ATA = 1,
on introduit un multiplicateur de Lagrange A, alors on veut donc maximiser vav(Z) —
MATA—1) ottvar(Z) = ATW A. En écrivant que la dérivée par rapport & A doit s’annuler
on trouve :

WA=\ (1.60)

A doit donc étre vecteur propre de la matrice de covariance W. De plus on veut max-
imiser var(Z) = ATWA = ), donc \ doit étre la valeur propre maximale de la
matrice de covariance W et A le vecteur propre associé.

De méme récursivement en définit la k£®™® composante principale, elle est donnée
par Zj = XAy out Ay est vecteur propre de W associé a la ke plus grande valeur
propre \.
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Concretement, pour un ensemble de données statistiques de dimensionalité p, on
choisit de comprimer les données en gardant seulement les k& premieres composantes
principales pour un k£ < p (associées aux k plus grandes valeurs propres de W). On
réduit ainsi la dimensionalité des données de p a k de fagon optimale.

Il est donc crucial pour la méthode de PCA de savoir comment se comportent les
valeurs propres \; de la matrice de covariance W = ﬁYTY ou Y = x; — Xm, en
particulier ses valeurs propres maximales. Il est important de déterminer combien de
composantes principales, donc combien de valeurs propres il faut garder pour ne pas per-
dre d’information importante sur les données. Un modele simple consiste a supposer que
les éléments Y;; = x;; — X ;j] de la matrice Y sont aléatoires indépendants identiquement
distribués (iid) et gaussiens. Dans ce cas la matrice W est appelée matrice aléatoire de
Wishart.

Pour plus de précisions sur la technique de PCA, je renvoie au tutoriel de Smith
[Smi02].

1.4.2 Définition des matrices de Wishart

Une matrice de Wishart est une matrice N x N de la forme

(1.61)

ou X est une matrice rectangulaire M x N a coefficients X;; réels ou complexes. Si X est
a coefficients complexes, X' désigne le conjugué hermitique de X. Si X est & coefficients
réels, XT = X7 désigne la transposée de X. On a vu ci-dessus (cf Eq. (1.56)) que si les
coefficients X;; représentent des données statistiques centrées, alors W est la matrice
de covariance (empirique) qui décrit les corrélations entre ces données.

L’ensemble de Wishart est constitué des matrices de Wishart W = XTX ot X est
une matrice aléatoire gaussienne, ie a coefficients X;; aléatoires indépendants distribués
selon la méme loi gaussienne centrée. Comme dans le cas des ensembles gaussiens, on
peut se ramener, sans restreindre la généralité, a :

P(X)dX = Cy e 2 XX gx (1.62)

oll 3 est ici encore l'indice de Dyson : B = 1si X est a coefficients réels (alors X7 = X7),
£ = 2si X est a coefficients complexes. On notera que X n’est pas tout a fait une matrice
du type GOE ou GUE car elle est rectangulaire et ne peut donc en particulier pas étre
hermitienne. La mesure plate dX est ainsi également différente du cas hermitien, tous
les coefficients de X peuvent étre différents et sont indépendants :

X = ] dxy (1.63)

1<ij<N

Les matrices de Wishart sont nommées d’apres Wishart qui les introduisit dans le
contexte de I'analyse de données statistiques. Ces matrices ont beaucoup d’applications,
elles jouent en particulier un role important dans la technique de “PCA” (Principal
Component Analysis), comme expliqué ci-dessus section 1.4.1.
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1.4.3 Distribution des valeurs propres

Comme dans les cas gaussiens ou a potentiel présentés plus haut, le passage des
coefficients de la matrice a ses valeurs propres ajoute un jacobien dans la distribution
-un déterminant de Vandermonde. Une matrice de Wishart W = XX ol X est de taille
M x N avec M > N a N valeurs propres \; pour 1 < i < N. Ces valeurs propres sont
réelles positives, on peut montrer qu’elles sont distribuées selon la loi jointe [Jam64] :

N
Bipf— _
P An) = Kagw e 228 TIA 7 T - A . A=0]  (1.64)

k=1 1<j

ou Ky v est une constante de normalisation et ou 8 = 1 dans le cas ot X est a coefficients
réels, f = 2 dans le cas ou X est a coefficients complexes.

Dans le cas “anti-Wishart”, c’est a dire quand N > M, W a M valeurs propres
positives A; pour 1 <i < M (et N — M valeurs propres nulles) distribuées selon la méme
loi avec la seule différence qu'il faut intervertir N et M dans (1.64).
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Chapitre 1. Principaux ensembles de matrices aléatoires




- Chapitre 2 -

Densité, gaz de Coulomb et
fonctions de corrélation

Dans ce second chapitre introductif, je présente des résultats connus sur la distribu-
tion marginale d’une ou de plusieurs valeur(s) propre(s) d’une matrice aléatoire
gaussienne (cf section 1.1) ou d’une matrice de Wishart (cf section 1.4). Je considere ici
seulement la limite N — oo, ou N est la taille de la matrice (son nombre de valeurs
propres). A cause du déterminant de Vandermonde dans la distribution des valeurs pro-
pres, que ce soit dans le cas gaussien (1.27) ou de Wishart (1.64), les valeurs propres
A; sont fortement corrélées, il est donc difficile d’obtenir des résultats exacts pour un
N arbitraire. Par ailleurs, une matrice aléatoire décrit le Hamiltonien d'un gros noyau
atomique, il est donc raisonnable de le considérer la limite N > 1.

J’introduis dans ce chapitre la méthode du gaz de Coulomb, qui consiste a voir
les valeurs propres \; comme les charges d'un gaz de Coulomb & deux dimensions (2D) .
Cette méthode du gaz de Coulomb permet de calculer dans la limite N — oo la distribu-
tion marginale d’une valeur propre (la “densité moyenne”). Cette description en termes
de gaz de Coulomb est fréquente en théorie des matrices aléatoires, elle est expliquée
entre autres dans le livre de Mehta [Meh91] ainsi que sur un exemple concret dans 'arti-
cle de Satya N. Majumdar et David Dean sur la valeur propre maximale [DMO08]. Je I'ai
beaucoup utilisée dans ma these.

On introduit la densité moyenne de valeurs propres :

N

pv(0) = S0 - A) 2.1)

i=1

olt (eee) = [T[;dNi eee P(A1,..., ) indique la moyenne sur les configurations de
valeurs propres \;. La quantité py(A)d\ représente la probabilité pour une valeur propre

1. il est un peu abusif en réalité de parler de gaz de Coulomb 2D, il s’agit de charges sur une ligne donc
a 1D (les A; sont des réels) qui interagissent avec un potentiel d’interaction logarithmique, c’est-a-dire
I'interaction de Coulomb & 2D, cf Eq. (2.9).

23
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de se trouver dans lintervalle [\, \ + d\]. Le nombre moyen de valeurs propres dans
I'intervalle [A, A + d\] est donc donné par Npy(A)dA. La densité py(A) est par définition
la distribution marginale d’une valeur propre (densité de probabilité d’'une valeur

propre) :
pn(A) =P(N) :/ d)\g.../ dAn P(A A2,y AN) (2.2)

[e o] [e o]

Elle est donc normalisée a 1 :

/ T () =1 (2.3)

o0

On integre sur R car les valeurs propres \; sont réelles. On notera dans la suite

pn(A) = (p(A,N)) ou p(\ N) = ZM Ai) (2.4)

La densité p(A, N) est une variable aléatoire (comme les )\;) tandis que py(N) = P(N)
est la densité moyenne, c¢’est une fonction réelle positive.

De méme on peut introduire la densité a deux points :

PN N) = N =D ST = AN = ) (2.5)

#J

La densité a deux points moyenne est la distribution marginale de deux valeurs propres :
= /d)\g... /d)\NP()\, XAz, AN) (2.6)

Elle est ainsi bien normalisée : [ d\ [ d)\’ )\ ') = 1. Souvent on appelle fonction de
corrélation a deux points la quantité

Ra(\X) = N(N = 1){pF (A, ) (2.7)

De fagon générale, on introduit la densité a n points et les fonctions de corrélation a
n points pour tout 1 < n < N, voir section 2.3.

2.1 GAZ DE COULOMB POUR UNE MATRICE ALEATOIRE
GAUSSIENNE

Les valeurs propres A; d'une matrice aléatoire gaussienne (GUE, GOE ou GSE) sont
des variables aléatoires réelles corrélées, de densité de probabilité jointe (voir Eq. (1.27)) :

, 1 pour GOE
P, Ay) = By(B) e 22X [T 1A= AP ot B=4 2 pour GUE  (28)
i<j 4 pour GSE

ou la constante de normalisation By(f) est donnée par Eq. (1.28).

Je vais expliquer dans cette partie l'interprétation en gaz de Coulomb de la distri-
bution (2.8), et je vais montrer grace a cette interprétation que les valeurs propres \;
se comportent typiquement comme ); =< /N dans la limite N — oo et que la densité
moyenne py(A) définie Eq. (2.1) est & support fini [-v/2N,v/2N]. Plus précisément, on
va voir que py(A) a la forme d’un demi-cercle appelé demi-cercle de Wigner, voir (2.26).
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2.1.1 Gaz de Coulomb

On peut interpréter la distribution jointe des valeurs propres A; (2.8) comme un poids
de Boltzmann a température inverse 5. On peut en effet écrire :

1
P()\l, ceey )\N) = Z— efﬁEN[{)‘i}]
N

ot Ey[{\}] = ZA2 D A — A (2.9)

1<J

et Iy = /Hd)\ieﬁEN[{Ai}} — BN(B)il

Si les \; représentent les positions de N particules sur une ligne, alors P(Aq, ..., Ax)
s'interprete comme la densité de probabilité des positions des particules en situation
canonique, c’est a dire quand le systeme des particules est a ’équilibre thermody-
namique en contact avec un réservoir a température inverse /.

En [{\i}] est ainsi [’énergie effective de ces particules et Zy la fonction de partition
associée. L’énergie Ex [{\;}] comprend en particulier un terme d’interaction logarith-
mique répulsive —In|\; — A;| qui est exactement 'interaction de Coulomb entre deux
charges de méme signe dans un espace a deux dimensions. Les valeurs propres \; peu-
vent donc eétre considérées comme les positions des charges d’un gaz de Coulomb
2D plongées dans un potentiel externe quadratique Vo (A) = A?/2. Elles interagissent
suivant la loi de Coulomb a deux dimensions, mais sont toutefois contraintes de rester
sur une ligne (les valeurs propres \; sont réelles).

2.1.2 Scaling pour N grand

On cherche a déterminer le comportement typique des \; dans la limite N — oo.
Si on suppose que dans la limite N > 1 on a A\; < N® pour un « réel, alors on peut
noter x; = \;/N® les valeurs propres adimensionnées. Dans ce cas la densité p(A, N)
définie Eq. (2.4) s’écrit :

N

p(A\, N) = ]\}a p (%) o p(x Z T — ;) (2.10)

p(x) est la densité adimensionnée, elle est aussi normalisée & 1. On s’attend a ce
qu’elle ait une limite finie quand N — oo et que cette hmlte smt une fonction continue.
AN )

De méme la densité a deux points, cf Eq. (2.5), s’écrit pN ()\ N) = = 0P (25, 3=

ot la densité & deux points adimensionnées p® (z, 2’) est définie par :
PP (z,2') = _1 ;5 r—x;)0(x — ;) (2.11)
Q7]

pP(z,2") est normalisée & 1, ie [dzr [da'p®(z,2’) = 1. Dans la limite N — oo, on
s'attend & ce que p® (x,2’) tende vers une limite finie continue.
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Si on suppose A; < N® pour N > 1, alors le terme quadratique de 1’énergie effective

Ex [{\i}] (2.9) est d’ordre
LN

5 Z M= N)\fyp = N**1 quand N — oo (2.12)
i=1

ol Agyp <X N® est 'ordre de grandeur typique d'une valeur propre ;.
D’un autre c6té, le terme d’interaction logarithmique — .. In |\; — A;| (interaction
de Coulomb) s’écrit :

1<j

N(N —1)
—Zln|)\i—)\j|:—af1n]\f— Z In|z; — ] (2.13)

i<j 1<i<j<N

Le terme —aw In V est une constante, il ne dépend pas des variables aléatoires x;,
il peut étre absorbé dans la constante de normalisation Zy, cf Eq. (2.9) et Eq. (2.18). On
pourra donc essentiellement I'oublier dans la suite. D’autre part on va voir que la somme
Zl§i<j§N In |z; — 2] est d’ordre < N? dans la limite N >> 1. En effet, en introduisant la
densité a deux points adimensionnée définie par po(z, ') = m > iz 0(r —m)d(2" —
x;), cf (2.11), on peut écrire :

N(N —1
— Z In|z; —z;| = —%/dx/dx'p@)(x,x') Injz—2/| < N* (2.14)

1<i<j<N

Le terme ci-dessus est bien d’ordre =< N? pour N >> 1 car on s’attend & ce que p® tende
vers une limite finie quand N — oo et car la fonction u — In |u| est intégrable en u = 0.

Le terme d’interaction coulombienne est donc d’ordre < N? quand N — oo (si on oublie

N(N—1
2

la constante —a ) In N en I’absorbant dans la normalisation Z N)-

Les deux termes de I’énergie effective (le terme quadratique et le terme coulombien)
s’équilibrent donc quand NA2 =< N2 soit A2 =< N, ie a = 1/2 pour N grand. On

typ typ
s’attend donc a un comportement typique des valeurs propres en racine de N

Aiyp| =< VN (2.15)

On notera 'effet tres important de répulsion du au déterminant de Vandermonde
(qui est a lorigine de la répulsion coulombienne) A(X;) = [[,_;(A; — A;) dans (2.8). Si
les \; étaient des variables indépendantes, on aurait |Ayp| =< 1 pour N grand. Du fait
de la répulsion coulombienne, les charges (valeurs propres) s’étalent sur un intervalle
beaucoup plus large pour N grand : [Ayp| < V/N.

La notation =< est utilisée pour indiquer 'ordre de grandeur, par opposition a ~ qui
indique un équivalent.

2.1.3 Densité moyenne

En introduisant les densités adimensionnées a un et deux points, cf (2.10) et (2.11),
et d’apres (2.13), on peut récrire I’énergie effective du gaz de Coulomb (2.9) sous
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la forme exacte suivante :

Ex [{M}] = N/ dz pl(z)a? — WInN

_ 1 +o0 +o0
/ dx/ da' p® (x,2") In |z — 2| (2.16)

On se place maintenant dans la limite N — oo. On s’attend alors a ce que la densité
p(x) et la densité & deux points p® (z, ') (qui pour un N fini sont des sommes de pics
delta) aient une limite continue. Or d’aprés la définition de p® (2.11), on peut écrire
PP (z,2") = Loplz)p(x') — A5p(2)d(x — 2’), done dans la limite N — oo on aura
p®(z,2") ~ p(x)p(z'). On peut alors écrire dans la limite continue (pour N — oo) :

Enx[{N}] = N2E[p] — N2M+0(N2) U (2.17)

E[p]:/ dz plx ———/ dx/ da’ p(z) pla’) In |z — 2|

ou p(x) est désormais une fonction continue, car on se place dans la limite N — oc.

D’apres I'équation (2.17), I’énergie effective Ey [{)\;}] est d’ordre < N? quand
N est grand (& une constante additive pres) et on peut écrire la probabilité d'une con-
figuration des \; (donnée dans I'équation (2.9)) sous la forme :

1
P, M) = ¢ AN Elp) (2.18)
N

ou Zy = N’# Zyn avec E[p] d’ordre < 1 pour N grand. Cela revient a se placer
a température inverse SN2, ie & température nulle quand N — oo. Ainsi, dans la
limite N — oo, la densité continue p(z) décrit une configuration typique des
“charges” \; a température nulle. Elle doit donc minimiser 1’énergie effective du
gaz de Coulomb (ie maximiser la probabilité P(Aq, ..., A\xy) de 'Eq. (2.9) ou (2.18)).
On la notera alors p*(z). C’est aussi la moyenne de p(z) dans la limite N — oo :

p(x) ~ (p(x)) ~ p* ().

La densité moyenne p*(z) doit minimiser ’énergie effective avec la contrainte de
normalisation [ dzp*(x) = 1. La minimisation fonctionnelle par rapport a p s’écrit :

5 [Elp) +po (Jdw'p(a) ~1)]| a2 g
0= =— — dx'p*(z') In|z — 2| + 2.19
e 5= @) mpe = (219
:p*
ou on a introduit un multiplicateur de Lagrange 1 pour prendre en compte la contrainte
de normalisation de la densité [ p* = 1. On doit donc résoudre l'équation intégrale
fonctionnelle suivante :

00 2

/ dx' p* (') In|z — 2’| = po + % pour z € Supp|p’] (2.20)

ot Supp|p*] est le support de la densité p*, Supp[p*] C R. Dérivant une fois par rapport
a x, on obtient :

o¢] * /
][ dx’;) Exsgl =2z pour x € Supp|p’] (2.21)
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olt f désigne la partie principale de Uintégrale :

o0 * / Ir—€ * / o0 * /
][ ar ) _ lim, (/ dr ) +/ df&) (2.22)
R e _ r—x phe T—X

o0

Un théoréeme du a Tricomi permet de résoudre I'équation intégrale (2.21). Ce théoreme
est expliqué dans la section 2.4. La solution de cette équation est une densité p* a support

fini Supp[p*] = [a, b] et s’exprime sous forme d’une intégrale, voir (2.84) :
1 bdt vt —avb—1
o (z) = {c —][ —“—t} (2.23)
T —avb—2x a T x—1

ot C' = [ p* =1 car p* doit étre normalisée. D’ou :

1 1 1
(r) = 1—x2+—a+bx+—b—a2} our x € |a,b 2.24
7o) = e {1 = Sl et S0 | powaclet] (220
Par symétrie autour de 'origine 0, on s’attend a ce que a = —b. On s’attend aussi a

ce que la densité soit continue et donc a ce qu’elle s’annule aux bords de son support.
Comme p*(x) = 0 pour & > b et pour x < a, on doit avoir p*(a) = 0 = p*(b). En
imposant cette condition dans I’expression (2.24), on obtient :

b=v2 et a=—V2 (2.25)

Finalement, la densité moyenne est donc donnée pour N > 1 par :

1 ./ A « o V2—a? B
pn(A) ~ \/—Np <\/—N) ou pf(z)= ———— powrze [—V2,v2] (2.26)

La densité moyenne py () des charges du gaz de Coulomb (ie des valeurs propres \;)
est donc continue a support fini [—v/2N, v/2N], ¢’est un demi-cercle appelé habituelle-
ment demi-cercle de Wigner.

C’est bien ce a quoi on s’attend physiquement, voir Fig. 2.1. En effet, a température
nulle, les charges ont tendance a s’accumuler pres du minimum du potentiel externe ef-
fectif confinant Vo, (\) = /\72, c’est a dire autour de l'origine. Mais du fait de la répulsion
coulombienne, les charges ne peuvent pas toutes se placer a l'origine, elles s’étalent sur
une zone de largeur d’ordre |Ayyp| ~ VN, plus précisément sur le segment [—v/2N, v2N]

(elles sont contraintes de rester sur une ligne car les \; sont réelles).

La densité moyenne pxn(A) donnée Eq. (2.26) représente la distribution marginale
pour une valeur propre, elle donne donc en particulier acces également a la moyenne
et aux moments d’une valeur propre dans la limite NV grand :

400 . V2
(\Fy = / dA N py(N) ~ N2 /fdx z* p*(x) (2.27)
—00 —V2

it (2N)" T'(n + 1/2)

VrT(n+2)

ALYy =0 (A2 ~ pour N > 1 (2.28)
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V2N A

Figure 2.1 — Densité moyenne py(\) pour une matrice gaussienne (demi-cercle de
Wigner, trait plein bleu) et potentiel externe Vi (A) = )‘72 vu par les charges du gaz de
Coulomb associé (en pointillés). Les charges (valeurs propres) s’accumulent au minimum

du potentiel, ie pres de ['origine.

On retrouve ici comme attendue la symétrie A — —X : py(A) est paire et en particulier
la moyenne est nulle (\) = 0. On obtient aussi la variance Var (\) = (\?) — (\)? soit

N
Var (A) ~ - pour N grand (2.29)

La densité moyenne py(A) donne également acces a la moyenne de la valeur pro-
pre maximale (resp. minimale) dans la limite N grand. En effet 1’écart typique entre
deux valeurs propres successives est d’ordre < */—NN = ﬁ, donc la valeur propre maximale

doit se trouver dans un intervalle de largeur au plus < \/—% autour de la borne supérieure

du support de la densité, soit v/2N. Ainsi on s’attend pour N > 1 a :

Omax) ~ V2N et Amin) ~ —V2N (2.30)

L’interprétation en termes de gaz de Coulomb est tres utile car elle permet d’avoir
une intuition physique sur le comportement des valeurs propres. Elle donne des résultats
exacts a 'ordre dominant dans la limite N — oo pour les valeurs moyennes comme on
vient de voir mais aussi pour la distribution compléete de fonctions symétriques des
valeurs propres du type Zf\il f(A;). Ainsi j’ai utilisé durant ma these cette méthode
pour calculer par exemple la distribution du nombre de valeurs propres positives dune
matrice gaussienne, ie f(A) = 6(\) cf chapitre 11; la distribution du centre de masse des
hauteurs d’interfaces dans un modele d’interfaces fluctuantes, ce qui revient a considérer
fa) = VA pour des matrices de Wishart cf chapitre 5; ou encore la distribution de
'entropie pour des états aléatoires dans un systéme quantique bipartite, soit f(A) = \?
pour des matrices de Wishart avec contrainte supplémentaire » . \; = 1 cf chapitre 9.
Dans ces modeles variés, j’ai pu utiliser une méthode de gaz de Coulomb pour calculer



30 Chapitre 2. Densité, gaz de Coulomb et fonctions de corrélation

la distribution d’une fonction symétrique des valeurs propres d’une matrice aléatoire, et
j’ai mis en évidence des non-analyticités dans ces distributions liées a des transitions
de phase dans le gaz de Coulomb associé.

2.2 GAzZ DE COULOMB POUR UNE MATRICE DE WISHART

Dans cette partie, je présente ’étude du gaz de Coulomb associé a une matrice de
Wishart -définie section 1.4. Comme dans le cas gaussien, on peut obtenir ainsi la densité
moyenne des valeurs propres pour N grand.

2.2.1 Gaz de Coulomb

Considérons une matrice de Wishart W = XTX ou X est rectangulaire gaussienne
de taille M x N avec N < M. Ses valeurs propres sont distribuées selon la loi (1.64) :

P, ooy Ay) = Ky e 2 2 HMM METTT A - AP (2.31)

k=1 1<j

qui peut & nouveau (comme dans le cas gaussien) étre vue comme un poids de Boltzmann
a température inverse [ :

P()\l, vy )\N) = Z]\_d%N €_ﬂ En[{ri}] ou

{)‘ } Zv:axt Zln |)‘ - )‘ | (2.32)

1<j

A M-N+1 1
avec Vgxt()\)zi—yln)\ , 7:%_5

ou Z]T/[%N = K n. Les valeurs propres d'une matrice de Wishart peuvent donc aussi étre
considérées comme les charges d’un gaz de Coulomb 2D (répulsion logarithmique
—In|A\; — A;| entre charges de méme signe) plongées dans un potentiel externe
Vext(A) = 3 —yIn A (différent du cas des ensembles gaussiens). On notera que les valeurs
propres des matrices de Wishart sont toujours positives, A\; > 0, car W est semi-définie
positive (W = XTX).

2.2.2 Scaling typique

Si on suppose que dans la limite N > 1 on a A\; < N® pour un « réel, alors on peut
noter x; = \;/N® les valeurs propres adimensionnées. le terme d’interaction coulombi-
enne s’écrit comme dans le cas gaussien (2.13) =37, In|A; — ;| = —aw InN —
Doicicien @i — ] ott =37,y In |z — 250 < N? quand N — oo, cf (2.14).

Par contre le terme de potentiel externe V. est différent du cas gaussien, cf Eq.
(2.32). Icion a :

N N
Ai
g 5 = Nyp < N“T et —« g In\; = —ayNInN + O(yN) (2.33)

i=1 i=1
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Pour équilibrer le terme d’interaction coulombienne et le terme de potentiel linéaire
N N\
> i1 3 il faut donc que les valeurs propres se comportent typiquement comme N quand
N est grand :

Ayp <N soit =1 (2.34)

Le terme logarithmique — Zfil In \; dans Ve, dépend de v donc de M, cf Eq. (2.32).
D’apres Eq. (2.33), ce terme s’écrit comme une constante —ayN In N (indépendante des
variables aléatoires z;) qui peut étre absorbée dans la normalisation Zy, n (cf Eq. (2.32))
plus un terme d’ordre < yvN. Si M = N, on a v < 1 pour N grand, donc le terme
logarithmique du potentiel externe est négligeable devant les autres termes de Fy (qui
est d’ordre < N?). Si N = c¢M avec 0 < ¢ < 1 alors v < N et la partie non constante du
terme logarithmique est d’ordre =< N2, donc du méme ordre que les autres termes de Ey.
Si M > N, le terme logarithmique domine. Dans la suite, on supposera que N = cM
avec 0 < ¢ < 1. On aura alors :

_ N O<e<1 et N(lzc N>1 (2.35)
c= - avec c<l et vy~ . pour .

Le terme logarithmique ne sera négligeable que si ¢ =1, ie M = N.

2.2.3 Densité moyenne

Comme dans le cas gaussien, la densité adimensionnée p(z) = + >, 0(z — z;) o
x; = A/N tend vers une limite continue quand N — oo. Dans ce cas, de fagon smnlalre
au cas gaussien, cf Eq. (2.17), énergie effective s’écrit dans la limite N — oo comme
une fonctionnelle de la densité continue p :

Ex [{A)] =NE[) — N % 1 o(v?) o

Bl = [ dupt)} - (12‘) [ oty
——/ da:/ ' p(z)p(z) In |z — 2| (2.36)

Comme dans le cas gaussien encore (cf section 2.1.3), la limite N — oo correspond
pour le gaz de Coulomb a la limite de température nulle. Ainsi dans cette limite la
densité p(x) minimise I’énergie E[p], on la note p*(x). La minimisation par rapport a
p en présence de la contrainte [ p =1 s’écrit :

OBl +mo([r-1]]  _ . <12‘C’3) o — /dx'p*@') In|e —a'| (2.37)

op(x) .
p=p
olt pp est un multiplicateur de Lagrange ajouté pour imposer la contrainte [ p = 1. En
dérivant par rapport a x, on obtient :

o0 * / 1 1 _ 1
][ dz'? (@ )/ =5 < 206> —  pour z € Supp|p’] (2.38)
0

0=

r— X i

Cette équation intégrale peut se résoudre comme dans le cas gaussien a I’aide du théoreme
de Tricomi, voir section 2.4. La solution est une densité p*(z) a support fini [a,b] ou
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0 < a < b (les valeurs propres de W sont positives). p* est donnée par :

o L SR G (F)1)) e

d’ou :

p(z) = w\/:ﬁi\/m{‘“r (aib—g) = (12_00) <@—1>} (2.40)

On s’attend a nouveau a ce que p*(z) soit continue, donc s’annule aux bords de son
support : p*(a) = 0 = p*(b). On trouve alors :

1 ? 1 ?
a:x:(%—l) et b:x+:<%+1) (2.41)
ou ¢ = N/M €]0,1]. Finalement on obtient une densité p* a support fini [z_,z.] ou
vy = (% + 1)2.
La densité moyenne des valeurs propres d’'une matrice de Wishart est donc donnée
pour N > 1 par :

1 A 1

)~ () o P =gV o)

1 2
avec xi:<—i1
.

Cette densité est appelée loi de Maréenko-Pastur [MP67]. Dans la limite ou ¢ = 1,

(2.42)

soit M = N, on trouve x_ =0 et x; =4 et :
1 /4—
pr(r) = — z quand ¢ =1 (2.43)
2m x

La densité a alors une divergence intégrable (en 1/y/x) & l'origine, la borne inférieure de
son support.

A nouveau, la forme de la densité se comprend par des arguments physiques, voir Fig.
2.2 et 2.2. Les charges doivent rester sur la demi-ligne A > 0, elles sont repoussées par
un mur en 0. Elles voient un potentiel externe effectif confinant Ve (A) = % —~vIn X pour
A>0ouvy~ % (%) Ce potentiel a un minimum en \* = N 1—26 A température nulle
(ou grand ), les charges s’accumulent autour de ce minimum. A nouveau, comme dans le
cas gaussien, la répulsion coulombienne force les charges a s’étaler sur une largeur d’ordre
| Atyp| < NN, elles se répartissent donc sur un segment [x_ N,z N] avec x_N < \* < 2, N
(voir (2.42)). Quand ¢ = 1, on a A* = 0, les charges s’accumulent prés du mur a l’'origine,
on obtient donc la densité (2.43) qui diverge en 0.

Comme dans le cas gaussien, la densité moyenne est la distribution marginale d'une
valeur propre, elle donne donc en particulier acces aux moments d’une valeur propre
pour N grand (\") = 0+°O dA A" py(A). Pour ¢ = 1, on trouve :

(AN)"T(n+1/2)
VrT(n+2)

(A") ~ pour N grand (2.44)
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AN A

Figure 2.2 — Densité moyenne pn(\) pour une matrice de Wishart (loi de Marcenko-
Pastur, trait plein bleu) dans la cas ¢ = 1 (ie M = N) et potentiel externe Vi (\) = 2

2
vu par les charges du gaz de Coulomb associé (en pointillés). Les charges s’accumulent

pres de l'origine. Pour une matrice de Wishart on rappelle que les \; sont positives.

0 z_N .’EJ,.N A
Figure 2.3 — Densité moyenne pn(\) pour une matrice de Wishart (loi de Marcenko-
Pastur, trait plein bleu) dans le cas 0 < ¢ < 1, ie M > N, et potentiel externe Vix(\) =

%—fy In A vu par les charges du gaz de Coulomb associé (en pointillés). Les charges restent
pres du minimum positif du potentiel.
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En général, pour 0 <c < 1:

A" ~ (14 4/e) 2 <§)n 2 (g 1—n,3, ﬁ) (2.45)

ou oF (a,b,c, z) est une fonction hypergéométrique :

oF1 (a,b,¢,2) = Z (azz)(f:)k %

k=0

(2.46)

ou (a)y est le symbole de Pochhammer (a);, = a(a + 1)...(a + k — 1) (“factorielle mon-
tante”). En particulier, pour les petites valeurs de n, on trouve (pour N grand) :

(1+c)N? (1+3c+c*)N?

N 2 3
(A) ~ - et (A%) ~ = et (A7) ~ = (2.47)
donc en particulier on trouve la moyenne et la variance :
N N?
Ay~ — et Var(\) = (\?) — (\)? ~ — (2.48)

c c

L’expression de la densité moyenne nous donne aussi des informations sur les valeurs
propres maximale et minimale. Leur moyenne est en effet donnée pour N grand par
les extrémités x4 N du support de la densité py(A). Ainsi on trouve pour 0 < ¢ < 1:

(Amax) ~ 24N ~ N (% - 1)2 et Mmin) ~2_N ~ N (% — 1)2 (2.49)

Pour ¢ = 1, 'expression ci-dessus donne “A,i, ~ 07 ce qui signifie en fait que (Api,) < N
pour N grand, la densité ne nous donne alors pas acces a la moyenne de la valeur propre
minimale. Par contre pour le maximum on trouve :

{Amax) ~ 4N pour ¢ =1 (2.50)

2.3 FONCTIONS DE CORRELATION POUR L’ENSEMBLE
GAUSSIEN GUE (5 = 2)

Jusqu’ici on a calculé la densité moyenne pour les différents ensembles de matri-
ces. On peut aussi s’intéresser aux fonctions de corrélation a n points. Pour n > 1, la
méthode de Coulomb ne donne pas facilement de résultats, il faut faire appel a d’autres
méthodes, comme les polynomes orthogonaux pour évaluer ces fonctions de corrélation
a grand N. Dans la premiere sous-partie, je définis ces fonctions de corrélation, dans la
seconde j'introduis la méthode des polynomes orthogonaux et dans la troisieme je donne
le comportement asymptotique de la fonction de corrélation a n = 2 points (mais sans
le démontrer).
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2.3.1 Fonctions de corrélation

On définit la densité a n points comme :

PN (s 1) = T D 3l = N6 — Ni,) (2.51)
i1#i9F .. Fin

Cette densité est bien normalisée, ie [ dp;... [ d,unpg\?) (1, .-, tn) = 1. La densité moyenne
a n points est la distribution marginale de n valeurs propres :

+o0 +oo
<p§3><A1,...,An>>=/ dAn+1---/ dAn P(Ar, -, Aw)

—00 —00

= P\ A) (2.52)

En particulier on retrouve pour n = 1 la densité moyenne pﬁ)(k) = pn(N).
On définit la fonction de corrélation a n points (1 < n < N) de la fagon suivante
cf [Fyo05] :

NI

'R,n()\l, v >\n) = m

PO, ooy M) (2.53)

ou P (A1, ..., \n) est la distribution marginale de n valeurs propres (n < N). En particulier,
onaRy (A1, ..., An) = NIP(A1, ..., An) et Ri(A) = Npn (). De fagon équivalente a (2.53),

on peut écrire Ry, (f1, ..y fln) = <Zi1;ﬁi27§...;ﬁin O — Niy) -0 (g — )\Zn)>
Souvent on introduit aussi les fonctions de corrélations connexes 7,. Pour les
premieres valeurs de n, elles sont définis de la fagon suivante :

T ) =)0 Y (0" m = D[ Rimy) i b € 7)) (2.54)

m=1 rwt.q.|r|=m Jj=1

ou 7 décrit une partition de {1,2,...,n} de taille || = m. Les m; pour 1 < j < m dont
donc des sous-ensembles disjoints de {1,...,n} tels que : U;jm; = {1, ...,n}. |7;| dénote le
nombre d’éléments du sous-ensemble 7;. Par exemple, pour les premieres valeurs de n,
on trouve :

TN =Ri(N) , To(MXN) = =Ra(A ) + Ri(A)R1(N) (2.55)

Le lien entre les fonctions de corrélation connexes 7, et les R,, est similaire au lien entre
moments et cumulants pour une variable aléatoire.

2.3.2 Polynémes orthogonaux

J'introduis ici la technique des polynémes orthogonaux pour l’ensemble gaussien
GUE. Cette technique est spécifique pour chaque ensemble : pour GOE et GSE il faut
introduire d’autres polynomes dits “skew-orthogonaux”. Elle permet d’exprimer de fagon
simple les fonctions de corrélations définies ci-dessus Eq. (2.53) et d’en déduire leur com-
portement asymptotique a N grand.

On a vu que la distribution des valeurs propres d'une matrice de I’ensemble GUE
est donnée par :

1<j
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soit f = 2 dans I'équation (1.27). L’idée est que 'on peut récrire le déterminant de

Vandermonde [],_ j()\j — ;) comme un déterminant de polynomes quelconques :
; 1
[IOG =) = det (N71) = ————— det (p;-1(\)) (2.57)

aoay...AN—
i<j 0wl N-1

ou les p;(A) sont des polynomes de degré j et coefficient dominant a; # 0 : p;j(\) =
a;M + .... On peut alors choisir ces polynomes p; de fagon a simplifier les expressions.

On considere la famille des polynémes orthogonaux p;(A) sur R par rapport au
poids gaussien e*’\Q, soit :

/Jroo d)\ 6_)\2 pz()\) pj()\) = 52‘]‘ (258)

—00

et p;(A) de degré j. Les p;(\) sont en fait a une constante pres les polynomes de Hermite
H, :

pu(z) = (270! V/7) " Hy(x) on

o dV [ e (=)™ 72
— (_1\" o7 e | n—2m
H(x) = (=1)" ' —— [e ] nl E:: T 120 (2.59)
Avec cette définition, on a p,(\) = (n‘f) A"+ ... =a, A" + .., donc d’apres (2.57) :
A . a2
A(N) e %07 = Ay det (¢;-1(A)) ol ¢;(\) = e = p;(N) (2.60)

N N [N-
et ot Ay = i/ n!

en fonction des ¢; :

P, Ay) = 77 det (quk 1 (A s ( )) (2.61)

4,J

car det(M) det(My) = det(M,My) et car By (2) A% = 1/(N!).
On définit le “noyau” suivant :

r

Kn(AN) =) dr(N)ow(N) (2.62)

b
Il

Alors (2.61) s’écrit :
1
P()\l,...,AN) = ﬁ det (KN()\i’Aj))lgi,jgN (263)

Du fait de la propriété d’orthogonalité des p;()), les ¢; vérifient :

/+OO dX ¢i(X) 9;(N) = ;5 (2.64)

—00
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Le noyau Ky est symétrique Ky(z,y) = Kn(y,x) et a les propriétés suivantes dues a
(2.64) :

400 +00
/ dr Ky(z,z) = N / dy Kn(z,y)Kn(y,2) = Kn(z, 2) (2.65)

e} o0

Enfin, on va montrer que toutes les fonctions de corrélation peuvent s’écrire
comme un déterminant de Ky (\;, \;) :

Rn()\l, ey )\n) = det (KN()\Z, )\j))lﬁiJSn (266)

En particulier on obtient pour les premieres fonctions de corrélation connexes :

(@)

Now(h) = TiA) = Ra(A) = Kn(A, ) (2.
75()\,>\’) = KN()\,)\’)2 (2.

7)
8

D
=

Montrons par récurrence 1’égalité de I’équation (2.66). Pourn = N ona Ry (Aq, ..., An)
= N!P(Ay, .., An) = det (Kn (N, )‘j))1< j<n comme on a vu plus haut, cf Eq. (2.63). De
plus, on peut écrire la relation de récurrence suivante :

/d)\n—l—l det (KN()\m Aj))lgi,jgnJrl = (N - TL) det (KN(AZ, )\j))lgi,jgn (269)

En effet, par définition du déterminant, on a :

/ g1 det (Ky(Mi Aj))yciionss = D €o / A1 [T K Ao) (2.70)

—A+B (2.71)
ou
A= Z €o /d)\nJrl Kn(Ant1; Ang1) HKN()%)\U(@'))
o t.q. o(n+1)=n+1 i<n
= N det (KN(AZ, )\j))lgi,jgn (272)
B = Z € /d)\n+1 HKN(A%)‘U(Z‘))
o t.q. o(n+1)#n+1 7
=>" > e Kulhig M) [ I ExOidem) (2.73)
k<n o t.q. o(n+1)=k i#10,i1#n+1
oun o(ig) = n+1et o(n+1) = k et ol on a utilisé I"équation (2.65), c’est-a-dire
[ dhni1 Kn(Nig, Ant1) KN (Ans1, M) = Kn(Nig, A) - On introduit alors o/ = 74,41 © 0
Ol Tk 41 st la permutation de k et n+ 1. Alors : o/(n+1) =n+1 et ¢, = —¢, d’ou :
B=-n > €or [H Kn(\;, AU/@)] = —n det (Ky(Ai, M)y ey (2.74)
o’ t.q. o/ (n+1)=n+1 i<n
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On a donc prouvé la relation (2.69) et finalement on a aussi montré (2.66) par récurrence.

Toutes les fonctions de corrélation se déduisent donc du noyau Ky donné par

=

KxON) = 3 N)delV) ot () = e p(N) (2.75)

i

ot les pi(A) sont a une constante multiplicative les polynomes de Hermite. Pour déterminer
le comportement des fonctions de corrélations dans la limite N grand (grande matrice), il
faut donc étudier le comportement asymptotique du noyau et donc de ces polynomes.

2.3.3 Comportement asymptotique

L’étude du comportement asymptotique des polynomes orthogonaux de Hermite et
donc du noyau Ky (A, \') permet d’obtenir celui des fonctions de corrélation a n points. Je
me contente ici de donner les résultats connus, cf [Meh91, TW94], je ne les démontre pas.

e Le cas n = 1 permet de retrouver I'expression de la densité moyenne dans la
limite N grand qu’on avait obtenue par une méthode plus simple de gaz de Coulomb
(le demi-cercle de Wigner, cf (2.26)) :

) ou p*(z) = v2-a (2.76)

™

Kx(\A) 1 *(A
N VN A\UN

e Le comportement a N grand de la fonction de corrélation a n = 2 points peut
également s’obtenir a partir des polynomes orthogonaux. On peut montrer que pour N

grand avec A < VN et A proche de A, ie |\ — | =< ﬁ, on a:
Kn(A ) , sin (77°)
———— ~ K [Npn(AM) (A=A u Kolr] = 2.77
o~ K Ny ()= X ot K] = 2.77)

K (r) est appelé noyau de Dyson ou encore sine kernel, il décrit le comportement
a l'intérieur du support de la densité | — V2N, V2N [ ou “bulk scaling”. Ce régime est
valable pour A\, X' €] — V2N, v2N][ avec |\ — X| < 1/v/N.

Ainsi on trouve le comportement de la fonction de corrélation connexe 75 dans ce
régime :

T N) = KEn(AX)? ~ (Now(N)? {Eee [Non(A) (A = N)]Y° (2.78)

On notera que le scaling |\ — X| ~ 1/+v/N était attendu, en effet on a N valeurs propres
réparties sur un intervalle de longueur ~ v/ N, on s’attend donc typiquement a ce que
les valeurs propres soient séparées de ~ 1/v/N.

e De méme on peut montrer que le scaling au bord ou “edge scaling”, c’est a
dire au voisinage du bord du support de la densité A = vV2N, est donné par le noyau
d’Airy. Pour

1
Ai = V2N + ﬁgi]\f_% avec &; fixé et N grand (2.79)
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on a :

ou Ai(z) est la fonction d’Airy, définie comme la solution de 1'équation différentielle
Ai"(z) = zAi(z) avec condition au bord
1
2/mxl/4

3
5 3
259
63$

Ai(x) pour x — 00 (2.81)

Le scaling (2.79) \; = V2N + %fil\f ~5 indique que les fluctuations de la valeur propre

maximale pres de sa moyenne v/2N sont typiquement d’ordre =< N~/6 ce qui n’est pas
évident a priori.

C’est a partir de ce scaling au bord et du noyau d’Airy que fut démontrée pour la
premiere fois la convergence de la distribution de la valeur propre maximale vers la loi
dite de Tracy-Widom [TW94, TW96| (voir section 3.2).

2.4 EQUATIONS INTEGRALES ET TRICOMI

J’explique dans cette section comment déterminer la solution p(z) d'une équation
intégrale de la forme :

][b dt Pl = g(z) pour tout z € [a,b] (2.82)

olt g(x) est une fonction réelle et { désigne la partie principale de I'intégrale :

Froflo i (7ot [ ) e

Ce type d’équation intégrale apparait tres souvent en théorie des matrices aléatoires, en
particulier avec la méthode du gaz de Coulomb.

Je présente ici deux méthodes pour résoudre (2.82). L'une (présentée section 2.4.1)
utilise un théoreme prouvé par Tricomi [Tri85]. Elle nécessite des calculs d’intégrales avec
partie principale. L’autre méthode (cf section 2.4.2) fait appel a 'analyse complexe, elle
permet d’éviter les calculs d’intégrales mais nécessite de plus ou moins deviner la forme
de la solution.

2.4.1 Théoréme de Tricomi

Selon un théoréme prouvé par Tricomi [Tri85], la solution p(x) de 'équation (2.82)
s’exprime comme une intégrale avec partie principale :

pla) = Wﬁm {C - ][b%%m 9“)}

ou C est une constante arbitraire. On peut en fait montrer que C' est alors I'intégrale de
p:

(2.84)

C= /b dt p(t) (2.85)
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J’ai beaucoup rencontré ce genre d’équations intégrales pendant ma these, il peut
donc étre utile d’avoir en téte la solution pour des choix particuliers de g(z). On notera

b i
o) = £ S g (2.6)
On a alors :
a+b
o) =1 = L) ="
sy=z - L= 0D,
g(z) =2* — Ig(x):<b_a)16<a+b)+(b_8a>x+<a;b)x2—x3
sia>0et g(:p):% — Ig(:p):@—l
g(z)=In|lxr —a| — Ig(:p):a;bJr(a;b—x)ln{b;a]

+ 2vz — avb — xArcCos [ Z: Z] (2.87)

En général, en théorie des matrices aléatoires, on rencontre des équations intégrales
de la forme

e )
][ dt P g(x) pour tout z € Supp|p] (2.88)

ou le support de la densité Supp[p] C R est inconnu. Si on fait I'hypothese que Supp|p| =
R, alors I’équation (2.88) s’inverse directement sous la forme :

1 [*e ¢

o) = —~ a2

w2 J_

pour tout = € R (2.89)

oo t—x

ce qui correspond a la limite a — —o0 et b — 400 dans la solution de Tricomi (2.84).
Dans ce cas —% fj;o dt % est appelée transformée de Hilbert de p.

Cependant treés souvent en matrices aléatoires la fonction g(x) n’est pas intégrable sur
R (par exemple g(z) peut étre polynomiale). Dans ce cas cela signifie que la densité p a un
support fini Supp|p]. Souvent ce sera un support connexe de la forme Supplp| = |a, b]
ol a < b. Dans ce cas on peut résoudre (2.88) par la méthode de Tricomi, la solution
est donnée par (2.84). On détermine a et b avec les conditions spécifiques au probleme
considéré, par exemple la continuité de la densité (cf section 2.1.3). Dans certains cas, on
peut avoir un support non connexe, par exemple de la forme Supp[p] = [a,b] U [¢, d] ou
a < b < c<d. Dans ce cas la méthode de Tricomi ne suffit plus, il faut trouver d’autres
méthodes, comme je 'explique section 11.2.

2.4.2 Equations intégrales et analyse complexe

L’équation intégrale (2.84) peut se résoudre par une autre méthode qui repose sur
I’analyse complexe et marche de facon tres générale mais nécessite de deviner plus ou
moins la forme de la solution. Cette méthode est en particulier développée par Brézin,
[tzykson, Paris et Zuber [BIPZ78] dans le contexte des graphes planaires.
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On cherche a déterminer la densité réelle p(x) a support connexe [a,b] qui est nor-
malisée & 1, ie [ p =1, et qui vérifie 'équation intégrale (2.82) :

][b dt oLt = g(z) pour tout z € [a,b] (2.90)

avec { la partie principale de l'intégrale.
On définit sur le plan complexe la fonction F' :

F(z) = /_+OO dx% pour z € C\ [a, b] (2.91)

o0

La fonction g(z) réelle sur [a,b] est donnée. On cherche p. F' a les propriétés suivantes :

1/ F(z) est analytique partout sur le plan complexe sauf sur le segment réel [a,b] on
elle a une coupure.

2/ F(z) ~ —1 quand |z] — oo.
3/ F(z) est réelle pour z € R\ [a, b].

4/ Lorsqu’on approche de la coupure [a, b] on trouve deux valeurs différentes selon qu’on
vienne d’au-dessus ou d’en-dessous : lim o+ F'(z & i€) = g(z) £ imp(x) pour x € [a, ]
ou p(x) est réelle (& déterminer).

La propriété 2/ est vraie car [ p = 1.

Les quatre propriétés ci-dessus constituent ce qu’on appelle un probléme de Rie-
mann-Hilbert. Selon la théorie de I'analyse complexe, il existe une unique fonction
F(z) qui les satisfait. Si on peut deviner la forme de F alors on a la solution

p(x) = %Im [F(z+1i0")] pour z € [a,b] (2.92)

Par exemple, supposons que g(x) est affine de la forme g(x) = ag + a;z. On doit
donc avoir F(z +10%) = ag + a1z £ imp(x) d’apres 4/. On veut que la partie imaginaire
ait une coupure sur le segment [a,b] et change de signe lorsque z traverse la coupure.
On s’attend donc & ce que p(x) contienne des termes de la forme v/x — a et v/x —b. On
pose :

C

p(x) = ;\/(:p —a)b—x) et F(z) =ao+a1z+c\/(z—a)(z—0b) (2.93)

Quand z — oo on a : F(z) = a9 + a1z + ¢z 1—“—“’—@—1—... or on doit avoir
2z 8z

F(z) ~=1/zpar 2/. Dot : a; = —¢, ap = ¢4, 1 = c%. Donc ¢ = —a; et il ne peut

donc y avoir de solution que si a; < 0, et alors on a a = — %al — Z—T, b= ﬂ/%l — Z—? et

p est bien solution de (2.84).
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En général, avec une coupure [a,b] et g(z) = > ;_,at2* un polynéme en z, p
doit étre de la forme
b—x

r—a

p(x) = M(x) ou M est un polynome. (2.94)

La racine carrée est en effet la fonction analytique sur C\ R_ qui a une coupure sur R_
et dont le saut entre —x + 0" et —z — 40" pour z > 0 consiste en un changement de
signe : v/ —x + 10t = i\/x = —/—x — 0+,

Pour satisfaire la condition 2/, F/(z) ~ —1/z en linfini, il faut que M soit de méme
degré n que g(x). En effet on a

z—>

zZ—a

F(2)=g(z) + 7M(2) (2.95)
Pour identifier les coefficients de M, on développe M (z),/ j%z ~ by 2. by b2

dans la limite z — oo et on identifie les coefficients de sorte que F'(z) ~ —1/z : ap+br, =0

z—b
z—a

pour k € {0,1,....,n} et —1 = b_;. Pour cela on a besoin du développement de

quand |z| = oo :

z—b :1+a—b+(a—b)(3a+b)+(a—b)(5a2+2ab+b2)+O(%) (2.96)

z—a 2z 822 1623
On obtient alors I'expression des coefficients de M tels que p soit bien solution de (2.84).



- Chapitre 3 -

Statistique d’extrémes et valeur
propre maximale

La statistique des valeurs extrémes ou Extreme Value Statistics (EVS) décrit
les fluctuations d’une distribution de probabilité loin de sa moyenne. Elle modélise la
probabilité que des événements extrémes et rares se produisent, dans des contextes
tres variés comme les tremblements de terre, les inondations, la statistique des records
humains, les mutations génétiques ou encore les risques liés aux variations de prix sur les
marchés financiers. Ces nombreuses applications en font un domaine de recherche tres
important.

Dans ce contexte, une question particulierement intéressante est de savoir quelle est
la distribution du maximum d’un ensemble de variables aléatoires Xi,..., Xy.
Dans le cas ou les variables sont indépendantes identiquement distribuées (iid), on sait
que la distribution du maximum dans la limite N — oo tombe dans I'une des trois
classes d’universalité connues sous le nom de Gumbel, Fréchet et Weibull. J’énonce dans
la section 3.1 cette loi universelle pour le maximum de variables iid qui est similaire au
théoreme central limite pour la moyenne de variables iid. Par contre peu de résultats
exacts sont connus en général quand les variables aléatoires sont corrélées. Le cas ou
les X; sont les valeurs propres \; d'une matrice aléatoire est un exemple intéressant de
variables fortement corrélées ot I’on peut calculer la distribution de A = Xmax dans
la limite N — oc.

J’énonce dans les parties 3.2 et 3.3 les résultats connus et ceux que j’ai démontrés
dans ma these concernant la distribution de la valeur propre maximale d'une matrice
gaussienne ou d’une matrice de Wishart. Depuis les travaux de Tracy et Widom [TW94,
TW96], il est connu que la distribution de Ap.x converge dans la limite N — oo vers une
loi dite de Tracy-Widom dans le cas des ensembles gaussiens GOE, GUE et GSE,
cf section 3.2. Depuis, cette distribution est apparue dans des contextes tres variés, pas
seulement en théorie des matrices aléatoires. La distribution de Tracy-Widom décrit les
fluctuations typiques au voisinage de la moyenne de A... Mais on peut aussi s’intéresser
aux événements rares loin de la moyenne, c’est I’étude des grandes déviations, qui est
plus récente. La méthode de gaz de Coulomb permet de déterminer 'ordre dominant de
ces grandes déviations [DM06, DM08, MV09], voir section (3.3.1). Avec des méthodes
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plus complexes, nous avons pu récemment calculer les premieres corrections a 1’ordre
dominant pour la grande déviation & gauche de la moyenne [BEMN10] voir section 3.3.2
et chapitre 13 pour la démonstration, et pour la grande déviation a droite de la moyenne
pour § =2 [NM11], voir section 3.3.3 et chapitre 12 pour la preuve.

3.1 MAXIMUM DE VARIABLES INDEPENDANTES

On suppose que les X; sont des variables aléatoires indépendantes distribuées
selon la méme loi p(z) (variables iid). Selon le théoréme de la limite centrale, si la
moyenne et la variance de X; sont finies, ie m = (X;) < oo et 02 = (X?) — (X;)? < oo,
alors la moyenne empirique X = ZE=tXN des X; converge pour N — oo vers une

. . ¥ . 2 .
variable gaussienne de moyenne (X) = m et de variance %, soit :

X —m) 1 u?
P N<7 =u| — ez quand N — oo 3.1
% - o q (3.1)

La loi gaussienne apparait comme la loi universelle associée a la moyenne de variables
indépendantes.

Si on s’intéresse maintenant non plus a la moyenne X mais au maximum des vari-
ables X;, c’est-a-dire Xy, = max; {X;}, il existe aussi une certaine universalité. Selon
la forme de p(z), la distribution de X, tombe dans une des trois classes d’univer-
salité Gumbel, Fréchet ou Weibull décrites ci-dessous [Gumb58, Gne43] :

e Si p(z) décroit de fagon plus rapide que toute loi de puissance quand =z — oo (par
exemple loi exponentielle, gaussienne, etc), alors Xy., tend vers une loi de Gumbel.
Plus précisément, il existe ay € R et by > 0 tels que :

N—oo

X - —x
lim P {mazia]v < x} =Fi(z)=¢€° (3.2)
N

xT

Par exemple, pour p(z) ~ ¢ *" quand z — oo, avec @ > 0, on a : ay ~ (In N)é et

1
(In N)a 1!
by ~ —l

e Si p(z) décroit comme une loi de puissance, ie p(x) ~ 2~0FY quand x — oo, (lois
a “queues lourdes”, par exemple loi de Cauchy, Student, Pareto, etc), alors X, tend
vers une loi de Fréchet. Plus précisément, il existe ay € R et by > 0 tels que :

lim P

N—oo

Xmax —an
I U
e 7 six >0

0 sixz <0
<]

Pour p(x) ~ 2~0%Y on a ay ~ cste et by o N7

e Si p(x) est bornée, ie p(x) = 0 pour x > 1 par exemple, et p(z) ~ (1 —z)"~! quand
x — 1 avec v > 0, (par exemple loi uniforme sur un segment, loi beta etc), alors X«
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tend vers une loi de Weibull. Plus précisément, il existe ay € R et by > 0 tels que :

el six <0
= F[[[(SL’) = (34)
1 six >0

lim P

N—oo

Xmax — an
— <
[ by B x}

Il existe donc une universalité (en fait trois classes d'universalité) pour le maximum
de variables aléatoires indépendantes. Si des variables aléatoires sont peu corrélées, on
peut se ramener a ce cas-la également. Par contre, si on considere des variables aléatoires
fortement corrélées, on ne sait en général a priori rien dire du maximum. Seuls certains cas
peuvent étre résolus analytiquement - la valeur propre maximale d'une matrice aléatoire
gaussienne en est un exemple important.

3.2 VALEUR PROPRE MAXIMALE D’UNE MATRICE ALE-
ATOIRE : TRACY-WIDOM

Les valeurs propres d’'une matrice aléatoire sont fortement corrélées, la valeur propre
maximale ne tombe donc pas dans I'une des classes d’universalité présentées ci-dessus.
Dans cette section j'énonce la célebre loi de Tracy-Widom pour les matrices aléatoires
gaussiennes et pour celles de Wishart. Cette loi dit que la distribution de la valeur
propre maximale d'une matrice aléatoire gaussienne ou de Wishart tend vers une loi
dite de Tracy-Widom F3 quand N — oo. Cette loi a été démontrée initialement par
Tracy et Widom [TW94, TWO96| pour les ensembles gaussiens GUE, GOE et GSE, et
par Johansson [Joh00] et Johnstone [JohO1] pour les matrices de Wishart. Récemment
j’ai pu dériver [NM11] une preuve plus simple et élémentaire de la loi de Tracy-Widom
pour le cas GUE, voir chapitre 12.

3.2.1 DMatrices aléatoires gaussiennes

Les valeurs propres )\; d’une matrice aléatoire gaussienne sont des variables
aléatoires réelles distribuées selon la loi jointe (cf Eq. (1.27)) :

P(Ar, s Av) = By (8) e 2= T 1A — Al° (3.5)

1<j

Pour f = 1,2 ou 4, cette distribution est celle des valeurs propres d’une matrice aléatoire
gaussienne de l’ensemble GOE, GUE ou GSE respectivement. Cependant on peut de
maniere générale considérer N variables aléatoires \; (que l'on appellera “valeurs pro-
pres” par extension) distribuées selon la loi jointe (3.5) pour un 5 > 0 quelconque.

A cause du déterminant de Vandermonde A(A;) = [[;_;(A; — Ai), les valeurs propres
A; sont fortement corrélées, donc pas du tout indépendantes. Elles se repoussent. La
distribution de la valeur propre maximale \,.. = max; A\; ne tombe donc aucune des
classes d’universalité décrites plus haut (Gumbel, Fréchet, Weibull). En fait, on peut
montrer que la distribution de la valeur propre maximale \,.. tend vers une loi
dite de Tracy-Widom quand N — oo avec un bon choix de scaling au voisinage de la

moyenne v 2N.
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3.2.1.1 Loi de Tracy-Widom f

Les valeurs propres \; d'une matrice aléatoire gaussienne de I'’ensemble GOE, GUE
ou GSE respectivement sont réelles et distribuées selon la loi jointe (3.5) avec f = 1,2
ou 4 respectivement. Dans la limite N — oo , la valeur propre maximale \,., = max; \;
tend, apres un changement d’échelle approprié au voisinage de la moyenne, vers une
variable aléatoire de loi dite de Tracy-Widom :

. )\max -V 2N
lim P

Nevoo W <z| = Fslx) (3.6)

Fs(x) est appelée distribution de Tracy-Widom /. La convergence vers une loi Fj
a été prouvée par Tracy et Widom dans les cas f = 1,2 et 4 [TW94, TWI6] et ils ont
explicité la forme de Fp (voir (3.7) et (3.11)). On s’attend également a ce (3.6) reste
valable pour un S > 0 quelconque, mais on ne connait pas la forme exacte de la limite
Fs(x) en général. On sait seulement a quoi doivent ressembler ses asymptotes en foo.
Dans le cas général g > 0, les \; ne sont plus nécessairement valeurs propres d’une ma-
trice gaussienne mais elles sont distribuées comme en (3.5).
Le scaling en N~'/6 pres de la moyenne de Ay avait été trouvé par Forrester [For93]
lors de I’étude du noyau K au bord (“edge scaling”) qui tend vers le noyau d’Airy, voir
Eq. (2.79) et (2.80).

Dans le cas f = 2 (GUE), Tracy et Widom ont démontré dans un article publié en
1994 [TW94] qu’il y a convergence vers la loi limite F(x) donnée par

Fol) = exp {_ / T(r— ) 2l2) d (3.7)

ou q(x) satisfait '’équation de Painlevé II :

¢"(z) = 2¢°(x) + zq(x) (3.8)

avec condition au bord ¢(x) ~ Ai(z) quand = — oo. Ai(x) est la fonction d’Airy, elle est
la solution de I’équation différentielle
1
Ai"(z) = zAi(z) avec Ai(x) ~ SN e”
q(x) est la solution Hastings-McLeod de Painlevé IT [HM80]. On introduit habituellement
les fonctions F(z) et E(x) :

win

3
*? pour ¥ — 00 (3.9)

F(z) = exp {—% / T —a) () dz} et E(z) = exp [—% / " a2) dz} (3.10)

On a alors F(x) = F?(x).
Dans les cas 8 = 1 et § = 4, ce sont a nouveau Tracy et Widom [TW96] qui, quelques
années plus tard, ont montré la convergence vers les lois F; et F4 suivantes :

Fi(z) = F(z)E(x) .7-"4(2_§ x) == {E(x) + ng) } F(z) (3.11)
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Dans 'article d’origine [TW96], la loi limite qu’ils obtiennent pour 5 = 4 n’est pas tout
a fait F, donnée ci-dessus : au lieu du facteur 2-5 dans la définition, ils ont un fac-
teur 1/v/2, soit finalement : Fy(273 z) = Fy(z/v/?2) ie Fy(z) = F4(2/ z). Cependant,
je pense que c’est une erreur, le facteur doit étre 273 dans (3.11) pour trouver le bon

comportement de F4 dans les limites x — 400 qui peuvent étre obtenues par d’autres
méthodes, cf Eq. (3.18) et (3.22).

La convergence vers la loi de Tracy-Widom (3.6) peut se récrire sous la forme :

1
(Amax — V2N) ~ 7 N8y ot P[x <] = Fsz(z) pour N> 1 (3.12)

La loi de Tracy-Widom P [y < z] = F3(z) est la distribution cumulative de .
La densité de probabilité de x est donnée par P(x = x) = Fj(x). C'est une distribu-
tion asymétrique. On peut déterminer la moyenne et la variance de y numériquement :

=1: (x) ~ —12065 et Var(xy) ~ 1.6078
B=2: (x) ~ —17711 et Var(y) ~ 0.8132 (3.13)
f=4: (x) ~ —2.0552 et Var(y) ~ 0.4109

3.2.1.2 Comportement de F3 en +0o0 (queue droite)

Le comportement asymptotique en +oo se déduit directement des conditions au bord
imposées dans la définition de Fp : ¢(x) ~ Ai(zr) quand x — oco. Le développement en
+o0o de la solution Hastings-McLeod de Painlevé 11 ¢(x) donne :

Nlce

2
e 3% 5 3
q(r) = NI [1 +mer T O(x )] pour z — 0o (3.14)
_4,3
e 3" 35 _3
F(z) = 1—m [1—@—1—0(3: )} pour x — 00 (3.15)

e_gx% 41
Ex) =1 [ -

_ _ -3 q
I/ pr +O(x )} pour & — 00 (3.16)

On en déduit donc en particulier a 'ordre dominant quand z — oo :

Nl

2

NI

|- F ‘< _F ki

(@) AT/t 2(2) ~ Jgrzar
Ces comportements asymptotiques sont en accord avec le résultat récent de L. Dumaz
et B. Virag [DV11] qui ont montré par une méthode probabiliste (en se ramenant au
calcul d'un temps d’explosion pour un processus stochastique) que pour tout g > 0 la

distribution de Tracy-Widom se comporte en +oo comme :

(3.17)

[N

e~ 5Pz

1= Fp(2) =Plx 2] ~es —z5-

quand x — 00 (3.18)

ol cg est une constante qui dépend de 3.
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3.2.1.3 Comportement de F3 en —oco (queue gauche)

La limite £ — —o0 est beaucoup moins évidente a analyser. Récemment, Baik, Buck-
ingham et DiFranco [BBDO§| ont déterminé le comportement asymptotique de Fj
en —oo. Dans leur article, ils utilisent la notation Fj pour la loi de Tracy-Widom. La
correspondance est la suivante : Fy (z) = Fo(x) et Fy(z) = F4(275 ). On notera que
leur F; n’est pas non plus tout a fait le méme que celui de Tracy et Widom dans [TW96].
Par contre les fonctions F'(x) et E(x) ci-dessous sont celles définies Eq. (3.10). Ils ont
montré que pour r — —o0 :

—aql2l? 3
_ o esd(-n £ 2 ~6
F(z) = 25se? |z[1/16 1+ 27| [3 —O—O(|x‘ )

11 ,.43/2 1
E(x) = 2"1¢ svil® / (1—7—1—0 -3 ) 3.19
(@) =2te TN PR G 3.19)

ou ((s) est la fonction Zeta de Riemann. Ainsi on en déduit pour x — —oo :

1 1
o Hilelt— g lal®?

1 _
fl(ZL'):Tl |{L‘|1/16 (1—W+O(|{L‘| 3))

e~ sl 3 _

26‘l’|3

e lalP+ G2 /2

1 _
Fute) = — (1+ g O (617) (320

ou les constantes 73 sont données par :

1

.

37 1

(D =991 8D g = 97 e3¢ (3.21)

o
=

™ =2 e

On notera que le choix de définition de Fp étant légerement différent de Fz dans 'article
de Baik, le 74 n’est pas tout a fait le méme que le leur. Mon choix de Fj (cf Eq. (3.12))
correspond a une description unifiée des lois de Tracy-Widom pour tous les 5 (sans ajout
de facteur dépendant de § dans la distribution de Apax)-

Pour un g > 0 quelconque, grace a une méthode développée par Bertrand Eynard,
nous avons pu montrer récemment [BEMN10] (avec B. Eynard, G. Borot, S. N. Majumdar
et moi-méme) a partir de 'étude des grandes déviations de la distribution de Ay, voir
chapitre 13, que :

—1)|z[3/2

pour x — —o0 (3.22)

ol 73 est une constante donnée par :

In7y = (g - g (g + %)) n2— mfw) - ln<§/2) - g (% - C’(—l))

YE > s [60 coth(o/2) — 12 — 02}

557, 1202(ef7/2 — 1)

ou g est la constante d’Euler. Pour § = 1,2, 4 on retrouve (3.20) et on peut vérifier que
les valeurs de 743 sont bien les mémes que (3.21).

(3.23)
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3.2.2 Matrices de Wishart

On a vu, cf (1.64), que les valeurs propres d’une matrice de Wishart (définie section
1.4.2) sont réelles positives et distribuées selon la loi jointe :

N
B ) B _ _
P(A, ooy Ay) = Ky e 2 2 ||)\,§(M N+ [T — A (3.24)

k=1 i<j
La densité moyenne py(A) dans ce cas a un support fini [x_N,z;N| ou zx =
2
(ﬁ + 1) avec ¢ = N/M, ¢ < 1, voir (2.42). La moyenne de la valeur propre maxi-

male est donnée par la borne supérieure du support de la densité (Apax) ~ 2 N pour N
grand.

Johansson [Joh00] et Johnstone [JohO1] ont montré indépendamment que la distri-
bution de )\, tend vers la distribution de Tracy-Widom dans la limite N — oo :

(Amax — T4 N) ~ cé x_% N3 x ou P[x <z] = Fs(x) (3.25)

pour $ = 1 dans le cas réel, § = 2 dans le cas complexe. Pour g = 1, F; est définie Eq.
(3.11) ; pour 8 = 2, F; est définie Eq. (3.7).
Quand ¢ =1, ie M = N, on a donc :

(Amax — 4N) ~ 2% N3y o Py < 2] = Fs(x) (3.26)

La moyenne de Ay est donnée a ’'ordre dominant en N par z IV, soit 4N pour ¢ = 1.
Les fluctuations typiques pres de cette moyenne sont d’ordre =< N3, soit des fluctu-
. . 1 . N
ations relatives d’ordre < NN/ =< N23. On peut comparer avec le cas gaussien ou

1/6

les fluctuations étaient en N~/° mais avec une moyenne en < v/ N d’ou des fluctuations
N—1/6

relatives en < N = N~2/3 comme pour les matrices de Wishart.

3.3 GRANDES DEVIATIONS DE Ay«

La distribution de Tracy-Widom décrit les fluctuations typiques de \,,.. pres
de sa moyenne sur une échelle < N~/6 (ou N'/? dans le cas de Wishart) de méme
que la loi de Gumbel (ou Fréchet ou Weibull selon les cas) décrit les fluctuation typiques
du maximum d’un ensemble de variables aléatoires iid.

On peut aussi s’intéresser aux queues de la distribution qui représentent les fluctua-
tions atypiques, les événements rares. Ces queues ne sont pas décrites par la méme
loi. il faut les étudier séparément, ce sont les “grandes déviations”.

Les grandes déviations sont connues a 1’ordre dominant, elles ont été calculées par la
méthode de gaz de Coulomb [DM06, DM08, MV09]. J’explique dans la premiere sous-
partie 3.3.1 comment on peut les obtenir avec cette méthode de gaz de Coulomb. Mal-
heureusement l'ordre dominant obtenu ainsi donne seulement un équivalent logarith-
mique de la distribution de Ay« loin de sa moyenne. Récemment nous avons pu calculer
les premieres corrections a 1’ordre dominant, obtenant ainsi un véritable équivalent de la
distribution pour N grand, voir sections 3.3.2 et 3.3.3. Pour la grande déviation a gauche
de la moyenne, c¢’est un travail en collaboration avec G. Borot et B. Eynard [BEMN10]
qui est valable pour tout 3 > 0, voir section 3.3.2 et chapitre 13 pour la démonstration.
Pour la grande déviation a droite, j’ai pu adapter une méthode de polynomes orthogo-
naux pour le cas f =2 (GUE) [NM11], voir section 3.3.3 et chapitre 12 pour la preuve.
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3.3.1 Ordre dominant : gaz de Coulomb

Dans cette partie, j'explique comment calculer les grandes déviations de la distribu-
tion de Apax & 'ordre dominant quand N — oo, pour une matrice gaussienne, par la
méthode du gaz de Coulomb.

Les valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne sont distribuées selon la loi
jointe donnée Eq. (1.27). La distribution cumulative de la valeur propre maximale, soit
Py (Amax < y) = P (N <, Vi), s’écrit par définition :

Y Y
[PN (Amax S y) = / d)\l/ d)\N P()\l, .oy )\N) (327)

Dans la limite ot N est grand, on s’attend & ce que Ay, < VN (cf (2.15)). En
particulier on écrit y = sv/N.

On s’attend aussi a ce que la densité adimensionnée, définie Eq. (2.10) par p(z) =
* Ziil § (r — ;) oit 2; = A\;/v/N, ait une limite finie continue quand N — oco. Dans
ce cas on peut écrire la distribution des valeurs propres sous la forme, cf Eq. (2.18) et
(2.17) :

1 2 2
P, oo Ay) = o e PN Balel o) (3.28)
Iy
ou 'énergie effective est une fonctionnelle de la densité continue p(x)
1 s s . , s .T}2
Eqp] = ~3 dx dx’ p(x) p(x)In|z — 2’| + dx p(x) 5 (3.29)

Les intégrales vont ici de —oo a s et non +oo du fait de la contrainte Ap., < svV'N.
E[p] est I'énergie effective d'un gaz de Coulomb (ie avec interaction logarithmique
In |z — 2'|) dans un potentiel externe quadratique z%/2 et en présence d’un mur en
xr = s qui comprime le gaz vers la gauche.

L’intégrale multiple (3.27) s’écrit alors comme une intégrale fonctionnelle sur p que
I’'on peut calculer par méthode du col dans la limite N > 1 :

P (Amax < 3\/N> x / Dp] e PN Bslbl o AN Eslee] (3.30)

L’intégrale fonctionnelle est dominée dans la limite N — co par le minimum de 1’énergie
effective E4[p.], ie p. est la densité qui minimise 1'énergie effective E,.

Dans la limite N grand, on est donc ramené a un probleme de gaz de Coulomb a
température nulle (ou température inverse SN? — 0 quand N — oo). Les charges de
ce gaz de Coulomb sont placées dans un potentiel externe quadratique V(x) = %
(cf eq. (3.29)) et en présence d’un mur en = = s : toutes les charges sont sur la

demi-droite | — oo, s].

En 'absence de contrainte, ie dans le cas s = +00, on a vu plus haut que la densité
moyenne p est le demi-cercle de Wigner centré en 0 et de rayon v/2, donc & support
[—v/2,v/2], cf (2.26). On comprend bien physiquement que I’effet sur les charges va
étre trés différent selon que le mur s est a droite ou & gauche de V2. Si s > /2,
la densité de Wigner est entierement a gauche du mur, les charges vont étre tres peu
perturbées par ce mur. Au contraire si s < v/2 le mur va forcer les charges a se déplacer
vers la gauche, le couit énergétique sera beaucoup plus important.
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3.3.1.1 Branche gauche : s < /2

On suppose dans cette partie que s < /2. Le mur comprime les charges vers la
gauche. La densité p. décrit la répartition moyenne des charges a température nulle en
présence du potentiel V(z) = 12—2 et du mur en z = s. Comme s < v/2 et que le support
de la densité en absence de mur est [—+/2,1/2], on s’attend & une accumulation des
charges prés du mur et donc a un support de la forme [a,s[ ol a < s est &
déterminer.

La minimisation de (3.29) avec contrainte [ p. = 1 (normalisation de la densité p,)
s’écrit pour z € [a, s] :

o OLElPl+ po (f pe = 1)]

s 2
= —/ dx’ p(z")In|z — 2| + 4 Ho (3.31)

Ip(x) ~ a 2
P=Pc
On dérive (3.31) par rapport a « :
S /
][ dx’ pel ), =2x pour x € [a, s| (3.32)
u r—z

olt # désigne la partie principale de I'intégrale, cf (2.83). Cette équation se résout par la
méthode de Tricomi, cf 2.4, on trouve :

pel) = ﬂ\/atiz\/m {1 — 2+ a;8x+ (s _8a)2 (3.33)

Ici on s’attend a p.(a) = 0 par continuité de la densité en a (p.(x) = 0 pour x < a). Par
contre la présence du mur en s force les charges a s’accumuler pres de ce mur, il n'y a
aucune raison pour que la densité s’annule pres de x = s. Au contraire on va voir qu’en
fait elle diverge en s. La contrainte p.(a) = 0 impose a? — 22 — (8 +a?)% = 0, soit comme

3 3=
a<s.:. 2
_ 5 _ 2 /256 4
a=3 33+ (3.34)

et la densité se récrit alors :

pela) = V=2 (5_“ —x) (3.35)
TS — X 2
On reporte ensuite dans (3.31) pour calculer g :
3a®> as 3a2+1( )(3a + 5)1 —a+s (3.36)
=———-————+-(a—s)Ba+s)n .
S T T TR 1

puis on revient a E[p] (3.29) dans laquelle on remplace p par (3.35) et on utilise (3.31) :

(3.37)

3 2 ¢t s bs 1 1
=t (o 2 ) VeS| (s + Ve )
8+3 <108+36) + s 211{6 s+ + s ]
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On obtient donc pour la distribution de A\, P ()\max < sv N) ox 6*5N2Es[pc}, soit une

fois bien normalisée :
P (Amax < sVN) m e ¥ ot 4 (s) = Bylp] — Eyalp] pours <v2  (338)

La normalisation est en effet donnée par 1’énergie du gaz de Coulomb en absence de mur,

donc pour une densité égale & la densité de Wigner, ie pour s = v/2 = —a. Finalement,
on trouve
b (s) 52 st s3 +58 6 52 1 ( " ) + (3.39)
(§)=7——=—| — V s——n s+ V6 — .
3 108 108 36 \/_ 2

On retrouve 'expression démontrée initialement dans larticle [DM06, DM08]. On notera
que le signe ~ dans ’équation (3.38) signifie ici que I'on donne un équivalent logarith-

mique, en réalité on a : InP ()\max < 5\/N> ~ —N29_(s).

3.3.1.2 Branche droite : s > /2

Pour calculer ce qui se passe a droite, il est plus simple de considérer directement la
densité de probabilité de A\ = ¥ :

+oo +o00o
P = 1) = / M. / NP, ) 5O — 3) (3.40)

o0 [e.9]

Le gaz de Coulomb associé est maintenant celui de N charges dans un potentiel
confinant V(z) = %2 avec une charge contrainte de rester éloignée a la position
y > v/2N. Dans ce probleme il n’y a plus de mur mais on tire de force une charge loin
de la mer des autres charges (leur position d’équilibre).

L’énergie effective des N charges donnée Eq. (2.9) s’écrit ici :

Ex[{A}] = =D In|h— N+ Z%

i<j

y? )2
= S =AY T > W

i#max i#max 1<j,%,j#max

Le cotuit énergétique pour éloigner une charge a la position y, par rapport a ’énergie
de repos Ex|[pn] est donc donné par :

y? V2N
AR =L - N/ A pn(A) In fy — A (3.41)
2 Vory
ou py(N) = 7% est le demi-cercle de Wigner (cf Eq. (2.26)), c’est la densité des

charges non perturbées, ie en ’absence de contrainte. Finalement avec le scaling typique

)\typwx/ﬁety:sm,ona:

2 V2
AE(y:sm)NN{——/fdxp(x) ln|s—x|+cste} (3.42)
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N /2— 2 . . . . \
ou p(x) = % Pour la normalisation, comme dans le cas s < v/2, on doit soustraire &
AFE sa valeur en s = v/2. On trouve alors :

P(Amax = y) = e_BNw+<\/y_ﬁ> pour s > /2 (3.43)
ou encore (la dérivée ne change rien a l'ordre dominant) :
Pyv(Amax < y) & eﬁNm(ﬁ) pour s > V2 (3.44)

avec 14 (s) = (AE(S\/N) — AE(\/W)) /N donné par :

wg@:?[@ +ln{\/%7—\/?} pour s > /2 (3.45)

et qui a été obtenu initialement par S. N. Majumdar et M. Vergassola [MV09] (en fait ils
ont obtenu une expression en termes de fonction hypergéométrique mais cette expression
se simplifie pour redonner (3.45)). A nouveau dans les équations (3.43) et (3.44), le signe
~ signifie équivalent logarithmique.

3.3.2 Branche gauche : premieres corrections

Avec la méthode de Bertrand Eynard et Gaétan Borot (cf chapitre 13), nous avons
pu calculer [BEMN10] les premiers corrections a l'ordre dominant pour N — oo de la
grande déviation a gauche de la moyenne de la valeur propre maximale d’une
matrice gaussienne : A < V2N. Nous avons retrouvé l'ordre dominant, cf section
3.3.1.1 et nous avons aussi obtenu les premieres corrections.

La méthode de B. Eynard permet de calculer la grande déviation sous forme dun
développement en puissances de N [BEMN10] :

P (Amax = Y) ~ eiq}N(ﬁ’ﬁ> pour y < V2N, |y — V2N| = O(V'N) (3.46)
On (B, 5) = BN?P_(5) + N(B — 2)®1(s) + ¢ In N + Bo(8, 5) (3.47)

avec l'ordre dominant v¢_(s) donné Eq. (3.45) et les premieres corrections données ex-
plicitement au chapitre 13, cf Eq. (13.122) et (13.124). Ici les notations sont celles que
j'utilise dans toute cette these, mais les notations de l'article [BEMN10] sont un peu
différentes : le 8 utilisé dans 'article est égal a /2, en particulier le GUE correspond a
£ =1 dans l'article au lieu de g = 2.

Si on regarde ce qui se passe pres de la moyenne, on s’attend a ce que la grande
déviation se “recolle” bien avec la branche gauche de Tracy-Widom F3 (z —
—00) qui décrit les fluctuations typiques au voisinage de la moyenne. On pose y, = v2N+
% N~ z et on développe la grande déviation ® (4, y/v/N). On obtient alors [BEMN10]
'expression donnée en (3.22) :

o5 (§) g
Pn (Amax < Yz) ~ T3 3 pour x — —00 (3.48)
|x|§(37—5)
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ou 7 est une constante donnée par (3.23). Pour § = 1, 2,4, (3.48) redonne les expressions
obtenues de facon tres différente par Baik et al pour la queue gauche de Tracy-Widom,
cf Eq. (3.20). Pour 8 > 0 quelconque, cela donne le comportement asymptotique en —oo
de Fp(x) qui est une fonction mal connue pour g ¢ {1,2,4}.

3.3.3 Branche droite : premieres corrections

Pour la branche droite de la distribution de Ay, i€ Amax > V2N avec Ay — V2N =
O(V/N), ordre dominant pour N > 1 est donné Eq. (3.44), mais les corrections & 'ordre
dominant ne sont a ma connaissance pas connues pour 3 quelconque. Dans un article
récent [NM11], j'ai calculé les premieéres corrections pour la branche droite de la
distribution de )\, pour le cas GUE, ie § = 2 grace a une méthode de polynomes
orthogonaux inspirée de techniques développées dans le contexte de la chromodynamique
quantique (QCD), cf chapitre 12. J’ai montré que pour g = 2 :

VN e e ()

P (Amax =) ~ omv2 (g — 2)

pour y > V2N | ’y— \/ﬁ’ = O(VN) (3.49)

ou ¢, est donné Eq. (3.45).

A nouveau, on peut vérifier que la grande déviation se recolle bien avec Tracy-
Widom si on regarde ce qui se passe pres de la moyenne. On pose y, = V2N + % N6z
et on développe la grande déviation ci-dessus. On obtient alors [NM11] 'expression
donnée en (3.18)

Nl

4
g
1 —-Pn ()\max < ym) ~ W

C’est bien la branche droite (x — o0o) de la distribution de Tracy-Widom Fa(x), cf Eq.
(3.18).

(3.50)

3.3.4 Matrice de Wishart : ordre dominant

Avec une méthode de gaz de Coulomb, on peut calculer les grandes déviations de la
distribution de la valeur propre maximale d’une matrice de Wishart [MV09].
Pour ¢ =1 (M = N), on peut montrer que :

e AN o-(%) pour y < 4N
P (Mnax = Y) = o (2 et [y —4N| = O(N) (3.51)
e ANo+ (%) pour y > 4N

ou la grande déviation a gauche est donnée par

¢(g:_hn@)—i+§—g (3.52)

et celle a droite par :

(3.53)
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- Chapitre 4 .

Marcheurs aléatoires vicieux

On considere un modele de N marches aléatoires a une dimension qui ne se
croisent pas. Ce modele fut introduit dans sa version continue (mouvements brown-
iens a 1D) par de Gennes [dG68] puis discrete (marches aléatoires sur réseau 1D)
par Fisher [Fis84]. C’est Fisher qui donna son nom au modele, celui des marcheurs
aléatoires vicieux ou vicious walkers. L’idée était de considérer des marcheurs ivres,
donc avancant ou reculant de facon aléatoire, qui se déplacent une arme a la main et
s’entre-tuent lorsqu’ils se rencontrent : ils sont méchants ou “vicieux”. On s’intéressera
ici toujours au cas ou les marcheurs ont survécu jusqu’au temps considéré, c’est-a-dire au
cas de marcheurs ne se croisant pas. Lorsque je parlerai de marcheurs vicieux, il sera ques-
tion sauf mention spécifique de ces marcheurs évitants (ie vicieux qui ont survécu). Ce
modele de marcheurs vicieux est tres intéressant a la fois car il décrit bien de nombreuses
situations physiques, cf section 4.1, et a la fois car on peut montrer que la distribution
des positions de ces marcheurs a un temps donné est la méme que la distribution des
valeurs propres d’'une matrice aléatoire.

J’explique d’abord dans quel contexte est apparu ce modele, voir section 4.1, et je
donne en particulier divers exemples de situations physiques qui peuvent étre décrites
par ce modele (lignes élastiques fluctuantes, transition de mouillage, interfaces entre
différentes phases pres de la transition commensurable/incommensurable, surfaces vic-
inales de cristaux, etc). Dans la section 4.2 j'introduis quelques notions fondamentales
sur le mouvement brownien. En particulier, j’introduis I'intégrale de chemin et le for-
malisme de Feynman-Kac, des outils tres utilisés par les physiciens. La section (4.3) est
consacrée aux marcheurs vicieux, plus précisément aux mouvements browniens vicieux.
Je montre comment utiliser la technique de Feynman-Kac pour calculer la distribution
des positions des marcheurs vicieux a un temps donné.

4.1 CONTEXTE HISTORIQUE ET PHYSIQUE

Initialement, Pierre-Gilles de Gennes [dG68] introduisit et étudia un modele de
lignes élastiques fluctuantes a 2 dimensions (2D) étirées selon une direction
par une force (tension) externe, pour modéliser la structure lamellaire observée dans

57



58 Chapitre 4. Marcheurs aléatoires vicieux

Figure 4.1 — Structure lipidique en milieu acqueux : structure en bicouche (1) ou micelle
(2). Les lipides ont une téte hydrophile (disque rouge P) et une queue hydrophobe (ligne
ondulée bleue U). En milieur acqueuz les lipides s’organisent en structures telles que les
tétes hydrophiles soient en contact avec l'eau (en rose sur le schéma) mais pas les queues
hydrophobes. [source : WikimediaCommons ou Nupedia/

certaines solutions lipide-eau. En milieu aqueux, les lipides, généralement constitués
d’une téte hydrophile et d’'une queue hydrophobe, s’organisent spontanément sous forme
de micelles ou de structure en bicouche, cf Fig. 4.1. Par exemple, la membrane d’une
cellule biologique est constituée d’une bicouche lipidique. Dans certains systemes lipide-
eau, on observe une structure lamellaire, avec alternance de fines couches de lipides et
d’épaisses couches d’eau. De Gennes a proposé de modéliser ces systemes par des lignes
¢lastiques ne se croisant pas : les lignes repésentent les fines couches de lipides, elles
séparent les épaisses couches d’eau.

Pour simplifier, il suppose qu’il n” y a pas d’interaction entres les lignes mais qu'une
force de tension les étire selon une direction privilégiée (Ox). Si la force de tension est
constante égale a A, alors 'énergie d’une ligne élastique de position h(x), pour 0 < z < L,
est donnée par :

El{h(2)}] :/Agx.dng/oLdu/H <%)2 :cste+§/ode (3—2)1... (4.1)

ol d5 est I’élément de longueur le long de la ligne, ie s est I'abscisse curviligne : ds? =
dx?® + dh®. La derniere égalité est une approximation valable quand les fluctuations sont
assez faibles, c¢’est-a-dire quand }%} < 1.

A 1 équilibre thermodynamique a température inverse B (ensemble canonique), la dis-
tribution de la configuration d’une ligne élastique {h(z),0 < z < L}, ou h(x) est la po-
sition de la ligne a I’abscisse x, est donnée par le poids de Boltzmann :

1 _ 1 _ga L, (dn\?
P{h(z)}) = = e PEUR@Y = — =85 Jy d= (3) (4.2)
Z A
h(z) est donc un mouvement brownien & 1D ou x joue le role du temps, comme ex-
pliqué section 4.2. Le modele de de Gennes consiste donc en un ensemble de mouvements
browniens 1D dont les positions ne se croisent pas, les h;(x) ou i est I'indice associé a
la ™€ ligne élastique lipidique, ¢’est le modele des marcheurs vicieux en version continue.

Fisher a étudié [Fis84] divers modeles de marcheurs aléatoires a 1D, “inoffensifs”
(“harmless”) c’est a dire pouvant se croiser, ou “vicieux” (“vicious”) donc s’entre-tuant
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Mur

Figure 4.2 — (a) Mouillage de l'interface mur/qgaz A par un liquide B : mouillage partiel
(en haut) ou complet (en bas). (b) Mouillage de l'interface entre deux phases A et C par
une phase B : mouillage partiel (en haut) ou mouillage complet (en bas). Dans le cas
du mouillage complet, on obtient deux interfaces qui peuvent étre modélisées par deux
marcheurs vicieuz. [source pour (b) : Fisher [Fis84]]

des qu’ils se rencontrent, et en présence ou non d’un mur. Il s’est intéressé en particulier
a la probabilité de réunion des marcheurs apres un certain temps, a la distribution des
positions des marcheurs a un temps donné ou encore a la probabilité de survie dans le
cas des marcheurs vicieux. Il applique ses résultats a la physique des transitions de phase
de mouillage, de fusion ou encore de la transition commensurable/incommensurable.

Si on a un gaz A au-dessus d’un substrat C solide et qu’on dépose quelques gouttes
d’un liquide B sur le substrat (“mur”), il peut alors y avoir deux types de mouillage :
il y aura mouillage partiel si le liquide B reste sous forme de gouttes, le gaz A reste alors
en contact avec le substrat sur certaines zones; il y aura mouillage total si le liquide
B s’étale jusqu’a recouvrir completement le substrat et former une couche qui sépare le
substrat du gaz A, voir Fig. 4.2. Le passage de I'un a l'autre constitue la transition de
mouillage. On peut aussi considérer un systeme multiphase 2D ou l'interface fluctuante
entre deux phases A et C peut étre mouillée par une phase intermédiaire B. Dans le
régime “mouillé”, on observe donc une succession de trois phases A, B, C séparées par
deux interfaces fluctuantes ne se croisant pas, voir figure 4.2. Ces interfaces peuvent étre
modélisées par deux marcheurs aléatoires vicieux.

On suppose maintenant qu’un gaz atomique est en équilibre au-dessus d’un substrat
solide et que des atomes de gaz peuvent étre adsorbés par la surface cristalline. Ce peut
étre par exemple de 'hydrogene dissocié adsorbé sur un cristal ferreux. On obtient alors
une phase “commensurable” lorsque les atomes de gaz s’ordonnent sur la surface suiv-
ant la périodicité du cristal. Par exemple, si a est la maille du réseau cristallin, donc a est
la périodicité du potentiel cristallin, et si les atomes de gaz sont déposés régulierement
espacés d'une distance pa ou p est un entier, alors c¢’est une phase commensurable. Selon
le choix du sous-réseau sur lequel sont déposés les atomes de gaz (périodicité pa), il y
a p phases p-commensurables possibles, cf Fig. 4.3. Dans la phase incommensurable,
les p phases commensurables coexistent séparées par des murs de domaine. Si on a ini-
tialement une phase p-commensurable de type A, lorsque 1’on approche de la transition
commensurable/incommensurable, on observe la formation de bulles ou apparais-
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A B
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
A
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Figure 4.3 — Atomes de gaz (disques rouges) adsorbés a la surface d’un cristal. La
sinusoide représente le potentiel périodique du solide cristallin. Ici sont représentées
les trois phases 3-commensurables (ie p = 3) A, B, C pour lesquelles la périodicité des
atomes adsorbés est 3a ou a est la période du potentiel cristallin. La double barre verticale
indique 'interface entre deux phases commensurables.

(a) (b)

Figure 4.4 — (a) Prés de la transition commensurable-incommensurable, on observe des
“pastéques”, ie des bulles de phases commensurables B, C' au milieu d’une phase A. (b)
Dans la phase incommensurable, on observe une succession de phases commensurables

A, B, C, A, etc.

sent successivement les (p — 1) autres phases commensurables B,C, etc. Elle forment
ainsi des configurations de “pastéeques” faites d’interfaces fluctuantes sans intersection
sauf aux bords ou elles se rejoignent toutes, cf Fig. 4.4 (a) : on peut les décrire par un
modele de phases séparées par des interfaces, des marcheurs vicieux conditionnés a se
réunir aux deux bords [SMCRFO08]. Dans la phase incommensurable, on observe une suc-
cession de couches commensurables A,B,C, etc. séparées par des interfaces fluctuantes
qui ne se croisent pas, cf Fig. 4.4 (b) : on peut les modéliser par des marcheurs vicieux
sans conditions au bord.

Ce modele de marcheurs vicieux se rencontre également dans d’autres contextes, en
particulier dans le contexte des surfaces vicinales de cristaux [RE05, Ein03]. Une
surface vicinale est obtenue en coupant un cristal selon un petit angle par rapport a
un de ses plans de symétrie. Du fait de la structure périodique discrete du cristal, on
obtient alors une succession de terrasses séparées par des marches irréqulieres, voir Fig.
4.5. Vues du dessus, ces marches peuvent étre décrites comme des marches aléatoires
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Figure 4.5 — Surface vicinale d’un cristal : terrasses obtenues en coupant un cristal
selon un petit angle par rapport a son azxe de symétrie [Source : simulation Monte Carlo
par Einstein [Ein03]]

1D sans intersection (car les terrasses sont a hauteur constante), des marcheurs vicieux.
Cependant, dans ce systeme, l'interaction entre les marches n’est pas négligeable, elle est
inversement proportionnelle au carré de la largeur des terrasses.

Enfin on notera que le modele de marcheurs vicieux sur réseau de dimension d (on a
supposé jusqu’ici et on supposera toujours d = 1 dans la suite) est équivalent & un modele
de polymeres dirigés sur réseau de dimension d + 1 [EG95] (la dimension ajoutée corre-
spond au temps pour les marcheurs vicieux). Il existe également un lien tres étroit avec
des modeles de croissance stochastique comme le “polynuclear growth model” [FP06].

Considérant un modele de marcheurs aléatoires vicieux, dans sa version discrete ou
continue, on peut se poser diverses questions, par exemple quelle est la probabilité de
survie des marcheurs au temps ¢t 7 ou encore quelle est la probabilité de “réunion” de
ces marcheurs au bout d’un temps ¢ 7 Ce sont les questions auxquelles se sont intéressés
Huse et Fisher [HF84, Fis84] ainsi qu'Essam et Guttmann [EG95]. Bray et Winkler
[BWO04] ont calculé la probabilité de survie pour des marcheurs vicieux dans un potentiel
harmonique. Cardy et Katori [CK03] ont également étudié la probabilité de survie de
marcheurs vicieux mais pour un modele plus complexe ou les marcheurs sont regroupés en
p familles, les marcheurs d’une méme famille étant inoffensifs les uns avec les autres mais
deux marcheurs issus de familles différentes étant vicieux entre eux. On peut également
se demander, si on suppose que les marcheurs ont tous survécu jusqu’au temps t, quelle
est la distribution transverse des marcheurs a ce temps t?

Il se trouve que la distribution transverse des marcheurs vicieux a un temps donné*
suffissamment loin des bords est identique a celle des valeurs propres d’'une matrice
aléatoire gaussienne. Cette correspondance avec les matrices aléatoires a été montrée
par K. Johansson [Joh02] dans le cas de N mouvements browniens 1D ne se croisant pas
(version continue) considérés au temps 7', et avec conditions au bord périodiques : les
N mouvements browniens démarrent (au temps ¢ = 0) et finissent (au temps ¢ = 27))

1. en supposant que les marcheurs ont survécu jusqu’a ce temps
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aux memes positions 0,1, ..., N — 1. Johansson utilise pour cela la technique de Karlin-
McGregor [KM59], qui permet d’écrire la probabilité que N particules suivent un pro-
cessus stochastique depuis des positions initiales données iq,...,15 vers des positions
finales données 7y, ..., jy sans jamais se croiser comme un déterminant des probabilités
de transition P, j,.
Katori et Tanemura [KT02] ont étudié la distribution transverse de N mouvements
browniens contraints de commencer a la méme position a t = 0 et de ne pas se croiser
jusqu’au temps 7T'. Ils ont montré que si 7' — oo, alors la distribution transverse des
positions des marcheurs a un temps ¢ fini est donnée par la loi jointe des valeurs propres
d’une matrice GUE, voir (1.27) avec § = 2. Au contraire, si t = T, on obtient la loi des
valeurs propres de 1’ensemble GOE, voir (1.27) avec = 1. Ils utilisent pour leur preuve
la méthode de Lindstrom-Gessel-Viennot [Lin73, GV85] qui permet d’énumérer les
classes de partition planaire et repose en particulier sur 1’observation que le nombre de
configurations de N chemins ne se croisant pas qui relient deux ensembles de N vertex
peut s’exprimer comme un déterminant. Ils ont également étudié le cas d’excursions
browniennes, c¢’est-a-dire des marcheurs vicieux en présence d’un mur [KTNKO03].

4.2 MOUVEMENT BROWNIEN 1D

Dans cette partie je définis le mouvement brownien standard ainsi quune version
généralisée du mouvement brownien que j’appellerai mouvement brownien “avec poten-
tiel” et qui est aussi un processus stochastique markovien. Je montre ensuite comme
calculer la distribution marginale de la position a un temps donné ainsi que la proba-
bilité de transition pour ces processus markoviens. Pour cela, j'introduis 'intégrale de
chemin et le formalisme de Feynman-Kac, qui permet de transformer le probleme clas-
sique de mouvement brownien “avec potentiel V7 en un probleme quantique pour une
particule dans un potentiel V.

4.2.1 Définition du mouvement brownien

4.2.1.1 Mouvement brownien standard

Le mouvement brownien standard ou processus de Wiener réel a 1D est un
processus stochastique {z(t) };>0 continu tel que :
— pour tous t > u, 'accroissement (x(t) — z(u)) est indépendant du processus passé
{z(T)o<r<u} (propriété de Markov).
— pour tous ¢t > u, I'accroissement (z(t) — z(u)) est une variable aléatoire gaussienne
de moyenne nulle et variance (t — u) (accroissements gaussiens et stationnaires).

On appellera mouvement brownien standard usuel le mouvement brownien con-
sidéré sur un temps [0, 7], qui démarre a une position fixée x(0) = xo mais qui est libre
a lautre extrémité (x(7") libre). Le mouvement brownien standard usuel est ainsi un
processus de Markov caractérisé par sa probabilité de transition p,(y|z)

polyle) = Plalt+7) = yle() = a] = ——— 5 (43)
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pr(y|z) est une gaussienne centrée et de variance 7. Elle est normalisée : fj;o dyp-(y|z) =
1.

La distribution jointe des positions {zi,...,z,} aux temps ¢; < ... < t, pour un
mouvement brownien d’origine z(0) = x¢ s’écrit donc :

Ple(ti) = 2, Vil = Dry—ty_y (TnlTn1)--Pry—t;, (T2]71)pt, (71]20)
_(znfzn_1)2 7(12711)2 7(11*10)2
oxX e 2Wn—th_1) e 20ta-t;) g 2(t1—tg) (44)

ou tg = 0. Dans la limite n — oo avec t, = T fixé, les accroissements t;,, — t; seront
tres petits. Bien que mathématiquement la dérivée du mouvement brownien soit en fait
infinie, on peut écrire formellement dans cette limite :

i )2 dt (dr) o (T —a)> 1T (do?
@i —a)” _ dt (dz) AT hmzwz_/ i () s
2<ti+1 - tz) 2 dt t; n—o0 i—0 2<ti+1 — tz) 2 0 dt

Toujours formellement, la distribution d’une configuration du mouvement brownien
{z(t),0 <t < T} s’écrit donc :

P [{2(8)}ocrer] o e 20 # (&) (4.6)

Cette écriture prend tout son sens mathématiquement quand on la discrétise, en choi-
sissant un grand nombre, mais un nombre fini de temps intermédiaires ¢; (et x; = z(t;))
comme en (4.4).

4.2.1.2 Mouvement brownien avec potentiel V/

On va considérer de fagon un peu plus générale, un processus stochastique 1D,
{z(t) }o<t<r, de poids statistique donné formellement par :

P [{x(t)}ogth] ez lo ()15 ar v (4.7)

Dans le cas ot le potentiel V' est identiquement nul, on retrouve le mouvement brownien
standard (4.6). En général, on dira que {z(t)} (défini sur I'intervalle de temps [0, 7)) est
un mouvement brownien avec potentiel V(z). On notera :

U({z(t)}) = % (2—?) + V (z(t)) soit P [{x<t)}0§t§T] x e Jo AU E®) (4.8)

V' ne correspond pas vraiment a un potentiel classique dans lequel la particule brown-
ienne se déplace. L’idée d’ajouter ainsi un potentiel V(x) dans le poids stochastique de
{z(t)} prend tout son sens en physique avec le formalisme de 'intégrale de chemin et
de Feynman-Kac expliqué plus loin, cf section 4.2.3. Ce formalisme permet d’associer
au processus stochastique {x(t)} une particule quantique de position z au temps ¢ dans
un potentiel externe V().

Ce formalisme de Feynman-Kac permet en particulier d’étudier des fonctionnelles du
mouvement brownien standard. Par exemple, si on choisit V' (z) = 6(x), alors fot drV(z(1))
est le temps passé par le processus {x(7)} & droite de 'origine (le temps cumulé pendant



64 Chapitre 4. Marcheurs aléatoires vicieux

lequel z(7) > 0). Le formalisme de Feynman-Kac, cf section 4.2.3, permet de calculer
la transformée de Laplace de ce temps d’occupation (e~ Jo drVp(@(m)y = <e*pf3 dr(=(r)))
ou la moyenne est prise sur le mouvement brownien standard (et ou V,(x) = pb(x)).
En mathématiques d’autres méthodes que l'intégrale de chemin et le formalisme de Kac
sont utilisées (martingales, intégration stochastique...), pour cela je renvoie au livre de
D. Revuz et M. Yor [RY99]. Dans cette these je me contenterai des techniques d’intégrale
de chemin et de Feynman-Kac.

Le processus {z(t)}o<i<r est continu et markovien de par sa définition (4.7). En
effet, pour tout temps intermédiaire t € [0, 71, il y a factorisation du poids stochastique :

P [{x(u)}ogugT} =P [{x(u)}ogugt} P [{x(u)}tgugT] (4.9)

car fOT duU (z(u)) = fot duU (z(u)) + ftT duU (z(u)). Le processus {z(t) }o<t<r est donc
markovien au sens faible, c’est a dire que pour tous ¢ > u, 'accroissement (z(t) — x(u))
est indépendant du processus passé {z(7)}o<r<y. Par contre, et quelles que soient les
conditions au bord choisies, ce processus n’est pas en général stationnaire. C’est a dire
que la loi de Iaccroissement (z(t) — x(u)) sachant z(u) ne dépend pas uniquement de
t — u, comme c’était le cas pour le mouvement brownien standard usuel (ie V = 0 et
x(0) fixé mais z(T) libre). Le processus {z(t) }o<t<r pour V # 0 est en fait stationnaire
seulement si on le considere sur un temps tres long, ie 7' = +00 comme on verra plus
loin dans la section 4.2.5.2.

4.2.2 Distribution marginale de la position z au temps ¢

On suppose ici que le processus {x(t)} (défini (4.7)) est fixé aux deux bords : z(0) = xg
et z(T) = yo.

On veut calculer la probabilité marginale P;(z) que le “marcheur” soit a la position
x au temps t, ie z(t) = x. Pour obtenir la densité de probabilité P;(z), il faut intégrer sur
les configurations {z(t') }o<p<r telles que x(0) = xg, z(t) = z et 2(T) = yo. On peut donc
écrire Py(x) comme une intégrale de chemin. On integre sur les chemins {z(t') }o<y <
tels que x(0) = xy et () = x puis sur les chemins {z(t') hi<p<r tels que x(t) = = et
z(T) =vyo :

z(t)== z(T)=yo - /
Py(z) oc/ Da;(t’)/ Da(t) e~ Jo d'U))

(0)=x9 (t)==

o e (410
oc/ Da(t') e~ Ji 4V ) / Da(t') eI wUE)

z(0)=zo z(t)=x

onU(z(t) =1 (‘fl—f)Q+V (x(t)). L’intégrale sur les chemins {x(t')} notée f;(ib))::f: Dx(t')...
est la limite formelle quand n — oo d’une intégrale multiple sur (n — 1) positions in-
termédiaires x; = x(t;) pour une discrétisation {¢; }o<;<, de I'intervalle de temps considéré
[ta,tp], cf (4.13). L’intégrale de chemin initiale dans (4.10) se découpe en un produit de
deux intégrales de chemin, une du temps 0 au temps ¢, autre de t a T d’apres (4.9) et

(4.8).
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On peut montrer que I'intégrale de chemin f;((OT));y Dx(t') e~ Jo ' U(t) egt invari-
ante par translation dans le temps, c¢’est-a-dire que pour tout temps t on a :

z(1)=y . ) z(t+7)=y o )
/ Da(t') e Jo W UEE) = / Da(t') e~ e T HVEE) (4.11)

(0)=z z(t)=x

Cette égalité se montre en effectuant le changement de variable x(t') — (¢ +t) dans
Pintégrale de chemin puis ¢ — ' 4t dans U'intégrale [ dt' U (z(t')) — [ dt' U (z(t' + 1))

ttJrT dt' U (z(t')). On notera (y|z), la valeur commune de ces intégrales de chemin qui
vont de x a y pendant un temps 7, soit :

z(7T)=y ;o , z(t+7)=y r o ,
(y|lz), = / Da(t') e~ Jo W V@) — / Da(t') e b UEE) (4.12)

z(0)=z z(t)=x

L’écriture en intégrale de chemin (4.12) correspond formellement a prendre la limite
n — oo d’une intégrale multiple sur les positions x; du processus aux temps {; :

oo +o0 n/2
(y|z), = lim dxl.../ dx, 1 <L> X (4.13)

n—oo J_ 00 27T

o () i e Ve

avec aux bords zg = x, ¥, =y, to = 0 et t, = 7, et avec t; = it/n, ; = x(t;) pour
0 <@ < n. Le choix de la normalisation (#)n/2 est important pour assurer |(y|z),| < oo
(comme on verra plus loin section 4.2.3) ainsi que le bon comportement de 'intégrale
de chemin par discrétisation. On veut en effet pouvoir discrétiser 'intégrale de chemin
sur les intervalles [0, 1] et [¢,T] séparément sans changer la limite n — oo par rapport a
une discrétisation directe de [0,7]. On veut donc assurer la propriété suivante pour tout
temps intermédiaire ¢ :

400 z(t)=z z(T)=yo z(T)=yo
/ dx / / Dz(t') ... :/ Dax(t') ... (4.14)
z(t)=x z(0)=xzo

donc en particulier

+o0
| o la)r-dalzo) = ok} (4.15
Si on suppose qu'on a une discrétisation {t; = it/nj }o<i<n, de [0,t] avec z(t;) = z; et

une discrétisation {t; = ¢ + (T — t)/na}o<i<n, de [t,T] avec x(t}) = Z4n,, on peut les
rassembler pour former une discrétisation {7; = iT/n}o<;<, de [0,7T] avec z(T;) = z;
sit/ng = T/n = (T —t)/ny , cest-a-dire ny = tn/T et ng = (T — t)n/T (et donc

ni +ny = n). L'égalité (4.14) est bien vérifiée car : (41) 1/2 <2ﬂ(’,}2_t)) - (52-) &

Avec la notation (4.12) de l'intégrale de chemin, on peut donc récrire la distribution
marginale de z (4.10) sous la forme Py(z) o< (x|zg):(yo|x)r—t, soit aprés normalisation :

_ (olz)r—t (z]20):
Pi(z) = (wolzo)r (4.16)
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Il faut d’abord aller de zy & z pendant un temps ¢, puis de = a yo pendant (7'—t). D’apres
(4.15), le facteur au dénominateur (yo|zo)r assure bien que fj;o Pi(x) = 1. 1l permet de
fixer les conditions au bord z(0) = z¢ et y(T") = yo (qui font partie des hypotheses).

Pour déterminer P;(z), il faut calculer I'intégrale de chemin (y|x),, c’est 'objet de la
section suivante.

4.2.3 Intégrale de chemin et propagateur quantique

On va montrer que l'intégrale de chemin (4.12) peut se récrire comme un propaga-
teur quantique en temps imaginaire :

(yla), = (yle T|x) (4.17)

_ T 2\ 2 T A
ou (ylz), = ;J((OT)):_xy Dzx(t) e J0 @t () I #VED) of on H est le Hamiltonien dune

particule quantique dans un potentiel V(z) a 1D :

~2 2
A D R 1d
- __-* 4.1

5 + V() 5 422 + V(x) (4.18)

ou Z est l'opérateur de position, p celui d’impulsion et ot on a posé h = 1 (h est la
constante de Planck). Le membre de droite ci-dessus est 1’expression du Hamiltonien
dans la “base” des positions x € R. |z) est ’état propre de l'opérateur position & de
valeur propre x.

Cette correspondance entre le processus stochastique {x(t)} et le probleme quan-
tique associé (décrit par le Hamiltonien H ) s’appelle en physique le formalisme de
Feynman-Kac. Le potentiel V(z) qu'on a ajouté un peu a la main pour définir le
“mouvement brownien avec potentiel”, cf Eq. (4.7), apparait tout a fait naturellement
dans le probleme quantique comme le potentiel dans lequel évolue la particule quantique.

Démontrons maintenant (4.17). On peut introduire dans le propagateur quantique
(yle77|z) (terme de droite dans Eq. (4.17)) l'identité (n — 1) fois sous la forme 1 =
ffooo dx;|x;) (z;]

(yle "7|z) = lim U d:cl.../ A1 (Yle™ 7 |2n_1)...(z1]e” " |) (4.19)

n—oo
—00 —00

Pour n grand, on a de plus :

- _, p2/24V (2) ~2 2 V(s 52 V(s
eiHT = e ( " ) = 1 — T (M) 4+ ...~ 67% €7¥ (420)
n

qui est valable dans la limite n — oo seulement (car p et & ne commutent pas). D’ou :

~ .2 - ( ) 2
(wiale™ Wz ~ (@i le B e T |ag) = e (maale 5 |g) (4.21)
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On introduit ensuite la base propre |p) associée a 'opérateur p et on a :

2 400 52
(sl o) — / dp (i |e™ 7 |p) (pla)

o0

+o0 2
/ dpeF (2 |p) (o))

o

+oo
2m

—00

= [ e (@imwin)? (4.22)
2rT
1

car (x|p) = T e~* (avec la constante de Planck h = 1).
Finalement on obtient :

00 o) n—1 N
(yle™ ") = lim [ / dz; ... / dz, H<xi+1|e—%|a;i>] (4.23)

o0 i=0
n V(o) n
= lim dxl dxn_l [[ee " esrloaw® [ —
n—oo s 2T
1=
2 .
= lim dxl d.ﬁL’ 1 (L)n/ e :Lol{ (Ti—zit1)? +7'V(nl)}
n—o0 " 2rT

avec t, = T, ¥, =y, ¥o = x. La derniere ligne est exactement (4.13) car ¢;11 — t; = 7/n.
D’ou Eq. (4.17). On voit ici apparaitre de fagon naturelle le facteur de normalisation

(L)nﬂ, qui permet que |(y|x);| < oo car (y|e*HT|x)’ < o0 et que la relation de

2nT

composition (Eq. 4.15) soit bien vérifiée.

4.2.4 Le cas du mouvement brownien standard

Dans le cas du mouvement brownien standard, on a V =0 et donc d’apres (4.17) :

A2 2
iy N /) 1d
(yl2), = (yle 2y on H=L — - (4.24)

H est le Hamiltonien suivant d’une particule hbre Dans ce cas, on peut calculer ex-

plicitement le propagateur (yle=7|z) = (yle~F T\:c} en passant dans la base des états
propres de p comme on a vu plus haut (4.22). On obtient alors une gaussienne : cf (4.3) :

1 (y—=)2

(ylz), = N e (4.25)

Ainsi la distribution marginale de x au temps t est donnée pour un mouvement brownien
fixé aux deux bords (z(0) = zg et z(T") = yo) par (cf (4.16)) :

) (x| T _wo—? _ (-29)? | (yo—2q)*
Py(x) = (%'(Z';;)J o) _ T & B (4.26)
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soit

I e a4, = ot (L= 8T (4.27)

Pil) =\ smim =o€ T

T—t)x 1
w et de variance (T —t)/T.

C’est une gaussienne centrée en z; =

On peut aussi calculer la probabilité de transition pour un mouvement brownien
conditionné a démarrer en x(0) = x¢ mais libre a 'autre extrémité (z(7") non fixé). Cette
probabilité est par définition la probabilité de se trouver en y au temps t 4+ 7 sachant
qu’on était en x au temps t, ie P [z(t + 7) = y|z(t) = x] :

_ fdz 2|Y)s— (e (Y] 2) 7 (2]20): — (yla),

Pla(t + 1) = yla(t) = 2] = [ dz(2]7)s—i(]20)s

(4.28)

On integre sur la position finale z = z(7") car on considere par hypothese un mouvement
brownien d’extrémité droite non fixée. On a aussi utilisé le fait que pour le mouvement

zZ—T 2
brownien on a (z|x), = \/2171'_7' e 527 , cf (4.25), donc en particulier f dz (z|z), = 1.

Finalement on retrouve, cf (4.3), que la probabilité de transition P [x(t + T) = ylz(t) = z]
du mouvement brownien standard usuel (libre & son extrémité droite) est gaussienne et
stationnaire, ie elle dépend du temps 7 de transition mais pas du temps ¢ :

polyla) = Plalt+7) = ylel) = a] = ——— 5 (4.29)

Dans le cas général, pour V non nul, on pourra calculer I'intégrale de chemin (y|z), =
(yle™f7|x) si on connait les états propres du Hamiltonien H = %2 +V(2) d’une particule
dans un potentiel V(x).

4.2.5 Le cas du mouvement brownien avec potentiel

On revient au cas général du mouvement brownien avec potentiel, c’est-a-dire en
présence d’un potentiel V' non nul.
4.2.5.1 Distribution marginale loin des bords

On suppose a nouveau les extrémités du processus x(t) fizées, x(0) = xg et z(T) = yo.
On a vu que la probabilité marginale P;(x) que le “marcheur” soit a la position x au
temps t, ie z(t) = x s’écrit, cf (4.16) :

(Yol )71 (x]z0)e
(Yolo)r

Pi(x) = (4.30)

ou l'intégrale de chemin (y|x), (4.12) est donnée comme le propagateur en temps imag-
inaire d’une particule quantique dans un potentiel V(z) : (y|z), = (yle H7|z) on H =
%2 + V(2) (cf (4.17)). Finalement :

(yole= 1|} (]e~H"|xo)

<?/0|€ HT|$o>

Pi(z) = (4.31)
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On voit bien ici que fj;o dx Pi(x) =1, en effet fj;o dx |x){x| = 1 est une décomposition
de l'identité, car les |z) forment une base de l'espace de Hilbert associé a la particule
quantique.

On suppose ici qu'on connait les états propres du Hamiltonien H = %2 + V(z).
On notera ¥ (z) = (x[i.) les fonctions d’onde des états propres |¢).) d’énergie €, soit :

d*.(x)

[:IWJ = 6|1/}e> le — A2

+ V(@)e(z) = e () (4.32)

On supposera que les énergies propres € forment un ensemble discret et que les |1),), sont
bien normalisables (ce sera le cas pour un potentiel V' confinant mais pas pour V' = 0 par
exemple). Dans ce cas, les |¢).) ou € parcourt ’ensemble des énergies propres (discretes)
de H constituent une base orthonormée de I’espace de Hilbert du systeme quantique :
(Welte) = 23 delw) e (@) = Oce.

On peut décomposer le propagateur (4.17) dans cette base sous la forme (y|e7|x)
= > Ve(y)e(x)* e, Ainsi la distribution marginale de  au temps ¢ s’écrit :

D€ T e e (yo) e () o () her (20)*
Yo €T he(yo)ve(x0)*

On considere maintenant la limite ot le temps ¢ intermédiaire est loin des
bords : t > 1 et (' —t) > 1. Dans les sommes ci-dessus, seule I’énergie minimale ¢,
c’est-a-dire I'énergie du fondamental contribue dans la limite ¢ > 1 et (T'—¢) > 1. On
garde donc seulement le terme tel que € = ¢y = €, on trouve :

Pi(x) = (4.33)

6_EO(T_t) e ot W)Eo ("L‘)|277Z)50 (yO),@Z)Eo (l‘o)*
e 0T e (Y0)Veo (20)*

Pi(x) = = [theo (2)” (4.34)

soit

Py(z) = [t (7)]* quand t > 1et (T —t) > 1 (4.35)

Pyi(x) est donc égale a la probabilité que la particule quantique se trouve a la position x,
dans un systéeme quantique a température nulle. En effet, a température nulle, la
particule est dans 1’état fondamental ), .

On remarquera que si I’on se place suffisamment loin des bords, iet > 1 et (T'—t) > 1,
les conditions au bord n’interviennent plus, Py(z) (4.35) ne dépend ni du temps ¢, ni des
conditions au bord z(0) = xy et x(T) = yo. Il est facile de voir que le résultat (4.35)
reste valable encore si le processus est libre a I'un ou 'autre des bords (par exemple si
x(T) non fixé). En effet, dans ce cas, cela ajoute simplement une intégrale sur y, ou zg
aux numérateur et dénominateur de Py(x), ce qui n’empéche pas que ces termes de bord
disparaissent comme quand ils sont fixés.

4.2.5.2 Probabilité de transition

Considérons le cas général d’'un mouvement brownien avec potentiel V' avec conditions
au bord x(0) = o et z(T) libre.
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On peut écrire la probabilité de transition du processus markovien {z(t') }o<p<r,
définie par P [x(t + 7) = y|x(t) = z], comme un produit d'intégrales de chemins :

f dyo (Yoly) 17— (1) (y|7) 7 (2]70),
fdyo (yo‘l’)Tft(l"iUo)t

)

(

Ple(t+71) =yla(t) = 2] =

fdyo (voly Tf(t+r)(y‘55)7
fdyo Yol )¢

(4.36)

Il faut en effet aller de xy au temps 0 a x au temps ¢, puis de x au temps ¢ a y au temps
t+7, enfin de y au temps t+7 a yo au temps 7. On integre sur yy car 'extrémité droite est
supposée libre. Le dénominateur prend en compte les conditions au bord x(0) = xq, x(T)
libre (hypotheses de départ) ainsi que la condition z(¢) = x imposée par la probabilité
conditionnelle P [z(t + 7) = y|z(t) = z].

Dans l'expression (4.36) de la probabilité de transition, la contribution du passé
(x|xg); disparait comme il se doit pour un processus markovien. Par contre, en général
cette probabilité de transition P [x(t + 7) = y|z(t) = x] dépend a la fois de 7 et de t,
le processus n'est pas en général stationnaire. Le processus {x(t') }o<y<r sera station-
naire si V' = 0 ( mouvement brownien standard usuel) ou bien pour un V' quelconque si
on considere ce processus sur un temps tres long, ie 7' = 400 comme on va voir ci-dessous.

L’écriture en termes de propagateurs quantiques donne :

P [:E(t + 7_) — y|x(t) — :E] — fdyO <y0‘eiH(T7t7T)|y><y|€7HT‘x> (4.37)

[ dyo {yole=HT=1|z)

ot H = % + V(2). Dans la limite ou 7" = +00 (processus sur un temps non borné), la

décomposition sur les états propres de H devient une décomposition sur ’état fonda-
mental seul :

J dyo e (o) Weo ()" =77 (yle M7 |a)
J @Yo ey (yo) by () e~

e ()" (yle”T|a)

Peo ()"

Dans la limite 7' = 400, la probabilité de transition donnée Eq. (4.38) dépend de 7
mais pas de t, ie P[z(t +7) = y|z(t) = 2] = p,;(y|z), le processus {x(t')}o<p<r €st
stationnaire. Par contre, on notera que si le potentiel V' (z) est non trivial, alors p,(y|z)
dépendra de x et de y et pas seulement de (y — x) comme pour le mouvement brownien
standard. De plus dans la limite 7" = oo les conditions au bord n’interviennent plus,
(4.38) reste valable que x(7T') soit fixé ou non.

Pla(t+71) = ylo(t) = z] ~

(4.38)

4.3 MOUVEMENTS BROWNIENS VICIEUX

On consideére maintenant N mouvements browniens 1D avec potentiel V (z) comme
dans (4.7), les {x;(t) }o<t<r pour i € {1, ..., N}. On s’intéressera a deux situations :
(i) les mouvements browniens sont indépendants, ces sont des “marcheurs inoffensifs”
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(cf Fisher).
(ii) les mouvements browniens ne sont pas autorisés a se croiser, ce sont des “marcheurs
vicieux”. A tout temps ¢, on a z1(t) < z2(t) < ... < zn(1).

Le poids statistique {{x;(t)}o<t<r,1 < i < N} d’une configuration des N processus
stochastiques est donné par le produit des poids statistiques pour chaque processus
{xi<t)}0§t§T cf Eq (47) .

S e () T v}

P {zi(t) bo<t<rs 1 <1< N]x e (4.39)

La situation (i) correspond exactement a (4.39) tandis que pour des marcheurs vicieux
(ii) il faut ajouter une fonction indicatrice pour imposer x;(t) < zo(t) < ... < zn(t) &
tout t € [0, 7.

Comme dans le cas N = 1, cf (4.8), on notera U ({z(t)}) = 3 (fl—f)Z + V (z(t)).

4.3.1 Distribution marginale

On suppose maintenant les extrémités des mouvements browniens firées, x;(0) = z;
pour i € {1,...., N} et 2;(T) = y; pour ¢ € {1,..,N}. On veut calculer la probabilité
marginale P;(z1,...,xy) que les “marcheurs” soient a la position z; au temps t, ie
x;(t) = x; pour tout i. Exactement comme dans le cas N = 1, cf (4.16), la distribution
marginale Py(z1, ..., xy) s’écrit :

(Y1, s YUN|T1s ooy TN) Tt (T1, ooy TN | 215 ooy 2N )1
(Y1s oy UN| 215 ooy 2N) T

(4.40)

Pt(xla 7:L‘N) =

o (Y1, ..., YN|Z1, ..., TN )- est la généralisation a N processus {z;(t)} de l'intégrale de
chemin (4.12) :

N zi(T)=Y; . ,
(yh __.’yN|3j1’ ._.’xN)T = H (/ Dl’l(t/)> 672,']0 dt'U(z;(t))

i(0)=x;

N zi(t+7)=yi
=11 (/ miu')) o ST AU )

i(t)=mx;

(4.41)

ot U(z(t)) = L () 4+ v (x(t)).

La probabilité Py(z1,...,xy) (4.40) s’écrit comme le produit de l'intégrale sur les
chemins de (21, ..., 2y) & (21, ...,xy) pendant le temps ¢ par I'intégrale sur les chemins
de (z1,...,zNn) & (y1, ..., yn) pendant le temps (7' — t). A nouveau cette factorisation est
liée & la propriété de Markov des processus {x;(t)}. Le facteur au dénominateur prend en
compte les conditions au bord et assure la normalisation f j;o dxy... f j;o dxNPy(z1, ..., TN)
=1.

4.3.2 Propagateur quantique

Comme dans le cas N = 1, U'intégrale de chemin (4.41) se récrit comme un propaga-
teur quantique en temps imaginaire, ici un propagateur a N particules quantiques,
cf (4.17) :

(Y1, oo NN 1, oy TN ) = (Y1, oy ynle T |2, o ) (4.42)
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ol H = > H; est le Hamiltonien de N particules quantiques indépendantes chacune
dans un potentiel extérieur V :

H= Z H; = Z (%2 + V(@)) (4.43)

La distribution marginale des z; se récrit donc en termes de propagateurs quantiques :

_ﬁ(T_t)|x1, oy {x, ...,:L’N\e_m|z1, ey 2N

(Y1 ey yN|e—ﬁT|21, ey ZN)

Pi(xy,...,zN) =

Selon I’hypothese initiale sur les mouvements browniens, le probléme quantique associé
est différent :

e (i) Processus indépendants : le probleme quantique associé est celui de N partic-
ules quantiques indépendantes (ie sans interaction) identiques mais discernables (et dans
un potentiel externe V).

e (ii) Marcheurs vicieux, les z;(t) ne peuvent pas se croiser : z1(t) < ... < xy(t) a
tout temps t. Le probleme quantique associé est celui de N fermions indépendants
(dans un potentiel externe V). D’apres le principe de Pauli, les fermions ne peuvent en
effet pas se trouver dans le méme état (ici au méme endroit) au méme moment.

On notera que dans le cas (i), il s’agit bien de particules discernables et pas de
bosons. En effet, on suppose que le ™ marcheur aléatoire est décrit par le processus
{z;(t")} qui va de z (au temps 0) a y; (au temps 7)) en passant par x; au temps t.
Les particules sont donc bien discernables car on peut leur attribuer un numéro (7). Au
contraire les bosons sont des particules indiscernables, ils ne peuvent pas étre numérotés.
Avec une interprétation bosonique, Py(x1,...,xy) décrirait alors la probabilité que les
bosons partent des positions {z;} et arrivent aux positions {y} en passant par les {z;}
globalement. Cette probabilité prendrait en compte toutes les permutations possibles
entre les particules. Le propagateur (yi,...,yn|e #7|x1,...,xx) pour N bosons est en
effet la somme sur toutes les permutations o de {1, ..., N} des trajectoires de particules
discernables ol la ™ particule (pour 1 <i < N) va de x; & ys,.

Pour le cas des fermions (ii), le fait qu’ils soient indiscernables ne pose pas de probleme
car ce sont des fermions & 1D (et sans spin) donc ils sont effectivement contraints de rester
dans l'ordre initial z1(¢) < .. < ,,(t) & tout instant (comme s’ils étaient discernables).

4.3.3 Distribution marginale loin des bords

On considere toujours N mouvements browniens avec potentiel V' et avec conditions
au bord fixées z;(0) = z; pour i € {1,..., N} et 2;(T) = y; pour i € {1,..,N}.

On suppose ici qu'on connait les états propres du Hamiltonien a N particules
H = Y, H;. On notera Wp(z) = (z|¥g) (ott 2 = (21,...,2y)) les fonctions d’onde
des états propres |¥p) d’énergie E, ce sont des états a N particules. On suppose de
plus comme dans le cas N = 1 que les énergies propres E sont discretes et que les
états propres |Ug) sont bien normalisables : (Vp|Wp) = g p. Ce sera le cas pour un
potentiel V' confinant (mais pas pour V' = 0 par exemple). On peut alors décomposer
le propagateur (4.42) dans la base des |VUg). Ainsi la distribution marginale des x; au
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temps ¢ s’écrit (comme dans le cas N =1 (4.33)) :

g e P e U (y) U (2) VU () U (2)
Pt(l‘l,...,l‘N) = “ET .
ZEe Ve(y) Ve(2)

(4.45)

onx = (xq,.,=N), Yy = (Y1, .., Yn) €t z = (21, ..., 2n).

On considere maintenant la limite ot le temps ¢ intermédiaire est loin des
bords : ¢t > 1 et (T'—t) > 1. Dans les sommes ci-dessus, seule ’énergie minimale Ej,
c’est-a-dire 'énergie du fondamental a N particules contribue dans la limite £ > 1 et
(T"—t) > 1. On garde donc seulement le terme tel que E = Ey = E’, on trouve :

Py(x1,...,xn) = |V (2)]> quand t > let (T —1t) > 1 (4.46)

Pi(z1,...,zn) est donc égale & la probabilité que pour 1 < i < N la i*™¢ particule
quantique se trouve a la position z;, dans un systeme quantique a température
nulle. En effet, a température nulle, les N particules sont dans 1’état fondamental a N
particules |¥g,).

On remarquera que si l’on se place suffisamment loin des bords, iet > 1 et (T'—t) > 1,
les conditions au bord n’interviennent plus, P;(z1, ..., xx) (4.35) ne depend ni du temps
t, ni des conditions au bord z;(0) = z et x;(T) = y;. On obtient également le méme
résultat avec des conditions au bord libres ou semi-libres.

Jusqu’ici on a pas fait d’hypothese sur la statistique des particules (discernables ou
non, bosoniques ou fermioniques).

e Dans le cas de marcheurs inoffensifs, c’est-a-dire completement indépendants
(i), on a vu que le probleme quantique associé est celui de N particules discernables
indépendantes. Dans ce cas, la fonction d’onde du fondamental a N particules est le
produit des fonctions d’onde du fondamental a 1 particule :

g (21, .y TN) = H Ve (27 (4.47)

ou Fy = Ne¢y. Ainsi, comme on s’y attend pour des marches aléatoires completement
indépendantes, la distribution marginale des positions se factorise sous la forme :

Pz, ..., xn) = H Py(x) (4.48)

ou P;(z) est la distribution marginale de la position x au temps ¢ pour un marcheur isolé
(cas N = 1), cf (4.35).

e Dans le cas de marcheurs vicieux (ii), c’est-a-dire qui ne peuvent pas se croiser,
on a vu que le probleme quantique associé est celui de N fermions sans interaction.
Dans ce cas, la fonction d’onde du fondamental a N fermions doit étre antisymétrique,
elle est donnée par le déterminant des N fonctions d’ondes d’énergies les plus basses, un
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“déterminant de Slater” (les fermions ne peuvent pas étre deux ou plus dans le méme
état) :
1
\IIEO (:Ela SEEE) xN) - W det Wei_l ("L‘J):| 1<i,j<N (449)
ou les ¢ sont les N énergies propres les plus basses associées au Hamiltonien a une
particule. Ainsi on a :

1 2

Pt(ZL'l, ...,ZL‘N) = ﬁ

Pour un bon choix du potentiel V' (z), les ¢, peuvent étre calculées explicitement. Par
exemple pour un potentiel harmonique, les 1. = 1, sont données par le produit dune
gaussienne par un polynome de Hermite de degré n. Le déterminant de Slater des v,
fait alors apparaitre un déterminant de Vandermonde, c’est ainsi que l'on retombe sur
la distribution des valeurs propres d’'une matrice aléatoire, comme on va voir dans le
chapitre suivant.

On remarquera que de par son expression (4.50) comme un déterminant, il est clair
que P(z1,...,xn5) = 0 si x; = x; pour un i # j. Cette propriété est bien str impliquée
par la contrainte de non-intersection des marcheurs vicieux.



- Chapitre D -

Modele d’interfaces et matrices
aléatoilres

Dans ce chapitre, je présente le premier probleme que j’ai étudié pendant ma these.
C’est un modele d’interfaces fluctuantes a (1 + 1) dimensions en présence d'un
substrat qui induit un potentiel externe pour les interfaces [NM09], voir Fig. 5.1. Ces
interfaces ne sont pas autorisées a se croiser, elles sont modélisées par des mouve-
ments browniens vicieux (“marcheurs vicieux”) avec potentiel, cf Eq. (4.39). Dans
le modele que j’ai étudié, on a pris un potentiel de la forme V' (h) = % + % oo > 1,
b > 0 et ou h est la hauteur d’une interface, h > 0 car le substrat joue le role d’'un mur a
hauteur 0. Ce potentiel comprend une partie harmonique confinante qui retient les inter-
faces prés du substrat et une partie répulsive en 1/h? qui a une origine entropique liée &
la présence du mur. J’ai montré grace au formalisme de Feynman-Kac, cf chapitre 4, que
la distribution transverse des hauteurs (ie la distribution des positions des marcheurs
aléatoires en un temps donné) est exactement -apres changement de variables bh? = \;-
la distribution des valeurs propres A\; d’'une matrice aléatoire de Wishart.

En utilisant les résultats connus sur les matrices de Wishart, j’ai ainsi déduit un
certain nombre de propriétés statistiques des interfaces (densité, hauteur maximale,
hauteur minimale). J’ai aussi pu calculer la distribution complete du centre de masse
des interfaces Gy = ZTh = zjv—‘/f grace a une méthode de gaz de Coulomb. J’ai mis en
évidence une transition de phase dans le gaz de Coulomb associé qui a pour conséquence
une tres faible non-analyticité de la distribution de G, en fait une singularité essentielle

au point de transition.

5.1 MODELE D’INTERFACES

On considere N interfaces élastiques fluctuantes a (141)-dimensions a I’équilibre ther-
modynamique a température 1/4, cf Fig. 5.1. Ces interfaces ne se croisent pas (marcheurs
“vicieux”) et sont soumises a un potentiel externe. La seule interaction entre les interfaces
dans notre modele est la contrainte de non-croisement.

75
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h.x)
AR T T

/\hm

h(x)

L

Figure 5.1 — Modéle d’interfaces fluctuantes évitantes (“marcheurs vicieuz”) de hau-
teurs hi(z) a la position x au-dessus d’un substrat de longueur L (a hauteur 0). Les
conditions au bord sur cette figure sont celles de notre article [NM09], ce sont des con-
ditions au bord périodiques, ie h;(0) = h;(L).

5.1.1 Une interface

5.1.1.1 Modele

Considérons d’abord le cas de N = 1 interface. L’interface est décrite par sa hauteur
h(xz) ou z est la position longitudinale, 0 < x < L pour un systéme de taille L. On
considérera deux modeles, I'un avec un mur a hauteur 0 (ainsi ~A(z) > 0 pour tout x),
lautre sans mur (h(z) € R).

L’énergie d'une configuration {h(x)}o<.<r de I'interface est donnée par :

E{h(2)}] = Eaasi [{2(2)}] + Epor [{h(2)}] (5.1)

ou

Bl =1 [Cae (B) e Bl = [ arvow)  62)

Eeoast est Uénergie élastique de U'interface qui favorise une interface plate. V' (h) est le
potentiel externe auquel est soumise l'interface.

On considérera dans la suite les deux modeles suivants :
(1) Un potentiel harmonique confinant sans mur :

b2h?
V(h) = —~ pour heR (5.3)
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avec b > 0. Le choix d'un potentiel confinant permet d’éviter I'invariance par translation
qui crée un mode d’énergie nulle (dans le cas ot les bords de l'interface ne sont pas fixés).
Les interfaces restent proches de la hauteur 0.

(2) Un potentiel confinant en présence d’un mur a hauteur 0 :

b2 N ala—1)
2 2h?2

V(h) pour h >0 (5.4)

avec b > 0 et o > 1. Ce potentiel comprend une partie harmonique confinante qui force
les interfaces & rester prés du mur ainsi qu'une partie répulsive en 1/h% Ce terme en
1/h? a une origine physique, en effet Fisher [Fis84] a montré que I’énergie libre d’une
interface prées d'un mur se comporte en 1/h% Dans ce cas, le mur peut représenter un
substrat qui induit le potentiel externe V' (h). C’est le cas que nous avons considéré dans
notre article [NMO09].

A I'équilibre thermodynamique a température inverse 5 (ensemble canonique), le
poids statistique d'une configuration {h(z)},_,., est donné par le poids de Boltzmann
suivant :

1 1 _pfir T (52 Ry T T
P [{h(z)}] = Z e PEHR@)}] — ¢ BLE Iy do () +[ oV ((x)) } (5.5)

ou E est 'énergie donnée dans (5.1) et Z la fonction de partition associée (pour normaliser
la densité de probabilité P). Au facteur [ pres, c’est exactement la distribution d’une
configuration {h(x)}o<z<r (h est la position, z le temps) d'un mouvement brownien
avec potentiel 1D comme on 'a introduit au chapitre précédent Eq. (4.7). En I'absence
de substrat et de potentiel externe V' (h) = 0, I'interface h(x) est un mouvement brownien
standard a une dimension, ou h est la position et x le temps.

Comme conditions au bord, on choisira de fixer les valeurs h(0) = hg et h(L) = hp
ou bien on pourra aussi considérer des conditions au bord périodiques ou on impose
h(0) = h(L) (mais sans fixer cette valeur commune). Comme on a déja vu dans le
chapitre précédent 4, si on se place a une position x suffissamment loin des bords, les
conditions au bord ne jouent aucun role.

5.1.1.2 Distribution marginale de la hauteur

Connaissant le poids statistique d'une configuration complete {h(z)} (5.5), on veut
maintenant calculer la distribution marginale de la hauteur de I'interface en un point
donné z, notée P, (h).

On a vu au chapitre précédent que pour une mouvement brownien avec potentiel
{h(x)}o<a<r dextrémités fixées h(0) = ho, h(L) = hp, la distribution marginale de la
position A (ici la hauteur) a un temps donné x (ici en une abscisse donnée) s’écrit comme
un produit d’'intégrales de chemins, cf Eq. (4.16) (avec L =T,z =t, hg = x9, hy, = o) :

(hilh)r—a (hlho)e
(hrlho)r

Pr(h) = (5.6)
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ou (R'|h), est l'intégrale de chemin définie Eq. (4.12) (avec seulement un facteur 3 en
plus ici) :

h(z)=h'

(MM%::/] Dh(a') =05 4’ BN (5.7)
h(0)=h

ou énergie E est donnée Eq. (5.1).

D’apres ce qu'on a vu également au chapitre précédent section 4.2.3 (formalisme
de Feynman-Kac), a notre probleme classique d’interfaces est associé un probleme de
particule quantique a 1D dans un potentiel externe V. Par rapport au mouvement
brownien avec potentiel du chapitre précédent, il faut seulement ajouter un facteur fS.
On peut montrer en reprenant les étapes de la preuve de (4.17) que l'intégrale de chemin
de 'Eq. (5.7) s’écrit comme un propagateur quantique en temps imaginaire 7 = Sz :

(W|h), = (W]e 1152 |n) (5.8)

avec H le Hamiltonien d’une particule 1D de masse m = /32 et dans un potentiel externe
V(h) :

~2 2

; P A 1 d

H=—+V(h) =———-—

o PV = =558

h(x) est la position de la particule quantique au temps imaginaire 7 = .

+V(h) (5.9)

L’équation (5.6) se récrit alors en termes de propagateurs quantiques :

(hle=™PE=) R (Bl 107 |hy)
(hle=H15% | ho)

Pr(h) = (5.10)

Plagons nous maintenant loin des bords du substrat, ie x > 1 et (L —xz) > 1.
Dans ce cas, la contribution de 1’état fondamental (d’énergie la plus basse) domine dans
Eq. (5.10). Plus précisément, d’apres Eq. (4.35) (avec seulement un facteur § en plus), la
distribution marginale de h a la position x est indépendante de x et des conditions
aux bords dans la limite ot z > 1 et (L —2) > 1 et est donnée par :

Po(h) = e, (R)]* quand x> 1et (L —x) > 1 (5.11)

ol Y, (h) est la fonction d’onde de ’état fondamental du Hamiltonien H & une particule
donné Eq. (5.9). On est ramené au probleme d'une particule quantique a 1D dans
un potentiel externe V' (h) et a température nulle.

On notera que, dans le cas de conditions au bord périodiques (qui est la situation
choisis dans I'article [NM09]), I’équation (5.11) reste valable méme si x n’est pas loin des
bords, a condition que L > 1 (gros systéme).

On notera que la limite de température nulle dans le probléeme quantique effectif as-
socié (T — 00) correspond a la limite ol on se place loin des bords du substrat dans le cas
d’un grand systeme L — oo dans le probleme classique initial d’interface. Cette limite
est tres différente de la limite de température nulle dans le modele classique 5 — oo
car  n’apparalt pas seulement dans 7 = SL mais aussi dans la masse effective de la
particule quantique m = 32. En fait, la limite de température nulle dans le modéle clas-
sique 8 — oo n’est pas tres intéressante : dans ce cas l'interface n’est plus fluctuante,
elle est plate et se fixe au minimum Ay, du potentiel V' (h). Ainsi dans toute la suite
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on supposera [ = 1 pour simplifier, ce qui correspond a fixer une température non nulle
pour l'interface classique.

Si on choisit bien le potentiel, on peut se ramener a un probleme quantique soluble,
¢’est a dire un Hamiltonien dont on peut déterminer les vecteurs et valeurs propres. C’est
le cas pour les deux potentiels introduits plus haut Eq. (5.3) et (5.4).

5.1.1.3 Potentiel harmonique en absence de mur

Commencons par le cas simple (1) du potentiel harmonique en absence de mur,
cf Eq. (5.3) :
b2h?
V(h) = —~  pour heR (5.12)
Dans ce cas, la distribution marginale de la hauteur de l'interface h loin des
bords (en z otz > 1 et (L — x) > 1) et a température finie § = 1 s’écrit d’apres Eq.
(5.11) :

Pa(h) = P(h) = [¢o(h)]” (5.13)
ou Yy est la fonction d’onde de I'état fondamental du Hamiltonien :
52 2 272
) - 1d b*h
H =% —_ - - R .14
5 + V(h) sqpp T g pour h € (5.14)
Les fonctions d’onde ), (h) = (hli),) et énergies propres €, qui constituent les états

propres de ce Hamiltonien sont connues, ce sont celles de 1'oscillateur harmonique
quantique, elles sont données par :

1 _ 2 1
Un(h) = b3 (270l 7) 2 Hy(hb)e s | e, =b <n + 5) oitneN| (5.15)

ou H, est le polynéme de Hermite de degré n, cf (2.59). Les fonctions d’onde sont ainsi
bien normalisées : [ dh |¢,(h)|* = 1.

Les fonctions d’onde |1,,) (5.15) sont bien solutions de 1’équation aux valeurs propres
HI1,) = €,|1,) avec €, donnés ci-dessus car les polynémes de Hermite vérifient I’équation
différentielle :

H/(z) — 2zH] (x) + 2nH,(z) =0 (5.16)

Le fondamental de H est donné par y(h) = (%)1/4 e /2 (car Hy = 1) d’énergie
Ey =b/2 (pour n = 0). Ainsi la distribution marginale de la hauteur d’une interface
est :

P(h) = [¢o(h)* = \/E@‘W (5.17)

qui est bien normalisée : fj;o dhP(h) = 1. La hauteur de l'interface suit donc une loi

gaussienne centrée (par symétrie h — —h) et de variance 0% = 1/(2b) :

1
T2

Plus le potentiel harmonique est confinant, c¢’est-a-dire plus b augmente et plus 'in-
terface est contrainte de rester tres pres de la hauteur nulle.

(hy =0 et Varh = (h?) — (h)? (5.18)
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5.1.1.4 Confinement, répulsion et présence du mur

On considere maintenant le cas (2) de l'interface en présence d'un mur (substrat) a
hauteur A = 0 avec un potentiel de la forme, cf Eq. (5.4) :
v’h?  ala—1)
=+
2 2h?

V(h) pour h > 0 et avec o > 1 (5.19)

Ce potentiel comprend une partie harmonique confinante comme dans le cas
(1) ainsi qu'un terme répulsif en 1/h? qui repousse l'interface du mur. Ce terme en
compétition avec la partie confinante du potentiel a ’avantage de ne pas modifier le
caractere intégrable du modele. Ce choix est aussi intéressant car il conduit aux matrices
de Wishart dans le cas de N interfaces évitantes, comme on le verra plus loin.

Dans ce cas, on peut déterminer encore les états propres du Hamiltonien H qui est
donné par :
~ PP - 1d*> bvh?  ala—1)

H="— __- -
gtV =—gumt 5t

pour h >0 (5.20)

Les fonctions propres [¢,) et énergie propres €,, ie qui vérifient H|vy) = € |¢), ie
_1d%n(h) V(R)n(h) = €xth,(h) avec conditions au bord v, (h = 0) = 0 (& cause du

27 dh?
mur en h = 0) et ¢,,(h — 00) = 0 sont de la forme :

1

o— 1
Un(h) = ¢y e 31 po 2)(th) avec €, =b(2n+ a+ 5) et neN (5.21)

N . . (oz—l) R , .,
ol ¢, est une constante de normalisation et £, *’ le polyndme de Laguerre généralisé

de degré n : |
Li(x) = i < n ) ) (5.22)

n—1 !
i=0
On notera que pour v = 0, L%(z) = L£,(z) est le polynome de Laguerre usuel de degré

h Lo(z) = zn: < ! ) <_f> (5.23)

=0

Dans le cas a = 1, c’est a dire quand le potentiel se réduit au potentiel harmonique,
on retrouve les fonctions d’onde du cas harmonique (1), cf Eq. (5.15), mais seulement
celles d’indice impair du fait de la contrainte 1,(0) = 0 en présence du mur :

Dn(h) = en e 37 b L2 (002) o =37 Hop oo (hVD) (5.24)
avec €, =b(2n+ 1+ 3) quand a = 1.

Enfin, comme £](z) = 1, la distribution marginale de la hauteur d’une interface
loin des bords du substrat est donnée par :

B) — h 2 _ 2 —bh? h2a 2 _ Qba+1/2
P(h) = |[¢o(h)]" = |eo|” e avec [col” = &

CESYE) (5.25)
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La moyenne et la variance de la hauteur d'une interface peuvent a nouveau étre calculées :
_ T(a+1)
Vo T +1/2)

Quand a = 1, c’est-a-dire dans le cas d’un potentiel harmonique en présence de mur, on
obtient :

et of = Var(h) = Lroa 1 <%) (5.26)

m= (h) 26 b

m=(h) = —=—= et ol = Var(h) = E <§ — é) pour a =1 (5.27)
b\2

A nouveau l'interface est plus confinée quand b est plus grand. Par comparaison de

I'Eq. (5.27) avec le cas sans mur Eq. (5.18), on notera que le mur a un effet important

sur 'interface. Il brise la symétrie h — —h, ainsi (h) > 0. Les fluctuations sont également

modifiées : elles sont un peu plus faibles en présence du mur (mais du méme ordre en b,

enl1/b): (3 -12) <l

5.1.2 N interfaces

Considérons maintenant le cas de N interfaces décrites par leur hauteur h;(z) a la
position x, cf Fig. 5.1. L’énergie d'une configuration [{h;(z)},,<; i € {1,..., N}] des
N interfaces est donnée par :

N

Ex [{hi@)},.] = D2 B l{hi())] (5.28)

i=1

ou ’énergie d’une interface est, d’apres Eq. (5.1) :

E[{h(x)}] = Eeast [{A(2)}] + Epor [{2(2)}] (5.29)

avec et 1'énergie élastique et E,o I'énergie potentielle :

Bl = [Cae () ot Bl = [ wviney G0

A ce stade les interfaces sont indépendantes et 1’énergie totale est la somme des
énergies de chaque interface. Si on ajoute la contrainte de non-croisement de ces in-
terfaces (“vicious walkers”), ie hy(z) < ... < hy(z) a tout x, on obtient des interfaces
corrélées du fait de cette contrainte (uniquement).

A T'équilibre thermodynamique a température inverse § = 1 (ensemble canon-
ique), le poids statistique d’une configuration des hauteurs [{hi(az)}ogxg ,1<i < N]
est donné par le poids de Boltzmann suivant :

1w (x
P (@)}, = 5= e =5 Pe) (5:31)

ou FE est I'énergie donnée Eq. (5.29) et Zy la fonction de partition associée (pour nor-
maliser la densité de probabilité P). C’est exactement le poids statistique de N mou-
vements browniens avec potentiel {h;(z)}o<.<z pour i € {1,..,N} (h;(z) est la
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‘eme

position du ¢ marcheur au temps ) comme décrits dans le chapitre précédent, cf Eq.
(4.39).

A nouveau, les interfaces a ce stade sont indépendantes, Eq. (5.31) est le produit des
poids statistiques de chaque interface 7. Si on veut ajouter I’hypothese de non-croisement
(ie marcheurs vicieux), il faut ajouter a I’Eq. (5.31) une fonction indicatrice pour imposer
hi(z) < ... < hp(x) a tout .

On veut calculer la distribution transverse des hauteurs des interfaces notée
Pr(hi, ..., hy), c’est-a-dire la distribution marginale des hauteurs hq, ..., hy des N inter-
faces a une position = donnée. On se place loin des bords du substrat, ie z > 1 et
(L —x) > 1. Dans ce cas, on a vu au chapitre précédent, cf Eq. (4.46), que, comme
dans le cas d’une interface, la distribution transverse des hauteurs est indépendante de
la position z et est donnée par :

Pty oo i) = Pty o hy) = [ Wy (g, o )2 (5.32)

ou |Ug,) est la fonction d’onde a N particules de 1'état fondamental du Hamiltonien H
ci-dessous :

1 d?
2dR?

N 9
A=Y "H et B, =" +V(h)=

> . V() (5.33)

Le probleme quantique associé au modele classique d’interfaces est un probleme 1D
de N particules quantiques sans interaction dans un potentiel externe V et a
température nulle.

On notera que dans le cas de conditions au bord périodiques, I’'Eq. (5.32) reste valable
pour n'importe quel x, pas nécessairement loin des bords, a condition que L > 1.

Il faut maintenant préciser la statistique des N particules quantiques, qui
dépend du choix des contraintes imposées sur ces N interfaces, comme on a vu au chapitre
précédent :

(i) Pour N interfaces indépendantes (marcheurs inoffensifs), les particules du
probleme quantique associé sont identiques mais discernables (et sans interaction).

(ii) Pour N interfaces contraintes a ne pas se croiser (marcheurs vicieux), les par-
ticules quantiques sont des fermions (sans interaction).

D’apres ce qu’on a vu section 4.3.3, la distribution marginale P(hy, ..., hy) s’exprime

A

dans les deux cas en fonction des états propres a une particule [¢).) de Hy :

(i) Pour des interfaces indépendantes (particules discernables) on aura, cf Eq.
(4.48) :

P(h, oo hv) = [T eo (hi)* = [T P(R) (5.34)

ou P(h) est la distribution marginale de la hauteur d’une interface seule, donnée Eq.
(5.17) pour le cas (1) ou V(h) est harmonique et en 1'absence de mur et Eq. (5.25) pour

le cas (2) ou V(h) = % + % et avec un mur en h = 0.
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(ii) Pour des interfaces évitantes (fermions), P s’écrit comme un déterminant de
Slater des N fonctions d’onde a une particule de plus basse énergie, cf (4.50) :

2

(5.35)

1
P(h'h '-'7hN) = |\I[E0<h'17 --whN)‘Q = ﬁ ’det [wqfl(l’j)] 1<ij<N

ou les 1), sont données Eq. (5.15) dans le cas (1) d'un potentiel harmonique en I’absence

de mur et Eq. (5.21) pour le cas (2) V(h) = b22}‘2 + a(;hgl) avec un mur en h = 0.

5.1.2.1 Potentiel harmonique et absence de mur

Dans le cas (1) d'un potentiel quadratique V(h) = % et en 'absence de mur,

d’apres Eq. (5.17), la distribution marginale des hauteurs de N interfaces indépendan-
tes (i) est donnée par :

ol

P(h, ..., hy) = HP(hi) = (%) bk (5.36)

De plus, on a vu que les fonctions d’onde a une particule sont données par (5.15)
1 _ bh?

2
Un(h) = b1 (2" ! \/7?)71/2 H,(hV/b) e~ "5 =bie % p,(hv/b) oil les p, sont les polynomes
orthogonaux par rapport au poids gaussien e~*", comme définis Eq. (2.59). Ainsi, pour
N interfaces évitantes (ii) (“vicious walkers”) on a d’apres Eq. (5.35) :

2

Plh, . hx) = % et (1) < (5.37)

avec

bh? by h?
det [wz—l(h])] = bN/4 det [6_2 pz_l(h]\/g)] = bN/4 e é det |:pl_1(hj\/l;)]

Z7j

Z7]
2
b3 hj

donc  det [y (hy)] oc e 2 J](hy — ha) (5.38)

i<j

En effet, p, est un polynome de degré n, le déterminant des p;(z) = a;x* + ... pour
0< z < N — 1 est donc proportionnel a un déterminant de Vandermonde A(z;) =
det (2! )i = [1.c j(zj — ;) (par combinaison de lignes et colonnes) :

det [pi—1(z;)]; ; = (ao...an,) det(azé-‘l)i,j ol det(azé-‘l)i,j = A(x;) H(:c] —z;)  (5.39)
i<j

Finalement on obtient donc la distribution marginale des hauteurs a position donnée
pour N interfaces ne se croisant pas (ii) :

P(hl, ey hN) = By eibzf h? H |hj — h2|2 (540)

i<j

Cette distribution, apres dilatation des h; (A\; = \/l;hz) est exactement la distribution
des valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne de ’ensemble GUE, cf
Eq. (1.27) avec 8 = 2.
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Du fait de la contrainte de non-croisement des interfaces, les hauteurs sont forte-
ment corrélées, elles se repoussent comme en atteste le déterminant de Vandermonde
dans (5.40). Ce déterminant contient toutes les corrélations des interfaces, c’est la seule
différence avec le cas d’interfaces indépendantes Eq. (5.36).

En se ramenant au cas gaussien par le changement de variables \; = v/bh;, on voit
que la constante de normalisation By est égale & By = b/ By(2) ot By () est donnée
Eq. (1.28).

5.1.2.2 Confinement, répulsion et présence du mur

Dans le cas (2) d'un potentiel V(h) = # + a(;‘h;l) et en présence d’un mur

(substrat) a hauteur 0, d’apres Eq. (5.25), la distribution marginale des hauteurs de N
interfaces indépendantes (i) est donnée par :

Phi,oshw) = [[P(hi) = leo|™ et =k T hie (5.41)

De plus, on a vu que les fonctions d’onde a une particule sont données par (5.21)
(a—3)

Pu(h) = cp e 3" he £ 2 (bh2) pour h > 0 et avec £5 un polynome de Laguerre
généralisé de degré n. Ainsi, pour N interfaces évitantes (ii) (“vicious walkers”) on

a
2

1
P(hi,....;hn) = Il ’det [Yi-1(hi)]i<i jen

(5.42)

avec

Zh]

det [ 1 (hy)] = (jﬁl cn> o8 Xl (H h?) det [£17 2 0h2)] (5.43)

Comme dans le cas sans mur, le déterminant des polynomes de Laguerre est proportionnel
a un déterminant de Vandermonde :

det [cﬁ.i;%)(bh?)} o A(bh2) o< [T (h2 — 12) (5.44)

i, =
1<)

car £ est de degré n. Dot pour N interfaces évitantes :

Plhi, ... hy) = Ky e "2 T p2 T (h2 — h2)? (5.45)

i 1<j

A nouveau, du fait de la contrainte de non-croisement des interfaces, les hauteurs
sont fortement corrélées, elles se repoussent (cf le déterminant de Vandermonde dans
Eq. (5.45)).

Si on fait le changement de variables bh? = \;, on obtient la distribution des valeurs
propres d'une matrice aléatoire de Wishart, cf Eq. (1.64) :

P(hy, ..., hw)dhy...dhy = P (M, oo, An)dAr..dAy ol BhZ = )\,

avec P (A, Av) = Ky € 20 H)\;r% H PYEPYIE (5.46)

i<j
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On rappelle que le parametre o du potentiel V(h) = % + a(;lh;l) est en général
1

réel et plus grand que 1. Lorsque (o — 5) est un entier, la distribution Py, est la den-
sité de probabilité jointe des valeurs propres d'une matrice de Wishart W = XX de
taille N x N, ou X est une matrice aléatoire gaussienne complexe de taille M x N ou
M=N+a-— % (voir (2.31) avec 8 = 2 pour le cas complexe). En général pour a > 1,
(o — %) est un réel quelconque, la distribution Py, ne correspond plus exactement a un

ensemble de matrices mais elle reste bien définie et a un sens physique dans notre modele.

On notera qu’on peut en fait aussi générer la distribution des valeurs propres d’une
matrice de Wishart avec un 5 > 0 quelconque en introduisant un potentiel d’interaction
répulsif entre les interfaces de la forme :

- > /OL da g (g - 1) [(hj —1hk)2 e +1hk>2 (5.47)

1<j<k<N

Dans ce cas, le formalisme d’intégrale de chemin permet de se ramener a un systeme
quantique qui se trouve étre un modele connu et intégrable, celui de Calogero-Moser
[Mos75]. En particulier on peut alors calculer la distribution jointe des hauteurs des
interfaces (qui est donnée par le module au carré de la fonction d’onde du fondamental a
N particules), on trouve alors apres le changement de variables bh? = \; la distribution
des valeurs propres de Wishart avec 5 > 0 quelconque et M — N = W Cependant
le potentiel de paires pour les interfaces (5.47) n’est pas vraiment physique. Le terme
m peut étre vu comme une interaction dipolaire entre interfaces, mais le terme
miroir m n’est pas physique. Dans la suite on se contentera donc du cas physique

B=2.

5.2 PROPRIETES STATISTIQUES DES INTERFACES

On connait maintenant la distribution transverse des hauteurs des interfaces
en un point donné, dans le cas d’interfaces indépendantes ((i) “harmless walkers”) ou
contraintes de ne pas se croiser ((ii) “vicious walkers”), sans mur (1) ou avec mur (2). A
partir de cette distribution, on peut en principe calculer des propriétés statistiques de
notre modele d’interfaces, comme la moyenne des hauteurs, la variance, la distribution
de l'interface la plus haute ou de celle la plus pres du mur... En particulier on cherche a
analyser ’effet des corrélations dues a la contrainte de non-croisement.

Dans le cas d’interfaces indépendantes, la statistique des N interfaces ne contient rien
de plus que celle d’une interface isolée, les calculs ne sont donc pas difficiles. Dans le cas
d’interfaces qui ne se croisent pas, les hauteurs sont fortement corrélées. Pourtant dans
ce cas apres changement de variable on se ramene a la théorie des matrices aléatoires,
voir Eq. (5.40) et Eq. (5.46). On peut alors utiliser des méthodes de type gaz de Coulomb
comme expliqué dans la premiere partie pour déterminer des propriétés statistiques des
interfaces dans la limite d’un grand nombre d’interfaces N — oo.

Je présente d’abord les résultats que j’ai obtenu pour la densité moyenne ainsi que la
distribution de la hauteur maximale dans la limite N grand. Ce sont des conséquences
directes des résultats connus en théorie des matrices aléatoires (GUE ou Wishart) a
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laquelle on se ramene par changement variables. Ensuite j'explique comment, a partir
d’une méthode proposée par Edelman dans le cas des matrices de Wishart avec § = 1,
j’ai pu calculer exactement (pour tout V) la distribution de la hauteur minimale dans le
cas (2) avec mur, c’est-a-dire de la hauteur de l'interface la plus prés du mur. Enfin je
présente le calcul de la distribution du centre de masse Gy = W des hauteurs
dans la limite N grand par la méthode du gaz de Coulomb (dans le cas (2) avec
mur). Cette partie constitue ma contribution principale & notre article [NM09], elle est
intéressante en particulier car la distribution de Gy présente une transition de phase
avec une singularité essentielle.

5.2.1 Densité moyenne

La densité moyenne des hauteurs py(h) = %Zﬁiﬂé(h — h;)), qu'on a déja
introduite dans le contexte de la théorie des matrices aléatoires au chapitre 2, est la
distribution marginale de la hauteur d’'une interface du modele (un modele a N
interfaces). Ainsi la quantité Npy (h)dh représente le nombre d’interfaces dont la hauteur
se situe entre h et h+dh ; autrement dit py(h)dh est la probabilité de trouver une interface
de hauteur entre h et h + dh.

Dans le cas d’interfaces indépendantes, py est simplement la distribution de la hau-
teur d'une interface isolée : py(h) = P(h). Avec la contrainte de non-croisement, les

hauteurs sont corrélées et py s’obtient par la théorie des matrices aléatoires.

5.2.1.1 Potentiel harmonique et absence de mur

Commengons par le cas (1) du potentiel harmonique V' (h) = b*h?/2 sans mur.

Pour N interfaces indépendantes (i), la densité py(h) est indépendante de N, elle
est donnée par py(h) = P(h) Eq. (5.17). Dans ce cas, la moyenne et la variance d’'une
des interfaces ne dépend pas de IV, tout se passe comme si 'interface était isolée, elle ne
“voit” pas les autres, cf Eq. (5.18) :

(hy =0 et Varh = (h*) — (h)? = = (5.48)

Pour N interfaces évitantes (ii), le changement de variable v/bh; = \; permet de
se ramener facilement au cas gaussien GUE étudié dans la premiere partie, cf section

5.1.2.1. Finalement on obtient quand N > 1 le demi-cercle de Wigner comme pour le
GUE, cf Eq. (2.26) :

pn(h) ~ (5 o7 (h %) ou p(a) = 2L (5.49)

™

Une premiere conséquence importante est 'ordre de grandeur d’une hauteur typique a
N grand (le méme que Ay, pour GUE, cf Eq. (2.15)) :

|heyp| < VN pour N grand (5.50)

On voit l'effet important de la contrainte de non-intersection. Dans le cas (i) d’in-
terfaces indépendantes la hauteur typique, moyenne, ne dépend pas de N. Avec la con-
trainte de non-intersection les interfaces se repoussent et s’étalent sur un intervalle
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de largeur d’ordre ~ v/ N pour N grand. Par symétrie h — —h, on a (h) = 0. La variance
croit linéairement avec N :

N
(h) =0 et Varh ~ % (5.51)

On notera que, contrairement a ce que 1’on pourrait penser intuitivement, la densité
moyenne py(h) est a support fini dans le cas de N interfaces évitantes (ii) avec N > 1,
cf (5.49) (demi-cercle), tandis qu’elle s’étend sur tout R pour des interfaces completement
indépendantes (i), cf (5.17) (loi gaussienne). Toutefois la largeur typique sur laquelle py
est significative est d’ordre < 1 dans le cas (i) d’interfaces indépendantes mais augmente
comme =< /N dans le cas (ii) d’interfaces évitantes.

5.2.1.2 Présence d’un substrat

Considérons maintenant le cas (2) d'un potentiel V (k) = b*h?/2 + a(a —1)/(2h?) en
présence d’'un substrat (mur) a hauteur nulle.

Pour N interfaces indépendantes, la densité py(h) est indépendante de N, elle
est donnée par py(h) = P(h) Eq. (5.25). La moyenne et variance d'une des interfaces ne
dépendent pas de N, cf Eq.(5.26) :

1 4
m=(h) = —— et of = Var(h) = 3 <g — —) pour a =1 (5.52)
77

Pour N interfaces évitantes, le changement de variables bh? = \;, cf section 5.1.2.2,
permet de se ramener facilement au cas des matrices de Wishart étudié dans la premiere
partie (loi de Marcenko-Pastur Eq. (2.42)). On supposera dans toute la suite que « est
fixé, il ne croit pas avec N, ce qui correspond a ¢ = 1 ou ¢ = N/M quand N grand.
Finalement on obtient quand N > 1 une densité a support fini pour les interfaces
évitantes :

b b 1
pn(h) ~ ~ " (h\/ N) ou p(x) = ;\/4 — 22 pour x >0 (5.53)

L’ordre de grandeur d’une hauteur typique a N grand est v N comme dans le cas sans
mur :

hiyp < VN pour N grand (5.54)

A nouveau, avec la contrainte de non-croisement les interfaces se repoussent et
s’étalent sur un intervalle de largeur d’ordre < v/NN pour N grand. De I'expression de la
densité on déduit la moyenne :

8 |N
— pour N grand (5.55)

()~ 57

5.2.2 Hauteur maximale

On s’intéresse ici a la hauteur de l’interface la plus haute, c’est a dire hya.c =
max; h;, dans le cas d'interfaces évitantes (ii). Comme on a vu dans le contexte de la
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théorie des matrices aléatoires, la moyenne de A, est donnée par la borne supérieure
du support de la densité moyenne pour N grand. On obtient respectivement dans la

212 212 —
situation (1) ot V(h) = %= en D'absence de mur et (2) ot V(h) = 2= + a(;ﬂl) avec
mur en h =0 :

2N N
(Pmax) ~ 1/ —, Sans mur (1) , (hamax) ~ 24/ - &vec mur (2) (5.56)

On retrouve ce scaling en < v/ N dii a la contrainte de non-intersection. Les interfaces
se repoussent fortement.

Les fluctuations typiques de h,., prés de sa moyenne sont décrites par une
loi de Tracy-Widom comme pour la valeur propre maximale d’une matrice aléatoire,
cf Eq. (3.6) dans le cas gaussien et Eq. (3.26) dans la cas de Wishart. En utilisant le
changement de variables h;vb = \; dans le cas (1) d’'un potentiel harmonique sans mur
et bh? = \; dans le cas (2) avec mur, on peut donc montrer en se ramenant & la théorie
des matrices aléatoires que pour N — 00 :

[2N N~
Rmax — A/ — | ~ dans le cas (1

ou Plx <z = F(x) (5.57)
[N N—s
(hmax -2 ?> ~ 22/37\6/8_) x dans le cas (2)

ou la loi de Tracy-Widom Fs(x) est définie Eq. (3.7).

Les fluctuations atypiques loin de la moyenne (événements rares) sont décrites
par les grandes déviations. En utilisant les mémes changements de variables pour se
ramener aux matrices aléatoires, on obtient pour hAp., les mémes grandes déviations que
pour une matrice de GUE dans le cas (1) avec hv/b = X et que pour une matrice de
Wishart dans le cas (2) avec bh? = \.

Dans le cas (1) d’un potentiel quadratique sans mur, on trouve :

e 2= <i/_¢ﬁ5> sit <4/

P (s = 1) ~ et |t — %|:o<\/ﬁ) (5.58)

_ Vb
e 2Nw+<\/ﬁ

ou ¢_ est donné Eq. (3.39) et ¢, Eq. (3.45).

Dans le cas (2) avec mur et avec V(h) = Z02 ol fop 5
+2
672N2¢_<%> pour bt? < 4N )
P M = 1) & o [bt2 — AN| = O(N)  (5.59)

2
6_2N¢+<%> pour bt? > 4N

ou ¢_ est donné Eq. (3.52) et ¢, Eq. (3.53).
On rappelle ici que le signe =~ est utilisé pour désigner un équivalent logarithmique
par opposition a ~ qui indique un véritable équivalent.
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5.2.3 Hauteur minimale

On s’intéresse maintenant a la hauteur de l’interface la plus basse c’est-a-dire
la hauteur minimale A, = min; h;. On considere dans toute cette partie le cas (ii) d’in-
terfaces ne se croisant pas (marcheurs vicieux) et en présence d’un mur. En effet,
en 'absence de mur, par symétrie h — —h, on a simplement A, = —hmax. Par contre,
en présence du mur l'interface de hauteur minimale est celle qui est la plus pres du mur
donc a hauteur pres de 0.

Plus précisément, dans le cas (2) d'un potentiel V' (h) = % + O‘(;hzl) avec un mur
en h = 0, la moyenne de hp;, pour N grand est en premiere approximation donnée
par la borne inférieure du support de la densité moyenne py(h), donc “(hpi,) ~ 07, ie
(hmin) — 0 quand N — oco. Contrairement & Apyay, la hauteur hy;, n’est donc pas du
meéme ordre que la hauteur typique gy, < V/N. On ne peut pas utiliser de méthode de
Coulomb dans ce cas, il faut une autre méthode.

Il se trouve que, suivant une méthode proposée par Edelman [Ede88] dans le contexte
des matrices de Wishart, on peut calculer exactement la distribution de la hau-
teur minimale h,,;, pour une valeur particuliere du parametre o, a = % Par définition,
la distribution cumulative de hp;, s’écrit :

P(huin > 1) = P(h; > t Vi) :/ dhl.../ dhy P(hy, ..., hy) (5.60)
t t

ou la distribution transverse P(hq, ..., hy) est donnée Eq. (5.45).
On effectue alors le changement de variable bh? = ); et on pose t = /( pour se
ramener aux valeurs propres de Wishart, cf (5.46) :

[o¢] o0 _l
P(hmin > 1/C) = Knn / d)\l.../ dy e =N TN 2 [[Iv= NP (5.61)
b¢ b¢ i i<j
On pose alors \; = b( + x; et on trouve :

P(hmin > /C) = Karn eV w(bC) (5.62)

ot w(z) est définie comme :

w(z):/ d:pl.../ dry e” 2% (xi+z)o‘_% H|:pi—x]~|2 (5.63)
0 0 ;

1<j

Quand o — % est un entier positif, ¢’est a dire dans le cas ou les hauteurs au carré sont
distribuées exactement comme les valeurs propres d’une matrice de Wishart avec tailles
MetNouM—-N=a— %, la fonction w(z) est alors un polynéome de degré N (a — l).

2
Considérons le cas particulier simple a = %, soit M =N+1:

w(z) :/ dxl.../ dry e”Zi% [ [(z; + 2) H|:pz — ;|7 (5.64)
0 0 ;

i<j
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On cherche a écrire une équation différentielle sur w(z). En notant A(x;) = [[;_;(x;—
x;),on a :

N [e.e] oo
w'(z) = Z/ dxl.../ dry e 2% | [(z;i + 2) A(xy)?
k=1"0 0

itk
= N/ dxl.../ dry e” 2% | (@i + 2) Az;)? (5.65)
0 0 i1
par symétrie des variables muettes x;. De méme :
W'(2) = N(N — 1) / d.. / dax e S TT (2 4 2) Aw:)? (5.66)
0 0 ,
1#1,2

Ainsi on peut écrire :

w(z) = / dxl.../ dry e 2% (2 + x;) H(xl + 2) Ax;)?
0 0 i1
wi(z) ¥ > Y 2
="+ dxy... dry e =i 1y H(xl + 2) A(x;) (5.67)
Intégrons par parties la derniere intégrale par rapport a la variable x; en remarquant
x T4 2 —x <
€ d( 12 ) = A(xl)Q |:1 + 1 Zk#l x1zmk:| et €7 = _dilhl’ d’ot :

dzx1

!/

w'(2) > > S
w(z)=(z4+1)——=+ (N -1) dzy... dey e 2% [Tz + 2) Ax;)?
N /o /0 o

2.1’1

Ir1 — X2
(5.68)

a nouveau par symétrie des variables muettes x;. Calculons cette derniere intégrale :

%) 0o 2
I= / d:pl.../ R (zi + 2) Alz;)? -
0 0 i1 T — T2
0o o0 v 5211 (T2 + 2)
= dxy... dry e =i H (@ + 2) Alw) ————=
0 0 i#1,2 R
=J+K (5.69)

ou

0 o 2
J = / d:cl.../ dxy e 2T H (x; + 2) A(l’z’)z -
0 0

i#1,2 1= T2
(o] o 2
K = / d:pl.../ duy e” 2 H (x; + 2) A(:pi)Q& (5.70)
0 0 i£1,2 1= T2

J est nulle. En effet, par symétrie x; <> x4 elle est égale a la méme intégrale ot on inverse
x1 et xq, c’est a dire qu’elle est égale a son opposé donc a zéro :

oo o) 2
J = / d:cl.../ dxy e 2T H (x; + 2) A(sz‘)z —
0 0

i#£1,2 T1— P2
o0 o0
2
= / d:cl.../ dry e 2 H (x; + 2) A(sz‘)z _—
0 0 i#1,2 T2 %
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Pour K, a nouveau par symétrie on peut remplacer dans 'expression (5.69) le facteur

2012 par 2222 oy encore par la somme des deux divisée par deux qui vaut z, d’ot :
Tr1—I2 r2—I1

= z/ dxy.. / duy e” Zi® H (z; + 2) Azy)? = z% (5.71)

i#1,2

Mettant tout ensemble, on obtient une équation différentielle du second ordre sur w(z) :
2w"(2) + (z+ D)w'(2) = Nw(z) =0 (5.72)

w(z) est donc le polynome de degré N qui est solution de I'équation (5.72), il est
donné a une constante multiplicative pres par le polynome de Laguerre de degré N :

w(z) o< Ly(— ZC’N 1 (5.73)

N L . . . « . » o k N!
ou C} est le coefficient binomial “k parmi N” : Cf = wv—i- Far ailleurs on a vu

que P(Amin > V) = Kyy eV w(bC) avec ¢ = v/t. Comme toutes les hauteurs sont
positives on doit avoir P(hAyi, > 0) = 1 ce qui fixe la constante de normalisation.

On obtient donc le résultat exact suivant pour la distribution cumulative de
Pomin (pour oo = 3/2) :

_ 2 _ 2
P(hmin > t) = eV Ly (—bt?) = e N Zcﬁv k‘ (5.74)
La densité de probabilité de h,,;, est donc donnée par :
d 2
P(huin = 1) = == Plhuin > 1) = 26°£° e N LR (—be?) (5.75)
ou L) (x) est le polynéme de Laguerre généralisé défini plus haut.
A partir de (5.75), on peut calculer explicitement les moments de Ay, :
I'k/2+2) (N+1
gy = LERED WD b vy kg 23-1N)  (5.76)

Obk/2 Nk/2+1 2

En particulier, dans la limite N — oo, on trouve pour la moyenne :

C

e
i) ~ —— N — W oey =4/ — Ip(1/2) = 1.5538. .. 5.77
( ) 7o pour oo ol ¢ 1 0(1/2) ( )

ou I,(z) est la fonction de Bessel modifiée de premiere espece d’indice n :

z) = ki;o m (g)%m (5.78)

La hauteur minimale moyenne se comporte comme =< 1/4v/N a N grand, elle tend bien
vers 0 quand N — oo comme attendu. A nouveau 'effet de répulsion du a la contrainte
de non-croisement des interfaces est tres important, 'interface la plus basse est ainsi
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poussée tres pres du mur (de fagon a s’écarter des autres interfaces).

On peut aussi extraire le comportement de la distribution de h,;, a N grand
a partir de la distribution exacte (5.75). Du fait du scaling hp, < 1/VN et de la
normalisation de la probabilité, on s’attend a :

P(hmin = t) ~ VN fonin (tﬁ) pour N — 0o (5.79)

ou fmin(x) = limpy o0 ﬁlp (hmin = ﬁ) soit fmin(x) = limy o0 b? x3€—ba:2 1}711(1 -
N; 3; %) d’ott :

Fum(@) =02 2% e (F(3:b2?) = 2bze " L(22VD) (5.80)
ou I et oF; sont des fonctions hypergéométriques définies par :

' L > (a1)p...(ap)y 2"
pEy(ar, .y ap by, by 2) = % ) (b), (5.81)

avec (a), = (a)(a+1)...(a+n — 1) le symbole de Pochhammer (factorielle croissante).
Cette fonction fi, se comporte en 00 comme :

~ b3 quand x — 0 5 89

fmin(x) ~ % \/EefmeJrQ Vbz quand T — 00 ( : )

5.3 CENTRE DE MASSE DES HAUTEURS

Dans cette partie, je présente le calcul de la distribution du centre de masse
Gy = W des hauteurs dans la limite N grand, que j’ai effectué avec la méthode
du gaz de Coulomb [NMO09]. Je me place dans toute cette partie dans le cas (2) d'un
potentiel V(h) = % + a(;h_gl) avec b > 0 et a > 1 fixés, avec mur a hauteur nulle.
Je suppose aussi ici que les N interfaces ne sont pas autorisées a se croiser (cas (ii),
marcheurs vicieux) et que N > 1.

Dans notre article [NM09], j’ai pu mettre en évidence une transition de phase pour
une certaine valeur g. de Gy dans le gaz de Coulomb associé. J’ai également montré qu’en
ce point de transition g., la distribution de G admet une singularité essentielle : elle

est indéfiniment dérivable mais non analytique, cf eq. (5.86).

On a déja vu plus haut que dans ce cas la hauteur moyenne est (h) ~ %ﬁ quand
N > 1, cf eq. (5.55), ainsi on a :

8

(Gn) = (h) ~ VN ot H= S Th

pour N grand (5.83)

En particulier, on s’attend pour N grand & observer le scaling typique Gy =< v/N.
On veut donc calculer la densité de probabilité P(Gy = v) avec v = sv/N par la



5.3. Centre de masse des hauteurs 93

méthode du gaz de Coulomb. Cette méthode va nous permettre de calculer les grandes
déviations de P a 'ordre dominant pour N > 1, ie la distribution a l'ordre dominant
pour Gy = sV N avec |s — pu| = O(1) et N > 1.

Par définition, la densité de probabilité de G s’écrit :

/dh1 / dhn Ph, ., hy )5<h1+N+hN—u> (5.84)

ou la distribution jointe des hauteurs P(hy, ..., hy) est donnée Eq. (5.45). Avec le change-
ment de variable bh? = );, on se ramene & une intégrale sur les valeurs propres ); d’une
matrice de Wishart :

N > > \/)\_1+...+\/XN_
P(GN—V)—/O d)\l.../o e 5( = y> POy M) (5.85)

ou Py est la distribution des valeurs propres d’une matrice de Wishart pour § = 2, cf
Eq. (5.46). Calculer la distribution de G pour les hauteurs est donc équivalent a calculer
la distribution de Y, /A; pour les valeurs propres d’une matrice de Wishart -qui n’était
pas connue avant notre travail.

On va montrer que les grandes déviations de la distribution du centre de masse
sont données dans la limite NV grand par :

P(GN = 8\/N) ~ €7N2¢(s)

®_(s) pours<p B
ou O(s) = { B, (s) pours>p et |s —ul =0(1)

32 1
Eq. (5.105) et &, est donné a une constante additive pres par Fg[p.] Eq. (5.96) ou p.
est donné Eq. (5.116) (je n’ai pas pu dériver d’expression explicite simple pour ®_). La
fonction de grande déviation ®(s) est tracée Fig. 5.2. On va voir aussi que ¢ a une tres
faible non-analyticité au point de transition s = p : une singularité essentielle. ®
est donc indéfiniment dérivable mais non analytique en s = u, plus précisément on va
montrer que :

avec [l = f et ot d_(s) = Ll (@) — 3, voir Eq. (5.109) et ot L(s) est donné

s
Dy (s) —D_(s) ~ —mVb(s—p)e Vie=m M2 quand s — pt (5.86)

A nouveau, on rappelle que et ~ signifie équivalent et ~ équivalent logarithmique.

5.3.1 Méthode du gaz de Coulomb

On a vu que la distribution jointe des hauteurs des interfaces P(hq, ..., hy) se ramene
par changement de variable bh? = \; & la distribution des valeurs propres d’une matrice
de Wishart, cf Eq. (5.46) :

P(hl, ceny hN)dhlth = Pw()\l, ceey )\N)d)\ld)\]\[ avec
Pw (M Ay) = Ky e =8 TIA2 T IV — Ml (5.87)

1<j



94 Chapitre 5. Modele d’interfaces et matrices aléatoires

0 1 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 I I 1 i i | I I |
0.0 0.2 0.4 06 08 | 10

1 s

Figure 5.2 — Grande déviation ®(s) pour le centre de masse G = M des hauteurs

des interfaces : P(Gn = sx/ﬁ) ~ e V2() pour N> 1. Icib=1 donc la moyenne de s
est donnée par = 8/(3mv/b) ~ 0.85 (c’est le minimum de ®(s)). ®(s) a une trés faible
non-analyticité en s = p.

On veut calculer la distribution du centre de masse des hauteurs Gy = M, soit apres

N
changement de variables cf Eq. (5.85) :
o o AL+ A
P(GN:y):/ d)\l.../ Dy 6 (YA VAN ) ()
0 0 NVb

La distribution Py (5.87) se récrit comme un poids de Boltzmann :

P (A1, . Ay) oc e P o (5.89)

E[{\}] = ZA—(&——)ZInA—QZIn\)\ A >0

1<)

Le terme logarithmique —In |\; — \;| dans I'énergie effective E[{\;}] est exactement
I'interaction de Coulomb a 2D entre deux charges de méme signe et de position A; ; sur
I’axe réel. Les \; peuvent donc étre vues comme les charges d’un gaz de Coulomb
2D, toutefois contraintes de rester sur une ligne (\; € R, ). Ces charges sont de plus dans
un potentiel externe Vo () = A — (a — —) In \.

Une premiere conséquence de cette interprétation en gaz de Coulomb est le scaling
dans la limite N > 1, comme on I'a déja discuté au chapitre 2. On veut déterminer le
scaling des \;. On suppose que )\; < N pour N > 1, on veut trouver 6. On introduit les

variables adimensionnées | z; = \;/N° | On peut alors récrire I'énergie effective définie

Eq. (5.89) en fonction de ces variables :
E[{\}] = N‘szxz —(a——)Zlnxz —2) Infa; — 2] + ey (5.90)
1<J

ouey = — (a — %) O NInN—§ N(N —1)InN est une constante qui peut étre absorbée
dans la constante de normalisation de Py, et ou z; = \;/N % est d’ordre =< 1 quand
N — 0.
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Le terme d’interaction coulombienne est d’ordre N2 comme on 1’a déja vu au chapitre
2,16 =Y ooy |z — a5 < N?, cf Eq. (2.14).

D’un autre coté le terme de potentiel linéaire est d’ordre N°3  x; < N°F1 tan-
dis que le terme de potentiel logarithmique est d’ordre —(a — %) Y. ;Inz; < N pour a
fixé (o indépendant de N). Le terme logarithmique est négligeable devant I'interaction
coulombienne qui est d’ordre =< N2. On n’apparaitra donc plus dans toute la suite.

Pour équilibrer les différents termes de Iénergie effective, il faut donc que N°*! =< N2,
soit 0 = 1, ie (comme on I'a déja vu dans le contexte des matrices de Wishart, cf Eq.

(2.34)) -

Ayp <N quand N > 1, soit 6 =1 (5.91)

Ainsi on retrouve le comportement typique des hauteurs des interfaces h; < v N (car
bh? = \;) et donc également du centre de masse des hauteurs G = Mty = /N

N
quand N > 1. On pose donc v = sv/N.

On introduit la densité adimensionnée p(z) = + >, 0(z — ;) ou ; = \;/N sont
les variables adimensionnées (ie indépendantes de N pour N — o0). On s’attend a ce
que dans la limite N — oo, p(z) tende vers une limite finie et continue (fonction continue
de x) et on peut alors écrire 1’énergie effective Eq. (5.89) dans sa limite continue sous
la forme d’une fonctionnelle de p (cf Eq. (2.36) avec ¢ = 1) :

Enx[{N}] = N2E[p] — N> In N + o(N?) (5.92)

E[p]:/o dap(z x—/ dx/ da’ p(z)p(a') In |z — 2

Comme on vient de le voir, le terme logarithmique —(a — 3) >, In \; disparait & I'ordre
dominant car, pour « fixé, il est négligeable devant N? pour N > 1.

L’intégrale multiple sur les \; (5.88) devient alors une intégrale fonctionnelle sur
la densité p :

P(Gy = sV N) / Dps < / P 1) 5( / dxp(a:)\/E—S\/E) e NVER (5.93)

ou l'énergie effective continue est donnée Eq. (5.92) et ou les deux fonctions delta fix-
ent les contraintes [;* p = 1 (normalisation de la densité) et [ dwp(x)y/z = sVb, ie

Gy = sv/N. On notera que le terme constant —N? In N dans I'Eq. (5.92) est absorbé
dans la constante de normalisation de P(Gxn = sv/N).

Dans la limite N — oo, on peut calculer l'intégrale fonctionnelle Eq. (5.93) par la
méthode du col. L’énergie minimale domine l'intégrale. Cela revient physiquement a
considérer la gaz de Coulomb a température nulle. Le col s’écrit :

P(Gy = sVN) oc e N Felee] (5.94)

ou la densité p. minimise I’énergie effective F[p] qui dépend de s (c’est-a-dire de la
valeur de Gy) et est donnée explicitement par :

/d:p/ dx’ p(x )1n|:p—x'|+/ dx p(z) x
0

+D</O dz p(x) — )+R</Ooodxp(x)\/5—3\/5) (5.95)
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ou on a ajouté des termes avec multiplicateurs de Lagrange D et R pour prendre en
compte les contraintes dans la minimisation de 1'énergie, respectivement [ p =1 (nor-
malisation de la densité) et [p/z = svb (ie Gy = sv/N). L’énergie effective ci-dessus
peut se récrire :

EJp] = — /OOO dx /OOO dx’ p(z)p(x') In |x—x'|+/ooo dx p(x) Veg(z) — K +cste (5.96)

ot K = D+ RsV/b et o1 Vg est le potentiel effectif vu par les charges du gaz de
Coulomb :

Vet (z) =2+ D+ Rz (5.97)

On doit donc trouver la densité p.(z) solution de I’équation de point col (Sfpe—&[)p} =0,
P=Pc

soit :
2/ dr’ p.(z') In|x — 2| = Veg(z) = x + Rz + D pour x € Supp|p] (5.98)
0

L’objectif est maintenant de déterminer la densité p. solution de I’équation intégrale
(5.98) avec les deux contraintes [ p. = 1 et [dx /zp.(z) = sv/b (qui fixent les multipli-
cateurs de Lagrange R et D), cf section 5.3.2. On remplace alors p. dans 'expression de
I'énergie effective Eq. (5.95) pour obtenir la distribution de G, cf Eq. (5.94) :

P(Gy = sVN) oc e N Fsleel (5.99)

5.3.2 Densité optimale et distribution de Gy

On cherche la densité p. solution de (5.98) telle que

/OOO dx p.(r) =1 et /OO dz \/zp.(x) = sV (5.100)

0

La densité représente la répartition des charges du gaz de Coulomb a Gy =
sv/N fixé et a température nulle. Ces charges sont soumises & un potentiel externe
effectif Vog(x) = 2+ Ry/x + D pour z > 0 qui dépend des multiplicateurs de Lagrange
R et D qui ne sont pas encore fixés a ce stade mais devront dépendre de s (apres qu'on
aie imposé les contraintes (5.100)). Selon la valeur du centre de masse Gy = sv/N, on
s’attend donc a une forme différente pour Veg et donc une répartition des charges p.
différente. On va voir que ceci est a l'origine d'une transition de phase au point
s = u. Physiquement, si R > 0 le potentiel est monotone croissant sur R, , les charges
vont s’accumuler pres de lorigine (prés du mur), cf Fig. 5.3. Si R < 0, le potentiel Vg

a un minimum absolu en zg = ,/—% > 0, les charges s’accumuleront alors pres de ce

minimum, cf Fig 5.4.

On dérive (5.98) par rapport a x, on obtient :

e pe(x) 1 R
da’ S 101
]ﬁ ¥ =g + NG pour = € Supplp.] (5.101)
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Vet(z) =2+ Ryz+D -~

0 L T

Figure 5.3 — Schéma représentant la densité moyenne adimensionnée p.(x) (trait plein
bleu) et le potentiel externe effectif Veg(x) = v + R\/x + D vu par les charges du gaz de
Coulomb (en pointillés) avec la valeur du centre de masse firée o Gy = s\/b dans le cas

s <pu==+~ (ie R>0). Le potentiel a dans ce cas un minimum absolu a l'origine, les

37vb
charges s’accumulent pres de lorigine (ie prés du mur) et la densité a un support fini

10, L].

olt f désigne la partie principale, voir Eq. (2.83). Cette équation intégrale peut étre
résolue par le théoreme de Tricomi comme expliqué section 2.4. La solution est une
densité p. a support fini [a,b] C R, donnée par (2.84) :

pc(x)zﬁﬁm {c+]€b%ﬁft‘i—im EU%EH (5.102)
ot C = [ po=1.

Physiquement on s’attend comme on a vu a un comportement tres différent selon le
signe de R. Considérons donc les deux cas R > 0 et R < 0 séparément et déterminons
ensuite a quelles valeurs de Gy = sV N ils correspondent.

5.3.2.1 Branche gauche : R >0

Supposons d’abord que R > 0. On verra plus loin que ce régime correpond en fait
a s < p, c’est a dire a la branche gauche de la distribution du centre de masse Gy (de
moyenne v/ N ). Dans ce cas, Vog est monotone croissant pour x > 0, on s’attend donc
a une accumulation des charges pres du mur a Dorigine, cf Fig. 5.3, donc a une
densité p. a support |0, L] (ie a =0, b = L) qui s’annule en L pour assurer la continuité
(car p.(x) = 0 pour = > L, c’est a dire en dehors du support) -tandis qu’a l'origine il y a
le mur donc on ne s’attend pas a ce que la densité s’annule en 0. Dans ce cas, la solution
Eq. (5.102) peut étre calculée explicitement. Une fois la contrainte p.(L) = 0 imposée,
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on trouve :

1 |L—x R x
pe() = 7 . + N argth (Q [1— z) pour 0 <z < L (5.103)

La densité est tracée schématiquement figure 5.3. Physiquement, la densité doit étre
positive pour 0 < z < L. Cette condition équivaut a R > 0, ce qui est bien le cas ici par
hypothese.

On impose ensuite les conditions (5.100), ce qui donne :

32 VI 2 ?
YL h e pe o TVE (5.104)

127 T VL 2

On peut résoudre ces équations explicitement et trouver l'expression de L = L(s) :
L=1L(s):

L(s) = (~1(s)"2 2/ 275 gy ()%’ (5.105)
ot gi(s) = —3mwsVb + V16 + 9bn? 52 .
qui peut se simplifier avec la paramétrisation g;(s) = 4e~? :
9 2
L(s) = [4 sinh <§)} ot 3mwsvVb=4 sinh6 (5.106)

Quand s = p ce qui correspond a la moyenne de G, ona L =4, R =0 et p.(z) =

1 4—x __
2 x

(ie sans contrainte sur G ) pour ¢ = 1, cf Eq. (2.43).

La validité de ce régime est donnée par la contrainte R > 0, soit d’apres Eq. (5.104),
L < 4 ou encore s < p. Ce régime décrit donc comme annoncé la branche gauche de
la distribution de Gy.

p*(z) est la densité moyenne des valeurs propres de Wishart non perturbées

L’énergie de point col E[p.] peut étre calculée explicitement avec p. donnée Eq.

(5.103) :
E[pe] = L;—;) —In (?) +1 (5.107)

On en déduit ainsi l'expression de la branche gauche de la distribution de G, P(Gy =
svV/N) oc exp [~ N? E; [p.]], soit en ajustant la constante de normalisation :

—N? E [Pc}

P(Gy = sVN) ~

e*NQ Eu[Pc}

(5.108)

Le dénominateur est une constante de normalisation donnée par la méme expression que
le numérateur mais prise en s = p (moyenne de s) qui correspond au gaz de Coulomb
sans contrainte sur GGy. Ainsi on obtient I’expression de la distribution de Gy a l'ordre
dominant, a gauche de sa moyenne :

32 4

PGy =) ~ e M (F)  avec @ (s) = Ly <L(S)> - % (5.109)

ou L = L(s) est donné Eq. (5.105) et out _(s) est obtenu a partir de la formule ®_(s) =
Es [pc] - EM [pc]a cf Eq (5108)
On rappelle ici encore que = signifie équivalent logarithmique.
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0 L1 L2 xT

Figure 5.4 — Schéma représentant la densité moyenne adimensionnée p.(x) (trait plein
bleu) et le potentiel externe effectif Veg(x) = x + R\/x + D vu par les charges du gaz de
Coulomb (en pointillés) avec la valeur du centre de masse firée o Gy = s\/b dans le cas
§> | = 3%/5 (ie R < 0). Le potentiel a dans ce cas un minimum absolu en un x > 0,

les charges s’accumulent prés de ce minimum et la densité a un support fini Ly, Lo].

5.3.2.2 Branche droite : R <0

Considérons maintenant le cas R < 0. Par complémentarité du régime R > 0, le
régime R < 0 doit décrire la branche droite de la distribution de Gy, soit s > u. Dans
ce cas, on s’attend physiquement a ce que le potentiel effectif Vog(x) = x + Ry/x + D

vu par les charges du gaz de Coulomb ait un minimum absolu en zy = —% > 0, cf

Fig. 5.4. Les charges doivent donc s’accumuler pres de ce minimum. La densité p doit
avoir un support fini [L;, Ly] avec 0 < L; < Lo. Dans ce cas, les charges sont un peu
éloignées du mur, la densité doit s’annuler aux deux extrémités L, o par continuité.

La solution p. donnée Eq. (5.102) avec a = Ly > 0, b = Ly > L; et normalisée a 1, ie
[ p. =1, peut s’écrire sous la forme :

1 L1+L2—2l‘ R\/LQ—Ll L1 l‘—Ll
pe(r) = 1+ + J : ]
W\/.T—Ll\/LQ—.’L' 4 4 L2-L1 LQ—Ll

(5.110)

avec J l'intégrale avec partie principale suivante (cf Eq. (2.83) pour la définition de la
partie principale)

J(&,y) = ]5 VIV (5.111)

(t—y)Vi+¢
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soit

J(&y)=-2 1+§E< 1 )+2€mK< 1 )

1+¢ 4y 1+¢
26—y {+y 1
E+y)V1+E H(y(1+£)’1+§> (5.112)

ou K et E sont les intégrales elliptiques completes de premiere et deuxieme espece
respectivement, Il est 'intégrale elliptique incomplete de troisieme espece :

1 — kt?
—dt dt 11
1—t2 ’ /\/1—kt2 t2) (5.113)

(5.114)

nm

=P dt
/ (1 — nt?) \/1— mt2\/1 — t2

On impose la contrainte p.(L1) = 0 = p.(Lg) pour que p. soit bien continue aux
bords L; 5 de son support. Cela donne deux équations :

RK /{Z) . Ly— 14 Ly
/Ly = k= —1-=
ou T, I

272

et = —K(k) <E(k:) + (g - 1) K(k)) (5.115)

Avec les contraintes p.(L1) = 0 = p.(La), pe peut se récrire :

R N Xr — L1 L1
¥ — 1 J— J s = 5 f— 5116
pelr) = T VYl —y) Ji(&y) oty T L 3 T L (5.116)

avec y € [0,1] et ou

J(&y) J(E0)  J(E 1 :][1dt 1
y(1—vy) y -y Jo (t—y)VIVI—t/TTE

ou J(&,y) est défini Eq. (5.111). La densité p. est tracée schématiquement figure 5.4.

La contrainte [ p. = 1 a déja été prise en compte dans la solution de Tricomi Eq.
(5.116). Reste & imposer [ v/Zp.(r)dr = svb qui fixe la valeur de Gy = svV/N. p,
représente en effet la répartition des charges & Gy = sv/N fixé. Cependant I'intégrale
[ Vxpe(x)dx est en général trop difficile & calculer sauf dans certaines limites.

Ji(&y) = (5.117)

La derniere étape consiste a remplacer p. par son expression (5.116) dans 1’énergie
effective E;[p.] donnée Eq. (5.96) et on obtient alors en principe la branche droite de
la distribution du centre de masse Gy, cf Eq. (5.99) et (5.108) :

PGy =v) = eiN%*(

#) pour v > uV'N, ot @, (s) = E,[p.] — E,[pc] (5.118)

ou E[p] est donnée Eq. (5.96) et p. Eq. (5.116) En pratique le calcul des intégrales dans
E[p.] est a nouveau trop difficile sauf dans certaines limites.
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5.3.3 Asymptotes et point de transition

Les grandes déviations de la distribution du centre de masse G sont données
dans la limite N — oo par :

P(Gy = sVN) m e V0 (5.119)

. | ®_(s) pours<p B
ou d(s) = { B, (s) pour s> et |s —ul =0(1)

ound_(s) = %82)2 —In (#) — 1, voir Eq. (5.109) (régime R > 0) et &, est donné & une
constante additive pres par Eg[p.] ol p. est donné Eq. (5.116) (régime R < 0).

Cette distribution est tres piquée autour de sa moyenne s = p pour N grand. On
peut s’intéresser aux asymptotes s — 0 et s — oo (s > 0 car il y a un mur en 0) qui
décrivent des événements tres rares. Surtout il reste a caractériser la transition de phase
en s = p (ou R =0). On va montrer que ®(s) a une singularité essentielle en s = p.

5.3.3.1 Queue gauche de la distribution : s — 0

Pour s < u, le régime valable est celui de R > 0, cf section 5.3.2.1. On a alors :
72b

1
d_(s)=—-2Ilns— g~ In <T) + O(slns) quand s — 0F (5.120)

La distribution de G tend vers 0 comme une loi de puissance quand s — 0% :

P(Gy = sVN) x s*N° quand s — 0F (5.121)

La probabilité que le centre de masse des interfaces se rapproche fortement du substrat
a h = 0 est donc tres faible pour N grand.

5.3.3.2 Queue droite de la distribution : s — +o00

Pour s > p, le régime valable est celui de R < 0, cf section 5.3.2.2. Dans ce cas on n’a
pas d’expression explicite pour ®, (s) pour un s > p quelconque, mais on peut extraire
le comportement asymptotique s — oo.

Quand s — oo, on a R — —o0 et Ly — oo avec k = LQL;QLI — 0" d’apres (5.115).
Dans cette limite on a :

L, = £2-1_9340(k)

8 21 , Bk
R=V?2 —oH A kO et (5.122)
Ly = 38454 0(k)
quand k =1 — é—; — 0". De plus £ = LQLle ~ +. Finalement, pour k = 1 — é—; — 0"

—nk3/2

5 et :

avecy:%ﬁxé,0<y<1,onaJ1(§,y)~2gT’T/2~

1
pe(T) ~ yy Vy(l—y) &k pour k —0 (5.123)

ony = 19,62_—LL11' La contrainte [ /zp.(z)dzr = sv/b donne s = %\/%jL O(1) quand k — 07,
et I’énergie minimale associée diverge quadratiquement en s :
32 1
EJp.] == +O(=) quand k — 0" donc ®,(s) ~s’b quand s — +oo  (5.124)

k? k
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ce qui correspond a une queue gaussienne :

P(Gn = 3\/N) ~ e "M quand s — 400 (5.125)

5.3.3.3 Transition de phase en s =

Un développement de ®_(s) au voisinage de s = p~ montre que P(Gy = v) a un
comportement gaussien pres de sa moyenne au moins juste a gauche de la moyenne.
On verra un peu plus loin que ce comportement reste valable a droite de la moyenne,
c’est a dire que ® est au moins continue avec ses deux premieres dérivées continues au
point de transition s = p.

Pour s < p, on a en effet ®_(s) ~ % pour s proche de p ot u = %\/B et o = %\/%,

soit :

N2 (s—p)?

P(Gy=sVN)~e 27  quand s — p~ (5.126)

Dans la limite N — oo la distribution (5.109) est trés piquée autour de sa moyenne.
Une méthode du col montre donc facilement que la moyenne et la variance de Gy sont
déterminées par le voisinage de la moyenne s = p, ce sont celles de la gaussienne (5.126) :

(GN) = (h) ~ pV/'N ~ 3% % (5.127)
Var(G) = (G3) — (@) ~ T ~ % (5.128)

Ce comportement est a nouveau tres différent du cas d’interfaces indépendantes pour
lequel (Gy) =m = F(O‘iﬂ)) donné Eq (5.26) est indépendant de N et /Var(Gy) =

Vb T(a+1/2
2
% ou o7 = Var(h) = 2 — 1 F?gf:};) cf Eq. (5.26). En particulier, pour des inter-

faces indépendantes, (G y) et Var(Gy) dépendent fortement du parametre a du potentiel

V(h) = % + a(;h_gl) vu par chaque interface, tandis qu’il n’apparait pas a 1’ordre domi-

nant en N dans le cas d’interfaces qui ne se croisent pas.

Le développement de & = &, a droite de la moyenne est beaucoup plus compliqué.
J’ai pu montrer [NM09] que la transition de s = u se traduit par une non-analyticité
tres faible de la fonction ® au point pu, plus précisément une singularité essentielle :

s
Do(s) = D_(s) ~ —mVb(s—p)e =ie=m 2D quand s — pt (5.129)

® n’est donc pas seulement deux fois dérivable mais indéfiniment dérivable en s = p et
pourtant elle n’est pas analytique en ce point.

Pour mettre en évidence cette non-analyticté, il faut faire un développement précis
de ®, pour s — u*, ce qui correspond & R — 07. On définit les parametres suivants :

£ = b o
LQIH? pour s — pu* (5.130)
X = —F+h2 — +0

Dans la suite, £ est le petit parametre utilisé pour le développement asymptotique (pour
s — pt). Les termes qui apparaissent dans le développement seront en fait de la forme
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O(X"¢%) = O (|Ing|7€%) avec 0 > 0. Comme X% > X7 ¢ (|Ing]"¢f > [Ing|” ¢¥)
pour 0 < 6 < @'et pour tous 1, i, on peut faire un développement en puissances de &
de la forme Y, co(X) &%, ou les coefficients cp(X) exacts peuvent étre calculés comme
fonctions de X sans les développer en le grand parametre X. Ainsi on garde tous les
ordres du développement en X (c’est a dire en In ).

Dans la limite s — p*, ie £ = 07 (et X =In& — o0), on trouve :

L=t (ﬂ) L0

X -1
4X (4X +1) )
Ly = (ﬁ) +¢& (_m) +O(&7)
B - T(4X?+2X —1) fj
= X(X —1) 4 ( 16 [X (X —1)]*? ) o (X) (o431

A Tordre dominant, on retrouve les mémes valeurs que dans la limite s — u= : Ly — 4
comme L — 4, L1 — 0 et R — 0. On retrouve une densité a support |0, 4], c’est la densité
moyenne de Wishart en l'absence de contrainte sur la valeur de G (loi de Marcenko-
Pastur, cf Eq. (2.42)).

On veut développer la densité p. donnée Eq. (5.116) pour s — ut. Pour y €]0, 1] fixé
et {—0(s—put),ona:

J(&,y) = =24 2+/1 —yargth(y/1 —y) — 62125 +0() et Li=0()  (5.132)

A Tordre zéro en &, la densité est la méme que pour s — u~ (5.103), elle diverge en

r=0:
1 L2 — X 1 L2 Xz
= —1/ — — h 1—— 1
pel) 2m x AdrX V =z argt < L2) +0() (5.133)

Pour s > pu, ie R < 0, la densité p.(z) a un support fini [Ly, Ly] avec L1 > 0 et
s’annule en © = L; et ©x = Ly. Mais la contrainte p.(L;) = 0 n’est pas vérifiée dans Eq.
(5.133). En fait, quand L, = O(§), la région x proche de Ly, donc proche de 0, devient
négligeable et ne contribue pas au premier ordre du développement. On s’apercoit donc
que la limite s — p™ est singuliere pour p,. Il est ainsi préférable d’étudier directement
la limite des intégrales de p. : p. n’apparait dans le résultat final (I'énergie F[p.]) que
dans des intégrales du type [ dzfi(x)p.(z) pour diverses fonctions fi. Cela signifie qu'il
vaut mieux développer les intégrales du type [dyJ(&,y)vVy+E& ou [dyJ(&,y)Iny di-
rectement au lieu de développer J(&,y) au début. En fait, les limites y — 0 et £ — 0 ne
commutent pas. Le développement de J(&,y) en puissances de £ génere des puissances de
plus en plus négatives de y qui font diverger les intégrales du type [ dyJ(§,y)Iny en zéro.

Avant de calculer Iénergie au point col dans la limite s — p™, il faut d’abord
développer la contrainte f drpe(x)\/x = svb qui fixe la valeur du centre de masse
Gy =sVN.On a:

Vo= [ dopa)vi = (La - 1% [ dupt) Vi T € (5.134)

0
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D’apres l'expression de p. (5.116), on voit qu'il faut développer pour & — 0 I'intégrale :

/ Y+ \/ t(1—t) 1 (5.135)
-y Vi+E t—y '

I(£) est une intégrale double impropre avec partie principale, elle n’est donc pas facile
a développer directement. On la transforme d’abord pour se débarrasser de la partie
principale :

/ \/?JTJS?/

1(€) = 1(€ = 0) + & fo(¢) (5.136)

avec

1—t 1
/ / \/TW[\/tij&vL\/ytvL&} (o157

ou I(§ = 0) = —2 (se calcule facilement) et fy est une intégrale double sans partie
principale, plus facile a développer que I. Pourtant la limite & — 0 et l'intégration
sur y ne commutent pas comme on a déja remarqué, on ne peut donc pas directement
développer l'intégrant. Il faut trouver une méthode plus subtile. Pour cela (voir annexe...
pour les détails) j’ai coupé l'intégrale fy(£) en une somme d’intégrales dont certaines sont
négligeables et d’autres plus faciles a calculer. Finalement (voir annexe...) j’ai obtenu 7(§)
au premier ordre en ¢ (mais a tous les ordres en X, ie en In¢) :

[(€)=-2+¢ [8)(2 _4x - 1] O X?) quand £ — 0 (5.138)

Finalement la contrainte [ dzp.(x)y/z = sv/b est donnée dans la limite £ — 0 par

2(4X —3)VX —16X3 4 12X? — 2X + 1 )
Vb = 3 (X 1) £( S (X _ VX )+0(£ X) (5.139)

En particulier, quand £ — 07 (X — o0), s Vb tend comme attendu vers la moyenne
i

La formule ci-dessus (5. 139) peut étre inversée pour exprimer X et & comme fonctions
de (s — ). Comme 1 v/b = 2, on obtient :

X = = u)\/+1+0($_ 2

- quand s — p* (5.140)
£ = eTHT ABIY (140(s—p)

L’énergie de point col est donnée par Eq. (5.95), donc en utilisant Eq. (5.98), on
trouve :

I R D
Eqp.] = §/L dx pe(x) x — 5 svVb— D) (5.141)

1

ou le multiplicateur de Lagrange D est obtenu en remplacant x par L; dans I’équation
(5.98). L'intégrale [ Ii *dz pe(x) x se développe assez facilement pour & — 0. Finalement
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on obtient I'expression de 1'énergie pour s — p* (¢ — 0), au premier ordre en £ et a
tous les ordres en X =1n2 — % :

X -1 3X2 -4X +2 —16X%3+16X2—-6X +1
Es[pc]:hl —V 3

X 2(X —1)? 3X (X — 1) )*O@)
(5.142)

Avec (5.140) qui donne ¢ en fonction de (s — ) quand s — p™, on peut ainsi déduire le
comportement de P(Gy = sv/N) oc e N’ Esleel (pour grand N) dans la limite s — .

Pour montrer que ® a une non-analyticité en s = p, il faut comparer E4[p.] a droite
et a gauche de pu. A 'ordre zéro en &, on retrouve exactement les mémes expressions qu’a
gauche de 1 (R — 07). La contrainte qui fixe la valeur de Gy = sv/N devient :

2(4X — 3) VX Ly* Ly’
N e SCEL e N R ST

A tous les ordres en In ¢ (ou X -mais a 'ordre zéro en &), on retrouve exactement donc la
méme équation que pour s < i (5.104), qui donne L en fonction de s. Le multiplicateur
de Lagrange R est de méme donné a l'ordre zéro en £ par la méme fonction de Loy (L)
que pour s < p, voir Eq. (5.104) :

2w Ly —T
VL 2 X(X —-1)

+0(6) =R+ 0(¢) (5.144)

L’énergie elle-méme est a l'ordre zéro en £ mais a tous les ordres en In¢ (ou X) la
méme que pour § < . Ainsi ®(s) est indéfiniment dérivable. Pour voir la non-analyticité
de &, il faut aller a 'ordre un en &.

Avec (5.142) on obtient la différence entre Fg[p.] juste a droite et juste a gauche de
T

—16X3+16X? - 6X +1
Es c+_Es el = O 2 5.145
ol = Bl =€ (T o) 06 (5.145)

Avec I'expression de £ et X = 1n2 — % en fonction de s quand s — pu* données Eq.

(5.140), on trouve finalement pour ®,(s) — ®_(s) = Eg[p.]T — Eslp] ™ :

_ 8
Do (s)—DP_(s) ~—mVb(s—p)e =vee=m 02D quand s — pt (5.146)

C’est une singularité essentielle.
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- Chapitre 0 -

Processus de Pearcey

Aptekarev, Bleher et Kuijlaars [ABKO05], voir aussi [ADVMO09], ont introduit un nou-
veau modele de marcheurs vicieux qui consiste en N mouvements browniens a 1D con-
ditionnés a ne pas se croiser sur l'intervalle de temps 0 < ¢ < T, a démarrer tous a
I'origine = 0 au temps ¢t = 0 et a se rejoindre en deux points au temps 7', c’est a dire
que les (N —r) mouvements browniens supérieurs se rejoignent en +a au temps 7', et les
r inférieurs en (—a) au méme temps 7. Ce modele est appelé processus de Pearcey.
Pour ce processus, la distribution transverse des positions a un temps t est donnée par
la distribution des valeurs propres d'une matrice aléatoire gaussienne avec terme
de source.

Ce chapitre est consacré au processus de Pearcey et a ’étude d’'un gaz de Cou-
lomb généralisé (qui comprend le cas du processus de Pearcey) que j’ai été amenée
a considérer selon une idée originale de Grégory Schehr et de mon directeur de these
Satya Majumdar. Ces modeles présentent une transition de phase intéressante entre
un régime avec densité a support connezre et un régime avec densité a support fait de
deux segments disjoints. A 1'aide d’'une méthode d’analyse complexe tirée d’un article
de Bueckner [Bue66], nous avons pu calculer la densité au point critique de transition
dans ces deux modeles. J’ai aussi trouvé une facon plus élémentaire mais calculatoire
de déterminer la densité au point critique. Ma méthode s’appuie sur la solution connue
d’une équation de type Tricomi généralisé. Ces résultats ne sont pas publiés.

Je présente d’abord, dans la section 6.1, un modele simple avec un seul mouve-
ment brownien (“marcheur aléatoire”) conditionné a finir en +a avec probabilité 1/2,
en —a avec probabilité 1/2. Dans ce modele, on peut calculer facilement, a partir des
résultats présentés au chapitre 4, la distribution exacte de la position de ce marcheur a un
temps intermédiaire. Je définis ensuite le processus de Pearcey proprement dit, pour NV
marcheurs aléatoires, cf section 6.2. Je montre comment calculer a ’aide du formalisme
de Feynman-Kac (cf section 4.2.3) la distribution jointe des positions de ces marcheurs
a un temps donné (distribution transverse). Cela me permet de retrouver le résultat
d’Aptekarev, Bleher et Kuijlaars : la distribution des positions des marcheurs a un temps
donné est la méme que celle des valeurs propres d’'une matrice aléatoire gaussienne
avec source -un modele de matrices aléatoires introduit par Brézin et Hikami, voir

107



108 Chapitre 6. Processus de Pearcey

[BH98, BK04]. Ce modele est connu pour présenter une transition de phase. Le proces-
sus de Pearcey a donc une transition de phase a un temps critique ¢, : pour t < ¢, la
densité des valeurs propres (ou positions des marcheurs) a un support fini connexe. Pour
t > t. la densité a un support fini fait de deux segments disjoints. J’explique comment
calculer en principe par une méthode de gaz de Coulomb la densité moyenne des positions
des marcheurs pour le processus de Pearcey, mais les équations intégrales auxquelles cela
conduit ne peuvent pas étre simplement résolues par la méthode de Tricomi, elles sont
plus compliquées. Je présente alors dans la section 6.3 la méthode proposée par Bueckner
[Bue66] pour résoudre un certain type d’équations intégrales correspondant a la situation
au point critique .. Sa méthode s’appuie sur I'analyse complexe. Je présente aussi une
autre méthode que j’ai trouvée moi-méme et qui permet de résoudre ces équations en
se ramenant a une équation intégrale de type Tricomi généralisé, cf section 6.4. Enfin je
définis section 6.5 le gaz de Coulomb généralisé sous la forme proposée par Satya. Ce
modele présente une transition de phase comme dans le cas du processus de Pearcey et
nous avons pu a nouveau calculer la densité moyenne au point critique avec ma méthode
ainsi qu’avec celle de Bueckner.

6.1 UN MODELE SIMPLE AVEC UN SEUL MARCHEUR

Commencons par un modele simple ot I'on considere un seul mouvement brownien
standard {x(¢)}o<t<r & 1D, d’origine x(0) = 0 et conditionné a terminer au temps 7" en
x = +a avec probabilité 1/2, en x = —a avec probabilité 1/2. Avec ces conditions aux
bord, on appellera {z(t) }o<i<r “mouvement brownien de Pearcey”. On s’intéresse
comme dans le modele d’interfaces précédent a la distribution marginale P(z) de la
position z de ce mouvement brownien a un temps t fixé, 0 < t < T. J’ai regardé ce
modele proposé par Satya pour comprendre les effets du conditionnement sur la position
finale sur un seul marcheur et distinguer ainsi dans le cas de N marcheurs vicieux les
effets liés au conditionnement et ceux liés a la contrainte de non-croisement.

6.1.1 Mouvement brownien 1D
On a déja vu que le poids statistique d'un mouvement brownien standard sans con-

ditions au bord spécifiques, {z(t),0 <t < T}, est donné, cf Eq. (4.6), par :

P Haltosir)] = - ¢+ 48 (6.1

ou la fonction de partition Zr (normalisation) s’exprime comme une intégrale de chemin :
2\ 2
Zyp = /Dx(t) e~z ho (%) (6.2)

On a vu également que le mouvement brownien standard usuel (avec extrémité droite
x(T') non fixée) est un processus de Markov avec probabilité de transition p,(y|z) gaussi-
enne, voir Eq. (4.3) :

plyle) = Plalt+7) = yle) = a] = ——— 5 ©3)
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Pour une trajectoire brownienne {x(t)}o<i<r d’extrémités z(0) = 0 et 2(T") = a, la
probabilité marginale P;(z|a) de se trouver en z au temps t (sachant que z(7") = a) est
donnée par :

Pt(l'|a) _ pT—t(a’|x) pt(x|0) (64)
pr(al0)

En effet, le mouvement brownien étant markovien, ce qui se passe de t a T est
indépendant de ce qui s’est passé avant, donc les probabilités de transition se multiplient.
La normalisation pr(a|0) permet de se restreindre aux trajectoires qui vont de 0 a a
comme fixé dans les hypotheses. Finalement on retrouve comme Eq. (4.27) (avec 2o =0

et yp =a) :
T Ag—at )T
Pi(zla) =4 (T —1) € (o=t arct=s (6.5)

6.1.2 Mouvement brownien séparé en deux

Revenons maintenant au mouvement brownien {z(¢)}o<;<r de Pearcey, ie avec
condition initiale z(0) = 0 et condition finale z(T) = +a, +a avec probabilité 1/2,
—a avec probabilité 1/2. On cherche la distribution marginale de x au temps ¢ pour ce
processus notée PP (z). Comme il y a probabilité 1/2 de finir en a, 1/2 en —a, on a
donc :

P () = SPurla) + 5 Pula] — ) (6.6)

ot Pi(z|a) est la probabilité conditionnelle d’étre en = a t sachant qu’on finit en a, elle
est donnée Eq. (6.5). D’ou finalement :

. 1 T _(x_aﬁfL _(HQL)?L
pea i T) 28(T—t) T) 2t(T—t) 6.7
PO =5\ amer =1y (6 e 07

Pour T'=1 et t = 7, cela se simplifie un peu :

z—ar)? z+ar)?
Prear () = 1; <e (27(171) +e (27-63)) (6.8)
2.\ /2r7(1—7)

Si on trace cette distribution, on s’apercoit qu’il existe un temps critique 7. tel que
la distribution a la forme d’un unique pic en 0 pour 7 < 7, mais elle est faite de deux pics
symétriques par rapport a 0 pour 7 > 7. (avec un minimum local en 0), voir figure 6.1.
Ce minimum local PP (0) en 0 pour 7 > 7, est positif et diminue quand 7 augmente, il
tend vers 0 quand 7 — 1.

dpg_)ear L.,
T(m) = 0. Le temps 7. est caractérisé par un changement
z=0

de concavité en x = 0. PP (z) comme fonction de z est en effet concave en x = 0 si
T < 7, et convexe en x = 0 si 7 > 7,.. Ainsi on a :

A tout temps 7 on a

d2 Pfear (l‘)

1
12 =0 si et seulement si 7 =17, =
x

=0 1 + 0,2

(6.9)

Pour @ > 0, on a bien 0 < 7. < 1. Sia=0on a 7. = 1, c’est a dire que seul le régime
a un pic subsiste. Dans ce cas en effet on a +a = —a donc il s’agit d’'un mouvement
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Figure 6.1 — Distribution marginale P(xz,7) de x au temps T en fonction de x et a
différents temps. Ici a = 1, donc 7. = 1/2. On voit bien le pic unique en 0 quand T < T,
(ligne rouge a tirets, ici T = 0.15) et les deux pics quand T > 7. avec minimum local en
0 (ligne bleue pointillée, ici T = 0.85). A T = 7. (ligne verte pleine, ici 7. = 0.5), il y a
une seule bosse en 0 mais son sommet est tres plat car en 0 la dérivée seconde s’annule
aussi dans ce cas.

z2
brownien normal qui démarre a 0 et retourne en 0. Alors PP (z) = ﬁ e 70-7)
wr(l—7
est simplement une gaussienne centrée en 0 a tout 0 < 7 < 1. Au contraire, si a — 00
alors 7, = 0, seul subsiste le régime a deux pics.
Par contre, quel que soit 7 (7 < 7. ou 7 > 7,.), la distribution marginale de la position

au temps 7, ie PP (x), a pour support R tout entier (le support est toujours connexe).

6.2 PROCESSUS DE PEARCEY

On considere maintenant le processus de Pearcey proprement dit, c’est a dire NV
trajectoires browniennes (& 1D), les {z;(t) }o<i<r pour 1 < i < N, qui ne se croisent pas
(“vicious walkers”), démarrent toutes en x = 0 au temps ¢t = 0 et sont conditionnées a
finir en +a a ¢t = T : les r trajectoires inférieures se rejoignent en x = —a a T', les (N —r)
supérieures en r =a a 1.

6.2.1 Distribution marginale des positions

On veut calculer comme dans le cas des interfaces la distribution marginale
PP (21, ..., xn) des positions {z;} des mouvements browniens au temps ¢. A cause de
la contrainte de non-croisement, on ne peut pas imposer brutalement que plusieurs des
trajectoires browniennes commencent (ou finissent) au méme point. Ainsi on va d’abord
supposer que les conditions aux bords sont les suivantes :

zi(0)=(i—1le=¢ et 2;(T) =a; avec a; < as < ... < ay (6.10)
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On fera tendre a la fin seulement € vers 0 et les a; vers les deux valeurs £a. Le résultat
final ne doit pas dépendre de e.

Comme le mouvement brownien est markovien, la probabilité jointe de {z1,...,zn}
au temps t s’écrit a un facteur de normalisation preés (mais en prenant en compte les
conditions au bord) :

N zi(T)=a;
Ppear(xh ---,xN) o H/ D$’Z( ) 22 ft ( 7—) X
i=1 :L'i(t)zmi
N - i(t)=w , das 2
X H/ Day(t) e 2 Ziho () (6.11)
On va des ¢; aux x; du temps 0 au temps ¢, puis des x; aux a; du temps ¢t au temps final
T. Comme on a vu pour dans la section 4.3.2, on peut récrire les intégrales de chemin
ci-dessus comme des propagateurs quantiques a N particules, ici N fermions du
fait de la contrainte de non-croisement des trajectoires :

PP (xy, .y o) o (ag, ..., aN|e*H(T*t)|:E1, ) (T, .. ZL‘N|€7Ht|€1, €N (6.12)

ott H le Hamiltonien de N particules libres :

N A~
FI:ZFL:Z%Z (6.13)
i=1 i

Apres normalisation de la densité de probabilité, on trouve donc :

PP () = {ay, ...,aN|e*H(T*t)|x1, ) (T, ...,xN|e*Ht|61, oy €N (6.14)
B IN) = = .
(a1, ...,an|e "€y, .., en)
Pour une particule, on sait d’apres 'Eq.(4.22) que :
52 1 (e—1)?
(e Ty) = e (6.15)

\2TT

Les fonctions d’onde a N fermions doivent étre antisymétrisées. Ainsi I'état |z1,...,xy) &
N fermions est donné par une somme sur les permutations o de {1,.., N} (de signature
€, = £1):

|21, ., zy) = \/_Ze(, 120,) ® .. ® |0y ) (6.16)
ou |x;) est I’état a une particule quantique de position z;. Comme H = ZZ%'Q est

symétrique en les particules 7, les propagateurs a N fermions de 1'équation (6.12) s’ex-
priment donc comme des déterminants des propagateurs a une particule, par exemple :

~ -2
(z1,...,oxle ey, .., en) = det {(xﬂe—%tkj)}

(z5—¢;)?
= det {e_ 7 ] (6.17)
i,J 1,7

On a donc d’apres Eq. (6.14) :

(ag—=j)? (@;—c))?
det |e 2T-9 det e =
P (T, ) = o & (6.18)

(aj—e€j)?
det {e 3T
/[:7-7
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Reste a calculer ces déterminants. On peut écrire :

(z—e)? 2

; DA vi)
det |e 2t —e Ziz e J2tdet[et]
ij Wi

x2+62

_ ite zie(j—1)
= e 2im det[e ¢ ]

Xy 62 j T;€
— e T H (e% - eT> (6.19)

Pour le passage a la derniere ligne ci-dessus, on utilise I'expression explicite du déterminant
de Vandermonde A(y;) = det [yg_l]m. = [Li<;(y; — vi)- A T'ordre dominant en € quand
e — 0, on trouve donc :

wie))? ey 2
det [e_ 2t ] o~ <¥> e i H (zj — x) (6.20)
i,j i<j
De méme on montre quand € — 0 :
(afﬁj)Q . N(I\fol) o2
det le_ 2T } o~ (T> e~ it H (aj — a;) (6.21)
i.j i<j

L’autre déterminant au numérateur s’exprime sous la forme :
7(ai—xj)2 _ a12+ac12 a;x;
det [e 2AT=0) — ¢ ZiaT=0) det [e T*t] (6.22)
Zh]

En utilisant Eq. (6.20), (6.21) et (6.22), on peut donc récrire la distribution marginale
des positions donnée Eq. (6.18) dans la limite ¢ — 0 sous la forme :

z2 a2 a;x;
G—ZLWZ)—Z?LT(%” det [eﬁ} Alx;)
s (2, ) = ¢ & 6.23
t ( | PIEEES) N) N A(CLZ) ( )
ou A(x;) = [l;;(x; — i) est le déterminant de Vandermonde des z; et ou cy =
N(N-1)

(T'/t)” 2 est une constante de normalisation. La dépendance en € a donc bien dis-
paru. On notera que la distribution ci-dessus est completement symétrique en les x;.
Cela signifie qu’elle ne suppose pas x; < ... < ry mais seulement qu’il existe une per-
mutation o de {1,..., N'} telle que 2,1y < ... < Zy(ny. Cela vient du fait que les fermions
sont indiscernables tandis que les marcheurs aléatoires sont en réalité discernables (on
peut les numéroter et les ordonner).

La distribution des positions Eq. (6.23) est en fait, & un changement de variables pres,
celle des valeurs propres d’'une matrice aléatoire gaussienne avec source externe
-un modele introduit par Brézin et Hikami, voir [BH98, BK04]. Considérons en effet une
matrice gaussienne hermitienne H avec source externe A = diag(ay, ...,ay) :

P(H)H o ¢~ ™[ =A1] (6.24)
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Quand a; < ... < ay les valeurs propres de H sont des réels \; distribués selon la loi
jointe :

P, Ay) = By e 2% det [e*M] T\ — A) (6.25)

i<j

Cette expression provient de l'intégration sur les degrés de liberté angulaires. On
écrit en effet H = UAUT on A = diag()\y, ..., Ay) et U unitaire. L’intégration sur la
mesure de Haar unitaire p(dU) (définie section 1.3) fait apparaitre I'intégrale d’Itzykson-

Zuber [1Z80] [ u(dU) T AUAUT]

N1 det [e®Ni]
/,u(dU) eTr[AUAUJr] — (H]') W (626)

J=0

Apres dilatation des positions x; et a; dans le processus de Pearcey, ie si on pose
Ai = T4 /WT%) et a; — a;4 /T(T ) , la distribution des positions Eq. (6.23) est alors

exactement celle des valeurs propres Eq. (6.25).

Pour décrire vraiment le processus de Pearcey, reste maintenant a prendre dans Eq.
(6.23) la limite ou a; — —a pour i < r et a; — a pour ¢ > r. Dans Eq. (6.23), a la fois

det [e T= t} et A(a;) tendent vers 0 dans cette limite, mais le rapport des deux tend vers
7.]

une valeur finie. D’apres [BK04], on a dans la limite {ay, ...,an} — {—a, ..., —a,a,...,a} :
——— T
det [6%} ‘ det [a:?i—l es:ira—wt'] |

lim ———— =¢, = 6.27
. A(as) N ar(N=r) (6.27)

d; =1, s;,=—1 sii<r

ol
di=1i—r, s;=+1 sit>r

(r=1) , (N=r)(N-r—1)
T 7"2 + T - T

etolic, = 270V (T—¢) k! HN "1 k! est une constante (indépen-

dante de z; et de a).

Finalement, la distribution marginale des positions z; a un temps ¢ pour le
processus de Pearcey est donc donnée par :

2

aclT )
tpear<x1’ - xN) _ CN e~ 2 20T-%) det [1’?2*1 eT——t:|ij A(.ﬁ(]l) (628)

avec C'y = Cy(a,t,T) une constante de normalisation et

d; =1, s =—1 sii<r
(6.29)
di=1—r, s;=+1 sii>r

On rappelle que la distribution ci-dessus Eq. (6.28) ne suppose pas 1 < ... < Ty
mais seulement x; # x; pour tout ¢ # j, ou de facon équivalente x5y < ... < TNy pour
une permutation o de {1,...,N}.
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D’apres ce qu’on a vu plus haut, cf Eq. (6.25), apres une dilatation des positions x; et
+a, la distribution transverses des positions d'un processus de Pearcey Eq. (6.28) est
la méme distribution que celle des valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne
avec source externe A = diag(—a, ..., —a,a, ..., a).

N — N —

r N—r

6.2.2 Densité moyenne

On veut calculer la densité moyenne des positions transverses a un temps donné
pn(X) = (p(X,N)): = + >, (0(X — z;)); ot (...); indique la moyenne sur la distribution
P (21, ..y ), of Eq. (6.28). La densité moyenne py(X) est la distribution marginale
de la position d’un marcheur (ou d’une valeur propre) : py(X) = P:(X), cf section 2.1.3.
Pour N mouvements browniens vicieux, on sait que la distribution des positions
est celle des valeurs propres d’une matrice gaussienne avec source, on s’attend donc au
scaling z; =< /N, comme pour les valeurs propres d’une matrice gaussienne, cf Eq.

(2.15). Ainsi la densité adimensionnée est donnée par

p(x) = VNp(zVN,N) = ]bié( ) (6.30)

Par définition on a ye = [T dai PP (21, ..., xn) p(x) avec PP donnée Eq.
(6.28). La densité p(x) Eq (6 30) est une fonction symétrique des variables z;. Or les x;
sont des variables d’intégration muettes interchangeables dans I’expression de {p(z)), on
va voir qu’on peut alors écrire :

=Cy /T[ala:Z 6721’% det [:c;»li_l es%mthj A(x;) p(w)
_ Oy /dez St N H( T HR) A ple) (6.31)

s;ax

En effet, le déterminant est une somme sur les permutations. En posant g;(z) = 2%~ le7-,
on a donc det [g;(x;)], ; = >_, € [ 9i(z0(s)) et

) = Cx z%/ndxi e~ T wti [T o:(oao) o) oo
—on Y / [Tea e Tt [T ealarob o) (©652)

en posant T, = ;. Or A({z,-1n}) = [ (zo-1(j) — To-1(3)) donc A({z,-1()}) =
€o-1A(x;) = €, A(z).

szQT
Ainsi Eq. (6.32) devient (p(z)) = Cn N! []],dz} e” 21 3= IL g:(x}) A(x)) p(x), d’on
Eq. (6.31).
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Finalement, en explicitant g;(z), on trouve :

oo =cx 1 | [des e =550 pio) »

x H( e ) ﬂ (e e™) T @ — =) (6.33)

i=r+1 i<j

Procédant comme précédemment mais a l'envers, on peut ensuite introduire une
somme sur les permutations de {1,...,7} et de {r + 1,..., N} pour reconstruire des
déterminants de Vandermonde tronqués de la forme

det[al]i<ijax = A(ai) = [] (25— =) (6.34)

1<j<k

On obtient alors une expression simplifiée pour la densité des positions transverses :

o) = O gy [ Tl =550 o)

—aYT_ xy +aZ¢:T z
X e T e T An(xi) Ar(@i) AN—r(Tisr)

(6.35)

ou p(x) = % Ef\il ) (az — %) L’expression ci-dessus a été obtenue par permutations
successives des x; dans la mesure PP (xq,...,zy)dz1..dzy. L'expression finale (6.35)
singularise les z; pour 1 < ¢ < r par rapport aux x; pour j > r. Cela signifie qu’elle
prend en compte ’ordre des z; en deux groupes : z; < z; pour tous ¢ < r < j.
On peut donc interpréter les x; pour 1 < i < r comme les positions des r marcheurs
inférieurs qui finissent en —a et les z; pour j > r comme les (N —r) marcheurs supérieurs
qui finissent en +a (mais sans préciser dans quel ordre s’ordonnent entre eux les x; pour
1 <i <r, oude méme dans quel ordre s’ordonnent entre eux les ; pour r+1 < j < N).

On peut donc introduire la distribution jointe P{™(xy, ..., zx) des positions z; des
marcheurs de Pearcey avec la contrainte x; < z; pour tous ¢ < r < j sur 'ordre des x; :

N' ear
Pfrd(ffh ey IEN) = m Pf ($1, ceey IEN) :u-{$i<xj,Vi§r<j}
227 (6.36)

— CN 6_ Zl 2t(’11“—t) 6_a21 1 T t i= r+1 T X

X AN(SL’z’) Ar(%) ANfr<'ri+r> ]]‘{:L‘i<$j7Vi§T<j}

et olt 1y, <z, vi<r<j} est la fonction indicatrice qui vaut 1 si pour tous ¢ < r < j on a
x; < 4, Z€T0 sinon.

La distribution réordonnée Eq. (6.36) peut se récrire comme un poids de Boltz-
mann P (zy, ..., ) o e EVHeD] ainsi Eq. (6.35) se récrit

/ del ~ e (6.37)
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ou I'énergie effective associée est :

2T N T
Ey [{zi}] = zz: m - aizﬂ 71 (6.38)

=1
- Z In|z; — x| — Z In|z; — x| — Z In|z; — x

1<i<j<N 1<i<j<r r1<i<j<N

avec x; < x; pour tous i < r < j. Ey Eq. (6.38) est I'énergie effective d'un gaz de
Coulomb 2D (répulsion logarithmique) modifié fait de deux espéces de particules.
En effet cette énergie se récrit

r N

T\ s CH R R o (639
M oo Ty T & T -t e Tt '
- Z In|z; —z;] —2 Z In|z; — x| —2 Z In|z; — 2
1<i<r<j<N 1<i<j<r r1<i<j<N

Ainsi le gaz de Coulomb modifié d’énergie Ey est fait de r particules (de méme
charge) qui se repoussent entre elles avec une force 2 et de (N — r) autres particules
qui se repoussent également entre elles avec une force 2. Mais linteraction ¢ — j pour
i <r < jest deux fois plus faible (bien que répulsive également).

On définit la densité (adimensionnée) pp(z) des positions des r marcheurs infé-
rieurs (ou particules de type 1) et la densité (adimensionnée) pg(z), des (N — r)
marcheurs supérieurs (ou particules de type 2) :

_%Zé(:c—xz/\/ﬁ) et pR(:U):%‘Z 5(z — z;/V'N) (6.40)
On a alors :
p(x) = pr(z) + pr(z) et /dx,oL(x) = % ’ /d$pR(x) _ N]\_f r (6.41)

Dans la limite N — oo, on s’attend a ce que les densités adimensionnées pr(x), pr(x)
et p(z) aient une limite finie continue. Pour N grand, on peut donc remplacer I'intégrale
multiple sur les x; discrets par une intégrale fonctionnelle double sur les densités continues
pr(x) et pr(x). Pour N > 1, I'énergie effective est d’ordre < N? & cause de I'interaction
logarithmique entre les z; (c¢f Eq. (2.14)). Pour @ = uv/TN, l'énergie s’écrit, a l'ordre
dominant en N, Ex [{z;}] = N?E|pr, pr] + cste + ... ol

uvT

T —t

T

Elpr, pr] = =T =1

1
_§/d:p/dx'p ln|x—x|——/dx/d pr(x)pr () In |z — 2|
1

dx’ pr(z)pr(z") In|z — 2| ota=uVTN (6.42)

dz p(z) 2° +—ﬁ dz py(z) @

T_ dz pr(z)
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Pour N grand, l'intégrale Eq. (6.37) est donc une intégrale fonctionnelle double qui
se calcule par méthode du col :

(M@wapm*ﬂfpmww(m@ﬁ+pﬂ@yfmmmwa
poL(x) poR(I) e—N2ElpL,pR]

ou (pj,py) est le couple de densités qui minimise 1'énergie (6.42) L’énergie minimale
domine en effet l'intégrale dans la limite N — oo (limite de “température nulle”). Alors
p*(x) est la densité optimale p*(z) = pj (x) + pi(z) ou (p}, p;) minimise I’énergie

effective E[pr, pr|. Le point col s’écrit (S;L—?x) = 0= 51, soit :

z*T uvVT x
2t(T—t)+ T—t"
B 2*T uv1 x
T AT —t) T—t’

~ pi(@) + py(x)  (6.43)

/d:c’ 207 (") + pp(2)]In |z — 2'| = x € Supp|p;]

[ ' (e + i@l — @) v e Supplpy]  (6.44)

ou Supp[pz’ r) est le support de p1.r- D’ou en dérivant par rapport a z :

too 205 (2") + ph(2) T u\/T
d ! L R — S *
][oo v r— ' t(T—t)+T—t’ © € Supplp]
][+°° 0 2h(a) + () A . 615
x = - x € Su :
oo r — ' t(T—t) T-—t’ PPlPr

Reste a résoudre ces équations, ce qui n’est pas du tout évident en général. La méthode

e Tricomi ne su as ici car on a deux densités e couplées et qui n’ont pas le
de T ffit d densités pj et pj 1 t ‘ont 1
meme support.

D’apres les résultats connus sur le modele de Brézin et Hikami de matrice aléatoire
gaussienne avec terme de source, il existe en fait un temps critique ¢, pour le pro-
cessus de Pearcey tel que (voir figure 6.2) :

— Sit <t les supports de pj et pj se chevauchent.

— Sit >t les supports de pj et pj sont disjoints.

On notera que le régime ¢t > t. ne peut pas exister pour un seul marcheur comme
dans 'exemple présenté section 6.1.2. En effet dans le cas d’un seul marcheur, la densité
s’étend sur tout R. C’est seulement dans le cas de marcheurs vicieux que la densité a un
support fini. Pour ¢ > t., les marcheurs vicieux qui finissent en +a sont suffisamment
eloignés de ceux finissant en —a pour que les supports de leurs densités (p} et p};) soient
disjoints.

6.2.3 Densité moyenne au point critique

On supposera désormais pour simplifier » = N/2, ainsi le processus de Pearcey est
symétrique sous r — —x. D’ou

p1(x) = pr(—2) pour x € Supp[p;] = —Supp[py] (6.46)
En remplagant pj (x) par pj(—=x) dans (6.45), on obtient donc :

* / 1 p* ($/) {L'T U\/T
ay Ph) _fd'f% — _ s (647
][ x x—x’+2 x vt T8 AT-1 pour x € Supp|pr] (6.47)
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Figure 6.2 — Processus de Pearcey : mouvements browniens ne se croisant pas contraints
de partir du méme point et de se réunir en deux points ta. En abscisse, le temps t va
de 0 a T = 1. En ordonnée est représentée la position adimensionnée xl/\/ﬁ des N
mowvements browniens. Ici a = uv/N avec u = 1. L’enveloppe noire indique la position
des bornes du support de la densité des positions a chaque temps intermédiaire : pour
t <t. (icit. =0.5), la densité a un support connexe, pourt > t. la densité a un support
fait de deuz segments disjoints. [source : Bleher et Kuijlaars [BKO7]]

La densité pj, (et donc pf) ne peut pas étre calculée en général a un temps ¢ € [0, T
quelconque. Par contre, la méthode de Bueckner expliquée ci-dessous, voir section 6.3.2,
ou de fagon équivalente ma méthode par Tricomi généralisé, voir section 6.4, permet de
calculer explicitement cette densité au temps critique ¢.. En effet, au temps critique
les supports de p} et pj se rejoignent sans se chevaucher. Par symétrie + — —z, on en
déduit que

Supp[pk] = [0,1] et Supplp}] =[-1,0] oul >0 (6.48)

Pour appliquer la méthode de Bueckner expliquée section 6.3.2 (ou la mienne cf
section 6.4), il faut d’abord se ramener a une équation intégrale de la forme Eq. (6.56).
Pour cela, on effectue le changement de variables © — X = ax et ph(z) = aph(ax) ou

a= ’/72&(1{166)' On a alors dz pj(z) = dX p§(X), don 5 = [dx py(z) = [dX pH(X) et

(6.47) devient alors :

prX) 1 PRX") ¢
oub=u ﬁ On peut maintenant appliquer la méthode de Bueckner, cf section

6.3.2, (ou la mienne cf section 6.4) pour le cas particulier v = —.J/2 avec J = 1 donc
uw=1/3et g(X)=b—X polynomial de degré 1, et en faisant attention a la normalisation
spécifique de la densité [ dX p%(X) =1/2 et non 1.
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Apres quelques calculs (voir section 6.5), on trouve finalement la valeur du temps
critique pour un processus de Pearcey terminant en +a au temps 7T :

! ¢ (6.50)
e = avec u = .
14 u? VTN
On trouve également l'expression explicite de la densité pj(zx) = aph(azr) on a =
T .
\/ 26(T—t0) °
3 T3 72 72
¢ = — 1 1——| —|1—14/1-—= 6.51
o) = 5= (7)1 L2] [ V L2] (651)
ou L est la borne supérieure du support de p%, donc | = L/a avec o = m la
borne supérieure du support de la densité p}, avec explicitement :
3v3 3v3 [t(T —t.
L= i donc [ = v ( ) (6.52)

24/2 2 T

La densité moyenne du processus de Pearcey p*(x) = p} (z) + ph(x) est donnée par

«r | pi(z) pour z e [—[,0]
pilx) = { pr(z) pour x € [0,]] (6.53)

Elle est continue a support [—[,[] et s’annule aux bords +/ comme une racine
(comme pour le demi-cercle de Wigner ou la loi de Marcenko-Pastur). En effet, p%(X) ~

ﬁ\/lj — X quand X — L~ donc

2
pr(z) ~ Y T quand z — [~ (6.54)
v

La densité p*(z) s’annule également en 0 mais comme |z|

1
En effet comme p§(X) ~ =~ (3)® quand X — 0T, on a :
6 7

1/3 et non en racine de z.

3 1
~ 2;; (%) * quand z — 0F (6.55)

6.3 SOLUTION DE BUECKNER POUR CERTAINES EQUA-
TIONS INTEGRALES

Je présente dans cette section des résultats obtenus par Bueckner [Bue66] et qui
permettent de résoudre I’équation (6.89) quand pgr a pour support [0, L]. La méthode
s’appuie amplement sur ’analyse complexe.

Considérons 1’équation :

][Ldt&Jrv/Ldt&—g(x) , x€]0, L] (6.56)

t—x t+x_

ot v €] — 1,1] et g(x) une fonction de x & valeurs réelles. { indique la partie principale
de l'intégrale. Dans le modele O(n), la méme équation apparait avec v = n/2.
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6.3.1 Analyse complexe et idée générale

On définit sur C :

t— 2

6(2) = /0 Y PO o sec\ 0,1 (6.57)

¢(z) est analytique sur C\ [0, L] et s’annule comme —2 quand z — oo (car la densité est
normalisée, ie [ p =1). ¢ a une coupure sur le segment réel [0, L] :

é(x +10") — ¢(x —i0") = 2imp(x) pour z €]0, L] (6.58)
De plus :
p(t)

— X

Re [¢(z +1i0%)] = ]€ dt et Im [¢(z+i07)] = 7 p(z) pour z €]0,L[ (6.59)

On pose LT = {z +1i0" : z €]0, L[}. L’équation (6.56) a résoudre peut étre écrite

Re [¢p(2)] + v ¢(—z) = g(x) pour x € LT (6.60)

L’idée générale est de déterminer la fonction analytique ¢(z) puis de revenir a la densité
p(x) en utilisant (6.59).

La fonction ¢(z) est la solution du probleme de Riemann-Hilbert suivant (cf sec-
tion 2.4.2) :

1/ ¢(z) est analytique partout sur le plan complexe sauf sur le segment réel [0, L] ot elle
a une coupure.

2/ ¢(z) ~ —1 quand |z| — oco.
3/ ¢(z) est réelle pour z € R\ [0, L].
4/ Lorsqu’on approche de la coupure [0, L] on trouve deux valeurs différentes selon qu’on

vienne d’au-dessus ou d’en-dessous : on a lim. o+ ¢(x + i€) = Re[¢p(x)] £+ imp(x) avec
p(x) réelle et ou Re [p(x)] est solution de Re [¢(z)] + v d(—x) = g(x) pour x € L.

6.3.2 Solution explicite pour g(z) polynomial

On suppose ici que g(x) est un polynome a coefficients réels. La solution générale ¢
de (6.60) peut s’écrire ¢(z) = ¢(z) + h(z) out h(z) est solution particuliere de (6.60) et
¢(z) solution générale de I'équation homogeéne :

Re [(;3(3:)] +yp(—x) =0 for z e Lt (6.61)
La solution particuliere peut étre choisie de la forme :

h(Z) _ g(Z) 1__7;32(_2> (662)
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h(z) est alors un polynome a coefficients réels. Les solutions de 1’équation homogene Eq.
(6.61) forment un module de dimension 2 sur I’anneau des polynomes en 2% & coefficients
réels. En général, on a donc :

<;~5(z) = A(2%) ¢o(2) + B(2%) ¢1(2) (6.63)

ou A et B sont des polynomes a coefficients réels et ou {¢g, ¢1} est une base du module.
On fait des changements de variables en définissant w = w(z) et u (au lieu de ) comme :

z 1

L sin w

et v = —cos (um) (6.64)

Les fonctions de base sont explicitement données par :

sin [1 (w + 3)]
tan w

cos [ (w  3)]
cos ["2—”}

et ¢1(z) = (6.65)

Po(2) =

Quand z — oo, la fonction ¢(z) = fOL dt% tend vers 0. Avec une densité bien
normalisée, ie [ p = 1, on a plus précisément ¢(z) ~ —% quand z — oo. Ceci impose des
contraintes sur A et B pour la solution de I’équation homogene. Les polynomes A et B
sont en fait déterminés de facon unique par la contrainte ¢(z) = ¢(z) + h(z) — 0 quand
z — 00, ol h(z) est le polynome défini Eq. (6.62).

Finalement la solution p(z) de (6.56) s’obtient en prenant la partie imaginaire de ¢ :

p(x) = %Imgb(:p) pour z € LT (6.66)

olt z =z € LY correspond & w = § —in avec 1 > 0, cf Eq. (6.64). Plus précisément on

a % = sinw = coshn. D’ou :

L L? L L
ei”:—i\/—Q—l pour ¥ = —— = eLt (6.67)
x x sinw  coshn

2
ouencoreeinzf{li 12 }

T2
I est aussi utile pour le calcul explicite de p(x) de connaitre ¢o(z) et ¢1(z) pour
z€ Ly
cos [ (m —in)] el 4 e T eI
¢0(x) = T - Hur
cos [7} 2 cos [7}
T ot _ o= TuT o= pn)
2
Enfin, pour déterminer A et B, on a besoin du développement asymptotique de ¢q(z)
et ¢1(2) quand |z| — oo :

¢1(x) = tan(in) sin [u (7 —in)] = tanhn (6.68)

ur1 L L2 u(p?—1) 7 L3 1
¢o(2)=1_“tan{7}2_72«_2+Ttan[7]§+0 Iz
241 L
o= 1] £ e 2] (25 15]
p(p?+2)  rpmy L2 (pt+2p*=3) o orpmy L 1
- e[ S g [ ol
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6.4 SOLUTION PAR EQUATION DE TRICOMI GENERALISEE

J’ai trouvé une méthode plus élémentaire (elle ne fait pas intervenir I’analyse com-
plexe) mais calculatoire pour résoudre I’équation “de Bueckner” (6.56). Cette méthode
s’appuie principalement sur la solution connue d’une équation intégrale de type Tricomi
généralisé.

6.4.1 Equation de Tricomi généralisée

J’appelle équation de Tricomi généralisée une équation intégrale de la forme suivante :

Ah(z) + 2 ][1 it oy wel-11] (6.70)

™)., t—x

g(z) est donné, on veut trouver h(z). La solution d'une telle équation est connue.
On peut supposer sans restreindre la généralité que A? + B? = 1 (quitte & diviser A, B
et g(x) par une constante). Si A = 0, I’équation ci-dessus est exactement ’équation de
Tricomi, cf section 2.4. En général, la solution est donnée par :

W) = Agla) + 22D <C _][_ LD (1) )

7 (11 z)+a 1—0° t—x

(6.71)

avec tan(mwa) == -1 <a<0

ou C' est une constante arbitraire. Dans le cas A = 0 (et donc B = 1), qui correspond
a l'intégrale de Tricomi, on a & = —1/2 et on retrouve bien la solution de Tricomi Eq.
(2.84).

Dans Eq. (6.70), si on remplace h(t) dans l'intégrale par son expression h(z) =
f dt== (t - g(x) , on voit que h(x) vérifie aussi 1’équation :

B2 1
= Lz e[-1,1
A w e e
B 13
ot G(z) = Ag(x) — —/ 9(t) (6.72)
™) t—x
On peut aussi alors résoudre une équation du type :
BQ 1
i = e |—-1,1 6.73
S 6@ relLl| 67
pour un G( ) connu et ou on cherche h(z). Il suffit en effet de déterminer g(z) solution
de Ag(r) — 2 fll P '2 () pour pouvoir remonter a h(z). On trouve en utilisant les
resultats ci-dessus pour A’ = A, B = —Bet donc o = —1 — a (car tan(n(—1 — ) =

—tan(ra) et =1 < —1—a <0):

g(z) = AG(x) + B dta) <Co + ][1 L= GO ) (6.74)

T (1 —x)tte . I+t t—=
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ou Cy est une constante arbitraire et ou tan(mwa) = —% avec —1 < a < 0.

La solution h(z) de I’équation (6.73) (pour G(x) fixé) est donc donnée par (6.71) ou
g(x) est donné Eq. (6.74) en fonction de G(z). Il y a ainsi deux constantes arbitraires C
et CQ.

6.4.2 Equation de Bueckner

Revenons a ’équation intégrale que 'on cherche a résoudre, cf Eq. (6.56) :

]€L dttpﬂ +7/0L dttpﬂ = g(x) pour z €]0, L[ (6.75)

- +x

On pose t = L1 —u? et = Ly/1—92 p(t) = p(u), g(x) = g(y). Eq. (6.75) se
récrit :
L) (L= )VI— g+ (V-
NG v — 2
On note py(u) = w (partie paire) et p_(u) =
p(u) = py(u) + p—(u). On a alors :
Poupp(uw) [ (L =)V =y (L )V -
1 V1—u? y? —u?

][1 up_(u) -(1—7) 1—y2+(1+7)m-

] =g(y), y€l0,1] (6.76)

w (partie impaire), soit

RN e =9 (6.77)

soit pi(u) =0 et p(u) = p_(u) est impaire et vérifie Eq. (6.77) qui peut se récrire :

][_1 du yﬁ(——ul [(1 - 7)% + 1 +7)| =3y) (6.78)
On pose
dt p
M) = ﬂ\/l—i ][1 T t— (6.79)

de sorte que h(y) vérifie f_ll dt h(t) =0 et :

bR p(w) -
/_1dtt—u_mv ue [=1,1] (6.80)

En effet la solution h(y) de Tricomi (cf Eq. (2.84)) de I’équation ci-dessus avec f_ll dth(t) =
0 est bien donnée par Eq. (6.79).
Ainsi Eq. (6.78) se récrit (apres division par 2724/1 — y?) :

() s f i () s o

On s’est donc ramené a une équation intégrale du type (6.73) pour h(y) avec second
membre G(y) = — W) ot avec A? = 1+ij B? = 1_77 On peut donc résoudre cette

224/ 1—y>
équation, déterminer ainsi h(y) et revenir a p(y) avec Eq. (6.80). Enfin p(x) = p(y) avec
x = Ly/1 -2
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6.5 GAZ DE COULOMB GENERALISE ET TRANSITIONS DE
PHASE

Dans cette section, on étudie un gaz de Coulomb 2D (avec répulsion logarithmique)
généralisé, c’est-a-dire fait de deux especes de particules. Le processus de Pearcey
est un cas particulier du gaz de Coulomb généralisé considéré ici. Ce modele présente la
méme transition de phase que le processus de Pearcey. En particulier on peut calculer la
densité au point critique, ce qui dans le cas particulier du processus de Pearcey donne
(6.51). C’est un modele que j’ai étudié suivant l'idée proposée par Grégory Schehr et
Satya N. Majumdar, mais ce travail n’a pas été publié, essentiellement car ce modele ne
correspond pas vraiment a un gaz de Coulomb physique.

6.5.1 Gaz de Coulomb généralisé

On considere un gaz de Coulomb généralisé constitué de NV charges de positions
x; sur I'axe réel, de distribution a I’équilibre a température inverse [ :

P(x1, ..., zy) o e PENHa] (6.82)

avec une énergie Fy donnée par :

r

EN[{:CZ-}]:Z@+Z@—% > Inja; -y

=1 i=r+1 1<i<N/2<j<N (6.83)

- Z In|z; — ;| — Z In|z; — 2

1<i<j<N/2 N/241<i<j<N

L’interaction entre les particules z; pour i < N/2 est répulsive et d’amplitude 1, de
méme que celle entre les particules x; pour j > N/2. Par contre l'interaction ¢ — j pour
i < N/2 < j est répulsive également mais de force J/2 ou —2 < J < 2. Le cas particulier
J =1 correspond au processus de Pearcey.

On introduit les densités p; et pr associées aux deux types de charges, comme

dans le cas du processus de Pearcey cf Eq. (6.40) avec ici r = N/2 donc [ p, = 1/2 =
[ pr- Dans la limite N > 1 avec ¢ = bv/N, on a Ex = N2E [p, pr] + O(N) + cste avec :

28 (pu.pr) = [ do pu(o) (o + 0 + [ o pa(a) (2 = 1)
- [ [ d pula)pna e —o'| - [ do [ a0 pula)pna)infe -
iy / dz / dz' pr()pr(a’) n |z — o] (6.84)

La densité moyenne p° de ce gaz de Coulomb est obtenue par méthode du col pour N
grand comme dans le cas du processus de Pearcey : p(z) = p§ + p% ou (p, p%) minimise
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OF 0 OF

I’energie effective. L’équation de point col s’écrit @ = (D)

, soit :

[ s’ 26 + Tl e — @' = (@ + D7 € Suppls)
[ (e + 200 o = ' = (@~ 0P . w € Supplei) (689

d’ou en dérivant par rapport a x :

fap )+l

=x+4+0b, x € Supp[pi]

/

r—x
c / + J c /
][da:’ pR(x)x — Qx/pL(x ) =x—b, x €& Supplp}] (6.86)

Comme on a supposé r = N/2, le probleme a la symétrie x — —z. En particulier
p5(—x) = p%(z) et & € Supp|p§] si et seulement si —z € Supp|p}], d’ol, apres change-
ment de variable :

][da:’ [pﬁ%(x’) + ipﬁ%(x’)} =x—0b, x € Supp[pf] (6.87)

x —x 2x+ 2

ou encore, avec ¥’ =1 :

1+2) a4+ (1-2)t
][dt Pr(t) ( 2);;_:2 l ]zx—b, x € Supplpg] (6.88)
soit
ﬂCR_@)_i][ Pr(t) c
][dtt_x a2y e s (6.89)

Comme dans le cas du processus de Pearcey, cette équation conduit a une transition.
Il existe une valeur critique de b notée b, telle que :

— Pour b < b, les supports des densités p% et pf se chevauchent.

— Pour b > b, les supports des densités p% et p7 sont disjoints.

Par symétrie, au point critique b = b, on a Supp|p%] = [0, L] ou L > 0 et Supp[p§]| =
[—L,0]. Grace a la méthode de Bueckner expliquée ci-dessus section 6.3, on peut calculer
explicitement la densité pg, (et donc p°) au point critique b = b,.

6.5.2 Densité au point critique

Les résultats présentés dans la section 6.3 permettent de déterminer explicitement
p%(z) pour notre gaz de Coulomb généralisé au point critique, c’est-a-dire dans le
cas ou Supp[p%] = [0, L]. Ma méthode expliquée section 6.4 permet aussi de calculer la
densité au point critique. Ici je présente seulement le calcul explicite avec la méthode
de Bueckner. p§, vérifie 'équation Eq. (6.89) qui est exactement (6.56) avec v = —% et
g(z) = b — x un polynome de degré un.
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Dans ce cas la solution particuliere h(z) est simplement, cf (6.62)
b z
h(z) = — 6.90
=127~ o3 (6.90)
La solution générale du probleme de Riemann-Hilbert s’écrit alors (cf (6.63))
#(2) = h(z) + A(2*) ¢o(2) + B(2*) ¢u(2) (6.91)
donc dans la limite |z| — oo, d’apres (6.69) :
b z uml L
- A2 (1= pt [—] -
o) =g~ g + A 1= [] 7]
241 L
+ B(2?) {sm [,u;} 7 + pucos [,u;] — (M ; ) sin [;;_7?] ;} + ... (6.92)
ol
J z 1
= — t — = .
cos( ) 5 et T = (6.93)
x)dr = 1/2 donc

Ici la normalisation de la densité n’est pas 1 mais 1/2 : fo pr(x
) = B sont des Constantes telles

¢(z) ~ —5 quand |z| — co. Ainsi, A(2?) = A et B(2?

que :
. [pum] B
[T -7
b
A+ B cos ['u—} - = (6.94)
2 1—3
241 1
—Aptan [M—W} L-B(" i sin ['u—} L=—-
2 2 2 2
soit I . I
1
B = —— et A= - (6.95)
(1+3) sin [5] 5—1 (L+3) tan 5]
(6.96)

2b 2
a L+2cos(ﬂ-2—”) =0

L2 2_1 i
I )
et, comme cos(mp) = %, on a alors
Wu) 1+J/2 .<7T,LL> 1—J/2 (ﬁ,u) 1—-J)/2
£ = tan () = .
cos(2 5 o sin (5 5 o tan (= 152 (6.97)
et donc :
2L b L
B= V2 ot A=y~ o 2 (6.98)
Vg il g
1+J/2 J
L*(p® — 1) +2bp L 1+= )= :
(e ) + 2bp 1_J/2+< +2) 0 (6.99)

On a donc explicité A, B et L et on a l'expression de ¢(z) cf Eq. (6.91). 11 faut
maintenant revenir & la densité p%(z) = LIme(z) pour z € L.
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On utilise les expressions de ¢ (z) pour z € L (6.68) avec £

2
ein:ézi:\/L—Q—lz
X X

Imgy(z) = sin(pum)

= coshn ou encore

eHl _ p—h
2 cos [ﬂ}
1— J/2

=sin [”—;] (e“” e “’7

un un Hn KN
Im¢, (z) =tanhn sin(pw)% =4/1- Z tanhn % (6.100)

D’ou finalement :

(eun —e WI

mph(x) = Almeo(x) + Blme, (x) (6.101)
B b B Ly <em7 — eun> N L tonh <6un + eun)
VI=J2 1+ J)2 V2 142 ! V2

=Ta (e“" — 6_’”7) + (5 tanhn (e“" + 6_’”7)

= CO:M {(a+ B)sinh [(u+ 1)n] + (o — B) sinh (1 — 1)n]}

avec coshn = L/x, donc tanhn = /1 — & > et ot 0 < pu < 1. Donc

2 pt1 2 pt1
1+\/1—ﬁ] —[1— 1—ﬁ]
I—p 1—p
2 2
1+\/1—%] —[1— 1—%] (6.102)

Quand x — 0, on a 1—%—2~1—%etcommeu+l>0et1—u>0:

i) =y (£)

Sho-0 )

() ~ (ot ) (g) 2 (3 a) (1) 2 (6.103)

Sia+ 6 # 0, alors p© diverge en 0. Ce n’est pas une solution physique car on s’attend
a ce que la densité totale p°(x) soit continue et en particulier continue en 0. Or,
comme Supp|p$] = [0, L] et Supp|p§] = [—L,0] et comme il y a symétrie v — —z, cette
densité est donnée par

(& _ pR(x) pour x 6]07 L]
z) = + . 6.104
o) = pilo) 4 o) = { PR b A (6.104)
Donc on ne veut pas que p¢ diverge a l'origine, on veut p5 (0) = p¢(07) = p°(07) = p%(0).
Nécessairement on doit avoir a + 3 = 0.
Dans ce cas (a« + 5 = 0), p s’annule en 0 comme |z|* :

1 T

pR(x) ~ 5(6 — ) (Z)M 27" quand x — 0 (6.105)
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La condition a + 8 = 0 donne la valeur critique b, de b pour laquelle une solution
pr a support [0, L] existe, b., doit vérifier :

. S N S (6.106)
VI=J/2  J1+J2 J1+J)2 '
soit :
1—J/2
b =1L (1— 6.107
-1 (6.107)
Si on remplace dans L?(pu? — 1) + 2bu L ijﬁ + (14 4) =0, on trouve :

J 1+ .J/2
-5 et p=Y T i (6.108)

Ainsi o = _\/§7r(11— 1 B = m, douff—a= w(fu)' Finalement la densité p%(x)
est donnée pour z € [0, L] par :
1—p 1—p
1 T\HM x? x?
cr)=— (2 1ry1-Z —hi-1-2 6.109
pile) = = (7) o [ L2] (6109)

Quand =z — L, la densité s’annule comme une racine (comme le demi-cercle de Wigner
ou la loi de Marcenko-Pastur) :

pf(x) ~ —\/ —x quand z — L (6.110)
/L

Par contre quand x — 0, la densité s’annule comme |x|".

6.5.3 Transition de phase

Notre modele de gaz de Coulomb généralisé présente comme on a vu une transition

de phase pour b =0b, = ,/1—%.

e Au point critique b = b, la densité p°(z) a un support [—L, L], elle s’annule en
£ L comme une racine et elle s’annule aussi en 0 mais comme ~ |x\A(J ol

1
AlJ)=p= — arccos (g) avec cos (mu) = % et 0< <1 (6.111)

La borne supérieure L du support de la densité est donnée au point critique par :

o VitJ/2 (6.112)
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Enfin la densité est explicitement donnée sur [—L, L] par (6.109) :
1—p 1—p
x? x?
H‘”‘ﬁ] —[1— 1—§] (6.113)

e Pour b > b, p} et p% ont des supports disjoints. Par symétrie, p% a un support
[Ly, Ls] avec 0 < Ly < Lo et Supp[p$] = [—La2, —L4].

1 T
m™/2(1 - ) ’f

pi(x) = '

e Pour b < b., les supports de p} et p% se chevauchent, ie ils sont de la forme
Supp[p$] = [—L1, La] et Supp|p%] = [—Le2, L1] o 0 < Ly < Ly. On notera que dans tous
les cas, a cause de la contrainte de non-croisement (marcheurs vicieux), le support de
la densité est fini (contrairement au cas du mouvement brownien de Pearcey, cf section
6.1.2).

6.5.3.1 Cas particulier J =0

Dans le cas particulier J = 0, c’est-a-dire que les charges de type 1 n’interagissent pas
du tout avec les charges de type 2, I’équation de Bueckner (6.56) se ramene simplement a
un probléme de Tricomi. Dans ce cas, le point critique b. = 1 est caractérisé par yu = 1/2,
une densité p¢ a support [—L, L] avec L = 2 et qui s’annule en 0 comme \/m comme
habituellement, ie A(0) = 1/2. Explicitement, apres simplification de on trouve :

1
. ~Vz(2—2x) pourz € |0,2]
pe(x) = ) (6.114)
~/—x(r+2) pour x € [-2,0]
La densité est constituée de deux demi-cercles, I'un sur [—2, 0], Pautre sur [0, 2].
6.5.3.2 Cas particulier J = —2
Dans le cas J = —2, le gaz de Coulomb généralisé est un gaz physique de charges
pour moitié +1, pour moitié —1. Le point critique b. = /2 correspond & p = 1. Pour
trouver I'expression de L et de p¢ dans cette limite, il faut considérer la limite J = —2+¢

puis faire tendre € vers 0. On a alors yp = 1 — % +...et L — % La densité (6.113)
devient dans cette limite :

2|| [ 2] } m
“(x) = In ou L=— 6.115
pFla)=—5 | —m— NG (6.115)
Quand =z — 0, on trouve p¢ tend vers 0 comme :
2
p°(z) ~ —— |z|In|z| quand r — 0 (6.116)
T

6.5.3.3 Cas particulier J =2

Dans le cas J = 2, le gaz de Coulomb généralisé est un gaz physique de charges +1,
c’est un gaz de Coulomb usuel. Il n’y a pas de différence entre les deux ensembles de
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charges. Le point critique b, = 0 correspond & p = 0, L = /2 et la densité (6.113) se
simplifie dans cette limite :

V2 =22 (6.117)

La densité est un seul demi-cercle sur [—\/5, \/ﬁ] On s’y attend car il n’y a en fait
qu’une seule sorte de charges. L’origine ne joue pas de role spécifique, en particulier p®(x)
ne s’annule pas en = 0 dans cette limite (contrairement a tous les autres cas J < 2).

pi(x) =

3| =

6.5.3.4 Cas particulier J =1

Le cas J = 1 correspond au processus de Pearcey. Dans ce cas, le point critique

b. = —\}5 est donné par p=1/3, L = —gg et une densité :
3 T3 x? s x2 s
“‘(z) = — 1 1——| —|[1—4/1-—— 6.118
p°(x) or ’L + 12 12 ( )

qui donne (6.51). Le cas J = 1 n’est pas vraiment spécifique par rapport a —2 < J < 2
quelconque. dans ce cas, la densité critique p® s’annule comme ~ |x\1/ 3enx=0.
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- Chapitre 7 -

Intrication quantique

Pendant ma these, je me suis intéressée a des problemes d’intrication quantique pour
des états aléatoires, qui se trouvent etre étroitement reliés a la théorie des matrices
aléatoires. Dans ce chapitre introductif sur l'intrication quantique, j'introduis la notion
d’intrication pour des états purs et pour des mélanges statistiques d’états pur. J'introduis
également les principales mesures qui permettent d’avoir une version plus quantitative
de l'intrication : I'entropie d’intrication pour des états purs, I’entropie de formation ou
la distance aux états séparables pour des mélanges statistiques.

L’intrication est une propriété aussi fondamentale que fascinante de la physique
quantique. Elle mesure les corrélations non classiques et non locales entre différen-
tes parties d'un systeme quantique. Si on effectue une mesure sur une partie d’un systeme
quantique intriqué, alors cette mesure peut affecter instantanément une autre partie de
ce systeme meéme si cette autre partie est tres éloignée physiquement de la premiere par-
tie. L’intrication a de tres nombreuses applications dans des domaines variés : théorie de
I'information, cryptographie quantique, téléportation quantique, calcul quantique, etc.
On peut en effet exploiter ces corrélations tres puissantes pour inventer par exemple des
algorithmes tres efficaces ou de facon générale réaliser des taches completement impossi-
bles en physique classique. L’intrication est aussi récemment apparue comme un élément
clé pour caractériser certaines transitions de phase. Enfin elle serait d’apres des travaux
récents a 'origine des fondements de la physique statistique. Dans ’ensemble canonique
par exemple c’est 'intrication du systeme avec le réservoir thermique qui est a l'origine
de la thermalisation du systeme.

Dans ce chapitre, je présente quelques notions fondamentales sur 'intrication quan-
tique. J'introduis d’abord dans la premiere partie 7.1 la notion d’intrication quantique
de fagon tres générale pour un état pur; je donne quelques exemples d’applications, en
particulier dans le domaine du calcul quantique (algorithmique); et je définis I'entropie
d’intrication (von Neumann et Renyi), qui est une mesure d’intrication pour les états
purs. Dans la seconde partie 7.2, j'introduis les états mélanges statistiques d’états
purs. Je définis alors I'intrication pour ces états et je donne quelques exemples de mesures
d’intrication (entropie de formation, distance aux états séparables).

133
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7.1 INTRICATION POUR UN ETAT PUR

7.1.1 Etats de Bell

La lumiere est une onde électromagnétique classique. La polarisation de la lumiere
est un phénomene classique lié au caractere vectoriel des ondes électromagnétiques : par
exemple, dans le cas d’'une polarisation linéaire, I’angle 6 de polarisation définit le plan
dans lequel oscille le champ électrique. Les photons sont les constituants élémentaires
de la lumiere. Un photon se comporte de facon analogue a une onde lumineuse bien
qu’il soit une particule -c’est une particule quantique. Par analogie avec une onde
lumineuse, ’état de polarisation d’un photon |0) est une superposition linéaire des
deux états de base de polarisation, ’état de polarisation verticale |v) et ’état de polari-
sation horizontale |h) :

|0) = cos f|v) + sin0|h) (7.1)

D’un point de vue quantique, cela signifie qu'une mesure dans la base de polarisa-
tion {|v),|h)} donnera pour résultat |v) avec probabilité (cos#)? et |h) avec probabilité
(sin§)2. Le résultat de la mesure quantique est discret et aléatoire.

Dans le cas de la lumiere, les vecteurs de polarisation verticale et horizontale sont une
base du plan transverse a la direction de propagation. Par analogie avec la lumiere, les
deux états quantiques de polarisation |v) et |h) sont orthogonaux et forment une base
orthonormée des états de polarisation du photon :

(vlhy =0, (hlh) =1 et (vjv) =1 (7.2)

On suppose qu’Alice et Bob possedent chacun un photon et que cette paire de
photons est dans 'état de Bell |®,) défini par :

[h)alh)s + [v)alv) s

V2

Cette paire de photons est intriquée, ce qui signifie qu’il y a de fortes corrélations entre
I’état du photon d’Alice et celui du photon de Bob. Si Alice mesure son photon puis Bob
le sien, quel que soit le résultat de la mesure d’Alice, Bob trouvera nécessairement le
méme résultat. Si Alice effectue une mesure dans la base de polarisation {|v)a,|h)a},
avec probabilité 1/2 elle va trouver une polarisation |v)4, avec une probabilité 1/2 elle
va mesurer |h)4. Mais si Alice obtient |v)4, alors Bob trouvera |v)p en effectuant une
mesure dans la base {|v) g, |h)p}, et si elle obtient |h)4, alors Bob trouvera |h)p.

) = (7.3)

L’intrication consiste en des corrélations fortes et non-classiques entre les deux
photons. En particulier, 'intrication a les propriétés suivantes :

(1) Ces corrélations ne dépendent pas de la base choisie pour la mesure. Jusqu'ici
on s’est placés dans la base {|v), |h)} (polarisation verticale ou horizontale). Mais si Alice
et Bob préferent effectuer leurs mesures dans la base {|g),|d)} (polarisation gauche ou

droite) ou
h) h
_’4> >;§| ’__>: 2| ) (7.4)
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alors Bob trouvera encore le méme résultat qu’Alice, quel que soit le résultat de la mesure
d’Alice. En effet |®,) a la méme expression quelle que soit la base choisie :

19)al9)B + |d) ald) B
V2

) = (7.5)

(2) Ces corrélations sont non-locales. Si Alice effectue sa mesure, I’état du photon
de Bob sera instantanément projeté dans le méme état que celui d’Alice quelle que soit
la distance physique séparant Alice et Bob.

L’intrication, qui consiste en des corrélations fortes et intrinsequement quantiques,
peut étre utilisée pour réaliser des taches impossibles classiquement dans le contexte du
calcul quantique, de I'information quantique, la cryptographie, etc. par exemple
des algorithmes tres puissants pour ordinateurs quantiques. Un exemple célebre est 1’al-
gorithme de Shor qui permet de factoriser un entier en produits de nombres premiers
tres efficacement et qui risque bien de casser le systeme actuel de cryptographie, le
systeme RSA, le jour ou on saura construire un ordinateur quantique... Cependant on
est actuellement tres loin expérimentalement d’obtenir un véritable ordinateur quan-
tique, la difficulté principale étant la décohérence. Les superpositions quantiques ne
survivent en effet pas ou presque pas a I’échelle macroscopique : le systeme interagit avec
I’environnement, il s’intrique avec lui, ce qui détruit les corrélations quantiques internes
au systeme.

A titre de remarque, les quatre états de Bell usuels sont définis comme :

1®,) = [v)[v)+[R)[) 0,) = [0)[P)+1h) |v)

V2 o V2
1) = \v>|v>\;_|h>|h> ) = \v>|h>\;_\h>\v> (7.6)
- 2 - 2

Ce sont les états a deux photons qui sont maximalement intriqués (on verra plus loin
comment quantifier I'intrication).

7.1.2 Calcul quantique

J'introduis brievement dans cette partie la notion de qubit et de calcul quantique
pour donner une idée de l'intérét de la superposition quantique et de l'intrication dans le
contexte de la théorie de I'information. Pour plus de détails sur la théorie de I'information
quantique et le calcul quantique, on pourra se référer au livre tres complet de Nielsen et

Chuang [NC00].

7.1.2.1 Qubit et ordinateur quantique

L’idée de l'ordinateur quantique est de remplacer le bit classique qui vaut 0 ou 1
(binaire) par un bit quantique ou qubit, qui est une superposition linéaire «|0) + 5[1)
des états de base |0), |1) (avec |a|* + |B]? = 1 pour la normalisation). Si on effectue une
mesure dans la base {|0),|1)}, on trouvera |0) avec probabilité |a|? et |1) avec probabilité
|8]2. Un qubit est un vecteur de norme 1 dans un espace de Hilbert de dimension 2.
En termes de polarisations de photons, cela revient a autoriser toutes les polarisations
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0) —F—{ o v — HEn N

U
1y —— H y  y+fz) H

Figure 7.1 — Schéma de l'algorithme de Deutsch-Josza : le premier registre comprend
n qubits, il est initialisé a ®;|0);, le second registre comprend un qubit, il est initialisé a
|1). On applique la porte de Hadamard H a chacun des qubits. Puis on applique la porte
Ur auzr (n+1) qubits. Enfin on applique a nowveaw H @ chacun des qubits et on mesure
le premier registre.

linéaires intermédiaires entre verticale et horizontale caractérisées par un angle 6 continu.
Les effets de superposition et d’intrication quantique permettent de construire des
algorithmes tres puissants, completement irréalisables avec un ordinateur classique.

Une porte quantique est une opération unitaire U sur un ou plusieurs qubit(s). Par
exemple, pour un qubit, les portes possibles sont la rotation Uy d’angle 6 et la réflexion
appelée encore porte de “Hadamard” H :

cosf sind 1 1 1
Ua:(—sin@ cos@) etH:ﬁ(l —1) (7.7)

Pour deux qubits, on peut par exemple avoir la porte CNOT inspirée du CNOT classique,
ou le second bit est retourné (ie 0 <> 1) si et seulement si le premier bit est 1. Pour les
états de base, le CNOT quantique s’écrit :

Ucnot|0)[0) = [0)[0) , Ucnor|1)[0) = [1)[1) (7.8)
Ucenot|0)[1) = [0)[1 1 |

7.1.2.2 Exemple d’algorithme : I’algorithme de Deutsch-Josza

Dans cette section, je présente un des algorithmes quantiques connus qui utilisent le
parallélisme et Dintrication pour effectuer une tache plus efficacement qu'un algo-
rithme classique.

On considere une fonction f: {0,1}" — {0, 1}. On suppose que soit f est constante,
soit f(x1,...,x,) est exactement 0 pour la moitié des z; et exactement 1 pour 'autre
moitié (f est “équilibrée”). L’algorithme de Deutsch-Josza permet de déterminer si
f est constante ou équilibrée. Je vais d’abord introduire les portes quantiques nécessaires
a la réalisation de l'algorithme puis je présenterai l'algorithme lui-méme.

A tout entier positif z < 2" correspond une unique décomposition binaire xr =
o 2" ot x; € {0,1}. Sion an qubits, on peut définir la base |z ) = |z1)...|z,) =
®;|z;) de 'espace de Hilbert produit H" = H ® ... ® H ou H est l'espace associé a un
qubit (dimension 2). Pour simplifier on notera f(x) pour désigner f(xy,...,z,).

Si on applique la porte de Hadamard H, cf Eq. (7.7), sur chacun des qubits de 1’état
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|0) = ®;|0);, on trouve :

2"—1

H®"|Q>:®Z<|O> ;;1 ) = Z@ (7.9)

On obtient la somme de tous les états de base possibles. En effet on a ®; (|0); + [1);) =
Zy1:0,1 Zy2:0,1 Zyn:OJ ly) = Zz:)l ly) ol ly) = ®i|y;). Partant de H*"|0) comme
état initial dans ’algorithme, on va pouvoir tester en méme temps toutes les valeurs de
y possibles. C’est ce qu’on appelle le parallélisme quantique.

Si on applique maintenant H®" & |z ) = ®;|x;), on trouve :

H®n|£> = ®; <|0> + (_\/§1)$z|1>) _ 2111/2 ;(_1)xy|g> (7.10)

ou z.y = », x;y;[mod 2]. En effet pour un qubit on a H|0) = ‘0>\J/r§|1> et H[1) = ===,

soit H|z;) = w_

On considere la porte quantique Uy a (n + 1) qubits définie par son action sur les
états de base :

Urlz)ly) = lz)ly + f(x)) ol |z) = &L, [x;) avec x; € {0,1}, y € {0,1}  (7.11)

soit, pour |z ) = ®;|x;) avec z; € {0,1} :

Uyslz)0) = [2)[f(x)) , Uslz)[1) = |z) |1 + f(z)) (7.12)

L’algorithme de Deutsch-Josza est le suivant, voir schéma 7.1 : On initialise les
(n 4+ 1) qubits dans I’état [0)|1) = ®;|0);|1). On applique une porte de Hadamard a
chacun des (n+1) qubits indépendamment. On obtient

HED|0)[1) = (H®"|0)) @ (\@f ) 7 Z z) ® <%> (7.13)

On applique alors Uy a ces (n + 1) qubits :

" . ) f(z)) — |z)|1 + f(z
oy = gk S GLEEPIE Gy _
Puis on applique a nouveau une porte de Hadamard a chacun des qubits séparément :
on—1 on—1 0)+(=D)/@]1) [0+ 1)
HEY Us HEDI0) 1) = 2"/2 Z 2"/2 Z D™1y) = V2 -
= on_1
=50 2 (=1 =Dy (7.15)
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Le résultat pour le dernier qubit est toujours |1). On effectue a la fin une mesure du
registre des n premiers qubits. 2" résultats sont possibles (les |z) ou 0 < 2 < 2"). On
veut savoir dans quels cas on peut obtenir |[0) = ®;|0);. On calcule donc la projection

de HECDUy HECD|0) (1) sur [0) = @4]0); = [0)*" :

on_1 on_1 on_1
QDU HECHDI0)N) = 52 3 (=1 3 (=1(0ly) =55 D (=)™

=0 y=0 =0

(7.16)
Finalement :
1 si f est constante
®(n+1) ®(n+1) 2 _

2101H Urtt 011 { 0 si f est équilibrée (7.17)

Une simple mesure du registre des n premiers qubits a la fin permet donc de déterminer
si f est constante ou équilibrée : si on trouve |0) = ®;|0);, alors cela signifie que f est
constante, si on trouve autre chose que |0 ), alors f est équilibrée. Une seule évaluation de
I“oracle” H®" DU, H®M+D permet donc de déterminer si f est constante ou équilibrée
avec l'algorithme quantique de Deutsch-Josza. Au contraire, classiquement il faudrait
un nombre d’opérations proportionnel a 2", ce qui est beaucoup moins favorable pour n
grand.

7.1.3 L’entropie d’intrication

Dans cette partie, on se place dans un contexte plus général. On considere un systeme
quantique décrit par un espace de Hilbert H de dimension n.

7.1.3.1 Etat pur versus mélange statistique

On se place pour commencer dans un systeme quantique décrit par un espace de
Hilbert H quelconque, de dimension n. On veut caractériser 1’état du systéeme quan-
tique. On distingue état pur et mélange statistique.

e Un état pur est par définition un vecteur |¢p) € H normé a 1, ie (P[¢p) = 1.
Il décrit I'état du systeme quantique. Par exemple dans l'espace des polarisations qui
est de dimension 2, on a vu qu'un état de polarisation du photon est un état pur
|0) = cosB|v) + sinb|h).

e On peut généraliser la notion d’état quantique en introduisant une incertitude
statistique. Un état quantique généralisé ou mélange statistique est décrit par une
matrice densité p, c’est par définition une matrice sur H (donc de taille n x n) qui
est :

-hermitienne, ie pf = p,
-semi-définie positive, ie (m|p|m) > 0 pour tout |m) € H,
-de trace 1, ie Trp = 1.

La matrice p est alors diagonalisable en base orthonormée |m;) (ie (m;|m;) = 0, ;) et

ses valeurs propres A; sont réelles positives de somme 1. La décomposition spectrale de
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p s’écrit donc

p= Z)\Z|m,><ml| avec A; > 0,Vi et Z)\i =1 (7.18)

i=1 i=1

Une valeur propre \; de p s’interprete comme la probabilité que le systéme
soit dans 1’état pur |m;). p est une superposition statistique qui décrit un manque
d’information, une incertitude classique sur le systeme. Si un seul )\;, disons J\;,, est
non nul, alors \;; = 1 et p = |my,)(m;,| est le projecteur sur |m;,), p est simplement la
représentation en matrice densité de I’état pur |m;,) -on dira de fagon raccourcie que p
est état pur dans ce cas. Si plusieurs A; sont non nuls alors il y a une incertitude sur
I'état systéme, on ne sait pas avec certitude dans lequel des états purs |m;) il est. De
fagon générale, un état mélange statistique correspond a I’état d’un systeme qui n’est pas
isolé mais en contact avec ’environnement. L’interaction avec I’environnement est
a l'origine d’une perte d’information pour 'observateur qui n’a acces qu’a des mesures
sur le systeme.

Dans le formalisme, il faut bien distinguer la notion de superposition cohérente
(quantique) avec celle de superposition statistique classique (mélange statistique).
Par exemple, considérons un qubit, donc un espace de Hilbert de dimension 2, dans un
état pur |1) ou dans un état mélange statistique p définis comme :

= D, DL, 19

Ces deux superpositions sont tres différentes. Il est vrai que dans les deux cas une
mesure dans la base {|0),|1)} donnera |0) avec probabilité 1/2 et |1) avec probabilité
1/2. Mais si on fait la mesure dans une autre base, par exemple dans la base {|+),|—)}

ou |[+) = % et |-) = %, on trouvera des résultats tres différents. En effet, dans
cette base on a : ) ) (|
PV |-

[Y) =|+) et p= ) (7.20)

- Ainsi dans le cas ou I'état est |1), dans la base {|4), |—) } on mesurera nécessairement
|+) (avec probabilité 1) : 1)) est une superposition cohérente (linéaire) quantique.

- Dans le cas ou 'état est p, on mesurera |+) avec probabilité 1/2 et |—) avec proba-
bilité 1/2. Quelle que soit la base, I'incertitude totale persiste, p est un mélange statistique
total, une superposition statistique, classique.

Les deux notions sont donc intrinsequement tres différentes.

Cette différence fondamentale existe bien dans le formalisme quantique. On
notera cependant que la mesure, qui doit étre effectuée dans une certaine base, ne donne
jamais acces directement a une superposition cohérente des deux états de base, mais
seulement a 'un ou l'autre de ces états avec une certaine probabilité pour chaque état.
Ainsi pour une superposition cohérente, rien ne permet de conclure que [’état “réel” du
systeme physique est bien un tel mélange de deux états. Ainsi supposer dans la tres célebre
expérience du chat de Schrodinger (voir plus loin section 7.1.3.3) le chat réellement a la
fois vivant et mort avant ouverture de la boite dans laquelle il se trouve est une pure
spéculation philosophique. Physiquement, c’est seulement un formalisme qui permet de
décrire parfaitement bien les observations que l'on peut faire apres ouverture de la boite
(par la mesure).
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7.1.3.2 Intrication

On considere maintenant un systeme quantique bipartite, c’est a dire fait de deux
sous-systemes A et B, décrit par un espace de Hilbert produit H = H4 ® Hp. On
supposera dans la suite que Hy est de dimension N et Hp est de dimension M, avec
M > N. Ainsi H est de dimension n = NM. On s’intéresse a l'intrication entre les deux
sous-systemes A et B. Dans I'exemple plus haut de la paire de photons partagée par
Alice et Bob, on avait H 4 de dimension N = 2 et Hp de dimension M = 2. On suppose
que I'état du systeme total est décrit par un état pur [¢)) € H = Ha @ Hp.

L’état |¢)) est dit séparable s’il peut se factoriser sous la forme

[V) = |pa)|dB) ol |pa) € Ha et |dp) € Hp (7.21)

Sinon il est dit intriqué.

L’état du sous-systeme A est décrit par sa matrice densité réduite p,, qui est
définie comme la trace partielle sur B de la matrice densité p = |1) ()| du systeme total :

pa=Trg[p] ou p= [P}V (7.22)
soit .
(i#1pali®y = Y (@21 p|i*)|a®) (7.23)

ou {|2A)} pour 1 < i? < N est une base de Hu, et {|aB>} pour 1 < af < M une
base de Hp. pa décrit 'information que ’on peut avoir sur le sous-systeme A
si on ne sait rien du sous-systeme B. En particulier, si A et B sont intriqués, on
aura un manque d’information sur A, une partie étant contenue dans l'intrication avec
B. C’est pourquoi A doit étre décrit de fagon générale par un mélange statistique bien
que le systeme total soit dans un état pur |¢).

7.1.3.3 Le chat de Schrodinger

On va considérer une expérience de pensée assez simple pour comprendre le lien entre
matrice densité réduite p4 et intrication de I'état [¢), la fameuse expérience du chat de
Schrodinger. On met un chat dans une boite avec une substance radioactive. On at-
tend un certain temps. Si un atome radioactif se désintegre, un mécanisme se déclenche,
libérant un poison qui tue le chat. A la fin, on suppose qu’il y a une probabilité 1/2 pour
qu'un atome se soit désintégré. On ouvre alors la boite. Le résultat de I'expérience est
illustré sur la figure 7.2.

A la fin, le chat (systeme A, espace de dimension 2) peut étre vivant ou mort :

@ = chat vivant

L’atome radioactif (systéeme B) peut s’étre désintégré ou non, on notera :

= chat mort (7.24)

‘O> = atome non désintégré ‘0> = atome désintégré (7.25)
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e A la fin de l'expérience, juste avant d’ouvrir la boite, le systeme {chat+atome
radioactif} est dans un état maximalement intriqué :

¥) = ‘ﬁ;®0> @@g“>

Si l'atome s’est désintégré (probabilité 1/2), alors le chat est mort. Si 'atome ne s’est
pas désintégré (probabilité 1/2), alors le chat est vivant. |¢)) est un état de Bell |®,), cf
(7.6), donc il est maximalement intriqué. Dans ce cas la matrice densité réduite du chat

est donnée par :
pa=Trg [[Y)(Wl] = ClL) )+l ) (Y] (7.27)

woiEd

ou 1 est l'identité sur A (chat). Ainsi p4 est un mélange statistique complet, p,4 est
proportionel a l'identité 1. On n’a aucune information sur 'état du chat (A) car toute
I'information est contenue dans 'intrication avec I’atome radioactif (B).

(7.26)

+
V2

soit :

1
PA =3

- (7.28)

e On ouvre alors la boite. On découvre par exemple, avec probabilité 1/2 que le chat
est vivant. Cela signifie que I’atome radioactif ne s’est pas désintégré. Dans ce cas, apres
I'ouverture de la boite le systéme {atome+chat} est projeté dans un état séparable,

non intriqué :
¥) = | @we

La matrice densité du chat est alors :
pa= ﬁ%@{ (7.30)

pa est un état pur. Il n’y a pas d’incertitude sur ’état du chat. On sait qu’il est vivant,
aucune information n’est contenue dans l'intrication avec I’atome car [¢)) n’est pas in-
triqué.

o> (7.29)

On voit bien sur cet exemple simple que selon que 1'état du chat p, est mélange
statistique ou pur, on peut savoir si 1’état du systeme total {chat+atome} est intriqué
ou non.

7.1.3.4 Décomposition de Schmidt

On retourne au cas général d’'un systeme quantique bipartite A x B décrit par
un espace de Hilbert H  ® Hp de dimension N x M. L’état du systeme est décrit par
un état pur ) € Ha @ Hp. L'état du sous-systeme A est décrit par sa matrice densité
réduite py = Trp[p| (de taille N x N) ot p = [¢0) (¢]. L’état du sous-systeme B est décrit
par sa matrice densité réduite pg = Tralp], de taille M x M.

Pour N = M, on peut montrer (cf plus bas) que p4 et pp ont les mémes valeurs
propres \;. Si M > N, et que les \; désignent les valeurs propres de p4, on peut montrer
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e Juste avant I'ouverture de la boite, le systeme est intriqué:

d’ou

e Apres l'ouverture de la boite, le systeme est dans un état séparable (non intriqué):

v) = @ee), I\

Figure 7.2 — Expérience du chat de Schrodinger

que pp a pour valeurs propres les \; et M — N zéros. dans tous les cas, pour M > N, si
|m;) (resp. |p;)) désigne le vecteur propre de p4 (resp. pp) associé a A;, on a donc

pA = Z)\ |mi)a(m;| et pp = Z)\ |ei) B (i (7.31)

avec \; > 0 et SN\ = 1 et olt |m)a(m| désigne le projecteur sur I'état pur [m), de
H 4. On peut aussi montrer que [1)) peut s’écrire :

= Z Vi) alp) (7.32)

Cette écriture de [¢)) s’appelle décomposition de Schmidt. La différence avec une
décomposition dans une base quelconque fixée de H4 ® Hp est la somme simple sur ¢,
1 < i < N dans la décomposition de Schmidt par opposition a la somme double sur deux
indices 7,a, 1 < i < Net 1l < a < M dans une décomposition standard. En effet, si
on fixe une base de H4 ® Hp, par exemple une base produit |i)|a)p pour 1 <i < N,
1 < a < M, la décomposition de [¢) dans cette base est de la forme :

Zme\ Yala) g ouZ\me (7.33)

i=1 a=1

La décomposition de Schmidt (7.32) est tres utile pour caractériser ’intrication.
En particulier, si ng désigne le nombre de valeurs propres A; non nulles, plus ng augmente,
plus I’état 1)) est intriqué. ng est appelé “nombre de Schmidt”. En particulier on retrouve
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les deux cas extrémes d’un état séparable pour ng = 1 et d’un état maximalement intriqué
pour ng = N et tous les \; égaux :

(i) Aiy, = 1,A; =0 pour i # i (i) A =+ pour tout i
N
|10) = mig) al i) B W) =205l T lma) alui) s
séparable (non intriqué) maximalement intriqué
N
pa = |mig) a(mi,| pa =iy ylmialm| = 5 1
pa état pur pa mélange statistique complet

Dans la situation (i), on a ng = 1 c’est a dire qu'une seule valeur propre \;, est
non nulle. Comme ) . \; = 1, nécessairement \;, = 1. Dans ce cas, pa est le projecteur
sur 'état pur |m;,)a. Ce cas (i) correspond a I’état du systéme {atome-chat} apres
ouverture de la boite dans I'expérience du chat de Schrédinger (voir section 7.1.3.3), “on
sait que le chat est vivant”, il n’y a pas d’incertitude sur I’état du systeme A (chat). Le
fait que le systeme A est dans un état pur signifie que I’état |¢)) du systeme A x B est
non intriqué. On voit bien en effet grace a la décomposition de Schmidt que dans ce cas
|1) est factorisé, il est séparable, non intriqué.

Dans la situation (ii), on a ng = N avec de plus tous les \; égaux, soit \; = %
pour tout ¢. Dans ce cas, p4 = % 1 est un mélange statistique complet. Avant I’ouverture
de la boite dans l'expérience de Schrédinger, “on n’a aucune information sur I’état du
chat”, I'incertitude est totale. L’information est contenue dans l'intrication avec B. |¢)
est maximalement intriqué dans ce cas. Dans sa décomposition de Schmidt, [i) est
une superposition cohérente a poids égal de tous les états factorisés |m;) a|ui) s

Preuve de la décomposition de Schmidt (7.32)

pa est une matrice densité, donc elle est diagonalisable en base orthonormée et ses
valeurs propres )\; sont positives ou nulles de somme 1, A\; > 0, ie Ziil A = 1. Sa
décomposition spectrale s’écrit :

N
pa=>_ Ailms)almil (7.34)
=1

On choisit une base orthonormée quelconque |a)p de Hp, 1 < a < M. |m;)a|a)p est
donc une base de H4 ® Hp, on décompose |¢) dans cette base :

Zme|ml Yala)p avec Z|xm|2 (W) =1 (7.35)

i=1 a=1

Comme ps = Trplp] ou p = |[Y)(Y| et comme |a)p, 1 < a < M, est une base
orthonormée de Hpg, on a :

M

A = Z Oé|p|Oé Z ZJZ’] ole a‘ml <m]‘ (736)

a=1 1<4,j<N a=1
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Mais par hypothese, on a ps = 3.8 \i|my) a(my|, dott

Z:cj wTio = Nili (7.37)

On définit ensuite les N vecteurs de Hp suivants : |u)p = S0, f/,\ﬁ‘@ B- Ainsi [9))
s’écrit : '

=2 Vilma)alu) s (7.38)

Reste a montrer que les |u;)p forment une famille de vecteurs orthonormés et qu’il
sont les vecteurs propres de pg. Comme |a) g pour 1 < av < M est une base orthonormée
de Hp et d’apres (7.37), on a :

M«
o xz ,Q €T, o xi,a
lslid = 373" T gy~ 3"t g (g
p e GRVENRS e VAN
Les |p;) g forment donc bien une famille orthonormée de ‘Hp. Enfin, d’apres la décom-
position (7.38) ou les |m;) forment une base orthonormée de H 4, on en déduit :

N
pp = Tral|lP) (Y]] = Z Alma ) (@lma)a =Y Nili) ] (7.40)
=1

=1

Comme les |u;)p forment une famille orthonormée de Hpg, on peut la compléter en
base orthonormée de Hp : |u;)p pour 1 < i < M. L’écriture ci-dessus est donc bien la
décomposition spectrale de pg, ainsi les valeurs propres de pp sont les \; et (M — N)
zéros (autrement dit la valeur propre zéro est dégénérée M — N + N —ng = M — ng fois
ou ng est le nombre de A; non nuls). On a donc bien montré que p4 et pp ont mémes
valeurs propres et que l'on peut écrire |¢) sous forme de décomposition de Schmidt Eq.
(7.32).

7.1.3.5 Entropie d’intrication

On sait caractériser qualitativement 'intrication d’un état pur |¢)) grace a sa décompo-
sition de Schmidt. On voudrait avoir une version plus quantitative de 'intrication. Par
exemple, on voudrait pouvoir dire pour deux états purs donnés lequel est le plus intriqué
des deux. Pour cela on introduit ’entropie d’intrication. La plus connue est ’entropie
de von Neumann Syx(pa) du systeme A :

Sun(pa) = =Tr[palnps] = Z Ailn A (7.41)

Si A; est vu comme la probabilité de trouver le sous-systeme A dans I’état |m;) 4 (voir
la décomposition spectrale de p4 (7.31)), alors Syn est l'entropie de Shannon classique
pour les probabilités \;. De fagon plus générale, on peut définir les entropies de Renyi
de parametre ¢ > 0 :

Sq(/)A) = 1

— In [Z A?] (7.42)
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On appellera pureté généralisée la grandeur >, définie par :

£, = Tl = S A (7.43)

soit S, = l%q In3,. Pour ¢ = 2, 35 est en effet habituellement appelée pureté. L’entropie
de Renyi est une généralisation de Sy :

lim S, = Syn et lim S, = —In Apax (7.44)
q—1

q—o0

Ces entropies Syn(pa) et Sy(pa), que 'on notera S(p4) de fagon générique, vérifient
un certain nombre de propriétés :

S1) S(pa) = 0 si et seulement si py est un état pur, ie ssi p4 = pa, ie ssi psg =
( p p pur, PA = Pa, p
|mi, ) 4(m;,|. Dans ce cas S est minimale .

(S2) S(pa) est maximale et égale a In N si py est un mélange statistique complet, ie
pA = % 1 (pa proportionnel a 'identité sur H,).

(S3) S est invariante sous changement de base unitaire : pour Uy matrice unitaire de

Ha,onalS (UApAUAT) =S(pa).

(S4) Syn et S, pour 0 < ¢ < 1 sont concaves : S(kak,o(f)> > > kS (,0@) ol

les pi, sont des probabilités, ie p, > 0, >, pr, = 1 et pff) des matrices densité sur Hy.

Pour ¢ > 1, I'entropie de Renyi S, n’est ni convexe ni concave (z — x¢ est convexe pour
q > 1, concave pour ¢ < 1, z — Inx est concave).

(S5) L’entropie de von Neumann Syy est la seule a avoir une propriété d’additivité :
pour deux systemes indépendants A et C' décrits par une matrice densité produit ten-
soriel p4 ® pe sur un espace de Hilbert produit H4 ® He, 'entropie de Ha4 ® He est la
somme des entropies, ie Syn (pa ® pc) = Svn (pa) + Svn (po)-

Cette propriété d’additivité de I'entropie de von Neumann pour deux systemes indé-
pendants est la méme propriété que I’additivité de 'entropie de Shannon classique. Si p4
a pour valeurs propres les “probabilités” \; et po les “probabilités” u;, alors pa®pp a pour
valeurs propres les A;u;. Ainsi Syn (pa ® po) = _Zz}j g In (i) = =D Ailn )\, —
> 1iInpy = Syn (pa) + Svn (pc) car 3o, N =1= 3, p;.

On notera que pour I'entropie de Renyi Sy, la propriété d’additivité n’est pas valable
pour ¢ > 1, mais elle est valable dans les limites ¢ — 1 et ¢ — oco. En effet pour ¢ — 1,
S, tend vers 'entropie de von Neumann Syy, tandis que pour ¢ — oo, S, tend vers
—1In A\ax.

Pour un état pur [¢)) sur un espace de Hilbert produit Hs ® Hp, on définit une
mesure d’intrication de cet état comme I’entropie de la matrice densité réduite

1. Pour ¢ > 1 on a en effet AY < \; (pour tout 0 < \; < 1) done Y, A\ <>\ =1dou S, >0
comme 1 — ¢ < 0. De méme pour 0 < g <1:>, A >>" .\, =1et1—¢g>0doncS,;>0.
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pa associée E [|1)] = S(pa), soit :

Evx [[¥)] = Svx(pa) ; Eql[¥)] = Sqlpa) on pa = Trp[|¢){¢]] (7.45)

Les propriétés (S1)-(S3) ci-dessus communes a toutes les entropies S (Syy et S, pour
q > 0) font de E (ie Eyy, E,) une bonne mesure d’intrication pour un état pur.
En effet E a les propriétés suivantes :

(E1) ElJ1)] = 0 si et seulement si [¢)) est séparable (non intriqué).

(E2) E est invariante sous transformations locales unitaires, ie si Uy (resp. Ug) est
une matrice unitaire de Hy4 (resp. Hg) alors E [Ua @ Ug|y)] = E||¢)].

(E3) E ne peut pas augmenter par mesure locale généralisée et communication clas-
sique ou LOCC (Local Operations and Classical Communication), ie si on considere des
opérateurs A; sur Hy et B; sur Hp tels que ), AZAiB;BZ- =1, alors

S nE [” 'ﬂ < E[[0)] onVi= AB, et p = WViVily)  (7.46)
i Nz

L’idée de (E3) est que l'entropie d’intrication de doit pas pouvoir augmenter si Alice fait
des opérations locales sur A, Bob sur B et que la seule interaction autorisée entre A et
B est la communication classique. Cette propriété sera expliquée plus en détails dans la
partie suivante sur les mélanges statistiques, voir section 7.2.1.

On notera aussi que, bien que cela ne soit pas évident au premier abord, El[1))] est
symétrique par échange de A et de B. En effet, on a vu plus haut que les matrices densité
pa = Trg[|[Y) (Y]] et pp = Tra [|¢)(¢)|] ont les mémes valeurs propres non nulles \; (cf la
preuve de la décomposition de Schmidt section 7.1.3.4), ainsi on a Syn(pa) = Svn(ps)

et Sg(pa) = Se(pp).-

On retrouve les deux cas extrémes pour ces mesures d’intrication :

(i) Aiy, = 1,\; =0 pour ¢ # i (ii) A\; = + pour tout i
|1) séparable |1))  maximalement intriqué
Syn=0=25, ie E=0 Syvn=InN =5, ieE=InN
entropie minimale entropie maximale

7.2 INTRICATION POUR UN ETAT MELANGE STATISTIQUE

Jusqu’ici j’ai expliqué comment définir et caractériser 'intrication pour un état pur
|1)) sur un espace de Hilbert produit H4 ® Hp. Pour un état mélange statistique décrit
par sa matrice densité p de taille NM x N M, définir et surtout caractériser 'intrication
est plus compliqué. En particulier, la décomposition de Schmidt ne fonctionne plus dans
le cas du mélange statistique. Il faut donc une autre mesure d’intrication que ’entropie,
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voir [VP9S].

On se place toujours dans un espace de Hilbert produit H4 ® Hg. Un mélange
statistique décrit par sa matrice densité p sur H = H, ® Hp (voir section 7.1.3.1) est
dit séparable s’il est de la forme :

p= Zpk,oljl ® pls avec pp > 0 et Zpk =1 (7.47)
k k

olt p¥ (resp. p%) est une matrice de Ha (resp. Hp) de taille N x N (resp. M x M).
Sinon, le mélange statistique est dit intriqué.

Cette définition généralise celle du cas d’'un état pur p = |¢)(¢p]. On notera qu’on
peut supposer p¥ et p% purs dans (7.47), ie p¥ = |¢r) a(dk| et ol = |ox) (x| 1l suffit en
effet pour cela de remplacer les p* par leur décomposition spectrale. Ainsi p est séparable
si et seulement s’il se décompose comme :

p =Y prltn) (i| avec pr > 0et > pr=1et [¢n) = [¢r)ald) 5 (7.48)
k k

c’est a dire p est séparable si et seulement s’il est une superposition statistique d’états
purs séparables.

7.2.1 Mesure d’intrication

Dans le cas ou p n’est pas pur, les matrices densité réduites ps et pp n’ont pas les
meémes valeurs propres, on ne peut pas utiliser I’entropie comme mesure d’intrication. Il
faut faire appel a d’autres quantités. Une fonction E(p) définie sur I'espace des matrices
densité p sur Ha ® Hp et a valeurs dans R, sera considérée comme une mesure d’in-
trication si et seulement si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

(E1) E(p) = 0 si et seulement si p est séparable (non intriqué, voir (7.47) ou (7.48)).

(E2) E est invariante sous transformations locales unitaires, ie si Us (resp. Ug) est
une matrice unitaire de Hy (resp. Hpg) alors

E(Us® Un p Uy @ UL) = E(p)

(E3) E ne peut pas augmenter par mesure locale généralisée et communication clas-
sique ou LOCC (Local Operations and Classical Communication), ie si on considere des
opérateurs A; sur Hy et B; sur Hp tels que ), AZTAiBZTBZ- =1, alors

7

Vip V!
ZPiE< P2 ) < E(p) ouV;=A;B; et p; ="Tr [Vz‘PViT]

Donnons quelques explications sur la propriété (E3). L’évolution d’un systeme quan-
tique isolé est une évolution unitaire p — UpU' ot U est unitaire. Si on autorise
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I'interaction du systéeme avec un espace auxiliaire ou I’environnement, 1’évolution n’est
plus nécessairement unitaire, de facon générale elle peut s'écrire p — ), SkpS,i ol
>k S;Sk = 1. Les Sj sont appelés “superopérateurs” ou opérateurs de Kraus. Ils
décrivent I’évolution d’un systéeme ouvert. [’action locale d’Alice sur le systeme A
et de Bob sur le systeme B grace a des opérations unitaires et par interaction éventuelle
avec un espace auxiliaire s’écrit donc grace au formalisme des superopérateurs p —
> iaAiBa p AIBL ot 32, ATA; = 14 et 3 BiB, = 1p. Si on ajoute la communi-
cation classique entre Alice et Bob, on autorise a corréler classiquement les mesures
effectuées sur A et B, I’évolution de p sera donc de la forme p — > . A;B; p AIB! o
> AZTAZ-BiT B; = 1. L’évolution ne se décompose pas nécessairement en produit d’une
somme d’opérateurs sur A par une somme d’opérateurs sur B. Enfin on autorise la
mesure du systeme. Pour retrouver une matrice densité bien normalisée apres mesure,

AiBi p A B] Vie Vil s 1]
= ouV;, = A;B; et p; = Tr |V;pV.'|, clest
T, 4,5, p ATET] 7 Vi = AiB; et pi VipVi'|,

la “postsélection”. La procédure complete d’opérations locales généralisées (autorisant
I'interaction avec un espace auxiliaire) sur A et B avec communication classique entre A
et B et mesure quantique s’appelle “mesure locale généralisée et communication
classique” ou LOCC (Local Operations and Classical Communication). L’intrication
entre A et B ne doit pas pouvoir augmenter sous ce genre d’opérations, car dans cette

procédure il n’y a pas d’interaction quantique entre A et B. Apres la postsélection on
VipV, v

on doit avoir : p —

d’intrication E ( Y2V vl . Or

7 7

a projeté le systeme avec probabilité p; dans ’état
I'intrication moyenne mesurée apres la postsélection doit étre au plus égale a 'intrication
de I’état initial, donc ), p; £ (lev ) < E(p), c’est la propriété (E3).

7.2.2 Entropie de formation

Une possibilité pour caractériser l'intrication d’'un mélange statistique est de définir
Ientropie de formation E; comme proposée par Bennett et al [BDSW96] :

E¢(p) = min {Zpks V) } Oﬁp:ZPkax?/}k‘ (7.49)

Phos| Vi)

Le minimum est pris sur toutes les décompositions {py, |1x)} possibles pour p de la forme
p = > Di|Uk) (k| avec pr >0, Y-, pi = 1 et (Uy|ty) = 1. S désigne ici 'entropie de
von Neumann Syy ou celle de Renyi 5.

L’entropie de formation vérifie les propriétés (E1)-(E3) requises pour étre une bonne
mesure d’intrication.

De plus, si p est un état pur, ie p = [¢) ()|, alors nécessairement pour toute décomposi-
tion {py, |¢x)}, on doit avoir [¢x) = [1). Done Yy peS (164)) = Sy prS()) = S()).
D’ou :

Et(p) =S ([¢)) quand p = |[)(¢] (7.50)

Bennett et al [BDSW96] ont montré que E(p) représente la quantité d’intrication
minimale nécessaire a Alice et Bob pour construire I'état p (sur A ® B), quand Alice
et Bob sont limités aux opérations d’évolution/mesure locales et a la communication
classique entre eux (LOCC). C’est a dire qu’Alice et Bob doivent au minimum partager
initialement I’équivalent de (Ef(p)/In2) paires de Bell (une paire de Bell a une entropie
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d’intrication In 2, voir Eq. (7.3)) pour pouvoir construire ’état p par LOCC.

Une autre mesure d’intrication proposée également dans [BDSW96] est 'intrication
de distillation. Mais cette mesure dépend du protocole de distillation associé. Je ne vais
pas en parler ici.

7.2.3 Distance aux états séparables

Une autre mesure possible, tres différente de I’entropie de formation, a été proposée
par Vedral et Plenio [VP98]. Ils ont proposé de choisir pour E(p) la distance a I’ensem-
ble S des états séparables :

Ep(p) = min D(p, o) (7.51)

oES

ou D(p, o) est une distance continue sur I’espace des matrices densité de H 4 ® Hp -mais
pas forcément une distance au sens strict mathématique. Par continuité de D et comme
S est un ensemble fermé, le minimum est atteint pour un ¢* € S (qui dépend de p bien
sur), soit Ep(p) = D(p,c*).

Pour que E satisfasse les trois propriétés (E1)-(E3), il suffit que D(p, o) satisfasse les
propriétés suivantes [VP98] pour toutes matrices densité p, o :

(F1) D(p,0) > 0 pour tous p, o. L’égalité D(p,0) = 0 est obtenue si et seulement
sip=o.

(F2) D est invariante sous transformations unitaires, ie si U est une matrice unitaire

alors D (UpU',UcU") = D(p,0).

(F3) D(Tr¢|p], Trelo]) < D(p, o) pour toute décomposition de H sous la forme Ho@H p,
Tre[p| désignant la trace partielle de p sur C' (donc “pp”).

(F4) ZiPiD (%7%) < Zz‘D<pi70i> avec p; = Vz‘PVZ‘Ta o; = Vz‘UViT ou ZZ V;W =1

(les V; ne sont pas forcément locaux) et p; = Tr[p;], ¢; = Tr[oy].

(F5 a) D(>_, PpP;,> , PooP;) = Y. D (P,pP;,, P,oP;) ou les P, sont des projecteurs,
ie P? = P;, orthogonaux, ie P,P; = 0 si i # j.
(F5Db) D(p® P,o ® P) = D(p, o) pour tout projecteur P sur un espace auxiliaire Hyy.

On notera que D n’est pas nécessairement symétrique -donc en particulier pas nécessai-
rement une distance au sens mathématique.

D’apres (F1) et (F2), il est clair que (E1) et (E2) sont vérifiées par Ep (on notera
que si o est séparable alors UsUT est séparable pour U unitaire). Prouver (E3) & partir
de (F2)-(F5) est plus difficile, je renvoie a l'article [VP98] pour plus de détails. La preuve
passe par la démonstration successive de deux théorémes impliqués par (F2)-(F5), pour
tous p, o et des superopérateurs V; :

Théoreme 1 : D (ZZ VipVy, > Vm\/f) < D(p,o) o ), ViV = 1.
Théoreme 2 : Y. D (WPWTa VmVj) < D(p,o) o ), V;TV; = 1.
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Le théoreme 1 vient de (F2), (F3), (F5b). Le théoreme 2 découle du théoreme 1 et de (F2),
(F3), (F5). (F4) et le théoreme 2 permettent de prouver (E3), et c’est seulement pour
cette derniere étape de la preuve qu’on a besoin de supposer les V; locaux, ie V; = A; B;
(comme dans (E3)).

On va maintenant considérer deux exemples possibles de distances D, cf [VP98],
I’entropie relative et la distance de Bures.

7.2.3.1 Entropie relative

L’entropie relative est définie de la fagon suivante :

D(p,0) = S(pllo) = Tr [p(Inp — Ino)] (7.52)

Ce n’est pas une distance au sens mathématique, en particulier D(p, o) # D(o, p) et
I'inégalité triangulaire n’est pas non plus vérifiée. Mais on peut montrer qu’elle vérifie les
propriétés (F1)-(F5) suffisantes pour que Eg[p] (7.51) soit bien une mesure d’intrication
pour les matrices densité p.

A cause de la dissymétrie de D, il est important de définir Es(p) = min,es D(p,0) =
min,es S(p||o) et non min,cs S(o||p). En effet, avec la seconde définition, Eg[p| diverg-
erait pour un état pur p = [10) (1], ce qui n’est pas trés physique. Il est ainsi important
de choisir pour mesure d’intrication :

Es(p) = min D(p, o) = min 5(p||o) (7.53)

De plus, avec cette définition, on a la propriété supplémentaire intéressante (qui est aussi
vérifiée par lentropie de formation, cf (7.50)) :

(E4) Pour un état pur p = [1) (1| dans un systeme bipartite H4 @ Hp, Es(p) est donnée
par l'entropie de von Neumann du sous-systeme A :

Es(p) = Evx[|Y)] = Svn(pa) quand p = [¢)(]| et ott pa = Trp[p] (7.54)

Enfin Fg est convexe : Eg(pp1 + qpa) < pEs(p1) + qEs(p2) ou p + g = 1. L’idée
est que le mélange statistique n’augmente pas I'intrication. Il faut bien faire la différence
entre cette propriété de convexité de Eg et la concavité de Syn(pa). En effet, pour un
état pur |¢) sur Ha ® Hp, plus pa est mélangé statistiquement (moins pur), plus [1)) est
intriqué (voir plus haut la partie sur les états purs). Pour un état décrit par une matrice
densité p sur H Q@ Hp, si p est plus mélangé statistiquement, il n’y a aucune raison pour
qu’il y ait plus d’intrication entre les sous-systemes A et B. Cela veut simplement dire
que le systeme total (A x B) est plus intriqué avec son environnement.

7.2.3.2 Distance de Bures

La distance de Bures est une véritable distance sur les matrices densité, elle est
définie comme suit :

Dy (p,0)’ =2 —2\/F(p,0) ot /F(p,0)="Tr { [Vapy/7] 1/2} (7.55)
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ou F'(p, o) est appelée fidélité. Dy est une vraie distance au sens mathématique, c’est
a dire :

(a) Elle est symétrique : Dg(o,p) = Dg(p, o).

(b) Dg(p,0) > 0. L'égalité Dp(p, o) = 0 est obtenue si et seulement si p = o.

(c) Inégalité triangulaire : Dg(p, o) < Dg(p,01) + Dp(o1,0).

Si p et o sont des états purs, ie p = [)(Y| et 0 = |p)(¢| alors \/p = p, et on a
VE (p,0) = [(ol¥)] et D (p,0) =2 —2[{g]¢)].

On peut montrer que Dg(p, o) satisfait les propriétés (F1)-(F5), voir [VP98]. Ainsi
Eg(p) définie ci-dessous et comme (7.51) est bien une bonne mesure d’intrication sur
les matrices densité p (elle vérifie (E1)-(E3)) :

Ep(p) = min Dy(p,0) (7.56)

ou S est I’ensemble des matrices densité d’états séparables.

Cependant, contrairement a l’entropie relative, la mesure d’intrication de Bures Ep
ne satisfait pas (E4), c’est a dire que pour les états purs on ne retrouve pas ’entropie
usuelle. Cette mesure n’est pas pour autant inintéressante, la distance de Bures apparait
en effet naturellement dans diverses situations physiques, en particulier dans certaines
procédures dites de purification [VP9S§].

7.2.3.3 Distance de Hilbert-Schmidt

J’introduis ici aussi la distance dite de Hilbert-Schmidt bien qu’elle ne soit pas dis-
cutée par Vedral et Plenio [VP98|. Elle nous sera utile par la suite. La distance de
Hilbert-Schmidt est définie comme :

Dus (p,0) = VTr{(p — 0)?} (7.57)

C’est une véritable distance au sens mathématique. (F1) et (F2) sont clairement vérifiées.

Cependant Vedral et Plenio [VP98] qui ont proposé la mesure d’intrication (7.51) ne

s’intéressent pas a cette distance, il resterait a voir si Dyg ou Dq vérifie (F3)-(F5).
Pour des états purs p = [)(¥|, 0 = |¢)(¢], cette distance devient : Dyg (p, 0)” =

2 - 2[(Wlg)[*
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- Chapitre 8 -

Etats aléatoires

Pourquoi des états quantiques aléatoires? Dans un systeme quantique de grande
taille, on peut se poser la question de savoir a quoi ressemblent les “états typiques”.
Choisir un état quantique de facon aléatoire revient d’une certaine facon a supposer
qu’on a a priori essentiellement aucune information sur le systeme. L’idée est proche de
celle de Wigner lorsqu’il a introduit les matrices aléatoires pour modéliser le Hamiltonien
de gros noyaux atomiques. Si le Hamiltonien du systeme quantique considéré n’est pas
connu, on peut modéliser I’état du systeme par un état aléatoire. Les états aléatoires
sont tres généraux, ils peuvent étre considérés comme des “états typiques” dans ce sens.
On peut alors comparer les résultats obtenus par exemple expérimentalement pour un
état physique réel avec ceux que l'on obtient pour un état aléatoire -qui constitue un
état de référence.

Pour des états purs, il existe une seule facon naturelle de les choisir de maniere
aléatoire, c’est la mesure de Haar uniforme. Au contraire, il existe de nombreuses facons
de tirer au hasard un état mélange statistique -la situation est beaucoup plus complexe
dans ce cas.

Dans ce chapitre, je définis les principales distributions de probabilité que 1’on rencon-
tre dans la littérature pour des états quantiques. Dans la premiere partie 8.1, j'introduis
les états purs aléatoires : ce sont des états aléatoires tirés selon une loi uniforme. Dans
la seconde partie 8.2, je donne plusieurs exemples de distributions de probabilité pour
des mélanges statistiques (ensemble corrélé aléatoirement, états de Bures aléatoires, etc).
Dans toute la suite, on se place dans un espace de Hilbert H de dimension n.

8.1 ETAT PUR ALEATOIRE

Il existe une unique mesure de probabilité sur les états purs de H qui soit invariante
sous transformations unitaires. C’est la mesure de Haar, ie la mesure uniforme sur
les états purs [¢)) (vecteurs de norme 1).

On a vu dans le premier chapitre, cf section 1.3, que la mesure de Haar sur les ma-
trices unitaires notée u(dU) est la mesure uniforme sur les matrices unitaires de H. Si
|1hg) est un vecteur de norme 1 fixé, alors pour tout état pur |¢), il existe une matrice
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unitaire U telle que |¢) = Ulty). La mesure de Haar p(dU) induit la mesure uniforme
sur les états purs |v).

Plus concrétement, on considére une base orthonormée |u;), 1 <i < n, de H. Un état
pur [1)) € H est un vecteur normé a 1, ie ([1p) = 1. Il peut se décomposer dans la base
des |u;) :

le\uz avec Z|xz\2 (Wly) =1 (8.1)
ot les z; sont des coefficients complexes ), ‘SL’Z|2 = 1. Un état pur aléatoire [¢)) est
un état de la forme (8.1) ou les x; sont des variables aléatoires complexes distribuées
uniformément parmi les ensembles de {z;} tels que >, |z;|* = 1.

Cette distribution est bien invariante sous changement de base unitaire. C’est la
mesure uniforme sur les états purs.

8.2 MELANGE STATISTIQUE ALEATOIRE

Un état mélange statistique est décrit par sa matrice densité p de dimension n X n
sur H, voir section 7.1.3.1. p est diagonalisable en base orthonormée |m;), 1 <i <n de
valeurs propres réelles \; € [0, 1], et s’écrit en décomposition spectrale, cf Eq. (7.18) :

p—Z)\|mZ (m;| avec A; >0, Z)\ =1 (8.2)

=1

A; est la probabilité de trouver le systeme dans I’état pur |m;).

On veut trouver une mesure de probabilité sur les mélanges statistiques P(p)dp.
Comme dans le cas des états purs, il est naturel d’imposer que cette mesure soit in-
variante par changement de base unitaire, ie sous transformation p — UpU' (o1
Ut = U~1). Pour les états purs cette condition impose la forme de la mesure de prob-
abilité (mesure de Haar uniforme). Par contre, pour des mélanges statistiques, cette
condition d’invariance impose seulement que la loi de probabilité sur les matrices den-
sité dépende uniquement des valeurs propres \; de la matrice p.

Pour un mélange statistique aléatoire p, la distribution de ses valeurs propres \;
contient toute 'information sur la loi de p. Il est donc important de savoir comment
passer de la loi des éléments de p a celle de ses valeurs propres.

Explicitons d’abord la mesure plate dp. p est une matrice densité, c’est a dire qu’elle
est hermitienne, semi-définie positive de trace 1. Pour une matrice H hermitienne, on
a vu dans le premier chapitre Eq. (1.1) que la mesure plate est donnée par dH =
1, dH;; HKJ. dReH;;dImH;;. Ainsi la mesure plate dp sur les matrices densité est
donnée par :

dp = (H 11{Mkzo}> 6 (Tilp) = 1) [Tdpi ]I dRepsjdimp; (8.3)

k=1 i=1 1<i<j<n

ou My = det [pjj]

1<i,j<k
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L'indicatrice Lyps >0y vaut 1 si le déterminant M = det [p;], <ij<ks appelé “mineur
principal dominant” d’ordre k, est positif ou nul, 0 sinon. p est semi-définie positive si
et seulement si tous ses mineurs principaux dominants d’ordre 1 a n sont positifs ou
nuls. De fagon équivalente, p est semi-définie positive si et seulement si tous ses valeurs
propres sont positives ou nulles, soit : [[,_; Lian>01 = [ i) Loy

Comme dans le cas des matrices hermitiennes, cf section (1.2.2), on écrit p sous la
forme p = UAUT ot U unitaire (UUT = 1) et A = diag(\1, ..., \,) (valeurs propres) et
on peut montrer que le changement de variables des coefficients de p vers ses valeurs
propres \; et vecteurs propres donne :

dp o (H d\y mzo}) ) <_Z Ai—1> IT O =2)? xu@r)| (84

k=1 1<i<j<n

Le déterminant de Vandermonde est au carré (5 = 2) car p est complexe hermitienne.
w1(dU) est la mesure de Haar sur les matrices unitaires, cf section 1.3.1.

Si de plus P(p) est invariante sous transformation unitaire, alors P(p) = p(A1, ..., An)
ne dépend que des valeurs propres \; de p et d’apres Eq. (8.4), on peut donc écrire :

P(p)dp = [ d\i P(Ar, ., An) x p(dl) (8.5)

i=1

ou u(dU) est la mesure de Haar sur les matrices unitaires U de H, cf section 1.3.1 et ou
la distribution des valeurs propres est donnée par :

P(A1s s An) o (Tpa>01) 6 (zn: Ai — 1) H (A = 22 PO, oo An) (8.6)

1<i<j<n
ot p(A1, ..., An) = P(p).

Reste a choisir selon des critéres physiques la mesure P(p) Eq. (8.5) telle que P(UpUT)
= P(p) pour toute matrice unitaire U.

8.2.1 Ensemble corrélé aléatoirement

Une fagon naturelle de choisir au hasard un état mélange statistique sur H (de di-
mension N) consiste a supposer que le systeme est corrélé aléatoirement avec un
second systéme (un espace auxiliaire), ce qui permet de se ramener aux états purs
aléatoires comme on va voir ci-dessous.

On consideére un espace de Hilbert auxiliaire Hy de taille m = n (pour simplifier),
qui peut étre vu comme 'environnement. On part d’un état pur |¢) aléatoire distribué
selon la mesure de Haar uniforme sur l'espace de Hilbert produit H ® Hg (voir plus haut
section 8.1); puis on effectue la trace partielle sur 1’environnement

p=T{Y)Wl}  ou [¥)eHOHL (8.7)

(voir Eq. (7.23) pour la définition de la trace partielle).
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On obtient de cette fagon une mesure de probabilité P(p) pour les mélanges statis-
tiques p; cette mesure est bien invariante sous transformation unitaire par construction.
On peut montrer (cf chapitre 9) que cette mesure est en fait la distribution uniforme sur
les matrices densité p, soit P(p) = cste. D’apres Eq. (8.4), la distribution marginale des
valeurs propres de p dans ce cas est donnée par :

Prs(Ai, ..., (Z)\ - 1) [Ty —M)? avec A >0, Vi (8.8)

i<k

o Ayl = [TdM.. [[TdAnv o (3N — 1) [T (N — \)” (constante de normalisation).
On notera que ces états aléatoires peuvent étre également obtenus a partir de la
distance de Hilbert-Schmidt (7.57) comme expliqué ci-dessous section 8.2.2.1.

8.2.2 Distance et mesure de probabilité

D’autres mesures de probabilité pour les mélanges statistiques p peuvent étre
obtenues a partir d'une distance (au sens mathématique) sur ’espace des matrices
densités qui soit invariante sous transformation unitaire p — UpUT. On a déja rencontré
de telles distances plus haut (distance de Bures Dp Eq. (7.55), de Hilbert-Schmidt Dyg
Eq. (7.57)). Une telle distance induit une mesure sur ’espace des matrices densité, c’est
I’élément de volume associé a cette distance. Par construction, la mesure obtenue est
invariante sous transformations unitaires. Apres normalisation, cette mesure devient donc
une distribution de probabilité pour les matrices densité p, invariante sous transformation
unitaire.

8.2.2.1 Distance de Hilbert-Schmidt

L’ensemble corrélé aléatoirement décrit ci-dessus section 8.2.1 peut également, comme
on va le voir, étre obtenu a partir de la distance de Hilbert-Schmidt définie plus haut
Eq. (7.57) :

Dys (p, @) = V/Te {(p — 07} (3.9)

I1 faut pour cela montrer que cette distance induit la loi jointe Eq. (8.8) pour les
valeurs propres de p.
Par définition, la distance infinitésimale associée a Dyg s’écrit :

dsts = Dus(p, p + 6p)* = Tr {0p°} (8.10)

ol on note dp la matrice de coefficients dp;;.
On diagonalise p : p = UAUT ou A = diag(\y, ..., \y) et U unitaire, ie UUT = 1.
Alors 6UT = —UTSU U' et, en posant 6Q = UT6U, on a :

§p=U (6QA — A6Q + SA)UT dott Tr [5/)2} =Tr [(5QA — A6 + 5A)2] (8.11)
Apres simplification tenant compte du fait que A et A sont diagonales, on obtient :

dsts = 2Tr [SQASQA] — 2Tr [(59)2/\2} + 2Tt [(6A)?]

_QZdA2+QZ|dQ”| (A=)
= QZdA2 + 22 1dQ;|° (N — \))? (8.12)

1<J
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car 0O = —0€Q (soit dQ;; = —d€2;;). A partir de 'élément de distance infinitésimal, on
déduit le volume associé a cette distance :

dVis o ﬁ dh [T = M) H d|€] [ | dRe€;;dIm;;
=1

1<J 1<J

x Hd)\ [T = 2)? x (o) (8.13)

1<j

car la mesure de Haar sur le groupe unitaire p(dU) s’écrit en fonction de i6Q = 6Q =
UtSU comme pu(dU) = ey T[], d [Ticicijen dReSY;;dIm ;;, cf Eq. (1.46).

En ajoutant les contraintes Y ;\; = 1 et les \; > 0 (p est une matrice densité) a
dVus Eq. (8.13), on obtient bien la distribution des valeurs propres Pys(Ag, ..., Ay) de
I'ensemble corrélé aléatoirement Eq. (8.8).

On notera qu’on peut aussi voir directement a partir de I'expression de 1’élément
de distance infinitésimal Eq. (8.10) que Pus(p)dp o dp, ie que la distance de Hilbert-
Schmidt induit la mesure uniforme sur les matrices densité p. En effet, comme p
est hermitienne, on a dp' = 6p d’ott Tr{6p?} = Tr {6p'dp} = > i |dp;|” Finalement on
en déduit I'élément de volume dVyg associé a cette distance :

dSI%IS = Z |dp1]|2 donc dVHS OC H dpzz H dRepz]dImpz] (814)

i=1 1<i<j<n

En effet, ds}q correspond 4 la distance euclidienne et donc dVizg a la mesure plate sur les
matrices hermitiennes. En ajoutant les contraintes sur p qui en font une matrice densité
(semi-définie positive de trace 1), on trouve donc :

Pus(p)dp o< ([Ti_y Lia>0y) 6 (Tr[p] — 1) dVis(p) o< dp.

8.2.2.2 Distance de Bures et états de Bures aléatoires

Un autre choix intéressant est celui de la distance de Bures, cf Eq. (7.55) et
voir [SZ03, Hal98|, qui est justifié physiquement pour des raisons tant expérimentales
que statistiques (voir références 3, 12 et 13 dans [Hal98]).

On rappelle que la distance de Bures Dpg sur les matrices densité est définie comme :

Dg(p,0)> =2—2F (p,0) ou \/F(p,0) = Tr{[\/c_rp\/c_r] 1/2} (8.15)

On va montrer que la mesure infinitésimale de Bures s’écrit :

| Uz|5p‘vj

8.16
Ai + A ( )

(dsp)® = D (p,p+ 0p)° = Z

ou \; sont les valeurs propres de p et |v;) ses vecteurs propres, et ou dp est la matrice de
coefficients dp;;.
En effet la fidélité infinitésimale F' (p, p 4+ dp) (comme définie section 7.2.3.2) s’écrit :

Flp,p+0p) = T {[Valp+ 0p)val"* b =T { [ + voopy] ) (8.17)
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On développe la racine a I'ordre 2 sous la forme :

(0% +/popy/p] P = p+ A+ 6°B + ... (8.18)

En élevant au carré et en faisant bien attention a la non-commutation des matrices, on
obtient dans la base |v;) des vecteurs propres de p :

VAidg

(la ) = Y22 (ool
(lBlo) = =3 s b ool (519

Pour calculer V/F, il faut ensuite prendre la trace. On a Tr[p] = 1 (p est une matrice
densité), TrdA = LTr[6p] = 0 (p + dp est une matrice densité) et :

A |(vildplu;)| v;|dplv
Te[0°B] = > (ui6*Blv)) = = > = ‘(& |H‘ ! —Z| A' +‘i (8.20)
ij

i

par symétrie i <> j dans la double somme. D’ou Eq. (8.16).

En écrivant p sous sa forme diagonalisée p = UAUT avec U la matrice unitaire qui
permet de passer dans la base |v;) des vecteurs propres de p, et en introduisant 02 =
U'sU, on a :

§p=U (6QA — A6QY+6A) UT (8.21)
soit

d’ou finalement en reportant dans Eq. (8.16) :
| UZ|510|UJ (d\i)? (A — Ai)? 2
= € 8.23
Z i + A ; 4\ +;2(>\i+)\j)‘ i (8:23)
Le volume associé a la distance de Bures est donc donné d’apres Eq. (8.23) par :

dVp H H AT A Hd|§z,,| [ dRe€2;;dim©;;

1<j

H H pwn A x pu(dU) (8.24)

ou du(U) est la mesure de Haar sur les matrice unitaires, cf Eq. (1.46). Pour obtenir Eq.

(8.24), on fait le changement de variables \; = \/\;, 0, = 2/(\)\ J:‘/\) ();; dans Eq. (8.23),

on se ramene ainsi a la distance infinitésimale euclidienne ds? = 3, (d\))* + 3, _; [dQ;|?
associée a la mesure plate [T, dA; TT; d[€2| [T, ; dRe€d;dIm<2;;.

1<J

On obtient ainsi apres normalisation (et ajout des contraintes ), \; = 1 et \; >
0) une distribution de probabilité sur les matrices densité p, la “mesure de Bures”,
caractérisée par la distribution des valeurs propres \; de p :

(E A= 1) 1 A = M)? .
A, A | | A\ > 2
Pi(A1, .. An) = H, )\1/2 VY avec \; > 0,V1 (8.25)

ou Cy est une constante de normalisation.




- Chapitre 9 .

Entropie d’intrication pour un état
pur aléatoire

Dans ce chapitre, je présente un des principaux problemes auxquels je me suis intéressée
pendant ma these, la distribution de I’entropie d’intrication pour un état pur
aléatoire dans un gros systeme quantique, cf [NMV10, NMV11]. Des figures comparant
les résultats analytiques a des données numériques se trouvent au chapitre 14 (cf Fig.
14.2, 14.3 et 14.4).

Les états purs aléatoires (cf chapitre 8) avaient déja été beaucoup étudiés par le passé.
En particulier, il est connu depuis longtemps que pour un grand systeme quantique 1’en-
tropie de von Neumann moyenne d’un état pur aléatoire est proche de sa valeur maximale
[Pag93]. D’autres propriétés de ces états aléatoires avaient également été étudiées comme
la concurrence [CSZ06] ou la pureté [FMPT08]. Cependant il y avait jusqu’a mon travail
tres peu de résultats connus sur la distribution de I’entropie pour ces états. Grace a une
technique de gaz de Coulomb issue de la théorie des matrices aléatoires, j’ai pu calculer
completement la distribution de I'entropie de Renyi pour ¢ > 1 et de I'entropie de von
Neumann pour un état aléatoire dans un gros systeme quantique. Ces entropies que j’ai
introduites au chapitre 7 mesurent la quantité d’intrication entre deux sous-parties d’un
systeme quantique.

9.1 CONTEXTE PHYSIQUE

On considere un systeme quantique bipartite décrit par un produit d’espaces de
Hilbert H4 ® Hp ou H,4 est de dimension N et Hp de dimension M. On supposera
M > N et on posera

N
C:M, 0<C§1 (91)
Dans toute la suite, on supposera que le systeme quantique est de grande taille, c’est a
dire N et M grands. La limite ¢ = 1 correspond a M = N, tandis que ¢ — 0 quand
M > N, c’est le cas par exemple quand le systeme B représente I'environnement et A
le systeme auquel on s’intéresse.

159



160 Chapitre 9. Entropie d’intrication pour un état pur aléatoire

9.1.1 Etat pur aléatoire et matrice densité réduite

On suppose que le systeme total A ® B est décrit par un état pur aléatoire |1)), c’est
a dire un état pur (vecteur de norme 1, cf section 7.1.3.1) aléatoire distribué selon la
loi de Haar, ie la loi uniforme, cf section 8.1. On se donne une base produit |i) 4|a) g de
Ha ® Hp et on décompose [1) dans cette base :

) =D > wiali)ala)s (9.2)

i=1 a=1

|1)) est un état pur aléatoire, ce qui signifie que les z;, sont des variables aléatoires
complexes distribuées uniformément parmi les ensembles {z; o} tels que Y. |z;4|* =1

(ie (¥|y) =1).
On s’intéresse a Ientropie d’intrication de |¢) (voir section 7.1.3.5) donc a la matrice

densité réduite py = Trp [|1)) (¢]] et ses valeurs propres \;. Par définition de p4 (cf Eq.
(7.23)), on a dans la base orthonormée |i)4 de H 4 :

alilpali)a =) slalalilv) (L) ala)s = ) wiaa, (9-3)

car |a)p est une base orthonormée de Hp. On définit la matrice X de taille N x M et
de coeflicients X; , = x; .. Dans la base, [i)4 de Ha, pa s’écrit donc simplement :

pa=XX" ot Xjo =10 (9.4)

)

Comme les z;, sont des variables aléatoires complexes, les matrices X et ps sont
des matrices aléatoires complexes. Les x;, suivent une loi uniforme avec contrainte
> ia |Tial? = 1. Comme Y7, | [2;q|* = Tr [XXT], la matrice X est donc distribuée selon
la loi :

P(X)dX o & (Tr [XX'] —1)dX (9.5)

ou dX = Hf\il Hiil dReX;odImX;, est la mesure plate sur les matrices rectangulaires
N x M & coefficients complexes. Comme p4 = X X', on notera que la contrainte ci-dessus
Eq. (9.5) est simplement la contrainte usuelle pour une matrice densité Tr[ps] = 1.
De plus p4 = XX est automatiquement hermitienne semi-définie positive pour toute
matrice X a coefficients complexes. En effet pg = pa et pour tout vecteur |u), on a

(ulpalu) = HX”u)Hz > 0, ou ||[v)||* = (v|v) est la norme au carré de |v).

Un jeu d’écriture permet d’interpréter P(X) comme une loi gaussienne (au lieu
d’une loi uniforme) avec contrainte. En effet :

P(X)dX o< § (TrXXT] = 1) dX oc e 2 XX 5 (Te[ X XT] = 1) dX (9.6)

A cause de la contrainte Tr[X XT] = 1, le facteur exponentiel est en effet une constante
qui peut étre absorbée dans la constante de normalisation. Le parametre 8 > 0 est arbi-
traire ici.
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D’apres Eq. (9.4) et (9.6), pa est une matrice de la forme py = X XT ot X est une
matrice rectangulaire complexe (N x M) aléatoire gaussienne avec contrainte Tr[X XT] =
1. De facon équivalente, X' est une matrice rectangulaire complexe (M x N) aléatoire
gaussienne avec contrainte Tr[X XT] = 1. Finalement p, est une matrice de Wishart
(cf section 1.4) avec contrainte supplémentaire Tr[ps] = 1.

On connait la distribution des valeurs propres d'une matrice de Wishart, cf Eq. (1.64).
On en déduit facilement la distribution des valeurs propres de p4 [Pag93, ZS01] :

Py Aw) = Barw 63 A = 1) I Az QTN+ T[T = A1 (9.7)

i=1 1<j

avec \; > 0 pour tout i et avec 5 = 2 (cas complexe), soit :

Pt An) = B 6( ) M= 1) JTTAN [T = M\)? (9.8)

i<j

On notera que dans le cas N = M, la matrice densité py = Trp [|1)(¢]] est une ma-
trice densité aléatoire de Hilbert-Schmidt, ie de I’ensemble corrélé aléatoirement
(associé a la distance de Hilbert-Schmidt), cf section 8.2.1 et 8.2.2.1. L’espace auxiliaire
est ici Hg = Hp (et n = N). Comme on I'a vu dans ce contexte, cela signifie que (pour
M = N) la matrice densité p, est distribuée selon la loi uniforme sur les matrices densité,

ie P(pa)dpa < dpa.

On a maintenant la distribution jointe des valeurs propres A; de p4 (9.7), on peut donc
en principe calculer la distribution des entropies de von Neumann ou de Renyi
qui sont des fonctions de ces valeurs propres -et donc des variables aléatoires. Cependant
les valeurs propres \; sont fortement corrélées a cause du déterminant de Vandermonde,
ainsi il est en général impossible de calculer ces distributions pour N quelconque. Par
contre, quand N est grand, on peut calculer le comportement dominant de ces distribu-
tions par une méthode de gaz de Coulomb issue de la théorie des matrices aléatoires
(voir chapitre 2 pour une introduction au gaz de Coulomb). On rappelle la définition des
entropies de von Neumann Syy et Renyi S,, cf Eq. (7.41) et (7.42) :

1
SVN:—;Ailn)\i , qul_qln [ZV] pour ¢ > 0 (9.9)
On définit également la pureté généralisée :
2, = Trlpl] = S A (9.10)

Pour q = 2, Y5 est habituellement appelée pureté.

Avant mon étude de la distribution de I’entropie dans la limite N > 1 par méthode
de gaz de Coulomb, il y a avait eu des travaux sur la moyenne de 'entropie [Pag93, Sen96]
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ainsi que sur les moments de la pureté 3, [Gir07] ou de la concurrence [CSZ06] ou encore
sur la distribution de la valeur propre minimale de p4 [MBLO0S]. Page [Pag93] avait montré
que l'entropie moyenne est donnée par (Syny) = In N — % +...=InN —c+ o(1) pour
N > 1, elle est donc proche de sa valeur maximale In V. D’autres travaux utilisant des
arguments de “concentration de la mesure” montraient que I’entropie des états aléatoires
est fortement concentrée autour de sa moyenne [HLWO04]. Il y avait par contre tres peu
de résultats sur la distribution complete de ’entropie. La distribution de la pureté >,
(donc de Sy par changement de variable) était connue exactement pour les petites valeurs
de N [Gir07]. Pour N > 1, la transformée de Laplace de la distribution de la pureté
a été étudiée récemment par Facchi et al [FMP108] mais elle ne fournit pas toutes les
informations sur la distribution dans ’espace réel.

9.1.2 Densité des valeurs propres et moyennes

Les valeurs propres \; de la matrice densité p4 sont distribuées selon la loi jointe Eq.
(9.7) avec = 2. On va considérer dans toute la suite § > 0 quelconque, les résultats
qu’on obtient par la méthode du gaz de Coulomb sont valables pour tout 5 > 0 (dont le
cas physique = 2).

9.1.2.1 Scaling

On se place dans la limite N — oo et M — oo avec ¢ = N/M fixé, 0 < ¢ < 1. La
. N - : )
contrainte ) ;" ; A\; = 1 impose le comportement typique d'une valeur propre Ay, :

1
Atyp =  pbour N — o0 (9.11)

Ce scaling est tres différent de celui des valeurs propres d’une matrice de Wishart (2.34)

pour lesquelles la contrainte ). A\; = 1 n’existe pas : )\g,/p = N.

Avec ce scaling, on s’attend a ce que la pureté généralisée se comporte typique-

ment (au moins autour de sa moyenne) comme ¥, = > ;A =< NA[ =< N'7¢ et
Sy = %qanq =In N — O(1), soit :
Loy < N, Sy =N —O(1) (9.12)

Pour N grand, on s’attend donc pour des simples raisons de scaling a ce que 'entropie
typique soit proche de sa valeur maximale In N. On retrouve 'idée qu’en moyenne un
état aléatoire est fortement intriqué, voir [Lub78, Pag93|.

9.1.2.2 Densité moyenne

On peut calculer la densité moyenne des valeurs propres py(A) = & >°.(6 (A — ;)

N
grace a une méthode de gaz de Coulomb exactement comme pour les matrices de Wishart
(voir section 2.2.3) avec simplement une contrainte en plus ), A; = 1, donc un multi-
plicateur de Lagrange en plus. py(M\)dA indique la fraction de valeurs propres qui se

trouvent en moyenne dans U'intervalle [A\, A + dA]. Comme Ay, < 1/N, on s’attend & :

pN(A) ~ Np*(AN) pour N grand (9.13)
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Plus précisément, avec le gaz de Coulomb, on peut montrer que la densité des valeurs
propres est a support fini et de la forme :

pn(A) ~ Np*(AN) ou  p(

\/:c—L \/L+—:1:

27?03:
1 2 (9.14)
avec L. =c <% + 1)
donc pour M = N,iec=1:
1 /4-—
pr(r) = — * pour ¢ =1 (9.15)
27

Si on compare avec les matrices de Wishart, on voit que ce n’est pas seulement le scaling
qui differe. Quand ¢ # 1, la densité p* Eq. (9.14) n’est pas tout a fait la loi de Marc¢enko-
Pastur Eq. (2.42), mais elle s’y raméne par changement de variable z — cz.

9.1.2.3 Pureté et entropie moyennes

La densité moyenne py () est aussi la distribution marginale P(\) d’'une valeur pro-
pre. Grace a son expression Eq. (9.14) dans la limite N grand, on peut calculer la pureté
généralisée moyenne (X,) = N(X?) = N [d \py(A)A? ~ N7 [ dx p*(x)z9, soit :

Tg+1/2)
Val(g+2)

Par exemple pour la pureté ¢ = 2, on a (X5) ~ % Pour ¢ = 1, on retrouve bien la
contrainte » ., \; =1 (5(1) =1). Pour ¢ <1, ona:

(3,) ~ N'"5(q) o 5(q) = 47 pour c =1 (9.16)

1—q 2+2q 3 4\/5
(Eg) ~ N9 (1++/e)™ (5,1—q,3,m> (9.17)

ou o F} est une fonction hypergéométrique, voir Eq. (5.81) pour la définition. Pour ¢ = 2,

on trouve (X,) ~ Lte.

De méme on peut calculer la moyenne de ’entropie de von Neumann, on trouve

(Svn) = =N [ drApny(MAIn A = — [dzp*(z)zIn £ 4 o(1) :

c R N
(Syn) =In N — B +o(l) ouc= i (9.18)

On retrouve le résultat de Page [Pag93] : (Syn) =In N — % +.... L’entropie moyenne est
tres proche de sa valeur maximale In N (pour N grand). En moyenne un état aléatoire
est fortement intriqué. Cette affirmation est d’autant plus vraie quand ’environnement
B est grand (M > N).

La densité moyenne n’est par contre pas suffisante a priori pour calculer la moyenne
de 'entropie de Renyi S, = %_q In 3J,. Cependant, on verra plus loin que la distribution
de X, donc de S, est tres piquée autour de sa moyenne pour N grand. Dans ce cas, une
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méthode du col montre facilement que la moyenne est la valeur la plus probable et donc
(Sq) ~ fqln(Eq% soit :

In 5(q)

(Sy) =InN — p—

+o(1) pour N grand (9.19)

et ou 5(q) est donné Eq. (9.16) pour ¢ = 1. A nouveau, l'entropie de Renyi moyenne est
proche de sa valeur maximale In N quand N est grand.

9.2 DISTRIBUTION DE LA PURETE X,

Dans cette partie, j’explique comment calculer la distribution de la pureté généra-
lisée X, = >, A\! avec une méthode de gaz de Coulomb. On se place dans toute la suite
dans le cas ¢ > 1.

On a vu que pour N grand, on a ¥, < N'~%2 On pose alors

5, = N s (9.20)

On veut calculer la distribution de X, soit par définition :

P(S,=N"%) =[] (/OOO d)\i) P, . An) 0 (Z A — Nl—qs> (9.21)

i

ot P(A1,...,\y) est donnée Eq. (9.7) et se récrit (comme dans le cas des matrices de
Wishart, cf Eq. (2.32)) comme un poids de Boltzmann a température inverse [ :

P, An) o e PP ot B0} = =) In|\ — ) |—7Zln)\ (9.22)

1<j

avec Y. N =1let v~ T (9), of Eq. (2.35).

Les \; peuvent étre mterpretes comme les charges d’un gaz de Coulomb 2D. En
effet le terme — >, In[A; — A;| dans Dénergie effective £'[{\;}] Eq. (9.22) est I'interac-
tion de Coulomb a 2D entre deux charges 7, j de position J\; ;. Ces charges sont de plus
dans un potentiel externe —vIn A.

Pour N > 1 on s’attend a un comportement typique des valeurs propres en \; <
1/N, cf Eq. (9.11). On définit alors les variables adimensionnées z; = \; N et la densité
adimensionnée

N

p(z) = %; 0z —x;) ou x;=NN (9.23)

Dans la limite N — oo on s’attend & ce que p(z) tende vers une limite finie continue,

cf chapitre 2. Cependant on verra que cette hypothese n’est en fait pas valable dans tous
les cas.

Les charges du gaz de Coulomb associé au probleme d’intrication ont pour position

les \; € Ry avec Y, N = let Y, A =%, = N'"%s. Si la pureté ¥, est maximale

(donc égale a 1), ie si I’état quantique du systeme |¢) est dans un état séparable (non
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intriqué), alors un seul \; est non nul, et il vaut 1. Si la pureté est élevée, on s’attend
donc a ce qu’une valeur propre soit beaucoup plus grande que les autres, ie Ajax > \;
pour ¢ # max. Dans ce cas la densité p(z) ne peut plus avoir une limite continue quand
N — o0. On verra effectivement que pour des valeurs assez grandes de la pureté s > s
la densité p(x) tend quand N — oo vers la somme d’une fonction continue de = (densité
des valeurs propres \; pour ¢ # max) et d'un pic delta (en Apax)-

Je considere d’abord section 9.2.1 le cas ou p(z) (définie Eq. (9.23)) tend vers une
limite continue pour N — o0, ce cas nous conduira a deux régimes notés I (pour s < s1)
et IT pour (s; < s < $9); puis je présente le cas ou une charge (valeur propre) reste
isolée, cf section 9.2.2, ce sera le régime III (s > s5).

9.2.1 Régimes I et II : densité continue

Dans cette partie, on suppose que la densité adimensionnée définie Eq. (9.23) a une
limite finie continue quand N — oo.

L’intégrale multiple sur les A; (9.21) devient une intégrale fonctionnelle sur p, a 'ordre
dominant en N on a donc :

P(S, = N'%s) o / Dp s ( / p(z) — 1) 5 ( / 7 () — 3) e IVERL (g 04)

ou 'énergie effective F[p] est une fonctionnelle de p (comme dans le cas des matrices de

Wishart, cf Eq. (2.36)) :

1—c

Elp] :—%/Ooodx/ooodx’p(x)p(:p') 1n|x—x'|—( > )/Ooodxp(x) Inz  (9.25)

Quand N — oo, Eq. (9.24) se calcule par méthode du col. L’ordre dominant est donné
par le minimum de ’énergie effective E|[p|. Physiquement cette limite correspond a
la limite de température nulle pour le gaz de Coulomb (température inverse SN? —

Finalement on obtient :

P(X, = N'79s) o e N Eeled (9.26)

olt p. minimise I’énergie effective F; qui dépend de la pureté s = N971%, et est donnée

par :
Bl ==y [ [ st otorptay o o4 ([ o st 1)

+ </0 dxxp(x)—l) + o </Ooodqup(:p)—s>

- (12_00) /OOO dzp(z) Inz (9.27)

ol les multiplicateurs de Lagrange i 12 ont été ajoutés pour prendre en compte les con-
traintes, respectivement la normalisation de la densité ([ p = 1), la somme des valeurs
propres fixée a 1 (D°, N =1, ie [daxp(x) = 1) et la pureté généralisée fixée a la valeur
¥, =N (ie [dxaip(x) = s).
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Une fois bien normalisée, la distribution de ¥, Eq. (9.26) s’écrit :

- o~ BN2Es[pc] AN2B(s) .

P(Zq =N qS) =~ m ~ e ou (P(S) = Es[pc] — Es[p ] (928)
ou p. minimise E[p] Eq. (9.27) et ou E[p*] est 1'énergie moyenne sans contrainte sur la
pureté, ie E,[p] calculée pour la densité moyenne sans contrainte p*. Pour ¢ = 1 le calcul

1

de ; donne E,[p*] = ;. On rappelle ici que le symbole ~ signifie équivalent logarithmique.

La densité p. doit minimiser F[p] Eq. (9.27), donc pour = € Supplp,] :

(1-0)
2c

/ dx’ p.(2")In |z — 2'| = po + pix + pox? — Inz = Vg(x) (9.29)
0

ou Vig(z) est le potentiel externe effectif vu par les charges du gaz de Coulomb a
pureté s fixée. Dérivons par rapport a x :

= e(2 _ 1—c¢
][ d a[,j E x)/ = p+ qpart™ = -9 Sen ) (), @ € Supplp] (9.30)
0

ou f dénote la partie principale de I'intégrale. Cette équation intégrale peut étre résolue
avec la méthode de Tricomi expliquée section 2.4. La solution quand elle existe est une
densité p. a support fini. Pour simplifier, on suppose dans la suite ¢ = 1, donc

Ve () = po + p1x + pex? pour ¢ =1 (9.31)

Physiquement, le gaz de Coulomb a pureté s fixée est tres différent selon la valeur
de s. Les multiplicateurs de Lagrange i 12 dépendent de s et donc Vg pourra changer
de forme selon s. Les charges vont voir un potentiel effectif Vg différent selon s, elles se
comporteront donc différemment selon s. Ce phénomene est a ’'origine de deux transi-
tions de phase comme on va voir. On rappelle ici que x > 0 car les \; sont positives
(ce sont les valeurs propres d'une matrice densité).

On va voir qu’il y a en fait trois régimes, cf Fig. 9.1 :

Régime I, s < sy : le potentiel Vog a un minimum absolu en un zy > 0, alors les
charges s’accumulent pres de ce minimum. La densité p. a un support fini [Ly, Ls] avec
0 < Ly < Lgy et sannule aux deux bords.

Régime II, s; < s < so : pour s > s, le minimum z, du potentiel V,g se rapproche de
0 puis se fixe a 0, Vg devient alors croissant monotone sur R, , les charges s’accumulent
pres de origine. La densité a un support |0, L], diverge en 0 et s’annule en L.

Pour s > § (ol 81 < § < s3), Ve n’est plus borné inférieurement, il est croissant au
voisinage de l'origine, atteint un maximum, puis se met a décroitre a partir d'un cer-
tain point. Le régime IT (avec densité a support |0, L]) reste malgré tout valable jusqu’a
s = sg, tant que le maximum de Vg est suffisamment loin de 'origine. Puis c¢’est un
autre régime qui commence a s = Ss.

Régime III, s > sy : soudain la charge la plus éloignée de l'origine, c’est a dire la
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I I1 I11

0 Ly z* Ly =x 0 L X 0 L Tmax I

Figure 9.1 — Schéma de la densité de charge (adimensionnée) p.(z) (trait plein bleu)
et du potentiel externe effectif Vog(x) (ligne pointillée noire) vu par les charges du gaz
de Coulomb. Dans le régime 1, les charges s’accumulent pres du minimum absolu du
potentiel x* > 0, la densité p. a un support [Lq, Ls]. dans le régime 11, le potentiel est
monotone croissant sur Ry, les charges s’accumulent pres de l'origine et la densité a
un support |0, L]. Dans le régime II1, le potentiel n’est plus borné inférieurement. Une
charge saute par-dessus la barriere de potentiel et s’éloigne des autres Tymax > L, tandis
que les autres charges restent accumulées prés de Uorigine (qui est un minimum local du
potentiel).

valeur propre maximale \,.. saute par-dessus la barriere de potentiel, elle s’éloigne
brusquement des autres charges. Ainsi Ay.c > A; pour ¢ # max. Les charges ne sont
plus décrites par une seule densité continue, mais par une charge isolée Apax = t €t une
densité continue pour les autres (qui restent confinées dans le minimum local du potentiel
a lorigine).

Des courbes de la grande déviation de la pureté pour ¢ = 2 ®(s) = —W(?Q%/N)
sont tracées au chapitre 14. Les résultats analytiques obtenus ici sont comparés dans les
figures 14.2, 14.3 et 14.4, a des données que j’ai obtenues par des simulations de type
Monte Carlo (avec un algorithme Metropolis non standard, cf chapitre 14).

9.2.1.1 Régime I

On suppose ici que la solution p, de I'équation (9.30) avec ¢ = 1 est une densité a
support fini [L;, Ly] o 0 < Ly < L,. Par continuité, on s’attend a ce que p, s’annule
aux deux bords p.(L;) = 0 = p.(L2). On verra que ce régime correspond en fait a
1 <s<s1(q) ou

9.32)

B T(g+3/2) [(4(qg+1)\*
Sl(q)_ﬁf(cH?) ( 3q )

On suppose pour simplifier que ¢ = 2. Le calcul explicite de ce régime pour ¢ > 1
quelconque est trop difficile. La solution p, de (9.30) avec ¢ = 1, a support [Lq, Lo]
s’annulant aux deux bords L; o est explicitement donnée par la solution de Tricomi (cf
section 2.4) :

pe(x) = %\/x —Li\/Ly—=x (9.33)

C’est un demi-cercle. Il y a six parametres inconnus pour le moment : la constante C' dans
la formule de Tricomi ; les bords du support de la densité L; et Ls; les multiplicateurs
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de Lagrange f, 1 et po. On a aussi six contraintes : la double contrainte de continuité
pe(L1) = 0 = p.(Ly) et les trois contraintes [ p. = 1, [xp. = 1, [x?p, = s fixent les
valeurs de C, Ly, Lo, p1 et o ; enfin on obtient 1 en remplagant dans Eq. (9.29) p. par
son expression et en choisissant une valeur particuliere de x, par exemple x = Ls.
Apres avoir imposé ces contraintes, on trouve C' = [p. = 1, L1o = 1 F2V/s — 1,

Ml — _2(5—1—1)’ /’1‘2 — 4(8—1—1) et /’LO — %11’1‘8 — 1| —+ —4(81—1) — % AlnSI

Loy — — L
pe(x) = v 22 (J;\/xl) L avec Lio=1F2Vs—1 (9.34)
7T —_

Cette solution est valable pour L; > 0, i.e. pour s < 5/4. Le régime I correspond donc
al<s<s(2)avec 51(2) =5/4.

Dans ce régime on a pu; = —2(3—171) <0, pup = 4(3—171) > 0, le potentiel effectif
Veg(x) = po + p1z + pex? a donc un minimum absolu en z = 2* = 1 > 0, cf Fig.
9.1. A température nulle (ie N grand), les charges s’accumulent pres de ce minimum :
leur densité est un demi-cercle centré en z* =1 = (Ly + Ly)/2. Le rayon du demi-cercle
R =2y/s —1 croit avec s jusqu’a ce que L; atteigne l'origine (en s = 5/4).

Enfin on peut calculer I'énergie de point col Eg[p.]. Avec I'équation Eq. (9.29), on
trouve By [p.] = —5 (o + p1 + p2s) = —+In (s — 1) + &, d’ott d’apres Eq. (9.28) ®(s) =
E[pc) — Es [p*] = Es [p.] — +. La distribution de la pureté ¥, est donc donnée par :

_ 5\ o BN(s) R SO S J
7)<22 N) e . Dr(s) 4ln(s 1) 3 s11<3<4 (9.35)

Quand s — 1, ce qui correspond a des états quantiques |¢/) maximalement intriqués,
on trouve ®;(s) — oo et

BN?

P(Xy=8/N)x(s—1)+ quand s — 1 (9.36)

tend fortement vers 0. La probabilité qu’un état aléatoire soit quasi-maximale-
ment intriqué est extrémement faible. Ce constat qui nécessite d’avoir acces a la
queue extréme gauche de la distribution (décrite par ®;) contraste avec I'idée selon laque-
lle un état aléatoire est en moyenne fortement intriqué.

Plus généralement, pour ¢ > 1 les résultats ci-dessus restent valables sur le plan
qualitatif. Cependant je n’ai pas pu calculer explicitement la forme de p. ni 'expression
de ®;(s) pour g quelconque, les calculs étant trop difficiles en général. La valeur du point
de transition s1(q) Eq. (9.32) se détermine explicitement grace aux résultats pour ¢ > 1
du régime II.

9.2.1.2 Régime II

Quand s tend vers s1(q)~, la borne inférieure du support de la densité L; tend vers
0. Les valeurs propres sont positives, donc L; ne peut pas étre négatif. Le régime I n’est
plus valable pour s > s1(q). En s1(¢) commence le régime II, ou la densité p. a un
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support fini |0, L] et s’annule seulement en L. On va voir que le régime II est
valable pour s1(q) < s < s2(q, N) ot ou s1(q) est donné Eq. (9.32) et s9(q, N) par :

]Qq/(2q—1)

Val2(a—1)s()

N(—1)/(2¢-1)

s2(q, N) = 5(q) + +.. pour N > 1 (9.37)

donc s9(q, N) ~ 5(¢) quand N — oo (ou § est donné Eq. (9.16)), mais avec sz(q, N)
est légerement supérieur a 5(¢) quand N > 1 fini : les effets de taille finie sont ici assez
importants.

e Commencons pour simplifier par le cas particulier ¢ = 2. On trouve la solution
de I"équation (9.30) pour ¢ = 2 et ¢ = 1 avec la formule de Tricomi (cf section 2.4). La

solution p, & support fini [0, L] avec p.(L) = 0 est donnée par :

L—z

1
pe(x) = - . [A+ Bz] , (9.38)
ou A= 1+ oL et B =2pus.

On a cinqg parametres inconnus : la constante C' de Tricomi; la borne supérieure du
support de la densité L ; les multiplicateurs de Lagrange fi,12. D'un autre coté, on doit
imposer les contraintes p.(L) = 0 ainsi que [ p. =1, [2p. =1 et [ 2*p. = s puis obtenir
o en remplagant p. par son expression dans (9.29) pour z = L.

On trouve C = [p. =1, uy =8(L—3)/L% po =4(4—L)/L* et po =In (£) =2 — 1 £.
La borne supérieure du support L est solution de I’équation L? — 12L + 16s = 0. Ainsi
L =2(3++/9 — 4s). Physiquement la densité p.(x) doit rester positive pour 0 < z < L.
Cela détermine L :

L=1L(s) =2(3— 9 — 4s) (9.39)

L croit avec s et se recolle de facon continue avec le régime I : L = 2 = L, pour
s = 51(2) = 5/4. Le régime II existe tant que s < 9/4. Cependant, on va voir que pour
s > 2 il existe une autre solution qui devient plus favorable énergétiquement pour s > so,
ce sera le régime III.

On a vu que pu; = 8(L — 3)/L* et uy = 4(4 — L)/L3. Selon les signes de p; et s, on
distingue trois régimes pour le potentiel effectif Vog(z) = po + p1z + poz?

(a) 2 < L <3 (ie. 5/4 <s<27/16) : 13 < 0 et py > 0. Le potentiel Vig(z) a un
minimum absolu en x = 2* = (—py) / (2p2) = L(3— L)/(4 — L) > 0 (comme dans le
régime I). x* décroit quand L (ou s) augmente, il atteint 0 quand L = 3.

(b)3< L <4 (ie 27/16 < s <2):pu; >0et uy > 0. Le potentiel est monotone
croissant sur R,. Il a un minimum absolu en z = 0.

(¢) L >4 (ie 2 <s<9/4): pu > 0 mais us < 0. Le potentiel n’est plus
borné inférieurement. Il croit au voisinage de l'origine, atteint un maximum en
x =2 = (u1)/(—2u2) = L(L — 3)/(L —4) et décroit pour x > z* jusqu'a —oo.
Dans cette phase, 'origine n’est plus qu'un minimum local. La solution de (9.38) devient
métastable. Il y a en fait une autre solution dans cette phase, ou une charge a passé la
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barriere de potentiel et s’est éloignée fortement des autres charges. Cette seconde solu-
. . ’ o R 24/3 s .

tion devient énergétiquement plus favorable a s = sy = 2+ 4575 +.... Le régime IT (9.38)
est donc valable seulement pour s < s5. Pour s > s, la seconde solution domine : c¢’est

le régime III.

Finalement la grande déviation ®;; = E;[p.] — + = —3 [11 + pas + po] — 1 (cf Eq.
(9.28)) se calcule explicitement. La distribution de la pureté ¥, dans le régime II
est alors donnée par :

5)
P(ZQ = i,N) ~ e PN"Pr(s) S1 — <8< 89
N 4
\ 1 /LN 6 5 T (9.40)
Ou¢ll(3):—§ln<z)+ﬁ—f+§, L:2(3—\/9—4S)

Pour N grand, le régime IT est valable pour s1(2) < s < $5(2, N) avec s1(2) = 5/4 et
$2(2,N) =2+ JQV%//Z + ...~ 2 quand N — +o00 (comme on va voir plus loin).

Au point de transition s = s; = 5/4 entre les régimes I et II), la fonction ®(s)
a une faible non-analyticité. Elle est continue, ®(5/4) = —% 4+ 22, et méme deux fois

dérivable, 42 =—let % ws = 4 Mais sa dérivée troisieme est discontinue :

) » ds 83:5/4 o 5/4 3 3
£  Pao, _ . B3 _ APy = —
_‘ 32 mais ds3 |s=5/4+ — ds3 }5:5/4 = —16.

ds3 ls=5/4— — ds3 ls=5/4 —
® atteint son minimum a s = 2 dans le régime II. Comme la distribution de 5 est

tres piquée pour N grand, la moyenne de ¥, est donnée a 'ordre dominant en N

par la valeur la plus probable, soit le minimum de ®. On retrouve donc (¥5) ~ 2/N.

e Dans le cas général ¢ > 1, les résultats qu’on obtient sont qualitativement les
meémes. Les expressions explicites sont plus compliquées mais j’ai pu les calculer dans ce
régime. La densité du régime II est donnée par :

pelar) = &2 L — + 2“;“’3551 L (g(;%) L — R, (1, 1-q, g 1 - %) (9.41)

o 1 4 1 r L—4
O e e BT e s o b
et po = In (%) + ul%q_q) — % et ou la borne supérieure de la densité L est solution de :
(%Z) L9407 = % s (9.43)

La fonction f : L — (%) L9 4+ 41971 est croissante pour 0 < L < Lo avec Ly =

4(1+ q)/q, et décroissante pour L > Ly. Elle est donc maximale en L = Ly, donc s ne

peut pas étre plus grand que so = s(L = L) dans le régime II. Le régime II n’est donc
q

pas valable pour s > sg, olt s9 = so(q) = s(L = Lg) = 21;/(5;(1(16;) (4(1;‘1)) . Pour ¢ =2 on

retrouve so(2) = 9/4.
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De plus, pour L < Ly/3 et pour L > Ly, la densité p.(x) devient négative quand x est
proche d’une des bornes du support (0 pour L < Ly/3, L pour L > Lg), ce qui n’est pas
physique. L doit donc rester dans Uintervalle [Lo/3, Lg]. Sur cet intervalle, la fonction
f est croissante strictement, on peut l'inverser pour trouver L comme fonction de s :
L = L(s). L’intervalle [Ly/3, Lo| correspond a s1(q) < s < so(q), ou s1(q) = s(L = Lo/3)
et so = s(L = Lg). Pour ¢ = 2, on retrouve Ly =6, Ly/3 =2, s =5/4 et so = 9/4.

Le régime IT ne peut donc exister que pour s1(q) < s < s9(q). Cependant, comme
pour ¢ = 2, ce régime n’est en fait plus valable pour s > s5(q, N) (mais s3 < sg), out une
seconde solution existante se met a dominer, c’est le régime III comme on verra plus loin.

Finalement on obtient la distribution de la pureté généralisée >, dans le
régime II comme fonction de L = L(s) :

P (Eq — Nl-a 57]\7) ~ o BN?®11(s) Si s <8< 89
L N 4(1+4q) 2(1+2q) N 3qg+1 (9.44)
4 qL? qL 4q

1
(I)]](S) = —5 In

ou L = L(s) est I'unique solution de I’équation (9.43) sur 'intervalle s; < s < 9.

Comme pour ¢ = 2, le parametre uy (voir (9.42)) est positif pour L < 4 (s < 5(q))
et devient négatif quand L > 4 (s > §(¢q)). Ainsi, pour tout ¢ > 1 le potentiel effectif
Vet () = o + prix + pox? n’est plus borné inférieurement quand L dépasse 4, cf Fig. 9.1.
Le régime IT est donc métastable sur I'intervalle 5(q) < s < so(q) (4 < L < Lg). Comme
pour ¢ = 2, il existe une seconde solution pour s > 5(q) qui devient énergétiquement
favorable pour s > s5(q). C’est le début du régime ITI.

Comme la distribution de ¥, est tres piquée pour N grand, sa valeur moyenne
est donnée par la valeur la plus probable, ie (3,) = N'795(q) out 5(¢) minimise ®(s). Le
minimum s = 5(q) est atteint dans le régime II pour L(S) = 4. On retrouve l’expression
déja calculée Eq. (9.16) :

(3,) ~ N'715(q) ou 3(q) = % 47 pour c =1 (9.45)

Pour s proche de sa moyenne §(q), la fonction de grande déviation ®;; est quadra-

tique : ®yr(s) ~ %. La distribution de X, est donc gaussienne au voisinage de
sa moyenne : !

P (S, = N'"%) ~exp {—BNZLW} pour s proche de 5(q). (9.46)

2
20q

La distribution étant tres piquée pour N grand, la variance de X, est donnée par la
variance de la gaussienne pres de la moyenne :

AP I RS VE);
N2’ "1 2f ['(q+2)2

Var 5, = (32) — (5,)? (9.47)

Par exemple, pour ¢ = 2, on a 03 = 4 et Var¥, ~ ﬁ.
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9.2.2 Régime III : une charge isolée

Comme on a vu dans la section précédente, quand s > 3(¢q) le potentiel effectif
Ver n’est plus borné inférieurement. Il se peut alors qu'une ou plusieurs charge(s)
passe(nt) la barriere de potentiel et se détache(nt) du continuum des autres charges. On
peut vérifier que le détachement de plus d’une charge n’est pas favorable énergétiquement.
On va donc supposer que seule une charge se détache, toutes les autres charges restent
localisés pres de 1'origine, c’est a dire pres d’un minimum local du potentiel.

On écrit A\yqp = t et on décrit les (N —1) autres charges par leur densité continue non
adimensionnée p(A, N —1) = + > izmaz 9(A — Ai). Physiquement, comme le potentiel a
un minimum relatif en x = 0, on s’attend a ce que la densité p.(\, N — 1) ait un support
fini 0, ] avec ¢ < t et p.(¢, N—1) = 0 : tandis qu'une charge (la valeur propre maximale
t) se détache, les autres restent confinées pres de 'origine.

Dans ce régime, on ne fait pas d’hypothese sur le scaling des valeurs propres \;, on
ne suppose plus que A < 1/N. On s’attend en effet a un changement de scaling au moins
pour Anax = t et donc pour I'énergie. L’énergie effective est maintenant une fonction a
de t et de p(A\, N — 1) qu’on notera pour simplifier p(\) :

_1)2 ¢ ¢
s [p.1) =1 / / AN p(\)p(N) In A — X
¢ ¢
—(N—l)/o dX p(A) In |t — A + po (/0 d)xp(A)—l)

b <(N—1)/0<d)\)\p()\)+t—1) s <(N—1)/Ocd)\>\qp()\)+tq—5>
(9.48)

La configuration de charges qui domine & température nulle (ie N — 00) est décrite
par la densité optimale p,. et la valeur optimale ¢, de t = \,,,4, telles que :

dEs
=0 et — =0. 9.49
Ip(A) )ppc,ttc RY p=pest=te (9:49)

La distribution de Y, est donnée pour N grand par l'intégrale multiple suivante :

P(E,=9) x /Dp/dt e PEslpt] (9.50)

La méthode du col & N grand (qui correspond a la limite de température nulle pour
le gaz de Coulomb) donne donc, avec la bonne normalisation :

P (34 =5) = exp{—B (Es[pe,tc] — Es[p", 1"])} (9.51)

ou Fg[p,t] est donnée Eq. (9.48). La configuration optimale (p.,t.) minimise Es [p,t].
La normalisation est donnée par l’expression de la densité dans contrainte, donc pour

S =8, soit Eg [p*,t*] = Eg[pe,tc] |
5=5

(ot S = 2/N pour ¢ = 2). On va voir que pour

InN 1
= N? | — + - .52
v (B el)+ (9.52)

N grand on a :

Es [p*v t*] = Es [pca tC]
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Formellement, par analogie avec les régimes I et II, on peut écrire :
P (L, = S) ~ e NN (9.53)
ou ® est définie comme
(N, S) = (Bs [pert.] — Es [o",#]) /N? (9.54)

Cependant on va voir que le scaling de ® pour N grand est différent dans le régime I11.
Dans les régimes I et II, ® était indépendant de N pour N grand : CID(N s/N) — ®y(s)

(resp. ®;;(s)). Dans le régime III, on va voir : ®(N, s/N) ~ ¥;;;(s)/N'~ q pour N grand.
Pour simplifier, on écrira t au lieu de t. dans la suite.

9.2.2.1 Cas particulier ¢ = 2

Suivant les mémes étapes que dans le cas du régime IT pour résoudre 'équation de
point col 0Es/dp = 0 cf Eq. (9.49), on trouve que la densité optimale p. est donnée pour
q =2 par:

C

pelh) = - (Nl_ 3 ‘< . A {A +BA+ —A} (9.55)

avee A =4 |NC=2+2/Ht=0)] , B= & [4=NC+, /% (3¢ —4t)| et O =\ [,

ou ( et t = t. sont solutions de :

(a)16S + N¢* — 12¢ — / 16t2 —20t¢ + 5¢%) = (9.56)

() (882 = 8t¢ + ¢%)* = 8(t — O)V/t(t — ) (8t — 2¢ — 2Nt¢ + NC?) (9.57)

Ces équations peuvent étre résolues numériquement pour ¥5 = S. On peut aussi trouver
les solutions analytiquement dans la limite N — oo.

Pour S = & avec 2 < s < 9/4, il existe deux solutions pour le couple ((,t). La
premiere solution est de la forme ¢t ~ ( o ¢ < 1/N. C’est exactement, & I’ordre dominant
en N, la solution du régime II (voir ci-dessous, “premiere solution”). Il existe aussi une
seconde solution, elle est telle que ¢t > ( : la valeur propre maximale est beaucoup plus
grande que les autres. Plus précisément, ¢ < 1/N tandis que ¢ < 1/ VN pour S =<1 /N
(voir ci-dessous, “seconde solution”). On va voir que la premiere solution (régime II) est
valable pour s < s5 oll o = 2+ ]%;//33 + ... pour N grand, tandis que la solution ou ¢t > (
se met a dominer pour s > s, (son énergie est plus basse) : c’est le régime III.

Pour S > 7% (s > 2), seule la seconde solution continue d’exister, celle ott ¢ = L/N
et t > (.

On notera que dans les deux cas, pour N grand (et < S < 1), la borne supérieure
du support de la densité ( reste de 'ordre de =< 1 /N On écrira donc ¢ = % avec
L =< 1. D’un autre coté, la valeur propre maximale ¢ est au début d’ordre < 1/N (quand
S — 2/N) mais elle augmente brutalement au début du régime III. Elle croit ensuite

jusqu’a étre d’ordre 1 quand S — 1.
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Finalement on exprime ’énergie de point col comme une fonction de { = L/N et
t. Comme les effets de taille finie pour N grand mais fini sont importants dans ce régime,
on garde tous les termes jusqu’a l'ordre O(N) :

Eslpe,t] = E(¢ 1) =— =%, m —2N1In {%}

2
1 ON?  6(1L+1) 5N +1) !
ol -0+ =~ *s5=g
7 19N 12t 11 5Nt
+ Q[‘T‘FT*T] o

ou ¢ = ((s) et t =t. = t(s) sont donnés Eq. (9.56) et (9.57).
La fonction de grande déviation ® est donnée par ®(N,S) =
W avec E [(,t] donnée Eq. (9.58).

Es[pc,t]*Es[p*,tﬂ —
N2 -

e Scaling S = s/N : premiére solution ¢ ~ ¢ avec ( < 1/N (régime II)

Pour S = - avec s d’ordre 1 pour N grand, la solution du régime IT existe tant que
s < 9/4 (ou 9/4 = 50(2)). On retrouve cette solution a partir des Eqgs. (9.56) et (9.57)
avec le scaling t = % et ( = % avec T ~ L d’ordre 1, i.e. la valeur propre maximale t
reste tres proche des autres valeurs propres (t ~ ¢ pour N grand).

Dans cette limite, les équations (9.56) et (9.57) donnent :

(a) 165+ L* —12L =0 (9.59)

L2 1
b) (T—-LP*7 ~——r 9.60
I e OE (9.60)
L’équation (a) est la méme que (9.43) dans le régime II. A I'ordre dominant en N (ordre
N?), I'équation (9.58) devient simplement :

N2 (L N2 N*  ,/lnN 9
Bslpe,t] = E(L,1) = ——In (Z)+6§—5T+N <T+§) (9.61)

Ainsi, avec (9.52), on trouve ®(N,s/N) = (Eg[pc,t] —Es[pc,t]’ )/N2 = ®(s) ou
s=2

®(s) = —3In (%) + % — 2 + L = ®;4(s). On retrouve I'expression de (9.40) du régime
II

Cependant, pour S = s/N > 2/N il existe une seconde solution décrite ci-dessous et
qui devient énergétiquement plus favorable a s = s, = 2 + ]%,47/; + .... Ainsi le régime 11

est seulement valable pour 5/4 < s < ss.
e Scaling S = s/N : seconde solution ¢t > ( (régime III)
Pour S = s/N avec s > 2, il existe une solution ou la valeur propre maximale

(Amax = t) est beaucoup plus grande que les autres : ¢ > (. Dans cette limite, Eq. (9.56)
et (9.57) deviennent pour N grand :

\)

S —

4 14 3—s 1 n
N Vs—2 VN

t ~

et (=

(9.62)

=
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Pour S — 1, qui implique s — oo quand N — o0, on trouve t ~ \/% = VS et
(~+(1—/%) ~+(1—1) comme dans (9.66).

On développe pour N grand ’énergie de point col (9.58) en remplagant ¢ et ¢ par
leurs expressions données dans (9.62). On obtient :

\/52—2 N2 N2 (lnN 1) N

Es [pe, t] = 5 + 1)~ ElnNJrO(N) pour N grand (9.63)

Finalement on trouve N2®(N,s/N) = Eyy [pe,t] — N? ("5Y + 1) soit N2®(N,s/N) =
—”272 N3/2 % In N4+ O(N) pour N grand et la distribution de 35 est donc donnée pour
N grand par :

Sis > S (964)

VS —2
2

P (22 = %,N) ~ 67ﬁN3/2\I]I”(S) , @[[[(S) =

En effet N*2Wypr(s) = N°®(N, s/N), soit Wrp(s) = Y52 — 2% + O ( )
La fonction de grande déviation ® a un comportement tres différent a grand N
dans les régimes I-II et III. Dans les régimes I et II, on a P (22 = %) ~ e—ﬁN2<1>(s)7

~ e BN2Vii(s) Pour N grand mais fini et

tandis que dans le régime IIT P (22 ==
pour s > 2 mais proche de 5 = 2, on a N*?W;;;(s) > N2®;;(s). Ainsi le régime II
domine pres de s = 2. Par contre le régime III devient favorable énergétiquement au

point de transition s = s, défini par N*/2W;;;(sy) = N2®;;(sy), soit

24/3 9253 In N

Sy =2+ NI T 3N + ... pour N grand (9.65)
On voit bien le changement de régime sur la figure 14.3 représentant la grande déviation
O(s) = _W%%/N) pour N = 1000. Dans cette figure, les résultats analytiques asymp-

totiques (limite N — o0o) sont comparés a des données que j’ai obtenues par des simu-
lations de type Monte Carlo (avec un algorithme Metropolis non standard, cf chapitre
14).

A s = s5, il y a une transition brutale de II vers III. La valeur propre maxi-

male t saute d’'une valeur t = % avec T d’ordre 1 avec t tres proche de ¢ a une valeur

t o~ —\/ﬁ beaucoup plus grande que les autres valeurs propres (¢ > (), cf Fig 14.4. La

fonctlon ® est continue mais de dérivée discontinue : N? dq’s” N /3 , tandis que
S:SQ
5/3 . L. . .
N3/24¥%r ~ 257 pour N grand. Au point de transition s = s,, il y a aussi un

ds s:sgL

changement de concavité de la courbe : ® est convexe dans le régime II (d P11 > 0 pour
tout s < 9/4) et a son minimum a s = § = 2, tandis que ¢ est concave dans le régime
IT1 (d UL < () pour tout s > 2). On voit bien le changement de comportement de ®(s)
au pomt de transition sur la figure 14.3.

e Scaling ¥ = S~ O(1) et limite S — 1 (états séparables)

La queue extréme droite de la distribution de la pureté correspond a >y = S < 1
pour N > 1 (S > s/N, S < 1) et la valeur propre maximale ¢t < 1 tandis que ¢ et
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toutes les autres valeurs propres restent d’ordre < 1/N. Dans cette limite, Eq. (9.56) et
(9.57) deviennent :
S~t* et L~4(1—1) quandt <1 (9.66)
L’énergie de point col Eq. (9.58) devient : Eg [p,, t| = —NTQ In(1—¢)+N2 (X4 1) -
NInN+O(N) quand S =< 1 avec t = v/S. On obtient ainsi une expression explicite pour
®(N,S) = (Es [pe, tc] — E [p*,t*]) /N? pour N grand :

(Bslpe ] = N* (% +7) 1 _
O(N, S) ~ = L (1 - \/E) = ©,,1(5) (9.67)
D’ou
BN?
P (S, = 8) v e PV O) (1 - \/g) *  pour N grand, S fixé (9.68)

La différence de scaling avec les régimes I et II vient du scaling de Y5 : dans les régimes
I (vesp. II), on avait ®(N,s/N) — ®;(s) (resp. ®;;(s)) pour N grand, tandis qu'ici :
O(N,S) — ®yy7(S) pour N grand et S fixé d’ordre 1. Quand S = s/N avec s fixé et
N grand, ce qui correspond & la limite S — 0 dans ce scaling, on trouve N?®;7;(S) ~
N3/2./5/2 ce qui est aussi la limite s — oo de N3/2W;;;(s). La queue droite (ot1 S < 1/N)
et extréme droite (ou S d’ordre 1) de la distribution se recollent bien de fagon continue.

Quand 35 = S tend vers sa valeur maximale 1, la valeur propre maximale tend vers 1
t—1let L - 0.AS =1, seule une valeur propre, la plus grande \,,,, = t, est non nulle
(et égale a 1). Cette situation correspond au cas séparable, ie non intriqué (situation (i)).
La probabilité d’un état séparable (i.e. ¥ — 1) est donc trés faible dans la
limite N grand.

9.2.2.2 Cas général ¢ > 1

Dans le cas général ¢ > 1, on utilise encore le théoreme de Tricomi et on impose
[ p. =1 et p.(¢) = 0, on trouve alors 'expression de la densité optimale pour les
(N — 1) plus petites valeurs propres, dans le cas ¢ > 1 quelconque :

1 =) A C

3
7T(N — 1) b\ |:A+B 2F1 (1,1 —q, 5, 1-— C) + m:| (969)

ou A =y, B = u2qC?™ 1F(q+1(/2) et C' = 1/ c et o F1 une fonction hypergéométrique.

Les multiplicateurs de Lagrange p1 et ps sont donnes par :

M= LTE _41)@ [qNC \/7{ (2q+2)t — ( 2Q+1)C}}

_ Vl'(g+2) B T
Ko G (g + 1/2)a(g — 1) [4 N[ (o ] (5:70)

ou ( et t sont solutions du systeme d’équations suivant :

B et Y O R
) ) )
() Mlﬁ +quat™! ﬁ +u CZI\;@FJ(F )) 2F1 <1aCJaQ+ L %) (9.72)

pe(N) =
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ou puy = p1(¢,t) et pg = pa(¢,t) sont donnés Eq. (9.70).
Ces équations peuvent étre résolues analytiquement pour N grand, les solutions ont
le méme comportement qualitatif que pour g = 2.

Pour S = N5 avec 5(q) < s < so(q) (on1 so(q) = , voir régime

2y/7(g+2) q
IT), il existe deux solutions différentes pour le couple ((,t). La premiere est de la forme
t ~ (ou(¢ =< 1/N. A Tordre dominant en N, c’est exactement la solution du régime
IT (voir ci-dessous, “premiere solution”). Il y a aussi une seconde solution, elle est de la
forme ¢ > ¢, plus précisément ( = L/N ou L < 1 et t < 1/N'"/9 pour S = N'"%s, et
¢ < 1/N (voir ci-dessous, “seconde solution”). Pour s proche §(¢), la premieére solution
domine (régime II), mais quand s atteint s = s3(q, N) > 3(¢q) donné Eq. (9.75), la
seconde solution, celle ou t > (, se met & dominer (son énergie devient plus petite) :
c’est le régime II1.

Pour S > N'795(q), i.e. s > s, seule reste la seconde solution : la borne supérieure
du support de la densité est de la forme ¢ = L/N ou L =< 1 tandis que la valeur propre
maximale est beaucoup plus grande que les autres valeurs propres : t > (.

Comme pour ¢ = 2, pour N grand la borne supérieure du support { reste d’ordre
=< 1/N (¢ =< Ayp) dans les deux cas. On écrira donc ¢ = £ ol L =< 1. Par contre,
et comme pour ¢ = 2, la valeur propre maximale ¢ est d’abord d’ordre < 1/N (quand
S — N'795(q)) puis augmente jusqu’a étre d’ordre < 1 (quand S — 17).

I'(g+1/2) (4(1+q> 1

e Scaling S = N!'7%s : premiére solution ¢t ~ ( ou1 ( < 1/N (régime II)

Pour S = N'79s o s =< 1 pour N grand, la solution du régime II existe tant
que s < so(q). On retrouve cette solution (régime II) & partir des équations (9.71) et
(9.72) avec le scaling ¢t = % et ( = % ouT ~ L =< 1, ou la valeur propre maximale
t reste proche des autres valeurs propres (¢t ~ ¢ pour N grand) et ne joue aucun role

particulier. Finalement ®(N,s/N) = (Eg[pc,t] - Es[pc,t]‘ >/N2 = ®yy(s), cest la
5=2
méme expression que (9.44) du régime II.

Mais pour s > §(q), il existe une seconde solution, qui devient énergétiquement fa-
vorable a s = s5(q, N). Le régime IT n’est donc valable que pour s; < s < ss.

e Scaling S = N'7%s : seconde solution ¢t > ( (régime III)
Pour S = N'¥%s oli s > 5(q), il existe une seconde solution ou la valeur propre

maximale A\, = t est beaucoup plus grande que toutes les autres valeurs propres :
t > (. Dans cette limite, Eq. (9.71) et (9.72) deviennent :

_|_

n s — 5(q)] 4 4 [1 B {s — 5(q)(L+ q)/Z} Nil/q (9.73)

t (=
N TN [s — 5(q)]'

Pour S — 1, donc s — oo quand N — oo,on trouve t ~ s"/4 NV/a=1 = §l/a et  ~
~(1—1t).

On peut alors calculer 'énergie de point col en remplacant ¢t et ( par leur expression
(9.73) pour N grand. Finalement on obtient N*®(N, s/N) = Eg [p,t] — N? (¥ + 1) ~

4
1 re_s(o)L/ . ,
N'ta % pour N grand et la distribution de ¥, est donc donnée pour N grand
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par :

[s — 5(q)]"/°

1
P (8, = N"0s) m e PN TV gy () = :

si s> sy (9.74)

La solution du régime IIT devient plus favorable énergétiquement, ie N g 1(s) <
N2®(s), au point s9(q, N) défini par N Urrr(s2) = N2®p7(s2). Dot

[ q/2(q—1) S(q):|2q/(2q1)

N(a—1)/(2¢-1)

so(q, N) = 5(q) + + ... pour N grand (9.75)
A s = s9, il y une transition brutale du régime II vers le régime III. La valeur
propre maximale t saute brutalement de t ~ % ouT =<1 et t tres proche de ¢ a une

s
valeur ¢ ~ [Sjvsl(fqp/qu beaucoup plus grande que les autres valeurs propres (¢t > ().

La fonction ®(N, s/N) est ainsi donnée par

N2 ®;(s) pour s < S

9.76
NYq Urrr(s) pour s> sy ( )

N?®(N,s/N) = {

Elle est continue mais sa dérivée premiere est discontinue. Pour N grand, on a
2—2q

en effet N“ﬂ%’ _~ N {(q— 1)\/q/2 §(q)}2q71, tandis que 42| , ~ 22| /(2¢). Au
S2

ds s; ds ls,
point de transition s = s,,la courbe change aussi de concavité : ® est convexe dans le
d2o

régime IT (%54 > 0) et est minimale en s = 5, tandis qu’elle est concave dans le régime

I (Thu < ).

9.3 DISTRIBUTION DE L’ENTROPIE

De la distribution de la pureté généralisée ¥,, on peut facilement, par un simple
changement de variable, déduire la distribution de l’entropie de Renyi S, = qu In3,
pour un état pur aléatoire. Puis la limite ¢ — 1 donne acces a la distribution de I'entropie
de von Neumann Syy. La limite ¢ — co donne acces a la distribution de la valeur propre
maximale A.. On rappelle qu’on est toujours dans le cas M = N c’est-a-dire ¢ = 1
dans cette partie.

9.3.1 Entropie de Renyi S,

Par définition, 'entropie de Renyi est donnée par S, = fq In¥, ou ¥, = Ef\il Al
est la pureté généralisée dont on a calculé la distribution dans la partie précédente pour
q > 1. Le bon scaling quand N — oo est, comme on a vu plus haut :

Ins
qg—1

Yy =N"9s donc S,=InN —z on z= (9.77)

avec s et z d'ordre 1. Le parametre z est positif, son minimum 0 correspond a une
entropie maximale S, = In N, donc a ’état maximalement intriqué.
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De la distribution de Y,, on déduit directement la distribution de I’entropie de
Renyi S, a N grand. On observe les mémes trois régimes pour ¢ fixé, ¢ > 1 :

e~ BN? ¢1(2) pour 0 < z < 2(q)

P(Sy=InN —2)~ ¢ ¢ NG pour z(g) <z < 2(q) (9.78)

1+
e BN Yrri(2) pour z > 25(q)

ou les fonctions de scaling sont reliées aux fonctions de scaling pour 3, par :

Ora1(z) = @ryr (€97V7)  pp(2) = Oppp (e9717) (9.79)

ou lexpression explicite de ®; et ®;; est donnée Eq. (9.35) et (9.40) pour ¢ = 2, et Eq.
(9.44) pour g > 1 général ; 'expression explicite de W, est donnée Eq. (9.74) pour ¢ > 1
général (et Eq. (9.64) pour g = 2). De méme, les points de transition sont donnés par :

a(q) = hlsl(f> et z(q, N) = In sy(q, N) (9.80)

q— qg—1

ou s; et so sont les points de transition pour ¥, (voir Egs. (9.32) et (9.37)).

Qualitativement, la distribution de S; a le méme comportement que la distribution
de ;. En particulier c’est une distribution trés piquée pour N grand comme le

montre (9.78), ainsi sa moyenne est donnée par sa valeur la plus probable comme pour
)

q -

_ _ In 5(q) 1 ll"(q +1/2) 4¢ ]
S,)=InN —2(q)+0o(1) ou z(q) = = In — 9.81
Comme la distribution de 3, la distribution de S, a un comportement gaussien au
voisinage de sa moyenne :

P(S;=InN —z) = exp {—BNZ(Z’%;’_(QW} pour z ~ z(q) (9.82)

et la distribution étant tres piquée, la variance de S, est donnée a 'ordre dominant en
N par la variance de la gaussienne pres de (S,) (seul compte le voisinage de la moyenne
quand N grand, les queues ont un poids négligeable) :

q
Var S, ~ 33N? pour N > 1 (9.83)

La distribution de S, est gaussienne au voisinage de sa moyenne mais a des queues
non gaussiennes décrites par les grandes déviations ¢ rr et ¢ (9.78).

9.3.2 Entropie de von Neumann Syy

On rappelle que la limite ¢ — 1 de l'entropie de Renyi donne l’entropie de von
Neumann :

lim ) = S = - Z A In (9.84)
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On notera que la limite ¢ — 1 est singuliere pour la distribution de ¥,. En effet, a
cause de la contrainte ¥; = ), \; = 1, la distribution tend vers une fonction § de Dirac.
La variance de ¥, tend ainsi vers 0 (07 — 0) et la valeur moyenne 5(q) de méme que les
points de transition s1(q) et ss(q) convergent tous vers 1. Cependant, grace au facteur
1/(1 — ¢q) dans la définition de S, = 1%(1 In3,, la limite ¢ — 1 n’est pas singuliere pour
I'entropie S,. Il faut seulement étre prudent pour calculer correctement cette limite g — 1.

En prenant la limite ¢ — 1 dans (9.78), sans oublier que les fonctions de scaling @y ;;
et Wy done ¢prr et ¢rrr (9.79) dépendent de g, j’ai pu montrer que la distribution de
I’entropie de von Neumann Syyx & N > 1 présente aussi trois régimes, mais avec un
scaling en N un peu différent :

e~ BN? ¢1(2) pour 0 <z <z
P(Syn=InN —z2) = e PN ¢1:(2) pour z; <z < 2y (9.85)

2
e_ﬁlfY_N ¢III(Z) pour z > 29

ou ¢y et ¢rry sont donnés ci-dessous Eq. (9.88) et (9.92). Je n’ai pas pu calculer ex-
plicitement ¢; (de méme que je n’avais pas pu calculer explicitement ®; pour X, pour
un ¢ > 1 sauf pour ¢ = 2).

Les points de transition sont obtenus comme la limite des points de transition
s12(¢) quand ¢ — 1. Dans la limite N — oo, on trouve :

2 3 1
a=g - ln§ =0.26... et 2z = 3 +o(1) (9.86)

La distribution de Syx est a nouveau tres piquée pour N grand autour de sa
moyenne -qui est donc sa valeur la plus probable. La limite ¢ — 1 donne z = lim,_,; Z(q)
ou z(q) = h;gf(f) donc z = 1/2 (cf (9.81)). On retrouve donc la moyenne attendue dans

lecasc=1(M =~ N):

1
(Syn) =In N — 5T o(1) pour N grand (9.87)

Pour le régime II, la fonction de scaling ¢;; s’obtient facilement avec la limite ¢ — 1

dans (9.79). On obtient :

61(z) = —3In (g) T (9.88)

ou L = L(z) est solution de (cf la limite ¢ — 1 dans Eq. (9.43))

m(L) Ly (9.89)
n 4 8 =z .

Pour N grand, la valeur moyenne de Syyn est donnée par sa valeur la plus probable,
donc le minimum de la fonction de scaling, soit ici le minimum de ¢;; : z = 1/2. Le
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comportement quadratique de ¢;; pres de son minimum z &~ Zz donne le comportement
gaussien de P(Xyn) et donc la variance de Syy dans la limite N grand. Finalement :

1

1
(Svn) =N =2 +o(l) , Var Sy~ T

(9.90)

Pour le régime III, la limite ¢ — 1 est plus subtile. On s’attendrait a une grande
déviation de la forme N2¢;;;(2), mais ¢rr = V(e 9D?) ot Wypy(s) = (s — 5(q))Y9/2
tend identiquement vers 0 quand ¢ — 1. La grande déviation se comporte en fait comme
N?/In N au lieu de N? comme on pourrait s’y attendre naivement pour ¢ — 1. J’ai pu
en effet montrer grace a une analyse détaillée des équations (9.71) et (9.72) dans la limite
q — 1 que la solution ¢t > ( est donnée pour ¢ — 1 par :

z—1/2 4 1—2
t~ etC—N<1+lnN+...> (9.91)

J’ai aussi pu calculer I'énergie de point col dans cette limite et j’ai obtenu :

2 1
P(Syx =InN —z) ~ e P (=-1/2) brir(z) = 2 — 5 (9.92)

9.3.3 Valeur propre maximale

Quand ¢ — oo, 'entropie de Renyi S, tend vers — In Ajjax 00 Apax est la valeur propre
maximale de p4. Comme la limite ¢ — 1, cette limite est singuliere pour X, mais pas
pour S,. La distribution de A\pax présente a nouveau dans la limite N grand trois régimes,
issus des trois régimes de la distribution de ;.

Pour N grand, les scaling typique est S, = In N — 2z, d’'olt —In A\pax = In N — 2 soit
Amax ~ S. On pose t = e :

t

Amax = — 93
N (993)

En particulier la valeur moyenne de la valeur propre maximale A\, est donnée par
_ — 1
t/N ou t=lim, . exp(2(q)) = lim, o [5(g)]sT = 4, soit :

(Amax) ~ % (9.94)

J’ai pu montrer que la distribution de \,., est donnée par :

e PN X1 pour 1<t <4/3 (rég. 1)

t
P (Amax = N) ~ Qe PN pour 4/3 <t <4 (rég. IT) (9.95)

e PNxii®  pour ¢ >4 (rég. III)

Les points de transition sont en effet ¢; = lim,_, [sl(q)]ﬁ =4/3 et ty =t = 4 dans la
limite N — oo.
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Dans ce cas les fonctions de scaling peuvent étre toutes les trois calculées explicite-
ment. Dans le régime I j’ai pu montrer par une méthode indépendante, cf ci-dessous (je
n’avais pas pu calculer ®; pour ¢ > 1 quelconque), que :

1
x1(t) = —5 In(t—1) pour 1 <t<4/3 (9.96)

Dans le régime II, la limite ¢ — oo donne :

(1—-¢t) 1 t 3
v —aln 1 +Z pour 4/3 <t <4 (9.97)

xir(t) =4

Enfin dans le régime III, la valeur propre maximale se détache des autres valeurs propres
et on obtient :

t(t—4)

5 —2In(vVt+ vt —4)+2In2 pourt >4 (9.98)

Xiri(t) =

Comme pour ¥, au premier point de transition ¢; = 4/3, la fonction de scaling x est

. . s . ;s SN . . a3 .
continue deux fois dérivable mais sa dérivée troisieme est discontinue : d;gf = —27 mais
dS - .. .
=Gt = —999/64. La valeur moyenne ¢ = 4 correspond au minimum de x;; (maximum

de probabilité). Au second point de transition t, = 4, la fonction de scaling est continue
mais pas dérivable.

Comme on I'a fait pour ¥, on peut aussi considérer la queue extréme droite de la
distribution décrite par Apax =71 (T > t/N) :

2 1
PAmax =T) = e PV -y (T) = -3 In(1—T) pour 0 <T < 1 (9.99)

qui se recolle de fagon continue avec le régime ITI. En effet Ny (t) ~ N % quand t — oo
et N2x4(t) ~ N*L ~ Ni quand T — 0 o T =t/N.

Preuve des équations (9.96), (9.97) et (9.98)

Les régimes II et I1I peuvent étre obtenus en prenant précautionneusement la limite
q — oo (directement dans I'expression de ¢y pour le régime IT mais de fagon plus subtile
dans le régime III). La distribution de A., peut aussi étre calculée directement par la
méthode du gaz de Coulomb (sans prendre de limite ¢ — 00). Cela redonne les mémes
résultats que la limite ¢ — oo pour les régimes II et IIT et donne de plus une expression
explicite pour le régime I ou je n’avais pas pu calculer la fonction de scaling pour un
q > 1 général.

En fait I'idée est de calculer directement la distribution cumulative P (\,.x < Z)
par la méthode de gaz de Coulomb. Il est en effet plus facile de calculer la probabilité
que A\max < Z qui est la probabilité que toutes les valeurs propres \; soient plus petites
que Z. On peut donc calculer cette probabilité avec le gaz de Coulomb décrit par une
densité continue p(z) = 1/N >, 6(x — \;N) dans les régimes I et II et avec la contrainte
qu’aucune valeur propre ne dépasse Z. C’est le méme raisonnement que le calcule de la
distribution de A\, pour une matrice gaussienne, sauf qu'on a une contrainte en plus,
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> ;A = 1. La méme démarche permet de calculer la probabilité par méthode du col.
Dans les régimes I et II, cela donne :

P Amax < Z) ox e PN Ezlee] (9.100)

ou p. est la densité qui minimise I’énergie effective (apres avoir pris en compte les con-
traintes) :

1 7 7
Bl = / / p(@)p(@) In |z — 2'| d da’
7

+ 110 ( /O o)z — 1) +m ( /0 ()i 1) (9.101)

olt les multiplicateurs de Lagrange pig 1 servent & prendre en compte les contraintes [ p =
let fap=1(3,\=1).

Dans le régime III, une charge (valeur propre maximale) se détache des autres
charges, il faut en tenir compte séparément (en dehors de la densité continue).

Dans le régime I, la densité optimale p. a un support [Ly, Ly] et s’annule en L5
(comme pour X,). On obtient ainsi la fonction de scaling x; (9.96).

Dans le régime II, la densité optimale a un support |0, L], s’annule en L mais diverge
a l'origine (comme pour ¥,). On obtient ainsi la fonction de scaling x;r (9.97). Cette
expression peut aussi s’obtenir avec la limite ¢ — oo dans (9.44) de ®;; valable pour un
q général (pour 3,).

Dans le régime III, la valeur propre maximale est séparée des autres et on obtient
XIII (998)

D’un autre coté, la limite ¢ — oo pour ¥y donne : ¥ ; — t/2. Elle est égale
a xrrs7(t) seulement dans la limite ¢ — oo, mais pas pour tout ¢ > 4. Pour ¢ > 1, le
régime III est en fait caractérisé par t ~ T /N - > ( quand ¢ ~ L/N, ce qui devient
t ~T/N > ( quand ¢ — oo. La valeur propre maximale est alors plus grande que les
autres valeurs propres et bien séparée de la densité continue, mais elle n’est pas beaucoup
plus grande. On ne peut donc plus supposer ¢t > ( dans le calcul de I'énergie de point
col. On doit donc revenir & Fg [p., t] et la calculer précisément dans ce cas. Il faut utiliser
I'expression complete de Eg : pour ¢ = 2, 'expression était donnée Eq. (9.58); pour
un ¢ général, on obtient une expression similaire mais plus compliquée. J’ai utilisé cette
expression quand ¢ et ¢ sont du méme ordre (avec t > () et pour ¢ — oo. Finalement
j’ai bien retrouvé x rr(t) (9.98).

9.3.3.1 Fluctuations typiques prés de la moyenne : Tracy Widom

On a vu que la moyenne de Ap.x est donnée pour N grand par (Apax) ~ 4/N.
La méthode du gaz de Coulomb nous a permis d’obtenir les grandes déviations
de la distribution, c’est a dire les fluctuations d’ordre 1/N autour de cette moyenne
4/N, des fluctuations du méme ordre que la moyenne elle-méme. La probabilité de ces
fluctuations est tres faible comme on 'a vu (distribution tres piquée, exponentielle en
N), ces fluctuations décrivent des événements rares, atypiques.

Les fluctuations typiques prés de la moyenne doivent correspondre a une échelle
beaucoup plus fine pres de la moyenne, qui ne peut pas étre atteinte par la méthode du
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gaz de Coulomb. On peut toutefois obtenir ces fluctuations en se ramenant aux matri-
ces aléatoires. On commence avec la distribution des valeurs propres. La distribution
cumulative de A, est par définition :

P (Amax < / /79)\1,)\2,..., V)AL dXs - dAy (9.102)

On remplace alors la fonction § (le\il Ai — 1) par sa représentation intégrale : §(z) =

(1/2mi) [ dpeP* ou Dintégrale est faite sur laxe imaginaire pur. D’ott, pour M = N

(C: 1)7

P (Apax < /—ep/ d;
[0,Z] [H

Apres changement de variables \; — (5/2p)\;, on trouve :

e 2 XN HA2 [T =17

i<j

e PTi N HAQ ITx=x17  (9.103)

1<j

100

dp 2
P(MApax < Z oc/ —eP p BN /2/ d\;
( ) oo 2770 [0,2pZ/B] H

—100

(9.104)

L’intégrale sur les \; est maintenant simplement proportionnelle a la distribution cumu-
lative de la valeur propre maximale d'une matrice de Wishart PWishart (X . < 2pZ/p).
Or on sait que pour N grand cette quantité tend vers une distribution de Tracy-Widom
[ soit :

(y — 4N)
24/3 N'1/3

ou Fs(z) est la distribution de Tracy-Widom f. Utilisant ce résultat dans (9.104), on
trouve pour N grand :

H)Wishart (Amax S y> N -FB |: :| pour 5 = 1’ 2 (9105)

P (Amax < Z) oc/ d_p.epngZ log(p) Fjy

271

—100

2 7 _
L7 4N]

L’intégrale sur p peut alors étre calculée par la méthode du col. A I'ordre dominant en IV,
le point col correspond & p* = SN?/2 qui minimise eP~3N*108(®)  Aingi & I'ordre dominant
en N on obtient :

(9.107)

Z —4/N
F e < 2) ~ {W}

La valeur propre maximale )., dans notre probleme quantique (pour lequel
B = 2) fluctue donc sur une échelle d’ordre N—°/3 autour de sa moyenne 4/N,

4
(Amax - N) ~ 2Y3NTBy s quand N — oo (9.108)

ou la distribution cumulative de la variable aléatoire xz est la loi de Tracy-Widom
p =2, ie P(x2 < x) = Fo(x). Sa densité de probabilité est donc go(x) = d‘FQ( ) Dot

t
P (Amax = N) ~ N5/3 92 (2_4/3N2/3(t - 4)) (9109)
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Recollement Tracy-Widom et les grandes déviations

On peut montrer que les grandes déviations de la distribution de A\, se recollent bien
avec la distribution de Tracy-Widom intérieure, comme pour les matrices gaussiennes et
de Wishart.

Pour la queue gauche de Tracy-Widom gg(z) ~ exp {—§|:p|3} pour  — —oo. D’ou

P (Amax = &) = exp {—BNZ%}. D’un autre coté, la grande déviation a gauche de la

moyenne qui décrit les fluctuations d’ordre 1/N est donnée par (9.97). La limite ¢t — 4~

3
donne : () ~ —(t;;l) , la grande déviation a gauche de la moyenne se recolle donc
bien pres de la moyenne avec la queue gauche de Tracy-Widom.

Pour la queue droite : gg(z) ~ exp {—% ZL‘3/2} quand z — 4o00. D'ou P ()\max = %) ~

exp {—BN%}. D’un autre coté, la grande déviation a droite est donnée par (9.98).

(t—4)3/2

c— qui se recolle bien avec la queue droite de

Pour t — 47, on trouve : xj7(t) ~
Tracy-Widom.
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- Chapitre 10 -

Mélange statistique aléatoire :
mesure de Bures

Je m’intéresse dans ce chapitre aux états mélanges statistiques (matrices densités
p) aléatoires distribués selon la mesure de Bures, voir section 8.2.2.2. On se place
dans un espace de Hilbert H de dimension N. La mesure de Bures sur les matrices densité
p sur H (de taille N x N) correspond au volume associé a la distance de Bures définie
par Eq. (8.15) :

Dy (p,0)? =2 —2/F(p,0) ot \/F(p,0)="Tr { [Vapy/a] 1/2} (10.1)

Pour une matrice densité p aléatoire tirée selon la mesure de Bures, ses valeurs
propres \; sont distribuées selon la loi jointe Eq. (8.25) :

(> ;N —1) (A — M) ,
Ps(\, . Ay) = C i [T LN >0,V 10.2
(M N) N HZ )\3/2 1 PN ( )

Cette distribution est tres différente de celle des valeurs propres d’un mélange statis-
tique aléatoire de Hilbert-Schmidt que I'on a étudié dans le chapitre précédent, cf Eq.
(9.8) avec M = N. Les matrices densité aléatoires de Hilbert-Schmidt constituent ce
qu’on appelle I'ensemble corrélé aléatoirement, cf section 8.2.1 et Eq. (8.8).

Au chapitre précédent 9, j’ai présenté le calcul de la distribution de I'entropie généralisée
¥, = >_; A} pour des états aléatoires de Hilbert-Schmidt, ie quand les valeurs propres
sont distribuées comme (9.8) avec M = N. Dans ce chapitre, je présente des résultats
que j’ai obtenus récemment (et qui ne sont pas encore publiés) sur la distribution de
la pureté Xy = > \? pour des états aléatoires de Bures, c’est-a-dire pour des
valeurs propres \; distribuées selon Eq. (10.2).

Commencons par une remarque sur les valeurs propres de Bures. La distribution
(10.2) peut se récrire :

P\, Ay) = Dy § (Z A — 1) gj:’zij; _A:)kl)/? (10.3)

187
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avec Dy = Cy 2V/2. Cette distribution de valeurs propres peut en fait aussi étre obtenue
par un modele & deux matrices aléatoires comme expliqué par Osipov et al [0SZ10].
Ils montrent en effet que la densité de probabilité des matrices densité aléatoires de Bures
o peut s’écrire comme une double intégrale de matrices :

5 T
o / dA / dH ¢~ Tr[AATHH AAT] 5 <p— TﬁlAT) (10.4)

ou A est une matrice N x N et H une matrice hermitienne N X N.

I1 est intéressant de noter que la distribution des valeurs propres de Bures (10.3) est
aussi la méme distribution que celle des valeurs propres du modéle de matrice O(n)
pour le cas n = 1 (dans ce cas le modele O(n) est un modele a deux matrices) avec
seulement en plus la contrainte > . \; = 1. Le modele O(n) introduit initialement par
I. Kostov [Kos89] est défini par sa fonction de partition Z qui s’écrit sous forme d’une
intégrale de matrice :

Z = / AMdA,...dA, e s MV ODM (Af+43)] (10.5)

ou les matrices M et A; sont des matrices hermitiennes de taille N x N et V(M) est
un potentiel polynomial. L’intégrale gaussienne sur les matrices A; peut étre calculée.
Ensuite M peut étre paramétrisée par une transformation unitaire et ses valeurs propres
et 'intégrale sur la matrice unitaire peut se calculer. Finalement Z devient une intégrale
sur les valeurs propres \; :

- A
/H J<k kn>/2 6_% > V(N) (106)
] k )\ + )\k)

Sous cette forme le modele peut étre étendu a n réel (non nécessairement entier).
Pour le cas particulier d'un potentiel linéaire V/(\) = X et pour n = 1 (modele a deux
matrices M et A;), si on ajoute la contrainte ), A\; = 1, on retrouve la distribution des
valeurs propres de Bures Eq. (10.3).

Je présente dans ce chapitre des résultats que j’ai obtenus tres récemment (c’est en-
core un travail en cours non publié pour le moment) sur la distribution de la pureté
¥y = >, A7 pour des états de Bures. La technique utilisée est celle du gaz de Coulomb.
Les équations intégrales auxquelles elle conduit sont trop compliquées pour se résoudre
simplement par le théoreme de Tricomi. Il faut pour les résoudre faire appel a des tech-
niques d’analyse complexe comme présentées dans le contexte du processus de Pearcey,
voir section 6.3 et 6.4.

10.1 DENSITE MOYENNE DES VALEURS PROPRES

Le point de départ est la distribution jointe des valeurs propres de Bures Eq. (10.2).
On s’intéresse d’abord a la densité moyenne des valeurs propres.
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10.1.1 Densité moyenne

Dans un de leurs articles [SZ04], Sommers and Zyczkowski donnent (mais sans ex-
pliquer comment ils I'obtiennent) l'expression de la densité moyenne des valeurs
propres de Bures py()\) = & Z£i1<5 (A —\;)). La quantité py(A\)dA est la probabilité
de trouver une valeur propre entre A et A + d\. py(\) est simplement la distribution
marginale d'une valeur propre A. Pour un état de Bures aléatoire, ie une matrice densité
p de valeurs propres \; distribuées selon (10.2), la densité moyenne est donnée par

pNn(A) ~ Np*(AN) quand N — oo (10.7)

ou la densité adimensionnée p* est indépendante de N pour N > 1 et a un support fini
10, L] avec L = 3+/3, elle est explicitement donnée par

1 L L? o L L? o
() = Y e Y e Y e | 10.8
p(x) oy (x + = ) (x 2 ) (10.8)

Le scaling de la densité pour N > 1 donné Eq. (10.7) était attendu car une valeur
propre typique se comporte comme Ay, ~ 1/N pour N > 1 a cause de la contrainte
SV A = 1 (exactement comme dans le cas de Hilbert-Schmidt, cf Eq. (9.11)).

On notera que la densité moyenne (10.8) est a support |0, L], qu'elle s’annule en L
comme /L — z et diverge en 0 comme x~2/3. Cette divergence en z~2/% & l'origine est
spécifique au cas de Bures, dans le cas de Hilbert-Schmidt la divergence de la densité
moyenne a lorigine est en 1/4/x, cf (9.15).

L’expression de la densité peut étre obtenue par méthode de gaz de Coulomb et grace
a la solution de Bueckner pour les équations intégrales du modele O(n) expliquée dans
le contexte du processus de Pearcey section 6.3 dans le cas ou g(z) est polynomial, et
section 10.2.4 dans le cas général. De facon équivalente on peut utiliser ma méthode
(par Tricomi généralisé) cf section 6.4, qui fonctionne pour g(z) quelconque. Le cas de
la mesure de Bures correspond comme le processus de Pearcey au casn = 11ie v =1
dans Eq. (6.56). C’est pourquoi on retrouve des puissances 1/3 dans I'expression de la
densité. Il y a seulement ici en plus la contrainte ) . \; = 1.

10.1.2 Dérivation de ’expression de la densité

Je montre ici comment obtenir I'expression de la densité moyenne (10.8) par méthode
de gaz de Coulomb et avec la solution de Bueckner expliquée section 6.3.

La distribution jointe des valeurs propres de Bures Pg(A1, ...Ax) est donnée Eq. (10.2)
et peut étre vue comme un poids de Boltzmann :

Po(Ar, .. Ay) oc e PHA] (10.9)
ou I'énergie effective associée est

EAN ==Y |y — |+ = Zln|)\ + | avec Z)\ =1 (10.10)

J#k 7.k =
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Les \; interagissent avec une interaction logarithmique de type Coulomb a 2D. Ce
sont les “charges” d'un gaz de Coulomb 2D modifié (avec interaction coulombienne
usuelle In |A\; — A;| et interaction miroir In|\; + A;|), contraintes de rester sur une ligne
(>\z S |R+)

Du fait de la constrainte Zfil Ai = 1, on s’attend typiquement a \; < 1/N quand
N — o0o. On définit alors la densité adimensionnée p(z) :

1 N

p(z) = NZé(x—AiN) (10.11)

Dans la limite N — oo, on s’attend a ce que la densité p(x) tende vers une limite
finie continue.
L’énergie effective devient alors une fonctionnelle de p, dans la limite continue N — oo

on a donc :
Pu(AL, . Ay) ox eV Elel+o(N?) (10.12)

ou lénergie effective E[p] est donnée par :

//dxdxp () In|z — 2|+ = / / dxdz' p(z)p(x’) In |z + 2|

(10.13)

Dans la limite N — oo, la densité (adimensionnée) moyenne est donnée par la densité
p*(x) qui minimise 'énergie E[p] (10.13) avec contraintes [ p =1 et [zp =1, soit :

9 [Elo) + ol f d'pl(a') = 1) + ([ da’ a'p(a’) = 1)]
Ip(x)
olt les termes avec multiplicateurs de Lagrange po; permettent de prendre en compte les

contraintes : normalisation de la densité ([ p=1) et > ;N\, =1 ([xp =1). Eq. (10.14)
se récrit :

—0 (10.14)

p*

oo 1 o0
/ dr'p*(z") In |z — 2| — 5/ dr'p*(2")In|z + 2’| = % + % x=V(x) (10.15)
0 0

V(x) joue le role d’un potentiel externe pour les charges \;. En dérivant par rapport
a x on obtient :

00 * / 1 ee] * /
][ g P ), B _/ g @) V'(x) (10.16)
0 T —x 2 /o T+ 2

La solution p*(z) doit avoir un support fini. On suppose que le support est [0, L],
dans ce cas on sait résoudre avec la méthode de Bueckner (cf section 6.3) ou par ma
méthode avec équations de Tricomi généralisées (cf section 6.4). On impose ensuite les
contraintes et on vérifie que la solution obtenue est bien physique. C’est bien la solution
attendue p*(x).

On applique la méthode de Bueckner expliquée section 6.3 a notre cas particulier
avec g(z) polynomial (g(x) constant en fait) :

2
T=g5, k=3 g(z) = -7 (10.17)
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On détermine d’abord la fonction ¢(z fo dt p ) définie sur le plan complexe sauf
sur le segment réel [0, L] ot ¢ a une coupure. ¢ est de la forme ¢(2) = h(z) + &(2) ou
h est une solution particuliere de Re [¢p(x)] + v ¢(—z) = g(x) pour = € [0, L], et ou g?)
est solution de I’équation homogene Re [¢(z)] + v ¢(—x) = 0. Ici la solution particuliere
(6.62) est simplement une constante :

ha) = -5 (10.18)

Il faut ensuite déterminer les polynomes A(z) et B(z), cf (6.63) tels que ¢(z) =

h(z)+o(2) = =5+ A(2%)do(2) + B(2*)¢1(2) tende vers 0 quand z — oo. Quand z — oo
on a d’apres (6.69) :

o)== 5 ) 1= puan ] £ 40 (3)]

22

+ B(2?) [sm [“ﬂ — + jicos [“2 ] 40 (zﬂ (10.19)

La condition ¢(z) — 0 quand z — oo impose B = 0 (sinon B(z) serait un polynéme
de degré m > 0 et on aurait ¢(z) > O(z*"") quand z — 00) et A(z*) = AL est une
constante. D’ott, d’apres (6.65)

é(2) = % (bo(2) — 1) = ’;1 (2 cos E <w+ g)} - 1) avec sinw :g (10.20)

De plus comme la densité est normalisée a 1, ie [p =1, ona ¢k~ —% quand
z — 00. Donc —1 = —A(z%) ptan [ L = —A(z ) 2L pour p = 2/3, soit :

3v3
L = T\[ (10.21)

Il y a une autre contrainte a imposer, [dttp(t) =1 (ie Y, \; = 1). Quand z — oo,
on trouve

o(z) = /dt& = —% U dtp(t) +/dt,0(t)£ + ] 11 + .. (10.22)

t—z z 22

Comme d’autre part ¢g(z) = 1 — ptan [%} % — %25—22 + ... quand z — oo, on obtient
donc —1 = —p?L?A(2%)/2, et :

241 1o
— L =1 10.23
o (10.23)
Finalement, en combinant les deux équations (10.21) et (10.23) on obtient :
1
L=3V3 et py = 5 (10.24)

Reste a calculer explicitement la densité p*(x) = 7 Im [¢(x)] pour € L. Pour z €
LT (ou LT ={z+i0" : z €]0,L[}), on a w = Z —in avec n > 0, soit e* = L + i—; -1,
cf Eq. (6.67). Finalement :

1

p' (@) =~ Im[g(x)] = £ Tm [(go(2) — 1)) = 2:1[(2—”—@-%”) (10.25)
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soit

2 2
1 L L2 : L L2 :
p*(z) = (— +1/ = — 1) — (— —4\ = — 1) pour z €]0,L] (10.26)

C4n/3 |\ o x? x x?

On retrouve bien 'expression annoncée Eq. (10.8).

10.2 DISTRIBUTION DE LA PURETE

Je présente ici le calcul de la distribution de la pureté 3y = Tr[p?] = S8 A2 a N
grand par méthode de gaz de Coulomb. Ce travail que j’ai effectué tout récemment et
qui n’est pas completement terminé n’est pas encore publié.

La pureté Y, mesure a quel point 'état p = le\il Ai|vi) (v;| est pur. En particulier,
on obtient les deux cas limites :

e Si une seule valeur propre, disons \;, est non nulle, donc égale a 1, alors la pureté
est maximale >y = 1. Dans ce cas I'état du systeme quantique est pur, o est le pro-
jecteur sur |v;,) : 0 = |vi,) (v, |-

e Quand toutes les valeurs propres sont égales, ie A\; = 1/N pour tout j, la pureté
est minimale ¥y = 1/N. L’état quantique est un mélange statistique complet, c’est
une superposition statistique de tous les états de base |v;) avec probabilité égale 1/N.

Dans l’article [SZ04], Sommers et Zyczkowski ont calculé la pureté moyenne (X5) =
(32N, A?) pour un état de Bures aléatoire et 'ont comparée au cas de Hilbert-Schmidt
(qui correspond au chapitre précédent 9). Il ont montré que (3y) ~ % pour N > 1
pour la mesure de Bures par opposition & 2/N pour le cas Hilbert-Schmidt, cf (9.16)
pour ¢ = 2. Dans l'article [OSZlO], Osipov, Sommers and Zyczkowski ont calculé les
moments de la pureté pour des états de Bures. Ils ont aussi montré comment générer
numériquement des matrices densité aléatoires de Bures.

Dans le chapitre 9, j’ai montré comment calculer la distribution complete de la
pureté généralisée X, = ZZ]\LI A! pour des matrices densité de Hilbert-Schmidt. Dans
ce chapitre je montre comment calculer la distribution de 3, pour des états de
Bures aléatoires (ie pour des \; distribués selon a loi Eq. (10.3)) dans la limite NV > 1
avec la méthode du gaz de Coulomb. Je mets en évidence des transitions de phase
similaires au cas de Hilbert-Schmidt. Mais a cause de la forme exacte de la distribution
des valeurs propres les équations intégrales de ce probleme sont plus difficiles a résoudre.

10.2.1 Résultats

Comme dans le cas de Hilbert-Schmidt, on trouve trois régimes pour la distri-
bution de la pureté >, pour des états de Bures aléatoires. Ces régimes sont la
conséquence de deux transitions de phase dans le gaz de Coulomb associé. Dans la limite
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N > 1, on montre que la distribution de la pureté est de la forme :

e~V Pr(s) sil<s<g
P (22 = %) ~d e Nu) g g <5< 5 (10.27)
e NPe(s) g 5 > S
avec S; = % et 50 = [1 + (iN)% + } On rappelle que le symbole &~ indique un

équivalent logarithmique.

J’ai pu calculer explicitement ®;; et ®;;;, je donne leurs expressions ci-dessous Eq.
(10.28) et (10.30). Le calcul de ®; est en cours, c’est un travail en collaboration avec
Gaétan Borot.

J’al trouvé :

B(s) = — 1.
11(s) 5 Y8z 4L +8+

Il 81 15V3 (3f) (10.28)

ou L = L(s) est donné par :

L=1L(s)=

w\x

et

( e ) (10.29)
s—5/2 _ ¢—g

.. 9
Oir(s) = 5 ous =g (10.30)

La distribution de 35 est tres piquée pour N grand. Sa moyenne est donc donnée
par la valeur la plus probable. La valeur la plus probable est donnée par le minimum de

®, il est atteint dans le régime II pour s =5 =5/2 (ie ‘f _,=0). Ainsion a :
(322) D N>1 (10.31)
2 o pour .
On retrouve le résultat de Sommers et Zyczkowski [SZ04]. Ils ont montré en effet que
2
(%) = % ~ 5% pour N grand.

Pres de son minimum s = 5/2, la fonction de grande déviation ®;; a un comportement

quadratique ®;7(s) ~ 5= (s — é) , ainsi la distribution de la pureté est gaussienne au
voisinage de sa moyenne :

2 N2 5\° 5
P (22 = %) A exp {— 5% <s — 5) } pour s proche de ) (10.32)

A nouveau la variance de Y5 est donnée a I'ordre dominant en N par la variance de
la gaussienne ci-dessus, soit :

25

Var¥y, = (33) — (3,)% ~ 1N

pour N > 1 (10.33)
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Notre résultat est le méme que celui d’Osipov, Sommers et Zyczkowski [OSZlO]. Ils

ont calculé analytiquement les moments de la pureté pour tout N. En particulier ils
5N2+1 5(5N*+47N2+32)
2N (N242) 4(N212)(N?+4)(N?£6)
pour le moment d’ordre 2 (ils ont en fait dans Iarticle un facteur 2 au dénominateur
de po au lieu de 4 mais c’est stirement une faute de frappe car I'expression générale

qu'’ils obtiennent pour u, quelconque donne un facteur 4), soit pour N grand : Var¥, =
_ _ _ 25NOS—T7TIN*470N2-24 25
H2 = M1 = IN2(NZ12)2(NZ+4)(N2+6) ~ AN3-

trouvent p; = (3y) = pour la moyenne et py, = (33) =

10.2.2 Gaz de Coulomb pour les régimes I et II

Dans cette section, je montre comment calculer en principe la distribution de la pureté
avec une méthode de gaz de Coulomb.
Par définition, la distribution de la pureté est donnée par

:/ dAl.../ dANPB(Al,...AN)cs(ZA?—s) (10.34)
0 0 7

ou la distribution jointe des valeurs propres de Bures Pg(A1,...Ay) est donnée Eq. (10.2)
et peut étre vue comme un poids de Boltzmann Pg(), ... \y) o< e PHAI ol I'énergie
effective associée est donnée Eq. (10.10) Les A; sont ainsi vues comme les “charges” d’un
gaz de Coulomb 2D modifié, cf section 10.1.2.

Dans la limite N grand, les valeurs propres (ou charges) se comportent typiquement
comme Ay, ~ 1/N du fait de la contrainte le\il Ai = 1 (exactement comme dans le cas
de Hilbert-Schmidt). La pureté se comporte donc comme Xy = >~ A7 < %, on notera
¥, = s/N. On définit aussi la densité adimensionnée p(z) = + >, 6(z — A;N).

On s’attend a ce que p(x) tende dans la limite N — oo vers une limite finie continue.
En fait, comme dans le cas de Hilbert-Schmidt, cette hypothese est valable seulement
pour des valeurs de la pureté pas trop grandes s < s,. Pour s > sy une valeur propre
se détache des autres, elle devient beaucoup plus grande et doit étre prise en compte
séparément en dehors du continuum des autres valeurs propres.

On se place pour commencer dans le cas ou p(x) a bien une limite finie continue.
L’intégrale (10 34) devient une intégrale de chemin dans la limite continue :

(e )= o (fo-) (o) 2r-)  a

ou I’énergie effective est maintenant une fonctionnelle de p :

/ / dxdx' p(x )l 1n|:p+x|—ln|x—x|} (10.36)
Pour N > 1 l'intégrale fonctionnelle (10.35) se calcule par méthode du col :

P (22 = %) ~ 67N2 Es[pel+o(N?) (1037)

ol p. minimise I’énergie effective E[p| qui dépend de s :

//da:da:p ){ ln|x+x|—ln\x—x@
+uol/0 dzp(x) — 1}+,u1[/ooodx:cp(:c)—1}+,u2[/ooodxx2p(x)—s}

(10.38)
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ou fg, p1 et po sont des multiplicateurs de Lagrange qui ont été ajoutés pour prendre
en compte dans la minimisation les contraintes [ p = 1 (normalisation de p), [xp =

Suhi=let [22p=N>, A\ =s (soit Xy = s/N).

OFEs

La densité p. minimise 1’énergie effective, ie | = 0 ou encore :

Pc

> 1
/ dx' pe(z) [ln |z — 2’| — 5 In|z + x'@ = % + %x + % 7 =V(x) (10.39)
0

V(x) joue le role d'un potentiel externe pour les charges \;. En dérivant par rapport a
x > 0 on trouve :

oo / 1 e8] /
][ g Pe@) _/ o L) Vi) (10.40)
0 0

r—x 2 T+ 2 2

olt f est I'intégrale avec partie principale. Ces équations sont du méme type que celles
du processus de Pearcey, plus complexes que des intégrales de Tricomi. On peut en
fait résoudre ces équations explicitement dans le cas d’une densité a support fini [0, L]
avec la méthode de Bueckner, cf section 6.3 ou de fagon équivalente avec une méthode
se ramenant a des équations de Tricomi généralisées (cf section 6.4).

10.2.2.1 Régime 11

On suppose ici que la densité p. solution de I’équation de point col (10.40) a un sup-
port fini [0, L]. On peut alors déterminer explicitement p. avec la méthode de Bueckner.
On montrera ensuite que cette solution est en fait valable sur un régime s; < s < s5 (ou
s1 > 1) comprenant la moyenne de la pureté s ((X2) ~ 5/N). Ce sera le régime II.

Pour résoudre 1'équation (10.40), on utilise la méthode de Bueckner expliquée sec-
tion 6.3 avec g(z) un polynome de degré 1, g(z) = —V'(z) = =& — pp @, et avec v = 1/2
soit p = 2/3.

Les multiplicateurs de Lagrange j19 1 2 et la borne supérieure L sont déterminés comme
fonctions de s par les contraintes fOL pe=1, [zp=1et [2?p= s ainsi que p.(L) = 0.

On trouve :
2
w2 (B JE ) (BB )
e\ L) =— -\ T2 I 2
p T T 22 T x?
5 5
Bz | (L 12 ’ L L2 ’
e S 1 RVl B ER Ve (10.41)
ou
9v3 16
L:L(s):Tf<1— 1—4—5) (10.42)

et ou A et B sont des fonctions de L et donc de s :

A= % (45\/5 - 16L) . B= % (L - 3\/§> (10.43)
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Finalement, une fois bien normalisée la densité de probabilité de Y, s’écrit :

67N2ES [pc}

o ~ ~ —N2®;(5)

P(Xy =s/N) = ] S © (10.44)
La normalisation est en effet donnée par ’énergie dans contrainte sur la pureté s, soit
E[p*] = Es[pe] ou s = 5/2. La fonction ®;;(s) = E4[p.] — Es[p.] est données explicitement

par :

InL 81 15\f
Byy(s) = — (3 ) 10.45
11(s) > 82 4L 8 V3 (1045)
ou L = L(s) est donné Eq. (10.42).
Ce régime existe pour 3—%2 <5< i‘—g En effet L(s) est réel positif seulement pour
s < . de plus pour s < 55 la densité p. devient négative, ce qui n’est pas physique.
On notera 1 = gég

10.2.2.2 Régime I

Par analogie avec le cas de Hilbert-Schmidt, on s’attend a trouver un régime I pour
1 < s < s; avec densité a support [Ly, Ls] ou 0 < Ly < Ly et tel que la densité
s’annule aux deux bords L . Le calcul explicite de la densité dans le régime I peut étre
aussi effectué par un méthode d’analyse complexe -mais pas directement avec celle de
Bueckner. C’est un travail en cours en collaboration avec Gaétan Borot.

10.2.3 Reégime 111

Pour s assez grand, exactement comme dans le cas de Hilbert-Schmidt cf section
9.2.2, la valeur propre maximale devient beaucoup plus grande que les autres
valeurs propres, il faut en tenir compte séparément. On la décrit par A\, = t et les autres
valeurs propres sont décrites par leur densité continue p(\) = 5>, max 0 (A — i) &
support 0, ¢]. Donc, dans la limite N — oo :

P (Xy = S) o e Fsloet’] (10.46)

ol (pe, t*) minimise 'énergie effective Egp,t] :

¢ ¢
Es|[p,t] = 2(N—1)/ dAp(N)In |t — A + (N 1)/0 dAp(A\) In [t + Al

N -1) //d)\d)\’ )[ In |+ \|— ln\)\—X|]

T o U drp(\) — ]+u1 {(N—l)/ d>\)\p(>\)+t—1}

0

+ po [(N — 1)/ AN p(\) + 12 — S} (10.47)

0

ou o, i1 €t pe sont des multiplicateurs de Lagrange.
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Pour N grand, les équations de point col sont données par % =0 et 8E5 = 0. La

premlere s’écrit :

< 1 A+ 1oN\?
AN o) [ |A = N[ = = In A + N|| =——10 AT p2
| axa >{n| e @ e

Injt — A Inft+ Al

10.4
N -1 2(N —-1) (10.48)
En dérivant par rapport a A on trouve :
X) 1 (V)
d)\/ P( / d)\/ A 10.49
][ Va2 Va9V (10.49)

. I T 1 1 1
ot g()\>_N—1{2+’u2>\+t )\+2(t+>\)}

Cette équation peut étre résolue par la méthode de Bueckner avec v = % et une fonction
g(\) non polynomiale, expliquée section 10.2.4.

Le changement de variables A = (v/1 — u? donne

() — _ L fm 3t V1=
gw) =9\ = 55 1{ +M2§\/1_u_2+2§2(a2+u2)+2§(a2+u2)} (10.50)

ot a2 = £5¢ (avec a > 0).

Avec la méthode de Bueckner générale on trouve :

B
p(A=C\1—192 :—smh )+—1tanhncosh(,un)
1
T
a? + y?

=<%+m>{<%>*<i%z>g}
(o * ) {(i—iY * (%)2} 1051

[C sinh (un) + D— tanh 7 cosh (,un)}

1
ou tanhn =y ie e’ = (%) * et ol = 2/3. les coefficients sont donnés par
1 p1 o Apsg 212G
A = — _ B —
TN (\/g 3 ) TN
2 sin (22 2 cos (=22
C, = ( ) , D, = (57) (10.52)
(N—=1)¢ sinf (N —=1)¢ cosf
ol ¢ est défini comme :
t 1
- =V1+a?=— (10.53)
¢ sin 0

soit tanf = 1/a, sinf = W et cos = T
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Les trois contraintes [p=1, [Ap = 375 et [A%p = donnent 1 et flo comme

fonctions de (¢ et ¢ (ou de fagon equwalente ¢ et 0) ainsi que la relation suivante entre ¢
et 6 (out) :

¢? (T 40 (T 20
1085 — 45 BNC2P= ——— 110 - — — 113 -4+ —
85 V3CH+5NC cos 0(sin 6)? S 6 3 + S 6 * 3

~7sin (g + %)] (10.54)

Une seconde relation entre ( et ¢ est obtenue par la deuxieme équation de point col
9Es _ .
ot V-

VT (P) 5 s (%)

N -1
20 2 20
V/ 2 _ 2 in [ 22
+ B { 1+a acos(3)+\/_ a\/gsm(?))]
cos () + % sin (%) N sin (%)
3a(l + a?) av/3(1 + a?)
2 cos (2)sin +sin (2) cosf  3(1+ a®)sin (2) — 2acos (%)

3a(l 1 @) * 3v3a(l + a?)

+C

+ Dy

] (10.55)

S

Dans la limite IV grand et pour S = & avec s fixé les équations (10.54) et (10.55)

pour {t,(} ont deux solutions. La premiere avec ¢t ~ ( < % est la solution du régime II.

La seconde avec t > (, plus précisément ¢ =< ﬁ et ( < %, donne le régime III.

Pour N >> 1, la solution du régime IIT est donnée par a = —— = /N ( V28_5> +

tan @ 3\/5
75v/3—120v/35+321/3s2
144(25—5) + ... donc

3v6 1 1
T V25N N
3v3 1 (3)3/2 (15 — 4s)

=N tavela) st

s—5/2 5 (16s—45
t=CVItal=——n 10.56
(V1ta 1n0 N +161\[(23—5)+ (10.56)

On a maintenant I'expression explicite pour ¢, ( et la densité p. dans le régime III
(comme fonctions de s). On peut maintenant calculer 1’énergie de point col Eg [p., t]. On
trouve & I'ordre dominant en N, que I'énergie se comporte comme Eg [p., t] ~ N3/%eg. La
fonction de grande déviation du régime III ®;;;(s) est donnée par Eg [p., t] — Eg[pe, t]

Soit :
s—5/2 /s—5
2 2

(2s — 5)2

3\/3 (—3232 11205 — 75)] .

rrr(s) = (10.57)

Le scaling N®/? et I'expression de ®;;; sont les mémes que dans le cas de Hilbert-
Schmidt (sauf qu’ici § = 5/2 au lieu de s = 2).
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On a déja vu que la solution du régime II existe pour s; < s < 2 avec 5; = 31 < 3

256
(s =5/2). Le régime III existe pour s > §. Sur l'intervalle 5 < s < i? les deux solutions
coexistent. pour N grand, la solution stable est celle d’énergie la plus basse. La

transition entre IT et III a lieu & s = sy tel que N2®;;(s5) = N32®;;77(s5). On trouve :

1
5 3
1 -

Pour N — oo, la transition a lieu au point s, = § = 5/2.

5y = g T (10.58)

10.2.4 Solution de Bueckner : cas général

Dans son article [Bue66], Bueckner explique comment résoudre I’équation suivante :

L
t t
][ dt oLt + 7/ dt —— o ) = g(x) pour x €]0, L] (10.59)
ol p(z) est une densité continue a support fini [0, L]. Bueckner introduit la fonction ¢(z),
cf section 6.3 :

o(z) = /OL dt% pour z € C\ [0, L] (10.60)

¢(z) est analytique sur C\ [0, L] et s’annule comme —2 quand z — oo (car la densité est
normalisée, ie [ p = 1). Enfin ¢ a une coupure sur le segment réel [0, L] et est solution
de I’équation :
Re[¢p(z)] +vé(—2) = g(z) pour z € LT (10.61)
ou LT ={z+1i0" : 2 €0, L[}
Dans le cas ol g(x) est un polynéme, la résolution passe par des méthodes d’analyse
complexe et est expliquée section 6.3.

En général, quand ¢g(z) n’est pas nécessairement polynomial, la solution de
(10.61) est donnée par une intégrale :

L dt tvVL? — t2

1), 7 ez I EN() = o()in(=0} +en(z)  (10.62)

¢(2) =

ol c est une contante a déterminer et o1 ¢q et ) forment une base de I’équation homogene
Re [¢p(z)] + v ¢(—x) = 0 exactement comme ¢y et ¢; (c’est juste un choix différent de
base) :

cos [ w + 5)]
cos [“2—”}

¢o(z) = et 11(z) = 2sin (%) tan w sin [,u (w + g)} (10.63)

donc ¢y (z) = 2sin (&) (tanw)?e; (2).
La densité est donc donnée par p(z) = ZIm¢(z + i0™) soit

L Pr/ dttm g(t) {v1(w)po(—t) — vo(2)Y1 (=)} +cvi(x) (10.64)

72 2 g2
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olt vg(x) = Imgg(z + 10" et vy(x) = Imepy (z + i0T).

Rappelons que z = x € L* correspond a w = 5 — in ot n > 0. Donc % = sinw =

cosh n, voir (6.67). Ainsi pour x € L7 :

vo(z) = 2sin (7;—”) sinh (un) et wvi(x) = —2sin (%) sin (7 p) %ﬁﬁy) (10.65)
oy = —cos (mp). On a aussi :
cosh(un) B mu\ sinh (un)
Qb(](—l') m et ’Lpl ) =—-2 Sln( B ) W (1066)

Faisons le changement de variable t = Ly/1 — u? dans (10.64). On définit aussi y tel
que x = L+/1 —y2. Avec ces définitions on a y = tanhn et on obtient apres quelques
réarrangements :

pa=L 1—y2>=wfl d—“g<u>(”“)g{€_“" -2 aoen

m(y+1) J4 « 1—u u—y u+y

oy = —cos(mp) et g(u) = g(x) avec x = Lv/1 — u?.
L’expression (10.67) pour p peut également étre obtenue par ma méthode, cf section

6.4.
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- Chapitre 11 -

Nombre de valeurs propres positives

Dans les systemes désordonnés, il n’est pas rare de rencontrer des paysages de
potentiel aléatoire & N dimensions V' (z1,...,xzx) ou {z1,...,xx} représente une config-
uration du systeme (par exemple des spins). Dans ce cas la stabilité d’un point sta-

tionnaire z* = (z7,...,x%) de V, ie tel que g—; .~ = 0, dépend du signe des valeurs
. . . 2 .
propres de la matrice hessienne H de coefficients H;; = % - en ce point. Une
10T

valeur propre \; positive de H caractérise une direction selon laquelle x* est stable, en
particulier si tous les \; sont positifs, * est un minimum local de V/, il est stable. Ainsi
le nombre de valeurs propres positives de la matrice hessienne est crucial pour 1'étude
de stabilité des points stationnaires de V. Bien qu’en général les éléments de la matrice
hessienne H soient corrélés, on peut considérer un modele simplifié ou les élément de H
sont des variables aléatoires indépendantes distribuées selon une loi gaussienne centrée,
c’est-a~dire ou H est une matrice aléatoire gaussienne (cf chapitre 1) : c’est le modele
de matrice hessienne aléatoire (“random Hessian model”). L’étude du nombre N
de valeurs propres positives de H dans ce modele simplifié permet déja d’ obtenir des
informations intéressantes sur la stabilité des points stationnaires.

Dans ce chapitre, j’explique donc comment calculer la distribution du nombre N
de valeurs propres positives d’'une matrice aléatoire gaussienne de taille N x
N (cf section 1.1) dans la limite N grand. Cette étude est un travail que j’ai réalisé
avec mon directeur de these Satya et en collaboration avec P. Vivo et A. Scardicchio
[IMNSV09, MNSV11]. La technique que nous avons utilisée est la méthode du gaz de
Coulomb qui donne acces aux grandes déviations de la distribution de N,. Cependant
les équations intégrales associées au gaz de Coulomb pour ce probleme font apparaitre
des densités a support fait de deux segments disjoints. Dans ce cas la méthode
de Tricomi (cf section 2.4) ne permet pas de résoudre directement ces équations, nous
avons di trouver une autre méthode. Je présenterai deux méthodes. L'une s’appuie sur
I’analyse complexe, cf section 11.2.2. L’autre est une méthode que j’ai trouvée moi-méme,
elle ne fait pas appel a I’analyse complexe mais repose sur I’application du théoréeme de
Tricomi successivement a deux fonctions bien choisies, cf section 11.2.1.

203



204 Chapitre 11. Nombre de valeurs propres positives

11.1 INTRODUCTION ET CONTEXTE

On considere une matrice aléatoire gaussienne H de 'ensemble GUE, GOE ou
GSE comme définis dans le premier chapitre (cf section 1.1 et Eq. (1.24)) :

P(H)AH « e~ 7™ g1 (11.1)

ou l'indice de Dyson § vaut § = 1 pour le GOE, f = 2 pour le GUE et § = 4 pour
le GSE. On rappelle que dans le cas GOE, H est réelle symétrique (N x N); dans le
cas GUE, H est complexe hermitienne (N x N); et dans le cas GSE, H est hermitienne
autoduale (2N x 2N).

Pour ces ensembles gaussiens, les N valeurs propres \; de H sont réelles et dis-
tribuées selon la loi jointe, cf Eq. (1.27)

Py Av) = By (B) e 22 TT 1A — ) (11.2)

i<j

Dans le cas GSE, on rappelle que H a 2N valeurs propres données par l’ensemble
{1, oor; ANy A1y oo An ) (elles sont deux a deux égales).

On peut se poser la question suivante : connaissant la distribution jointe des valeurs
propres réelles \; Eq. (11.2), quelle est la distribution du nombre de valeurs pro-
pres positives N, ?

Le nombre de valeurs propres positives est par définition :

1 siA>0
/\/+_Ze ou@)\):{osi)\zo (11.3)

0 est la fonction theta de Heaviside, c’est la fonction indicatrice de Ry. Avec la
méthode du gaz de Coulomb, on peut calculer les grandes déviations de la distribution
de M, & N grand. On notera que cette méthode est générale et fonctionne quel que soit
B > 0 dans la distribution jointe des A\; Eq. (11.2), pas seulement pour g = 1,2, 4.

11.1.1 Contexte physique

Avant de rentrer dans les détails des calculs, il est important de préciser quel est
I’'intérét physique de la distribution de N, pour une matrice aléatoire. Cette ques-
tion apparait naturellement lors de I’étude de la stabilité d’un paysage de potentiel
a N dimensions V(xy,...,xy) [Wal04]. Par exemple, dans le contexte des systemes
désordonnés, des verres ou verres de spin, V' ({z;}) peut représenter 1’énergie libre pour
une conﬁguration {z;}. L’étude de stabilité dun tel paysage d’énergie a N dimensions
= 0 pour
tout 7, est stable ou non, il faut déterminer les valeurs propres de la matrlce hessi-

enne H;;, = 8, V_ Si toutes les valeurs propres de H sont positives, le point stationnaire
J O0x;0x )

est stable (minimum local de V, stabilité selon toutes les directions). Si toutes les valeurs
propres sont négatives, le point stationnaire est complétement instable (maximum local
de V). Si NV, valeurs propres sont positives et donc (N — AN, ) sont négatives, le point
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stationnaire est un col, il est stable selon N directions mais instable selon les (N — N)
autres directions. Le nombre de valeurs propres positives de la matrice hessienne est donc
crucial pour déterminer selon combien de directions un point stationnaire est stable.

Dans les systémes physiques désordonnés, le potentiel V' est aléatoire. Dans ce cas
la matrice hessienne H est également aléatoire, mais en général ses éléments H,; seront
corrélés. Pourtant, dans beaucoup de cas on peut déja déduire des propriétés physiques
intéressantes d’'un modele simplifié o la matrice hessienne est aléatoire gaussienne -et
donc a coefficients décorrélés. Ce modele de matrice hessienne aléatoire gaussienne
ou “random Hessian model” a été beaucoup étudié en particulier dans le contexte des
systemes désordonnés. Par exemple Cavagna, Garrahan et Giardina [CGGO00] étudient
la géométrie du paysage de stabilité des points stationnaires pour un modele de spins
sphériques avec interaction a p spins (“p-spin spherical model”), pour lequel la hessienne
est effectivement une matrice aleatoire gaussienne. Ce modele consiste en N variables

réelles s; contraintes par ZZ | 82 = N. L’énergie d'une configuration {s;} est donnée par

E({si}) = =221, < <i, Jir, iy Sir---5i, OU les couplages a p spins Jj, ., sont des variables
aléatoires gaussiennes décorrélées, centrées et de variance J7 iy = T

11.1.2 Gaz de Coulomb a N, fixé

On veut calculer avec une méthode de gaz de Coulomb (cf chapitre 2 pour une intro-
duction au gaz de Coulomb) la distribution du nombre de valeurs propres positives N,
cf Eq. (11.3), pour une matrice aléatoire gaussienne - dont les valeurs propres sont des
réels \; distribués selon Eq. (11.2) avec 3 > 0.

On note P (N = N,) la probabilité de N, . Par définition, cf Eq. (11.3), on a :

d)\l.../ d\y 6 (Ze )P(Al,...,)\) (11.4)

ot P(Aq,...,A\y) est donnée Eq. (11.2). Par symétrie \; — —\; dans la distribution
des valeurs propres Eq. (11.2), la distribution de N, doit vérifier P (N, = N,) =
P(Ny =N —Ny). Donc d'une part (Ny) = N/2, et d’autre part il suffit de se re-
streindre a I’étude de Ny > N/2.

D’apres la définition Eq. (11.3) de N, on s’attend pour N grand & un scaling N, < N
(en particulier par symétrie on sait que la moyenne est (N,) = N/2). On notera donc
N, =c¢N avec 0 < ¢ < 1. Par symétrie ¢ — (1 —¢), il suffit de se restreindre a ¢ > 1/2.
On notera que dans la limite N — oo, P(N,; = ¢N) devient une fonction continue de la
variable 0 < ¢ < 1 (et non plus une probabilité discrete pour l'entier A, ).

+oo

P =)= [

oo

La distribution jointe des valeurs propres d'une matrice gaussienne Eq. (11.2) se récrit
comme un poids de Boltzmann & température inverse [ cf Eq. (2.9) :

P\, ..., Ay) oc e PENTAY (11.5)
1
N ==Y In|n - Aj|+§ZA§ (11.6)

1<j
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Le terme logarithmique est exactement l'interaction (répulsive) de Coulomb a 2D.
Les \; peuvent donc étre vues comme les positions sur une ligne (\; € R) des charges d’'un
gaz de Coulomb a 2D. Ces charges sont de plus dans un potentiel externe harmonique

(\2/2).

Dans la limite N — oo, on s’attend a un comportement typique des valeurs propres

Ai <X VN |cf Eq. (2.15). On rappelle en effet que si on suppose un comportement typique
Ai < N® pour un « réel, alors on peut introduire les variables adimensionnées z; = \;/N®
et récrire I'énergie effective (11.6) sous la forme :

N(N —1) N2, A
Ex[{\}] :—aﬁln]\f— Z In|z; — x| + 5 sz ;T = g (11.7)

1<i<j<N i

Le premier terme _O‘W In N est une constante qui peut étre absorbée dans la

constante de normalisation de la probabilité Eq. (11.5). Dans la limite N — oo, les
variables adimensionnées x; sont indépendantes de NN. Ainsi, comme on a vu au pre-
mier chapitre, on s’attend a ce que le second terme (interaction coulombienne) soit
d’ordre — 7, oy Infz; — ] < N?, cf section 2.1.2. Le troisitme terme (potentiel

harmonique) est quant & lui d'ordre 2% 37, 22 < N'*22. Pour équilibrer les différents
termes de I'énergie effective (Coulomb et potentiel), il faut donc que N1*2* < N? soit

a=1/2ie \; < VN.
On introduit alors la densité adimensionnée
N
1 Ai
r)=—=>» dr—x), xm=
dans la limite N — oo on s’attend a ce que la densité adimensionnée p(z) tende vers
une limite finie continue. Dans ce cas, I'énergie effective En[{\;}] s’écrit dans sa version

continue & N > 1 comme une fonctionnelle de la densité continue p(z) et P(N; = ¢N)
Eq. (11.4) devient une intégrale de chemin sur la densité p(x) :

(11.8)

P (N, =cN) x / Dp(x) 6 ( /_ :O dz 0(x)p(z) — c) e~ PN Blel+O(N) (11.9)

ou on integre sur les densités p(z) normalisées a 1 et ou I’énergie effective adimensionnée
est donnée par :

+o00 1 +o0 +o0
Elp] = 5/ dx 2*p(z) — 5/ dx / dr’ p(z)p(z") In|z — 2| (11.10)

Pour N — oo, 'intégrale fonctionnelle Eq. (11.9) peut étre évaluée par méthode du

col :
P (Ny =cN) o e AN Eelee] (11.11)

ou p.(r) minimise ’énergie effective E.[p] donnée par :

E.[p] = —%/dx/da:' p(x)p(x') In|z — 2| —i—%/daszp(x)

+ 1o (/ dz p(z) — 1) + (/ dz 0(x)p(z) — c) (11.12)
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Des termes avec multiplicateurs de Lagrange po et py ont été ajoutés pour prendre
en compte dans la minimisation les contraintes [ p = 1 (normalisation de la densité)
et [dxO(x)p(x) = c (ie Ny est fixé & la valeur Ny = ¢N).

Le gaz de Coulomb associé a notre probleme est donc un gaz de Coulomb en
présence de la contrainte N, = ¢N et a température nulle (& température inverse
effective BN? — 00). 1l est décrit par la densité de charge continue (et adimensionnée)

pe().

La densité optimale p. minimise 1’énergie effective donc é‘sp%) N =0, soit :
/dx’ pe(2") In|z — 2’| = %2 + po + p16(z) ,  x € Supp|p.] (11.13)
soit apres dérivation par rapport a x pour x # 0 :
][+OO dx’ % =x , x€Supplp), z#0 (11.14)

avec les contraintes [ p. =1 et [ pb(z) =¢, ie :

/m dz po(z) =1 /Om dz po(z) = ¢ (11.15)

[e.e]

f désigne la partie principale de l'intégrale, cf Eq. (2.22).

A cause de la dissymétrie entre R, et R_, on s’attend ici a une densité p.(z) a sup-
port fait de deux segments disjoints S = [l1, [5|U[Lq, Lo] avec l; <1y <0< Ly < Lo.
Cette affirmation qui peut ne pas paraitre évidente au premier abord peut se deviner
grace a des simulations numériques cf chapitre 14. Les résultats analytiques confirment
cette hypothese des deux supports (en particulier on ne peut pas trouver pour Eq. (11.14)
de solution a un support qui satisfasse les contraintes Eq. (11.15)). Dans ce cas la méthode
de Tricomi ne permet pas de résoudre directement 1’équation (11.14). Il faut trouver une
autre méthode.

Avant d’expliquer comment résoudre (11.14), commengons par quelques remarques
sur les conditions au bord pour la densité p.. Physiquement on s’attend a une densité
pe(z) continue en tout z # 0. En particulier p. doit étre continue aux bords extrémes de
son support, ie en l; < 0 et en Ly > 0. D’out p.(l1) = 0 = p.(Ls). De plus, pour ¢ > 1/2
on s’attend a une accumulation de valeurs propres juste a droite de 'origine. En effet
la contrainte [ LLI *dr p.(r) = ¢ avec ¢ > 1/2 force des valeurs propres qui en moyenne
seraient négatives a étre positives, elles seront donc positives mais peu éloignées de 0.
On s’attend donc physiquement a L; = 0 pour ¢ > 1/2 et p.(x) non nul en x = 0. Dans
ce cas, comme on a supposé les deux supports disjoints, on aura lo < 0 et par continuité
pe(le) =0, cf figure 11.1.

11.2 DENSITE A DEUX SUPPORTS

On cherche les solutions p(z) a support fait de deux segments disjoints S =
Supp(p] = [l1,le] U [Ly, Lo avec I} < Iy < 0 < L; < Ly de I’équation suivante avec
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Figure 11.1 — Densité optimale (adimensionnée) p.(x) avec Ny = c¢N wvaleurs propres
positives (pour une matrice gaussienne N x N ) dans la limite N — oo tracée en fonction
de x pour ¢ = 1/2 (trait plein vert, demi-cercle de Wigner), ¢ = 3/4 (ligne pointillée
bleue) et ¢ = 0.995 (ligne pointillée rouge).

contraintes :

][d:c’ P) o) weS={lblU[Ln L) (b<0< L)
S

r—x
(11.16)

Lo
avec /dxp(x) =1, / dep(z)=c , ce€l0,1]
S L

1

ou g(x) est un polynome a coefficients réels. Pour g(x) = x, on retrouve Eq. (11.14) et
le parametre ¢ = N, /N représente la fraction de valeurs propres positives.

Comme expliqué ci-dessus, on s’attend pour des raisons physiques a une densité p(x)
continue en tout z # 0 et donc & p(l;) = 0 = p(Ls). De plus on a vu aussi que pour
c¢>1/2, on s’attend a L; =0 et p(ly) =0

J’explique dans cette section deux méthodes pour calculer p. La premiere, voir sec-
tion 11.2.1, est une méthode que j’ai trouvée moi-méme, 1'idée est d’appliquer deux fois
Tricomi a des fonctions bien choisies. La deuxiéme, voir section 11.2.2, qui suit une
méthode de E. Brézin, C. Itzykson, G. Parisi et J.-B. Zuber utilisée dans le contexte des
graphes planaires [BIPZ78], s’appuie sur 'analyse complexe, elle est efficace mais a pour
inconvénient la nécessité de deviner la solution.

11.2.1 Double Tricomi

J’explique ici une méthode que j’ai trouvée moi-méme et qui permet de résoudre Eq.
(11.16) en appliquant le théoreme de Tricomi deux fois a des fonctions bien choisies.
On cherche p(x) sous la forme d’une densité a support Supplp] = [l1,ls] U [L1, Lo]



11.2. Densité a deux supports 209

avec [; < ly <0< L; < Ly. On pose

p(x) = (11.17)

p1(x) pour x € [ly,ls]
p2(x) pour x € [Ly, Lo

avec fllf dr p1(z) =1 —cet leQI dx py(x) = c. Dans un premier temps, on supposera
seulement p;(l1) = 0 = po(Ls). Ce n'est qu’a la fin qu'on ajoutera les conditions L; = 0
et P1 <l2> =0.

11.2.1.1 Solution pour g(z) polynomial

L’équation (11.16) s’écrit en termes des densités p; o :

l2 ! Lo /
/ dx’ p1£$ ), —i-][ dx’ p2£$ ), =g(x) , x €Ly, Ly (11.18)
I r—z . T —x
lo / Lo /
][ dx’ P ), —i—/ dx’ pal )/ =g(z) , x€lh,l (11.19)
I r—z . T —x

On remarquera que pour x € [Ly, Ls], fllf dz’ ’;jﬁ—”;//) est une intégrale normale sans partie
principale. De méme pour x € [ly, 5] et 'intégrale sur [Lq, Lo].

L’idée est de résoudre d’abord la premiére équation (11.18) pour ps(x) sur
[L1, Ly] par la méthode de Tricomi, cf section 2.4, comme si p; était connue. On

remplace ensuite dans la seconde équation (11.19).

L’équation (11.18) se récrit :

Lo / l2 /
][ dx’ /)2<:U )/ _ §<x> _ g(ﬂf) _/ dx/p1<xx)/ pour x € [LI’ L2] (1120)
L1 ll

Cette équation peut se résoudre pour ps sur [Li, Ls] par Tricomi avec second membre

g(x), cf Eq. (2.84) :

prle) = e e+ f SR 0] (11.21)

oﬁc:fLLfda:pQ( ) et gz fl da:’p;x.
On peut alors sunphﬁer l’expresswn En effet pour z € [Lq, L], on a :

Lyt \Jt — LIy —t [ 2 L2t \/t — L1/ Ly — t
][ _\/ 1\/ 2 / duPl(U):/ dupl(u)][ _\/ 1\/ 2
L U

LT t—z t—u I L, ™ (t—2)(t—u)
2 L —uVLy —
:/ du py(u) [—1—1-\/1 uvls —u
I r—U
& Li —uV/Ly —
:(c—l)+/ du\/1 uvLs upl(u)
I r—U
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D’ot, pour x € Ly, Lo] :

1 L gt \Jt = T1/Ly — ¢
= 1+4 = t
P (@) T™T = LiVLy — [ ][Ll m t—=z o
2 L —uVLy —
_/ du Y=L L (11.23)
I r—Uu

On veut que p soit continue aux bords de son support global [y et Ly, donc on impose
en particulier py(Ly) = 0. On trouve alors la condition :

Y R R ey
L, T Lz—t LQ—U

et la densité se récrit pour x € [Ly, L] :
L l
? dt t—L t ? L, —
Ly —t (t — ) I V Ly —u (z —u)

On remplace alors 'expression de ps Eq. (11.25) dans I’équation initiale Eq. (11.19)
pour x € [ly,1s] :

1(u) = pa(L2) =0 (11.24)

LQ—I‘
l‘—Ll

pa(x) =

l2 / L2 /
—]{ dx'w +g(z) = /L dx'm =1+J (11.26)

r—X

ou on peut écrire par interversion des intégrales sur x’ et ¢ (ou sur 2’ et u) :
L2 da’ /L —a ][L2 dt [t — Ly g(t)
s — L Ly—t (t—a)(z —2a)
L2 dt [t—L Ly —
< ! 27 (11.27)
L1 s LQ—t(.T—t> Ll—ﬂf

L2 gyt [Ly — o 12 Li—u

o — Ly ), Ly —u (2 —u)(z —a')
][l2 Ll—u ,01 LQ—ZL‘ LQ—U
I \/Lg—u (u—x) Li—=x Li—u
Ly—x [” [Li —u pi(u l2 pi(z')
— dr’ —— 11.28
Ll—ff]z[l Ly —u (u—x) x(:p—x’) ( )

’ pl(:v

Apres simplification (en particulier le terme — fl dx dlsparalt car il est a la fois

dans les membres de gauche et de droite -dans J- de I’ equatlon (11.26)) pour x € [l3,15] :

2 Ly —u pi(
ly,1 11.2
VA et e A I (R (11.29)

Ll—ZL‘+ Lth t—Ll
Lo—x  Jp, @V Ly—t (x—1)

on G(z)=-—
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L’équation ci-dessus (11.29) peut maintenant étre résolue par la méthode de Tricomi (cf

section 2.4) pour f(u) = f; = p1(u) sur [I1, Io] et avec la fonction second membre G(x).

On trouve pour = € [Ly, 5] :

Ly —=x 1 gy o =1l — 2
= C— — G« 11.30
Lg—l‘pl(x) 7T\/$‘—l1\/l2—l‘ |: ]{1 ™  —x ($) ( )

ou C = fllf dx ,/Ll Z p1(z). Pour que p soit continue aux bords, on impose de plus

p1(ly) =0, ce qui donne la condition :

2de [l, —a ,
_/h A G = (11.31)
et la densité p; est alors donnée par :
\/x—ll\/LQ—x ][l2d:c’ ly — 2’ G(2)) € l1.]
—/ x
b—x\NLi—x ), # Vo' =l z—a’ b2

Ll—ZL‘ Lth t—Ll
Lo—x  Jp, 7V Ly—t (x—1)

(11.32)

ou

La fonction G(x) est completement déterminée par g(x). On a donc déterminé p; en
fonction de la donnée g(x). Ici on a supposé seulement p(l;) = 0 = p(Ly). On n’a pas
fait d’hypothese sur les bords intérieurs Iy et L;.

11.2.1.2 Solution pour g(z) =

Revenons & notre probléme de valeurs propres positives. Dans ce cas on a g(x) = z.
On peut donc calculer explicitement G(z) Eq. (11.32). On trouve :

Ly — Ly
2

G(z) = —x (11.33)

D’ou 'expression explicite de py, cf Eq. (11.32) :

1 Jo—=1; |[Lo—x[lo—1; Li— Ly
T - 11.34
W\/l2—$\/L1—x[ T 2 x|,z €[l (11.34)

Les conditions p;(l;) = 0 = pa(Ls), resp. (11.31) et (11.24) imposées plus haut deviennent
dans ce cas particulier C' = (11;2) (Bly + o+ 2Ly —2L) et 1 = %7&) (L1 +3Ls) +
(ll —l2) (3l1 + lg + 2L2 - 2L1) soit :

(Lo — L)
8

1=

I —1
(Ly +3Ly) + ( < 2) (3ly + Iy + 2Ly — 2Ly) (11.35)

De plus on doit avoir fllf dz p1(x) = 1 — ¢, ce qui donne une condition supplémentaire
sur les [; 9 et Ly 9.
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Enfin il reste a imposer des conditions en Iy et L;. Comme on a vu plus haut, on
s’attend physiquement pour ¢ > 1/2 a L1 = 0 et ps(x) non nul en z = Ly. dans ce cas
on aura [y < 0 et par continuité de p (attendue en tout x # 0), on doit avoir p;(ls) = 0.

Finalement on trouve donc :

1 Loy —
p1(x) = ;\/a: —liv/ly — 4/ Q—xx pour x € [ly, 9] (11.36)

avec (11.35) et la condition p;(ls) = 0 pour Ly = 0, soit :

3L3 N (I3 —ls)

1=
8 8

On pose a = —%2 =1+ ﬁ—f d’apres (11.37). On a alors :

l1

av/2 L 1
Ly=L—=—"Y2 -2 L —_r@(1-=), ae,2 11.38
R =TI SN Ol ) BRI | BCIES
Finalement la densité p(z) donnée par pi(x) sur [l1,ls] et pa(x) sur [Ly, Ly] = [0, Ly]
s’écrit :
1 —1 — o) (Ly —
e e e (AT (1139)

avec l; 5 et Ly donnés Eq. (11.38) comme fonctions du parametre a, et ot a = a(c) est

, g .. . ey L .
déterminé implicitement comme fonction de ¢ avec la condition [ dx ps(x) = ¢, soit
apres réarrangement :

1
1—y\/ a—1 7 a—1
d — 2 =—|1- 11.40
/oy\/y YT 2( GQ)C ( )

Le parametre a varie entre 1 < a <2 pour 1/2 < ¢ < 1.

11.2.2 Analyse complexe

On peut également résoudre 1'équation (11.16) par une méthode d’analyse complexe
similaire a celle qu’on a vue section 2.4.2, mais ici pour une densité a deux supports
disjoints S = [l1, 5] U [Lq, Ly|. Le seul inconvénient est qu’il faut plus ou moins deviner
la solution.

11.2.2.1 Solution pour g(z) polynomial

On définit sur le plan complexe la fonction F' :

F(Z) = /+OO dl‘M y A (D, z ¢ \[ll,lg] U [Ll,LQ] (1141)

. 2=

La fonction g(x) est donnée, elle est réelle sur [l1,ls] U[Ly, Ls]. On cherche p. F a les
propriétés suivantes :
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1/ F(z) est analytique partout sur le plan complexe sauf sur les segments réels [, l5] U
[L1, L] ot elle a une coupure.

2/ F(z) ~ 1 quand |z| — oo (car [4p=1).
3/ F(z) est réelle pour z € R\ [ly, 5] U [Ly, Lo].

4/ Lorsqu’on approche de la coupure [ly,lo] U [L1, Ls] on trouve deux valeurs différentes
selon qu’on vienne d’au-dessus ou d’en-dessous : lim o+ F'(z £ i€) = g(x) Fimp(x) pour
x € [l1,ls) U [Lq, Lo] ou p(z) est réelle (a déterminer).

Les quatre propriétés ci-dessus constituent un probleme de Riemann-Hilbert, cf
section 2.4.2. Selon la théorie de I'analyse complexe, il existe une unique fonction F'(z)
qui les satisfait. Si on peut deviner la forme de F' alors on a la solution p(x) :

p(z) = %Im [F(z —i0")] pour z € [ly,1] U[Ly, Ly (11.42)

On a vu qu’on s’attend physiquement (cf plus haut section 11.1.2) a p(l;) = 0 = p(ls),
p(Lg) = 0 et Ly = 0 (ces conditions peuvent aussi se deviner a l'aide de simulations
numériques). On pose Ly = L, l; = —L/a et ly = —bL. Avec ces conditions et connaissant
la forme habituelle des solutions d’équations de type Tricomi, ie des solutions sous forme
de racines associées aux coupures de F' et multipliées par des polynomes, on s’attend a
une densité de la forme :

plz) = \/ =0 = b)e = 2) g (11.43)

T
ou h(x) est un polynome a coefficients réels. On notera Ly = L et a = —Lgy/l; soit
Iy = —L/a et ly = —bL. La condition 4/ suggere de poser sur C \ [—L/a,—bL] U [0, L]
I'ansatz :
L bL)(z — L
F(2) = g(z) — W\/@ +Lja)E+b)E=1) (11.44)
z

En effet, dans ce cas on aura bien pour x € S : F(z +1i07) = g(z) — imp(x).
L’ansatz (11.44) pour F'(z) est bien analytique sur C \ S et réelle sur R\ S. Reste a
imposer la condition 2/ pour |z| — co. Quand |z| — oo on doit avoir F(z) ~ 1/z, d’ou :

1 L 1
= =g(z) —7h “(b—1+-
- =g(z) —7h(2) [wz (( +a)
L2
+3.3; (=1 =2a —a® + 2ab — 2a°b — a®b*) + ... (11.45)

Si g(2) est un polynome de degré n alors h(z) devra étre un polynéme de degré (n—1)
et il faut développer la racine carrée pour |z| — oo jusqu’a l'ordre O(z~"). Ensuite on
identifie les termes du membre de gauche et de droite a tous les ordres en z jusqu’a

lordre O(1/2).
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pe()
oo |
0.8 :*
0.6 }
0.4 }

0.2

0.0

\ \ \ L \ \ L L
-2 -1 0 1 2

Figure 11.2 — Densité optimale (adimensionnée) p.(x) avec Ny = c¢N wvaleurs propres
positives (pour une matrice gaussienne N x N de l’ensemble GUE) tracée en fonction
de x pour ¢ = 0.6. Le trait plein noir est la prédiction analytique : p.(x) est donnée Eq.
(11.49) dans la limite N — oo (elle est indépendante de N ). Les triangles bleus sont des
données numériques obtenues par simulation Monte Carlo pour N = 50, cf chapitre 14.

11.2.2.2 Solution pour g(z) ==z

Considérons maintenant le cas g(x) = x (polynome de degré 1) qui est celui de la
distribution de Ny. Dans ce cas, '’équation (11.45) avec g(z) = z impose que h(z) soit
une constante h et donne plus précisément :

1 L?
Wh:]_, b:]_——’ ]_:
a a2z

(=1 —2a — a® + 2ab — 2a°b — a’b”) (11.46)

On retrouve donc les résultats obtenus par double Tricomi : la densité p est donnée par
(11.43) avec

1 1 av/2
) Q a (@ Va2 —a+1

Reste a imposer la contrainte fOL dx p(x) = ¢, qui donne comme précédemment (11.40).

(11.47)

11.3 DISTRIBUTION DU NOMBRE DE VALEURS PROPRES
POSITIVES N,

11.3.1 Densité optimale

On a vu dans la section précédente 11.2 que la densité optimale p., ie solution de
I'équation de point col (11.14) (ou Eq. (11.16)) avec les contraintes (11.15) est une
densité a support fini fait de deux segments disjoints S = [I;, ls] U [Ly, L] avec [ o
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et Ly o donnés Eq. (11.38) :

2 L 1
LQZL:\/GQCL_—\/_iaH7 Ll:O, llz—g, l2:—L<1—a) (1148)

ol a est une fonction de ¢ donnée implicitement par (11.50). La densité p. est tracée Fig.
11.2 et 11.1, elle est explicitement donnée par (11.39)

pe(x) = 1\/(5”_51)(33 ;ZQ)(LQ“”) .z e [l L) UL, Ly (11.49)

avec l1o et Ly donnés Eq. (11.48) comme fonctions du parametre a, et ou a = a(c)
est déterminé implicitement comme fonction de ¢ avec la condition f0L2 dx pa(z) = ¢, cf

(11.40), soit :
! 1—y\/ a—1 a—1
d — 2 =—1|1- 11.50
/0 Ry , VY Tyt 2( s )c ( )

Le parametre a varie entre 1 < a <2 pour 1/2 < ¢ < 1.

e Considérons le cas ¢ = %, c’est-a-dire quand la moitié des valeurs propres sont

positives, ce qui correspond a la situation moyenne. Dans ce cas a = 1 et on a d’apres
(11.48)
Ly=+2, Li=0, l,=—V2, 1,=0 (11.51)

et la densité est simplement le demi-cercle de Wigner comme en ’absence de con-
trainte sur le nombre de valeurs propres positives, cf Eq. (2.26) :

pe(x) = l\/2 —22 , x€[-V2,V2 (11.52)

pe est alors continue en x = 0 et le double support se réunit en un seul support
connexe, cf figure 11.1.

e Considérons le cas ¢ = 1, c’est-a-dire quand toutes les valeurs propres sont
positives, ce qui correspond a une situation extréme. Dans ce cas a = 2 et on a d’apres

Eq. (11.48)
8 L 2
Loy=1/=, L1 =0, [{j=——=—/=-=1 11.53
2 \/;7 1 ) 1 9 \/; 2 ( )

Le support [ly,[5] disparait, reste seul [0, L]. En effet aucune valeur propre n’est
négative, donc p; = 0. La densité est alors donnée par :

1 /L— L
pe(r) = = v (x + 5) pour z €0, L] avec L = \/g (11.54)

™ T

p. diverge comme une racine en 0% (comme dans le cas général).

e Cas général : Pour 1/2 < ¢ < 1, le parametre a varie entre 1 et 2 et la densité
est non nulle sur deux supports disjoints non dégénérés [—L/a, —L(1 —1/a)]U]0, L]. Elle
s’annule comme une racine en —L/a, —L(1 —1/a) et L. Elle diverge en 0% comme 1/4/x.
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11.3.2 Energie de point col

Pour calculer la distribution de N, on a besoin de lexpression de 1'énergie effective
E.[p] (11.12) minimale, c’est-a-dire calculée pour p = p.. Comme p, satisfait les con-

traintes [¢dx pe(z) =1 et ¢ = fo dz pe(z) = [ dx(x)p.(x) ainsi que 'équation de point
col Eq. (11.13), I’énergie minimale se snnphﬁe sous la forme :

Blod == [ wpe) (5 + ot moe)) + 5 [ o anto

1
= —% - “15 + Z/de 22 po(z) (11.55)

Les multiplicateurs de Lagrange 4, sont calculés en remplacant x successivement
par deux valeurs particulieres, par exemple x = —L/a et © = L dans (11.13) :

2

L
[ s o) e+ Ll = 55+
S

2
/d:p’ pe(’) In|L —2'| = % + o + (11.56)
S

On voudrait trouver une expression un peu simplifiée des intégrales ci-dessus Eq.
(11.56). On a introduit plus haut la fonction F(z) = [ o0 g c(? sur le plan complexe,
cf Eq. (11.41). On a vu que F(z) est donnée exphc1tement ici par Eq. (11.44) avec
h(z) =1/m et g(z) =

On peut donc écrire :

: U dz pe() ln|z—$|} N /m dr ) PGy powrzeR 2> L (1157)

dz . z—x

D’ou, en intégrant 1’équation ci-dessus :

L
/d:c pe(z) In|L — x| — / dx p.(z) In|z — z| = / du F(u) pour z > L  (11.58)
S S z

Or quand z — oo, on a [gdz p(x) In|z — x| ~ Inz [cdx p(x) ~ Inz. En ajoutant

In (%) = — sz dx/x de chaque coté, on trouve une expression dans laquelle il est facile
de prendre la limite z — oo :

L— — g 1
/d;z:pc(:c) In i —/d:c pe() In S :/ du (F(u) - —) , 2> L (11.59)
S L S < z u
donc quand z — o0 :
L— o 1
/dx pe(x) In 7= —/ du (F(u) — —) (11.60)
S L L u
De méme sur | — oo, —L/al, on a :
L ~Lfa 1
/Sd:p pe(z) In /g/z Tl = /OO du <F(u) — a) (11.61)
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Or on a vu que F'(z) est donnée explicitement ici par Eq. (11.44) avec h(z) = 1/ et
g(z) =z, soit pour z € C\ [-£,—L (1 -1 U0, L] :

Fo) =2 - \/(2 Y Lja)z+ (- 1ja)L)(z - L)

z

(11.62)

La détermination de la racine ici est telle que v 22 = z pour z complexe. donc pour

yERy on Y2 =yet \/(-y)?=—y.
On note Wi (z) = F(z) — 1 pour z > L et Wa(z) = —1 — F(—z) pour 2 > L/a, on a
donc :

Wl(:c)::c—l—\/(Hé)(“(l_i)m(m_m, r> L (11.63)

WQ(x):x—l—\/(_H%) (—:c+3(31—%)L)(:c+L)’ x>§

Le signe devant la racine pour W5 est bien — du fait de la détermination de la racine
spécifique choisie pour F(z), cf (11.62). On a alors :

L _ o
/d:p pe(z) In Tl = —/ du Wy(u)
s L L
L o
/daz pe(z) In fatz = —/ du Wa(u) (11.64)
S L/CL L/a
soit comme [ dx pe(z) =1
/d:ppc(:p) In|L — x| :lnL—/ du Wy (u)
S L
L oo
/d:c pe(z) In|L/a+ x| =In (—) — / du Wa(u) (11.65)
S a L/a

Finalement, d’apres (11.56), on obtient donc I’expression suivante pour les multipli-
cateurs de Lagrange /i :

LQ 00
fo + 1 = —7—|—lnL—/ du Wi (u)
L
L? L °
Ho = —@+ln <E) —/L/aduWQ(u) (1166)

Par ailleurs, comme F(z) est définie par (11.41), on a :

1 Jedrap(z) [qdra?pe(z)
F(Z) = ; -+ S 22 + S 23

+ ... quand |z| = o0 (11.67)

car [ p. = 1. Le développement de l'expression explicite de F(z) donnée Eq. (11.62)
permet de déterminer les moments de x. En particulier on trouve :

/daz 2% p.(x) = % (11.68)
s
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On remplace alors Eq. (11.66) et (11.68) dans l'expression de 1'énergie Eq. (11.55)
E.lp] = =% — it + 1 [ dz 2°p.(z), on trouve :

L? 1 1-—
E.[p.] :@(1—c+ca2)—§lnL+( 26) Ina
1-— o o 1
+ M/ du W (u) + f/ du Wi (u) + (11.69)
2 L/a 2 L 8

La densité de probabilité de N, est donnée quand N — oo par la méthode du
col, cf (11.11). Apres normalisation de cette distribution, on trouve :

675N2 E. [Pc]

e~ BN2E1)2[pc] ~e (11.70)

P(N+:CN) =~

ot ®(c) = E.[pc] — Erj2[pc]. Le dénominateur (normalisation) ci-dessus est calculé comme
le numérateur mais en I'absence de contrainte sur N, ie pour Ny = N/2 (ie ¢ = 1/2),
ainsi il fait apparaitre I’énergie de point col sans contrainte £ /5[p.]. On trouve donc :

L? 1 1— 1 In2
@(c):—(l—c—l—caQ)——lnL—l—( C)lna———n—
4a? 2 2 4 4
(1—¢) [* ¢ [ (11.71)
+7/ duWQ(u)Jr—/ du Wi (u)
2 L/a 2 L

ou L = L(a) et a = a(c) donnés par Eq. (11.73) et (11.74). ®(c) est tracée figure 14.5.
Finalement on obtient donc les grandes déviations de la distribution de N
pour N grand :

e AN*2(c) si
PN, = cN) ~ (11.72)

1
2
e AN ®(1—c) si0<c<

ou ®(c) est donnée Eq. (11.71) avec L = L(a) donné par (cf (11.48))

L(a) = a2 (11.73)

vaz—a+1

et oll a est une fonction de ¢ donnée implicitement par (cf (11.50))

1
1—y a—1 7 a—1
d — 2 =—|1- 11.74
/oy\/ y\/y+y+ a? 2< a2)c ( )

On notera que comme toujours avec la méthode du gaz de Coulomb, Eq. (11.72) donne un
équivalent logarithmique (symbole =) de la distribution de probabilité de N, a N grand,
mais pas un équivalent. En effet on a négligé des termes d’ordre N dans I'exponentielle.




11.3. Distribution du nombre de valeurs propres positives N 219

11.3.3 Voisinage de c = %

On veut déterminer le comportement de la distribution de Ay au voisinage de sa
moyenne 5, c’est- a—dlre qu’on veut trouver étudier la grande déviation ®(c) Eq. (11.71)

dans la hmlte ¢ — 3, qui correspond & a — 1 (cf Eq. (11.74)). On pose
1 a—1 ) 1—+1—4e

c:§+5, a2 ZGSOIta:2—€:1+e+2€2+... (11.75)

donc L = v/2+ -5 Bt f +.... Le développement de la condition (11.50) dans cette limite
donne :

1 ! 11— !
g(l—E) (5"‘5)—%:/(13/ Tyvyz—i-y—i-e—/dy\/l—y?
0 0
! 1—y 1
=€ [ dy 11.76
/0 Y VPR tytetJyity ( )

Dans l'intégrale ci-dessus on ne peut pas prendre la limite ¢ — 0 directement car
alors l'intégrale diverge quand y — 0 en *. Pour calculer un équivalent de cette intégrale
quand € — 0, il suffit de regarder comment elle se comporte au voisinage de y = 0, soit
quand € — 0 :

1 T—y 1 1 1
/odyV Y VP Hytetr ViRt /odyﬂ(vy+€+\/§) LT

Cette derniere intégrale se calcule exactement. On trouve alors dans la limite € — 0

1 1— 1 lne
dy /=2 ~ b
fO Y Vo2 tytet/yity ou:

1 1
g(l—e) <§+5)—%~—E;E quand € = 0 (11.78)
soit | 5
5§~ — € ouencore €~ — (11.79)
T Ino

On peut aussi développer dans cette limite L(a) la borne supérieure du support de
la densité optimale

La)=V2+ —+—=+... (11.80)

ainsi que les intégrales des fonctions W; o qui apparalssent dans T'expression de ®(s),
Jo duWi(u) = [Jode Wiz + L —V2) et [ duWs(u) = [J5de Wa(z + Lja —V/2) :

> 1 —1 —
/ duWi(u) =—=+1In2+ (7T )e+ (37T 5) e+ ...
. 2 2 4

* 1 -1 11—
/duWQ(u):——+ln2—<L)e+< 37T)€2+... (11.81)

e 2 2 4

De plus on a
L? 1 (1—¢) 1 In2
4@2(1—c+ca)—§1nL+ 5 lna—Z—T
1 1 ¢ 3 3c) 5 In2

= — ——+ = -+ — - —+ .. 11.82
; (4 2)e+(8+4)6 5+ (11.82)
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avec ¢ = %+5 et 6 ~ —L:E, ie € ~ —’T—‘; d’ou d’apres Eq. (11.71)

In

) 2 42 1
Wes—ﬂ—ﬁ pourc:§+5et5—>0 (11.83)
n

O(c) ~ —
(c) = = 5

Finalement pour N, = % +0Noud << 1l,onalnd=1In (NJFTN/Q) ~ —In N a l'ordre
dominant pour N > 1 et |N, — N/2| = 6N < N. D’ott &(¢c = N,/N) ~ —Z &

T2 s
2 (N+*ﬂ)2
vz 1 et la distribution de N, est gaussienne prés de sa moyenne :

PNy =Ny~ e~ 7w (M-

E)Q
2/  pour

N
N, — 5‘ <N (11.84)

Ce comportement gaussien pres de la moyenne avait déja été montré pour § = 1 par
Cavagna, Garrahan et Giardina [CGGO00]. Comme la distribution de N, est trés piquée
autour de sa moyenne pour N grand, la moyenne et la variance de N, peuvent étre
calculées par méthode du col, seul le voisinage de la moyenne domine. La moyenne et
variance de N sont donc données a I'ordre dominant par celles de la gaussienne (11.84) :

Ny) ~

N In N
5} - pour N > 1 (11.85)

, VarN, ~ G

11.4 PROBABILITE D’UN GAP DANS LE SPECTRE

Grace aux techniques que nous avons développées pour déterminer la solution dune
équation intégrale de type Tricomi quand cette solution est une densité a support fait
de deux segments disjoints (cf section 11.2), nous pouvons maintenant résoudre d’autres
problemes analogues. Par exemple on peut se demander quelle est la probabilité d’un
gap dans le spectre d’une matrice gaussienne, ie quelle est la probabilité qu’aucune
valeur propre ne se trouve dans Uintervalle [(1, (3] pour ¢; < (o.

Le scaling typique pour les valeurs propres d'une matrice gaussienne est Ay, < VIV

quand N > 1 (cf Eq. 2.15), il est donc naturel de poser |y 2 = \/Nwm ol w; est d’ordre

1. On cherche a déterminer la probabilité d'un gap [w; VN, we /N | dans le spectre que
'on notera P(wy,ws). Si on note ¢ la fraction de valeurs propres \; telles que \; > wy
(& droite du spectre) et P(w1,ws,c) la probabilité d’un gap [wivVN,w,v/N] avec
exactement c¢N valeurs propres supérieures & w,\/N, on peut alors écrire :

1
P(wl,wg):/ de P(wy, we, ¢) (11.86)
0

On ne considérera dans la suite uniquement le cas w; < 0 < ws.
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11.4.1 Gap avec proportions fixées

Par définition la probabilité d’un gap [w;VN,w;V N| avec exactement cN
valeurs propres supérieures a wyy N s’écrit :

wl,wg, /d)\l /d)\N )\1,,)\]\7) (1187)

xa(Zm — wy —cN) (Zem (1—C)N>

Quand N — oo, typiquement \; =< v/N. On introduit les variables adimendionnées
z; = A/V/'N et la densité adimensionnée p(z) = + >, §(z—x;), cf Eq. (11.8). On s’attend
a ce que p(z) tende vers une limite finie continue quand N — oo. L’intégrale multiple
sur les \; Eq. (11.87) devient une intégrale fonctionnelle sur p qui peut se calculer a N
grand par une méthode du col (comme dans le cas de N, ). Finalement, en tenant
compte des contraintes, on obtient :

P(wy,ws, ¢) PN Buywy elpe] pour N > 1 (11.88)

ou p, est la densité optimale, ie qui minimise I"énergie effective E.,, 4, c[p] donnée par :

By aunelp :——/dx/dxp 1n|x—x|+;/dxx2p(x)
+ o (/d:cp(x) - 1) 4 </dx9(x—w2)p(:c) —c)

+ o (/ dz O(w, — 2)p(z) — (1 — c)) (11.89)

Des termes avec multiplicateurs de Lagrange i 12 ont été ajoutés pour prendre en
compte lors de la minimisation de 1'énergie les contraintes [ p = 1 (normalisation de la

densité), et [ O(z—ws)p = cet [ O(w;—z)p = (1—c) qui imposent un gap [wi VN, wav/N]
dans le spectre avec ¢N valeurs propres a droite de ws et (1 — ¢)N a gauche de w;.

La densité optimale p. minimise E,, ., [p], ie elle vérifie :

2
/dx’ pe(2") In|z — 2| = % + o + pb(x — we) + pob(wy — ),  x € Supplp] (11.90)

soit apres dérivation par rapport a z pour x < w; ou T > wsy :

—+o00 /
][ dr L) o Supplpd, @ & [wn, ws) (11.91)

/
. T —

C’est la méme équation intégrale que pour le nombre de valeurs propres positives Eq.
(11.14), mais les conditions imposées sur p. ne sont pas les mémes. Ici on a :

400 +o0 w1
/ dzr pe(x) =1 / dx p.(z) = ¢ / dr p.(z)=1—c (11.92)

Discutons d’abord des conditions au bord physiques pour la densité optimale p.(z).
On a supposé w; < 0 < wy. Dans ce cas on s’attend a une accumulation de valeurs
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propres juste au-dessus de ws et de méme juste au-dessous de w;. En effet en moyenne
un grand nombre de valeurs propres sont proches de l'origine quand il n’y a aucune
contrainte. On s’attend donc a une densité p. a support fait de deux segments
disjoints [l1, 5] U[Ly, Ls] avec par continuité p.(l1) = 0 = p.(Lz). Comme on s’attend &
une accumulation de valeurs propres pres de w; 3, on doit avoir Iy = wy et Ly = ws
avec une densité non nulle en w; o.

S’inspirant des résultats dans le cas du nombre de valeurs propres positives, on peut
deviner la solution p. de (11.91) a support S = [l1, w;[UJws, Lo] telle que p.(l1) = 0 =

/)C<L2) :
pele) = \/ L VIC k) IR (11.93)

m\ (z —wy)(x —wy)

ou h(x) est un polynoéme a coefficients réels. Dans la méthode d’analyse complexe ex-
pliquée section 11.2.2; on prend pour F'(z) 'ansatz :

F(z) =2 — \/ ob)E=Ly) 0 (11.94)

(z —ws)(z —wq)

Quand |z| = oo on doit avoir F(z) ~ L car [ p. = 1. Dot h(z) = z 4 Ltle—wi=ws of
8 =3(I] + L3) + 2l Ly — 2(1y + La)(wy + wy) — (wy — wy)? (11.95)
D’ou l'expression de p.(z) pour x € S = [ly, w1 [U|ws, Ly :

pc(:c):l\/(‘”_ll)(LQ_@ ’x+l1+L2_w1_w2

T\ (x —wy)(x — wy) 2

(11.96)

Reste a imposer la condition fj; dx p.(x) = ¢ qui ne peut en fait pas se calculer
explicitement (comme dans le cas de ;). Cette derniére condition associée a Eq. (11.95)
donne [y et Ly a c fixé.

En utilisant Eq. (11.90), on voit que I’énergie de point col (cf Eq. (11.89)) s’écrit :

o e pe(l—c) 1
Ewl,wg,c[pc] = _? - 9 - 9 + Z dx gj‘Qp(g;> (1197)
Pour simplifier, on va supposer dans toute la suite que ‘wl = —Wy = —W ‘ Dans ce

cas, p. Eq. (11.96) s’écrit :

1 (l’—ll)(Lz—.T) 11+L2
pe(T) = - \/ @2 — ) T+ 5 , x € [l1, —w[U]w, L] (11.98)
et Eq. (11.95) devient :
8 = 31} + 3L + 21, Ly — 4w? (11.99)

D’apres Eq.(11.67), le comportement de F(z) (donnée explicitement Eq. (11.94)) en
+00 a lordre 3 en z donne, en utilisant Eq. (11.99) :

I L 1 LL 1212
[arrnior=ue (1) 1 b By
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On peut calculer les multiplicateurs de Lagrange comme dans la section précédente
en utilisant Eq. (11.90) :

LQ LQ 0
u0+u1:——2+/da:pc(:c)ln|L2—x\ = ——2+1nL2—/ du Wi (u)
2 S 2 Lo
2 l2 0
o + po = —51 + /dxpc(:c)ln\ll—:d —§1+ln\ll\ —/ du Wo(u) (11.101)
S i
ot Wi(z) = F(z) — L et Wa(z) = —1 — F(—2), soit :

L R T IR

Wa(z) = 2 — i - \/(x z;)_(i;)h) (:p _b +2L2> L x> (11.102)

Finalement ’énergie de point col Ey, .[pc] = E_y w.c[pe] avec gap [—w\/N ,wV N | avec
¢N valeurs propres & droite de wv/N s’écrit donc, cf Eq. (11.97), B, c[p.] = —(“OJ;’“)C
7(“”“22)(1_6) + 1 [ dzx 2?p.(z), soit :

Lic B(l-c¢ ¢ (1—2¢) c [~
E =22 a7 gL, — 1 ¢
welpe] = ==+ = 5 In Lo 5 n\ll\+2/L du W (u)

2

1 2 llLQ 1 llLQ Z%Lg (]_ — C) &

Iy

La probabilité d’un gap [~wv/N,wv/N] avec exactement cN valeurs propres
a droite de wv/N (et donc (1—¢)N a gauche de —wv/N) est donnée par, ¢f Eq. (11.88) :

P(—w,w,c) ~ e BN 2(we) oy P(w,c) = Eyclpe) — Eoas2lpe

(11.104)

ou Ey [pe] est donnée Eq. (11.103) et ®(w,c) Eq. (11.105). En effet la normalisation
est donnée par ’énergie du gaz de Coulomb sans contrainte (sans gap), soit w = 0 et
c=1/2.

D’apres Eq. (11.103), on a :

L2 1?(1 — 1—
O (w, c) 2726+¥_91an_ (1-¢ In ||

2 2
I I Loy 1 L, [3L3
- 1 12 S e A ')
3 {w ( 6 ) 273 6
e 1— °° 3 In2
+f/ Wi () + C>/ du Wy(u) — 2 — 22 (11.105)
2 /L, 2 0 8 4
ou Ly = L et Iy = —L/a sont des fonctions de w déterminées par les deux contraintes
fﬁ dx p.(z) = c et Eq. (11.99)

L 4(2 + w?)a?
Lo=1L,1, =—— VI et A 11.1
2 i o’ " 3a? — 2a + 3 (11.106)
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N . ’ . L
olt a est une fonction de ¢ déterminée par [ *dx p.(z) = c.
w

e Cas |c=1/2| Dans ce cas par symétrie on aura l; = —Lg, soit a = 1. Alors Eq.
(11.106) devient
=V2+w?, l1=-L (11.107)
La densité (11.98) devient
1 L% —a?
() = — €|-L,—wUw, L 11.108
pel) = | g lal powr & € [, ~wlUw, I} (11.108)

Dans ce cas on a [ dra?p.(z) = w?+ 1 et [[°duWi(u

In(2 +w?). D’ot :

Ew,1/2 [pc] =

w? 3

— tgt

In 2

4

)+ [ duWs(u) = —14+1In2+

(11.109)

La probabilité qu’il y ait un gap [—wv N, w+/N] dans le spectre avec la moitié des
valeurs propres supérieures a wyv N et autre moitié inférieure a —wv N est

donnée par (cf Eq. (11.104)) :

w2
Pl—w,w,1/2) = e N5

(11.110)

e Cas|c = 1| Dans ce cas il n’y a aucune valeur propre inférieure & w+/N. Donc
[y = —w, on note L = Ly. D’apres Eq. (11.99)

8 =w?+4+3L% —

D’apres Eq. (11.98) :

™ r—w

p(z) = L B2 (:c+

On a alors [ dza?p.(x) =
5 | w? 1 1
—5 T % — gwv6 +w? + 2argth [§

oQwL — w? donc L =

L—w

2

3W] +1In2.

w+ 2vVw? + 6
3

) , T € |w, L]

’LU2 w4 o0
%+2T_2_7+2w\/6+w2+2i7w3\/6+w2 et fL duWi(u) =

(11.111)

(11.112)

Ainsi la probabilité qu’il n’y ait aucune valeur propre inférieure a wv/' N est

donnée par (cf Eq. (11.104)) :

P(—w,w,1) & e AN @)

3 108 36

2 4
5
o1 (w) S . e

In6
———ln
2

(—w + m>

(11.113)

La fonction de grande déviation ¢;(w) est croissante sur R. ¢ (w) ~ “’72 quand w — 0o

et ¢1(w) ~ —g}—: quand w — —o0.
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11.4.2 Probabilité d’un gap symétrique

On veut maintenant calculer la probabilité d’un gap [—wv/N,wyv/N] dans le
spectre de valeurs propres sans préciser la fraction de valeurs propres a droite de w et
celle & gauche de —w. D’apres Eq. (11.86), on a :

1 1
P(—w,w) = / de P(—w,w,c) ~ / de e PN W) = BN*®(w,1/2) (11.114)
0 0

La derniere égalité est obtenue par méthode du col quand N > 1. Le point col est
atteint en ¢ = 1/2 car ¢ = 1/2 minimise ®(w, c). En effet, par symétrie, pour un gap
[—w\/ﬁ . wVN |, il y aura en moyenne autant de valeurs propres a gauche de —wy/N
qu’a droite de v/N, soit ¢ = 1/2. D’ott

w2
P(—w,w) ~ e N T pour N > 1 (11.115)

La probabilité d'un gap symétrique est une gaussienne centrée de variance Var w =
1
BNZ*
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- Chapitre 12 -

Valeur propre maximale :
Tracy-Widom

L’objet de ce chapitre et du suivant est la distribution de la valeur propre max-
imale \,.. = max; \; d’'une matrice aléatoire gaussienne. Je présente la preuve d'un
certain nombre de résultats que j’ai déja annoncés au chapitre 3. Le point de départ est
la distribution jointe des valeurs propres d’'une matrice gaussienne, cf Eq. (3.5) :

Py An) = By(B) e 22N TN - NP . A eR (12.1)

1<j

Cette distribution est celle des valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne
de I'ensemble GOE pour 8 = 1, GUE pour 8 = 2 et GSE pour § = 4. Mais on peut
également considérer la distribution (12.1) pour un g > 0 quelconque.

Rappelons pour commencer l'expression de la densité moyenne pour une matrice
gaussienne py(A) = %Zf\;(é()\ — Ai)). Dans la limite N > 1, cette densité est a
support fini [—v2N,+v/2N]. Elle est donnée par le demi-cercle de Wigner, cf Eq. (2.26) :

) 1, ( A
La moyenne de la valeur propre maximale est donnée pour N > 1 par la borne
supérieure du support de la densité, soit :

1
) , p(x)==v2—22 pour N — o0 (12.2)
7r

(Amax) ~ V2N quand N — oo (12.3)

Je montre dans ce chapitre comment j’ai pu calculer la grande déviation droite
(ie a droite de la moyenne) de la distribution de la valeur propre maximale d’une
matrice GUE, ie § = 2 [NM11] dont j’ai déja donné I’expression au chapitre 3, cf Eq.

227
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(3.49). La méthode que j’ai utilisée s’appuie sur une technique de polynémes orthog-
onaux inspirée d'un article de Gross et Matytsin [GM94] dans le contexte de la chro-
modynamique quantique (QCD). Cette méthode m’a permis également de donner une
nouvelle dérivation, plus élémentaire que celle d’origine, de la loi de Tracy-Widom
pour Apax (toujours dans le cas GUE f = 2), cf section 3.2.1. Ce chapitre correspond
essentiellement & mon article récent avec mon directeur de these Satya [NM11].

12.1 IDEE GENERALE ET NOTATIONS

Dans tout ce chapitre, on s’intéresse a la distribution cumulative de la valeur
propre maximale d’une matrice gaussienne de ’ensemble GUE, ie 5 = 2. Cette
distribution est la probabilité que la valeur propre maximale soit inférieure a y, c’est-a-
dire la probabilité que toutes les valeurs propres soient inférieures a y. Elle est donnée
par :

Yy Yy
Py (Amax < V) :/ d)\l.../ dAy P(M1, - Aw) (12.4)

—00 — 00

ou la distribution des valeurs propres est celle de 'ensemble GUE, cf Eq. (12.1) avec
b=2:
P(A, o Av) = By (2) e = T = A))? (12.5)
i<j

Les fluctuations typiques de la valeur propre maximale A, d’'une matrice aléatoire
gaussienne au voisinage de sa moyenne sont décrites par la loi de Tracy-Widom, cf
section 3.2.1 :

lim Py M <z| = Fs(x) (12.6)
N—oo ( N—% / \/5)
ou Fjp est la loi de Tracy-Widom f3, cf section 3.2.1. L’ensemble GUE correspond au cas
£ =2.

La dérivation initiale de cette loi par Tracy et Widom [TW94, TWO96] repose sur
I’analyse asymptotique du déterminant de Fredholm du noyau d’Airy, elle est assez com-
plexe. Cette distribution de Tracy-Widom Fj(x) apparait dans d’innombrables contextes,
il est donc naturel de se demander s’il existe une preuve plus élémentaire de cette loi
pour les matrices gaussiennes. Suivant la suggestion de mon directeur de these Satya,
j’ai pu m’inspirer d’une technique développée par Gross et Matytsin [GM94] dans le
contexte de la QCD et dériver de fagon relativement élémentaire la loi de Tracy-Widom
dans le cas GUE, ie g = 2.

Cette méthode permet en fait également de calculer la grande déviation a droite de
la moyenne de A\..,. Les grandes déviations décrivent les fluctuations de la valeur propre
maximale d’ordre v/N autour de sa moyenne V2N, elles décrivent des événements rares,
loin de la moyenne, cf Fig. 12.1.

12.1.1 Méthode de Gross et Matytsin

Je présente ici 'idée générale de larticle de Gross et Matytsin [GM94] dont nous
nous sommes inspirés.
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-~ >~ Tracy-Widom

N—1/6

grande déviation
a droite

I
I
/2N 0 2N A
Figure 12.1 — Densité moyenne des valeurs propres d’une matrice gaussienne du GUE
pn(X) comme fonction de A (ligne pointillée noire) : py est donnée par le demi-cercle

de Wigner, elle a un support [—,/%, %]

. La moyenne de la valeur propre maximale

est donnée par (Apax) ~ w/% dans la limite N — oo . La distribution de Ay.x pres de

sa moyenne sur une échelle d’ordre N=Y6 est décrite par la loi de Tracy-Widom Fs(z)

(trait plein rouge). Par contre les fluctuations d’ordre /N sont décrites par les grandes
déviations a gauche (trait plein vert) et a droite (trait plein bleu).

Dans la théorie de Yang-Mills a 2D continue sur une sphere (avec groupe de jauge
U(N)), la fonction de partition peut étre écrite comme une somme multiple :

ZAN)= >, [T (- ny)2e@2Ems (12.7)

ni,ng,...,nn=—00 1<i<j<N

ou A est la surface de la sphere. Dans la limite N — oo, I’énergie libre In Z présente,
quand on varie le parametre A, une transition de phase du troisieme ordre au point
critique A, = 72. Cette transition est connue sous le nom de transition de Douglas-
Kazakov [DK93].

Pour A > A, le systeme est dans la phase de “couplage fort”, tandis que pour A < A,
il est dans la phase de “couplage faible”. Pour une valeur de N grande mais finie, il y a
un régime intermédiaire (crossover) de passage d’une phase a I'autre. Gross et Matytsin
[GM94] ont montré qu’au voisinage du point critique, il existe une limite de “double
échelle” (double scaling limit), définie par A — A. et N — oo mais avec le produit
(A— A.)N?/3 fixé, dans laquelle la partie singuliere de I’énergie libre In Z est solution de
I'équation de Painlevé II (cf Eq. (3.8)).

Gross et Matytsin ont utilisé une technique de polynémes orthogonaux pour anal-
yser la somme multiple (12.7) dans la limite de double-échelle. Ils ont aussi pu analyser
avec cette méthode le régime de couplage faible A < A, et calculer dans ce régime
des corrections non-perturbatives pour I’énergie libre (décroissant comme ~ e *V
et non comme une puissance de 1/N).

En fait une transition du troisieme ordre similaire avec une limite de double-échelle
décrite par une équation de Painlevé II avait déja été observée auparavant dans la théorie
de jauge U(N) a 2D sur réseau et avec action de Wilson [GW80, Wad80, PS90].

Il est intéressant de noter aussi qu’'une telle transition du troisieme ordre a également
récemment été mise en évidence dans un modele de marcheurs vicieux. Dans ce cas une
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correspondance exacte entre la probabilité de réunion des marcheurs et la fonction de
partition de Yang-Mills 2D (12.7) a pu étre établie [FMS11].

Dans notre cas, on veut analyser le comportement asymptotique pour N — oo de
la distribution cumulative de la valeur propre maximale d’une matrice du
GUE, donnée par I'intégrale multiple Eq. (12.4). Bien que ce soit une intégrale et non
une somme multiple, on peut adapter comme on va le voir la méthode de Gross et
Matytsin a notre probleme.

On trouve une transition de phase du troisieme ordre similaire a celle de la fonction
de partition de QCD. Le parametre est ici y (au lieu de A), la transition a lieu a y, =
V2N, qui correspond & la moyenne de Apay. La grande déviation & gauche de la moyenne
y < Y. est similaire au régime de couplage fort de la théorie de Yang-Mills (A > A.)
tandis que la grande déviation a droite y > y,. correspond au couplage faible (A > A.).

Suivant 1'idée de Gross et Matytsin, on peut donc dériver la loi de Tracy-Widom
dans le régime de double-échelle y — y. = V2N, N — oo avec le produit (y—ye) N6
fixé. On peut également étudier le régime y > y. (“couplage faible”) et calculer ainsi un
équivalent de la grande déviation de A,.. a droite de sa moyenne y.. On notera
qu’on calcule bien ici un équivalent de la distribution cumulative Py (Anax < y) et non
pas seulement un équivalent logarithmique (comme on peut l'obtenir par méthode de
gaz de Coulomb).

12.1.2 Notations et scaling

Le point de départ est 'ensemble GUE des matrices complexes hermitiennes H,

aléatoires de distribution P(H)dH o e T(H) G, Jai introduit ici un parametre
supplémentaire o > 0 qui est utile pour les calculs comme on le verra dans la suite.
Pour a = 1, on retrouve ’ensemble GUE habituel. Avec ce parametre «, la distribution
jointe des valeurs propres de H devient :

P (Ao Aw) = Bya e @ Z=M TT (O — M) (12.8)

j<k

2
avec By, = (20)F (27)" 2/ [HnN:1 n!]
Le déterminant de Vandermonde apparait ici a la puissance S = 2 car on considere

le GUE. La méthode de polynomes orthogonaux que ’on utilise, inspirée de 1’ article de
Gross et Matytsin [GM94], fonctionne seulement pour le cas spécifique 5 = 2.

Par définition, la distribution cumulative de la valeur propre maximale s’écrit

ZN (y7 a)
Py (Amax <Y) = =———= 12.9
N ( y) ZN(OO, a) ( )
ou la fonction de partition Zy est donnée par I'intégrale multiple suivante :
1N 2 oy
Zn(y.0) = 5 H/ dh Ty = )? e = (12.10)
=1~ i<k
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La normalisation Zy (oo, a) est telle que By, = 1/ (N! Zy(00, ) ot By, était la
normalisation dans (12.8). On notera qu’avec le changement de variables /a\; — \;
dans Eq. (12.10), on montre a partir de (12.9) que

Zy(y,0)  Zn(yy/a,l)
Py (Amax <y) = Zn(00, @) Zn(oo,1)

(12.11)

Ainsi t et o apparaissent toujours sous la forme de la combinaison t+/c.

Dans toute la suite, on considere la limite N > 1. Pour « fixé, on s’attend (comme
pour a = 1) au comportement typique A, =< VN pour une valeur propre, cf Eq.
(2.15). La densité moyenne avec o > 0 fixé est donnée par :

L L avec *x:g g—xQ
o)~ o (i) e 1) =22 (1212)

Pour aw = 1, on retrouve le demi-cercle de Wigner, cf Eq. (2.26). La moyenne de la
valeur propre maximale est a nouveau donnée par la borne supérieure du support de
la densité, donc dans ce cas

2N
(Amax) ~ \/ — pour N > 1 (12.13)
a

12.2 POLYNOMES ORTHOGONAUX

Dans cette partie, j'introduis la méthode des polynoémes orthogonaux pour calculer la
fonction de partition Eq. (12.10). Comme je I’ai mentionné dans 'introduction, j’adapte
ici une méthode développée par Gross et Matytsin [GM94] pour évaluer la fonction de
partition dans la théorie de Yang-Mills a 2D, cf Eq. (12.7).

Les polynémes orthogonaux sont tres utiles pour se débarrasser du déterminant
de Vandermonde au carré dans la distribution jointe des valeurs propres (12.8). Un
déterminant de Vandermonde peut en effet s’écrire J],_ j<)\j —\;) = det ()\g_l)i,j =
det (pj-1(Ai)); ; ot p;(A) = N + ... est n’importe quel polynome de degré j et de coef-
ficient dominant 1. L’idée est de bien choisir ces polynomes p; de facon a simplifier au
maximum le calcul de I'intégrale multiple Eq. (12.10).

On définit I'opération (f,g) — (f,g) sur les couples de polynomes (f, g) de la fagon
suivante :

(f,q) = / T e F (g (12.14)

—00

de polynémes orthogonaux par rapport a l'opéra-
—a)?

On considere une famille {p, }, -,
tion (12.14), c’est-a-dire par rapport au poids gaussien e sur U'intervalle | — oo, y|. La
différence avec les polynomes de Hermite qu’on a rencontrés section 2.3.2 est que l'in-
tervalle considéré est ici | — oo, y] et non R tout entier. Sans restreindre la généralité, on

peut définir les polynomes p,(\) de degré n tels que le coefficient dominant de p,, soit 1,
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i.e. pp(A) = A" + ... Ces polynomes satisfont la relation d’orthogonalité (p,,p,,) =0
pour tous n # m. On note h,, = (p,, p,). Alors on a

On notera que p,(A) et h, sont des fonctions de a et y, i.e. p,(A) = p, (A|y, @) et
hyp = ho(y, @).

On peut facilement calculer les p,(\) pour les petites valeurs de n, pour a > 0 et
y fixés, mais I'expression de p,, est de plus en plus compliquée quand n augmente, et il
n’est pas possible en général de trouver une expression analytique explicite de p,, pour
n arbitraire (sauf dans la limite y — 00). Pour les premieres valeurs de n on trouve :

2

pN) =1, p(A)=A+ \/ﬁ[le—i—(:if(y\/a)] (12.16)
En particulier on a donc
ho = (polpo) = 2\\//_— [ erf(y\/_)]
2y e 4+ [+ erf(yy/a)] - =2
hi = (pilp1) = 1032 Veliertyy/)] (12.17)

Dans la limite y — 0o, on retrouve comme attendu les polynémes de Hermite (& une
constante multiplicative pres) ;

1
pzzv—%; hoz—ﬁ,hl—ﬁ Vi (12.18)
«

p0:17 plz)\u —2043/2’ Q_W

12.2.1 Fonction de partition

On va voir dans cette partie que la fonction de partition Zy(y, @) donnée Eq. (12.10)
peut étre exprimée en fonction des h,. Par combinaison de lignes, on peut écrire le
déterminant de Vandermonde sous la forme :

TTOw =) = det (7). = det (p;-1(\)), (12.19)
i<k

Ainsi la fonction de partition devient :

Ny, a N'H/ dh [Ty =) e Dl M

i<k

N)\Q

1 Y -
— _Nl H/ d)\z det (pjfl<)\z))l7] det <pl71()\k>)k,l e Zz 1N
=17~

Yy
= det {/ e pi—l()‘)pj—l()‘):|
oo iy

N-

= det ((pi—1|p;— 1)) = det (; jhi—1) h; (12.20)

=0

,_.
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ou on a utilisé la formule de Cauchy-Binet pour passer de la deuxieme a la troisieme
ligne, cf le livre de Mehta [Meh91].

On notera que pour cette étape il est crucial que g = 2. La fonction de partition
s’exprime donc simplement comme le produit des h,, pour 0 <n < N —1:

N-1

Zn(y,a) = [ bnly, @) (12.21)

n=0

Le but de la partie suivante est de trouver des relations de récurrence pour les
polynomes orthogonaux et donc les h,, afin de les calculer et d’analyser leur produit
Zn (12.21) dans la limite N — oo.

12.2.2 Relations de récurrence

En général pour des polynomes orthogonaux on peut écrire une relation de récurrence
de la forme :

ADn(A) = Prgs1(A) + Snpr(A) + Ry pr1(N) (12.22)

ou S, et R, sont des coefficients réels. La relation vient du fait que p,, = \" + ... et que
(pn|g) = 0 pour tout polynoéme ¢(\) de degré strictement inférieur a n. Les coefficients
S, et R, sont implicitement des fonctions de « et y, i.e. S, = S, (y,a) et R, = R,(y, a).

Montrons d’abord que les coefficients R, et S,, peuvent s’exprimer a partir des
hy. A partir de ’équation (12.22), on montre que (p,_1|Apn) = Rn (Pn_1|pn-1) = Rn hn_1.
D’un autre coté on a (p,—1|Apn) = (Apn_1|pn) = (Pn + Sn-1Pn-1 + Ru_1Pn_2|pn) =
(Pnlpn) = hyn. Dot Ryhy—q1 = hy, soit R, = hy/hy 1.

D’autre part, de I'équation (12.22) encore, on tire (p,|A\p,) = Sy, (Pn|pn) S0it (pn|Apn) =
Sy hy,. Par définition de l'opération (..|..) et apres une intégration par parties on trouve :

1 2
—ay®, 2 —
526 " Pay)

1 Ohn(y, @)

Y
_ —a)? 2 _ o
alia) = [ dre a2 () = T

—00

(12.23)

La derniere égalité vient de la définition de h,,. En effet, comme h, = [ d\ e p2 (),

on a ah%(g’a) = efayQP% (yly, a) + 2<pn|%>- Mais on a (pn|aaiy"> = 0 car % est un
polynéme de degré strictement inférieur a n (puisque p, (A|y,a) = A" +...). D’ou finale-
Ohn (y,a . nhy
ment _iia(g ) = (Pn]Apn) = Sy, By, s0it S, = —5= alayh .
On a donc bien obtenu R, et S,, en fonction des h,, :
hn(y, c) 1 0lnh,(y, a)

R.(y,a) = Sn(y,a) = (12.24)

hn—l(yaa) ’ _2a ay

En itérant la relation de récurrence h, = R, h,_; (12.24) a partir de n = 1, on peut
maintenant écrire h,, en fonction des Ry, :

By = (ﬁ Rk> ho (12.25)
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En remplagant 'expression de h,, dans (12.21), on voit que la fonction de partition
Zn s’exprime comme un produit des R,. Si on détermine les R,,, on pourra donc
évaluer explicitement la fonction de partition.

La prochaine étape est de déterminer les R,,. Pour cela, on va commencer par dériver
des relations de récurrence pour les R, et les S,,. On a

Ohn  ODalpn) [V L _axt 2 2y
O O /_OOCM@ AP (A) = = (Apa|Apn) (12.26)

ot on a utilisé le fait que (p,,| %%ﬂ = 0 (en effet %%Z est un polynome de degré strictement

inférieur a n donc on doit trouver 0 par orthogonalité). D'un autre c6té, on trouve a
partir de (12.22) :

<)\pn|)\pn> = <pn+1 + Snpn + Rnpnfl‘anrl + Snpn + Rnpn71>
= hn-l—l + Sihn + Rihn—l
hy (Rot1 + Sp+ Ry) (12.27)

D’ou, d’apres (12.26) et (12.27) :

olh,

e R, + R,y + 52 (12.28)

On peut alors éliminer h,, des relations (12.24) et (12.28) pour obtenir un systéme de
deux équations pour R, et S,. En utilisant (12.28) pour n et (n—1), et comme R,, =
hp/hy_1, on trouve — alg% =R, 1— R, 1+52—5%_|. A partir de (12.24), on trouve aussi

mg% = 2a (S,—1 — Sy). Finalement on obtient les relations de récurrence suivantes :
olnR,
Rn+1 = — g + Rn—l - SVQL + SZ*I
o
1 9l R (12.29)
Sp = Sn-1 — — “
' 20 dy

Il n’est pas difficile de montrer par récurrence que les équations (12.29) associées
aux conditions initiales donnant Ry, Ry et Sy (voir ci-dessous Eq. (12.32)) déterminent
de facon unique R, et S,. La condition initiale supplémentaire hy est suffisante pour
déterminer les h,, d’apres (12.25).

Reste a fixer les conditions initiales. Par définition py est un polynome de degré 0 et
coefficient dominant 1, donc po(A|y, ) = 1. Ainsi

ho(y, &) = (polpo) = /y d\ e = %\/g (1 + erf(yva)) (12.30)

—00

De plus Ry(y, ) = 0 car la relation de récurrence (12.22) doit pour n = 0 se ramener a
Apo(N) = p1(A) +Sopo(N), i.e. p1(A) = A —Sp. Par ailleurs a partir de (12.24), on obtient

2

20 0y 2ahy ~Vra(l + erf(yva))

S, = i 01n hy e’ e~

(12.31)
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Maintenant on a donc trouvé Ry, Sy et hg, on peut déterminer Ry avec (12.28) pour
n=0:R =% _ R, — 52 =yS;+1/(2a) — SZ. En résumé, les conditions
initiales sont données par :

RO(yva) =0 ) pO(A|y7a) =1 ;

Yy 5 1/«
ho(y, @) = / e =5y g (L erflyva))
Soly.) 1 9lnhy e eV
a)=—— == -
oLy, 200 Oy 2achyg Vra (1 + erf(yy/a))
1
Ry(y,a) =ySo+ 5— — 5§ (12:32)

2a

12.2.3 Normalisation : limite y — oo

Quand y — oo, on peut calculer explicitement les coefficients S,,, R, et h,. En effet
dans la limite y — oo les polynomes orthogonaux p,, sont simplement les polynomes de
Hermite, cf Eq. (2.59) (a une constante multiplicative pres). Ainsi on peut tout calculer
explicitement dans ce cas. On a hg(oco,a) = [ dAe™* = /T et Sy(c0,a) = 0. Par
récurrence, on montre :

Sn(00,a) =0 R,(00,a) = % (12.33)

Finalement avec (12.25) on obtient

T nl
hy, =1/— 12.34
a (20)" ( )
et donc d’apres Eq. (12.21) :
N N2 N
Zy(o0,a) = (2m)2 20) "2 [[T(n) (12.35)
n=1

qui aurait aussi pu étre calculé directement par intégrale de Selberg. On retrouve bien
ici la normalisation By, =1/ (N!Zy) de (12.8).

12.3 BRANCHE DROITE DE LA DISTRIBUTION DE A
GRANDE DEVIATION

Dans la partie précédente j’ai dérivé un systeme couplé de deux équations Eq. (12.29)
qui, avec les conditions initiales Eq. (12.32) détermine entierement R,, S, et donc h,
et enfin Zy via Eq. (12.21). Cependant ces équations de récurrence sont difficiles a
résoudre en général pour n et y arbitraires (sauf dans limite y — +o0, cf section 12.2.3).
Dans cette partie, je dérive une expression approchée pour Zy et donc pour la dis-
tribution cumulative Py (Apax < y) de Apax, cf (12.9), dans la limite N > 1, ou N
est le nombre de valeurs propres. On va voir que cette expression pour la distribution
cumulative est en fait valable seulement pour y > (Anax) = /2N/a, ¢’est-a-dire que cela
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permet de décrire la branche droite de la distribution seulement.

Pour N > 1 et a fixé, la valeur propre maximale moyenne est donnée par (Apax) ~
/2N/a. On veut calculer les grandes déviations qui décrivent les fluctuations d’ordre

VN autour de la moyenne. On se place donc & cette échelle : on pose |y = sv/N | dans la
distribution de Ap.x et la fonction de partition Eq. (12.9) et (12.10). On prendra ensuite
la limite N — oo avec s fixé.

Avec ce scaling, I'opération (f,g) définie Eq. (12.14) pour les polynoémes dépend
maintenant de N (car la borne supérieur de l'intégration dans (12.14) est maintenant
sV N ). Les coefficients R,,, S, et h, pour un n donné sont de méme des fonctions im-
plicites de N. On peut développer alors ces parametres pour N grand et n fixé. L’ordre
dominant sera donné par la limite y — 400 (voir section 12.2.3) car y = sv/N — oo
quand N — oo avec s fixé. Dans cette partie, on cherche a déterminer la premiere
correction pour N > 1.

On notera que la fonction de partition Zy et donc la distribution cumulative de Ay
sont des fonctions de tous les h, pour 0 < n < N. Notre développement a N grand
donnera donc bien le comportement de la distribution de A, & N grand seulement si
on peut montrer qu’il est valable pas seulement pour n fixé mais aussi pour n d’ordre
N. Cette contrainte sur la validité du développement sera discutée un peu plus loin.
On verra que le développement est en fait valable seulement a droite de la moyenne,

c’est-a-dire pour y > % ie s> \/g . Cette méthode nous permettra donc de décrire la

branche droite de la distribution de Ayax, i.6. Py(Amax < y) oty > w/% et ‘y — %
O(VN).

12.3.1 Développement de R, et S,, a N grand

Commencgons par le développement des conditions initiales a NV grand. Avec le scaling
y = sv/N, les équations Eq. (12.32) deviennent (pour s > 0) pour N > 1 :

1
ho(S\/ﬁ, O[) = \/g — m e*NQSQ —|—

So(sVN,a) = —2\/1%6

1 sm _ Nas?
2a  2Jar.

L’ordre dominant pour N grand correspond a la limite y — oo (voir section
12.2.3) : /T = fj;o dhe " = hg(oo, ). Ainsi, si on néglige les corrections expo-
nentiellement petites quand N — oo, on obtient R,(sv/N,a) ~ R,(c0,a) ~ 5o et
S, (svVN,a) < 1.

On veut maintenant déterminer les premieéres corrections a l'ordre dominant.
Guidés par la forme des conditions initiales (12.36) pour N > 1, posons 'ansatz suiv-
ant :

—Nas? +

Ri(sVN,a) = T (12.36)

R.(sVN,a) = % fepe N 4 Su(sVN,a)=d, e NV 4 (12.37)
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ott on s’attend & ce que ¢, = c,(sV'N,a) et d,, = d,,(sv/N, a) soient des polynomes en
sv/N. Ce développement sera valable tant que la condition cn(sx/ﬁ ,a)e N ors® < 5= sera
vérifiée.

Les conditions initiales (12.36) s’écrivent alors :

Y 1
2/ am 2/ am

On remplace R,, et S,, dans le systeme d’équations de récurrence (12.29) par 'ansatz
donné Eq. (12.37). On voit alors que S? et S2_; sont en fait négligeables dans 1’équation
(12.29) qui donne R, .1, ils sont en effet beaucoup plus petits (exponentiellement plus
petits) que les Ri. On obtient ainsi les relations de récurrence suivantes pour les

cn(y, @) et dp(y, a) :

do(y, ) = — (12.38)

co(y,a) =0, c(y,a) =—

n Oa

dy, —d,_1 = (2aycn - %C;) -

n

2 0 (ac,
Cn+1 — Cp—1 = — {_ <ac ) + ayQCn}
(12.39)

D’apres (12.25), h,, est le produit des Ry pour 1 < k < n, il peut donc s’exprimer en
fonction des ¢ pour 1 < k < n. Comme Zy est une fonction des h,,, c’est une fonction
de hg et des R, pour 1 <n < N, on peut donc utiliser I’ansatz (12.37) seulement si

Cn(S\/N, O[)echus2 < i

pour tout n < N (12.40)
200

Dans ce cas on pourra écrire d’apres Eq. (12.25) :

In A, (y, ) = In ho + Zln Ry =1Inhy + Z [ln ( ) 20}?’? e~Nas?

3

3

= Inh,(co0, ) +

1 20zck(y A) | N
- as 12.41
vE Tk c ot (12:41)

ot y = sv/N. Le logarithme de la fonction de partition (cf Eq. (12.21)) In Zy(y, a) =
ZNN;OI In h,(y, @) est donc donné par :
N—-1 n

N
AP

n=0 k=1

2
InZn(y,a) =1In Zy (o0, ) + ack(y, @

)] eNest 4 (12.42)

La premiere correction a l’ordre dominant pour la fonction de partition dépend
uniquement des ¢ (et pas des di) d’apres Eq. (12.42). On veut maintenant résoudre
la relation de récurrence pour les ¢; (12.39). On n’a pas besoin de déterminer les dy.

12.3.2 Solution de la récurrence pour les ¢,

On définit £ et G, de telle sorte que

E=ay’=Nas® et cu(y,a)=——"—= G,(¢) (12.43)
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¢ — oo quand N — oo (car & < N). G, (&) dépend seulement de & = ay? comme
on peut le montrer facilement par récurrence. On a comme condition initiale G1(§) = 1
(car ¢; est donné Eq. (12.38)). La relation de récurrence (12.39) pour les ¢, devient une
relation de récurrence pour les G,, :

Guan®) ~ Goal) = 2{ (6= 3 ) Gul©) + € CLt6) (12.44)

avec conditions initiales Go(£) = 0 et G1(§) = 1. Par récurrence aussi, il n’est pas difficile

de montrer que G,,(§) est un polynéme en ¢ de degré (n — 1) et coefficient dominant
2n—1

(n—=1)!"

On considere la fonction génératrice des {G,,(£)} définie par :

F(&x) =) 2" Gu(€) (12.45)

Les G, (£) s’obtiennent réciproquement a partir de F' par une intégrale sur un contour
dans le plan complexe :

Ga(§) = dr 1 F(¢ @) (12.46)

¢ 2im antl

ou C' est un contour qui entoure l'origine z = 0 de telle facon que les singularités de
F(&,x) (comme fonction de = pour £ fixé) soient laissées hors du contour.

A partir de (12.44) et de la définition de F', on montre que F(&, x) vérifie 'équation
différentielle suivante :

(1- xQ)g—i + ng—g - [x + i 426 — 1} F (12.47)

Cette équation associée & la condition au bord F(£,x) =~ x + O(z?) quand z — 0 (car
G1 = 1) détermine F'(§,x) de fagon unique. On trouve :

€T 26z
F(¢,x) = o= (12.48)

G, () est alors donné par I'intégrale de contour (12.46) ou le contour C' entoure x = 0
de telle facon que x = 1 et x = —1 soient hors du contour.

On veut calculer G,,(€) avec £ = Nas? pour N > 1, s fixé et n = ¢cN avec c fixé,
0<c<1.0na

der 1 dx eV ®e(@)
O = P g P& = P (12.49)
ou ,
2as8°x n
P = —cl = — 12.
() s chnwavec c= (12.50)
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est d’ordre ~ 1 pour N grand quand n = ¢N avec ¢ d’ordre un. Pour ¢ < 1 fixé et pour
N > 1, l'intégrale de contour peut étre calculée par la méthode du col. L’intégrale
sera dominée par le voisinage de z* tel que :

do. 202 n c
_0 _n_c 12,51
dr | . 1 (1+2x*)? Nz* oz ( )

T

Il existe une solution réelle z* si et seulement si s* > 2c¢/a ie s > 2n/(aN). On
veut que cette condition soit satisfaite pour tout n < N, donc on doit avoir s* > 2/q,

i.e. s > y/2/a. Notre méthode décrit ainsi le régime s > /2/a, ie y > 1/2N/a, ce qui
correspond a la branche droite de P(Ay.x < y), ie la région ot Apax est plus grande

que sa valeur moyenne. Notons |y, = \/2N/a| soit s, = 1/2/a le point critique de
validité de notre développement.

2n
1 - Nas?

C doit entourer 0 mais pas 1 et —1, donc on impose —1 < x* < 1. Ainsi nécessairement
le point stationnaire z* est donné par :

Pour y > vy, il y a deux solutions réelles z* = —14 =2 NO‘S [1 + } . Le contour

2
. 14 Nas? ] ] 2n Nas? ] ] 2n (12.52)
= — — — = — — .
n Nas? 2n Nas?
Le point col pour N > 1 donne donc :
1 eNoe(@") 27

Go(8) ~ (12.53)

2 (1 4+ 2 )V1 — 22 \| N|E%| |

avec x* donné Eq. (12.52) et ou

D (2") = as? [1 —y/1- @] —2cIn {\/0‘52 \/0‘52 } (12.54)

et

d*®,
de }x* -

(Fﬁﬂ = -
as® _ o _  [as? as?

Dans cette section on a trouvé l'expression de G, (), cf Eq. (12.53), donc la solution

ey, ) = —#% G, (&) (avec &€ = Nas? = ay?) de la relation de récurrence (12.39) pour
N grand et n = cN avec 0 < ¢ <1 fixé. On a aussi montré que notre développement est

valable seulement pour le régime ol Yor = 1/ 2 = (Amax). On peut maintenant

calculer explicitement la fonction de partition Zy pour y > y.. et N > 1.
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12.3.3 Distribution de \,.. pour N grand

On veut calculer dans la limite N > 1 et pour y > vy, la distribution cumulative
Py Amax < ¥y) = szvv(ﬂ Avec (12.42) et la définition de G,, (12.43), on trouve :
InPy (Amax < vy) =InZn(y,a) — In Zyn(00, @)
et = /N-n
=— 14 2¢ < ) Gn(&) p + .. (12.56)
(R0
Ainsi il faut calculer Iy(§) = ZnN;f (A=2) Go(€) dans la limite N — oo avec
£ = Nas? ol a et s sont fixés. Pour cela on n’a pas besoin d’utiliser 'expression
approchée de G, pour n d’ordre N qu’on a dérivée dans la section précédente Eq.
(12.53). On peut utiliser I’équation qui donne G, comme une intégrale de contour
Gn(§) = ¢, 2 L+ F(, z) et calculer d’abord la somme sur n avant d’estimer l'intégrale
de contour par méthode du col. En particulier on a :
N—-1
der F(&x dx x dx x
> Gal€) 295—.7(5 ) +§1§ N<£ ) :55 e F(¢,2) (12.57)
— ¢ 2imx(x—1) 2im N (1 — x) 2im 2N (1 — z)
F(ga) ezt
z—1) (22—1)v1—22

En effet, I'intégrale de F' sur le contour C' est nulle car la fonction =
n’a pas de singularité a 'origine. D’un autre c6té on a :

G(€) dr [R= 1 dr F(¢,2) oF (1,1 = N,2— N, z)
Ia — _
n f 2w <; nantl (& 2) ;c 2imr N N -1

(12.58)

N-1

n=1

ol »f est une fonction hypergéométrique : »F1(a,b,¢,2) = > ;5 “)’“(b)“k—’? ol (a), =
a(a+1)...(a+ k —1). Pour N > 1 on obtient :

2F1(1,1—N72—N,.T)_ l’k . k 1 1—1{?
N1 _Z—l—kw\f_;ox N T

k>0

B 1 1 19
= N1 + 1= 2)N? + ... (12.59)

Ainsi on obtient quand N — oo :

In(¢) = Ni <N;n) w(&) ~ 515 QZ”N 1 o (12.60)

n=1

De facon équivalente :

N<I>1($)
e 12.61
N§£2W 1+x)2 1—1’)% ( )

ou ¢(z) = % — Inx (voir Eq. (12.50)). Iy est calculée par méthode du col dans la

limite N — oo :

11 x* N (%) 2m
3
2

_ 12.62
N 271 (1 +l‘*) (1 . l‘*)% N ‘d2<1>c ( )
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ou z* est donné Eq. (12.52) avec n = N :

2
2t =—1+as’|1— 1—%]:0‘732[1— 1—%] (12.63)
Ainsi - )
N ~ T o st (ast = 2 N (12.64)
ol
®,(z%) = as? [1— 1—%] —21n{ 0‘752—\/0‘732—1} (12.65)
Finalement d’apres Eq. (12.56), on trouve pour la distribution de Apax :
InPx (Amax < y) =InZy(y,a) — In Zy(c0, «)
I 1t (12.66)

2y/mE
— a32
___¢ N { Vas? eN‘I’l(x*)+1+...}

2WrNas? | VN2v2r(as? — 2)2
Comme ®;(z*) > 0 pour s > S, i.e. as? > 2, le premier terme dans la parenthese
peut étre négligé pour N > 1 :

e—Na52 1

N (x*)
e 12.67
47TN \/Q(QSQ — 2)% ( )

In [PN ()\max S y) ~ -

avec y = sV N. Ainsi on obtient 'expression de la branche droite de la distribution
cumulative de Ay pour N > 1 :

1 2
InPy ()\max < sVN) ~ — o e 2N+0) pour s > \/j (12.68)
4T NV2(as? — 2)2 o
ou la fonction de scaling est donnée par v, (s) = %ﬂx)

On obtient donc l'expression de la branche droite de la distribution de A, ..
dans la limite N — oo (grande déviation a droite) :

—1 2
P ()\max > 5V N) ~ e 2NV+() pour s > \/j 12.69
o 47TN\/§(CY82 — 2)% P o ( )

car Py ()\max < sx/ﬁ) =1-—Py ()\max > sx/ﬁ), et avec

¢+(s)=‘)‘7‘92[,/1—@ +1n{\/0‘82 \/a—32—1} (12.70)
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—InP <)\max = sﬁ)

1500 -
1000 -

Branche droite

500 -

Tracy-:W idom

0 C_ 1 L L L L L L 1 I I | I I I L | L L L L
0 1 5 2 3 s A4

Figure 12.2 — Fonction de grande déviation —InP(Apax = sV N) pour la distribution

de la valeur propre mazimale d’une matrice gaussienne GUE P(Apax = y) dans la limite

N — o0. Pres de la moyenne y = V2N, la distribution tend vers une loi de Tracy-

Widom qui décrit les fluctuations typiques d’ordre N~ au voisinage de la moyenne.

Les grandes fluctuations d’ordre /N (événements rares) sont décrites par les grandes
déviations & gauche ie s < \/2 (en vert) et a droite ie s > \/2 (en bleu,).

En dérivant par rapport a y = s/ N on obtient un équivalent a N grand de la
densité de probabilité de )\, :

JaN e Ve () N oN
P (Amax = Y) ~ iy>/=—, ly—1/=—|=0(KN 12.71
( y)~ Ve —2n) Y |y - (VN) (1271

La fonction de grande déviation —P ()\max = sﬁ) est tracée Fig. 12.2 (la branche

droite est en bleu).

Pour o = 1, on trouve l'expression annoncée au chapitre 3, cf Eq. (3.49). On retrouve
en particulier I'ordre dominant pour N — oo donné par ¥, (s) qui avait été calculé
auparavant par méthode de gaz de Coulomb [MV09]. Notre méthode donne en plus les
premieres corrections a l'ordre dominant et permet d’avoir un véritable équivalent de
P (Amax = t) et pas seulement un équivalent logarithmique.

Voyons maintenant comment cette grande déviation droite (12.69) se comporte au

voisinage de la moyenne, c’est-a-dire quand s — \/g par la droite. Le développement

de ¢, (s) autour de s = /2 avec le scaling y = (/2% + N‘l/Gﬁ soit s = & =
\/g+ N_2/3\/i2—a donne d’apres (12.69) :
1 4.3
(1 =Pxn (Amax <) =Py (Apax > y) ~ e 3" (12.72)

Njw

167x
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D’un autre coté d’apres Eq. (3.18) pour § = 2, la distribution de Tracy-Widom qui

décrit les fluctuations au voisinage de la moyenne pour y = % + NV 6\/% dans la

3

limite N — oo avec z fixé (cf Eq. (12.6)), se comporte comme (1 — Fa(x)) ~ —3 e~3%?
T 2

quand x — oo. Ainsi la grande déviation zoomée pres de la moyenne se recolle de fagon
continue avec la queue droite de Tracy-Widom Fy(z), cf Eq. (12.72).

Dans la partie suivante, je vais montrer comment utiliser la méthode de polynomes
orthogonaux que j’ai introduite ci-dessus pour redériver cette loi de Tracy-Widom pour
le voisinage de la moyenne de Ap.x.

12.4 LIMITE DE “DOUBLE ECHELLE” ET DISTRIBUTION
DE TRACY-WIDOM

Dans cette partie, je donne une dérivation élémentaire de la loi de Tracy-
Widom pour le GUE fondée que une simple analyse de scaling des relations de récurrence

dérivées dans la section précédente au voisinage du point critique y = y., = \/% . Cette
preuve, me semble-t-il, est mathématiquement plus simple que la dérivation d’origine de
Tracy et Widom [TW94, TW96] car elle évite 'analyse asymptotique tres complexe des
déterminants de Fredholm. La dérivation de I’équation de Painlevé II a partir de ’analyse
de scaling des relations de récurrence est dans le méme esprit (bien que tres différente
dans les détails) que 'analyse de la fonction de partition de la théorie de Yang-Mills 2D
sur la sphere par Gross et Matytsin [GM94].

Rappelons, cf Eq. (3.7), que la distribution de Tracy-Widom F;(x) est définie par :

Fol) = exp {_ /j ds(s — x)(f(s)} (12.73)

ou g(x) est solution de I'équation de Painlevé II avec condition au bord ¢(z) ~ Ai(x)
quand x — o0, soit :

¢"(z) = 2¢°(x) + zq(z)
2 a2 (12.74)

avec e quand = — o0

1
q(z) ~ 2/Tzl/ €

A partir de (12.73), on trouve £R72@) — _ 214,

dx?

On veut montrer que dans la limite N > 1 les petites fluctuations typiques de

Amax autour de sa moyenne @/% sont décrites par la distribution de Tracy-Widom.

Pour cela, il faut d’abord trouver la loi d’échelle (scaling) des fluctuations pres de la
moyenne dans la limite N — oo.
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12.4.1 Limite de double échelle

On veut décrire les fluctuations typiques pres de la moyenne de \,.c. On écrit donc

au voisinage de la moyenne % :

M — A/ —— | ~ —— N7 12.75

ou N7 est ’échelle typique des fluctuations et la variable x a une distribution indépendante
de N quand N — oco. Bien str on doit avoir v < 1/2 (pour que les fluctuations soient
plus petites que la moyenne) mais la valeur exacte de v reste a déterminer.

On notera que A\y. apparait toujours dans Py (Apax < y) sous la forme y/a (voir
Eq. (12.11)), on a donc choisi le préfacteur des fluctuations comme 1/v/2a pour assurer
que la variable x soit completement indépendante de .

Une fagon de déterminer ’exposant 7 est d'utiliser la branche droite de la distribution
cf (12.69). La branche droite décrit la probabilité de grandes fluctuations d’ordre v N
a droite de la moyenne. En supposant qu’il y a un recollement continu entre les

fluctuations d’ordre N et d’ordre < v/N, on remplace y par y = sv/N = % +¢%E N7 x

au voisinage de la moyenne dans Eq. (12.69), ce qui donne :

3

Py ()\max <2 L :1:) —1- # ! _ s ANTTE L (12.76)
a V2« Nit3 16mz2

qui est valable pour = > 0, x grand. On suppose que ce comportement est valable encore

pour z pas trop grand, de sorte que (12.76) décrit la queue de la distribution des petites

fluctuations typiques. On s’attend alors & ce que la queue de la distribution (12.76)

exprimée en fonction de la variable x soit indépendante de N dans la limite N — oc.

La puissance de N doit donc étre nulle a I'intérieure de I’exponentielle ainsi que dans le

préfacteur dans Eq. (12.76), d’ou i + 377 =0, soit v = —%.

Ainsi la bonne loi d’échelle pour les fluctuations typiques est la suivante :

2N 1
(Amax - —) ~——NTig (12.77)

ou x a une distribution indépendante de N quand N — oo, qu’on va montrer étre donnée
par la distribution de Tracy-Widom F»(x).

De fagon équivalente, la limite de double échelle est donnée ici par N — oo et
Amax — /2N/a avec le produit (Amax — +/2N/a) N6 fixé. La distribution cumulative
Py (Amax < ) est en général une fonction de deux variables y et N. Mais au voisinage

de la moyenne, soit y — 4/ %, dans la limite y— 4/ % — 0et N — oo, mais en gardant
r =+/2a N6 (y — 4/ %) fixé, la fonction de deux variables devient une fonction d’une

seule variable z :

>\max -V 2N,
InPy [ /a < x] — f(z) quand N — oo (12.78)
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ou encore de facon équivalente :

2N
InPy(Amax <y) ~ f (\/2& N1/6 (y —1/ —)) quand N > 1 (12.79)
a

Il reste maintenant a montrer que la fonction de scaling f est donnée par f(x) =
In Fy(x) ot Fy(z) est la fonction de Tracy-Widom définie Eq. (12.73). En d’autre termes,
on veut montrer que f”(x) = —q¢*(z) ol ¢(x) est solution de I’équation de Painlevé II
(12.74).

12.4.2 Equation de Painlevé et loi de Tracy-Widom

Le point de départ est la distribution cumulative (12.9). A partir de (12.21) on voit
que la fonction de partition Zy vérifie :
Inay, @) Zvna(y, @) ha(y, @)
ZJQV(yaa) hN—l(yva)
On prend le logarithme de 1’équation ci-dessus, d’apres (12.9) on a donc :

Ry (y, a) )

Ry (o0, «)
(12.81)

= Rn(y, a) (12.80)

In [PN+1 ()\max S ?/) + In IPN—l ()\max S ?/) —2In [PN ()\max S y) =In (

Dans la limite de double échelle on substitue la forme attendue (12.79) pour le log-
arithme de la distribution cumulative dans le membre de gauche de (12.81). On a besoin
de calculer InPy41 (Amax < ¥). Remplagant N par (N + 1) dans (12.79) et développant

pour N > 1az=+2a N6 (y— W%) fixé, on trouve :

NPyt (Amax <y) = f (\/ﬁ (N + 1)1/6 <y — M))

«

N74/3
- N34 T 4
f <“””F 6N T 12

~2/3

N
= f@) F N @) + =5 — (@) + O(N ) (12.82)
Remplagant ce résultat dans (12.81) on obtient pour le membre de gauche :

In [PNJrl ()\max S y) + In [PNfl (Amax S y) —2In [PN ()\max S y) = N72/3 f//(.T) + O(Nil)
(12.83)

A partir des Eq. (12.81) et (12.83), on trouve pour N > 1
- By (y, @) By(y, @)
NZ2B (@) ~In [ 52— ) ~In | > 12.84
o~ () ~ o (S s
car Ry(o00, ) = N/(2a) (voir Eq. (12.33)). Ceci suggere que dans cette limite Ry doit
se comporter comme Ry (y,a) = 2 (1+ N5 f”(z) + ...). Plus précisément on trouve

que Ry(y, ) se développe comme suit dans la limite de double échelle :

Ry (y, ) = % (1 + N3 ry(2) + N bro(2) + N™3ry(z) + ) (12.85)
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ou

f"(z) = ri(x) (12.86)

et ro(x), r3(z) ete. décrivent les corrections aux ordres suivants. Ainsi si on peut déterminer
r1(z) dans le développement de Ry (y,«), alors on peut déterminer f(z) en intégrant

r1(z) deux fois. On veut donc maintenant déterminer r;(z) en analysant les relations de

récurrence (12.29) (avec n = N) dans la limite de double échelle.

On sait maintenant, cf (12.85), comment Ry(y,a) se comporte dans la limite de
double échelle. Pour analyser les relations de récurrence (12.29). on a aussi besoin de
savoir comment Sy(y,«) se comporte dans cette limite. Pour que I'ordre dominant de
Ry (y,a) avec x fixé soit compatible avec la seconde équation dans (12.29), il faut que
Sn(y, ) se comporte comme

N-1/6
V2a
ou s1(x) est la fonction d’échelle & 'ordre dominant pour N — oo avec la variable
r =+2a N6 (y — \/g) fixée.

Evaluons d’abord la différence Sy_1(y, @) — Sy(y, @) qui apparait dans Eq. (12.29).
En remplagant N par (N — 1) dans (12.87), on obtient pour N > 1 :

Sn(y, ) = s1(z) + O(N~1/?) (12.87)

N—1/2

Sy_1(y,a) — Sn(y,a) = NeT s)(z) + O(N°/9) (12.88)

Il reste a évaluer la dérivée partielle %Raij\;(ym dans (12.29). A partir de la définition
de 2 = v2a N/6 <y — w/%), on trouve :
OlnRy(y,a) OlnRy(y,a)Ox
y N ox y

— 2 NV Oln Ry (y, «)
ox

— V2a N~V2 ¢ () + O(N/9) (12.89)

Finalement, en remplacant (12.88) et (12.89) dans la seconde équation dans (12.29)
(avec n = N) on trouve :

5 OlnR
)) = S = 2a(Sy-1 = Sx)

V2a (rf(@)N 3+ OV i
= V2a (N3 (@) + O(N 1)) (12.90)

On égalise I'ordre dominant en N~1/2 des deux c6tés, cela donne une relation entre s; ()
et ri(x) :

si(x) =ri(z) ie si(z)=ri(z)+co (12.91)
avec ¢y une constante. A partir de (12.33) et du fait que y — oo quand z — oo, on en
déduit que les deux fonctions 7 (z) et s;(x) doivent s’annuler quand x — oo. Ainsi la
constante ¢y = 0 et on a pour tout z

ri(z) = s1(x) (12.92)
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I nous faut maintenant une derniere relation pour déterminer explicitement r; (ou

s1 = r1). Pour cela on remplace I'expression de Ry (y, o) (12.85) et Sy (y, ) (12.87) dans
la premiere relation de récurrence dans (12.29).

on trouve :

Pour analyser la premiere équation de (12.29) (avec n = N), il faut évaluer M%iﬁ(y’a).
De la définition de z, 2 = /2o N/ (y - ,/%), on déduit 2% = %+%/3 Avec (12.85)

Oln Ry(y, «) _7’{(3:) —1 N3
oo N

o + o o (x) +

[zr](z) — 2r(2)r)(x) + 2r5(z)] + ..

(12.93)
D’autre part, en remplagant N par (N £ 1) dans l'expression de Ry (12.85) et en
développant & N grand avec z = v2a N/6 (y — ,/%) fixé on trouve :

r(x)—1 N-s
Ry-1—Rynq = 1(2)

e
W
S
+
=
Wi

o [—2r1(z) — ar)(z) + 6r(x) + r{(2)] + ...

(12.94)
et de fagon similaire pour Sy, cf (12.87) :

win

N-
S% . — Sa - s1(x)sy(z) + ...

(12.95)
On substitue ces résultats dans la premiere relation de (12.29) et on égalise des deux
cotés I'ordre dominant (N~2/3), on obtient finalement :

N =

xry(z) — 2r(x)ry(z) = 2

1
—3n (z) — %ri(:c) + g'rﬁ”(az) + 251 ()8 () (12.96)
On élimine s;(z) sachant que s;(x) = ry(x), on trouve donc une équation pour r;(z)
2z (x) + 11 (x) = 57{"(:1:) + 671 (2)r] (x) (12.97)
On écrit alors
ri(z) = —u?(7) (12.98)
Eq. (12.97) devient alors une équation pour u(z)
u(u” — 6uy’ — xu’ —u) = —3u' (v — zu — 2u?) (12.99)
Posons W (z) = v”(x) — zu(x) — 2u?(x). Ainsi Eq. (12.99) devient :
aw
u(e) = @) sy (12.100)
x
qui donne apres intégration :
A
W(z) — 12.101
(@)= = (12.101)
ou A est une constante arbitraire. D’ou

(12.102)
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La condition au bord 7 (z) — 0 quand z — oo (d’apres Eq. (12.33)) implique, comme
ri(z) = u?(z), que u(z) — 0 quand z — co. La limite x — oo dans Eq. (12.102) fixe la
valeur de la constante A = 0.

Finalement (12.86) donne f”(z) = ri(z) = —u?(x) ot u(z) est solution de I’équation
de Painlevé II :

u'(z) = zu(x) + 2u’(z) (12.103)

Pour fixer la condition en =z — oo pour u(z), on peut a nouveau se servir du
recollement avec la grande déviation a droite (12.76). En prenant le logarithme dans
(12.76) avec v = —1/6 et comme In Py (Apnax < y, @) = f(x) on trouve :

1 3
flx) ~— = e 3% quand x — 0o (12.104)
16722
3
Dot u(z) = —f"(z) ~ e~ 3%7 47r1\/5 donc quand = — oo

4 1
2/mat/A

Finalement intégrant f”(x) deux fois avec les bonnes conditions au bord quand = —
00, on trouve

w(x) = /—f"(x) ~e 3 (12.105)

f(z) =— /OO ds(s — z)u?(s) (12.106)

ou u(x) est solution de I’équation de Painlevé II (12.103) avec condition au bord (12.105).
En comparant avec Eq. (12.73), on a donc montré que la fonction d’échelle f(z) =
In Fo(x) ot Fa(x) est la fonction de Tracy-Widom (5 = 2). On a donc redérivé la loi de
Tracy-Widom pour le GUE (5 = 2).



- Chapitre 13 -

Valeur propre maximale : grande
déviation gauche

Je poursuis dans ce chapitre I’étude de la valeur propre maximale )., d’une ma-
trice aléatoire gaussienne commencée au chapitre précédent 12. Les fluctuations typ-
iques de Apmayx au voisinage de sa moyenne /2N sur une échelle d’ordre N—'/6 sont décrites
par la loi de Tracy-Widom, cf Eq. (3.6). Les grandes fluctuations de Apax sur une échelle
d’ordre v/N autour de sa moyenne v2N sont décrites par les grandes déviations :
elles représentent des événement rares assez éloignés de la moyenne. Dans le chapitre 12,
j’al montré comment calculer la branche droite (ie a droite de la moyenne Ay > V2N)
de la grande déviation de \... Dans ce chapitre, j'explique comme calculer la branche
gauche de la grande déviation (Apax < V2NN). C’est un travail réalisé en collaboration
avec G. Borot et B. Eynard [BEMNI10] qui s’appuie sur une méthode développée dans
un contexte tres général en théorie des matrices aléatoires par B. Eynard.

Dans ce chapitre, comme dans le précédent, le point de départ est la distribution
jointe des valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne, cf (3.5) :

1<j

Cette distribution correspond aux valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne de
I’ensemble GOE pour f = 1, GUE pour f = 2 et GSE pour g = 4. Mais on peut
également considérer la distribution (13.1) pour un 8 > 0 quelconque. C’est ce qu’on va
faire dans ce chapitre.

On s’intéresse plus précisément a la distribution de la valeur propre maximale A, =
max; \; ou les \; sont distribués selon la loi jointe (13.1) pour un 8 > 0 quelconque. On
a déja vu que la moyenne de A, est donnée par :

(Amax) ~ V2N pour N > 1 (13.2)

L’objet de ce chapitre est le calcul de la branche gauche de la distribution de Ayax,
ie a gauche de la moyenne A\, < V2N et pour un § > 0 quelconque. L’ordre dominant

249
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de la grande déviation dans la limite N — oo avait déja été calculé par la méthode du
gaz de Coulomb [DM06, DMO08| comme je I'ai expliqué section 3.3.1.1. Dans ce chapitre
je montre comment calculer les premieres corrections a l'ordre dominant.

La méthode utilisée ici est une technique développée par Bertrand Eynard pour cal-
culer des intégrales de matrices qui admettent un développement en puissances de N
quand N — oo. Cette technique fait largement appel a 'analyse complexe. J’explique
dans ce chapitre des résultats qui ont été obtenus en collaboration avec Gaétan Borot
et Bertrand Eynard [BEMN10]. Dans l'article, le cas général d'un modele de matrice
avec potentiel polynomial est considéré, ce qui rend les expressions assez lourdes. J’ai
choisi de suivre ici une démarche différente en expliquant en détails dans ce chapitre le
cas gaussien (potentiel quadratique) qui est plus simple et dans lequel on obtient plus
aisément des formules explicites. Cela permet aussi d’expliquer plus simplement 'intérét
de ces techniques d’analyse complexe sur un cas concret.

On notera que dans 'article [BEMN10], la notation utilisée est différente de celle que
j’utilise ici comme dans toute ma these. Le 8 de l'article est égal a I'indice de Dyson
(que j'utilise) divisé par 2.

13.1 IDEE GENERALE ET NOTATIONS

Dans tout ce chapitre, on s’intéresse a la distribution cumulative de la valeur propre
maximale d’une matrice gaussienne \,,, = max; \; ou les \; sont distribués selon
la loi jointe (13.1). La distribution cumulative de A\pax est donc donnée par :

Yy Yy
P O <9) = By(3) [ dhvee [ e B0 A0 (133)
ot A()\;) est le déterminant de Vandermonde des \; :

A =TTy =) (13.4)

1<j

L’ordre de grandeur typique d’une valeur propre est \; =< /N, cf Eq. (2.15). On

introduit les variables adimensionnées |x; = A;/V N | On pose y = sv/N. On peut alors
écrire la distribution cumulative de \.« sous la forme

Py (e < sV ) = O () / dxl.../_s dox e~ A)® (13.5)

—00 oo

N(N=1)

ot Cy(B) = By(B) N2 877
On définit la fonction de partition comme :

_BN SN2

ZN(S):H/ dr; |Az))” =7 Xim® (13.6)

On peut alors écrire la distribution cumulative de A, sous la forme :

Py ()\max < 8\/N> - ZZ]\J[V(:S) (13.7)
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Le but est d’estimer la fonction de partition Zy(s) dans la limite N — oo et pour s
fixé.

Dans toute la suite on notera <>S la moyenne d’une grandeur sur les variables
aléatoires x; (“valeurs propres adimensionnées”) conditionnées a étre toutes inférieures
as (ie Tpax < 8) -

(), ZNV [ij dz; () |Azy)]? e Zaet (13.8)

13.1.1 Energie libre et développement perturbatif
On définit ’énergie libre :

Fn(s) =1nZy(s) (13.9)

Dans toute la suite, on fait ’hypotheése que Fy(s) admet dans la limite N — oo et
pour s fixé un développement en puissances de 1/N. On va voir que cette hypothese
est valable seulement & gauche de la moyenne de Ayax S0it pour s < v/2.

Par des méthodes de gaz de Coulomb [DM06, DM08, MV09], on connait déja
I'ordre dominant des grandes déviations de la densité de probabilité de .y :

o PN (ﬁ) siy < V2N et [y — V2N| = O(VN)

e NH(F) gy > VAN et [y — VEN| = O(VN)
o1, cf Eq.(3.39), pour s < /2 :

4 3415 1 246 In3
S DA S ey - Gt ) S S ik B L B PR TN
3 108 108 2 V2 2

et ot cf Eq. (3.45), pour s > v/2 :

w+(s):32 [\/: +ln{\/8—72—\/?} (13.12)

On rappelle que = signifie équivalent logarithmique.
Ainsi, en intégrant par rapport a y et en posant ensuite y = sv/ N, on trouve que la
distribution cumulative de )\, doit étre de la forme :

o~ BN (s)+O(N) sis<v2et s —2|=0(01)
[PN()\maX S S\/N) = .
1 — e BNY+()+O0N)  oj 5 > \/5 et |3 — \/§| = O(l)

En effet, comme toute distribution cumulative, Py (Anax < sV N) doit tendre vers 0
quand s — —oo et vers 1 quand s — oo. En prenant le logarithme dans Eq. (13.13) on
trouve pour 1’énergie libre :

Fn(s) — Fy(00) = InPy(Apax < sVN) (13.14)
—BN?*)_(s) + O(N) sis<+2et|s—2|=0(1)

_ BN (s)+O(N) sis>2et [s— 2| =0(1)

(13.13)
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On voit bien ici la dissymétrie entre la branche gauche (ie a gauche de la moyenne
5 < \/5) et la branche droite (ie s > \/5) de la moyenne. Pour s < V2, I’énergie libre
admet un développement perturbatif en puissances de (1/N) avec a l'ordre dominant
Fy(s) < N2. C’est dans ce régime qu’on se place dans ce chapitre. Au contraire pour
s > /2, un développement de 1'énergie libre en puissances de (1/N) donnerait 0 a tous
les ordres. La premiere correction pour N — 0o est un terme non-perturbatif de la forme
—e BANY+() Ce sont ces corrections non-perturbatives qu’on a pu calculer grace a la
méthode de Gross et Matytsin dans le chapitre précédent 12.

Dans toute la suite on suppose que I’énergie libre Fy(s) admet un développement
perturbatif en puissances de (1/N), c’est-a-dire qu’on se place & gauche de la
moyenne, soit s < v/2.

13.1.2 Corrélateurs

13.1.2.1 Densité moyenne et résolvante

On introduit py(A), la densité moyenne des valeurs propres )\; sachant que
Amax < sV N. La quantité py(\)d\ est donc la probabilité de trouver une valeur propre
entre X et A 4+ d\ sachant que toutes les valeurs propres sont plus petites que y = sv/N
(ie Amax < svV/N ). Cette densité moyenne est donnée par :

o= ()

olt p(z) = £ 3,6 (x — ;) est la densité adimensionnée avec x; = A;/VN. (p(x)) est la

densité moyenne des valeurs propres adimensionnées x; sachant que x,,, < s

(avec z; = \i/VN) :

(pla))e = - 3 (0 (e 1), (1.16)

i

ou la moyenne conditionnelle (...); a été définie Eq. (13.8) :

() = ZNl(S)iH1 / Oodx () 1A o T (13.17)

ou la fonction de partition Zn(s) est donnée Eq. (13.6). La densité (p(z))s est la dis-
tribution marginale d’une valeur propre adimensionnée x; = \;/v/N avec la contrainte
que Tmax < s. Les densités py(N) et (p(z))s sont par définition normalisées a 1 :
S22 dhpw (V) =1 et [T du{p(x))s = 1.

Pour s < /2, on s’attend & ce que la densité (p(z)), ait un support fini de la
forme [a, s] ot a < s dans la limite N — oo. En effet, en ’absence de contrainte sur zay,
la densité (p(z))s est a Pordre dominant le demi-cercle de Wigner a support [—v/2, v/2],
cf Eq. (2.26). Si on met maintenant un mur en s ot s < V2, on force yay et donc tous
les x; a étre inférieurs a s. On comprime la densité vers la gauche, on s’attend a une
accumulation de valeurs propres juste a gauche de s et a une densité & support fini [a, ]
ot a < —/2 < s (voir aussi section 3.3.1.1).
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La résolvante d’'une matrice H est définie par

R(z) =Tr <2_1H> - Z Z_lxi . zeC\Sp(H) (13.18)

)

ou Sp(H) = {z;}; est le spectre (valeurs propres) de H. R(z) est méromorphe sur C, ie
elle est analytique sur C\ {z;}; et a un pole simple en chaque z;.

On introduit alors la fonction Wi(z) définie comme la moyenne de la résolvante
pour les valeurs propres adimensionnées :

Wi(z) = (R()), = <Z _1x> (13.19)

=1

ou la notation (...)s est rappelée Eq. (13.17). On voit que la fonction Wi (z) s’écrit sim-
plement en fonction de la densité moyenne des valeurs propres adimensionnées donnée
Eq. (13.16) comme :

Wi(z) = N /_ T b (f);s (13.20)

z

Or (p(z))s a un support fini [a, s] C R. Ainsi, pour N — oo, Wj(z) est analytique
sur C\ [a, s] et a une coupure sur le segment réel [a, s] (comme la fonction F(z) étudiée
section 2.4.2).

13.1.2.2 Corrélateur a n points

On définit de fagon générale les corrélateurs a n points W, (21, ..., z,) comme les
fonctions de corrélation de n résolvantes :

W21y ooy 20) = (R(21)..R(20)), (13.21)

ot la moyenne conditionnelle (...)s est définie Eq. (13.17). Pour n = 1, on retrouve
Wi(z) = Wi(z) défini précédemment Eq. (13.19).

On introduit la fonctionnelle génératrice des corrélateurs a n points, notée
Gnlil :

: de . 1
Gnlj] = <ej de(z)R(z)>s ou R(z) = Z P (13.22)

Gn|j] est une fonctionnelle du terme de source j(z). On peut écrire la fonctionnelle
génératrice G[j| sous la forme :

[ﬂ(s>
Gnlj] = Z%S) (13.23)

oit la fonction de partition avec source ZV = Z][@(s) est donnée par :

N . ,
, : i(2)
26)(s) = H/ do: | AP e 3 Shiet o T2, (13.24)
i=1Y 7
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En particulier ZJ[S](S) = Zn(s), cf Eq. (13.6).
440

Comme Gy|j] = Zn(s) St la fonctionnelle génératrice des corrélateurs a n points, on

a donc :
Wz, 2n) = - — Z9(s 13.25
) = 79 LG a1 1329)

On définit aussi les corrélateurs connexes a n points :

W(#1, s ) = (R(21)-R(20)) (13.26)

Ce sont les corrélateurs générés par la série In Z ][\J,] :

0 In Z{(s) (13.27)

Wales, o) = | 505500 =0

Par exemple, on a :

Wl(Z) == Wl(Z’) et WQ(Zl, 22) == WQ(Zl, 2’2) — Wl(Zl)Wl(ZQ) (1328)

On notera que les corrélateurs W, (21, ..., 2,) et W, (21, ..., 2,) sont symétriques en
leurs variables z;. Dans la limite N — oo, si la densité (p(x))s (13.16) a un support
fini [a, s], on s’attend a ce que W, (21, .., z,) comme fonction de z; soit analytique sur
C\ [a, s]. En effet la résolvante R(z) =), Z%mz est analytique sur C\ {z1, ..., zy}, donc

les corrélateurs de la résolvante sont analytiques sur C \ [a, s] ou [a, s| est le support de
la densité (p(z))s des valeurs propres adimensionnées.

13.1.2.3 Corrélateurs en présence de source

On définira aussi dans la suite les corrélateurs a n points en présence de source :

W (21 o 20) = (R(21). R ()Y (13.29)

S
ot R(z) = >, —L est la résolvante et olt on note (>Lj] la moyenne en présence de
1 z—x;
source :

N
, 1 s IO
O — H/ do; (..) |A(x)]? e~ % Thial of X5 (13.30)
* Zi(s) i S
N i=1

ou Z%](s) est la fonction de partition avec source, cf Eq. (13.24). Quand j = 0, on
retrouve (...)s défini Eq. (13.17).
Les corrélateurs avec source définis ainsi sont générés par la fonctionnelle Z ][\],](s) :

—[j] B )= 1 0 0 Ul 4
W (21, s 2n) Z%](s) {5j(2n)m5j(21)ZN( ) (13.31)
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La différence avec les corrélateurs sans source est qu’on ne prend pas j = 0 apres les
dérivation par rapport a j(z;), cf (13.25).

On définit aussi les corrélateurs connexes en présence de source :

B 0
- L04(za) T 05(21)

L’intérét de définir les corrélateurs avec source est que les corrélateurs connexes avec
source vérifient une relation de récurrence utile :

W (21, ... 20)
5j(zn+1)

Wz, ..., 20) In Z{(s) (13.32)

=W (21, ..y Zng1) (13.33)

En 'absence de source, ie j = 0, on retrouve les moyennes et corrélateurs normaux
_0 _
(O =, Z9) = Za(s), W21, oy 20) = Wnlzt, e 20) et W21, 2) =
W21, .oy 2n)-

Les relations Wy(2) = Wi (z) et Wa(z1, 20) = Wa(21, 20) — Wi(21)Wi(22) en Pabsence
de source, cf (13.28), sont aussi vérifiées en présence de source :

W) = W) (13.34)

W21, 2) = W (21, 20) — W)W (2) (13.35)

13.1.3 Equations de boucle

Dans cette section, on va établir des relations de récurrence sur les corrélateurs con-
nexes W,,. Les relations de ce type sont appelées équations de boucle ou équations de
Schwinger-Dyson (en physique) ou encore équations de Pastur (en mathématiques).

Le point de départ est la fonction de partition avec source Z% (s), cf Eq. (13.24) :

N
. S 9 Pae i (=)
Z3(s) =] / du; M) e % Eliet o R (13.36)
i=17Y 7%

On effectue dans 'intégrale multiple (13.36) le changement de variables

T =x; — one<k1 (13.37)

Z—T;
avec z € C\ [b, s] ou [b, s] est le support moyen des valeurs propres adimensionnées x;
dans la limite N > 1 (si on ne se place pas dans la limite N > 1, alors il faut prendre
z € C\ R). On écrit alors que les expressions de Z ][\], (s) avant et apres changement de
variables sont égales, cela donne une équation qui relie les corrélateurs avec source Wl[j Vet
Wz[j ], comme on va voir. Comme on s’intéresse seulement a l’ordre un en ¢, le changement
de variables équivaut a : )

+ O(€?) (13.38)

r. = T; — 7
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e L’intégration se fait sur x; €] — 00, s|. La borne supérieure z; = s devient x, =

§ — = -+ ... au premier ordre en e. Ainsi le changement de bornes crée un terme

=0 (Zm( )) a l'ordre un en e.

e La mesure d’intégration devient :

dez de <1+ B ) (de>

e Le déterminant de Vandermonde devient :

A(z) =] <x; -+ e —(Z)—(zx;—) x;))

1<j

N

1
1+627(z—x;)2

=1

— A@2) (1 red oo x,_iz - )> +0() (13.40)

i<j

e Le terme gaussien devient :

_BN o2 _BN 5~ 2 x
e it = ey Xl 1—eﬁNE
— 2 —
(2

;ﬂ) +0(€%) (13.41)

e Le terme de source devient :

R 160, a2’ S, 4ED 1
efdz > Pl ef 23 E— 1+ 62 : /
— (z — 1)
K

Si on met tout ensemble et qu’on tient compte du changement de bornes d’intégration
on obtient a l'ordre 1 en € :

23 (s) =Z3)(s) \Z3(s)

€
(=)
N 5 BN SN 2 fdzz J(Z
well / da, [P e SR a1 0(@)

+Z (z — z—:p)

i=1 1<J
T 1 ,J(#)
— BN — —_— 13.4
’ ;Z—$§+;(Z—x2)/dz(z’—xé)2 (13.43)

g ]( ) est du au changement de bornes d’intégration. Finalement,

Mz

ot f-({a]})

et ou le terme —

en divisant par Z [ ] (s), on a donc :

Z“ [4] 3 (7]
Z[J <Z1 (z — ) > +<; (z—xé)(z—$;)>s

S

(7]
—BN <Z P > /dzlj<z/) <Z (2 _1 ) (¢ _lx;)2> (13.44)

S
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ou <)Lﬂ est la moyenne avec source, cf Eq. (13.30). Or on peut écrire (z_lx,_)Q =_2_1_

0z z—x;
On a aussi :
1 1
1 0 1 0 P A
- = | —— = 13.4
] [P e L [ . ] 35)
De plus <1)Lﬂ =1, donc d’apres (13.34) et (13.35), on obtient :
O Zy(s) _ (B _ N W) | B ,
s (2 _4 P N2 _ N [l
(z—5) (2 iz +2W2 (z,2) + 8 BNz W (z)
B W[ﬂ _W[j] /
—|—/dz’j(z’)$ ( ! (Zi_z,l &) (13.46)

L’équation ci-dessus est vraie pour toute source j(z'). C’est I’équation de boucle avec
source. On peut encore remplacer dans cette équation Wy en fonction des corrélateurs
connexes Wi et Wy en utilisant (13.35). On obtient ainsi ’équation de boucle avec
source pour les corrélateurs connexes :

5. 1n 20 e |
(Zf]\;)@) B (g B 1) WG | Byt )+ Doy

dz 2 1347
WP(z)—WPRz’)) 4D

0z

z—2z

+BN? = BNz WY (2) +/d2'j(2')i <

En prenant j = 0 dans I’équation de boucle avec source (13.47), on obtient I’équation
de boucle principale pour les corrélateurs connexes Wi et Wy :

asF’N<S) _ <B B B
2

—. = — 1) Wi(z) + §Wg(z, z) + §W1(z)2 + BN? — BNz Wi(z)| (13.48)

car Z][\O,} =1 et W = W, et ot on a utilisé le fait que Fy(s) = In Zy(s) par définition.
, dWi(z
On a noté Wj(z) = %.
Si on dérive (13.47) par rapport & j(21),..., j(z,), on obtient a la fin en prenant j = 0
une équation de boucle pour les corrélateurs a k points pour 1 < k < n+2. En particulier
si on dérive une fois par rapport a j(z;) on obtient :

asw[j] 0 ; . . .
PR (0 1) b e 4 G e )+ e
BN W ) (WF’M - WP’%zn)

621
[ il
+/dz’j(z’)% <W2 (z:2) = Wy (z’zl)> (13.49)

Z— 21

z— 72
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51n ZU1 : U2, 2n ; . .
5 1[]](21) et W = W,Eﬁl(zl, ey Znt1), cf (13.33). Sion prend j =0

dans (13.49) on trouve ’équation de boucle pour Wy, Wy et Wi :

car

URG) = é - g é 2,2, % Z, 2 z
T = (5 1) gt s+ GWAle 2 2) 4 (e )

(13.50)
- 6N Was ) + 5 (EZ )

0z z—2

De facon générale, I’équation de boucle pour Wy, 1 < k < n + 2 est obtenue en
dérivant (13.47) par rapport a j(z1),... puis j(z,) et en prenant a la fin j = 0. On peut
montrer que ’équation de boucle pour les Wy, 1 < k < n + 2, avec les variables z
et I ={z,...,2,}, s’écrit pour n > 1 :

83Wn<[) o B aWnJrl(z’[) 6

+ g D Wiz N)Waga (2, 1\ )

JcI
0 (Walz, I\ {z}) = Wa(l)
zi €1
ou |J] indique la taille de I’ensemble J. Par exemple, pour J = {z;,, ..., %, }, ona |J| = k.

Enfin on peut montrer une derniere relation utile. Pour cela on effectue le changement
de variables z} = x;—¢ avec € < 1 dans Zn(s) = Z ][3](3). Pour ce changement de variables
A(x;) = [];.;(z; — ;) reste inchangé de méme que la mesure d’intégration. On a aussi

alors e~ 50 = e~ (1 —eBNx}) + O(e?) d’ou :

ZN(s+e)=H</

: —00

= Zn(s) — eBNZy(s) <Z SL’Z> + O(€?) (13.52)

s N
’ B

dxé) INCA H(l — BNz, + O(e%))

7

Comme Zy(s+ €) = Z,(s) + €0:Zn(s) + O(€?) et Fn(s) =1n Zy(s), on en déduit :

dsFn(s) = =GN <Zx> (13.53)

ou la moyenne conditionnelle (...)s est définie Eq. (13.17).

13.2 DEVELOPPEMENT EN PUISSANCES DE 1/N

On suppose maintenant que 'énergie libre Fiy(s) = In Zy(s) (ou la fonction de parti-
tion est donnée Eq. (13.6)) se développe dans la limite N — oo avec s fixé en puissances
de 1/N. Comme on a discuté dans la section précédente 13.1.1, on s’attend a ce que
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cette hypothese soit valable pour la branche gauche, ie s < /2. Par méthode de gaz
de Coulomb, on sait déja que I'ordre dominant pour Fy(s) — Fy(0) est < N? du fait du
déterminant de Vandermonde (interaction coulombienne 2D pour les “charges-valeurs
propres”, cf section 3.3.1.1).

On fait donc I'hypothese suivante pour 'énergie libre Fy(s) = In Zn(s) :

Fx(s) = Fy(0) + ) N> FW®(s) (13.54)

k>0

ott les F*)(s) sont indépendants de N. Pour fixer la constante F},(0), on impose F'*)(0) =
0. Fy(s) dépend de s, B et N. Fyx(0) est une constante qui dépend de N et /3 (mais pas de
s). Il se trouve que cette constante n’admet en fait pas de développement en puissances
de 1/N (elle comprend des termes en In V). On la calculera a la fin. En fait ¢’est 0sFy(s)
qui admet véritablement un développement en puissances de 1/N :

OsFy(s) =Y N*7Fo,F®)(s) (13.55)

k>0

On notera d’ailleurs que Fy(s) n’apparait jamais directement dans les équations de
boucle, seul apparait 0sFy(s).

On fait aussi I'hypothese que les corrélateurs connexes W, (z1, ..., z,) se développent
en puissances de 1/N. En fait cela revient a faire 'hypothese que ’énergie libre avec
source F][\?](s) =In Z][\],}(s) ou Z][\],}(s) est définie Eq. (13.24) se développe en puissances de
1/N.

A Tordre dominant en N, on s’attend a ce que la densité (p(x)), (13.16) soit indépendante
de N : limy_o{(p(x))s = pe(z). Ainsi, pour z fixé et N > 1, on s’attend a

W) - N / o)

T —z
L’interprétation en gaz de Coulomb permet de voir que pour que les différents termes
de I'énergie effective du gaz s’équilibrent pour N — oo, il faut que j(z) < N a l'ordre
dominant en N. Ainsi une dérivée fonctionnelle par rapport a j(z;) fait diminuer de 1
la puissance de N. D’aprés Eq. (13.32), on en déduit que le corrélateur connexe W),
est d’ordre W,, < N?7" pour N > 1 (car In Zy =< N?). On notera que par contre les
corrélateurs non connexes W, sont d’ordre W, =< W < N". Par exemple pour W5, on
a Wal(z1, 20) = Walz1, 22) + Wi(21)Wi(22) < N? car Wy < N et Wy < 1.
On écrit alors :

=< N pour N = (13.56)

(e o]

W21, om) = > N FWH (2, 2,) (13.57)

k=0

ou les W,gk)(zl, ..., Zn) sont indépendants de N (mais dépendent des z;, de s et de f3).

Si on s’arréte aux premiers ordres, on peut écrire :

Fn(s) — Fn(0) = N2 FO(s) + NFW(s) + FP(s) + O (1/N)

Wi(z) = NWO ) + W (2) + W2 (2)/N + O (1/N?) (13.58)

Wa(z1, 20) = Wi (21, 22) + O (1/N)
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13.2.1 Développement des équations de boucle

A Tordre dominant (ordre N?), I’équation de boucle principale Eq. (13.48) devient :

(0)
CWO ) - Bz W (2) = B — - (13.59)
2 z—S8
o1 ¢ = —9,FO)(s) Cette relation est appelée souvent équation de boucle maitresse.

Aux premiers ordres suivants (ordre N et ordre 1), I’équation de boucle principale
Eq. (13.48) donne :

(0)
8 (2= 0()) Wi (2) = (g _ 1) dWclzz (=), Zci s
(1)
ot () 250 . 2
(13.61)

ott ¢V = —9,FM(s) et ¢? = —9,F?(5s).
A Tordre dominant (N), I'équation de boucle secondaire qui relie Wy, Wy et W3 et
est donnée Eq. (13.50) s’écrit :

©(3) — WO 0,
B (== W) Wz, 20) = a% <Wl ( 2 — ;Vl ( )> + —C(lz _< S; (13.62)

ot dO(z) = —9,W 9 (z).

L’idée est maintenant de résoudre récursivement ces équations de boucles.
L’équation de boucle principale (13.59) associée aux conditions d’analyticité de W;(z)
permet de déterminer Wl(o)(z) bien que la constante ¢(?) soit inconnue. Une fois Wl(o)(z)
déterminé, on remplace dans (13.59) et on en déduit le premier ordre de 1’énergie libre
O, FO) (5) = —c0),

De méme et de fagon récursive, on détermine Wl(l) (2) grace & (13.60) et donc 9, F M (s)
= —cM puis on trouve Wz(o)(z, z1) grace a (13.62) et enfin on détermine Wl(Q)(z) grace a
(13.61) et donc 9,F?) (s) = —c?). Cette méthode permet d’obtenir récursivement tous les
termes du développement de la dérivée de 1'énergie libre 0sFy(s) = 0s1n Zy(s). On re-
monte & Fiy(s) en intégrant sur s. A la fin, on détermine par une méthode completement
différente la constante Fy(0).

Pour calculer 9,F®*)(s) une fois qu’on a déterminé Wl(k)(z), on peut remplacer dans

I’équation de boucle principale a l'ordre k& mais on peut également utiliser une relation
qu’on a démontrée un peu plus haut, cf Eq. (13.53) :

dsFy(s) = =GN <Zx> (13.63)

Or on peut écrire pour toute fonction analytique g(z) :

Zg(wl) =— iei Z ngzi (13.64)
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En effet, pour une fonction f holomorphe sur C\ D(0, R) ou D(0, R) est le disque de
centre 0 et rayon R, le résidu en l'infini est défini tel que pour tout » > R on ait :

Res f() = —— [ f(2)d (13.65)

ou C(0,7) est un contour circulaire de rayon r parcouru en sens trigonométrique. Le
résidu en +oo est donc 'opposé de la somme des résidus en des valeurs finies. Dans Eq.
(13.64), le résidu en 'infini est 'opposé de la somme des résidus en les x;.

Ainsi on a :

0sF(s) = —pBN <Z SL’Z> = 6N ieoizwl(z) ou Wi(z) = <Z z—1x> (13.66)

7

On peut donc déterminer 9, F*)(s) & partir des résidus en +oo de le(k)(z)

13.2.2 Solution a ’ordre dominant

L’équation de boucle maitresse Eq. (13.59) se récrit :

2 2 0
(Wl(o)(z) . z> =22 ZC_ - (13.67)
ot ¥ = cO(s) = —9,F(s) dépend de s mais pas de z. Finalement :
0) 2
Wi (z)=z=+ 22_2_52—5 pour z € C\ [a, $] (13.68)

On rappelle que la fonction W;(z) donc en particulier Wl(o)(z) est analytique sur
C\ [a, s] et a une coupure sur le support [a, s] de la densité (p(x))s. On a aussi vu que

Wi(z) =N f_Jr;o dx% donc Wl(o)(z) = [ dx% ol p. est la limite de la densité quand

z—

N — oo. Elle est normalisée a 1, [ p. = 1.

13.2.2.1 Détermination de Wl(o)(z) et de la densité

D’apres (13.68) et les propriétés d’analyticité de Wl(o)(z), la fonction Wl(o)(z) doit
étre de la forme :

zZ—a

W) =z — M(z)

~—, DbowrzE€ C\ [a, s] (13.69)

ou M(z) est un polynéme en z. En effet Wl(o)(z) est de la forme Wl(o)(z) =zt %
ou P(z) est un polynome en z a coefficients réels d’apres (13.68). On note s; les racines
de P(z) sur C, ie P(z) = p[[,(# — s;). Si une racine s; est simple alors c’est un point de
branchement pour Wl(o)(z). Or on sait que Wl(o)(z) est analytique sur C \ [a, s] avec une
coupure sur [a, s], ce qui signifie que Wl(o)(z) a exactement deux points de branche-

ment, 'un en s l'autre en a. Ainsi toutes les racines s; sont doubles sauf une qui vaut
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nécessairement s; = a. Donc P(2)/(z — a) est un carré et Wl(o)(z) est bien de la forme

(13.69).

Une autre fagon de comprendre (13.69) est de remarquer que Wl(o)(z) est en fait so-
lution du probleme de Riemann-Hilbert suivant (similaire & celui rencontré section
2.4.2) :

1/ Wl(o)(z) est analytique partout sur le plan complexe sauf sur le segment réel [a, s]
ou elle a une coupure.

2/ Wl(o)(z) ~ 1 quand |z| = oo (car [p. =1).
3/ W9 (2) est réelle pour z € R\ [a, 5.

4/ Lorsqu’on approche de la coupure [a, s] on trouve deux valeurs différentes selon qu’on
vienne d’au-dessus ou d’en-dessous : lim, o+ Wl(o)(xiie) = g(z) Fimp.(z) pour x € [a, $]
et avec g(x) = =.

La propriété 4/ dit que la partie réelle de w0 (x £ i€) pour x € [a,s] est donnée
par g(z) = x. En effet la racine dans (13.68) change de signe au niveau de la coupure,
c’est le terme Fimp.(x). La solution (13.69) avec M (z) fixé par la condition 2/ est bien
la solution de ce probléme de Riemann-Hilbert (qui est unique).

On détermine le polynéme M (z) avec la condition 2/, ie Wl(o)(z) ~ 1 quand |z| = oco.
En +oo on a d’apres (13.69) :

§+o (2) =W%) =2 - M(2) <1+ oy 3% = 2sa =" +0 (i)) (13.70)

2z 822 23

Donc M (z) est de degré 1 et :

M(z):z+a;S . 3a®—2sa—s*=8 (13.71)

donc la borne inférieure du support de la densité est donnée par :

s —2vs?2+6
3

(13.72)

a =

car a < s. D’oit Pexpression de la fonction W% (2), ie 'ordre dominant de W;(z) :

Wfo)(z):z—(z+a_s) S , z€C\]a,s] (13.73)
2 Z—5
Enfin la densité a ’ordre dominant en N est donnée par p.(z) = —%Ile(O)(x +

i0™) pour z € [a, s] (voir aussi section 3.3.1.1) :

polz) = — x‘“(““—x) C zclas (13.74)

:% S—x 2
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13.2.2.2 Retour a I’énergie libre

On veut calculer 1'ordre dominant de I'énergie libre F(°)(s). On a vu plus haut que

FO(s) s’exprime directement en fonction de WI(O)(Z), cf (13.66) :

O,F9(s) = B Res le(O)(z)
Z—00

(13.75)

Or on connait maintenant l'expression de Wl(o)(z), cf (13.73). On peut donc calculer

explicitement les résidus de le(O)(z) en +o0o en utilisant la formule Res, . f(z) =

Reso [~ (1))

0sF9(s) = B Res [22 — <22+ a_sz) ”z—a}
z—+00 2 Z— S

Do, avec q = =246 V332+6, cf (13.72) :

3 2., 2 .3 3 2 1
s —l—sagsa a :B{s ——S+—(6+52)%]

O, F9(s) =g =3 T

Pour revenir & F©(s), il faut intégrer une fois par rapport a s :

FO(s) =28 F®%(s) on

4 2 15 + s?) 1 s+ V6 + s? In6
ooy 5 5 S( NG =
()=3%6 "% 216 te g, 6 T3

ot la constante d’intégration est choisie telle que F©(0) = 0.

13.2.3 Premieére correction

L’équation de boucle principale a I'ordre suivant (N) s’écrit, cf (13.60) :

dW(O) 1)
5 (== wO@) e = (5 1) T

ot ¢V = —9,FM(s). Or on connait I'expression de Wl(o), cf Eq. (13.73) :

WO = 2 — (z+b—s) )

2 zZ— S
dw{(z) Z2—b (s = b)(z + 52)
dz = z—s<_1+2(2—5)(z—b)>

On remplace WI(O) par son expression ci-dessus dans Eq. (13.79), on a alors :

Wi(z) = <1 - %) {4(21_ S 4(21_ D s bl— 2
e ]
\/E\/E(S —b—22)

(13.76)

(13.77)

(13.78)

(13.79)

(13.80)

(13.81)
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ol Q(z) est un polynome.
Or on sait que Wi (z) = 2 + O (%) quand z — co. L’ordre dominant en z (soit 1/z)

est indépendant de N, il est contenu dans W ” (z). Ainsi on a W{"(z) = O(1/22) quand
|z| = oo. On impose cette contrainte dans Eq. (13.81), on trouve alors Q(z) = —z + qo
avec ¢p une constante.

De plus Wl(l)(z) est analytique sur C\ [a, s]. Or 5% ¢ [a,s]. En effet 552 = LV;Q%
d’apres (13.72) donc 5% > s pour s < /2. Ainsi Wl(l)(z) ne peut pas avoir de pole en
z =% Dou:

s—a—+/(3a—s)(s+a)
2

Q(z) =—2+q ol ¢ = (13.82)

On notera que ¢y est réel car s + a = 43’% Vs?+6 () pour s < V2, et s — 3a =

2vs?2+6 > 0.

On a donc déterminé Wl(l)(z) explicitement, il est donné par (13.81) ou le polynoéme
Q(z) est donné Eq. (13.82). On retourne enfin a I’énergie libre en utilisant a nouveau
(13.66), mais maintenant a l'ordre 1 :

.F 1 (s) = Res aW((:) = 0 Res (5 2w1/2)) (13.8)

“ooa(t)

6 + 52 1 o 1 3 3
=(B-2) _§+ 5 —2\/5(6+s)4<\/m_25)]

d’apres (13.82) et (13.72). On inteégre enfin par rapport a s, on trouve :

FU(s) =(8 —2)F™'(s) ou

F071(S):_S_2+i\/6<F—SQ_S\/6+82_28\/6+S2_ln—6
12 43 4 (13.84)

6
\/§+,/1—\/62j_82 —ln<1+\/§)

A nouveau la constante d’intégration a été choisie telle que F'™(0) = 0.

+%ln [m} +In

13.2.4 Seconde correction

Pour pouvoir déterminer Wl(Z)(z) avec ’équation (13.61), on a besoin de déterminer
d’abord WQ(O)(Z, z1) grace a la seconde équation de boucle (13.62).
13.2.4.1 Détermination de W3°(z, z)

On veut déterminer le corrélateur connexe a 2 points a l'ordre dominant. On se sert
pour cela de I'équation de boucle (13.62) :

(0) (0) (0)
5 (=~ W) Wz ) = <W1 = w) )

T 0z z2—2 (z—s)
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ot dO(z) = -9, ().

On connait 'expression explicite de Wl(o)(z), cf Eq. (13.73). En remplagant dans
(13.85), on obtient donc explicitement Wa(z, 21).

Une autre fagon de résoudre (13.85) est d’utiliser les propriétés d’analyticité de
Ws(z, z1) comme fonction de z & z; fixé. On écrit :

(0) (0) (0)
0 (Wl (=) = W, <Z1>> _ W)~z P (13.56)

021 z— 21 (z — 21)? (z —21)?

out P(z|z1) est un polynéme en z (a coefficients qui dépendent de z;). Ainsi d’apres Eq.
(13.86) et I’équation de boucle (13.85), W;O)(z,zl) s’écrit :

1 N R(z|z1)
(z—2)? (z—21)Vz—syz—a(z+%52)

ot R(z|z1) est un polyndome en z (a coefficients qui dépendent de z;).

BWO (2, 2) = — (13.87)

La fonction WQ(O)(z, z1) doit vérifier I’équation (13.87) ainsi que les conditions suiv-
antes :
1/ Wz(o)(z, z1) comme fonction de z est analytique sur C \ [a, s].
2/ Wz(o) est symétrique en z et 2 : WQ(O)(z, z) = Wz(o)(zl, 2).
3/ Quand |z| — 0o & 7 fixé, WiV (2, 21) = O(1/22).

On a déja vu que z = *3* ¢ [a, s]. Comme WQ(O)(Z, z1) en tant que fonction de z est
analytique sur C\ [a, s] d’apres 1/, on doit donc avoir (z 4 %5%)|R(z|21), ie R(z|z) =
(2 + %5%) S(z]21) olt S(z|z1) est un polynome en z. Finalement :

1 N S(z|z1)
(z—21)2 (z—21)*z2—sVz—a

La condition 3/ impose que S(z|z1) est un polynome de degré au plus un. Comme

W (2, 21) = — (13.88)

WQ(O)(,Z, z1) est symétrique par échange de z et z; (cf condition 2/), on doit avoir :
S(zlz1) = % ou e, f et g sont des constantes (qui ne dépendent ni de z

ni de z1), soit :
1 ez +(z+21)f+yg

(z —21)? * (z — 21)2/(z — s)(z — a)\/(z1 — 8)(21 — a)

Pour z; € C\ [a, s] fixé, WQ(O)(Z, z1) ne peut pas avoir de pole en z = z; (d’apres 1/).
D’ou :

WD (2, 2) = —

(13.89)

ezl +2fx+g

L= tout 21 € C 13.90
(21— 8) (21 —a) pour tout z; € C\ [a, s] (13.90)
done=1et f = —S’LT‘I et g = sa, soit finalement
w0 _ 2 00
5 (2,21) = 3 Wy (z,21) avec
W5 ) = — 1 N 2221 — (s 4 a)(z + z1) + 2sa (13.91)
2 mA) = 2(z—21)%  4(z — )2 — — — =
1 (z — 21)2y/(z — 8)(z — a)\/(21 — 8)(21 — a)
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ou a est donné Eq. (13.72) en fonction de s.
En particulier on trouve le comportement de Wz(o)(z, 2z1,) en l'infini :

(s — a)?

2
B 162227

Wz(o)(z, 21) ~ quand |z] = o0 et |z1] = o0 (13.92)

On trouve aussi 'expression de Wz(o)(z, z) = lim,, ,, WQ(O)(Z, 21)

(s — a)?

2
B 16(z — s)%(z — a)?

WO(z, z) = (13.93)

13.2.4.2 Deuxiéme correction Wl(Q)(z)

Maintenant qu’on connait WQ(O)(z, z1), on peut déterminer Wl(Q)(z) avec I’équation de
boucle principale a l'ordre 2 Eq. (13.61) :

3 (- w0 we) = (4 1) O Ao

2 dz 2
B 2
+ §W§ (2, 2) + — (13.94)

On connait les expressions explicites de Wl(o)(z) (13.73), Wl(l)(z) (13.81) et WQ(O)(Z,Z)
(13.93). La seule inconnue restante est la constante ¢(?). On la détermine avec la condition

que Wl(Z)(z) ne peut pas avoir de pole en z = *5% > s car il doit étre analytique sur
C\ [a, s]. On obtient finalement :
(2) (2) 1,0 g 2 0,2
O F'%(s) = =¥ (s) = —c "(s) — ) + 5 2| c™4(s) (13.95)

oll, en utilisant g = =20+ V36+82 (cf Eq. (13.72)) :

o (s=a (st Ve
2(s+a)(s—3a)®  12(6 + 5?) (V6 + 5% — 2s)
02 _ 12 (25 — V/s2+6) s1(5)? (251(5)> — 351(5)% + 4s1(s) — 2)
(s +Vs2+ 6)2 (s1(s)* —1)*

(13.96)

Nl

2V 6452 —5++/3(6+52) 1 (\/ 6+s2 —28)

ou s1(s) Y . En intégrant par rapport a s, on remonte a
F®(s) :
2) (o) _ 1,0 g, 2 0,2
F@(s)=F"(s)+ 5 + B —2 | F74(s) (13.97)
avec J, F10(s) = —cb0 et 9, F%2(s) = —c%?2, soit apres simplification :

8 6

FHO(>s) = S {1 o } ~ [m (s + m>] + 1%6 (13.98)
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de sorte que F12(0) = 0, et

1 25 1
F%2(s :—ln{l— }+—
(5) 8 V6 + 52 6

1
+ln{\/§+ 1—2\/6172 —%—ln[l—i—\/ﬂ
S

(13.99)

de sorte que F%2(0) = 0.
13.3 GRANDE DEVIATION A GAUCHE

13.3.1 Détermination de la constante Fi(0)

Les équations de boucle ne donnent pas acces a la constante Fx(0) car elles font
apparaitre seulement la dérivée de 'énergie libre 0;Fy(s). Il faut trouver une autre
méthode pour calculer la constante. L’idée est de considérer la limite s — —oo dans la
fonction de partition Zy(s). En effet on peut calculer un équivalent de Zy(s) dans
cette limite directement a partir de I'expression sous forme d’intégrale multiple (13.6) :

Zn(s) :/ dazl.../ dox |A@)| e fNEH (13.100)

—00 oo

On suppose s < 0. On effectue le changement de variables SN|s|(s — x;) = y; :

_5N2S 2
) ey e [T 1800 ¢ E 5 2z
Quand s — —oo, I'intégrale multiple sur les y; tend vers une constante car ) _, 26]\2[32 —
0. D’olt un équivalent de Zn(s) quand s — —o0 :
Ks(N 52
Zn(s) ~ 5(N) |s| =N~ BR8Ny quand s — —o0 (13.102)
(BN

ou

- - iB
:/0 dxl.../o dey |A(z;)|? e Zim = FE_[; 111)(;; +)})N (13.103)

Cette intégrale multiple se ramene en effet a une intégrale de Selberg :

(0,0,7) = /dx1 /mm WH(t“ 1 —t)" )

HIF a+ jY)T0 + 7)1 + (j + 1)7)

13.104
Fla+d+(N+j7—1DyI(1+7) ( )
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Avec le changement de variable ¢; = 1 — x;/L dans 'intégrale de Selberg (13.104), on

x T

=lim;_ oo (1 — Z)L que :

K3(N) = lim {LNH?N“!‘” Sy (1 +I,1, é)} (13.105)

L—o0 2

obtient dans la limite L > 1 en écrivant e~

d’ont (13.103). Finalement 1’énergie libre Fiy(s) = In Zx(s) se comporte quand s — oo
comme :

Fy(s) =1nZy(s) = — 5N2%2 — (N + 5%) In (|s|N)
N .
+2;1nr (1+%ﬁ) —InT <1+N75) — NInT <1+§) + o(s)

(13.106)

Par ailleurs, on connait a une constante additive pres le développement de ’énergie
libre en puissances de 1/N : Fy(s) = Fy(0)+N2FO(s)+ NFW (s)+ F@(s)+O(1/N) =
Fr(0)+28N2 FOO(s) + N(B—2)FO(s) + F10(s) + (g +2 - 2) F2(s)+O(1/N) ott FO0
est donné Eq. (13.78), %! est donné Eq. (13.84), F1? Eq. (13.98) et F'*? Eq. (13.99).
Dans la limite s — —o0, on trouve :

Fn(s) = —5]\728—22 — <N+BW) In|s| —i—ﬁ]\;(—?) —2In2+2In3)

+2N(6—2) (1+3m2+m3—4In[1+v3]) +1%2+FN(0)
I3 (4-48+67) (20In2+ 15103 — 24In [1 4+ v/3])

- 150 +o(1)  (13.107)

En comparant Eq. (13.106) et (13.107), on obtient donc :

Fy(0) = — §N21HN+5N2 F LA Gﬂ + <§ — 1) NIn N

4
#(5- 1) o o (22) - ar (149)
In2 I3 1/3 2 2+/3
—?+?+§<§+B—2)ln(m>

+22mr(1+%) —InT <1+¥) +o(1) (13.108)

j=1

Reste a déterminer le comportement asymptotique de Zjvz1 InT (1 + %) etInT’ (1 + N—ﬁ)

2
quand N — oo. D’apres le développement de Stirling :

N 1 1
InT (1 + 75) = §N1HN+ gN {ln (g) — 1] + élnNJr éln(wﬁ) + ... (13.109)



13.3. Grande déviation a gauche 269

Le comportement asymptotique de E;\le InT" (1 + %) est beaucoup plus difficile a
déterminer. Je ne vais pas entrer dans les détails du calcul ici, je renvoie a l'article
[BEMN10] pour plus de précisions. On a montré finalement que :

N .
Zlnf (1+j—ﬁ) :éN21nN+BN2 {—5 +iln (é)} + (ﬁ+2>NlnN
j=1

2 4 8 2 4
+g {1n(2w)—1—§+ <§+1) In <§)}
+ <§ + ; + 3) 11;\[ + k5 + o(1) (13.110)

ou la constante kg est donnée en général par :

~In(2m) B[ 1 , VE o 6o coth (o/2) — 12 — o
Rg = 4 + 5 (E - C (—1)) + @ + do |: 1202 (650/2 — 1) } (13.111)

avec v la constante d’Euler-Mascheroni, v5 ~ 0.5772, et ((s) la fonction zeta de Rie-
mann qui est définie sur le demi-plan complexe Res > 1 par :

[e.9]

1
C(s) = Z 5 pour Res > 1 (13.112)

n=1

Elle est prolongée au plan complexe de facon analytique et telle que :

r (g) o C(s) =T (1 S 5) 72 C(1 - s) (13.113)

Si B/2 est entier, on peut montrer que l'expression de ks se simplifie en :

o= (282 mioe) + Den - 3 ma (1422) 1119

ou G(z) est la fonction Barnes G. Cette fonction vérifie sur tout le plan complexe la
relation G(z + 1) = ['(2)G(z). Elle est définie sur les entiers par :

InG(N + 2) Zlnf (G+1 (13.115)

Finalement avec Eq. (13.108) et (13.110) on obtient donc 'expression de la constante
Fn(0) dans la limite N — oo, cf :

Fn(0) = — BN? <g+ln76)+§NlnN+N<§_1> [m(%) _%]
+N{lnw—1+§lnﬁ—lnf(1+§)]+%<%+§)+ln§

n % (% LB 2) In <\/§7+52> _mz 1 ln(ﬂ'ﬂ) +2kg+0(1)  (13.116)

331
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13.3.2 Distribution de la valeur propre maximale

On a maintenant déterminé complétement Fy(s) = In Zy(s) dans la limite N — oo.

Mais on veut la distribution de Ay., donnée par Py (Apax < sVN) = ZN (S . La constante

Zn(00) se calcule en fait exactement par intégrale de Selberg :

400 +00 8 A2
ZN(oo):/ d)\l.../ Ay |AN)|7 e PN =i s

—00 [e.9]

B +oo +o00 2
= (BN) ¥ 5 / d)\l.../ Dy (AP e %

(e o] o

omyy T+ 5)
I'(1+5)

N ﬁN(N—l)

= (BN)"2"

(13.117)

En utilisant Eq. (13.110), on obtient donc dans la limite N — oo :

In Zy(00) = (3—|—21n2)N2+§N1nN

[in(3)-wr ()3 (23]
2

In N
+(§+5+3) ?2 + kg + o(1) (13.118)

ou kg est donné Eq. (13.111).

Finalement la distribution cumulative de \,., a gauche de sa moyenne est donnée
par Py(Apax < sV N) = ZN(SO)) soit :

PyOmax < sVN) ~ Dy s exp{N?F©(s) + NFO(s) + FP(s)}

ot FO(s) =28 F"(s), FW(s)=(8—2)F"(s), (13.119)
F3(s) = FY(s) + (g + % — 2) F%2(s)

ol F%0 est donné Eq. (13.78), F%! est donné Eq. (13.84), F'? Eq. (13.98) et F*? Eq.
(13.99) et avec In Dy g = Fy(0) — In Zx(00), soit :

In Dy s — — N3 | (é - 1) In <2+\/§> Lt (ﬁ 42 —3)

1 5 /3 12 \2"3

In3 1 m2 1/8 2 2+4/3
*?‘5““”*?*5(5*5‘2)1“<W>*“ﬂ (13.120)

ou la constante kg est donnée Eq. (13.111) en général et se simplifie en Eq. (13.114)
dans le cas particulier ou (/2 est entier. En particulier dans les cas GOE (f = 1), GUE
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(8 =2) et GSE ( =4) on trouve :

=5t 1
In(2
Ko = C'(—1) + H(QW) (13.121)
C(=1)  In(m) 17
_ 2
i 5 Ty ty™

En dérivant Py(Amax < ¥) Eq. (13.119) par rapport & y = sv/N, on obtient un
équivalent de la densité de probabilité de A,.« a gauche de sa moyenne :

P(Amax = y) ~ féN(ﬁﬁ) siy < V2N, |y —V2N| = O(\/ﬁ)

ot dn(B,8) = BN*P_(s)+ N(B—2)P1(s) + ¢p In N + Oy (3, 5)

(13.122)

ol 'ordre dominant est donné par 1_(s) = —(2F*°(s) —In3/4), on retrouve les résultats
obtenus par la méthode du gaz de Coulomb, cf Eq. (3.39) :

s+ 16+ 52

v (13.123)

s? st s3 58
(=S (L) preolin
v-() =3~ 153 (108 - 36) g

et ou les ordres suivants sont donnés par (en faisant attention que a% = \/—%%) dy(s) =

—(F071(5)+%1n (2“[)) b = —(%+1—12(%+§— )) et —®g(B,s) = FO(s)
o, FO(s) +1 (4 +

+

% — 2) ln( 2%72%2;) 2 3 Lin(7g) + kg, soit :

By (s) 52 s2+6Jr S \/2+6 5 "6 11 [ 6r 2}
S)=——3S8 S — 48V S — —1n (v S
! 6 12 13 2

—ln{\/ng 1-2

] In3 3In?2

s
+
V6 + 52 2 4

(13.124)

5
Dy(B,8) = — (—2+%+§) In [% <\/§+ 1— —62j32>
9

_m[(aﬂ?)%ﬂ(_lgﬂz)}+<§ ( ))mg—@
+(3_%_§){ém[l_ﬁ_ﬁhm[ﬁ(s mz)}}

La fonction de grande déviation —InP(Apax = sV N) est tracée Fig. 12.2 (la branche
gauche est en vert).
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13.3.3 Loi de Tracy-Widom [

On veut maintenant vérifier que la grande déviation a gauche se recolle bien au
voisinage de la moyenne s = v/2 avec la distribution de Tracy-Widom. On se place dans

la limite de double-échelle : .

V2

On développe dans cette limite la distribution P(Anax < s) donnée Eq. (13.119). On
obtient :

sTw=V2+ N3 (13.125)

963 5 n|x
Py (Amax < STW) ~ T3 6_5\24\ +§<§_1)|$|§+<§+%_3)1 - (13.126)
on 17 25 /2 1
Intg = kg + (§ ~ %1 (B + g)) In2— 3 In(75) (13.127)

et ol kg est donné Eq. (13.111) en général et se simplifie en Eq. (13.114) dans le cas
particulier ou /2 est entier. En particulier dans les cas GOE (8 = 1), GUE (5 = 2) et
GSE (6 =4) on trouve, cf Eq. (13.121) :

'(-1) 11
lIlleg(Q )—@IHZ
In2
Inm = ((—1) + 121—4 (13.128)
'(-1) 37
ln7'4:§(2 )—@IHZ

Pour les ensembles gaussiens usuels, ie pour 5 = 1, 2 ou 4 Eq. (13.126) on retrouve
bien 'asymptote gauche (ie x — —oc) connue de la loi de Tracy-Widom respectivement
Fi(z), Fo(z) ou Fy(z), cf Eq. (3.20). Pour un f > 0 quelconque, Eq. (13.126) donne
I'asymptote © — —oo de la loi de Tracy-Widom Fg(x). Cette asymptote coincide en
particulier a 'ordre dominant avec les résultats connus par méthode de gaz de Coulomb.
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- Chapitre 14 .

Monte Carlo par chaines de Markov

Les modeles que j’ai étudiés durant ma these sont issus de contextes physiques variés
(physique statistique, intrication quantique, etc) mais ont pour point commun de tous se
rattacher a la théorie des matrices aléatoires. Dans les modeles que j’ai étudiés, la dis-
tribution des valeurs propres \; de la matrice aléatoire associée est en général connue.
On cherche a calculer alors la densité moyenne des valeurs propres ou plus généralement
la distribution d’une fonction des valeurs propres (nombre de valeurs propres positives,
valeur propre maximale, . A7, etc). Pour vérifier les résultats obtenus analytiquement,
mais aussi parfois pour deviner certains résultats, j’ai eu recours a des simulations
numériques de type Monte Carlo.

On suppose connue la distribution jointe P(Aq, ..., Ay) des valeurs propres \;, par ex-
emple cette distribution est donnée Eq. (1.27) pour les matrices gaussiennes, Eq. (1.64)
pour les matrices de Wishart. On souhaite échantillonner numériquement cette
distribution, c’est-a-dire que l'on veut générer numériquement des configurations de
valeurs propres tirées selon la loi jointe P(Aq, ..., A\y) pour pouvoir ensuite tracer des
histogrammes de la densité ou de toute autre fonction des valeurs propres. En général il
n’est pas possible de I’échantillonner directement car les \; sont des variables aléatoires
fortement corrélées. Une possibilité est d’utiliser un algorithme Monte Carlo de type
Metropolis, comme je I’explique dans la premiere section 14.1.1. Je renvoie aussi au livre
de W. Krauth [Kra06] pour plus de détails sur les simulations numériques en physique
statistique.

Je présente dans la premiere partie 14.1 les principes de base des algorithmes que
j’ai utilisés et développés au cours de ma these. J'explique d’abord le fonctionnement de
I’algorithme Monte Carlo Metropolis standard -qui repose essentiellement sur la conver-
gence d’'une chaine de Markov vers un état stationnaire sous certaines conditions. Je
me place d’abord dans un cadre tres général puis dans le cas des valeurs propres \; d'une
matrice gaussienne. J’explique alors comment j’ai été amenée a modifier 1'algorithme
standard pour pouvoir construire numériquement un histogramme de la distribution de
la valeur propre maximale \.,... En effet, la distribution de A,.. est tres piquée pour
N grand, ainsi ses grandes déviations décrivent des événements tres rares qui sont tres
difficiles a observer numériquement. L’algorithme modifié s’appuie principalement sur
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les probabilités conditionnelles. Dans la deuxieme partie 14.2, je me place dans le
contexte des états aléatoires en physique quantique, cf chapitre 9. Dans ce cas apparait
une difficulté supplémentaire liée a des effets de taille finie importants. J’ai di a
nouveau modifier fortement 'algorithme pour pouvoir simuler des systemes de grande
taille. Enfin dans la derniere partie 14.3 je présente le cas spécifique de la distribution
du nombre N de valeurs propres positives d’une matrice gaussienne, cf chapitre 11. Il
a encore ici fallu adapter 'algorithme & un nouveau probleme : N, ne prend que des
valeurs discrétes (entieres) alors que l'algorithme avec probabilités conditionnelles de
la section 14.1 nécessite que la quantité dont on trace ’histogramme soit continue.

14.1 ALGORITHME MONTE CARLO METROPOLIS ET
GRANDES DEVIATIONS

Dans cette partie, je prends l'exemple de la distribution de la valeur propre maxi-
male d’une matrice gaussienne pour expliquer 1'algorithme Monte Carlo Metropolis. Je
présente d’abord 'algorithme dans sa version générale standard, voir section 14.1.1. J'in-
troduis alors les chaines de Markov (Metropolis en est un cas particulier) section 14.1.2
et j’énonce des conditions suffisantes pour qu’une chaine de Markov converge vers sa
loi stationnaire. Je reviens ensuite au cas particulier des valeurs propres d’une matrice
gaussienne, cf section 14.1.3. Enfin j’explique section 14.1.4 comment j’ai modifié I'algo-
rithme Metropolis pour voir numériquement les grandes déviations de la distribution de
la valeur propre maximale A« - ¢’est une distribution tres piquée, donc cela nécessite
de générer numériquement des événements tres rares, ce qui n’est pas évident a priori.

14.1.1 Algorithme Metropolis standard

On veut échantillonner une distribution de probabilité m(a) ot a dénote une con-
figuration, par exemple dans le cas des matrices aléatoires a = (A1, ..., Ay) et w(a) =
P(A1, ..., An) (cf Eq. (14.18)). On notera C l'ensemble des configurations possibles. Par
définition 7(a) > 0 pour tout a € C. La procédure générale pour échantillonner la
distribution 7(a) avec 1'algorithme Metropolis est la suivante :

e On part d’une configuration initiale “quelconque” a € C (il est en fait préférable de
bien choisir cette configuration comme expliqué plus loin).

e A chaque itération de I’algorithme, on effectue les étapes suivantes :
(i) On propose une modification aléatoire de la configuration a — b, c’est un “pas
aléatoire” dans l'espace des configurations. On suppose ici ce pas aléatoire symétrique,
c’est-a-dire que la probabilité A(a — b) de proposer b a partir de a est égale a celle de
proposer a a partir de b, ie A(a — b) = A(b — a).
(ii) Cette modification est acceptée avec la probabilité p(a — b) suivante (et donc
rejetée avec probabilité 1 — p(a — b)) :

pla — b) = min l1, ;Eiﬂ (14.1)
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On passe alors a 'itération suivante : on propose a nouveau un changement de configu-
ration b — ¢ a partir de la nouvelle configuration b, etc.

Dans l'algorithme on suppose que les pas aléatoires a — b proposés a 'étape (i)
sont choisis de telle sorte que toute configuration ¢ € C puisse étre atteinte a partir de
n’importe quelle autre configuration ¢ € C en un nombre fini de pas, c¢’est-a-dire que
pour tout ¢ € C il existe un chemin de pas aléatoires (i) « — a3 — ... = a,_1 — ¢ pour
un n € N*. On suppose aussi que la probabilité de ne proposer aucune modification, ie
a — a, a I’étape (i) est non nulle. Dans ce cas on peut montrer que I’algorithme tend
apres un grand nombre d’itérations vers un régime stationnaire ou les configurations
a générées ainsi sont tirées selon la distribution 7(a). 7(a) est appelée distribution sta-
tionnaire.

La probabilité d’acceptation p(a — b) Eq. (14.1) vérifie automatiquement la relation
dite de bilan détaillé (“detailed balance”) :

m(a)p(a — b) = w(b)p(b — a) (14.2)

En effet si 7(a) > 7(b) alors p(a — b) = w(b)/mw(a) et p(b — a) = 1 d’apres Eq.
(14.1), donc (14.2) est bien vérifié. De méme pour 7(a) < 7(b) en échangeant a et b.

On notera que le bilan détaillé Eq. (14.2) est bien vérifié a condition que le pas
aléatoire (i) a chaque itération a — b soit bien symétrique comme on ’a supposé, c’est-
a-dire que le choix b — a ait la méme probabilité que a — b. Si ce n’est pas le cas,
on note A(a — b) la “probabilité a priori”, c’est-a-dire la probabilité de proposer la
configuration b partant de a, alors la probabilité d’acceptation (ii) p(a — b) doit étre
modifiée de sorte que le bilan détaillé soit vérifié :

m(a)A(a — b)p(a — b) = 7(b)A(b — a)p(b — a) (14.3)
Il suffit de choisir la probabilité d’acceptation (ii) comme suit (au lieu de Eq. (14.1)) :
w(b) A(b— a)
Ala —b) 7(a)

L’algorithme Metropolis est en fait une marche aléatoire dans I'espace des configura-
tions C. On peut donc comprendre et interpréter cet algorithme en termes de chaines de
Markov, c’est I'objet de la partie suivante.

p(a — b) = min |1,

(14.4)

14.1.2 Convergence d’une chaine de Markov

Un processus stochastique { X, },en & valeurs dans un espace fini ou dénombrable F
est appelé chaine de Markov si la loi conditionnelle de X,,;; sachant X, ..., X, est
égale a la loi conditionnelle de X,,; sachant X, c’est-a-dire si pour tous xy, ..., x, et y
dans E on a

P(Xni1 = y|Xo = 20, ..Xs = 2) = P(Xpp1 = y| X, = ) (14.5)

On supposera dans toute la suite la chaine de Markov homogene, ie P(X, 11 = y|X,, =
x) indépendant du “temps” n. On note alors P, , la probabilité de transition de = vers

Yy

P,,=P(Xpt1 =yl X, =2) (14.6)
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La normalisation de cette probabilité s’écrit Eye g Py = 1. On a par récurrence
immeédiate :

IP(XO = X0, .. Xp = xn) = [P(XO = xO) Px07$1leyx2"'Pxn717$n (14'7)

P, , vérifie aussi la propriété dite de Chapman Kolmogorov :

P<X2 = y‘XO = .T) = Z P:v,z Pz,y (148)

zeE

Si on note P = P(X, = y|Xo = z) = P(Xy4n = y| X = x) pour tout £k > 0, on a
alors plus généralement :

PM=>". > Pp.P,.,.P_, (14.9)

z1€EE Zn_1€FE

Si E est discret, P est une matrice (“matrice stochastique”) et P™ est simplement
la puissance n de la matrice P.

Une loi de probabilité m(z) sur E est dite loi stationnaire pour la chaine de Markov
de probabilité de transition P, , si la propriété P(X,, = ) = m(x) pour tout x implique
P(X,+1 = vy) = 7(y) pour tout y, autrement dit si on a :

w(y) = w(x) Py (14.10)

zel

Par récurrence immédiate, si w(x) est une loi stationnaire alors la condition initiale
P(Xo = z) = m(z) pour tout x implique que P(X,, = x) = 7(x) pour tout n et tout z.

Une condition suffisante et plus facile a vérifier pour qu'une loi 7(z) soit stationnaire
est la condition dite de bilan détaillé (“detailed balance”) :

7(y) Py = m(z) Py (14.11)
Le bilan détaillé implique bien 7(y) = >_ cx 7(y) Pye = > cp m(2) Pry d’olt Eq. (14.10).

Une chaine de Markov est dite irréductible si tout point y € E peut étre atteint en
un nombre fini de pas a partir de n’importe quel point x € FE, ie si :

Ve,y € B, In € N*, Joy, .., 21 € E, Py y Pry gy Poy 1y >0 (14.12)

Un état x € E est dit récurrent si le temps de premier retour en x est fini presque
sturement, ie si P(T, < oo|Xg=2) =1ou T, =inf{n > 1, X,, = x}. Si = est récurrent,
alors s’il est atteint une fois par la chaine de Markov, il le sera une infinité de fois.

La chaine de Markov est dite récurrente positive si tous les © € E sont récurrents.

Pour une chaine de Markov irréductible, on peut montrer que la chaine est récurrente
positive si et seulement si elle admet une probabilité stationnaire. Dans ce cas la mesure
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de probabilité stationnaire m(x) est unique, elle est donnée par I'inverse du temps
moyen de premier retour en x :

1

™) = TR =)

ou T,=inf{n>1X, =1z} (14.13)

et ou (...|Xo = z) est la moyenne sachant que X, = z.

Un état x € E est dit apériodique si :
AN €N, Vo > N, P >0 (14.14)

Sinon x est périodique et sa période est donnée par le plus grand diviseur commun de tous
les n tels que ng’? > (. Dans le cas particulier ou la probabilité de rester en x apres un pas
est non nulle, ie si P, , > 0, alors = est apériodique. Une chaine de Markov irréductible
qui a un état apériodique au moins a nécessairement tous ses états apériodiques. Dans
ce cas on dira que le chaine est apériodique.

Convergence d’une chaine de Markov

On peut montrer que si une chaine de Markov est irréductible, récurrente positive
et apériodique, alors elle admet une unique loi de probabilité stationnaire 7(zx) et elle
converge vers cette loi :

lim P(X, =y) =n(y) pourtouty € FE (14.15)

n—oo

De fagon équivalente, si une chaine de Markov est irréductible et apériodique et qu’elle
admet une probabilité stationnaire 7 (z), alors cette probabilité est unique et la chaine
de Markov converge vers cette loi 7(x).

On peut aussi donner une version moins forte de cette proposition : si une chaine
de Markov est irréductible et apériodique et qu’elle vérifie le bilan détaillé pour une loi
7(x), alors m(z) est 'unique loi stationnaire de la chaine et la chaine converge vers cette
loi 7(z).

Retournons maintenant a ’algorithme de Monte Carlo Metropolis. Cet algorithme
est une chaine de Markov dans ’espace des configurations £ = C. La n'®™ itération
de I'algorithme est donnée par le n'*™® pas de la chaine de Markov X,,. La transition
X, — X,41 est décrite par les étapes (i) et (ii), ainsi la probabilité de transition de la
chaine de Markov est donnée par :

P,y=Ala—=bpla—0b) sia#b

Poo=A(a—a)+ ) Ala—b)(1-pla— b)) (14.16)
b#a

ou A(a — b) est la probabilité de proposer la modification a — b (i) (probabilité a priori)
et ot p(a — b) est la probabilité d’accepter cette modification (ii). P, , est la somme de
la probabilité de proposer a (qui est dans ce cas toujours accepté car p(a — a) = 1) et
de celle de proposer un mouvement a — b qui est ensuite refusé.
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L’algorithme de Metropolis avec la probabilité d’acceptation p(a — b) définie Eq.
(14.4) est une chaine de Markov qui vérifie le bilan détaillé Eq. (14.11) pour la loi 7(a).

Si I’étape (i) est choisie telle que pour tout ¢ € C il existe un chemin de pas aléatoires
(i)deaversc:a — a; — ... = a,_1 — cpour unn € N*, tel que A(a — a1)...A(a,_1 —
¢) > 0. De plus 7(b) > 0 pour tout b donc p(a — b) > 0 pour tous a,b. Ainsi on a bien
pour tout ¢ € C un chemin a = a; — ... = a,—1 — c tel que P, q,...FP,, . > 0, et la
chaine de Markov est irréductible.

Si de plus la chaine est apériodique (il suffit par exemple que R(a — a) > 0), la
chaine de Markov Metropolis est alors irréductible et apériodique et vérifie le bilan
détaillé pour la loi 7(a). Elle converge donc comme voulu vers la loi 7(a) qui est son
unique probabilité stationnaire. L’algorithme Metropolis permet donc bien de générer au
bout d'un grand nombre d’itérations des configurations tirées approximativement selon
la loi de probabilité m(a).

Toute la difficulté en général est d’optimiser 1’algorithme pour que la convergence
vers la loi stationnaire soit rapide. Dans les simulations, on veut en effet obtenir de bons
résultats a partir d'un nombre assez grand mais “raisonnable” d’itérations (pour éviter
un temps de calcul trop grand).

Il faut en particulier adapter au probleme considéré la proposition de modification
(i) pour que ’algorithme parcoure en un temps assez rapide une treés grande partie de
I’espace des configurations. Si la modification a — b est un pas tres petit dans I’espace des
configurations, il faudra un temps tres long pour atteindre une zone éloignée. D’un autre
coté il faut faire attention a ne pas oublier de zone entiere de I’espace des configurations.
En général, ces criteres empiriques sont a adapter selon la forme de 7(a).

Un critere empirique souvent utilisé (mais pas suffisant) est que le taux de rejet a
I'étape (ii) soit en moyenne approximativement 1/2. Il est important que l’algorithme
n’accepte pas tout le temps a 1’étape (ii) les modifications proposées a 1’étape (i) sinon
cela signifie que les configurations générées sont de plus en plus probables, 1'algorithme
ne verra pas du tout en un temps raisonnable des configurations moins probables. D’un
autre coté si le taux de rejet est tres élevé, la marche aléatoire va tres peu se déplacer
dans ’espace des configurations C et risque de ne pas atteindre assez vite toutes les zones

de C.

14.1.3 Valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne

Revenons maintenant au cas qui nous intéresse, celui ou C est ’ensemble des con-
figurations de valeurs propres a = (\q,...,A\y) et la loi stationnaire que I'on veut
échantillonner est m(a) = P(A1,..., Ay) ot P(A1,...,Ay) est la distribution jointe des
valeurs propres \; d'une matrice gaussienne donnée Eq. (1.27) :

Py Av) = By (8) e 2= TN - NP, A eR (14.17)

1<j

ou la constante de normalisation By () est donnée Eq. (1.28) et ou [ est l'indice de
Dyson. Pour 'ensemble GUE;, il vaut g = 2, pour le GOE il vaut g = 1 et pour le GSE
f = 4. Mais on peut aussi choisir § > 0, la distribution donnée Eq. (14.17) reste bien
définie.
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Cette distribution s’écrit comme un poids de Boltzmann a température inverse 3, cf
Eq. (2.9)
L TN (P R
P(A1, .y AN) = = e 7oV on
ZN
(14.18)
N [{N)] = Zv d In|hi—N| . Zy=ByB)"

1<J

L’espace des configurations C est une version discrétisée de RY (un ordinateur traite
les nombres réels comme des séquences finies de bits, ils sont donc codés par une nombre
fini de valeurs).

Le choix de la configuration initiale de réels ()\go), - )\53)) est a priori quelconque.
Cependant pour que 'algorithme Metropolis converge plus vite vers son régime station-
naire, il est préférable de choisir une configuration la plus “typique” possible (ie plus
probable selon 7(a)). Pour une matrice gaussienne, on s’attend pour N grand a un scal-
ing typique Ay < VN, cf Eq. (2.15). On sait aussi que la densité moyenne des valeurs
propres py(A) (qui est aussi la distribution marginale d’une valeur propre) a un sup-
port fini [—v2N,v2N] pour N > 1 (demi-cercle de Wigner, cf Eq. (2.26)). Il est donc
préférable de prendre pour configuration initiale des )\EO) inclus dans [—v2N, v2N]. Une

possibilité est par exemple de choisir indépendamment chaque )\EO) de facon aléatoire
selon une loi uniforme sur le segment [—v2N, V2N].

Il faut ensuite savoir comment proposer lors de chaque étape une modification aléatoire
de configuration (Aq,...,Ax) — (A}, ..., Ny) (i). Il y a plusieurs fagons de proposer une
modification, celle que j’ai retenue sur la suggestion de Massimo Vergassola est la suiv-
ante. On choisit un )\; particulier de facon aléatoire selon une loi uniforme sur
{1,..., N} et on propose de le modifier comme )\; — ), + € ol € est un nombre
réel choisi aléatoirement selon une loi gaussienne P(e) de variance o2 & adapter em-
piriquement pour avoir un taux de rejet de 1/2. Les autres \; restent inchangés.

On accepte alors cette modification avec la probabilité Metropolis (ii) p (et on la
refuse avec probabilité (1 — p)) :

=p({N} = {\}) = min [1, H} — min [1’ o B(EN[{M}]-Enlr))

(14.19)

L’étape (i) est symétrique : la probabilité de proposer la modification {\;} — {\}}
est égale a celle de proposer le changement inverse {\;} — {\}, ie A{N} — {\}) =
A({N} — {\}). En effet, d'une part le choix d'un j € {1,..., N} ne dépend pas de
la configuration initiale, d’autre part la loi gaussienne centrée selon laquelle est tiré e
tel que \; = A; + € est symétrique autour de 0, ie P(e) = P(—¢). Ainsi le choix de la
probabilité d’acceptation Eq. (14.19) permet que le bilan détaillé soit bien vérifié.

Cet algorithme vérifie bien la condition d’irréductibilité. En effet a partir d’une con-
figuration (A1, ..., Ax), on peut proposer a ’étape (i) n'importe quelle configuration de
la forme (A, .., Aj—1, A5, Aji1, .., Ay) ot ;€ R (mais avec une plus forte probabilité
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de proposer une configuration ot A} proche de A;). En particulier on peut proposer
(AN, A2, ...y Ay). L’étape suivante propose de modifier un A\, a nouveau, par exemple ce
peut étre \o, et ainsi de suite. Finalement on peut atteindre n’importe quelle configu-
ration (N}, ..., \y) € RY & partir de (A1, ..., \y) en N itérations. La chaine de Markov
correspondante est donc bien irréductible.

A Pétape (i), € peut étre nul, ¢’est-a-dire qu’il peut arriver de proposer de ne pas faire
de modification (A1, ..., Ax) — (A1, ..., Ay). La chaine de Markov est donc apériodique.

Les conditions de bilan détaillé, d’irréductibilité et d’apériodicité sont vérifiées ici
d’apres ce qui précede. La chaine de Markov associée converge bien vers la loi sta-
tionnaire 7m(a) = P(A1, ..., An). Avec cet algorithme Metropolis, on génere donc apres
un grand nombre d’itérations des configurations de valeurs propres (A, ..., \y) ap-
proximativement distribuées selon la loi jointe P(Aq, ..., An).

Une fois le régime stationnaire atteint, on peut donc commencer a tracer des his-
togrammes pour les quantités qui nous intéressent (densité, valeur propre maximale ou
toute autre fonction des valeurs propres). On notera I le nombre total d’itérations et
K le nombre d’itérations a partir duquel on commence a construire les histogrammes.
K doit étre choisi de sorte que le régime stationnaire soit essentiellement atteint au
bout de K itérations. En général le choix de K est plus ou moins empirique. Comme
les configurations générées numériquement successivement sont fortement corrélées (on
modifie un seul \; et d'une petite valeur €), il n’est pas nécessaire de garder les con-
figurations obtenues a toutes les itérations. On choisit de retenir seulement les config-
urations obtenues une itération sur [ apres K itérations. Garder plus de configurations
n’augmenterait pas la précision. On ne garde donc que les configurations obtenues aux
itérations K, K + 1, K + 21, ..., I. L’ensemble de ces configurations que ’on notera &
constitue notre échantillonnage (numérique) de la distribution m(a) = P(A1, ..., An).
L’échantillonnage est de taille ny, = % On construit alors des histogrammes a partir
des configurations de ’échantillonnage €.

e On veut par exemple construire un histogramme de la densité moyenne. On
doit d’abord discrétiser I'intervalle que l'on veut considérer, ici un intervalle symétrique
autour de 'origine [—(, (] avec ¢ > V2N, ainsi notre intervalle comprend au moins le
segment [—\/W V2N | qui est le support de la densité dans la limite N — oo. On
discrétise l'intervalle [—(, (] en introduisant n > N points intermédiaires équidistants
(. = —C + 2Ck/n pour 0 < k < n. Le pas de discrétisation est § = 2¢/n. On crée un
tableau de (n + 1) cases h,[k] initialisées a 0. Une fois rempli, ce sera I’histogramme de
la densité moyenne py. Pour chaque configuration (Aq, ..., Ay) de I’échantillonnage &£, on
modifie I'histogramme h,[k| : pour chaque \; de la configuration, on regarde dans quel
intervalle [(y, x11[ il tombe et on ajoute 1 dans la case k correspondante du tableau.

A la fin on divise chaque case du tableau par Nn,d ou n est la taille de ’échantillon-
nage et ¢ le pas de la discrétisation. Ainsi l'intégrale discrete de la densité est bien
[ on(N)dXN = Y7o hylk]d = 1, ie la densité est bien normalisée. On peut alors tracer
'histogramme de la densité h,[k].

e Pour tracer numériquement la distribution de la valeur propre maximale (ou d’une
autre fonction des J;), on procede de méme. On construit un histogramme des valeurs
prises par Apax (qui doit étre en moyenne v2N) pour les configurations de 1’échantillon-



14.1. Algorithme Monte Carlo Metropolis et
grandes déviations 283

nage &.

Avec cet algorithme Metropolis, on peut donc en principe reconstruire la densité
moyenne des \; ainsi que la distribution de la valeur propre maximale. En pratique,
cela fonctionne bien pour la densité, la convergence est rapide et il n’y a pas besoin
de choisir une tres grande valeur de N pour observer le comportement asymptotique.
Typiquement N = 50 donne de tres bons résultats si on fait tourner 1’algorithme pour
I ~ 10® itérations. Dans ce cas des K ~ 10° itérations I'état stationnaire est & peu
pres atteint. On peut par exemple garder pour notre échantillonnage une itération sur
[ = 100.

Par contre, cet algorithme ne suffit pas pour reconstruire les grandes déviations
de la distribution de A.x. En effet ces grandes déviations décroissent exponentiellement
avec N, donc elles décrivent des événements tres rares. Il est quasi impossible de
voir véritablement les branches des grandes dérivations avec un algorithme Metropolis
standard en un temps raisonnable.

Pour accéder efficacement aux queues de la distribution, j’ai développé un algorithme
de Metropolis modifié que j’ai utilisé de nombreuses fois pendant ma these. Cet algo-
rithme repose sur les probabilités conditionnelles comme je 'explique ci-dessous.

14.1.4 Probabilités conditionnelles

J’explique ici un algorithme Metropolis modifié que j’ai développé pour pouvoir ex-
plorer les queues de la distribution de A,.y, ou de fagon générale atteindre des zones de
configurations trés peu probables (événements rares). Par exemple on veut obtenir un
histogramme pour la distribution de A\, a gauche de sa moyenne. On veut atteindre des
valeurs de A\, assez faibles. L’idée est de forcer I’algorithme a explorer la région
Amax < Ye pour un gy, < V2N donné (ou V2N est la moyenne de A\, dans la limite
N > 1). Pour cela on met dans I'algorithme la contrainte Ap.x < 9. de la fagon suivante :

e On commence avec une configuration de valeurs propres (Aﬁo), o )\53)) qui satisfait
la contrainte Ay.x < y.. Pour cela il suffit par exemple de tirer aléatoirement tous les
)\EO) dans un intervalle de la forme [—av/N, y.] avec un a > v/2.

e A chaque itération on réalise les étapes suivantes :

(i) On propose une nouvelle configuration comme dans 1’algorithme standard en modifi-
ant un seul A\; : Aj = \j + €.

(ii) Si la nouvelle configuration ne vérifie pas la contrainte Apax < Y, i€ si Aj +€ > v,
alors la modification est rejetée. Sinon on procede ensuite comme dans le Metropolis
standard : on accepte la modification avec la probabilité p ({\;} — {\;}) donnée Eq.
(14.19), on la rejette sinon.

L’espace C,, des configurations possibles pour cet algorithme modifié est une version
discrétisée de | — 0o,y au lieu de RY. L’étape (ii) équivaut & accepter le pas a — b
avec la nouvelle probabilité Metropolis py, :

PN H A max < ¥e)
P({)‘i}p‘max < yc)

Py, = min |1, (14.20)

ot P({\i}|Amax < ¥e) est la probabilité conditionnelle des \; sachant que tous les \;
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sont inférieurs a y.. Cette probabilité est donnée par :

si Elja )‘j Z Ye

7) )\z )\max< c) =
(A} Ye) { K,. P(A1, ..., An) si A < y. pour tout i

(14.21)

ou K, est une constante, elle donnée par K, = 1/Py(Anax < yc) (on rappelle que de
fagon générale P(A|B) = P(A, B)/P(B)).

L’algorithme Metropolis sur C,, (ou C,, est une version discrétisée de | — oo, y.]")
vérifie donc bien aussi le bilan détaillé. L’étape (i) de proposition de modification {\;} —
{\} est la méme que dans I’algorithme sur RY (plus précisément sur C = C,, une ver-
sion discrétisée de RY), elle a donc bien les propriétés requises (symétrie, irréductibilité,
apériodicité) de sorte que la chaine de Markov converge vers la loi stationnaire ici
m(a) = P{NiHAmax < ve) (cf Eq. (14.21)).

Ce nouvel algorithme permet d’échantillonner la loi conditionnelle des \; sachant
que Amax < Ye, 501t P({\;}HAmax < ¥e), donc de construire un histogramme de la prob-
abilité conditionnelle P(Apax = ¥|Amax < ¥e). En réalité, comme la distribution est tres
piquée, on explore seulement une tres petite région de la forme y. — 6§ < Apax < y.. Cette
région est certes petite mais on ne pouvait pas ’atteindre par ’algorithme standard qui
explorait une petite région au voisinage de la moyenne de Ay.x (donc a droite de y..). La
distribution conditionnelle P(Apnax = ¥|Amax < ¥e) est par définition donnée par :

P(Amax = Yl Amax < Ye) = (14.22)

0 si Elj, )\j > Ye
Ky, P(Amax =y) si A; < y. pour tout ¢

ou Ky, = 1/Pn(Amax < ¥e)-

On veut a la fin construire un histogramme de P(Apnax = y) et tracer la fonction de
grande déviation ®(y) = —InP(Apax = ¥)-

Pour une valeur de y, < V2N donnée, on peut construire un histogramme de
P(Amax = Y| Amax < ¥e) et donc tracer @, (y) = —InP(Amax = Y|Amax < Yc) sur un
petit intervalle de la forme y € [y. — 0,y.]. On peut alors calculer numériquement a
partir de cet histogramme la dérivée de @, (y) au point y = y. — g, ce qui permet de se
débarrasser de la constante K, . En effet on a 9,9, (y) = 9,P(y) pour tout y < y,. car
d’apres Eq. (14.22) on sait que @, (y) = ®,.(y) —In K.

En pratique, on fait tourner le programme pour de nombreuses valeurs de y. <
V2N (bcartées d’environ 6). On construit ainsi morceau par morceau une courbe de
la dérivée 0,P(y) ou ¢(y) = —InP(Amax = ¥). On peut enfin remonter a la grande
déviation ®(y) en intégrant numériquement la courbe de 9,®(y) apres interpolation de
la dérivée (I'interpolation et l'intégration permettent de plus de réduire les fluctuations
et d’améliorer la précision des résultats).

Reste a déterminer numériquement la constante d’intégration. Pour cela on con-
struit d’abord la courbe de 0,®(y) pour un large domaine de valeurs de y a gauche et a
droite de la moyenne v/2N. A gauche, on utilise I'algorithme ci-dessus avec probabilités
conditionnelles. A droite, on utilise un algorithme symétrique avec contrainte Apax > ve
(pour plusieurs valeurs de y.). A la fin, on adapte la constante d’intégration dans ®(y)
pour que lintégrale de P(Amax = y) = e~ calculée numériquement soit égale & 1,
c’est-a-dire de telle sorte que la densité de probabilité de \,.. soit bien normalisée.
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Figure 14.1 — Grande déviation de la valeur propre maximale d’une matrice gaussi-

enne (I)(S\/N) =—InP ()\max = sﬁ) tracée en fonction de s pour différentes valeurs
de Uindice de Dyson [ : [ = 5/4 = 1.25 (disques rouges et ligne rouge), f = 2
(carrés bleus et ligne bleue) et B = 16/5 = 3.2 (triangles oranges et ligne orange). Les
points (disques, carrés, triangles) sont les données numériques obtenues par algorithme
Monte Carlo modifié (avec probabilités conditionnelles). Les lignes sont les résultats an-
alytiques pour la grande déviation a gauche de la moyenne dans la limite N — o0
obtenus au chapitre 18 : P <)\max = 5\/N> ~ e ®NB9) of Bq. (13.122). Les trois fig-

ures représentent successivement les trois ordres de la grande déviation N2, N et 1 :

Dn(B,5) = BN%*Pp_(s)+ N(B —2)P1(s) + ¢p In N + $o(3, 5).
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On peut a la fin comparer avec les résultats analytiques obtenus pour la grande
déviation a gauche de la distribution de A, pour une matrice gaussienne, cf chapitre 13.
La comparaison graphique entre les simulations numériques et les prédictions théoriques
pour la limite N — oo est présentée Fig. 14.1. Les résultats numériques sont donnés par
®(y) = —InP(Amax = v) tandis que les prédictions analytiques (cf Eq. (13.122)) donnent

e~ ®VN) = p ()\max = svN ) ~ e~ ®NB:9) avec la fonction de grande déviation donnée

par On (B, s) = BN?*)p_(s) + N(B = 2)@1(s) + ¢ In N + 05(8, ).

La distribution de Apax est trés piquée pour N grand, de la forme ~ e V"%~ on
peut donc déja voir pour des valeurs pas tres élevées de N la convergence vers la forme
asymptotique.

La précision obtenue numériquement pour N = 30 est assez bonne, on peut voir les
trois premiers ordres N2, N et 1 de la grande déviation ®(y) = — In P(Apax = v). 1l faut
choisir une valeur de N assez grande pour observer le comportement asymptotique, mais
pas trop élevée pour avoir une bonne précision numérique sur les trois ordres N2, N et
1, N = 30 m’a semblé empiriquement étre un bon compromis.

Les limitations de précision numérique peuvent avoir diverses origines. La précision
peut étre améliorée en faisant tourner I'algorithme plus longtemps (plus d’itérations)
pour avoir une échantillonnage de plus grande taille. On peut aussi augmenter le nom-
bre de points y. choisis pour faire tourner les algorithmes avec probabilités condition-
nelles. On peut affiner les histogrammes en réduisant le pas de discrétisation. Enfin la
détermination numérique de la constante d’intégration dans ® demande de connaitre
toute la distribution P(Anax = y), en pratique on la détermine numériquement sur un
segment borné, augmenter la taille de ce segment (en faisant tourner le code pour des
valeurs de y. encore plus petites ou encore plus grandes) peut améliorer la précision de
la constante.

14.2 ENTROPIE D’INTRICATION D’UN ETAT ALEATOIRE

J’explique dans cette partie comment j’ai adapté 1'algorithme Metropolis pour vérifier
numériquement les résultats analytiques que j’ai obtenus sur la distribution de ’entropie
d’intrication d’un état pur aléatoire, cf chapitre 9 et voir [NMV11].

Le contexte physique est expliqué au chapitre 9. On se place dans un espace de
Hilbert produit H4 ® Hp de dimension N x M. On considére un état pur aléatoire |¢)) €
Ha®Hp. Le sous-systeme A est décrit par sa matrice densité réduite pa = Trg [|¢) (¢].
pa est diagonalisable en base orthonormée, ses N valeurs propres \; sont réelles positives
de somme 1. L’intrication entre les sous-systemes A et B est mesurée par l’entropie
d’intrication de von Neumann Syx = —Trpalnps = — >, A;In\; ou bien l'entropie de
Renyi S, = qu In[X,] ot ¥, = >, ! est la pureté généralisée.

Pour un état pur aléatoire, les valeurs propres de la matrice densité p4 sont distribuées
selon la loi jointe Eq. (9.8) (avec 8 =2) :

N
P, An) = Buw 6( ) M= 1) JTTAY [T = M)
% =1

i<j (14.23)
— Bun 5(2)\1. — 1) e 2ENIN
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ou 'énergie effective Ey [);] est donnée par

N
M—N
ExN]==7) InX =) Infx;— X avec y= > d =1 (14.24)
=1 7

1<J

L’idée est d’échantillonner cette distribution de probabilité par un algorithme de
Monte Carlo Metropolis et de construire un histogramme de la distribution de la pureté
Yo = Ziil A?. A nouveau la distribution de la pureté est trés piquée autour de se
moyenne quand N > 1, ainsi un algorithme Metropolis standard ne permet pas en un
temps raisonnable d’explorer les grandes déviations de cette distribution. J’ai eu alors
recours a mon algorithme modifié avec probabilités conditionnelles, que j’ai adapté au
cas de la distribution Eq. (14.23). Dans toute la suite on se placera dans le cas M = N,
soit v = 0.

14.2.1 Méthode 1 : Metropolis avec probabilités conditionnelles

Je donne ici I'adaptation de mon algorithme avec probabilités conditionnelles (présenté
section 14.1.4) au cas de la pureté Xy = >, A7 pour des \; de loi donnée Eq. (14.23).
Jimpose dans 'algorithme la condition 35 > s./N pour explorer la branche droite
de la distribution de la pureté ¥,. L’espace des configurations C est donné par une
version discrétisée de {(Aq, ..., An) € RY,>".\ =1}

e On commence avec une configuration initiale des \; qui satisfait les contraintes
SV, A = let \; > 0 pour tout 7 ainsi que la condition ¥y = 37, A2 > 5./N. On s’attend
a un comportement typique des valeurs propres A; < 1/N pour N > 1 donc on peut
choisir les \; en tenant compte de ce scaling. Pour que la contrainte ¥y > s./N soit
vérifiée initialement, il suffit de forcer une valeur propre de la configuration initiale a
étre suffisamment grande par rapport aux autres.

e A chaque itération, on effectue les deux étapes suivantes :

(i) On propose une modification aléatoire {\;} — {\.} dans I'espace des configurations.
Pour cela on choisit au hasard un couple (A, \;) avec j # k (choix uniforme de (j, k)
parmi les couples d’éléments différents de {1,..., N}) et on propose de le modifier selon
Aj = Aj+ € A, — A — € oll € est tiré selon une loi gaussienne centrée P(e) de variance
assez faible o2 (& adapter pour obtenir un taux de rejet de l'ordre de 1/2 apres (ii)).
Ainsi la contrainte ) . A\; = 1 reste automatiquement vérifiée.

(ii) Si la nouvelle configuration n’est plus dans I'espace des configurations autorisées, ie
siA\j >1oul), >1ousi); <0ou); <0, ou bien encore si ¥y < 5., la modification est
rejetée. Sinon la modification est acceptée avec la probabilité standard p (rejetée avec
probabilité (1 — p)) :

p = min {1, H} = min [1, B (Bx HAQ}]fEN[{AiH)] (14.25)

L’étape (i) est symétrique, ie A({\;} — {\}) = A{N;} — {\})) par symétrie
¢ — —e de la loi gaussienne centrée P(¢). La chaine de Markov associée est irréductible,
ie toute configuration de C peut étre atteinte a partir d’'une autre configuration en un
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nombre fini d’itérations. En effet, si on part d’une configuration (Ay, ..., Ax) et qu’on veut
atteindre (N[, ..., \y), on peut choisir de modifier successivement en (N — 1) itérations
les couples (A1, . An), (A2, AN),..., puis (Ay_1, Ay) pour obtenir (A}, ..., Ny_;, 1 =X —...—
Ny 1) = (A}, ..., Ny_1, Ny). De plus la probabilité de conserver lors d’une itération la
méme configuration est non nulle car P(e = 0) # 0, donc la chaine est apériodique.
Enfin la chaine de Markov vérifie bien le bilan détaillé d’apres Eq. (14.25). Finalement
elle converge vers sa loi stationnaire P(Aq, ..., Ay ).

Apres un grand nombre d’itérations, I’algorithme génere donc des configurations de
A; tirées approximativement selon la loi P(Aq, ..., Ay). Comme expliqué plus haut, on
obtient un échantillonnage de cette loi en conservant les configurations générées une
itération sur [ & partir de la K™ itération.

On peut alors reconstruire numériquement la fonction de grande déviation de la pureté
d(s) = —6—11\,2 InP (22 = i) a partir de la procédure avec probabilités conditionnelles :

N
on la construit par morceaux, pour chaque s, on obtient la forme de &, (s) = ®(s)— h;fégc

(ou K, = 1/P(X2 > s./N)) sur un segment [s./N, (s.40)/N] donc on récupere la dérivée
P'(s) = @/, (s) au point s. + 2 ; puis on integre la dérivée obtenue avec les différents s,
pour revenir a O(s).

Ici j’ai fait tourner ’algorithme pour N = 50 et environ 20 valeurs différentes de s..
Le nombre d’itérations pour chaque s. est I = 10% et K = 10%, [ = 100.

On peut suivre les mémes étapes avec Y < s./N pour construire I'histogramme a
gauche de la moyenne de s, ie s < 2.

Comme on le voit sur la figure 14.2, les simulations numériques concordent avec
les résultats analytiques dans les régimes I et II, cf Eq. (9.35) et (9.40). Par contre
dans le régime III les effets de taille finie sont trés importants, N = 50 n’est pas
suffisant pour voir le saut de la valeur propre maximale prédit analytiquement (cf points
oranges/ligne jaune figure 14.4). On peut vérifier que les formules analytiques pour N
grand mais fini (en prenant 'énergie Eq. (9.58) avec ¢ et ( solutions numériques du
systeme Eq. (9.56) et (9.57)) correspondent bien aux simulations numériques (cf Fig.
14.2), mais cette expression est assez différente du comportement asymptotique dans la
limite N — oo donné a l'ordre dominant par Eq. (9.64). Les effets de taille finie sont
aussi tres importants au voisinage de la transition du régime II au régime III. Il est
alors crucial d’obtenir des données numériques pour N tres grand, beaucoup plus grand
que N = 50, pour voir le saut brutal de la valeur propre maximale a la transition IT —
II1. Pour N = 50 la transition est régularisée. En effet, au point de transition s = sy on

5

s’attend a ce que la valeur propre maximale ¢ saute d’une valeur environ - a une valeur

beaucoup plus grande @/% pour N > 1, mais pour N =50 on a % > @/% pour tout

s < 9/4. Ainsi il est clair qu’on ne peut pas voir de saut pour Aya, pour N = 50, il faut
augmenter sensiblement V.

Pour pouvoir simuler les valeur propres pour un N beaucoup plus grand, j’ai dit mod-
ifier de fagon importante I’algorithme (pour éviter un temps de simulation démesurément
long). C’est 'objet de la partie suivante.
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Figure 14.2 — Distribution de la pureté Xy : la figure montre la fonction de grande
déviation P(s) = —lnp(??%/m tracée en fonction de s pour N = 50. Les points bleus
sont des données numériques que j’ai obtenues par simulations numériques Monte Carlo
Metropolis (méthode 1, cf section 14.2.1). Le trait plein rouge représente les prédictions
analytiques dans la limite ou N est grand mais fini : pour les deux régimes I et I la
courbe analytique est le résultat asymptotique pour N — oo (cf ®; Eq. (9.35) et Oy
Eq. (9.40)); pour le régime I1I la courbe analytique correspond aux formules analytiques
obtenues pour N grand mais fini (en prenant pour ®rr; l’énergie Eq. (9.58) avec t et ¢
solutions numériques du systeme Eq. (9.56) et (9.57)) mais pas a la limite asymptotique
W;rr. Les effets de taille finie sont en effet tres visibles pour le régime II1 quand N est
de l'ordre de N = 50 : la transition parait régularisée (pas de discontinuité de la dérivée
au point de transition II—-III).
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14.2.2 Méthode 2 : Simulation avec densité et probabilités con-
ditionnelles

Pour échantillonner la distribution P(Ay, ..., Ay) Eq. (14.23) pour des valeurs de N
tres élevées, j’ai modifié de fagon importante I'algorithme Monte Carlo en m’appuyant
sur les résultats analytiques qui montraient clairement une singularisation de la valeur
propre maximale par rapport aux autres valeurs propres. La question était plutot de
savoir si cette valeur propre maximale se détachait de facon continue des autres valeurs
propres ou sautait brutalement a une valeur beaucoup plus grande en un point s précis,
et dans ce cas en quel point s. Ces simulations a N tres grand m’ont en fait aidée a
comprendre la limite asymptotique N — oo dans le régime 111 et m’ont guidée pour la
résolution analytique des équations dans cette limite.

L’idée pour simuler N valeurs propres pour des valeurs élevées de N est qu’au lieu
de simuler directement les valeurs propres on simule leur densité. Comme on s’attend
a un role spécifique joué par Ay.x, on simule donc d’une part la valeur propre maximale
Amax = t et d’autre part la densité des (N — 1) valeurs propres inférieures p(\) =
ﬁ Y izmax 0(A — Ai). Dans les algorithmes précédents, une configuration consistait en
N variables, les N valeurs propres. Dans le nouvel algorithme avec densité, ’espace C
des configurations est donné par les k + 2 < N variables suivantes :

(1) la valeur propre maximale t.

(2) la borne supérieure du support de la densité ¢ (¢ < t).

(3) la valeur de la densité en les points z; = * (pour 0 < i < k).

On doit imposer la condition p(¢) = 0, i.e. p(xy) = 0 par définition de la borne
supérieure ¢ du support de la densité (et par continuité de la densité) L’idée est de
remplacer la densité réelle par une approximation affine par morceaux de la densité
définie par sa valeur en tous les x; pour 0 < i < k.

Ces (k + 2) variables décrivant les valeurs propres permettent de simuler des config-
urations de N > k valeurs propres, par exemple N = 1000 avec k£ = 50. Le nombre de
valeurs propres N apparait dans l'expression de I'énergie En (et dans les contraintes).
Avec ce nouveau code on peut maintenant simuler des configurations a un grand nombre
N de valeurs propres en un temps raisonnable.

14.2.2.1 L’algorithme

D’apres les prédictions analytiques, on s’attend a ce que la densité diverge quand
A — 07 comme p(\) x \/LX Pour obtenir une meilleure approximation de la densité dans

le code, on choisit de discrétiser une forme régularisée de la densité p(\) = vV p(\).
Nos (k + 2) variables sont donc en fait :

(1) la valeur propre maximale t.

(2) la borne supérieure du support de la densité régularisée ¢ ({ < t), qui est la méme
que la borne supérieure du support de la densité.

(3) la valeur de la densité régularisée en les points z; = & (pour 0 < i < k) : z; = p(=;).

L’espace C des configurations est donc donné par {t, (, z;} pour 0 < i < k qui vérifient
les deux contraintes [ p = 1 (normalisation de la densité) et ¢t + (N — 1) [Ap = 1 (ie
S, A = 1) ot la densité p(A) = p(A)/V\ est discrétisée sous la forme p(z;) = 2 on
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Dans 'algorithme Metropolis, on calcule 1'énergie Ex[{\;}] (qui apparait dans la
probabilité d’acceptation (ii)) ainsi que des contraintes du type ) . A; = 1 en utilisant
une interpolation linéaire de la densité régularisée p()\) :

p(A) =z + AR ) (A — ;) pour A€ [z, x| (14.26)
Tit1 — T4
olt z; = p(z;) ( en particulier z;, = 0). Les intégrales du type [ dAXp(\) sont calculées
par interpolation linéaire :

/0C DA = <%)

Jexplique ci-dessous l'algorithme Metropolis avec condition 35 > s./N que j'ai
adapté a l'espace C des configurations définies par Ay.x = t et la densité discrétisée
des autres \;, ie {t,(, 2z;} (C inclut les contraintes de normalisation de la densité et de
somme 1, ie Y . \; = 1).

zo+§zi{(i+1)g+(i—1)g —2@3}] (14.27)

e Il y a deux contraintes pour la densité : la normalisation [ p =1 et la somme des
valeurs propres fixées a 1, ie t + (N — 1) [Ap = 1. On démarre avec une configuration
initiale qui satisfait ces contraintes : par exemple, on prend pour p initial une densité

de la forme p(A\) = %\/% et ¢ est alors fixé par la contrainte t = —(N — 1) [ Ap + 1.

Initialement on choisit aussi ¢ pas trop grand pour que la condition Y, A\? > s./N soit
satisfaite (pour une valeur fixée de s.), exactement comme dans le code avec probabilités
conditionnelles.

e A chaque itération on propose une modification (i) dans l'espace des config-
urations (nos k + 2 variables) qui vérifie naturellement les deux contraintes [ p =1 et
t+(N—1) [ Ap =1 (somme 1). Plus précisément & chaque itération on choisit au hasard
trois entiers entre 0 et (k+ 1) : i3 < iy < i3. Puis, selon la valeur de ¢y 23, on propose la
modification suivante :

- Cas 1 : i3 < k. On propose alors une modification (z;,, zi,, 2is) — (zi1 + a6, zi2 +
o€, 23 + iz€), ol € est tiré selon une loi gaussienne centrée et de variance o (adaptée
pour que le taux de rejet final soit proche de 1/2). a1, as et ag sont des constantes fixées
par les contraintes [p=1et t+ (N —1) [ Ap =1 (somme des valeurs propres) :

ap = |:(23 + 1)3/2 + (23 . 1)3/2 _ 223/2] |:(22 + 1)5/2 + (ZQ o 1)5/2 . 2@2/2}

- [(iz +1)37 4 (i — 1)°% — 2z'§/2} [(z'?, +1)5/2 + (i — 1)%/% — 22'3/2]
as et az sont obtenus a partir de oy par permutations cycliques de i1, i et is.

- Cas 2 : iy < iy < i3 = k. On propose une modification (¢, z;,, z;,) — (( + €, zi1 +
€1, 22 + €2) ol € est tiré selon une loi gaussienne centrée de variance o? (adaptée pour
ajuster le taux de rejet), et ou € et €y sont des fonctions de e. Enfin i; et iy sont fixés
par les deux contraintes ([ p = 1 et somme des valeurs propres).

- Cas 3 : i) < iy < k et i3 = k+ 1. On propose une modification (¢, z;,, z;,) —
(t 4 € 21 + €1,2i2 + €2), ou exactement comme dans le cas 2 € est tiré selon une loi
gaussienne centrée et ou €; et €5 sont des fonctions de €. Enfin i1 et i5 sont fixés par les
deux contraintes ([p=1et > ;N =1).
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Figure 14.3 — Distribution de la pureté 3y : fonction de grande déviation ®(s) =
—lnp(?%m tracée en fonction de s pour N = 1000. Les points rouges sont des données

numériques que j’ai obtenues par simulations Metropolis (méthode 2, cf section 14.2.2)
pour N = 1000 (a partir d’une densité a k = 50 points). Le trait plein représente les
résultats analytiques asymptotiques pour N — oo : ®(s) ~ ®yr(s) dans le régime 11

(s1 < s < sq, en vert), cf Eq. (9.40); ®(s) ~ \P”Tjés) pour le régime III (s > sy, en bleu),
cf Eq. (9.64). La transition entre les régimes I1 et II1 est brutale, on voit la discontinuité
24/3  25/3Im N
N1/3 — "3N2/3

de la dérivée premiére de ®(s) au point de transition s, = 2+

N =1000.

~ 2.18 pour

-Cas 4:i <iy=ketiz=Fk+1 On propose une modification ((, z;,,t) —
(C+€ 21+ €1,t+dt), ou € est tiré selon une loi gaussienne centrée (méme que dans le
cas 2), et € et dt sont des fonctions de € et i; fixées par les deux contraintes ( f p=1et
somme des valeurs propres).

(ii) Ensuite, si ¢ > ¢, 81 ¢ < 0, 81 z; < 0 ou si Y ;A2 < s./N, cest-a-dire si
(N —=1) [ X p+t* < s./N, la modification est rejetée. Sinon on calcule I'énergie de la
nouvelle configuration E’ et on accepte la modification avec la probabilité Metropolis
habituelle p = min [e=2F =) 1] (et on la rejette avec la probabilité (1 — p)).

Une observation directe des regles ci-dessus montre que le bilan détaillé est bien

vérifié. Comme on utilise la probabilité Metropolis usuelle, il suffit en effet de vérifier
que I'étape (i) est bien symétrique, ie que la probabilité a priori A({t, (, z;} — {t', (', 2})
de proposer une modification {t,(, z;} — {t/,(’, zi} est bien égale a celle de proposer la

modification inverse, soit {t',(’, 2/} — {t,(, z;}. Dans le cas 1 par exemple on propose
la modification (z;, zi,, 2i;) — (2, 2,, 21,) = (21 + Q1€, Zig + Q2€, 23 + aze) oll ap
et az sont des fonctions de 7y, iy et i3 uniquement. Or la proposition (2, 2, 2,) —
(Ziys Zig, 2is) = (20 — Q1€, 21y — Q€ zls — ai3€) a bien la méme probabilité du fait que la

probabilité de tirer —e est la méme que celle de tirer € ie P(e) = P(—e¢) (car la variable
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Figure 14.4 — Valeur propre maximale Ao = t pour une valeur fixée de la pureté g =
s/N tracée en fonction de s pour différents N. Les points sont des données numériques
que j’ai obtenues par simulations Metropolis (méthode 2, cf section 14.2.2) pour N = 50
(points oranges), N = 500 (points rouges) et N = 1000 (points bleus). Les prédictions
analytiques sont en trait plein. La théorie prédit un saut de Ay = t au point de transition
s = 8o, d’une valeur t ~ { = % avec L(s) = 2(3 — /9 —4s) (régime I1, s < s3) a
une valeur t ~ % (régime 111, s > s5) beaucoup plus grande quand N > 1. Pour
N = 50 les effets de taille finie sont trop importants pour que l'on puisse voir le saut
(la différence entre 1/N et 1/v/N n'est pas assez sensible). Par contre, pour N = 500
ou N = 1000 on voit clairement un changement brutal de comportement de Ayax. Dans
le régime I (s < s3), t ~ L(s)/N, ainsi tN est indépendant de N, les courbes pour les
différents N sont confondues, contrairement au régime II1 (s > s5) ou tN =< V/'N.
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€ est tirée selon une loi gaussienne centrée P(¢)). De méme pour les cas 2, 3 et 4.

De plus on peut montrer assez facilement que ’algorithme est irréductible, c¢’est-a-dire
que pour tout couple de configurations {¢, (, z;}, {t, (', zi} il est possible de proposer des
changements de configuration successifs (a 1’étape (i)) pour passer en plusieurs itérations
de {t,(,z;} a {t',{’, zl}. En effet on peut modifier un z; avec le cas 1, ¢ avec le cas 2 et
t avec le cas 3. En au plus (k + 2) étapes on peut changer toute la configuration. Enfin,
comme € est toujours tiré selon une loi gaussienne centrée (dans les cas 1, 2, 3 et 4), il
peut étre nul parfois. Il est donc possible de proposer a I’étape (i) de ne faire aucune
modification, donc la condition d’apériodicité est bien vérifiée.

Les conditions de bilan détaillé, d’irréductibilité et d’apériodicité sont bien vérifiées
comme on vient de le voir. Ainsi I’algorithme converge vers sa loi stationnaire. Ainsi
apres un grand nombre d’itérations ’algorithme génere des configurations selon la bonne
loi stationnaire P(Aq, .., Ay|X2 > s./N). On peut alors construire des histogrammes pour
la densité et la pureté .

Pour N = 50 (simulé avec (k + 2) variables, k = 20), j’ai vérifié qu’on retrouve les
résultats précédents obtenus par Monte Carlo direct (simulation explicite des valeurs
propres). Pour N = 500 et N = 1000 (avec k = 50), j’ai obtenu des résultats intéressants
montrant une transition brutale avec saut de la valeur propre maximale, cf Fig.
14.4. La figure 14.3 montre que, pour la distribution de la pureté ¥y = > A7, ces
nouvelles simulations réalisées pour N = 1000 (avec k = 50) sont en bon accord avec les
prédictions analytiques asymptotiques dans la limite N — oo, voir Eq. (9.35) et (9.40)
pour les régimes I et IT et surtout Eq. (9.64) pour le régime III. En particulier on voit
bien le changement de pente au second point de transition (discontinuité de la dérivée
premiere).

14.3 NOMBRE DE VALEURS PROPRES POSITIVES

Dans cette partie, j'explique comment j’ai adapté I'algorithme Metropolis avec prob-
abilités conditionnelles (cf section 14.1.4) au cas du nombre de valeurs propres positives
d’une matrice gaussienne, pour lequel les résultats analytiques sont présentés au chapitre
11.

On rappelle que la distribution des valeurs propres d'une matrice gaussienne est
donnée par :

1 1
P(A,y.. . Ay) = ——e 220X [T = Ael? = —— e Pontird] (14.28)
Zy , Zy
i<k
avec Ey [{N}] = 3>, A — Y ici A = Ajf et ot B> 0 est I'indice de Dyson.

On veut échantillonner la loi P(A1, ..., Ay) et construire un histogramme du nom-
bre de valeurs propres positives N’y = > 4();). On s’attend & nouveau & une

distribution tres piquée pour N grand de la forme :
PNy =cN,N)~exp [-fN?®(c)] pour0<c<1 (14.29)

En principe, on peut utiliser l'algorithme Metropolis avec probabilités condition-
nelles (cf section 14.1.4) pour atteindre les queues de la distribution de A, , reconstruire



14.3. Nombre de valeurs propres positives 295

numériquement la grande déviation ®p,,(c) = _1n7>(g\+2:cm et comparer ensuite avec
son expression analytique ®(c) pour N — oo donnée Eq. (11.71) (pour ¢ > 1/2).
Cependant, N, est une fonction discréte, elle prend des valeurs enticres entre 0 et
N. Numériquement il est plus facile de considérer des fonctions continues et de revenir
seulement a la fin & N,. En effet, dans I’algorithme avec probabilités conditionnelles, on
explore des zones de faible largeur de la forme s, < N < s.+9. Si 6 < 1, N reste égal
a la meéme valeur dans tout l'intervalle et on ne peut rien déduire d'une telle simulation.
Ainsi on introduit une version régularisée 6, (\) de la fonction theta de Heaviside 0(\) et

par conséquent une version régularisée N, de N,. Pour n > 0, on pose :

N
0,(\) = L et Ny =Y 0,(\) (14.30)
l+en i=1

La fonction 6, croit de 0 (quand A\ — —o0) a 1 (quand A — o0). Elle a la méme
symétrie que 6(\) par rapport a l'origine : 6, (=) = 1 —6,()). Ainsi on a P(N,, = cN) =
P(N, = (1 —¢)N). Le parametre 1 donne la largeur du saut de 0 & 1 et lim,_,¢6,(\) =
O(N), soit Ny = Ny

14.3.1 Distribution de N,

Dans cette partie, j'explique comment construire un histogramme pour la distribution
de N, avec l’algorithme Metropolis & probabilités conditionnelles, pour une valeur de 7
suffisamment grande pour que N, soit bien continue (lissée). On met dans l'algorithme
la condition N, > N¢* pour un ¢* > 1/2 (et ¢* < 1).

e On commence avec une configuration initiale des A; qui vérifie N;, > N¢*. En pra-
tique, si 1 n’est pas trop grand, il suffit d’imposer qu'un grand nombre de valeurs propres
soient positives (N, > Nc¢* + 2 par exemple pour < 1). A part cette contrainte, on
choisit les \; de facon plus ou moins arbitraire en tenant compte toutefois du scaling
typique attendu X; < v/N.

e A chaque itération, (i) on propose la modification d'une valeur propre A\; — \; + €
comme plus haut. Cette modification est refusée si pour la nouvelle configuration N, <
Nc*. Sinon (ii) on accepte cette modification avec la probabilité standard p, on la refuse
donc avec probabilité (1 —p) :

(P, AY) o (o—B(EN [N -En[{A)
= 1] =m NPT ENAA) ] 14.31
D m1n<73()\1’.”’)\N), m(e 3 ) ( )

Cet algorithme, comme on I'a déja vu plus haut, vérifie des conditions suffisantes
pour que le théoreme de convergence des chaines de Markov s’applique. Apres un grand
nombre d’itérations, 'algorithme converge donc vers la loi stationnaire (conditionnelle)
P(A1, .o, ANIN,, > Neb).

Grace a la procédure expliquée section 14.1.4, on peut faire tourner le programme
ci-dessus pour de nombreuses valeurs de ¢* et construire alors une courbe de la dérivée
de la fonction de grande déviation @,(c) = —lnp%\/#";cm puis de la grande déviation
proprement dite @, (c).
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Figure 14.5 — Fonction de grande déviation ®pum(c) = —In PN, = cN)/ (BN?) tracée
comme fonction de ¢ pour N = 50. Les points rouges sont les données numériques
obtenues par méthode Monte Carlo avec n = 0.5 (et 10® itérations). Chaque point corre-
spond a une valeur entiére de N, = c¢N. Le trait plein bleu est la prédiction analytique
dans la limite N — oo ®(c) donnée Fq. (11.71).

14.3.2 Retour a N,

Grace a l'algorithme avec probabilités conditionnelles, on peut donc (cf ci-dessus)
obtenir la distribution de N, & condition que 7 soit suffisamment grand. En effet une
simulation avec condition N, > ¢*N explore en fait une petite région de la forme
*N < N, < (¢* + 0)N. Pour obtenir un histogramme non trivial sur cet intervalle,
il faut que N, prenne des valeurs suffisamment différentes sur ce petit intervalle afin de
pouvoir en déduire un point de la dérivée de ®,(c) = _1n7’(g\+2:cN)_ Si n est trop faible,
N, n'est pas une fonction assez réguliere et on ne peut rien déduire de la simulation avec

condition Nn > c*N.

On cherche & construire un histogramme pour M} = lim,_,oN,. Cependant, on ne
peut pas simplement diminuer la valeur de n pour revenir & N, d’apres la remarque
ci-dessus (numériquement on ne peut pas descendre en-dessous d’un certain seuil pour
n), il faut trouver une autre méthode.

L’idée est alors de faire tourner le programme pour un 1 donné pas trop petit (par
exemple 7 = 0.5) et de noter a chaque itération (ou mieux une itération sur dix ou cent)
la valeur de NV, et N, pour ensuite exploiter ces données jointes afin de remonter a
N. Avec T'algorithme expliqué section 14.3.1, on peut en effet pour un 1/2 < ¢* < 1
construire un histogramme joint pour N, et N, sachant que N, > ¢*N, en pratique
sachant que (¢*+0)N > N, > ¢*N. En faisant tourner le code pour plusieurs valeurs de
¢* et en complétant ensuite par symétrie autour de 1/2, on obtient alors un histogramme
complet de la probabilité conditionnelle P(N,|N,).

A la fin, comme on connait maintenant a la fois P(N;|N,)) et P(N,) numériquement,
on peut remonter a la distribution de N, en intégrant numériquement sur N, :

PIN,) = / AN, PN IN, PN, (14.32)
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La figure 14.5 montre la comparaison des données numériques obtenues selon la
procédure ci-dessus avec les prédiction analytiques, cf Eq. (11.71). Globalement la con-
cordance entre les deux est plutot assez bonne. Cependant, comme la distribution de N
n’est pas continue pour N fini (N, prend des valeurs enticres), il y a des effets de taille
finie assez importants qui rendent la convergence numérique assez lente, ce qui explique
les différences entre les simulations et la théorie loin de ¢ = 1/2.



298 Chapitre 14. Monte Carlo par chaines de Markov




Conclusion et perpectives

J’ai étudié dans cette these divers aspects de la théorie des matrices aléatoires ainsi
que ses applications a des modeles de physique statistique ou de physique quantique.
La théorie des matrices aléatoires, initialement introduite par Wigner dans le contexte
de la physique nucléaire, a trouvé depuis un tres grand nombre d’applications. Elle est
devenue et reste aujourd’hui encore un domaine de recherche tres actif aussi bien en
mathématiques (probabilités, théorie des nombres) qu’en physique (chaos quantique,
chromodynamique quantique, graphes aléatoires, marcheurs vicieux, états quantiques
aléatoires, etc).

Pendant ma these, j’ai étudié un certain nombre de propriétés des matrices aléatoires,
comme la distribution du nombre de valeurs propres positives [MNSV09, MNSV11] (cf
chapitre 11) ou encore la valeur propre maximale d’une matrice gaussienne [BEMN10,
NM11] (cf chapitres 12 et 13). Pour le calcul du nombre de valeurs propres positives,
nous avons utilisé une méthode de gaz de Coulomb qui nous a conduits a des équations
intégrales dont la solution est une densité a support fait de deux segments disjoints.
Nous avons alors développé une méthode pour résoudre ces équations qui pourrait aussi
etre appliquée a d’autres contextes, en particulier a I’étude du nombre de valeurs pro-
pres positives d’'une matrice aléatoire de Wishart ou d’un autre ensemble (au lieu des
ensembles gaussiens) ou encore au calcul de la probabilité d'un gap dans le spectre des
valeurs propres.

D’un autre coté, j’ai beaucoup étudié la valeur propre maximale d’une matrice gaussi-
enne. Les valeurs propres d’une matrice aléatoire constituent un exemple tres intéressant
de variables aléatoires fortement corrélées pour lesquelles on sait calculer la distribution
du maximum (dans la limite N — oo ou N est le nombre de valeurs propres). Les fluc-
tuations typiques au voisinage de la moyenne de la valeur propre maximale A, sont
décrites par la loi de Tracy-Widom. Ce résultat est connu depuis les travaux de Tracy
et Widom dans les années 90. Cependant la preuve initiale est assez compliquée, j’ai pu
récemment en dériver une preuve plus élémentaire grace a une technique développée dans
le contexte de la chromodynamique quantique. Cette méthode fait appel a des polynomes
orthogonaux sur un intervalle semi-infini. Elle fonctionne bien dans le cas de ’ensemble
GUE et pourrait étre étendue aux cas GOE et GSE en introduisant des polynomes “skew-
orthogonaux”. Elle pourrait également étre appliquée aux matrices de Wishart. De plus
cette technique permet aussi de calculer la grande déviation a droite de la moyenne pour
la valeur propre maximale. Les grandes déviations décrivent les fluctuations importantes
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atypiques loin de la moyenne (événements rares).

Nous avons pu aussi calculer en collaboration avec Gaétan Borot et Bertrand Eynard
la grande déviation de la valeur propre maximale d'une matrice gaussienne a gauche de
sa moyenne. La méthode est tres différente, elle s’appuie beaucoup sur ’analyse com-
plexe et permet de traiter le cas d'un § > 0 arbitraire (pas seulement § = 1,2 ou 4
qui correspondent aux ensembles GOE, GUE ou GSE). On pourrait 'adapter pour cal-
culer la grande déviation a droite de la moyenne pour 5 > 0 quelconque a condition de
singulariser la valeur propre maximale. En effet, les configurations ou la valeur propre
maximale est a droite de sa moyenne correspondent en général a avoir un continuum
de valeurs propres peu perturbé par rapport a la configuration moyenne plus une valeur
propre isolée, la valeur propre maximale.

Au début de ma these, je me suis intéressée a un systeme physique d’interfaces fluctu-
antes a I’équilibre [NM09] que ’on modélise par des marcheurs aléatoires vicieux (ie ne se
croisant pas) a une dimension en présence d'un potentiel externe induit par un substrat
(qui joue le role d'un mur). J’ai présenté en détails I’étude de ce modele au chapitre 5. J’ai
montré que la distribution transverse des hauteurs des interfaces (autrement dit la distri-
bution des positions des marcheurs a un instant donné) est exactement celle des valeurs
propres d’'une matrice aléatoire de type Wishart (a un changement de variables pres).
Grace a cette connexion avec les matrices aléatoires, j’ai pu utiliser des résultats ainsi
que des techniques issues de la théorie des matrices aléatoires -par exemple la méthode
du gaz de Coulomb- pour dériver un certain nombre de propriétés statistiques du modele
d’interfaces (distribution marginale de la hauteur d’une interface, hauteur de 'interface
la plus haute, hauteur de l'interface la plus prés du mur, centre de masse des hauteurs...).
En particulier, j’ai pu calculer la distribution du centre de masse des interfaces par la
méthode du gaz de Coulomb. J’ai mis en évidence une transition de phase dans le gaz
de Coulomb associé, qui a pour conséquence une faible non-analyticité de la distribution
du centre de masse au point de transition (plus précisément une singularité essentielle).

Plus tard, j’ai été amenée a étudier le processus de Pearcey, un modele de marcheurs
vicieux conditionnés a partir tous du méme point et a se rejoindre en deux points +a :
les N/2 marcheurs supérieurs se rejoignent en a, les N/2 inférieurs en —a. Ce modele
est a nouveau relié étroitement a la théorie des matrices aléatoires : plus précisément
la distribution des positions des marcheurs a un temps donné est la méme que celle
des valeurs propres d’une matrice aléatoire gaussienne avec terme de source. Ce modele
présente une transition de phase a un temps critique t. : la densité de position des
marcheurs a un temps donné ¢ a un support fini connexe pour ¢ < t., et un support fait
de deux segments disjoints pour t > t.. J’ai pu calculer 'expression de cette densité au
temps critique t. par la méthode du gaz de Coulomb (bien que les équations intégrales
associées au probleme soient plus compliquées que les équations de Tricomi habituelles
en matrices aléatoires). J’ai aussi étudié un modele de gaz de Coulomb généralisé qui
comprend le cas du processus de Pearcey et qui présente la méme transition de phase.
J’ai pu calculer dans ce cas également la densité au point critique.

La connexion entre modeles de marcheurs vicieux et matrices aléatoires est connue
aussi bien des mathématiciens que des physiciens. Elle relie en général la distribution
transverse des positions des marcheurs vicieux a un temps donné (0 < ¢t < 1) a la dis-
tribution des valeurs propres de matrices aléatoires. Le déterminant de Vandermonde
IL.- j()\j — \;) qui apparait dans la distribution des valeurs propres A; traduit la con-
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trainte de non-croisement entre les marcheurs (“répulsion des trajectoires”). Selon les
conditions imposées sur les marcheurs (conditions au bord, présence ou non de potentiel
externe), le modele de matrices associé varie (gaussien avec ou sans source, Wishart...).
Il est apparu récemment que ces modeles de marcheurs vicieux sont également reliés a
des modeles de croissance stochastique comme le “PNG” (polynuclear growth model) ou
encore au modele du polymere dirigé. Il existe aussi une connexion avec la chromody-
namique quantique (QCD) sur réseau. Tous ces liens ont permis de montrer entre autres
que la distribution de Tracy-Widom, qui décrit les fluctuations de la valeur propre max-
imale d’une matrice gaussienne (ou de Wishart) au voisinage de sa moyenne, apparait
aussi dans tous ces contextes. Ces liens cependant sont prouvés au cas par cas, reliant
un modele de marcheurs vicieux avec telles conditions au bord a tel modele de matrices
ou encore a la fonction de partition QCD pour tel groupe de jauge. Il serait intéressant
de comprendre s’il existe une connexion plus profonde et générale entre tous ces modeles.

Enfin je me suis intéressée a des problemes dans un domaine tout a fait différent
-celui de la physique quantique et de l'intrication. J’ai étudié 'intrication pour des états
purs aléatoires dans un systeme quantique bipartite [NMV10, NMV11]. J’ai présenté au
chapitre 9 le calcul de la distribution de l’entropie d’intrication pour un tel systeme.
L’intrication est une propriété fondamentale et fascinante de la physique quantique. Elle
décrit les corrélations non-classiques non-locales entre deux sous-parties d’un systeme
quantique. Ces corrélations puissantes ont beaucoup d’applications dans les domaines
de I'information, la cryptographie, la téléportation, I'algorithmique quantiques, etc. Par
exemple, l'intrication a permis d’imaginer pour 'ordinateur quantique des algorithmes
bien plus efficaces que leurs analogues classiques. Dans un systeme quantique bipartite
H4RHp fait de deux sous-parties A et B dont ’état est décrit par un état pur [¢) € Ha®
Hp, I'état du sous-systeme A est décrit par sa matrice densité réduite pa = Trg[|¢) (¥].
Cette matrice ps représente I'information que I'on peut avoir sur le sous-systeme A si
on ne sait rien de B. Or si p4 ne donne acces qu’a une information tres partielle sur
A (grande incertitude sur 1’état de A), c’est qu'une grande partie de l'information est
contenue dans l'intrication avec B. Une valeur propre \; de la matrice ps peut étre
interprétée comme la probabilité que A soit dans I’état pur ¢ (vecteur propre associé a
A;). Ainsi 'entropie de von Neumann Syxy = — >, A;In \;, qui est simplement Ientropie
de Shannon des probabilités \;, caractérise l'intrication entre les deux sous-systemes A
et B.

Dans ma these je me suis intéressée aux propriétés d’intrication des états purs aléatoi-
res. L’idée est proche de celle de Wigner pour la théorie des matrices aléatoires : si on
ne connait pas le Hamiltonien du systeme quantique, on peut supposer que l'état du
systeme est décrit par un état aléatoire. Qui plus est, un état aléatoire est un état tres
général, un état “typique” qui peut étre vu comme un état de référence auquel on peut
comparer un état physique donné. Un état pur aléatoire |¢)) est un vecteur de norme
1 tiré aléatoirement selon une distribution uniforme (mesure de Haar). On a vu que
pour un état pur aléatoire |¢)) € Ha ® Hp, les valeurs propres \; de la matrice densité
pa = Trg[|1)(¥|] sont des variables aléatoires distribuées exactement comme les valeurs
propres d'une matrice aléatoire de Wishart avec seulement la contrainte supplémentaire
> A = Trps = 1. Ainsi j’ai pu utiliser une méthode de gaz de Coulomb pour calculer la
distribution de 'entropie d’intrication Syny = — >, A;In A; pur un état pur aléatoire. J’ai
mis en évidence deux transitions de phase dans le gaz de Coulomb associé. En particulier
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la seconde transition est assez brutale : la valeur propre maximale se détache soudain du
continuum des autres valeurs propres pour devenir beaucoup plus grande. La conséquence
est une discontinuité de la dérivée premiere de la distribution de I'entropie au point de
transition.

J’ai également commencé a m’intéresser a la fin de ma these aux états de Bures
aléatoires (cf chapitre 10), qui sont des états mélanges statistiques aléatoires (matrices
densité aléatoires). Ces états décrivent des systémes ouverts, en interaction avec I'envi-
ronnement. Pour ces états, j’ai calculé la distribution de la pureté qui décrit I'intrication
du systeme avec I'environnement. Il serait intéressant d’étudier pour ces états de Bures
aléatoires l'intrication entre deux sous-parties A et B du systeéme lui-méme (et pas avec
I'environnement). Cependant dans le cas des mélanges statistiques, I'intrication ne peut
pas étre simplement caractérisée par I'entropie, il faut faire appel a d’autres mesures plus
compliquées (voir chapitre 7), ce qui rend le probleme assez difficile.

Une autre extension de mon travail serait 1’étude de lintrication pour des états
aléatoires choisis non pas parmi tous les états de ’espace de Hilbert mais parmi un
sous-ensemble d’états plus “physiques”. Par exemple on pourrait considérer des états
aléatoires de types MPS, “matrix product states”, qui sont connus pour bien décrire
I’état fondamental d’ Hamiltoniens avec interactions de courte portée et sont tres utilisés
dans les techniques numériques de DMRG (Density Matrix Renormalisation Group). On
s’attend pour ces états a une intrication beaucoup plus faible en moyenne que dans le
cas d’états aléatoires sur I'espace de Hilbert complet. Une autre fagon de se restreindre a
un ensemble d’états plus physiques est d’ajouter une contrainte sur le systeme, en fixant
par exemple l'énergie du systeme pour un Hamiltonien donné. Une approche récente de
la physique statistique quantique suggere que l'intrication avec l’environnement est la
clé de la thermalisation d'un systeme. Si on choisit au hasard un état sur ’espace total
fait du systeme et d’un gros environnement, avec une énergie totale fixée, les propriétés
du systeme sont en fait tres proches de I’état moyen -1’état thermalisé (ensemble canon-
ique). D’ou vient cette “typicalité” 7 Il serait intéressant de comprendre plus en détails
ce phénomene.

On peut également étudier la dynamique aléatoire d’un état quantique au lieu de con-
sidérer des états aléatoires statiques. Pour cela, on peut choisir un Hamiltonien aléatoire
(matrice aléatoire si le systeme est de dimension finie) et voir sous quelles conditions
I’évolution unitaire avec ce Hamiltonien conduit au bout d'un temps assez long a des
états aléatoires.

Enfin j’ai aussi développé au cours de ma these un algorithme Monte Carlo Metropolis
modifié qui permet en particulier d’atteindre les queues de distributions tres piquées
(cf chapitre 14) et de générer numériquement des événements pourtant tres rares. Cet
algorithme peut étre facilement adapté a ’étude de n’importe quelle fonction des valeurs
propres d'une matrice aléatoire de grande taille.
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