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❘é❢ér❡♥❝❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✶✹✶



✐✈ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ▼♦✉❧❛②✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡
❞é❝♦✉✈r✐r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❈❧❛✉❞❡ ▼♦♦❣ ♣♦✉r ❛✈♦✐r été ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡
t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à r❡♠❡r❝✐❡r ❲✐❧❢r✐❞ P❡rr✉q✉❡tt✐✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣✉ ❛✈♦✐r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❥✉❣❡r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✱ ●✐❧❞❛s ❇❡s❛♥ç♦♥
❡t ❲✐t♦❧❞ ❘❡s♣♦♥❞❡❦✱ r❛♣♣♦rt❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉✬❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❆st♦❧✜✱ ❡①❛♠✐♥❛t❡✉r✳

❏✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣❛ss❡r
❝❡s tr♦✐s ❛♥s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ✿ ❙é❜❛st✐❡♥✱ ❈❛r❧♦s✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡✱ P❡❞r♦✱ ▲♦ï❝✱ ❙❛♥t✐✲
❛❣♦✱ ❉❛✈✐❞✱ ❈é❧✐♥❡✱ ■♥❡s✱ ❆❧❡❦s❛♥❞r❛✱ ❉❡♥✐s✱ ❳❛✈✐❡r✱ ❆♥❞ré❛✱ ❈❤❛r❜❡❧✱ ❑❛rt❤✐❝❦✱ ❙②❧✈❛✐♥✱
▲♦✉✐s✲▼❛r✐❡✱ ❆❞r✐❡♥✱ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❘❛✣❦ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s ❝♦❧♦✲
❝❛t❛✐r❡s✱ ◆ö❡❧✐❡ ❡t ❘❡♥❛✉❞ q✉✐ ♠✬♦♥t s✉♣♣♦rtés ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ ♥❡ r❡♠❡r❝✐❡r❛✐s ❥❛♠❛✐s ❛ss❡③ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛rr✐✈❡r ❧à ♦ù ❥✬❡♥
s✉✐s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❏✐♥❞❛✱ q✉✐ ♠✬❛ ❡♥t♦✉ré ❞❡ s♦♥ ❛♠♦✉r ❞✉r❛♥t ♠❛ ❞❡r♥✐èr❡
❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡✳

✶



✷ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ s✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥✲
♥✐❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s②stè♠❡s
❝♦♥trô❧és✱ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙♦rt✐❡ y❊♥tré❡ u
Pr♦❝❡ss✉s

✭➱t❛t x✮

P♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❣✐r s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ u✳
❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡s✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ s♦rt✐❡
y✳ ▲✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r x✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❡♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❚❛r❜♦✉r✐❡❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❇♦s❡ ✭✷✵✵✻✮✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❇✐❝❝❤✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱
❡t❝✳ P♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧✬ét❛t x ❡t ❧✬❡♥tré❡ u ❀ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲
tré❡ u ❡t ❞❡ ❧✬ét❛t x✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s
❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✬ét❛t x✳ ▲❛ s♦rt✐❡
y ♥✬❡♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s r❛✐s♦♥s à ❝❡❧❛✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ✐♥st❛❧❧❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs
♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t tr♦♣ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ♦✉ tr♦♣ ♦♥ér❡✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ sér✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ été ❝♦♥ç✉❡✳ ❖♥ r❡❝♦♥str✉✐t ❧✬ét❛t x à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞
♣r♦❝❡ss✉s ✈✐rt✉❡❧ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞✉ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❡♥tré❡ u ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ y✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥♥❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧✬ét❛t ❡st✐♠é x̂ ❡t
s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ■❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✸



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❊♥tré❡ u ❙♦rt✐❡ y

➱t❛t ❡st✐♠é x̂

Pr♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡

❖❜s❡r✈❛t❡✉r

❊♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s♦♥t ❧❛
s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❑❛③❛♥ts✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❍❛♠♠♦✉r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮❀
❋r❛♥❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❚❡❡❧ ❡t Pr❛❧② ✭✶✾✾✹✮❀ ■s✐❞♦r✐ ✭✶✾✾✺✮✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱
✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣✲
♥❛✉① ❝❤❛♦t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ✐❞é❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳
▲❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡①t❡r♥❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ q✉✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r✳ ❈✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ q✉❛♥❞ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❧❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s♦♥t ré❝✉rr❡♥t❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r à ❞❡s ❛rrêts ❞❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥s✱ ✈♦✐r❡ à ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❧❡ ♣❧✉s
tôt ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦✉r❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧
r❡❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞é♣❛ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡✉✐❧✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛❧❡rt❡ s❡r❛ ❡♥✈♦②é❡✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉t ❧✬ét❛t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❛ été
ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s✱ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◗✉❛♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs
♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r sé♣❛ré♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ❛✈❡❝ ✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés r❡q✉✐s❡s ✈❛r✐❡♥t é♥♦r♠é♠❡♥t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr❡♥t❡



✺

❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♣é❝✐✜é✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
très ❛❝t✐❢✱ ♦ù ✐❧ r❡st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ rés♦❧✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦♥s✐❞éré✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝❤❛♥❣❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❝❤❛♦t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
très ♣ré❝✐s✱ st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❆❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r
❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é✳
P❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés✱ ✉♥ s✬❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ✈✐♥❣t
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❝✬❡st ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❞❡❣ré ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♦r❞r❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① s♣é❝✐✜❝✐tés
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡
s②stè♠❡s st❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❝❛r ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ P❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡
❡st q✉❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞♦♥❝ s✐ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❜s♦❧✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ sûr ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s très s✐♠♣❧❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s
❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✶✾✾✼✱ ✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛ ❞♦♥❝ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✉ r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱ ❞❛♥s ◗✐❛♥ ❡t ▲✐ ✭✷✵✵✺✱
✷✵✵✻✮❀ ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ♠❛✐s ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s s❡ ❢❛✐t ✐❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉
t②♣❡ ✏❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳
❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❛ été ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s P❡rr✉q✉❡tt✐
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮❀ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡st q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦♥♥✉s ❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ●é✲
♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②✲
❧♦r ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡
❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❛♥s ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s t❡r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❤②♣♦❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❡t ❙t❡✐♥ ✭✶✾✼✻✮❀ ●♦♦❞♠❛♥ ✭✶✾✼✻✮✱ ❡t ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡
❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ❞❛♥s ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮❀ ❍❡r♠❡s
✭✶✾✾✶✱ ✶✾✽✻✮❀ ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✽✺✮❀ ❙✉ss♠❛♥♥ ✭✶✾✽✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡❧❛ ♥✬❛
❥❛♠❛✐s été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté s✉r
❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t s✉r ❧❛ ❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐✲
❧✐té ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱
♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐❢✱ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
❝♦♥t✐♥✉s✱ ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✉ r❡♠♣❧✐ss❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2 ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❜♦r♥é❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣❛✐♥s ✜①❡s ✐ss✉s ❞✉ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3 ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❡①✐st❛♥ts s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥trô❧és✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✲
✐té✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 3 ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4 ♣♦✉r ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ st❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛✲



✼

♣✉♥♦✈✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♥ç✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♥ç✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s②♥t❤ét✐sé à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts
♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s st❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❡♥
❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♦❜s❡r✈é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❛✜♥
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rr❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té s♦♥t r❛♣♣❡❧és
❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳
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◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦t❛t✐♦♥s

✕ R ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s✳
✕ R+,R≥0 ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳
✕ R> ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✳
✕ R− ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ♥é❣❛t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳
✕ N ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳
✕ ∂R ❡st ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ R✱ ♦ù R ⊂ R

n

✕ ‖.‖k,n ✿ ♥♦r♠❡ k s✉r Rn✳
✕ ‖.‖P ✿ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ✱ ♦ù P ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡

♣♦s✐t✐✈❡✳
✕ B‖.‖(x0, ε) = {x ∈ R

n : ‖x− x0‖ < ε}✳
✕ δij ✿ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r q✉✐ ✈❛✉t 1 s✐ i = j✱ 0 s✐♥♦♥✳
✕ F(Rn) ✿ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❧❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉r Rn✳
✕ V(Rn) ✿ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉r Rn✳
✕ D(Rn) ✿ ❛❧❣è❜r❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉rF(Rn)✳
✕ Ω(Rn) ✿ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉r Rn✳
✕ Ω1(Rn) ✿ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ Ω(Rn) ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ✶✲❢♦r♠❡s s✉r Rn✳
✕ In ✿ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳
✕ 0n ✿ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n t❡❧❧❡ q✉❡ (0n)ij = 0✱ ∀i, j = 1, . . . , n✳
✕ AT ✿ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ A✳
✕ A ≤ B s✐ xTAx ≤ xTBx✱ ∀x ∈ R

n✱ ♦ù A,B s♦♥t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s✱ s②♠étr✐q✉❡s✱
❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳

✕ Ac ✿ (Ac)i,j = δi,j−1✱ i, j = 1, . . . , n✳
✕ Cc = [1 0 . . . 0 0] ∈ R

n✳
✕ ‖α‖r =

∑n
i=1 αiri✱ α ∈ N

n ❡t r = (r1, . . . , rn) ∈ R
n✳

✕ |α| =∑n
i=1 αi✱ α ∈ N

n✳
✕ xα = xα1 . . . x

αn
n ✱ α ∈ N

n ❡t x ∈ R
n✳

✾
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷✳✶ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷✳✷ ▲✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✹ ❙②stè♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸✳✶ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✶✳✶ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✶✳✷ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸✳✷✳✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸✳✷✳✷ ■♠♠❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✸✳✷✳✸ Ps❡✉❞♦ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✸✳✷✳✹ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛③❛♥ts✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✸✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✹ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉ ❡t à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✸✳✹✳✶ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✸✳✹✳✷ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✸✳✺ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✶
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✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❞é✜♥✐r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ ♣❧❛❝❡♥t ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡
❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡ ❧❛r❣❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❣é♥ér❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡t ❞❡ s②stè♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉t✐❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳

✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té q✉✐ ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s
❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳

✶✳✷✳✶ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣❡✉t ♦♥
❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ét❛ts ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✿

{

ẋ = f(x, u), x ∈ R
n, u ∈ R

m

y = h(x), y ∈ R
p

✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ f, h ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s f ❡t h s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✳
▲❡s ❡♥tré❡s✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s u : R → R

m✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❡♥tré❡s✱ ❞✐t❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s ❡t ❜♦r♥é❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs xu(t) ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❛✉ t❡♠♣s t s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ xu(0) = x0✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ [0, T (u, x0)[✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❍❡r♠❛♥♥
❡t ❑r❡♥❡r ✭✶✾✼✼✮❀ ❇❡s❛♥ç♦♥ ✭✷✵✵✼✮✮ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ✶✳ ❉❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s x0 6= x0 s♦♥t ❞✐t❡s ✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s✱ s✐
♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✉✱ h(xu(t)) = h(xu(t))✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T [ ♦ù T =
inf(T(u,x0), T(u,x0))✳

✷✳ ❙✐ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s x ❡t x s♦♥t t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ u(.) ❡t t ∈ [0, T [✱ ♦ù
T = inf(T(u,x0), T(u,x0))✱ t❡❧s q✉❡ ✿

h(xu(t)) 6= h(xu(t))

♦♥ ❞✐t q✉❡ u(.) ❞✐st✐♥❣✉❡ (x, x) s✉r [0, T [✳



✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✶✸

✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞ ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s✳

✹✳ ❯♥❡ ❡♥tré❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✐st✐♥❝ts s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ] ❡st
❞✐t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉r [0, T ]✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿
{

ẋ = Ax+Bu, x ∈ R
n, u ∈ R

m

y = Cx, y ∈ R
p

✭✶✳✷✮

❛✈❡❝ A,B,C ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡
s✐♠♣❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✱ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ❑❛❧♠❛♥♥ ✭✶✾✻✵✮ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

r❛♥❣











C
CA
✳✳✳

CAn−1











= n ✭✶✳✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ u✳ ❖♥ ❞✐r❛
❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,C) ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✶✳✸✮ ❡st ✈ér✐✜é✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿










ẋ1 = x1 + 2x2

ẋ2 = 2x1

y = x1 − x2

✭✶✳✹✮

❛❧♦rs
(

C
CA

)

=

(

1 −1
−1 2

)

✭✶✳✺✮

❡st ❞❡ r❛♥❣ 2✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✹✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ♦

▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ✐❝✐ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és ♣❛rt♦✉t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❧♦✲
❝❛❧❡♠❡♥t ♦✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❞✐t ✿
✕ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳
✕ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t x t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s

❞✬ét❛ts ✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s ❞❡ x ❞❛♥s t♦✉t U ✳



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

✕ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥ x0 s✐ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U ❞❡ x0✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬ét❛t ✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡ ❞❡ x0 ❞❛♥s U ✳

✕ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t
x0 ∈ R

n✳
✕ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥ x0 ∈ R

n s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt U ❝♦♥t❡♥❛♥t
x0✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ x0 ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s U ✱ ✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞✬ét❛ts
✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s ❞❡ x0 ❞❛♥s V✳

✕ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt U ❞❡♥s❡ t❡❧ q✉❡ t♦✉t x0 ∈ U
❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✿

{

ẋ = 0, x ∈ R

y = sin(x)
✭✶✳✻✮

❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
s♦rt✐❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧
♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té s❡❧♦♥ ❧❡s ❡♥tré❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✿











ẋ1 = (1− u)x2

ẋ2 = −x2
y = x1

✭✶✳✼✮

❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ u 6= 1✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s u = 1✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ♦

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛♥❣ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆♦t♦♥s O ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ F(Rn) ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s h1, . . . , hp ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ h ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ∈ O✱ ♦♥ ❛✐t
Lfuφ ∈ O ✭Lfu ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ẋ = fu(x)✱ ✈♦✐r ❛♥♥❡①❡✮✳
▲❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ O ❡st ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛♥❣✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❞✐t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉
s❡♥s ❞✉ r❛♥❣ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x s✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ dO(x) ❡st n✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿











ẋ1 = x2 + x21
ẋ2 = x32 + x21
y = h(x) = x1

✭✶✳✽✮



✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✶✺

◆♦t♦♥s f ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✽✮✱ ❛❧♦rs dh(x) = dx1 ❡t dLfh(x) =
dx2 + 2x1dx1✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

dh(0) = dx1
dLfh(0) = dx2

✭✶✳✾✮

❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✽✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛♥❣ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ♦

✶✳✷✳✷ ▲✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❍❡r♠❛♥♥ ❡t ❑r❡♥❡r ✭✶✾✼✼✮
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ⇒ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

⇓ ⇓
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ⇒ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳ ❍❡r♠❛♥♥ ❡t ❑r❡♥❡r ✭✶✾✼✼✮ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s
❞✉ r❛♥❣ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡♥ x✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛♥❣✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿
{

ẋ = 0

y = x3

❈❡ s②stè♠❡ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ x ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛♥❣ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ h(x) = x3 ❡t
fu = 0 ❞♦♥❝ O = {cx3, c ∈ R} ❡t dO = {3cx2dx, c ∈ R} ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ dO(0) = {0}✳ ♦

▼ê♠❡ s✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❢❛✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s
❞✉ r❛♥❣ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳ ❍❡r♠❛♥♥ ❡t ❑r❡♥❡r ✭✶✾✼✼✮ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ r❛♥❣ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡✮✳

✶✳✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s
❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❞❡✉① ét❛ts
s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬ét❛t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s②sté♠❛t✐q✉❡
❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❝♦♥s✐st❡ à
❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t q✉✐
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

S :

{

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = h(x(t))

✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ Saux ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥✲
tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ♦❜s❡r✈❡r ❡t ❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ x̂ ❡st ❧✬ét❛t ❡st✐♠é ✿

Saux :

{

ż = f̂(z(t), u(t), y(t))

x̂(t) = ĥ(z(t), u(t), y(t))
✭✶✳✶✵✮

t❡❧ q✉❡ ✿ ‖e(t)‖ = ‖x̂(t)− x(t)‖ t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ✭❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✮✳ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❞✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ s✐ ❧✬❡rr❡✉r
‖e(t)‖ t❡♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs ✵✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s σ, β > 0✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

‖e(t)‖ ≤ σe−βt.

✶✳✷✳✹ ❙②stè♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ✐❝✐ q✉✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭❙②stè♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ✿
{

ẋ = f(x, u) = fu(x)

y = h(x)

♦ù x ∈ R
n, u ∈ R

m, y ∈ R
p✱ ❡st ❞✐t êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✿

{

ż = F (z, u) = Fu(z)

y = H(x)

s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ z = φ(x) ❞é✜♥✐ s✉r R
n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ R

m ✿

∂φ

∂x
fu(x)|x=φ−1(z) = Fu(z)

h ◦ φ−1 = H

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❇❡s❛♥ç♦♥ ✭✷✵✵✼✮ ❙♦✐t ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
{

ẋ = X(x, u)

y = h(x)
✭✶✳✶✶✮

❡t
{

ż = Z(z, u)

y = H(z)
✭✶✳✶✷✮



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✶✼

éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = φ(x)✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✿
{

˙̂z = Z(ẑ, u) + k(ω,H(ẑ)− y)

ω̇ = F (ω, u, y)
✭✶✳✶✸✮

❡st ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ✭✶✳✶✷✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✿
{

˙̂x = X(x̂, u) + (∂φ
∂x

)−1
|x̂ k(ω, h(x̂)− y)

ω̇ = F (ω, u, y)
✭✶✳✶✹✮

❡st ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ✭✶✳✶✶✮✳

❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✳ ❙✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛✲
t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
s②stè♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳

✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ◆♦✉s r❛♣✲
♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t s♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡✲
♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s ❛ été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr❡♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ✐❝✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥t✐♥✉s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✉ r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✳

✕ ❙②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s
❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s q✉✐
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❞❡s s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st
♣♦ss✐❜❧❡✳

✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉ ✿ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ✐❝✐ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❣❛✐♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r
ét❡♥❞✉ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮✳

✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉ ❡t à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉♣♣♦sé❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❙✐ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥✲
str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛❧♦rs
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✉ré❡✳



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ✿ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢✳

✶✳✸✳✶ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛✲
t❡✉r ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✐♥✈❛r✐✲
❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✜❧tr❡
❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱
♠❛✐s ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈❛r✐❛♥ts
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

✶✳✸✳✶✳✶ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✿
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x ∈ R
n, u ∈ R

m

y(t) = Cx(t), y ∈ R
p

✭✶✳✶✺✮

P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ✭✶✾✻✹✮ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✺✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥
✭✶✳✸✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t)−K(Cx̂(t)− y(t)) ✭✶✳✶✻✮

❛✈❡❝ K ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× p✱ t❡❧❧❡ q✉❡ A−KC s♦✐t ❞❡ ❍✉r✇✐t③✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❣❛✐♥s K ❛♣♣r♦♣r✐é✳

✶✳✸✳✶✳✷ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✿
{

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x ∈ R
n, u ∈ R

m

y(t) = C(t)x(t), y ∈ R
p

✭✶✳✶✼✮

❛✈❡❝ A(t) ❡t C(t) ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡
❑❛❧♠❛♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❑❛❧♠❛♥ ❡t ❇✉❝② ✭✶✾✻✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✼✮ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)−K(t)(C(t)x̂(t)− y(t)) ✭✶✳✶✽✮



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✶✾

♦ù K(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Ṁ(t) = A(t)M(t) +M(t)AT (t)−M(t)CT (t)W−1C(t)M(t) + V + δM(t)✭✶✳✶✾✮

M(0) = M0 =MT
0 > 0, W =W T > 0 ✭✶✳✷✵✮

K(t) = M(t)CT (t)W−1 ✭✶✳✷✶✮

❛✈❡❝ δ > 2‖A(t)‖ ♣♦✉r t♦✉t t > 0 ♦✉ V = V T > 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t
δ ♦✉ V ✳

✶✳✸✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✈♦✐r q✉❛tr❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❞✐❢✲
❢é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st très ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✿ ❝✬❡st
❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t q✉✬à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s r❡str❡✐♥t❡s✱ ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡
❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧✬ét❛t ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦rt✐❡✱
♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬ét❛t ✿ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❑❛③❛♥ts✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s✳

✶✳✸✳✷✳✶ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❑r❡♥❡r ❡t ■s✐❞♦r✐ ✭✶✾✽✸✮ ❡t
❇❡st❧❡ ❡t ❩❡✐t③ ✭✶✾✽✸✮✳ ❈❡s ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ ❧✐♥é❛r✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r
❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❑r❡♥❡r
❡t ■s✐❞♦r✐ ✭✶✾✽✸✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = f(x), x ∈ R
n

y = h(x), y ∈ R
✭✶✳✷✷✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ z = Φ(x)✱
q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✷✮ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✿

{

ż = Acz + φ(y)

y = Ccz
✭✶✳✷✸✮



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

♦ù Ac ❡t Cc s♦♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦② ✿

Ac =













0 1 0
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 . . . . . . 0













, Cc =
(

1 0 . . . 0
)

✭✶✳✷✹✮

P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

˙̂x = Acx̂+ φ(y) +K(y − Ccz) ✭✶✳✷✺✮

❉❛♥s ❑r❡♥❡r ❡t ■s✐❞♦r✐ ✭✶✾✽✸✮✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s Φ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳ ❑r❡♥❡r ❡t ■s✐❞♦r✐ ✭✶✾✽✸✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s q✉✐
tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✶✳✷✷✮ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ x0 ❡♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✭✶✳✷✸✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡
x0 ✿

✶✳ r❛♥❣
(

dh(x), . . . , dLn−1
f h(x)

)

= n, ∀x ∈ V

✷✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ω(x) ❞é✜♥✐ s✉r V ♣❛r ✿

LωLk
f =

{

1, 0 ≤ k < n− 1,

0, k = n− 1
✭✶✳✷✻✮

s❛t✐s❢❛✐t

[ω, adk(f)ω] = 0, k = 1, 3, . . . , 2n− 3 ✭✶✳✷✼✮

❈❡ rés✉❧t❛t à été ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❑r❡♥❡r ❡t ❘❡s♣♦♥❞❡❦ ✭✶✾✽✺✮❀ ❳✐❛ ❡t ●❛♦ ✭✶✾✽✽✮❀ ❍♦✉ ❡t
P✉❣❤ ✭✶✾✾✾✮ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇❡st❧❡ ❡t ❩❡✐t③ ✭✶✾✽✸✮ ❡st✱ ❧✉✐✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é
❞❛♥s ▲✐ ❡t ❚❛♦ ✭✶✾✽✻✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s✳ ▲❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s P❤❡❧♣s ✭✶✾✾✶✮ ❡t
♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s é❧❡✈és✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
r❡♥❞ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ très ❞✐✣❝✐❧❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❡♥tré❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s
❑❡❧❧❡r ✭✶✾✽✼✮ ❡t ❳✐❛ ❡t ●❛♦ ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ż = Acz + φ(y, u, u̇, . . . , u(n))

y = Ccz
✭✶✳✷✽✮

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ❞✬❡♥tré❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s Pr♦②❝❤❡✈ ❡t ▼✐s❤❦♦✈ ✭✶✾✾✸✮✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬à ♣❡✉ ❞❡ s②stè♠❡s✳



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✷✶

❆✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❛ été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✿ ❧❡s s②stè♠❡s ❛✣♥❡s ❡♥ ❧✬ét❛t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = A(u)x+ φ(u, y)

y = Ccx
✭✶✳✷✾✮

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣♦✉✈❛♥t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❛ été ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s
❍❛♠♠♦✉r✐ ❡t ●❛✉t❤✐❡r ✭✶✾✾✷✮❀ ❍❛♠♠♦✉r✐ ❡t ❑✐♥♥❛❡rt ✭✶✾✾✻✮❀ ●❧✉♠✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮❀
P❧❡st❛♥ ❡t ●❧✉♠✐♥❡❛✉ ✭✶✾✾✼✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛ été
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ●✉❛② ✭✷✵✵✷✮❀ ❘❡s♣♦♥❞❡❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳
▲❡s s②stè♠❡s s❡ ♠❡tt❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = A(u, y)x+ φ(u, y)

y = Ccy
✭✶✳✸✵✮

♦♥t été ❝❛r❛❝tér✐sés ❞❛♥s ❙♦✉❧❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦♥♦✲s♦rt✐❡✱ ❡t ❞❛♥s
❙♦✉❧❡✐♠❛♥ ❡t ●❧✉♠✐♥❡❛✉ ✭✷✵✵✼✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡✲s♦rt✐❡✳

✶✳✸✳✷✳✷ ■♠♠❡rs✐♦♥

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡str✐❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥✲
s✐❞ér❡r ❞❡s ✐♠♠❡rs✐♦♥s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ ➉✐❝❧❡❛ ✭✷✵✵✻✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① s②stè♠❡s ✿

{

ẋ = f(x, u), x ∈ R
n, u ∈ R

m

y = h(x), y ∈ R
p

✭✶✳✸✶✮

❡t
{

ż = f(z, u), z ∈ R
n, u ∈ R

m

y = h(z), y ∈ R
p

✭✶✳✸✷✮

t❡❧s q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ q✉✐ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✭✶✳✸✶✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
♣♦✉r ✭✶✳✸✷✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✶✮ ❡st ✐♠♠❡r❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✷✮ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✱ τ : Rn → R

n t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✭✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ (x0, x1) ∈ R
n × R

n✱ h(x0) 6= h(x1) ✐♠♣❧✐q✉❡ h(τ(x0)) 6= h(τ(x1)) ❀

✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ∈ R
n ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u : R∗

+ → R
m ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t

❜♦r♥é❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ yτ(x0),u ✐♥❝❧✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ yx0,u

❡t s✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ yx0,u ❡t yτ(x0),u ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ τ ❡st ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❋❧✐❡ss ❡t ❑✉♣❦❛ ✭✶✾✽✸✮ ♣♦✉r ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥
❡♥ s②stè♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = f(x) + ug(x), x ∈ R
n, u ∈ R

y = h(x), y ∈ R
p

✭✶✳✸✸✮

❡♥ ❧❡ s②stè♠❡ ✿
{

ż = Az + uφ(y),

y = Cz
✭✶✳✸✹✮

❛ été ❝♦♥s✐❞éré✳
▲❡ ❝❛s ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❡ ❝❛s ❣❧♦❜❛❧ ♦♥t été ét✉❞✐és ❞❛♥s ▲é✈✐♥❡ ❡t ▼❛r✐♥♦ ✭✶✾✽✻✮ ❡t ❇♦ss❛♥❡
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳ ❇♦ss❛♥❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ❙♦✐t x0 ∈ R
n✱ s✐

✶✳ dimR

(

O|(1.33)
)

= n

✷✳ ∀ω ∈ O|(1.33), d(Lgω) ∧ dh1 ∧ · · · ∧ dhp = 0

♦ù O|(1.33) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ C∞(Rn) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
h1, . . . , hp ❡t q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ▲✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ f ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✸✮ ❡♥ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✹✮ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ x0✳

▲✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é ✿
{

ẋ = f(x)

y = h(x)
✭✶✳✸✺✮

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ♣rès ✿
{

ż = Acz + γ(y)

y = Ccz
✭✶✳✸✻✮

❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❏♦✉❛♥ ✭✷✵✵✸✮ ❡t ◆♦❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ❞ér✐✈é❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛ss❡♥t ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ✐♥té❣ré❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✐❣♥❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉❣♠❡♥té✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t
été ❣é♥ér❛❧✐sés ❞❛♥s ❇❛❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❡t ❇❡s❛♥ç♦♥ ❡t ❚✐❝❧❡❛ ✭✷✵✵✼✮✳ ❉❛♥s ❇❡s❛♥ç♦♥ ❡t
❚✐❝❧❡❛ ✭✷✵✵✼✮✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✣♥❡s ❡♥ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ż = A(u, y)z +B(u, z)

y = C(u)z +D(u)
✭✶✳✸✼✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été
ét✉❞✐é ❞❛♥s ▼❡♥✐♥✐ ❡t ❚♦r♥❛♠❜❡ ✭✷✵✵✽✮✳



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✷✸

✶✳✸✳✷✳✸ Ps❡✉❞♦ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡s✱ ❡t
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s r❡str❡✐♥t❡s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡
❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❣é♥ér❛✉① s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = f(x, u)

y = h(x)
✭✶✳✸✽✮

♦ù x = (x1, . . . , xn)✱ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❩❡✐t③ ✭✶✾✽✼✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ tr❛♥s❢♦r♠é
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿

{

ż = Acz + a(y, u, u̇, . . . , u(n))

y = h(x1, u)
✭✶✳✸✾✮

♣✉✐s ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s♦rt✐❡ h ♣❛r r❛♣♣♦rt à x1✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❇✐r❦ ❡t
❩❡✐t③ ✭✶✾✽✽✮✳ ❉❛♥s ◆✐❝♦s✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✱ ✶✾✽✻✮ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡
❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✽✮ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{

ż = Acz + φ(y, ẏ, u) +O2
z ,

y = Ccz
✭✶✳✹✵✮

♦ù O2
z ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡t ♣❧✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ▲②♥❝❤ ❡t ❇♦rt♦✛ ✭✶✾✾✼✮✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s t❡r♠❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡ ❛✣♥❡s ❡♥ ❧✬❡♥tré❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
❞❛♥s ▲②♥❝❤ ❡t ❇♦rt♦✛ ✭✷✵✵✶✮✳ ❯♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❡♥tré❡ ❡st
❞♦♥♥é ❞❛♥s ◆❛♠ ✭✶✾✾✼✮✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉✲
t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s à ❡♥tré❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❉✐♥❣
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ét❡♥❞✉❡✱
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s
❡♥tré❡ ✿

{

ẋ = f(x)

y = h(x)
✭✶✳✹✶✮

❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
{

ż = Acz + γ(y) + db(z)

y = Ccz
✭✶✳✹✷✮

♦ù d ❡st ✉♥ ré❡❧ ❡t b ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❞❡t













s 0 b1

−1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ s bn−1

0 −1 bn













6= 0, ✭✶✳✹✸✮



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

♣♦✉r t♦✉t s ❛✈❡❝ Re(s) ≥ 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs à ❡♥tré❡
✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳

✶✳✸✳✷✳✹ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛③❛♥ts✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré r❡♠♣❧✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❛r ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❢❛✉t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ s♦rt✐❡
❡st ❧✐♥é❛r✐sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡str✐❝t✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❑❛③❛♥t③✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s ✭✶✾✾✽✮✱ q✉✐ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❛
s♦rt✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❡♥tré❡ ✿

{

ẋ = f(x) = Fx+ f(x), x ∈ R
n

y = h(x) = Hx+ h(x), y ∈ R
✭✶✳✹✹✮

♦ù f(x) = o(x) ❡t h(x) = o(x)✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ B ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n× p ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× n t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

A = (TF −BH)T−1 ✭✶✳✹✺✮

s♦✐t ❞❡ ❍✉r✇✐t③ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ F ✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡
❑❛③❛♥ts✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s ✿

∂θ

∂x
(x)f(x) = Aθ(x) + β(h(x)) ✭✶✳✹✻✮

♦ù β : Rp → R
n ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❡t ✿

∂β

∂y
(y) = B ✭✶✳✹✼✮

❙✐ θ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ✿

∂θ

∂x
(0) = T ✭✶✳✹✽✮

❡t θ ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳ ❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = θ(x)✱
❛❧♦rs ✿

{

ż = Az + β(y)

y = h(θ−1(z))
✭✶✳✹✾✮

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
{

˙̂z = Aẑ + β(y)

x̂ = θ−1(ẑ)
✭✶✳✺✵✮

❉❛♥s ❑❛③❛♥t③✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s ✭✶✾✾✽✮✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭✶✳✹✻✮ ♦♥t été ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❞❡s



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✷✺

s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❑r❡♥❡r ❡t ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✷✮✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❆♥❞r✐❡✉ ❡t Pr❛❧② ✭✷✵✵✻✮✳ ❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r ❡t ❊♥❣❡❧ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r ❡t ❊♥❣❡❧ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ét❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡
✭✶✳✹✹✮ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✶✳✹✾✮ ♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛
s♦rt✐❡✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❑r❡♥❡r ❡t ❳✐❛♦ ✭✷✵✵✻✮ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❑❛③❛♥ts✐s ❡t ❑r❛✈❛r✐s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r ❡t ❊♥❣❡❧
✭✷✵✵✸✮ ❛ été ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❊♥❣❡❧ ✭✷✵✵✼✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❡♥tré❡ ❡t ❞❛♥s ❊♥❣❡❧ ❡t
❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r ✭✷✵✵✼✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡✳

✶✳✸✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉

▲✬✐❞é❡ ❧❛ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ r❛♣♣❡❧❡r ✐❝✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✲
✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ét❡♥❞✉✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ✉♥❡
❢❛ç♦♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧ ✿

{

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y = h(x(t))
✭✶✳✺✶✮

❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r ét❡♥❞✉❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st✐♠é❡✳
❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t))−K(t)(h(x̂(t))− y(t)) ✭✶✳✺✷✮

♦ù ❧❡ ❣❛✐♥K(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛r✐❛♥t
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✿

{

ẋ(t) = A(t)x(t) +Bu(t)

y(t) = C(t)x(t)
✭✶✳✺✸✮

❛✈❡❝ A(t) = ∂f
∂x

(x̂(t), u(t)) ❡t C(t) = ∂h
∂x

(x̂(t)) q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
❞✉ r❛♥❣✳ ▲❡ ❣❛✐♥ K(t) ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ṁ(t) = A(t)M(t) +M(t)A(t)−M(t)CT (t)W−1C(t)M(t) + V + δM(t) ✭✶✳✺✹✮

M(0) = M0 =MT
0 , W =W T > 0 ✭✶✳✺✺✮

K(t) = M(t)CT (t)W−1 ✭✶✳✺✻✮

❛✈❡❝ δ > 2‖A(t)‖ ♣♦✉r t♦✉t t ♦✉ V = V T > 0✳ ❈❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡
❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ ❝❛r ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞❛♥s ❇❛r❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮❀ ❘❡✐❢ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮❀ ❑r❡♥❡r ✭✷✵✵✸✮✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

✶✳✸✳✹ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉ ❡t à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ ❛✉ss✐ s✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t q✉✬à
❞❡s s②stè♠❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❚❤❛✉ ✭✶✾✼✸✮ ❡t
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉♣♣♦sé❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✮✳
▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡ s✐ ❧❡ ❣❛✐♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ▲❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❚❤❛✉ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥
❡st q✉❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥✳ ▼❛✐s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♣❧✉s r❡str❡✐♥t❡s ✿ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

✶✳✸✳✹✳✶ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉

▲❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t s✉♣♣♦sés ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ o(x)✱ ✐✳❡✳ ✿

{

ẋ = Ax+ f(x, u), x ∈ R
n, u ∈ R

m

y = Cx, y ∈ R
p

✭✶✳✺✼✮

♦ù f : R
n → R

n ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t f(u, x) = o(x)✱ A ∈ R
n×n ❡t C ∈ R

p×n✳ ▲❛ ♣❛✐r❡
(A,C) ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,C) ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥s K ∈ R

p×n t❡❧❧❡ q✉❡ (A −KC) s♦✐t ❞❡ ❍✉r✇✐t③✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂x = (A−KC)x̂+ f(x̂, u) +Ky ✭✶✳✺✽✮

▲✬❡rr❡✉r e = x̂− x ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ė = (A−KC)e+ f(x, u)− f(x̂, u) ✭✶✳✺✾✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A−KC ❡st ❞❡ ❍✉r✇✐t③✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
Q ∈ R

n×n✱ ♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✿

(A−KC)TP + P (A−KC) = −Q ✭✶✳✻✵✮

♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ l ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ✿

‖f(x)− f(x̂)‖ ≤ l.‖x− x̂‖, ∀x, x̂ ∈ V ✭✶✳✻✶✮

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V (e) = eTPe✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✶✳✺✽✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❚❤❛✉ ✭✶✾✼✸✮ ✿
❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✺✾✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ✿

λmin(Q)

2λmax(P )
> l ✭✶✳✻✷✮



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✷✼

❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r
❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥s K✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s très ✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥sK ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡t ❍❡❞r✐❝❦ ✭✶✾✾✹✮✳ ■❧ ❡st ❜❛sé
s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ l✳ ▼❛✐s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ (A,C)✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥s K ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s
❘❛❥❛♠❛♥✐ ✭✶✾✾✽✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A−KC✱ ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡s ❡t ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳
❉❛♥s ❚s✐♥✐❛s ✭✶✾✽✾✮✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = f(x, u)

y = Cx
✭✶✳✻✸✮

❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂x = f(x̂, u) +K(u)(y − Cx̂) ✭✶✳✻✹✮

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ u✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❚s✐♥✐❛s
✭✶✾✾✵✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ K(x̂, u) q✉✐ ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ x̂ ❡t ❞❡
❧✬❡♥tré❡ u✳

✶✳✸✳✹✳✷ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s
s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❇♦r♥❛r❞ ✭✶✾✽✶✮ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦♥♦✲
❡♥tré❡ ♠♦♥♦✲s♦rt✐❡ q✉✐ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{

ẋ = f(x) + g(x)u, x ∈ R
n, u ∈ R

y = h(x), y ∈ R
✭✶✳✻✺✮

❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

Φ : R
n → R

n

x 7→











h(x)
Lfh(x)

✳✳✳
Ln−1
f h(x)











✭✶✳✻✻✮

s♦✐t ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳ ❆❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r z =
Φ(x)✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✻✺✮ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{

ẋ = Acx+ φ(x) +G(x)u

y = Ccx = x1
✭✶✳✻✼✮



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❛✈❡❝ φ(x) = [0, . . . , 0, φn(x)]
T ✱ G(x) = [G1(x1), G2(x1, x2), . . . , Gn(x)]

T ❡t ✿

Ac =













0 1 0
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 . . . . . . 0













, Cc =
(

1 0 . . . 0
)

✭✶✳✻✽✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φn ❡t Gi✱ i = 1, . . . , n✱ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ s✉r Rn✳ ▲✬♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ✭❡t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❉❡③❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮❀ ❚♦r♥❛♠❜❡
✭✶✾✾✷✮✮ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂x = Acx̂+ φ(x̂) +G(x̂)u+ S∞(θ)−1CT (Cx̂− y) ✭✶✳✻✾✮

♦ù S∞(θ) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
{

θS∞(θ) +AT
c S∞(θ) + S∞(θ)A− CTC = 0

S∞(θ) = ST
∞(θ)

✭✶✳✼✵✮

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ θ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❛❧♦rs ✿

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ Γ exp

(

−θt
3

)

‖x̂0 − x0‖ ✭✶✳✼✶✮

♦ù Γ (θ) ≥ 0✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉ ❡t s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✱
s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t C s♦♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❣❛✐♥s ❡t q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❇✉s❛✇♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ K = S−1

∞ (θ)CT
c ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ♣❧✉s

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ S−1
∞ (θ)CT

c = ∆−1
θ K ♦ù ✿

K = [C1
n, C

2
n, . . . , C

n
n ]

T ✭✶✳✼✷✮

Cp
n =

n!

(n− p)!p!
✭✶✳✼✸✮

∆θ = diag

(

1

θ
,
1

θ2
, . . . ,

1

θn

)

✭✶✳✼✹✮

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❇✉s❛✇♦♥ ❡t ❞❡ ▲❡♦♥✲▼♦r❛❧❡s ✭✷✵✵✵✮✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❛✉ ❣❛✐♥
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t ♦❜s❡r✈é x̂✳ ❉❛♥s ❇✉s❛✇♦♥ ❡t ❙❛✐❢ ✭✶✾✾✾✮✱ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❜❛sé❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à t❡♠♣s ✈❛r✐❛♥t ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❡♥❞✉ ❞❛♥s
❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡✳
❉✬❛✉tr❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❈✐❝❝❛r❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ♦ù
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s
♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❉❛❧❧❛ ▼♦r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐
❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❏♦ ❡t ❙❡♦ ✭✷✵✵✵✮✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ❣❛✐♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❆♥❞r✐❡✉



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✷✾

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ▲✐♣s❝❤✐t③✳
❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿















































ẋ1 = f1(u, y) + a1(y)x2 + δ1(t)
✳✳✳

ẋi = fi(u, y, x2, . . . , xi) + ai(y)xi+1 + δi(t)
✳✳✳

ẋn = fn(u, y, x2, . . . , xn) + δn(t)

y = x1 + δy(t)

✭✶✳✼✺✮

❡t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ a✱ ❞❡s ré❡❧s ρ,A,A t❡❧s q✉❡ ✿

0 < ρ ≤ a(y), 0 < A ≤ aj(y)

a(y)
≤ A, ∀y ∈ R ✭✶✳✼✻✮

♣♦✉r j ❞❛♥s {1, . . . , n}✳
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ d∞ ❞❛♥s [0, 1

n−1)✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ c∞✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ Γ ❡t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s vj ❞❛♥s [0, 1

j−1) ♣♦✉r j = 2, . . . , n✱ t❡❧s q✉❡ ✿
|fi(u, y, x̂2, . . . , x̂i)− fi(u, y, x2, . . . , xi)| ≤

Γ(u, y)
(

1 +
∑n

j=2 |x̂j |vj
)

∑i
j=2 |x̂j − xj |+ x∞

∑i
j=2 |x̂j − xj |

1−d∞(n−i−1)
1−d∞(n−j)

♣♦✉r t♦✉t i ❞❛♥s {2, . . . , n} ❡t t♦✉t (x̂, x, y, u) ❞❛♥s Rn × R
n × R× R

m✳
❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✳✸✳✺ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♦✉ ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s
s②stè♠❡s ❛ss❡③ s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❚❤❛✉ ❡t à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥✱ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ o(x)✳ ▲❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❣❛✐♥s
❞❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❧♦✉r❞s à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉
❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥
❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❡t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❞❛♥s ❑rst✐➣ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✺✮❀ ❋♦ss❡♥ ❡t ●r♦✈❧❡♥ ✭✶✾✾✽✮❀ ❘♦❜❡rtss♦♥ ❡t ❏♦❤❛♥ss♦♥ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦♥t
été ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡s ♦❜s❡r✲
✈❛t❡✉rs ❡①❛❝ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0✳ ❉❛♥s ❑r❡♥❡r ❡t



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❑❛♥❣ ✭✷✵✵✸✮✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡①❛❝t ❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



































ẋ1 = x2
✳✳✳

ẋn−1 = xn

ẋn = fn(x)

y = x1

✭✶✳✼✼✮

❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



































˙̂x1 = x̂2 + ψ1(x̂)(x1 − x̂1)
˙̂x2 = x̂3 + ψ2(x̂)(x1 − x̂1)
✳✳✳
˙̂xn−1 = x̂n + ψn−1(x̂)(x1 − x̂1)
˙̂xn = fn(x̂) + ψn(x̂)(x1 − x̂1)

✭✶✳✼✽✮

♦ù ❧❡s ❣❛✐♥s ψi s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❏❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ fn✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❛♥s ❨❛♥❣ ❡t
▲✐♥ ✭✷✵✵✹✮❀ ◗✐❛♥ ❡t ▲✐ ✭✷✵✵✻✮❀ ◗✐❛♥ ❡t ▲✐♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ♥✬ét❛✐❡♥t ❞♦♥❝
♣❛s ❡①❛❝t❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t✱ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱ ❛ été
♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ♣✉✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡
s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿











































ẋ1 = Kx2

ẋ2 = Kx3
✳✳✳

ẋn−1 = Kxn

ẋn = 0

y = x1

✭✶✳✼✾✮

❉❛♥s ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐tés ❞✬♦r❞r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿























ẋ1 = Kx2 +Kc1(x1 − x1)
m2

ẋ2 = Kx3 +Kc2(x1 − x1)
m3

✳✳✳

ẋn = cn(x1 − x1)
mn+1

✭✶✳✽✵✮



✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶

❡t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿






















ẋ1 = Kx2 +Kd1(x1 − x1)
r2

ẋ2 = Kx3 +Kd2(x1 − x1)
r3

✳✳✳

ẋn = dn(x1 − x1)
rn+1

✭✶✳✽✶✮

♦ù ❧❡s mi, ri, i = 1, . . . n s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

m1 = r1 = 1, mi+1 = mi + τ2, ri+1 = ri + τ1, τ1 ≥ 0, − 1

n
≤ τ2 ≤ 0 ✭✶✳✽✷✮

♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✿






















ė1 = Ke2 +Kc1(e1)
m2

ė2 = Ke3 +Kc2(e1)
m3

✳✳✳

ėn = cn(e1)
mn+1

✭✶✳✽✸✮

❡t






















ė1 = Ke2 +Kd1(e1)
r2

ė2 = Ke3 +Kd2(e1)
r3

✳✳✳

ėn = dn(e1)
rn+1

✭✶✳✽✹✮

❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c1, . . . , cn ❡t d1, . . . , dn t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬♦r❞r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs ✭✶✳✽✸✮ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬♦r✲
❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ✭✶✳✽✹✮ s♦✐❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ K✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉✐ s♦♥t ❍ö❧❞❡r✱ ❞✬♦r❞r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❞❡❣ré ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✭✶✳✽✸✮ ❡t ✭✶✳✽✹✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛
été ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛ été ♣r♦♣♦sé✱ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ à ❧❛ ❢♦✐s
✉♥ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❞✬♦r❞r❡s à ❧❛ ❢♦✐s ✐♥❢ér✐❡✉rs ❡t s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❈✬❡st
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❜✐✲❧✐♠✐t❡s✳

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧é ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é❝❧✐♥❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳
❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥t✐♥✉s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡t
ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st ❝❡♥tré s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✉ r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✱ ❝❛r ❝✬❡st à ❝❡s s②stè♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱
❝✬❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦ù ✐❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ rés♦❧✉s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r

❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ❢✐♥✐

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té ❡t t❡♠♣s ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✸✳✶ Pré❝é❞❡♥ts ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✷✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✹✵

✷✳✸✳✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✸✳✸✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✸✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✸



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs
q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱
♠❛✐s ♥❡ ❧✬❛tt❡✐♥t ❥❛♠❛✐s✳ ❖r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❡st r❡q✉✐s❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ♠❛r❝❤❡
❤✉♠❛✐♥❡✱ ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs ❡t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡
❧✬ét❛t ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ✭✈♦✐r P❧❡st❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✮✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡st ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❝❤❛♦t✐q✉❡s✳ ◆✐❥♠❡✐❥❡r ❡t
▼❛r❡❡❧s ✭✶✾✾✼✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à tr♦✉✈❡r
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❝❤❛♦t✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❝❤❛♦t✐q✉❡ ♦❜❧✐❣❡ à ❛✈♦✐r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s très ♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s
très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡✲
❝♦♥str✉✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✭✈♦✐r ❆③❡♠✐ ❡t
❨❛③ ✭✷✵✵✵✮❀ P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✱ ♥♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡t ❞♦♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡st ❜♦r♥é❡✳

✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ st❛❜❧❡
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
▲✐♣s❝❤✐t③ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s s❡r♦♥s ♦❜❧✐❣és ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐ss❡s✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❢♦r❝❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡✳ ■❧
❢❛✉t ❛❧♦rs é❧❛r❣✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❋✐❧✐♣♣♦✈ ✭✶✾✽✽✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛ss✉ré❡✱ ♠❛✐s ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s
♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉s✳



✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✸✺

✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ẋ = f(x), x ∈ V ✭✷✳✶✮

♦ù f ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉ ❡t V ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✵✮ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐✲
❜r❡ st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✭❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✮ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U ⊂ V ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T : V\{0} →]0,∞[✱ ❛♣♣❡❧é❡ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮✱ t❡❧s
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✿ P♦✉r t♦✉t x0 ∈ V\{0}✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ x(t) ❞❡
✭✷✳✶✮ t❡❧❧❡ q✉❡ x(0) = x0✱ x(t) ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T (x0)[ ❡t limt→T (x0) x(t, x0) = 0✳

✕ ❙t❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✿ P♦✉r t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Uǫ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ Uδ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x0 ∈ Uδ\{0} ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ x(t)
❞❡ ✭✷✳✶✮ t❡❧❧❡ q✉❡ x(0) = x0✱ x(t) ∈ Uǫ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T (x0)[✳

▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s✐ ✐❧ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐ ❛✈❡❝ U = V = R

n✳

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿

ẋ = −sign(x)|x|α, x ∈ R, α ∈]0, 1[ ✭✷✳✷✮

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ x0 ❛✉ t❡♠♣s t = 0 s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

x(t, x0) =















sign(x0)
(

|x0|1−α − t(1− α)
) 1

1−α s✐ 0 ≤ t ≤ |x0|1−α

1−α
, x0 6= 0

0 s✐ t > |x0|1−α

1−α
, x0 6= 0

0 s✐ t ≥ 0, x0 = 0

✭✷✳✸✮

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❡t ✜♥✐ss❡♥t ♣❛r êtr❡ ♥✉❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✳ ▲❡
s②stè♠❡ ✭✷✳✷✮ ❡st ❞♦♥❝ st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ✿

T (x0) =
|x0|1−α

1− α
✭✷✳✹✮

♦

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♦♥t ❞♦♥❝
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❍❛✐♠♦ ✭✶✾✽✻✮✱ ♦ù ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✿

ẋ = f(x), x ∈ R ✭✷✳✺✮



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳ ❍❛✐♠♦ ✭✶✾✽✻✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡
✭✷✳✺✮✱ ♦ù f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✺✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ V\{0} ✿

✕ xf(x) < 0 ❡t
✕
∫ 0
x

dz
f(z) < +∞✳

❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t
❛❧♦rs s❡✉❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▼♦✉❧❛② ❡t P❡rr✉q✉❡tt✐ ✭✷✵✵✸✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ♦ù f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
V : V → R+ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

V̇ (x) ≤ −r(V (x)) ✭✷✳✻✮

❛✈❡❝ r : R+ → R+ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0

∫ ǫ

0
dz
r(z) < +∞✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s

❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ✈ér✐✜❡ ✿

T (x0) ≤
∫ V (x0)

0

dz

r(z)
. ✭✷✳✼✮

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r : R → R t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱
∫ ǫ

0
dz
f(z) <∞ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r r(s) = sign(s).|s|σ ❛✈❡❝ 0 < σ < 1✳ ♦

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ♣♦ssè❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❞r♦✐t❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✐ ✿
♣♦✉r t♦✉t x0 ∈ V ⊂ R

n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Tx0 > 0 t❡❧ q✉❡✱ s✐ x1 : [0, T1[→ V ❡t x2 : [0, T2[→ V s♦♥t
❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❛✈❡❝ x1(0) = x2(0) = x0✱ ❛❧♦rs Tx0 ≤ min{T1, T2} ❡t
x1(t) = x2(t) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, Tx0 [✳
❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x0 ∈ V✱ Tx0 ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥
à êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s R+

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✵✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ♣♦ssè❞❡ ❧✬✉✲
♥✐❝✐té à ❞r♦✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s ✿

✶✳ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t
❝♦♥t✐♥✉ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳



✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✸✼

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0✱ α ∈]0, 1[ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V : V → R+

✈ér✐✜❛♥t ✿
V̇ (x) ≤ −cV (x)α ✭✷✳✽✮

♣♦✉r t♦✉t x ∈ V✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R
n✱ r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥

❜♦r♥é❡✱ ❡t s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❡st
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ st❛❜✐❧✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ♥♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
V : V → R+✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

V̇ (x) ≤ −lV (x)α + kV (x), ∀x ∈ V\{0} ✭✷✳✾✮

♦ù l, k > 0 ❡t 0 < α < 1✳ ❆❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s✉r ✿

Ω =

{

x : V (x)1−α <
l

k

}

∩ V ✭✷✳✶✵✮

q✉✐ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s❛✲
t✐s❢❛✐t ✿

T (x0) ≤
❧♥
(

1− k
l
V (x0)

1−α
)

k(α− 1)
, x0 ∈ Ω ✭✷✳✶✶✮

✷✳✷✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té ❡t t❡♠♣s ✜♥✐

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ s♦✐t st❛❜❧❡
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ♠ê♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s♦♥t très ♣✉✐ss❛♥t❡s✳ ▼❛❧✲
❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ✈ér✐✜❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t q✉✬à ❞❡s ❝❧❛ss❡s r❡str❡✐♥t❡s ❞❡ s②stè♠❡s✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

ẋ = f(x), x ∈ R
n ✭✷✳✶✷✮

♦ù f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ✭❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥✱ ✶✾✾✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✷✮
s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d < 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ∈ ((0,+∞))n✳ ❆❧♦rs
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✷✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣❡rs✐st❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧✬ét❛t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ✭❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥✱ ✷✵✵✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ f = g1 + · · · + gk✱ ♦ù✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i =
1, . . . , k✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs gi ❡st ❝♦♥t✐♥✉✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré mi ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ∈ ((0,+∞))n ❡t m1 < m2 < · · · < mk✳ ❙✐ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡

ẋ = g1(x) ✭✷✳✶✸✮

❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ✳

✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✷✳✸✳✶ Pré❝é❞❡♥ts ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❛
été ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ✭✈♦✐r ❉r❛❦✉♥♦✈ ❡t ❯t❦✐♥ ✭✶✾✾✺✮❀ ❍❛s❦❛r❛
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉✱ ♦r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡ ♣♦✉r ❝❡s
s②stè♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❋✐❧✐♣♦✈✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❡
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❡t
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡s✳
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡st ❛ss❡③ ré❝❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t à été ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❊♥❣❡❧ ❡t ❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r ✭✷✵✵✷✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s à r❡t❛r❞s✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❝❡ rés✉❧t❛t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✿

{

ẋ = Ax+Bu, x ∈ R
n, u ∈ R

m

y = Cx, y ∈ R
p

✭✷✳✶✹✮

♦ù ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,C) ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

żi = (A−KiC)zi +Kiy +Bu, (i = 1, 2) ✭✷✳✶✺✮

r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✹✮✳
❊♥ ♥♦t❛♥t Fi := A−KiC✱ i = 1, 2 ❡t ✿

F :=

[

F1 0
0 F2

]

, K :=

[

K1

K2

]

G :=

[

B
B

]

, T :=

[

In
In

]

, z :=

[

z1
z2

] ✭✷✳✶✻✮



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✸✾

❧❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❯♥ r❡t❛r❞ d > 0 ❡st ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❡st✐♠é x̂ ♣❛r ✿

ż = Fz +Ky +Gu, t ≥ t0 ✭✷✳✶✼✮

x̂(t) = H
[

z(t)− eFdz(t− d)
]

✭✷✳✶✽✮

❉û ❛✉ r❡t❛r❞✱ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ z(t) ❛✈❡❝ t ∈ [t0−d, t0]✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ❛ été ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ ❊♥❣❡❧ ❡t ❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r ✭✷✵✵✷✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ K ❡t d s♦✐❡♥t ❝❤♦✐s✐s t❡❧s
q✉❡

✭✐✮ F ❡st st❛❜❧❡

✭✐✐✮ det[T, eFdT ] 6= 0

❆❧♦rs✱ ✭✷✳✶✼✮ ❡t ✭✷✳✶✽✮ ❛✈❡❝ H := [In, 0n][T, e
FdT ]−1 ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡

s②stè♠❡ ✭✷✳✶✹✮✱ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ❡st✐♠é x̂ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ d✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ▼❡♥♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸❜✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s
♣❧✉s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ à été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ▼❡♥♦❧❞
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸❛✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
✈❛r✐❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡t ❧❡s ❡st✐♠é❡s✳ ❉❛♥s ❙❛✉✈❛❣❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❝♦♥ç✉✳ ❈❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ét❛♣❡
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡
❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ ♦✉t✐❧ ❛ été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✿ ❝✬❡st ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ à ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ été ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✵✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❍♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✲
❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ ❉❡
❧à✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦♥ ❞❡❣ré ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st
♥é❣❛t✐❢ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❯♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ❞❡ ✏❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✑✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛r❝❤❡ très
❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢✱ ✈♦✐r ◗✐❛♥ ❡t ▲✐ ✭✷✵✵✺✮❀
▲✐ ❡t ◗✐❛♥ ✭✷✵✵✻✮❀ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮❀ ❆♥❞r✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣❛✐♥s
s❡ ré✈é❧❡ très ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❛♥❞ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
à été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✵✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s
P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ♣rès✳
❉❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st q✉❡ s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧✳ ❉❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❍✉❛♥❣ ✭✷✵✵✾✮✱
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ ✜①❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛
été ❡①♣♦sé ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

✷✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✷✳✸✳✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡t ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛
✭✷✵✵✽✮✱ ❝❛r ♥♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
❉❛♥s P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = Ax+ f(y, u, u̇, . . . , u(r)), x ∈ R
n, r ∈ N>0

y = Ccx, y ∈ R
✭✷✳✶✾✮

♦ù u ❡st ✉♥❡ ❡♥tré❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t ✿

A =















a1 1 0 0 0
a2 0 1 0 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

an−1 0 0 0 1
an 0 0 0 0















, Cc =
(

1 0 . . . 0
)

✭✷✳✷✵✮

❡st ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿







˙̂x1
✳✳✳
˙̂xn






= A











x1
x̂2
✳✳✳
x̂n











+ f(y, u, u̇, . . . , u(r))−











k1⌈x̂1 − x1⌋α1

k2⌈x̂1 − x1⌋α2

✳✳✳
kn⌈x̂1 − x1⌋αn











✭✷✳✷✶✮

♦ù ⌈x⌋α = sgn(x).|x|α✱ α > 0✳ ▲❡s ❣❛✐♥s ki✱ ✭i = 1, . . . , n✮ ❡t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s αi✱ ✭i =
1, . . . , n✮ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿



































ė1 = e2 − k1⌈e1⌋α1

ė2 = e3 − k2⌈e1⌋α2

✳✳✳

ėn−1 = en − kn−1⌈e1⌋αn−1

ėn = −kn⌈e1⌋α1

✭✷✳✷✷✮

❛✈❡❝ e = x̂− x✳
❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s αi✱ ✭i = 1, . . . , n✮
❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✷✮ s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✳



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✹✶

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳ P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❙♦✐t d ∈ R ❡t (k1, . . . , kn) ∈ R
n
>0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

(r1, . . . , rn) ∈ R
n
>0 ❡t (α1, . . . , αn) ∈ R

n
>0 ✈ér✐✜❡♥t ✿

ri+1 = ri + d, 1 ≤ i ≤ n− 1 ✭✷✳✷✸✮

αi =
ri+1

r1
, 1 ≤ i ≤ n− 1 ✭✷✳✷✹✮

αn =
rn + d

r1
✭✷✳✷✺✮

❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✷✮ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ∈ R
n
>0✳

❊♥ ✜①❛♥t α1 = α✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s s✬é❝r✐✈❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳ P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❙✐ α > 1− 1
n
✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✷✮ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡

❞❡ ❞❡❣ré α− 1 ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ✿

ri = (i− 1)α− (i− 2), 1 ≤ i ≤ n ✭✷✳✷✻✮

❡t ✿
αi = iα− (i− 1), 1 ≤ i ≤ n ✭✷✳✷✼✮

▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✷✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ✿

ė = ψ(α, e) ✭✷✳✷✽✮

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ✭✷✳✷✷✮✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞✉ t✉❜❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳ ✭▼✉♥❦r❡s✱ ✶✾✾✾✱ ▲❡♠♠❡ ❞✉ t✉❜❡✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐t ✿ X ×Y ♦ù
Y ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❙✐ N ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X×Y ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥❝❤❡ {x0}×Y ❞❡ X×Y ✱
❛❧♦rs N ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t✉❜❡ W × Y ❞❡ {x0} × Y ✱ ♦ù W ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ x0 ❞❛♥s
X✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❡♥ r❡❣❧❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ α ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳ P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❙✐ ❧❡s ❣❛✐♥s (k1, . . . , kn) s♦♥t ✜①és t❡❧s q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ✿

A0 =















−k1 1 0 0 0
−k2 0 1 0 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

−kn−1 0 0 0 1
−kn 0 0 0 0















✭✷✳✷✾✮

s♦✐t ❞❡ ❍✉r✇✐t③✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ǫ ∈
(

0, 1
n

)

t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (1 − ǫ, 1)✱ ❧❡ s②stè♠❡
✭✷✳✷✽✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t α ∈ R t❡❧ q✉❡

1− 1

n− 1
< α < 1 ✭✷✳✸✵✮

❍♦♠♦❣é♥é✐té ✿ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✽✮ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré α− 1 < 0
❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ri = (i− 1)α− (i− 2)✱ i = 1, . . . , n✳
❙t❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

V (α, e) = ẽTP ẽ ✭✷✳✸✶✮

♦ù ✿

ẽ =















⌈e1⌋
1
q

⌈e2⌋
1

α1q

✳✳✳

⌈en⌋
1

αn−1q















✭✷✳✸✷✮

❛✈❡❝ q = Πn−1
i=1 ((i− 1)α− (i− 2)) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣♦✐❞s✱ ❡t P ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

▲②❛♣✉♥♦✈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
AT

0 P + PA0 = −I ✭✷✳✸✸✮

❈♦♠♠❡ V ❡st ♣r♦♣r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

S = {e ∈ R
n : V (1, e) = 1} ✭✷✳✸✹✮

❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R
n✳ ❙♦✐t ϕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ϕ : R
∗
− × S → R

(α, e) 7→ 〈∇V (α, e);ψ(α, e)〉 ✭✷✳✸✺✮

❈♦♠♠❡ A0 ❡st ❞❡ ❍✉r✇✐t③✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✿

ė = A0e ✭✷✳✸✻✮

❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✽✮ ❛✈❡❝ α = 1✳
❈♦♠♠❡ ϕ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ϕ−1(R∗

−) ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R∗
−×S q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ tr❛♥❝❤❡ {1}×S✳

❈♦♠♠❡ S ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✹✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ϕ−1(R∗
−) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t✉❜❡

(1− ǫ1, 1 + ǫ2)× S ❞❡ {1} × S✱ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (α, e) ∈ (1− ǫ1, 1 + ǫ2)× S✱ ♦♥ ❛✐t ✿

V (α, λr1e1, . . . , λ
rnen) = λ

2
q V (α, e1, . . . , en) ✭✷✳✸✼✮

❛✈❡❝ ri = (i − 1)α − (i − 2) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e 7→ V (α, e) ❡st ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2

q
❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ri = (i − 1)α − (i − 2)✱ i = 1, . . . , n✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

e 7→ 〈∇V (α, e), ψ(α, e)〉 ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2
q
+α−1 ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ri = (i−1)α−(i−2)

✱ i = 1, . . . , n✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r α ∈ (1− ǫ1, 1 + ǫ2), ✿

e 7→ V (α, e) ✭✷✳✸✽✮

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✷✷✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✱ ❧❡ s②stè♠❡
✭✷✳✷✽✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✹✸

▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ rés✉❧t❛t q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❛ été ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲❡s
s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❧❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❛✣♥❡ ❡♥ ❧✬❡♥tré❡✱ ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥tré❡s ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡✱ ✐✳❡✳ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = f0(x) +
∑m

j=1 fj(x)uj , x ∈ R
n, uj ∈ R, j = 1, . . . ,m

y = h(x), y ∈ R
✭✷✳✸✾✮

❉✬❛♣rès ❍❛♠♠♦✉r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿










z1
z2
✳✳✳
zn











7→











h(x)
Lf0h(x)

✳✳✳
Ln−1
f0

h(x)











✭✷✳✹✵✮

❞é✜♥✐❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ✭♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✮✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ s②stè♠❡
✭✷✳✸✾✮ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



































ẋ1 = x2 +
∑m

j=1 g1j(x1)uj

ẋ2 = x3 +
∑m

j=1 g2j(x1, x2)uj
✳✳✳

ẋn = ϕ(x1, . . . , xn) +
∑m

j=1 gnj(x1, . . . , xn)uj

y = x1 = Ccx

✭✷✳✹✶✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ✐❝✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❡t gij s❛t✐s❢♦♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
▲✐♣s❝❤✐t③ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ l > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ l.‖x− y‖, ∀x, y ∈ R
n

|gij(x)− gij(y)| ≤ l.‖x− y‖, ∀x, y ∈ R
n, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

✭✷✳✹✷✮

❡t ❧❡s ❡♥tré❡s uj ✱ j = 1, . . . ,m✱ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❜♦r♥é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ u0 ≥ 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

|uj | ≤ u0, j = 1, . . . ,m ✭✷✳✹✸✮

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥
♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ■❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿























˙̂x1 = x̂2 − k1⌈x̂1 − y⌋α1 +
∑m

j=1 g1j(x̂1)uj
˙̂x2 = x̂3 − k2⌈x̂1 − y⌋α2 +

∑m
j=1 g2j(x̂1, x̂2)uj

✳✳✳
˙̂xn = ϕ(x̂)− kn⌈x̂1 − y⌋αn +

∑m
j=1 gnj(x̂)uj

✭✷✳✹✹✮

▲❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s αi✱ ✭i = 1, . . . , n✮ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸ ♣❛r ✿

αi = iα− (i− 1), i = 1, . . . , n, α ∈
]

1− 1

n
, 1

[

✭✷✳✹✺✮



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

▲❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

K = [k1, . . . , kn]
T = S−1

∞ (θ)CT
c ✭✷✳✹✻✮

♦ù S∞(θ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
{

θS∞(θ) +ATS∞(θ) + S∞(θ)A− CTC = 0

S∞(θ) = ST
∞(θ)

✭✷✳✹✼✮

❊♥ ♣♦s❛♥t e = x̂− x✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿


































ė1 = e2 − k1⌈e1⌋α1 + f̃1

ė2 = e3 − k2⌈e1⌋α2 + f̃2
✳✳✳

ėn−1 = en − kn−1⌈e1⌋αn−1 + f̃n−1

ėn = −kn⌈e1⌋αn + f̃n

✭✷✳✹✽✮

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f̃i✱ i = 1, . . . , n✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

f̃i =
∑m

j=1(gij(x̂1, . . . , x̂i)− gij(x1, . . . , xi))uj , i = 1, . . . , n− 1

f̃n = (ϕ(x̂)− ϕ(x)) +
∑m

j=1(gnj(x̂)− gnj(x))uj
✭✷✳✹✾✮

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ u ∈ R
m s♦✐t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡

❝♦♥st❛♥t❡ u0 ≥ 0✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❡t gij✱ ✭i = 1, . . . , n✱ j = 1, . . . ,m✮ s♦✐❡♥t ❣❧♦✲
❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ l✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✷✳✹✶✮ ❛❞♠❡t ❧❡ s②stè♠❡
✭✷✳✹✹✮ ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞é♠♦♥✲
str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V (α, e) = ẽTS∞(θ)ẽ ✭✷✳✺✵✮

♦ù ✿

ẽ =















⌈e1⌋
1
q

⌈e2⌋
1

α1q

✳✳✳

⌈en⌋
1

αn−1q















✭✷✳✺✶✮

❛✈❡❝ q = Πn−1
i=1 ((i−1)α− (i−2)) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣♦✐❞s✱ ❡t S∞(θ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✹✼✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s❛♥s ❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ✿


































ė1 = e2 − k1⌈e1⌋α1 ,

ė2 = e3 − k2⌈e1⌋α2 ,
✳✳✳

ėn−1 = en − kn−1⌈e1⌋αn−1

ėn = −kn⌈e1⌋αn

✭✷✳✺✷✮



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✹✺

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s fα ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✺✷✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷
❞❛♥s ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

− c1(α, θ)[Vα(e)]

2
q+α−1

2
q ≤ LfαVα(e) ≤ −c2(α, θ)[Vα(e)]

2
q+α−1

2
q ✭✷✳✺✸✮

♦ù c1(α, θ) = −min{z:Vα(z)=1} LfαVα(z) ❡t c2(α, θ) = −max{z:Vα(z)=1} LfαVα(z)✳ P♦✉r
♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s tr♦✐s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ c2(α, θ) s❛t✐s❢❛✐t limα→1 c2(α, θ) = θ.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿

max
{e:V1(e)=1}

Lf1V1(e) = max
{e:V1(e)=1}

[−θeTS∞(θ)e− e21] = −θ ✭✷✳✺✹✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Lf1V1(e
∗) = −θ✱ ♦ù e∗ = [ 0 0 . . . 0 1√

Snn
] ❡t Snn = [S(θ)]nn✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {z : Vα(z) = 1} ❡t {z : V1(z) = 1} s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t

z = [z1, . . . , zn]
T ∈ {z : Vα(z) = 1} ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ z̃ =

[

⌈z1⌋
1
q , . . . , ⌈zn⌋

1
αn−1q

]

∈ {z :

V1(z) = 1} ❡t limα→1 ‖z̃ − z‖2 = 0✳ ❈♦♠♠❡ LfαVα ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r
t♦✉t ǫ, ǫ1 > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ η > 0✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r |α− 1| < η ❡t ‖z − z̃‖2 < ǫ1 ❛❧♦rs ✿

Lf1V1(z̃)− ǫ < LfαVα(z) < Lf1V1(z̃) + ǫ ✭✷✳✺✺✮

❞✬♦ù
max

{z:Vα(z)=1}
LfαVα(z) ≤ max

{z̃:V1(z̃)=1}
Lf1V1(z̃) + ǫ = −θ + ǫ ✭✷✳✺✻✮

❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ✿
lim
α→1

LfαVα(e) ≤ −θ ✭✷✳✺✼✮

❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ s♦✐t e∗∗ =
[

0 0 . . . 0 s
−αn−1q

2
nn

]T

❛❧♦rs ✿

e∗∗ ∈ {e : Vα(e) = 1} ✭✷✳✺✽✮

❡t ✿
lim
α→1

LfαVα(e
∗∗) = Lf1V1(e

∗) = −θ ✭✷✳✺✾✮

❉♦♥❝✱ max{e:Vα(e)=1} LfαVα(e) ≥ LfαVα(e
∗∗)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

lim
α→1

max
{e:Vα(e)=1}

LfαVα(e) ≥ lim
α→1

LfαVα(e
∗∗) ✭✷✳✻✵✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✿
lim
α→1

max
{e:Vα(e)=1}

LfαVα(e) = −θ ✭✷✳✻✶✮

❈❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ ◗✉❛♥❞ α = 1✱ ♣♦✉r u ∈ R
m ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥ ré❡❧ u0 ≥ 0✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ θ1 ≥ 1 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θ ≥ θ1 ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✽✮ s♦✐t
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸ ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✳

❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✶✮ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝ x0 ∈ R
n ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✹✮ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝

x̂0 ∈ R
n✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✼✳ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✽✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ǫ2 ∈ (1 − 1
n−1 , 1) t❡❧

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (1− ǫ2, 1] ♦♥ ❛✐t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Vα(e) ≤ S‖e0‖2, ∀t ≥ 0 ✭✷✳✻✷✮

‖ẽ‖2 ≤ S

δ0
‖e0‖2, ∀t ≥ 0 ✭✷✳✻✸✮

♦ù Vα(e) ❡t ẽ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✵✮✱ e0 = x0 − x̂0✱ S = maxi,j |S∞(1)|i,j ❡t
δ0 > 0 ❡st ✉♥ ré❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r i = 2, . . . , n✱ k = 1, . . . , i✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θ2 ≥ 1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t θ ≥ θ2✱ ♦♥ ❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

|ek(t)|
1

αi−1q

θi
≤ |ek(t)|

1
αk−1q

θk
✭✷✳✻✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t d = eT0 S∞(θ)e0✱ A′ = V −1
α ([0, d])✱ D′ = V −1

1 ({d})✳ ◆♦t♦♥s f ′α ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✽✮✳ ❆❧♦rs A′ ❡t D′ s♦♥t ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

ϕ (0, d] → R

(α, e) 7→ Lf ′
α
Vα(e)

✭✷✳✻✺✮

❆❧♦rs ϕ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✱ s❛t✐s❢❛✐t ϕ′(1, e) < 0✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ ǫ2 > 0 t❡❧ q✉❡ ϕ((1−ǫ2, 1]) ⊂ (−∞, 0)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (1−ǫ2, 1]✱ Lf ′

α
Vα ♣r❡♥❞

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s s✉r D′✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ A′ ❡st ❞♦♥❝ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t
♣❛r f ′α ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (1− ǫ2, 1]✱ ❡t ❞♦♥❝ ✿

ẽTS∞(θ)ẽ ≤ eT0 S∞(θ)e0 ✭✷✳✻✻✮

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ δ0 > 0 t❡❧ q✉❡ S∞(θ) ≥ δ0I ✭✐✳❡✳ ∀x ∈ R
n✱ xTS∞(θ)x ≥ δ0x

Tx✮✱
❞✬❛♣rès ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

δ0‖ẽ‖2 ≤ ẽTS∞(θ)ẽ ≤ eT0 S∞(θ)e0 ≤ S‖e0‖2 ✭✷✳✻✼✮

❙✐ ‖e0‖2 ≤ 1✱ ❝♦♠♠❡ 1 ≤ 1
q
≤ 1

α1q
≤ · · · ≤ 1

αn−1q
❡t θ ≥ 1 ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✹✮✳

❙✐ |ek(t)| > 1✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✸✮✱ ek(t) ❡st ❜♦r♥é✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ θ2 t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t θ ≥ θ2 ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✹✮ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✺ ✿



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✹✼

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✭✷✳✺✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✹✽✮ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✾✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Vα(e)✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✺✵✮✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✽✮✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿

d

dt
⌈ei⌋αi = αi|ei|αi−1 ✭✷✳✻✽✮

❞✬❛♣rès ❍♦♥❣ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✽✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

d

dt
Vα(e)|(2.48) =

d

dt
Vα(e)|(2.52) + 2ẽTS∞(θ)















1
q
|e1|

1
q
−1
f̃1

1
α1q

|e2|
1

α1q
−1
f̃2

✳✳✳
1

αn−1q
|en|

1
αn−1q

−1
f̃n















✭✷✳✻✾✮

≤ −c2(α, θ)[Vα(e)]
2
q+α−1

2
q + 2l(u0 + 1)p[ẽTS∞(θ)ẽ]

1
2 ✭✷✳✼✵✮

×
[

∑

i,j

|S(1)i,j |
θi+j−1 .

|ei|
1

αi−1q
−1

∑i
k=1

|ek|

αi−1q
× |ej |

1
αj−1q

−1
∑j

k=1
|ek|

αj−1q

]
1
2

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿

|x||y|p−1 ≤ 1

p
|x|p + p− 1

p
|y|p, ∀x, y > 0, ∀p > 0 ✭✷✳✼✶✮

✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ci ✭1 ≤ i ≤ n✮ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t
✈ér✐✜é❡s ✿

i
∑

k=1

|ei|
1

αi−1q
−1|ek| ≤ ∑i

k=1

[

ci|ei|
1

αi−1q + αi−1q
(

1−αi−1q

ci

)
1

αi−1q
−1

|ek|
1

αi−1q

]

✭✷✳✼✷✮

△
=

i
∑

k=1

bi,k|ek|
1

αi−1q ✭✷✳✼✸✮

♦ù bi,k > 0✳ ❙♦✐t b = maxi,k bi,k✱ ❛❧♦rs ✿

d

dt
Vα(e)|(2.48) ≤ −c2(α, θ)[Vα(e)]

2
q+α−1

2
q +

2bl(u0 + 1)pS
1
2

αn−1q
×
[

ẽTS∞(θ)ẽ
]
1
2 ✭✷✳✼✹✮

×









∑

i,j







i
∑

k=1

e
2

αk−1q

k

θ2k







1
2






j
∑

k=1

e
2

αk−1q

k

θ2k







1
2









1
2

✭✷✳✼✺✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

❙♦✐t ξk = ⌈ek⌋
1

αk−1q

θk
♣♦✉r θ ≥ max{θ1, θ2} ≥ 1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

d
dt
Vα(e)|(2.48) ≤ −c2(α, θ)[Vα(e)]

2
q+α−1

2
q

+2bl(u0+1)pS
1
2

αn−1q
×
[

ẽTS∞(θ)ẽ
]
1
2 ×

(
∑n

k=1 ξ
2
k

) 1
2

✭✷✳✼✻✮

❙♦✐t ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]
T ✱ ❝♦♠♠❡ S∞(θ) ≥ δ0I✱ ❛❧♦rs ✿

n
∑

k=1

ξ2k ≤ 1

δ0
ξTS∞(1)ξ ✭✷✳✼✼✮

=
1

δ0θ

[

⌈ei⌋
1

αi−1q
S∞(1)i,j
θi+j−1

⌈ej⌋
1

αj−1q

]

i,j

✭✷✳✼✽✮

=
1

θδ0

[

⌈ei⌋
1

αi−1qS∞(θ)i,j⌈ej⌋
1

αj−1q

]

i,j

✭✷✳✼✾✮

=
1

θδ0
Vα(e) ✭✷✳✽✵✮

❉✬❛♣rès ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

V̇α(e) ≤ −c2(α, θ)[Vα(e)]
2
q+α−1

2
q + c3Vα(e) ✭✷✳✽✶✮

♦ù

c3 =
2n2l(u0 + 1)mbS

1
2

αn−1qδ
1
2
0

✭✷✳✽✷✮

❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❙♦✐t K ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R

n ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ré❡❧ ǫ > 0 q✉✐
✈ér✐✜❡ ǫ < min{ǫ1, ǫ2} t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ [1 − ǫ, 1) ❡t ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ θ ≥ max{θ1, θ2}✱
c2(α, θ) s❛t✐s❢❛ss❡ ✿

c2(α, θ) ≥
θ

2
✭✷✳✽✸✮

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✶✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✿

Ω =

{

e : Vα(e) <

(

c2
c3

) 2
q(1−α)

}

✭✷✳✽✹✮

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ c2✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ c3 ✭❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ✭✷✳✽✷✮✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r θ ≥ max{θ1, θ2} t❡❧ q✉❡ ✿

K ⊂
{

e : S|e|2 <
(

c2
c3

) 2
q(1−α)

}

✭✷✳✽✺✮

❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✻✷✮ ✭♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼✮ ❡t ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✽✹✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s K ⊂ Ω✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✶✮ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐ ❣❧♦❜❛❧✳



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✹✾

✷✳✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



































ẋ1 = x2 +
∑m

j=1 g1j(x1)uj

ẋ2 = x3 +
∑m

j=1 g2j(x1, x2)uj
✳✳✳

ẋn = ϕ(x1, . . . , xn) +
∑m

j=1 gnj(x1, . . . , xn)uj

y = x1 = Ccx

✭✷✳✽✻✮

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❡t
gi,j ✭i = 1, . . . , n✱ j = 1, . . . ,m✮ s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ l✳ ▲❡s ❡♥tré❡s
uj ✱ j = 1, . . . ,m✱ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❜♦r♥é❡s ♣❛r ✉♥ ré❡❧ u0 ≥ 0✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿























˙̂x1 = x̂2 − k1(⌈e1⌋α1 + ρe1) +
∑m

j=1 g1j(x̂1)uj
˙̂x2 = x̂3 − k2(⌈e1⌋α2 + ρe1) +

∑m
j=1 g2j(x̂1, x̂2)uj

✳✳✳
˙̂xn = −kn(⌈e1⌋αn + ρe1) + ϕ(x̂) +

∑m
j=1 gnj(x̂)uj

✭✷✳✽✼✮

♦ù e1 = x̂1 − x1✱ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s αi s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✳ ▲❡s ❣❛✐♥s ki
✭i = 1, . . . , n✮ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭✷✳✹✻✮ ❡t ✭✷✳✹✼✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ρ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

ρ =

(

n2θ
2
3S1 + 1

2

)

✭✷✳✽✽✮

❛✈❡❝ ✿
S1 = max1≤i,j≤n|S∞(1)i,j |.|S−1

∞ (1)j,1| ✭✷✳✽✾✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛❥♦✉té ❞❛♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✷✳✽✼✮ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳ ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✽✻✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡♥tré❡ u
❜♦r♥é❡ ♣❛r u0 ≥ 0✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ 0 < θ∗ <∞ ❡t ε > 0 t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t θ > θ∗

❡t α ∈]1− ε, 1[✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✽✻✮ ❛❞♠❡t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✽✼✮ ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐✱ ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t T (e0) ✭♦ù e0 = x0− x̂0✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡rr❡✉r
❡st ❜♦r♥é ♣❛r ✿

ln
(

4r2

V (e0)

)

κ(θ)
+

ln
(

1− b1
b2

(

4r2
)1−α

)

b2(α− 1)
✭✷✳✾✵✮

❚♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡✳



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✽✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s S∞(θ) ❡t S−1
∞ (θ)✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✷✳✹✼✮✱ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

S∞(θ)i,j = S∞(1)i,j
1

θi+j−1
✭✷✳✾✶✮

S−1
∞ (θ)i,j = S−1

∞ (1)i,jθ
i+j−1 ✭✷✳✾✷✮

♣♦✉r t♦✉t θ > 0 ❡t 1 ≤ i, j ≤ n✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✾✳ ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✵✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺ ♣✳ ✽✺✮ s♦✐t σ : R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ✿

σ̇(t) ≤ kσ(t), a ≤ t ≤ b

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ k ∈ R✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ σ(t) ≤ σ(a)e−k(a−t)✱ ♣♦✉r a ≤ t ≤ b✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳ ◆♦t♦♥s e = x− x̂✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✿

D(x, x̂, u) = Φ(x̂)− Φ(x) +

m
∑

j=1

(gj(x̂)− gj(x))uj(t)

♦ù Φ(x) = (0, . . . , 0, ϕ(x))✱ gj = (g1j , . . . , gnj)✱ ❡t ✿

F (K, e) = (k1⌈e1⌋α1 , . . . , kn⌈e1⌋αn)T , K = (k1, . . . , kn)

❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

ė = Ae− F (K, e)− ρS−1
∞ (θ)CTCe+D(x, x̂, u) ✭✷✳✾✸✮

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✏❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✑ V ♣♦✉r ✭✷✳✾✸✮ q✉✐ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r R

n✱ r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡
s✉r P r = R

n − B‖.‖S∞(θ)
(r) ✭♣♦✉r ✉♥ r > 1✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡

✭✷✳✾✸✮ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✉r B‖.‖S∞(θ)
(2r)✳ ▲❛ ♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ V̇ s✉r P r ❡t

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s✉r B‖.‖S∞(θ)
(2r) ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✾✸✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

P❛rt✐❡ ✶ ✿ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✿

V (e) = eTS∞(θ)e

P♦✉r t♦✉t θ > 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❉✬❛♣rès
●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ δθ > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

S∞(θ) ≥ δθIn



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✺✶

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✹✼✮ ❡t ✭✷✳✾✸✮✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✳✾✸✮ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

d

dt
(eTS∞(θ)e) = −θeTS∞(θ)e− (2ρ− 1)(Ce)2− 2eTS∞(θ)F (K, e)+2eTS∞(θ)D(x, x̂, u)

■❧ s✉✐t ✿
d
dt
(eTS∞(θ)e) ≤ −θ‖e‖2

S∞(θ) − (2ρ− 1)(Ce)2

−2eTS∞(θ)F (K, e) + 2‖e‖S∞(θ)‖D(x, x̂, u)‖S∞(θ)

❈♦♠♠❡ ϕ ❡t gij (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡ l ❡t ‖u‖∞ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r u0✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✾✶✮ ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛❧❝✉❧s
q✉❡ ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

‖D(x, x̂, u)‖S∞(θ) ≤ nl(u0 + 1)mC1

√
S‖e‖S∞(θ)

♦ù S = max1≤i,j≤n|S∞(1)i,j |✳ P❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C1 > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

‖x‖1,n ≤ C1‖x‖S∞(1), ∀x ∈ R
n ✭✷✳✾✹✮

❉♦♥❝ ✿
d

dt
V (e) ≤ (−θ +M)V (e)− (2ρ− 1)(Ce)2 − 2eTS∞(θ)F (K, e) ✭✷✳✾✺✮

♦ù M = 2nl(u0 + 1)mC1

√
S✳

❉✬❛♣rès ✭✷✳✾✺✮✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ V̇ ❡st ♥é❣❛t✐❢ s✉r P r = R
n − B‖.‖S∞(θ)

(r)✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐✲

s♦♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ eTS∞(θ)F (K, e)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s é❣❛❧✐tés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

eTS∞(θ)F (K, e) =
∑

1≤i,j≤n

ei
(S∞(1))i,j
θi+j−1

(

S−1
∞ (1)

)

j,1
θj⌈e1⌋αj

=

n
∑

j=1

(

S−1
∞ (1)

)

j,1
⌈e1⌋αj

n
∑

i=1

ei
θi−1

(S∞(1))i,j

◆♦✉s ♠❛❥♦r♦♥s eTS∞(θ)F (K, e) ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P r ❡st ❞é❝♦✉♣é
❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿

P r
<1 = {e ∈ P r : |e1| < 1}, P r

≥1 = {e ∈ P r : |e1| ≥ 1}

❙✉r P r
<1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |e1|αi < 1, i = 1, . . . , n✳ ❉✬♦ù ✿

∣

∣eTS∞(θ)F (K, e)
∣

∣ ≤ nS1θ

n
∑

i=1

∣

∣

∣

ei
θi

∣

∣

∣ ✭✷✳✾✻✮

♦ù S1 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✽✾✮✳ ❙♦✐t ξi = ei
θi

♣♦✉r i = 1, . . . , n✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
∣

∣eTS∞(θ)F (K, e)
∣

∣ ≤ nS1θ‖ξ‖1,n
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❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✾✹✮ ❡t ‖ξ‖2
S∞(1) =

1
θ
‖e‖2

S∞(θ)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

∣

∣eTS∞(θ)F (K, e)
∣

∣ ≤ nS1C1

√
θ‖e‖S∞(θ) ✭✷✳✾✼✮

❙♦✐t C2 = nSC1✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t r > 1✱ ❛❧♦rs ‖e‖S∞(θ) ≤ ‖e‖2
S∞(θ) ♣♦✉r e ∈ P r✱ ❛✐♥s✐ ✿

∣

∣eTS∞(θ)F (K, e)
∣

∣ ≤ C2

√
θ‖e‖2S∞(θ)

❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✿
d

dt
V (e) ≤

(

−θ +M + C2

√
θ
)

V (e) ✭✷✳✾✽✮

❙✉r P r
≥1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |e1| ≥ 1 ❞✬♦ù |e1|αi ≤ |e1| ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ❉♦♥❝ ✿

∣

∣eTS∞(θ)F (K, e)
∣

∣ ≤ nS1θ
n
∑

i=1

∣

∣

∣

ei
θi

∣

∣

∣
.|e1|

= nS1

n
∑

i=1

(

θ
2
3

∣

∣

∣

ei
θi

∣

∣

∣

) (

θ
1
3 |e1|

)

≤ nS1θ
4
3

2
‖ξ‖22,n +

n2θ
2
3S1
2

|e1|2

▼❛✐s ‖ξ‖22,n ≤ C3‖ξ‖2S∞(1) ✭♣❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s✮ ❡t ‖ξ‖2
S∞(1) =

1
θ
‖e‖2

S∞(θ)✱ ❞✬♦ù ✿

|eTS∞(θ)F (K, e)| ≤ C4θ
1
3 ‖e‖2S∞(θ) +

n2θ
2
3S1
2

|e1|2 ✭✷✳✾✾✮

♦ù C4 =
nS1C3

2 ✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✷✳✾✺✮ ❡t ✭✷✳✾✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

d

dt
V (e) ≤

(

−θ +M + 2C4θ
1
3

)

V (e) ✭✷✳✶✵✵✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✷✳✾✽✮ ❡t ✭✷✳✶✵✵✮✱ ❛✈❡❝ r > 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θ1 > 0 t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t θ ≥ θ1✱ d

dt
V (e) < 0✱ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ P r ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

d

dt
V (e) ≤ κ(θ)V (e) ✭✷✳✶✵✶✮

♦ù ✿
κ(θ) = max

{

(−θ +M + 2C4θ
1
3 ), (−θ +M + C2

√
θ)
}

✭✷✳✶✵✷✮

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✾ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✵✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

V (e(t)) ≤ V (e0)e
κ(θ)t ✭✷✳✶✵✸✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s B‖.‖S∞(θ)
(2r)✱ ✐❧ ❡st

s✉✣s❛♥t ❞✬❛✈♦✐r V (e0)e
κ(θ)t ≤ 4r2 ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ t ≥

ln
(

4r2

V (e0)

)

κ(θ) ✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✺✸

✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ T1(e0)✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ e0 ❡♥tr❡ ❞❛♥s
B‖.‖S∞(θ)

(2r)✱ ♣❛r ✿

T1(e0) ≤
ln
(

4r2

V (e0)

)

κ(θ)
✭✷✳✶✵✹✮

P❛rt✐❡ ✷ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✭✷✳✾✸✮
s✉r B‖.‖S∞(θ)

(2r) ❡st sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐ s✉r ❝❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❞❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛
✭✷✵✵✽✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ṽα(e) = ẽTS∞(θ)ẽ

♦ù ẽ =
(

⌈e1⌋
1
q ⌈e2⌋

1
α1q . . . ⌈en⌋

1
αn−1q

)

✱ q =
n−1
∏

i=1

[(i−1)α− (i−2)] ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣♦✐❞s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ṽα ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 2
q
❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s {(i − 1)α − (i − 2)}1≤i≤n✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ Ṽα ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ●❛✉t❤✐❡r
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ♣♦✉r t♦✉t θ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δθ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n ✿

Ṽα(x) = x̃TS∞(θ)x̃ ≥ δθx̃
T x̃ = δθ

n
∑

i=1

|xi|
2

αi−1q

❡t 2
αi−1q

> 0✱ ❢♦r i = 1, . . . , n✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

d

dt
Ṽα(e) =W1 +W2 +W3

♦ù ✿

W1 = 2ẽTS∞(θ)















1
q
|e1|

1
q
−1( 12e2 − k1⌈e1⌋α1)

✳✳✳
1

αn−1q
|en−1|

1
αn−2q

−1
( 12en − kn−1⌈e1⌋αn−1)

1
αnq

|en|
1

αn−1q
−1

(−kn⌈e1⌋αn)















W2 = 2ẽTS∞(θ)















1
q
|e1|

1
q
−1( 12e2 − ρk1e1)

✳✳✳
1

αn−1q
|en−1|

1
αn−2q

−1
( 12en − ρkn−1e1)

1
αnq

|en|
1

αn−1q
−1

(−ρkne1)















W3 = 2ẽTS∞(θ)















1
q
|e1|

1
q
−1D1

✳✳✳
1

αn−2q
|en−1|

1
αn−2q

−1
Dn−1

1
αn−1q

|en|
1

αn−1q
−1
Dn














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▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ W1 ✿ ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷ ❞❛♥s ❇❤❛t ❡t ❇❡r♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✺✮
❞♦♥♥❡ ✿

W1 ≤ −b1(α, θ)
(

Ṽα(e)
)

2
q+α−1

2
q

♦ù b1 ✈ér✐✜❡ limα→1 b1(α, θ) =
θ
2 ✭❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✮✳

▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ W2 ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✹ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✷✳✹ ✭P❡rr✉q✉❡tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✮✳ ❈♦♠♠❡ V ❡st ♣r♦♣r❡✱ B‖.‖S∞(θ)

(2r) ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡
R
n✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ : R+ × B‖.‖S∞(θ)

(2r) → R ♣❛r ✿

ϕ(α, e) =W2

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡
ϕ(1, e) < 0 ♣♦✉r e ∈ R

n✳ ❈♦♠♠❡ ϕ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ϕ−1 (R−) ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R+ ×
B‖.‖S∞(θ)

(2r) ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥❝❤❡ {1}×B‖.‖S∞(θ)
(2r)✳ ❈♦♠♠❡ B‖.‖S∞(θ)

(2r) ❡st ✉♥ ❝♦♠✲
♣❛❝t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✹✱ ϕ−1 (R−) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t✉❜❡ (1 − µ1, 1 + µ2) × B‖.‖S∞(θ)

(2r)

❞❡ {1} × B‖.‖S∞(θ)
(2r)✳ P♦✉r t♦✉t (α, e) ∈ (1 − µ1, 1 + µ2) × B‖.‖S∞(θ)

(2r) ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ϕ(α, e) < 0✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ε1 > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ (1− ε1, 1) ♦♥ ❛✐t W2 ≤ 0.
▼❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ W3 ✿ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ d

dt
⌈ei⌋αi = αi|ei|αi−1, ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

W3 ≤ 2l(u0 + 1)m
(

ẽTS∞(θ)ẽ
)

1
2 ×















∑

1≤i,j≤n

|S∞(1)i,j |

θi+j−1

|ei|

1
αi−1q

−1 i
∑

k=1

|ek|

αi−1q
×

|ej |

1
αj−1q

−1 j
∑

k=1

|ek|

αj−1q















1
2

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿

|x||y|p−1 ≤ 1

p
|x|p + p− 1

p
|y|p, ∀x, y > 0, ∀p > 0 ✭✷✳✶✵✺✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

|ek||ei|
1

αi−1q
−1 ≤ αi−1q|ek|

1
αi−1q + (1− αi−1q)|ei|

1
αi−1q ✭✷✳✶✵✻✮

❛✐♥s✐ ✿

i
∑

k=1

|ei|
1

αi−1q
−1|ek| ≤

i
∑

k=1

(

(1− αi−1q)|ei|
1

αi−1q + αi−1q|ek|
1

αi−1q

)

△
=

i
∑

k=1

bi,k|ek|
1

αi−1q

♦ù bi,k > 0✳ ❙♦✐t b = maxi,kbi,k✱ ♦♥ ❛ ✿

W3 ≤
2bl(u0 + 1)mS

1
2 θ

1
2

αn−1q
×

(

Ṽα(e)
) 1

2







∑

1≤i,j≤n





i
∑

k=1

e

2
αk−1q

k

θ2k





1
2




j
∑

k=1

e

2
αk−1q

k

θ2k





1
2







1
2



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✺✺

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θ2 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r θ ≥ θ2 ≥ 1✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n, k =
1, . . . , i✱ ♦♥ ❛✐t ✿

|ek(t)|
1

αi−1q

θi
≤ |ek(t)|

1
αk−1q

θk
✭✷✳✶✵✼✮

❉♦♥❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ξk = ⌈ek⌋
1

αk−1q

θk
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∑

1≤i,j≤n







i
∑

k=1

e
2

αk−1q

k

θ2k







1
2






j
∑

k=1

e
2

αk−1q

k

θ2k







1
2

≤ n2
n
∑

k=1

ξ2k

❉✬❛♣rès ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ1 > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

S∞(1) ≥ δ1I

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
T , ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

n
∑

k=1

ξ2k ≤ 1

δ1
ξTS∞(1)ξ

≤ 1

θδ1

∑

1≤i,j≤n

(

⌈ei⌋
1

αi−1q
S(1)i,j
θi+j−1

⌈ej⌋
1

αj−1q

)

≤ 1

θδ1
Ṽα(e)

❉♦♥❝ ✿

W3 ≤
2bl(u0 + 1)mn2S

1
2

αn−1qδ
1
2
1

Ṽα(e) ✭✷✳✶✵✽✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

d

dt
Ṽα(e)(2.93) ≤ −b1(α, θ)

(

Ṽα

)

2
q+α−1

2
q + b2(α)Ṽα(e) ✭✷✳✶✵✾✮

♦ù b2(α) = 2bl(u0+1)mn2S
1
2

αn−1qδ
1
2
1

✳ P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✵✾✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛t✲

tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Ω =

{

e : Ṽα(e) <

(

b1
b2

) 2
q(1−α)

}

✭✷✳✶✶✵✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✵✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té Ṽα(e) ≤ eT0 S∞(θ)e0 ✭❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼✮✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

U =

{

e : V (e) = eTS∞(θ)e <

(

b1
b2

) 2
q(1−α)

}

⊂ Ω ✭✷✳✶✶✶✮



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

❈♦♠♠❡ lim
α→1

b1(α, θ) =
θ

2
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ε2 > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

b1(α, θ) ≥
θ

4
, pour α ∈]1− ε2, 1[

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r α ∈ (1− ε2, 1)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

b1
b2

→ +∞, θ → ∞, pour α ∈]1− ε2, 1[ ✭✷✳✶✶✷✮

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✭✷✳✶✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✶✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ θ3 > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θ ≥ θ3 ✿

B‖.‖S∞(θ)
(2r) ⊂ Ω

❈❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦s❡ θ∗ = max{θ1, θ2, θ3} ❡t ε = min{ε1, ε2}✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✵✾✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ Ω ❡♥ e0✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ✿

T2(e0) ≤
ln
(

1− b1
b2
Ṽ 1−α
α

)

(e0)

b2(α− 1)
✭✷✳✶✶✸✮

♦ù α =
2
q
+α−1

2
q

✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼ ✿

Ṽα(e0) ≤ eT0 S∞(θ)e0 ✭✷✳✶✶✹✮

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞♦♥♥❡ ✿

T2(e0) ≤
ln
(

1− b1
b2

(

4r2
)1−α

)

b2(α− 1)
✭✷✳✶✶✺✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✷✳✶✵✹✮ ❡t ✭✷✳✶✶✺✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✷✳✽✼✮ ✿

T (e0) ≤
ln
(

4r2

V (e0)

)

κ(θ)
+

ln
(

1− b1
b2

(

4r2
)1−α

)

b2(α− 1)

✷✳✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s

✷✳✸✳✸✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿






















ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + x1 sin(x2)

ẋ3 = sin(x1 + x2 + x3)

y = x1

✭✷✳✶✶✻✮



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✺✼

q✉✐ ❡st ❞é❥à s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭✷✳✽✻✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✭✷✳✽✼✮ ✿











˙̂x1 = x̂2 − k1(⌈e1⌋α + ρe1)
˙̂x2 = x̂3 + x̂1 sin(x̂2)− k2(⌈e1⌋2α−1 + ρe1)
˙̂x3 = sin(x̂1 + x̂2 + x̂3)− k3(⌈e1⌋3α−2 + ρe1)

✭✷✳✶✶✼✮

▲❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

k1 = 2θ, k2 = 2θ2, k3 = θ3 ✭✷✳✶✶✽✮

❡t ✿

ρ =
(81θ

2
3 + 1)

2
✭✷✳✶✶✾✮

▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✶✻✮ s❛♥s ❜r✉✐t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ ✭❧❡ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❛ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ 0.01 ❡t ✉♥❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ 0.05✮✳ ▲❡s ❞❡✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α ❡t θ✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✶✲✷✳✷✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡st s❡♥s✐❜❧❡
❛✉ ❜r✉✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ♥❡
s❡♠❜❧❡ ♣❛s êtr❡ très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦rt✐❡ s❛♥s ❜r✉✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸✲✷✳✹ q✉❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❛ ❜✐❡♥ ❧✐❡✉✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✭❛✮ α = 0.7 ❡t θ = 5 ✭❜✮ α = 0.7 ❡t θ = 10

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1)
x̂0 = (5, 5, 5)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ➱t❛ts ❡t ❡st✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❜r✉✐ts



✷✳✸ ❖❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✺✾

✭❛✮ α = 0.9 ❡t θ = 5 ✭❜✮ α = 0.9 ❡t θ = 10

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1)
x̂0 = (5, 5, 5)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ➱t❛ts ❡t ❡st✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❜r✉✐ts



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✷✳✸✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿






























ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = x4

ẋ4 = x5

ẋ5 = −10x4 − 6x5

✭✷✳✶✷✵✮

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❡♥tré❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✷✳✽✼✮ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛r ✿






























˙̂x1 = x̂2 − k1(⌈e1⌋α + ρe1)
˙̂x2 = x̂3 − k2(⌈e1⌋2α−1 + ρe1)
˙̂x3 = x̂4 − k3(⌈e1⌋3α−2 + ρe1)
˙̂x4 = x̂5 − k4(⌈e1⌋4α−3 + ρe1)
˙̂x5 = −10x̂4 − 6x̂5 − k5(⌈e1⌋5α−4 + ρe1)

✭✷✳✶✷✶✮

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐ ❣❧♦❜❛❧ ✭✷✳✹✹✮ ❞❡ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿






























˙̂x1 = x̂2 − k1⌈e1⌋α
˙̂x2 = x̂3 − k2⌈e1⌋2α−1

˙̂x3 = x̂4 − k3⌈e1⌋3α−2

˙̂x4 = x̂5 − k4⌈e1⌋4α−3

˙̂x5 = −10x̂4 − 6x̂5 − k5⌈e1⌋5α−4

✭✷✳✶✷✷✮

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❣r❛♥❞ ❣❛✐♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿






























˙̂x1 = x̂2 − k1e1
˙̂x2 = x̂3 − k2e1
˙̂x3 = x̂4 − k3e1
˙̂x4 = x̂5 − k4e1
˙̂x5 = −10x̂4 − 6x̂5 − k5e1

✭✷✳✶✷✸✮

▲❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

k1 = 5θ, k2 = 10θ2; k3 = 10θ3, k4 = 5θ4, k5 = θ5 ✭✷✳✶✷✹✮

❡t ✿

ρ =
(81θ

2
3 + 1)

2
✭✷✳✶✷✺✮

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✭✷✳✶✷✶✮✱ ❞❛♥s ✷✳✺ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✷✮ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛
✭✷✵✵✽✮✳



✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✶

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛✲
❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧é ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥tér✐❡✉rs s✉r ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③
❡t à ❡♥tré❡ ❜♦r♥é❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s
❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♥str✉✐t ♥✬❡st q✉❡
s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ❛ss✉ré❡ q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❣❛✐♥
♣♦✉r é❧❛r❣✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❣❧❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ✉♥❡ ❢♦✐s
♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛ss✉ré❡ s✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❣❛✐♥s ✉t✐❧✲
✐sés ✐❝✐ s♦♥t ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✷✮✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡t ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✭❛✮ α = 0.7 ❡t θ = 5 ✭❜✮ α = 0.7 ❡t θ = 10

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1)
x̂0 = (5, 5, 5)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ➱t❛ts ❡t ❡st✐♠é❡s s❛♥s ❜r✉✐ts



✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✸

✭❛✮ α = 0.9 ❡t θ = 5 ✭❜✮ α = 0.9 ❡t θ = 10

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1)
x̂0 = (5, 5, 5)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ➱t❛ts ❡t ❡st✐♠é❡s s❛♥s ❜r✉✐ts



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✭❛✮ θ = 1 ✭❜✮ θ = 5

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1, 1, 1)
x̂0 = (50, 50, 50, 50, 50)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧ ●❛✉t❤✐❡r



✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✺

✭❛✮ α = 0.9 ❡t θ = 1 ✭❜✮ α = 0.9 ❡t θ = 5

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1, 1, 1)
x̂0 = (50, 50, 50, 50, 50)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ t❡♠♣s ✜♥✐



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐

✭❛✮ α = 0.9 ❡t θ = 1 ✭❜✮ α = 0.9 ❡t θ = 5

❙②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❖❜s❡r✈❛t❡✉r x0 = (1, 1, 1, 1, 1)
x̂0 = (50, 50, 50, 50, 50)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧ t❡♠♣s ✜♥✐



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✻✽

✸✳✷✳✶ ❖r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✷✳✷ ❋✐❧tr❛t✐♦♥✱ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✷✳✸ Pr♦♣r✐été ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✼✼

✸✳✸✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✹✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✹✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✼



✻✽

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡✱
❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
s❛♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr❡♥t❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐❞é❡s ❛ été ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡
s②stè♠❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ♣❡✉t êtr❡ ✐♠✲
♣❧é♠❡♥té ✭✈♦✐r ❑r❡♥❡r ❡t ■s✐❞♦r✐ ✭✶✾✽✸✮✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t très r❡str✐❝t✐✈❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ très ❧♦✉r❞ ✭✈♦✐r P❤❡❧♣s
✭✶✾✾✶✮✮✳ ❉❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠✲
♣♦sés ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été
ét✉❞✐é❡s ✭✈♦✐r ❙♦✉❧❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮❀ ❇❡s❛♥ç♦♥ ❡t ❚✐❝❧❡❛ ✭✷✵✵✼✮❀ ◆❛♠ ✭✶✾✾✼✮✮✱ ♠❛✐s
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❣é♥ér✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
s♦rt✐❡✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②s✲
tè♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❣❛r❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥
♦r❞r❡ ❞é✜♥✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s❛♥s ❡♥tré❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ▲❡
❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡
✈♦ût❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛ ❞é❥à été ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✈♦✐r
❍❡r♠❡s ✭✶✾✽✻✮❀ ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✣♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té
❝♦♠♣❧èt❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❡♥tré❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲
trô❧❛❜✐❧✐té

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞é❞✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❛ été ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ❍❡♥r✐



✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✻✾

P♦✐♥❝❛ré ✭✈♦✐r P♦✐♥❝❛ré ✭✶✽✾✾✱ r❡❡❞✐t✐♦♥ ✶✾✽✼✱ ❆✳ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✮❀ ❆r♥♦❧❞ ✭✶✾✽✽✮✮✱ ❡t ❛ été
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té
❡t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s
❝♦♥trô❧és ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ✭✈♦✐r ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮❀ ❍❡r♠❡s
✭✶✾✽✷✱ ✶✾✽✻✱ ✶✾✾✶✮❀ ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✽✺✮❀ ❙✉ss♠❛♥♥ ✭✶✾✽✼✮✮✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❤②♣♦❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭✈♦✐r ●♦♦❞♠❛♥ ✭✶✾✼✻✮❀ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❡t ❙t❡✐♥ ✭✶✾✼✻✮✮✳
▲❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ẋ = f0(x) +

m
∑

j=1

ujfj(x), x ∈ R
n, uj ∈ R, j = 1, . . . ,m ✭✸✳✶✮

❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f0, . . . , fm ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❞❡
r❛♥❣ n à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❯♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

✸✳✷✳✶ ❖r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ✐❝✐
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❧✐❜r❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ st❛♥❞❛r❞✳
❙♦✐t h ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ F(Rn)✱ ❝♦♠♠❡ h ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡
s✉r ❧❡q✉❡❧ h s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ δrǫ ✱ r ∈ N

n✱ ✐✳❡✳ ✿

h(x) =

+∞
∑

l=0

hl(x), ∀x ∈ U ✭✸✳✷✮

♦ù ❝❤❛q✉❡ hl ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ F(U) ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ h ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱
♦r ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥ô♠❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ∈ N✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
ré♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✮✳
▲❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ V(Rn)✳ ❙♦✐t f ∈ V(Rn)✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ t❡❧ q✉❡ ✿

f(x) =
+∞
∑

l=−maxi ri

fl(x), ∀x ∈ U ✭✸✳✸✮

♦ù ❝❤❛q✉❡ fl ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs V(U) ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ✱
r ∈ N

n✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮ ❙♦✐t δrǫ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ r ∈ N
n✮ ❡t h ∈

F(Rn)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ h ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡



✼✵

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

h(x) =

+∞
∑

l=0

hl(x), ∀x ∈ U , ♦ù hl(x) ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrε ✭✸✳✹✮

h ❡st ❞✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ o(h) s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à m ∈ N✱ s✐ hl = 0 ♣♦✉r l = 0, . . . ,m− 1✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❖✉ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❣❛r❞❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮ ❙♦✐t δrǫ ✱ r ∈ N
n✱ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t f ∈ V(Rn)✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❡st ❞✐t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à m ∈ Z s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
h ∈ F(Rn)✱ ♦♥ ❛ ✿

o(Lfh) ≥ o(h) +m ✭✸✳✺✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ ♦♥ é❝r✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ f ❡♥ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦✲
♠♦❣è♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrε s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

f(x) =
+∞
∑

l=−maxi ri

fl(x), ∀x ∈ U ✭✸✳✻✮

♦ù fl ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrε ✱ ❛❧♦rs f ❡st ❞✐t❡ ❞✬♦r❞r❡ o(f) s✉♣ér✐❡✉r ♦✉
é❣❛❧ à m✱ s✐ fl = 0 ♣♦✉r l = −maxi ri, . . .m− 1✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f(x) = (x2 + x1 + x2x1)
∂

∂x1
+
(

x31 + x1x2 + x22
)

∂
∂x2

❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s (r1, r2) = (1, 2)✱ ❛❞♠❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉✐✈❛♥t ✿

f(x) =
2
∑

l=−2

fl(x) ✭✸✳✼✮

❛✈❡❝ f−2(x) = 0✱ f−1(x) = 0✱ f0(x) = (x1)
∂

∂x1
✱ f1(x) = (x2)

∂
∂x1

+ (x31 + x1x2)
∂

∂x2
✱

f2(x) = (x1x2)
∂

∂x1
+ (x22)

∂
∂x2

✳ ❉❡ ♣❧✉s f ❡st ❞✬♦r❞r❡ o(f) ≥ 0✳
♦

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ o(D) ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮ ❙♦✐t D ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
F(Rn)✱ ❛❧♦rs D ❡st ❞✬♦r❞r❡ o(D) s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à m s✐ ♣♦✉r t♦✉t h ∈ F(Rn)✱ ♦♥ ❛ ✿

o(Dh) ≥ o(h) +m ✭✸✳✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r✐s❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s✱ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ②
❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳



✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✼✶

✸✳✷✳✷ ❋✐❧tr❛t✐♦♥✱ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ L
❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s Rn✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❍❡r♠❡s ✭✶✾✾✶✮ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❯♥❡
✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ F ✱ ❞❡ L à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s F = {Fj}j≥0 ❞❡ L
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✭✐✮ Fj ⊂ Fj+1, j ≥ 0✱

✭✐✐✮ [Fi, Fj ] ⊂ Fi+j , i, j ≥ 0✱

✭✐✐✐✮
⋃

i≥0 Fi = L✱

✭✐✈✮ f ∈ F0 ✐♠♣❧✐q✉❡ f(0) = 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ✐✳❡✳ L =
L(f1, . . . , fm)✱ ♦ù f1, . . . , fm s♦♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ré❡❧s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t
F0 = ∅✱ F1 = span{f1, . . . , fm} ❡t Fj ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡
i é❧é♠❡♥ts ❞❡ {f1, . . . , fm} ❛✈❡❝ i ≤ j✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ F = {Fj}j≥0

❞❡ L à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ♦

❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t
❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✜❧tr❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ L ❞❡
❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉r R

n ❡t F = {Fj}j≥0 ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ L à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ dimL(0) = n✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s d = min{k : dimFk(0) = n}✳
❆❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ F à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ✿

✕ s♦✐t n1 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ F1(0)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r n1 é❧é♠❡♥ts ❞❡ F1✱
f1, . . . , fn1

t❡❧s q✉❡ f1(0), . . . , fn1
(0) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱

✕ s♦✐t n2 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ F2(0)✱ ❝♦♠♠❡ F1 ⊂ F2✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r fn1+1, . . . , fn2
✱

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F2 t❡❧s q✉❡ f1(0), . . . , fn2
(0) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱

✳✳✳
✕ s♦✐t nd ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Fd(0)✱ ❝♦♠♠❡ Fd−1 ⊂ Fd✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r fnd−1+1, . . . , fnd

✱

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Fd t❡❧s q✉❡ f1(0), . . . , fnd
(0) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿

f i ∈ Fj , ♣♦✉r nj−1 + 1 ≤ i ≤ nj , j = 1, . . . , d ✭✸✳✾✮

♦ù n0 = 0✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ à ❝❡tt❡ ❜❛s❡
✭♦✉ ♣❧✉tôt à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❝r♦✐ss❛♥ts✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮ ❙♦✐t ✿

ri = j ♣♦✉r nj−1 + 1 ≤ i ≤ nj ✭✸✳✶✵✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ δrε ✱ ♦ù r = (r1, . . . , rn)✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (r1, . . . , rn) ❧❡s ♣♦✐❞s ❛❞❛♣tés à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F ✳



✼✷

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜❛s❡
f1, . . . , fn✱ ♣❛r z = ϕ−1(x)✱ ♦ù ϕ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

x = ϕ(z) = exp(x1f1) ◦ · · · ◦ exp(xnfn)(0) ✭✸✳✶✶✮

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ϕ ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à f1, . . . , fn✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = ϕ−1(x) ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
F ✳

✸✳✷✳✸ Pr♦♣r✐été ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ L ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✸✳✶✶✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ✭❍❡r♠❡s✱ ✶✾✾✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (z1, . . . , zn)
❛❞❛♣té❡s à F ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

f i(0) =
∂

∂zi
, i = 1, . . . , n ✭✸✳✶✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s z✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥✲
❣❡♥t ϕ∗(z)✱ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x = ϕ(z)✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n× n ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦❧♦♥♥❡s ∂ϕ

∂z1
, . . . , ∂ϕ

∂zn
✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✶ ✿

∂ϕ

∂z1
(z) = f1 (ϕ(z)) ✭✸✳✶✸✮

∂ϕ

∂z2
(z) =

(

exp(z1f1)
)

∗ f2
(

exp(−z1f1) ◦ ϕ(z)
)

✭✸✳✶✹✮

=

+∞
∑

ν=0

(

zν1
ν1!

)

(adνf1, f2)(ϕ(z)) ✭✸✳✶✺✮

∂ϕ

∂z3
(z) =

(

exp(z1f1)
)

∗
(

exp(z1f2)
)

∗ f3
(

exp(−z2f1) ◦ exp(−z1f1) ◦ ϕ(z)
)

✭✸✳✶✻✮

=
+∞
∑

ν1,ν2=0

(

zν1
ν1!

)(

zν22
ν2!

)

(

adν1f1(ad
ν2f2, f3)

)

(ϕ(z)) ✭✸✳✶✼✮

✳✳✳ ✭✸✳✶✽✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
∂ϕ(0)

∂zi
= f i(0), i = 1, . . . , n ✭✸✳✶✾✮



✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✼✸

◆♦t♦♥s f i(x) =
∑n

j=1 aij(x)
∂

∂xj
✱ i = 1, . . . , n✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ f i ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé r❡❧❛t✐✈❡✲

♠❡♥t ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x✳ ❙♦✐t ai(x) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ (ai1(x), . . . , ain(x)) ❡t αi(z) ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ f i r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✳ ❆❧♦rs ✿

αi(z) = ϕ−1
∗ (ϕ(z))ai(ϕ(z)) ✭✸✳✷✵✮

❈♦♠♠❡ ϕ−1(ϕ(z)) = z✱ ϕ−1
∗ (ϕ(z))ϕ∗(z) = id ♦✉ ϕ−1

∗ (ϕ(z)) = (ϕ∗(z))−1✱ ❡t ❞♦♥❝ ✿

ϕ∗(0)α
i(0) = ai(0) ✭✸✳✷✶✮

▼❛✐s✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✾✮✱ ❧❛ iè♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ϕ∗(0) ❡st ai(0)✳ ❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✷✶✮✱ αi(0) ❡st
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥✉❧❧❡s✱ s❛✉❢ ❧❛ iè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉✐ ✈❛✉t
1✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✱ f i(0) =

∂
∂zi

✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ✭❍❡r♠❡s✱ ✶✾✾✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❙✐ f ∈ Fk ❡t f(z) =
∑n

j=1 aj(z)
∂
∂zj

✱

❛❧♦rs aj(0) = 0 ♣♦✉r k < rj ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ j > nk✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❞✐♠Fk(0) = nk ❡t f1(0), . . . , fnk
(0) ❡♥❣❡♥❞r❡♥t Fk(0)✳

❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥ ❛ q✉❡ f =
∑n

j=1 aj
∂
∂zj

∈ Fk ✐♠♣❧✐q✉❡ aj(0) = 0 ♣♦✉r
j > nk✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✵✮✱ j > nk ✐♠♣❧✐q✉❡ rj > k✱ ❡t ❞♦♥❝ aj(0) = 0 ♣♦✉r k < rj ✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡st r❡❧✐é
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ✭❍❡r♠❡s✱ ✶✾✾✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✮ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉r R

n ❡t F = {Fj}j≥0 ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r L à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝ δrǫ ❧❛
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à F ❡t z = (z1, . . . , zn) ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s ❛❞❛♣té❡s à F ✳ ❆❧♦rs s✐
g ∈ Fl ✿

o(g) ≥ −l ✭✸✳✷✷✮

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

g(z) = g−l(z) + g−l+1(z) + g−l+2(z) + . . . ✭✸✳✷✸✮

♦ù gk(z) ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré k ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t g(z) =
∑n

j=1 aj(z)
∂
∂zj

✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤
n ✿

aj(z) = a
rj−l

j (z) + a
rj−l+1
j (z) + . . . ✭✸✳✷✹✮

♦ù ❝❤❛q✉❡ asj ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ ✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡✱ asj(z) = 0 q✉❛♥❞ s < rj − l✳

❙✐ x = ϕ(z) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ❡t g(z) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g ❡①♣r✐♠é
❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z ✱ ❛❧♦rs g(ϕ(z)) = ϕ∗(z)g(z)✳ ❙✐ ♦♥ r❛♠è♥❡ ❧❡s ❞❡✉①



✼✹

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (exp(−znfn))∗ . . . (exp(−z1f1))∗
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✶ ✭❡♥ ❛♥♥❡①❡✮✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

+∞
∑

|ν|=0

(−zn)νn
νn!

. . .
(−z1)ν1
ν1!

(

adνnfn(. . . (ad
ν1f1, g) . . . )

)

(0) ✭✸✳✷✺✮

=
∑n

j=1 aj(z)(exp(−znfn))∗ . . . (exp(−z1f1))∗ϕ∗(z) ∂
∂zj
.

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

ϕ∗(z)
∂

∂zj
=
∂ϕ

∂zj
✭✸✳✷✻✮

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

ϕ∗(z)
∂

∂zj
= (exp(−z1f1))∗ . . . (exp(−zj−1))f j−1))∗f j((exp(−zj−1f j−1)) ◦ · · · ◦ (exp(−z1f1)) ◦ ϕ(z))

✭✸✳✷✼✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

+∞
∑

|ν|=0

(−zn)νn
νn!

. . .
(−z1)ν1
ν1!

(

adνnfn(. . . (ad
ν1f1, g) . . . )

)

(0) = ✭✸✳✷✽✮

∑n
j=1 aj(z)

∑+∞
|ν|=0

(−zn)νn

νn!
. . .

(−zj)
νj

νj !
(adνnfn(. . . (ad

νj+1f j+1, fj) . . . ))(0)

❙♦✐t f j(0) = ej ✱ j = 1, . . . , n ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❖♥ é❝r✐t ✿

(adνnfn(. . . (ad
ν1f1, g) . . . ))(0) =

n
∑

j=1

βνj ej ✭✸✳✷✾✮

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Fl ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ✭✸✳✾✮ ❡t ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥ ❛ f i ∈ Fri ✱
i = 1, . . . , n✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ [Fj , Fk] ⊂ Fj+k✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

(adνnfn(. . . (ad
ν1f1, g) . . . )) ∈ F∑n

i=1 riνi+l ✭✸✳✸✵✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

βνj = 0 s✐
n
∑

i=1

riνi + l < rj ♦✉
n
∑

i=1

riνi < rj − l ✭✸✳✸✶✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ s♦✐t

(

adνnfn(. . . (ad
νj+1f j+1, fj) . . . )

)

(0) =
n
∑

i=1

γνijei ✭✸✳✸✷✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t (adνnfn(. . . (ad
νj+1f j+1, fj) . . . ))(0) ❞❛♥s ✭✸✳✷✽✮ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❡♥

sé♣❛r❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à |ν| = 0 ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∑n

j=1

(

∑+∞
|ν|=0

(−zn)νn

νn!
. . .

(−z1)
ν1

ν1!
βν
j

)

ej =
∑n

j=1 aj(z)ej +
∑n

j=1

(

∑n

i=1
(−zn)νn

νn!
. . .

(−zi)
νi

νi!
γν
ji

)

ej

✭✸✳✸✸✮



✸✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ✼✺

▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✸✸✮ ❡st ❛✣♥❡ ❡♥ a(z) = (a1(z), . . . , an(z))✱ ❞♦♥❝✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t
b(z) = (b1(z), . . . , bn(z))✱ ♦ù

bj(z) =
+∞
∑

|ν|=0

(−zn)νn
νn!

. . .
(−z1)ν1
ν1!

βνj ✭✸✳✸✹✮

❡t C(z) = (cij(z))1≤i,j≤n✱ ♦ù

cij(z) =
+∞
∑

|ν|=1

(−zn)νn
νn!

. . .
(−zi)νi
νi!

γνji ✭✸✳✸✺✮

❡t ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ei✱ i = 1, . . . , n ❞❛♥s ✭✸✳✸✸✮✱ ❛❧♦rs a(z) ❞♦✐t
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(I + C(z))a(z) = b(z) ✭✸✳✸✻✮

❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ à

a(z) = (I + C(z))−1b(z) = b(z)− C(z)b(z) + C2(z)b(z) + . . . ✭✸✳✸✼✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✶✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ bj(z) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡
❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à (rj − l)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❡s bsj(z) s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ bj(z) ❡♥ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré s✱ ❛❧♦rs bsj(z) = 0 s✐
s < (rj− l)✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ jè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ C(z)b(z) ❡st ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐
❞❡ bj(z)✱ ❡t❝✳✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ aj(z) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉
é❣❛✉① à (rj− l)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ asj(z) = 0 s✐ s < (rj− l)✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡t ét❛❜❧✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭✸✳✶✮✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ F = {Fj}j≥0 ✉♥❡
✜❧tr❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ L à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t δrǫ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à F ✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❧♦❝❛❧❡s z ❛❞❛♣té❡s à F ✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

g(z) =

+∞
∑

k=−l

gk(z), gk ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré k ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ✭✸✳✸✽✮

♦ù g ∈ Fl ❡t δrǫ ❡st ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à F ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❍❡r♠❡s ✭✶✾✾✶✮ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ g ∈ Fl ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

g̃(z) = g−l(z) ✭✸✳✸✾✮



✼✻

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

❙✐ ♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Fl✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✱
✐✳❡✳

g(z) =
n
∑

i=1

ai(z)
∂

∂zi
✭✸✳✹✵✮

❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ai s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ai(z) =
∑+∞

k=0 a
k
i (z) ❛✈❡❝ a

k
i ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré k✳ ❆❧♦rs

aki (z) = 0 ♣♦✉r k = 0, . . . , (ri − l − 1) ❡t

g̃(z) = g−l(z) =

n
∑

i=1

a
rj−l

i (z)
∂

∂zi
✭✸✳✹✶✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ g̃ = gl ❞✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g ∈ Fl✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs L(f0, . . . , fm)✱
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✱ ❝✬❡st ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠✲
♠❡♥t ❧❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f̃0, . . . , f̃m s♦♥t r❡❧✐és ❛✉① ❝r♦❝❤❡ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à f0, . . . , fm✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❍❡r♠❡s ✭✶✾✾✶✮ ❙♦✐t L = L(f0, . . . , fm) ❛✈❡❝ F = {Fj}j≥0 ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥
❝r♦✐ss❛♥t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❙♦✐t z = (z1, . . . , zn) ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té❡s à F ❡t s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ fi ∈ Fli ✱ i = 0, . . . ,m✳ ❙♦✐t

g(z) = [fi1 [fi2 [. . . [fis−1 , fis ] . . . ](z), fij ∈ {f0, . . . , fm}, j = 1, . . . , s
△
=

∑n
i=1 ai(z)

∂
∂zi

✭✸✳✹✷✮

❞♦♥❝ g ∈ Fl ♦ù l =
∑s

j=1 lij ✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ✿

g̃(z) = [f̃i1 [f̃i2 [. . . [f̃is−1 , f̃is ] . . . ](z)
△
=

∑n
i=1 bi(z)

∂
∂zi

✭✸✳✹✸✮

❡st ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

ai(0) = bi(0), nl−1 + 1 ≤ i ≤ nl
ai(0) = bi(0) = 0, nl+1 ≤ i ≤ n

✭✸✳✹✹✮

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ l = 0, 1, . . . ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{g(0) : g ∈ Fl} = {g̃(0) : g̃ ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à F ❞❡ g ∈ Fl} ✭✸✳✹✺✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ g ∈ Fl ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✱

q✉❡ aj(0) = 0 ♣♦✉r nl + 1 ≤ j ≤ n✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ g̃ij = g
−lij
ij

❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −lij ✳
❉♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t q✉✐ ❞é✜♥✐t g̃ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −l = −∑s

j=1 lij ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
bj ∈ Prj−l✱ ❞♦♥❝ bj(0) = 0 q✉❛♥❞ rj > l ♦✉ q✉❛♥❞ j ≥ nl + 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ✭✸✳✹✹✮✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ j = 1, . . . , s ♦♥ é❝r✐t gij = g
−lij
ij

+Rij = g̃ij +Rij ✱ ♦ù Rij ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡



✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✼✼

❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à −lij + 1✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t q✉✐
❞é✜♥✐t g s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

g = g̃ +W ✭✸✳✹✻✮

♦ù W ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à
−l+1✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐W (z) =

∑n
j=1 ej(z)

∂
∂zj

✱ ❛❧♦rs ej(0) = 0 ♣♦✉r nl−1+1 ≤ j ≤ nj ✱
❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ✭✸✳✹✹✮✳

✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈✲
❛❜✐❧✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♥♦✉s ✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞r❛♣❡❛✉ s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ♣✉✐s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡ ❞r❛♣❡❛✉✳ ❊♥s✉✐t❡
♥♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t
♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ✈ér✐✜❡r♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜✲
s❡r✈❛❜✐❧✐té✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿
{

ẋ = f(x), x ∈ R
n

y = h(x) = (h1(x), . . . , hp(x)), y ∈ R
p

✭✸✳✹✼✮

♦ù x ❡st ❧✬ét❛t ❡t y ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ♠❡s✉ré❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s hi, i = 1, . . . , p
❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ hi(0) = 0 ❡t
f(0) = 0✳

✸✳✸✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞O✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

❞O = ❞
(

s♣❛♥{Lk
fhm : k ∈ N, 1 ≤ m ≤ p}

)

✭✸✳✹✽✮

♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❞r❛♣❡❛✉ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞O ❞❡ Ω1(Rn) ♣❛r ✿

Lj = ❞
(

s♣❛♥{Li
fhk : 0 ≤ i ≤ j − 1, k = 1, . . . , p }

)

✭✸✳✹✾✮

▲❡ ❞r❛♣❡❛✉ {Lj}j≥0 ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ Lj ⊂ Lj+1, j ≥ 0
✕ LfLj ⊂ Lj+1, j ≥ 0
✕ ❞O = ∪j≥0Lj ✳



✼✽

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❞r❛♣❡❛✉ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té à ❝❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ♣r❡✲
♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✶✲❢♦r♠❡s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✶✲❢♦r♠❡s✳
❯♥❡ ✏❜❛s❡✑ ❞✉ ❞r❛♣❡❛✉ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✼✮
✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ✐✳❡✳ dim ❞O(0) = n✳ ❙♦✐t d =
min{k : dimLk(0) = n}✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ✿

✕ ❙♦✐t n1 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ L1(0)✱ s♦✐t ω1, . . . , ωn1 ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L1 t❡❧s q✉❡ ω1(0) ✱
. . . ✱ ωn1(0) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✕ ❙♦✐t n2 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ L2(0)✱ ❝♦♠♠❡ L1 ⊂ L2✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ωn1+1, . . . , ωn2

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L2 t❡❧s q✉❡ ω1(0), . . . , ωn2(0) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
✳✳✳

✕ ❙♦✐t nd = n ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ Ld(0)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ωnd−1+1, . . . , ωnd
❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ld t❡❧s q✉❡ ω1(0), . . . , ωnd
(0) s♦✐❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❆✐♥s✐✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ω1, . . . , ωn ❞❡ ❞O✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s✱ ❡t t❡❧s q✉❡ ω1(0), . . . , ωn(0) s♦✐❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✿

ωi ∈ Lj , nj−1 + 1 ≤ i ≤ nj , j = 1, . . . , d ✭✸✳✺✵✮

❛✈❡❝ n0 = 0✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞O ❞❡ Ω1(Rn) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡①❛❝t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n
❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s h1, . . . , hn t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

dhi = ωi, 1 ≤ i ≤ n ✭✸✳✺✶✮

❈♦♠♠❡ h(0) = 0 ❡t f(0) = 0✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r h1, . . . , hn t❡❧s q✉❡ hi(0) = 0 ♣♦✉r
i = 1, . . . , n✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡✳

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡
❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té ❛✉ ❞r❛✲
♣❡❛✉✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❜❛s❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❙♦✐t g1, . . . , gn ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞é✜♥✐s s✉r U ✱ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥ ③ér♦✳ ◆♦t♦♥s V ❧❛ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ V(U) ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r f ❡t
{g1, . . . gn}✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❝r♦✐ss❛♥ts (Vj)j≥0 ❞❡ V ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Vj = {g ∈ V : ωi(g) = 0, 1 ≤ i ≤ nd−j} ✭✸✳✺✷✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Vj)j≥0 ❡t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g1, . . . , gn
✈ér✐✜❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✼✾

❍②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳

✭✐✮ Vj ⊂ Vj+1✱

✭✐✐✮ [Vj , Vk] ⊂ Vj+k✱

✭✐✐✐✮ ∪0≤j≤dVj = V ✱

✭✐✈✮ [f, Vj ] ⊂ Vj+1✱

✭✈✮ Dhi(0) = 0, ∀i = nj + 1, . . . , nj+1, ∀D ∈ Bd−j−1, ♦ù Bj = span{Lg1 ◦ · · · ◦ Lgk :

{g1, . . . , gk} ⊂ {g1, . . . , gn} ❡t
∑k

l=1w(gk) ≤ j}✱ ❡t w(g) = min{i : g ∈ Vi} ♣♦✉r
t♦✉t g ❞❛♥s V ✱

✭✈✐✮ ωi(gj)(0) = 0, ♣♦✉r t♦✉t i, j t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i < nk + 1 ≤ j ≤ nd, 1 ≤ k ≤ d− 1.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✶✮ ❡①✐st❡ t♦✉✲
❥♦✉rs✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡M(x) ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❧❡s ✶✲❢♦r♠❡s ω1, . . . , ωn✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

Mij(x) = ωi
j(x), x ∈ R

n ✭✸✳✺✸✮

♦ù ❝❤❛q✉❡ ✶✲❢♦r♠❡ ωi ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ωi(x) =
∑n

j=1 ω
j
i (x)dxj ✳

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M(x)
❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
g̃1, . . . , g̃n✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à V(U)✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✿

ωi(g̃j)(x) = δji , x ∈ U ✭✸✳✺✹✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✳ P♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ nj−1 + 1 ≤ i ≤ nj ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

gi(x) = (g̃i)(d−j+1)(x), ∀x ∈ U ✭✸✳✺✺✮

♦ù g(k) ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ g ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✺✮ ✈ér✐✜❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✶✮✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧t❛t t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳ ❙♦✐t g ∈ V(U) ❡t ω ∈ Ω1(U)✱ ♦ù U ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s R
n✱

t❡❧ q✉❡

ω(g)(x) = 0, ∀x ∈ U ✭✸✳✺✻✮

◆♦t♦♥s g(k) ✭r❡s♣✳ (ω(g))(l)✮ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ g ✭r❡s♣✳ ω(g)✮ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡
k ✭r❡s♣✳ l✮✱ ❛❧♦rs ✿

(

ω(g(k))
)

(l)
≡ 0, l = 0, . . . , k − 1 ✭✸✳✺✼✮
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ g ❡t ω s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ g s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

g(x) =

n
∑

i=1

(

+∞
∑

k=0

gik(x)

)

∂

∂xi
, x ∈ U , ✭✸✳✺✽✮

♦ù gik(x) ❡st ❧❡ k✲è♠❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ gi(x)✱ ❡t

ω(x) =

n
∑

i=1

(

+∞
∑

k=0

ωi
k(x)

)

dxi, x ∈ U ✭✸✳✺✾✮

♦ù ωi
k(x) ❡st ❧❡ k✲è♠❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ωi✳ ❆✐♥s✐

ω(g)(x) =
n
∑

i=1





+∞
∑

k1=0

gik1(x)









+∞
∑

k2=0

ωi
k2
(x)



 ✭✸✳✻✵✮

=

n
∑

i=1

(

+∞
∑

l=0

l
∑

m=0

gim(x)ωi
l−m(x)

)

✭✸✳✻✶✮

=

+∞
∑

l=0

(

n
∑

i=1

l
∑

m=0

gim(x)ωi
l−m(x)

)

✭✸✳✻✷✮

❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ω(g)✳ ❈♦♠♠❡ ω(g) ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t s✬❛♥♥✉❧❡
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

n
∑

i=1

l
∑

m=0

gim(x)ωi
l−m(x) = 0, ∀x ∈ U , l ≥ 0 ✭✸✳✻✸✮

❉♦♥❝✱ s✐ g(k) ❡st ♣r✐s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ g✱ ❧❡s k − 1 ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❚❛②❧♦r ❞❡ ω(g) s✬❛♥♥✉❧❡♥t t♦✉❥♦✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (ω(g))(l) = 0, l = 0, . . . , k − 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳
✭✐✮✱ ✭✐✐✐✮ ❡t ✭✈✐✮✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ (gi)1≤i≤n✳

✭✈✮✳ ❙♦✐t i t❡❧ q✉❡ nj−1+1 ≤ i ≤ nj ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t D ∈ Bd−j−1 ✿

Dhi(0) = 0 ✭✸✳✻✹✮

❈♦♠♠❡ D ❡st ❞❛♥s Bd−j−1✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡

D = Lg1 ◦ · · · ◦ Lgk , ❛✈❡❝
k
∑

l=1

w(gl) ≤ d− j − 1 ✭✸✳✻✺✮

❙♦✐t p = w(gk)✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ❡t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ gk✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
(

Lgkhi
)

(l)
(0) = 0, 0 ≤ l ≤ d− p ✭✸✳✻✻✮
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❖r k − 1 < d− p✱ ❝❛r (k − 1) + p ≤ d− j − 1 < d✱ ❞♦♥❝ ✿

Dhi(0) = Lg1 ◦ · · · ◦ Lgkhi(0) = 0 ✭✸✳✻✼✮

✭✐✐✮ ❡t ✭✐✈✮✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✈✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✐✮ ❝❛r f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à V1 ✭❝❛r ωi(f)(0) = 0, i = 1, . . . , n✮✳ ❈♦♠♠❡ V ❡st
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r f ❡t {g1, . . . , gn}✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❥✉st❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ k ❞♦♥♥é ❡t
♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g1, . . . , gk ∈ {g1, . . . , gn, f} q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

∑k
l=1w(gl) = j✱ ❧❛

♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

adg1 . . . adgk−1
gk ∈ Vj ✭✸✳✻✽✮

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿

ωi(adg1 . . . adgk−1
gk)(0) = 0, 1 ≤ i ≤ nd−j ✭✸✳✻✾✮

▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✾✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿

Ladg1 ...adgk−1
gkhi(0) ✭✸✳✼✵✮

P♦✉r ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f̃ , g̃ ∈ V(U) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h̃ ∈ F(U) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rn✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

L[f̃ ,g̃]h = Lf̃Lg̃h− Lg̃Lf̃h ✭✸✳✼✶✮

❉♦♥❝ ✭✸✳✼✵✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ t②♣❡ cLgs1
◦ · · · ◦ Lgsk

hi ❛✈❡❝
{s1, . . . , sk} = {1, . . . , k} ❡t c = ±1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ gsk ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à {g1, . . . , gn}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛
♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✈✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

Lgs1
◦ · · · ◦ Lgsk

hi(0) = 0 ✭✸✳✼✷✮

s✐ 1 ≤ i ≤ nj+1 ❡t
∑k

l=1w(gl) ≤ d − j − 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à 1 ≤ i ≤ nd−j ❡t
∑k

l=1w(gl) ≤ j✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❛rr✐✈❡ q✉❛♥❞ gsk = f ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Lgs1
◦ · · · ◦ Lgsk

hi = Lgs1
◦ · · · ◦ Lgsk−1

◦ Lfhi ✭✸✳✼✸✮

❈♦♠♠❡ Lfhi ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Lj+2 ❡t
∑k−1

l=1 w(gl) ≤ d − j − 2✱ ❛❧♦rs✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♥♦✉s
✈ér✐✜♦♥s s✐ gsk−1

❡st é❣❛❧ à f ♦✉ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à {g1, . . . , gn}✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿

Ladg1 ...adgk−1
gkhi(0) = 0, 1 ≤ i ≤ nd−j ,

k
∑

l=1

w(gl) ≤ j ✭✸✳✼✹✮
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➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g1, . . . gn ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = ϕ−1(x)✱ ϕ : Rn → R

n✱ ❛✈❡❝

ϕ(z1, . . . , zn) = exp(zngn) ◦ · · · ◦ exp(z1g1)(0) ✭✸✳✼✺✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❞r❛♣❡❛✉ ✭✸✳✹✾✮✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (gi)1≤i≤n ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ✭❍❡r♠❡s✱ ✶✾✾✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❉❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ✭✸✳✼✺✮✱ ♦♥ ❛ gi(0) = ∂/∂zi, i = 1, . . . , n✳

✸✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h1, . . . , hn ❡t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐é❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ❛❞❛♣tés ❛✉ ❞r❛♣❡❛✉ {Lj}j≥0 à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱
♣❛r ✿

ri = d− j, nj + 1 ≤ i ≤ nj+1, j = 0, . . . , d− 1 ✭✸✳✼✻✮

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h1, . . . , hn ❡t f ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡st ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳ ❙♦✐t f ❡t h1, . . . , hn ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✸✳✹✼✮ ❡t ✭✸✳✺✶✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs✱
❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✸✳✼✺✮✱ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡ f ❡t h1, . . . , hn ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♣♦✐❞s ✭✸✳✼✻✮ ✈ér✐✜❡♥t ✿

✕ o(hi) ≥ d− j✱ ♣♦✉r nj + 1 ≤ i ≤ nj+1✱ j = 0, . . . , d− 1✳
✕ o(f) ≥ −1✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
hi ❡♥ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ❞é✜♥✐s ♣❛r ✭✸✳✼✻✮ s✬é❝r✐t ✿

hi(z) =

+∞
∑

l=d−j=ri

h
l

i(z), nj + 1 ≤ i ≤ nj+1, 0 ≤ j ≤ d− 1 ✭✸✳✼✼✮

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h
l

i(z) s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn)✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❡♥ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ❞♦♥♥❡ ✿

f(z) =

+∞
∑

l=−1

fl(z) ✭✸✳✼✽✮

♦ù ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs fl(z) s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s
(r1, . . . , rn)✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿



✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✽✸

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳ ❙♦✐t h ∈ F(Rn) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R ❡t α ∈ N
n ✉♥ ♠✉❧t✐✲✐♥❞✐❝❡✱

t❡❧ q✉❡ |α| = k+1✳ ❙♦✐❡♥t g1, . . . , gn ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ V(Rn) t❡❧s q✉❡ gi(0) = ∂
∂zi

✱
i = 1, . . . , n✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∂

∂zα
h(k+1)(0) = Lα1

g1
◦ · · · ◦ Lαn

gn

(

h− h(k)
)

(0) ✭✸✳✼✾✮

♦ù h(k) ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ h ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ h s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

h =
+∞
∑

l=0

∑

|α|=l

hα ✭✸✳✽✵✮

♦ù hα(z) = aαz
α✱ ❛✈❡❝ aα ∈ R✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✽✵✮✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✾✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∂

∂zα
h(k+1)(0) =





∂

∂zα

∑

|α|=k+1

hα



 (0) ✭✸✳✽✶✮

❙é♣❛r♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs gi ❡♥ ❞❡✉① t❡r♠❡s gi = ∂
∂zi

+ g̃i ❛✈❡❝ g̃i(0) = 0✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t

h = h− h(k)✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✾✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ✿

Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn
gn h(0) =

∂

∂zα1
1

◦ · · · ◦ ∂

∂zαn
n
h(0) +R ✭✸✳✽✷✮

♦ù R ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Lg11
◦ · · · ◦ Lg

α1
1

◦ · · · ◦ Lg1n
◦ · · · ◦ Lg

αn
n
h(0)✱ ❡t ♦ù gji

❡st é❣❛❧ à ∂
∂zi

♦✉ g̃i✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ gji q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à g̃i ❡t |α| = k + 1✱
❞♦♥❝ ❧❡s k ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ h = h−h(k) s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳ ❉✬♦ù ✿

Lg11
◦ · · · ◦ Lg

α1
1

◦ · · · ◦ Lg1n
◦ · · · ◦ Lg

αn
n
h(0) = 0 ✭✸✳✽✸✮

❉♦♥❝

Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn
gn h(0) =

∂

∂zα1
1

◦ · · · ◦ ∂

∂zαn
n
h(0) =





∂

∂zα

∑

|α|=k+1

hα



 (0) ✭✸✳✽✹✮

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳
❖r❞r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s hi

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ o(hi) ≥ d− j✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

o((hi)(k)) ≥ d− j, ∀k ∈ N ✭✸✳✽✺✮



✽✹

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

♦ù h(k) ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ h ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✺✮ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

∂
∂zα

(hi)(k)(0) = 0,

∀k ∈ N, ∀α ∈ N
n t❡❧s q✉❡ ‖α‖r < d− j ❡t |α| = k

✭✸✳✽✻✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k✳
P♦✉r k = 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✻✮ ❡st ré❞✉✐t❡ à hi(0) = 0✱ q✉✐ ❡st ✈r❛✐✱ ❝❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
s♦rt✐❡ hi✱ i = 1, . . . , n✱ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r f ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✼✮ ✈ér✐✜❡♥t hi(0) = 0 ❡t
f(0) = 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✻✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥ k ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∂

∂zα
(hi)(k+1)(0) = Lα1

g1
◦ · · · ◦ Lαn

gn
(hi − (hi)(k))(0) ✭✸✳✽✼✮

= −Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn

gn
(hi)(k)(0) ✭✸✳✽✽✮

= 0 ✭✸✳✽✾✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✼✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✽✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✸✳✶✲✭✈✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✾✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❖r❞r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f
■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✿

o
(

f(k)
)

≥ −1, ∀k ∈ N ✭✸✳✾✵✮

♦ù f(k) ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ f ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ k✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✵✮ ✈❛ êtr❡
♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✵✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✿

∂
∂zα

f i(k)(0) =
∂

∂zα
◦ Lf(k)zi(0) = 0

∀k ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n, ∀α ∈ N
n t❡❧ q✉❡ ‖α‖r < ri − 1, |α| = k ✭✸✳✾✶✮

P♦✉r k = 0✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✶✮ ❡st ré❞✉✐t❡ à Lfzi(0) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ ri ≥ 1✱ ❝❡ q✉✐
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à f(0) = 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✸✳✾✶✮ s♦✐t ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥ k ❞♦♥♥é✱ ❛❧♦rs ✿

∂

∂zα
Lf(k+1)

zi(0) = Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn

gn
◦ Lf−f(k)zi(0) ✭✸✳✾✷✮

= Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn

gn
◦ Lfzi(0) ✭✸✳✾✸✮

♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✾✷✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✾✸✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ r❡st❛♥t ❡st réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn

gn
◦ Lfzi(0) = Lf ◦ Lα1

g1
◦ · · · ◦ Lαn

gn
zi(0) +R ✭✸✳✾✹✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✹✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té L[f,g] = Lf ◦Lg−Lg ◦Lg ❡t R ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Lĝ1 ◦ · · · ◦ Lĝk ✱ ❛✈❡❝ ĝ1, . . . , ĝk ∈ V ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✈✮



✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✽✺

❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s Lĝ1 ◦ · · · ◦ Lĝk ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Bd−ri = Bj ✳
❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∂

∂zα
Lf(k+1)

zi(0) = Lf ◦ Lα1
g1

◦ · · · ◦ Lαn

gn
zi(0) ✭✸✳✾✺✮

❈♦♠♠❡ f(0) = 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∂

∂zα
Lf(k+1)

zi(0) = 0 ✭✸✳✾✻✮

✸✳✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ✭✸✳✹✾✮ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✸✳✺✶✮✱ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛❞❛♣té❡s
❛✉ ❞r❛♣❡❛✉✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✼✮✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ {Lj}j≥1 ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✼✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✾✮✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ f ❡t hi✱ i = 1, . . . , n✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ❛❞❛♣tés ❛✉ ❞r❛♣❡❛✉ ✭✸✳✹✾✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

f(z) =
+∞
∑

l=−1

fl(z) ✭✸✳✾✼✮

hi(z) =

+∞
∑

l=d−j=ri

h
l

i(z), nj−1 + 1 ≤ i ≤ nj ✭✸✳✾✽✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✼✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞r❛♣❡❛✉ {Lj}j≥1 ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

h̃i(z) = h
d−j

i (z), nj−1 ≤ i ≤ nj , 1 ≤ j ≤ d ✭✸✳✾✾✮

f̃(z) = f−1(z) ✭✸✳✶✵✵✮

❙♦✐t {L̃j}j≥1 ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✿
{

ż = f̃(z), z ∈ R
n

y = h̃(z), y ∈ R
p

✭✸✳✶✵✶✮

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✹✼✮ ❡t s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳ ❙♦✐t ω ∈ Lj , j ≥ 1✱ ω̃ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ω ❡t k ∈ N✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Lk

f̃
ω̃ ∈ Lk+j✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥♦t❡ Lk

fω(z) =
∑n

i=1 ai(z)dzi ❡t Lk
f̃
ω̃(z) =

∑n
i=1 bi(z)dzi✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

ai(0) = bi(0), nk+j−1 + 1 ≤ i ≤ nk+j

ai(0) = bi(0) = 0, nk+j + 1 ≤ i ≤ n
✭✸✳✶✵✷✮



✽✻

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✱ ♠♦♥tr❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ j = 1, . . . , d✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Lj(0) = L̃j(0) ✭✸✳✶✵✸✮

❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❞r❛♣❡❛✉✳ ❉♦♥❝✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st
s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳ ❙✐ ω ∈ Lk ❡t ω(z) =
∑n

i=1 ωi(z)dzi✱ ❛❧♦rs ωi(0) = 0 s✐ i > nk✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ dimLk(0) = nk✱ ❡t ω1(0), . . . , ωnk
(0) ❡♥❣❡♥❞r❡♥t Lk(0)✳

❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✲✭✈✐✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ω ∈ Lk✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ωi(0) = 0
♣♦✉r i > nk✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❝❛s ω ∈ L1 ❡t k = 1✱ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ f ❡t ω✱ ❝♦♠♠❡ ω ❡st ❞❛♥s
L1✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡
❞❡ ω ❡st ❧❡ d✲è♠❡ t❡r♠❡ ✿

ω(z) = ωd(z) +
∑

l2≥d+1

ωl2(z) ✭✸✳✶✵✹✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❛❞♠❡t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(z) = f−1(z) +
∑

l1≥0

fl1(z) ✭✸✳✶✵✺✮

❉♦♥❝✱

Lfω = d(ω(f))

= d



ωd(f−1) +
∑

l1≥0

ωd(fl1)



+ d





∑

l2≥d+1

ωl2(f−1) +
∑

l1≥0,l2≥d

ωl2(fl1)





= d(ωd(f−1)) + ω

♦ù ω ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ✶✲❢♦r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à
d + 1✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ω(z) =

∑n
i=1 ei(z)dzi✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✱ ei(0) = 0 ♣♦✉r

i ≥ n1✳ ❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡♥ ③ér♦✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡
rés✉❧t❛t✳



✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✽✼

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦rt✐❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥
s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① s♦rt✐❡s✳

✸✳✹✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿






















ẋ1 = x3 + x1x2 + x22 + x33 + x31
ẋ2 = x1 + x2 + x22 + x23
ẋ3 = x33 + x21 + x32
y = x21 + x2

✭✸✳✶✵✻✮

◆♦t♦♥s f ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✻✮✱ ✐✳❡✳ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✻✮ ❡st
réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ẋ = f(x), x ∈ R
3

y = x21 + x2 = h(x)
✭✸✳✶✵✼✮

❈❛❧❝✉❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✵✻✮✳ ▲❡s ✶✲❢♦r♠❡s
❛ss♦❝✐é❡s à h✱ ❡t ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ▲✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ f s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

❞h(x) = 2x1dx1 + dx2

❞Lfh(x) =
(

2x23 + 2x3 + 2x32 + 4x1 x2 + 1
)

dx1

+
(

6x1 x
2
2 + 3x22 + 2x21 + 1

)

dx2

+(4x1 x3 + 2x1) dx3

❞L2
fh(x) = (4x43 + 2x33 + 6x2 x

2
3 + 4x32 x3 + 6x2 x3 + 12x21 x3 + 6x52 + 6x42

+4x1 x
3
2 + 8x32 + 20x1 x

2
2 + 3x22 + 4x1 x2 + x2 + 12x21 + 1)dx1

+(12x22 x
2
3 + 6x1 x

2
3 + 12x1 x

2
2 x3 + 12x22 x3 + 6x1 x3 + 12x52

+30x1 x
4
2 + 15x42 + 24x1 x

3
2 + 6x21 x

2
2 + 24x1 x

2
2 + 15x22

+20x21 x2 + 6x1 x2 + 2x21 + x1 + 1)dx2

+(16x1 x
3
3 + 8x33 + 6x1 x

2
3 + 12x23 + 8x32 x3 + 12x1 x2 x3

+6x3 + 4x1 x
3
2 + 4x32 + 6x1 x2 + 4x31 + 1)dx3

➚ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

❞h(0) = dx2

❞Lfh(0) = dx1 + dx2

❞L2
fh(0) = dx1 + dx2 + dx3

❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣ ❡st r❡♠♣❧✐❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✿

L1 = span{❞h}, L2 = span{❞h, ❞Lfh}, L3 = span{❞h, ❞Lfh, ❞L2
fh}



✽✽

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

❯♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞r❛♣❡❛✉✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ω1(x) = dh1(x) = ❞h(x), ω2(x) = dh2(x) = ❞Lfh(x) ω3(x) = dh3(x) = ❞L2
fh(x)

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿

g1(x) =
∂

∂x2
+

∂

∂x3
, g2(x) =

∂

∂x1
, g3(x) =

∂

∂x3

❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✈✐✮ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✸✳✶✳ ❙♦✐t (Vj) ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✱ ❛❧♦rs g3 ∈ V1✱ g2 ∈ V2 ❡t g1 ∈ V3✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

✭✐✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ ❀

✭✐✐✮ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g1, g2, g3 ✈ér✐✜❡♥t [gi, gj ] = 0 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs i, j t❡❧s
q✉❡ 1 ≤ i, j ≤ 3✱ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❛✉ss✐ s❛t✐s❢❛✐t❡ ❀

✭✐✐✐✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✳

✭✐✈✮ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ [f, g3] ∈ V2✱ ❝❛r V3 = V ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ V2✱ [f, g] ∈ V3✳
❖♥ ❛ ✿

[f, g3](x) = −(3x23 + 1)
∂

∂x1
− (2x3)

∂

∂x2
− (3x23)

∂

∂x3
✭✸✳✶✵✽✮

■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞h([f, g3])(0) = 0✱ ♦r ❞h([f, g3])(x) = 2x1
(

3x23 + 1
)

+ 2x3✳
❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❞h([f, g3])(0) = 0✳

✭✈✮ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦s❡s à ✈ér✐✜❡r ✿

Lg3h(0) = 0

Lg3Lfh(0) = 0

L2
g3
h(0) = 0

L[f,g3]
h(0) = 0

Lg2h(0) = 0

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✶ ✲ Lg3h(0) = dh (g3) (0) = 0 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✷ ✲ Lg3Lfh(0) = dLfh (g3) = 0 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✸ ✲ L2
g3
h(x) = 0, ∀x ∈ R

3✳

✹ ✲ L[f,g3]
h(x) = 2x1

(

3x23 + 1
)

+ 2x3 ❞♦♥❝ L[f,g3]
h(0) = 0✳

✺ ✲ Lg2h(0) = dh (g2) (0) = 0 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✭✈✐✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g1, g2, g3✱
✐✳❡✳ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (x1, x2, x3) = ϕ(z1, z2, z3)✱ ♦ù ϕ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

ϕ(z1, z2, z3) = exp(z3g3) ◦ exp(z2g2) ◦ exp(z1g1)(0) =





z2
z1

z1 + z3



 ✭✸✳✶✵✾✮



✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✽✾

❞♦♥❝ ✿

(z1, z2, z3) = ϕ−1(x1, x2, x3) = (x2, x1,−x2 + x3) ✭✸✳✶✶✵✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡























ż1 = z23 + 2 z1 z3 + z2 + 2 z21 + z1

ż2 = z33 + 3 z1 z
2
3 + 3 z21 z3 + z3 + z32 + z1 z2 + z31 + z21 + z1

ż3z
3
3 + 3 z1 z

2
3 − z23 + 3 z21 z3 − 2 z1 z3 + z22 − z2 + 2 z31 − 2 z21 − z1

h(z1, z2, z3) = z22 + z1

✭✸✳✶✶✶✮

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f(z) ❡st ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à −1 ❡t h(z) ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
q✉❡ 3 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, r2, r3) = (3, 2, 1)✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
✭✸✳✶✶✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿























ż1 = z2 + z23
ż2 = z3

ż3 = 0

h̃(z1, z2, z3) = z1

✭✸✳✶✶✷✮

▲❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✶✷✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿











L̃1(0) = L1(0) = s♣❛♥{dz1}
L̃2(0) = L2(0) = s♣❛♥{dz1, dz2}
L̃3(0) = L3(0) = s♣❛♥{dz1, dz2, dz3}

✭✸✳✶✶✸✮

❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿























ẋ1 = x3 − x2

ẋ2 = x23 − 2x2 x3 + x22 + x1

ẋ3 = x23 − 2x2 x3 + x22 + x1

y = x2

✭✸✳✶✶✹✮

✸✳✹✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿































ẋ1 = x3 + x1x2 + x23 + x32
ẋ2 = x1 + x2 + x32
ẋ3 = x33 + x21 + x32
h1(x) = x21 + x2

h2(x) = x3

✭✸✳✶✶✺✮



✾✵

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

◆♦t♦♥s f ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é à ✭✸✳✶✶✺✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✶✺✮ ♣❡✉t
êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿











ẋ = f(x), x ∈ R
3

h1(x) = x21 + x2

h2(x) = x3

✭✸✳✶✶✻✮

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✶✺✮✳

❞h1(x) = 2x1dx1 + dx2

❞h2(x) = dx3

❞Lfh1(x) =
(

2x23 + 2x3 + 2x32 + 4x1 x2 + 1
)

dx1

+
(

6x1 x
2
2 + 3x22 + 2x21 + 1

)

dx2

+(4x1 x3 + 2x1) dx3

❞Lfh2(x) = (2x1) dx1 +
(

3x22
)

dx2 +
(

3x23
)

dx3

❊♥ x = 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

❞h1(0) = dx2 ✭✸✳✶✶✼✮

❞h2(0) = dx3

❞Lfh1(0) = dx1 + dx2

❞Lfh2(0) = 0

❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣ ❡st r❡♠♣❧✐❡✳
❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❞r❛♣❡❛✉ s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✶✲❢♦r♠❡s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡t s❡s
❞ér✐✈é❡s ❞❡ ▲✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ✿

L1 = span{❞h1, ❞h2} ✭✸✳✶✶✽✮

L2 = span{❞h1, ❞h2, ❞Lfh1, ❞Lfh2} ✭✸✳✶✶✾✮

❈❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ✏❜❛s❡✑ ❞❡ ❝❡ ❞r❛♣❡❛✉✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

ω1(x) = dh1(x) = ❞h1(x)
ω2(x) = dh2(x) = ❞h2(x)
ω3(x) = dh3(x) = ❞Lfh1(x)

✭✸✳✶✷✵✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿

g1(x) =
∂

∂x2
+ ∂

∂x3

g2(x) =
∂

∂x3

g3(x) =
∂

∂x1

✭✸✳✶✷✶✮

❈❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✈✐✮ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✳ ❙♦✐t (Vj)
❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s g3 ∈ V1✱ ❡t g2, g1 ∈ V2✳ ❉❡ ♣❧✉s ✿

✭✐✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✱



✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✾✶

✭✐✐✮ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs g1, g2, g3 ✈ér✐✜❡♥t [gi, gj ] = 0 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs i, j t❡❧s
q✉❡ 1 ≤ i, j ≤ 3✱ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❛✉ss✐ s❛t✐s❢❛✐t❡✱

✭✐✐✐✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✱

✭✐✈✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❝❛r V2 = V ✱ ❡t ❞♦♥❝ ∀g ∈ V1✱ [f, g] ∈ V2 =
V ✱

✭✈✮ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r

Lg3h1(0) = 0

Lg3h1(0) = 0

◆♦✉s ❛✈♦♥s Lg3h1(0) = ❞h1(g3)(0) = 0 ❡t Lg3h2(0) = ❞h2(g3)(0) = 0 ♣❛r ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✱

✭✈✐✮ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
g1, g2, g3✱ ✐✳❡✳ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (x1, x2, x3) = ϕ(z1, z2, z3)✱ ♦ù ϕ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿

ϕ(z1, z2, z3) = exp(z3g3) ◦ exp(z2g2) ◦ exp(z1g1)(0) =





z3
z1

z2 + z1



 ✭✸✳✶✷✷✮

❞♦♥❝ ✿

(z1, z2, z3) = ϕ−1(x1, x2, x3) =





x2
−x2 + x3

x1



 ✭✸✳✶✷✸✮

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿






























ż1 = z3 + z31 + z1

ż2 = z23 − z3 + z32 + 3 z1 z
2
2 + 3 z21 z2 + z31 − z1

ż3 = z1 z3 + z22 + 2 z1 z2 + z2 + z31 + z21 + z1

h1(z1, z2, z3) = z23 + z1

h2(z1, z2, z3) = z2 + z1

✭✸✳✶✷✹✮

f(z) ❡st ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à −1 ❡t h1(z) ❡t h2(z) s♦♥t ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs à 2 ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, r2, r3) = (2, 2, 1)✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✷✹✮✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿































ż1 = z3

ż2 = z3

ż3 = 0

h̃1(z1, z2, z3) = z1 + z23
h̃2(z1, z2, z3) = z1 + z2

✭✸✳✶✷✺✮



✾✷

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té

▲❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✶✷✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
{

L̃1(0) = L1(0) = s♣❛♥{dz1, dz2}
L̃2(0) = L2(0) = s♣❛♥{dz1, dz2, dz3}

✭✸✳✶✷✻✮

❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿






























ẋ1 = 0

ẋ2 = x1

ẋ3 = 2x1

y1 = x2 + x21
y2 = x3

✭✸✳✶✷✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❛ été ❝♦♥✲
str✉✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✈✐✮ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✸✳✶✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s s✉✐✈✐ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞♦♥♥é❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✺✸✮✲✭✸✳✺✺✮ ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡
♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡s ❡t s❛♥s ❡♥tré❡✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s t❡r♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r ♠❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré✱ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉
❞r❛♣❡❛✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳
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❧♦❝❛❧
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✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦✲
❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t q✉✬❡❧❧❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥❡
♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣r❡♥♦♥s ❡♥
❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❞♦♥❝ q✉✬à ❞❡s s②stè♠❡s
❞♦♥t ❧✬ét❛t r❡st❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦ù ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♥♦tr❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s é❣❛❧❡✲
♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ st❛❜❧❡ ❛✉
s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡r❛
é❣❛❧❡♠❡♥t r❛♣♣❡❧é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ❞❡s ❡①✲
❡♠♣❧❡s ♣ré❝✐s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳

✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t
à ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✲s♦rt✐❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ❡♥tré❡ ✿

{

ẋ = f(x), x ∈ R
n

y = h(x), y ∈ R
✭✹✳✶✮

t❡❧ q✉❡ f ∈ V(Rn)✱ h ∈ F(Rn) ❡t ✿

❞✐♠
(

s♣❛♥{dLk
fh(0), k = 0, . . . , n− 1} = n

)

✭✹✳✷✮

❈❡ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦✲

♠♦❣è♥❡

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

x = ϕ(z). ✭✹✳✸✮



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❡t ❞❡s ♣♦✐❞s ri = n − i, i = 1, . . . , n t❡❧s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ f ❡t h s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f(z) =

+∞
∑

l=−1

fl(z), ✭✹✳✹✮

h(z) =
+∞
∑

l=r1

hl(z) ✭✹✳✺✮

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t l✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs fl ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hl s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré l ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn)✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ♣❛r ✿

{

ż = f̃(z)

y = h̃(z)
✭✹✳✻✮

♦ù f̃(z) = f−1(z) ❡t h̃(z) = hr1(z)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛✲
t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ✭✹✳✻✮✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

ξ = Φh(z) =













h̃(z)

Lf̃ h̃(z)
✳✳✳

Ln−1

f̃
h̃(z)













✭✹✳✼✮

❉❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ξ✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✮ s✬é❝r✐t ✿










































ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = ξ3
✳✳✳

ξ̇n−1 = ξn

ξ̇n = 0

y = ξ1

✭✹✳✽✮

✹✳✷✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡

P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✹✳✽✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿






































˙̂
ξ1 = ξ̂2 − k1(ξ̂1 − ξ1)
˙̂
ξ2 = ξ̂3 − k2(ξ̂1 − ξ1)
✳✳✳
˙̂
ξn−1 = ξ̂n − kn−1(ξ̂1 − ξ1)
˙̂
ξn = −kn(ξ̂1 − ξ1)

✭✹✳✾✮



✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✾✼

♦ù ❧❡s ❣❛✐♥s (ki)1≤i≤n s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

K = [k1, . . . , kn]
T = S∞(θ)−1CT

c ✭✹✳✶✵✮

❛✈❡❝ S∞(θ)✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
{

θS∞(θ) +AT
c S∞(θ) + S∞(θ)Ac − CT

c Cc = 0

S∞(θ) = S∞(θ)T
✭✹✳✶✶✮

(Ac, Cc) s♦♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ✐✳❡ ✿

Ac =













0 1 0
✳ ✳ ✳
✳ ✳ ✳ 1

0 . . . . . . 0













, Cc =
(

1 0 . . . 0
)

✭✹✳✶✷✮

◆♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ❣❛✐♥ ♣♦✉r ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣éré❡s ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ❣❛✐♥✳
❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s x✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✮ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à ✿

˙̂x = f̃(x̂)−Kh(x̂).(h̃(x̂)− h̃(x)) ✭✹✳✶✸✮

♦ù Kh(x̂) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

Kh(x̂) =
∂(ϕ ◦ Φ−1

h )

∂ξ

(

Φh ◦ ϕ−1(x̂)
)

.K ✭✹✳✶✹✮

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❣❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ✿

˙̂x = f(x̂)−Kh(x̂).(h(x̂)− h(x)) ✭✹✳✶✺✮

❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❛♥s
❙✉♥❞❛r❛♣❛♥❞✐❛♥ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ s♦✐t st❛❜❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ✉♥ ré❡❧ θ > 0 t❡❧s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✶✺✮ s♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉r U ✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x0, x̂0 ∈ U

lim
t→+∞

e(t) = x̂(t)− x(t) = 0. ✭✹✳✶✻✮

♦ù x(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ❡t x̂(t) ❡st ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✺✮ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x̂0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ s❡rt à ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡st❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ξ
❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✼✮✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞♦♥❝
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❡r❛ ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✭✹✳✸✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{

ż = f̃(z) +Rf (z)

y = h̃(z) +Rh(z)
✭✹✳✶✼✮

♦ù f̃(z) = f−1(z) ✱ h̃(z) = hr1(z) ❡t Rf ✱Rh s♦♥t ❧❡s r❡st❡s✳ ❆♣rès ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξ = Φh(z)✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ s✬é❝r✐t ✿











ξ̇ = Acξ +
∂Φh

∂z
(Φ−1

h (ξ)).Rf (Φ
−1
h (ξ))

△
= F (ξ)

h(ξ) = ξ1 +Rh(Φ
−1
h (ξ))

✭✹✳✶✽✮

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✶✺✮✱ ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

˙̂
ξ = Acξ̂ − (ξ̂1 − ξ1).K + ∂Φh

∂z
(Φ−1

h (ξ̂)).Rf (Φ
−1
h (ξ̂)) +

(

Rh(Φ
−1
h (ξ̂))−Rh(Φ

−1
h (ξ))

)

.K

△
= G(ξ̂, h(ξ))− F (ξ)

✭✹✳✶✾✮
▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❣❛✐♥s K ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✶✵✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❛♥s ❙✉♥❞❛r❛♣❛♥❞✐❛♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ st❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✺✮ ❡st ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧
♣♦✉r ✭✹✳✶✮ s✐ ✿

✭❛✮ ❧❛ s♦✉s ✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ✈✐❛ e = 0 ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ✿
{

ξ̇ = F (ξ)

ė = G(e+ ξ, h(ξ))− F (ξ), e = ξ̂ − ξ
✭✹✳✷✵✮

✭❜✮ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ e = 0 ❞✉ s②stè♠❡

ė = G(e, 0) ✭✹✳✷✶✮

❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ✭❛✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G ✈ér✐✜❡ G(ξ, h(ξ)) = F (ξ)✱ ❧❛ s♦✉s ✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r e = 0 ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❛r✐✲
❛♥t❡ s♦✉s ❧❡ ✢♦t ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ✭✹✳✷✵✮✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ✭❜✮
▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✶✮ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ė = Ace−Ke1 +
∂Φh

∂z

(

Φ−1
h (e)

)

.Rf

(

Φ−1
h (e)

)

+
(

Rh

(

Φ−1
h (e)

))

.K ✭✹✳✷✷✮



✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✾✾

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ♣rés❡♥t❡s ✐❝✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs à ❞❡✉① ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✱ ❝❡s t❡r✲
♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉rs ♣❛rt✐❡s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦ssè❞❡♥t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡
❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ ❧❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à ❞❡✉①✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✹✳✷✶✮ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

P❛rt✐❡ ✶ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét❛❜❧✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡s z✳ P✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s
♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✼✮✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
z → Rf (z) ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs
♦✉ é❣❛✉① à 0✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐❞s ri = n−i, i = 1, . . . , n✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s z → Rh(z) ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs
♦✉ é❣❛✉① à r1 + 1 = n✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φl ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✹✳✼✮ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s
ri = n − i, i = 1, . . . , n ✭❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✮✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ Φ−1

l ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♣♦✐❞s ri = n− i, i = 1, . . . , n✳

❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ z → Rf (z)✱ z → Rh(z) ❡t ❞❡ Φl ❡t Φ−1
l ✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs

e→ ∂Φh

∂z

(

Φ−1
h (e)

)

.Rf

(

Φ−1
h (e)

)

✭✹✳✷✸✮

❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉①
à 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt à (ri)1≤i≤n✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✱ ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉
é❣❛✉① à ri + 1✱ ❞♦♥❝

∂
(

∂Φh

∂z

(

Φ−1
h (e)

)

.Rf

(

Φ−1
h (e)

)

)

i

∂ej
(0) = 0, j ≥ i+ 1 ✭✹✳✷✹✮

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡

∂Φh

∂z
(Φ−1

h (e)).Rf (Φ
−1
h (e)) = Rl

f (e) +Rn
f (e) ✭✹✳✷✺✮



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

♦ù Rl
f ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❡t Rn

f

❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

e→ (Rh(Φ
−1
h (e))) ✭✹✳✷✻✮

❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs à n✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

P❛rt✐❡ ✷ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V (e) = eTS∞(θ)e✱ ♦ù S∞(θ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✳ ❆❧♦rs

d
dt

(

eTS∞(θ)e
)

|(4.21) = −θeTS∞(θ)e− (Cce)
2 + 2eTS∞(θ).

(

Rl
f (e)

)

+2eTS∞(θ)
(

Rn
f (e) + (Rh(Φ

−1
h (e))).K

)

✭✹✳✷✼✮
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ 3 ❞❛♥s ●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ❝♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ Rl

f ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t l✲▲✐♣s❝❤✐t③ ✭❝❛r ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✮✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ κ = κ(l, n) t❡❧❧❡ q✉❡

− θeTS∞(θ)e− (Cce)
2 + 2eTS∞(θ).

(

Rl
f (e)

)

≤
(

−θ
2
+ κ

)

‖e‖2S∞(θ) ✭✹✳✷✽✮

❖♥ ✜①❡ θ0 ≥ 0 t❡❧ q✉❡ −θ0/2 + κ < −1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

d
dt

(

eTS∞(θ0)e
)

|(4.21) ≤ −‖e‖2
S∞(θ0)

+2eTS∞(θ0)
(

Rn
f (e) + (Rh(Φ

−1
h (e))).K

) ✭✹✳✷✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ e →
(

Rn
f (e) + (Rh(Φ

−1
h (e))).K

)

❡st ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡t ♥❡

♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭❑❤❛❧✐❧✱ ✷✵✵✵✱ ♣❛❣❡ ✶✸✽✮✱ ♣♦✉r t♦✉t
γ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

‖e‖S∞(θ0) < ǫ ⇒
‖Rn

f (e) + (Rh(Φ
−1
h (e))).K‖S∞(θ0)

‖e‖S∞(θ0)
< γ ✭✹✳✸✵✮

❉♦♥❝

d
dt

(

eTS∞(θ0)e
)

|(4.21) ≤ −‖e‖2
S∞(θ0)

+ 2γ‖S∞(θ0)‖S∞(θ0).‖e‖2S∞(θ0)

≤
(

−1 + 2γ‖S∞(θ0)‖S∞(θ0)

)

‖e‖2
S∞(θ0)

✭✹✳✸✶✮

❉♦♥❝✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ǫ > 0 s✉✣s❛♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t

γ <
1

2‖S∞(θ0)‖S∞(θ0)
✭✹✳✸✷✮

♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✷✶✮ s♦✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐
t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳



✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ✶✵✶

✹✳✷✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❤♦♠♦❣è♥❡

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✱
❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡rr❡✉r s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s u = Φh(z) ❡st
❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✮✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❙♦✐t Φ : Rn → R
n ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn) ✭❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✮✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ Φ−1

❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −d ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s ri + d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ−1(Φ(z)) = z ✭✹✳✸✸✮

❞♦♥❝
Φ−1(Φ(λr1z1, . . . , λ

rnzn)) = (λr1z1, . . . , λ
rnzn) ✭✹✳✸✹✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Φ−1(λr1+dΦ1(z), . . . , λ
rn+dΦn(z)) = (λr1z1, . . . , λ

rnzn) ✭✹✳✸✺✮

❊♥ ♣♦s❛♥t z = Φ(z) ✭❡t ❞♦♥❝ z = Φ−1(z)✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Φ−1(λr1+dz1, . . . , λ
rn+dzn) = (λ(r1+d)−d(Φ−1)1(z), . . . , λ

(rn+d)−d(Φ−1)n(z)) ✭✹✳✸✻✮

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ét❛♥t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t z ❞❛♥s R
n✱ ❝❛r Φ ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❝✬❡st ❡①✲

❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ✈♦✉❧✉❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ξ = Φh(z) ✭❞♦♥♥é❡
♣❛r ✭✹✳✼✮✮✱ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn)✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

Φh(λ
r1z1, . . . , λ

rnzn) =
(

h̃(δrλz), . . . ,Ln−1

f̃
h̃(δrλz)

)

=
(

λr1 h̃(z), . . . , λrnLn−1

f̃
h̃(z)

)

✭✹✳✸✼✮
❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✹✳✶✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ Φ−1

h ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn)✳ ❉♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✽✮ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −1 ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn)✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

f̃(ξ) =
∂Φh

∂z
(Φ−1

h (ξ)).f̃(Φ−1
h (ξ)) ✭✹✳✸✽✮

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿






































˙̂
ξ1 = ξ̂2 − k1(ξ̂1 − ξ1)

α1

˙̂
ξ2 = ξ̂3 − k2(ξ̂1 − ξ1)

α2

✳✳✳
˙̂
ξn−1 = ξ̂n − kn−1(ξ̂1 − ξ1)

αn−1

˙̂
ξn = −kn(ξ̂1 − ξ1)

αn

✭✹✳✸✾✮



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

■❧ r❡st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s (αi)1≤i≤n✱ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡rr❡✉r s♦✐t
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

αi = n− i, i = 1, . . . , n ✭✹✳✹✵✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❡s (αi)1≤i≤n ❡st q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ αn ❡st ♥✉❧✳ ❖r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré ♥✉❧ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ■❝✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❞ér✐✈é ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s❡r❛✐t ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❝❡❧❛ ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r très ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ❞✐r❡❝t
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❝❡❧❛ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥❡
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ t❡❧ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✹✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✲
r❡❝t❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮✳ ❙♦✐t f̃l ❡t h̃l ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ f ❡t h
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

{

ẋ = f̃l(x)

y = h̃l(x)
✭✹✳✹✶✮

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✼✮ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

Φl(x) =











hl(x)
Lflhl(x)

✳✳✳
Ln−1
fl

hl(x)











✭✹✳✹✷✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

ξ = Φl(x) ✭✹✳✹✸✮
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❉❛♥s ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐t ✿










































ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = ξ3
✳✳✳

ξ̇n−1 = ξn

ξ̇n = r(ξ)

y = ξ1

✭✹✳✹✹✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿






































˙̂
ξ1 = ξ̂2 − k1(ξ̂1 − ξ1)
˙̂
ξ2 = ξ̂3 − k2(ξ̂1 − ξ1)
✳✳✳
˙̂
ξn−1 = ξ̂n − kn−1(ξ̂1 − ξ1)
˙̂
ξn = r(ξ̂)− kn(ξ̂1 − ξ1)

✭✹✳✹✺✮

♦ù ❧❡s ❣❛✐♥s (ki)1≤i≤n s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

K = [k1, . . . , kn]
T = S∞(θ)−1CT

c ✭✹✳✹✻✮

❡t S∞(θ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
{

θS∞(θ) +AT
c S∞(θ) + S∞(θ)Ac − CT

c Cc = 0

S∞(θ) = S∞(θ)T
✭✹✳✹✼✮

❉❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s x✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é
♣❛r

˙̂x = fl(x̂)−K l(hl(x̂)− hl(x)) ✭✹✳✹✽✮

♦ù ❧❡s ❣❛✐♥s K l s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

K l =
∂Φ−1

l

∂ξ
(Φl(x̂)).K ✭✹✳✹✾✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❡st✐♠é x̂✱ ♠❛✐s
❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱
❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❥❛❝♦❜✐❡♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Φl ❡t Φ

−1
l s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❣❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮

˙̂x = f(x̂)−K l.(h(x̂)− h(x)) ✭✹✳✺✵✮

❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t ✿
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ✭❙✉♥❞❛r❛♣❛♥❞✐❛♥✱ ✷✵✵✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮
s♦✐t st❛❜❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ U ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ θ > 0✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✺✵✮ s♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉r ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x0, x̂0 ∈ U

lim
t→+∞

e(t) = x̂(t)− x(t) = 0 ✭✹✳✺✶✮

♦ù x(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✮ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ❡t x̂(t) ❡st ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✹✽✮ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x̂0✳

✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝✐s✱ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉
❣❛✐♥✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐ts✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0) ❞✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞♦♥♥é❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡st❡r ♣♦✉r q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞♦♥♥é✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❞❡s s②stè♠❡s à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s
❝❡♥tré❡s ❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥
s❝❤é♠❛ à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❧✐✈r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r ❞❡s ♣❧❛♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡
♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡s ♣❧❛♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à x = x0✱ y = y0 ❡t
z = z0✱ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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(x0, y0, z0)

y
x

z

z = z0

y = y0

x = x0

❙✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉❡ ♥♦✉s t❡st❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✿

(x0, y0, z0)

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs

❙✉r ❧❡s ❛①❡s✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0) ❞✉ s②stè♠❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x̂0, ŷ0, ẑ0) ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ (x0 − x̂0, y0 −
ŷ0, z0 − ẑ0)✳
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▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♣❡t✐ts ❝❡r❝❧❡s✱ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s r♦✉❣❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s
❥❛✉♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡
♣❛s✳
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ x(t) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✹✳✺✸✮ ✐ss✉❡ ❞❡ (x0, y0, z0)✱ ❡t x̂h(t) ✭r❡s♣✳
x̂l(t)✮ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✻✺✮ ✭r❡s♣✳ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✼✵✮✮ ✐ss✉❡ ❞❡ (x̂h0 , ŷ

h
0 , ẑ

h
0 )✱ ✭r❡s♣✳

❞❡ (x̂l0, ŷ
l
0, ẑ

l
0)✮✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x̂h0 , ŷ

h
0 , ẑ

h
0 ) ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✻✺✮ ✭r❡s♣✳ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x̂l0, ŷ
l
0, ẑ

l
0) ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✼✵✮✮ s❡r❛ ❞✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✐ ✿

maxi=1,2,3 |xi(tsimu)− xhi (tsimu)| < εsimu

(

r❡s♣✳ maxi=1,2,3 |xi(tsimu)− xli(tsimu)| < εsimu

)

✭✹✳✺✷✮

♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ tsimu = 30s ❡t ✉♥❡ ❡rr❡✉r εsimu = 0.001✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s✱ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ♣♦✉r ǫsimu = 0.001 ❡t tsimu = 30s✳

✹✳✸✳✶ Pr❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿























ẋ1 = −x1 + x2 + x22 − x33 − x32
ẋ2 = x3 − x2 + x1 − x33 − x51
ẋ3 = −x53 − x32
y = h(x) = x2 + x21 + x1x3 + x23

✭✹✳✺✸✮

❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✸✮ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿

dh(0) = dx2

dLfh(0) = dx3 − dx2 + dx1

dL2
fh(0) = −2dx1 + 2dx2 − dx3

✹✳✸✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥ ✐❝✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✶✺✮ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✸✮✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❣❛✐♥s ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✹✳✶✹✮✳ ❊t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✼✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❆✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✵✼

❞r❛♣❡❛✉✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

dh1 = dh

dh2 = dLfh

dh3 = dL2
fh

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ✸✳✶ ✿

g1(x) =
∂

∂x2

g2(x) =
∂

∂x1

g3(x) = − ∂

∂x1
+ 2x1

∂

∂x2
+

∂

∂x3

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛r ✿

ϕ(z) = exp(z3g3) ◦ exp(z2g2) ◦ exp(z1g1)(0) ✭✹✳✺✹✮

♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

ϕ(z) =





−z3 + z2
−z23 + z1 + 2z2z3

z3



 ✭✹✳✺✺✮

❡t

ϕ−1(x) =





x2 − 2x1x3 − x23
x1 + x3
x3



 ✭✹✳✺✻✮

❉❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = ϕ−1(x)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿






































































































ż1 = −2 z73 + 10 z2 z
6
3 − 12 z22 z

5
3 + 2 z2 z

5
3 + 6 z1 z

5
3 − z53 − 8 z32 z

4
3

−18 z1 z2 z
4
3 + 3 z2 z

4
3 + 2 z43 + 16 z42 z

3
3 + 2 z22 z

3
3 − 6 z21 z

3
3

+4 z1 z
3
3 + z33 + 24 z1 z

3
2 z

2
3 − 10 z32 z

2
3 + 6 z21 z2 z

2
3 − 8 z1 z2 z

2
3

−4 z2 z
2
3 − z23 + 5 z42 z3 + 12 z21 z

2
2 z3 + 2 z31 z3 − 2 z21 z3 − 2 z1 z3

−z52 + 2 z31 z2 + z2 − z1

ż2 = 2 z63 − 12 z2 z
5
3 − z53 + 24 z22 z

4
3 − 6 z1 z

4
3 + z43 − 16 z32 z

3
3

+24 z1 z2 z
3
3 − 4 z2 z

3
3 − z33 − 24 z1 z

2
2 z

2
3 + 4 z22 z

2
3

+6 z21 z
2
3 − 2 z1 z

2
3 − z23 − 12 z21 z2 z3 + 4 z1 z2 z3 + 2 z2 z3

+z3 − z2 − 2 z31 + z21 + z1

ż3 = z63 − 6 z2 z
5
3 − z53 + 12 z22 z

4
3 − 3 z1 z

4
3 − 8 z32 z

3
3 + 12 z1 z2 z

3
3

−12 z1 z
2
2 z

2
3 + 3 z21 z

2
3 − 6 z21 z2 z3 − z31

y = h(ϕ(z))
△
= H1(z) = z1 + z2z3 + z22

✭✹✳✺✼✮



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿























ż1 = −z23 + z2

ż2 = z3

ż3 = 0

H̃1(z) = z1 + z2z3

✭✹✳✺✽✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s f̃(z) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✽✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

ξ = Φh(z) =







H̃1(z)

Lf̃ H̃1(z)

L2
f̃
H̃1(z)






✭✹✳✺✾✮

❉♦♥❝ ✿

Φh(z) =





z1 + z2z3
z2
z3



 ✭✹✳✻✵✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ✿

Φ−1
h (ξ) =





ξ1 − ξ2ξ3
ξ2
ξ3



 ✭✹✳✻✶✮

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡s ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s x ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ξ ❡st é❣❛❧ à ✿

ξ = Φh ◦ ϕ−1(x) =





x2 − x1x3
x1 + x3
x3



 ✭✹✳✻✷✮

❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ✿

x = ϕ ◦ Φ−1
h (ξ) =





ξ2 − ξ3
−ξ23 + ξ1 + ξ2ξ3

ξ3



 ✭✹✳✻✸✮

❆✐♥s✐ ✿

Kh(x̂) =





2θ − θ3

2θ + θ3x̂1 + (2θ2 − θ3)x̂3
θ3



 ✭✹✳✻✹✮



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✵✾

❛✈❡❝ K = [2θ, 2θ2, θ3]T ✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡st ✿































˙̂x1 = −x̂1 + x̂2 + x̂22 − x̂33 − x̂32
−(2θ − θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

˙̂x2 = x̂3 − x̂2 + x̂1 − x̂33 − x̂51
−(2θ + θ3x̂1 + (2θ2 − θ3)x̂3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

˙̂x3 = x̂53 − x̂32 − (θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

✭✹✳✻✺✮

✹✳✸✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✺✵✮ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✸✮✳ ▲❡
❧✐♥é❛r✐sé ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✺✸✮ ❡st é❣❛❧ à ✿























ẋ1 = −x1 + x2

ẋ2 = x3 − x2 + x1

ẋ3 = 0

H̃2(x) = x2

✭✹✳✻✻✮

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✹✸✮ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ✭✹✳✻✻✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

ξ = Φl(x) =







h̃l(x)

Lf̃l
h̃l(x)

L2
f̃l
h̃l(x)






=





x2
x1 − x2 + x3

−2x1 + 2x2 − x3



 ✭✹✳✻✼✮

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r ✿

Φ−1
l (ξ) =





ξ1 − ξ2 − ξ3
ξ1

2ξ1 + ξ3



 ✭✹✳✻✽✮

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r

▲❡s ❣❛✐♥s ✭✹✳✹✾✮ s♦♥t é❣❛✉① à ✿

K l =





2θ − 2θ2 − θ3

2θ
2θ2 + θ3



 . ✭✹✳✻✾✮



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❛✈❡❝ K = [2θ, 2θ2, θ3]T ✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✺✵✮ s✬é❝r✐t ✿










































˙̂x1 = −x̂1 + x̂2 + x̂22 − x̂33 − x̂32
−(2θ − 2θ2 − θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x23))

˙̂x2 = x̂3 − x̂2 + x̂1 − x̂33 − x̂51
−(2θ)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x23))

˙̂x3 = x̂53 − x̂32
−(2θ2 + θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x23))

✭✹✳✼✵✮

✹✳✸✳✶✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

❈♦♠♣❛r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r ❧❡s ♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉rs✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0) = (−0.2, 0.25, 0.25)
❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ θ = 1✱ ❡st ❡①♣♦sé s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 1✱ ●❛✐♥ θ = 1✱ (x0, y0, z0) = (−0.2, 0.25, 0.25)



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✶✶

P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (x0, y0, z0) = (−0.6, 0.75, 0.75)
❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ θ = 1 ❡t ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 1✱ ●❛✐♥ θ = 1✱ (x0, y0, z0) = (−0.6, 0.75, 0.75)

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ r❡st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ét❡♥❞✉ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞✐r❡❝t❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❘❡❣❛r❞♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ❣❛✐♥
k = 2✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (x0, y0, z0) = (−0.2, 0.25, 0.25)✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 1✱ ●❛✐♥ θ = 2✱ (x0, y0, z0) = (−0.2, 0.25, 0.25)



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✶✸

P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s (x0, y0, z0) = (−0.6, 0.75, 0.75)
❡t ❡①♣♦s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 1✱ ●❛✐♥ θ = 2✱ (x0, y0, z0) = (−0.6, 0.75, 0.75)

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡st❡ ❝♦♥séq✉❡♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st t❡❧❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t✱ q✉✬✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ✐❝✐✳



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

✹✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✿






















ẋ1 = −x23 − x32 − x22 − x31 − x21
ẋ2 = −x53 + x23 + x3 − x32 + x22 − x2 + x21
ẋ3 = −3x3 + x32 + x22 − 0.5x31 + x21 − x1

y = h(x) = x1 x3 + x3 + x2 + x21

✭✹✳✼✶✮

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✿

dh(0) = dx2 + dx3

dLfh(0) = −dx1 − dx2 + dx3

dL2
fh(0) = 2dx1 + dx2 + 5dx3

✹✳✸✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ❞♦♥♥és
♣❛r ✭✹✳✶✹✮✳ ❊t ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✼✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ ✿

dh1 = dh

dh2 = dLfh

dh3 = dL2
fh

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶ ✿

g1(x) =
∂

∂x2

g2(x) = − ∂

∂x2
+

∂

∂x3

g3(x) =
∂

∂x1
+

∂

∂x2
− ∂

∂x3

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛r ✿

ϕ(z) = exp(z3g3) ◦ exp(z2g2) ◦ exp(z1g1)(0) ✭✹✳✼✷✮

❞✬♦ù ✿

ϕ(z) =





z3
z3 − z2 + z1
z2 − z3



 ✭✹✳✼✸✮



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✶✺

❡t

ϕ−1(x) =





x2 + x3
x1 + x3
x1



 ✭✹✳✼✹✮

❉❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = ϕ−1(x)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿



















































ż1 = z53 − 5 z2 z
4
3 + 10 z22 z

3
3 − 0.5 z33 − 10 z32 z

2
3 + 5 z23 + 5 z42 z3

−6 z2 z3 + 4 z1 z3 − z52 + 3 z22 − 4 z1 z2 − z2 + 2 z21 − z1

ż2 = −1.5 z33 − z23 + 2 z2 z3 + 2 z3 − z22 − 3 z2

ż3 = −2 z33 + 3 z2 z
2
3 − 3 z1 z

2
3 − 3 z23 − 3 z22 z3 + 6 z1 z2 z3

+4 z2 z3 − 3 z21 z3 − 2 z1 z3 + z32 − 3 z1 z
2
2 − 2 z22

+3 z21 z2 + 2 z1 z2 − z31 − z21

y = h(ϕ(z))
△
= H1(z) = z1 + z2z3

✭✹✳✼✺✮

❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿























ż1 = −z2 + 5z23
ż2 = 2z3

ż3 = 0

H̃1(z) = z1 + z2z3

✭✹✳✼✻✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s f̃(z) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✼✻✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ❡st ✐❝✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ✿

ξ = Φh(z) =







H̃1(z)

Lf̃ H̃1(z)

L2
f̃
H̃1(z)






✭✹✳✼✼✮

❉♦♥❝ ✿

Φh(z) =





z1 + z2z3
−z2 + 5z23 + 2z23

−2z3



 ✭✹✳✼✽✮

▲✬✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Φ−1
h (ξ) =





ξ1 − 1
2ξ3ξ2 +

7
8ξ

3
3

−ξ2 + 7
4ξ

2
3

−1
2ξ3



 ✭✹✳✼✾✮



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡s ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s u ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❡st é❣❛❧ à ✿

ξ = Φh ◦ ϕ−1(x) =





x1 x3 + x3 + x2 + x21
−x3 + 7x21 − x1

−2x1



 ✭✹✳✽✵✮

❡t ✿

x = ϕ ◦ Φ−1
h (ξ) =







− ξ3
2

7 ξ33
8 − 7 ξ23

4 − ξ2 ξ3
2 − ξ3

2 + ξ2 + ξ1
7 ξ23
4 + ξ3

2 − ξ2






✭✹✳✽✶✮

▲❡s ❣❛✐♥s ✭✹✳✶✹✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

Kh(x̂) =







− θ3

2

2θ + 2θ2 − θ3

2 + x̂1(2θ
2 + 15θ3

2 ) + x̂3θ
3

2 + 7θ3x̂21
−2θ2 + θ3

2 − 7θ3x̂1






✭✹✳✽✷✮

❛✈❡❝ K = [2θ, 2θ2, θ3]T ✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✶✺✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿


















































˙̂x1 = −x̂1 + x̂2 + x̂22 − x̂33 − x̂32
−(− θ3

2 )((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))
˙̂x2 = x̂3 − x̂2 + x̂1 − x̂33 − x̂51

−(2θ + 2θ2 − θ3

2 + x̂1(2θ
2 + 15θ3

2 ) + x̂3θ
3

2 + 7θ3x̂21)×
×((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

˙̂x3 = x̂53 − x̂32
−(−2θ2 + θ3

2 − 7θ3x̂1)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

✭✹✳✽✸✮

✹✳✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✺✵✮✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞✉ s②stè♠❡
✭✹✳✼✶✮ ✿























ẋ1 = 0

ẋ2 = x3 − x2

ẋ3 = −x1
H̃2(x) = x2 + x3

✭✹✳✽✹✮

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Φl ❡st ❞♦♥♥é ✐❝✐
♣❛r ✿

Φl(x) =







h̃l(x)

Lf̃l
h̃l(x)

L2
f̃l
h̃l(x)






=





x2 + x3
−x1 − x2 + x3
−x1 + x2 − x3



 ✭✹✳✽✺✮



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✶✼

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣❛r ✿

Φ−1
l (ξ) =

1

4





−2ξ2 − 2ξ3
2ξ1 − ξ2 + ξ3
2ξ1 + ξ2 − ξ3



 ✭✹✳✽✻✮

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ✭✹✳✹✾✮✱
❡♥ ❡✛❡t ✿

K l =





−4θ2 − 2θ3

4θ − 2θ2 + θ3

2θ + 2θ2 − θ3



 ✭✹✳✽✼✮

❛✈❡❝ K = [2θ, 2θ2, θ3]✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✺✵✮ ✿










































˙̂x1 = −x̂21 − x̂22 − x̂23 − x̂31 − x̂32
−(−4θ2 − 2θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

˙̂x2 = −x̂2 + x̂3 + x̂21 + x̂22 + x̂23 − x̂32 − x̂53
−(4θ − 2θ2 + θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

˙̂x3 = x̂21 + x̂22 − x̂1 − 3x̂3 + x̂32 − 1
2 x̂

3
1

−(2θ + 2θ2 − θ3)((x̂2 + x̂21 + x̂1x̂3 + x̂23)− (x2 + x21 + x1x3 + x21))

✭✹✳✽✽✮
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✼✶✮✳

✹✳✸✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ s♦rt✐❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
✈♦✐r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❝♦♠♠❡ ❣❛✐♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱ θ = 1 ❡t ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0)
= (0.1, 0.1, 0.1)✱ ❝❡ ❝❛s ❡st ❡①♣♦sé s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ (x0, y0, z0) = (0.2, 0.2, 0.2)✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 2✱ ●❛✐♥ θ = 1✱ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 2✱ ●❛✐♥ θ = 1✱ (x0, y0, z0) = (0.2, 0.2, 0.2)

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✐❝✐✱ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐ss✉ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé✳



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✶✾

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❣❛✐♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛✐♥ θ = 2 ✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱
♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✱ ♥♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0) = (0.2, 0.2, 0.2)✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 2✱ ●❛✐♥ θ = 2✱ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 2✱ ●❛✐♥ θ = 2✱ (x0, y0, z0) = (0.2, 0.2, 0.2)

▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé s❡♠❜❧❡ très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ré❣❧❛❣❡ ❞✉ ❣❛✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❆✉ ❝♦♥✲
tr❛✐r❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ r❡st❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s θ = 1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❝♦✲
❤ér❡♥t❡✱ ❝❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✷✶

✹✳✸✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ s②stè♠❡ ✿






















ẋ1 = a x23 + x2 − x51 + x1

ẋ2 = x3 − x52 + x22
ẋ3 = −x53 + x33 + x32 − x51
y = h(x) = x33 + x3 + x32 + x1

✭✹✳✽✾✮

❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ a ∈ R✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✽✾✮ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

dh(0) = dx1 + dx3

dLfh(0) = dx1 + dx2

dL2
fh(0) = dx1 + dx2 + dx3

✹✳✸✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❣❛✐♥s ✐ss✉s
❞❡ ✭✹✳✶✹✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✼✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞r❛♣❡❛✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✿

dh1 = dh

dh2 = dLfh

dh3 = dL2
fh

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✶ ✿

g1(x) =
∂

∂x1

g2(x) =
∂

∂x2

g3(x) =
∂

∂x1
− ∂

∂x2
− ∂

∂x3

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❛r ✿

ϕ(z) = exp(z3g3) ◦ exp(z2g2) ◦ exp(z1g1)(0) ✭✹✳✾✵✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

ϕ(z) =





z3 + z1
z2 − z3
−z3



 ✭✹✳✾✶✮



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❡t

ϕ−1(x) =





x3 + x1
x2 − x3
−x3



 ✭✹✳✾✷✮

❉❛♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s z = ϕ−1(x)✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿























ż1 = a z23 − z53 − 5 z1 z
4
3 − 10 z21 z

3
3 − 10 z31 z

2
3 − 5 z41 z3 + z2 − z51 + z1

ż2 = z53 − 5 z2 z
4
3 + 10 z22 z

3
3 − 10 z32 z

2
3 + z23 + 5 z42 z3 − 2 z2 z3 − z3 − z52 + z22

ż3 = −5 z1 z
4
3 − 10 z21 z

3
3 − 2 z33 + 3 z2 z

2
3 − 10 z31 z

2
3 − 3 z22 z3 − 5 z41 z3 + z32 − z51

y = h(ϕ(z))
△
= H1(z) = −2 z33 + 3 z2 z

2
3 − 3 z22 z3 + z32 + z1

✭✹✳✾✸✮
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿























ż1 = z23 a+ z2

ż2 = −z3
ż3 = 0

H̃1(z) = z1 − 2 z33

✭✹✳✾✹✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s f̃(z) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✾✹✮✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❆✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✹✮✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✼✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Φh

❡st é❣❛❧ à ✿

ξ = Φh(z) =







H̃1(z)

Lf̃ H̃1(z)

L2
f̃
H̃1(z)






✭✹✳✾✺✮

❉✬♦ù ✿

Φh(z) =





z1 − 2 z33
a z23 + z2

−z3



 ✭✹✳✾✻✮

❡t

Φ−1
h (ξ) =





ξ1 − 2 ξ33
ξ2 − aξ23
−ξ3



 ✭✹✳✾✼✮

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭✹✳✾✵✮ ❡t ✭✹✳✾✺✮✱ ❧❡s
❣❛✐♥s ✭✹✳✶✹✮ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

Kh =





2θ − 6 θ3 x̂23
2 θ3 x̂3 a+ 2θ2

−θ3



 ✭✹✳✾✽✮



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✷✸

❛✈❡❝ K = [2θ, 2θ2, θ3]✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✶✺✮✱ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ✿










































˙̂x1 = x̂23 a+ x̂2 − x̂51 + x̂1

−(2θ − 6 θ3 x̂23)((x̂
3
3 + x̂3 + x̂32 + x̂1)− (x33 + x3 + x32 + x1))

˙̂x2 = x̂3 − x̂52 + x̂22
−( θ3 x̂3 a+ 2θ2)((x̂33 + x̂3 + x̂32 + x̂1)− (x33 + x3 + x32 + x1))

˙̂x3 = −x̂53 + x̂33 + x̂32 − x̂51
−(−θ3)((x̂33 + x̂3 + x̂32 + x̂1)− (x33 + x3 + x32 + x1))

✭✹✳✾✾✮

✹✳✸✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✺✵✮ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭✹✳✽✾✮✳ ▲❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✳✽✾✮ ❡st ✿























ẋ1 = x2 + x1

ẋ2 = x3

ẋ3 = 0

h̃(x) = x1 + x3

✭✹✳✶✵✵✮

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✹✸✮✳ P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✶✵✵✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φl ❡t s♦♥
✐♥✈❡rs❡ Φ−1

l s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

Φl(x) =





x3 + x1
x2 + x1

x3 + x2 + x1





Φ−1
l (ξ) =





−ξ3 + ξ2 + ξ1
ξ3 − ξ1
ξ3 − ξ2





✭✹✳✶✵✶✮

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

K l =





2θ + 2θ2 − θ3

−2θ + θ3

−2θ2 + θ3



 ✭✹✳✶✵✷✮

❝♦♠♠❡ ❣❛✐♥s ✭✹✳✹✾✮ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❛✈❡❝ K = [2θ, 2θ2, θ3]✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿










































˙̂x1 = x̂23 a+ x̂2 − x̂51 + x̂1

−(2θ + 2θ2 − θ3)((x̂33 + x̂3 + x̂32 + x̂1)− (x33 + x3 + x32 + x1))
˙̂x2 = x̂3 − x̂52 + x̂22

−(−2θ + θ3)((x̂33 + x̂3 + x̂32 + x̂1)− (x33 + x3 + x32 + x1))
˙̂x3 = −x̂53 + x̂33 + x̂32 − x̂51

−(−2θ2 + θ3)((x̂33 + x̂3 + x̂32 + x̂1)− (x33 + x3 + x32 + x1))

✭✹✳✶✵✸✮



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✹✳✺✵✮ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✳✽✾✮✳

✹✳✸✳✸✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

❈♦♠♣❛r♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡
❛✉① ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ a ∈ R ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❝♦♠♠❡ ❣❛✐♥ θ = 0.5 ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡✲
♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r a = −5✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r a = 1✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a = 5 s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 3✱ ●❛✐♥ θ = 0.5✱ P❛r❛♠ètr❡ a = −5✱ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✷✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 3✱ ●❛✐♥ θ = 0.5✱ P❛r❛♠ètr❡ a = 1✱ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 3✱ ●❛✐♥ θ = 0.5✱ P❛r❛♠ètr❡ a = 5✱ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ s❡♠❜❧❡ ♠♦✐♥s
s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a✳



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❧✉s
é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t (x0, y0, z0) = (0.5, 0.5, 0.5)✳
◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a = −5✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ ♥♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a = 1✳ ❊♥✜♥ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t
❞♦♥♥és ♣♦✉r a = 5✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 3✱ ●❛✐♥ θ = 0.5✱ P❛r❛♠ètr❡ a = −5✱ (x0, y0, z0) = (0.5, 0.5, 0.5)



✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✷✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 3✱ ●❛✐♥ θ = 0.5✱ P❛r❛♠ètr❡ a = 1✱ (x0, y0, z0) = (0.5, 0.5, 0.5)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ 3✱ ●❛✐♥ θ = 0.5✱ P❛r❛♠ètr❡ a = 5✱ (x0, y0, z0) = (0.5, 0.5, 0.5)

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (x0, y0, z0) = (0.1, 0.1, 0.1)✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a✳



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✬❛♣✲
♣✉②❛♥t s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❞✐r❡❝t❡
❡t s✐♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ✐ss✉s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ très ❢❛❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①✲
❡♠♣❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r
q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣❧✉s ét❡♥❞✉ ❡t ❡st ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

P❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧✬♦✉t✐❧ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✿ ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐✱ ♣♦✉r ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 2✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❛ ❞é❥à ❢❛✐t ❧✬♦❜✲
❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ré❣❧és ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ très s✐♠♣❧❡s à
♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♣♣✉②és ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❝✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡♠✐✲❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❣❧♦✲
❜❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡t à ❡♥tré❡ ❜♦r♥é❡ ❛✈❛✐t ❞é❥à été ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ❙❤❡♥ ❡t ❳✐❛ ✭✷✵✵✽✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ét❡♥❞✉ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐
♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❞é❥à été ét✉❞✐é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✱ ❞❛♥s ❍❡r♠❡s ✭✶✾✾✶✮❀
❇✐❛♥❝❤✐♥✐ ❡t ❙t❡❢❛♥✐ ✭✶✾✾✵✮✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ r❛♥❣ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②s✲
tè♠❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ♣❛r✲

✶✷✾



✶✸✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

t✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦ssè❞❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❛✉ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡ ❧❛✐ss❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❞❡❣ré
❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ▼é♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ 4✱ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♦❜s❡r✲
✈❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s
r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱
✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st st❛✲
❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s st❛❜❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛✲
♣✉♥♦✈✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠è♥❡♥t à ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉①✱ ✐❧
② ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ✿ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té✱ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s tr❛✐tés q✉❡ ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✮ ❡st ♣❧✉s ét❡♥❞✉ ❡t q✉❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❡st ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ à ❧❛ ❢♦✐s
♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t ❢❛✐s❛♥t s✉✐t❡ à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs
❧♦❝❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

P♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❡♥✲
❞r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❍ö❧❞❡r✱ ❡t ♥♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✳

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♥✬❡st
q✉✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐ s♦♥t ❞❡s s②s✲
tè♠❡s s❛♥s ❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s
s❛♥s ❝♦♥trô❧❡ ♠è♥❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ r❡st❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥✲
s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ✐❝✐✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱
❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡
❧♦❝❛❧❡✳



❆♥♥❡①❡ ❆

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡
❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ẋ(t) = f(x(t)), x ∈ R
n ✭❆✳✶✮

♦ù f : Rn → R
n ❡st ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs C1 t❡❧ q✉❡ f(0) = 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳ ❑❤❛❧✐❧ ✭✷✵✵✵✮ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x = 0 ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ ❡st ❞✐t
✕ st❛❜❧❡✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ = δ(ε) > 0 t❡❧ q✉❡ ✿

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε, ∀t ≥ 0 ✭❆✳✷✮

✕ ✐♥st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡✱
✕ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡t s✐ δ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡

‖x(0)‖ < δ ⇒ lim
t→+∞

x(t) = 0 ✭❆✳✸✮

❊①❡♠♣❧❡ ❆✳✶✳

▲❡ s②stè♠❡
ẋ = 0, x ∈ R ✭❆✳✹✮

❡st st❛❜❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ x = 0✱ ♠❛✐s ♣❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r x(t) = x(0)✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ δ = ε
♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ▼❛✐s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❛s ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡
q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

▲❡ s②stè♠❡
ẋ = −x, x ∈ R ✭❆✳✺✮

✶✸✶



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❆ ✿ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té

❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r x(t) =
x(0) exp(−t)✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t δ = ε✳ ❆❧♦rs ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳

▲❡ s②stè♠❡
ẋ = x, x ∈ R ✭❆✳✻✮

❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❡♥ ③ér♦✱ ❝❛r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ x0 6= 0 t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ q✉❛♥❞ t t❡♥❞
✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ♦

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣r❡sq✉❡ ❥❛♠❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❛ été ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ♦✉
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✶✳ ❑❤❛❧✐❧ ✭✷✵✵✵✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x = 0 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡
✭❆✳✶✮ ❡t s♦✐t D ⊂ R

n ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t x = 0✳ ❙♦✐t V : D → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

V (0) = 0 ❡t V (x) > 0 ❞❛♥s D\{0} ✭❆✳✼✮

V̇ (x) ≤ 0 ❞❛♥s D ✭❆✳✽✮

❆❧♦rs x = 0 ❡st st❛❜❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐

V̇ (x) < 0 ❞❛♥s D\{0} ✭❆✳✾✮

❛❧♦rs x = 0 ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭❆✳✼✮ ❡t ✭❆✳✽✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V ✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✷✳ ❑❤❛❧✐❧ ✭✷✵✵✵✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x = 0 s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮✳ ❙♦✐t V : Rn → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

V (0) = 0 ❡t V (x) > 0, ∀x 6= 0 ✭❆✳✶✵✮

‖x‖ → ∞ ⇒ V (x) → ∞ ✭❆✳✶✶✮

V̇ (x) < 0, ∀x 6= 0 ✭❆✳✶✷✮

❛❧♦rs x = 0 ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳



✶✸✸

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✶✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V : Rn → R ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❆✳✶✶✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t
q✉✬❡❧❧❡ ❡st r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳

▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣✳
str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✮✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ ❡st st❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✲
♠❡♥t st❛❜❧❡✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ ❡st st❛❜❧❡✱
❡t s✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❡①✐st❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✸✳ ❑❤❛❧✐❧ ✭✷✵✵✵✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x = 0 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡
✭❆✳✶✮ ❡t q✉❡ f : D → R

n s♦✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❛✈❡❝ D ⊂ R
n ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t

❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❙♦✐t RA ⊂ D ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ x = 0✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡✱
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ V (x) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ W (x) q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
♣♦✉r t♦✉t x ∈ RA✱ t❡❧❧❡s q✉❡

V (x) → ∞ q✉❛♥❞ x→ ∂RA ✭❆✳✶✸✮
∂V
∂x
f(x) ≤ −W (x), ∀x ∈ RA ✭❆✳✶✹✮

❡t ♣♦✉r t♦✉t c > 0✱ {V (x) ≤ c} ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ RA✳ ◗✉❛♥❞ RA = R
n✱ V (x) ❡st

r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❜♦r♥é✳

❉✬❛♣rès ❝❡ rés✉❧t❛t✱ s✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥str✉❝t✐❢✱ ❡t
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ❆✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿

ẋ = Ax, x ∈ R
n ✭❆✳✶✺✮

♦ù A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × n✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✺✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s P ❡t Q s②♠étr✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s✲
♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n× n t❡❧❧❡s q✉❡

ATP + PA+Q = 0 ✭❆✳✶✻✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ V (x) = xTPx ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭❆✳✶✺✮✳ ♦



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❆ ✿ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té



❆♥♥❡①❡ ❇

❘❛♣♣❡❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡

❞✐❢❢ér❡♥t✐❡❧❧❡

❇✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✶✳ ❙♣✐✈❛❦ ✭✷✵✵✺✮
✕ ❙♦✐t h ∈ F(Rn)✱ ♦♥ ♥♦t❡ dh ❧❛ ✶✲❢♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à h✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

dh(x) =
n
∑

i=1

∂h

∂xi
dxi ✭❇✳✶✮

✕ ❙♦✐t F ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ F(Rn)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ dF = {dh, h ∈ F} ❧❡ s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Ω1(Rn) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t dF (x) = {dh(x) : h ∈ F}✳

✕ (t, ξ) 7→ exp(tf)ξ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

ẋ(t) = f(x(t)), x(0) = ξ ✭❇✳✷✮

♦ù f ∈ V(Rn)✳
✕ ❙♦✐t f ❡t g ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ V(Rn)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s [f, g] ❧❡ ❝r♦❝❤❡t

❞❡ ▲✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❡t g✳ ▲❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ▲✐❡ [f, g] ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
V(Rn) t❡❧ q✉❡ s❛ ✐✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

([f, g])i (x) =
n
∑

j=1

fj(x)
∂gi
∂xj

(x)− gj(x)
∂fi
∂xj

(x) ✭❇✳✸✮

❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ✿

ad0fg = g

ad1fg = [f, g]

adkfg = [f, adk−1
f g], k ∈ N

∗
✭❇✳✹✮

✶✸✺



✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❇ ✿ ❘❛♣♣❡❧s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

✕ ❙♦✐t f ∈ V(Rn) ❡t h ∈ F(Rn)✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ▲✐❡ Lfh ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Lfh(x) =
n
∑

i=1

fi(x).
∂h

∂xi
(x) ✭❇✳✺✮

❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ V(Rn) ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ D(Rn)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s
F(Rn)✳

❇✳✷ ❋♦r♠✉❧❡s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ t✐ré
❡♥ ❛rr✐èr❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ✢ôt ✐♥❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❙♦✐t f ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✱
♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s t✱ ❛✈❡❝ |t| ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x→ exp(tf)(x) ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ✿

exp(tf)∗ : TMx → TMexp(tf)(x) ✭❇✳✻✮

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✳ ❍❡r♠❡s ✭✶✾✾✶✮ ❙♦✐❡♥t f, g ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✉r ❧❛
✈❛r✐été M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ré❡❧❧❡ ❡t ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r |t| > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱

d

ds
(exp(tf) ◦ exp(sg) ◦ exp(−tf))(x)|s=0 =

+∞
∑

ν=0

tν

ν!
(adνf, g)(x) ✭❇✳✼✮

♦✉

exp(tf)∗g(exp(−tf)(x)) =
+∞
∑

ν=0

tν

ν!
(adνf, g)(x) ✭❇✳✽✮

❆✜♥ ❞❡ r❛❝❝♦✉r❝✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦t♦♥s φ(t, x) = exp(tf)(x) ❡t ψ(t, x) = exp(tg)(x)✱
❛❧♦rs ✭❇✳✼✮ ❡t ✭❇✳✽✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé❝r✐ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

d
ds
φ(t, ψ(s, φ(−t, x)))|s=0 = φ∗(t, φ(−t, x))g(φ(−t, x))

=
∑+∞

ν=0

(

tν

ν!

)

(adνf, g)(x)
✭❇✳✾✮

♦ù φ∗(t, x) ❡st ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ x → φ(t, x)✱ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
t❛♥❣❡♥t✳

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳ ❍❡r♠❡s ✭✶✾✾✶✮

✭❛✮ φ∗(t, φ(−t, x)) = (φ∗(−t, x))−1

✭❜✮ d
dt
φ∗(t, φ(−t, x)) = φ∗(t, φ(−t, x))fx(φ(−t, x))



❇✳✷ ❋♦r♠✉❧❡s ✶✸✼

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳✶✳ ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té φ(t, φ(−t, x)) = x ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱
♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ φ∗(t, φ(−t, x))φ∗(−t, x) = id✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✭❛✮✳ P♦✉r ✭❜✮✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
φ̇(t, x) = f(φ(t, x)) ❀ ❞♦♥❝✱ ❡♥ r❡♥✈❡rs❛♥t ❧❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t φ̇(−t, x) = −f(φ(−t, x))✳
❈✬❡st ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ x✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

φ̇∗(−t, x) = −fx(φ(−t, x))φ∗(−t, x) ✭❇✳✶✵✮

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ẏ = fx(ϕ(t, x))y
❡st φ∗(t, x) =

∂φi

∂xj
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ▼❛✐s s✐ φ∗(−t, x) s❛t✐s❢❛✐t ✭❇✳✶✵✮✱ s♦♥ ✐♥✲

✈❡rs❡ (φ∗(−t, x))−1 s❛t✐s❢❛✐t ✿

d

dt
(φ∗(−t, x))−1 = (φ∗(−t, x))−1fx(φ(−t, x)) ✭❇✳✶✶✮

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✭❜✮ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭❛✮ ❞❛♥s ✭❇✳✶✶✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❇✳✶ ❞❛♥s ✭❇✳✾✮✱
♦♥ ♣❡✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ♣r♦✉✈❡r ❝♦♠♠❡ ✿

φ∗(t, φ(−t, x))g(φ(−t, x)) = (φ∗(−t, x))−1g(φ(−t, x))
=

∑+∞
ν=0

(

tν

ν!

)

(adνf, g)(x)
✭❇✳✶✷✮

❉é✜♥✐ss♦♥s
χ(t, g) = φ∗(t, φ(−t, x))g(φ(−t, x)) ✭❇✳✶✸✮

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ χ(t, g) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ❡♥
t = 0✳

χ′(t, g) =
(

d
dt
φ∗(t, φ(−t, x))

)

g(φ(−t, x))− φ∗(t, φ(−t, x))gx(φ(−t, x))f(φ(−t, x))
= φ∗(t, φ(−t, x)) {fx(φ(−t, x))g(φ(−t, x))− gx(φ(−t, x))f(φ(−t, x))}
= φ∗(t, φ(−t, x))[f, g](φ(−t, x))
= χ(t, [f, g])

❈♦♠♠❡ φ∗(0, φ(0, x)) = id✱ χ(0, g) = g(x)✱ χ′(0, g) = [f, g](x)✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉r✲
s✐✈❡✱ χ(n)(0, g) = (adnf, g)(x)✳ ❆✐♥s✐ χ(t, g) =

∑+∞
ν=0

tν

ν! (ad
νf, g)(x)✳ ❈❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛

❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
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❆♥♥❡①❡ ❈

❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ♣♦✐❞s ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ été
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡t ❞♦♥❝
♣❡r♠❡t ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❈✳✶✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

δrǫ : R
n → R

n

(x1, . . . , xn) 7→ δrǫx = (ǫr1x1, . . . , ǫ
rnxn)

✭❈✳✶✮

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s r = (r1, . . . , rn) ∈ N
n✱ ♦ù ǫ > 0✳

❙✐ r1 = · · · = rn = 1✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ δrǫ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❈✳✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ∈ F(Rn) ❡st ❞✐t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ s✐

h(δrǫx) = ǫdh(x), x ∈ R
n ✭❈✳✷✮

♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ h ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♣♦✐❞s (r1, . . . , rn)✳

❊①❡♠♣❧❡ ❈✳✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(x1, x2) = x1x
2
2 + x21 ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 4 ♣❛r r❛♣♣♦rt

❛✉① ♣♦✐❞s (r1, r2) = (2, 1)✳ ♦

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❈✳✸✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ∈ V(Rn) ❡st ❞✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ s✐

f(δrǫx) = ǫdδrǫf(x), x ∈ R
n ✭❈✳✸✮

♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳

✶✸✾



✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❈ ✿ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té

❊①❡♠♣❧❡ ❈✳✷✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f(x1, x2) = (x1x
2
2)

∂
∂x1

+ (x32)
∂

∂x2
❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡

❞❡❣ré 2 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, r2) = (2, 1)✳ ♦

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡t ❧❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✳

▲❡♠♠❡ ❈✳✶✳ ❖♥ ❛ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

❛✮ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h1, h2 ∈ F(Rn) s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés d1 ❡t d2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à δrǫ ✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t h1h2 ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d1 + d2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ❀

❜✮ s✐ h ∈ F(Rn) ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞ér✐✈é❡
♣❛rt✐❡❧❧❡ ∂h

∂xi
❞❡ h ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d− ri ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ ❀

❝✮ s✐ f1, f2 ∈ V(Rn) s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés d1 ❡t d2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δrǫ ✱
❛❧♦rs ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ▲✐❡ [f1, f2] ❞❡ f1, f2 ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d1 + d2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ ❀

❞✮ s✐ h ∈ F(Rn) ❡t f ∈ V(Rn) s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣rés d1 ❡t d2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δrǫ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ▲✐❡ Lfh ❞❡ h ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
f ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d1 + d2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❛✮✱ ❜✮ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷ ❡t ❝✮ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ ❞❛♥s ❍❡r♠❡s
✭✶✾✾✶✮✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞♦♥♥❡ ❞✮ ❡t ❡✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ❈✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❈✳✶
❡t ❈✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Lfh(x1, x2) = 5x1x

4
2 + 2x21x

2
2 ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡

❞❡❣ré 4 + 2 = 6 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣♦✐❞s (r1, r2) = (2, 1)✳
♦
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❆♥❞r✐❡✉✱ ❱✳✱ Pr❛❧②✱ ▲✳ ❡t ❆st♦❧✜✱ ❆✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞❡s✐❣♥ ✈✐❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✺t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣✳ ✻✸✾✶ ✕✻✸✾✻✱ ✷✵✵✻✳

❆♥❞r✐❡✉✱ ❱✳✱ Pr❛❧②✱ ▲✳ ❡t ❆st♦❧✜✱ ❆✳ ✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦❜s❡r✈❡r
❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✹✼✭✹✮✿✶✽✶✹✕
✶✽✺✵✱ ✷✵✵✽✳

❆♥❞r✐❡✉✱ ❱✳✱ Pr❛❧②✱ ▲✳ ❡t ❆st♦❧✜✱ ❆✳ ✿ ❍✐❣❤ ❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡rs ✇✐t❤ ✉♣❞❛t❡❞ ❤✐❣❤✲❣❛✐♥ ❛♥❞
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✺✭✷✮✿✹✷✷✕✹✷✽✱ ❋➹ ❝©✈r✐❡r ✷✵✵✾✳
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❜② ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✺✭✼✮✿✶✸✺✵ ✕✶✸✺✺✱ ❥✉✐❧✳
✷✵✵✵✳

❍♦✉✱ ▼✳ ❡t P✉❣❤✱ ❆✳ ❈✳ ✿ ❖❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐✲♦✉t♣✉t
s②st❡♠s✳ ❙②st❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✸✼✭✶✮✿✶ ✕ ✾✱ ✶✾✾✾✳

■s✐❞♦r✐✱ ❆✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✶✾✾✺✳

❏♦✱ ◆✳ ❡t ❙❡♦✱ ❏✳ ✿ ❆ st❛t❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❛❧❧ ❛♥❞
❜❡❛♠ s②st❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✺✭✺✮✿✾✻✽ ✕✾✼✸✱ ♠❛✐ ✷✵✵✵✳
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❏♦✉❛♥✱ P✳ ✿ ■♠♠❡rs✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♠♦❞✉❧♦ ♦✉t♣✉t ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳
❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✹✶✭✻✮✿✶✼✺✻✕✶✼✼✽✱ ✷✵✵✸✳

❑❛❧♠❛♥✱ ❘✳ ❡t ❇✉❝②✱ ❘✳ ✿ ◆❡✇ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❇❛s✐❝ ■♥❣❡❡♥❡r✐♥❣✱ ✽✸✿✾✺✕✶✵✼✱ ✶✾✻✶✳

❑❛❧♠❛♥♥✱ ❘✳ ✿ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❇❛s✐❝ ■♥❣❡❡♥❡r✐♥❣✱ ✶✾✻✵✳

❑❛③❛♥ts✐s✱ ◆✳✱ ❑r❛✈❛r✐s✱ ❈✳ ❡t ❲r✐❣❤t✱ ❘✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♣r♦❝❡ss ♠♦♥✐✲
t♦r✐♥❣✳ ■♥❞✉str✐❛❧ ✫ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❤❡♠✐str② r❡s❡❛r❝❤✱ ✸✾✭✷✮✿✹✵✽✕✹✶✾✱ ✷✵✵✵✳

❑❛③❛♥t③✐s✱ ◆✳ ❡t ❑r❛✈❛r✐s✱ ❈✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈✬s ❛✉①✐❧✐❛r②
t❤❡♦r❡♠✳ ❙②st❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✸✹✭✺✮✿✷✹✶ ✕ ✷✹✼✱ ✶✾✾✽✳

❑❡❧❧❡r✱ ❍✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❜② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦❜s❡r✈❡r
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✻✿✶✾✶✺✕✶✾✸✵✱ ✶✾✽✼✳

❑❤❛❧✐❧✱ ❍✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡r✱ ✸➹☎♠❡ é❞♥✱ ✷✵✵✵✳

❑r❡✐ss❡❧♠❡✐❡r✱ ●✳ ❡t ❊♥❣❡❧✱ ❘✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✽✭✸✮✿✹✺✶✕✹✻✹✱ ✷✵✵✸✳

❑r❡♥❡r✱ ❆✳ ❏✳ ❡t ❘❡s♣♦♥❞❡❦✱ ❲✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡rs ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝s✳
❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✷✸✭✷✮✿✶✾✼✕✷✶✻✱ ✶✾✽✺✳

❑r❡♥❡r✱ ❆✳ ❡t ❳✐❛♦✱ ▼✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r s♠♦♦t❤ s②st❡♠s✱ ❝❤❛♣✳ ✶✵✱ ♣✳
✹✶✶✕✹✷✷✳ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s✱ ✷✵✵✻✳

❑r❡♥❡r✱ ❆✳ ✿ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ■♥ ❘❛♥t③❡r✱ ❆✳ ❡t ❇②r♥❡s✱ ❈✳✱
é❞s ✿ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✷✽✻ ❞❡ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ♣✳ ✶✼✸✕✶✽✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱
✷✵✵✸✳

❑r❡♥❡r✱ ❆✳ ❏✳ ❡t ■s✐❞♦r✐✱ ❆✳ ✿ ▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② ♦✉t♣✉t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡rs✳
❙②st❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✸✭✶✮✿✹✼ ✕ ✺✷✱ ✶✾✽✸✳

❑r❡♥❡r✱ ❆✳ ❏✳ ❡t ❑❛♥❣✱ ❲✳ ✿ ▲♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✹✷✭✶✮✿✶✺✺✕✶✼✼✱ ✷✵✵✸✳

❑r❡♥❡r✱ ❆✳ ❏✳ ❡t ❳✐❛♦✱ ▼✳ ✿ ❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❙②st❡♠s
✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✹✻✭✹✮✿✷✽✶ ✕ ✷✽✽✱ ✷✵✵✷✳

❑rst✐➣✱ ▼✳✱ ❑❛♥❡❧❧❛❦♦♣♦✉❧♦s✱ ■✳ ❡t ❑♦❦♦t♦✈✐➣✱ P✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✳
❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ s♦♥s✱ ◆❡✇✲❨♦r❦ ✴ ❈❤✐❝❤❡st❡r ✴ ❇r✐s❜❛♥❡✱ ✶✾✾✺✳

▲é✈✐♥❡✱ ❏✳ ❡t ▼❛r✐♥♦✱ ❘✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♠♠❡rs✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✜❧t❡rs✳ ❙②st❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✼✿✶✸✼✕✶✹✷✱ ✶✾✽✻✳
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▲✐✱ ❈✳ ❡t ❚❛♦✱ ▲✳ ✿ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s t✐♠❡✲✈❛r✐❛❜❧❡ s②st❡♠s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♦❜s❡r✈❡r✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✹✭✻✮✿✶✼✵✸✕✶✼✶✸✱ ✶✾✽✻✳

▲✐✱ ❏✳✱ ◗✐❛♥✱ ❈✳ ❡t ❋r②❡✱ ▼✳ ✿ ❆ ❞✉❛❧ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ st❛❜✐❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧♦✇✲♦r❞❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✻✭✾✮✿✹✹✶✕✹✻✸✱ ✷✵✵✽✳

▲✐✱ ❏✳ ❡t ◗✐❛♥✱ ❈✳ ✿ ●❧♦❜❛❧ ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ❛
❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✺✶
✭✺✮✿✽✼✾ ✕ ✽✽✹✱ ♠❛✐ ✷✵✵✻✳

▲✐✉✱ ❉✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❍✳✱ P♦❧②❝❛r♣♦✉✱ ▼✳✱ ❆❧✐♣♣✐✱ ❈✳ ❡t ❍❡✱ ❍✳ ✿ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱
✈♦❧✳ ✻✻✼✼ ❞❡ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✶✶✳

▲✉❡♥❜❡r❣❡r✱ ❉✳ ●✳ ✿ ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
▼✐❧✐t❛r② ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✽✭✷✮✿✼✹ ✕✽✵✱ ✶✾✻✹✳

▲②♥❝❤✱ ❆✳ ❡t ❇♦rt♦✛✱ ❙✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡rs ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✿
t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✻✭✻✮✿✾✷✼ ✕✾✸✷✱ ❥✉✐♥
✷✵✵✶✳

▲②♥❝❤✱ ❆✳ ❋✳ ❡t ❇♦rt♦✛✱ ❙✳ ❆✳ ✿ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡rr♦r ❧✐♥✲
❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❙②st❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✸✷✭✸✮✿✶✻✶ ✕ ✶✼✷✱ ✶✾✾✼✳

▼é♥❛r❞✱ ❚✳✱ ▼♦✉❧❛②✱ ❊✳ ❡t P❡rr✉q✉❡tt✐✱ ❲✳ ✿ ●❧♦❜❛❧ ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✽t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣✳ ✻✺✷✻
✕✻✺✸✶✱ ❞❡❝✳ ✷✵✵✾✳

▼é♥❛r❞✱ ❚✳✱ ▼♦✉❧❛②✱ ❊✳ ❡t P❡rr✉q✉❡tt✐✱ ❲✳ ✿ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐❣❤✲❣❛✐♥ ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❡r✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✺✺✭✻✮✿✶✺✵✵ ✕✶✺✵✻✱ ❥✉♥❡ ✷✵✶✵✳

▼é♥❛r❞✱ ❚✳✱ ▼♦✉❧❛②✱ ❊✳ ❡t P❡rr✉q✉❡tt✐✱ ❲✳ ✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐✲
♦✉t♣✉t s②st❡♠s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ■❋❆❈ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss✱ ✷✵✶✶✳

▼❡♥✐♥✐✱ ▲✳ ❡t ❚♦r♥❛♠❜❡✱ ❆✳ ✿ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✈✐❛ ❧✐♥❡❛r ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②s✲
t❡♠s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✵✳ ■♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✽ ✶✻t❤ ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣✳ ✶✹✽✹ ✕✶✹✽✾✱ ✷✵✵✽✳

▼❡♥♦❧❞✱ P✳✱ ❋✐♥❞❡✐s❡♥✱ ❘✳ ❡t ❆❧❧❣ö✇❡r✱ ❋✳ ✿ ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❧✐♥❡❛r t✐♠❡
✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 11th ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✸❛✳

▼❡♥♦❧❞✱ P✳✱ ❋✐♥❞❡✐s❡♥✱ ❘✳ ❡t ❆❧❧❣ö✇❡r✱ ❋✳ ✿ ❋✐♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✷t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✈♦❧✳ ✻✱
♣✳ ✺✻✼✸ ✕ ✺✻✼✽ ❱♦❧✳✻✱ ✷✵✵✸❜✳

▼♦✉❧❛②✱ ❊✳ ❡t P❡rr✉q✉❡tt✐✱ ❲✳ ✿ ❋✐♥✐t❡ t✐♠❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ■♥ ■❊❊❊
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣✳ ✸✻✹✶✕✸✻✹✻✱ ❍❛✇❛✐✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✸✳
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▼✉♥❦r❡s✱ ❏✳ ✿ ❚♦♣♦❧♦❣②✳ Pr❡♥t✐❝❡ ✫ ❍❛❧❧✱ ❡♥❣❧❡✇♦♦❞ ❝❧✐✛s ✴ ▲♦♥❞♦♥✱ ✷➹☎♠❡ é❞♥✱ ✶✾✾✾✳

◆❛♠✱ ❑✳ ✿ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛♣s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✷✭✹✮✿✺✷✷ ✕✺✷✼✱ ❛✈r✳ ✶✾✾✼✳

◆✐❝♦s✐❛✱ ❙✳✱ ❚♦♠❡✐✱ P✳ ❡t ❚♦r♥❛♠❜é✱ ❆✳ ✿ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s✳ ❙②st❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✶✸✭✶✮✿✹✸ ✕ ✺✶✱ ✶✾✽✾✳

◆✐❝♦s✐❛✱ ❙✳✱ ❚♦♠❡✐✱ P✳ ❡t ❚♦r♥❛♠❜❡✱ ❆✳ ✿ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ r♦❜♦ts ❜② ♣s❡✉❞♦✲
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞
❈♦♥tr♦❧✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♣✳ ✸✾✼ ✕✹✵✷✱ ✶✾✽✻✳

◆✐❥♠❡✐❥❡r✱ ❍✳ ❡t ▼❛r❡❡❧s✱ ■✳ ✿ ❆♥ ♦❜s❡r✈❡r ❧♦♦❦s ❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s
■ ✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✹✹✭✶✵✮✿✽✽✷ ✕✽✾✵✱
♦❝t✳ ✶✾✾✼✳

◆♦❤✱ ❉✳✱ ❏♦✱ ◆✳ ❡t ❙❡♦✱ ❏✳ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ❡rr♦r ❧✐♥✲
❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✾✭✶✵✮✿✶✼✹✻ ✕ ✶✼✺✸✱ ✷✵✵✹✳

P❡rr✉q✉❡tt✐✱ ❲✳✱ ❋❧♦q✉❡t✱ ❚✳ ❡t ▼♦✉❧❛②✱ ❊✳ ✿ ❋✐♥✐t❡✲t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❡rs ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s❡❝✉r❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✺✸✭✶✮✿✸✺✻ ✕✸✻✵✱ ✷✵✵✽✳

P❤❡❧♣s✱ ❆✳ ❘✳ ✿ ❖♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✷✾✭✸✮✿✺✶✻✕✺✸✹✱ ✶✾✾✶✳

P❧❡st❛♥✱ ❋✳ ❡t ●❧✉♠✐♥❡❛✉✱ ❆✳ ✿ ▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❙②s✲
t❡♠s ✫ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✸✶✿✶✶✺✕✶✷✽✱ ✶✾✾✼✳

P❧❡st❛♥✱ ❋✳✱ ●r✐③③❧❡✱ ❏✳✱ ❲❡st❡r✈❡❧t✱ ❊✳ ❡t ❆❜❜❛✱ ●✳ ✿ ❙t❛❜❧❡ ✇❛❧❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ✼✲❞♦❢ ❜✐♣❡❞
r♦❜♦t✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ✶✾✭✹✮✿✻✺✸✕✻✻✽✱ ✷✵✵✸✳

P♦✐♥❝❛ré✱ ❍✳ ✿ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❡❧❡st❡✳ ●❛✉t❤✐❡r ❱✐❧❧❛r❞✱ P❛r✐s✱
✶✽✾✾✱ r❡❡❞✐t✐♦♥ ✶✾✽✼✱ ❆✳ ❇❧❛♥❝❤❛r❞✳

Pr♦②❝❤❡✈✱ ❚✳ ❡t ▼✐s❤❦♦✈✱ ❘✳ ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✷✾✿✹✾✺✕✹✾✽✱
✶✾✾✸✳

◗✐❛♥✱ ❈✳ ❡t ▲✐✱ ❏✳ ✿ ●❧♦❜❛❧ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡r✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜✉st
❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✻✿✹✹✶✕✹✻✸✱ ✷✵✵✻✳

◗✐❛♥✱ ❈✳ ❡t ▲✐♥✱ ❲✳ ✿ ❘❡❝✉rs✐✈❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲
s♠♦♦t❤ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥
❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✺✶✭✾✮✿✶✹✺✼✕✶✹✼✶✱ ✷✵✵✻✳

◗✐❛♥✱ ❈✳ ❡t ▲✐✱ ❏✳ ✿ ●❧♦❜❛❧ ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r ♣❧❛♥❛r s②st❡♠s
✇✐t❤♦✉t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✺✵✭✻✮✿✽✽✺
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