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INTRODUCTION GENERALE

Motivation du travail de thése

La théorie du contréle s’est beaucoup développée au cours de ces derniéres décen-
nies. En effet, elle permet d’analyser et de résoudre les problémes associés aux systémes
controlés, représentés par la figure suivante :

Entrée u Sortie y

Processus

(Etat x)

Pour ces systémes, on peut agir sur le processus & 'aide de I’entrée que 1’on notera u.
Ce que l'on mesure du systéme, par exemple par un capteur, est donné par la sortie
y. L’état interne du processus sera représenté par z. Cette représentation, standard en
automatique, permet de modéliser de nombreux problémes provenant de différents do-
maines applicatifs comme les communications Tarbouriech et al. (2005), 1’électronique
Bose (2006), la robotique Bicchi et al. (2003), plus récemment la biologie Liu et al. (2011),
etc. Pour une grande partie de ces systémes, le processus peut étre représenté par une
équation différentielle impliquant ’état x et I’entrée u ; la sortie est une fonction de ’en-
trée u et de I’état x. Dans ce mémoire, nous considérerons exclusivement des systémes
dont le processus est régi par une équation différentielle ordinaire.

Dans de nombreuses situations, on ne peut connaitre entiérement I’état x. La sortie
y n'en est en général qu’une partie. Il existe différentes raisons & cela. Par exemple,
pour des raisons pratiques, il arrive que I'on ne puisse installer suffisamment de capteurs
parce qu’ils sont trop volumineux ou trop onéreux pour une conception en série. Dans ce
cas, une méthode alternative a été concue. On reconstruit I’état = a l'aide d’un second
processus virtuel qui prend en entrée ce que ’on connait du systéme physique, c’est-a-
dire, le modele, ’entrée u et la sortie y. Ce processus donne en sortie I’état estimé z et
s'appelle un observateur. Il est représenté par la figure suivante :
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Entrée u Sortie y

Y
Y

Processus physique

Y

Etat estimeé &

I —
Observateur

Y

En automatique, les principales raisons de vouloir construire un observateur sont la
surveillance Kazantsis et al. (2000), la détection de défaillance Hammouri et al. (1999);
Franck et al. (1999) et la commande Teel et Praly (1994); Isidori (1995). Plus récemment,
il a été montré que les observateurs peuvent étre utilisés pour la synchronisation de sig-
naux chaotiques. Nous développons succinctement les principales raisons pour donner
une idée plus précise au lecteur, cependant elles ne seront pas abordées dans la suite de
ce mémoire.

La surveillance permet de fournir des indications pour un utilisateur externe, de la méme
fagon qu’un capteur. C’est particuliérement utile quand 1'utilisateur a une action directe
sur le processus.

Dans l'industrie, les défaillances sont récurrentes et peuvent mener a des arréts de pro-
ductions, voire a des accidents. Il est donc nécessaire de détecter ces défaillances le plus
tot possible. Selon une méthode généralisée, basée sur la redondance analytique, on va
comparer les données issues d’'un capteur avec une autre source, par exemple le signal
reconstruit par un observateur. Si la différence entre les deux sources dépasse un certain
seuil, alors une alerte sera envoyée.

La commande est un probléme fondamental en automatique. La question de la commande
par retour d’état, c’est-a-dire lorsque tout I’état est disponible est un probléme qui a été
étudié depuis la création de 'automatique. De nombreux résultats ont été obtenus, méme
pour les systémes non linéaires. Quand seulement une partie de I’état est disponible, alors
on parlera de commande par retour de sortie. Dans le cas linéaire, le principe de sépa-
ration nous permet de concevoir séparément une commande par retour d’état avec un
observateur, ce qui donne une commande par retour de sortie. Dans le cas non linéaire,
le principe de séparation ne s’applique pas en général. Il faut alors chercher des solutions
différentes pour chaque cas.

Comme nous pouvons le constater, les spécificités requises varient énormément en
fonction du domaine d’application de ’observateur. C’est pourquoi au cours de ces trente



derniéres années, une multitude de méthodologies ont été mises en place pour le probléme
de la synthése d’observateurs pour les systémes non linéaires. A ce jour, il n’existe aucune
méthode générale permettant de synthétiser un observateur pour un systéme non linéaire
quelconque, contrairement au cas linéaire.

Positionnement du travail de thése

Comme nous ’avons spécifié, la recherche en théorie des observateurs est un domaine
trés actif, ou il reste beaucoup de problémes non résolus. En effet, selon le probléme
considéré, les spécificités requises pour 'observateur changent considérablement. Par ex-
emple, pour la synchronisation de signaux chaotiques, on aura besoin d’un observateur
trés précis, stable en temps fini. Alors que pour le probléme de la commande par retour
de sortie, I'objectif est seulement d’obtenir la stabilité asymptotique du systéme bouclé.
Parmi tous les outils utilisés, un s’est particuliérement développé au cours de ces vingt
derniéres années, c’est ’homogénéité. L’homogénéité est une généralisation de la notion
de degré pour les polynomes, ce qui permet de définir des ordres adaptés aux spécificités
de chaque probléme. Au-dela de la synthése d’observateurs, I’homogénéité est un outil
utilisé pour la stabilité des systémes différentiels. Cet outil est principalement utilisé pour
deux applications.

La premiére application de 'homogénéité est la stabilité en temps fini. Le besoin de
systémes stables en temps fini est devenu de plus en plus important au cours de ces
derniéres années, car on a besoin d’un degré de précision de plus en plus élevé. Par exem-
ple pour la synchronisation de systémes chaotiques. Le principe d’un systéme chaotique
est que deux conditions initiales différentes engendrent deux solutions au comportement
totalement différent, donc si la précision n’est pas absolue, on ne peut pas étre stir de
converger vers la solution désirée. Des conditions trés simples ont été obtenues dans
Bhat et Bernstein (1997, 2005) pour la stabilité en temps fini d’un systéme différentiel
en utilisant I’homogénéité. Cette méthodologie a donc été appliquée avec succés au pro-
bléme du retour de sortie et ensuite a la synthése d’observateurs, dans Qian et Li (2005,
2006); Andrieu et al. (2008), mais le réglage des gains se fait ici avec un algorithme du
type “backstepping”, c’est-a-dire de maniére récursive sur ’ordre du systéme. Une autre
méthodologie pour le réglage des gains a été développée pour la synthése d’observateurs.
En g’appuyant sur un résultat de Bhat et Bernstein (2005) pour la commande en temps
fini, la synthése d’observateurs en temps fini a été réalisé avec succés dans Perruquetti
et al. (2008); Shen et Xia (2008). L’intérét de ces observateurs est que les gains sont les
mémes que dans le cas linéaire, donc connus et facilement calculables.

La deuxiéme application de 'homogénéité est la construction d’approximations. Gé-
néralement, les approximations sont construites en considérant le développement de Tay-
lor du champ de vecteurs associé au systéme différentiel. Une approximation trés simple
est alors donnée en prenant seulement les termes linéaires : c’est la linéarisation. On
peut considérer une approximation plus précise en prenant les termes suivants dans le
développement de Taylor, par exemple les termes quadratiques, etc. L’homogénéité est
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une généralisation de la notion de degré pour les polynémes, elle posséde beaucoup plus
de liberté. Ceci permet de construire des approximations spécialement adaptées au pro-
bléme considéré, contrairement & la linéarisation. De nombreux travaux ont été effectués
dans le cadre de la commandabilité. Cette méthodologie est issue de I’étude des opéra-
teurs hypoelliptiques Rothschild et Stein (1976); Goodman (1976), et a été appliquée
avec succes au probléme de la commandabilité, dans Bianchini et Stefani (1990); Hermes
(1991, 1986); Stefani (1985); Sussmann (1987). Cependant, & notre connaissance, cela n’a
jamais été appliqué au probléme de 'observabilité.

Organisation du mémoire

Dans ce mémoire, nous présentons nos travaux sur ’application de 'homogénéité
pour la théorie des observateurs non linéaires. En particulier, nos travaux ont porté sur
la synthése d’observateurs en temps fini pour des systémes non linéaires et sur la cons-
truction d’'une approximation homogéne pour le probléme de ’observabilité.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré au rappel de la notion d’observabi-
lité et d’observateur. Dans un premier temps, nous rappelons briévement les différentes
définitions d’observabilité pour les systémes non linéaires, ainsi que la définition d’un ob-
servateur de maniére générale. Dans un second temps, nous établissons un état de ’art,
non exhaustif, des différentes méthodologies de synthése d’observateurs pour les systémes
continus, en nous concentrant sur les systémes uniformément observables ou remplissant
la condition du rang.

Le chapitre 2 contient les travaux sur la synthése d’observateurs en temps fini. Nous
rappelons donc les définitions concernant la stabilité en temps fini pour les systémes dif-
férentiels non linéaires, ainsi que les résultats antérieurs sur la synthése d’observateurs en
temps fini. Nous nous appuyons ensuite sur les méthodes existantes, pour construire un
observateur global en temps fini pour la classe des systéemes uniformément observables,
globalement Lipschitz et avec une entrée bornée, avec des gains fixes issus du cas linéaire.
Ce résultat a fait 'objet d’'une communication dans une conférence dans Ménard et al.
(2009), ainsi que d’un article en revue dans Ménard et al. (2010).

Nous présentons dans le chapitre 3 les travaux sur la construction d’une approxima-
tion homogéne pour le probléme de 'observabilité. Nous rappelons d’abord les résultats
existants sur la construction d’approximations homogénes pour des systémes controélés.
Ensuite, en nous basant sur la construction obtenue dans le cas de la commandabil-
ité, nous proposons une méthode duale permettant de construire une approrimation
homogéne pour le probléme de ["observabilité. Ces travaux ont fait l'objet d’'une com-
munication en conférence dans Ménard et al. (2011).

La construction présentée au chapitre 3 est utilisée dans le chapitre 4 pour la syn-
thése d’un observateur local. Nous montrons que pour un systéme stable au sens de Lya-



punov, 'observateur congu a l'aide de ’approximation homogéne est localement conver-
gent. Comme les systémes considérés remplissent la condition du rang, nous construisons
également un observateur a 1’aide de la linéarisation du systéme. Nous comparons ensuite
I’observateur congu avec I’approximation homogéne et I'observateur synthétisé a l'aide
d’une approximation linéaire. Comme les deux observateurs sont localement convergents
pour des systémes stables, nous effectuons des simulations sur plusieurs exemples, en
faisant varier la condition initiale du systéme observé, ainsi que le réglage du gain afin
de comparer le domaine de validité de ces deux approches.

Les notions utilisées de maniére récurrente dans ce mémoire, comme la stabilité, les
fonctions de Lyapunov, les outils de géométrie différentielle et ’homogénéité sont rappelés
dans l'annexe.
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NOTATIONS

Notations

— R : ensemble des réels.

— R4, R>q : ensemble des réels positifs ou nuls.

— R< : ensemble des réels strictements positifs.

— R_ : ensemble des réels négatifs ou nuls.

— N : ensemble des entiers naturels.

— OR est la frontiére de R, ou R C R™

— ||./lkn : norme k sur R™.

— |l.]lp : norme associée a la matrice P, o P est une matrice symétrique définie
positive.

— B\|,||(170a5) = {:E € R™ : ||:C — xo” < 8}.

— 0;5 : symbole de Kronecker qui vaut 1 si ¢ = j, 0 sinon.

— F(R™) : algebre des fonctions rélles analytiques sur R”.

V(R™) : algébre de Lie des champs de vecteurs analytiques sur R™.

— D(R"™) : algébre non commutative des opérateurs différentiels analytiques sur F(R™).
Q(R™) : espace des formes différentielles analytiques sur R™.

~ QY(R™) : sous-espace de Q(R"™) composé des 1-formes sur R”.

— I, : matrice identité de dimension n.

— 0y, : matrice carré de dimension n telle que (0,,);; =0, Vi,j =1,...,n.

— AT . matrice transposée de A.

— A< BsiazTAz < 27 Bz, Vx € R?, ol A, B sont deux matrices carrées, symétriques,
définies positives et de dimension n.

- AC : (Ac)i,j = 5i,j—17 Z,j = 1, NN

- C.=1[10...00] € R™.

— |y =220 curi, e e N" et r = (r1,...,rn) € R™.

— ol =321 o, a € N™.

—zx%=zf...zi", a e N" et x € R".
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CHAPITRE 1

OBSERVATEURS NON LINEAIRES
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12 CHAPITRE 1 : Observateurs non linéaires

1.1 Introduction

Le but de ce mémoire de thése est de présenter quelques travaux sur la construction
d’observateurs et d’approximations pour le probléme de ’observabilité. Nous avons besoin
de définir tout d’abord le cadre dans lequel se placent nos travaux. Ce chapitre présente
donc la notion d’observabilité pour des systémes non linéaires ainsi que les principales
méthodologies qui permettent de construire des observateurs pour de larges classes de
systemes dans les cas qui nous intéressent. Ce chapitre est divisé en deux parties :

— La premiére partie contient les notions de base a propos de I'observabilité pour des

systéemes généraux, ainsi que la notion d’observateur et de systémes équivalents.

— La deuxiéme partie est consacrée aux principales techniques de synthése d’obser-

vateurs linéaires et non linéaires.
Les notions mathématiques utiles sont définies dans ’annexe.

1.2 Définitions

Nous rappelons, dans cette section, la notion générale d’observabilité, les principales
définitions d’observabilité qui ont été mises en place au fil des années, ainsi que les liens
entre ces différentes définitions. Pour finir, nous rappelons ce qu’est un observateur.

1.2.1 Observabilité d’un systéme

Premiérement, nous nous intéressons a la notion d’observabilité. C’est-a-dire, peut on
distinguer deux états différents en connaissant seulement 'entrée et la sortie.
Considérons le cas général :

{:t—f(x,u), zeR"* wueR™

y=h(z), yeRP (L)

avec f, h de classe O, dans la suite, nous supposerons f et h suffisamment différentiables.
Les entrées, en tant que fonction du temps v : R — R™, appartiennent a un ensemble
d’entrées, dites admissibles, de fonctions mesurables et bornées. On note alors z,(t) la
solution du systéme (1.1) au temps ¢ sous la condition initiale x,,(0) = zg. Cette solution
est définie sur un intervalle maximal, que 1’on note [0, T'(u, zo)].

Nous rappelons quelques définitions sur I’observabilité (pour plus de détails voir Hermann
et Krener (1977); Besangon (2007)) :

Définition 1.1. 1. Deuz conditions initiales xo # To sont dites indistinguables, si
pour toute entrée admissible u, h(T,(t)) = h(zu(t)), pour tout t € [0,T[ ou T =
inf(T(u,xoﬁ T(u,fo))'

2. Si deuz conditions initiales x et T sont telles qu’il existe u(.) et t € [0,T[, ou
T = inf(Tiuwo) Tuzo)) tels que :
h(zu(t)) # h(Tu(t))

on dit que u(.) distingue (x,T) sur [0,T].
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3. Le systéme est dit observable si, pour tout couple de conditions initiales distinctes,
il existe une entrée qui les rend distinguables.

4. Une entrée qui distingue tout couple de points distincts sur un intervalle [0,T] est
dite universelle sur [0,T].

Dans le cas d’un systéme linéaire :

{;t:Aw+Bu, reR" wuwelR™ (1.2)

y=Czx, yeR?

avec A, B,C des matrices réelles, de dimensions correspondantes, il existe un critére
simple, appelé critere de Kalman, pour savoir si le systéme (1.2) est observable.

Théoréme 1.1. Kalmann (1960) Le systéme (1.2) est observable si et seulement si

C
CA

rang , =n (1.3)
cA!

Remarque 1.1. L’observabilité du systéme (1.2) ne dépend pas de l'entrée u. On dira
donc que la paire (A, C) est observable si le critére (1.3) est vérifié.

Exemple 1.1. Considérons le systéme :

T1 = 21 + 222
I"Q = 2331 (14)

Yy=x1 — 22

(ea)=(4 %) t9

est de rang 2, donc le systéme (1.4) est observable. O

alors

L’observabilité telle que nous ’avons définie ici est globale, c’est-a-dire que les dif-
férents couples de conditions initiales peuvent étre distingués partout sur ’ensemble de
définition. En pratique, il peut étre nécessaire de distinguer les conditions initiales lo-
calement ou indépendamment de I'entrée, c’est pourquoi nous donnons des définitions de
I’observabilité plus spécifiques.

Définition 1.2. Le systéme (1.1) est dit :
— uniformément observable si toute entrée est universelle.
— faiblement observable s’il existe un voisinage U de tout point x tel qu’il n’y ait pas
d’états indistinguables de x dans tout U.
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— localement observable en xg si pour tout voisinage ouvert U de xq, il n’existe pas
d’état indistinguable de o dans U.

— localement observable si le systéme (1.1) est localement observable en tout point
o € R™.

— faiblement localement observable en xy € R™ s’il existe un ouvert U contenant
xo, tel que pour tout wvoisinage V de xzo contenu dans U, il n’y ait pas d’états
indistinguables de xg dans V.

— faiblement localement observable s’il eziste un ouvert U dense tel que tout xo € U
est localement faiblement observable.

Exemple 1.2. 1l y a deux principaux problémes qui se posent pour ’observabilité dans le
cas non linéaire. Le premier probléme est que l’observabilité n’est pas globale en général.
Par exemple, le systéme :

(1.6)

i=0, zeR
y = sin(x)

est localement observable & l’origine, mais n’est pas globalement observable, en effet, la
sortie est périodique.

Le second probléme qui se pose est I'influence de ’entrée sur l'observabilité, en effet, il
peut y avoir des pertes d’observabilité selon les entrées. Par exemple, le systéme :

I"l = (1 — u)ﬂfg

Tg = —x9 (1.7)
y=a1
est observable si u # 1, mais dans le cas u = 1, ce systéme devient non observable. ¢

Enfin, nous définissons ’observabilité au sens du rang qui est basé sur des outils de
la géométrie différentielle, et qui ne dépend pas directement de la connaissance explicite
des solutions du systéme étudié.

Définition 1.3. Notons O le plus petit sous-espace fonctionnel de F(R™) contenant
les composantes hi, ..., h, de la sortie h et tel que pour toute fonction ¢ € O, on ait
Lr. ¢ € O (Ly, désigne la dérivée de Lie, le long des solutions de & = f,(x), voir anneze).
Le sous espace O est appelé espace d’observabilité du systéme (1.1).

Définition 1.4 (Observabilité au sens du rang). Le systéme (1.1) est dit observable au
sens du rang en un point x si la dimension de dO(x) est n.

Exemple 1.3. Considérons le systéme non linéaire suivant :
L 2
T =T+ T
iy = a3 + 22 (1.8)

y=h(x)=m
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Notons f le champ de vecteurs associé au systéme (1.8), alors dh(x) = dxy et dLyh(x) =
dxg + 2x1dx1. Ce qui donne, & Uorigine :

dh(0) = dr

dﬁfh(O) = daﬁg (1.9)

donc le systéme (1.8) est observable au sens du rang a l'origine. O

1.2.2 Liens entre les différentes définitions d’observabilité

Les différentes formes d’observabilité ne sont pas indépendantes. En effet, nous avons
les résultats suivants.

Proposition 1.1. Hermann et Krener (1977)
localement observable = observable

4 4

fatblement localement observable = faiblement observable

Théoréme 1.2. Hermann et Krener (1977) Si le systéme (1.1) est observable au sens
du rang en un point x, alors il est faiblement localement observable en x.

Remarque 1.2. L’observabilité n’entraine pas 'observabilité au sens du rang.

Exemple 1.4. Considérons le systéme :

i=0
y=a®

Ce systéme est observable a 'origine, en effet, on peut déduire = de la sortie y. Cepen-
dant, ce systéme n’est pas observable au sens du rang & l'origine, en effet, h(z) = 23 et
fu=0donc O = {cz?®,c € R} et dO = {3cx?dx,c € R} entraine que dO(0) = {0}. ¢

Meéme si 'observabilité faible locale en un point n’entraine pas ’observabilité au sens
du rang en ce point, nous avons cependant une contrepartie partielle.

Théoréme 1.3. Hermann et Krener (1977) Si le systéme (1.1) est localement faiblement
observable, alors il est observable au sens du rang presque partout (c’est-a-dire en dehors
d’un ensemble de mesure nulle).

1.2.3 Observateurs

Nous avons vu la définition d’observabilité, qui signifie que les états sont distinguables
en connaissant I’entrée et la sortie du systéme. Cependant, le fait de savoir que deux états
sont distinguables ne permet pas de retrouver 1’état directement en connaissant seulement
Ientrée et la sortie. C’est pour cela que nous avons besoin d’une procédure systématique
de reconstruction de ’état. Une procédure, que l'on appelle un observateur, consiste a
définir un systéme auxiliaire qui prend en compte 'entrée et la sortie du systéme et qui
donne une estimation de I’état.
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Définition 1.5. On appelle observateur asymptotique d’un systéme dynamique :
S {w) = f(a(t), u(t))
y(t) = h(z(t))

un systéeme dynamique auziliaire Sqy, dont les entrées sont constituées des vecteurs d’en-
trée et de sortie du systéme & observer et dont le vecteur de sortie T est [’état estimé :

) :{ = f(=(t) u(t). y(1))
au t) = h(z(t),u(t), y(t))

tel que : |le(t)]| = ||z(t) — x(t)|| tend vers 0 quand t tend vers linfini.

>

N

(1.10)

>
—~
S~—

Définition 1.6 (Observateur exponentiel). Un observateur est dit exponentiel, si l’erreur
lle(t)|| tend exponentiellement vers 0, c’est-a-dire si il existe deuz constantes o, > 0,
telles que :

le(®)]] < oe™.
1.2.4 Systémes équivalents

Nous allons voir ici qu'un observateur est compatible avec un changement de variables.
Définition 1.7 (Systémes équivalents). Un systéme décrit par :
i = fla,u) = fule)
y = h(z)
ot x € R" u € R™ y € RP, est dit étre équivalent au systéme :
z2=F(z,u) = F,(z)
y=H(z)
s’il existe un difféomorphisme z = ¢(x) défini sur R™ tel que pour tout u € R™ :

0
O e @lemsry = Ful?)

ho¢™t = H
Proposition 1.2. Besancgon (2007) Soit deux systémes définis respectivement par :
{i:X(x’“) (1.11)
y = h(z)
et
(1.12)

—
NaEEER\N
o
N
\_/E/
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équivalents par le changement de coordonnées z = ¢(x). Si le systéme :

i =Z(3u) + k(w, H(2) — y)

] (1.13)
w=F(w,u,y)
est un observateur pour (1.12), alors le systéme :
&= X (@) + (G0 k(w, h(@) ~ y) 114)
w= F(w,u,y)

est un observateur pour (1.11).

Ce résultat montre 'intérét des formes canoniques. Si on peut construire un observa-
teur pour un systéme, alors on pourra construire un observateur pour toute la classe des
systémes équivalents par changement de coordonnées.

1.3 Synthése d’observateurs

Nous présentons ici les principales fagons de synthétiser un observateur. Nous rap-
pelons tout d’abord la construction d’observateurs pour des systémes linéaires. Pour le
cas d’un systéme non linéaire, la synthése d’un observateur n’est pas systématique. Il n’y
a pas de méthode générale pour construire un observateur pour les systémes non linéaires
mémes observables. Les approches développées jusqu’a présent sont pour la plupart des
extensions des algorithmes linéaires. Cependant, il existe quelques méthodes spécifique-
ment non linéaires. La recherche sur la synthése d’observateurs pour les systémes non
linéaires a été beaucoup développée au cours de ces trente derniéres années. Nous présen-
tons ici, de maniére non exhaustive, les principales méthodologies pour la construction
d’observateurs pour des systémes continus non linéaires. Nous nous concentrerons sur les
systémes uniformément observables ou remplissant la condition du rang.

— Systémes linéaires : il existe deux principaux observateurs pour les systémes linéaires.
L’observateur de Luenberger pour les systémes linéaires invariants dans le temps
et I'observateur de Kalman pour les systémes linéaires variants dans le temps.

— Transformation de systémes non linéaires : le principe de cette méthode est d’ap-
pliquer la proposition 1.2, c’est-a-dire de caractériser les classes de systémes qui
sont équivalents & des systémes pour lesquels la construction d’un observateur est
possible.

— Observateur de Kalman étendu : 'observateur est construit ici en prenant les gains
correspondant & la partie linéaire du systéme par un développement de Taylor
étendu (c’est-a-dire le long des solutions).

— Observateur de Thau et a grand gain : on considére des systémes avec une partie
linéaire observable et une partie non linéaire supposée Lipschitz. Si on peut con-
struire un observateur pour la partie linéaire avec un gain assez important, alors
la convergence de I'observateur peut étre assurée.
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— Observateur backstepping : un observateur est construit pour des classes de systémes
triangulaires en utilisant un algorithme récursif.

1.3.1 Observateurs linéaires

Il existe deux principaux types d’observateurs pour les systémes linéaires. L’observa-
teur de Luenberger est utilisé pour observer des systémes linéaires déterministes invari-
ants dans le temps. L’observateur de Kalman initialement connu sous le nom de filtre
de Kalman a été concu pour des systémes stochastiques linéaires variants dans le temps,
mais nous rappelons ici seulement le cas déterministe pour les systémes linéaires variants
dans le temps.

1.3.1.1 Observateur de Luenberger
Considérons le cas d’un systéme linéaire invariant dans le temps :

Ax(t) + Bu(t), ze€R" ueR™

Czx(t), yeRP (1.15)

—_—
< K.
~~
~+
N~— ~—
i1

Pour cette classe de systémes, il existe le résultat suivant :

Théoréme 1.4. Luenberger (1964) Si le systeme (1.15) satisfait le critére de Kalman
(1.3), alors il existe un observateur de la forme :

z(t) = A#(t) + Bu(t) — K(Cz(t) — y(t)) (1.16)
avec K une matrice de dimension n X p, telle que A — KC' soit de Hurwitz.

Remarque 1.3. La vitesse de convergence peut étre choisie arbitrairement en choisissant
un vecteur de gains K approprié.

1.3.1.2 Observateur de Kalman

Considérons maintenant un systéme linéaire variant dans le temps :

{a'c(t) = A(t)z(t) + Bt)u(t), = €R", uecR™ (1.17)

y(t) =C)z(t), yeRP

avec A(t) et C(t) uniformément bornées. Pour cette classe de systémes, 'observateur de
Kalman a été proposé dans Kalman et Bucy (1961).

Théoréme 1.5. Si le systeme (1.17) est uniformément observable, alors il existe un
observateur de la forme :

F(t) = A)a(t) + BOult) — K(O)(C(0)a(t) - y(1)) (1.18)
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ot K(t) vérifie I’équation :

M(t) = A@)M(t) + M(@t)AT(t) — M@)CT )W LC(t)M(t) + V + M (t)(1.19)
MO) = My=MI'>0, w=wT>0 (1.20)
K@it = M@CcTHw! (1.21)

avec § > 2| A(t)|| pour tout t >0 ou V. =V"T >0.

Remarque 1.4. La vitesse de convergence peut étre choisie arbitrairement en modifiant
0 ouV.

1.3.2 Transformation de systémes non linéaires

La transformation de systémes non linéaires a fait 'objet de nombreuses recherches.
En effet, la construction d’un observateur pour un systéme non linéaire n’est pas automa-
tique, une idée est donc de transformer le systéme sous une forme ou la construction d’un
observateur est possible et d’appliquer la proposition 1.2. Nous allons donc voir quatre
transformations différentes. Premiérement, nous considérons les transformations par dif-
féomorphisme qui transforment le systéme en un systéme linéaire : cette méthodologie
s’appelle la linéarisation exacte, cette méthodologie est trés contraignante sur les hy-
pothéses concernant les systémes considérés. Ensuite, nous verrons une généralisation de
cette méthode pour transformer un systéme non linéaire en un systéme linéaire, mais en
considérant des changements de coordonnées qui ne sont pas des difféeomorphismes : c’est
I'immersion. Ces méthodes ne s’appliquant qu’a des classes de systémes restreintes, une
généralisation possible est de ne pas demander au systéme aprés transformation d’étre
linéaire : c’est la pseudo-linéarisation. Finalement, nous verrons une transformation pour
changer le systéme sous forme linéaire en ’état et non linéaire par rapport a la sortie,
mais avec des conditions supplémentaires sur la matrice d’état : cette méthode & été
développée par Kazantsis et Kravaris.

1.3.2.1 Linéarisation exacte

Cette approche a été développée indépendamment dans Krener et Isidori (1983) et
Bestle et Zeitz (1983). Ces deux travaux proposent des conditions pour 'existence d’un
difféomorphisme qui linéarise le systéme, c’est le probléme dual de la linéarisation par
difféomorphisme et retour d’état pour la commande. Plus particuliérement, dans Krener
et Isidori (1983), on considére un systéme autonome de la forme :

= f(x), ze€R" (122)
y=nh(x), yeR '

Le probléme est de savoir s'il existe un changement de coordonnées non linéaire z = ®(x),
qui transforme le systéme (1.22) en un systéme linéaire sous forme canonique observable :

y=Cez
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ou A. et C. sont sous la forme duale de Brunovsky :

0 1 0

Ac= - . Ce=(10 ...0) (1.24)
L
0 0

Pour le systéme (1.23), on peut facilement construire un observateur de type Luenberger
de la forme suivante :

&= A+ ¢y) + K(y — Cez) (1.25)

Dans Krener et Isidori (1983), des conditions nécessaires et suffisantes sont données pour
I’existence d’un tel changement de coordonnées ® en utilisant des algébres de Lie.

Théoréme 1.6. Krener et Isidori (1983) Il existe un changement de coordonnées qui
transforme le systéme non linéaire (1.22) localement autour de xo en le systéme linéaire
(1.23) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites dans un voisinage V de
o -

1. mng(dh(:ﬁ), e dﬁ?_lh(w)) =n, VeV

2. Le champ de vecteurs w(x) défini surV par :

1, 0<k<n-—1,
L.ck = =rsn (1.26)
0, k=n-1
satisfait
[w,ad®*(flw] =0, k=1,3,...,2n—3 (1.27)

Ce résultat a été étendu dans Krener et Respondek (1985); Xia et Gao (1988); Hou et
Pugh (1999) au cas multi-sortie. Le résultat de Bestle et Zeitz (1983) est, lui, développé
dans Li et Tao (1986) avec des conditions nécessaires et suffisantes. La faisabilité de ces
méthodes, en particulier sur les calculs a effectuer, est étudiée dans Phelps (1991) et
montre que pour des ordres élevés, le probléme des calculs et de la résolution d’équations
rend la synthése de la transformation trés difficile.

Le probléme de la linéarisation pour des systémes avec entrée a été ensuite étudié dans
Keller (1987) et Xia et Gao (1989). Le but est de mettre le systéme sous la forme :

{2:A@+¢@Jh%~wum> (1.28)

y=Cez

L’inconvénient de cette approche est 'apparition de dérivées d’entrées. Le probléme de la
réduction de l'ordre des dérivées de sortie a été étudié dans Proychev et Mishkov (1993).
Le principal défaut de cette méthode est qu’elle ne s’applique qu’a peu de systémes.
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Afin de généraliser cette méthode, la caractérisation d’autres classes de systémes a été
développée : les systémes affines en I'état, c’est-a-dire de la forme :

{;U = A(u)z + ¢(u,y) (1.29)

y = Cex

La caractérisation des systémes pouvant se mettre sous cette forme a été exposée dans
Hammouri et Gauthier (1992); Hammouri et Kinnaert (1996); Glumineau et al. (1996);
Plestan et Glumineau (1997).

Le probléme de changement de coordonnées dépendant de 1’échelle de temps a été
développé dans Guay (2002); Respondek et al. (2004).

Les systémes se mettant sous la forme :

(1.30)

{i” = Au,y)r + ¢(u,y)
y=Cey

ont été caractérisés dans Souleiman et al. (2003) pour les systémes mono-sortie, et dans
Souleiman et Glumineau (2007) pour les systémes multi-sortie. On appelle aussi cette
méthode linéarisation par injection d’entrée-sortie.

1.3.2.2 Immersion

Une facon de réduire les conditions restrictives de la linéarisation exacte est de con-
sidérer des immersions au lieu de difféomorphismes. En effet, on définit une immersion
de la fagon suivante :

Définition 1.8. Ticlea (2006) Considérons deuz systémes :

= f(z,u), xe€R" ueR™ (1.31)
y="h(z), yeRr?

et
i:z(Z7U)7, z€R" uweR™ (132)
y="h(z), JeR?

tels que toute fonction d’entrée qui est admissible pour (1.31) est également admissible
pour (1.32). Le systéme (1.81) est immergeable dans le systéme (1.32) si il existe une
application de classe C*°, 7 : R™ — R" telle que :

(i) Pour toute paire (xg,x1) € R™ x R?, h(xq) # h(z1) implique h(7(z0)) # h(r(z1)) ;

(ii) Pour toute condition initiale xg € R™ et toute fonction u : R% — R™ mesurable et
bornée, le domaine de définition de Y (,) ., inclut le domaine de définition de yg,

et sur lintersection de ces deux domaines, Ypyu €t Yr(z), coOincident.
I

Dans cette situation, 'application T est une immersion de systémes.
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Ce probléme a été tout d’abord étudié dans Fliess et Kupka (1983) pour I'immersion
en systéme bilinéaire ot le probléme de 'immersion d’un systéme de la forme :

= f(z)+ug(x), z€R” welkR (133)
y="h(z), yeR’ '
en le systéme :
:=A
y=0Cz

a été considéré.
Le cas local et le cas global ont été étudiés dans Lévine et Marino (1986) et Bossane
et al. (1989). En effet, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.7. Bossane et al. (1989) Soit z¢g € R", si
1. dz’mR (O|(153)) =N
2. Yw € O|(1.33), d(ﬁgw) ANdhi N\ ---Ndhy, =0
ot Oj1.33) est le plus pelil sous espace vectoriel de C>®(R™) qui contient les fonctions

hi,...,hy et qui est stable par dérivée de Lie le long de f, alors il existe une immersion
du systeme (1.33) en le systeme (1.34) localement autour de xy.

[’immersion d’un systéme non controlé :

{z : g((;”)) (1.35)

sous la forme d’un systéme linéaire & injection de sortie prés :

{’é = Acz +7(9) (1.36)

y=0C.z

a été étudiée dans Jouan (2003) et Noh et al. (2004) selon deux approches différentes.
Dans le premier, les fonctions de sortie sont dérivées jusqu’a ce qu’elles satisfassent une
équation différentielle de forme spécifique. Dans le second, la sortie est intégrée plusieurs
fois et le dernier signal est défini comme Ientrée du systéme augmenté. Ces résultats ont
été généralisés dans Back et al. (2006) et Besangon et Ticlea (2007). Dans Besancon et
Ticlea (2007), on considére 'immersion des systémes affines en le controle sous la forme :

(1.37)

{z’ = A(u,y)z + B(u, z)
y = C(u)z + D(u)

Le probléme de 'immersion pour des systémes homogénes de degré 0 a également été
étudié dans Menini et Tornambe (2008).
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1.3.2.3 Pseudo Linéarisation

Le probléme de la linéarisation exacte requiert des conditions trop restrictives, et
cette méthode ne peut donc étre appliquée que pour des classes de systémes restreintes.
Une autre facon de relaxer les hypothéses est de considérer une linéarisation approchée
au lieu d’une linéarisation exacte. Le premier résultat pour des systémes généraux sous

la forme :
y = h(z)
o = (r1,...,x,), a été obtenu dans Zeitz (1987). Le systéme est d’abord transformé
sous forme canonique :
5= Az + aly,u, i, ..., u™) (1.39)
y = h(xy,u)

puis un observateur linéaire est construit en linéarisant a la fois la fonction a et la fonction
de sortie h par rapport & z1. Cette approche a été étendue au cas multi-sortie dans Birk et
Zeitz (1988). Dans Nicosia ef al. (1989, 1986) un changement de variables qui transforme
le systéme (1.38) en un systéme sous la forme suivante :

{Z = Acz + gb(yvya U) + 027

1.40
y= C. (1.40)

oit O? correspond aux termes d’ordre 2 et plus par rapport au point de fonctionnement.
Dans Lynch et Bortoff (1997), la transformation est réalisée afin de minimiser les termes
non linéaires. L’extension pour des systémes multi-sortie affines en ’entrée est développée
dans Lynch et Bortoff (2001). Un résultat similaire pour des systémes avec entrée est
donné dans Nam (1997), utilisant des outils algébriques. Une approche basée sur 1'u-
tilisation des observateurs pour des systémes & entrée inconnue est réalisée dans Ding
et al. (1990). Si on considére un systéme sous forme normale d’observabilité étendue,
des conditions nécessaires et suffisantes sont données pour transformer un systéme sans

entrée :
i = f(z)
{y — h(z) (1.41)

en un systéme sous la forme

b= A db
{z z+v(y) + db(z) (1.42)
y=C.z
oll d est un réel et b un vecteur vérifiant la condition suivante :
S 0 bl
-1 - :
det #0, (1.43)
e S bn—l
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pour tout s avec Re(s) > 0. On peut alors appliquer la théorie des observateurs a entrée
inconnue pour les systémes sous cette forme.

1.3.2.4 Observateur de Kazantsis et Kravaris

Les approches précédentes permettent de résoudre le probléme de la construction
d’un observateur si le systéme considéré remplit certaines conditions, mais les approches
par linéarisation ou pseudo-linéarisation ont le méme défaut, dans tous les cas, la sortie
est linéarisée, ce qui donne des conditions restrictives. Ainsi, une approche différente a
été développée dans Kazantzis et Kravaris (1998), qui ne requiert pas de linéariser la
sortie. On considére un systéme sans entrée :

{;j; = f(z) = Fx + f(z), zeR" (1.44)

y=nh(z)=Hz+h(z), yeR

ott f(z) = o(x) et h(x) = o(x). Le principe est de trouver une matrice B de dimension
n X p et une matrice T' de dimension n x n telles que la matrice :

A= (TF - BH)T™! (1.45)

soit de Hurwitz et telle que les valeurs propres de A soient différentes de celles de F'.
On cherche alors une solution réelle analytique de I’équation aux dérivées partielles de
Kazantsis et Kravaris :

00

5, 0/ (@) = A8(z) + B(h(z)) (1.46)
ou B : RP — R" est analytique, et :
9B
—(y)=8B 1.47
5w (147
Si 6 satisfait cette équation aux dérivées partielles, alors :
00
—(0)=T 1.48
) (1.45)
et 6 est un difféomorphisme local. Si on définit le changement de coordonnées z = 6(x),
alors :
i =A
i= Az irlﬂ(y) (1.49)
y=nh(0""(2))
et on peut construire un observateur de la forme :
Sy
T=60""(2)

Dans Kazantzis et Kravaris (1998), des conditions suffisantes pour la solvabilité de I’équa-
tion aux dérivées partielles (1.46) ont été données. Cette méthode a été étendue pour des
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systémes non linéairement observables dans Krener et Xiao (2002). Une caractérisation
plus compléte de ces systémes avec des conditions plus générales a été développée dans
Andrieu et Praly (2006). Kreisselmeier et Engel ont proposé une approche en apparence
différente dans Kreisselmeier et Engel (2003), le principe étant de transformer le systéme
(1.44) en un systéme similaire a (1.49) mais en utilisant les intégrales successives de la
sortie. Il a été montré dans Krener et Xiao (2006) que cette approche ainsi que celle de
Kazantsis et Kravaris sont trés proches. Le résultat présenté dans Kreisselmeier et Engel
(2003) a été étendu dans Engel (2007) pour les systémes avec entrée et dans Engel et
Kreisselmeier (2007) pour construire un controleur par retour de sortie.

1.3.3 Observateur de Kalman étendu

L’idée la plus directe pour construire un observateur localement est d’appliquer les
outils développés pour les classes de systémes linéaires sur le systéme non linéaire. Nous
allons donc rappeler ici 'observateur de Kalman étendu qui consiste & prendre un obser-
vateur de Kalman en calculant le gain du systéme correspondant & la partie linéaire du
développement de Taylor étendu.

L’observateur de Kalman s’applique aux systémes linéaires variants dans le temps, une
fagon d’étendre cet observateur & un systéme non linéaire général :

{a'c(t) = f(a(t),u(t))

y = h(z(t)) (15D

est de considérer la linéarisation de Taylor étendue, le long de la trajectoire estimée.
(C’est-a-dire que 'on considére un observateur de la forme :

2(t) = f(2(t),u(t)) — K()(h(2(1) - y(t)) (1.52)

ou le gain K (t) correspond au gain de 'observateur de Kalman du systéme linéaire variant
dans le temps :

(1.53)

),u(t)) et C(t) = da:( Z(t)) qui satisfont la condition d’observabilité

avec A(t) = (:f:(
ain K (t) vérifie ’équation de Riccati suivante :

du rang. Le

M(t) = A@)M(t)+ M@)A(t) — MOCT @)W LC(t)M(t) + V + M (t) (1.54)
M©O) = My=MI w=wT>0 (1.55)
Kt = M@)CcTow? (1.56)

avec § > 2||A(t)|| pour tout t ou V = VT > 0. Cet observateur est simple & mettre
en oeuvre, car on applique le cas linéaire qui est déja connu. Mais il est trés difficile
de prouver la convergence de cet observateur dans le cas général. On peut trouver des
conditions suffisantes dans Baras et al. (1988); Reif et al. (1998); Krener (2003).
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1.3.4 Observateur de Thau et a grand gain

Une autre méthodologie basée aussi sur le cas linéaire, mais ne s’appliquant qu’a
des systémes sous forme particuliére sont l'observateur développé dans Thau (1973) et
Pobservateur a grand gain. On suppose que le systéme s’écrit comme la somme d’une
partie linéaire observable et d’une partie non linéaire (en général supposée Lipschitz).
La convergence est assurée si le gain associé a la partie linéaire est assez grand. La
principale différence entre ’observateur développé par Thau et 'observateur a grand gain
est que sous des hypothéses similaires, il n’y a pas de construction systématique pour
I’observateur de Thau, contrairement & l'observateur a grand gain. Mais l'observateur
& grand gain ne s’applique qu’a des classes de systémes plus restreintes : la classe des
systémes uniformément observables.

1.3.4.1 Observateur de Thau

Les systémes considérés sont supposés avoir une partie linéaire observable et une
partie non linéaire en o(x), i.e. :

(1.57)

t=Ax+ f(x,u), xe€R", ueR™
y=Czx, yeRP

ou f : R" — R" est continue et f(u,x) = o(zx), A € R et C € RP*™. La paire
(A,C) est supposée observable. Le principe est de construire un observateur pour la
partie linéaire et de montrer que la convergence s’étend au systéme avec la partie non
linéaire sous certaines conditions. Comme la paire (A4, C') est observable, on peut trouver
une matrice de gains K € RP*"™ telle que (A — KC) soit de Hurwitz. L’observateur est
de la forme :

= (A-KQC)i+ f(i,u)+ Ky (1.58)
L’erreur e = £ — x vérifie donc I’équation différentielle suivante :
é¢=(A—-KQe+ f(z,u) — f(Z,u) (1.59)

Comme la matrice A— KC est de Hurwitz, pour toute matrice symétrique définie positive
Q € R™"™ on peut résoudre I'équation de Lyapunov :

(A-KC)'TP4+ P(A-KC)=-Q (1.60)

ou la solution P est une matrice symétrique définie positive.
La fonction f est supposée localement Lipschitz de constante [ dans un voisinage V de
Iorigine, i.e. :

1f(z) = f@) <llz -2, Va,ieV (1.61)
En considérant la fonction de Lyapunov V(e) = e! Pe, une condition suffisante pour la
convergence de l'observateur (1.58) est donnée dans Thau (1973) :
le systéme (1.59) est asymptotiquement stable si :

Daa(P) e
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Ce résultat permet seulement de vérifier que 'observateur est convergent aprés avoir
calculé la matrice de gains K, ce qui n’est pas trés intéressant en pratique. Un algorithme
pour calculer la matrice de gains K est donné dans Raghavan et Hedrick (1994). Il est basé
sur la résolution d’une équation de Riccati avec un paramétre qui dépend de la constante
de Lipschitz . Mais cet algorithme ne fonctionne pas pour toute paire observable (A, C).
Un autre algorithme pour la construction d’une matrice de gains K a été proposé dans
Rajamani (1998). Cet algorithme est basé sur les valeurs propres et les vecteurs propres
de la matrice A — KC, ou les valeurs propres doivent étre suffisamment négatives et les
vecteurs propres doivent étre suffisamment bien conditionnés pour assurer la stabilité.
Dans Tsinias (1989), les systémes considérés sont de la forme :

&= J@u) (1.63)
y=Cr
et I’observateur proposé est de la forme :
&= f(&u) 4+ K(u)(y — C#) (1.64)

avec une matrice de gain qui dépend de I'entrée u. Ce résultat est étendu dans Tsinias
(1990) avec une matrice de gain K(Z,u) qui dépend a la fois de lestimation Z et de
I’entrée wu.

1.3.4.2 Observateur a grand gain

La construction d’un observateur & grand gain s’applique & une classe de systémes
spécifique, les systémes uniformément observables, c¢’est-a-dire que toutes les entrées sont
universelles. 11 a été montré dans Gauthier et Bornard (1981) que les systémes mono-
entrée mono-sortie qui sont uniformément observables peuvent se transformer localement
en une forme canonique. Plus précisément, considérons le systéme suivant :

t=f(x)+gx)u, zeR"uelk (1.65)
y=h(z), yeR '
et supposons que 'application :

d: R* — R™

h(z)
Lyh(x) (1.66)

T :
E;ﬁ_lh(x)

soit un difféeomorphisme local. Alors, dans les nouvelles coordonnées définies par z =
®(x), le systéme (1.65) s’écrit sous la forme suivante :

{g'c = Acx + ¢(z) + G(z)u (1.67)
y=Ccr =121
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avec ¢(z) = [0,...,0, 0, (2)]T, G(z) = [G1(21), Ga(x1,72), ..., Gp(z)]T et :

0 1 0
A, = h . Ce=(10 ... 0) (1.68)
S
0 0
Les fonctions ¢, et G4, i = 1,...,n, sont supposées globalement Lipschitz sur R". L’ob-

servateur proposé dans Gauthier et al. (1992) (et aussi dans Deza et al. (1992); Tornambe
(1992)) est de la forme :

T = Aci + ¢(&) + G(&)u + Soo(0)1CT(CE — ) (1.69)

ol Soo(f) est la solution de I’équation de Riccati suivante :

0Ss0(0) + AT S (0) + Soo ()A — CTC =0 (1.70)
Seo(6) = SL(0) '
De plus, si 6 est choisi assez grand, alors :
X oty | .
Jo(0) - 201 < Texp (=5 ) 0 — ol ()

ou I'(f) > 0. Contrairement au cas de 'observateur de Thau et ses généralisations,
si les matrices A et C sont sous forme canonique, il existe un algorithme qui permet
de construire le vecteur des gains et qui assure la convergence, ainsi que la vitesse de
convergence.

Dans Busawon ef al. (1998), il est montré que le gain K = S '(0)CI peut s’écrire plus
simplement comme S }(0)CT = Ag,lK ou :

K = [cLc? ... o7 (1.72)
n!
cr = — 1.73
(n—p)lpl (1.73)
. 11 1
A@ = d’LCLg (9, ﬁ’ ceey 9”) (].74:)

Cette méthode est étendue dans Busawon et de Leon-Morales (2000), en ajoutant au gain
une partie qui dépend de 1’état observé &. Dans Busawon et Saif (1999), une construction
basée sur les systémes linéaires & temps variant est donnée, ce résultat est étendu dans
Hou et al. (2000) pour les systémes multi-sortie.

D’autres observateurs ont été proposés, en particulier dans Ciccarella et al. (1993) ou
un observateur basé sur le degré relatif est proposé. Cet observateur est étendu au cas
multi-sortie dans Dalla Mora et al. (2000). Le cas ou le degré relatif n’est pas bien défini
est traité dans Jo et Seo (2000).

Plus récemment, un observateur avec des gains homogénes a été proposé dans Andrieu



1.3 Synthése d’observateurs 29

et al. (2009), cet observateur permet de traiter des non-linéarités qui ne sont pas Lipschitz.
En effet si le systéme considéré est sous la forme :

t1 = fi(u,y) + a1(y)r2 + 51(t)

i = filu,y, T2, ..., x;) + a;i(y)xip1 + 0;(t)

(1.75)
T = fo(u,y,x2, ..., 2n) + 0p(t)
y = x1+ 0y(t)
et si les conditions sur les non-linéarités sont données par :
— il existe une fonction continue a, des réels p, A, A tels que :
aj(y) _
0<p<aly), 0<AL ()gA, Yy € R (1.76)
aly
pour j dans {1,...,n}.
— il existe un nombre réel d, dans [0, ﬁ), un nombre réel positif ¢y, une fonction
continue I' et des nombres réels v; dans [0, ]%1) pour j =2,...,n, tels que :

’fi(uay7§;27"'7£i)_fi(u7y7x27"'7xi)’ S | dog (ni1)

['(u,y) (1 +2 0 ‘@-‘%‘) D= |® = mj| T D 5o B — x| (D
pour tout ¢ dans {2,...,n} et tout (Z,z,y,u) dans R™ x R™ x R x R™.
Alors la construction d’un observateur est possible.

1.3.5 Observateur backstepping

L’observateur backstepping est une méthode qui n’est pas directement basée sur 1’ob-
servateur de Kalman ou de Luenberger. Cette classe d’observateurs s’applique & des
systémes assez spécifiques. Comme pour 'observateur de Thau et & grand gain, le sys-
téme est supposé étre sous la forme d’une partie linéaire spécifique et une partie non
linéaire en o(x). Les gains sont calculés a l'aide d’un algorithme récursif et permettent
de traiter des classes de systémes qui ne sont pas Lipschitz. En contrepartie, les gains
de cet observateur sont difficiles & calculer en raison de calculs de plus en plus lourds &
chaque étape.

I’idée d’un observateur backstepping a d’abord été développée comme une extension du
contréleur backstepping pour pouvoir construire des contréleurs par retour de sortie en
combinant un contrdleur backstepping et un observateur backstepping dans Krsti¢ et al.
(1995); Fossen et Grovlen (1998); Robertsson et Johansson (1999). Ces observateurs ont
été construits pour la stabilisation par retour de sortie, ce ne sont donc pas des obser-
vateurs exacts, c’est-a-dire dont l'erreur d’observation converge vers 0. Dans Krener et
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Kang (2003), un observateur exact a été construit pour les systémes sous la forme :

T1 = T9

P (1.77)
Ty = fn(x)

y=x

ainsi que pour des systémes avec controle. L’observateur proposé est de la forme :

(&1 = &+ 1 (2) (21 — 31)
Ty = @3+ o(2) (21 — #1)

(1.78)
-?nfl =In+ wnfl(i)(xl - 561)
Tn = fo(®) + Un(2)(21 — 21)

ou les gains 1); sont calculés de maniére itérative et dépendent du Jacobien de la fonction
non linéaire f,. La convergence garantie par cet observateur est seulement locale.

Une autre méthodologie a été développée ensuite, basée sur ’homogénéité dans Yang et
Lin (2004); Qian et Li (2006); Qian et Lin (2006). Mais cette approche a été congue pour
construire des controleurs par retour de sortie, les observateurs proposés n’étaient donc
pas exactes. Un premier résultat, pour la synthése d’observateurs asymptotiques, a été
obtenu dans Andrieu et al. (2006), puis développé dans Li et al. (2008). Considérons le
systeme suivant :

561 = K{L‘Q
.@2 = K.%'3

(1.79)
Tn-1 = Kz,

Tp =20

y=x

Dans Li et al. (2008), deux observateurs ont été proposés, un observateur pour les non-
linéarités d’ordres inférieurs, de la forme :

iy = Kzo + Key(@g — )™
Ty = Kxg + Kea(xp — )™
2 3 ( 1) (180)

&, = cn(w1 — 20)"m 4!
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et un observateur pour les non-linéarités d’ordres supérieurs, de la forme :

fl = K7y + Kd1<l“1 — Tl)TZ
fg = Kzs+ KdQ(.rl — Tl)r?’

(1.81)
in = dn(xl - El)rn7L1
ou les m;,r;, ¢ = 1,...n sont définis par :
1
mi=r1=1, mip1=mi+m7, rir=ri+717, T >0 ——<1<0 (1.82)
n
pour ¢ = 1,...,n. On obtient les dynamiques suivantes pour l’erreur d’observation :
Ql = KQQ + K01(€1)m2
ey = Kes + Kca(e)™s
- ’ (1.83)
Qn = Cn(el)mn+1
et _
e1 = Keg + Kdl(el)”
ég = Kesg + Kdg(el)”
. (1.84)
é'rL = dn(el)T"-H

On a le résultat de convergence suivant :

Proposition 1.3. Li et al. (2008) Il existe des constantes ci,...,cy et dy, ..., dy telles
que les dynamiques d’erreurs d’ordres inférieurs (1.83) les dynamiques d’erreurs d’or-
dres supérieurs (1.84) soient globalement asymptotiquement stables pour toute constante
strictement positive K.

Comme les dynamiques des erreurs d’observation sont des systémes homogeénes, les
systémes d’erreur convergent méme en présence de non-linéarités qui sont Holder, d’ordre
correspondant au degré d’homogénéité des systémes (1.83) et (1.84). Cette méthode a
été étendue dans Andrieu et al. (2008). Un observateur a été proposé, qui intégre a la fois
un terme d’ordre supérieur et un terme d’ordre inférieur, ce qui permet & 'observateur
de converger en présence de non linéarités d’ordres a la fois inférieurs et supérieurs. C’est
I’observateur bi-limites.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord rappelé la notion d’observabilité, ainsi
que ses principales déclinaisons pour le cas non linéaire, et également le principe d’un
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observateur.

Dans un deuxiéme temps, nous avons présenté un état de I'art des différentes techniques
de construction d’observateurs pour les systémes continus linéaires et non linéaires. Cet
état de 'art est centré sur les systémes uniformément observables ou remplissant la
condition du rang, car c’est & ces systémes que nous nous intéressons dans la suite. Nous
avons vu qu’il n’y a pas de méthodologie générale pour la construction d’observateurs,
c’est un domaine de recherche o1 il reste encore beaucoup de problémes non résolus.
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2.1 Introduction

La majorité des observateurs qui existent dans la littérature sont des observateurs

qui convergent asymptotiquement, c’est-a-dire que 'erreur d’observation tend vers zéro,
mais ne atteint jamais. Or, il existe un certain nombre de problémes ot la connaissance
exacte de l'état est requise. Par exemple en robotique, en particulier pour la marche
humaine, les contréleurs sont trés sensibles aux erreurs et une connaissance parfaite de
Iétat est donc nécessaire, (voir Plestan et al. (2003)). Un autre domaine qui nécessite
des observateurs en temps fini est la synchronisation de signaux chaotiques. Nijmeijer et
Mareels (1997) ont montré que le probléme de la synchronisation est équivalent a trouver
un observateur. Dans le cas de la synchronisation de signaux chaotiques, le caractére
chaotique oblige a avoir un degré de précision extrémement élevé. En effet, deux solu-
tions avec des conditions initiales trés proches peuvent donner des solutions de formes
trés différentes. Dans ce cadre, I'utilisation d’observateurs en temps fini permet de re-
construire exactement le signal contrairement & un observateur classique, (voir Azemi et
Yaz (2000); Perruquetti et al. (2008), par exemple).
Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans un premier temps, nous rappelons la défini-
tion de la stabilité en temps fini, ainsi que les différentes conditions permettant d’obtenir
la convergence en temps fini. La deuxiéme partie est consacrée a la construction d’ob-
servateurs en temps fini, apres avoir rappelé les précédents observateurs existants, nous
construisons un observateur global en temps fini pour la classe des systémes uniformé-
ment observables, globalement Lipschitz et dont ’entrée est bornée.

2.2 Stabilité en temps fini

La stabilité en temps fini est beaucoup plus restrictive que la stabilité asymptotique.
Pour cela, nous aurons besoin de définir de nouveaux outils afin d’obtenir la stabilité
en temps fini de systémes dynamiques. En particulier, dans le cas d’un systéme stable
en temps fini & Dorigine, toutes les solutions convergent en temps fini vers l'origine.
Ainsi, un tel systéme ne posséde pas la propriété d’unicité des solutions : il ne peut étre
Lipschitz au point d’équilibre. Nous serons obligés de considérer des systémes non lisses,
ce qui nous force & prendre des précautions par rapport a l’existence des solutions. Par
exemple, pour les systémes non continus, I'existence de solutions n’est pas assurée. Il
faut alors élargir la définition de solution en considérant des inclusions différentielles, par
exemple comme dans Filippov (1988). Cependant, dans ce mémoire, nous considérerons
uniquement des systémes continus. En effet, pour un systéme continu, I'existence de
solution au sens classique est toujours assurée, mais 'unicité des solutions n’est pas
obligatoire contrairement aux systémes de classe C'. Donc il est possible d’obtenir la
stabilité en temps fini pour des systémes seulement continus.
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2.2.1 Deéfinition de la stabilité en temps fini

Nous considérons ici des systémes de la forme :
t=f(z), ze€V (2.1)

ol f est un champ de vecteurs continu et V est un voisinage ouvert de ’origine. Nous
avons la définition suivante :

Définition 2.1. Bhat et Bernstein (2000) L’origine du systéme (2.1) est un point d’équili-
bre stable en temps fini (localement) si il existe un voisinage ouvert U C V de l'origine
et une fonction T : V\{0} —]0, 00[, appelée temps d’établissement du systéeme (2.1), tels
que l'on ait les propriétés suivantes :
— Convergence en temps fini : Pour tout xo € V\{0}, et pour toute solution xz(t) de
(2.1) telle que x(0) = wo, x(t) est définie sur [0, T (zo)| et limy_,p(y,) (¢, 20) = 0.
— Stabilité au sens de Lyapunov : Pour tout voisinage U. de l'origine, il existe un
voisinage Us de lorigine, tel que pour tout xo € Us\{0} et pour toute solution x(t)
de (2.1) telle que x(0) = xq, x(t) € Ue pour tout t € [0, T (xo)].
L’origine est un point d’équilibre globalement stable en temps fini si il est stable en temps

fint avec Y =V = R"™.
Nous illustrons la définition précédente par un exemple classique.

Exemple 2.1. Soit ’équation différentielle :
& = —sign(z)|z|*, xe€R,a€]0,1] (2.2)

Les solutions partant de zg au temps t = 0 sont données par :

1 —a
sign(zo) (Jzo|' ™ —t(1 —a))T= si 0<t §1 ‘xiﬂ_la , o #0
x(t,x0) = ¢ 0 si t> |mf|_a ,xg £ 0 (2.3)
0 si t>0,20=0

Les solutions décroissent et finissent par étre nulles & partir d’un certain temps. Le
systéme (2.2) est donc stable en temps fini. De plus, le temps d’établissement est donné

par :
|l—a

T(ao) = 120

T (2.4)

O

Dans le cas général, 'utilisation directe de la définition de la stabilité en temps fini
n’est pas possible sans la connaissance des solutions. Des conditions suffisantes ont donc
été développées. Un des premiers résultats a été obtenu dans Haimo (1986), ou une
condition nécessaire et suffisante a été obtenue pour les systémes de dimension 1 :

= f(x), zeR (2.5)
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Lemme 2.1. Haimo (1986) Supposons que lorigine soit un point d’équilibre du systéme
(2.5), ou f est continue. Alors l'origine est stable en temps fini sur un voisinage V de
Vorigine pour le systéme (2.5) si et seulement pour tout x € V\{0} :
- af(x) <0 et
0 d
-/ 7o < oo

T

Ce résultat se généralise aux dimensions supérieures, mais cette condition devient
alors seulement suffisante.

Proposition 2.1. Moulay et Perruquetti (2003) Supposons que l'origine soit un point
d’équilibre pour le systéeme (2.1) ou f est continue. Sl existe une fonction de Lyapunov
ViV — Ry pour le systéeme (2.1), satisfaisant la condition :

V(z) < —r(V(x)) (2.6)

avec v : Ry — Ry wune fonction localement Lipschitz en dehors de l'origine telle que
pour tout € > 0 fe dz < 400, alors lorigine est stable en temps fini. De plus, le temps

d’établissement du systeme (2.1) vérifie :

Vizo) g5
T(x0) §/0 d— (2.7)

r(z)

€dz

Exemple 2.2. Une fonction r : R — R telle que pour tout € > 0, f < oo est donnée

par 7(s) = sign(s).|s|” avec 0 < o < 1. O

Si on suppose plus de conditions sur le systéme (2.1) alors on peut obtenir une
condition nécessaire et suffisante en terme de fonctions de Lyapunov pour la stabilité
en temps fini du systéme (2.1). Pour cela, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 2.2. Le systéme (2.1) posséde l'unicité des solutions a droite en dehors de
Uorigine st :

pour tout xo € ¥V C R™, il existe Ty, > 0 tel que, si xq : [0, T1[— V et xa : [0, To[— V sont
deuz solutions mazimales de (2.1) avec x1(0) = x2(0) = zo, alors Ty, < min{T1,Ts} et
x1(t) = xa(t) pour tout t € [0,Ty,|.

On peut supposer sans perte de généralité que pour tout xo € V, Ty, est choisi de fagon
a étre le plus grand possible dans R,

On a donc le résultat suivant :

Proposition 2.2. Bhat et Bernstein (2000) Supposons que le systéme (2.1) posséde ['u-
nicité a droite des solutions en dehors de l'origine. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. Vorigine du systéme (2.1) est stable en temps fini avec un temps d’établissement
continu a l'origine.
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2. il existe une constante ¢ > 0, a €]0,1[ et une fonction de Lyapunov V :V — Ry
vérifiant : .
V(z) < —cV(x)® (2.8)

pour tout x € V.

Remarque 2.1. Si la fonction de Lyapunov V est définie sur R™, radialement non
bornée, et si la condition 2 est vérifiée globalement, alors l'origine du systéme (2.1) est
globalement stable en temps fini.

Les résultats précédents s’appliquent pour la stabilité globale. Le résultat suivant
s’applique dans le cas ou la stabilité recherchée est semi-globale et non globale.

Proposition 2.3. Shen et Xia (2008) Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov
V.V =Ry, telle que :

Viz) < —IV(z)*+kV(z), VYze V\{0} (2.9)

ot I,k >0 et 0<a<1. Alors lorigine du systéme (2.1) est stable en temps fini sur :
l
Q:{xzvmﬂa<k}mv (2.10)

qui est contenu dans le domaine d’attraction de ['origine. Le temps d’établissement sa-
tisfait :
k _
In (1 — TV(xo)l 0‘)
k(o —1) ’

T(x()) < o € (2.11)

2.2.2 Homogénéité et temps fini

Nous venons de donner des conditions suffisantes pour qu’un systéme soit stable
en temps fini. Dans certains cas, ces conditions sont méme nécessaires et suffisantes.
Les conditions suffisantes en termes de fonctions de Lyapunov sont trés puissantes. Mal-
heureusement, dans le cas général, il est trés difficile de trouver une fonction de Lyapunov
correspondante aux conditions pour la stabilité en temps fini. En utilisant I’homogénéité,
il est possible de trouver des conditions suffisantes qui peuvent se vérifier beaucoup plus
facilement, méme si celles-ci ne s’appliquent qu’a des classes restreintes de systémes. Nous
considérons le systéme suivant :

&= f(z), zeR" (2.12)
ou f est continue.

Théoréme 2.1. (Bhat et Bernstein, 1997, Théoréme 2) Supposons que le systéeme (2.12)
soit homogéne de degré d < O par rapport aux poids (r1,...,rn) € ((0,400))". Alors
Uorigine du systéme (2.12) est globalement stable en temps fini si et seulement si elle est
localement asymptotiquement stable.
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Le résultat suivant montre que la stabilité en temps fini persiste méme en présence
de perturbations sur I’état.

Théoréme 2.2. (Bhat et Bernstein, 2005, Théoréme 7.4) Supposons que le champ
de vecteurs f se décompose sous la forme f = g1 + -+ + gr, ou, pour chaque i =
1,...,k, le champ de wvecteurs g; est continu, homogéne de degré m; par rapport auz
poids (11,...,7rn) € ((0,400))" et m1 < mg < -+ < my. Si l'origine du systéme

&= g1(x) (2.13)

est stable en temps fini, alors Uorigine est localement stable en temps fini pour le champ
de vecteurs f.

2.3 Observateurs en temps fini

2.3.1 Précédents observateurs en temps fini

La premiére approche développée pour la synthése d’observateurs en temps fini a
été celle des observateurs par modes glissants, (voir Drakunov et Utkin (1995); Haskara
et al. (1998)). Cependant cette approche considére des systémes dont le membre de droite
n’est pas continu, or I'existence de solutions au sens classique n’est pas assurée pour ces
systémes. On peut alors considérer la théorie des inclusions différentielles et les solutions
au sens de Filipov. Dans ce mémoire, nous ne considérerons que des systémes dont le
membre de droite est continu. Cela permet d’utiliser des outils classiques bien connus et
plus facilement implémentables.

Le développement des observateurs continus en temps fini est assez récent. En effet,
un premier résultat a été donné dans Engel et Kreisselmeier (2002) pour les systémes
linéaires invariants dans le temps. Ce résultat utilise la théorie des systémes & retards.
Nous rappelons ici ce résultat.

Considérons le systéme linéaire invariant dans le temps :

& =Ax+ Bu, ze€R" ueR™ (2.14)
y=Czx, yeR?
ou la paire (A, C) est supposée observable. L’équation :
Zi = (A—KiC)zi—i-Kiy—i-Bu, (Z = 1,2) (2.15)

représente deux différents observateurs standard de Luenberger pour le systéme (2.14).
En notant F; := A— K;C,i=1,2 ¢t :

_ | 0 .f
pe B8] ke

a=|5) =[5] == [5] o
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les deux observateurs sont combinés en une seule équation. Un retard d > 0 est utilisé
pour générer un nouvel état estimé  par :

2 = Fz4+Ky+Gu, t>ty (2.17)
(1) = H [z(t) —eFdy(t - d)} (2.18)

D1 au retard, cet observateur a pour condition initiale z(t) avec t € [to—d, to]. Le résultat
suivant a été obtenu sur la convergence de cet observateur.

Théoréme 2.3. Engel et Kreisselmeier (2002) Supposons que K et d soient choisis tels
que

(i) F est stable
(ii) det[T,eFIT] #0

Alors, (2.17) et (2.18) avec H := [I,,0,][T,e"4T|™1 forment un observateur pour le
systéme (2.14), dont l’état estimé & converge vers x en un temps fini d.

Ce résultat a été étendu dans Menold et al. (2003b) pour les systémes sous une forme
canonique d’observabilité, c’est-a-dire avec une partie linéaire invariante dans le temps
plus une partie non linéaire en la sortie. La méme méthodologie a été utilisée dans Menold
et al. (2003a) pour construire un observateur en temps fini pour les systémes linéaires
variants dans le temps. Pour cette construction, la matrice de transition est introduite
afin de comparer le délai et les estimées. Dans Sauvage et al. (2007), un observateur
utilisant le méme principe est concu. Cet observateur est construit en une seule étape
contrairement aux précédents observateurs. Seul le calcul de l'inverse de la Jacobienne
du changement de variables est nécessaire pour le construire.

Un autre outil a été beaucoup développé ces derniéres années pour la construction d’ob-
servateurs en temps fini : c’est 'homogénéité. En effet, pour un systéme homogéne, le
théoréme 2.1 donne une condition trés simple & vérifier pour montrer la convergence
en temps fini, ce théoréme a été exposé dans Bhat et Bernstein (2000). Une premiére
approche a été développée dans Hong et al. (2001) utilisant ’homogénéité pour la con-
ception d'un contréleur par retour de sortie pour les systémes de dimension deux. De
la, deux approches différentes ont été développées. En effet, pour montrer qu’un sys-
téme homogeéne est stable en temps fini, il faut montrer que son degré d’homogénéité est
négatif et qu’il est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov. Les deux différentes
approches correspondent & la fagon de montrer la stabilité au sens de Lyapunov. Une
premiére approche est 'approche dite de “backstepping”, cette construction marche trés
bien avec les systémes homogenes, car ¢’est un algorithme récursif, voir Qian et Li (2005);
Li et Qian (2006); Li et al. (2008); Andrieu et al. (2008). Cependant, le calcul des gains
se révéle trés compliqué quand l'ordre du systéme augmente. Une approche alternative
a été mise en place, basée sur le cas linéaire : c’est la méthode duale de celle proposée
dans Bhat et Bernstein (2000) pour le contrdle. Cette construction a été proposée dans
Perruquetti et al. (2008) pour les systémes linéaires & une injection d’entrées/sorties pres.
Dans Shen et Xia (2008), cette approche a été généralisée aux systémes uniformément



40 CHAPITRE 2 : Construction d’un observateur global en temps fini

observables, mais ’observateur obtenu n’est que semi-global. Dans Shen et Huang (2009),
un observateur avec un gain adaptatif a permis d’obtenir la convergence globale. Nous
construisons également un observateur global, mais avec un gain fixe, le méme que dans
le cas linéaire. Ceci permet une mise en place simplifiée de 'observateur. Ce résultat a
été exposé dans Ménard et al. (2010).

2.3.2 Construction d’un observateur global & grand gain en temps fini
2.3.2.1 Rappel des résultats antérieurs

Nous rappelons tout d’abord les résultats de Perruquetti et al. (2008) et Shen et Xia
(2008), car nos résultats sont une généralisation de ces méthodes.
Dans Perruquetti et al. (2008) la construction d’un observateur pour les systémes sous
la forme :

:bzA:U—{—f(y,u,iL,...,u(T)), $€RnaT€N>O (219)
y=Cex, yelR '
oll u est une entrée suffisamment dérivable et :

agz 1 0 0 O
aa 01 0 O

A= oo o, Ce=(10 ... 0) (2.20)
an—1 0 0 0 1
a, 0 0 0 O

est considéré. L’observateur proposé dans Perruquetti et al. (2008) est de la forme :

A X1 /{?1 [:ﬁl — xljoq

1 :i'g . kg [il — xljo‘Z
o =al T r . u) - | (2.21)

o Tn knl#1 — 2]
ou [z|* = sgn(x).|x|¥ « > 0. Les gains k;, (i = 1,...,n) et les puissances «;, (i =
1,...,n) sont définis dans la suite. L’équation de I'erreur d’observation est donnée par :

é1=ez —ki[eg]™
éy = ez — kafe1]*?

(2.22)
en—1=¢6n—knp_1 (61Jan71

én = —knp, (elJal

\

avec e = I — x.
Afin de pouvoir appliquer le théoréme 2.1, il faut choisir les puissances a;, (i = 1,...,n)
de telle fagon que le systéme (2.22) soit homogene.
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Lemme 2.2. Perruquetti et al. (2008) Soit d € R et (ky,...,k,) € RY,. Supposons que

(r1,...,rn) € RY) et (aq,...,an) € RY, vérifient :
riv1 = m+d 1<i<n-1 (223)
a = o1 <i<n-1 (2.24)
™
n+d
a, = mF (2.25)
™

Alors le systéme (2.22) est homogéne de degré d avec les poids (r1,...,r,) € RZ,.
En fixant a1 = «, le degré et les poids s’écrivent alors de maniére explicite.

Lemme 2.3. Perruquetti et al. (2008) Sia > 1—2L alors le systeme (2.22) est homogéne
de degré a — 1 avec les poids :

ri=(i-la—(i-2), 1<i<n (2.26)

et :
aj=ia—(i—1), 1<i<n (2.27)

Le systéme (2.22) peut étre réécrit sous forme compacte :

é=1(a,e) (2.28)
Afin de prouver la stabilité de (2.22), nous aurons besoin du lemme du tube :

Lemme 2.4. (Munkres, 1999, Lemme du tube) Considérons l’espace produit : X XY o4
Y est un compact. Si N est un ouvert de X XY contenant la tranche {zo} XY de X XY,
alors N contient un tube W XY de {zo} XY, ot W est un voisinage ouvert de xo dans
X.

Le résultat suivant montre que si les gains sont choisis de la méme maniére que pour
un observateur linéaire, alors en reglant le gain « assez proche de 1 (¢’est le cas linéaire),
on obtient la stabilité en temps fini.

Théoréme 2.4. Perruquetti et al. (2008) Si les gains (ki,. .., ky) sont fizés tels que la
matrice :

~k 10 0 0
ks 01 0 0

Ao = A (2.29)
—kn1 00 0 1
—~k, 00 0 0

soit de Hurwitz. Alors, il existe ¢ € ((), %) tel que pour tout a € (1 — €, 1), le systéme

(2.28) est globalement stable en temps fini.
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Démonstration. Soit a € R tel que

1—

1
<a<l1 2.30
7 <a (2.30)
Homogénéité : D’apres le lemme 2.3, le systéme (2.28) est homogéne de degré o —1 < 0
avec les poids r; = (i — Na— (1 —2),i=1,...,n.

Stabilité asymptotique : Considérons la fonction différentiable définie positive, définie
par :

V(a,e) = el pPe (2.31)
: [elji
oo | fed (2.32)
fen) 10

avec ¢ = I ((i — 1)a — (i — 2)) le produit des poids, et P la solution de I’équation de
Lyapunov suivante :
ATP+ PAy= -1 (2.33)

Comme V est propre, ’ensemble :
S={ecR":V(l,e) =1} (2.34)
est un compact de R™. Soit ¢ la fonction définie par :

p: REXxS — R

(a,e) = (VV(a,e);9d(a,e)) (2.35)

Comme Ag est de Hurwitz, le systéme :
é= Ape (2.36)

est globalement asymptotiquement stable et correspond au systéme (2.28) avec a = 1.
Comme ¢ est continue, ¢ ~!(R* ) est un ouvert de R* x S qui contient la tranche {1} x S.
Comme S est compact, alors d’aprés le lemme 2.4, ’ensemble ¢! (R* ) contient un tube
(1 —€1,1+e) xS de{l} xS§, tel que, pour tout (a,e) € (1 —€1,1+€2) X S, on ait :

Via,Aeq,...,A"™ep) :)\§V(a,el,...,en) (2.37)

,
avec 1, = (i — 1)a — (i — 2) pour 1 < ¢ < n. Donc la fonction e — V(a,e) est ho-
mogene de degré % avec les poids r; = (i — 1)av — (i — 2), i = 1,...,n. La fonction
e — (VV(a,e),¥(a,e)) est homogene de degré %—I—a—l avec les poids r; = (i—1)a—(i—2)

,i=1,...,n, et est donc deéfinie négative. Cela implique que pour o € (1 —€1,1 + €32), :
e V(a,e) (2.38)

est une fonction de Lyapunov pour le systéme (2.22). D’aprés le théoréme 2.1, le systéme
(2.28) est globalement stable en temps fini. O
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Le prochain résultat que nous rappelons a été donné dans Shen et Xia (2008). Les
systémes considérés sont les systémes uniformément observables, affine en 'entrée, com-
portant plusieurs entrées et une sortie, i.e. sous la forme :

{Jv = fo(@) + 2005, fi(x)uy, zeR™ w eR j=1,....m

y=h(x), yeR (2.39)

D’aprés Hammouri et al. (2002), pour cette classe de systémes, 'application donnée par :

Z1 h(z)

z Ly h(z

- w @) (2.40)
Zn, E}‘O_Ih(m)

définie un systéme de coordonnées locales (presque partout), qui transforme le systéme
(2.39) en un systéme de la forme :

i1 =2+ 3000 g1j(1)y;
g = a3+ Y 5L 925(w1, 22)uy
(2.41)

in = @(@1,. . Tn) + D00 Gng (T, 0 Uy
Yy =11 = C.x

Nous supposerons ici, de plus, que les fonctions ¢ et g;; satisfont une hypothese de
Lipschitz globale, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante [ > 0, telle que :

() =) < Lllz—yl, Vz,yeR” (2.42)

et les entrées u;, j = 1,...,m, sont supposées bornées, c’est-a-dire qu’il existe une
constante ug > 0 telle que :

|Uj‘ §UO, j: 1,...,m (2.43)

L’observateur proposé dans Shen et Xia (2008) est basé sur ’observateur a grand gain
proposé dans Gauthier et al. (1992). Il est de la forme :

Il
>

1 =By — ka[21 — y|® + 37 g15(E1)uy

T3 — ko1 — y|* + 3271 92;(81, E2)yy

&
2 (2.44)

Bn = 0(2) = k21— y|®" + 3T, gnj (&)1

Les puissances «;, (i = 1,...,n) sont définies comme dans le lemme 2.3 par :

1
a=ia—(i—1), i=1,...,n, ae}l—,l{ (2.45)
n
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Les gains sont donnés par :
K =[ki,.... k)T = SHO)CT (2.46)

ol S (0) est solution de ’équation de Riccati stationnaire suivante :

0S00(0) + AT S (0) + Seo()A - CTC =0 (2.47)
Sa(0) = S5(0) '
En posant e = & — x, ’équation de ’erreur est donnée par :
é1=ez—kifer]“ + fi
s = e3 — kafe1|*? + fo
: (2.48)
€n—1 = €n — k’nfl [elJan_l + fnfl
\én = _kn(elJan + fn
ou les fonctions fi, i=1,...,n, sont données par :
fi = ZT:1(gij(i“1,...,:f:¢)—gij(xl,...,:ci))uj, izl,...,n—l (2'49>
fo = (@) — () + 3751 (9n; (2) — gnj(2))u;

Le résultat de convergence suivant a été obtenu dans Shen et Xia (2008).

Théoréme 2.5. Shen et Xia (2008) Supposons que l'entrée u € R™ soit bornée par une
constante ug > 0, et que les fonctions ¢ et g;j, (1 =1,...,n, j =1,...,m) soient glo-
balement Lipschitz de constante l. Alors le systéme non linéaire (2.41) admet le systéme
(2.44) comme observateur semi-global en temps fini.

Nous établissons dans un premier temps quelques propriétés nécessaires & la démon-
stration. Nous considérons a nouveau la fonction de Lyapunov suivante :

V(a,e) =TS (0)é (2.50)
: [elji
&= (62{ o (2.51)
[€n] E=y

avec ¢ = -1 ((i — 1)a — (i — 2)) le produit des poids, et Ss(6) est définie par I'équation
(2.47). Considérons le systéme sans les non linéarités :

é1 = ez — kifer |,

o = e3 — kale1 |2,

: (2.52)
€n—1 = €n — knfl (elJan_l

én = —kn (elja”
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Nous noterons f, le champ de vecteurs associé au systéme (2.52). D’apreés le lemme 4.2
dans Bhat et Bernstein (2005), I'inégalité suivante est vérifiée :

%+a71 %+(¥*1
—cr(a,O)[Vale)] T < Ly Vale) < —ca(,0)[Vale)] (2.53)
oit c1(a,0) = —ming.y, =1} L1, Va(2) et ca(a,8) = —maxy,.y, (5)=1} L1, Va(2). Pour

prouver le théoréeme 2.5, nous aurons besoin des trois lemmes suivants.
Lemme 2.5. Shen et Xia (2008) ca(c, ) satisfait lim,—y1 ca(c, 0) = 6.

Démonstration. On peut facilement vérifier que :

ax Ly Vi(e) = max [~fe’Su(0)e—el] =0 2.54
{63‘21(5(:1} h ie) {e:‘gl(eicil}[ c (O)e — el ( )
On adonc Ly, Vi(e*) = —0,0ue*=[0 0 ... 0 A= ]et Spy = [S(0)]n-

Comme les ensembles {z : V,(z) = 1} et {2z : Vi(z) = 1} sont en bijection, pour tout
1
z = [21,..., 27 € {2z : Vo(2) = 1} il existe un z = (zlﬁ,..., [2p]on—17] € {z :

Vi(z) =1} et lima—1 |2 — 2|2 = 0. Comme L, V,, est une fonction continue, alors, pour
tout €,e1 > 0, il existe n > 0, tel que pour |a — 1| < n et ||z — 2|2 < €; alors :

LpVi(Z) —e< Ly Va(z) <Ly Vi(Z) +e€ (2.55)
d’ou
max L Vo(z) < max LpVi(Z)+e=—-0+c¢ 2.56
(eVal(r)=1} ) =y 1(2) (2:56)
Donc on a :
lim L¢ Va(e) < -6 (2.57)
a—1
. —an—149 T
D’un autre coté, soit €™ = | o o ... 0 s,,°2 alors :
e e{e:Vy(e) =1} (2.58)
et :
il_)ml L Vo(e™) =Ly Vi(e") = -0 (2.59)

Donc, maxye.y, (e)=1} L1, Vale) > Ly, Va(e™). En conséquence il vient :

lim ma Ly Vo(e) > lim L V,(e** 2.60
i s £4,Va(6) 2 lim £, Va(e™) (2:60

Finalement :

gé1_>ml {e:‘gl(ag:l} Ly, Vo(e) =—0 (2.61)

Ce qui compléte la preuve. O
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Lemme 2.6. Shen et Xia (2008) Quand o = 1, pour u € R™ borné par un réel ug > 0,
il existe un réel 01 > 1 assez grand, tel que pour tout 0 > 01 le systeme (2.48) soit
exponentiellement stable.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du Théoréme 3 dans Gauthier
et al. (1992). O

Si le systéme (2.41) est initialisé avec xg € R™ et le systéme (2.44) est initialisé avec
Zo € R™, alors on a le résultat suivant :

Lemme 2.7. Shen et Xia (2008) Pour le systeme (2.48), il existe €3 € (1 — 15, 1) tel
que pour tout o € (1 — €2, 1] on ait les inégalités suivantes :

Va(e) < Sllegll2, Vt>0 (2.62)
. S
el < Zleoll, W20 (263)
ot Vo (e) et € sont donnés par Iéquation (2.50), eg = xg — Lo, S = max; j [Seo(1)]s; et

do > 0 est un réel. De plus, pour i =2,....n, k=1,...,14, il existe 05 > 1 tel que pour
tout 6 > 0o, on ait l'inégalité suivante :

1 1
ex(t)[ 717 _ Jex(B)] T
0t - ok

(2.64)

Démonstration. Soit d = el Soo(f)eg, A = V71([0,d]), D' = V' ({d}). Notons £/, le
champ de vecteurs associé au systéme (2.48). Alors A" et D’ sont compacts. On définit :

g (0,d — R

(a,e) — Ef&Va(e) (265)

Alors ¢’ est une fonction continue et d’aprés le lemme 2.6, satisfait ¢'(1,e) < 0. Il existe
donc ez > 0 tel que P((1—e2,1]) C (—00,0). Ainsi, pour tout a € (1—e2,1], LV, prend
des valeurs négatives sur D’. L’ensemble A’ est donc strictement positivement invariant
par f! pour tout a € (1 — g, 1], et donc :

e85 (0)e < el Se(0)eq (2.66)

Comme il existe un réel dp > 0 tel que Seo(0) > dol (i.e. Vo € R, 27 S (0)z > dpzT ),
d’aprés Gauthier et al. (1992), il vient :

Solléllz < €TS8 (0)é < el Sao(B)eg < S|leol|2 (2.67)

: 1 1 1 e 1e s
Si [leg]l2 < 1, comme 1 < TS eSSt 6 > 1 cela entraine I'inégalité (2.64).

Si |ex(t)| > 1, d’apres l'inégalité (2.63), ex(t) est borné. Il existe donc un réel s tel que
pour tout € > 0y I'inégalité (2.64) soit satisfaite. O

Nous allons maintenant pouvoir démontrer le théoréme 2.5 :
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Démonstration du théoréme (2.5). La preuve du Théoréme est divisée en deux parties.
Tout d’abord nous calculons la dérivée de la fonction de Lyapunov le long des solutions
de I’équation différentielle (2.48) afin d’obtenir une inégalité de la forme (2.9). Ensuite,
nous appliquons la proposition 2.3 afin d’en déduire ’ensemble de convergence.

Calcul de la dérivée de la fonction de Lyapunov

Nous commencons par calculer la dérivée de la fonction V,(e), donnée par I’équation
(2.50), le long des solutions du systéme (2.48). Notons tout d’abord que :

d

i [ei] % = ailei| " (2.68)

d’aprés Hong (2002). En utilisant la relation (2.68), nous obtenons :

l_ ~
Llea|s 1f1
d d o alql@\a” o
%Va(e)‘(z@) = &Va(€)|(2‘52) + 2e SOO(Q) . (269)
| Goalen =
%4»(171
1
< —c(@0)[Vale)] T +2l(uo+ 1)p[e” Su(0)E)2 (2.70)
o =
En utilisant I'inégalité de Young :
1 1 p—1
|z[|y[P~ < ];!fﬂl” + =y, VYz,y>0, Yp>0 (2.71)

il existe des constantes positives ¢; (1 < i < n) telles que les inégalités suivantes soient
vérifiées :

i IR
Dl e
k=1

1

7_1 1
Zk 1 |:Cz|€1| i—19 4 14 (w) Gt |€k‘0i*1q (272)

IN

1>

¢ 1
> biglex| e (2.73)
k=1

out b, > 0. Soit b = max; j b; ., alors :

QN

+a—1 1
5 2bl(ug + 1)pS=2 5
Va(e)jzas) < —cala, 0)[Vale)] T+ ((i)lq)p X [GTSOO(Q) ]

q
dt

NI

(2.74)

N

2

N

2
(’k 14 J ak 14

< > Z L Z (2.75)

i \ k= k=1
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Soit &, = MJ;# pour 6 > max{61, 62} > 1, nous obtenons :

%+a—1
2
EVal€)|2as) < —c2(a, 0)[Va(e)] @ (2.76)
L 1 1
1 2ot nS? o 15T (0)8] 2 x (Y, €)7

Soit & = [¢1,€2,...,&,]T, comme Sy (6) > oI, alors :

n

1
& < €751 (277)
0
k=1
]- .1 SOO(]‘)'M j a ~1
= 50—9 |:(6,LJ ;149 792'4-]'—1] [ejj qu:|ij (278)
1 1 1
= o= |[ei] 717 S (0)i 5[ e;] o1 (2.79)
8o ’ i
1
= —V, 2.
5 Vale) (2:80)
D’apreés les deux équations précédentes, nous obtenons :
24a-1
Va(e) < —cola, 0)[Vale)] @ +c3Vale) (2.81)

ou .
_2n2l(ug + 1)mbSz

c3 : (2.82)

an_lqég
Domaine d’attraction de ['observateur

Soit K un compact de R™ contenant l'origine. Nous pouvons choisir un réel ¢ > 0 qui

vérifie € < min{ey, €2} tel que pour tout o € [1 —¢,1) et pour un réel § > max{6;, 02},

co(av, 0) satisfasse :

[NCRIIS

c2(a, 0) > (2.83)

D’apres 1’équation (2.81) et la proposition 2.3, le domaine d’attraction de ’observateur

est contenu dans : )
-
0= {e :Va(e) < <ZQ> ’ } (2.84)
3

D’apres les propriétés de co, données par le lemme 2.5, et 1a forme spécifique de c3 (donnée
dans (2.82)), nous pouvons choisir § > max{6;, 02} tel que :

2
(I—a)
K C {e : Slela < <ZQ> " } (2.85)
3

Alors d’apres l'inégalité (2.62) (obtenue dans le lemme 2.7) et d’aprés 'égalité (2.84),
nous avons K C ). Le systéme (2.41) admet donc un observateur semi global. O
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2.3.2.2 Construction de 1’observateur global en temps fini

Nous allons maintenant construire un observateur global en temps fini pour les sys-
témes de la forme :

( .
&1 = xg + Y00 gij(a1)uy
by = w3+ D01 92521, T2)4

(2.86)

Tn = @21, ..., 20) + Z;”zl Gnj(T1, ..., Tn)uy

y=x1 =C.x
De méme que pour 'observateur de Shen et Xia, nous supposons que les fonctions ¢ et
gij (i=1,...,n,j =1,...,m) sont globalement Lipschitz de constante I. Les entrées
uj, j = 1,...,m, sont supposées bornées par un réel ug > 0. L’observateur considéré est
de la forme :

21 =22 — ki ([er]* + per) + 31 915(21)y;

>

[\
|
=

35— ka([e1] 2 + per) + 30704 925 (81, 22)u; (2.87)

jfn = _kn([eljan + pel) + 90('%) + Z;nzl gnj(i')’llj

oll e = I1 — x1, les puissances «a; sont définies comme dans le lemme 2.3. Les gains k;
(¢ =1,...,n) sont définis par (2.46) et (2.47). Le gain p est défini par :

2058 + 1
. <”f”§1+> (2.88)

avec

155 (1) (2.89)

S1 = HlaXlgi,jgn‘SOO(l)ivj

Remarque 2.2. Un terme de correction linéaire est ajouté dans l'observateur (2.87) afin
d’obtenir la convergence globale.

Le théoréme suivant donne les conditions pour obtenir la convergence globale de
I’observateur.

Théoréme 2.6. Ménard et al. (2010) Considérons le systéme (2.86) avec une entrée u
bornée par ug > 0. Alors il existe un réel 0 < 0* < oo et € > 0 tels que, pour tout 6 > 6*
et a €]1 — ¢, 1], le systéme (2.86) admet le systéme (2.87) comme observateur en temps
fini, global. De plus, le temps d’établissement T'(eo) (ot eg = xo—Z0) du systéme d’erreur

est borné par :
4r? b PAR I
ln<v(20)> +ln (1—%(47“ ) )
k(6) ba(a—1)
Tous les paramétres ainsi que la fonction de Lyapunov V sont donnés dans la preuve du
théoréme.

(2.90)
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Afin de prouver le théoréme, nous avons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.8. Les matrices Soo(0) et SZH(0), définies par (2.47), vérifient les propriétés
suivantes :

1
Soc(0)ig = Soo(V)ij gy (2.91)
Sel(0)iy = SH1) 00 (2.92)

pour tout 0 >0 et 1 <i,5 <mn.
La preuve est directe.

Lemme 2.9. (Khalil, 2000, Lemme 2.5 p. 85) soit ¢ : R — R une fonction lisse telle
que :
6(t) < ko(t), a<t<b

avec une constante k € R. Alors on a o(t) < o(a)e 1) pour a <t <b.

Démonstration du Théoréme 2.6. Notons e = x — Z. En utilisant :
m
D(z,&,u) = D(&) — D(x) + D> _(9;(%) — g(x))u; (1)
j=1
ou (b(x) = (O’ SRS Oa @(x)% gj = (.glja cee )gnj)v et :
F(K,e) = (ki[er]™, ... kn[er]*)T, K= (ki,... k)
les dynamiques de ’erreur sont données par :

¢ =Ae— F(K,e) — pSHO)CTCe + D(x, 2, u) (2.93)

La preuve de la convergence globale de l'observateur est divisée en deux parties. La
premiére partie montre l'existence d’une “fonction de Lyapunov” V pour (2.93) qui est
définie positive sur R”, radialement non bornée, et dont la dérivée est définie négative
sur P" =R" — By, (r) (pour un r > 1). La deuxiéme partie montre que le systéme
(2.93) est stable en temps fini a lorigine sur By |, , (2r). La négativité de V sur P7 et
la stabilit¢ en temps fini sur By |, (2r) montrent que le systéme (2.93) est globalement
asymptotiquement stable et localement stable en temps fini & Uorigine. Ce qui compléte
la preuve.

Partie 1 : En suivant la méme méthodologie que Gauthier et al. (1992), nous consi-
dérons :

V(e) = el Sy (f)e

Pour tout 8 > 0, la fonction V est définie positive et radialement non bornée. D’aprés
Gauthier et al. (1992), il existe une constante dg > 0, telle que :
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En utilisant (2.47) et (2.93), la dérivée de V' le long des solutions de (2.93) est donnée
par :

%(eTSOO(H)e) = —0el' S (0)e — (2p—1)(Ce)? — 2T S (0)F (K, €) + 2T Soo (0) D(x, &, u)

Il suit :
(T Snc(B)e) < —Bllel2_ ) — (2p — 1)(Ce)?

—2e" Soo (0)F (K €) + 2llel s 0 1D (2, &, 1) |50 0)

Comme p et g;; (i=1,...,n,5 =1,...,m) sont des fonctions globalement Lipschitz de
constante [ et ||u||loc est borné par up, en utilisant (2.91) et en suivant les mémes calculs
que dans Gauthier et al. (1992), nous obtenons :

1D (, 2, u)lls.c(9) < nl(ug + 1)mC1VS|ells. o)
ou S = maxi<; j<n|Soc(1l); j|. Par équivalence des normes, il existe C > 0 tel que :
[zl < Crll#]l s 2y, Vo € R (2.94)

Donc :

d
%V(e) < (=04 M)V (e) — (20 — 1)(Ce)? — 2eT S (0)F (K, e) (2.95)
oit M = 2nl(ug + 1)mC1V/S. _
D’apres (2.95), pour prouver que V est négatif sur P" = R" — By s o) (r), nous utili-
sons une majoration de e’ Sy (0)F (K, e). D’aprés le lemme 2.8, nous avons les égalités
suivantes :

Seo(1)); s . _
€TSOO(9)F(K, 6) = Z 61(91—5333,] (Sool(l))j71 6’ [elJa,J
1<i,j<n
= D (KW Tea)™ Y o7 (SwelL))yy
j=1 i=1

Nous majorons el Sy () F(K,e) en deux étapes. Pour cela, 'ensemble P" est découpé
en deux parties complémentaires :

Ply={ec P':lea|] <1}, PLy={ee€ P :les] >1}

Sur PL;, nous avons |e1|* <1, i=1,...,n. D’ou:

n
e
|7 Soo(0) F (K, €)| <nS10> 5 (2.96)
i=1
oil S1 est défini par (2.89). Soit §; = g pour i = 1,...,n, il vient :

e Sac(0)F(K, €)| < nS10]|€]l1,n
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En utilisant (2.94) et ”fH?%o(l) = %HeH%oo(e), nous obtenons

|7 S (0)F (K, €)| < nS1C1v0lel 5.0 0) (2.97)

Soit Cy = nSC1. En prenant 7 > 1, alors [le[|s(g) < HeHQOO(Q) pour e € P, ainsi :

€7 S (O)F (K, €)] < CoVbllel|%_ o)

Cela conduit & : J
ZV(e) < (—9 + M+ Cz\/g) V(e) (2.98)

Sur PZ,, nous avons |e;| > 1 d’ou |e;|* < |ey| pour i =1,...,n. Donc :

7S (O)F (K e)] < nS10)

€;

91’

) ()

202
719351 2

nS,03
5 le1]

2

<

1€

50+

Mais ||€

\%n < 03”5”%00(1) (par équivalence des normes) et Hﬁ”%w(l) = %||e||§oo(9), d’ou :

nQQ%Sl

5 le1]? (2.99)

1
" Soo () F(K, )] < Cu5 lell3_ g +

ou Cy = % En combinant (2.95) et (2.99), nous obtenons :

d
V(o) < (—9 + M+ 2049%) Vie) (2.100)
En combinant les deux inégalités (2.98) et (2.100), avec r > 1, il existe #; > 0 tel que

pour tout 6 > 64, %V(e) < 0, pour tout e € P" et plus précisément :

d
CV(e) < KOV (o) (2.101)
' 5(6) = max {(~0 + M +2C46%), (0 + M+ Cov6)} (2.102)

Ainsi, en appliquant le lemme 2.9 a U'inégalité (2.101), nous obtenons :
V(e(t)) < V(eg)e™® (2.103)
Comme nous nous intéressons aux trajectoires qui rentrent dans B\\-Ilsw(e)(%)’ il est

(i)
K(0)

K(0)

suffisant d’avoir V (eg)e®?? < 472 ou de maniére équivalente t > . Nous obtenons
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une majoration de T1(ep), le temps pour qu’'une trajectoire partant de ey entre dans
B||_||soo(9)(2r), par :

ln( 4(7’2))

V(eo

Ti(eg) < ———= 2.104

1(e0) < 0) (2.104)
Partie 2 : La preuve de la stabilité en temps fini des dynamiques de Ierreur (2.93)

sur B | ) (2r) est séparée en deux étapes : premiérement, nous montrons que la partie

linéaire contribue & la convergence de l'erreur et deuxiémement, la stabilité en temps

fini sur ce compact est obtenue en suivant la méme méthodologie que dans Shen et Xia

(2008) pour le cas semi-global.

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

Vale) = e7'Sy(0)é

1 1 n—1

ol é = ([eljfll [ea| 217 ... [ep,] ‘*nlq), q= H [(i—1)a— (i —2)] est le produit des poids.
i=1

La fonction V,, est homogene de degré % avec les poids {(: — 1)a — (i — 2) }1<i<pn- La

fonction f/a est définie positive et radialement non bornée. En effet, d’aprés Gauthier
et al. (1992), pour tout 0 > 0, il existe dy tel que pour tout x = (z1,...,z,) € R™ :
- n 2
Va(x) = 37 Su(0)E > 692" = 69 Y _ |m4] “i-17
i=1

et ailq > 0, for i =1,...,n. Nous obtenons :

d ~
%Va(e) =W+ Wy + W3
ou : 1
dleili T (Gez — kafer]™)
Wy =275 (0) L
ﬁ|€n71|an72‘1 1(%% — kp—1[e1]*1)

1 1
L fen| T (—hn[ea] o)

1_
Her| 17 (Sea — phier)
Wy = 2675,.(6) L
L |€n71|an72q (%en - pknflel)

An—149 h =
T (phaer)

1
T €n

1_
Hei|s 7Dy

W3 = 2675,.(6)

1
Qn—29

1 1
aTLilq‘enlan,—lq Dn

1
len—1|*n—29 an—l
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Majoration de W : ce terme est homogene, le lemme 4.2 dans Bhat et Bernstein (2005)
donne :

—1

0o

+

Q

Q|

Wi < —bi(a,0) (f/a(e))

ou by veérifie lim,_1 b1 (v, 0) = g (d’aprés le lemme 2.5).

Majoration de W5 : on utilise le lemme 2.4 comme dans la démonstration du théoréme
2.4 (Perruquetti et al. (2008)). Comme V est propre, BH_||SOO(9)(27“) est un compact de
R"™. Définissons la fonction ¢ : Ry X B\\-llsw(e)(%) — R par :

pla,e) = Ws

En utilisant la méme technique que dans Gauthier et al. (1992), nous prouvons que
¢(1,e) < 0 pour e € R™. Comme ¢ est continue, ¢! (R_) est un ouvert de Ry x
Bj| s s (2r) contenant la tranche {1} x By, (2r). Comme By, . (2r) est un com-
pact, d’aprés le lemme 2.4, o~ (R_) contient un tube (1 — p1,1 + p2) x B”-HSOO(G)(2T)
de {1} x By |5, (2r). Pour tout (a,e) € (1 — p1,1 4 p) X By s, (2r) nous avons
o(a,e) < 0. Donc il existe €1 > 0 tel que pour tout a € (1 — &1, 1) on ait Wa <0.
Majoration de W3 : en remarquant que % [e;]% = a;le;|* 1, nous obtenons :

1
2

leg| i 1q Z\Gk\ lej| = 1q Z\ﬁkl

N

T 24 [Soo (1)1
W3 < 21(ug + 1)m (é" Sso(0)€) % x 1s§gn LdGLE — x —
En utilisant I'inégalité de Young :
—1 1 pP— 1
lz||y[P~ < —|z|P + ——|y[P, Vz,y >0, Vp>0 (2.105)
p p
Nous avons : ) ) )
1 9 _ 1 1
lex|es] *i-17 < ay—1qlex] 21t + (1 — ci—1q)|es| *i—1° (2.106)
ainsi :
: 1 4 i 1 1
Do lel 1 ex] < ((1 — ai-1q)e] 17 + 041’—1Q\€k\‘”‘”)
k=1 k=1
i
= bi k|ex|*i-11
k=1

ol b; 1, > 0. Soit b = max; 1.b; , on a :

[NE
[NE

1
i mera\ 2
k—1
€k
92k
k=1

Wi(ug + 1)mS202 1 =
wy < B DR (o)t | £ (£ %)

Qn—-19 1<i,j<n \k=1
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D’aprés le lemme 2.7, il existe 62 tel que pour 8 > 62 > 1, et pour tout ¢t =1,...,n,k =
1,...,%, on ait :
1 1
e ()17 _ [er(t)] "1
0 < o (2.107)
ﬁ
Donc, en utilisant &, = [eﬂ%, nous obtenons :
2 \3 /. _2 \=2
i e]:‘k—lq J e;k—lq ) n )
DO DByl B DBy ol B L
1<i,j<n \ k=1 k=1 k=1
D’aprés Gauthier et al. (1992), il existe §; > 0 tel que :
En utilisant & = (£1,&,...,&,)T, nous avons :
- 1
D& < =€78x(1)s
k=1 !
1 o S(l) L,J ey
= o, . (MJ . 0i+jii 5] qu)
1<ij<n
< L@
= 85, alé
Donc : )
2bl 1)mn?S2 -
Wy < 200 + )mln 2 Va(e) (2.108)
1907
Finalement, nous obtenons :
d 24a-1
ZVa(€)2.03) < —bi(,0) (va) T ba(a)Vale) (2.109)
1
ou be(a) = M. Par l'inégalité (2.109) et le théoréme 2.5, le domaine d’at-
OCnflq(slg

traction de l’observateur est donné par :

Q= {e:Va(e) < (:;)q(fa)} (2.110)

En combinant I'équation (2.110) et 'inégalite V,,(e) < ef Soo(0)eo (d’apres le lemme 2.7),
nous obtenons :

U= {e : Vie) =el'S(f)e < ((;)M} cQ (2.111)
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56
. 0 . .
Comme lim by («, ) = —, il existe g3 > 0 tel que :
a—1 2
0
bi(a,0) > q powra €]l —eg, 1]
Ainsi, pour a € (1 — e9,1), nous avons :
b
b—l—>+oo, 0 — 0o, pour a €]1 —e9, 1] (2.112)
2
En considérant (2.111) et (2.112), il existe 63 > 0 tel que pour tout 6§ > 63
Byl 15006 (21) € €2

Ce qui termine la preuve de la stabilité.
max{61, 02,03} et ¢ = min{ej,ea}. D’aprés l'équation

Finalement, on pose 0* =
(2.109) et le lemme 2.3, pour une trajectoire partant de  en eg, I'inégalité suivante est
(2.113)

obtenue sur le temps d’établissement :
In (1= RVE) (eo)

T <
2(c0) < ba(@ — 1)
_ 2101
ol @ = +——. D’apres le lemme 2.7 :
Valeo) < el'So(B)en (2.114)
(2.115)

In (1 — Z—é (4r2)1_a)

Un calcul direct donne :
T <
2(60) - bg(a — 1)
En combinant (2.104) et (2.115), nous obtenons la majoration suivante sur le temps
d’établissement de 'observateur (2.87) :
4r? b 2\1-a
T(eo) < ln<v(’;o)> +ln (1—%(47‘ ) )
0= k(0) by(ai— 1)
O
2.3.3 Exemples
2.3.3.1 Premier exemple
Considérons le systéme suivant :
(2.116)

3'31 = T2
&9 = x3 + x1 sin(zg)
&3 = sin(x; + x2 + x3)

y=x
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qui est déja sous forme canonique observable (2.86). Nous considérons ici 'observateur
suivant qui correspond & (2.87) :

= 12‘2 — kl((elJa + pel)
T3+ 1 Sin(i@) — kg(felJQO‘*l + p€1> (2.117)
= sin(i"l + 9 + Zﬁg) — /ﬁg([enga*Q + ,061)

1
T
T3

Les gains sont donnés par :

ki =20, ky = 20% k3 = 63 (2.118)
et : )
. (81932—1— 1) (2.119)

Les simulations sont données dans deux cas. Premiérement la simulation est réalisée
directement avec le signal de sortie du systéme (2.116) sans bruit. La seconde simulation
est réalisée avec un bruit blanc sur le signal de sortie (le bruit blanc a pour caractéristique
une corrélation de 0.01 et une covariance de 0.05). Les deux simulations sont réalisées
pour différentes valeurs de « et 6.

Comme nous pouvons le constater sur les figures 2.1-2.2, la sélection du gain est sensible
au bruit comme pour tout observateur a grand gain. Au contraire, le paramétre « ne
semble pas étre trés sensible au bruit.

Dans le cas d’une sortie sans bruit, nous pouvons constater sur les figures 2.3-2.4 que la
convergence en temps fini a bien lieu, pour une valeur de « assez proche de 1.
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temps t temps t

temps t temps t

temps t temps t

(a) a=07Tet0=5 (b) a=07et0=1

Systéme original

,,,,,,,,,, Observateur ,ro = (1, 17 1)

Figure 2.1 — Etats et estimées avec bruits
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temps t ’ temps t

temps t temps t

temps t temps t

(a) a=09et =5 (b)) a=09et0=1

Systéme original

,,,,,,,,,, Observateur xTo = (17 17 1)
)

Figure 2.2 — Etats et estimées avec bruits
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2.3.3.2 Deuxiéme exemple

Pour cet exemple, nous considérons le systéme suivant :

,

il = 9

Ty = x3

.i‘g = T4 (2.120)
T4 = T5

$5 = —10:64 — 6:65

qui correspond a un systéme sans entrée. L’observateur (2.87) est donné dans ce cas par :

21 = o — k1([e1]® + per)

o = i3 — ka([e1]2*71 + per)

&3 = &4 — ks([e1]>*72 + pey) (2.121)
24 = @5 — ka([e1) 173 + pey)

Ji’5 = —10z4 — 625 — k5([61j5a_4 + pel)

L’observateur semi global (2.44) de Shen et Xia (2008) est donné par :

[
To = T3 — ko [€1J2a71
B3 = &y — kgleg 32 (2.122)
Ty = &5 — kafey]4o3
\(25 = —1024 — 625 — k5 {61J5a_4

L’observateur a grand gain classique de Gauthier et al. (1992) est donné par :

.%1 = Ii‘g — k:161

By = &3 — kaey

.%3 = i‘4 — k3€1 (2.123)

Ty = T5 — kaeq

T5 = —1024 — 635 — kzer
Les gains sont donnés par :
ki =50, ko = 100% k3 = 1003, ky = 56%, ks = 6° (2.124)
et : )
p= <81932+1) (2.125)

Les résultats de simulations sont présentés dans la figure 2.6 pour 'observateur global
en temps fini (2.121), dans 2.5 pour I'observateur asymptotique global de Gauthier et al.
(1992) et dans la figure 2.7 pour 'observateur semi-global en temps fini de Shen et Xia
(2008).
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2.4 Conclusion

La premiére partie de ce chapitre a été consacrée au rappel de la définition de la sta-

bilité en temps fini, ainsi qu’aux différentes conditions suffisantes utilisant 'homogénéité
et des fonctions de Lyapunov pour obtenir la stabilité en temps fini.
Dans la seconde partie, nous avons d’abord rappelé les résultats antérieurs sur la syn-
thése d’observateurs en temps fini. Ensuite, nous avons construit un observateur global
en temps fini pour la classe des systémes uniformément observable, globalement Lipschitz
et & entrée bornée. Ce résultat est une extension de ’observateur semi-global cong¢u dans
Shen et Xia (2008). En effet, dans Shen et Xia (2008), l'observateur construit n’est que
semi-global, la convergence n’est assurée que sur un compact. Il faut augmenter le gain
pour élargir le domaine d’attraction. Notre observateur permet de régler le gain une fois
pour toutes, et la convergence est assurée sur tout 1’espace d’état. De plus, les gains util-
isés ici sont issus d’une équation de Riccati comme dans ’observateur de Gauthier et al.
(1992), et sont donc simples & calculer. Ce résultat a fait 'objet de deux publications
dans Ménard et al. (2009) et Ménard et al. (2010).
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temps t temps t

x2
* terrzps ' ° * terr:ps I
]

X3
B B * ompst B B B ) o 5 B B * rompet ;
(a) a=0.7Tet0=5 (b)) a=07et0=1

Systéme original
7777777777 Observateur o
To = (1) 17 1

Figure 2.3 — Etats et estimées sans bruits
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temps t

temps t

temps t

(a) a=09etd=5

Systéme original

Observateur

x3
temps t
s e
>
op s
X2,
temps t
~

temps t

(b)) a=09et0=1

Figure 2.4 — Etats et estimées sans bruits
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CHAPITRE 2 : Construction d’un observateur global en temps fini

temps t temps t

temps t temps t

temps t temps t

temps t temps t

Systéme original

7777777777 Observateur To = (17 17 17 17 1)
Zo = (50, 50, 50, 50, 50)

Figure 2.5 — Observateur asymptotique global Gauthier
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temps t

temps t

temps t

temps t

(a) a=09et0=1

,,,,,,,,,, Observateur

Systéme original

temps t

temps t

temps t

temps t

temps t

(b) a=09et =5

z0=(1,1,1,1,1)
2o = (50,50, 50, 50, 50)

Figure 2.6 — Observateur global temps fini
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CHAPITRE 2 : Construction d’un observateur global en temps fini

3 8 8 b 8

temps t temps t

temps t

temps t temps t

(a) a=096t0=1 (b) a=09et0=5

Systéme original

7777777777 Observateur To = (17 17 17 17 1)

o = (50,50, 50, 50, 50)

Figure 2.7 — Observateur semi-global temps fini
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3.1 Introduction

La construction d’observateurs pour les systémes non linéaires est en général difficile,

c’est pourquoi de nombreuses approches ont été développées. Pour la majorité des sys-
témes non linéaires, il n’existe pas d’observateur pouvant étre implémenté directement
sans transformer le systéme. C’est pourquoi 1’étude des transformations qui permettent
de transformer un systéme observable sous une forme ou la construction d’un observateur
est possible a été largement développée au cours de ces trente derniéres années. Comme
nous l'avons vu dans la section 1.3.2, une des premiéres idées a été de transformer le
systéme en un systéme linéaire pour lequel un observateur de Luenberger peut étre im-
plémenté (voir Krener et Isidori (1983)). Malheureusement, les conditions d’existence
d’une telle transformation sont trés restrictives, et méme dans le cas ou les conditions
sont satisfaites, le calcul effectif de cette transformation peut étre trés lourd (voir Phelps
(1991)). Des transformations en des classes de systémes plus générales, qui sont com-
posés d’une partie linéaire spécifique et d’une partie non linéaire, ont également été
étudiées (voir Souleiman et al. (2003); Besancon et Ticlea (2007); Nam (1997)), mais
I’existence de tels systémes ne sont pas génériques. Une facon de relaxer les hypothéses
pour l'existence d’'une transformation facilitant la construction d’un observateur est de
construire simplement une approximation pour le champ de vecteurs et la fonction de
sortie. L’approximation la plus simple possible est fournie par une linéarisation du sys-
téme. Le probléme de cette approche est que les termes que I'on garde correspondent & un
ordre défini arbitrairement, qui n’est pas induit directement par ’espace d’observabilité.
Nous allons construire ici une approximation qui permet de garder exactement les infor-
mations relatives & 'observabilité en un point. Plus particuliérement, nous considérons
un systéme non linéaire sans entrée qui satisfait la condition du rang en un point. Le
but est de construire une approximation homogéne ayant le méme espace d’observabilité
que le systéme original au point considéré. L’utilisation de ’homogénéité est la clef de
votute de cette construction. En effet, ’homogénéité est une généralisation de la notion de
degré des polynomes (voir 'annexe C). Une telle méthodologie a déja été mise en place
pour le probléme du controéle. Pour un systéme complétement accessible, la construction
d’une approximation homogene ayant le méme espace de controlabilité est possible (voir
Hermes (1986); Bianchini et Stefani (1990)).
Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord la construction d’une approximation ho-
mogéne pour un systéme affine en la commande vérifiant une condition d’accessibilité
compléte. Nous montrerons ensuite comment construire une approximation homogéne
pour un systéme sans entrée vérifiant la condition d’observabilité du rang. Finalement,
nous donnerons quelques exemples de la construction d’une telle approximation.

3.2 Approximation homogéne pour le probléme de la con-
trolabilité

La construction d’approximations pour des équations différentielles est généralement
déduite d’une forme normale. L utilisation des formes normales a été initiée par Henri
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Poincaré (voir Poincaré (1899, reedition 1987, A. Blanchard); Arnold (1988)), et a été
appliquée a la théorie du controle avec succés, a la fois pour le probléme de la controlabilité
et de l'observabilité. La construction d’approximations homogeénes pour des systémes
controlés a été étudiée par de nombreux auteurs (voir Bianchini et Stefani (1990); Hermes
(1982, 1986, 1991); Stefani (1985); Sussmann (1987)), cette méthodologie est issue de
I'étude des opérateurs hypoelliptiques (voir Goodman (1976); Rothschild et Stein (1976)).
Les systémes considérés sont de la forme :

&= fol@)+ Y uifi(x), ze€R", weR, j=1,..,m (3.1)
j=1
et ’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs fy, ..., fin est supposée étre de

rang n a lorigine. Une filtration est construite sur cette algébre, qui permet d’obtenir
un changement de coordonnées. L’approximation est ensuite construite en prenant les
premiers termes du développement homogeéne par rapport & une dilatation donnée.

3.2.1 Ordre d’une fonction et d’'un champ de vecteurs

La notion d’ordre pour une fonction est définie en regardant quel est le premier
terme non nul dans le développement de Taylor de cette fonction. Nous allons voir ici
qu’il est possible de définir une notion d’ordre relative & une dilatation donnée. Ceci nous
permettra de définir une approximation de facon plus libre qu’avec ’ordre standard.
Soit h une fonction de F(R™), comme h est analytique, il existe un voisinage U de 'origine
sur lequel h se développe en une somme de fonctions homogénes pour une dilatation
donnée 6/, r € N" ie.:

+oo
h(z)=> M(z), VozelU (3.2)
=0

ou chaque h; est une fonction de F(U) homogeéne de degré [ par rapport a §]. En effet, la
fonction h est analytique, donc on peut écrire h comme une somme infinie de polynémes,
or chaque monoéme est homogeéne de degré d € N, par rapport a 4]. On peut donc
réorganiser les termes pour obtenir 1’égalité (3.2).

Le méme résultat existe pour les champs de vecteurs de V(R™). Soit f € V(R"), il existe
un voisinage U de 'origine tel que :

+o0
f@y= > filz), VYzel (3.3)
l=—max; 1;

ou chaque f; est un champ de vecteurs V(U) homogene de degré [ par rapport a J7,
r e N".

Définition 3.1. Bianchini et Stefani (1990) Soit 67 une dilatation (avec r € N") et h €
F(R™). Considérons le développement homogéne de h par rapport a 6] sur un voisinage
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U de Uorigine :
+o0

h(z) = Zhl(a?), Vo €U, ou hi(x) est homogéne de degré I par rapport a 6,  (3.4)
1=0

h est dite d’ordre o(h) supérieur ou égal 6 m € N, si hy =0 pour 1 =0,...,m — 1.

La définition de 'ordre d’une fonction réelle provient de son développement en fonc-
tions homogénes. On peut le définir de la méme facon pour des champs de vecteurs. Ou de
maniére alternative, nous pouvons regarder un champ de vecteurs comme un opérateur
différentiel sur l’espace des fonctions réelles (voir ’annexe).

Définition 3.2. Bianchini et Stefani (1990) Soit o7, r € N, une dilatation et f € V(R").
Le champ de vecteurs f est dit d’ordre supérieur ou égal & m € Z si pour chaque fonction
he FR™), ona:

o(L¢h) > o(h) +m (3.5)
De maniére équivalente, si on écrit le développement de f en champs de vecteurs ho-
mogénes par rapport & 6. sur un voisinage U de l'origine :

+o00
fl@y="> flw), vrel (3:6)

l=— max; r;

ot f; est homogéne de degré 1 par rapport a 07, alors f est dite d’ordre o(f) supérieur ou
égal a m, si fi =0 pour | = —max;r;,...m — 1.

Exemple 3.1. Le champ de vecteurs f(z) = (z9 + 21 + x2x1) 8%1+ (xz{’ + 129 + :c%) 8%2

avec les poids (r1,72) = (1,2), admet le développement homogéne suivant :
2
fl@)="Y" filz) (3.7)
1=—2

fa(@) =0, folz) = (21)5%, filz) = (w2)3% + (@7 + z122) 52,
+ (x%)d%,? De plus f est d’ordre o(f) > 0.

avec f_o(x) = 0,
fala) = (v122) 5

O

La notion d’ordre o(D) peut étre définie pour n’'importe quel opérateur différentiel :

Définition 3.3. Bianchini et Stefani (1990) Soit D un opérateur différentiel sur ’espace
F(R™), alors D est d’ordre o(D) supérieur ou égal & m si pour tout h € F(R™), on a :

o(Dh) > o(h) +m (3.8)

Remarque 3.1. Les mémes notations ont été prises pour définir ['ordre des fonctions
réelles, des champs de vecteurs et des opérateurs différentiels. Cependant, il ne devrait y
avoir aucune ambiguité dans le reste de ce mémoire.
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3.2.2 Filtration, dilatation et changement de coordonnées

Nous définissons d’abord la notion de filtration croissante pour une algébre de Lie L
de champs de vecteurs définis sur un voisinage de l'origine dans R".

Définition 3.4. Hermes (1991) Soit L une algébre de Lie de champs de vecteurs. Une
filtration croissante F, de L a origine, est une suite de sous-espaces F = {F;};>0 de L
telle que :

(1) Fj C Fjy1, j=0,

(ii) [F;, Fj] C Fiyj, i,j >0,
(i) Uizo Fi = L,

() f éFo implique f(0) = 0.

Exemple 3.2. Soit L une algébre engendrée par un nombre fini d’éléments, i.e. L =

L(fi,..., fm), ou fi,..., fm sont des champs de vecteurs réels analytiques. On choisit
Fo =0, Fy = span{fi,..., fm} et F} est défini comme l’espace engendré par le produit de
i éléments de {fi,..., fm} avec i < j. Cela donne une filtration croissante F = {F}};>o
de L a l'origine. O

Avant de pouvoir définir la notion de dilatation adaptée & une filtration, on doit
d’abord construire une base pour cette filtration. Considérons donc une algébre L de
champs de vecteurs sur R™ et F = {F}};>0 une filtration croissante de L a 'origine.
Nous supposons de plus que dimL(0) = n, et nous notons d = min{k : dimFy(0) = n}.
Alors on définit une base de F & l'origine de maniére récursive :

— soit n; la dimension de F;(0), alors nous pouvons trouver nj éléments de Fj,

f1r--- [, tels que f1(0),..., f, (0) soient linéairement indépendants,

— soit no la dimension de F3(0), comme Fy C F», nous pouvons trouver f, .1,..., f,.,

des éléments de F» tels que f1(0),..., f,,(0) soient linéairement indépendants,

— 80it ng la dimension de F,;(0), comme F,;_; C F,, nous pouvons trouver ?nd71+1> e ,?nd,

des éléments de Fy tels que f,(0),..., f, (0) soient linéairement indépendants.
Nous obtenons donc :

fi€F;, pournj_1+1<i<mn; j=1,...,d (3.9)

ol ng = 0.
La définition de la dilatation adaptée & la filtration est directement reliée a cette base
(ou plutot a la dimension des sous-espaces croissants).

Définition 3.5. Bianchini et Stefani (1990) Soit :
ri=J pourmnj_1+1<i<n; (3.10)

On appelle 67, ou r = (r1,...,rn), la dilatation adaptée a la filtration F. De maniére
équivalente, on appelle (r1,...,ry) les poids adaptés a la filtration F.
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Nous définissons maintenant le changement de coordonnées, en utilisant la base
fis--+s fn, par z = @ (z), ot  est donnée par :

v = p(z) = exp(z1f1) o+ 0 exp(zn f,)(0) (3.11)

Par construction ¢ est un difféomorphisme local et fournit ce qui est couramment appelé
des coordonnées locales de second type par rapport ¢ fi,...,f,. On appellera le change-
ment de coordonnées z = ¢~ !(x) un changement de coordonnées adapté & la filtration
F.

3.2.3 Propriété des nouvelles coordonnées

Nous avons défini un changement de coordonnées adapté 4 la filtration F, nous allons
donc examiner les propriétés des champs de vecteurs de L dans les nouvelles coordonnées,
définies par (3.11), ce qui nous permettra de définir approximation voulue.

Proposition 3.1. (Hermes, 1991, Proposition 2.1) Dans les coordonnées (z1,...,2n)
adaptées a F, nous avons :

fi0)=——, i=1....n (3.12)

Démonstration. Dans les coordonnées locales z, considérons ’application de ’espace tan-
gent ¢, (z), induite par I'application x = ¢(z), comme une fonction prenant pour valeur

une matrice n X n ayant pour colonnes ng, ey %i. D’aprés le théoréme B.1 :
- =/ 3.13
() = Fi(e(2) (3.13)
88;02(2) = (exp(z1f1))*?2 (exp(—zlfl) o (p(z)) (3.14)
+00 v
= 2 (5;.) (ad” f1, F2)((2)) (3.15)
v=0 :
220) = (ow(eaF), (i) Ty (exp(—2aTy) o exp(—a1Fy) 0 9(2)) (310
+oo v v B o
- 2 (5 () Tt 7o) eton 37)
(3.18)
On en déduit que :
220 =fi(0), i=1,....n (3.19)
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Notons f;(x) = D=1 i (x)a%j, i=1,...,n, cest-a-dire que f, est décomposé relative-
ment aux coordonnées z. Soit a’(z) le vecteur colonne (a;1(x),...,ain (7)) et a;(2) le

vecteur colonne des composantes de f; relativement aux coordonnées z. Alors :
o' (2) = 7 (p(2)a (9(2)) (3.20)
Comme ¢~ (p(2)) = 2, 93 1 (0(2)) i« (2) = id ou v (p(2)) = (ps(2)) 7", et donc :
p+(0)a’(0) = a'(0) (3.21)

Mais, d’aprés (3.19), la iéme colonne de ¢,(0) est a’(0). Donc d’aprés (3.21), a(0) est
un vecteur colonne avec toutes ses coordonnées nulles, sauf la iéme composante qui vaut
1. Ceci signifie que dans les coordonnées z, f,(0) = %. O

Proposition 3.2. (Hermes, 1991, Proposition 2.2) Si f € Fy, et f(z) = Z?Zl aj(z)a%j,
alors a;(0) = 0 pour k < r; ou de maniére équivalente, si j > ny,.

Démonstration. Par construction, dimFy(0) = ny et f1(0),..., f,, (0) engendrent Fj(0).
D’aprés la Proposition 3.1, on a que f = Z?:l aja%- € Fj implique a;(0) = 0 pour
J > ng. Mais d’aprés (3.10), j > ny, implique 7; > k, et donc a;(0) = 0 pour k < r;. O

Le résultat le plus important est donné par le théoréme suivant, qui montre que dans
les nouvelles coordonnées adaptées a la filtration, I’ordre des champs de vecteurs est relié
directement & la filtration.

Théoréme 3.1. (Hermes, 1991, Théoréme 2.1) Soit L une algébre de Lie de champs
de vecteurs sur R™ et F = {F}};>0 une filtration croissante sur L & lorigine avec &) la
dilatation adaptée o F et z = (z1,...,2y,) des coordonnées locales adaptées a F. Alors si
ge kb :

o(g) > 1 (3.22)

ou de maniére équivalente :

9(2) = g-1(2) + g-141(2) + g-132(2) + ... (3.23)
ot gx(2z) est un champ de vecteurs homogéne de degré k par rapport a J7.

Démonstration. Soit g(z) = > 7, aj(z)a%j. Nous devons montrer que pour tout 1 < j <
n:

a7 )+ (3.24)

aj(z) = ay-'j_l(z) + a;

J

ou chaque a? est une fonction homogene de degré s par rapport a la dilatation o7, c'est-
a-dire, aj(z) =0quand s < r; — .

Si x = ¢(z) est donné par I'équation (3.11) et g(z) est le champ de vecteurs g exprimeé
dans les nouvelles coordonnées z , alors g(p(z)) = w«(2)g(z). Si on raméne les deux
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membres de cette équation a Porigine par I'application (exp(—zpnf,,))« - - (exp(—21f1))«
en utilisant le théoréme B.1 (en annexe), cela donne :

S () ) =
> .. Vlll (ad”" (... (ad" f1,g)...)) (0) (3.25)
=0 ™ '

- Z;Ll a;j(2)(exp(—2znfpn))x - - (exp(lefl))*%(z)a%j‘

Si on considére ) ]
_ 9
(25, = o, (3.26)

nous obtenons

pu(2) 52 = (exp(=21f1))s - (exp(=2-1)) f;_1))o f j((exp(=2j-1f;_1)) 0 - 0 (exp(—21f1)) 0 9(2))
(3.27)

En utilisant ceci dans I’équation (3.25) et le théoréme B.1, nous obtenons :

+00o Vn vy
—Z —Z1 UnF V1F
> ( ”') L ,) (ad”" fo(... (ad" f1,g)...)) (0) = (3.28)
Up- 4
[v|=0
—2zn)"m —2z;)"i Un £ Viil £
Sy ai(2) e S EE (ad F ol (ad i Ty, ) ) (0)
Soit 7]-(0) =e¢j, j = 1,...,n une base de I'espace tangent & l'origine. On écrit :
N N n
(ad f, (... (ad" f1,9)...))(0) = > Ble; (3.29)
j=1
Le champ de vecteurs g appartient & F} et de plus, par (3.9) et (3.10), on a f; € F,,,
i=1,...,n. Ainsi, comme [Fj, F},] C Fjyy, il s’ensuit que
(@@ Tl (" F1.9)...)) € Py s (3.30)
D’aprés la proposition 3.2, cela signifie que
n n
B =0 si ZT¢Vi+l<Tj ou Zriyi<rj—l (3.31)
i=1 i=1
De maniére similaire, soit
N N n
(ad” Fo(- - (@d™ 1 Fi 0, f3) ) (0) = D abse (3.32)
i=1

En substituant (ad f,(...(ad"** f; .4, f;)...))(0) dans (3.28) par I'égalité précédente et en
séparant le terme correspondant a |v| = 0 dans le membre de droite, nous obtenons :

n oo —zp)n —21)"1 pu n n n —zp)M —z)"i v
Zj:l ( \t|:0 ( u,,L)! A Vi? /BJ) € = Zj:l a;(2)e; + 2,7:1 (Zi:l : u.,L)! A ui!) 7ji) €j
(3.33)
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Le membre de droite de (3.33) est affine en a(z) = (a1(2),...,an(2)), donc, en notant

b(z) = (b1(2),...,by(2)), ou

+oo Un — )1
bj(z):z(_’z") L)t (3.34)

vp! !

et C(z) = (cij(2))1<i,j<n, Ol

oo Un — )i
cilz) =Y (zzn)™  (=z)™ (3.35)

Ji

vp,! v;!
lv|=1
et en mettant en équation les coefficients de e;, i = 1,...,n dans (3.33), alors a(z) doit
satisfaire le systéme suivant :
(I +C(2)a(z) =0b(z) (3.36)
ce qui mene a
a(z) = (I4C(2)7'b(2) = b(z) — C(2)b(z) + C*(2)b(2) + ... (3.37)

Maintenant, I’équation (3.31) montre que b;(2) est la somme de termes homogénes de
degrés supérieurs ou égaux a (r; — ), c’est-a-dire que si les b3(z) sont les termes du
développement de b;(z) en termes homogenes, homogenes de degré s, alors b3(z) = 0 si
s < (rj—1). Comme la jéme composante de C(z)b(z) est d’ordre supérieur ou égal a celui
de bj(z), etc., il suit que a;j(z) est la somme de termes homogeénes d’ordres supérieurs ou

égaux a (r; —1), c’est-a-dire aj(z) = 0'si s < (r; —1), ce qui termine la démonstration. [J

3.2.4 Construction et propriétés de approximation

Maintenant que nous avons construit des nouvelles coordonnées et établi les propriétés
nécessaires, nous allons pouvoir construire 'approximation homogéne pour le systéme
(3.1). Soit L une algebre de Lie de champs de vecteurs analytiques, F = {Fj};j>0 une
filtration croissante de L a l'origine et 0, la dilatation adaptée a F. Dans les coordonnées
locales z adaptées a F, on peut écrire :

+oo
g9(z) = Z g"(2), ¢* homogene de degré k par rapport a or (3.38)
k=—1
ol g € Fj et 0] est la dilatation adaptée a F.

Définition 3.6. Hermes (1991) L’approximation de g € F} par rapport a la filtration F
est donnée par :

3(z) =g7(2) (3.39)



CHAPITRE 3 : Construction d’une approximation homogéne pour le probléme de
76 Pobservabilité

Si on décompose le champ de vecteurs g appartenant & Fj, dans les coordonnées z,
i.e.

n
0
9(2) = ai(z)5— (3.40)
i=1 0z
chaque fonction a; s'écrit comme a;(2) = 3720 a¥(2) avec a¥ homogéne de degré k. Alors

af(z) =0pour k=0,...,(r; —1—1) et

)

d
41
. (3.41)

i(x)=97(z) =) a7 (2)5
=1

Nous allons maintenant examiner les propriétés de 'approximation § = ¢* du champ
de vecteurs g € Fy. Considérons une algébre de Lie de champs de vecteurs L(fy, .- ., fn);
engendrée par un nombre fini d’éléments. Ce qui nous intéresse ici, c’est de savoir com-
ment les crochets de Lie des champs de vecteurs fg, e fm sont reliés aux crochets
correspondants & fg, ..., fon-

Théoréme 3.2. Hermes (1991) Soit L = L(fo, ..., fm) avec F = {F}};>0 une filtration
croissante & lorigine. Soit z = (z1,...,2,) des coordonnées adaptées a F et supposons
que fi € Fi,, 1 =0,...,m. Soit

g(z) Z [fu[fn[[fzb,lafls]](Z)v fij e{f()v"'vfm}v jzl,...,S (342)
= i ai(z)c%_

donc g € Fy oul=3"_11;;. Alors, si :

g(z) z [ﬁl[ﬁz[[ﬁ571>ﬁs]](z) (3 43>
= Y bi(2) gk

est le commutateur correspondant de 'approximation, on a :
a;(0) = b;(0), n—1+1<i<mn

Corollaire 3.1. Pour chaque I =0,1,... on a I’égalité suivante :

{g(0) : g € F;} ={g(0) : g est 'approximation relative & F de g € F}} (3.45)

Démonstration du théoréme 3.2. Premiérement, g € F; implique, par la Proposition 3.2,

—l;.
que a;(0) = 0 pour n; + 1 < j < n. De plus, g;, = 9, ? est homogéne de degré —I;;.
Donc le produit qui définit § est homogene de degré — = — Z;Zl li;. Cela signifie que
bj € Py, donc b;(0) = 0 quand r; > [ ou quand j > n; + 1. Nous avons donc montré
la deuxiéme égalité de (3.44).

—l;.
Pour chaque j =1,...,s on écrit g;;, =g, "’

i + Ri; = gi; + Ri;, ou R;; est une somme de
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champs de vecteurs homogeénes de degrés supérieurs ou égaux a —[;; + 1. Le produit qui
définit ¢ s’écrit alors sous la forme :

g=g+W (3.46)

ot W est une somme de champs de vecteurs homogénes de degrés supérieurs ou égaux a
—I+1. Ceci signifie que si W(z) = >°7_; ej(z)c%j, alors €;(0) = 0 pour nj—1 +1 < j < nj,
ce qui montre la premiére égalité de (3.44). O

3.3 Approximation homogéne pour le probléme de 1’observ-
abilité

Dans cette partie, nous exposons les principaux résultats de ce chapitre. Nous allons
nous inspirer de la construction précédente afin de construire une approximation pour le
probléme de I'observabilité. Dans un premier temps, nous allons définir un drapeau sur
I’espace d’observabilité, puis un changement de variables induit par ce drapeau. Ensuite
nous établirons les propriétés du systéme dans ces nouvelles coordonnées. Finalement
nous définirons 'approximation et vérifierons qu’elle est adaptée au probléme de 1’ob-
servabilité.

Nous considérons le systéme :

r = e R”
y:h(x):(h1($)v>hp(x))v y €RP
ol x est I’état et y est la sortie mesurée. Nous supposons que les fonctions h;, i = 1,...,p

et le champ de vecteurs f sont analytiques. De plus, nous supposons que h;(0) = 0 et
f(0) =0.
3.3.1 Changement de coordonnées

Afin de définir le changement de coordonnées qui prend en compte la structure de
I’espace d’observabilité dO, défini par :

40 =d (span{ﬁ';chm L keN,1<m< p}) (3.48)

nous définissons un drapeau du sous-espace dO de Q(R"™) par :
Lj=d(span{Lfhr: 0<i<j—1,k=1,...,p}) (3.49)

Le drapeau {L;};>0 posséde les propriétés suivantes :
- LijCLjt, j=>0
- ﬁij C Lj+1, 7=>0
- dO = sz()Lj.
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Maintenant que nous avons défini un drapeau sur ’espace d’observabilité, la construction
d’un changement de coordonnées adapté & ce drapeau est divisée en trois parties : pre-
miérement, nous construisons une base de 1-formes. Deuxiémement, nous construisons
une base duale de champs de vecteurs. Finalement, nous utilisons la base de champs de
vecteurs pour définir le changement de coordonnées.

Etape 1 : Construction d’une base de 1-formes.
Une “base” du drapeau a 'origine doit étre définie. Nous supposons que le systéme (3.47)
vérifie une condition d’observabilité du rang a Vorigine, i.e. dimdO(0) = n. Soit d =
min{k : dimLy(0) = n}. Cette base est définie de maniére récursive :

— Soit n la dimension de L;(0), soit @y, ...,wy, des éléments de L; tels que @wi(0) ,

., Wn, (0) solent linéairement indépendants.
— Soit ng la dimension de Lo (0), comme L; C Lo, nous pouvons choisir @y, 41, - . . , Wn,
des éléments de Ly tels que @y (0), ..., Wy, (0) soient linéairement indépendants.

— Soit ng = n la dimension de Lg(0), nous pouvons choisir @y, ,41,...,wn, des
éléments de Lg tels que wi(0),...,wy,(0) soient linéairement indépendants.
Ainsi, des éléments wy,...,w, de dO, sont obtenus, et tels que w1(0),...,w,(0) soient
linéairement indépendants et :

wi€Lj, nj1+1<:<n;, j=1,...,d (3.50)

avec ng = 0.
Comme le sous-espace dO de QY(R™) ne contient que des formes exactes, il existe n
fonctions réelles hq, ..., h, telles que :

dh; =w;, 1<i<n (3.51)

Comme h(0) = 0 et f(0) = 0, nous pouvons choisir hy,...,h, tels que h;(0) = 0 pour
1=1,...,n, ce qui rend le choix de telles fonctions unique.

Etape 2 : Construction d’une base duale de champs de vecteurs

Afin de construire un changement de variables, nous définissons tout d’abord une
base de champs de vecteurs. Nous exposons, dans un premier temps, les propriétés que
doivent satisfaire cette base pour définir un changement de coordonnées adapté au dra-
peau. Nous montrerons ensuite qu’il existe toujours une base satisfaisant ces propriétés.

Soit gy, ..., g,, des champs de vecteurs définis sur U/, un voisinage de l'origine, linéaire-
ment indépendants en zéro. Notons V' la sous-algébre de Lie de V(U) engendrée par f et
{91,---7,}. Une suite de sous-espaces croissants (V});>0 de V est donnée par

Vi={g€eV:wi(g) =0,1<i<ng;} (3.52)

Dans la suite, nous aurons besoin que la suite (V});>0 et les champs de vecteurs gy, ..., g,
vérifient I’hypothése suivante :
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Hypothése 3.1.
(i) Vi C Vi1,
(i) Vi, Vil € Vi,
(i) Uo<j<aVj =V,
(iv) [f,Vj] C Vi,
(v) Dh;(0) = 0,Vi =n; +1,...,nj11, VD € Bg_j_1, ot Bj = span{Ly, 0---0 Ly, :

_ _ k . ..
{91, o9k} CH{G1 -5 G0} et 2 wlge) < 4}, et w(g) = min{i : g € Vi} pour
tout g dans V,

vi) W;(g;)(0) =0, pourtouti,jtelquel <i<np+1<j3j<ng, 1<k<d-1.
J

Nous allons maintenant montrer qu’une base vérifiant 'hypothése (3.1) existe tou-
jours. Considérons la matrice M (z) pour laquelle les colonnes sont les 1-formes @y, . . . , Wy,
c’est-a-dire :

M;j(z) =wh(z), zeR" (3.53)

out chaque 1-forme @; est décomposée sous la forme w;(z) = >°7_, wf (x)dz;.

Comme la condition d’observabilité du rang est satisfaite a origine, la matrice M (x)
est inversible dans un voisinage U de l'origine. Il existe donc des champs de vecteurs
J1s- - 0n, appartenant & V(U), qui vérifient :

@i(g)(x) =6/, zeU (3.54)

Nous pouvons maintenant définir la base duale de champs de vecteurs pour notre pro-
bléme. Pour tout ¢ tel que n;_1 + 1 < ¢ < nj, nous définissons :

9:(%) = (§i)(a—j+1)(7), Vo elU (3.55)
ol g(x) est le développement de Taylor de g jusqu’a 'ordre k.

Proposition 3.3. La base de champs de vecteurs définie par l'équation (3.55) vérifie
Uhypothése (3.1).

Afin de prouver cette proposition, nous aurons besoin du résultat technique suivant :

Lemme 3.1. Soit g € V(U) et w € QYU), ot U est un voisinage de l'origine dans R",
tel que

w(g)(z) =0, Vel (3.56)

Notons gy (resp. (w(g))@)) le développement de Taylor de g (resp. w(g)) jusqu’a lordre
k (resp. 1), alors :
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Démonstration. Comme g et w sont analytiques, nous pouvons écrire g sous la forme :

Z (Z gi(x ) zel, (3.58)

=1

ol gi () est le k-éme terme dans le développement de Taylor de g'(z), et

zn: (Z wi.(x ) dr;, zeU (3.59)

=1

oil wi(z) est le k-éme terme dans le développement de Taylor de w’. Ainsi

n +00 +o00
wigz) = D D gh@) | [ D wh(@) (3.60)

=1 k1=0 ko=0

S (zzgm e >) (.61)
=1 =0 m=0
—+o0 n

s (zzgm P >) (.62)
=0 =1 m=0

est le développement de Taylor de la fonction w(g). Comme w(g) est analytique et s’annule
dans un voisinage U de l'origine, nécessairement, nous avons :

n l
Y gh@wl ,(x) =0, VzeU, 1>0 (3.63)
=1 m=0

Donc, si g(x) est pris & la place de g, les k — 1 premiers termes du développement de
Taylor de w(g) s’annulent toujours, c’est-a-dire (w(g))q) =0,1=0,...,k— 1. O

Démonstration de la proposition 3.3.
(), (iii) et (vi). Ces propriétés sont évidentes a partir de la définition de (g;)1<i<n.

(v). Soit i tel que nj_1+1 <4 < nj, nous devons prouver que pour tout D € Bg_;_1 :
Dh;(0) =0 (3.64)

Comme D est dans By_j_1, nous pouvons écrire
k
D=Ly o---0Ly, avec Zw(gl)gd—j—l (3.65)
=1

Soit p = w(gx), par le Lemme 3.1 et par la définition de gx, nous obtenons :

(Lgehi) gy (0)=0, 0<I<d—p (3.66)
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Ork—1<d—p,car (k—1)+p<d—j—1<d, donc:
Dh;(0) = Ly, 00 Ly hi(0) =0 (3.67)

(71) et (iv). Remarquons tout d’abord que la propriété (iv) est une conséquence de
la propriété (i) car f appartient & Vi (car w;(f)(0) = 0,7 = 1,...,n). Comme V est
engendré par f et {g;,...,g,}, nous devons juste montrer que, pour un k donné et
pour des champs de vecteurs g1,...,9x € {G1,---,0n, f} qui vérifient Zle w(g) =7, la
propriété suivante est vérifiée :

adg, ...adg, g €V; (3.68)
c’est-a-dire, nous devons vérifier que :
wi(ady, ...adg,_,gx)(0) =0, 1<i<mng; (3.69)

Le membre de gauche de I'équation (3.69) peut étre réécrit comme :

’Cadgl---adgk_lgkhi (0) (3.70)

Pour deux champs de vecteurs f,§ € V(U) et une fonction h € F(U) a valeurs dans R”,
nous avons :

Lijah=Lilgh— L3Lsh (3.71)
Donc (3.70) peut étre écrit comme la somme de termes du type cLg, o0 £95kﬁi avec
{s1,...,sx} ={1,...,k} et ¢ = £1. Considérons les deux cas possibles. Premiérement,
supposons que gs, appartienne a {g;,...,g,}. Dans ce cas, I'idée de la preuve est la

méme que pour la propriété (v). En effet, nous devons montrer que :
Ly, 0---0Lg, hi(0) =0 (3.72)

sil <i < njyq et Zle w(g)) < d—j—1, ce qui est équivalent & 1 < i < ng_; et

k .
Le deuxieéme cas arrive quand gs, = f. Dans ce cas, nous avons :

Lg, o0 Eg.gkﬁi =Ly, 0 0Ly, O Lh; (3.73)

1
Comme Lsh; appartient a Ljio et Z;:ll w(g) < d— j — 2, alors, de nouveau, nous
vérifions si gs,_, est égal & f ou appartient & {g;,...,g,}, et ainsi de suite.

Ceci montre que :

k

Ladg, ..adg,_,ghi(0) =0, 1<i<ng Zw(gl) <J (3.74)
=1
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Etape 3 : Définition des nouvelles coordonnées
Considérons des champs de vecteurs g, ...g, vérifiant ’hypothése 3.1. Alors, nous pou-
vons définir de nouvelles coordonnées z = ¢~ 1(z), ¢ : R® — R, avec

©(z1, ..., 2n) = exp(zngy,) © - - - 0 exp(219;)(0) (3.75)

On appelle les coordonnées z, coordonnées adaptées au drapeau (3.49). Nous rappelons
que dans les nouvelles coordonnées, les champs de vecteurs (g;)1<i<n ont la propriété
suivante :

Proposition 3.4. (Hermes, 1991, Proposition 2.1) Dans les nouvelles coordonnées définies
par (3.75), on a g;(0) =0/0z,i=1,...,n.

3.3.2 Propriétés du systéme dans les nouvelles coordonnées

Les propriétés des fonctions hq, ..., hy, et du champ de vecteurs f dans les nouvelles
coordonnées sont maintenant étudiées. Ceci nous permettra de définir ensuite une ap-
proximation pour le probléme de ’observabilité.

Pour cela, nous définissons les poids (r1,...,m,) adaptés au drapeau {L;};>0 a l'origine,
par :

ri=d-—7j, nj—|—1§i§nj+1, j=0,....,d—1 (376)
Le théoréme suivant montre que 'ordre des fonctions hi,...,h, et f dans les nouvelles

coordonnées est adapté pour la construction d’une approximation homogéne.

Théoréme 3.3. Soit f et hy,...,h, donnés par (3.47) et (3.51) respectivement. Alors,
dans les nouvelles coordonnées définies par (3.75), les ordres de f et ha, ..., hy, par rapport
auz poids (3.76) vérifient :

—o(hi) >d—j, pourn;+1<i<njy,j=0,...,d—1.

olf) > 1.

Avant de montrer le théoréme 3.3, nous pouvons remarquer que le résultat précédent
peut étre exprimé sous une forme plus adaptée au calcul. En effet, le développement de

h; en termes homogénes par rapport aux poids (71, ...,7,) définis par (3.76) s’écrit :
+oo
- 1 . .
hi(z) = Z hi(z), nj+1<i<nj, 0<j<d-1 (3.77)
l=d—j=r;
ou les fonctions Ei(z) sont homogeénes de degré [ par rapport aux poids (ri,...,7r,).

De facon similaire, le développement du champ de vecteurs f en termes homogénes par
rapport aux poids (ry,...,r,) donne :

+00
f)= ) fiz) (3.78)
I=—1
ou les champs de vecteurs fi(z) sont homogeénes de degré [ par rapport aux poids

(ri,...,7n).
Avant de prouver le théoréme, nous avons besoin du résultat suivant :
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Lemme 3.2. Soit h € F(R"™) une fonction a valeurs dans R et o € N un multi-indice,

tel que || = k+1. Soient g1, ..., gn des champs de vecteurs de V(R™) tels que g;(0) = [gi ,
1=1,...,n. Alors nous avons l’égalité suivante :
0 a1 an
a?h(kﬂ)(o) =Lyl o0 Ly (h— h(k)) (0) (3.79)

ou hyy est le développement de Taylor de h jusqu’a ordre k.

Démonstration. Comme h est une fonction analytique réelle, nous pouvons écrire h sous

la forme : .
h=> Y h* (3.80)

=0 |a|=1l

ol h*(2) = aqaz®, avec a, € R. En utilisant (3.80), nous voyons que le membre gauche
de I'équation (3.79) peut étre réécrit sous la forme :

B B X
@h(k+1)(0): 9. > ) (0) (3.81)

|a|=k+1

Séparons le champ de vecteurs g; en deux termes g; = % + g; avec g;(0) = 0. En notant
h=h-— h(x), le membre de droite de '’équation (3.79) peut étre écrit :

0 0

720 0.0 pED h(0) + R (3.82)

5311 0---0 ,CZ‘:E(O) =

o R contient des termes de la forme Ly o+ 0 L1 0---0Lp o 0 L,onh(0), et o gf
est égal a % ou gj.

D’aprés la construction de R, il existe au moins un g/ qui est égale a g; et |a| = k + 1,
donc les k premiers termes du développement de Taylor de h = h—h ;) s’annulent. D’ot :

ﬁg%o---oﬁgflo---oﬁg}lo---oﬁggnﬁ(()):() (3.83)
Donc
o ant 0 0 — 0 o
L2V o0 LO7R(0) = pE TR wh(o) = 50 > ] (0) (3.84)
|a|=k+1
ce qui prouve le résultat. O

Démonstration du Thém;éme 3.3.
Ordre des fonctions h;

Nous devons prouver que o(h;) > d — j, ou de maniére équivalente :

o((hi)wy)) >d—j, VkeN (3.85)
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ot by est le développement de Taylor de h jusqu’a l'ordre k. L’équation (3.85) est
équivalente 3 :

Vk € N, Va € N™ tels que |||, <d—j et |a| =k '

Nous allons prouver ce résultat par récurrence sur k.

Pour k£ = 0, 'équation (3.86) est réduite & h;(0) = 0, qui est vrai, car les fonctions de
sortie h;, i = 1,...,n, et le champ de vecteur f du systéme (3.47) vérifient h;(0) = 0 et
1(0) =0.

Supposons que ’équation (3.86) soit vérifiée pour un k£ donné, nous avons :

o . N
50 M) (0) = Lgho--oLgn(hi — (hi)x)(0) (3.87)
= L2 o0 L2 (i) (0) (3.89)
— 0 (3.89)

L’équation (3.87) est donnée par le Lemme 3.2. L’équation (3.88) provient de I’hypothése
3.1-(v). L’équation (3.89) est obtenue par I’hypothése de récurrence.

Ordre du champ de vecteurs f
Il suffit de montrer :
0 (f(k)) >—-1, VkeN (3.90)

ol f(i) est le développement de Taylor de f jusqu’a l'ordre k. L’équation (3.90) va étre
prouvée par récurrence sur k. L’équation (3.90) est équivalente & :

a25 f{1y(0) = 52w © Ly,2(0) =0
Vk>0, Vi=1,...,n, Va e N"tel que |a|, < —1, |a| =k (3.91)
Pour k = 0, I’équation (3.91) est réduite a L7z;(0) = 0, pour tout ¢ tel que r; > 1, ce qui

est équivalent & f(0) = 0.
Supposons que (3.91) soit vrai pour un k donné, alors :

8 (e (o3
@Ef(kﬂ)zi(O) = Lglo-oLg" oLy g, 2i(0) (3.92)

= ﬁgll 0-++0 Eg: o Efzi(O) (3.93)

ou I’égalité (3.92) est obtenue a nouveau avec le Lemme 3.2 et I’égalité (3.93) est obtenue
par I’hypothése de récurrence. Le terme restant est réécrit sous la forme :

L3l oo Lo o Lyz(0)=LyoLgo---0Li"z(0)+ R (3.94)

L’équation (3.94) est obtenue en utilisant I'égalité Ly = Lo Ly — Ly0 Ly et R contient
des termes de la forme L o--- 0 Ly, , avec g1,...,gr € V. De plus, la condition (iv)
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de I'hypothése 3.1, montre que les termes Lg o --- o L; appartiennent a By_,, = Bj.
D’aprés 'hypothése de récurrence, nous obtenons :

0

@Eﬂkﬁ)zi(O) =LyoLglo---0Ls"z(0) (3.95)

Comme f(0) = 0, nous obtenons :

0
@Ef(kJrl)Zi(O) =0 (396)

O

3.3.3 Construction de approximation pour ’observabilité

En utilisant les propriétés que nous avons obtenues sur le champ de vecteurs du sys-
téme (3.49) et les fonctions définies par (3.51), dans les nouvelles coordonnées adaptées
au drapeau, nous définissons maintenant I’approximation du systéme (3.47).

Considérons le drapeau {L;};>1 pour le systéme (3.47) donnée par I’équation (3.49).
D’aprés le théoréme 3.3, les développements de f et h;, i = 1,...,n, en termes homogénes
par rapport aux poids (ry,...,r,) adaptés au drapeau (3.49) s’écrivent :

+oo
fz) = Y flz) (3.97)

I=-1

“+oo
h(z) = > Wi(z), mja+l<i<n (3.98)
l:d—j:Ti
Définition 3.7. L’approzimation du systéme (3.47) par rapport au drapeau {L;};>1 est
définie par :

iLi(Z) = E;l—j(z), nj_l S ) S TLj, 1 S] S d (399)

fz) = falz) (3.100)

Soit {I/j}jzl le drapeau correspondant au systéme :

= f € R"
i= 1), = (3.101)
y="nh(z), yeRr
Le théoréme suivant montre la correspondance entre le drapeau de 1’espace d’observabilité
du systéme (3.47) et son approximation (3.101).

Théoréme 3.4. Soit w € Lj, j > 1, w lapprorimation homogéne de w et k € N.
Par construction E’;;cfj € Lyyj, et si on note E’}'w(z) = > ai(2)dz et E’}i&)(z) =
Yo bi(z)dz;, alors nous avons :

ai(0) = b;(0), Ngrj—1+1 <0< ngy

ai(0) =b;(0) =0, npj+1<i<n (3.102)
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Le corollaire suivant, qui est une conséquence immédiate du Théoréme 3.4, montre
de facon plus clair la correspondance entre le drapeau d’observabilité du systéme original
et celui de "approximation.

Corollaire 3.2. Pour chaque j =1,...,d, nous avons 1’égalité suivante :
L;(0) = L;(0) (3.103)

Ce corollaire montre que le systéme original et ’approximation engendrent le méme
espace d’observabilité a chaque étape du drapeau. Donc, que cette approximation est
spécialement adaptée au probléme de 'observabilité.

Avant de montrer le théoréme 3.4, nous avons besoin du Lemme suivant, :

Lemme 3.3. Siw € Ly et w(z) => 1 wi(2)dz;, alors wi(0) =0 sii > ny.

Démonstration. Par construction, dimLy(0) = ng, et w1(0), ... ,wp, (0) engendrent L (0).
D’apres la Proposition 3.4 et 'hypothése 3.1-(vi), il vient que w € Ly, implique w;(0) =0
pour ¢ > ny. ]

Démonstration du Théoréme 3.4.

Nous montrons le cas w € L1 et kK = 1, le cas général est prouvé de la méme maniére.
Premiérement, nous écrivons le développement homogéne de f et w, comme w est dans
Ly, d’aprés le Théoréme 3.3 le premier terme non nul dans le développement homogéne
de w est le d-éme terme :

w(z) =wi(z) + Y wy(2) (3.104)

l2>d+1

D’aprés le Théoréme 3.3, le champ de vecteurs f admet un développement de la forme :

F2)=faz)+ ) fu(2) (3.105)

11>0

Donc,

Liw = d(w(f))

dwalf-0)+ Y walfi) | +d| Y wn(f-0+ D wn(fy)

1,>0 ly>d+1 11>0,12>d
d(wa(f-1)) +@

ou @ est une somme de 1-formes qui sont homogénes de degrés supérieurs ou égaux a
d + 1. Cela signifie que si W(z) = > e;(2)dz;, alors par le Lemme 3.3, ¢;(0) = 0 pour
1 > nq. En évaluant les deux membres de 1’égalité précédente, en zéro, nous obtenons le
résultat. O
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3.4 Exemples

Dans cette partie, deux exemples sont considérés pour la construction d’une approx-
imation. Premiérement, nous considérons un systéme avec une seule sortie et ensuite un
systéme avec deux sorties.

3.4.1 Premier exemple
Considérons le systéme :
T 2 4 34 .3
r1 =3+ r122 + 25 + 23 + 29
iy = x1 + @2 + 23 + 43

3.106
i3 =23 + 22 + 3 ( )

y::r%+x2

Notons f le champ de vecteurs associé au systéme (3.106), i.e. le systéme (3.106) est

{i« = f(z), z€R3

réécrit sous la forme :

3.107
y = 2%+ 19 = h(x) ( )

Calculons tout d’abord I'espace d’observabilité associé au systéme (3.106). Les 1-formes
associées & h, et aux dérivées de Lie le long de f sont données par :
dh(z) = 2x1dzy + dz2
dLsh(z) = (21’3 +2x3 + 21’% + 42129 + 1) dxy
+ (6x1 x4 323+ 227 + 1) dxo
+(4xy 23+ 221) drs
dﬁfch(w) = (43 +223 + 6023 +4a3r3+620w3 + 1227 23 + 625 + 627
t4xy 2+ 85 + 20wy 23 4+ 323 + 4oy 29 + 20 + 1227 + 1)dxy
+(12x§1‘§ + 621 l‘% + 122 2323+ 1225 23 + 62 23 + 1225
+30xy 25 + 1525 + 2421 23 + 627 23 + 2411 23 + 1523
—1-2037%952 +6x1 29 + fo +x1 + 1)dzy
+(16 21 x5 + 823 + 621 3 + 12235 + 823 w3 + 1221 2 23
4623+ 4xy 25 + 45 + 63y 0 + 425 + 1)das

A Torigine, nous avons :
dh(0) = dxo
dﬁfh(O) = dml + dIg
dﬁ?h(@) = dx1+ dry + dxs

et la condition d’observabilité du rang est remplie.
Nous définissons le drapeau suivant, sur I'espace d’observabilité :

Ly = span{dh}, Ly = span{dh,dLsh}, L3z = span{dh, dL’fh,d/J?h}
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Une base pour ce drapeau, a l'origine, est donnée par :
w1(z) = dhy(z) = dh(z), wa(x) = dhe(x) =dLsh(z) ws(x) = dhs(x) = dﬁ?h(m)
Considérons les trois champs de vecteurs suivants :

0 0 0 0

g1(z) = 97s + 93’ go(T) = G gs(z) = 973

Vérifions que ces champs de vecteurs remplissent les conditions (i)-(vi) de ’hypotheése
3.1. Soit (V}) la filtration définie dans I’hypothese 3.1, alors g3 € V1, gy € Vo et g € V3.
On a donc :

(i) cette propriété est directement satisfaite;

(ii) les champs de vecteurs gy, gy, g3 vérifient [g;, ;] = 0 pour tous les entiers i, j tels
que 1 < 14,5 < 3, donc cette propriété est aussi satisfaite ;

(iii) cette propriété est trivialement satisfaite.

(iv) il suffit de vérifier que [f,gs] € Va, car V3 = V donc pour tout g € Va, [f, g] € V3.

On a: 5 5 5
[f.5sl() = —(3a3 + Dog — @)y - - (3:6%)6?3
Il faut vérifier que dh([f,g3])(0) = 0, or dh([f,g3])(z) = 221 (323 +1) + 2x3.

Donc, nous avons bien dh([f,g3])(0) = 0.

(v) Il y a plusieurs choses a vérifier :

(3.108)

L5,h(0) 0
Lg, Lih(0) = 0
L2h(0) = 0
E[fa?:s]ﬁ(o) = 0
[@2]1(0) — 0

Nous avons :
1- E?gﬁ(o) = dh (g3) (0) = 0 par définition.
2 - L3,L:h(0) = dLsh (g3) = 0 par définition.
3 - L%BE@) =0, VrcR3.
4- Liggah(x) =21 (323 + 1) 4+ 223 donc Liyg,1h(0) = 0.
5- Lg,h(0) = dh (g,) (0) = 0 par définition.
(vi) cette propriété est directement vérifiée par définition.

Nous calculons le changement de coordonnées associé aux champs de vecteurs gy, g, 3,
i.e. défini par Uinverse de la fonction (z1, xe, 3) = (21, 22, 23), 0l ¢ est donné par

z2
¢(21, 22, 23) = exp(2373) © exp(227,) © exp(219,)(0) = 21 (3.109)
zZ1+ 23
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donc :

(21,22, 23) = @ (21, 29, w3) = (w2, 1, — T3 + 3) (3.110)

ce qui donne

21:z§+2z1z3+22+2zf—i—z1

o= 43223 +32 mt sttt 2+ (3.111)
i323 + 32125 — 25+ 32023 — 22123+ 25 — 2+ 220 — 221 — 2 .
h(z1,22,23) = 25 + 21

Le champ de vecteurs f(z) est d’ordre supérieur & —1 et h(z) est d’ordre plus grand
que 3 par rapport aux poids (r1,72,73) = (3,2, 1). Prenons 'approximation du systéme
(3.111), nous obtenons :
Z1 =20 + Z%
22 =%
2 (3.112)
zZ3 = 0

h(z1, 22, 23) = 21

Le drapeau associé au systéme (3.112) est donné par :

L1(0) = Ly (0) = span{dz }
Lo(0) = Lo(0) = span{dzy, dzy} (3.113)
L3(0) = L3(0) = span{dzy, dza, dz3}

Dans les coordonnées d’origines, 'approximation s’écrit :

T1 = T3 — T
i2:x§—2x2x3+x§+x1 (3 114)
i3 =123 - 2x9m3+ 23 + 11

Yy =x2

3.4.2 Deuxiéme exemple

Considérons le systéme :

(&) = 23 + z129 + 2% + 23
To =x1 + T2 + x%
i3 =23 + 22 + 23 (3.115)
hi(x) = 23 + x2
ho(z) = 3
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Notons f le champ de vecteurs associé a (3.115), c’est-a-dire que le systéme (3.115) peut
étre réécrit sous la forme :

i=f(r), z€R3
hi(z) = 2% + 29 (3.116)
h2($) = I3

Calculons d’abord 'espace d’observabilité associé au systéme (3.115).

dhi(z) = 2midx; + dxo
dhg(l’) = d.%’g
dLshi(z) = (2x§+2x3—|—2$§+4x1:€2+1) dzq

+(6x1$%+3m%+2$%+1) dxa
—|—(4$1 1‘3—|—2:131)d$3
dLshe(z) = (2a1)dzy + (3 3) dzs + (3 3) dzs

En x = 0, nous avons donc :

dhi(0) = dxo (3.117)
dho(0) = dx3

dLsh1(0) = dxy +dxs

dLshe(0) = 0

et la condition d’observabilité du rang est remplie.
Définissons un drapeau sur le sous-espace des 1-formes engendré par la fonction h et ses
dérivées de Lie le long du champ de vecteurs f :
Ly = span{dhy,dhy} (3.118)
L2 == span{dhl,dhg,dﬁfhl,dﬁfhg} (3119)

Choisissons une “base” de ce drapeau, a 'origine :

wl(x> = dEl(.%') = dhl(l')
@ (z) = dhs () = dhs(z) (3.120)
53(33) = dhg(l‘) = dﬁfhl(l')

Considérons les champs de vecteurs suivants :

g1(x) = a% + 3%3
ga(z) = #gg (3.121)
93(2) = 557

Ces champs de vecteurs remplissent les conditions (i)-(vi) de I'hypothése 3.1. Soit (V)
la filtration définie dans ’hypothese 3.1, nous avons gz € Vi, et g9, G, € Va. De plus :

(i) cette propriété est directement satisfaite,



3.4 Exemples 91

(ii) les champs de vecteurs gy, g, g3 vérifient [g;, g;] = 0 pour tous les entiers i, j tels
que 1 < 1,7 < 3, donc cette propriété est aussi satisfaite,

(iii) cette propriété est trivialement satisfaite,

(iv) cette propriété est directement satisfaite, car Vo = V', et donc Vg € Vi, [f,g] € Vo =
v,

(v) il suffit de vérifier

L5.h1(0) =
£§3h1 (O) —
Nous avons Lg,h1(0) = dh1(g3)(0) = 0 et Lg,ha(0) = dha(g3)(0) = 0 par construc-
tion,
(vi) cette propriété est directement vérifiée par définition.

Nous calculons ensuite le changement de coordonnées associé aux champs de vecteurs
G192, g3, 1.e. défini par U'inverse de la fonction (z1, z2, x3) = ¢(21, 22, 23), ol ¢ est donneée
par :

23
(21, 2, 78) = expl(273) 0 exp(237s) 0 exp(217)(0) = | =1 (3.122)
Z3 + 21
donc :
T2
(21,22,23) = @ (w1, 20, 23) = | —x9 + 23 (3.123)
231

ce qui donne :

=23+ 283+ 2

by=28—z3t+ 25 +32m28+328 0+ — 2

=123t s+ 20ttty (3.124)
hi(z1, 22, 23) = 23 + 21

ha(z1,22,23) = 22 + 21

f(2) est d’ordre supérieur & —1 et hi(z) et ha(z) sont d’ordres supérieurs & 2 par rap-
port aux poids (r1,7r2,73) = (2,2,1). Prenons approximation du systéme (3.124), nous
obtenons le systéme :

21 = Z3
Z9 = 23
23 =10 (3.125)

hi(z1, 22, 23) = 21 + 23

ho(z1, 22, 23) = 21 + 22
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Le drapeau associé au systéme (3.112) est donnée par :

L1(0) = L1(0) = span{dzy, dzy} (3.126)
L(0) = Ly(0) = span{dzy, dzy, dz3} '
Dans les coordonnées d’origine, 'approximation s’écrit :
1 =0
T =11
y1 =@ + a3
Y2 = I3

Remarque 3.2. Dans les exemples précédents, le changement de coordonnées a été con-
struit avec des champs de vecteurs qui remplissent les conditions (i)-(vi) de ’hypothése
3.1, mais nous n'avons pas suivi la procédure donnée les équations (3.53)-(3.55) pour la
construction. En général, un changement de coordonnées qui donne une approzimation
homogeéne n’est pas unique et peut étre difficile o obtenir.

3.5 Conclusion

Nous avons construit, dans ce chapitre, une approximation homogéne pour un systéme
multi-sorties et sans entrée, satisfaisant une condition du rang & 'origine. De plus, cette
approximation garde les termes importants relativement & l'observabilité. Nous avons
montré, en particulier, que I'approximation et le systéme original possédent le méme
espace d’observabilité. La méthode, proposée ici, pour obtenir I’approximation homogéne
est toujours valide, mais cette construction peut étre difficile a réaliser malgré le fait
qu’elle soit explicite. Nous avons donc montré, sur des exemples, que la construction
développée ici n’est pas unique et peut étre modifiée afin de rendre les calculs plus
faciles. Les résultats exposés dans ce chapitre ont fait I’objet d’une communication en
conférence dans Ménard et al. (2011).

L’intérét de cette construction est d’obtenir une approximation spécialement adaptée au
drapeau d’observabilité. Nous verrons dans le prochain chapitre que cette construction
permet de construire un observateur local performant.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons 'approximation homogéne développée précédem-
ment afin de synthétiser un observateur. Nous avons vu qu’il n’existe pas de méthodolo-
gie générale pour la construction d’observateurs, c’est pourquoi nous proposons ici une
approche basée sur une approximation. Les avantages d’une telle méthode sont qu’elle
s’applique a une grande classe de systémes et qu’elle est simple & mettre en place. En
effet, le systéme considéré est moins complexe que loriginal. En contrepartie, nous ne
pouvons obtenir qu’une convergence locale, car, dans le cas général, nous ne prenons en
compte qu’une partie de la sortie. Cette méthode ne s’appliquera donc qu’a des systémes
dont I’état reste autour du point de fonctionnement, ou 'approximation reste valide.
Ce chapitre sera décomposé comme suit. Dans la premiére partie, nous donnons notre
construction qui est basée sur les résultats du chapitre précédent. Nous montrerons égale-
ment que ’observateur proposé ici est localement convergent pour un systéme stable au
sens de Lyapunov. Une construction similaire utilisant une approximation linéaire sera
également rappelée. Dans la seconde partie, nous appliquons notre approche sur des ex-
emples précis. Nous comparerons les performances de la démarche proposée ici avec un
observateur issu d’une linéarisation.

4.2 Construction d’un observateur local

Nous allons appliquer directement la construction établie dans le chapitre précédent
& un systéme mono-sortie. Nous considérons donc un systéme sans entrée :

{g'; = f(z), zeR" 1)
=h(z), yeR

tel que f € V(R™), h € F(R") et :
dim (span{dﬁ?h(O), kE=0,...,n—1} = n) (4.2)

Ce systéme vérifie donc la condition d’observabilité du rang.

4.2.1 Construction de I’observateur en utilisant ’approximation ho-
mogeéne

D’apres les résultats du chapitre précédent, il existe un changement de variables

x = p(2). (4.3)
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et des poids r; = n —1,7 = 1,...,n tels que, dans les nouvelles coordonnées z, nous
pouvons écrire f et h sous la forme :
+00
fz) = Y fi2) (4.4)
I=—1
+00

M) = 3 h() (45)

o, pour tout [, le champ de vecteurs f; et la fonction h; sont homogénes de degré [ par
rapport aux poids (r1,...,7y).
Nous définissons l'approximation du systéme (4.1) par :

2= f(2)
{y=Ma o

ou f(z) = f_1(2) et h(z) = hy,(2). Nous allons donc maintenant construire un observa-
teur pour le systéme approximant (4.6).

Afin de construire un observateur, nous effectuons un nouveau changement de variables
sur I'approximation. Le nouveau changement de variables est donné par :

h(z)
Lh(z)
ﬁ;ﬁflﬁ(z)
Dans les nouvelles coordonnées &, le systéme (4.6) s’écrit :

G=6&

§2=&3

" (4.8)
gnfl = gn

gn =0

y==%&

4.2.1.1 Construction d’un observateur linéaire

Pour un systéme de la forme (4.8), nous pouvons construire ’observateur suivant :
51 =& — k(- &)
§2 =& — ka(&1 — &1)

én—l =& —kn1(61— &)
€n = —kn(&1 — &)
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ol les gains (k;)1<i<n sont donnés par
K =Tlki,.... k)T = So(6)71CT (4.10)

avec Soo(#), solution de I’équation de Riccati stationnaire suivante :

9S00 () + AL S0 (0) + S (0)A. — CLC. = 0
{500(9) s o (4.11)
(Ac, C¢.) sont sous forme canonique d’observabilité, i.e :
0 1 0
A= , Co=(10 ... 0) (4.12)
0o

Nous rajoutons un gain pour cet observateur, car dans le cas général, il y a des pertur-
bations, qui peuvent étre gérées en agissant sur le gain.
Dans les coordonnées originales x, ['observateur pour le systéme (4.6) est donc égal a :

i = f(2) - Kn(@).(h(2) - h(x)) (4.13)
ot K(2) est donné par
° -1
Kp(2) = a(%?) (®hop (2)) .K (4.14)

Nous utilisons les gains calculés pour 'approximation afin de définir un observateur pour
le systéme complet. Nous obtenons donc 'observateur suivant pour le systéme (4.1) :

i = f(2) - Kn(@).(h(2) - h(x)) (4.15)

et nous avons le résultat de stabilité suivant, qui est une application du théoréme 1 dans
Sundarapandian (2002), pour 'approximation homogeéne développée dans ce mémoire.

Proposition 4.1. Supposons que le systéme (4.1) soit stable a l'origine (au sens de
Lyapunov), alors il existe un voisinage U de lorigine et un réel 6 > 0 tels que l'observateur
donné par (4.15) soit convergent sur U. C’est-a-dire, pour tout xg, Lo € U
li t)y=2(t) —z(t) = 0. 4.1
Jm e(t) = £(t) —a(t) =0 (4.16)

ot 2(t) est la solution du systéme (4.1) ayant pour condition initiale xo et T(t) est la
solution du systéme (4.15) ayant pour condition initiale Ty.

Remarque 4.1. La stabilité du systéeme (4.1) sert a assurer que les solutions restent
dans le domaine de validité de ['approzimation.
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Démonstration. Nous allons prouver la stabilité de 'observateur dans les coordonnées &
définies par (4.3) et (4.7). La stabilité est conservée par changement de variables, donc
la convergence sera établie pour toutes les coordonnées.

Dans les coordonnées z, définies par (4.3), nous pouvons décomposer le systéme (4.1)

sous la forme : ~
{z = [(2) + Ry(2) (4.17)
y = h(z) + Ru(2)

ou f(2) = f_1(2) , h(z) = hy (2) et Ry Ry, sont les restes. Apreés le second changement
de variables £ = ®p,(z), le systéme (4.1) s’écrit :

§ = A+ %2(9,1(9).Re(2,1(9))
2 R (4.18)
h(E) = &+ Ru(®;1(€))

L’observateur (4.15), dans ces coordonnées, est donné par :

Ak = (61 = &0)-K + 2 (@1 (€)- R (07 (D) + (Ba(@71(9) — Ru(@7(9)) .K
G(&.h(&)) = F(€)

A

£

1>

(4.19)
Le vecteur des gains K est donné par (4.10).

Nous allons maintenant appliquer le Théoréme 1 dans Sundarapandian (2002). En
effet, supposons que l'origine soit un point d’équilibre, stable au sens de Lyapunov, pour
le systéme (4.1). Alors, d’aprés ce théoréme, le systéme (4.15) est un observateur local
pour (4.1) si :

(a) la sous variété définie via e = 0 est invariante sous le flot du systéme composé :

{é =F(¢) ) (4.20)
¢=Gle+&h(E)—F(€), e=E-¢

(b) le point d’équilibre e = 0 du systéme
é =Gl(e,0) (4.21)

est localement exponentiellement stable.

Preuve de (a)
La fonction G vérifie G(§, h(§)) = F(§), la sous variété définie par e = 0 est donc invari-
ante sous le flot du systéme composeé (4.20).

Preuve de (b)
Le systéme (4.21) peut se réécrire sous la forme suivante :

é=Ace — Key + % (@, (e)) Ry (@, (e)) + (Rn (25, (e))) . K (4.22)
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Contrairement au cas d’une approximation linéaire, les non linéarités présentes ici ne
sont pas forcément d’ordres supérieurs a deux (par rapport a 'ordre classique), ces ter-
mes possédent une partie linéaire non nulle. Cependant, leurs parties linéaire possédent
une structure triangulaire, ce qui nous permettra d’appliquer, la méme méthode que
dans Gauthier et al. (1992). Nous allons donc montrer dans un premier temps que les
non linéarités peuvent s’écrire comme la somme d’une partie linéaire possédant une struc-
ture triangulaire et d’une partie dont les termes sont d’ordres supérieurs ou égaux & deux.
Dans un second temps, & 'aide d'une fonction de Lyapunov, nous allons montrer que le
systéme (4.21) est localement asymptotiquement stable.

Partie 1 Nous allons tout d’abord établir les propriétés sur les non linéarités dans les co-
ordonnées z. Puis nous montrerons que les propriétés désirées sont transmises
par le changement de variables (4.7).

Par construction, nous savons que dans les coordonnées z, le champ de vecteurs
z = Ry(2) est une somme de champs de vecteurs homogeénes de degrés supérieurs
ou égaux a 0, pour les poids r; = n—i, ¢ = 1,...,n. De plus, la fonction a valeurs
réelles z — Rp,(z) est une somme de fonctions homogeénes de degrés supérieurs
ouégaux ary +1=n.

La fonction ®; définie par (4.7) est homogeéne de degré 0 par rapport aux poids

r; =n—1i,7=1,...,n (au sens d'un champ de vecteurs), donc d’aprés le
lemme 4.1, la fonction inverse <I>l_1 est homogéne de degré 0 par rapport aux
poidsri=n—14,1=1,...,n.

D’apreés les propriétés de z — Ry(2), 2 = Rp(z) et de O et <I>l_1, on montre
directement que le champ de vecteurs

o,

S (@1(0) Ry (25(€)) (423)

est une somme de champs de vecteurs homogénes de degrés supérieurs ou égaux
a 0 par rapport & (r;)1<i<n, ¢’est-a-dire que pour 1 < i < n, la i-éme coordonnées
de ce champ de vecteurs est une somme de fonctions de degrés supérieurs ou
égaux a r; + 1, donc

0 (52 (271(0) -y (25()))
8€j

L0)=0, j>i+1 (4.24)

ce qui montre que la partie linéaire de ce champ de vecteurs posséde une struc-
ture triangulaire. On peut donc écrire

o,

o (94 1(0)-Ry(®, 7 (e)) = Rip(e) + Rj(e) (4.25)
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ol le est un champ de vecteurs linéaire ayant une structure triangulaire, et R}L
est un champ de vecteurs qui ne posséde pas de partie linéaire.

De méme, la fonction

e — (Rn(®,(e))) (4.26)
est une somme de fonctions homogénes de degrés supérieurs a n, ce qui signifie
que cette fonction ne posséde pas de partie linéaire.

Partie 2 Considérons la fonction de Lyapunov V(e) = €S, (0)e, ot Sso(#) est solution

de I’équation (4.11). Alors

4 (7 Sx(0)€) gy = —0"Soc(0)e — (Cee)? + 267 Suo (6). (le(e))
+2¢7 5.0 (6) (R}‘(e) + (Rh@;l(e))).K)
(4.27)
D’apres la preuve du théoréme 3 dans Gauthier et al. (1992), comme chaque co-

ordonnée de le est globalement [-Lipschitz (car composée de termes linéaires),
il existe une constante k = k(l,n) telle que

— 96T S0 (B)e — (Cue)? + 26T S0 (0). (39(6)) < <—§ + H) lel?_ g (4.28)
On fixe 6y > 0 tel que —60p/2 + k < —1. On a donc

%(6TS%(00)6)|(4.21) < _Heugoo(@o)

12T (00) (B3 e) + (R (o)) 2

La fonction e — (R?(e) + (Rh(@;I(e))).K> est contintiment dérivable, et ne

posséde pas de terme linéaire, donc d’apres (Khalil, 2000, page 138), pour tout
v > 0, il existe € > 0 tel que :

IR} (e) + (Ru (5, (€)))- K |l (6o) _

llell s (80) < € (4.30)
o lellswctoo)
Donc

% (GTSm(90)€)|(4_21) < —||€||%w(90) + 27”500(90)HSoo(9o)'||€||g’oo(90) (4.31)

< (14 2718000l o) Nl

Donc, il suffit de choisir € > 0 suffisament petit pour que 'on ait

1

(4.32)

v <
2)|S50 (60) || 5.0 (60)

pour que le systéme (4.21) soit localement asymptotiquement stable. Ce qui
termine la démonstration.

O]
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4.2.1.2 Construction d’un observateur homogéne

Nous voulons mettre en valeur le fait que I’approximation construite soit homogéne,
et construire ainsi un observateur de telle fagon que le systéme d’erreur soit homogéne.
En effet, la fonction utilisée pour le deuxiéme changement de variables u = ®p,(z) est
homogéne (au sens d’un champ de vecteurs). Or nous avons le résultat suivant :

Lemme 4.1. Soit ® : R™ — R" un difféomorphisme, homogéne de degré d par rapport
auz poids (r1,...,ry,) (au sens d’un champ de vecteurs). Alors la fonction réciproque ®~!
est homogéne de degré —d par rapport aux poids r; + d.

Démonstration. Nous avons l'identité suivante :
dHD(2) =2 (4.33)

donc
OO 2y, ... N 2,)) = (N 2q, .., A ™ 2y,) (4.34)

Comme la fonction ® est homogéne, nous obtenons :
OINHD (2),. . A TLD, (2)) = (Wzp, .., A z,,) (4.35)
En posant Z = ®(2) (et donc z = ®~1(%)), nous avons :
SNz Tz ) = AWDoY (7), . A=A (7)) (4.36)

Cette égalité étant vraie pour tout z dans R", car ® est un difféomorphisme, c’est ex-
actement la définition de I’homogénéité voulue. O

La fonction utilisée pour le deuxiéme changement de variables, £ = ®,(z) (donnée
par (4.7)), est homogeéne de degré 0 par rapport aux poids (r1,...,7,), en effet :

Bp(\ 2y, .. N2y = ( R(832), -, L7 R(852) ) = ( NUR(2), o AL R(2) )

(4.37)
donc d’apres le lemme (4.1), la fonction réciproque <I>,;1 est homogéne de degré 0 par
rapport aux poids (r1,...,7,). Donc le systéme (4.8) est homogeéne de degré —1 par
rapport aux poids (r1,...,7y,). En effet :

= ovy, P
7(©) = 2@, 1) (2, 1(€)) (4.38)
Cela permet d’obtenir un candidat pour un observateur homogeéne, donné par :
51 =& — k(6 — &)™
€ = &3 — ka(§1 — &)
: (4.39)

é"—l =& — kn-1(§) — &)
n = —kn(&1 — &)
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Il reste & choisir les puissances (o;)i<i<n, de telle facon que le systéme d’erreur soit
homogéne. Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.3, ce qui donne :

o =n—1, 1=1,...,n (4.40)

Le probléme de ce choix pour les (a;)i1<i<n est que le dernier terme «,, est nul. Or une
fonction homogéne continue de degré nul est constante. Ici, le choix d’un terme constant
est impossible, car dans ce cas la dérivé de la derniére coordonnée serait constante et
le systéme d’erreur ne pourrait étre asymptotiquement stable. Il est donc nécessaire de
considérer une fonction discontinue, par exemple, une fonction signe. Malheureusement,
cela nous oblige & considérer des systémes discontinus, pour lesquels une preuve de con-
vergence peut se révéler trés difficile. De plus, le réglage des gains n’est pas aussi direct
que dans le cas linéaire, car il n’existe pas de méthodologie simple et générale comme
dans le cas linéaire, et cela pose des problémes pour la simulation numérique. Nous ne
considérerons donc pas un tel observateur dans ce mémoire.

4.2.2 Construction d’un observateur en utilisant une approximation
linéaire

Nous allons comparer ['observateur que nous avons construit avec une approche di-
recte, qui consiste & prendre 'approximation constituée seulement des termes linéaires.
Considérons & nouveau le systéme (4.1). Soit f; et h; les parties linéaires de f et h
respectivement. Nous devons donc construire un observateur pour le systéme linéaire :

boa

Afin de pouvoir comparer de maniére plus efficace les deux approches, nous effectuons
un changement de variables similaire au deuxiéme changement de variables (4.7) pour
I’approche correspondante & ’approximation homogéne, nous définissons :

hl(.%')
[’fzhl(l‘)

O)(z) = (4.42)

E?;lhl(x)
Comnsidérons les nouvelles variables

§=®(x) (4.43)
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Dans ces nouvelles coordonnées, I’approximation linéaire s’écrit :

&=6
br=6&

" (4.44)
gnfl = gn

én = 7‘(6)

y==~&

Nous pouvons construire directement un observateur, de la forme suivante :

( ~

&1 = & — k(& — &)
€y =& — ka(&1 — &)
(4.45)
gn—l =& —kn1(61— &)

én = T(é) - kn(él - El)

ou les gains (k;)1<i<pn sont donnés par
K =1lki,.... k)T = So(0)"1CT (4.46)

et So(f) est solution de I’équation de Riccati stationnaire suivante :

{9500(9) + ATS0(0) + S (0)Ac — CTCe = 0 (4.47)

Soo(0) = S (0)T

Dans les coordonnées originales x, ’observateur pour le systéme linéaire est donc donné
par

&= fi(&) — Ky(hi(&) — hi(x)) (4.48)
otl les gains K; sont donnés par :
— 09! R
K; = o€ (®(2)).K (4.49)

Comme nous pouvouns le constater, les gains devraient dépendre de ’état estimé &, mais
comme le systéme considéré est linéaire, le changement de variables est également linéaire,
et donc les jacobiens des fonctions ®; et <IJl_1 sont constants.

Nous utilisons les gains calculés pour ’approximation, afin de définir un observateur pour
le systéeme complet. Nous obtenons donc I'observateur suivant, pour le systéme (4.1)

&= f(&) - Kp.(h(2) - h(x)) (4.50)

et nous avons le résultat de stabilité suivant :
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Proposition 4.2. (Sundarapandian, 2002, Théoréme 1) Supposons que le systéme (4.1)
soit stable o lorigine (au sens de Lyapunov), alors il existe un voisinage U de l’origine,
il existe 0 > 0, tel que lobservateur donné par (4.50) soit convergent sur ce voisinage.
C’est-a-dire, pour tout xo,To € U

lim e(t) = &(t) — 2(t) = 0 (4.51)

t—-+o0

ot z(t) est la solution du systéme (4.1) ayant pour condition initiale xy et (t) est la
solution du systéme (4.48) ayant pour condition initiale Ty.

4.3 Simulations

Dans cette section, nous allons considérer plusieurs exemples précis, afin d’appliquer la
construction développée dans la section précédente et de la comparer avec la construction
utilisant une approximation linéaire. En effet, nous avons vu que dans les deux cas, il y a
convergence locale. Nous allons donc comparer les deux observateurs d’un point de vue
qualitatif, c’est-a-dire en comparant le domaine de convergence ainsi que la sensibilité au
gain.

Afin de comparer efficacement les deux observateurs que nous avons construits, nous
allons procéder comme suit : pour une condition initiale (xg,yo, z0) du systéme original
donnée et pour un gain de I'observateur donné, nous allons tester pour quelles conditions
initiales ’observateur converge, en un temps donné.

Nous considérons ici des systémes & trois dimensions. Afin de prendre des conditions
initiales pour 'observateur uniformément réparties autour de la condition initiale du
systéme original, nous considérons un maillage régulier sur les coordonnées sphériques
centrées en la condition initiale. Mais comme il est difficile de représenter clairement un
schéma & trois dimensions dans un livre, nous ne montrerons les résultats de simulations
que pour des conditions initiales sur des plans passant par la condition initiale du systéme
original. En particulier, nous prendrons les plans correspondants & x = xg, y = yo et
z = zp, représentés par la figure suivante :
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Sur chaque plan, nous considérons des conditions initiales que nous testerons pour chaque
observateurs :

0t (%0, Yo, 20)

7

Conditions initiales pour les observateurs

Sur les axes, nous noterons la différence entre la condition initiale (xg, yo, 2z0) du systéme
original et la condition initiale (&g, 9o, 20) de Pobservateur, c’est-a-dire, (z¢g — %o, yo —
Yo, 20 — 20)-
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Les conditions initiales seront représentées par des petits cercles, les cercles rouges cor-
respondent & des conditions initiales pour lesquelles l'observateur converge et les cercles
jaunes correspondent & des conditions initiales pour lesquels 1'observateur ne converge
pas.

Le critére de convergence d’une condition initiale pour un observateur est la suivante.
Si on note z(t) la solution du systéme original (4.53) issue de (xo, Yo, 20), et Zn(t) (resp.
#1(t)) la solution du systéme (4.65) (resp. du systéme (4.70)) issue de (28, 95, 25), (resp.
de (24, 9h,24)). Alors la condition initiale (2{, 4%, %) pour I'observateur (4.65) (resp. la
condition initiale (&), 9}, 2) pour 'observateur (4.70)) sera dite convergente si :

max;—=1,2,3 |"Ei(tsimu) - x?(tszmu” < Esimu

(4.52)
(resp. max;=1,2,3 |5C2 (tsimu) - xi(tszmu)’ < 6simu)

pour un temps de simulation s, = 30s et une erreur €gm, = 0.001. Dans toute cette
section, nous appelerons, par abus de notation, domaine de convergence ’ensemble des
conditions initiales qui sont convergentes pour €gim, = 0.001 et fgmy = 30s.

4.3.1 Premier exemple

Considérons le systéme :

i) = —x1 + 79 + 23 — 25 — 23

. 5

xgzxg—x2+x1—x§—x1 (453>
s 5 3 :

y = h(x) = x9 + 2% + 2123 + 23

Alors le systeéme (4.53) vérifie la condition du rang, en effet :

dh(0) = dxo
dLsh(0) = dxg —dxy+day
d[,?ch(()) = —2dx1 + 2dxy — dz3

4.3.1.1 Construction de ’observateur par ’approximation homogéne

Nous construison ici 'observateur (4.15) pour le systéme (4.53). Nous devons calculer
les gains donnés par (4.14). Et donc nous avons besoin des deux changements de variables
(4.3) et (4.7).

Calcul du premier changement de variables Afin d’appliquer la méthodologie
développée au chapitre 3, dans un premier temps, nous définissons une base pour le
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drapeau, donnée par :

dhy = dh
dhy = dLgh
dhs = dL3h

Nous pouvons alors construire une base duale de champs de vecteurs qui vérifie I’hy-

pothése 3.1 :

0
gi(z) = 87332

9

go(z) = 87:31

_ 0 0 0
gs(x) = _87951+2x18732+07x3

Nous obtenons un difféomorphisme par :

©(z) = exp(2373) 0 exp(229) o exp(2197)(0)

on a donc :
—z3+ 22
o(z) = | —23 + 21+ 22923
z3
et
To — 2x103 — x%
¢ (z) = 1 + 23
3

Dans les nouvelles coordonnées z = ¢~ 1(x), on obtient :

2 = =225+ 102928 — 122225 + 22925 + 621 25 — 25 — 823 25
— 18212225 + 32025 + 225 + 162523 + 22225 — 627 23
4 3 3 24 3 2710 3,2 6 2 2*8 2
+4 2z 23 + 25 + 2421 25 23 Z25 25 + 027 22 23 21 22 23

—zg’+2z%22+zg—z1

Zog = 225 — 122023 — 25 + 242225 — 62125 + 25 — 1623 23
+2421222§74222§’fz§724zlz§z§+4z%z§
+62%z§—221z§—z§—122%2223—%42122234—2,2223
+2’3—22—22:13+Z%+2’1

Z3 = 25— 62925 — 25 + 122223 — 32125 — 82325 + 1221 2923
—1221 2323 +32222 — 623 2923 — 23

A
y = hp(2)) = Hi(z) = 21+ 2223 + 23

—Az928 — 234+ 52523+ 1228 23 23 + 223 25 — 22 23 — 221 23

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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donc 'approximation est donnée par :

= —Z% + 22
2= (4.58)
zZ3 = 0
Hy(2) = 21 + 2223
Dans la suite, nous noterons f(z) le champ de vecteurs associé au systéme (4.58).
Calcul du deuxiéme changement de variables Par définition :
11(2)
£=Pp(z) = f{f 1(2) (4.59)
Donc :
Z1 + 2223
Qp(z) = 22 (4.60)
23
De plus, on a 'inverse :
) &1 — &8s
P, 1(¢) = & (4.61)
€3

Construction de ’observateur Le changement de variables pour passer des coor-
données x aux coordonnées & est égal & :

To — L1X3
E=0pop Ya)=| z1+ a3 (4.62)
x3
et 'inverse :
& —&3
z=po®, (&)= | —&+&+ &8 (4.63)
&3
Ainsi :
20 — 63
Kp(2) = 20+ 60331 + (202 — 0%)33 (4.64)

93
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avec K = [20,260% 63T L’observateur obtenu est :

B = —@) + o+ 22— 43 — 23

—(20 — 03)((352 + i“% + 123 + ig) — (x2 + :c% + z123 + x%))
Ty = :%3—;%24—.%1—:&%—:%?

—(20 4 0321 + (20% — 6%)23) (22 + 23 + 2183 + 23) — (w2 + 2% + 2123 + 27))
23 = 25— 23— (03)((22 + 22 + 2123 + 22) — (2 + 22 + 2123 + 22))

(4.65)

4.3.1.2 Construction de ’observateur par ’approximation linéaire

Dans cette section, nous construisons ’observateur (4.50) pour le systéme (4.53). Le
linéarisé du systéme (4.53) est égal a :

T = —x1 + T2

Tg =3 — T2+ T (4.66)
3 =0

]:IQ(x) = I9

Calcul du changement de variables Le changement de variables (4.43) pour le
systéme (4.66) est donné par :

iLl~($) )
&= (I)l(:E) = Eﬁ}}l(x) = r1 — T2 + 3 (467)
E%hl(.f) —2x1 + 229 — 73
et la fonction inverse par :
§1—8& —&
¢ () = & (4.68)
281 + &3

Construction de 1’observateur
Les gains (4.49) sont égaux a :

20 — 202 — 93
K = 20 . (4.69)
20% + 03
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avec K = [26,20% 63T, L'observateur (4.50) s’écrit :

(&) = —@y+dgt+a2—ad—ad
—(20 —20% — 03)((22 + 23 + 2123 + 23) — (22 + 27 + 2123 + 23))
Ty = d3—dg+ay — a5 — P
—(20)((22 + 22 + 2123 + 22) — (w2 + 22 + 2123 + 23))
iy = 23—
— (202 + 03)((22 + 23 + 2123 + 23) — (w2 + 2} + 2123 + 23))

(4.70)

4.3.1.3 Simulation et comparaison des deux méthodes

Comparons tout d’abord l'effet de la condition initiale du systéme initial sur les ob-
servateurs. Le premier exemple, pour la condition initiale (z¢, yo, z0) = (—0.2,0.25,0.25)
avec un gain 6 = 1, est exposé sur la figure 4.1.

Approximation Homogene, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

Figure 4.1 — Exemple 1, Gain 0 = 1, (o, yo, 20) = (—0.2,0.25,0.25)
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Pour le second exemple nous prenons les conditions initiales (xo, Yo, 20) = (—0.6,0.75,0.75)
avec un gain 6 = 1 et nous le montrons sur la figure 4.2.

Approximation Homaogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

i
e

Figure 4.2 — Exemple 1, Gain 6 = 1, (x0, y0,20) = (—0.6,0.75,0.75)

Nous constatons que le domaine de convergence de 'observateur issu de 'approxi-
mation homogéne reste beaucoup plus étendu que celui issu de I’approximation linéaire
directe, méme pour des conditions initiales relativement éloignées de 1’origine.
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Regardons ensuite les effets du gain sur le domaine de convergence des observateurs.
Pour cela, reprenons les mémes conditions initiales que précédemment, mais pour un gain
k = 2. Dans le premier cas, pour les conditions initiales (z,yo,20) = (—0.2,0.25,0.25),
les résultats de la simulation sont montrés sur la figure 4.3.

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

0f ot
-1 1 : L |
-1 -1 -0.5 0 0.5 1
Approximation Linéaire, y=y,
1 1
| |
o} 0f
1 1 . 1 )
-1 -1 -0.5 0 0.5 1
Approximation Linéaire, x=x_
1 1
| |
o} 0f
1 1 . 1 )
-1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figure 4.3 — Exemple 1, Gain 6 = 2, (z¢, 0, 20) = (—0.2,0.25,0.25)
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Pour le second cas, nous considérons les conditions initiales (xg, Yo, z0) = (—0.6,0.75,0.75)
et exposons les résultats sur la figure 4.4.

Approximation Homaogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

ol ot
1 1 . . ,
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Approximation Linéaire, y=y,
1 1
| |
o of
_1 L _1 L |
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Approximation Linéaire, x=x_
1 1
| |
o of
1 1 , ,
1 -1 05 0 05 1

Figure 4.4 — Exemple 1, Gain § = 2, (x0, y0,20) = (—0.6,0.75,0.75)

Nous constatons que pour ’observateur issu de ’approximation homogéne, le domaine
de convergence reste conséquent. Par contre, pour ’observateur issu de la linéarisation
directe, le domaine de convergence est tellement réduit, qu’il n’apparait pas ici.
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4.3.2 Deuxiéme exemple

Nous regardons maintenant le systéme :

2 3 2 3 2

T1 = —TF5 — Th — T3 — T — &7

W b 2 31 2 2

Ty = —T3+ T3+ T3 — x5+ x5 — X2+ 7 (4.71)
i3 =—3x3+ 25+ 23 - 0523 + 22 — 1y

y = h(x) = 7123 + 23 + 79 + 72
qui vérifie la condition du rang. En effet, on a :

dh(0) = dzy+ das
dLsh(0) = —dzy —dxo + das
dL3h(0) = 2dzy + dwy + 5dus

4.3.2.1 Construction de ’observateur par ’approximation homogéne
Afin de construire 'observateur (4.15), nous avons besoin de calculer les gains donnés

par (4.14). Et donc nous allons calculer les changements de variables (4.3) et (4.7).

Calcul du premier changement de variables Premiérement, nous choisissons une
base pour le drapeau :

dhy = dh
dhy = dLgh
dhs = dL3h

Nous pouvons alors construire une base duale de champs de vecteurs qui vérifie les con-
ditions de I’hypothése 3.1 :

0
gl(x) - 61'2
_ B 0 9,
92() s + 973
_ 0 0 0
Bae) = oty — o

(971’1 65112 axg

Nous obtenons un difféeomorphisme par :

¢(z) = exp(23793) o exp(2295) © exp(217;)(0) (4.72)
d’ou :
z3
pz)=| mm—2+2an (4.73)
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et
T2+ T3
o Hx)=| z14 3 (4.74)
T

Dans les nouvelles coordonnées z = ¢~ !(x), nous obtenons :

21 = 23—52025+102323 — 0523 — 102323 + 522 +525 23
—6z2z3+4z123—z§’+32§—4z122—zz+2z%—z1

Z9 = —1.52%—2%—1—22223—1—2,23—23—322

Z3 = —223+32025 — 32122 —323 —32323+621 2023 (4.75)

tdzozy — 32223 — 22123+ 25 — 32125 — 223

+323 20+ 22120 — 23 — 23

y = h(p(z)) = Hi(z) = z1 + 2223

et donc I'approximation est donnée par :

21 = —29+ 52:%
=22 (4.76)
23 =0 '

Ijll(z) = 21 + 2223

Dans la suite, nous noterons f (z) le champ de vecteurs associé au systéme (4.76).

Calcul du deuxiéme changement de variables L’équation (4.7) est ici équivalente
a:
H,y(2)
§=0u(2) = | LHi(2) (4.77)
E%Hl(z)

Donc :
21 + 2223
Dp(2) = | —22+523 +223 (4.78)
—22z3

L’inverse est donné par :

& — 3866 + 383
0,1 = ~& + 12 (4.79)
—3&3
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Construction de ’observateur Le changement de variables pour passer des coor-
données u aux coordonnées x est égal & :

x11:3+x3+:c2+:c%

E=dpop z) = —x3+ 722 — 1 (4.80)
—21,‘1
et :
— 7ed T¢e2 .
r=pod (= TR -8R -G 16+6 (4.81)
THg-6

Les gains (4.14) s’écrivent :

93

2
Kn(@) = | 20420%— % +3(202 + 158) 4 230° | 74352 (4.82)
—202 + % — 7034,

avec K = [26,20% 6%]". 1'observateur (4.15) est donc donné par :

(&1 = —&1+ o+ 3 — 23 — i3
— (=) ((#2 + 23 + 2123 + 82) — (w2 + 22 + 123 + 27))
To = &3—&g+a — a5 — a3
—(20+20% — & 4+ 21(20% + 152 1 230° | 7352)
X ((&2 4+ 2% + 2123 + 43) — (x2 + 21 + 2123 + 27))
i3 = 23— a3
{ —(—26% + & —76%31) (&0 + 23 + &123 + 83) — (2 + 22 + 2123 + 7))

(4.83)

4.3.2.2 Construction de 1’observateur par ’approximation linéaire

Afin de construire 'observateur (4.50), nous calculons d’abord le linéarisé du systéme
(4.71) :
1 =0
I (4.84)
T3 = —T1

Hy(x) = 29 + 23

Calcul du changement de variables Le changement de variables ®; est donné ici
par : .

hl(*T) T2+ x3
33) = —x1 — T2 + I3 (4.85)
x) —x1 + 29 — 23
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et la fonction inverse par :

—26 — 283
®(6) = 1| 2G-St (4.86)
261 + & — &3

Construction de ’observateur Nous pouvons maintenant calculer les gains (4.49),

en effet :
—46% — 263

K= | 40 —20% +63 (4.87)
20 +26% — 03

avec K = [20,260%,6%]. On obtient 1'observateur (4.50) :

T = —i7— @3- 22— 2% — i3

—(—40% — 203)((£2 + 22 + 2133 + 22) — (w2 + 22 + 2123 + 23))
By = —do+dy+22 423+ 42— a3 — il

—(40 — 202 + 03)((22 + 23 + £183 + 23) — (22 + 2% + 2125 + 27))
T3 = #7443 — i1 — 3ds + 23 — 133

—(20 + 202 — 03)((22 + 23 + 2183 + 22) — (22 + 22 + 1123 + 23))

\

(4.88)
pour le systéme (4.71).

4.3.2.3 Simulation et comparaison des deux méthodes

Comme nous pouvons le constater, 'approximation homogéne posséde exactement
la méme sortie que le systéme original contrairement & la linéarisation. Nous allons
voir les conséquences sur la performance des observateurs. Nous prenons tout d’abord
comme gain, pour les deux observateurs, § = 1 et comme condition initiale (xo,yo, 20)
= (0.1,0.1,0.1), ce cas est exposé sur la figure 4.5. Sur la figure 4.6, nous considérons
comme condition initiale pour le systéme original (z¢, yo, z0) = (0.2,0.2,0.2).
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Approximation Homogene, z=z; Approximation Linéaire, z=z,
1 1
0 0
-1 -1
-1 -0.5 1 -1 1
Approximation Homogene, y=y,
1 1
0 0
-1 -1
-1 1 -1 -0.5 0 05 1
; Approximation Linéaire, x=x
T
0
-1 ——
-1 -0.5 0 0.5 1 05 1

Figure 4.5 — Exemple 2, Gain 6 = 1, (x0, o0, 20) = (0.1,0.1,0.1)

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

Figure 4.6 — Exemple 2, Gain 6 = 1, (¢, yo, 20) = (0.2,0.2,0.2)

Nous constatons ici, que le domaine de convergence de ’observateur issu de ’approx-
imation homogéne est beaucoup plus important que celui issu du linéarisé.
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Nous nous intéressons ensuite & 1’effet du gain sur la convergence de ces observateurs.
Considérons donc deux nouvelles simulations avec un gain § = 2 . Sur la figure 4.7,
nous prenons comme condition initiale (zo, yo, 20) = (0.1,0.1,0.1). Sur la figure 4.8, nous
prenons comme condition initiale (xg,yo,20) = (0.2,0.2,0.2).

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

ot 0 e
1 1 .
-1 -1 -0.5 0 0.5
Approximation Linéaire, y=y,
1 1
| |
oy 0}
1 1 .
-1 -1 -0.5 0 0.5
Approximation Linéaire, x=x_
1
|
0
1 L
-1 -0.5 0 0.5

Figure 4.7 — Exemple 2, Gain 6 = 2, (x0, Yo, 20) = (0.1,0.1,0.1)
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Approximation Homogene, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

or
-1 I L |
-1 -0.5 0 0.5 1
Approximation Linéaire, y=y,
1
I
i
I s s |
-1 -0.5 0 0.5 1
Approximation Linéaire, x=x_
1
I
i
I s s |
-1 -0.5 0 0.5 1

Figure 4.8 — Exemple 2, Gain 6 = 2, (x0, 0, 20) = (0.2,0.2,0.2)

L’observateur issu du linéarisé semble trés sensible au réglage du gain. En effet, pour
toutes les conditions initiales considérées, cet observateur n’est pas convergent. Au con-
traire, 'observateur issu de ’approximation homogéne reste convergent sur un voisinage
de la condition initiale plus important que dans le cas § = 1. Cette conclusion est co-
hérente, car I'approximation homogeéne considére toute la sortie contrairement a ’ap-
proximation linéaire.
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4.3.3 Troisiéme exemple

Nous nous intéressons au systéme :

:blza:cg—i—wz—xi’—Fm
T9 :mg,—xg—{—x% (4.89)

igz—xg—l—:zrg—l—xg—x?

y = h(x) =2} + a3+ 23 + 21
avec un parameétre a € R. Le systéme (4.89) vérifie la condition du rang. En effet :
dh(0) = dai + da
dLsh(0) = dxy +dxo
dL3h(0) = day + dwy + das

4.3.3.1 Construction de I'observateur par ’approximation homogéne
Afin de construire 'observateur (4.15), nous avons besoin de calculer les gains issus

de (4.14). Nous avons besoin des deux changements de variables (4.3) et (4.7).

Calcul du premier changement de variables Pour construire le premier change-
ment de variables, nous devons d’abord choisir une base pour le drapeau d’observabilité :

dhy = dh
dhy = dLgh
dhs = dL3h

Nous pouvons alors construire une base duale de champs de vecteurs qui vérifie les con-
ditions de I’hypothese 3.1 :

_ 0
g1(x) = 1
_ 0
go(x) = s
T I )
93 - 81’1 8:6‘2 8.%'3
Nous obtenons un difféomorphisme par :
p(2) = exp(z3g3) o exp(2293) o exp(z19)(0) (4.90)
Ce qui donne :
z3+ 21
pz)=| 22—z (4.91)

—23
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et
T3 + T
o Hz)=| zo—x3 (4.92)

Dans les nouvelles coordonnées z = ¢~ 1(x), on a donc :

21 = azi— 25— 52125102223 — 102323 —52izs+ 20— 20+ 2
. B 4 2,3 _ 3,2 2 4, VY 2
Zg = 23 — 02923 +102525 —102525 +25 +52523 — 22023 — 23 — 25 + 23
Z3 = —bz12§ 102723 — 223 + 32025 — 102723 — 32523 —52] 23+ 25 — 2}
A
y = h(p(2))=Hi(z) = =223 +3223 — 32523+ 25 + 2
(4.93)
Ainsi, nous avons 'approximation :
s 2
Z1 =230+ 22
2o = —Z
2 5 (4.94)
2’3:0

Hi(2) =2 — 22
Dans la suite, nous noterons f(z) le champ de vecteurs associé au systéme (4.94).

Calcul du deuxiéme changement de variables Avec 'approximation (4.94), nous
pouvons maintenant construire le deuxiéme changement de variables (4.7). En effet, @y,
est égal & :

z) (4.95)

21— 225
Pp(2) = a2+ 2 (4.96)

et
& —28
2,1 = | &—a&} (4.97)
—&3

Construction de ’observateur En utilisant les deux fonctions (4.90) et (4.95), les
gains (4.14) sont donnés par :

20 — 6 0% 33
Kn=| 20%33a+ 262 (4.98)
—93
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avec K = [20,260% 63]. L'observateur (4.15), ainsi obtenu est :

(

1 = ddatdg—ad+ i
—(20 — 663 22)((23 + 23 + 23 + £1) — (23 + 23 + 23 + 11))

To = d&3—23+23 (4.99)
—(0333a+20%)((23 + 23+ 23 + 1) — (25 + 23+ 25 + 71))

i3 = —if+ @3 +4a3 -3}
—(=0°)((2 + &3 + 23 + 1) — (23 + 23 + 23 + 21))

4.3.3.2 Construction de 'observateur par ’approximation linéaire

Dans cette section, nous calculons explicitement 1'observateur (4.50) pour le systéme
(4.89). Le linéarisé du systéeme (4.89) est :

T1 =22+ T1

T2 = (4.100)
r3 = 0
h(z) = z1 + 23

Calcul du changement de variables Afin de construire ’observateur, nous avons
besoin du changement de variables (4.43). Pour le systéme (4.100), la fonction ®; et son
inverse <I>l_1 s’écrivent :

r3 + T
D)(x) = To + T1
xr3 + T2 + x1
&3+ &+ & (4.101)
o716 = -4
&3 — &2

Construction de ’observateur Nous obtenons :
20 + 20 — 63
K, = —20 + 63 (4.102)
—262% + 93

comme gains (4.49) pour I'observateur, avec K = [26, 262, 6%]. Nous avons donc :

1 = dia+dg—ad+ i
—(20 + 202 — 03)((23 + 23 + 25 + &1) — (23 + 23 + 23 + 21))

T2 = s - 5443 (4.103)
— (=20 4+ 63)((23 + &3 + 25 + 21) — (23 + 23 + 23 + 1))

Ty = —i§+23+43 -2}
—(=20% + 03)((23 + 23 + 23 + £1) — (23 + 23 + 23 + 11))
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comme observateur (4.50) pour le systéme (4.89).

4.3.3.3 Simulation et comparaison des deux méthodes

Comparons a nouveau les deux observateurs par des simulations, de maniére similaire
aux deux précédents exemples. Cependant, pour cet exemple, nous avons introduit un
paramétre a € R dans I'équation du systéme original. Nous allons donc nous focaliser sur
I’effet de ce parametre sur le domaine de convergence des deux observateurs. Nous prenons
comme gain § = 0.5 pour toutes les simulations que nous ferons ensuite. Dans un pre-
mier temps, prenons une condition initiale proche de lorigine, (xo, yo, 20) = (0.1,0.1,0.1).
Nous allons prendre différentes valeurs pour le paramétre a. Sur la figure 4.9, nous présen-
tons les résultats pour a = —5. Sur la figure 4.10, nous présentons les résultats pour a = 1.
Enfin, les simulations pour les observateurs avec le paramétre a = 5 sont présentées sur
la figure 4.11

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.9

Figure 4.9 — Exemple 3, Gain 6 = 0.5, Paramétre a = —5, (x9, Yo, 2z0) = (0.1,0.1,0.1)
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Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

Approximation Homogéne, x=x;

@ 2 8 «

Figure 4.10 — Exemple 3, Gain 6 = 0.5, Parameétre a = 1, (z0, y0, 20) = (0.1,0.1,0.1)

n
N

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linaire, 2

-1 -0.5 0 0.5 1

Approximation Homogeéne, y=y, Approximation Linéaire, y=y,

Figure 4.11 — Exemple 3, Gain 6 = 0.5, Parameétre a = 5, (z0, y0, 20) = (0.1,0.1,0.1)

Nous constatons que observateur issu de ’approximation homogéne semble moins
sensible aux variations du parameétre a.



126 CHAPITRE 4 : Construction d’un observateur local

Nous nous intéressons ensuite & une condition initiale pour le systéme original plus
éloignée de l'origine. En effet nous considérons maintenant (xg,yo, z0) = (0.5,0.5,0.5).
Nous reprenons les mémes parameétres que précédement, sur la figure 4.12, nous présen-
tons les résultats de simulations pour le paramétre a = —5. Sur la figure 4.13, nous
prenons le paramétre ¢ = 1. Enfin sur la figure 4.14, les résultats de simulations sont
donnés pour a = 5.

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5

Figure 4.12 — Exemple 3, Gain 6 = 0.5, Paramétre a = —5, (x9, yo, 2z0) = (0.5,0.5,0.5)
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Approximation Homogene, z=z, Approximation Linéaire, z=z,

Figure 4.13 — Exemple 3, Gain 6 = 0.5, Parameétre a = 1, (z0, 40, 20) = (0.5,0.5,0.5)

Approximation Homogeéne, z=z, Approximation Linéaire, 2=z,

-1 -0.5 0 0.5 1 -0.5 0 05 1

-1 -0.5 0 05 1

Figure 4.14 — Exemple 3, Gain 6 = 0.5, Parameétre a = 5, (z0, y0, 20) = (0.5,0.5,0.5)

De méme que pour la condition initiale (xo, yo, 2z0) = (0.1,0.1,0.1), Pobservateur issu
de l'approximation homogeéne est moins sensible aux changements sur le parameétre a.
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4.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la construction d’un nouvel observateur s’ap-
puyant sur 'approximation construite dans le chapitre précédent. Une fois la fonction
donnant le changement de variable obtenue, la construction de I’observateur est directe
et simple. De plus, les gains sont issus d’un systéme linéaire, et plus particuliérement
d’une forme normale d’observabilité, ils sont donc trés faciles & calculer. Afin de montrer
I'efficacité de cette approche, nous avons comparé 1’observateur issu de l'approximation
homogéne avec un observateur issu d’une linéarisation. Nous avons exhibé plusieurs ex-
emples afin de comparer plus efficacement les deux approches. Nous avons pu constater
que observateur issu de ’approximation homogéne posséde un domaine de convergence
plus étendu et est moins sensible a la variation du gain.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Pendant cette thése, nous avons appliqué 1'outil d’homogénéité pour la conception
d’observateurs pour les systémes non linéaires. Nous avons exploré deux champs d’appli-
cations : d’abord nous avons étudié le probléme de la synthése d’observateurs en temps
fini, pour nous concentrer ensuite sur la construction d’une approximation pour le pro-
bléme de 'observabilité.

La premiére contribution de notre travail de recherche est présentée au chapitre 2.
Comme nous ’avons soulignée, la synthése d’observateurs en temps fini a déja fait 1’'ob-
jet de plusieurs travaux de recherche. Nous nous sommes intéressés aux observateurs en
temps fini dont les gains sont réglés par une équation de Riccati, comme dans le cas
linéaire. Cette approche permet d’obtenir des observateurs en temps fini trés simples a
mettre en place. Nous nous sommes appuyés en particulier sur un travail précis. En effet
un observateur semi-global pour la classe des systémes uniformément observables, glo-
balement Lipschitz et & entrée bornée avait déja été construit dans Shen et Xia (2008).
Nous avons donc étendu ce résultat en synthétisant un observateur global en temps fini
pour la méme classe de systémes. Cette contribution a fait 'objet d’'une communication
en conférence dans Ménard et al. (2009), ainsi que d’un article en revue dans Ménard
et al. (2010).

La deuxiéme contribution de cette thése a été la construction d’une approximation
mandabilité, en particulier pour des systémes fortement accessibles, dans Hermes (1991);
Bianchini et Stefani (1990). Il a été montré que pour un systéme fortement accessible,
c’est-a-dire dont ’espace de commandabilité est de méme rang que la dimension du sys-
téme, il est toujours possible de construire une approximation homogéne spécialement
adaptée a ce probléme. Dans le chapitre 3, nous avons proposé une construction duale
pour le probléme de I'observabilité, c’est-a-dire pour un systéme dont le rang de ’espace
d’observabilité est égal & la dimension de I'espace d’état. Cette construction fournit une
approximation homogeéne spécialement adaptée au probléme de 1’observabilité. En par-
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ticulier, nous avons montré que le systéme approximant et le systéme original possédent
le méme espace d’observabilité au point considéré. La construction que nous donnons
peut ne pas étre facilement applicable dans le cas général, mais nous avons donné des
solutions alternatives, ce qui peut faciliter les calculs. Nous avons illustré cette méthode
sur plusieurs systémes académiques, et nous avons montré qu’elle laisse un grand degré
de liberté. Cette construction a été publiée dans Ménard et al. (2011).

Le dernier chapitre, 4, est une application du chapitre 3. Nous construisons un obser-
vateur local en utilisant "approximation homogéne que nous avons construite précédem-
ment. Il existe cependant d’autres constructions d’observateurs locaux pour des systémes
remplissant la condition du rang. En effet, il suffit de construire un observateur linéaire en
considérant la partie linéaire du systéme considéré. Il a été montré que cet observateur,
issu de I'approximation linéaire, est localement convergent si le systéme considéré est sta-
ble au sens de Lyapunov. Nous montrons que notre observateur, issu de l'approximation
homogeéne, est également localement convergent pour des systémes stables au sens de Lya-
punov. Bien que ces deux approches ménent & des observateurs localement convergents,
nous montrons & 'aide de plusieurs exemples que ’observateur issu de l'approximation
homogéne montre de meilleures performances. En effet, pour des observateurs locaux, il
y a principalement deux problémes qui se posent : I’étendue du domaine de convergence
ainsi que le réglage des gains. Nous avons constaté, sur les exemples traités que le do-
maine de convergence (au sens défini dans cette thése) est plus étendu et que la sensibilité
par rapport au réglage des gains est moindre pour l'observateur issu de l'approximation
homogeéne.

Le travail effectué dans cette thése ouvre la voie a plusieurs développements, & la fois
pour la synthése d’observateurs en temps fini et faisant suite a la synthése d’observateurs
locaux utilisant une approximation homogéne.

Pour la synthése d’observateurs en temps fini, nous pensons qu’il est possible d’éten-
dre la construction proposée dans ce mémoire a des classes de systémes plus importantes.
En effet, il devrait étre possible de construire un observateur pour les systémes dont les
non linéarités sont seulement Hélder, et non Lipschitz.

L’approximation homogéne pour le probléme de 'observabilité proposée ici n’est
qu’un premier pas dans cette direction. En effet, les systémes considérés ici sont des sys-
témes sans entrée de commande. Bien que la synthése d’observateur pour des systémes
sans contréle méne & de nombreuses utilisations, comme la surveillance, la détection de
défaillance ou encore la synchronisation, le probléme de la commande et en particulier de
la commande par retour de sortie reste prépondérant en théorie du controle. Nous pen-
sons que l'approximation homogéne construite ici, pour le probléme de ’observabilité,
combinée avec 'approximation homogéne déja existante pour le probléme de la com-
mandabilité pourrait étre utile pour la synthése d’une commande par retour de sortie
locale.



ANNEXE A

RAPPELS SUR LA STABILITE

Nous rappelons ici la définition de la stabilité au sens de Lyapunov, ainsi que les
résultats correspondants sur les fonctions de Lyapunov. Nous considérons un systéme
autonome de la forme :

@(t) = f(z(t), zeR” (A.1)
ot f:R™ — R"™ est un champ de vecteurs C! tel que f(0) = 0.

Définition A.1. Khalil (2000) Le point d’équilibre x = 0 du systéme (A.1) est dit
— stable, si pour tout € > 0, il existe 6 = 0(e) > 0 tel que :

lz(0)]| <d=|z(t)] <e, VE>0 (A.2)

— instable si le systéme n’est pas stable,
— asymptotiquement stable si le systeme est stable et si & peut étre choisi tel que

le(O)] <6 = lim_a(t) =0 (A.3)

Exemple A.1.
Le systeme
r=0, zelR (A.4)

est stable au point d’équilibre x = 0, mais pas asymptotiquement stable. En effet les
solutions sont données par z(t) = z(0), pour tout ¢ > 0. On peut donc prendre § = ¢
pour vérifier la définition de la stabilité. Mais les solutions ne convergent pas vers l’origine
quand t tend vers +oo, donc le systéme n’est pas asymptotiquement stable.

Le systéme
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est asymptotiquement stable & l'origine. En effet, les solutions sont données par x(t) =
x(0) exp(—t). Pour vérifier la stabilité, on peut prendre également § = e. Alors les solu-
tions convergent vers l'origine quand ¢ tend vers +oo.

Le systéme
t=xz, x€R (A.6)

est instable en zéro, car les solutions issues de xg # 0 tendent vers l'infini quand ¢ tend
vers l'infini. O

On voit que pour pouvoir vérifier qu'un point d’équilibre d’une équation différen-
tielle est stable a partir de la définition, on doit connaitre explicitement les solutions.
En pratique, il n’est presque jamais possible de calculer les solutions d'une équation dif-
férentielle. C’est pourquoi une méthodologie a été mise au point pour vérifier qu’un point
d’équilibre d’un systéme est stable : ce sont les fonctions de Lyapunov.

Nous rappelons donc d’abord deux résultats qui montrent que I'existence d’une fonc-
tion de Lyapunov est suffisante pour assurer que l'origine d’'un systéme est stable ou
asymptotiquement stable.

Théoréme A.1. Khalil (2000) Supposons que x = 0 est un point d’équilibre du systéme
(A.1) et soit D C R™ un domaine contenant x = 0. Soit V : D — R une fonction
contindment différentiable telle que :

V(0) =0 et V(z) >0 dans D\{0} (A7)
V(x) <0 dans D (A.8)
Alors x = 0 est stable.
De plus, st
V(x) < 0 dans D\{0} (A.9)

alors x = 0 est asymptotiquement stable.

Une fonction V' qui vérifie (A.7) et (A.8) est appelée une fonction de Lyapunov
pour le systéme (A.1). Pour le cas de la stabilité globale, on a besoin d’une hypothése
supplémentaire sur la fonction V.

Théoréme A.2. Khalil (2000) Supposons que x = 0 soit un point d’équilibre pour le
systeme (A.1). Soit V : R™ — R une fonction continuement différentiable telle que :

V0)=0etV(z)>0, VYxr#0 (A.10)
|z]| = 00 = V(z) — o0 (A.11)
V(z) <0, Vz#0 (A.12)

alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable.
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Remarque A.1. Si une fonction V : R™ — R wérifie la propriété (A.11), alors on dit
qu’elle est radialement non bornée.

Les deux théorémes précédents montrent que si ’on arrive a trouver une fonction de
Lyapunov dont la dérivée le long des solutions de I'équation (A.1) est négative (resp.
strictement négative), alors ’équilibre du systéme (A.1) est stable (resp. asymptotique-
ment stable). Le résultat suivant nous assure que si 'origine du systéme (A.1) est stable,
et si le champ de vecteurs f est localement Lipschitz, alors une telle fonction de Lyapunov
existe.

Théoréme A.3. Khalil (2000) Supposons que x = 0 est un point d’équilibre du systéme
(A.1) et que [ : D — R™ soit localement Lipschitz, avec D C R™ un domaine qui contient
lorigine. Soit R4 C D la région d’attraction de x = 0. Alors, il existe une fonction lisse,
définie positive V() et une fonction continue, définie positive W (x) qui sont définies
pour tout © € Ry, telles que

V(z) = oo quand x — ORA (A.13)
Gef(x) < —W(z), Va€Ra (A.14)

et pour tout ¢ > 0, {V(x) < ¢} est un compact de Ra. Quand Ry = R"™, V(z) est
radialement non borné.

D’apres ce résultat, si le champ de vecteurs est au moins Lipschitz, on peut toujours
trouver une fonction de Lyapunov. Malheureusement, ce résultat n’est pas constructif, et
il n’existe pas d’algorithme pour construire une fonction de Lyapunov dans le cas général.
Cependant, pour certaines classes de systémes, il est possible de construire explicitement
une fonction de Lyapunov, par exemple pour les systémes linéaires.

Exemple A.2. Considérons le systéme :
t=Azr, x€eR" (A.15)

ol A est une matrice de dimension n x n. Le systéme (A.15) est globalement asymp-
totiquement stable si et seulement s’il existe des matrices P et @ symétriques définies-
positives de dimension n X n telles que

ATP+PA+Q=0 (A.16)

La fonction quadratique V(x) = z” Pz est une fonction de Lyapunov pour le systéme

(A.15). 0
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ANNEXE B

RAPPELS DE GEOMETRIE
DIFFERENTIELLE

B.1 Définitions

Définition B.1. Spivak (2005)
~ Soit h € F(R™), on note dh la 1-forme associée & h, définie par :

dh(z) = —dz; B.1
0)=3 g (B.1)
- Soit F est un sous ensemble de F(R™), alors on note dF = {dh, h € F} le sous
ensemble de Q' (R™) correspondant et dF (x) = {dh(zx) : h € F}.
— (t,&) — exp(tf)E est la solution de

w(t) = f(x(t), 2(0)=¢ (B.2)
ou f € V(R™).

— Soit f et g deuz champs de vecteurs de V(R™), alors nous noterons [f, g] le crochet
de Lie des champs de vecteurs f et g. Le crochet de Lie [f,g] est un élément de
V(R™) tel que sa i-éme coordonnée soit définie par :

N N
([f,g])i(ﬂf)—jz;fa(f)axj(fﬁ) ga(fﬂ)axj(x) (B.3)
De plus nous noterons :
adyg = g
adyg = [f,9] (B.4)
ad’}g = [f,adl}_lg], k € N*
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- Soit f € V(R") et h € F(R"), la dérivée de Lie Lyh de la fonction h le long du
champ de vecteurs f est définie par :

Lih(x Z filw a% (B.5)

En effet, tout champ de vecteurs de V(R™) peut étre considéré comme un élément
de D(R™), l'ensemble des opérateurs différentiels sur les fonctions a valeurs réelles

F(R™).

B.2 Formules

Nous rappelons ici la formule qui décrit comment un champ de vecteurs peut étre tiré
en arriére le long du flot induit par un difféomorphisme. Soit f un champ de vecteurs,
pour un temps ¢, avec |t| assez petit, 'application x — exp(tf)(z) est un difféeomorphisme
qui induit un isomorphisme sur I’espace tangent, que ’on note :

exp(tf)* : TM$ — TMexp(tf)(:c) (B6)

Théoréme B.1. Hermes (1991) Soient f,g des champs de vecteurs analytiques sur la
variété M de dimension n, réelle et analytique. Alors, pour |t| > 0 assez petit,

+oo

© (exp(tf) o expl(sg) o exp(—t/)@)lo = Y- (ad f)(x)  (BT)
v=0
ou . p
exp(tf)sglexp(—tf)(z)) = Y —(ad”f,g)(x) (B.8)
v=0

Afin de raccourcir les notations, notons ¢(t,x) = exp(tf)(x) et ¥(t,x) = exp(tg)(z),
alors (B.7) et (B.8) peuvent étre réécrits sous la forme :

Ot v(s, ¢(~t,2)))ls=0 = ¢*( 2 9(—1,))9(o(= tﬂf))
d _ (%) (ad” £, g) (B.9)

oll ¢ (t,x) est I'isomorphisme induit par le diffeomorphisme = — ¢(t,z), sur Iespace
tangent.

Lemme B.1. Hermes (1991)

(a) ¢u(t,¢(—t,2)) = (du(—t,2)) 7"
(0) ot ¢(—t,2)) = ¢u(t, 6(—1,2)) fu(P(—t, )
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Démonstration du lemme B.1. En dérivant l'égalité ¢(t, ¢(—t,x)) = x par rapport a z,
on montre que ¢ (t, p(—t,x))p.(—t,x) = id, ce qui donne (a). Pour (b), par définition
d(t,z) = f(¢(t,x)); donc, en renversant le temps, on obtient ¢(—t,z) = —f(P(—t,z)).
C’est une égalité dépendante de x, donc en dérivant de chaque co6té par rapport & z, on
obtient :

Ou(—t,2) = = fu(d(—t,2))$s(~t, 2) (B.10)
Cette égalité montre que la solution fondamentale du probléme variationnel § = f,(¢(t,2))y
est gu(t,x) = 0‘7’7 dans les coordonnées locales. Mais si ¢, (—t, x) satisfait (B.10), son in-

verse ((b*(—t,x)) satisfait :

d
T (0(=t,2) 7 = (6u(—t,2) T fa(6(—1, 7)) (B.11)
En conclusion, (b) est obtenu en utilisant (a) dans (B.11). O

Démonstration du théoréme B.1. En utilisant (a) et (b) dans le Lemme B.1 dans (B.9),
on peut reformuler ce que ’on doit prouver comme :

66,01, 0)g(0(~1,2)) = (8x(=t.2)) " g(0(~t. )
e (2 (ad” £, g)(x) (B.12)

Définissons
X(t, 9) = o«(t, d(—t, 2))g(d(—t, z)) (B.13)

Calculons le développement en série de Taylor de la fonction x(t, g) par rapport a ¢ en
t=0.

X'(tg) = (Fou(t.o(=t,2))) g(o(~t.x)) — <Z>*( O(—t,2))g:(d(—t, 2)) f(S(—t, x))
= Oult, ¢(—t, ) { fa(D(—t, 2))g(d(—1, 2)) — gu(d(—t, 2)) f(P(—t, 2)) }
= 0u(t, (=1, 2))[f, gl(d(—t, 7))
= x(&[f.9])
Comme ¢.(0,¢(0,z)) = id, x(0,9) = g(z), xX'(0,9) = [f,g](x), et de maniére récur-
sive, x(™(0,9) = (ad™f,g)(x). Ainsi x(t,g) = /29 L (ad” f,g)(z). Ce qui termine la

démonstration. O
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ANNEXE C

RAPPELS SUR L’HOMOGENEITE

La notion d’homogénéité par rapport a des poids est un outil qui a beaucoup été
utilisé dans la théorie du controle, par exemple pour la construction d’approximations.
En effet, la notion d’homogénéité généralise la notion de degré des polyndémes, et donc
permet des développements de fonction plus généraux que le développement de Taylor.

Définition C.1. L’application

or: R™ — R™
‘ . . . (C.1)
(X1, mn) = Olx = ("z1,..., € xy)
est appelée dilatation par rapport auz poids r = (ri,...,r,) € N, ot € > 0.
Siry=---=mry, =1, on appelle 6] la dilatation standard.

Définition C.2. Une fonction h € F(R"™) est dite homogéne de degré d par rapport a la

dilatation 6] si
h(0Tz) = ?h(z), zeR" (C.2)

pour tout € > 0. De maniére équivalente, on dit que h est homogéne de degré d par rapport
auzx poids (r1,...,7Tn).

Exemple C.1. La fonction h(z1,2) = 2173 + 22 est homogeéne de degré 4 par rapport

aux poids (ry,r2) = (2,1). O

Définition C.3. Un champ de vecteurs f € V(R™) est dit homogéne de degré d par
rapport & la dilatation 6] si

f(67z) = €T f(x), xeR® (C.3)

pour tout € > 0.

139
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Exemple C.2. Le champ de vecteurs f(x1,z2) = (:L’lxg)% + (x%)£2 est homogene de
degré 2 par rapport aux poids (r1,72) = (2,1). O

Le lemme suivant montre que la dérivée de Lie et les crochets de Lie sont compatibles
avec la notion d’homogénéité.

Lemme C.1. On a les résultats suivants :

a) siles fonctions hy, hy € F(R™) sont homogénes de degrés dy et dy respectivement, par
rapport & d., alors leur produit hihy est homogéne de degré di + da par rapport a d; ;
b) si h € F(R™) est homogéne de degré d par rapport & la dilatation 67, alors la dérivée
partielle 867]1 de h par rapport o la i-éme coordonnée est homogéne de degré d — r; par

rapport a la dilatation 6] ;

¢) si f1, fa € V(R™) sont homogénes de degrés di et da respectivement, par rapport a d7,
alors le crochet de Lie [f1, fa] de fi1, fo est homogéne de degré di + do par rapport a
la dilatation 6] ;

d) si h € F(R") et f € V(R™) sont homogénes de degrés dy el do respectivement, par
rapport a la dilatation 6, alors la dérivée de Lie Lyh de h le long du champ de vecteurs
f est homogéne de degré di + do.

Démonstration. a), b) sont donnés par la propriété 2 et ¢) par la propriété 1 dans Hermes
(1991). Un calcul direct donne d) et e). O

Exemple C.3. Considérons le champ de vecteurs f et la fonction h des exemples C.1
et C.2 respectivement. Alors la fonction £sh(z1,22) = br12] + 2223 est homogene de
degré 4 + 2 = 6 par rapport aux poids (r1,7r2) = (2,1).

O
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