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RÉSUMÉ

Géométrie active pour l’animation et la modélisation

Engendrer en temps-réel des déformations visuellement réalistes d’objets 3D, comme par
exemple le corps et les vêtements de personnages, est un point crucial en animation, que ce soit
pour des applications au jeu vidéo ou à la production cinématographique.
Les méthodes de déformations géométriques actuelles rapides telles que le skinning ou l’ani-
mation physique à basse résolution ne capturent cependant pas certains comportements natu-
rels essentiels. En particulier les déformations à volume constant du corps, le gonflement des
muscles pour un personnage, ou la génération de plis sur ses vêtements dus au fait que leurs
surfaces doivent rester développable.

Cette thèse présente une série de méthodes rendant les modèles géométriques actifs, c’est
à dire capables de maintenir un certain nombre de contraintes intrinsèques de la surface por-
tant sur le volume englobé ou sur le caractère développable de celle-ci. Nous étudions trois
exemples :

– l’ajout de contraintes locales de volumes lors de l’animation d’une créature virtuelle par
skinning.

– l’ajout de plis de vêtements modélisant une surface quasi-inextensible à partir d’une
animation à basse résolution donnée en entrée.

– la génération d’une surface de type papier froissé, basée sur la préservation de l’isométrie
vis-à-vis d’un patron planaire.

Dans tous ces modèles, notre approche est procédurale. Elle se base sur la déformation
progressive et, potentiellement, le raffinement dynamique de la géométrie juste avant l’étape
de rendu.





ABSTRACT

Active Geometry for Animation and Modeling

Generating visually realistic deformation of 3D objects in real-time for character body or
garment is essential for the animation field, both for video games applications and movie pro-
duction.
Current fast deformation methods such as skinning, or low resolution physically based simula-
tions fail to capture some important natural behaviors. For instance constant volume deforma-
tion of a body, muscle bulging of a character, or wrinkling its garment which must be modeled
by a developable surface.

This thesis presents several methods making a geometrical model active, that is to say
able to maintain a certain number of intrinsic constraints of the surface linked to its bounded
volume, or its developability. We develop three case studies

– The addition of local volume constraints during skinning animation of a virtual creature.
– The addition of wrinkles on garments to model stretch minimizing surface starting from
a general low resolution animation provided as input.

– The generation of folded paper looking surface based on length preservation with respect
to its planar pattern.

For every cases, we rely on a procedural approach based on progressive deformation, and
eventually, on-the-fly refinement of the geometry just before the rendering stage.
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NOTATIONS UTILISÉES

Dans le reste de manuscrit, nous utiliserons les notations suivantes lorsque plus de préci-
sions ne sont pas requises.

POINTS, VECTEURS ET MATRICES

Nous nous plaçons de manière générale dans l’espace 3D dans lequel nous associons un
repère cartésien : (O,ux,uy,uz). O étant l’origine du repère, (ux,uy,uz) étant trois vecteurs
unitaires orthogonaux.
Ce repère défini des coordonnées absolues de l’espace qui seront notées (x, y, z). Un vecteur
de l’espace 3D sera noté en gras : a = (ax, ay, az). Lorsque cela ne présente pas d’ambiguitée,
nous confondrons la notion de points et vecteurs de l’espace. Une position spatiale quelconque
sera généralement désignée par p = (x, y, z). Les vecteurs du plan 2D seront notés générale-
ment par la lettre q = (x, y). Les matrices seront désignées par des lettres Roman comme par
exemple

T =

(

t00 t01
t10 t11

)

.

NOTATION DIFFÉRENTIELLE

La dérivée d’une fonction f C1 de plusieurs variables par rapport à une quantité scalaire u
sera dénotée classiquement par ∂f/∂u.

Dans le cas où f est une fonction scalaire, nous admettrons l’écriture de dérivation suivant
plusieurs variables v = (v1, . . . , vn).

∂f

∂v
=

(

∂f

∂v1
, . . . ,

∂f

∂vn

)
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Le gradient ∇ désigne les dérivées partielles suivant les coordonnées absolues :

∇f =

(

∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

.

Dans le but de simplifier les notations, nous introduirons le cas particulier de dérivation par
rapport à un vecteur de coordonnées concaténéP = (p1, . . . ,pn) = (x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn) ∈
R
3n.

Soit la fonction scalaire g : P 7→ g(P), son vecteur dérivé suivant les composantes x (resp. y,
z) du vecteur P sera désigné par ∇xf (resp.∇yf , ∇zf ), avec

∇xf =

(

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)

,

et de même pour y et z.



INTRODUCTION

AU cours de ces vingt dernières années, les modèles de personnages et objets de synthèse
sont devenus partie intégrante des divertissements grands public. Sous l’impulsion du
développement des films d’animation et des jeux vidéos, le besoin en modélisation,

déformation et animation de modèle virtuel ne cesse de s’accroitre.
Cette thèse s’inscrit dans le contexte de la synthèse d’images, en particulier pour l’ap-

plicatif de l’industrie du loisir. Les outils professionnels d’édition 3D utilisés par les artistes
numériques se doivent d’évoluer afin de pouvoir répondre à la demande croissante de modèles
virtuels toujours plus nombreux et complexes comme par exemple illustrée en fig. 1. Dans

FIGURE 1 – Modèles virtuels utilisés en production de film d’animation. À gauche plusieurs
créatures virtuelles se déplaçant, bien qu’imaginaires, leurs mouvements et déformations res-
tent plausibles (image issue du film Le Seigneur des Anneaux : Le Retour du Roi). À droite des
personnages d’un film d’animation dont les vêtements présentent de nombreux détails animés
(image issue du film d’animation Shrek).

ce cadre, nous soulevons deux problématiques : Premièrement, ces modèles doivent à la fois
revêtir une apparence réaliste à un instant donné, mais également posséder un comportement

15
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plausible aux yeux du public lorsqu’ils sont animés. Deuxièmement, les artistes numériques
qui génèrent ces modèles doivent pouvoir les manipuler interactivement, et ce, de manière in-
tuitive.

PROBLÉMATIQUE

Notre perception humaine du réalisme est particulièrement sensible à l’apparence et au
mouvement des objets qui nous sont familiers. Tout défaut par rapport à un comportement
attendu nous donnera l’impression que le modèle entier est un faux.

La manière dont se déforment ces différents modèles est donc d’importance capitale pour
donner l’impression d’un monde virtuel convaincant. Plus que la modélisation précise des dé-
formations sous-jacentes, l’importance est ici donnée à l’apparence plausible des modèles vi-
suels. Il est pour cela indispensable de respecter certaines contraintes pour une catégorie d’objet
donnée. Par exemple, un personnage, dont l’épaule gonfle lorsqu’il marche, un vêtement se dé-
formant sans plis, ou une feuille de papier s’étirant de manière élastique sont des exemples de
déformations visuelles jugées non satisfaisantes pour le grand public.

Les outils professionnels d’éditions 3D utilisés par les artistes numériques ne fournissent
cependant pas de méthodes de déformations satisfaisant de manière automatique ces contraintes
géométriques lors de l’édition. De ce fait, les artistes numériques doivent ajuster et corriger ma-
nuellement de nombreux paramètres. Lors d’animation, ces paramètres sont de plus retravaillés
à chaque pas de temps. Une grande partie du temps investi par les artistes n’est ainsi pas passée
sur la création artistique elle-même, mais sur l’aspect technique de l’utilisation des outils 3D
appliqués à des tâches fastidieuses d’ajustements. À l’heure actuelle, quelques secondes d’ani-
mation d’une production cinématographique peuvent représenter plusieurs semaines de travail
intensif pour plusieurs artistes expérimentés.
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MOTIVATION

Ce travail présente différents outils permettant de faciliter le travail de modélisation et
d’animation de surfaces. Celles-ci, réagissent différemment suivant l’a-priori de leur consti-
tution interne afin de préserver leurs caractéristiques propres indépendamment des contraintes
extérieures. Nous proposons ainsi un modèle de surfaces que l’on désignera par le terme d’actif.
Pour chaque application proposée, nous définissons une approche procédurale permettant de
préserver des contraintes intrinsèques satisfaisant aux critères suivants :

– Plausibilité : Les contraintes géométriques maintenues par nos modèles actifs permettent
de rendre les modèles virtuels visuellement plausibles par rapport à une modélisation ou
une déformation ne les prenant pas en compte. Plus que la recherche de la précision
numérique de la résolution des contraintes, nous mettons en avant des critères plus im-
portants sur le plan visuel tels que la localité, ou la modélisation de discontinuités des
plans tangents.

– Efficacité : Les approches décrites permettent la déformation et l’animation des mo-
dèles virtuels à vitesse interactive sur les machines grand public standard. Au-delà des
problématiques d’implémentation, nous proposons des méthodes qui ne requièrent pas
d’optimisation globale, mais plutôt basées sur des expressions locales analytiques inté-
grant directement les contraintes géométriques.

– Contrôle : Il est essentiel de garder un contrôle de haut niveau sur le résultat visuel
d’une déformation géométrique. En effet, il est généralement souhaitable que les artistes
numériques puissent manipuler la forme finale, ou la localisation de certaines défor-
mations afin d’aboutir au résultat souhaité. L’utilisation des contraintes géométriques
permet alors de garantir un résultat plausible sans pour autant limiter la créativité recher-
chée.

– Utilisabilité : Les différentes méthodes proposées sur des pipes-lines de production stan-
dard sont d’ores et déjà efficacement implémentées et utilisées dans les logiciels profes-
sionnels de modélisation 3D. L’utilisation de post-traitement en sus de méthodes telles
que le skinning ou la simulation masse-ressorts permet l’utilisation nos approches pour
améliorer le résultat obtenu sans devoir introduire de modification importante aux mé-
thodes déjà mises en place.

CONTRIBUTIONS

Nos contributions se décomposent autour de trois axes principaux.

Notre premier axe de contributions s’articule autour d’une méthode de préservation de vo-
lume s’appliquant en temps réel sur des personnages skinnés 1. Nous proposons une estimation
rapide de volume local suivi d’une correction. Contrairement aux approches globales, notre
contrôle du volume génère un gonflement local, dont la localisation est automatiquement cal-
culée grâce à une combinaison de la contribution des poids de skinning et de la distance de la
peau au squelette.

1. Nous utilisons ce terme tiré de l’anglais pour désigner un personnage habillé d’une peau géométrique qui
suit les déformations de son squelette
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Nous proposons également un calcul itératif exact du changement de volume induit locale-
ment par chaque os, suivi d’une correction du volume locale également exacte. Une nouvelle
méthode de contrôle de la déformation est proposée grâce à l’utilisation de courbes de profils
permettant d’imiter aisément différents effets tels qu’un muscle se gonflant ou des bourrelets.
Nous introduisons également une orientation privilégiée de la déformation s’adaptant auto-
matiquement à l’animation et permettant de réaliser des effets anisotropes comparables à la
déformation visuelle d’un tube en caoutchouc. Afin de pouvoir s’appliquer directement sur des
animations préexistantes, la méthode peut être utilisée de manière exacte sur des maillages tri-
angulaires ainsi que des maillages quadrangulaires.
De plus, nous introduisons un nouveau calcul de poids de skinning basé sur une distance géo-
désique volumique permettant de générer des animations visuellement plausibles à partir de
l’unique information d’un maillage et d’un squelette d’animation.

Un second axe de contributions se concentre sur l’animation rapide et réaliste des vête-
ments d’un personnage, mettant en avant le caractère quasi développable de ces surfaces.
Nous proposons pour cela une méthode automatique d’ajout de plis sur des animations de vête-
ments à basse résolution. Contrairement aux approches précédentes, notre méthode ne requière
pas d’exemples d’apprentissages ni le tracé manuel de la localisation et de l’orientation de ces
plis.
Nous introduisons également une nouvelle méthode de contrainte temporelle rapide permettant
de faire apparaître, disparaître, ou simplement glisser continument les plis sur la surface du
tissu en mouvement.
Enfin, nous introduisons des déformeurs implicites permettant de générer la géométrie finale
des plis se greffant sur la surface d’origine. Ces plis peuvent de plus, tout comme dans le cas
réel, se rapprocher les uns des autres et finir par se mélanger de manière lisse pour donner
l’apparence d’un unique pli sans générer d’auto-intersection. Nous traitons ainsi de manière
transparente pour l’utilisateur des topologies de plis quelconques, pouvant s’adapter dynami-
quement lors de l’animation, tout en assurant l’absence d’auto-intersection de manière robuste.

Un dernier axe de contribution concerne la modélisation efficace de surfaces ayant l’appa-
rence de papier froissé. À partir de l’information du bord sur lequel doit s’appuyer la surface
finale, nous générons de manière rapide une surface plissée s’appuyant sur ces positions, tout
en préservant au mieux l’isométrie par rapport à son patron originel. La surface générée est ob-
tenue rapidement sans nécessiter d’optimisation globale. De plus, elle gère de manière native
les discontinuités des plans tangents en engendrant des lignes de plis, qui sont ensuite suivies
explicitement. Contrairement à l’utilisation des simulations physique actuelles, la surface finale
peut ainsi posséder des plis francs caractéristiques de l’apparence du papier froissé.

ORGANISATION DU MANUSCRIT

Ce manuscrit s’organise en quatre parties.
Nous réaliserons dans un premier temps un état de l’art des différentes méthodes de mo-

délisation et d’animation de modèles virtuels. Le chapitre 1 présentera ainsi les différentes
représentations de surface possibles pour l’animation et la modélisation (section 1.1), ainsi que
les deux grandes approches de déformation : approches physiques (section 1.2) et géométriques
(section 1.3). Enfin, nous passerons en revue les approches existantes de déformation préser-
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vant certaines contraintes intrinsèques telles que le volume ou les longueurs en expliquant leurs
limitations actuelles (section 1.4).

Le chapitre 2 présentera nos contributions concernant l’animation de créatures virtuelles
articulées. Nous considérerons en particulier le cas de la déformation par skinning avec l’in-
troduction d’une méthode de calcul de poids de skinning (section 2.1), le développement d’un
estimateur local du changement de volume lors de l’animation (section 2.2), et d’une nouvelle
méthode de déformation secondaire permettant de contrôler à la fois le volume (section 2.3) et
la forme souhaitée (section 2.4). Après avoir comparé les résultats des différentes approches
présentées (section 2.5, 2.6), nous appliquons et étendons celles-ci dans le cadre d’un outil de
réalité virtuelle (section 2.7), ainsi qu’à d’autres contraintes géométriques telles que la préser-
vation d’aire (section 2.8).

Le chapitre 3 développera nos contributions concernant la génération rapide de plis pour
l’animation de vêtements quasi incompressibles. Nous expliciterons pour cela une localisation
automatique de courbes de plis (section 3.1), ainsi que des contraintes temporelles permettant
une déformation continue de ces courbes (section 3.2). Nous détaillerons ensuite la déformation
géométrique associée aux plis (section 3.3).

Le chapitre 4 concerne notre contribution à la modélisation de surfaces ayant l’aspect de pa-
pier froissé. Nous présenterons une méthode de génération de données d’entrées compatibles
avec la modélisation de telles surfaces (section 4.1). Puis nous développerons un algorithme
de subdivision récursif associé à une relaxation globale améliorant la développabilitée (sec-
tion 4.2), avant de montrer que la méthode s’adapte de manière robuste à différents modèles de
surface (section 4.3).

Finalement, nous conclurons sur les différentes approches décrites et proposerons des pistes
d’améliorations futures.
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CHAPITRE

1

ÉTAT DE L’ART SUR LES
MÉTHODES DE DÉFORMATION DE

SURFACES

LA modélisation par surface est, comme nous allons le voir, une représentation essen-
tielle en modélisation et en animation. Le choix de la représentation d’une surface n’est
pas sans conséquence sur la manipulation de l’objet sous-jacent. Il est donc important

de considérer des modèles de représentation et de déformations adaptés afin de pouvoir les
manipuler aisément et efficacement.

Après avoir expliqué le choix de l’utilisation de structure d’une surface, nous détaillerons
différentes possibilités de représentation de celle-ci. Nous réalisons ensuite un état de l’art sur
les différentes approches de déformations de surfaces. Pour cela, nous expliquerons les avan-
tages et inconvénients de l’utilisation de méthodes de déformations dites physiques. D’un autre
côté, nous détaillerons certaines méthodes de déformations purement géométriques, et enfin,
nous considèrerons les applications déjà existantes de préservation de propriétés intrinsèques
des surfaces.

1.1 DÉFINITION ET NOTATIONS DE LA REPRÉSENTATION PAR

SURFACES

Motivation de la représentation par surface :

Les objets qui nous entourent sont intrinsèquement constitués de matière volumique se
répartissant dans les trois dimensions spatiales. Que ce soit les muscles situés à l’intérieur d’un
corps humain, ou des fibres d’une feuille de papier, la structure volumique constitutive des
objets et êtres vivants est à l’origine des caractéristiques mécaniques de leurs déformations.
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Ceci étant, si ces structures volumiques restent essentielles à une modélisation de la phy-
sique du matériau, elles n’entrent pas en compte dans l’apparence visuelle d’un matériau non
transparent comme illustré en fig. 1.1. La modélisation d’un volume complet est de plus ex-

FIGURE 1.1 – Gauche : Représentation volumique d’une tête humaine. Droite : Représenta-
tion surfacique. La représentation volumique contient une plus grande quantité d’information
que l’approche surfacique. Cette dernière est cependant suffisante pour représenter l’aspect
extérieur de la tête.

cessivement lourde à modéliser et à gérer d’un point de vue complexité, temps de calculs et
espace mémoire. Pour cela, la majeure partie des modélisations des formes et objets de syn-
thèse se réalise uniquement par rapport à la partie visible de ceux-ci, c’est-à-dire leurs bords
surfaciques.

Cette thèse s’articulant autour de la modélisation et l’animation rapide d’objets de synthèse,
nous allons considérer de manière générale qu’une forme est définie par sa surface frontière.
Certains objets que l’on recherchera à modéliser seront considérés d’épaisseurs nulles (ex. tis-
sus, papiers, . . .). D’autres par contre seront considérés comme possédant un intérieur délimité
par la surface bien que celui-ci ne sera pas modélisé de manière explicite (ex. personnages et
animaux).

Si cette représentation surfacique suffit à elle seule pour la visualisation de l’objet, nous
n’oublions pas que la déformation et l’animation de celui-ci sont guidées par des propriétés
venant de leurs structures physiques volumiques. Notre approche consiste donc à considérer
le résultat de ces propriétés physiques comme s’appliquant de manière géométrique sur la
surface visible. Nous proposons ainsi d’extraire certaines contraintes géométriques à assurer
sur la surface finale, afin de modéliser le comportement plausible d’un objet réel. La surface
finale peut alors être manipulée par des outils de déformation classiques, mais sera contrainte à
maintenir certaines des propriétés intrinsèques à l’objet sous-jacent. Nous désignerons ce type
de surface par active.

Modélisation d’une surface :

Une surface est une abstraction géométrique qui dans notre cas est utilisée pour représenter
la forme d’un objet virtuel. La surface définit donc la frontière physique d’un objet dans l’es-



1.1. REPRÉSENTATION PAR SURFACES 23

FIGURE 1.2 – Exemples de différents types de surfaces possibles. Gauche : 2-variété sans bord,
tout voisinage d’un point est un disque complet. Milieu : 2-variété à bords, tout voisinage d’un
point est un disque ou un demi-disque sur le bord. Droite : surface non variété, le voisinage à
la jonction avec le plan étant un disque plus un demi-disque.

pace. C’est elle qui contient les propriétées fondamentale de la forme. Une fois la géométrie
définie, il reste important d’attacher d’autres paramètres sur cette forme (couleurs, textures, . . .)
afin d’obtenir un résultat visuel convainquant. Dans un premier temps, nous allons nous inté-
resser uniquement à la forme géométrique et décrire comment une surface peut être représentée
et manipulée en informatique.

On rappelle que d’une manière générale dans ce document, nous nous placerons toujours
dans l’espace Cartésien R

3 muni de son repère canonique, et une position dans l’espace par
rapport à l’origine O sera désignée par le vecteur p = (x, y, z).

Formellement, nous utiliserons le terme de surface pour désigner un sous ensemble de
R
3 2-variété orientable (voir fig. 1.2). C’est-à-dire que le voisinage topologique de tout point

de la surface est homéomorphe 1 à un disque (ou à un demi-disque le long d’un bord). Nous
considérons également que nos surfaces représentent des objets réels plongés et orientables.

1.1.1 Modélisation explicite

La première solution pour modéliser une surface consiste à définir de manière explicite
l’ensemble des positions de l’espace par laquelle la surface passe. Nous verrons tout d’abord
la définition explicite d’une surface de manière globale. Une définition globale d’une surface
complexe étant, sauf cas très particulier, non exprimable mathématiquement, nous montrons
par la suite comment approcher ces formes complexes par des modèles discrets.

Surface paramétrique

Dans un premier temps, nous définisson une surface S dans sa globalité en exprimant pa-
ramétriquement l’ensemble des positions par laquelle elle passe. Soit D ⊂ R

3 un domaine du
plan associé à un système de coordonnées (u, v) paramétrant ce domaine. Soit l’application f

1. transformable continument sans déchirure ni soudure, c’est à dire issue d’une transformation bijective conti-
nue dont la réciproque est continue également
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par

f :

{

D ⊂ R
2 → R

3

(u, v) 7→ f(u, v)

La surface S est l’image de l’application f dans R3 (voir fig. 1.3), c’est à dire

S =
{

p ∈ R
3 | ∃(u, v) ∈ D , p = f(u, v)

}

FIGURE 1.3 – Exemple de mapping f de l’espace 2D vers 3D. L’image de f dansR3 représente
la surface S.

Une surface peut donc être vue comme le résultat de la déformation d’un domaine D ⊂ R
2

vers un sous-ensemble de R3, et l’application f peut ainsi être considérée comme une fonction
de déformation de l’espace 2D vers 3D. On désignera ainsi dans la suite du document cette
application par le terme spécifique de mapping.

Cette fonction f contient les informations d’une paramétrisation globale définie par ces
paramètres (u, v). Bien qu’il soit classique de confondre abusivement le mapping f avec la
surface S, les deux ne sont pas équivalents. Plus précisement, la surface S constitue la trace du
mapping f dans R3. La connaissance de f implique celle de S. La réciproque étant fausse, et
de plus f n’est pas unique pour une surface donnée.

Nous avons vu que la connaissance de f contient en fait plus d’informations que la simple
structure géométrique de la surface en encodant une paramétrisation globale. Malheureuse-
ment, cette paramétrisation est, sauf cas exceptionnels, impossible à exprimer exactement par
les fonctions mathématiques usuelles. Il est par contre d’usage en informatique graphique de
définir des modèles discrets de surface. C’est-à-dire que la position, ainsi que des paramètres
de continuités de la surface ne sont connus exactement qu’en un nombre fini de points, le reste
étant comblé par interpolation ou approximation. On défini alors la surface non plus globale-
ment, mais par morceaux. Nous détaillons par la suite diverses approches permettant de définir
une surface complète par morceaux.
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Modèle discret par morceaux

A Modèle paramétrique

D’une manière générale, la modélisation par morceaux des surfaces consiste à définir un
ensemble discret de mappings (fi)i∈[[1,N ]] (polynomiaux pour la plupart) défini sur des
domaines Di tel que l’union respective de leurs images Si dans l’espace représente une
surface S =

⋃

Si.
Cette composition par morceaux permet de traiter les caractéristiques locales séparé-
ment, rendant la modélisation plus aisée. Dans la vaste majorité des cas, définir exac-
tement une surface donnée à l’aide d’un nombre fini de morceaux est très difficile voir
impossible. Il est néanmoins possible d’approcher avec une erreur contrôlée le degré
d’approximation de celle-ci. Un choix adéquant de modélisation permet dans certains
cas de faire converger ce modèle discret vers la vraie surface lorsque le nombre de mor-
ceaux tend vers l’infini.
Afin de rendre la tâche plus aisée, il est classique de considérer des mappings fi définis
sur un même domaine D triangulaire ou quadrangulaire indépendant du morceau. Cela
revenant à accoler N patchs initialement identiques dans le plan mais déformés sépa-
rément comme illustré en fig. 1.4. Il reste ensuite à définir la fonction de déformation
fi pour un morceau donné. En fonction du degré d’approximation et des contraintes à
respecter, différents choix sont possibles.

FIGURE 1.4 – Exemple de surface S définie par morceaux à partir d’un même domaine D ⊂
R
2.

i Approximation d’ordre 1
Considérons le cas le plus simple où D est donné par le triangle canonique du plan

D = {(u, v) ∈ R
+ × R

+ | u+ v < 1}.

On définit alors fi par un mapping linéaire. L’image de D est alors une surface trian-
gulaire plane de R3. On peut alors écrire

fi :















D ⊂ R
2 → R

3

(u, v) 7→ fi(u, v) = Li





u
v
1



 ,
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avec Li une matrice 3× 3 constante sur le morceau i considéré.
Définissons (xi

0,x
i
1,x

i
2) les trois positions spatiales du triangle image de R

3 (voir
fig. 1.5). En remarquant que ces trois positions sont les images des extrémitées res-
pectives du triangle du plan définies par (u, v) = (0, 0), (1, 0) et (0, 1), il est possible
d’exprimer Li en fonction des coordonnées 3D par

Li =
(

xi
1 − xi

0, x
i
2 − xi

0, x
i
0

)T

FIGURE 1.5 – Déformation linéaire appliquée sur un triangle.

D’une manière générale, la surface S est donc constituée d’un ensemble de triangles
dans l’espace. On parle alors de maillage triangulaire. Il s’agit de la forme la plus
simple pour représenter une surface. Voici quelques avantages et inconvénients :

Avantages
– Peut représenter tout type de formes, la structure triangulaire laisse toute liberté en
terme de position et d’organisations des positions discrètes. Plus précisément, il est
possible de modéliser une 2-variété de topologie quelconque.

– Il s’agit de la manière la plus simple d’un point de vue théorique et la plus rapide
de représenter une forme.

– Toute représentation de classe supérieure peut trivialement s’approximer par un
ensemble de triangles.

Inconvenients
– Ordre d’approximation le plus bas. Pour une fonction f lisse, c’est donc une ap-
proximation de faible qualité. Cette représentation nécessite ainsi l’utilisation d’un
échantillonnage discret très fin pour approximer la surface sous-jacente comme
illustrée en fig. 1.6.

– f est globalement C0, mais jamais C1 sauf dans le cas d’un plan. La géométrie de
la surface peut ainsi être continue, mais elle présente des arêtes vives. Une surface
lisse non plane ne pourra jamais être exactement représentée.
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FIGURE 1.6 – Exemple d’approximation d’une surface complexe par un maillage triangulaire.
La représentation nécessite un nombre très important de triangles pour modéliser l’ensemble
des détails.

ii Approximations polynomiale d’ordre supérieur

– Surface B-Spline produit tensoriel

Afin de pallier à la faible qualité de l’approximation linéaire par morceaux, de nom-
breux travaux se proposent de traiter des cas où f est une fonction polynomiale de
degré > 1. Les polynômes se généralisent en multi-dimension (ici 2) par le produit
tensoriel de polynômes de degrés 1. Dans le cas des surfaces, nous nous retrouvons
avec des polynômes de degrés arbitraires obtenus par produit tensoriel de poly-
nômes unidimensionnels de plus hauts degrés.
L’approximation résultante est meilleure que dans le cas linéaire, et permet de mo-
déliser des surfaces lisses avec un nombre plus faible de morceaux de surface. On
citera en particulier le cas de l’utilisation de polynômes bi-linéraires, et bi-cubiques
avec leurs déclinaisons en fonctions de bases splines permettant d’obtenir des conti-
nuités de tangentes et de courbures localement contrôlables, voir [Far01] pour plus
de détails.
Ces modélisations sont cependant plus lourdes à gérer et ne sont pas adaptées à la re-
présentation de topologies quelconques. En effet, leur paramétrisation sous-jacente
rectangulaire dites en jeu d’échec nécessite l’introduction de deux directions prin-
cipales de manière globale. De plus, elles se prêtent mal à des modifications locales
telles que des ajouts de détails non prévus initialement par la grille de contrôle.

– Surface splines de topologie quelconque

Initiées par Forsey et al. [FB88], puis étendues par Gonzalez-Ochoa et Pe-
ters [GOP99], les surfaces splines de topologie quelconque peuvent néanmoins pa-
lier à ce défaut lorsque la structure de contrôle satisfait une régularitée suffisante
à travers l’ensemble des niveaux de la hiérarchie de subdivision. Plus tard, Yvart
et al. [YHB05] proposent une approche hierachique s’adaptant sur des splines à
support triangulaire. Ils permettent ainsi de s’adapter au cas répandu de surfaces
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triangulaires de topologie quelconque tout en permettant d’accéder à des degrés de
continuités G1.
Bien que potentiellement adaptables à des topologies arbitraires, ces représentation
restent peu implémentées dans les logiciels de modélisation graphiques utilisées
par les artistes numériques de par leur manipulation plus complexe. Ces surfaces
restent principalement utilisées dans le domaine de la CAO.

B Cas particulier du modèle polygonal
Nous avons pu voir que les surfaces définies par portions planes triangulaires étaient les
plus aisées à manipuler.
Un grand nombre d’outils de modélisation professionnels proposent de plus la gestion
native des surfaces triangulaires, voir plus généralement de maillages polygonaux.
La partie suivante développe quelques caractéristiques spécifiques à cette représenta-
tion dont nous nous servirons régulièrement. D’avantage de détails sont disponibles
dans [BPK+07, BKL+09].

i Structure
Un maillage polygonal M est un ensemble

M = (F , E ,V) ,

où V = (v1, . . . , vNs) représente les Ns sommets du maillage,

F = (f1, . . . , fNp) ∈ (V × V × V)Np ,

représente les Np faces et

E = (e1, . . . , eNe) ∈ (V × V)Ne ,

représente les Ne arêtes (voir fig. 1.7).

FIGURE 1.7 – Structure d’un maillage représentant une carrosserie. Les sommets sont repré-
sentés par les sphères rouges, les arêtes par les segments noirs, et les faces (ici triangles) en
vert.
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ii Connectivité et plongement géométrique
La structure précédente représente la connectivité du maillage, et est donc indépen-
dante du plongement de la forme dans l’espace.
En associant l’application qui à chaque sommet vi ∈ V associe les coordonnées 3D
dans R3, on obtient alors l’information de géométrie du maillage portée par le plon-
gement de V .

iii Structure de données
Il est commun en informatique graphique d’utiliser une structure de données spéci-
fique pour la manipulation de maillages. On parle généralement de structure B-Rep
(Boundary Representation). Notons qu’il existe plusieurs structures de données pos-
sibles (indexée [THLR98], basée arêtes [CGA, Ope], cartes [Lie94], . . .). Nous dé-
taillons la notation indexée sur laquelle nous baserons nos descriptions ultérieure.

L’ensemble des sommets est stocké par le vecteur des coordonnées spatiales. On a
alors V = (p1, . . . ,pNs) ∈ (R3)Ns .
L’ensemble des faces F contient Np uplets d’indices désignant le numéro de sommet
de V rencontré lors du parcours le long de l’arête d’un polygone donné.
E contient Ne couple d’indices correspondants aux sommets de V de chaque arête.

Notons que dans le cas de déformations, la modification de V uniquement ne permet
pas de modifier la topologie de la surface (la surface peut par contre posséder des
auto-intersections). La modification du voisinage d’un point passe forcément par une
modification de la connectivité (F , E).

iv Cas particuliers de maillages, cas des modélisations par les artistes
Un cas particulier très fréquent concerne les maillages triangulaires. F est alors uni-
quement formé de Np 3-uplets. Un autre cas rencontré classiquement lors de la mani-
pulation de formes générées par des artistes concerne les maillages quadrangulaires.
La modélisation par quadrangles permet de définir des lignes caractéristiques princi-
pales. Ces directions principales permettent notamment d’aider à séparer différentes
parties mobiles lors d’animations. Dans ce cas, le polygone associé est le quadrangle 2,
ou quad.
Modéliser une surface entièrement à partir de quadrangles reste cependant complexe,
voir impossible selon les cas. Dans le cas général, les maillages créés par les artistes
sont ainsi formés d’un mélange de quadrangles et de triangles. Notons qu’un ensemble
de quadrangles peut toujours se trianguler trivialement. Des exemples sont montrés en
fig. 1.8.

1.1.2 Modélisation implicite

Jusqu’à présent, nous avons vu comment définir une surface de manière explicite. Cette
définition explicite est avantageuse pour le rendu de la surface. Cette représentation ne donne
par contre pas d’information par rapport à la position relative d’un point situé hors de la sur-
face, et demande la gestion explicite de la connectivité. Les changements topologiques parfois
nécessaires lors d’une animation demandent ainsi d’être traités explicitement ce qui se révèle
complexe d’un point de vue algorithmique et couteux en temps de calcul.

2. Notons que ces quadrangles peuvent être plan ou non. Dans ce dernier cas, la visualisation se réalise généra-
lement par triangulation, ou par interpolation bilinéaire.
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FIGURE 1.8 – Exemple de maillages. Gauche : Maillage triangulaire. Milieu : Maillage formé
de quadrangles. Droite : Maillage mixte.

Une autre représentation permet quant à elle de traiter de manière transparente les modifi-
cations de topologie. Il s’agit de la définition implicite de la surface.

Modèle continu

Soit S une surface plongée dans R3. Définir implicitement S revient à caractériser l’en-
semble des positions décrites par la surface comme étant solution d’une équation à 3 variables.
On a donc

S = {x ∈ R
3|F (x) = iso} , (1.1)

où iso est une valeur scalaire constante.

FIGURE 1.9 – Exemple de surface implicite. Une fonc-
tion volumique vue en coupe est définie à partir de par-
ticules discrêtes (gauche). L’extraction de l’isosurface
permet de donner l’impression d’une surface d’un fluide
(droite).

F : R
3 → R étant dénomé

potentiel ou fonction de champ, et
iso étant une valeur scalaire com-
munément appelée l’isovaleur. Un
exemple est donné en fig. 1.9.

Notons que pour S donné, le
choix de F n’est pas unique. De
plus, toute couple (F, iso) ne dé-
finit pas une surface telle que dé-
crite précédemment par le mapping
d’un domaine du plan dans l’es-
pace. Certains couples pouvant dé-
finir des cas dits dégénérés : l’en-
semble vide, un ensemble de posi-
tions isolées de l’espace, ou un do-
maine volumique. Notons que l’on
peut également obtenir un mélange
de ces différents cas.

Ces nombreuses possibilitées traduisent un plus grand degré de liberté issu de la définition,
qui ne nécessite pas l’encodage de la connectivité entre les positions des points de la surface.
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Voici certaines différences notables entre une modélisation implicite et explicite :

Avantages
– Pas de gestion directe de la topologie de la surface. Celle-ci est entièrement définie par
le couple (F, iso).

– Une modification de l’unique valeur scalaire iso à F fixé permet de définir un ensemble
de surfaces qui ne s’intersectent pas, et ayant potentiellement des topologies différentes.

Inconvénients
– Il n’est pas possible de connaitre l’ensemble des positions situés sur la surface directe-
ment. On ne peut que savoir qu’à postériori si une position spatiale appartient ou non à
la surface.

– Étant donné un point de la surface, on ne connait pas son voisinage explicitement sur la
surface.

Conséquence : Les surfaces implicites sont les modèles de prédilection pour traiter des
surfaces changeant de topologies. Elles ne sont par contre pas directement visualisable, de par
leur définition implicite.

De manière identique à la modélisation explicite, la connaissance exacte de la fonction F
permettant de modéliser entièrement une surface complexe est généralement hors de portée.
Il est donc nécessaire de passer par une étape d’approximation discrète. Plusieurs modèles
discrets sont décrits-ci après.

Modèle discret voxelisé

FIGURE 1.10 – Exemple de données médicales stockées
dans une grille 3D. Potentiel=image à niveaux de gris.
Squelette=isosurface de ce potentiel.

Le modèle trivial de discréti-
sation consiste à échantillonner la
fonction potentiel F dans l’espace.
Généralement, cet échantillonnage
se réalise dans une grille régu-
lière. La boite unitaire située entre
4 échantillons spatiaux est appelée
voxel ou élément de volume.

Une fois échantillonnée, une
fonction F est définie dans tout
l’espace par des méthodes d’inter-
polation ou d’approximation. Clas-
siquement, on utilise l’interpolation
tri-linéaire ou une approximation
suivant des splines volumiques.

Étant donné un schéma d’inter-
polation, il est possible de retrouver
la surface S en passant en revue l’ensemble des voxels de manière indépendante. Les méthodes
classiques de reconstruction de surfaces maillées à partir de l’information discrétisée du poten-
tiel sont le Marching-Cube [LC87] et le Marching-Tetraèdre [GH95].

Ce modèle voxelisé est le schéma d’approximation le plus généraliste et n’impose aucune
contrainte sur la fonction. Par contre, il reste excessivement lourd à gérer en terme d’espace
mémoire. En effet, il est nécessaire d’échantillonner l’espace finement si l’on souhaite modé-
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liser des surfaces détaillées. Cela rajoute une dimension supplémentaire en terme de stockage
qui reste difficilement gérable pour de grands volumes de données. On pourra noter qu’il s’agit
du modèle de prédilection pour des applications médicales afin de traiter des données issues de
scanner comme le montre la fig. 1.10.

D’autres approches plus spécifiques permettent d’éviter le problème d’une discrétisation
totale de l’espace, et ainsi de permettre un traitement adapté et moins gourmand en terme de
quantité de données à stocker.

Modèle discret à squelette

L’idée des modèles implicites à squelettes consiste à décomposer le champ de potentiel final
F suivant une base de champs plus simple fi. Ces champs de base définissent des primitives
caractéristiques que l’on va venir mélanger implicitement. On a alors

F (p) =
⊕

i

fi(p) . (1.2)

⊕

est appelé l’opérateur de mélange. L’opérateur le plus courant étant la sommation direct des
champs, mais il est possible de définir des opérateurs dédiés plus complexes souvent restreint
aux combinaisons binaires.

Les fonctions fi sont définies à partir d’une source manipulée explicitement. Cette source,
appelée squelette est généralement constituée de points, de segments ou de triangles. Ainsi, la
fonction associée possède des caractéristiques contrôlables liées au positionnement et à l’orien-
tation du squelette le générant.

A. Exemple du cas des Blobs :
Le cas le plus simple et le plus répandu étant de considérer fi comme étant une fonction

décroissante de la distance au squelette. Supposons par exemple un squelette formé d’une seule
position p0. La fonction de potentielle associée à ce squelette en une position p peut être
donnée par

fi(p) = exp
(

−‖p− p0‖2
)

. (1.3)

La primitive implicite associée à ce type de définition est une sphère. Si au moins deux
squelettes ponctuels sont spatialement proches, les champs vont se mélanger de manière lisse.
Les surfaces associées à une isovaleur donnée peuvent alors varier continument entre deux
formes sphériques séparées et une seule surface connexe lorsque les squelettes se rapprochent
comme illustré en fig. 1.11. Ce type de représentation est connue sous le terme de Blobs [Bli82,
Mur91].

B. Fonction de forme :
Il existe différentes possibilités pour définir l’évolution du potentiel à partir d’un squelette

donnée. La fonction unidimensionnelle κ prenant comme variable la distance entre le point
d’évaluation p et le squelette est appelée fonction de décroissance ou fonction de forme :

κ :

{

R → R

‖p− p0‖ 7→ fi(p)
. (1.4)

Elle est caractéristique de la forme de la primitive implicite ainsi que de son rayon d’action. On
notera qu’en modifiant cette fonction 1D, on peut ainsi définir un contrôle sur la forme finale
de l’objet 3D.
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FIGURE 1.11 – Illustration de deux surfaces issues d’une représentation implicite se mélan-
geant lorsque les centres respectifs des sphères sont spatialement proches. Illustration tirée
de [Bli82].

L’utilisation d’une fonction de décroissance exponentielle permet de définir des fonctions
de classe C∞, mais n’est pas à support compact. Ainsi, toute modification sur un squelette
revêt un caractère global. On notera également la possibilitée d’utiliser des fonction de distance
inverse permettant une évaluation rapide du champs de potentiel [WvO96].

L’utilisation de polynômes définis par morceaux sur un support compact permet d’adresser
ce problème de localité comme dans le cas des Metaball [NHK+89], Soft objects [WMW86],
ou encoreW-shaped polynomial [PR], mais les fonctions ne sont plus aussi lisses.

C. Surfaces de convolution :
L’utilisation de fonctions de formes basées sur la distance est naturelle dans le cas de sque-

lettes ponctuels. Il est cependant possible d’utiliser des squelettes 1D, ou même surfaciques
pour modéliser des primitives implicites plus complexes. Sans perte de généralité, considérons
le cas unidimensionnel d’un squelette formé par une courbe unidimensionnelle. Les primitives
géométriques associées à ce type de squelette sont donc des cylindres généralisés pouvant se
mélanger les uns par rapport aux autres.

Une courbe peut être vue comme la somme géométrique d’une infinité de positions spa-
tiale. Par analogie, le champ résultat peut donc être considéré comme la somme infini des
contributions des positions infinitésimales. La fonction fi naturellement associé à un sque-
lette unidimensionnel est donc obtenue par l’intégration des contributions infinitésimales d’une
fonction de décroissance. Cette fonction κ est ainsi utilisée comme un noyau d’intégration, et
est désignée par le terme de fonction noyau. On a alors pour une courbe C

fi(p) =

∫

q∈C
κ(‖p− q‖) dq . (1.5)

Introduites par Bloomenthal et Shoemake [BS91], les surfaces de convolutions permettent
de générer des mélanges lisses de primitives implicites complexes à l’aide d’un mélange par
sommation.
En effet, en utilisant la linéarité de l’intégrale vis-à-vis d’un mélange entre N primitives iden-
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tiques, on peut écrire

F (p) =
∑

i

fi(p) =

∫

q∈C

(

N
∑

i=1

κ (‖p− qi‖)
)

dqi , (1.6)

où le terme situé après l’intégrale représente le potentiel issu de l’ensemble du squelette.

FIGURE 1.12 – Exemple de surface
de convolution générée à partir de
squelettes 1D. Tiré de [She99].

On en conclut que le mélange de plusieurs primi-
tives implicites considérées indépendamment possède
les mêmes propriétés que la fonction implicite issue de
l’ensemble du squelette (voir un exemple en fig. 1.12).

Il en résulte deux avantages lorsque l’on considère κ
suffisamment lisse :

1. La surface résultante d’une surface de convolution
est également lisse (au même titre que la fonction
κ), même si le squelette possède des discontinuités
de tangentes.

2. La surface résultante ne possède pas de marques
visuelles de transition [Blo97] lors du passage
d’un squelette à l’autre de par la propriété décou-
lant de l’eq. (1.6).

Le principal désavantage de l’utilisation des surfaces
de convolutions concerne la nécessité de l’évaluation de
l’intégrale de κ pour chaque évaluation du potentiel. De
nombreux travaux ont été faits pour développer des fonc-
tions noyaux pouvant s’intégrer analytiquement [She99], cependant, dans le cas général, l’éva-
luation de celle-ci nécessite le recours à des méthodes d’intégrations numériques basées sur
des quadratures [QSS00].

Pour éviter cette évaluation couteuse, il est courant de remplacer l’intégration par une fonc-
tion min. On désigne cela par fonction de distance généralisées pour des squelettes de dimen-
sion non nulles. On peut alors écrire

{

fi(p) = κ(‖p− q0‖)
avec q0 = argmin

q∈C
‖p− q‖ . (1.7)

Un calcul de distance minimale 3 étant généralement moins couteux que l’évaluation de l’inté-
grale.
Bien que répendu, l’utilisation de fonction de distances minimales fait perdre les propriétés des
surfaces de convolutions :

1. La fonction de potentiel fait désormais intervenir la fonction non dérivable min. Elle a
pour effet que toute discontinuité de dérivabilité du squelette se répercute sur la fonction
spatiale dans sa globalité. La surface implicite n’est donc pas lisse.

2. La fonctionmin n’est pas linéaire. Il n’y a plus équivalence entre sommation des contri-
butions de plusieurs squelettes, et contribution d’un unique squelette. Il en résulte l’ap-
parition d’un défaut visuel typique de ce type d’approche : un gonflement localisé autour
des jonctions entre les différents squelettes (voir fig. 1.13).



1.1. REPRÉSENTATION PAR SURFACES 35

FIGURE 1.13 – Exemple de gonflement local appelé bulge localisé à la jonction entre deux
squelettes lors de l’utilisation d’une fonction de distance. La figure de gauche représente les
squelettes. Illustration tirée de [Blo97].

D. Cas du noyau de Cauchy
Nous considérons désormais le cas particulier d’un noyau d’intégration appelé noyau de

Cauchy 4. Ce noyau introduit par McCormack et Sherstyuk [MS98] possède l’avantage d’être
une fonction lisse rapidement décroissante et dont l’intégrale le long d’un segment est connu
analytiquement. On la note κc, avec

κc(u) :=
1

(1 + s2u2)2
, (1.8)

avec s un paramètre de contrôle du rayon de décroissance. L’aspect de ce noyau et la primitive
implicite associée à un segment est illustré en fig. 1.14.

Il devient alors possible de combiner les avantages des propriétés de mélanges des surfaces
de convolution sans avoir à payer le prix d’une intégration numérique couteuse.

Expression de la formule analytique intégrée
Soit un segment [pa,pb] non dégénéré. p, un point quelconque de l’espace où l’on souhaite

connaitre la valeur du potentiel. Soit






L = ‖pb − pa‖
d = ‖p− pa‖
h = 1

L < p− pa,pb − pa > ,

L’expression analytique du noyau de Cauchy intégrée sur le segment est donnée par [MS98] :

F (p) =
1

2p2

(

h

p2 + s2h2
+

L− h

s2(L− h)2 + p2

)

+
1

2sp3

[

atan

(

sh

p

)

+ atan

(

s(L− h)

p

)]

(1.9)

3. Les structures de données spatiales de type Octree permettent des évaluations rapides de calculs de distances.
4. Appelé initialement quasi-Cauchy par simple ressemblance avec la loi de Cauchy élevée au

carré [She99] chap.2.3.1.
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FIGURE 1.14 – Illustration du noyaux de Cauchy (gauche), et de la primitive implicite (cy-
lindre bleu) associé à un segment jouant le rôle de squelette (rouge). Image tirée de [MS98].

Cas particulier du plan infini
On notera également le cas particulier de la primitive implicite associé à un squelette 2D

formé par un plan infini. Supposons que la position p soit à une distance d de ce plan, alors le
potentiel vaut [MS98] :

F (p) =
π

s2(1 + s2 d2)
. (1.10)

Autres modèles discrets implicites

Notre travail utilisera essentiellement les surfaces implicites à squelettes. Il existe cepen-
dant d’autres descriptions discrètes possibles. Sans détailler leur description, voici quelques
représentations et utilisations classiques :

Les approches variationnelles [TO99] permettant d’interpoler ou d’approximer des posi-
tions éparses de l’espace.
Similairement, des approches variationnelles peuvent également être utilisées pour la défor-
mation de surfaces implicites issue de modèles discrets ou paramétriques. En particulier, l’ap-
proche dite level set [OS88] permet de déformer une surface par application d’un champ de vi-
tesse sur le volume de la fonction. La déformation nécessitant alors la résolution d’un système
d’équations aux dérivées partielles sur une grille stockant les échantillons de F . L’application
principale de cette approche concerne la modélisation physique de membranes séparant deux
phases. Son utilisation dans le domaine graphique [BFM+04] s’est révélée essentielle dans le
domaine de la modélisation de fluides [FF01, EMF02] ou de gaz [FSJ01, NFJ02].

Plus récemment, les Moving Least Squares (MLS) [ABCO+01, GG07] permettent l’ap-
proximation de surfaces implicite à l’aide d’une formulation de moindres carrés locale. Leur
application est particulièrement efficace pour la reconstruction de surfaces à partir de nuages
de points.

Nous avons présenté deux modes principaux de présentation par surfaces : explicite et im-
plicite. Nous avons vu que chaque type de représentation possédait des avantages et inconvé-
nients propres. Nous verrons que nos contributions s’appuient principalement sur des surfaces
représentées par une modélisation polygonale explicite : la plus rependue et la plus générique.
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Nous mixerons cependant ces maillages avec une représentation implicite en partie 3.3 afin
de tirer avantage des mélanges lisses des fonctions implicites pour la génération de plis de
vêtements.

Nous nous intéressons dans la suite de cet état de l’art aux méthodes de déformations, en
commençant par les déformations dites basées physique.

1.2 DÉFORMATION PAR MODÈLES PHYSIQUES

1.2.1 Principe général

D’une manière générale une déformation physique consiste à exprimer la réponse d’un
matériau aux forces à laquelle il est soumis. Si cette réponse s’inspire des lois décrivant un
matériau réel, la méthode est dite physique.

Les études théoriques et expérimentales décrivant l’évolution d’un matériau sous l’action
de forces fournissent dans la grande majorité des cas des lois s’exprimant de manière différen-
tielle, à la fois temporellement et spatialement. L’évolution spatiale et temporelle de la forme
s’exprime donc comme solution intégrée d’une équation aux dérivées partielles. L’intégration
de ces équations est désignée par simulation physique.

Ceci nous permet de préciser les avantages et inconvénients majeurs d’une approche basée
physique.

Avantages :
– Réalisme. La déformation obtenue est visuellement plausible, car elle correspond à une
modélisation d’un objet réel.

– Précision. Le résultat est quantifiable, au sens où l’erreur consiste à comparer un modèle
réel au résultat calculé. Un degré de précision absolue peut donc être défini.

– Dynamique. La description est complète. C’est-à-dire que l’ensemble des paramètres de
la déformation est pris en compte : sa cinématique, mais également sa dynamique.

Inconvénients :
– Controle. Il est généralement difficile de maitriser le résultat final issu de la simulation.
En effet, les données d’entrées sont les forces à l’origine de la déformation et non la
forme finale souhaitée. Dans le cadre d’une animation de créatures virtuelles, ces forces
sont généralement inconnues, et de plus, peu intuitives à paramétrer. Il devient nécessaire
de travailler par suite d’essais-erreurs pour tenter de converger vers le résultat souhaité.

– Coût calcul. La résolution d’une équation aux dérivées partielles requiert généralement
l’utilisation d’outils avancés d’analyse numériques. Ces résolutions numériques sont
spécialement couteuses en temps et en mémoire. De plus, certaines contraintes fortes
telles que l’absence d’élongation rend les systèmes à résoudre mal conditionnés et gé-
nère des risques de divergence numérique.

– Liberté artistique. Il n’est pas toujours souhaitable de modéliser des objets physique-
ment réalistes. L’animation expressive dy type de celle utilisée en dessin animé [Las87]
nécessiterait par exemple de spécifier de nouvelles lois.

En raison de ces désavantages, les méthodes de déformations que nous proposerons dans
nos contributions ne rentreront pas dans la catégorie de la modélisation physique. Nous ne réa-
liserons donc pas un état de l’art détaillé de ces méthodes. Cependant, elles sont d’un intérêt
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majeur pour engendrer la dynamique d’un mouvement : ainsi, nous nous baserons sur l’utilisa-
tion potentielle de simulations physiques rapides en tant que donnée d’entrée pour l’animation
de vêtements dans le chapitre 3.

1.2.2 Déformations physiques standard

Initialement introduite par Terzopoulos et al. [TPPF87], les déformations utilisées dans
le domaine graphique consistent à modéliser des éléments déformables de type élastique ou
plastique.

La relation entre l’effort exercé sur le modèle et la déformation subie est appelée relation
constitutive du matériau. Dans le cas d’un matériau continu, la force est mesurée par un tenseur
de contrainte σ (stress), et la réponse en déformation spatiale est caractérisée par le tenseur
d’allongement relatif (strain) ǫ.
Lorsque ces deux quantités sont proportionnelles, on parle de comportement élastique linéaire.
Cette loi est connue sous le nom de Loi de Hook. La relation peut alors s’exprimer par

σ = Eǫ , (1.11)

où E est appelé le module de Young ou module d’élasticité.
On peut alors montrer que la relation fondamentale de la dynamique liant le déplace-

ment spatiale u aux contraintes σ et forces extérieurs Fext est donnée par la relation diffé-
rentielle [Spe04]

∇ · σ + Fext = η
d2u

dt2
. (1.12)

Pour plus de détails sur l’utilisation de ces équations dans le domaine graphique, nous invitons
le lecteur à se référer à l’état de l’art de Nealen et al. [NMK+05].

Un cas particulier nous intéressant consiste à considérer le modèle virtuel comme étant
intrinsèquement discret. Un objet est alors représenté par un ensemble de masses discrètes liées
entre elles par des forces agissant similairement à des ressorts. Il s’agit de la représentation la
plus simple de modèles physique et est désigné classiquement sous le terme de masses-ressorts
lorsque la connectivité est prédéfinie, et de système de particules lorsqu’elle ne l’est pas.

1.2.3 Cas particulier du modèle à masses-ressorts

Les masses ressorts correspondent au modèle physique le plus simple d’un point de vue
théorique et pratique. Ces modèles furent les premiers mis en place sur l’outil informa-
tique [PB81, Mil88].

Rôle et utilisation

De par leur approximation d’un objet continu en positions discrètes, les modèles à ressorts
sont peu précis par rapport à leur pendant continu tels que l’approche par volume ou élé-
ment finis. Cette faible précision se révèle particulièrement handicapante pour des applications
d’ingénierie ou médicales ayant pour vocation de servir de prédiction numérique. Cependant,
l’application dans le graphique ne nécessite pas la garantie du caractère prédictif du modèle,
mais principalement de garder une apparence visuellement plausible. De ce fait, ce modèle se
révèle très adapté dans de nombreux cas d’animation 3D et reste l’une des approches les plus
répandues.
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Nous décrivons quelques avantages et inconvénients de cette approche, importants pour
l’utilisation que nous en ferons :

Avantages
– Implémentation. De mise en place simple et intuitive, ce modèle discret s’adapte direc-
tement aux modèles polygonaux représentant les surfaces.

– Rapidité. La simulation associée est efficace à résoudre. C’est à l’heure actuelle l’une
des seules approches 5 permettant d’obtenir des résultats interactifs applicables dans des
jeux vidéos.

Défauts
– Divergence. La résolution numérique de systèmes à masses ressort peut générer des di-
vergences du système qui se traduisent visuellement par des acoups brutales pouvant
aller jusqu’à l’explosion 6. Pour limiter ce phénomène numérique tout en gardant l’avan-
tage d’une résolution, explicite, il faut considérer des ressorts peu raides, l’ajout d’une
dissipation de l’énergie au cours du temps (amortisseurs) et considérer des pas de temps
faible. Ceci empêche l’animation rapide d’objets peu élastiques.

– Contrôle. La modélisation par masse-ressort ne converge pas vers le résultat physique
réel. C’est-à-dire que lorsque le pas d’échantillonnage spatial diminue, le résultat obtenu
ne converge pas vers la solution que donnerait un système équivalent réel. Outre le pro-
blème de précision numérique, l’inconvénient majeur en graphique revient au fait qu’il
n’est ainsi pas possible de prévoir le comportement d’un modèle à haute résolution à
partir de tests préliminaires à basse résolution. Un exemple de différence visuelle liée à
la subdivision d’un maillage masse-ressort est donné en fig. 1.15.

Modélisation

Dans ce modèle, un objet étant défini par un ensemble de masses discrètes, les seuls degrés
de liberté considérés sont ceux de la translation de ces positions. On notera pi la position d’une
masse discrète i. Ces masses et les caractéristiques qui leur sont associées sont généralement
appelées particules.
Entre deux particules, le module d’élasticité est considéré comme constant. Il peut ainsi être
modélisé par un ressort. La loie de Hook de l’equation 1.11 se résume alors à

Fr = K ∆L , (1.13)

avec Fr amplitude de la force de rappel du ressort, ∆L l’élongation relative de la particule par
rapport à sa position de report, etK scalaire appelée dans ce cas raideur du ressort.

Dans le cas d’un ressort 3D centré en position p0 de longueur au repos L0, l’équation
vectorielle associée peut s’écrire

Fr = K
(

‖p− p0‖ − L0
) p− p0

‖p− p0‖
. (1.14)

Un objet complet est représenté par une structure de graphe contenant un ensemble de
sommets V et un ensemble de ressortsR liant les sommets. Potentiellement, chaque sommet de

5. Les modèles à éléments finis avec très peu de composants peuvent cependant être utilisés [PO09] interacti-
vement, de même que certaines représentations moins classiques [GBFP11b, GBFP11a].

6. Positions des particules partant à l’infini.
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FIGURE 1.15 – Illustration de la dépendance du comportement d’un modèle masse-ressorts
à la finesse d’échantillonnage. Les deux modèles représentent une simulation de tissu sur un
maillage dont les arêtes sont considérées comme des ressorts. Les figures du fond représentent
les maillages respectifs. La figure de gauche est le résultat de la simulation pour un maillage
à basse résolution, la figure de droite est le résultat de la même simulation sur une version
subdivisée du maillage. Les paramètres sont définis de manière à simuler des modèles iden-
tiques. C’est à dire que les constantes de raideurs par unité de longueur des ressorts ainsi
que la masse par unité de surface des particules sont identiques. On observe cependant que le
résultat visuel est totalement différent. La simulation est réalisée par le logiciel Blender [Ble].

V peut être relié à l’ensemble des autres sommets générant alors un grand nombre de ressorts.
En pratique, on ne liera les sommets qu’à leurs voisins les plus proches au sens topologique.
Ainsi, pour des volumes, on utilise des dessorts diagonaux alors que pour les tissus, on utilise
des ressorts vers les voisins d’ordre 2.
Cette structure (V,R) est désignée sous le terme de réseau. Elle est suffisamment générique
pour permettre la modélisation d’objets volumiques [ChZK98] ou bien surfacique tel que des
tissus [BHW94].

Simulation par masse-ressorts

Soit une particule d’indice i, de position pi de masse mi. Les indices des sommets reliés
à celle-ci par des ressorts sont désignés par Vi. La raideur d’un ressort liant un sommet i à un
sommet j est noté Kij . De même L0

ij désigne la longueur de repos du ressort lié aux sommets
i et j.
L’application du principe fondamental de la dynamique d’un objet élastique soumis à la gravité
nous donne alors le système d’équations différentielles ordinaire à résoudre :

mi
d2p

dt2
=
∑

j∈Vi

[

Kij

(

‖pi − pj‖ − L0
ij

) pi − pj

‖pi − pj‖

]

+mi g . (1.15)
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Il s’agit d’un système d’équations non linéaires à Ns inconnues, où Ns représente le
nombre de sommets. Sa résolution nécessite l’utilisation de méthodes d’intégrations numé-
riques [QSS00] consistant à faire évoluer les positions itérativement suivant des pas de temps
∆t en considérant les forces et une vitesse constante pendant ce laps de temps. Plus les constantes
de raideursK sont grandes, et plus les pas de temps ∆t doivent être petits.
Dans le domaine du graphique, il est commode d’utiliser une intégration explicite d’Euler
d’ordre 1, ou de Runge-Kutta [HNW00] lorsque l’on modélise des objets élastiques. Dans le
cas où K est grand, il est généralement souhaitable de mettre en oeuvre une intégration impli-
cite (Euler implicite) afin de limiter les divergences [BW98]. Celle-ci nécessite la linéarisation
de l’équation et la résolution d’un système linéaire à chaque pas de temps [BW98].

1.2.4 Animation physique de tissus

Nous nous intéressons particulièrement à l’animation de tissus et de vêtements portés par
des personnages. N’étant pas le point principal de notre approche, nous ne décrirons pas ex-
haustivement la littérature du domaine. Le lecteur intéressé pourra cependant se référer à des
publications dédiées [VT98, KCBZ05, CK05].

Basée sur les mesures physiques de raideurs décrites par Kawabata [Kaw80], les simu-
lations physiques de vêtements ont été étudiées de longue date dans les applications gra-
phiques [CYTT92, BHW94, Pro97, BW98].
Les méthodes de simulations particulaires restent aujourd’hui encore les plus répen-
dues [BMF03, GHF+07] pour des applications interactives bien que la modélisation par la
mécanique des milieux continus se développe récemment [EKS03, TPS09].

La simulation de vêtements reposants sur le corps d’un personnage nécessite également
la mise en place du traitement de collisions robuste et rapide avec un maillage animé. Ces
traitements sortent également du cadre de ce travail. Nous noterons cependant que la méthode
de traitement des collisions proposée par Bridson et al. [BFA02] est l’une des plus standard.
C’est notamment celle-ci qu’utilise le logiciel Blender [Ble] qui nous servira à réaliser nos
exemples.

Modélisation

Basé sur les méthodes particulaires, un tissu peut être considéré comme une surface poly-
gonale, généralement quadrangulaire ou triangulaire. Les sommets géométriques de la surface
représentent les particules du système masses-ressorts.

Considérons le cas d’une surface quadrangulaire. On distingue différents types de ressorts
comme illustrés en fig. 1.16 :

– Ressorts d’élongations ou structurels (stiffness). Ils correspondent aux arêtes mêmes du
maillage et limitent principalement les élongations entre sommets.

– Ressorts de cisaillement (shear). Ils correspondent à des ressorts diagonaux et limitent
les glissements des sommets suivant la diagonale des quadrangles.

– Ressort de courbures (bending). Ces ressorts sont positionnés par rapport aux voisins
d’ordre 2 (2-voisinage) et évitent les variations brutales de courbure de la surface.

Des méthodes plus précises de gestion de la courbure peut également se baser sur le calcul
des angles entre faces adjacentes [GHDS03, BMF03], et se généralise au cas des maillages
triangulaires.
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FIGURE 1.16 – Différents types de ressorts pour une simulation masses-ressorts d’un tissu
tombant sous la gravité.

Problématique

Pour obtenir l’apparence visuelle réaliste d’un vêtement animé, il est essentiel de simuler
une surface qui ne s’étire ou se contracte que très peu. En effet, les tissus réels sont formés
d’enchevêtrements de fibres [KJM08] (voir fig. 1.17). Celles-ci ne peuvent se déplacer l’une
par rapport à l’autre que dans un domaine très restreint correspondant à la taille de la maille.
Au-delà de cette distance, la résistance physique des fibres empêche toute autre élongation ou
contraction.

FIGURE 1.17 – Exemple de mailles
d’un tissu.

Au niveau macroscopique, un tissu peut ainsi être
vu comme une surface quasi-inextensible. C’est à dire
qu’en tout point de la surface, les longueurs mesu-
rées sur celles-ci restent quasiment préservées. Les vê-
tements étant fabriqués à partir de patrons planaires,
nous pouvons en déduire que la surface d’un tissu doit
constamment pouvoir se déplier à plat sur son patron
sans élongation ni contraction.

Si la surface est suffisamment lisse - au moins C2 -
on parle alors de surfaces développables [Kre91], ou
dans le cas d’une préservation approximée des lon-
gueurs : quasi-développables.

Au niveau visuel, cette contrainte intrinsèque de la
surface est l’origine de la création des plis caractéris-
tiques des tissus. Lorsque des contraintes de directions
opposées sont appliquées sur la surface, celle-ci se plisse, mais ne se compresse pas.

Cette propriété intrinsèque de la surface doit donc être traduite par son modèle particu-
laire physique lors d’une simulation. L’idée la plus simple consiste à augmenter arbitrairement
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les constantes de raideur des modèles masses-ressorts standard. Il s’en suit deux problèmes
majeurs :

1. Instabilité. Vérifiable expérimentalement par la divergence des solutions numériques,
Choi et Ko [CK02] montrent qu’une contrainte limitant la compression dans le plan de
la surface rend invariablement les systèmes à résoudre mal conditionnés.

2. Rigidité. Connu sous le nom de locking artifact [Hau04, EB08], l’augmentation de la rai-
deur des ressorts rend le modèle très rigide jusqu’à point de le rendre incapable de se dé-
former sous l’action de contraintes dans le cas de maillages triangulaires. Hauth [EB08]
montre que ce phénomène est lié à un manque de degrés de liberté du modèle.

Corrolaire : Les simulations de type masses-ressorts se révèlent être particulièrement effi-
caces pour des modèles de surfaces peu rigides à basse résolution. Ils permettent une déforma-
tion interactive prenant en compte la dynamique du mouvement tout en gérant les collisions.
Ces modèles ne sont pas contre pas adaptés pour l’animation interactive et contrôlable d’un vê-
tement inextensible détaillé présentant des plis malgré les différentes améliorations existantes
déjà proposées que nous détaillerons en partie 1.4.3.
Notons que Bergou et al. [BMWG07] développent une approche permettant d’utiliser une si-
mulation à basse résolution comme guide d’une simulation à haute résolution permettant l’ajout
de détails ultérieurs. Cependant, la méthode ne permet pas de gérer les contraintes d’isométries.
Basées sur ces remarques, nous présenterons au chapitre 3 une méthode se basant sur une simu-
lation rapide à basse résolution. L’évitement des compressions par l’ajout de plis se réalise dans
une seconde étape purement géométrique, et donc indépendante des problèmes numériques de
stabilité.

1.3 DÉFORMATIONS PAR APPROCHES GÉOMÉTRIQUES

Motivation

FIGURE 1.18 – Exemple de personnage
virtuel ne suivant pas les lois physiques
classiques. Image issue du film d’anima-
tion Incredibles de Pixar.

Dans certain cas, il peut être souhaitable
de ne pas suivre une évolution suivant des lois
physiques. Le cas classique de personnages de
films d’animation aux traits exagérés constitue
un exemple d’utilisation de tels procédés comme
montré en fig. 1.18.

Les méthodes géométriques se focalisent ainsi
non plus sur les lois qui génèrent la déformation,
mais sur le résultat de l’animation elle-même. Ty-
piquement, un artiste va vouloir modéliser l’ani-
mation qu’il souhaite directement en déformant la
forme elle-même. On parle alors de méthode ba-
sée résultat ou de modèle descriptif par opposition
à modèle gérérateur.

Ce type d’approche permet d’éviter la com-
plexité de la modélisation devant suivre des
contraintes de plausibilités physiques. En effet,
modéliser l’animation d’un personnage complet à
partir du mouvement physique des os, muscles,
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tendons, . . .revêt une complexité énorme. De plus, il est relativement intuitif de vouloir dé-
placer certaines parties du corps manuellement tels que la main, le bras, les jambes, etc. Au
contraire, la donnée des forces générant ces actions ne peut pas être effectuée directement par
un humain.

Méthodes existantes

Il convient désormais de définir des méthodes de déformation des surfaces que l’on cherche
à animer. Dans le cas d’une surface définie par un maillage, il est clair que le déplacement in-
dividuel de chaque sommet permet un nombre de degrés de liberté très grand, mais est hors de
portée d’un utilisateur. Les outils de déformations géométriques doivent ainsi être un compro-
mis entre les degrés de liberté possibles pour les déformations et la simplicité de spécification
de celle-ci. De nombreuses méthodes de déformations géométriques ont déjà été développées
et se retrouvent classiquement dans les logiciels de modélisation tels que les déformations par
cages, par squelettes, par subdivision, etc, que nous verrons dans ce chapitre.

Nous distinguons dans la suite trois catégories principales :
– Les déformations de l’espace, visant à déformer l’espace dans lequel est plongé l’objet.
– Les déformations basées modèles, consistant à définir un sous-ensemble dans l’espace
des formes possibles à partir d’un faible nombre de paramètres. La forme finale est alors
donnée par une combinaison de ces paramètres.

– Les déformations basées surfaces, définissant une forme à partir de certaines propriétés
que doit vérifier la surface de celle-ci.

1.3.1 Déformations de l’espace

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux déformations de l’espace. Ces déforma-
tions consistent à considérer l’objet comme étant plongé dans un espace 3D. La déformation
n’est alors pas appliquée directement sur la surface elle-même, mais sur l’espace de son plon-
gement. L’avantage de ce type de méthode est qu’il ne dépend pas du type de définition de
la forme plongée. Ainsi l’objet peut être défini par un maillage quelconque potentiellement
non variété, par une surface implicite 7, ou même simplement par un ensemble de points non
connectés.

Position du problème : Il est aisé de définir des transformations de l’espace classiques.
Les transformations affines telles que la translation, l’agrandissement (scaling), cisaillement
(shearing), rotation s’expriment linéairement par une matrice constante (voir fig. 1.19). Si l’on
autorise les coefficients des matrices à être des variable en fonction de la position spatiale,
on peut également définir certaines transformations telles que les pliures (bending) et vriages
(twisting).

Si ces déformations sont suffisantes pour définir localement les déformations les plus cou-
rantes, leur définition reste ici globale. Par exemple, si l’on souhaite déformer un bras, on va
vouloir limiter l’influence de la déformation à celui-ci et ne pas propager cette déformation au
niveau des autres parties du corps. La difficulté majeure consiste alors à rendre leur application
locale et leur paramétrage le plus automatique possible. La problématique est de définir un
contrôle local sur ces déformations.

7. On définiera alors l’objet déformé par F̃ (p) = F (D−1(p)), où D est la déformation
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– Translation par (tx, ty, tz)

Mtranslate =









1 0 0 tx
0 1 0 ty
0 0 1 tz
0 0 0 1









– Aggrandissement par (sx, sy, sz)

Mscale =









sx 0 0 0
0 sy 0 0
0 0 sz 0
0 0 0 1









– Cisaillement

Mshear =









1 sxy sxz 0
syx 1 syz 0
szx szy sz 0
0 0 0 1









– Rotation d’axe (nx, ny, nz) normé et d’angle ϕ

Mrotate =




cos(ϕ) + n2
x(1− cos(ϕ)) nxny(1− cos(ϕ))− nz sin(ϕ) ny sin(ϕ) + nxnz(1− cos(ϕ)) 0

nz sin(ϕ) + nxny(1− cos(ϕ)) cos(ϕ) + n2
y(1− cos(ϕ)) −nx sin(ϕ) + nynz(1− cos(ϕ)) 0

−nx sin(ϕ) + nxnz(1− cos(ϕ)) nx sin(ϕ) + nynz(1− cos(ϕ)) cos(ϕ) + n2
z(1− cos(ϕ)) 1

0 0 0 1





FIGURE 1.19 – Transformations affines de l’espace.

Il existe plusieurs approches pour déformer l’espace 3D de manière simple et contrôlable.
Dans la suite, nous passons en revue quelques modalités de déformations classiques. Les dé-
formations par cages, guidées par le geste ou par des courbes. Nous nous intéresserons ensuite
particulièrement aux déformations par squelettes d’animation dont nous nous servirons ulté-
rieurement. Finalement, nous verrons également le principe de la déformation par champ de
vecteurs.
En complément de la description qui suit, nous invitons le lecteur intéressé à se référer aux
états de l’art publiés sur le sujet [AS06, GB08].
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Déformations par cages

Les déformations par cages sont les déformations de l’espace les plus intuitives à com-
prendre. L’espace 3D est défini par une grille appelé cage répartie dans un domaine de l’espace.
En déplaçant les sommets de la cage, on déforme l’espace contenu par celle-ci par interpola-
tion.

Free Form Deformation

Principe Dans le cas le plus simple, la cage est constituée d’une grille cartésienne rec-
tangulaire (lattice) contenant Nx × Ny × Nz sommets, orientée suivant les axes globaux de
l’espace (x, y, z). Un utilisateur peut alors directement déplacer un ensemble des sommets de
la grille. Afin d’obtenir une déformation globalement continue et lisse de l’espace, il est clas-
sique d’interpoler l’espace par des fonctions splines. Les positions de la grille servent alors de
polygone de contrôle (voir fig. 1.20). Cette approche est connue son le nom de FFD (Free Form
Deformation) et fut publiée par [Bar84, SP86, Coq90].

FIGURE 1.20 – Déformation d’un modèle d’animal par FFD. La surface est plongée dans une
grille 3D indiquée par les segments gris. La déformation directe de la grille permet d’appliquer
une déformation lisse qui allonge ici le museau de l’animal.

Théorie Notons gijk la position spatiale des points de contrôles de la grille. On peut alors
définir la déformation spatiale f : (x, y, z) ∈ [0, 1]3 7→ f(x, y, z) ∈ R

3 par le produit tensoriel
3D :

f(x, y, z) =
d−1
∑

i=0

d−1
∑

j=0

d−1
∑

k=0

bi(x)bj(y)bk(z)gijk ,

où b : u 7→ b(u) sont les polynômes de Bernstein de degré d. Dans la formulation de Bézier, le
nombre de points de la grille définit le degré des polynômes.

Classiquement on considérera des déformations Splines de degrés 3 pour une déformation
C2. Le polygone de contrôle étant alors constitué de patchs parallélépipédiques de taille 4 ×
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4 × 4. Il est aussi d’usage de prendre les B-splines cubiques comme fonctions de base bi. La
discrétisation de la grille est alors décorélée du degré des fonctions de base. De plus, le support
local des B-splines fait qu’une modification locale de la grille n’implique qu’une modification
locale du modèle plongé dans l’espace.

Limitations Les méthodes FFD sur grille cartésiennes furent l’une des premières utili-
sées de par leur lien direct avec les fonctions d’interpolation lisses de type spline.

Cependant, l’utilisation de ce type de grille régulière ne permet pas de rendre compte de la
topologie d’un objet complexe. En effet, deux objets spatialement proches, mais géodésique-
ment éloignés suivront inévitablement une déformation quasi identique de par l’interpolation
utilisée.
Prenons l’exemple de l’animation d’un personnage placé dans une telle grille. La déformation
des sommets de la grille influençant la jambe gauche influencera également la jambe droite. Il
n’est pas possible de déformer indépendamment ces deux surfaces spatialement proches.

Cages non structurées

Afin d’offrir un contrôle plus local, il est possible d’utiliser des grilles non structurées.
Des travaux récents proposent ainsi de définir la grille de contrôle par un polygone grossier

englobant la surface à déformer (voir fig. 1.21). Si le polygone est suffisamment grossier, il est
aisé de déformer celui-ci manuellement. De plus, si celui-ci suit raisonnablement les contours
de la forme, la fonction d’interpolation peut approximer la distance géodésique liée à la surface.
Ceci permettant de rendre des objets non connexes, mais spatialement proches indépendants.

FIGURE 1.21 – Exemple de déformation par cages. La structure de la cage suit la géométrie
du personnage, il devient alors possible de séparer l’influence de la déformation entre les deux
jambes du personnage. Image tirée de [JMD+07].

La cage n’étant plus structurée suivant 3 axes (x, y, z) il n’est plus possible de définir
l’interpolation par produit tensoriel de fonctions de bases 1D. Floater et al. [FKR05] intro-
duisent une généralisation des coordonnées barycentriques pour un polygone fermé tel que
l’on puisse exprimer la position d’un point intérieur de l’espace comme somme convexe de
fonctions liées aux sommets du polygone. Lorsque la cage de contrôle est déformée, il devient
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alors possible de déformer la surface intérieure par interpolation suivant ces coordonnées bary-
centriques. Cette idée a été initiée par Ju et al. [JSW05], puis implémentée sur GPU par Lipman
et al. [LKCOL07].

Par la suite, différents types de coordonnées barycentriques ont pu être mises en place
afin de respecter au mieux certaines contraintes géométriques lors des déformations telles
que le volume, les angles ou les longueurs. On notera notamment le cas des coordon-
nées harmoniques [JMD+07, BCWG09], biharmoniques [JBPS11] et des coordonnées de
Green [LLCO08].

Limitations Les déformations par cages permettent ainsi de déformer un objet quel-
conque de l’espace en contrôlant explicitement un sous-ensemble de positions de contrôle.
Associée à une méthode d’interpolation adaptée, le domaine de déformation peut être défini à
l’aide d’une cage polygonale permettant de prendre correctement en compte des parties d’ob-
jets spatialement proches, mais non connexes. La construction de la cage reste cependant un
travail manuel fastidieu préalable. De même, bien que réduit, le nombre de points de contrôle
de la cage reste relativement important pour la déformation d’objets articulés et peut nécessiter
des compétences d’animateurs avancés. Enfin, la mise en place de coordonnées d’interpolation
non-linéaires reste relativement lourde à calculer à l’heure actuelle et nécessite des accéléra-
tions spécifiques afin de pouvoir être applicable en temps raisonnable.

Déformations définies par le geste

Afin d’obtenir une déformation plus aisément manipulable, il est possible de prendre en
compte le geste d’un utilisateur (trajectoire + zone d’influence) comme information sur la dé-
formation à réaliser. Pour cela, Angelidis et al. [AWC04] définissent une suite de déformations
rigides de l’espace le long de la trajectoire définie par l’utilisateur. La pondération de chaque
déformation est liée au temps passé sur chaque position. Enfin, les matrices de déformations
sont interpolées suivant la méthode d’interpolation matricielle [Ale02]. En notantM la matrice
de déformation rigide associée à un instant donné, φ la pondération de la déformation dépen-
dant de la distance du sommet au curseur, ti l’instant courant, la déformation de ti à ti + ∆t
est donnée par

p(ti +∆t) = (φ⊙M)p(ti) ,

avec φ⊙M l’opération d’interpolation matricielle exp(φ logM).
Cette méthode a pour but de modeler une forme organique quelconque, comme si elle était

en argile ou en pâte à modeler, en partant d’un maillage déjà existant dont le genre topologique
ne pourra pas être modifié. Les auteurs mettent en place une méthode interactive dénommée
Sweepers [AWC04] pour désigner la déformation basée sur le geste temps réel d’un utilisateur.

L’interpolation d’une suite de petites déformations rigides permet de prévenir les auto-
intersection. Bien que non démontré exactement sur le plan théorique, le principe de non-
intersection est vérifié expérimentalement. Un exemple de telle modélisation est illustré en
fig. 1.22.

Déformation par champs de vecteurs

Les déformations précédentes peuvent être vues comme des changements directs de coor-
données donnant la position finale du sommet déformé en une étape. À l’opposé, il est possible
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FIGURE 1.22 – Exemple de modélisation à l’aide de Sweepers. L’image de gauche représente
la trace de l’outil dans la grille spatiale qui n’entraine pas d’auto-intersection de l’espace
déformé avec lui même, et donc garantit que les maillages déformés restent corrects. L’image
est droite est une forme modélisée par cette approche. L’image est tirée de [AWC04].

de définir une vitesse que doit suivre un sommet à une position spatiale donnée. La position
finale étant connue comme intégrale de la position le long du champ de vitesse. Pour cela, on
définit dans l’espace un champ de vecteur dont les lignes de champs définissent les trajectoires
que vont suivre les sommets de la surface.

En considérant un champ de vecteurs v : p ∈ R
3 7→ v(p) ∈ R

3, la position à l’instant t
d’un point de la surface est obtenue par

p(t) = p0 +

∫ u=t

u=0
v(p(u)) du , (1.16)

avec p0 position à l’instant de départ.

FIGURE 1.23 – Outil de déformation
le long d’un champ de vecteur défini
par [vFTS06].

L’intérêt de cette approche est de pouvoir
assurer une déformation satisfaisant certaines
contraintes géométriques complexes lorsque l’on
considère des champs de vecteurs particuliers.

Von Funck et al. [vFTS06, vFTS07] utilisent
ainsi ce type de déformation pour la déforma-
tion de maillages. Pour cela, l’utilisateur défini
spatialement un rayon sphérique d’influence as-
socié à un type de déformation : ex. tirer, tour-
ner, plier, . . .. Les auteurs définissent procédura-
lement à chaque type de déformation un champ
particulier à l’intérieur de leur rayon d’influence.
Au cours de l’application de la déformation par
l’utilisateur, les sommets du maillage sont défor-
més en suivant l’eq. (1.16) avec, au besoin un re-
maillage et raffinement de la surface lorsque celle-
ci se trouve largement étirée ou contractée.
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Limitations Ce type d’approche permet d’effectuer des déformations préservant des
contraintes géométriques complexes (nous verrons en partie 1.4.2 leur application dans la mo-
délisation de déformation à volume constant) Son application nécessite cependant l’intégration
temporelle des sommets le long d’un champ de vecteur. Les trajectoires suivies ne pouvant
se connaitre analytiquement pour les champs utilisées, l’intégration doit se réaliser numérique-
ment et ne permet pas la déformation en temps réel d’un maillage ayant de nombreux sommets.
L’implémentation GPU proposée par les auteurs varie entre 1 à 10 secondes par déformation.
De plus, le contrôle de ce champ de déformation reste peu intuitif. Il est nécessaire en effet de
définir une zone d’influence 3D ainsi qu’un type de champ de vecteurs. Si les auteurs proposent
quelques champs particuliers de bases, le type de déformation reste limité, et leurs extensions
nécessiteraient la mise en place d’autres champs qui restent difficilement interprétables graphi-
quement.

Déformation par courbes

FIGURE 1.24 – Déformation par
courbes. Image provenant de [SF98].

Singh et Fiume [SF98] proposent une approche ap-
pelée Wires qui permet de générer une inflation locale
de la surface autour d’une courbe tracée sur celle-ci
(voir fig. 1.24). De même, Cutler et al. [CGW+05] uti-
lisent une déformation locale d’un maillage autour de
courbes animées. Nous nous inspirerons notamment de
cette idée au chapitre 3 pour définir des plis de vête-
ments.

Ces approches se révèlent intéressantes pour
l’ajout de détails sur des surfaces tels que des plis sur
des vêtements. Notons que dans le cas de plis de vê-
tements, il est nécessaire de pouvoir gérer des plis se mélangeant de manière lisse lorsque
ces courbes se rapprochent. Notamment, il faut éviter que l’ajout des contributions propre à
chaque courbe ne vienne générer un pli de hauteur plus importante au niveau du croisement
des courbes. Nous établirons au chapitre 3 une nouvelle approche de déformation par courbe
satisfaisant à ces critères.

Déformation par squelettes

Les déformations par squelettes sont des déformations de l’espace 8 contrôlées par la posi-
tion d’un squelette d’animation : Ensemble hiérarchique de repères (appelé joints) liés par des
os (voir fig. 1.25). Ce type d’animation convient principalement aux formes articulées (per-
sonnages, mains, . . .) de par l’analogie forte entre l’animation d’un squelette d’animation et
l’articulation d’un squelette anatomique.

Le principe de l’animation par squelette est le suivant :
– Dans la pose de repos (espace non déformé) chaque partie de l’espace se voit liée à un
ou plusieurs repères du squelette.

– L’utilisateur défini une animation du squelette. Pour cela, il est aisé d’articuler manuel-
lement certains os.

8. Bien que ce type de déformation soit généralement appliquée uniquement sur les sommets discrets d’une
surface triangulée.
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– L’espace se déforme lors de l’animation où la nouvelle position de chaque sommet est
calculée comme somme pondérée des positions relatives de ce sommet dans les différents
repères en mouvement.

Du fait de ses avantages, nous allons baser l’une de nos approches sur ce type de défor-
mation au chapitre 2. Nous détaillons ainsi avec plus de précision cette approche dans la suite
de cet état de l’art. Pour cela, nous allons introduire la déformation par skinning rigide, puis
l’interpolation lisse qui en découle. Nous verrons ensuite les problèmes spécifiques liés à cette
approche et les solutions déjà proposées. Enfin, nous verrons les principes existants de calculs
des poids d’interpolation.

FIGURE 1.25 – Exemple de squelette d’animation formé par un ensemble de repères hiérar-
chiques.

Skinning rigide

Inspiré de la mécanique d’une chaine articulée, le skinning rigide fut l’une des premières
méthodes d’animation utilisées pour les jeux vidéos 3D. Pour cela, les sommets du maillage
sont attachés rigidement à certains os du squelette [Kro86]. Le nombre d’os total est quel-
conque, mais chaque sommet ne suit le mouvement que d’un os unique. La surface à animer
est ainsi segmentée en sous-partie suivant la déformation d’un joint particulier. L’utilisateur
peut ainsi animer certaines articulations du squelette par des translations et rotations, et les
groupes de sommets attachés aux os animés suivent ces déformations.

On suppose que Tj(t) est la matrice de transformation affine associée à au joint j du sque-
lette à l’instant t. On suppose de plus que la position de repos est donnée à l’instant t = 0.
La position p(0) d’un sommet quelconque de l’espace peut alors être déformée en suivant la
transformation du joint j (on parle de déformation rigide) au cours du temps si elle satisfait la
relation

p(t) = Tj(t)T
−1
j (0) p(0) .
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Cette relation exprime la constance de la position de x dans le repêre local du joint j. En
effet, on a alors pour tout instant t, T−1

j (t) p(t) = T−1
j (0) p(0) correspondant aux positions

exprimées localement.
La déformation de sous-ensembles de l’espace de manière rigide que l’on désigne par skin-

ning rigide n’est cependant pas une transformation globalement continue. En pratique, cela va
générer des auto-intersections et élongations majeures de la surface plongée dans cet espace
comme illustré en fig. 1.26.

FIGURE 1.26 – Exemple de skinning rigide de la jambe d’un personnage. Notez l’aut-
intersection lors de l’articulation de la jambe.

Skinning lisse

Principe : Afin de rendre la déformation continue, on permet à une position de l’espace
donnée la possibilité de dépendre de plusieurs joints [MTLT88]. L’influence d’un joint envers
une position spatiale étant donnée par des poids de pondérations ω également appelé poids
de skinning. Si ω est une fonction continue de l’espace, alors la déformation globale le sera
également (voir fig. 1.27).

Mise en équations : L’implémentation la plus simple d’une telle pondération consiste
à utiliser une interpolation linéaire des matrices de transformations. On appelle cette défor-
mation : LBS (Linear Blend Skinning). En dénotant par Nj le nombre de joints du squelette
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d’animation, on a alors :
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

p(t) =





Nj
∑

i=1

ωj(x(0)) Ti(t)T
−1
i (0)



p(0)

∀p ∈ R
3, ∀i ∈ [[1, Nj ]] , 0 < ωi(p) < 1

∀p ∈ R
3 ,

Nj
∑

i=1

ωi(p) = 1 .

(1.17)

Les deux dernières conditions concernent l’utilisation d’une combinaison convexe (barycen-
trique) des pondérations afin déviter l’extrapolation des transformations.

Avantages et inconvénients La déformation par skinning lisse est très répandue dans le
domaine graphique. Elle est à ce titre référencée sous divers noms [MTLT88, Lan98, Lan99] :
smooth skinning, Skeletal Subspace Deformation (SSD), Linear Blend Skinning (LBS). Nous
pouvons recenser quelques avantages majeurs.

– Efficacité : C’est une déformation standard des logiciels de modélisation et se retrouve
directement utilisé à la volée dans de nombreux jeux vidéos. Cet attrait est notamment
du à l’efficacité de son implémentation consistant essentiellement en une somme et mul-
tiplication matricielle comme l’exprime la première relation de l’eq. (1.17).

– Intuitif : La manipulation directe des os sous-jacents à une surface est très intuitive pour
déformer un personnage articulé.

– Controle : La modification des poids de skinning permet de faire varier l’apparence
de la déformation. Une variation rapide des poids de skinning mimera une articulation
franche, alors qu’une variation douce donnera l’apparence d’une courbure lisse.

FIGURE 1.27 – Comparaison entre skinning rigide et lisse. L’image de gauche représente les
poids d’interpolations pour un skinning lisse sur la patte d’un modèle d’éléphant. La figure
de droite représente l’articulation de cette patte suivant ces poids, à comparer avec le résultat
obtenu par un skinning rigide.
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Malgré son utilisation massive (disponible dans les logiciels standards Maya [May], Blen-
der [Ble], . . .), la méthode de déformation par skinning souffre cependant d’un défaut majeur
lors son utilisation pour des rotations importantes. L’espace interpolé entre la rotation de deux
joints est compressé. Ce phénomène engendre une perte de volume local visible lors de son
utilisation sur des surfaces définissant un domaine clos tel qu’un personnage. Ce phénomène
classique est connu sous le nom de collapsing-elbow effect de par visibilité au niveau du mou-
vement du coude d’un personnage (voir fig. 1.28).

FIGURE 1.28 – Illustration du collapsing
elbow : perte de volume au niveau du
coude.

Afin de limiter cet effet, les artistes définissent
les poids de skinning de manière obtimale en in-
troduisant des interpolations plus franches au ni-
veau des articulations. La définition de ce type
de poids doit cependant ce réaliser manuellement
et demande une grande expertise. En effet, bien
que les logiciels de modélisation permettent de
peindre directement sur la surface les influences
respectives des joints vis à vis des sommets, les
contraintes de normalisation des poids due à la
combinaison barycentrique rend leur manipula-
tion peu intuitive.

De plus, certaines configurations de déforma-
tions ne peuvent pas être modélisées par cette ap-
proche. Dans le cas de la rotation d’un bras autour
de son axe (twist), l’interpolation de deux ma-
trices dont les angles sont pivoté par un angle de π
radians entrainera invariablement une somme ma-
tricielle moyenne nulle au niveau de l’articulation.
Ce phénomène est désigné par candy-wrapper ef-
fect pour sa ressemblance à l’apparence d’un papier de bonbons. Afin de traiter ce problème
directement, il est nécessaire de modifier l’algorithme d’interpolation.

Origine du problème : Le problème de la perte de volume provient de l’interpolation
utilisée par la méthode du LBS (voir fig. 1.29). En effet, l’interpolation linéaire de matrices de
rotations n’est pas une opération stable dans l’espace des rotations. Ainsi la matrice résultante
de l’interpolation barycentrique de la première ligne de l’eq. (1.17) n’est plus forcément une
rotation, bien que les matrices T le soient.

Plusieurs approches ont déjà été proposées dans la littérature afin de pallier à ce problème
d’interpolation linéaire. On peut distinguer deux grandes catégories d’approches :

– Celles basées sur l’apprentissage visant à permettre une déformation proche de celles
fournies en exemple comme modèles de références.

– Celles basées sur des modes d’interpolations plus généraux visant à corriger intrinsèque-
ment les défauts de l’interpolation linéaire.

Solutions proposées

Nous détaillons ci-après différentes propositions d’améliorations du skinning suivant les
approches principales : Apprentissage, et interpolation.
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FIGURE 1.29 – Origine de la perte de volume locale illustrée sur l’articulation de deux tubes
vue en coupe. La figure de gauche représente la forme au repos. La figure du milieu est celle
du skinning rigide après articulation d’un cylindre. La figure de droite est celle obtenue par
skinning rigide. L’interpolation linéaire entre les sommets situés dans leur base locale illustrée
par le segment rouge impose la perte de volume dans l’intérieur du coude.

Méthodes par apprentissage

i Méthodes basées exemples.
Lewis et al. [LCF00] proposent une amélioration du skinning sous la dénomination de
Pose Space. Pour cela, des formes clés de référence sont définies manuellement par un
artiste pour un certain nombre de poses du squelette. Ensuite, lors de la déformation,
un vecteur de correction est ajouté aux coordonnées des sommets skinnés de manière à
minimiser l’écart aux formes de références. En notant ps les coordonnées du sommet
skinné et δ le vecteur de correction, la position finale du sommet p est donnée par p =
ps + δ (voir fig. 1.30). Le vecteur de correction étant alors obtenu par interpolation dans
l’espace des formes clés.

FIGURE 1.30 – Exemple de correction basée exemples pour la déformation d’une main skinnée
dans [KJP02].

Similairement, Sloan et al. [SRC01] réalise également une correction par poses clés,
mais cette fois, les formes clés sont stockées dans l’espace des formes de repos modi-
fiées, avant la déformation par skinning.
L’approche nécessite cependant de stocker les vecteurs de déformations δ pour chaque
sommet et chaque position clé ce qui rend son utilisation couteuse en mémoire lorsque
de nombreuses poses sont définies. Pour limiter ce coût, Kry et al. [KJP02] extraient les
composantes principales de la correction par analyse spectrale en pre-processing et ne
garde que les composantes les plus signifiantes. Lors de la déformation, la correction δ
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est obtenue par la somme pondérée des composantes principales. Pour obtenir une dé-
formation interactive, les auteurs proposent pour cela l’implémentation de cette somme
sur GPU.

ii Ajout de joints.
Morh et Gleicher [MG03] proposent d’ajouter des os au squelette d’animation de ma-
nière automatique afin de limiter l’angle de rotation associé à chaque joint. Les os à
ajouter ainsi que leur emplacement sont définis de manière à minimiser l’écart entre la
surface ainsi skinnée et des poses de références définies manuellement au préalable.

iii Matrices d’influences
Wang et Phillips [WP02] étendent les poids de skinning à des matrices d’influence. L’uti-
lisation de matrices permet d’accroitre le nombre de degrés de liberté et ainsi de pallier
aux limitations classique du LBS.
En utilisant les notations de l’eq. (1.17) la nouvelle déformation peut alors s’exprimer
par

p(t) =
∑

j

Ωj(p(0))Tj(t)T
−1
j (0) p(0) ,

où Ωj(p) représente une matrice 4× 4 des poids d’influences du joint j.
Le choix des valeurs des matrices d’influences est cependant non intuitif. Impossibles
à définir manuellement, ces matrices nécessitent un fitting de leurs paramètres réalisé à
partir des formes de références.

Méthodes géométriques

i Déformations procédurales
Yang et Zang [YZ05] proposent une déformation de skinning modifiée dans le cas de
surfaces tubulaires guidées par une unique articulation. Pour cela, les auteurs définissent
des poids d’interpolation ainsi qu’une déformation supplémentaire des sommets comme
une fonction de l’angle de pliure. La seconde déformation des sommets permettant de
minimiser l’effet de collapsing ellbow et mimant l’apparence de plis de chaires. En dé-
nommant θ(t) l’angle de l’articulation des os adjacents à l’instant t, le skinning modifié
s’exprime par

p(t) =
∑

j

αj(θ(t)) Tj(t)T
−1
j (0) p(0) + δ(θ(t)),

avec δ la seconde déformation paramétrée d’après l’angle θ évitant l’effet de collapsing
ellbow et modélisant l’effet de bourrelet.
La méthode se basant entièrement sur une paramétrisation de l’angle de pliure du sque-
lette, elle ne s’adapte pas à une déformation quelconque d’une surface non cylindrique
liée à trois os ou plus.

ii Interpolations matricielles
Plutôt que de se restreindre à des cas particuliers, certains auteurs proposent directe-
ment une interpolation adaptée des matrices de déformations. En effet, l’interpolation
linéaire de plusieurs matrices de rotations n’aboutit pas à une matrice rotation. L’uti-
lisation d’opérateurs de déformations stables dans l’espace des rotations permet ainsi
d’espérer limiter les défauts classiques du LBS.
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Magnenat-Thalmann et al. [MTCSP04] utilisent une interpolation définie par exponen-
tielles de matrices introduites dans le domaine du graphique par Alexa [Ale02] (voir
fig. 1.31). Dans ce cas, la déformation par skinning s’exprime par

p(t) =
⊕

j

ωj(p(0)) ⊙ Tj(t)T
−1
j x(t) ,

avec
⊕

j ωj ⊙ Tj = exp
(

∑

j ωj log Tj

)

.

FIGURE 1.31 – Interpolation linéaire (gauche) comparée à une interpolation par exponentielle
de matrices (droite). Image provenant de [MTCSP04].

Cette approche possède l’avantage d’être suffisamment générale pour traiter l’interpola-
tion de matrices quelconques (rotation, translation, agrandissement, etc). Cependant le
calcul de l’exponentielle des matrices nécessite un calcul itératif numérique couteux ne
permettant plus l’utilisation du skinning en temps réel.
Afin d’obtenir une interpolation moins couteuse à calculer, Kavan et Zára [KZ05] consi-
dèrent le cas particulier des rotations et utilisent une interpolation dans l’espace des
quaternions. Cette approche est désignée par Spherical Blend Skinning.

Deux difficultés sont discutées par les auteurs :

1. Premièrement, il faut réaliser l’interpolation de plus de deux quaternions pour cer-
tains sommets. Le classique Spherical LinEar intERPolation (SLERP) ne peux être
utilisé dans cas. Les auteurs préconisent l’utilisation d’un moyennenage linéaire
des composantes des quaternions. Bien que les propriétés de parcours à vitesse
constante du SLERP ne sont pas préservées par cette approche, la méthode garde
l’avantage d’être close dans l’espace des rotations contrairement à l’interpolation
linéaire des matrices.

2. Deuxièmement, il est nécessaire de définir le centre de rotation à interpoler, car
celui-ci doit être considéré indépendamment de la représentation par quaternion.
Pour cela, les auteurs calculent ainsi automatiquement un centre de rotation optimal
minimisant la part de translation liée à la déformation.
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Lorsque plus de deux os influencent un sommet, la minimisation est basée sur
une décomposition de matrices en valeur singulières. Les auteurs notent que cette
approche ne permet plus une déformation en temps réel. Pour cela, ils proposent de
stocker en pré-calcul la position du centre de rotation pour différentes orientations
des joints.

Au final, l’approche du Spherical Blend Skinning permet une mise en oeuvre plus rapide
que l’interpolation basée sur l’exponentielle de matrices. Cependant, le traitement par-
ticulier des centres de rotations fait perdre une partie de l’avantage de l’utilisation des
quaternions. Quelques années plus tard, les mêmes auteurs proposent alors une méthode
unifiée traitant directement les rotations et la partie translation.

iii Quaternions duaux
Les quaternions duaux (dual quaternion) sont une représentation généralisée des qua-
ternions prenant en compte les rotations et les translations de manière duale. Cette re-
présentation connue depuis longtemps dans le domaine de la mécanique a été introduite
dans le domaine graphique pour le skinning par Kavan et al. [KCZO07, KCZO08] et per-
met de formaliser élégamment l’interpolation de rotations ayant des centres de rotations
différents (voir fig. 1.32).

FIGURE 1.32 – Résultats obtenus après application d’une déformation par quaternions duaux
(droite) par rapport à l’interpolation linéaire (gauche). Image issue de [KCZO07].

Notons qr le quaternion associé à la partie rotation de la transformation, et ε le nombre
dual défini par ε2 = 0. Le quaternion dual associé à la translation par le vecteur (tx, ty, tz)
s’exprime par qt = (ε tx/2, ε ty/2, ε tz/2, 1). Finalement, le quaternion dual exprimant
la rotation et la translation est donné par

q = qtqr .

En dénotant qj le quaternion dual associé à la déformation du joint j, le skinning par
quaternion duaux peut s’exprimer par

p(t) =

∑

j ω(p(0)) qjq
−1
j

∥

∥

∥

∑

j ω(p(0)) qjq
−1
j

∥

∥

∥

p(0) .
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On notera que tout comme le cas des quaternions classique, l’interpolation suivant une
courbe de plus court chemin pour plus de 2 transformations n’est pas exprimable analy-
tiquement. Les auteurs utilisent donc une moyenne normalisée dans l’espace des quater-
nions duaux.
L’interpolation par quaternions duaux propose donc un formalisme général pouvant être
calculé à vitesse interactive. De plus, des implémentations sur carte graphique sont dis-
ponibles aisément. Cette approche est désormais devenue commune dans les logiciels de
modélisations tels que Maya ou Blender qui proposent l’interpolation par quaternions
duaux en standard.
Notons cependant que l’interpolation par quaternions duaux, bien que présentant moins
de défauts apparents que l’interpolation linéaire, ne définit pas une déformation à volume
constant. De plus, on pourra remarquer expérimentalement que le résultat obtenu est très
sensible aux choix des poids de skinning dont nous verrons dans la partie suivante que
leur définition reste parfois délicate.

FIGURE 1.33 – Exemple de modèle de vê-
tement déformé par repères non hiérar-
chiques dans [KMD+07].

La méthode de skinning a ainsi été largement
étudiée de par son utilisation massive en produc-
tion pour l’animation de personnages. Nous pour-
rons également noter que récemment, des mé-
thodes de recherche proposent son utilisation dans
le cas plus général de déformations d’objets non
articulés. Si l’on considère un squelette d’anima-
tion formé d’un ensemble de repères qui ne sont
plus organisés hiérarchiquement, on peut ainsi dé-
finir une déformation de l’espace pour des ob-
jets quelconques [JT05, GBFP11a, GBFP11b].
En particulier, le cas de l’animation de tissus est
modélisable par ce type d’approche [KMD+07,
KSO10] (voir fig. 1.33).

Calcul des poids de skinning

La déformation par skinning fait intervenir les
poids d’interpolationsα qu’il est nécessaire de dé-
finir. Comme vues précédemment, des méthodes d’apprentissages peuvent permettre de définir
ceux-ci automatiquement.

Cependant, l’utilisation du skinning standard sur un modèle unique est l’approche la plus
utilisée. Il est ainsi nécessaire de définir manuellement ou de manière géométrique les poids
scalaires d’interpolation.

Définition manuelle

Laméthode la plus générique disponible dans l’ensemble des outils de modélisation consiste
à peindre directement sur la surface les poids de skinning. Certains artistes numériques dits
skinneurs possèdent une grande expertise pour ce type de manipulation.

Cette approche laisse toute liberté artistique. Cependant, la normalisation des poids impo-
sée par l’interpolation convexe rend cette manipulation peu intuitive. En effet, la modification
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FIGURE 1.34 – Interface de peinture des poids de skinning associé à l’os du bras (logiciel
Blender [Ble]).

d’un poids pour un os donné vient directement impacter la répartition pour les autres os attachés
à ce sommet. Au final, il est difficile de gérer une répartition homogène avec des transitions
douces sur l’ensemble de la surface.

Si quelques modifications locales manuelles s’avèrent souvent indispensables, un calcul
automatique de poids de skinning pouvant servir de base permet d’éviter une étape fastidieuse
de définition sur l’ensemble de la surface.

Distance au squelette

Une approche classique de définition automatique de poids de skinning consiste à utiliser
la distance cartésienne au squelette d’animation. Soit un sommet donné et un os j. Soit dj la
distance cartésienne la plus courte entre le sommet et le segment correspondant à l’os j. Les
poids de skinning en ce sommet sont alors définis par

αj =

(

1/dj
∑Nj

k=1 1/dk

)a

, (1.18)

avec a un paramètre modifiant la vitesse de transition d’influence entre les os généralement
choisis entre 1 et 10.

Cette approche se révèle être un bon point de départ pour des poses aux repos (ou bind
poses) dites étoilés comme montrées en fig. 1.35 (gauche). C’est-à-dire que la distance carté-
sienne de la surface aux os reflète réellement l’influence de ceux-ci.

Cette approche est cependant mal adaptée lorsque certains os proche spatialement vont
venir influencer des parties topologiquement éloignées. Typiquement l’utilisation d’une telle
méthode pour un personnage dont les deux jambes sont proches l’une de l’autre va créer une
dépendance non souhaitée entre l’articulation de la jambe droite et les sommets de la jambe
gauche, ou de même, les doigts d’une main risquent de s’influencer les uns les autres comme
montré en fig. 1.35 (droite).
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FIGURE 1.35 – Gauche : Personnage dans une pose de repos dont l’influence des os est direc-
tement corrélée à la distance cartésienne aux sommets. Droite : Main déformée par skinning
suivant des poids de skinning non appropriées. L’extremité de l’index est lié à l’os du majeure.
Son influence empêche les sommets de l’index de suivre un mouvement naturel.

Distance modifiée Afin de limiter cette influence entre os et sommets non corrélés bien
que la distance cartésienne soit proche, Baran et Popovic [BP07] proposent l’utilisation d’une
distance cartésienne modifiée. L’approche se déroule en deux étapes :

1. Considérons le rayon joignant le sommet courant au point le plus proche de l’os j. Si ce
rayon est entièrement contenu dans la forme, c’est à dire n’ayant pas d’intersection avec
la surface, alors d+j = dj . Dans le cas contraire, on prend d+j = +∞, c’est-à-dire que
l’influence de cet os sera nulle.

Finalement, on affecte les poids en utilisant l’eq. (1.18) en considérant cette fois une
distance modifiée donnée par d+.

2. On lisse la distribution des poids en résolvant une équation de diffusion sur la surface.
En considérant αj la distribution de poids sur la surface, on résout de manière discrète
l’équation

∂αj

∂t
= △αj +

A

d+j
(cj − αj) ,

avec le terme similaire à une source de chaleur : A ≃ 0.22 permettant de s’approcher
d’une diffusion volumique d’après les auteurs, et cj valant 1 lorsque l’os le plus proche
suivant la distance d+ est l’os j, et cj = 0 sinon.

Cela permet de diffuser l’influence des poids de skinning comme montré en fig. 1.36 tout
en considérant une propagation géodésique tenant compte de la forme de la surface.
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FIGURE 1.36 – Exemple de diffusion de poids de skinning par équation de la chaleur sur un
cylindre. Illustration issue de [BP07].

Cette méthode permet l’obtention d’une bonne approximation dans le cas de surface simple.
La distance volumique modifiée permet de tenir compte de la géométrie de la surface par l’utili-
sation de calculs d’intersections. Le lissage par diffusion permet quant à elle la prise en compte
d’une distance géodésique surfacique afin d’assurer des transitions douces sans introduire d’in-
fluences non désirées.

On pourra également noter que Weber et al. [WSLG07] utilisent une approche similaire en
réalisant l’étape 1 à partir d’un skinning rigide uniquement. Waregham et al. [WL08] proposent
une variante basée sur un calcul de visibilité pour éviter une diffusion trop large lors de l’étape
2. Enfin Hetroy et al. [HGLT09] mettent en place une méthode de calcul de poids automatique
s’appliquant aux surfaces formées par des assemblages cylindriques.

Nous pouvons cependant noter que le calcul d’intersection par lancé de rayons possède un
coût non négligeable si le temps de calcul est crucial. Nous proposerons ainsi en partie 2.1 une
approximation rapide de cette approche dans le cas de géométrie localement convexe.
Également, dans le cas où la géométrie de la surface est relativement complexe, c’est à dire
possédant de larges concavités tel que des replis de peau, l’étape 1. de la méthode décrite ne
permet pas une initialisation correcte de ces poids. Nous proposerons ainsi une extension par un
calcul de distance géodésique robuste pouvant gérer de telle géométrie de manière automatique
également en partie 2.1.

1.3.2 Déformations par l’exemple

Nous décrivons dans cette partie quelques approches classiques des déformations basées
modèles. Ces déformations consistent à paramétrer un ensemble de formes possibles à l’aide
d’un faible de nombre de paramètres. En faisant varier la combinaison de ces paramètres, il est
alors possible de décrire cet espace de formes.

On pourra distinguer deux approches possibles :

1. L’interpolation directe de formes de bases.

2. L’extraction d’informations par apprentissage sur un ensemble de formes.

Ces deux approches possèdent l’avantage de décrire des déformations arbitrairement com-
plexes avec peu de paramètres. La difficulté principale étant de définir ces paramètres de ma-
nière optimale pour permettre à la fois de décrire un ensemble suffisamment grand de défor-
mations tout en gardant un contrôle intuitif. Nous décrivons dans la suite les principes fonda-
mentaux de ces approches et quelques applications proches des déformations que l’on souhaite
modéliser. Cependant, nous ne réaliserons pas une étude exhaustive des publications de ce large
domaine.
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Interpolation de formes

La méthode principale des déformations basées modèles est le principe de l’interpolation
de formes clés, connu également sous le nom de blend-shape ou simplement Morphing.

L’idée initiale consiste à pré-définir un ensemble de formes de bases appelées formes clés.
Appelons (Si)i∈[[1,Np]] l’ensemble de ces Np formes. Une pose déformée S est alors définie
comme l’interpolation dans cet espace de formes de dimension Np

S =

Np
∑

k=1

ψkSk ,

où les poids scalaires d’interpolations ψk réalisent une interpolation convexe
{ ∀k ∈ [[1, Np]] , ψk > 0
∑Np

k=1 ψk = 1

Ce type de déformation est largement utilisée pour l’animation faciale [Par72, LA10]
comme illustrée en fig. 1.37. En effet, les mouvements d’une face humaine sont à la fois com-
plexes à modéliser, et de plus nous sommes très sensibles à l’intonation donnée. Il est ainsi plus
aisé de naviguer entre des formes connues et validées à l’avance plutôt que de les re-créer à
partir d’outils géométriques.

FIGURE 1.37 – Exemple d’interpolation faciale entre 3 poses clés. Images tirées d’exemples
du logiciel Maya [May].

Bien que triviale à mettre en oeuvre et rapide à calculer, l’utilisation de l’interpolation
linéaire (ou polynomiale) ne préserve pas les caractéristiques des formes au cours de l’inter-
polation, en particulier elle est très dépendante à l’orientation de celles-ci. Il en résulte l’utili-
sation d’un grand nombre de formes intermédiaires modélisées manuellement. Par exemple, le
personnage de Gollum du film d’animation Le Seigneur des Anneaux, Les Deux Tours a néces-
sité la modélisation et l’utilisation de 675 formes clés [For03]. Des méthodes d’interpolations
plus avancées [SRC01, KMP07, WDAH10] permettent l’utilisation d’un nombre plus restreint
de poses, tout en préservant l’apparence plausible de la forme au cours de la déformation et
s’appliquant ainsi à l’animation de personnages articulés. Certaines permettent également l’ex-
trapolation de forme dans une certaine mesure, permettant ainsi de dépasser le cadre strict des
formes prévues initialement.
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Méthodes d’apprentissages

Les méthodes d’apprentissages consistent à extraire lors d’une étape de pré-process des
informations spécifiques des formes données en entrée, et à appliquer des déformations prenant
en compte ces informations dans une seconde étape.

Cette approche est issue de la généralisation de l’interpolation de forme. Elle possède
l’avantage de ne pas devoir stocker en permanence l’ensemble des formes de bases, et n’en
retient que les informations principales si certaines sont redondantes d’un modèle à l’autre.

Afin de s’appliquer à l’animation de personnages articulés, certaines approches se basent
spécifiquement sur des a-priori géométriques issus du skinning, puis améliorent ce modèle
à partir des informations issues de l’apprentissage. Certaines approches extraient des infor-
mations purement numériques issues de décomposition en composantes principales [LCF00,
KJP02, WP02] permettant de gérer des déformations arbitraires, mais reste très peu intuitif à
manipuler. D’autres approches comme celles de Yang et al. [YPP07] fittent des fonctions de
déformations associées à la pose géométriques par régression, ce qui rend le modèle moins
générique, mais plus aisément manipulables. Un exemple illustré est montré en fig. 1.38.

FIGURE 1.38 – Illustration d’une méthode d’apprentissage appliquée sur un cas de bras
skinné. Une régression préliminaire lie l’angle de rotation d’un joint à l’orientation des tri-
angles composant le maillage. Les auteurs [YPP07] parviennent ainsi à mimer l’effet de gon-
flement musculaire lors de l’articulation du bras.

Récemment, les approches d’apprentissages permettent également de modéliser en temps
réel des animations de vêtements détaillés présentant des plis [KSO10, WHRO10, dASTH10].

Avantages et inconvénients

Comme nous avons pu voir, les déformations basées exemples permettent l’animation ra-
pide et plausible de surfaces. L’utilisation de telles méthodes est cependant liée à deux problé-
matiques principales

1. Le contrôle artistique de la forme obtenue.

2. La création des formes de clés.

En effet, les formes générées par de telles méthodes doivent appartenir à l’espace possible
défini par les formes de bases ou d’apprentissage. Par exemple, l’apprentissage basé sur un
ensemble complet de personnages qui marchent sera incapable de générer un mouvement de
course. Il est ainsi nécessaire de définir à l’avance l’ensemble des déformations possibles ce
qui rend ces approches peu adaptées à des déformations quelconques. Ce type d’approche est
donc inadapté à la manipulation d’une forme interactivement comme présenté en partie 2.7.
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Pour obtenir des degrés de liberté supplémentaires, il est alors nécessaire de modéliser un
grand nombre de pauses d’apprentissages. Il existe deux grandes sources de génération de telles
pauses.

– La première méthode consiste à capturer le plus d’information possible à partir de don-
nées réelles : reconstructions par caméra, motion capture, etc. Il faut cependant déployer
une infrastructure lourde et couteuse pour mettre en place ce type de capture. De plus,
une fois capturée, la modification de ces modèles n’est plus réalisable si un défaut est
détecté. Il est alors nécessaire de relancer une capture. Enfin, les modèles associés à cette
approche sont nécessairement des personnages aux formes proches de celles du modèle
capturé.

– La seconde approche, souvent couplée à la première, consiste à modéliser (ou ajuster)
manuellement l’ensemble des poses de bases. C’est un travail excessivement fastidieux
et gourmand en temps qui nécessite l’intervention de plusieurs artistes. C’est également
la seule méthode capable de générer des monstres dont l’aspect s’éloigne trop de dimen-
sions anthropomorphiques [WP02].

La minimisation du nombre de poses d’apprentissage nécessite la mise en place d’extrac-
tion de données avancées basées par exemple sur les décompositions en éléments principaux.
Cependant, les formes de bases à combiner issues de ces modèles numériques ne correspondent
généralement plus à des formes physiques habituelles. Leur manipulation n’est alors plus in-
tuitive.
De plus, la mise en place d’un système d’apprentissage sur des pauses non adaptées risque de
générer des déformations non souhaitées.
Par exemple, si l’on suppose que dans l’ensemble des pauses d’apprentissages les personnages
bougent le bras gauche et droit de manière symétrique, le modèle numérique intégrera une cor-
rélation non réaliste entre le mouvement de ces deux bras. Au final, l’animation du personnage
sera contrainte de respecter ce principe de symétrique présent dans les modèles d’apprentis-
sages.

Bien que le développement des méthodes de captures de scènes réelles permette d’inté-
grer des animations de réalisme croissant, nous n’utiliserons pas dans ce travail d’approche
de ce type. Ainsi, nous ne serons pas dépendant de données d’entrées longues et complexes à
en place, et nous pourrons garder un contrôle géométrique intuitif vis-à-vis des déformations
apportées.

1.3.3 Déformation basée surfaces

Un dernier type de méthode de déformation consiste à analyser la surface elle-même afin
d’en déduire la transformation à réaliser. L’intérêt principal de l’approche est de pouvoir adap-
ter le type de déformation en fonction des caractéristiques propres de la surface. Une surface
plane ne sera ainsi pas déformée de la même manière qu’une surface présentant des arêtes
saillantes.

Ces méthodes ont l’avantage de permettre le contrôle direct de la surface. Bien que moins
adaptées à l’animation de personnages articulés que le skinning ou à l’animation de vêtement
que la simulation, elles sont particulièrement efficaces dans un contexte de modélisation de
formes libres.
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Nous présentons deux applications typiques, encore une fois, sans chercher d’exhaustivité :

1. La déformation multirésolution par subdivision.

2. L’utilisation de coordonnées différentielles.

Le premier cas est une méthode devenue standard en graphique en permettant la modéli-
sation multi-échelle ; alors que la seconde application, plus récente, permet la prise en compte
des propriétés de courbure différentielles de la surface.

Déformation par surfaces de subdivision

L’intérêt principal des surfaces de subdivision dans le cadre de la déformation et l’ani-
mation consiste en la capacité à manipuler la forme grossière d’un objet représenté par un
maillage, et de propager cette information de déformation à l’ensemble des résolutions plus
fines.

Il est ainsi possible de déformer la surface à différents niveaux de détails, de l’orientation
d’une partie du corps d’un personnage, à la déformation locale liée à un muscle.

Principe

La modélisation par surfaces de subdivisions permettent de résoudre le problème de ges-
tion de la topologie des surfaces polynomiales définies par produit tensoriel (partie 1.1.1) de
manière simple et rapide.

Les surfaces de subdivisions fonctionnent sur un principe itératif en deux étapes :

1. Subdivision de la connectivité du maillage, indépendamment du plongement géomé-
trique (fig. 1.39).

2. Choix de la position pour les anciens et les nouveaux sommets basés sur l’information
locale des coordonnées des anciens sommets (fig. 1.40).

En itérant cette subdivision à partir d’un calcul de position judicieusement choisie, on peut
montrer que l’on peut obtenir la convergence du maillage vers une surface ayant des propriétés
de continuité C1 voir C2.

FIGURE 1.39 – Différentes possibilitées de subdivision de la connectivité d’un triangle.

Méthodes pré-existentes

Défini initialement pour la modélisation de surfaces lisses dans une optique de CAO [CC78,
Loo87], les surfaces de subdivisions furent introduites pour la première fois dans une applica-
tion d’animation par De Rose et al. [DKT98] pour la production du court-métrage Géri de
Pixar 9. Pour cela, les auteurs étendent l’étape de positionnement des nouveaux sommets pour

9. http ://www.pixar.com/
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FIGURE 1.40 – De gauche à droite : polygone de contrôle ; polygone de contrôle et maillage
subdivisé ; rendu du polygone de contrôle et de la surface ; surface subdivisée finale.

prendre en compte la gestion des collisions, ainsi que la possibilité de garder certaines arêtes
vives.

Les surfaces de subdivisions sont la base de nombreux outils de modélisation, et une lit-
térature abondante est disponible. Nous invitons le lecteur intéressé à consulter l’état de l’art
proposé par Zorin et Schröder [ZSD+00]. Nous noterons également sont utilisation dans l’ap-
plication de déformations rapides [ZSS97].

Inconvénients

La modélisation et l’animation par subdivision présentent certains inconvénients
– Premièrement, les surfaces de subdivisions n’ont pas de paramétrisation sous-jacente
connue, ou du moins celle-ci est complexe à calculer. Il s’agit de la raison principale
pour laquelle l’utilisation de ces surfaces n’est toujours pas généralisée dans les logiciels
de CAO. En effet, les opérations classiques telles que la découpe, les intersections et les
raccordements nécessitent cette connaissance.

– Deuxièmement, la forme finale obtenue après N subdivisions est difficilement prédic-
tible. En effet, celle-ci dépend non seulement des positions des sommets, mais également
de la connectivité. Ainsi, deux maillages modélisant une surface identique, mais dont
les connectivités sont différentes ne convergeront pas vers la même surface lisse (voir
fig. 1.41). L’artiste modélisant à l’aide de cette approche perd donc une part de contrôle
et doit à la fois jouer par essais-erreurs tout en possédant la connaissance technique lui
permettant d’interpréter l’origine de ce phénomène.

– En corrolaire de la précédente remarque, le maillage basse résolution ne fournit que peu
d’information par rapport à la surface finale. En particulier, l’aire et le volume de la
surface finale ne sont pas exprimables analytiquement.

– Enfin, le principe de subdivision est particulièrement adapté pour s’ajouter en temps que
post-process permettant d’améliorer la qualité visuelle du résultat. Elle s’avère moins
pratique pour définir des outils de déformations de par les contraintes non linéaires et
difficilement paramétrables d’un niveau de subdivision à l’autre. Il n’est donc pas trivial
de déformer le maillage à basse résolution pour donner l’effet escompté sur la surface
finale après convergence.
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FIGURE 1.41 – Dépendance du processus de subdivision à la connectivité du maillage. Un
même processus de subdivision est ici appliqué sur deux polygone de contrôle partageant la
même géométrie mais une connectivité différente. Les processus de subdivisions montrés de
gauche à droite convergent vers des surfaces d’aspects différents.

Nos méthodes de déformation ne se baseront pas sur le principe fondamental de la sub-
division. Cependant, ce type d’algorithme pourrait venir se rajouter en tant que post-process
supplémentaire afin d’améliorer le résultat visuel final.

Déformations par coordonnées différentielles

Récemment, une méthode d’encodage de surface maillée s’est avérée particulièrement
adapté à l’application de déformations quelconques. La mise en place de système d’encodage
différentiel tente de prendre avantage des notions de géométries différentielles étendues au cas
de maillages polygonaux. Sans entrer dans les détails de ce domaine, nous pourrons référer le
lecteur intéressé vers l’état de l’art de Grinspun et Wardetzky [GWDS08].

Principe

Avec cette approche, la surface n’est plus définie par ses coordonnées cartésiennes standard,
mais par une représentation intrinsèque ne dépendant pas de sa position dans l’espace.

Un exemple de tel codage dénommé coordonnées Laplaciennes décrit la surface localement
de manière différentielle.

Comme proposé dans [Sor06], la représentation la plus simple des coordonnées Lapla-
ciennes consiste à considérer qu’un sommet i de 1-voisinage Vi de cadinal NVi est associé à la
coordonnée δi avec

δi = pi −
1

NVi

NVi
∑

k=1

pk . (1.19)

En d’autres termes, δi est le vecteur mesurant la différence entre le sommet courant, et le
barycentre du 1-voisinage. De manière intuitive, cette mesure est liée à la courbure moyenne
de la surface en ce point [MDSB02]. Cette approximation de l’opérateur de Laplace-Beltrami
sur une variété fut introduite initialement par Taubin [Tau95].
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On notera également que la relation entre les coordonnées différentielles et absolues peut
s’exprimer linéairement







δ0
...

δNs






= M







p0
...

pNs






.

L’idée de la déformation est alors la suivante. Soit p0
i la position absolue du sommet i

du maillage non déformé. δ0i les coordonnées différentielles de ce même sommet. On vient
alors déplacer un ensemble quelconque de sommets du maillage original pour lui donner une
position et orientation proche de celle souhaitée. Soit I l’ensemble des indices de ces sommets
manipulés, et pc

i les coordonnées de ces sommets.
On cherche alors les nouvelles coordonnées différentielles δ1i et nouvelles positions abso-

lues p1
i tel que

Ns
∑

i = 1

i /∈ I

‖δ1i − δ0i ‖2 +
∑

j∈I

‖p1
j − pc

j‖2

soit minimal.
En utilisant la propriété de linéarité des coordonnées différentielles, on peut alors écrire

le système sous la forme d’un système global matriciel creux à minimiser. Des algorithmes
efficaces de résolution de systèmes linéaires creux permettent alors d’obtenir le maillage dé-
formé. Les sommets de celui-ci approximeront à la fois les contraintes de position souhaitées
par l’utilisateur tout en préservant le mieux possible 10 les propriétés différentielles apportées
par les coordonnées Laplaciennes comme illustrées en fig. 1.42.

FIGURE 1.42 – Exemple de déformation interactive proposée dans [SCOL+04] basée sur les
coordonnées différentielles.

Méthodes existantes

Introduites par Lipman et al. [LSCO+04] les coordonnées différentielles de l’eq. (1.19)
ne sont malheureusement pas invariantes par rotation. Sorkine et al. [Sor06] et Masuda et

10. au sens des moindres carrés
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al. [MYF06] suggèrent plus tard l’utilisation de coordonnées dites des cotangentes pour ap-
proximer le Laplacien du maillage plus précisément en se basant sur une méthode introduite
initialement par Pinkall et Polthier [PP93]. Wardesky et al.[WMKG07] montrent cependant
qu’il ne peut exister d’expression discrète d’un Laplacien possédant l’ensemble des propriétés
souhaitées dans le cas continu 11.

Il en résulte que l’utilisation directe de cette expression ne permet pas de gérer correctement
des maillages dont certaines parties ont subi, ou doivent subir l’application de rotations. Yu et
al. [YZX+04, XZWB05, XZB06] introduisent une approche quasi-similaire aux coordonnées
Laplaciennes en se basant sur une équation de diffusion de Poisson, mais n’est pas invariant
par rotation non plus.

Pour tenter de prendre en compte la partie rotationnelle de la transformation, Sorkine et
al. [SCOL+04] introduisent une étape de minimisation supplémentaire sur l’application de
rotations. Lors de l’utilisation d’angles de rotations importants, il est cependant nécessaire
d’itérer à plusieurs reprises la résolution d’un système linéaire creux global ce qui rend la
méthode plus couteuse à mettre en place.

Sheffer et Kraevoy [SK04] présentent un encodage différentiel intrinsèquement invariant
par rotation, mais nécessite une reconstruction non linéaire du maillage, alors que Lipman et
al. [LSLCO05] proposent une autre définition préservant l’invariance par rotation et la linéarité.
Cependant, contrairement à l’utilisation de coordonnées Laplaciennes, ces méthodes requièrent
explicitement que l’utilisateur indique la rotation à appliquer. En effet, la présence de transla-
tions locales empêchent alors de trouver automatiquement les composantes des rotations.

1.4 DÉFORMATION SOUS CONTRAINTES

Nous avons décrit un certain nombre de déformations standard de surfaces pouvant servir
à l’animation de personnages et objets virtuels. Comme nous l’avons vu, il est généralement
nécessaire de réaliser des compromis entre

– Liberté artistique,
– Rapidité d’évaluation,
– Garantie d’une plausibilité visuelle.

Les méthodes géométriques de skinning ou de simulations physique à basse résolution per-
mettent de répondre aux deux premiers points, mais ne garantissent pas la dernière propriété.
En effet, certaines propriétés géométriques de la surface telles que le maintien du volume en-
globé, de son aire ou de ses longueurs vont se trouver perdues au cours de l’animation.
Afin de limiter la tâche fastidieuse de correction manuelle pour tenter de minimiser ces derniers
points, plusieurs méthodes ont déjà été développées. Nous détaillons certaines d’entres-elles.

1.4.1 Contraintes de volumes

De nombreux objets réels gardent un volume constant pendant qu’ils sont déformés. Ty-
piquement les membres des personnages et animaux gardent localement un volume quasi
constant de par leur structure interne 12 (le corps étant à 80% constitué d’eau). Dans le cas
d’un objet virtuel représenté par sa surface, la préservation du volume englobé par celle-ci est
reconnue pour jouer un impact considérable vis-à-vis de son réalisme [Las87].

11. Linéarité, positivité, symétrie, localité, . . .
12. À l’exception du thorax pendant la respiration
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L’information de volume englobée n’est cependant pas directement accessible. De plus, les
méthodes de déformation standard telles que le skinning ne préservent pas celui-ci. Certaines
méthodes pré-existentes proposent ainsi d’ajouter une contrainte géométrique pour préserver
le volume d’un objet défini par sa surface.

Transformations préservant le volume

Étant donné un compact Ω de R3 de volume V , on peut distinguer trois grandes approches
de méthodes préservant le volume.

1. La préservation numérique de la valeur du volume V .

2. L’application d’une déformation dont le Jacobien vaut 1.

3. Une déformation par champ de vecteur à divergence nulle.

Nous présenterons tout d’abord le principe de ces approches, puis nous détaillerons dans la
suite des exemples d’utilisation en partie 1.4.2.

Préservation numérique du volume Considérons une surface S représentant le bord
d’un objet volumique. Mathématiquement, S est une surface de R3 compacte, fermée, plongée
sans auto-intersection. C’est-à-dire que S représente le bord d’un sous volume connexe de R3.
On notera ∂Ω = S le bord du domaine Ω.

Le volume V du domaine Ω est défini par

V =

∫

Ω
dΩ . (1.20)

Notons que garder V constant ne conserve le volume que globalement ce qui n’est pas
forcément suffisant selon les applications. Nous utiliserons cette approche géométrique au cha-
pitre 2 mais l’étentrons à la préservation de volume locale.

Jacobien d’une déformation Supposons une déformation bijective C1 de l’espace

g :

{

R
3 → R

3

p 7→ g(p)

g préserve localement le volume de toute partie de l’espace si son Jabobien det(J) vaut 1,
avec J la matrice des dérivées partielles telle que

J =

[

∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

]

.

La préservation locale de volume implique sa préservation globale sur l’ensemble d’un
domaine. En effet, le changement de variable de p en g(p) dans l’eq. (1.20) fait uniquement
intervenir son jacobien. Celui-ci valant 1, la valeur de l’intégrale n’est pas modifiée.
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Champ de vecteurs à divergence nulle Considérons une déformation définie par l’inté-
gration le long d’un champ de vecteur telle que présenté en partie 1.3.1. Si le champ v est à
divergence nulle (également appelé champ incompressible, ou champ solénoidale), c’est à dire
tel que

∀x ∈ R
3, (∇ · v)(p) = 0 ,

alors les lignes de champs ne se croisent jamais. Cela implique que la surface déformée ne
s’auto-collisionne pas. De plus, si la surface considérée définit le bord d’un domaine fermé de
l’espace, alors celui-ci sera déformé sans modification de son volume.

L’utilisation d’un tel champ de déformation implique ainsi que le volume soit préservé
localement. Il s’agit d’une propriété largement utilisée pour la simulation de fluide incompres-
sible.

Ces trois relations ont déjà été utilisées pour définir des méthodes de déformations à vo-
lume constant que nous détaillerons en section 1.4.2. On notera que d’une manière générale,
les contraintes de préservation de volume locale sont très restrictives (par exemple, le Jacobien
impose de travailler par déformation de l’espace), il peut ainsi être difficile de définir des mé-
thodes de déformations générales laissant suffisamment de liberté artistique. Au contraire, la
contrainte de préservation numérique de volume globale peut s’adapter à tout type de déforma-
tion tel que le skinning, tout en laissant une grande liberté pour affiner le résultat visuel suivant
l’effet souhaité. Les difficultés principales étant de mettre en place des méthodes de contrôle
sur la forme obtenue, et de localiser la déformation aux endroits souhaités.

Le paragraphe suivant explique comment calculer le volume englobé par une surface fer-
mée quelconque dans le cadre de l’utilisation d’un volume de contrôle global.

Expression du volume

Nous présentons tout d’abord le calcul du volume associé à un objet bordé par une surface
lisse, puis dans le cas particulier d’un maillage polygonal.

En considérant une surface S suffisamment régulière paramétrée par (u, v) sur le domaine
D, on peut écrire [GOCP97] (la démonstration est fournie en annexe A.1) l’expression du
volume comme intégrale de surface :

V =

∫∫

(u,v)∈D
< p(u, v), e >< n(u, v), e > du dv (1.21)

où n correspond à la normale orientée de la surface (sortante par rapport à Ω) au point p, et e
est un vecteur unitaire quelconque.

Pour des raisons de simplicité, un cas particulier fréquent consiste à considérer u comme
étant aligné avec l’axe des coordonnées z, c’est à dire e = uz . On a alors

V =

∫∫

(u,v)∈D
z(u, v)nz(u, v) dudv , (1.22)

avec nz :=< n,uz >.
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On peut enfin montrer (voir annexe A.2) que dans le cas où S est un maillage triangulaire
fermé, le volume s’exprime sous la forme suivante [HML99]



















V =
1

6

Np
∑

i=1

(zai + zbi + zci)

∣

∣

∣

∣

xbi − xai xci − xai
ybi − yai yci − yai

∣

∣

∣

∣

∀i ∈ [[1, Np]] , Fi = (ai, bi, ci) ,

(1.23)

où Fi désigne la face i.

Interprétation géométrique Cette expression possède une interprétation géométrique.
Premièrement, l’eq. (1.23) peut s’écrire sous la forme

V =
∑

triangles

zavgA , (1.24)

où zavg = 1/3(zai + zbi + zci) est la hauteur moyenne du triangle considéré, et A est l’aire du
triangle courant projetée sur le plan d’équation z = 0 :

A =
1

2
(pbi − pai)× (pci − pai) · uz .

Chaque sous volume de la somme correspond au volume d’un prisme obtenu en extrudant
le triangle courant sur le plan d’équation z = 0 comme illustré en fig. 1.43. En sommant al-
gébriquement l’ensemble de ces sous-volumes signés, on obtient ainsi le volume total délimité
par le maillage.

Rem. Il est également possible de privilégier l’axe x ou y dans les formules (1.22) et (1.23).
Notons que cette volume n’est valide que dans le cas où le maillage est fermé.

FIGURE 1.43 – Illustration géométrique l’expression du volume donné en eq. (1.23). Le tri-
angle courant (pai ,pbi ,pci) est extrudé le long de l’axe z jusqu’à plan d’équation z = 0. Le
volume signé du prisme correspond à la contribution associée à un triangle.
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Trilinéarité On notera également que le volume s’exprime de manière trilinéaire en fonc-
tion des coordonnées des sommets du maillage. Nous utiliserons cette propriété particulière
dans la partie 2.3.2.

NotonsX ∈ R
Ns (respectivement Y et Z) le vecteur concaténé des coordonnées x (resp. y

et z) de tous les sommets du maillage. On peut alors écrire le volume sous forme d’un produit
scalaire dans RNs

V =< ∇xV,X >=< ∇yV, Y >=< ∇zV, Z > , (1.25)

où ∇xV ∈ R
Ns est le vecteur des dérivées partielles de V par rapports aux coordonnées x des

sommets, et similairement pour ∇yV et ∇zV .

1.4.2 Méthodes de déformation à volume constant

Nous présentons ici différentes méthodes développées afin de préserver le volume défini
par une surface.

Deformation de l’espace

Free Form Deformation

Comme présentées en partie 1.3.1, les méthodes de FFD furent parmi les premières mé-
thodes de déformation géométrique. La mise en place de contraintes de déformations à volume
constant a été étudiée de différentes façons pour ce type d’approche.

[RSB96] définissent une déformation de forme libre avec préservation de volume. Leur
expression de volume est directement adaptée au cas d’une déformation par fonction de Bézier.
Soit S1 la surface obtenue après déformation par FFD. S0 étant la surface originale, et S2
étant la surface cherchée telle que V (S2) = V (S0). Les auteurs définissent la surface S2 par
minimisation sous contrainte s’exprimant sous la forme

{

min
∑Nc

k=1 ‖ck1 − ck2‖
tel que V (S2) = V (S0) ,

avec c1 (respectivement c2) représentant les points de contrôle de la grille FFD associé à la
surface S1 (respectivement S2), et Nc étant le nombre de points de controle. La méthode des
multiplicateurs de Lagrange [QSS00] est utilisée pour résoudre numériquement le système sous
contrainte non linéaire. La méthode utilisée reste cependant excessivement lourde.

Hirota et al. [HML99] proposent également une déformation de FFD préservant globale-
ment le volume (voir fig. 1.44). Ils se basent cette fois sur l’expression analytique du volume
donné par l’eq. (1.23). Soit P0 ∈ R

3Ns le vecteur des coordonnées (x, y, z) des sommets
concaténés avant déformation par FFD. Soit P1 le vecteur après déformation par FFD. Les
auteurs cherchent alors un ensemble de coordonnées P2 tel que

{

minEspring(S1, S2)
tel queV (P2) = V (P0) ,

avec Espring(S1, S2) correspondant à l’énergie d’un ensemble de ressorts (voir partie 1.2.3)
reliant les sommets de la grille de contrôle et dont les longueurs aux repos correspondent à ceux
obtenus après déformation par FFD classique. L’expression reste non linéaire, et l’utilisation
d’un optimiseur global est toujours nécessaire. Afin d’accélérer la convergence, les auteurs
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FIGURE 1.44 – Déformation par FFD à volume constant. Le modèle initial est montré à
gauche. Certains points de contrôles sont modifiés (milieu) et les points de contrôle fixes sont
colorés en rouge. Après application de la préservation de volume, la nouvelle grille et la figure
résultante sont montrées à droite. Image tirée de [HML99].

utilisent une approche multiresolution. En initialisant l’optimisation à basse résolution, puis en
raffinant au fur et à mesure le maillage, les auteurs parviennent à limiter le coût de calcul.

On notera cependant que pour ces deux approches, le volume est uniquement globalement
préservé et non localement. Ainsi, une déformation localisée peut avoir une répercussion sur la
forme globale et n’est donc pas adaptable à l’animation de personnages articulés. De plus, l’uti-
lisateur n’a pas de contrôle sur la forme finale issue de l’optimiseur qui peut être arbitrairement
éloignée de celle souhaitée.

Notons que les extensions de la FFD sur des cages arbitraires peuvent également se voir
doter de contrainte de préservation de volume. Cependant, de par la nature non linéaire de
ces coordonnées, seules des minimisations non linéaires globales sont étudiées comme dans
l’approche de Ben-Chen et al. [BCWG09].

Manipulation par contraintes

On rappelle que dans le cas où la surface est déformée suivant une manipulation directe
(voir partie 1.3.3) d’un sous-ensemble des sommets, le reste du maillage est généralement re-
construit à l’aide d’une fonction à minimiser globalement. Celle-ci peut s’exprimer de manière
linéaire ou non.

Plusieurs approches ont déjà permis d’incorporer des contraintes de préservation de volume
lors de ces déformations afin d’améliorer le résultat visuel.
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FIGURE 1.45 – Déformation à volume constant
par déformation Laplacienne volumique. Gauche :
sans preservation de volume, droite avec. Image
de [ZHS+05].

Premièrement, Huang et
al. [HSL+06] et Shi et al. [SZT+07]
introduisent des contraintes de préser-
vation globale de volume et de rigidités
issues de la présence d’un squelette
d’animation interne dans la résolution
du système de coordonnées différen-
tielles. Ils limitent ainsi une perte
visuelle volumique trop importante,
mais ne préservent cette contrainte
que de manière approchée à l’aide
d’une minimisation globale. Zhou et
al. [ZHS+05] proposent quant à eux
de construire un modèle tétraédrique
à partir de l’information de la surface,
et d’appliquer la minimisation Lapla-
cienne directement sur le volume du
maillage. L’approche permet cette fois
de limiter les déformations volumiques
locales, mais ne préserve pas le volume et reste incapable de reproduire un effet de gonflement
musculaire (voir fig. 1.45).

Enfin, une approche originale est proposée par Lipman et al. [LCORL07]. L’approche spé-
cifiquement conçue pour gérer les grandes rotations consiste à paramétrer un champ de rotation
volumique. Le volume local étant alors exprimé en fonction des variations de la normale à la
surface. L’approche nécessite toujours la résolution d’un large système linéaire creux à chaque
étape.

Déformation quelconque pré-existante

FIGURE 1.46 – Déformation multiresolution à volume constant. Gauche : surface originale.
Milieu : déformation sans préservation de volume.Droite : déformation avec préservation de
volume. Image de [SHB07].

Dans une optique plus générale, Sauvage et al. [SHB07] définissent une méthode rapide
de préservation de volume appliqué en tant que post-correction sur un maillage déformé de
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manière quelconque (voir fig. 1.46). En particulier, ils montrent qu’en linéarisant l’expression
de la contrainte de volume, on peut définir une solution analytique approchée sans avoir recours
à une minimisation numérique.

Nous détaillons ci-après la méthode de résolution, car nous nous inspirerons de celle-ci
dans notre application de skinning à volume constant.

Minimisation On considère de manière générale P0 et P1 comme étant les positions
concaténées des sommets du maillage original et après déformation. L’approche est la suivante :
On cherche un vecteur de déformation par sommet U = (u1, . . . ,uNs) tel que P2 = P1 +U

avec
{

min ‖U‖2
contraint à V (P1 +U) = V(P0) .

(1.26)

Afin de résoudre ce problème sous contraintes, les auteurs utilisent la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange. On introduit pour cela un paramètre scalaire supplémentaire λ et l’on réécrit
ce problème sous la forme d’une fonctionnelle d’énergie :

E(U, λ) = ‖U‖2 + λ (V (P1 +U)− V (P0)) .

Le problème de minimisation sous contrainte initiale est alors équivalent à un problème de
point selle (min max) où la solution optimale est donnée par :

min
U

max
λ∈R

E(U, λ) .

Si la solution de ce problème existe, alors il est nécessaire que celle-ci annule le gradient de E
(extremum de E) : ∇E(U, λ) = 0.

Solution linéarisée La contrainte de volume est une fonction trilinéaire suivant les coor-
données (x, y, z) de U que nous noterons Ux,Uy,Uz . Pour pouvoir résoudre analytiquement
ce problème de minimisation, il est possible de transformer cette contrainte cubique en une
expression approchée linéaire.

On suppose que S2 est très proche de S1. Ainsi, on considère ‖U‖ suffisamment petit pour
linéariser l’expression du volume. On peut alors écrire en utilisant les notations de l’eq. (1.25) :

V (P1 +U)− V (P0) ≃ V (P1)− V (P0)+
< ∇xV,Ux > + < ∇yV,Uy > + < ∇zV,Uz > .

(1.27)

En notant∆V = V (P1)−V (P0) et en considérant que l’on corrige le volume de manière
uniforme suivant l’axe x, y et z, la solution analytique du vecteur de déformation à appliquer
s’exprime sous la forme (voir annexe B.1) :

∀i ∈ [[1, Ns]] , ui =
∆V

3

(∇xV (pi)

‖∇xV ‖2 ,
∇yV (pi)

‖∇yV ‖2 ,
∇zV (pi)

‖∇zV ‖2
)

, (1.28)

avec∇xV (pi) représentant la ième coordonnée du vecteur ∇xV ,

‖∇xV ‖ =

√

√

√

√

Ns
∑

i=1

(∇xV (pi))
2 ,

et similairement pour x et y.
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Discussion Cette approche permet d’appliquer une déformation secondaire connue ana-
lytiquement sur chaque sommet d’un maillage permettant de garder un volume approximative-
ment constant lors d’une déformation. L’approche est suffisamment générale pour s’appliquer
à tout type de déformation.

Sauvage [Sau05] propose également une méthode de correction itérative exacte se basant
sur la même idée, mais ne nécessitant pas d’approximation. Cette méthode est appliquée sur
une préservation d’aire de surface de Bézier, mais se généralise au cas de la préservation de
volume d’un maillage.

Cependant, comme l’ensemble de ces approches, celle-ci reste globale et n’offre pas de
contrôle utilisateur afin de maitriser l’apparence finale après correction de volume. Dans le
chapitre 2, nous reprendrons cette idée de préservation en introduisant la localisation de l’éva-
luation et de la préservation de volume, ainsi qu’un contrôle utilisateur de la forme finale.

Interpolation de rotations

Nous avons présenté en partie 1.3.1 la méthode de déformation par le geste basée sur l’in-
terpolation maticielle appelée Sweepers proposée par Angelidis et al. [AWC04]. Les auteurs
proposent [ACWK04a, ACWK04b] une extension de cette méthode à la modélisation à volume
constant.

FIGURE 1.47 – Déformation à volume constant tirée de [ACWK04b]. Les images de gauches
représentent l’outil de déformation préservant le volume. L’image de droite représente une
réalisation formée à partir d’une sphère unique.

Pour cela, ils interpolent un type particulier de déformation appelé swirl. Un swirl corres-
pondant à un champ de rotation dont l’angle de rotation décroit en fonction de l’éloignement
au centre de l’application de cette déformation. En combinant adéquatement un ensemble de
rotations, les auteurs définissent un outil capable de déformation permettant de mimer l’appa-
rence d’une modélisation de type pâte à modeler. En particulier, les auteurs montrent qu’une
déformation par swirl est caractérisée par une déformation dont le Jacobien est égal à 1, et
prouvent ainsi que la méthode préserve le volume localement.

Ce type d’outil se révèle particulièrement bien adapté pour de la modélisation de forme
par sculpture. Par contre, elle ne s’adapte pas directement au cas de l’animation de personnage
articulé dont l’apparence ne doit pas mimer de la matière en pâte à modeler.
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Champs à divergence nulle

Comme décrite au troisième point des possibilités de contraintes de volume, l’utilisation
de champ de vecteur à divergence nulle permet de définir sur un plan théorique des méthodes
qui préservent localement le volume de manière automatique.

Fluides incompressibles

La contrainte de non-divergence d’un champ de vitesse est connue dans le domaine de la
mécanique des fluides sous le terme conservation de masse et traduit le principe d’incompres-
sibilité de celui-ci.

Comme introduit en partie 1.1.2, les méthodes dites level-set [OS88, OF03] sont parti-
culièrement adaptées à la simulation de surfaces à topologie variable telles que les fluides.
L’utilisation d’un champ de vitesse à divergence nulle impose que la surface se déforme à vo-
lume constant. Cependant, la résolution numérique directe de l’équation aux dérivées partielles
des level-set introduit une dissipation numérique liée à l’utilisation d’une grille cartésienne
pour stocker les valeurs du potentiel implicite. Il s’en suit une perte de volume au cours de la
déformation.

Des méthodes semi-Lagrangiennes sont ainsi mises en place afin de suivre explicitement
certaines positions au cours de la déformation par intégration le long des lignes de flux et forcer
la contrainte d’une préservation de volume plus précise [EFFM02].

Cependant, dans tous les cas, ces méthodes nécessitent la résolution numérique d’équations
différentielles. Les erreurs numériques accumulées ne permettent que d’approximer la préser-
vation du volume. De plus, l’expression du champ de vitesse est issue de la modélisation de
la simulation, mais n’est pas manipulable par un artiste. Cette méthode ne permet donc pas de
définir une déformation contrôlable.

Manipulation par champ de vecteur

Manipulation manuelle : Comme présentée en partie 1.3.1, Von Funck et al. [vFTS06,
vFTS07] proposent une méthode de déformation comprenant les avantages de l’utilisation de
champs de déplacement à divergence nulle tout en permettant leur manipulation interactive.

Cette approche permet la modélisation de formes à volume constant et sans auto-
intersections tout comme dans le cas des sweepers [ACWK04b]. De manière identique, le
contrôle de la déformation reste cependant peu adapté au cas d’animation de personnages. Il
parait en effet fastidieux de définir pour chaque partie du personnage à déplacer un champ vec-
toriel dont l’influence et le type sont à redéfinir. De plus, les influences des outils sont définis de
manière volumique (sphère, cylindre, . . .) pour chaque partie à déformer ce qui est peu adapté
au contrôle indépendant de différents membres d’un personnage (par exemple, la déformation
d’un doigt peut déformer également son voisin spatiallement proche).

Application au skinning : Une possibilité d’utilisation de ces champs de vecteurs dans
le cadre de l’animation consiste à rendre le choix de la primitive de déformation volumique
automatique. C’est ce que propose Angelidis et Singh [AS07] en définissant une approche
s’adaptant à l’animation par skinning.

Dans ce cas, chaque joint du squelette d’animation se voit générer dans l’espace un champ
de déformation à divergence nulle dépendant de la rotation qui lui est associée. Les positions
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des sommets du maillage sont alors intégrées le long des lignes de champs qui leur corres-
pondent.

Les auteurs montrent que la déformation associée possède deux degrés de liberté suivant le
choix de deux paramètres scalaires modifiant ainsi l’aspect finale de la forme comme illustré
en fig. 1.48.

FIGURE 1.48 – Illustration tirée de [AS07] d’un skinning à volume constant. Gauche : Diffé-
rents effets obtenus pour la déformation d’un tube en fonction de deux paramètres scalaires de
contrôles. Droite : Exemple d’application sur la déformation d’un doigt de main.

Cette méthode possède cependant un certain nombre d’inconvénients :
– Les deux paramètres scalaires de modifications des champs ne permettent pas un contrôle
direct et intuitif de la forme finale, mais simplement un ensemble d’essais-erreurs sur le
paramétrage d’une fonction.

– L’intégration des sommets le long des lignes de champs est couteuse en temps de calcul
et s’adapte mal à l’utilisation pour des maillages détaillés.

– La méthode globale nécessite une refonte complète de la méthode de skinning du fait de
la nécessité d’intégration progressive au cours du temps et ne peut donc pas directement
s’adapter aux pipe-line standard pré-existants des logiciels commerciaux.

Surfaces implicites à squelette

Dans le cas où une surface est représentée de manière implicite, Desbrun et Cani [DC95,
CD97] mettent en place une méthode de contrôle de volume. La localité de la correction du
volume est définie par des régions dans lesquelles certaines particules placées dans le volume
vont avoir une action. Ces particules sont placées au centre de ces régions ainsi que sur les fron-
tières de l’objet. Leurs positions sont suivies lors de la déformation au cours du temps et sont
utilisées pour calculer les variations du volume de l’objet. Chaque instant, la fonction potentiel
définissant la surface implicite est déformée suivant une équation différentielle permettant de
limiter le changement de volume. On notera cependant que seules les variations du volume
de l’objet sont estimées. La correction étant réalisée par un contrôleur, la méthode est donc
sensible aux erreurs numériques.

1.4.3 Contraintes de longueurs

Certains objets tels que les vêtements ou le papier sont formés d’un enchevêtrement de
fibres inextensibles. Au niveau macroscopique, ils possèdent la particularité de ne pouvoir ni
s’étendre, ni se contracter. Certaines telles que les tissus préservent cette propriété de manière



1.4. DÉFORMATION SOUS CONTRAINTES 81

approchée et non symétrique 13, alors que d’autres comme le papier préservent exactement cette
propriété. Cette différence implique un traitement généralement séparé de ces deux problèmes.
En effet, dans le cadre d’une application en graphique, le caractère plausible d’une anima-
tion de tissu tient avant tout à la présence de plis dynamiques au cours du mouvement (voir
fig. 1,droite). La préservation numérique de toutes les distances entre couples de points n’étant
pas le critère prédominant.

Au contraire, la déformation de papier nécessite une contrainte plus forte pour empêcher
toute impression de compression ou d’extension. De plus, ce type d’objet est caractérisé par la
présence de plis francs discontinus aux endroits soumis à une contrainte mécanique.
Nous noterons ainsi que les outils disponibles pour la mise en oeuvre d’animation de vêtements
sont beaucoup plus développés que celle de l’animation de papier, les simulations numériques
présentées en partie 1.2.4 n’étant pas adaptées à la modélisation de surfaces non lisses.

Nous abordons cette description des méthodes de préservation de longueur en cherchant
des solutions aux problématiques suivantes :

– Localiser, modéliser et animer rapidement des vêtements présentant des plis. La présence
de plis de vêtement étant le résultat d’une préservation approximée de longueur.

– Modéliser rapidement des surfaces non lisses telles que du papier froissé préservant des
critères forts de préservation de longueur.

Définition et caractéristiques des isométries

Définition d’une isométrie

Les vêtements, tout comme le papier sont générés à partir de patron planaires. Sans perte
de généralité, on pourra ainsi considérer la surface 3D comme étant issu d’un mapping f entre
un domaine plan D appelé patron vers une surface 3D S.

f :

{

D ⊂ R
2 → S ⊂ R

3

q = (x, y) 7→ f(q)

Par définition, f est une fonction isométrique ssi elle préserve les longueurs. L’isométrie
peut se définir formellement et de manière générale par le fait que toute courbe de D soit
transformée par f en une courbe de même longueur [Car76] (voir fig. 1.49). Soit,

f ∈ isometry ⇔ ∀C ⊂ D ,

∫

u
‖c′(u)‖ du =

∫

u
‖(f ◦ c)′(u)‖ du . (1.29)

C étant la courbe associée à la fonction paramétrique c : u ∈ R 7→ c(u) ∈ R
2. Notons que dans

le cas où f n’est pas dérivable, on pourra scinder le second membre en domaines différentiables
par morceaux. Cette relation n’est cependant pas implémentable numériquement.

Notons que la préservation d’isométrie exacte est une relation forte impliquant la préserva-
tion des angles et des aires.

Dans le cas d’un maillage triangulaire 14, l’eq. (1.29) peut s’exprimer de manière équiva-
lente par le respect des longueurs des arêtes des polygones.

Soit E l’ensemble des arêtes du maillage triangulaire, on a alors

f ∈ isometry ⇔ ∀(i, j) ∈ E , ‖qi − qj‖ = ‖f(qi)− f(qj)‖ , (1.30)

13. L’extension étant réalisable, mais pas la contraction
14. Notons que ceci n’est pas pas applicable à des quadrangles où il faut ajouter une information d’angle
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FIGURE 1.49 – Transformation d’une courbe d’un domaine plan D sur une surface S par un
mapping f . f est une isométrie si les courbes 2D et 3D ont mêmes longueurs.

ou encore

EL =
∑

(i,j)∈E

(‖qi − qj‖ − ‖f(qi)− f(qj)‖)2 . (1.31)

Le terme EL est donc une mesure calculable de préservation globale de l’isométrie. Notons
que ce type de mesure d’adapte directement aux cas des déformations basées sur les masses-
ressorts (partie 1.2.3). Elle ne définit par contre pas une métrique locale de la déformation en
isométrie, et de plus elle est fortement dépendante de la triangulation sous-jacente.

Supposons désormais que f soit différentiable. La première forme fondamentale de
f [Kre91] est la matrice I de la forme quadratique représentant l’élongation ou la compres-
sion locale par rapport à la paramétrisation 2D.

I =


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Dans le cas où la surface d’origine est planaire, c’est à dire identique à la paramétrisation, cette
matrice se ramène également au tenseur droit de Cauchy-Green de la mécanique des milieux
continus [Spe04]. Nous obtenons alors une troisième définition de l’isométrie donnée par

f ∈ isometry ⇔ ∀q ∈ D , I(q) = Identity . (1.32)

Cette mesure d’isométrie locale est calculable pour une surface différentiable paramétrique.
Nous établirons en partie 3.1.1 une extension de ce calcul nous permettant d’exprimer ce ten-
seur métrique dans le cas d’un maillage triangulaire.

Surface développable

D’un point de vue géométrique, deux surfacesG2 déformées isométriquement possèdent la
même courbure Gaussienne. Les surfaces que l’on considère étant isométriques à des patrons
planaires, elles ont donc une courbure Gaussienne nulle en tout point. La réciproque étant
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vraie [Kre91], il s’agit de la définition d’une surface dite développable, c’est à dire qui peut se
dérouler à plat sans étirements ni contractions.

Nous nous plaçons désormais dans le cas où f est au moins C2 pour définir les caractéris-
tiques de ces surfaces. L’ensemble des définitions suivantes sont équivalentes :

– S est une surface développable
– Il existe un mapping f : D ⊂ R

2 7→ S ⊂ R
3 isométrique et C2.

– Le mapping f : D 7→ S peut s’écrire sous la forme :

{

f(u, v) = g1(u) + v g2(u)
det(g′1, g2, g

′
2) = 0 .

C’est-à-dire que S est une surface réglée dont les normales sont constantes le long des
règles.

– La courbure de Gauss est nulle en tout point.
Corollaire : En rappelant que l’application de Gauss (Gauss Map) est définie la fonction
qui associe tout point de la surface à son vecteur normal sur la sphère unitée, il est
possible d’en déduire que l’application de Gauss de S est une courbe sur la sphère et
non une surface comme pour une surface non développable.

Notons qu’à la différence de la description par isométrie, il est possible de savoir qu’une
surface est développable sans pour autant connaitre explicitement son patron planaire.

Enfin, de par les critères forts nécessaires à la développabilité d’une surface C2, il est
possible de définir un nombre fini de formes de bases engendrant ce type de surface. Une
surface développable lisse ne peut ainsi être formée uniquement que de portions de : plan,
cylindres, cônes ou surface engendrée par les tangentes d’une courbe 15.

Dans le cas d’un maillage polygonal, la notion de courbure doit être définie dans un sens
discret [GWDS08]. AppelonsKi la courbure de Gauss discrète associée à un sommet i. Celle-
ci est donnée par le défaut angulaire à ce sommet par rapport à 2π, c’est à dire

Ki =
2π −∑j∈V⋆

i
θji

Av
i

, (1.33)

avec θji l’angle de la face j au sommet i, Av
j l’aire de la région de Voronoi 16 associée au

sommet i vis-à-vis de son 1-voisinage , et V⋆
i sont les indices des faces contenant j 17.

Notons également que lorsqu’un maillage représente une approximation d’une surface C2

développable, alors celui-ci peut être décrit entièrement sans aucun sommet intérieur. En effet,
les arêtes pouvant se placer sur les règles de la surface, les sommets du bord et leur connectivité
définissent entièrement cette surface [RSW+07].

À partir de ces différentes définitions de préservation d’isométrie ou de développabilité,
différentes méthodes de modélisation et d’animation ont été proposées.

15. ou similairement l’enveloppe des plans osculateurs d’une courbe
16. On approxime souvent cette aire, par une pondération de l’aire des faces 1/3

∑
j∈V⋆

i

Aj , où Aj est l’aire de
la face j.
17. Étoilé de j
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Animation de plis de vêtements

Comme nous l’avons vu en partie 1.2.4, les approches physiques sont capables de réaliser
des animations réalistes de vêtements plissés. Elles se heurtent à deux limitations principales :

– L’absence de contrôle direct de la forme finale obtenue à l’issue de l’intégration tempo-
relle, mais passant par l’utilisation de paramètres de raideurs peu intuitifs.

– Le temps de calcul nécessaire à l’animation d’un maillage inextensible détaillé.

Compte tenu de la présence importante de vêtements dans le cinéma d’animation et les jeux
vidéo, de nombreuses approches ont déjà été étudiées afin de modéliser des vêtements inexten-
sibles présentant des plis. Nous distinguons trois approches principales : L’ajout de contraintes
supplémentaires dans les simulations physiques numériques, les méthodes d’optimisation glo-
bale et les approches géométriques.

Ajout de contraintes dans la simulation

FIGURE 1.50 – Simulation de tissu
quasi inextensible. Image provenant
de [GHF+07].

Provot [Pro97] est l’un des premiers à publier une
méthode physique qui se veut à la fois rapide, et per-
mettant de limiter les variations de longueur.
Pour cela, il introduit une limite d’extension des lon-
gueurs des arêtes d’un maillage masses-ressorts par
une méthode de projection itérative géométrique des
sommets. Le comportement non linéaire des ressorts
est ainsi modélisé sans apporter de problèmes de di-
vergence numérique pendant l’étape d’intégration. La
méthode est simple à mettre en oeuvre, mais la conver-
gence de la projection géométrique n’est pas optimale.

Goldenthal et al. [GHF+07] améliorent l’approche
de projection sur la contrainte de préservation de lon-
gueur telle que définie à l’eq. (1.30) en introduisant
celle-ci dans l’optimisation globale à l’aide de la for-
mulation par multiplicateurs de Lagrange. Une mé-
thode de résolution spécifique appelée Fast projection
method est proposée. L’approche permet de modéli-
ser des maillages à faces quadrilatérales présentant des
plis et une isométrie approchée (voir fig. 1.50). Des
approches similaires implémentables sur des architec-
tures parallèles furent également étudiées [BB08, SSBT08].

English et Bridson [EB08] étendent cette approche au cas de surfaces triangulaires. Ils sug-
gèrent de modifier la représentation de la surface au sein même de l’animation physique. À
la place de considérer un maillage dont les variables de positions se placent au sommet des
faces, ils considèrent celles-ci positionnées au milieu des arêtes. Une telle représentation est
dite maillage non conforme, car ils n’imposent plus la continuité des sommets. Cette repré-
sentation permet d’augmenter le nombre de degrés de liberté et évite le problème de locking
discuté en partie 1.2.4.
Pour passer de l’étape t à t+∆t, les auteurs entremêlent alors :

– une étape d’intégration temporelle standard sur le maillage non conforme ainsi défini ;
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– une étape de projection inspirée de [GHF+07] sur la contrainte de longueur pour les po-
sitions définies au milieu des arêtes. L’amélioration apportée concerne un schéma d’in-
tégration plus précis, celui-ci étant d’ordre 2 par rapport à l’approximation d’ordre 1 de
l’approche de Goldenthal et al..

Les auteurs montrent que le gain de degré de liberté apporté par la structure non conforme
permet de faciliter la génération de plis, mais rend en contrepartie la surface résultante non
continue. Pour obtenir un modèle visuel convaincant ainsi que pour pouvoir traiter précisément
les collisions, un second maillage continu est généré au cours des itérations à partir de cette
surface non conforme par simple moyennage de la position des sommets.
Il en résulte ainsi une surface de tissu dynamique présentant de nombreux plis et limitant ap-
proximativement les déformations de longueur.

Enfin similairement à notre approche, l’ajout de détails géométriques de plis peut s’ajouter
sur un maillage à basse résolution. Kang et al. [KCCL01] génèrent des plis en introduisant
une variation sinusoïdale sur des carreaux splines. Larboulette et Cani [LC04] définissent des
déformations similaires à partir de courbes paramétriques de plis plus aisées à contrôler et ne
nécessitant pas de carreaux tensoriels. La préservation de longueur n’est cependant pas garan-
tie. Sauvage et al. [SHB06] définissent quant à eut une approche multiresolution préservant la
longueur de la courbe.
Finalement, Muller et al. [MC10] proposent récemment une méthode capable d’ajouter au-
tomatiquement des détails de plis par l’introduction d’un second solveur venant déplacer les
sommets du maillage subdivisé afin que la contrainte de longueur soit mieux préservée.

D’un autre côté, certains auteurs se basent sur une modélisation de la déformation issue de
la mécanique des milieux continus en se basant sur la minimisation de l’élongation locale.
Les méthodes dites de strain limiting se basent sur la définition de l’eq. (1.32) et tentent de
limiter l’écart entre le tenseur d’élongation I et l’identité.
Initiée par Bridson et al. [BFA02], l’idée est étendue par Thomaszewski et al. [TPS09] dans
une formulation par éléments finis. Enfin récemment, Wang et al. [WOR10] montrent que cette
approche peut également s’appliquer pour des déformations quasi-isométriques d’objets quel-
conques.
Ce type d’approche permet d’obtenir des résultats d’un grand réalisme, mais reste excessive-
ment couteux (plusieurs minutes pas seconde de simulation).

Optimisation globale

D’autres approches facilitent la génération de formes de tissus plissés en se basant sur une
optimisation de fonctionnelle d’énergie quantifiant la développabilité. Bien que non basée sur
des équations physiques comme les papiers précédents, une telle formulation peut permettre
d’obtenir des résultats visuels plausibles tout en permettant de contrôler plus aisément le résul-
tat final, par exemple en ajoutant des contraintes spatio-temporelles de positions.

En partant de la définition de l’eq. (1.33), Wang et Tang [WT04] proposent de modéliser
une surface S2 quasiment développable en déformant une surface S1 donnée. Pour cela, il
proposent de minimiser une énergie E1 basée sur l’erreur de courbure Gaussienne

E1 =

Ns
∑

i=1



2π −
∑

j∈V⋆
i

θij





2

. (1.34)
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De plus, afin de minimiser l’écart à la surface S1, ils introduisent une seconde énergie quanti-
fiant l’élongation des arêtes

E2 =
∑

(i,j)∈E

(

‖pS1

i − pS1

j ‖ − ‖pS2

i − pS2

j ‖‖
)2

,

avec pS1 et pS2 référant aux positions des sommets de S1 et S2, les indices des arêtes étant
données par E .

L’énergie totale à minimiser est alors définie par E, avec

E = ηE1 + (1− η)E2 , (1.35)

η étant un facteur de pondération scalaire η ∈ [0, 1].
La résolution de ce système non linéaire global est réalisée par une méthode standard de

gradient conjugué [QSS00]. Pour réduire le coût en temps de calcul (plusieurs minutes pour
un maillage de 3000 sommets), les auteurs proposent également une solution approchée locale.
Dans ce cas, chaque sommet est déplacé le long de la normale à la surface de manière à sa-
tisfaire la contrainte de développabilitée. Cette procédure d’optimisation gloutonne est alors
poursuivie itérativement sur chaque sommet classé prioritairement suivant leur erreur angu-
laire.

Wang [Wan08] étend l’approche au cas des surfaces de subdivision afin de définir un algo-
rithme convergeant vers une surface développable au cours de la subdivision. Ils utilisent dans
un premier temps une estimation d’une surface minimale à partir d’une minimisation de l’opé-
rateur Laplacien (voir partie 1.3.3), puis optimisent localement la développabilité de celle-ci
suivant une approche similaire à celle décrite précédemment.

Sur une approche similaire, Tang et Chen [TC09, CT10] ajoutent des contraintes de posi-
tions sur certains sommets de la surface finale, ainsi que l’action de la gravité. Ils parviennent
ainsi à définir une modélisation de surface quasi-développable dont l’aspect général peut être
contrôlé manuellement, et dont les plis se localisent de manière automatique (voir fig. 1.51).

FIGURE 1.51 – Déformation d’une surface développable. La figure de gauche représente le
maillage initial et les contraintes positionnelles souhaitées. La figure de droite représente le
résultat obtenu. Image provenant de [TC09].

Dans un autre ordre d’idée, Popa et al. [PZB+09] utilisent une contrainte spatio-temporelle
afin de permettre l’animation de telles surfaces au cours du temps. La méthode s’applique dans
le cas où l’entrée est une capture vidéo de vêtement animé, et dont la résolution ne permet pas
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de distinguer les plis. Ces derniers doivent être localisés et placés automatiquement. La mini-
misation a cette fois lieu sur le critère de développabilité (voir eq. (1.34)) et sur la contrainte
pondérée d’orientation des normales en fonction de l’analyse de l’entrée vidéo. Cette approche
d’optimisation reste cependant excessivement lourde en temps de calcul et nécessite une vidéo
en entrée.

L’ensemble de ces méthodes permet d’apporter un degré de contrôle artistique supplémen-
taire sur la forme générale de la surface par rapport à une approche de simulation pure.
Cependant, elles sont généralement hors de portée d’une manipulation en temps interactif. De
plus, il reste difficile d’obtenir un contrôle direct sur l’aspect final des plis engendrés. Enfin,
la taille du maillage étant fixée initialement, il n’est pas possible d’engendrer localement des
plis sans augmenter de manière significative la taille des systèmes d’équations à résoudre (ex-
primées globalement sur tout le maillage), ce qui pose des problèmes de temps de calcul et de
coût mémoire.

Approches géométriques

Afin de limiter le coût de calcul de la génération de plis sur du tissu, certaines méthodes,
similairement aux nôtres, proposent de modéliser ces détails à partir d’information géomé-
triques.

Formes géométriques prédéfinies Decaudin et al. [DJW+06] introduisent la connais-
sance a-priori du comportement des plis de tissus lorsque celui-ci est enroulé autour d’une
forme cylindrique, telle qu’un bras ou un tronc de personnage. Ceux-ci sont alors précédura-
lement appliqués sur le maillage par une déformation géométrique connue explicitement. Pour
modéliser différents types de tissus, il est possible de contrôler directement la densité des plis
formés.

FIGURE 1.52 – Carte de déforma-
tion de normales appliqué sur un
maillage grossier. Image provenant
de [HBVMT99].

Bien qu’applicable en temps réel et parfaitement
contrôlable dans son domaine de déformation, la mé-
thode dépend largement d’une paramétrisation spéci-
fique du maillage adaptée à ces plis, et de l’application
d’un nombre limité de déformations (compression, tor-
sion) ne pouvant être combinées avec une animation de
vêtement quelconque.

Textures de plis Afin de modéliser rapidement
des plis de formes quelconques indépendamment du
maillage original, plusieurs approches se basent sur
l’intégration des plis au niveau de la texture.

Hadap et al. [HBVMT99] calculent automatique-
ment une carte d’intensité de plis sur la surface. Cette
carte vient alors pondérer une texture pré-calculée mo-
délisant la forme des plis (voir fig. 1.52). La pondéra-
tion est calculée de manière à ce que l’aire des triangles
compressés au cours de la déformation soit approxima-
tivement restaurée. La texture pondérée résultante est
ensuite utilisée en tant que carte de normales (bump-
map) permettant ainsi son utilisation dans un contexte
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temps-réel en donnant l’impression d’un tissu plissé. L’approche peut également s’appliquer à
de l’animation, mais nécessite une interpolation sur des textures de plis pré-calculées. La défi-
nition de ces textures se révèle ainsi fastidieuse, et de plus l’interpolation de texture ne préserve
pas l’aspect de plis à l’orientation marquée.

Kimmerle et al. [KWH04] étendent cette idée pour générer procéduralement les formes des
plis qui, similairement à notre application, s’orientent automatiquement suivant la direction
de compression principale. Le cas d’animation peut ainsi être plus aisément mis en place.
Les formes procédurales des plis se résument cependant à des oscillations sinusoïdales dans
une direction particulière qui ne peuvent modéliser qu’une gamme limitée de type de plis. De
plus, le rapprochement voir le mélange de plis ayant des orientations différentes implique des
interférences visuellement non réalistes.

Courbes de plis manuelles Les approches procédurales précédentes permettent de défi-
nir automatiquement l’amplitude des plis en fonction de la compression exercée afin de rendre
la surface plus développable. Cependant, la localisation de ces plis reste difficile à gérer à partir
de cartes de textures peintes ou générées par sinusoides.
Afin de donner un maximum de liberté à l’artiste manipulant le modèle de vêtement, Cutler et
al. [CGW+05] définissent une méthode de modélisation manuelle. Les plis sont alors définis
comme une déformation locale ayant lieu le long d’une courbe vivant sur la surface comme
illustrée en fig. 1.53. La courbe et le rayon d’influence potentiel de la déformation sont définis
manuellement par l’artiste pour un certain nombre de positions clés. Les déformations sont
alors interpolées au cours de l’animation et peuvent se calculer interactivement.

FIGURE 1.53 – Courbes de plis dessinés manuellement sur une surface.L’utilisateur peut pa-
ramétrer la localisation et le rayon d’influence de ces courbes au cours du temps. Image pro-
venant de [CGW+05].

Cette approche permet un grand contrôle artiste adapté à la création de plis, il requiert cepen-
dant une expertise pour localiser et animer de tels plis de manière réaliste au cours du temps.
De plus, l’approche demande un investissement très important en temps de modélisation ma-
nuelle. Enfin, l’interpolation entre les déformations de plis ayant des orientations différentes
génère un comportement d’apparition et de disparition peu réaliste.
Notre approche de génération de plis de vêtement utilise le même encodage des plis sous forme
de courbes localisant leur position, et de rayon permettant de définir leur amplitude. Cependant,
nous définirons une méthode automatique permettant de générer ces courbes à la volée et lors
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d’animation sur les régions compressées du maillage originale. De plus, nous définirons une
méthode de déformation induite par ces courbes permettant de réaliser des mélanges naturels
de plis.

Après avoir étudié le cas particulier de méthodes permettant de générer des plis de vête-
ments à partir d’une contrainte approchée de préservation de longueur, nous étudions le cas
particulier de construction de surfaces développables. En particulier, nous souhaitons pouvoir
générer des formes se rapprochant de papier froissé.

Modélisation et déformation de surfaces exactement développables

Nous rapellons que nous intéresserons spécifiquement à la modélisation du papier en par-
tie 4. D’un point de vue microscopique, le papier se compose d’un assemblage en couche de
fibres de bois entremellées (voir fig. 1.54). L’épaisseur d’une feuille de papier étant très faible
devant les dimensions de la feuille (≃ 0.1mm), celle-ci est généralement négligée pour son
apparence macroscopique. Néanmoins les caractéristiques de ces fibres sont responsables des
propriétées géométrique visible à notre échelle.

FIGURE 1.54 – Coupe microscopique d’un morceau de papier obtenue par micro-
tomographies (rayons-X) illustrant l’enchevêtrement de fibres. Image issue de [AN06].

D’une manière synthétique, nous pourrons retenir que
– L’assemblage de fibres accolées ne permet pas les élongations et les contractions de la
surface de papier.

– Soumis à des contraintes importantes, les fibres se brisent de manière irréverssible. On
parle alors de comportement plastique. Géométriquement, ce comportement se traduit
par l’apparition de plis francs de manière permanente sur la surface.

Les approches de simulation physique intègrent classiquement des propriétés différentielles
de surfaces continues de manière approchée. Elles sont donc peu adaptées à la simulation de
surfaces présentant des plis francs tels que du papier, ou à la recherche d’une préservation
exacte de propriétés géométriques comme la développabilité.
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FIGURE 1.55 – [GHDS03] propose une
simulation de papier réaliste mais né-
cessitant un travail manuel de définition
d’arêtes vives.

Seules quelques approches [GHDS03, BGW06]
ont été proposées pour permettre la simulation
physique de type plaque mince s’adaptant à une
surface présentant des discontinuités de tangentes.
Cependant, les arêtes vives doivent être explici-
tement définies manuellement par l’utilisateur au
préalable (voir fig. 1.55). Kang et al. [KZC09]
proposent une méthode de subdivision d’arête
adaptative d’un système masses-ressorts permet-
tant de prendre en compte les brisures nettes d’une
surface modélisant du papier. La méthode per-
met l’animation rapide de telles surfaces, mais les
lignes de brisures sont contraintes d’agir le long
des arêtes du maillage original ce qui introduit des
artefacts visuels.

En parallèle, des approches géométriques
tentent de modéliser spécifiquement des surfaces
développables. De part son intérêt principal en
CAO, typiquement pour le design d’objets ma-
nufacturé ou l’architecture, les surfaces dévelop-
pables furent tout d’abord étudiées par la création
de patchs paramétriques obtenus par produit ten-
soriel 18 [PF95, CM98, CS02, Aum03, PS07]. Cela restreint cependant leur utilisation à des
modèles se prêtant à une représentation par patchs tensoriels et le raccord entre patchs reste
complexe à gérer.

Par la suite, Frey [Fre02, Fre04] propose une approche algorithmique pour trianguler un
bord 3D le long des règles d’une surface développable. En considérant une surface C2 déve-
loppable, l’auteur cherche une manière de trianguler une courbe discrète représentant le bord
d’une surface développable sans ajout de points intérieurs.
Pour cela, il se base sur la définition réglée de la surface développable. Ils remarquent notam-
ment que le fait que les normales aux règles se placent sur un plan tangent constant implique
que celles-ci se situent entièrement sur le bord du polygone convexe englobant cette règle, et
non à l’intérieur de celui-ci. Frey propose alors de construire cette triangulation en cherchant à
lier les sommets tel que les arêtes se placent sur l’enveloppe convexe formé par le bord 3D.
La méthode est cependant restreinte au cas de bords 3D pouvant se projeter sans ambiguïté
le long d’un axe. L’approche est étendue par Rose et al. [RSW+07] sans le cas d’un contour
fermé 3D quelconque issu de croquis (voir fig. 1.56).

Si les données d’entrée correspondent à un ensemble de positions non structurée de l’es-
pace 19, Peternell et al. [Pet04] proposent une approximation par une surface développable Bo
et Wang [BW07] proposent quant à eux de modéliser une telle surface à partir de la donnée de
courbes géodésiques sur celle-ci.
Liu et al. [LPW+06] proposent une méthode de subdivision de maillage quadrilatère conver-
geant vers des portions de cônes développables dans le cadre d’une utilisation architecturale.

18. La littérature du domaine est étendue, mais celle-ci ne résolvant pas les problématiques centrales à cette
thèse, nous ne la présenterons pas de manière exhaustive
19. Comme par exemple, des mesures issues de scanners.
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FIGURE 1.56 – Surface développable
lisse interpolant des bords 3D is-
sus d’un croquis. Image provenant
de [RSW+07].

Enfin, Perriollat [Per08] développe la modélisation de
surface développables lisses dans le cas de données
d’entrées issues de photos réelles.

Toutes ces approches permettent de converger
vers des surfaces développables. Cependant, elles ne
prennent pas en compte la préservation d’isométrie
par rapport à un patron qui peut être connu. De plus,
elles ne modélisent que des portions de surfaces C2

développables, c’est à dire des surfaces réglées sans
points singuliers et sans arêtes vives. Ces surfaces res-
tent donc contraintes à rester dans le domaine défini
par le polygone convexe s’appuyant sur leur bord ini-
tial. Le cas du papier froissé ne pourrait donc pas être
traité par ces approches sans un découpage préalable
le long d’arêtes vives qui seraient à définir manuelle-
ment.

De même, l’ensemble des approches basées
sur une optimisation globale présentée précédem-
ment [WT04, Wan08, TC09, PZB+09, CT10] peuvent
traiter la contrainte d’isométrie, mais nécessitent la
connaissance préalable d’un maillage fixé. Celui-ci ne
permet que difficilement la prise en compte de bords
francs qui ne seraient pas alignés avec les arêtes du
maillage initial.
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LE besoin de créatures virtuelles animées devient de plus en plus important dans les
scènes virtuelles telles que le jeu vidéo ou le cinéma d’animation. Il est fréquent d’avoir
besoin de définir des créatures fantastiques, dont l’animation n’obéit pas aux lois phy-

siques classiques. Il est donc nécessaire de contrôler ces créatures par des méthodes de défor-
mations procédurales qui soient à la fois plausible visuellement, dont le contrôle soit intuitif,
et dont le calcul soit suffisamment rapide pour obtenir un retour visuel interactif.

Le skinning présenté en partie 1.3.1 est l’une des méthodes de déformations et d’animation
d’objets articulés la plus utilisée du milieu professionnel. Le pipe-line standard attaché à cette
méthode est illustré en fig. 2.1. Elle permet à la fois la manipulation intuitive du squelette et un
calcul rapide. La méthode possède cependant un défaut majeur : une déformation peu réaliste
due à une perte de volume local lors de l’utilisation de rotations importantes.

FIGURE 2.1 – Pipe line standard de la déformation par skinning. Après l’étape de modélisation
dans la pose de repos, un squelette est attaché à la surface à l’aide des poids de skinning : il
s’agit de l’étape dite de Binding. Le squelette peut alors être animé et le maillage est déformé
à l’aide de l’eq. (1.17).

Les artistes numériques doivent ainsi mettre en place des outils de déformation secondaires
pour limiter la perte de volume. Ils doivent de plus développer une expertise technique pour
déterminer si ce défaut est lié intrinsèquement à la méthode, ou si celui peut être résolu par une
modification des poids d’interpolation.

Nous proposons trois contributions pour faciliter l’animation de personnages et créatures
virtuelles skinnées dans cette partie.

1. Le calcul automatique de poids de skinning permettant à un utilisateur non expert d’ap-
pliquer une déformation par skinning d’après l’unique information du maillage initial.

2. Une méthode d’estimation efficace du changement de volume local d’un modèle 3D
animé.

3. Une préservation de volume locale et contrôlable permettant d’améliorer le réalisme
d’une animation skinnée. Le pipe-line général de cette correction contrôlable est illustré
en fig. 2.2.

Nous montrons finalement l’application de notre méthode sur différents cas concrets de
créatures virtuelles et proposons l’intégration de cette méthode dans le cas d’une application
préexistante de réalité augmentée. Enfin, nous montrons que cette méthode peut s’étendre à des
contraintes supplémentaires tels que la préservation de l’aire.
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FIGURE 2.2 – Pipe-line de notre approche de correction de volume. La déformation par skin-
ning standard génère une perte locale de volume. Lors d’une étape de post-correction, nous
compensons cette perte locale de volume de manière contrôlable.

Les contributions principales de ce chapitre ont été présentées dans les publications sui-
vantes : [RHC08a], [RHC08b], [RHC09], [RHC10].

2.1 CALCUL AUTOMATIQUE DE POIDS DE SKINNING

La déformation par skinning nécessite trois données d’entrée : Un maillage représentant la
surface, un squelette d’animation, et les poids de skinning définissant l’influence des transfor-
mations du squelette d’animation par rapport aux sommets du maillage.

Les maillages sont généralement soit générés en entrée par un artiste, ou peuvent être is-
sus de données numérisées dans le cas d’objets réels. Le squelette d’animation est quant à lui
aisément modélisable à l’aide d’outils d’édition 3D tels que Blender, Maya, . . .. Dans le cas
d’animaux bi-ou quadrupèdes, des méthodes de génération automatique de squelettes d’anima-
tions proches de squelette anatomiques peuvent également être utilisées comme présenté par
Aujay et al. [AHLD07]. Enfin, les poids de skinning nécessitent généralement une attention
toute particulière, car leur manipulation est moins intuitive. Les méthodes de définition de ces
poids présentées en partie 1.3.1 montrent qu’il n’existe pas d’approche permettant de définir
ceux-ci de manière automatique, rapide et robuste pour tout type de formes.

Si les outils de type pinceaux permettent des corrections manuelles indispensables, nous
pensons qu’une définition automatique adéquate de poids de skinning en tant que point de dé-
part permet d’épargner un travail fastidieux.
Nous proposons pour cela deux extensions des méthodes de définition automatique. La pre-
mière étant une variante rapide de [BP07], alors que la seconde consiste à définir les poids de
manière très robuste suivant une approche volumique.
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2.1.1 Estimation rapide de poids de skinning à partir de la normale à la surface

Nous rappelons que la méthode de Baran et al. [BP07] définit les poids de skinning auto-
matiquement grâce à deux étapes. L’étape 1 consiste à définir une distance cartésienne modifiée
telle que l’influence d’un os n’est prise en compte qu’à condition que le sommet puisse être lié
au point le plus proche de celui-ci par un segment n’intersectant pas la forme. L’étape 2 consiste
à lisser les transitions des poids à l’aide d’une diffusion sur la surface. Nous proposons dans la
suite une amélioration de l’étape 1 de cette approche.

Le calcul de cette étape nécessite Nv ×Nj évaluations d’un lancé de rayons permettant de
détecter la présence de l’intersection. Pour un maillage de l’ordre de Nv = 10k sommets et
présentant Nj = 10 os, cette évaluation de distance peut prendre une dizaine de secondes.

Lorsqu’une estimation interactive est nécessaire (ex. re-calcul dynamique des poids de
skinning au cours d’une animation comme présentée en partie 2.6 et 2.7), il peut être avan-
tageux de pouvoir rendre ce calcul moins couteux lorsque cela est possible.

Premièrement, nous savons que l’estimation du calcul du poids de skinning se réalise tou-
jours sur un sommet de la surface. Nous avons donc en permanence accès à l’orientation sor-
tante de la surface par l’information de la normale ni en ce sommet i.
De plus, dans le cas de maillages suffisamment simples il est possible de considérer que ceux-
ci sont formés d’assemblages de parties cylindriques (ex. bras, tronc, jambes, . . .). Le calcul
d’intersection par lancé de rayon, qui a pour but de détecter si l’os est situé dans la même par-
tie cylindrique que le sommet, peut alors s’estimer rapidement par une comparaison entre la
direction de ce rayon et la normale au sommet.
Soit r le vecteur liant le sommet courant au point le plus proche de l’os considéré (voir fig. 2.3).

– Si r · n < 0 le rayon est dirigé vers l’intérieur du cylindre, on considère cet os comme
influent.

– Si r · n > 0 le rayon est dirigé vers l’extérieur du cylindre, il y a forcément intersection
avec la surface, cet os est considéré comme ayant une influence nulle.

FIGURE 2.3 – Evaluation rapide des poids de skinning par comparaison entre la direction
normale au point courant n et le vecteur joignant le point le plus proche d’un os donné r.

Cette approche est suffisamment rapide pour permettre la mise à jour des poids de skinning
de manière interactive. La mise à jour de tels poids pour un maillage de 104 sommets et 10 os
se réalise en moins de 0.1s.
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L’approche se base cependant sur de nombreux a prioris (formes cylindriques de rayons
approximativement homogènes, . . .). Si on considère des cylindres de rayons fins et rapprochés,
il devient nécessaire de réaliser le calcul d’intersection complet, car la supposition d’influence
négligeable dans le cas de mauvaise interprétation dans le demi-espace r · n < 0 n’est plus
forcément réalisée.
De plus, si la surface présente de larges concavités telles que des replis de peaux, les calculs
basés sur les intersections [BP07] ou la visibilité [WL08] ne sont plus à même de définir des
influences significatives.

2.1.2 Calcul robuste des poids de skinning à partir d’une distance géodésique
volumique

L’étape de diffusion de l’approche de Baran et al. [BP07] s’avère être très robuste dans
le cas d’une géométrie complexe. Elle nécessite cependant d’être mise en place sur une seg-
mentation initiale bien adaptée à la surface. Lorsque cet appariement initial est réalisé à partir
d’une distance cartésienne modifiée, celle-ci ne peut pas gérer de manière satisfaisante de larges
concavités.

Nous proposons de générer cet appariement, vu comme des poids de skinning rigide, à
partir d’une information de distance géodésique volumique. Les avantages retenus étant que
cette distance considérera de manière robuste la géométrie de la surface indépendamment de
sa complexité.

Principe de la propagation de distance

Considérons un modèle voxelisé de la surface comme illustré en fig. 2.5.
Pour construire une telle voxelisation, la surface est plongée dans une grille volumique régu-
lière. Les voxels touchants touchant les triangles de la surface sont tout d’abord remplis. La
surface est donc définie par un ensemble connexe de voxels. Nous utilisons ensuite un algo-
rithme de type flood fill à partir d’une graine définie à l’intérieur du volume. Au final, nous
obtenons un ensemble de voxels remplissant l’intérieur de la forme et englobant la surface
comme illustré en fig. 2.4.

FIGURE 2.4 – Exemple de voxelisation de la surface de l’éléphant. Le bord et l’intérieur de la
forme sont remplis.
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Notons que la taille des voxels doit être sélectionnée pour être suffisamment fine afin de ne pas
connecter arbitrairement les régions géométriquement non liées.

Dans une seconde étape, nous générons une carte de distance volumique associée à chaque
os. Pour cela, nous mettons en place une propagation de distance de proche en proche suivant
un algorithme de Dijkstra [Gib99] où les noeuds du graphe sont les voxels.
La distance entre les voxels situés sur les os étant considérée comme nulle, seuls les autres
voxels situés à l’intérieur du volume ou sur la surface sont considérés lors de la propagation.

Une fois les Nj cartes volumique de distance calculée, les sommets de la surface sont
attachés à l’os dont la distance correspondante est la plus faible. C’est-à-dire qu’un poids de 1
est associé à l’os le plus proche, et 0 pour les autres.

Enfin, similairement à [BP07] nous réalisons une étape de lissage par diffusion surfacique
permettant de réaliser des transitions douces entre les différents segments. Les étapes de cet
algorithme sont illustrées en fig. 2.5

FIGURE 2.5 – Calcul automatique de poids de skinning par distance géodésique. De gauche
à droite : Modèle original et son squelette ; Modèle voxelisé ; segmentation suivant l’os le plus
proche géodésiquement ; lissage des poids de skinning par diffusion.

Résultats

Ce type d’approche permet la définition automatique de poids de skinning s’adaptant à des
maillages complexes.
Un exemple de maillage illustrant une tête détaillée de dragon est proposé en fig. 2.6. L’utilisa-
tion d’une distance cartésienne modifiée ou basée sur un calcul de visibilité viendrait associer
la déformation de la langue à l’os du fond de la gorge, et non à celle de la mâchoire. Le fait de se
baser sur une propagation de distance volumique permet de résoudre ce problème et d’obtenir
les appariements souhaités lors de l’articulation des os.

Cette approche est spécialement adaptée pour traiter le cas de géométrie présentant des
concavités. Elle est cependant couteuse à mettre en place à la fois en terme de mémoire vis-
à-vis du stockage des cartes de distances volumique, ainsi que du temps de calcul. Pour une
carte de 2563 voxels, nous obtenons un calcul permettant de traiter un os en ≃20 secondes. Un
maillage complet possédant 10 à 20 os sera donc traité non interactivement en 5 à 10 min.

Synthèse sur la génération de poids de skinning

Nous avons vu qu’il était possible, à partir de la donnée d’un maillage initial de définir
de manière automatique des poids de skinning permettant de manipuler un personnage ou une
créature virtuelle. Nous avons pour cela présenté deux nouvelles approches permettant de soit :

– Définir rapidement des poids dans le cas d’une géométrie simple.
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FIGURE 2.6 – Appariement des sommets pour une forme complexe largement concave. Les
sommets de la langue sont correctement affectés à l’os de l’extrémité de la mâchoire dans le cas
de l’utilisation d’une distance géodésique volumique. Dans le cas d’une distance cartésienne
modifiée par calculs d’intersection, l’appariement attache la langue à un os plus lointain.

– Définir de manière robuste des poids de skinning dans le cas d’une géométrie complexe.
Dans la suite de ce chapitre, nous supposons ces poids connus et considérons le cas de

la déformation proprement dite. En particulier, nous nous intéressons à la préservation, ou au
contrôle, du volume de l’objet déformé.

2.2 CALCUL EFFICACE DU CHANGEMENT DE VOLUME LOCAL

D’OBJETS ANIMÉS

Dans un premier temps, nous décrivons des approches permettant le calcul exact ou appro-
ché de la modification du volume d’un objet animé. Contrairement aux approches précédentes
n’assurant qu’un contrôle global du volume [HML99, SZT+07, SHB07], l’approche présentée
dans ce manuscrit estime celui-ci localement. Disposer d’une estimation locale est de première
importance : en effet la perte de volume localisée en un endroit particulier d’un personnage
(ex. bras) ne doit généralement pas impacter d’autres régions éloignées (ex. d’autres parties
du corps autre que le bras). Il est donc nécessaire de localiser de manière automatique ces
modifications de volume.

Mise en place du problème

Soient une surface initiale S et une surface déformée S. On pourra considérer le cas parti-
culier où la surface S est obtenue par la déformation de type skinning de la pose de repos S.
Cependant, S peut être obtenue de manière générale suivant une déformation quelconque et
inconnue d’une surface S.
En notant VS (resp. VS) le volume du domaine délimité par la surface S (resp. S), on cherche
à estimer le changement de volume ∆V = VS − VS localement pour chaque partie de l’objet
comme illustré en fig. 2.7.
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FIGURE 2.7 – Illustration d’un changement local de volume. Gauche : Maillage original.
Droite : Déformation importante par skinning de la trompe et de la patte avant avec perte de
volume visible. Les zones de pertes de volumes locales sont entourées et associées à une valeur
∆V1 et ∆V2. Ces deux valeurs doivent être connues indépendamment l’une de l’autre pour
permettre une préservation locale du volume.

On rappelle (voir partie 1.4.1) que dans le cas où S est représentée par un maillage trian-
gulé, le volume du domaine défini par celui-ci peut s’exprimer analytiquement suivant l’eq. (1.23).
Nous montrons ci-après que l’utilisation d’une formule spécialisée pour le cas de quadrangles
peut se révéler nécessaire.

Calcul du volume pour un maillage quadrangulaire

Les maillages modélisés par les artistes par des approches paramétriques de type NURBS
ou pour de l’animation sont généralement quadrangulaires 1. Un exemple de tel maillage, que
nous utiliserons dans nos applications, est présenté en fig. 2.8.

La triangulation triviale de ce type de maillage introduit un maillage de faible qualité 2 ainsi
que des variations périodiques de l’aire du 1-voisinage des sommets.

Or, on peut noter que l’amplitude du gradient du volume dépend de l’aire du 1-voisinage
des sommets.
En effet, il est facile de constater que dans le cas d’un maillage plan suivant (x, y), le gradient
du volume est orienté suivant la normale z et sa valeur est égale à Av/3, avec Av l’aire du
1-voisinage du sommet.

Si cette aire varie périodiquement sur le maillage, cela engendre une oscillation non sou-
haitée de l’amplitude du gradient du volume. Ces oscillations d’amplitudes se répercutant en
oscillations géométriques lors de l’application d’une correction du volume dépendant du calcul
de cette amplitude. Un exemple de telles variations est donné en fig. 2.9.

Afin de résoudre le problème, nous proposons d’intégrer dans le calcul même du volume
la gestion adéquate des quadrangles. Pour cela, nous considérons un quadrangle comme un
morceau de patch bilinéaire (voir fig. 2.10).

1. Plus précisément, il s’agit de maillages mixtes triangles-quadrangles. Les quadrangles sont majoritaires, les
triangles étant placés aux jonctions entre régions, de préférence dans les endroits peu mobiles ni visibles.

2. Les triangles issus de la triangulation d’un maillage quadrangulaire sont rectangles et non equilatéraux.
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FIGURE 2.8 – Exemples de maillages à dominante quadrangulaire utilisés dans nos résultats
suivants.

FIGURE 2.9 – Impact de la triangulation sur la norme du gradient du volume ‖∇V ‖. À gauche,
un maillage initialement quadrangulaire est triangulé. La variation périodique d’aire du 1-
voisinage des sommets entraine la variation de la norme du gradient. À droite, le gradient
est directement traité en prenant compte les quadrangles comme des morceaux de surfaces
bilinéaires. La norme de celui-ci est alors plus lisse.

En reconsidérant l’équation du volume pour une surface continue, il est possible d’ex-
primer celui-ci analytiquement pour ce type de surface. Supposons Nquad représenter le
nombre de quadrangles du maillage, et un quadrangle d’indice i être formé par les 4 sommets
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FIGURE 2.10 – Exemple d’un quadrangle formé par 4 sommets (pa,pb,pc,pd) considéré
comme une surface bilinéaire.

(pai ,pbi ,pci ,pdi). Comme démontré en annexe A.4, l’expression du volume peut se mettre
sous la forme
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Le nouveau gradient de volume peut alors s’obtenir par dérivation analytique de cette ex-
pression.

Enfin, pour un maillage mixte formé à la fois de Ntri triangles et Nquad quadrangles, le
volume total V peut s’exprimer comme somme des sous-volumes issus des triangles, et ceux
issus des quadrangles.

Discussion de l’approche globale

On note que le calcul du changement de volume global peut aisément s’exprimer analyti-
quement sur des maillages quelconques. Cependant, cette relation ne permet pas l’estimation
directe de la localisation du changement de volume. La même perte de volume au niveau du
bras d’un personnage et d’un pied donne en effet le même résultat sur ∆V .

Nous proposons deux approches différentes permettant d’estimer ce changement de volume
de manière locale dans le cas d’une déformation par squelette.
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1. L’estimation approximée et rapide de ce changement de volume sur des régions segmen-
tées du maillage

2. Le calcul exact de la variation de volume en Nj étapes (avec Nj le nombre de joints du
squelette d’animation), mais plus couteux.

2.2.1 Estimation approximée rapide d’un changement de volume par découpage
en prismes

Méthode

Supposons la surface S être segmentée en parties distinctes. Une segmentation triviale
convenant à notre cas consiste à définir une région Ri comme l’ensemble des positions dont
le poids de skinning maximal est lié à un os i donné (voir fig. 2.11 gauche). Le principe de
l’estimation de ∆V locale consiste alors à estimer le changement de volume sur chacune de
ces régions.

FIGURE 2.11 – Gauche : Segmentation possible d’une surface S, chaque couleur indique une
région Ri. Droite : Estimation du changement de volume local par somme de sous-volumes de
prismes. Un triangle de t ∈ S et un triangle t ∈ S sont comparés dans la base locale associée
à leur région respective. Ces deux triangles forment un prisme de volume vt. Le changement
de volume de la région est obtenu en sommant l’ensemble de ces sous volumes. Un gain de
volume local est indiqué en rouge, alors qu’une perte de volume est indiquée en bleu sur la
figure de droite.

Étant donné que ces régions géométriques possèdent des bords, elles ne définissent plus de
domaine fermé de l’espace, et donc n’ont pas de volume exact. L’équation (2.11) n’est ainsi
plus valide. Nous proposons à la place une estimation du changement de volume ∆VRi dû au
gonflement/dégonflement local de la surface sur la région Ri.

Supposons S|Ri
(resp. S|Ri

) la surface déformée (resp. originale) restreinte à la région liée
à l’os i. En notant Ti la déformation de cet os, les surfaces exprimées dans le repère local de

l’os i sont donnés par SLoc
|Ri

= T−1
i S|Ri

(resp. S
Loc
|Ri

= T
−1
i S|Ri

).
Pour calculer la variation de volume associée à ces deux morceaux de surface, construisons

le prisme dont les deux bases triangulaires sont formées du triangle t de S
Loc
|Ri

et du triangle t
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de SLoc
|Ri

. Enfin, considérons son volume signé ∆vt (voir fig. 2.11). Le changement de volume
local associé à la région Ri est alors donné par la somme de ces sous-volumes :

VRi =
∑

triangle t∈S|Ri

vt .

FIGURE 2.12 – Triangulation homo-
gène des faces des prismes par l’ajout
d’un sommet central.

Notons que les faces quadrangulaires du prisme
peuvent être triangulées en considérant l’ajout d’un
sommet au barycentre de ces faces pour l’ensemble des
prismes comme illustré en fig. 2.12.

On notera également que cette expression revient
à former et calculer le volume exact de la surface fer-
mée délimitée par SLoc

|Ri
et S

Loc
|Ri

, et dont les bords ont
été fermés par des quadrangles joignant les bords des
triangles respectifs des deux surfaces.

Discussion

Une fois le calcul effectué sur chacune des ré-
gions de la segmentation, on obtient une estimation
du changement signé de volume local. Il s’agit uni-
quement d’une approximation et dans le cas général :
∑

i VRi 6= VS − VS . Notons cependant que l’approximation permet de transcrire avec une
bonne précision les gonflements et dégonflements locaux (déplacement des triangles dans la
direction orthogonale à l’axe de l’os). Au contraire, les glissements de surface dans ce même
repère ne sont pas interprétés correctement.
Un résultat est montré en fig. 2.11 droite, où le calcul local de la perte/gain du volume est
encodé en couleur. Pour des rotations d’angles variants entre 0 et 90 degrés, l’approximation
de cette méthode appliquée sur le coup de la girafe entraine une erreur de calcul de volume de
l’ordre de 20%.

Cette méthode est donc adaptée dans le cas classique du skinning comportant de manière
quasi exclusive des rotations des joints générant des creusements de la surface. Si l’on souhaite
par contre pouvoir modéliser le cas d’allongements d’os (extension d’un bras en caoutchouc,
etc), une autre approche se révèle nécessaire.

En terme de cout de calcul, l’estimation de la variation de volume sur chacune des parties
est du même ordre que le calcul du changement de volume global. Il consiste en effet en une
unique passe de calcul sur chaque triangle de la surface et sa complexité est donc en O(Nt),
avec Nt le nombre de triangles.

Nous avons présenté une méthode d’estimation approchée de la variation de volume loca-
lisée autour de chaque os. L’algorithme est aussi rapide que le calcul standard de la variation
de volume globale, mais n’est pas exact pour des déformations quelconques. Nous proposons
une seconde méthode de calcul du volume local moins rapide, mais cette fois exacte pour tout
type de déformation à squelette.
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2.2.2 Calcul exact d’un changement de volume par itération sur le squelette
d’animation

La méthode précédente proposait une segmentation spatiale du maillage déformé de ma-
nière globale. À l’inverse, dans le second cas, nous allons considérer la géométrie du maillage
globalement, mais déformer localement celle-ci.

Méthode

Soit la suite de surfaces (Sk)k∈[[1,Nj ]], avecNj le nombre de joints du squelette d’animation.
Pour k fixé, Sk est définie comme la surface déformée par skinning en considérant uniquement
la déformation des joints [[1, k]]. On a alors S0 = S et SNj = S.

Notons que l’ordre des joints peut être arbitraire à condition que la suite des joints
(k)k∈[[1,Nj ]] suive un parcours hiérarchique valide du squelette d’animation.

En calculant globalement le changement de volume ∆Vk = VSk
− VSk−1

, on obtient la
variation du volume engendrée par la déformation du joint k. Il s’agit donc du changement de
volume local lié à un joint donné comme illustré en fig. 2.13. De plus, ce calcul de volume est
par définition exact, car

Nj
∑

k=1

∆Vk = VSNj
− VS0

= VS − VS .

Discussion

Cette méthode de calcul de changement local de volume possède trois avantages par rapport
à l’estimation approximée présentée précédemment

– Précision : Le calcul est exact au sens où les changements de volume locaux se somment
exactement au changement du volume global engendré par le skinning final.

– Robustesse : Aucune région arbitraire de segmentation n’a besoin d’être définie, ce qui
autorise les déformations de chaque joint à posséder un rayon d’influence non borné.

– Adaptabilité : L’approche étant robuste, elle peut s’adapter à tout type de déformation
par squelette.

On notera cependant que cette approche est plus lourde en temps de calcul, en effet l’algo-
rithme repose sur Nj calculs itératifs de volume global en plus de nécessiter le calcul explicite
des Nj déformations successives par skinning. La complexité algorithmique associée est donc
du type O(Nj(Nt + Ns)), avec Ns nombre de sommets du maillage (issu de la déformation
par skinning intermédiaire).
De plus, le résultat du calcul dépend de l’ordre suivi pour parcourir le squelette. En effet,
lorsque les joints possèdent de grands rayons d’influences, les déformations liées à un joint
peuvent se superposer à ceux d’un autre. La part de déformation associée à un joint peut ainsi
varier, et nous n’avons donc pas unicité de notre définition de changement de volume local.
Nous pouvons ainsi définir Nparcours suites (∆Vk)k∈[[1,Nj ]] possibles de valeurs de changement
de volume local exact admissible, oùNparcours correspond au nombre de parcours hiérarchiques
possible du graphe du squelette. Nous verrons cependant lors des résultats, que l’influence de
ce chemin suivit reste faible et les différents résultats obtenus restent visuellement plausibles.
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FIGURE 2.13 – Illustration du calcul itératif exact du changement de volume pour un skin-
ning réalisé avec 3 rotations. La surface originale est S0, alors que S3 est la surface skinné
finale. En considérant les changements de volume (calculés globalement) pour les étapes in-
termédiaires S1 et S2, puis enfin S3, on peut connaitre la part exacte de volume modifiée par
chaque articulation indépendamment. On accède ainsi à la connaissance du changement local
du volume ∆Vi pour chaque joint i.

2.3 PRESERVATION LOCALE DE VOLUME

Nous avons présenté deux approches permettant d’estimer de manière exacte ou approchée
la variation de volume locale d’un objet déformé par une approche de type squelette d’anima-
tion.

Nous proposons d’utiliser l’information de changement local de volume pour corriger
celui-ci lors de la déformation. Cela permet de définir une déformation par skinning à vo-
lume constant.
Nous généraliserons directement l’approche dans le cas où l’on souhaite fixer le volume à une
valeur définie dénommée Vtarget et non simplement préserver le volume initial. Des modéli-
sations expressives pourront ainsi exagérer le gonflement d’un muscle par exemple. Pour une
déformation à volume constant, il suffira d’utiliser Vtarget = VS .

Nous présentons, comme précédemment, deux approches possibles de correction en vo-
lume suivant l’application visée. Nous détaillons une première méthode permettant de fixer
le volume final de manière rapide, mais uniquement approchée. Puis, nous présentons une se-
conde approche en trois passes locales permettant d’atteindre le volume fixé de manière exacte.
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2.3.1 Préservation de volume approximée en une passe globale

On rappelle que la méthode de préservation de volume introduite par Sauvage et al. [SHB07]
présentée en partie 1.4.2 permet la préservation de volume global approché d’un maillage dé-
formé. L’approche ne permet cependant pas de traiter adéquatement le cas de modification de
volume locale comme celle présentée en fig. 2.7.

Nous nous proposons d’étendre l’approche de Sauvage et al. pour rendre la correction
locale en modifiant la norme utilisée.

En s’inspirant de l’eq. (1.26), nous cherchons cette fois dans un premier temps à déformer la
surface dans la direction normale (voir fig. 2.14) telle que la contrainte de volume soit vérifiée.
En réutilisant les notations de l’équation originale, on a alors à résoudre

{

min ‖ρ‖2
RN

contraint à V (P+ ρN) = Vtarget ,
(2.2)

avec ρ = (ρ1, · · · , ρNs) ∈ R
Ns le vecteur d’amplitude de déformation à appliquer le long de la

normale pour chaque position. La norme ‖ ‖RNs étant celle issue du produit scalaire canonique
de RNs . Minimiser sa norme revient donc à déformer la surface le moins possible. La notation
ρN signifie le vecteur résultant du produit correspondant ρN = (ρ1n1, · · · , ρNsnNs).

FIGURE 2.14 – Déformation de la surface suivant le vecteur normal n d’amplitude ρ. L’am-
plitude ρ doit être calculée tel que le volume de la surface déformée soit égale à Vtarget.

L’approche naïve consiste à traiter l’ensemble des sommets de la surface de manière iden-
tique ce qui résulte en une préservation de volume globale. Celle-ci n’est pas satisfaisante
comme le montre la fig. 2.15 où une telle préservation globale est appliquée sur un cas d’école
(la résolution d’un tel système est présentée dans la suite du document).

Afin d’améliorer le résultat visuel, on peut ajouter un degré de contrôle supplémentaire
permettant de forcer la correction à agir localement aux endroits qui ont initialement perdu du
volume, ou même de manière artistiquement guidé. Pour cela, nous allons pondérer le déplace-
ment des sommets en fonction de leur position sur la surface. Nous introduisons pour cela un
champ scalaire continu de pondération γ > 0 défini sur la surface telle qu’une valeur impor-
tante de γ va imposer une contrainte de position forte (partie rigide de la surface), alors qu’une
valeur faible de γ indiquera que ce sommet sera faiblement contraint (partie déformable de la
surface).

Dans le cas discret du maillage, nous introduisons ainsi un vecteur de poids de pondérations
par sommets : γ = (γ1, γ2, . . . , γNs) ∈ (R⋆+)Ns représentatif du champ scalaire défini sur la
surface. Afin de tenir compte de la contrainte imposée par cette pondération, nous modifions la
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FIGURE 2.15 – Approche naïve d’une application de préservation de volume suivant l’eq. (2.2)
lorsque les sommets sont traités uniformément. Le cylindre de gauche déformé par skinning
montre clairement une contraction de son rayon au niveau de l’articulation. La surface de
droite, après correction, possède globalement le volume du cylindre non plié, par contre l’ar-
ticulation centrale possède toujours un rayon trop faible, le volume n’est pas préservé loca-
lement. De plus, les sommets extrémaux du cylindre ont été largement déplacés ce qui n’est
généralement pas l’effet escompté.

norme utilisée en considérant désormais

‖ρ‖γ =

Ns
∑

k=1

ρ2k
γk

.

La nouvelle équation de minimisation est alors exprimable par :
{

min ‖ρ‖2γ
contraint à V (P+ ρN) = Vtarget .

(2.3)

Similairement à l’approche expliquée en partie 1.4.2, nous linéarisons la contrainte de vo-
lume suivant suivant la variable ρ. L’approche de résolution du système sous contrainte de
Sauvage et al. [SHB07] peut alors être appliquée pour exprimer la solution analytique (la dé-
monstration complète est disponible en annexe B.2).

∀k ∈ [[1, Ns]] , ρk = ∆V
γk < nk,∇V (pk) >

∑N
j=1 γj < nj ,∇V (pj) >2

. (2.4)

Combiné avec l’estimation locale de la variation de volume ∆V , l’équation 2.4 permet
de corriger la quantité de volume souhaité vis-à-vis d’un os ou d’une région donnée, tout en
imposant une distribution particulière de cette correction grâce à la pondération par les poids
γ.

Notons que d’un point de vue algorithmique, la correction pondérée possède la même com-
plexité que le cas de la correction originale globale. L’étape la plus couteuse étant le calcul du
gradient du volume pour chaque sommet, la complexité totale reste linéaire en fonction du
nombre de sommets du maillage.
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2.3.2 Préservation de volume exacte multi-passes suivant des axes locaux

Méthode de correction en trois étapes

La correction précédente est basée sur la linéarisation de la contrainte de volume. La va-
leur numérique du volume souhaité n’est donc, dans le cas général, pas atteinte exactement.
Afin d’assurer une préservation exacte du volume, nous étendons l’approche de Sauvage et
al. [SHB07]. Cependant, dans notre approche, chaque axe est traité de manière séquentielle,
et non en parallèle. Cette correction se déroule en trois étapes successives et à été initialement
utilisée par Elber [Elb00] pour la préservation de contraintes bi et tri-linéaires appliquée sur
des courbes et surfaces de Bézier. Nous étendons ici sont application dans le cas de maillages
triangulés.

Notre approche est la suivante (voir fig. 2.16) :

1. La surface S est tout d’abord déformée en S⋆ suivant l’axe x afin de corriger un pour-
centage µx∆V de l’erreur en volume.

2. Cette forme intermédiaire S⋆ sert de point de départ pour l’étape de déformation suivant
l’axe y aboutissant à S⋆⋆ afin de corriger un pourcentage µy∆V de l’erreur en volume.

3. Cette dernière surface S⋆⋆ est finalement déformée suivant l’axe z pour aboutir à S1,
corrigeant alors un pourcentage µz∆V de l’erreur en volume.

Si µx + µy + µz = 1, on a alors exactement V (S1) = V (S) + ∆V = Vtarget ce qui permet la
mise en place d’un contrôle ou d’une préservation exacte du volume souhaité.

FIGURE 2.16 – Correction de volume exacte en trois étapes successives suivant x, y puis
z pour un objet d’exemple sphérique. Le résultat de l’étape précédente servant de point de
départ à l’étape courante.

En utilisant la pondération γ introduite précédemment, la minimisation que nous appli-
quons s’exprime par

{

min ‖U‖2γ
contraint à V (P+U) = Vtarget .

(2.5)
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En suivant cette approche en trois étapes, la solution exacte analytique, dont la démonstra-
tion est présentée en annexe B.3, peut alors s’exprimer par :

∀k ∈ [[1, Ns]] , uk = γk ∆V

(

µx
∇xV (pk)

‖∇xV ‖21/γ
, µy

∇yV
⋆(pk)

‖∇yV ⋆‖21/γ
, µz

∇zV
⋆⋆(pk)

‖∇zV ⋆⋆‖21/γ

)

, (2.6)

avec la norme de pondération locale ‖a‖21/γ =
∑Ns

k=1 γka
2
k. V

⋆ et V ⋆⋆ désignent respective-
ment les volumes calculés à partir des surfaces intermédiaires obtenues après la première et la
seconde étape de déformation.

Application d’axes locaux

Notons que l’utilisation d’axes globaux fixes de déformation (x, y, z) n’est cependant pas
adapté au cas d’un objet articulé ayant différentes orientations locales. Pour remédier à ce dé-
faut, nous proposons d’appliquer ces étapes de corrections locales le long d’axes de corrections
choisis de manière appropriée vis-à-vis de l’orientation locale de la surface.

Soit (xL, yL, zL) les coordonnées exprimées dans un repère local. La solution donnée en
eq. (2.6) peut alors s’appliquer dans ce système d’axe. Afin de prendre avantage de cette lo-
calité, il est possible d’appliquer cette correction dans différentes régions de l’objet avec, pour
chaque région, un système d’axe local propre.

Lors de l’animation d’un personnage articulé, la correction locale exacte se réalisera ainsi
séquentiellement pour chaque os du squelette d’animation, avec, pour chaque articulation, un
changement de volume calculé exactement suivant l’approche présentée précédemment.

Discussion

Cette étape de correction est exacte au sens où le volume final de la surface est Vtarget
indépendamment du choix des paramètres.

On notera que similairement à l’approche itérative exacte du calcul de changement de vo-
lume local (partie 2.2.2), cette correction est également dépendante de l’ordre de parcours sui-
vant x, y et z. Nous montrerons également lors de l’analyse des résultats que cet impact reste
visuellement limité.
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Enfin, cette approche permet la mise en place de trois degrés de liberté au niveau des
paramètres de contrôle afin de modifier l’apparence finale tout en vérifiant la contrainte de
volume :

1. La pondération de la norme γ. Ce paramètre permet de définir précisément la localisa-
tion du gonflement/dégonflement introduit par la correction de volume. Nous montrons
dans la section suivante comment définir ces valeurs de manière intuitive.

2. Les ratios de correction (µx, µy, µz) permettent de manipuler le pourcentage d’aniso-
tropie de la déformation en privilégiant certains axes plutôt que d’autres. Par exemple, le
gonflement d’un muscle doit être modélisé par une déformation anisotrope.

3. Le choix des axes locaux (xL, yL, zL) permet de définir les directions des axes de dé-
formation de manière appropriée dans le cas de corrections anisotropes. Il est commun
d’avoir des axes locaux différents pour chaque partie de l’objet. Dans ce cas, la correction
de volume sera appliquée différemment pour chaque partie en adaptant à chaque fois ce
repère. La section suivante explique également comment définir de manière automatique
ces directions de déformations locales.

Nous avons présenté deux méthodes de correction de position des sommets d’un maillage
permettant de garantir que la surface associée délimite un volume Vtarget fixé localement. Ces
deux méthodes permettent de gérer la contrainte de manière soit approchée, soit exacte. Nous
avons pour cela introduit différents paramètres permettant de localiser et d’orienter cette cor-
rection. Dans la partie suivante, nous expliquons comment définir ces paramètres de contrôle
local.

2.4 CONTROLE DE L’APPARENCE FINALE

Dans un premier temps, nous proposons une méthode de définition entièrement automa-
tique des poids de pondération γ dans le cas de formes organiques en nous basant sur des
a-priori anatomiques. Dans un second temps, nous proposons une approche alternative permet-
tant des corrections anisotropes contrôlables intuitivement par l’utilisateur suivant des courbes
de profil.

2.4.1 Gestion automatique par poids de skinning et distance au squelette

On s’intéresse premièrement au cas particulier de formes organiques telles qu’un doigt
plié, ou le cou d’un animal. Nous proposons pour cela de considérer le cas d’une correction
de volume isotrope pour laquelle la distribution de déformation sera automatiquement définie.
L’objectif est de construire une méthode de déformation par skinning à volume constant à partir
de la seule donnée d’entrée d’un maillage d’un personnage ou d’un animal.

Localisation

Les poids de pondération γ définissent la distribution spatiale de la correction en volume.
Il faut fixer des valeurs de γ faible aux endroits où l’on souhaite une correction de position
importante, et inversement dans le cas où l’on souhaite garder les positions de la surface in-
changées.
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Nous partons du constat que les pertes de volume engendrées par la déformation par skin-
ning sont localisées aux articulations des membres. En effet, lorsqu’au moins deux os se ren-
contrent, les influences de plusieurs repères rigides entrent en compte. Il en résulte une l’in-
terpolation linéaire des matrices de transformation qui leur sont associées. Ce sont donc ces
zones qui subissent les artefacts du skinning, les zones liées à un unique joint étant rigidement
déformées. La figure 2.17 présente une illustration de ces zones pour un cylindre skinné.

FIGURE 2.17 – Définition automatique des régions nécessitant une compensation de volume.
Les régions subissant des pertes de volumes liées à la méthode du skinning sont celles situées
autour des articulations, car elles sont liées à plusieurs os.

Considérons le poids de skinning maximal d’un sommet k donné par rapport à l’ensemble
des os dont il dépend. Les sommets appartenant à ces zones fortement déformées sont caracté-
risés par un poids de skinning maximal ωmax

k := maxjoints j ωkj proche ou inférieur à 0.5. Au
contraire des zones déformées rigidement pour lesquels ωmax

k est proche de 1.
Une première définition automatique des poids de pondération γ consiste ainsi à les relier

directement au poids de skinning maximal avec γk = (1 − ωmax
k )a où a un paramètre de

contrôle (généralement 1 ou 2).

A-priori anatomiques

Cette distribution de poids automatique permet de localiser l’articulation, mais ne prend
cependant pas en compte de paramètres anatomiques tels que le placement non relatif des os
dans la forme. Par exemple, les os du coude ou d’un doigt (voir fig. 2.18) sont placés de manière
très excentrée de par la distribution non radiale de muscle ou de chair.

La propension aux parties de chair molle à se déformer plus aisément n’est pas forcé-
ment traduite par la donnée des poids de skinning. L’utilisation de la définition précédente des
poids de pondération γ engendre ainsi une correction ayant une distribution radiale autour des
os. Pour tenir compte de cet a-priori anatomique, nous proposons d’introduire la distance au
squelette comme paramètre supplémentaire de la pondération. Une distance au squelette faible
modélise une faible quantité de chair, et donc une contrainte de plus importante sur la position
des sommets.

Soit dmin
k la distance minimale entre le sommet k et l’os d’influence prépondérante (c’est

à dire, tenant compte des informations de topologie comme présentée en partie 2.1). Nous
modélisons la pondération finale par

γk = (1− ωmax
k )a

(

dmin
k

)b
. (2.7)
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FIGURE 2.18 – Exemple de déformations réelle dépendante de la position excentrée d’un os.
La partie dorsale du doigt où la peau est proche de l’os se déforme rigidement avec celui-ci.
La partie ventrale, éloignée de l’os, gonfle et se déforme non rigidement.

Un exemple de résultat obtenu sur un cylindre est illustré en fig. 2.19.

FIGURE 2.19 – Résultat obtenu de préservation de volume (méthode issue de l’eq. (2.4)) après
pondération automatique par les poids γ automatiques. Le cylindre possède un squelette d’ani-
mation excentré permettant de donner ce gonflement unilatéral de type organique. L’encodage
couleur indique la distribution des poids γ sur la surface.

Notons que cette méthode est d’autant plus efficace si le squelette d’animation est proche
du squelette anatomique avec un positionnement excentré des os.

2.4.2 Controle utilisateur par courbes de profils

L’approche précédente permet de modéliser des formes organiques simples de manière au-
tomatique si le squelette d’animation est proche d’un squelette anatomique. On peut cependant
chercher à définir des déformations plus complexes en possédant un contrôle précis de la forme
de la correction que l’on cherche à donner. Nous pouvons par exemple chercher à modéliser le
comportement d’un muscle du biceps ayant lieu sur un os donné de manière non symétrique.
Nous pouvons également chercher à complexifier le profil de la correction en introduisant des
bourrelets dans le cas du ventre d’un animal s’accroupissant.
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Pour modéliser ces variations importantes de paramètres, nous considérons qu’il est néces-
saire de laisser suffisamment de liberté à un artiste pour déterminer lui même la forme finale
souhaitée de manière intuitive. Inspiré par la démarche de Nealen et al. [ANCO05] nous pro-
posons de définir la forme de la distribution géométrique de la correction de volume à l’aide
de courbes de profils dans des directions privilégiées. La déformation des sommets vient alors
suivre la forme de cette distribution, alors que l’intensité du déplacement est quant à elle auto-
matiquement définie par la contrainte de volume.

Nous établissons un compromis entre contrôle et automatisation. Pour cela, nous choisis-
sons de définir :

– des axes (xL, yL, zL) de direction de déformation locales appropriés de manière auto-
matique d’après le squelette d’animation.

– un choix manuel des proportions du taux d’anisotropie suivant chacun des trois axes
(µx, µy, µz).

– une définition semi-automatique de la distribution spatiale de la correction de volume à
l’aide des courbes de silhouette définies par l’utilisateur.

Définition des axes de directions

Nous cherchons à définir un repère local associé à chaque membre (os) d’un personnage
virtuel s’adaptant automatiquement à l’animation afin de générer des gonflements ou dégonfle-
ments anisotropes suivant des axes appropriés.
Considérons le squelette d’animation hiérarchique associé au skinning du personnage virtuel.
Pour chaque membre k du personnage, une direction principale triviale possible uk

x est donnée
par la direction de l’os parent au joint. Une seconde direction principale uk

y est donnée par l’axe
de rotation de ce joint lors de l’animation par skinning. Enfin, on définit la dernière direction
principale pour former une base orthonormale avec uk

z := uk
x × uk

y .
Dans le cas d’une surface tubulaire, cette base locale s’interprète géométriquement (voir

fig. 2.20) : L’axe uy permettant de définir une direction orthogonale à la rotation, il permet de
définir l’orientation principale du gonflement typique d’un objet en caoutchouc. A l’inverse,
l’axe uz permet de définir l’axe privilégié de gonflement d’un muscle.

FIGURE 2.20 – Repères locaux associés à un cylindre. Ces repêres sont automatiquement
définis et évoluent en fonction de l’articulation du squelette d’animation.
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Proportion d’anisotropie

Étant donnée la définition précédante des axes privilégiés de déformation, l’utilisa-
teur est libre de définir l’importance relative suivant chacun de ces axes grâce aux para-
mètres (µx, µy, µz). Ainsi un gonflement isotrope autour d’un joint pourra se modéliser par
(µx, µy, µz) = (1, 1, 1)/3. Au contraire, un effet très anisotrope modélisant le plis d’un cy-
lindre en caoutchouc comme celui illustré en fig. 2.21 pourra se modéliser directement par
(µx, µy, µz) = (0, 1, 0).

FIGURE 2.21 – Exemple de déformation anisotrope. Le cou de ce jouet en caoutchouc gonfle
de manière anisotrope lorsque celui-ci est plié. La direction de gonflement est donnée par l’axe
de la rotation, c’est à dire uy. Une pondération de déformation du type (µx, µy, µz) = (0, 1, 0)
permet de modéliser ce type d’effet.

Distribution spatiale de correction à l’aide de courbes de profils

La distribution géométrique des poids γ associés à un os donné permet de définir finement
la silhouette de la correction générée pour chaque partie locale de l’objet animé.

Par défaut une correction locale sera définie comme une pondération d’influence décrois-
sante en fonction de la distance au joint racine de l’os donné. On peut donc définir pour ce
joint, la pondération du sommet k suivant une Gaussienne

γdefaut
k (pL

k , σ) := exp

(

−
∥

∥pL
k

∥

∥

2

σ2

)

, (2.8)

où pL
k sont les coordonnées relative du sommet k dans le repère local associé, et σ permet de

paramétrer la vitesse de décroissance de cette pondération. Classiquement, nous considérons
σ = Lb/4, où Lb représente la longueur de l’os. Un os de faible longueur sera ainsi associé à
une correction plus localisée qu’une déformation induite par un os de grande taille.

Nous proposons par la suite de moduler cette distribution Gaussienne en considérant

γk(p
L
k ) = Ax(x

L
k )Ay(y

L
k )Az(z

L
k ) γ

defaut
k (pL

k − t, σ) . (2.9)
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Ici A sont des fonctions unidimensionnelles représentant les courbes de silhouettes de la forme
finale suivant les 3 axes orthogonaux. t est quant à lui un offset de translation permettant
d’excenter la décroissance de la pondération (par exemple, un biceps pourra être modélisé par
un gonflement dont le maximum est excentré au milieu de l’os).

Nous détaillons ci-après les paramètres choisis pour modéliser différents effets caractéris-
tiques. Les différents résultats sont visibles en fig. 2.22.

Inflation isotrope locale

Considérons un cylindre pouvant se plier sans modification locale apparente de son vo-
lume, et donc de son rayon. Il s’agit d’un effet obtenu avec les paramètres par défaut de notre
approche.

– Le gonflement est centré au niveau du joint générant la rotation t = 0.
– Le gonflement à lieu de manière isotrope (µx, µy, µz) = (1, 1, 1)/3.
– La distribution du profil de pondération suit la décroissance Gaussienne par défaut :
γ = γdefaut.

Un tel effet est présenté en fig. 2.22 b.

Inflation anisotrope locale

Considérons un objet tubulaire creux en caoutchouc. Lorsqu’un tel objet est plié, il génère
une forme identifiable par une extension locale au niveau du coude dans la direction de l’axe
de rotation du plis. Cet effet peut se modéliser par un skinning à volume constant tel que :

– Le gonflement soit centré au niveau du joint générant la rotation t = 0.
– Le gonflement ait préférentiellement lieu suivant l’axe de rotation. Pour cela, on modifie
la proportion d’anisotropie telle que µy > µx et µy > µz . On peut considérer par
exemple (µx, µy, µz) = (0, 1, 0).

– La distribution du profil de pondération suit la décroissance Gausienne par defaut : γ =
γdefaut.

On obtient ainsi une déformation anisotrope s’adaptant de manière automatique à l’axe de
rotation. Le contrôle de celle-ci reste aisé dans la mesure où il consiste uniquement à définir
l’influence relative de chacun des trois axes principaux du joint. Un tel effet est présenté en
fig. 2.22 c.
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FIGURE 2.22 – Différents effets possibles lors de la correction de volume. La colonne de
gauche représente la forme des modulations Ax, Ay, et Az . La colonne centrale représente
l’effet visualisé sur un cylindre subissant 4 rotations de π/2 suivant des angles différents, et un
zoom sur l’une des articulations est présenté en dernière colonne. a) Déformation par skinning
sans compensation de volume à titre de comparaison. b) Inflation isotrope locale. c) Inflation
anisotrope locale. d) Inflation unidirectionnelle locale. e) Oscillations.
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Inflation unidirectionnelle locale

Considérons une forme cylindrique dont les mouvements sont générés par des muscles
similaires à un biceps. Lorsqu’un tel objet est plié, le muscle à l’origine du mouvement se
contracte en générant un gonflement le long de l’os porteur du muscle. De plus, l’inflation
n’est pas radiale, mais unidirectionnelle.

Pour modéliser cet effet, nous proposons
– Un gonflement centré au milieu de l’os parent t = −L/2 ux, avec L la longueur de l’os
parent.

– Un gonflement n’ayant lieu que dans une unique direction. Cette direction de déforma-
tion est donnée par l’axe uz qui est à la fois orthogonale à l’axe de l’os et à l’axe de
rotation de la pliure. De plus, le gonflement ne se produit que suivant l’orientation posi-
tive de cet axe. Nous choisissons donc de modéliser cet effet en modulant la distribution
de la correction en volume pour ne déplacer que les sommets k de coordonnées xLk > 0.
Pour cela, on considère

Az(z
L
k ) = max(zLk , 0) . (2.10)

Un tel effet est présenté en fig. 2.22 d.

Oscillations

La compression de formes organiques peut générer des oscillations en forme de bourrelets.
Généralement situés sur des parties charnues telles que le ventre, nous pourrons supposer que
la déformation est identique à celle d’un gonflement unidirectionnel, mais dont le profil oscille.
La modélisation de cet effet est le suivant :

– De manière identique au cas du gonflement de type musculaire, on considérera t =
−L/2 ux et Az(z

L
k ) = max(zLk , 0).

– Nous proposons de plus d’ajouter une partie oscillatoire le long de ux correspondant à
l’axe de l’os. Nous proposons ainsi de moduler l’amplitude de la pondération γ avec

Ax(z
L
x ) = sin2(ωπxLk ) , (2.11)

où ω permet de faire varier la fréquence des plis générés.
Un tel effet est présenté en fig. 2.22 e.

Silhouette quelconque

Les exemples précédents montrent des applications de cas particuliers de formes simples.
Dans le cas général, il est souhaitable d’avoir un contrôle intuitif sur l’aspect de la silhouette
du gonflement. Nous proposons pour cela de modéliser les fonctions Ax, Ay et Az à l’aide de
courbes unidimensionnelles.

L’utilisateur peut ainsi tracer une courbe de profil suivant l’un des axes privilégiés à l’aide
d’outils de dessins dédiés. Ceci permet d’esquisser très rapidement des formes diverses telles
que des muscles, de plis de peau, etc. La courbe permet de directement paramétrer les facteurs
de modulation de la pondération γ. Nous montrons dans les résultats différentes applications
de silhouettes quelconques.
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2.5 RÉSULTATS : COMPARAISONS DES DIFFÉRENTES

APPROCHES

Nous avons présenté différentes approches pour
– Estimer la modification de volume locale de manière exacte ou approximée
– Appliquer la contrainte de volume de manière exacte ou approximée
– Controler l’apparence finale de la déformation apportée par le respect de la contrainte de
manière automatique ou paramétrable manuellement.

Les différentes possibilités peuvent être combinées de manière indépendante. Cependant,
nous allons présenter deux cas caractéristiques d’applications de notre méthode sur des maillages
de personnages et d’animaux.

1. Le cas d’un skinning rapide à volume constant pour une application typique d’un jeu
vidéo. Dans ce cas, le critère principal est de calculer et d’appliquer une correction ra-
pide. Le respect exact de la contrainte n’est pas demandé, et l’on utilisera un paramétrage
automatique des pondérations de notre correction.

2. Le cas d’une déformation complexe pour une application typique d’une scène d’un film
d’animation, pour laquelle on souhaite principalement un contrôle précis et intuitif de la
forme obtenue. On génèrera alors une correction de volume exacte et on paramètrera la
pondération de notre correction à l’aide de courbes de silhouettes tracées par l’utilisateur.
Le temps de calcul est ici un facteur moins critique.

Dans chacun des cas, nous comparerons les avantages et limitations propres aux méthodes
utilisées.

Application au personnage d’un jeu vidéo

Le premier exemple consiste en un éléphant pouvant être utilisé dans le premier cas d’un
jeu vidéo. Nous nous inspirons pour cela de modèles réels ou de maquettes aux traits exagérées
donnant une impression de volume comme illustré en fig. 2.23.

FIGURE 2.23 – Modèles d’éléphants dont nous nous inspirons pour modéliser l’effet du
contrôle du volume au niveau du ventre. (Les images sont de sources diverses extraites d’inter-
net).

Le squelette d’animation de notre modèle, sa segmentation en région distincte pour l’es-
timation de changement de volume local est illustrée en fig. 2.24 gauche. La partie droite de
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la fig. 2.24 présente quant à elle les poids de déformations γ calculés automatiquement en
fonction des poids de skinning et de la distance au squelette.

FIGURE 2.24 – Modèle d’éléphant utilisé pour la déformation à volume constant. De gauche
à droite : Surface et son squelette d’animation ; Segmentation en région distincte en fonction
des poids de skinning ; Mise en place de la pondération automatique au niveau du ventre
permettant de localiser la déformation.

Dans les exemples suivants, nous utilisons la méthode d’estimation rapide du volume de
la partie 2.2.1, et la correction présentée en partie 2.3.1. Les deux méthodes étant les plus
rapides et chacune n’apportant qu’une approximation de la préservation de volume. La surface
est déformée par skinning de manière à ce que le ventre et la trompe subissent une perte locale
de volume.

FIGURE 2.25 – Résultat de la préservation de volume. La figure de gauche correspond à une
déformation par skinning classique. Sa perte de volume au niveau du ventre et de la trompe
est de 5% du volume initial total. Après correction (milieu), le ventre et la trompe se gonflent
localement. L’image de droite représente en couleur les poids de pondérations au niveau du
ventre.
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Le résultat obtenu après correction de volume, est illustré en fig. 2.25. Notons que l’amélio-
ration visuelle est également visible au niveau de la trompe de l’éléphant. Le cas spécifique de
déformation animée de la trompe est réalisé en fig. 2.26. Bien que la préservation de volume ne

FIGURE 2.26 – Résultat de la correction de volume sur une animation de trompe pliée. La
ligne du haut représente la déformation par skinning, alors que la ligne de bas est obtenue
après correction de volume. Notez la partie plate en bas du coude de la pliure dans le cas du
skinning standard.

soit qu’approximée, le résultat visuel reste plausible et donne l’impression d’une préservation
locale de celui-ci.

FIGURE 2.27 – Comparaison du profil de l’éléphant sur
une coupe entre une déformation par skinning simple à
gauche, et après correction de volume à droite.

Dans le cas où les différentes
régions d’articulation proches peuvent
influencer les déformations respec-
tives, nous utilisons l’évaluation
exacte du changement local du vo-
lume de la partie 2.2.2. Nous arti-
culons alors ce modèle d’éléphant
pour réaliser une contraction du
ventre doublée d’une déformation
des pattes avant dont le rayon d’in-
fluence se propage sur le ventre.
L’animation d’une telle déforma-
tion est illustrée en fig. 2.28, et une
comparaison d’une coupe de profil
visible en fig. 2.27 montre la défor-
mation apportée par la contrainte de volume.

Un autre exemple possible de déformation d’un modèle de jeu vidéo est de considérer l’ani-
mation d’un jouet en forme de girafe formé de matière plastique ou en caoutchouc. Nous utili-
sons cette fois la correction en volume introduite en partie 2.3.2 permettant d’avoir un contrôle
manuel précis sur le type de déformation généré. Nous modélisons deux types d’effets :

1. Le cas d’une girafe de type organique. Pour cela, nous utilisons les paramètres de défor-
mations par défauts modélisant un gonflement uniforme local centré sur le joint articulé
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FIGURE 2.28 – Préservation exacte de volume avec rayons d’influence des corrections se
chevauchant. Les deux premières lignes montrent le résultat animé du pliement du ventre et de
la patte sous deux angles différents. La ligne du bas représente une coupe de la surface sur un
plan.

comme utilisé pour la fig. 2.22b. Le résultat obtenu sur le modèle de la girafe est visible
en fig. 2.29.

2. Le cas d’une girafe formée de matière en caoutchouc. Nous utilisons alors les para-
mètres de déformations modélisant un gonflement anisotrope le long de l’axe local y
avec (µx, µy, µz) = (0, 1, 0) comme décrit précédemment en partie 2.4.2 et visible en
fig. 2.22c. Le résultat obtenu sur le modèle de la girafe est visible en fig. 2.30.

Application à la modélisation de détails complexes

Nous mettons désormais en place une correction de volume nécessitant l’introduction d’une
déformation secondaire de formes complexes. Pour cela, nous utilisons un outil de dessin vec-
toriel pour dessiner une courbe de profil pour un os et une direction donnée qui est ensuite
utilisé en tant qu’amplitude de pondération pour la pondération γ.
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FIGURE 2.29 – Déformation d’une girafe de type “organique”. La ligne du haut représente
le résultat d’un skinning standard que l’on peut comparer à la ligne de bas représentant le
résultat après notre correction.

Dans un premier temps, nous étudions le cas du muscle. Nous utilisons pour cela les pa-
ramètres utilisés lors de la mise en place du cas d’exemple de la fig. 2.22d. Le résultat obtenu
lors de l’application de cette approche sur un bras de personnage est présenté en fig. 2.31

Nous mettons en scène un second exemple d’un éléphant présentant des bourrelets lors-
qu’il s’assier. Le principe de l’approche ainsi que la courbe de profil utilisée sont présentés en
fig. 2.32. Un résultat d’animation lors de la compression du ventre est également montré en
fig. 2.33.

Enfin, une séquence artistique d’un éléphant s’asseyant est présentée dans le teaser de ce
chapitre en page 93.
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FIGURE 2.30 – Déformation d’une girafe faite de caoutchouc. De gauche à droite : Modèle
original non déformé ; déformation par skinning standard ; résultat après notre correction de
volume ; comparaison à un vrai jouet en plastique.

FIGURE 2.31 – Principe de la modélisation du gonflement musculaire. Une courbe de profil est
dessinée et associée à l’os du bras. Lorsque celui-ci se plie, la déformation appliquée permet
de réaliser le gonflement du muscle compensant la perte au niveau du coude.
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FIGURE 2.32 – Modélisation de bourrelets sur le ventre d’un éléphant. Ligne du haut : Une
courbe de profil est dessinée et associé aux os du ventre, la coloration rouge de la figure du
milieu indique les poids γ de pondération résultant de cette courbe. Le résultat finale est montré
à droite. Ligne du bas : Rendu final.
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FIGURE 2.33 – Animation de la création de bourrelets. Ceux-ci s’épaississent au fur et à
mesure de la rotation du ventre. Une coupe est visualisée sur la ligne du bas.

FIGURE 2.34 – Subdivision locale du maillage s’adaptant aux déformations appliquées.
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Discussion

Temps de calcul Les différents temps de calcul pour les résultats présentés sont résumés
dans le tableau 2.1.

modèle nombre de
sommets

temps de
calcul (s)

elephant (fig. 2.25 2.26) 5720 1/25
girafe (fig. 2.29 2.30) 1667 1/35
éléphant (fig. 2.28) 5720 1/15
muscle (fig. 2.31) 838 1/25
éléphant subdivisé (fig. 2.32) 13439 1/5
éléphant animé (fig. teaser p.93) 13439 1/2.5

TABLE 2.1 – Temps de calculs des différents résultats présentés.

Subdivision locale Les plis complexes définis dans les exemples présentant des oscilla-
tions nécessitent l’utilisation d’un maillage suffisamment fin dans les régions détaillées. Or les
maillages originaux fournis pour des applications interactives sont généralement à basse réso-
lution. Notons également qu’il est inutile de subdiviser uniformément le maillage lorsque la
correction est fortement localisée. Nous proposons ainsi une procédure de subdivision locale
s’adaptant à la déformation. Celle-ci se déroule en deux étapes :

1. La déformation par skinning est appliquée sur le maillage grossier. Les polygones po-
tentiellement déformés par correction sont localisés en prenant en compte l’amplitude de
la carte de pondération γ pour chaque os entrainant une forte variation de volume ∆V .
Les polygones ainsi délimités du maillage non déformé sont alors subdivisés suivant un
schéma classique de manière à augmenter la résolution de cette région.

2. L’algorithme de correction de volume est alors appliqué sur le maillage ainsi subdivisé.

Un exemple de telle subdivision est proposé pour le cas des bourrelets du ventre de l’éléphant
comme montré en fig. 2.34.

Notons que pour limiter le risque d’artefacts visuels du aux raccordements des polygones,
nous élargissons la région à subdiviser au-delà de l’influence de la déformation.

Dépendance à l’ordre de parcours : Comme précisé en partie 2.2.2 et 2.3.2 la méthode
de préservation de volume exacte dépend du choix de deux ordres de parcours :

1. L’ordre de parcours du squelette d’animation lors du calcul du changement de volume
local.

2. L’ordre de correction suivant x, y puis z lorsque celle-ci s’effectue sur au moins deux de
ces axes.

Nous étudions dans ce paragraphe l’impact de ces parcours sur un exemple.

La dépendance du calcul du changement de volume en fonction de l’ordre de parcours du
squelette interviens lorsque la correction en volume d’un os au niveau n de la hiérarchie dépend
du maillage obtenu à la fin de la correction précédente présente au niveau n− 1. L’expérience
montre cependant que cet effet reste faible pour les maillages considérés.
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Soit un cylindre associé à un squelette possédant trois segments pliés aux deux extrémités
comme montré en fig. 2.35. Nous appliquons un effet de type muscle associé aux deux extré-
mités en considérant des régions d’influences largement superposées.
Le parcours itératif de l’articulation des os est effectué d’abord de droite à gauche dans un
premier cas, puis inversement de gauche à droite dans un second cas. La différence de position
du résultat obtenu entre les deux cas est alors calculée sommet par sommet. Celle-ci est imper-
ceptible visuellement et reste inférieure à 2% de l’amplitude de la déformation correspondante.
La distribution de l’amplitude de l’erreur sur la surface obtenue est affichée en fig. 2.35

FIGURE 2.35 – Dépendance de l’ordre de parcours du squelette d’animation. Le tube de
gauche représente le cylindre original. Les tubes centraux représentent le premier os articulé
dans les deux cas de l’analyse. Le profil résultant après avoir plié les deux articulations est
montré à droite. La distribution de la différence entre entre les deux surfaces est encodée en
couleur verte sur l’image de droite.

Nous étudions également l’impact de l’ordonnancement des axes lors de la correction. Un
effet de type muscle est utilisé avec cette fois µx = µy = µz = 1/3. Une première surface est
obtenue suivant une correction le long de x, puis y et enfin z. Un second résultat est obtenu
en suivant l’ordre inverse. Une coupe visible en fig. 2.36 est réalisée suivant l’axe du cylindre
afin de visualiser la différence de profil obtenue. Ici la variation relative maximale s’élève à 5%
du rayon du cylindre. Cette variation est visible visuellement, mais les deux résultats restent
plausibles et respectent tous deux exactement la contrainte de volume.

2.6 ÉVITEMENT DES AUTO-INTERSECTIONS

La méthode de skinning standard ne garantit pas que le maillage déformé ne subisse pas
d’auto-intersection lorsque l’une des articulations est largement déformée. De plus, l’introduc-
tion de gonflements pour restaurer le volume peut générer des auto-intersections supplémen-
taires.

Nous proposons un algorithme permettant de détecter et d’éviter les cas d’auto-intersections
simples engendrés par les gonflements de volumes grâce à un partitionnement de l’espace. Pour
cela, nous forçons les sommets en auto-collision à se placer sur la surface de contact de leur
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FIGURE 2.36 – Différence de profil obtenu pour un plis unique dans le cas où la correction
en trois étapes est réalisée dans un ordre différent. Les traits noirs représentent le résultat
obtenu après correction suivant les axes x puis y et enfin z, alors que les pointillés rouges
correspondent au résultat en suivant l’ordre inverse.

région d’appartenance. Ainsi, une étape supplémentaire de correction de volume permet d’ac-
croitre la déformation associée des régions voisines n’étant pas en contact.

Pour cela, à chaque déformation, nous calculons l’os ayant l’influence maximale suivant la
méthode décrite en partie 2.1.1. Pour un sommet donné, lorsque l’os d’influence prépondérante
trouvé est différent de celui calculé à la pose de repos, nous en déduisons que celui-ci est entré
en collision avec le reste du maillage. Ce sommet est alors déplacé en direction de la surface
de contact.

La direction de translation tks du sommet k est donnée par le vecteur Isk − pk, avec s le
segment associé initialement au sommet k, et Isk le point le plus proche sur l’os s de la position
actuelle pk. Le déplacement est alors itéré par la relation

pi+1
k = pi

k +∆s tiks ,

jusqu’à ce que le sommet k regagne sa région originelle (voir fig. 2.37).

FIGURE 2.37 – Algorithme de projection du sommet pk en auto-collision vers leur os d’origine
s. Le vecteur t est dirigé vers le point le plus proche sur l’os s du sommet k.
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Afin de ne pas réaliser la détection inutilement sur des sommets n’ayant que peu de chances
d’entrer en collision, nous ne réalisons ce calcul que pour des sommets situés proche de joints
articulés.

Un exemple d’application pour l’évitement d’autocollision dans le cas de doigts pliés est
proposé en fig. 2.38.

FIGURE 2.38 – Application de la gestion des auto-collisions dans le cas d’une main. La figure
en haut à gauche correspond au modèle original. Le doigt déformé par skinning en haut à
droite possède une perte visible de son volume locale. Une correction de volume ne tenant pas
compte des intersections vient générer une collision au niveau de la jonction. L’application
de l’évitement des auto-collisions viens repousser les sommets en collision et augmenter le
gonflement dans la région voisine.
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2.7 INTÉGRATION DANS UNE APPLICATION DE RÉALITÉ

AUGMENTÉE PRÉEXISTANTE : LE HAND NAVIGATOR

Le Hand Navigator est un périphérique externe permettent de contrôler interactivement les
degrés de liberté d’une main virtuelle et de ses doigts. Son rôle est de permettre la manipulation
d’objets 3D en se rapprochant de la sensation d’une manipulation réelle. Ce périphérique est
développé sous forme de prototype par Chardonnet et al. [CALC09b, CALC09a] et illustré en
fig. 2.39.

FIGURE 2.39 –Dispositif du Hand-Navigator déve-
loppé par Chardonnet et al. utilisé pour la déforma-
tion d’un objet virtuel. Image issue de [CAL+10].

La manipulation d’objets virtuels
prend toute sa dimension si le modèle
virtuel associé peut se déformer de ma-
nière réaliste et interactive. Nous pro-
posons pour cela de modéliser un objet
déformable à l’aide d’un skinning à vo-
lume constant qui réagira à la présence
d’une main virtuelle définie par une sur-
face skinnée dans l’espace. En particu-
lier, nous nous intéressons à la possi-
bilité de plier les différentes parties du
modèle virtuel sous l’action d’une rota-
tion de la main. Ainsi que la possibilité
de tirer ou compresser l’objet lors de la
translation de celle-ci.

Le cas particulier de la compression
ou de l’extension lié à la translation d’un
os est une application moins classique
du skinning (au contraire de la rotation), car son application traditionnelle génère l’extension
ou la disparition irréaliste de matière comme illustrée en fig. 2.40 gauche. L’utilisation d’une
contrainte de volume constant permet ici de modéliser le gonflement ou le dégonflement lié à
l’extension d’un os.

Par rapport aux résultats présentés précédemment, l’interfaçage avec la main virtuelle gui-
dée par le Hand Navigator possède des particularitées propres :

– La déformation des joints (rotation et translation) n’est plus contrôlée directement, mais
de manière indirecte par le déplacement de la main virtuelle.

– Le squelette ainsi que le maillage doit être adaptable pour prendre en compte interacti-
vement les zones de contacts avec la main virtuelle.

– La main génère des déformations par itérations successives. Pour éviter de stocker l’his-
torique de l’ensemble des déformations, la pose initiale du skinning sera considéré
comme celle issue de la déformation précédente.

Nous détaillons les solutions utilisées pour ces différents points dans la suite.

2.7.1 Articulation par transferts de déformations

La main virtuelle doit venir guider les déformations du personnage. Pour cela, nous défi-
nissons une correspondance entre l’articulation de la main en contact avec le personnage et l’os
du personnage le plus proche.
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Soit pinter la position du contact entre la main et l’objet. Soit Tmain la matrice de déforma-
tion associée à l’os de la main le plus proche de pinter. On applique alors la déformation Tmain

à l’os le plus proche du personnage. La déformation de l’objet suit alors automatiquement les
mouvements de la main en contact de manière naturelle comme illustré en fig. 2.40 droite.

Notons que cette manipulation permet de modéliser des contacts simples entre une main
et l’objet. Le cas de la préemption à plusieurs doigts permettant le pincement ou l’ajout de
contraintes supplémentaires n’est pas traité dans le cas présent.

FIGURE 2.40 – Gauche : Elongation d’un os du coup du modèle générant une création irréa-
liste de matière. Droite : Transfert de déformation entre la matrice de déformation de la main
et l’os le plus proche du point d’intersection de la main avec la surface.

Une fois le transfert de déformation appliqué, il est possible d’obtenir des allongements et
rétrécissements d’os traduit par un gonflement/dégonflement local de la surface. Un exemple
de tel résultat est montré en fig. 2.41.
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FIGURE 2.41 – De gauche à droite : Maillage original ; après extension de l’os du coup par
translation générant une diminution du rayon de celui-ci ; après réduction de l’os du coup par
translation générant un gonflement local.

2.7.2 Déformations locales par squelette et maillage dynamique

L’utilisateur ayant un contrôle indirect sur l’articulation des os du personnage n’est à priori
pas sensé avoir connaissance de l’organisation du squelette d’animation. De plus, il peut po-
tentiellement vouloir déformer localement des zones qui sont initialement uniquement liées
rigidement à un os unique. Pour modéliser ce type d’action locale, il est nécessaire d’adapter
dynamiquement le squelette et le maillage du personnage afin d’ajuster les degrés de liberté
aux zones de contacts locales.

Supposons que la main vienne en contact de l’objet à déformer dans le but de le pousser ou
tirer localement de la matière. Lorsque qu’un contact avec la main est défini à la position pinter,
nous générons un os supplémentaire entre pinter et pm. pm étant défini comme la position la
plus proche du squelette d’animation original à pinter.

L’os contenant pm est alors scindé en deux, et la branche (pinter,pm) est ajoutée à la
hiérarchie du squelette. Les poids de skinning sont recalculés localement.

Pour permettre des déformations d’étirement successives, nous proposons également de
localement subdiviser le maillage dans la région dépendante du nouvel os ajouté. Ainsi, des
déformations locales peuvent être appliquées indépendamment de la finesse du maillage ori-
ginal. Un exemple de déformation locale d’une partie de la tête de la girafe est présenté en
figure 2.42.
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FIGURE 2.42 – Déformations locales appliquées à une région de la girafe. La ligne du haut
présente une déformation de la surface de l’arrière du crâne, alors que la ligne du bas illustre
la déformation de l’oreille. Pour chaque cas l’image de gauche représente le maillage et le
squelette original, l’image du milieu représente le nouveau squelette après détection du contact
ainsi que le maillage localement subdivisé. Enfin, la figure de droite représente le résultat
obtenu après déformation.

2.7.3 Préservation de volume itérative

L’utilisateur doit pouvoir manipuler et déformer l’objet de manière itérative. Le calcul de
volume se référant toujours à une position initiale il existe deux approches possibles :

1. Considérer la déformation totale entre l’objet original et l’objet courant.

2. Considérer la dernière déformation temporellement appliquée. L’objet de référence étant
itérativement modifié à chaque déformation.

Le premier cas permet d’assurer de retrouver l’objet original en appliquant la déformation
inverse sur les os. Par contre, le suivi de l’ensemble des déformations sur toutes les articulations
à chaque étape rend le calcul couteux et difficilement gérable dans le cas d’ajout dynamiques
d’os.

Le second cas permet quant à lui de ne traiter que localement le cas de l’articulation dé-
formé à un instant courant. Le calcul s’en trouve accéléré. De plus, il possède l’avantage de
pouvoir adapter la surface considérée comme référence à des traitements quelconques qui ne
sont pas forcément modélisable par skinning. Pour cette raison nous choisissons d’implémenter
cette approche.

Cependant, cette méthode possède également deux inconvénients :

1. Dans le cas d’une préservation de volume non exacte, les erreurs sur la contrainte vien-
dront d’additionner itérativement.

2. L’application de la transformation inverse ne garantit pas de pouvoir revenir à l’état ori-
ginal. Par exemple, dans le cas d’une torsion d’un os d’un angle de π radians, des som-
mets se retrouvent spatialement confondues. Cette configuration étant considérée pour
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la déformation suivante, il ne sera plus possible par la suite de les dissocier. Une telle
configuration à éviter est illustrée en fig. 2.43.

FIGURE 2.43 – Transformation de l’espace non bijective suivant une rotation de π radians.
Une fois que la figure de droite est obtenue et considérée comme nouvelle pose de référence, il
n’est plus possible de séparer les sommets du coup qui ont convergé vers une unique position
spatiale.

BILAN DE L’INTÉGRATION DANS UN ENVIRONNEMENT DE

MANIPULATION INTERACTIVE

La déformation par skinning à volume constant à pu être intégrée de manière concluante
dans une application de manipulation interactive. La combinaison entre un dispositif de réalité
augmenté pré-existant et la déformation plausible d’un personnage virtuel est une première
étape vers une manipulation plus naturelle d’objets complexes.

Cette intégration a fait l’objet d’une présentation lors d’un salon [GIF09] ou des personnes
non-expertes ont pu manipuler la scène virtuelle comme le montre la fig. 2.44.

Pour permettre une manipulation réellement réalistes d’objets ce type d’approche pourrait
faire l’objet de diverses améliorations futures. Nous avons pu noter que la prise en compte
de contraintes multiples des doigts de la main serait un plus. D’autres méthodes de déforma-
tions pourraient également être étudiées dans le cas d’interactions difficielement modélisées
par l’articulation d’un squelette interne. Pour cela, les approches implicites ou la modélisation
de méthode de sculpture représentent une piste d’avenir prometteuse.
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FIGURE 2.44 – Manipulation du prototype de déformation interactive par le publique d’un
personnage virtuel lors d’un salon. Image issue de [CAL+10].

2.8 EXTENSION AUX CONTRAINTES D’AIRE CONSTANTE

L’étude de déformation de la surface d’objets plus précise montre que des contraintes struc-
turelles peuvent imposer que ceux-ci se déforment à aire ou même à isométrie préservée. L’iso-
métrie étant traitée dans les deux chapitres suivants, nous nous intéressons au cas particulier de
la préservation d’aire sur la surface. Les matériaux très légèrement élastiques tels que la peau
vont satisfaire à de telles contraintes de manière approximées. Par exemple, un personnage
pliant sa main va voir se générer des plis de peaux de par une contrainte de non-compression
pouvant se traduire par une préservation d’aire.

Nous montrons dans cette partie qu’il est possible d’incorporer des contraintes de préser-
vation d’aire tout en assurant une déformation à volume fixé.

Principe de la préservation de volume et d’aire

Considérons le cas de la préservation d’aire globale pondérée suivant les méthodes présen-
tées précédemment. Nous considérons une déformation dans la direction normale à la surface
telle que présentée en partie 2.3.1.

En réutilisant les notations précédentes, nous pouvons écrire la nouvelle équation que nous
souhaitons désormais résoudre







min ‖ρ‖2γ
contraint à V (P+ ρN) = Vtarget
contraint à A(P+ ρN) = Atarget ,

(2.12)

avec l’aire A de la surface donnée dans le cas d’une triangulation par

A(P) =
1

2

Nf
∑

i=1

‖(pbi − pai)× (pci − pai)‖ .

La contrainte d’aire est non linéaire. Similairement à l’expression du volume, nous linéari-
sons cette expression suivant une faible déformation par ρ. On peut ainsi écrire

A(P+ ρN) ≃ A(P)+ < ρN,∇A > ,
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où ∇A ∈ R
3Ns correspond au vecteur des dérivées partielles de A concaténées par rapport

à chaque coordonnées spatiale. On notera également similairement au cas du volume ∆A =
Atarget −A(P).

Introduisons les notations vectorielles
{

NV =< N,∇V >∈ R
3Ns

NA =< N,∇A >∈ R
3Ns

On peut alors montrer ( voir annexe B.4) que la solution analytique satisfaisante de manière
approchée aux contraintes d’aire et de volumes est donnée par :

∀k ∈ [[1, Ns]] , ρk =
γk

‖NV ‖21/γ‖NA‖21/γ− < NV ,NA >2
1/γ

[(

∆V ‖NV ‖21/γ −∆A < NV ,NA >1/γ

)

NV (pk)

+
(

∆A‖NA‖21/γ −∆V < NV ,NA >1/γ

)

NA(pk)
]

.

(2.13)

Résultat

En appliquant ce cas sur un exemple de bras articulé, nous pouvons constater l’effet de
l’ajout de la contrainte de préservation d’aire en fig. 2.45. Nous pouvons constater que bien
que les corrections ne soient qu’approximées, au bout de 4 étapes successives d’applications
de l’eq. (2.12), nous obtenons une erreur en volume et en aire négligeable. Nous notons éga-
lement visuellement que la préservation d’aire permet de lisser le résultat final. La contrainte
de volume stricte pouvant engendrer de légères oscillations dues à la triangulation (comme ex-
pliqué en partie 2.2). La préservation d’aire force quant à elle a garder des triangles de taille
homogène à leur valeur initiale et empêche les extensions locales.

sans cor-
rection

contrainte de
volume

volume + aire volume+aire

(1 itération) (4 itérations)
erreur en vo-
lume.

3.3% <1e-5% <1e-5% <1e-5%

erreur en
aire.

1.3% 0.7% 0.2% <1e-5%

TABLE 2.2 – Tableau d’erreur en pourcentage de volume et d’aire en fonction de la correction
mise en place pour le cas de la fig. 2.45.

Discussion et synthèse

Nous avons pu voir qu’il était possible d’introduire de manière similaire d’autres contraintes
géométriques en supplément de la préservation de volume.

En appliquant la solution analytique approchée moins de 5 fois, nous obtenons une défor-
mation préservant à la fois le volume et l’aire en des régions pondérées localement.

Notons que pour l’instant, la préservation d’aire est réalisée de manière globale et ne permet
donc pas la mise en place de déformations locales. Dans le cas où nous souhaiterions simuler
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FIGURE 2.45 – Résultat de l’application de la contrainte de volume et d’aire au niveau d’un
bras articulé. De gauche à droite : Pose de repos avec placement manuel de la pondération γ au
niveau du biceps permettant de simuler un effet de muscle ; Déformation par skinning standard
sans corrections, on peut noter l’absence d’effet de muscles ; Résultat après correction de
volume uniquement, on peut noter le gonflement du muscle ainsi que des oscillations dues à
la triangulation ; préservation de volume et d’aire (après 4 itérations), l’effet de biceps est
toujours présent, et de plus la surface reste lisse.

l’effet de plissement de peau de par la préservation d’aire, il serait nécessaire de réaliser la
préservation et la correction localement. Il sera ainsi possible d’étendre ce travail en modifiant
l’équation à résoudre pour considérer des sous régions de quelques triangles sur lesquels l’aire
pourra être préservée localement.

BILAN DE L’ANIMATION À VOLUME CONTRÔLÉ

Nous avons présenté dans cette partie une méthode de déformation de personnages et créa-
tures virtuelles. La méthode consiste à ajouter un post-processing sur une déformation par
skinning standard permettant de contrôler localement la valeur du volume. Nous avons mis en
place une génération automatique de poids de skinning, l’estimation locale du changement de
volume, puis la déformation géométrique permettant de contrôler celui-ci.

Pour chacune de ces étapes, nous avons proposé deux modes d’estimations se prêtant à
deux cas d’applications différentes :

– Le cas des jeux vidéos nécessitant des calculs rapides et automatiques, mais limités à un
contrôle de volume approximé.

– Le cas de la génération de contenu 3D demandant un contrôle de haut niveau sur la
forme obtenue pour lequel nous proposons une approche robuste et exacte associée à un
contrôle utilisateur par courbes de profils.

Pour garantir l’applicabilité de cette méthode à des déformations d’objets complexes, nous
avons proposé une méthode d’évitement de collisions dues aux gonflements locaux, ainsi
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qu’une subdivision locale permettant d’incorporer des détails géométriques nouveaux tels que
des bourrelets.

Nous avons montré que cette approche a pu s’intégrer et être testée dans le contexte d’une
déformation interactive d’objets virtuels en apportant un gain de plausibilité sur le résultat
visuel.

Finalement, nous avons montré que la méthode pouvait aisément s’étendre à des contraintes
géométriques différentes telles que la préservation d’aire.
La génération de plis locaux tels que ceux présents sur la peau ou les vêtements nécessitent
cependant la prise en compte de comportements très locaux s’intégrant difficilement dans une
déformation articulée guidée par un squelette d’animation. Le problème principal concernant
la gestion de la localisation et de la direction de ces plis sur la géométrie actuelle.
Pour répondre à ces problèmes, nous proposons au chapitre suivant une solution générale de
création de plis basée sur la préservation des longueurs pouvant s’appliquer à de l’animation
de vêtement tout autant qu’à une déformation par squelette.
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EN dépit de multiples années de recherche, la modélisation efficace et réaliste de dé-
formation de tissu reste complexe. Bien que les méthodes de déformation physique
permettent de modéliser des effets dynamiques tout en tenant compte des collisions, la

simulation précise de plis demande un temps de calcul important. L’animation de détail de plis
reste cependant un facteur essentiel pour rendre crédible les séquences de jeux vidéos (fig. 3.1)
et de production cinématographique (fig. 1 droite en p. 15), mais le temps de calcul nécessaire
à la simulation empêche souvent d’utiliser ces méthodes.

FIGURE 3.1 – L’ajout de plis sur les animations de vêtements dans les jeux vidéos récent per-
met de rendre ceux-ci visuellement plus dynamique et plus réaliste. Image de gauche issue du
jeu vidéo Star Wars : The Force Unleashed, LucasArts, notez les plis sur la jambe du person-
nage. Image de droite provenant du jeu vidéo Virtua Tennis 4, Sega. Les plis sur la robe du
personnage rendent la scène plus dynamique.

En effet, les jeux vidéos nécessitent des algorithmes de déformation temps-réel et la simula-
tion numérique détaillée n’est pas applicable dans de tels contextes. En production, bien que le
temps de calcul ne soit pas la problématique principale, l’absence de manipulation directe de la
forme finale obtenue oblige les artistes à lancer plusieurs simulations avec différents paramètres
à de nombreuses reprises afin se rapprocher des résultats visuels qu’ils souhaiteraient obtenir.
Au final, l’investissement en temps machine et en manipulation manuelle de paramètres donne
à l’approche par simulation physique brute un coût pouvant se révéler rapidement prohibitif.

Contexte de notre approche

Une méthode alternative à la simulation pour générer des plis de tissus a été proposée pour
une application en production par Cutler et al. [CGW+05] (voir partie 1.4.3) et consiste à amé-
liorer une simulation grossière à l’aide de plis ajoutés et paramétrés manuellement. Cependant,
cette approche possède deux inconvénients principaux :

1. Le placement et paramétrage manuel de la structure de plis demande un investissement
temporel conséquent et une grande expertise à la fois technique et artistique.
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2. Le design manuel peut uniquement être réalisé à certains pas de temps, alors que les
plis se déforment continument au cours du temps, entremêlant alors des comportements
dynamiques complexes de mélanges et de séparations.

Comme dans les travaux de Cutler et al., notre méthode permet de conserver une étape
de simulation, effectuée en temps réel sur un maillage grossier, afin de calculer la dynamique
d’une animation de tissus. Par contre, notre approche est une alternative à cette définition ma-
nuelle. Elle permet de générer des plis plausibles lors d’un post-traitement comme illustré en
fig. 3.2 par une méthode entièrement automatique. De plus, tout en assurant la plausibilité du
résultat, cette méthode permet l’apparition et la disparition dynamique des plis. L’approche
peut s’appliquer de manière automatique sur des animations préexistantes de tissus tels que des
simulations masses-ressorts ou du skinning.

FIGURE 3.2 – Entrée-sortie de la méthode décrite. Gauche : Une surface à basse résolution
issue d’une simulation rapide présente des compressions locales. Droite : Notre méthode ajoute
des plis géométriques dans les régions compressées et suivant une orientation adaptée afin
d’améliorer automatiquement la plausibilité du résultat.

Nous observons dans un premier temps que la formation des est fortement liée à la déve-
lopabilité des tissus, ou en d’autres termes, à la quasi-isométrie entre la surface modélisant un
tissu animé et son patron 2D dans sa pose de repos [PZB+09].
Ainsi, étant donné une simulation à basse résolution, nous utilisons l’information d’élonga-
tion issue de la comparaison entre la surface déformée par rapport à son patron pour guider
le placement géométrique des plis à ajouter. Pour obtenir une animation temporelle de plis
cohérents, la position et l’amplitude des plis sont modifiées de manière continue au cours du
temps. La géométrie 3D des plis est générée en utilisant un mécanisme basé sur des déformeurs
implicites pouvant modéliser des formes de plis complexes, des variations de rayons et de pro-
fondeur de la géométrie du plis, ainsi que la gestion automatique des transitions entre des plis
se mélangeants et simplement adjacents.

Les contributions principales de ce chapitre ont été présentées dans les publication sui-
vantes : [RPC+10], [RHC10].
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FIGURE 3.3 – Principe de notre méthode. La ligne du haut représente les étapes à l’instant
précédent t − ∆t alors la ligne du bas représente celles à l’instant courant t. À partir d’un
maillage de repos donné, nous générons une déformation rapide par simulation ou skinning
introduisant des compressions non réalistes. L’analyse des tenseurs d’élongations permet de
générer des lignes de plis dans les régions compressées. Pour obtenir une animation cohérente
au cours du temps, les lignes de plis de l’instant précédent sont utilisées pour définir celles
de l’instant courant l’instant courant. Enfin, l’approche par déformeur implicite permet de
générer une géométrie réaliste de plis de tissus.

Principe général de notre approche

Étant donné que la quantité de matière de tissu reste constante au cours du temps, les plis
de tissus se forment dans les régions où la simulation numérique résulte en des compressions.
Ces plis se forment alors de manière perpendiculaire aux directions de compression principale.

S’appuyant sur cette observation, notre méthode analyse les tenseurs de compressions sur
le maillage grossier par rapport à la pose de repos. Nous générons alors des courbes de plis
dans les régions où les tenseurs indiquent une compression. Pour cela, nous traçons les courbes
intégrales le long des directions principales de compressions définies par le champ de tenseurs.
Afin de maintenir la cohérence temporelle entre les plis lors d’animation dynamique, notre
méthode n’est pas appliquée indépendamment à chaque pas de temps, mais utilise l’information
des tenseurs pour propager les courbes d’un pas de temps à l’autre ainsi que pour créer ou
supprimer des courbes lorsque cela est nécessaire.

Les plis réels se forment de manière à préserver l’isométrie par rapport au patron original.
De plus, leurs amplitudes et leurs rayons dépendent du type de tissu manipulé ainsi que de
son épaisseur. Pour modéliser ce type d’effet, notre méthode utilise les tenseurs d’élongation
pour déterminer l’épaisseur et la profondeur locale des plis de manière à ce que l’ajout de
ceux-ci permette de réduire le défaut d’isométrie par rapport à la pose de repos. Étant donné
l’ensemble des courbes de plis calculés ainsi que leur profondeur et amplitude associée, notre
méthode génère des plis géométriques plausibles à l’aide d’une nouvelle méthode basée sur
des déformeurs implicites.

Une vue générale des différentes étapes décrites dans le document est présentée en fig. 3.3.

Dans l’ensemble de la description de cette méthode, nous paramétrons le type de tissu, et
donc de plis par la variable Rmin correspondant au rayon de courbure minimale d’un pli. Cette
variable au sens intuitif pour un utilisateur non spécialiste dépend directement de l’épaisseur et
de la raideur du tissu.
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3.1 GÉNÉRATION STATIQUE DE LIGNES DE PLIS

Nous décrivons tout d’abord l’extraction de courbes unidimensionnelles symbolisant la lo-
calisation des plis à partir d’un maillage déformé et de sa forme au repos associée. La méthode
décrite peut-être utilisée telle quelle pour ajouter des plis après une modélisation statique telle
que pour l’habillage de mannequins. Le cas de l’animation temporelle étant discutée en sec-
tion 3.2

Dans la majorité des cas, la pose de repos considérée est un patron planaire. Dans le cas
où ce patron 2D n’est pas connu, nous le générons à partir de la surface de référence non dé-
formée que nous segmentons et paramétrons en parties quasi-développables [HLS07] comme
illustré en fig. 3.4. Nous utilisons l’algorithme ABF++ décrit par Sheffer et al. [SLMB05] afin
d’obtenir un bon compromis entre préservations de longueurs et d’angles. Afin de maintenir la
cohérence entre les chaque couture de la surface, nous contraignons la paramétrisation à préser-
ver les longueurs. Cette étape de paramétrisation définit un système de coordonnées homogènes
pour les triangles du maillage modélisant la surface de référence afin d’améliorer l’efficacité
de l’algorithme du tracé de courbes de plis.

FIGURE 3.4 – Exemple de paramétrisation d’un vêtements en 4 parties. Chaque partie 2D
forme le patron de sa correspondance 3D.
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3.1.1 Champ de vecteurs issu des tenseurs d’élongation

Comme indiqué précédemment, les plis de tissus sont orientés orthogonalement à la direc-
tion principale de compression. Nous cherchons ainsi un champ de vecteurs de plis défini sur
la surface du tissu tel que sont amplitude soit reliée à la quantité de compression du modèle à
basse résolution, et dont la direction soit orthogonale à la direction locale de la compression.

Formulation du tenseur d’élongation par triangle

Désignons par S le maillage 3D représentant le tissu, et S le maillage représentant la pose
de repos correspondante comme illustré en fig. 3.5 La déformation affine 2D d’un triangle de
S vers son correspondant dans S peut être exprimée par une matrice 2× 2 T.

FIGURE 3.5 – Déformation du patron 2D S vers une surface 3D S.

T
u1

u2

u1

u2

S

S

FIGURE 3.6 – Déformation d’un triangle
dans la base locale.

Appellons (u1,u2) et (u1,u2) les cotés 2D
des triangles dans la base locale de S et S (voir
fig. 3.6). On peut alors définir

T = [u1,u2][u1,u2]
−1 .

La déformation T est isométrique (aucune élon-
gation ni compression) si et seulement si

TT = T−1 . (3.1)

Nous retrouvons alors la version discrête de la
définition d’isométrie basée sur la première forme
fondamentale donnée en partie 1.4.3 eq.(1.32).
Soit U la matrice de taille 2× 2 définie par

U =
√
TT T .

U est appelée tenseur d’élongation et correspond à la racine carré du tenseur de déformation de
Cauchy Green en mécanique des milieux continus. Notons que cette représentation est similaire
à celle donnée par Sander et al. [SSGH01].
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λ1e1

λ2e2

U

FIGURE 3.7 – Ellipsoide liée
à la décomposition en éléments
propres de U.

Cette matrice représente la mesure de la compression
et de l’élongation d’un triangle par rapport à sa position de
référence indépendamment de son orientation spatiale. En
supposons qu’aucun triangle de S où S ne soit dégénéré, U
est par définition une matrice symétrique définie positive.
Elle peut donc être diagonalisée sous la forme (voir fig. 3.7)

U = λ1e1e
T
1 + λ2e2e

T
2 , (3.2)

où λ1 ≤ λ2 sont les valeurs propres réelles positives. e1, e2
représentent les vecteurs propres et définissent les direc-
tions principales d’élongation et/ou de compression. Une
illustration d’une telle visualisation pour différentes défor-
mations est montrée en fig. 3.8.

FIGURE 3.8 – Gauche : triangle original. Les trois figures suivantes représentent le même
triangle une fois déformé, ainsi que la représentation sous forme d’ellipsoïde des éléments
propres du tenseur d’élongation U.

Estimation d’un champ de tenseurs continu

Pour extraire une carte de plis à partir de l’information tensorielle par triangle, nous dé-
finissons dans un premier temps un champ de tenseurs continu -par sommet- décrivant des
directions de compressions variant continument sur la surface.

Interpolation des tenseurs En utilisant le système de coordonnées défini par la paramé-
trisation, nous définissons le tenseur d’élongation à un sommet k par

Uk =
⊕

j∈Vk

ωjUj , (3.3)

avec Vk désignant les indices des triangles incidents au sommet k, et ωj = Aj/
∑

k∈Vj
Ak

étant la pondération des triangles voisins basée sur leurs aires respectives.
Nous notons que l’utilisation d’une interpolation linéaire triviale des composantes du ten-

seur aboutit à la dissipation de l’information d’anisotropie.
Pour mieux préserver cette information, nous utilisons un schéma d’interpolation sur un inva-
riant affine d’une métrique riemannienne défini dans l’espace des tenseurs. Cette approche fut
introduite par Pennec et al. [PFA06].
Dans l’eq.(3.3), le signe ⊕ désigne alors la moyenne pondérée calculée itérativement dans
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l’espace des tenseurs, et Uk est alors obtenue par application de la formule suivante jusqu’à
convergence

Uk = U
1/2
k exp





∑

j

ωj log
(

U
−1/2
k Uj U

−1/2
k

)



U1/2 . (3.4)

Cette approche permet de générer des valeurs propres variant continument, et, plus important,
dont les directions des vecteurs propres tournent de manière continue tout en minimisant la
dissipation de l’information d’anisotropie initiale comme illustrée en fig. 3.9. Nous définissons
alors le champs de tenseur continu U sur la surface en utilisant les coordonnées barycentriques
et l’opérateur d’interpolation tensoriel ⊕.

FIGURE 3.9

Définition du champ de vecteurs de plis Dans l’optique de générer des plis, nous nous
intéressons uniquement aux régions où le maillage original a subi une compression, c’est-à-
dire les lieux où la valeur propre la plus faible λ1 est inférieur à 1. Ainsi, nous définissons un
champ de vecteurs de plis v pour l’ensemble des positions de la surface tel que

v = max(1− λ1, 0) e2 . (3.5)

L’intensité ‖v‖ := v reflète le taux de compression exprimé par unité de longueur sur la
surface lorsque celle-ci est compressée. La direction de v étant orthogonale à la direction de
compression principale.

3.1.2 Tracé de courbes de plis

Nous souhaitons générer efficacement des courbes symbolisant des lignes de plis afin de
modéliser de manière plausible le comportement de la surface de tissu en réponse à une com-
pression mesurée sur le modèle à basse résolution.
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Rôle des courbes de plis

Nous souhaitons calculer des courbes qui capturent à la fois la forme et l’amplitude du
champ de vecteurs de compression tout en échantillonnant convenablement les régions com-
pressées.

Dans cette optique, notre approche consiste à tracer des courbes dans les régions fortement
compressées tout en imposant une distance minimale entre les courbes.
Cependant, les plis réels peuvent en fait se rapprocher fortement ou même se mélanger dans cer-
taines régions, violant alors cette contrainte de distance minimale entre courbes. Pour prendre
en compte ce phénomène, nous proposons de générer les courbes une à une en débutant aux
sommets associés aux compressions maximales tout en contraignant les nouvelles courbes à
débuter sur des sommets situés suffisamment loin des courbes déjà tracées.
En forçant cette contrainte de distance minimale uniquement sur les sommets sources des
courbes, il devient alors possible de générer des courbes pouvant se rendre arbitrairement
proches les unes des autres. Les déformeurs implicites que nous définissons en partie 3.3.2
permettent de traiter le cas de plis se mélangeant de manière robuste.

Expression des courbes de plis

Nous définissons les courbes de plis par des courbes paramétrées

γ : [0, 1] → S , (3.6)

générées en tant que courbes intégrales issues du champ de vecteurs de plis v sur la surface
paramétrique de repos 2D.

L’équation des courbes peut s’exprimer sous forme d’équation aux dérivées ordinaires






γ′(u) = ±v (γ(u))
γ(0) = s

‖v (γ(u)) ‖ ≥ 1− λmax ,
(3.7)

où s représente une position de départ de la courbe γ, et (1− λmax) ∈ [0, 1] représente le taux
de compression minimal caractérisant les régions pour lesquels des plis vont être générés. En
pratique, on utilisera généralement 0.8 ≤ λmax ≤≃ 0.95.

Initialisation des courbes de plis

Pour initialiser le tracé des courbes, nous ordonnons les sommets du maillage dans une file
de priorité ordonnée suivant leur taux de compression associé. Les courbes débutent ainsi des
sommets associés à la compression la plus grande. On appelle l’origine de cette courbe son
générateur.

Pour tracer les courbes une à une, nous procédons de la manière suivante :

1. Integration : Étant donné que v possède un degré de continuité suffisant d’après notre
expression du tenseur d’élongation U, nous traçons une courbe lisse démarrant de la
position du générateur issu de la file de priorité en utilisant une méthode d’intégration de
type Euler explicite.
Comme le champ v n’est pas orienté, nous propageons la courbe dans les deux directions
à partir du générateur. Pour avancer dans une direction, nous vérifions à chaque pas
d’intégration spatial que l’angle entre les directions précédente et courante reste inférieur
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à π/2 radians.
Le processus d’intégration s’arrête lorsque le taux de compression ‖v‖ devient plus petit
que 1− λmax, où lorsque l’on atteint le bord de la surface.

2. Sélection de la position du générateur : La position du générateur de la courbe suivante
est choisie en sélectionnant le sommet suivant dans la file de priorité tout en éliminant
les positions trop proches des courbes déjà existantes. Cette distance minimale peut être
choisie automatiquement comme étant égale au double du rayon de courbure minimale
Rmin. En effet deux courbes définies à une distance plus proche viendraient générer des
plis se mélangeant.

Le processus se termine finalement lorsque la file de priorité est vide.

Une fois tracées, les courbes 2D γ peuvent être transférées sur la surface déformée 3D à
partir du mapping défini par des coordonnées barycentriques d’un maillage à l’autre.
Les courbes 3D désignées par γ indiquent alors le lieu et la direction où les plis géométriques
doivent être ajoutés afin de compenser la compression locale. De plus, le taux de compression
défini le long de chaque courbe peut être utilisé pour contrôler la forme des plis comme discuté
en partie 3.3.2.

Un exemple de telles courbes définies à partir de la carte des tenseurs est illustré en fig. 3.10

FIGURE 3.10 – Exemple de carte de tenseurs et de courbes de plis formées par les lignes
intégrales sur un exemple de rectangle compressé sur le milieu de ces deux bords.

3.2 ANIMATION DYNAMIQUE DES COURBES DE PLIS

Les plis de tissus réels se forment et évoluent de manière continue au cours du temps. À
l’opposé, l’utilisation en l’état de l’algorithme décrit dans la section précédente aboutissait à
la génération de plis indépendants pour chaque pas de temps. Cela peut générer des séquences
animées pour lesquels les plis vont apparaitres et disparaitres de manière brutale, faisant place
à des plis similaires mais voisins.

Popa et al. [PZB+09] se basent sur une entrée vidéo en combinaison avec une étape d’opti-
misation spatio-temporelle couteuse afin d’établir la continuité temporelle. Dans le cas présent,



3.2. ANIMATION DYNAMIQUE DES COURBES DE PLIS 151

nous ne disposons pas de l’apport d’une vidéo et souhaitons définir une solution rapide permet-
tant d’assurer la continuité temporelle.
Dans cette optique, nous nous basons sur une approche particulaire pour effectuer un lissage
temporel permettant d’obtenir l’effet souhaité.

3.2.1 Propagation des positions génératrices des courbes de plis

Premièrement, nous constatons que la continuité de l’animation de la surface fournie en
entrée génère un champ de vecteur de plis variant continument d’un pas de temps à l’autre.
Nous pouvons donc supposer que la plupart des courbes de plis générées à un instant donné
soient également présentes à l’instant suivant. Ce pli peut cependant avoir potentiellement
glissé sur la surface et avoir changé légèrement de forme.

Principe du glissement des plis

Pour modéliser l’effet de glissement potentiel d’une courbe de pli, nous initialisons celles-
ci à l’instant actuel à partir de la position initiale des courbes de l’instant précédent. On rappelle
que notre génération statique place les lignes de plis aux endroits de compression maximale, et
trace ces lignes le long des courbes intégrales du champ de vecteur.

Pour étendre cet algorithme au cas de courbes dynamiques, nous souhaitons attirer les
courbes de plis vers les nouveaux maxima de compressions. Dans l’optique de rester efficace,
nous ne cherchons pas les maximums locaux le long des courbes entières, mais uniquement
pour la position du générateur.
Ainsi, nous définissons une méthode particulaire permettant d’attirer les générateurs vers les
maximums locaux de la compression. Nous décrivons l’algorithme ci-après.

FIGURE 3.11 – Gauche : Principe du glissement de plis particulaires dans l’espace 2D du
patron. La courbe bleue correspond à la courbe de pli à l’instant actuel. Pour déterminer la
position de la courbe mauve à l’instant suivant, le générateur s est projeté à l’instant t+dt puis
translaté par le vecteur dq. La courbe mauve est alors construite par intégration en partant de
cette nouvelle position génératrice. Droite : L’évolution de courbes de plis sur le patron entre
deux instants supperposés.

Algorithme d’attraction des générateurs

La méthode d’animation particulaire ordonne les positions génératrices des courbes en
fonction de leur taux de compression associé.
Pour chaque position d’origine s positionnée en s(t) au temps t, sa nouvelle position au temps
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t + dt est donnée par s(t) + dq, où dq est un petit déplacement du patron 2D modélisant le
glissement du plis.
Nous utilisons dq 6= 0 si la compression au point d’origine décroit par rapport à l’instant pré-
cédent. Dans ce cas, le vecteur de déplacement dq est orienté dans la direction du gradient de
plus forte compression∇‖v‖ dans le but de se diriger vers le maximum local de compression.

Pour déterminer le pas de déplacement optimal, nous utilisons une recherche linéaire le
long de la direction du gradient, tout en limitant le déplacement maximal autorisé à Rmin.
Ce choix empêche donc les plis de glisser de plus de la moitié de leur largeur lors d’un pas de
temps, et permet un résultat visuel plausible.

Pour éviter que plusieurs plis ne viennent converger en direction d’un même maximum lo-
cal, nous contraignons chaque générateur à rester à une distance minimale de 2Rmin des autres
courbes. Ensuite, nous traçons les courbes au pas de temps actuel en utilisant l’intégration le
long des lignes de champs décrites en section 3.1.2. Enfin, nous observons le déplacement des
extrémités de chaque courbe par rapport à l’instant précédent. Si celui-ci est plus grand que
Rmin, la courbe est alors rétrécie ou allongée en suivant la forme de la courbe au pas de temps
précédent afin d’éviter que l’intégration n’engendre des discontinuités temporelles importantes.
La fig. 3.11 illustre ce principe de glissement de plis sur 2 pas de temps.

3.2.2 Ajout et suppression de courbes

Nous ajoutons également à cette procédure d’animation un mécanisme permettant de faire
disparaitre ou d’ajouter des plis.

Lorsque le taux de compression local n’est plus suffisamment important malgré l’étape de
glissement, le générateur et sa courbe associée sont supprimés à partir de cette étape.
Finalement, après que l’ensemble de générateurs préexistants aient été traités, de nouveaux
générateurs sont définis dans les régions nouvellement compressées en appliquant la même
procédure que dans le cas statique. Un exemple d’ajout et de suppression de plis est présenté
en fig. 3.12.

FIGURE 3.12 – Exemple d’ajout et de suppression de plis entre différents pas de temps (on
considère ici un pas de temps artificiellement grand, à des fins d’illustrations.)
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FIGURE 3.13 – Principe résumé de l’animation dynamique des courbes de plis, et application
de celle-ci sur un T-shirt en mouvement. Les courbes de plis se créent dans les régions com-
pressées, se déplacent et disparaissent de manière continue en fonction du mouvement de la
surface.

3.2.3 Lissage temporel

L’algorithme que nous venons de décrire permet l’animation plausible de plis de tissus
au cours du temps. En particulier, l’amplitude locale de compression augmente et décroit de
manière suffisamment douce. Nous n’observons ainsi pas discontinuités brutales lorsque les
courbes de plis sont ajoutées ou supprimées.
Cependant, bien que les trajectoires temporelles des générateurs soient continues, la construc-
tion intégrale des courbes est calculée de manière indépendante pour chaque pas de temps.
Celle-ci peut ainsi présenter des discontinuités temporelles lorsque la courbe s’éloigne de son
générateur.

Pour contraindre la continuité temporelle, nous lissons les trajectoires intégrales dans le
domaine du temps.
Supposons que les courbes de plis soient spatialement paramétrées de manière homogène sui-
vant le paramètre u. Une courbe donnée peut ainsi être considérée comme une fonction de
l’espace et du temps γ(u, t).
Nous appliquons alors un filtre passe-bas unidimensionnel sur chaque courbe de variable tem-
porelle γ(u = const, t) dans le but d’assurer des transitions lisses entre chaque pas de temps.

L’application de l’algorithme ainsi décrit permet la mise en place d’animation de courbes
de plis dynamiques sur la surface. L’application de cette approche sur l’animation d’un T-shirt
est illustrée en fig. 3.13.
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3.3 GÉNÉRATION GÉOMÉTRIQUE DES PLIS PAR DÉFORMEURS

IMPLICITES

Une fois que les courbes de plis ont été calculées pour tous les pas de temps, l’étape finale
consiste à générer la géométrie des plis sur la surface.
La forme des plis, c’est-à-dire leur largeur et leur profondeur, reflète à la fois la quantité de
compression appliquée sur la surface, l’épaisseur du tissu ainsi que sa structure interne. Par
exemple, la compression de tissu en soie génèrera de nombreux plis fins alors que la compres-
sion d’un morceau de cuir formera des plis beaucoup plus larges.

3.3.1 Paramètres des plis

Pour contrôler l’apparence de la forme des plis, nous utilisons deux paramètres affectant
leur largeur et leur profondeur :

– Le rayon de courbure R(u), défini le long de chaque courbe de pli
– L’offset β(u) qui détermine la portion d’arc circulaire formant le pli.

Nous utilisons le rayon de courbure minimale Rmin pour tenir compte du type de tissu. Ce
rayon est choisi par l’utilisateur et, de par nos expériences, permet un contrôle suffisamment
intuitif du comportement des plis.

Loi d’évolution du rayon des plis

Les rayons effectifs des plis sont en fait fonction de cette limite Rmin et du taux de com-
pression calculé à partir du champ de vecteur de plis. Le rayon des plis étant une fonction
décroissante du taux de compression appliqué.

Nous n’avons pas connaissance de loi physique ou procédurale établie concernant cette
relation. C’est pourquoi nous avons conduit notre propre expérience sur différents types de
tissus en mesurant le rayon de courbure en fonction du taux de compression appliqué. Basés
sur ces expériences (voir fig. 3.14), nous définissons la relation suivante :

R(u) =

(

1− 2/π

v(u)

)

Rmin , (3.8)

où v(u) = ‖v(u)‖ représente le taux de compression, c’est-à-dire la norme du champ de
vecteur de plis le long de la courbe de pli. Cette équation empirique signifie que le rayon
de courbure de la surface dans la direction du pli est interpolé linéairement entre une valeur
nulle lorsqu’il n’y a pas de compression, à 1/Rmin lorsque le pli est donné par un profil semi-
circulaire (c’est à dire lorsque v(u) = 1− 2/π).

Calcul de la profondeur du pli

Une fois le rayon du pli fixé, la largeur et hauteur de ce pli doivent être choisies tels que
l’ajout de celui-ci minimise la compression mesurée sur le maillage à basse résolution.
Nous modélisons ce comportement en utilisant l’offset β tel que le gain en longueur ∆L du à
l’ajout du pli compense la compression locale du maillage.

Un pli compressé au maximum sera ainsi modélisé par un arc de cercle dont le centre se
positionne sur la surface du vêtement, alors qu’un pli naissant verra son centre de courbure
situé profondément sous cette surface.
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FIGURE 3.14 –Mesure réelle (gauche) de la courbure en fonction du taux de compression. Ces
photos de plis peuvent être comparées aux résultats de notre simulation utilisant l’eq. (3.8).

FIGURE 3.15 –Modélisation d’un pli vue en coupe. La surface de base est schématisée par le
plan, alors que le pli consiste en la partie semi-circulaire. Le centre du pli circulaire est situé
sous la surface originale à une distance β. Le pli possède un rayon de courbure R.

Nous montrons en annexe C.1 qu’en supposant que la compression soit constante sur la
largeur du pli, la relation liant β(u) et le rayon de courbureR(u) pour une compression donnée
est la suivante (voir fig. 3.15) :

(1− v(u)) acos

(

β(u)

R(u)

)

−
√

1−
(

β(u)

R(u)

)

= 0 . (3.9)

Notons que cette relation est valide pour v(u) ∈ [0, 2π ]. Si v(u) > 2/π, nous utilisons un profil
semi-circulaire en considérant β = 0, ce qui implique alors une compensation partielle de la
compression.

Pour résoudre cette équation en β, nous utilisons la méthode de recherche de racine de
Newton [QSS00]. Nous utilisons comme point de départ β = 0 (squelette sur la surface).
Notons qu’il n’existe qu’une unique solution dans l’intervalle [0, R], et que la dérivée de cette
expression s’exprime analytiquement. En pratique, la solution est ainsi obtenue rapidement et
suffisamment précisément en moins de 5 itérations.

3.3.2 Deformeurs géométriques implicites

Nous souhaitons désormais générer des plis géométriques suivant les courbes tracées dont
le profil prend en compte les paramètres décrits précédemment. Nous souhaitons également
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gérer de manière automatique les courbes proches l’une de l’autre tout en évitant les auto-
intersections et autres artefacts.

Les méthodes procédurales décrites précédemment [CGW+05, DJW+06] utilisent des pro-
fils de plis pré-définis ou dessinés manuellement, et ne peuvent donc pas être utilisés pour la
génération de plis dans le cas de déformation générale.

L’approche de Popa et al. [PZB+09] peut potentiellement gérer plusieurs paramètres de
contrôle, cependant la méthode ne permet pas de modéliser aisément les plis spatialement
proches ou se mélangeants.

À la place, notre méthode repose sur une nouvelle méthode de déformeurs implicites spé-
cialement définis pour posséder les spécifications souhaitées. La formulation implicite supporte
l’interpolation lisse des paramètres des plis, et permet de gérer de manière robuste et sans trai-
tement supplémentaire des interactions entre plis complexes telles que le mélange lisse ou la
séparation. De plus, cette formulation évite les collisions entre plis proches en remplaçant de
manière implicite l’intersection par le mélange. Les intersections entre les plis et le corps du
personnage sont évités pendant la phase de déformation suivant une procédure que nous dé-
taillerons après avoir présenté l’approche générale.

Utilisation de primitives implicites

Rappelons qu’une surface implicite est une isosurface f(p) d’un champ scalaire volumique
f , souvent défini comme une fonction décroissante de la distance à un élément source appelé
squelette (voir partie 1.1.2).

Pour simplifier la suite de notre exposé, l’iso-valeur utilisée pour définir l’ensemble des
surfaces sera prise égale à 1.
Les surfaces implicites sont connues pour leur gestion automatique des mélanges de formes
lisses obtenus par simple ajout des champs scalaires générés par différents squelettes spatiale-
ment proche.

Nous définissons dans notre cas la géométrie implicite des plis en utilisant les courbes des
plis comme squelette.
Il en résulte des cylindres généralisés implicites qui sont alors mélangés ensemble, modélisant
ainsi l’appariement et la séparation lisse des plis. La structure obtenue est utilisée en tant que
déformeur pour localement modifier la surface initiale autour d’eux en projetant les sommets
avoisinants sur les isosurfaces ainsi combinées (voir fig. 3.16).

Primitives de plis

On rappelle (voir partie 1.1.2) que l’utilisation de primitives implicites basées sur des fonc-
tions de plus proche distances à un squelette possède le désavantage de générer des bosses lors
des jonctions entre squelettes. Or, on peut noter que les plis de vêtement qui se croisent gé-
nèrent un pli final plus large, mais d’amplitude relativement constante.
Afin de modéliser des mélanges de plis exempts des bosses non souhaitées, nous utilisons des
surfaces de convolutions. Similairement à l’eq. (1.5), nous définissons une primitive de pli
pondérée comme l’intégrale d’une fonction noyaux le long d’une courbe de squelette c(u) :

f(p) =

∫

u
ω(u) κ (‖c(u)− p‖) du ,
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FIGURE 3.16 – Principe du déformeur implicite projetant les sommets de la surface sous son
rayon d’influence sur l’isovaleur de la fonction implicite définie par la courbe.

où ω(u) est une fonction de poids contrôlant le rayon du deformeur et κ est une fonction
noyaux. Dans notre cas, nous utilisons κ comme le noyau de Cauchy défini en eq. (1.8).

On rapelle que

κ(x) =
1

(1 + s2x2)2
,

avec, dans le cas présent, s ≃ 100 pour des maillages de taille unitaire. Cette valeur permet
d’éviter que les plis ne se mélangent à des distances trop éloignées. On rappelle également que
l’utilisation du noyau de Cauchy permet de connaitre le résultat exact de l’intégrale sous forme
analytique (voir eq. (1.9)).
La pondération par ω permet de contrôler le rayon de la primitive implicite le long du squelette.
Notons qu’une définition de ω linéaire par morceaux entre les sommets discrets de la courbe
de squelette permet de garder une expression analytique exacte de l’intégrale [lTZkF04].

Pour obtenir le rayon du déformeur souhaité, nous analysons l’expression analytique du
noyau de Cauchy intégré sur un segment. En supposant que la courbe de pli soit grande devant
la largeur des plis, il est possible d’exprimer analytiquement la relation liant la pondération
ω(u) à donner afin d’obtenir une primitive implicite de rayon R(u) souhaité. Nous montrons
en annexe C.2 que cette relation s’exprime par

ω(u) =
2s(1 + s2R(u)2)3/2

π
. (3.10)

Le paramètre d’offset β est utilisé pour positionner le squelette des plis à une distance variable
β(u) en dessous (ou au-dessus) de la courbe de pli associée afin de permettre la modélisation
de plis profonds ou de surfaces.

Déformation de la surface

Nous souhaitons permettre le mélange des plis avec la surface initiale sous-jacente pour
laquelle nous ne possédons pas de représentation implicite.
Calculer une telle représentation à partir d’une convolution de surface sur le maillage triangu-
laire complet est possible, mais très couteux.
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À la place, nous introduisons une nouvelle approche permettant le mélange local entre géomé-
tries implicites et explicites. Pour cela, nous nous basons sur l’observation que vue d’un point
de l’espace suffisamment proche d’une surface lisse, celle-ci peut être approximée par son plan
tangent.

Déformeur de maillage

Nous définissons une primitive implicite supplémentaire appelée déformeur de maillage
dont la contribution à chaque point de l’espace p est donné par la contribution du plan tangent
évaluée au point le plus proche du maillage.

Appelons d la distance entre p and le point le plus proche du maillage. En appliquant la
formulation de l’eq. (1.10) donnant le potentiel d’un plan infini, on a alors

fmesh(p) = fplane(p) =
π

s2(1 + s2(d(p) + d0)2)
, (3.11)

avec d0 = 1/s
√

π/s2 − 1 utilisé pour assurer que l’isosurface associée à l’isovaleur 1 soit
positionnée sur le maillage.

La déformation finale consiste à projeter localement les sommets du maillage le long de leur
direction normale sur l’isosurface générée par la somme des champs issus de la contribution
du déformeur de maillage et de celle des primitives de plis.

L’action combiné des plis et du déformeurs de maillage est calculée à vitesse interactive et
génère des formes de plis plausibles, reflétant la compression appliquée sur le maillage grossier
ainsi que des propriétés du tissu.

Pour éviter que les déformeurs de plis ne viennent affecter plusieurs couches du maillage
lorsque celui-ci représente une surface plissée, leur contribution est uniquement appliquée sur
la portion de surface associée à celle courbe. Au dela de cette distance, leur influence peut être
négligée (on prendra en pratique 2R(u)).

Notons que l’utilisation d’une étape de projection illustrée en fig. 3.16 est nécessaire dans
le sens où la sommation du champ de déplacement associé à des courbes de squelettes [SF98]
génèrerait des artefacts visibles dans notre cas. À la place, notre schéma prend avantage du
comportement exempt de gonflement des surfaces de convolutions lorsque les primitives de
plis se touchent.

Subdivision locale du maillage

Pour capturer précisément la géométrie des plis, le maillage est localement subdivisé dans
les régions d’influences des courbes de plis. En effet, une subdivision globale génèrerait un
nombre important de triangles inutiles rendant l’algorithme plus lent. De plus, l’utilisation
d’une subdivision fine, mais non adaptée aux plis risque d’apporter des artefacts visuels lorsque
les plis ne sont pas alignés le long des arêtes du maillage [CGW+05, MC10].

La connaissance explicite des courbes de plis nous permet d’en tirer avantage lors de la
subdivision en assurant que les arêtes des triangles fins soient alignées le long de ces courbes.
Nous décrivons ci-après la méthode de subdivision sur le patron 2D

– Dans une première étape, nous supprimons les triangles du maillage original proche des
courbes de plus. Nous considérons pour cela une distance de 4Rmin.
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FIGURE 3.17 – Comportement du déformeur implicite lors du mélange de plis géométriques.
De gauche à droite : Surface vue de haut et courbes de plis se rapprochant ; utilisation d’une
déformation suivant le maximum de chaque contribution, notez qu’aucun mélange ne se produit
jamais ; sommation des déformations associées à chaque courbe de plis : notez la bosse en
amplitude lorsque les plis se mélangent ; déformation basée sur une projection des sommets
sur la surface implicite définie par le noyau de Cauchy, notez que le pli devient plus large lors
du mélange, mais garde une amplitude relativement constante.

– Dans une seconde étape, nous ajoutons les sommets des courbes de plis dans les régions
vides ainsi délimitées. Notons que ces sommets ne sont ajoutés que s’ils sont suffisam-
ment loin l’un de l’autre lorsque des courbes sont proches.

– Dans une troisième étape, nous réalisons une triangulation de Delaunay [She] qui viens
remplir les trous réalisés tout en considérant les nouveaux sommets des courbes de plis.
Une subdivision automatique des triangles lors de l’algorithme est réalisée afin de satis-
faire un critère d’angle.

Des exemples de telles triangulations sont illustrés en fig. 3.18 et 3.19.

FIGURE 3.18 – Application de notre méthode de création de plis avec triangulation adaptée.
De gauche à droite : Déformation de la surface à basse résolution ; génération des tenseurs de
déformations ; création des courbes de plis ; triangulation locale ; génération des plis géomé-
triques.

Nous pouvons également nous comparer au résultat de Müller et Chentanez [MC10] en
fig. 3.20 qui nécessite l’utilisation d’une subdivision globale. Dans notre cas, la connaissance
explicite des plis permet d’ajuster le maillage à ceux-ci évitant ainsi les problèmes d’échan-
tillonnage.

Notons que cette méthode est optimale pour le cas statique. Lors d’animations, la modifi-
cation de la triangulation au cours du temps peut engendrer des défauts visuels. Il est parfois
préférable de considérer un maillage constant au cours du temps dans ce cas de figure.
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FIGURE 3.19 – Triangulation locale adaptée sur un cas de robe complète. Gauche : maillage
3D original ; Milieu : Triangulation adaptée aux plis géométriques introduits ; Droite : Appa-
rence finale après application des plis.

FIGURE 3.20 – Comparaison de la triangulation avec l’approche de Muller et al. [MC10]
et la notre. Dans le cas de [MC10], la subdivision globale peut se révéler peut adaptée aux
plis fins et générer des artefacts d’échantillonnages (gauche), alors que notre approche per-
met d’échantillonner efficacement la surface le long des plis (droite) grâce à la connaissance
explicite de la localisation de ceux-ci.

Direction des plis et évitement des collisions

Nous pouvons noter que les plis peuvent être générés des deux côtés de la surface. En
choisissant l’offset approprié et la direction de projection, chaque déformeur de plis peut ainsi
être utilisé pour contrôler la direction des plis par rapport à la surface originale.
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Dans le cas de vêtement de personnages animés, nous choisissons de considérer la direction
externe par défaut pointant vers l’extérieur du personnage. Nous évitons ainsi d’introduire des
collisions entre le maillage déformé et le corps du personnage.

Le cas de collisions plus complexes avec présence d’obstacles des deux côtés du maillage
grossier peut être traité en projetant les sommets en collisions sur la surface externe de l’objet
lors de l’application de la déformation. Nous évitons ainsi les collisions, cependant les plis
disparaissent alors, et la compression du maillage grossier n’est plus compensée.

3.4 RESULTATS

Nous appliquons notre algorithme dans divers scénarios, et nous analysons le résultat ob-
tenu en terme d’isométrie, de réalisme visuel, et de temps de calcul.

3.4.1 Mesure d’isométrie

La fig. 3.21 montre le comportement de différents types de tissu simulés en changeant le
paramètre de contrôleRmin. Nous pouvons voir un morceau de tissu artificiellement compressé
unilatéralement à l’avant pour trois différentes valeurs de Rmin entrainant différentes formes
de plis en terme d’amplitude et de fréquence.

FIGURE 3.21 –Différents types de déformations d’un tissu suivant la valeur deRmin. Gauche :
surface originale (haut) et déformée (bas). Droite : Trois types d’effets compensant la même
quantité de compression.

Pour évaluer l’impact de la génération de nos plis sur la correction de compression du tissu,
nous mesurons l’élongation avant et après application de notre approche.
Le maillage grossier possède une erreur d’élongation maximale de 36% dans la direction de
compression. Notre algorithme permet de restaurer la préservation de longueur avec une erreur
de 2% dans cette même direction, le résidu étant dû en grande partie au mélange des plis avec
le maillage et entre eux. Dans la direction opposée à la compression, c’est-à-dire le long des
plis, l’erreur en longueur reste inférieure à 5%.
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Finalement, nous calculons également l’erreur totale d’élongation entre le patron et le
maillage obtenu en introduisant la norme L2 d’erreur sur l’amplitude de compression donnée
par v. Nous obtenons dans le cas présent 20% de réduction d’élongation totale par rapport au
maillage à basse résolution. Notons que la préservation exacte de l’isométrie n’est pas l’objectif
de ce travail.

3.4.2 Réalisme visuel

Nous avons réalisé des comparaisons qualitatives entre nos résultats et des photos réelles
pour deux scénarios : Un bout de tissus compressé dans différentes directions en fig. 3.22 ainsi
qu’une serviette poussée par la jambe d’un personnage en fig. 3.23.

Comme visualisés pour ces deux exemples, les résultats issus de notre méthode sont com-
parables visuellement à ceux des photos réelles. La comparaison exacte avec un modèle réel
n’est cependant pas possible étant donné que les configurations initiales sont différentes.

FIGURE 3.22 – Comparaison visuelle de plis se mélangeants sur un vrai tissu (gauche) et une
simulation basée sur notre méthode (droite). La figure du milieu indique la localisation des
courbes de plis.

Il est également possible de comparer nos résultats à des simulations à haute résolution.
Nous pouvons ainsi voir en fig. 3.24 que nos résultats permettent de donner un aspect similaire
en une fraction du temps nécessaire à la simulation précise. Notons qu’encore une fois, la com-
paraison exacte n’est pas possible. En effet, la subdivision du modèle à masse ressort modifie
le comportement global du tissu le rendant plus flexible. Il est alors nécessaire d’augmenter les
constantes de raideurs pour se rapprocher du résultat initial se rapprochant du comportement du
modèle à basse résolution par séries d’essais-erreurs. Notons également que le comportement
du modèle de collision est différent de par la présence de triangles plus petits.

3.4.3 Application à des vêtements de personnages

Nous avons testé notre approche pour différentes animations de tissus. Les simulations à
basses résolutions ont été créées en utilisant le logiciel Blender [Ble]. L’ensemble des modèles
correspond à des maillages non parfaitement développables. Nous générons des coutures et
paramétrisons ceux-ci également sous Blender.

La figure 3.25 montre des poses d’un T-shirt et d’une robe portée par un personnage animé.
Les résultats sont montrés avant, puis après ajout des plis géométriques, et illustrent que cet
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FIGURE 3.23 – Comparaison entre des plis sur une serviette réelle (gauche), et nos plis créés
par notre approche (droite). La figure du milieu indique la localisation des courbes de plis.

FIGURE 3.24 – Comparaison entre une simulation à haute résolution (gauche) et nos résultats
(droite).

ajout améliore la plausibilité de la visualisation ainsi que l’impression de dynamique. Notons
que la figure de la robe en vert est modélisée par un paramètre de rayon de courbure Rmin petit
donnant ainsi l’impression d’un tissu très fin présentant de nombreux plis de type soie.

Le rôle du paramètre Rmin est également illustré en fig. 3.26 où pour une même com-
pression appliquée sur la simulation d’une serviette, deux types de matériaux peuvent être
modélisés.

Notre méthode s’adapte également à l’animation par skinning. Ainsi, nous appliquons une
déformation par skinning sur une jambe se pliant comme montré en fig. 3.27. Notre méthode
permet d’ajouter des plis aux endroits compressés par le mouvement.

Enfin, la série de figures suivantes représente des poses prises successivement lors d’ani-
mations et prouve la versatilité de notre approche pour l’animation de différents vêtements.
La fig. 3.28 représente l’animation du T-shirt présentée précédemment. Le T-shirt est volon-



164 CHAPITRE 3. PLIS DE VÊTEMENTS

FIGURE 3.25 – Deux exemples de vêtements portés par un personnage. Dans chaque exemple
les poses sont montrées avant ajout des plis géométriques, puis après. Les maillages de réfé-
rence correspondant à la simulation à basse résolution sont également affichés.

FIGURE 3.26 – Deux types de matériaux modélisés en fonction de la valeur deRmin. Gauche :
Simulation originale avec compression des polygones au niveau des contraintes de la main du
personnage. Figures du milieu : Deux cas de types de plis. Le cas où Rmin est relativement
grand, modélisant ainsi peu de plis larges tels que ceux rencontrés sur une matière de type
jeans. La figure suivante représente l’application d’un Rmin plus faible. Enfin, la figure de
droite est un zoom présentant la géométrie complexe des plis pouvant se mélanger de manière
lisse.

tairement choisi flottant au niveau du bas du ventre afin de permettre à nos plis d’amplifier
l’impression de dynamique du mouvement. La fig. 3.29 représente l’ajout de plis sur une ani-
mation préexistante appelé Big Buck Bunny [Ble] où nous avons ajouté une jupe au caractère
animé. La fig. 3.30 représente le personnage dont la robe modélise un effet de soie. On pourra
noter la présence de nombreux plis suivant les déformations complexes de cette robe. Enfin, la
fig. 3.31 représente la vue arrière d’un personnage, lors d’un mouvement de danse à la dyna-
mique importante et comparée à la simulation à basse résolution. La vue avant est présentée
dans l’image de teaser de ce chapitre en p. 141. Notons que l’ensemble des plis ajoutés par
notre méthode améliore nettement le dynamisme de la scène.
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FIGURE 3.27 – Application de notre génération de plis sur une animation par skinning. La
série de figures de gauche représente une jambe se pliant par skinning standard. On pourra
noter l’absence totale de plis, et donc la compression des triangles au niveau de l’articulation.
La série de figures de droite représente le résultat après ajout de nos plis dans les régions com-
pressées. Les plis s’orientent automatiquement suivant la direction principale de compression
et correspondent à une direction plausible de plis au niveau de la jambe.

FIGURE 3.28 – Animation d’un T-shirt



166 CHAPITRE 3. PLIS DE VÊTEMENTS

TEMPS DE CALCUL

Les temps de calcul associés aux différents exemples présentés sont rassemblés dans le
tableau 3.1.

On pourra noter que notre implémentation actuelle permet d’envisager la mise en place
d’une telle méthode dans des outils de modélisation de tissus. Cependant, elle reste encore
trop couteuse pour une application directe dans des jeux vidéos. L’étape la plus couteuse reste
cependant la projection des sommets sur la surface implicite afin de générer la géométrie des
plis. Cette étape est trivialement parallélisable et il est possible de prendre un net avantage
d’implémentation future optimisée sur carte graphique afin d’améliorer les performances.
Un premier test d’implémentation en OpenCL a été réalisé et permet la mise en place d’une
animation de l’ordre de 5 à 10 fps ce qui laisse envisager des améliorations notables après mise
en place d’optimisations spécifiques.

Modèles fig. Nbr som-
mets
originaux

tps calcul
courbes
(ms)

Nbr som-
mets
projetés

tps projec-
tion (ms)

Serviette (3.23,3.24) 80 50 300 75
T-shirt (3.25,3.28) 1168 800 1500 750
Pantalon (3.27) 1112 400 500 400
Jupe lapin (3.29) 364 300 1000 700
Robe danseuse (3.31, p.141) 931 700 900 600
Robe soie (3.25,3.30) 1249 850 3500 2700

TABLE 3.1 – Temps de calculs de la génération des plis.
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FIGURE 3.29 – Ajout d’une jupe sur une animation pré-existante [Ble].

FIGURE 3.30 – Animation d’une matière de type soie lors d’un mouvement complexe.
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FIGURE 3.31 – Animation dynamique d’une robe vue de dos. La ligne du haut représente la
simulation à basse résolution, la ligne du bas représente notre résultat après ajout de nos plis.
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BILAN ET TRAVAUX FUTURS SUR L’AJOUT DE PLIS DE

VÊTEMENTS

Nous avons présenté une méthode de génération de plis animés s’ajoutant en tant que post-
calcul sur une animation à basse résolution telle qu’un modèle physique simplifié ou un skin-
ning.
Notre approche permet de garder l’apparence globale de l’animation originale tout en amélio-
rant de manière automatique sa plausibilité par l’ajout de détails géométriques.
Les plis ajoutés permettent de limiter les compressions irréalistes générées par le modèle de
déformation précédant tout en accentuant l’impression de dynamique.
La séparation entre déformation physique globale du modèle, et détails géométriques des plis
permet de contrôler l’apparence ce ceux-ci de manière intuitive. Différents types de matériaux
peuvent ainsi être modélisés suivant l’épaisseur des plis tout en gardant une apparence globale
identique.

La méthode proposée est plus rapide qu’une simulation à haute résolution et permet sa
mise en application dans des logiciels de modélisation. L’implémentation L’approche proposée
ici se voulait la plus automatique possible. Une future piste d’amélioration possible consiste
à incorporer davantage de contrôle artistique concernant la forme des plis au cours du temps,
ainsi que leur position et leur amplitude qui peuvent dans certains cas ne pas se conforter
strictement aux informations de déformations du maillage.

Une autre piste de recherche concerne la prise en compte des élongations. En effet, seule la
demie partie < 1 des valeurs propres des tenseurs ont été utilisées pour limiter les élongations.
Il serait aisé de considérer également la part> 1 caractéristique d’un étirement. Nous pourrions
ainsi prendre en compte les plis de tension liés à l’élongation que l’on peut également observer
sur les textiles.

À l’heure actuelle, nous ne pouvons considérer que des plis formés par des profils semi-
circulaires ce qui limite la compression maximale de longueur pouvant être corrigée. Dans le
cas de compression large, il serait avantageux de pouvoir modéliser des profils de plis plus
complexes multivalués dans la direction normale à la surface. L’utilisation de déformeurs im-
plicites à plusieurs squelettes ou à champ de potentiel plus complexe pourrait également être
une piste d’avancée future.

Finalement, notre approche ne permet pas de converger vers une préservation d’isométrie
stricte. En effet, la perte de longueur n’est que localement compensée dans la direction ortho-
gonale au pli. Certaines matières très rigides nécessitent cependant la préservation stricte des
contraintes de longueur. Un cas de tel matériau est par exemple celui du papier qui, de par sa
préservation stricte de la contrainte de longueur va venir se froisser plutôt que de créer des plis
lisses. Le chapitre suivant s’intéresse à la modélisation rapide de telles surfaces en considérant
cette fois la préservation des longueurs dans toutes les directions.
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LES matériaux tels que le papier, le métal, le cuir, etc, présentent des contraintes très
fortes d’inextensibilité. Ils ne peuvent ni se compresser, ni s’étirer dans aucune direc-
tion. Ces matériaux possèdent ainsi la propriété de pouvoir se déplier à plat sur leur

patron d’origine sans aucun changement de longueur ; les surfaces associées sont qualifiées de
développables.

Bien que le papier soit un matériau commun dans la vie réelle, il n’est que peu représenté
dans le domaine virtuel tel que dans les films d’animation ou les jeux vidéos. En effet, l’absence
d’outils de modélisation spécifiques à de tels matériaux rend leur génération fastidieuse pour les
artistes numériques. La structure microscopique particulière du papier génère un comportement
macroscopique de la surface dit plastique reconnaissable visuellement à la présence de plis
francs dues à la rupture de fibres, et liés à l’impossibilité d’étirer ou de compresser la surface.

La modélisation virtuelle de telles surfaces est complexe et généralement lourde en temps
de calcul du fait de la nature intrinsèquement globale et non linéaire du respect d’une contrainte
d’isométrie. De ce fait, les approches existantes sont le fruit de compromis entre précision du
respect de l’isométrie et temps de calcul. De plus, les matériaux totalement inextensibles tels
que le papier présentent des lignes de plis francs. Modéliser ce type de surface sans un maillage
adapté le long de ces plis résulte en une perte de temps de calcul dans les régions planes, et en
une mauvaise approximation le long des discontinuités du plan tangent.

L’originalité de l’approche présentée dans ce chapitre consiste à modéliser ces matériaux
inextensibles en subdivisant une surface récursivement le long de ses lignes de plis. La sélection
des arêtes à ajouter successivement est réalisée automatiquement grâce à un critère d’étirement
local, et à chaque étape, la nouvelle géométrie générée améliore l’isométrie. Lorsque cette
approche locale ne permet plus d’améliorer le critère d’isométrie, nous entrelaçons entre les
étapes de subdivision des phases de relaxation globale des sommets actuels, à l’aide d’une
déformation limitant les compressions.

Les avantages de notre méthode sont :
– Une construction de surface quasi isométrique au patron, qui approxime la courbe de
bord 3D donnée en entrée et l’améliore si elle n’était pas parfaitement isométrique au
bord du patron.

– La génération d’une géométrie développable à partir de courbes de bords, non restreinte,
contrairement aux méthodes existantes, au polygone convexe s’appuyant sur la frontière
de la surface.

– Une génération de plis de qualité, grâce à un maillage construit automatiquement le long
des arêtes vives au cours de la subdivision. Cela évite tout problème de résolution et le
nombre de triangles du maillage final reste faible.

– Un temps de calcul raisonnable (≃ 1s) pour modéliser une surface plissée grâce à une ap-
proche récursive de subdivision en sous-problèmes locaux tant que possible, entrelacée
de relaxations linéaires globales si nécessaire.

– Une approche purement géométrique pouvant traiter des surfaces non lisses comme le
papier, qui serait très difficile à obtenir par simulation physique.

Contrairement aux approches existantes présentées en partie 1.4.3, notre méthode permet
de prendre en compte à la fois une courbe de bord 3D et un patron 2D, avec lequel nous préser-
vons l’isométrie. Les surfaces engendrées peuvent sortir de l’enveloppe convexe de leur bord.
De plus, un maillage adapté est engendré par découpage récursif le long des lignes où les plis
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sont les plus marqués, ce qui rend la méthode applicable à la modélisation de papier froissé.

Dans un premier temps, nous présenterons une méthode de génération interactive de bords
3D préservant les propriétés de développabilité vis-à-vis d’un patron 2D.
Ce bord 3D est ensuite utilisé en tant que donnée d’entrée dans un algorithme de subdivision
de type divide and conquer convergent vers une surface de plus en plus isométrique au patron
originel. L’algorithme génère des lignes de plis francs de manière automatique lorsque les
distances sont compressées. La troisième partie présente différents résultats obtenus sur des
surfaces simples et froissées afin de valider quantitativement l’apparence visuelle de surfaces
de papier. La préservation d’isométrie est quantifiée, et la robustesse de la méthode est montrée
sur des extensions dans le cas de bords 3D non compatibles avec la génération d’une surface
isométrique. Enfin, les différentes limitations et extensions possibles sont discutées dans la
dernière partie.

Les contributions principales de ce chapitre ont été présentées dans les publications sui-
vantes : [RCHT10], [RCHT11].

4.1 GÉNÉRATION D’UN BORD 3D CONTRÔLABLE

Déformation d’un bord

FIGURE 4.1 – Déformation d’une courbe 3D (vert)
sur laquelle s’appuie une surface développable iso-
métrique au patron (rouge).

Nous souhaitons tout d’abord être
en mesure de générer de manière gui-
dée une courbe 3D (voir illustration en
fig. 4.1) sur laquelle va s’appuyer une
surface développable que nous allons
générer. Cette surface devra être isomé-
trique au patron 2D connu initialement.

Pour cela, nous proposons de dé-
former la courbe de bord de ce patron,
ou d’une surface isométrique à celle-ci,
à l’aide d’une déformation adéquate h.
Cette déformation h doit en particulier
déformer le bord original en une courbe
3D cohérente vis-à-vis de son interpolation par une surface isométrique.

Il reste alors à définir quels sont les critères à respecter pour qu’une courbe 3D soit le
bord d’une surface isométrique à un patron planaire donné. Nous noterons que la littérature
sur ce type de déformation, potentiellement non dérivable, est peu développée. Nous pouvons
cependant définir un ensemble de critères nécessaires pour l’obtention d’une déformation h
admissible.

Critères nécessaires

Soit Γ une courbe fermée de l’espace modélisant le bord de la surface 3D souhaitée. Cette
courbe est paramétrée par u que l’on considérera arbitrairement compris dans [0, 1], avec
Γ(0) = Γ(1) ∈ R

3. Soit Γ la courbe correspondant au bord du patron 2D.
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On cherche la déformation h telle que Γ = (h ◦ Γ). Pour cela, les critères suivants sont
nécessaires

– h préserve localement (et donc globalement) les longueurs du bord.

∀u ∈ [0, 1] , (Γ,Γ) dérivables ⇒ ‖Γ′(u)‖ = ‖Γ′
(u)‖ . (4.1)

– h n’introduit aucune élongation de distance entre deux points du bord.

∀(u1, u2) ∈ [0, 1]2 , ‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ ≤ ‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ . (4.2)

– h ne génère pas d’extension angulaire aux points de non-dérivabilitées (sommets angu-
leux)

∀u ∈ [0, 1] , (Γ,Γ) anguleux ⇒ angle
(

Γ′
d(u),Γ

′
g(u)

)

≤ angle
(

Γ
′
d(u),Γ

′
g(u)

)

,

(4.3)
où Γ′

d représente la dérivée à droite (resp. Γ
′
g à gauche).

Paramétrisation par abscisse curviligne

Tout d’abord, étant donné 2 courbes Γ et Γ, il est nécessaire de connaitre leur correspon-
dance afin d’effectuer les mesures de distances présentées précédemment.

En supposant que l’on connaisse cette correspondance en un point, nous souhaitons construire
une paramétrisation cohérente. Pour cela nous considérons la paramétrisation induite par l’abs-
cisse curviligne relative. Cette approche possède les avantages suivants :

– Rapide à calculer sur une courbe polygonale.
– Paramétrage cohérent supportant le cas de courbes non parfaitement isométrique.

Appelons t ∈ [t0, t1] (resp. t ∈ [t0, t1]) un paramétrage quelconque de Γ (resp. Γ). On
définit alors la nouvelle paramétrisation par le changement de variable

u(t) =

∫ t′

t0
‖Γ′(t′)‖ dt′

∫ t1
t0

‖Γ′(t′)‖ dt′
.

Calculs des critères de dévelopabilité

En pratique, nous utilisons des courbes polygonales définies par leursNs sommets discrets.
La condition de préservation locale de longueur peut être exprimée discrètement pour chaque
segment :

– Le critère de préservation de longueur du bord de l’eq. (4.1) correspond à une évaluation
de distance sur chaque segment de la courbe polygonale.

– Le critère de non-élongation de distance de l’eq. (4.2) correspond à une évaluation de
distance pour chaque paire de sommets de la courbe.

– Le critère de non-extension angulaire de l’eq. (4.3) correspond à une évaluation d’angle
en chaque sommet de la courbe.

Application à la déformation de courbes

Étant donné une courbe polygonale, nous mettons en place une méthode de déformation
interactive de celle-ci tentant de préserver les critères de cohérences définis précédemment.
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Considérons une courbe polygonale fermée deNs sommets de positions (pi)
0
i∈[[1,Ns]]

. Nous
déformons cette courbe en déplacant directement un sous-ensemble de sommets indicés par
J = (j1, j2, . . . , jm). Notons pf

jk
la position finale souhaitée du jkième sommet.

Nous cherchons alors une nouvelle courbe formée des sommets (p1
i )i∈[[1,Ns]] tel que ceux-ci

satisfassent aux contraintes, c’est à dire que

∀j ∈ J , ‖p1
j − p

f
j ‖ soit minimale,

et tel que la courbe puisse préserver les critères de développabilitées de la surface s’y appuyant.

FIGURE 4.2 – Preservation de longueur d’une courbe
polygonale en forçant les segments à garder leur lon-
gueur initiale le long de leur direction.

Ces critères s’exprimant de ma-
nière non linéaire, nous propo-
sons une approche itérative par
projection sur la contrainte. Pour
cela, nous considérons la nouvelle
courbe comme formée par :







∀j ∈ J , pj = p
f
j

∀j /∈ J , pj = p0
j

Puis nous projetons les som-
mets sur les contraintes issues des
eq. (4.1), (4.2) et (4.3). Pour diffé-
rencier les positions avant et après
projection sur la contrainte, nous
notons par p′ les sommets défor-
més.

Pour cela, on considère chaque segment du polygone, et l’on contraint ceux-ci à respecter
leur longueur initiale comme illustré en fig. 4.2.

{

p′
1 = p1

∀k ∈ [[2, Ns]] , p′
k+1 = p′

k + ‖p0
k+1 − p0

k‖
pk+1−pk

‖pk+1−pk‖
,

FIGURE 4.3 – Non élongation d’une courbe en forçant
les paires de sommets à ne pas dépasser leur distance
originale.

Comme ce parcours suivant les
indices k croissants n’assure pas de
retomber sur une courbe fermée,
nous appliquons également cet al-
gorithme dans le sens inverse de
parcours des indices k, et moyen-
nons le résultat des deux courbes
trouvées tout en assurant que la
courbe résultante reste fermée. On
notera que la préservation de lon-
gueur n’est alors pas exactement
respectée.

Dans un second temps, chaque
paire de sommets est contrainte à ne
pas générer d’extension de distance. Dans le cas d’une détection d’extension, les deux sommets
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en cause sont alors rapprochés mutuellement en direction de leur barycentre (voir fig. 4.3).
C’est à dire

‖pk1 − pk2‖ > ‖p0
k1

− p0
k2
‖ ⇒ p′

k1/2
=

b−pk
1/2

‖b−pk
1/2

‖
∆L
2 ,

{

∆L = ‖pk1 − pk2‖ − ‖p0
k1

− p0
k2
‖

b = (pk1 + pk2)/2 .

Enfin, similairement, si une extension angulaire entre deux segments est détectée, alors
ceux-ci subissent une rotation telle que le surplus angulaire soit annulé comme illustrée en
fig. 4.4.

FIGURE 4.4 – Non élongation angulaire d’une courbe.

Un exemple d’utilisation de cet algorithme pour la déformation d’une courbe à partir de
son patron est illustré en fig. 4.5.

FIGURE 4.5 – Déformation isométrique d’une courbe à partir de son patron. La courbe défor-
mée ne possède pas d’extension de longueur ou d’angle. Elle fournit ainsi un support cohérent
pour la construction d’une surface isométrique au patron original.

Limitation de cette approche de déformation

On notera que cette approche permet de modéliser des déformations simples d’une courbe
en préservant les propriétés de developpabilités surfaciques. Cependant, le contrôle d’une telle
courbe n’est pas évident lorsque le nombre de contraintes augmente. Dans le cas de modéli-
sation de bords complexes, cette approche reste relativement limitée et n’offre ni certitudes de
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convergence, ni de conditions suffisantes de la développabilité. D’autres pistes de déformation
de contours de surfaces développables restent donc à l’étude.

Pour réaliser des bords possédant de nombreuses contraintes, nous proposons de considé-
rer le bord d’une surface développable issue d’une simulation numérique. Le principe est le
suivant :

1. Le patron est triangulé en une surface suffisamment détaillée

2. Cette surface est intégrée dans une simulation numérique de tissu afin de la déformer.
– La simulation est de type masse-ressort implémentée par le logiciel Blender [Ble].
– Les ressorts sont choisis très raides afin de n’introduire qu’un minimum d’élongation.

3. Une fois la simulation terminée, le bord de la surface déformée est extrait et peut servir
de point d’entrée à notre modélisation. On notera qu’il est possible de mixer la déforma-
tion par simulation numérique pour la déformation principale avec notre déformation de
courbe géométrique pour ajuster certaines parties du bord localement.

Nous avons donc présenté une méthode de génération et de déformation de bord 3D in-
terpolant une surface isométrique à un patron donné. Le bord 3D obtenu est isométrique et ne
possède pas d’élongation par rapport à son patron. De plus, sa paramétrisation est identique au
bord original ce qui permet d’établir une correspondance entre les deux courbes. La suite de
ce chapitre présente notre algorithme de génération de la surface développable interpolant ce
bord. Dans un premier temps, nous présentons l’approche de subdivision récursive.

4.2 SUBDIVISION RÉCURSIVE D’UNE SURFACE DE PAPIER

FROISSÉ

Nous rappelons que nous considérons comme entrée un patron formé par un polygone
convexe du plan noté Γ paramétrée par son abscisse curviligne relative u ∈ [0, 1] ainsi qu’une
courbe 3D Γ représentant le bord d’une surface isométrique au patron. La sortie souhaitée
consiste en une surface interpolant ce bord Γ quasi-isométrique au patron et ressemblant vi-
suellement à une surface en papier froissé.

4.2.1 Génération de surface isométrique par diviser pour régner

L’agorithme que nous proposons est inspiré d’une approche de type divide-and-conquer.
Pour cela, nous insérons itérativement des lignes droites ou des courbes entre deux sommets
sélectionnés du contour (voir fig. 4.6). Le choix de ces points particuliers du contour ainsi que
le profil de la courbe ajoutée entre eux sont basés sur des critères de préservation de longueurs.
Nous proposons une approche de subdivision récursive qui résulte en une succession de sur-
faces de plus en plus isométrique au patron original.
Lorsque l’insertion de courbes de séparation est terminée, la surface finale est générée par
triangulation de l’ensemble des régions formées par les étapes de subdivision.

Le principe général de l’approche par subdivision est le suivant :

1. Trouver le segment [Γ(u1),Γ(u2)] du patron devant être traité en priorité. Son image 3D
est alors décrite soit par un segment (fig. 4.6 milieu), soit par une courbe 3D.

2. Subdiviser le domaine du patron défini par Γ en deux composants Γ
1
et Γ

2
. Les contours

3D correspondants Γ1 et Γ2 leurs sont respectivement associés (fig. 4.6 gauche et droite).
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FIGURE 4.6 – Étapes de subdivision recursives : le patron 2D et le contour 3D correspondant
(milieu) sont subdivisés en deux parties (gauche et droite) le long d’une ligne de pli qui est
représentée par un segment dans l’espace du patron.

3. L’opération de subdivision est répétée pour les couples patron+bord3D : (Γ
1
,Γ1) et

(Γ
2
,Γ2) considérés comme entrée de l’algorithme.

Des lignes droites sont introduites en priorité dans le cas où le patron et sa correspondance
3D possèdent la même distance euclidienne entre deux positions. Lorsqu’une telle correspon-
dance n’existe pas et que la distance 3D est plus faible que celle du patron, nous sommes
alors en présence d’une surface plissée. Dans ce cas, nous permettons à la surface de sortir
de l’enveloppe convexe définie par ses contours afin de restaurer l’iométrie au patron origi-
nel. Pour ce type de modèle, une courbe de plis est alors insérée. Le profil de cette courbe
est déterminé par une minimisation améliorant la préservation d’isométrie au fil des étapes de
subdivision. L’ensemble des courbes de plis (lignes droites et courbes) est constitué par des
segments polygonaux dont les sommets définissent le maillage final. De ce fait, il n’est pas
nécessaire d’introduire d’étape de remaillage, car les arêtes du maillage sont alignées le long
de ces courbes de plis. En fonction de la géométrie locale du maillage, des arêtes vives peuvent
être introduites sans difficulté. L’illustration des étapes de construction d’une telle surface est
présentée en fig. 4.7.

4.2.2 Calculs des lignes de plis

Cas de lignes droites en 3D

Nous pouvons tout d’abord noter que le segment [Γ(u1),Γ(u2)] est entièrement contenu
dans la surface 1 si et seulement si

‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ = ‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ . (4.4)

L’impliquation est triviale. En effet, les deux segments [Γ(u1),Γ(u2)] et [Γ(u1),Γ(u2)] ont
la même longueur par définition de la préservation d’isométrie.

1. On rappelle ici que le bord 2D est supposé convexe.
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FIGURE 4.7 – Construction d’une surface de papier. De gauche à droite : contour initiaux
(patron 2D et courbe 3D), insertion récursive de lignes de plis, surface résultante.

La réciproque est également vraie car la seule courbe reliant deux positions Γ(u1) et Γ(u2) et
dont la longueur est égale à ‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ est forcément ce segment de droite.

En pratique, nous souhaitons pouvoir traiter des courbes respectant les critères de deve-
loppabilités de manière approximative. L’égalité stricte de l’eq. (4.4) n’est donc pas cherchée
exactement. Nous définissons ainsi la fonction d’élongation relative

RΓ,Γ :

{

[0, 1]2 → R

(u1, u2) 7→
(

‖Γ(u1)−Γ(u2)‖

‖Γ(u1)−Γ(u2)‖
− 1
)

.

Une recherche robuste d’une paire de sommets non compressée peut se réaliser en définis-
sant

(um1 , u
m
2 ) = argmax(u1,u2)∈[0,1]2RΓ,Γ(u1, u2) . (4.5)

Si RΓ,Γ(u
m
1 , u

m
2 ) ≥ 0, alors la paire de points est une règle de la surface, ou a été éten-

due. La meilleure solution pour relier ces deux positions est alors la ligne droite définie par le
segment [Γ(um1 ),Γ(um2 )].

En pratique, étant donné Γ et Γ, nous cherchons le couple (u1, u2) satisfaisant la relation
donnée en eq. (4.5). Les courbes étant des polygones à Ns sommets, cela revient à une re-
cherche sur l’ensemble des paires de points. Soit au pire Ns × (Ns − 1)/2 calculs de distance.
Un exemple de tracé de segments tendus suivant cet algorithme est illustré en fig. 4.8.

Dans le cas où la conditionRΓ,Γ(u
m
1 , u

m
2 ) ≥ 0 n’est jamais respectée, c’est à dire lorsque

∀(u1, u2) ∈ [0, 1]2 , ‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ − ‖Γ(u1)− Γ(u2)‖ ≥ 0 ,

cela signifie qu’aucune compression n’a lieu dans cette région. La connection entre ces les
deux positions de moindre compression définies par (um1 , u

m
2 ) est alors donnée par une courbe

de l’espace.
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FIGURE 4.8 – Tracé de segments tendus entre deux positions du bord. la figure de gauche
illustre le cas de la correspondance entre le segment sur le patron et la partie 3D. La figure
de droite illustre le cas discret suivant un nombre fini de sommets, ainsi que la poursuite de
l’algorithme sur ce cas.

Cas de courbes 3D

Courbe de pli cubique Dans le cas où aucun segment ne peut être tracé entre deux
positions du bord, nous cherchons à définir une courbe 3D c entre la paire de sommets dont la
distance est la moins compressée comme illustré en fig. 4.9.

FIGURE 4.9 – Courbe 3D reliant deux sommets dont la distance est la moins compressée dans
le cas de papier plissé.

Nous choisissons pour cela la courbe c comme étant un polynôme cubique. En effet, les
cubiques possèdent les avantages suivants :

– Elles permettent d’approximer des portions de cylindres et de cônes qui forment les
patchs de surface C2 développables.

– Elles minimisent l’intégrale de courbure et empêchent ainsi l’introduction non contrôlée
d’oscillations.
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– Une interpolation efficace est possible grâce au faible nombre de degrés de liberté de sa
paramétrisation.

Les critères de sélection d’une courbe c admissible consistent à trouver une courbe 3D
permettant d’améliorer la préservation de l’isométrie lors des étapes de subdivision récursives.
Ainsi, nous cherchons à définir la courbe cubique optimale telle que la surface obtenue après
subdivision minimise l’erreur de longueur par rapport au patron.

Mesure d’erreur en isométrie Pour cela, nous introduisons une mesure d’erreur en iso-
métrie robuste E entre une surface originale S et une surface finale S telle que

E(S, S) =
∑

triangles i

Ai

(

(λi1 − 1)2 + (λi2 − 1)2
)

, (4.6)

avec (λi1, λ
i
2) étant les valeurs propres du tenseur d’élongation de chaque triangle i de S par

rapport S défini au chap. 3.1.1, à l’eq. (3.2). C’est-à-dire que les λi − 1 représente les élonga-
tions et contractions propres de chaque triangle dans leur repère local. Ai représente l’aire du
triangle i de S.

On notera que E(S, S) = 0 si et seulement si S et S sont exactement isométriques, ce qui
signifie que S est parfaitement développable.

On notera que cette mesure de préservation de longueur est robuste dans le sens où pour une
surface donnée, l’erreur obtenue est indépendante de la connectivité de sa triangulation. Ainsi,
E(S, S) = E(S′, S′), avec S′ une surface obtenue par subdivision 2 de S. Notons que cette
indépendance à la triangulation de la surface ne serait pas réalisée dans le cas d’une estimation
d’erreur plus simple telle que la mesure d’élongation sur chaque arête des triangles comme
celle proposée à l’eq. (1.31) en partie 1.4.3.

Choix de la cubique optimale Étant donnée la mesure d’erreur en longueur choisie,
nous cherchons dans la suite à trouver la courbe de pli permettant de maximiser la préservation
d’isométrie.

Soit (S0, S0) les maillages de l’étape actuelle s’appuyant uniquement sur les bords respec-
tifs (Γ,Γ). Ces maillages peuvent être définis par une triangulation de Delaunay dans l’espace
du patron, ils sont donc sans sommets intérieurs.
Soit (S1(c), S1(c)) les maillages obtenus après ajout de la courbe de séparation interne c et de
son segment associé dans l’espace du patron c = [Γ(u1),Γ(u2)].
Un exemple de tels maillages est illustré en fig. 4.10.

On notera qu’il est nécessaire d’échantillonner de manière cohérente la courbe cubique et
le patron 2D. Similairement à la paramétrisation développée en section 4.1, nous échantillon-
nons la courbe cubique nouvellement introduite suivant son abscisse curviligne relative afin de
placer les sommets de la surface s’y appuyant. Notons que l’abscisse curviligne d’une courbe
cubique n’est pas exprimable analytiquement et que celle-ci doit être approximée numérique-
ment. Gravesen [Gra92] propose une estimation récursive de la longueur d’un arc de Bézier.
Cependant, après compararaison avec une méthode non récursive d’approximation numérique
basée sur des étapes de recherches de racines par la méthode de Newton associé, il nous est ap-
paru que la seconde solution était obtenue plus rapidement en pratique. Nous détaillons celle-ci
en annexe D.

2. la subdivision doit se réaliser sans modification de géométrie.
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FIGURE 4.10 – Calcul d’erreur en isométrie sur les maillages s’appuyant sur les courbes
avant et après ajout de la courbe de séparation c.

Une fois la courbe ainsi discrétisée, nous nous intéressons à déterminer la courbe la plus ap-
propriée.

Trouver la surface la plus isométrique au patron peut s’exprimer sous la forme d’un
problème de minimisation locale en recherchant la courbe cubique c tel que l’énergie
E(S1(c), S1(c)) soit minimale. Un exemple d’illustration de différentes courbes possible est
proposé en fig. 4.11.

FIGURE 4.11 – Différentes courbes possibles pour un bord donné. La courbe sélectionnée est
celle minimisant l’erreur en isométrie sur les surfaces triangulées associées E par rapport au
patron. La courbe finale améliore l’isométrie lors de la subdivision si son erreur associée est
inférieure à l’erreur originale issue du couple (S0, S0).
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Minimisation locale de l’erreur en isométrie Chaque courbe cubique peut être définie
par une courbe de Hermite. Les points de départ et d’arrivée étant fixés, les degrés de liberté
restants sont donnés par le choix des tangentes aux extrémités. Le choix de la courbe optimale
se réalise donc suivant 6 degrés de liberté en 3D.

On notera que l’expression de l’erreur E est non linéaire par rapport aux degrés de liberté.
Nous réalisons l’optimisation à l’aide d’une méthode de descente de gradient de type quasi-
Newton le long d’une direction donnée par la méthode de BFGS [QSS00]. L’algorithme est
initialisé en choisissant c comme étant le segment [Γ(u1),Γ(u2)].
On notera que bien que cette étape soit la plus couteuse de l’algorithme de la génération de la
surface, il s’agit d’un sous problème de faible dimension comparé à une optimisation directe
réalisée sur l’ensemble des sommets d’un maillage complet. De plus, cette étape n’est mise en
oeuvre que si la région possède un pli.

Une fois la courbe optimale obtenue en sortie de l’optimiseur, le gain en isométrie apportée
par la subdivision est quantifié par le terme

g =
E(S0, S0)

E(S1(c), S1(c))
.

– Si g ≥ 1, alors l’ajout est bénéfique et l’isométrie est améliorée (au pire inchangée).
L’algorithme récursif peut alors se poursuivre.

– Si g < 1, l’ajout de la cubique optimale apporte une diminution de la qualité du respect
des longueurs par rapport à une triangulation sans point intérieur.

Le denier cas peut se rencontrer si la surface sous-jacente que l’on tente de modéliser possède
plusieurs points d’inflexions. L’approximation par une cubique sera alors de mauvaise qualité.
Cette région est alors laissée inchangée à ce stade de l’algorithme et taguée comme incomplète.

Nous présentons dans la partie suivante une approche de relaxation globale permettant de
poursuivre l’algorithme lorsque ce cas est rencontré.

4.2.3 Relaxation globale lorsque l’approche locale échoue

L’algorithme présenté précédemment possède deux limitations principales l’empêchant de
converger vers la préservation d’isométrie exacte : Premièrement, l’espace des solutions ad-
missibles est uniquement formé par des polynômes cubiques approximant mal le cas de plis
complexes. Deuxièmement, l’algorithme procède de manière gloutonne en convergent vers les
premiers minimums locaux trouvés. La solution globale obtenue est un minimum local qui ne
permet pas de converger vers E = 0.

Pour améliorer les propriétés de convergences, nous proposons d’introduire une relaxation
globale permettant à la fois d’agrandir l’espace des solutions possibles au-delà des courbes
cubiques tout en améliorant la préservation d’isométrie suivant une mesure globale de moindres
carrés.

Principe de la relaxation globale

On considère le maillage obtenu après l’ensemble des étapes précédentes. Les sommets de
ce maillage sont alors déplacés au sens d’une préservation de rigidité introduite par Sumner et
Popovic [SP04] afin de préserver au mieux l’orientation des triangles existants tout en assurant
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une déformation la plus isométrique possible entre le patron et le maillage 3D.
Pour cela, on considère la partie rotationnelle 3 des matrices de transformation entre les tri-
angles du patron et les triangles 3D. L’application de ces déformations par triangles définie une
soupe de polygone non continue. Ces positions sont alors recollé en approximant ces orienta-
tion de triangles souhaités au sens des moindres carrés. Cette solution étant obtenue comme
solution d’un système linéaire creux (voir [SP04]).
Nous obtenons ainsi une déformation appliquée par sommet (voir fig. 4.12) limitant les exten-
sions et compressions par rapport au patron. D’un point de vue complexité, l’approche consiste
en une inversion de matrice linéaire creuse et n’influe que très peu sur le temps de calcul.

FIGURE 4.12 – Algorithme de déformation par préservation de rigidité. Les matrices de trans-
formation du patron vers la surface 3D sont exprimées. En ne gardant que la partie rotation-
nelle des matrices de déformations, nous obtenons une soupe de polygones. Enfin, les sommets
sont recollés afin de former un maillage connexe à l’aide d’une minimisation par moindres
carrés.

En pratique, nous observons généralement une amélioration de l’erreur en isométrie de
l’eq. (4.6) lors de cette étape. Cette approche permet également de relaxer les contraintes sur
les bords originaux. Il est donc possible, si souhaité, de déformer ceux-ci. Notons que cela
permet une plus grande robustesse de l’algorithme qui permet de considérer comme entrée
un bord Γ non parfaitement isométrique à Γ. Dans ce cas, le bord Γ sera modifié de façon
cohérente avec le maillage intérieur pour devenir de plus en plus isométrique (un exemple sera
détaillé en partie 4.3.5).

Poursuite de l’algorithme

Une fois le maillage déformé calculé, nous reconsidérons les sommets délimitant les ré-
gions taguées comme incomplètes lors de l’algorithme initial. Ces régions délimitées par leurs

3. décomposition matricielle dite polaire.
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bords discrets servent alors de nouveau point de départ pour l’algorithme récursif comme illus-
tré en fig. 4.13. L’algorithme de génération de plis se termine sur un morceau de surface donné

FIGURE 4.13 – Méthode de relaxation globale. Gauche : vue du patron 2D, Droite : vue 3D
associée. 1 : Région rouge indicée comme incomplète, alors que les régions vertes ont convergé
vers une préservation d’isométrie correcte. 2 : Déplacement de certains sommets du maillage
suivant la méthode de déformation aussi rigide que possible de [SP04]. 3 : La nouvelle région
marquée en rouge sert de point de départ pour un nouvel algorithme de subdivision récursive.

lorsque
– La région est plane
– Les plis ajoutés ont une longueur inférieure à l’échelle de discrétisation utilisée.
– Malgré la relaxation globale précédente, aucune cubique ne parvient à faire décroître
l’erreur par rapport à l’état actuel.

Notons que dans le troisième cas, il reste possible d’accepter la moins mauvaise cubique afin
de poursuivre l’algorithme jusqu’à rencontrer les deux premiers critères d’arrêts. Dans ce cas,
bien que n’améliorant pas l’isométrie à l’étape suivante, on observe en pratique un bon com-
portement de l’algorithme par la suite avec, au final, une diminution globale de l’erreur sur
plusieurs étapes.
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4.3 SURFACE DE PAPIERS FROISSÉS ET QUANTIFICATION DE

LA PRÉSERVATION D’ISOMÉTRIE

4.3.1 Construction de la surface

Une fois que l’algorithme de subdivision est terminé, chacune des régions définies par des
bords locaux est approximée la triangulation de celui-ci. Une surface triangulée interpolant les
contours initiaux ainsi que l’ensemble des courbes introduites est alors générée. Pour cela, une
triangulation de Delaunay contrainte est réalisée dans l’espace du patron. Les segments ajoutés
sont utilisés comme contrainte dans l’algorithme de Delaunay afin d’assurer que les arêtes de la
surface s’appuient bien sur les plis détectés par l’algorithme. Enfin, les triangles 2D sont alors
directement appliqués en 3D étant donné que la bijection de sommets entre ceux du patron et
de l’espace 3D est connue.
Cette construction permet ainsi d’obtenir un maillage possédant un nombre limité de triangles
tout en modélisant avec précision les angles vifs de plis qui représentent une caractéristique
typique du papier plissé. Un exemple d’une telle construction est illustré en fig. 4.14.

FIGURE 4.14 – Triangulation pour deux cas de surfaces de papier. Gauche : triangulation
dans l’espace du patron. Droite : mapping 3D des triangles.

4.3.2 Validation sur des surfaces sans plis

Nous procédons à une première validation qualitative des résultats obtenus en appliquant
l’algorithme sur des surfaces lisses ne nécessitant pas l’introduction de plis francs.
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Les figures 4.15, 4.16 et 4.17 présentent les résultats obtenus sur trois cas différents. Les
courbes initiales sont générées par une simulation de tissu très rigide et assure l’existence de
surfaces tendues quasi isométriques.

Le premier exemple présente une légère déformation d’un patron rectangulaire. Les lignes
de plis principales sont identifiées comme les droites tridimensionnelles, et la géométrie re-
lativement plane est reconstruite rapidement après peu de lignes tirées. Le nombre final de
triangles reste donc faible. Le second exemple est un cas de surface dite strip. Encore une fois,
l’algorithme retrouve les lignes tendues permettant de construire la géométrie ondulante de la
bande. Le dernier exemple consiste en une déformation importante de la courbe 3D simulant
une feuille tenue par deux extrémités et soumise à la gravité. On notera qu’au moins deux
surfaces développables différentes peuvent s’appuyer sur le bord 3D, mais que celle obtenue
représente la surface isométrique au patron.

FIGURE 4.15 – Exemple de reconstruction de surface tendue. De gauche à droite : Courbes
initiales (patron 2D et 3D) ; découpage des régions obtenues le long des droites lancées récur-
sivement ; domaine texturé et maillage de la surface 3D ; résultat final.

FIGURE 4.16 – Reconstruction de surface tendue dans le cas d’un bandeau.

Une observation qualitative montre qu’il n’y a visuellement aucune différence perceptible
entre les surfaces construites par notre méthode et les surfaces obtenues par simulation phy-
sique de modèles très rigides dont les bords nous fournissent nos données d’entrées.
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FIGURE 4.17 – Reconstruction de surface tendue dans le cas d’une déformation 3D impor-
tante.

Des mesures quantitatives rassemblées en fin de document (tableau 4.1) montrent que le
respect de l’isométrie des angles est légèrement amélioré pour nos surfaces résultats que pour
les surfaces de références issues du modèle physique par masses-ressorts (confirmant que ce
dernier capture difficilement l’inextensibilité).

4.3.3 Résultats sur des surfaces plissées

Nous appliquons notre méthode à différents cas de bords représentant des surfaces globa-
lement plissées.

La figure 4.18 représente le cas d’un contour rectangulaire pincé sur un bord. La forme
finale obtenue possède des plis internes et est visuellement plausible par rapport à la défor-
mation d’une feuille de papier. La figure 4.19 compare ce résultat à une simulation physique
de tissu interpolant les mêmes bords, de même qu’avec une photo d’une vraie feuille de pa-
pier. On notera que la surface obtenue est à la fois cohérente vis-à-vis de la contrainte de bord
donnée par la simulation physique et visuellement plus proche du véritable papier. On pourra
de plus remarquer que la contrainte d’isométrie forte oblige la feuille de papier à descendre
plus bas que ses bords au bout de la pliure. Ce phénomène n’apparaît pas dans le modèle de
masse-ressort créant de légères élongations, mais se retrouve bien dans notre résultat. L’étude
quantitative résumée au tableau 4.1 montre que l’isométrie du maillage obtenu par notre mé-
thode est globalement mieux préservée que par le modèle physique.

La figure 4.20 présente le cas d’une déformation plus importante du bord 3D. La surface
sous-jacente est fortement plissée et possède une géométrie sortant largement de l’enveloppe
convexe du bord 3D initial. Notre algorithme parvient à donner un résultat plausible visuelle-
ment vis-à-vis de la déformation d’une feuille de papier comme montré à droite de la figure.
De plus, il est également très proche de la surface obtenue par la simulation physique prenant
en compte une contrainte sphérique interne difficilement prévisible à la simple vue du bord
original.
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FIGURE 4.18 – Résultat obtenu pour un bord rectangulaire pincé. Da gauche à droite : bord
3D original ; résultat des courbes de plis sur le patron et la surface 3D ; surface finale texturée.

FIGURE 4.19 – Gauche : Surface obtenue par un modèle masse-ressort de tissu interpolant
les mêmes bords que pour notre entrée avec une contrainte de non-pénétration sphérique in-
terne. Droite : Photos d’une vraie feuille de papier pliée sous deux angles différents. Nous
remarquons combien le modèle masse-ressorts est une mauvaise approximation du papier.

FIGURE 4.20 – Résultat obtenu dans le cas d’un bord fortement plissé. La comparaison avec
une simulation masse-ressorts (jaune) ainsi qu’avec une vraie photo est également montrée à
droite.
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Un exemple en fig. 4.21 montre le cas d’une surface dont les plis ne sont pas modélisables
par des courbes planes. Nous rappelons que nous ne réalisons aucune supposition sur une di-
rection privilégiée de déformation, la contrainte forte d’isométrie permettant à elle seule de
retrouver des directions plausibles.

FIGURE 4.21 – Surface quasi-isométrique générée à partir de plis non plans.

La fig. 4.22 illustre d’autres exemples de papiers froissés montrant que l’approche peut
s’adapter à des bords 3D variés.

FIGURE 4.22 – Différents résultats de formes de papiers pour divers bords 3D.

Enfin, nous pouvons étendre notre algorithme à la modélisation d’un matériau autre que
du papier. Ainsi, la fig. 4.23 présente une application au cas de surface en métal formée par
une canette compressée. Dans ce cas, le bord 3D original est issu d’une simulation par masse-
ressort réalisée sur un cylindre compressé.
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FIGURE 4.23 – Extension de l’algorithme au cas de surface en métal.
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E Eangle Earea × 104 tps

fig 4.15 0.21 (0.25) 0.35 (1.90) 1.3 (1.1) <0.1
fig 4.16 0.09 (0.21) 0.16 (1.40) 0.7 (1.1) <0.1
fig 4.17 0.56 (0.79) 2.60 (17.6) 5.0 (2.0) <0.1
fig 4.18 1.28 (2.50) 2.89 (22.8) 8.0 (18) 0.2
fig 4.20 1.28 (2.50) 2.89 (22.8) 8.0 (18) 0.6
fig 4.21 1.50 (8.60) 2.80 (68.7) 8.0 (42) 0.6

TABLE 4.1 –Mesure d’erreurs et de temps de calcul (en seconde) pour les exemples des figures
citées.

4.3.4 Quantification de l’isométrie

Le tableau 4.1 suivant donne une mesure quantitative du respect de l’isométrie, d’angle et
d’aire pour les différents exemples présentés. Le premier chiffre représente le résultat obtenu
par notre méthode, et le second entre parenthèses mesure le même critère sur le maillage obtenu
en sortie du simulateur physique (simulation de tissu du logiciel Blender).

FIGURE 4.24 – Mesure de l’erreur en
angle et en aire entre les triangles du pa-
tron (haut) et 3D (bas).

E est la mesure d’erreur d’isométrie définie
par l’eq. (4.6). Eangle représente l’erreur totale
en angle entre ceux des triangles plan du patron et
le maillage 3D

Eangle =
∑

anglej

|αj − αj | ,

avec αj (resp. αj) le jième angle du maillage
3D (resp. patron 2D). Enfin Earea représente l’er-
reur finale en aire sommée sur l’ensemble des tri-
angles.

Earea =
∑

trianglek

|Ak −Ak| ,

où Ak (resp. Ak) correspond à l’aire du kième
triangle de la surface 3D (resp. 2D). Le calcul de
ces deux erreurs est illustré en fig. 4.24

On notera que dans l’ensemble de nos
exemples, le patron est normalisé de telle sorte
que son côté le plus long ait une longueur uni-
taire.
La dernière colonne mesure le temps de calcul qui bien que loin de permettre une modélisa-
tion de plis isométriques en temps-réel, reste inférieur à celui des méthodes de minimisation
globales.

4.3.5 Extension au cas de surfaces non développables

L’algorithme de construction de surface que nous avons proposé fonctionne par vérification
d’une suite d’inégalité. Il est spécifiquement défini afin de pouvoir traiter de manière robuste
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les cas où les bords 3D ne sont pas compatibles avec la génération d’une surface préservant
l’isométrie vis-à-vis du patron.

La fig. 4.25 montre l’application de notre algorithme dans le cas où le bord 3D est arti-
ficiellement compressé et artificiellement agrandis. Dans le premier cas, on peut noter que la
compression viens engendrer des plis tendant de préserver au mieux l’isométrie. Bien que la
préservation exacte des longueurs soit ici impossible, les plis engendrés restent visuellement
plausibles. Dans le second cas de l’extension, l’algorithme n’ajoute aucun pli interne et se
contente de générer la moins mauvaise surface interpolant les bords qui consiste en la triangu-
lation de Delaunay formée par les sommets du contour.

FIGURE 4.25 – Application de l’algorithme de génération de surfaces pour des bords 3D
arbitrairement compressés ou étendus.

On notera également que l’utilisation de l’algorithme de relaxation globale permet de mo-
difier le bord 3D de la surface de manière à améliorer un bord non initialement compatible
avec une surface développable. La courbe 3D donnée en tant que paramètre peut ainsi être
améliorée afin de mieux préserver l’isométrie au cours de la reconstruction. Un exemple d’une
telle modification est illustré en fig. 4.26 où l’on peut visualiser le bord final de la surface après
déformation par rapport au bord original non exactement isométrique au patron. On notera que
dans tout les cas, il est toujours possible de contraindre le bord à rester identique à celui donné
en entrée en forçant une contrainte stricte de position sur les sommets du bords lors de l’étape
de relaxation.
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FIGURE 4.26 – Déformation du bord 3D de la surface lors de l’étape de relaxation globale. Le
bord initial donné en paramètre est indiqué en rouge, alors que le bord final après convergence
est donné par la courbe bleue.

4.4 LIMITATIONS ET TRAVAUX FUTURS

L’algorithme de génération de surface quasi développable permet de modéliser des formes
plausibles de papier froissé. Cependant, elle possède un certain nombre de limitations qui
ouvrent la voie à de futurs travaux de recherche.

Premièrement, la nécessité de générer un bord 3D compatible avec un patron 2D donné
est complexe et ne permet pas la modélisation intuitive d’une forme générique. Nous avons
présenté un algorithme de déformation de courbes tentant de préserver la développabilité en
partie 4.1. Cependant, celui-ci ne permet de modéliser qu’un ensemble limité de déformations
et n’apporte pas la liberté qu’un artiste pourrait souhaiter. Il s’en suit que la génération de bords
3D complexes a été réalisée lors de précalculs par simulateur de tissus, la forme de la courbe
du bord obtenue n’étant alors pas directement contrôlable. Le contrôle direct d’un échantillon
de quelques sommets intérieurs permettrait un contrôle plus aisé de la forme. Reconstruire la
forme finale à partir de la connaissance des points de contact des doigts d’une main avec la
feuille de papier permettrait une modélisation plus intuitive de telles formes comme illustrée
en fig. 4.27.

Nous pourrons également noter que la génération de surface proposée ne converge en gé-
néral pas vers une surface parfaitement isométrique. La méthode de relaxation linéaire globale
permet de limiter l’impact des minima locaux, mais ne permet pas d’assurer de convergence.
Néanmoins, il est raisonnable d’estimer qu’une approximation de la préservation d’isométrie
est suffisante pour obtenir un résultat visuel convaincant.

Une autre limitation actuelle concerne l’absence de gestion de collisions, à la fois avec des
éléments extérieurs ainsi que les autocollisions elles-mêmes. Au-delà de l’apparence irréaliste
des autocollisions pouvant intervenir dans certaines configurations, il n’est également pas pos-
sible dans la version actuelle de modéliser un papier fortement froissé. En effet, la forme d’un
tel papier est alors largement guidée par la non-pénétration de la surface sur elle-même.

Considérer une déformation continue lors d’une animation temporelle serait également une
piste intéressante de poursuite de cette étude. La reconstruction indépendante à chaque pas de
temps a déjà fait l’objet de tests comme montré en fig. 4.28 et permet la génération d’une
suite de surfaces interpolant les bords animés. L’ajout d’une cohérence temporelle et la prise
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FIGURE 4.27 – Il serait souhaitable d’autoriser la donnée de contraintes ponctuelles de po-
sition, comme dans cet exemple fictif (ici la main à été placée une fois le modèle de papier
calculé).

en compte du comportement irréversible de la formation de plis francs permettraient d’obtenir
des animations convaincantes de papier froissé.

FIGURE 4.28 – Animation d’une surface quasi-developpable obtenue par une série de recons-
tructions indépendantes au cours du temps.

Afin d’améliorer le modèle de surface, l’ajout de propriétés physiques telles que la prise en
compte du comportement anisotrope induit par la structure microscopique du papier permettrait
d’entrevoir la génération d’un modèle visuel rapide et réaliste de papier animé.

BILAN DE LA MODÉLISATION DE PAPIER FROISSÉ

Nous avons présenté une méthode de génération rapide de surface quasi-isométrique à un
patron donné interpolant le bord d’une courbe 3D.
L’approche permet d’obtenir des résultats visuels ressemblant à du papier froissé et ouvre la
voie à la modélisation de telles surfaces encore peu repandue dans le domaine graphique.

Nous avons tout d’abord développé une méthode de déformation d’un bord 3D tout en pré-
servant certaines propriétés de développabilité. La génération de la surface elle-même a ensuite
été présentée suivant une approche géométrique locale permettant de subdiviser la contrainte
de préservation de longueur en sous problèmes de dimensions plus faible. Enfin, nous avons
introduit une relaxation globale permettant d’améliorer le respect de l’isométrie tout en auto-
risant l’ajustement robuste des bords dans le cas de données d’entrée non compatibles avec
l’interpolation par une surface isométrique.
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Les résultats obtenus permettent de donner une impression visuelle convaincante de formes
de papier tout en offrant une préservation quantitative d’isométrie suffisante, et notamment
meilleure qu’une simulation de type masse-ressort rigide interpolant les mêmes bords. Enfin,
l’approche géométrique locale permet d’obtenir un résultat de manière quasi interactive (<1s),
ce qui constitue une amélioration claire par rapport aux méthodes d’optimisation globales.

Ce travail ouvre la voie à diverses possibilitées de poursuites dans l’espoir de pouvoir
converger vers un outil robuste de modélisation de surfaces de papier animables, et plausibles.
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BILAN ET PERSPECTIVES

Nous avons présenté dans cette thèse différentes approches permettant d’animer et de mo-
déliser des objets géométriques dont certaines propriétés intrinsèques sont conservées une fois
plongées dans l’espace 3D. Les méthodes générant ces objets, qui réagissent de manière ac-
tive pour préserver leurs contraintes structurelles, permettent d’améliorer la plausibilité tout en
déchargeant l’artiste de ces aspects pour la création de mondes virtuels.

Le but des approches décrites dans ce document était de définir ces modèles actifs tout en
considérant quatre critères principaux d’utilisabilité. Voici la réponse que nous avons proposée
à chacun de ces critères :

– Plausibilité : La préservation des caractéristiques géométriques intrinsèques aux diffé-
rents modèles a permis d’améliorer la plausibilité de son apparence par rapport à l’utili-
sation d’une méthode standard de déformation. Nous avons pour cela présenté :
i. Des modèles de personnages se déformant à volume constant ou contrôlé localement,
générant ainsi des gonflements locaux lors de leurs articulations.

ii. L’ajout de plis géométriques de tissu permettant d’améliorer l’impression de dyna-
mique tout en limitant les compressions irréalistes.

iii. Une génération de surfaces de papier froissé basée sur la préservation d’isométrie
vis-à-vis d’un patron et garantissant une apparence non lisse typique.

– Rapidité : L’extraction de relations géométriques exprimées analytiquement visant à
satisfaire les contraintes nous a permis de proposer des solutions fonctionnant à vitesse
interactive. Nous nous sommes ainsi basés sur ces différentes approches :
i. Un post process rapide de déformation par sommet appliqué sur une déformation sous-
jacente par skinning interactive.

ii. Un post process d’ajout de détails géométriques, ajouté à une simulation à basse
résolution, l’ensemble étant plus rapide qu’un calcul complet à haute résolution.

iii. Une réduction de dimensionalité d’un problème de préservation de longueur non
linéaire aboutissant à un procédé constructif rapide.

197
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– Contrôle : Il s’agissait d’offrir des paramètres de contrôle de haut niveau, simples et
visuels, et ne requièrant pas le jeu d’essais/erreurs classiques des approches physiques
standard. Les contrôles que nous avons proposés se sont réparti de cette manière :
i. Une manipulation de gonflements locaux guidés par le tracé de courbes de profils
permettant la mise en place d’effets de muscles ou de bourrelets.

ii. La définition des types de plis de vêtement par la manipulation de l’épaisseur du tissu
indépendamment de la dynamique sous jacente de celui-ci.

iii. La manipulation directe d’un bord d’une surface de papier.

– Utilisabilité : L’intégration des méthodes proposées dans des pipe-lines standard d’ani-
mation permet leur utilisation sur des données préexistantes. Nous avons pour cela utilisé
les méthodes suivantes :
i. L’articulation globale d’une forme par skinning.
ii. La déformation de base d’un vêtement par un modèle masse-ressorts à basse résolu-
tion.

iii. La modélisation d’une surface à partir d’une courbe de bord 3D.

Les résultats principaux obtenus ont permis d’animer des personnages de manière plausible
en simulant des étirements, des effets de muscles ou de bourrelets dans un contexte interactif,
et ce, à partir de la simple donnée initiale d’un maillage et d’un squelette d’animation. Nous
avons également pu générer des animations de tissus visuellement réalistes grâce à l’ajout de
détails géométriques dont la forme et l’orientation s’adaptent automatiquement à une anima-
tion quelconque à basse résolution sous-jacente. Enfin, des formes visuellement convaincantes
de papier froissé ont pu être générées interactivement tout en garantissant une préservation
d’isométrie approximée vis-à-vis d’un patron donné.

Les objets géométriques actifs que nous avons proposés sont conçu pour être intégrés dans
des scènes virtuelles interactives. À ce titre, de nombreuses possibilités de poursuites futures
sont possible afin à la fois d’enrichir la diversité des propriétés de ces objets, ainsi que l’amé-
lioration de leur réalisme visuel, contrôle utilisateur et efficacité de calcul. Nous noterons ainsi
que l’ensemble des méthodes proposées dans ce document aurait avantage à tirer parti d’im-
plémentations optimisées sur architecture parallèle telles que les cartes graphiques. La plupart
des méthodes proposées ici pourraient ainsi être calculées en temps réel et directement être
intégrées dans des jeux vidéos.

Nous avons pu également constater que l’intégration combinée de la préservation de cer-
taines caractéristiques géométriques permettait de simuler des effets plus complexes. Par
exemple, la combinaison entre la déformation articulée à volume constant présentée au cha-
pitre 2 combinée avec la génération de plis pour de la peau du chapitre 3 permettrait d’améliorer
le réalisme de tels personnages.

Plus généralement, nous souhaiterions tendre à terme vers la définition d’un système de
création et d’animation d’objets virtuels permettant aux utilisateurs de se consacrer à leur choix
artistique. La mise en place d’un cadre de travail basé sur des surfaces actives permettrait
ainsi de décharger la gestion des détails à compléter ou le respect de certaines contraintes
importantes au système. Un contrôle intuitif sur la forme et l’animation finale restant accessible
en permanence à l’aide d’un paramétrage adapté et mesurable dans le monde réel.

Premièrement, l’incorporation de nouvelles propriétés géométriques à préserver et liées
à la structure interne des matériaux telle que la préservation de courbures moyenne pour la
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modélisation interactive de surfaces minimales nécessaire pour la modélisation de bulles de
savon [ZYP06] ; la prise en compte d’anisotropie liée aux structures fibrées présente dans les
végétaux [JK10] ou les organes [TAI+08] ; ou encore la modification de la métrique de la
surface obtenue lors du déchirement de matière plastique [SRS07] permettrait d’enrichir la
gamme de modèles pouvant être généré par ce système. La prise en compte de ces propriétés
complexes par le système permettrait ainsi à l’utilisateur de déformer ces matières par des outils
génériques (déformation basée surface, ou de l’espace) sans avoir à générer manuellement
l’ensemble des détails géométriques liés à la constitution physique de l’objet en question.

Deuxièmement, la modélisation d’objets multi-composants nécessite l’incorporation d’a
priori sémantiques supplémentaires sur la caractérisation de certains détails et propriétés géo-
métriques tels que l’évitement des auto-intersections (ex. robe formée par couches successives
de tissu [ZXTD10]), changement de topologie (ex. contrainte forte sur du papier aboutissant
à sa déchirure [KMB+09]), duplication de détails (ex. agrandissement ou rétrécissement d’un
animal formé d’écailles [LS10]). Coupler nos modèles de surfaces active dans le cadre de telles
formes permetterait d’étendre la modélisation efficace d’objets complexes dans les mondes vir-
tuels.

Troisièmement, la mise en place d’interactions avec des simulateurs permetterait de tendre
vers l’animation de modèles actifs complexes de réalisme croissants, tout en garantissant un
caractère contrôlable intuitif. Par exemple, la prise en compte du changement de rigidité d’un
tissu le long des courbes de plis permettrait de modifier dynamiquement la rigidité, et donc
le comportement, de la simulation physique [PKST08]. De même que l’intégration des plis
francs de papier permet d’entrevoir la génération d’un simulateur de papier tenant compte du
caractère irréversible du froissage [GHDS03]. Cette interaction bidirectionnelle entre surface
active et modèle physique permettrait ainsi d’accroitre l’efficacité et le domaine d’application
des simulateurs standards.

Quatrièmement, l’intégration à des méthodes d’interaction avancées permetterait d’appro-
fondir les possibilités de manipulation de nos modèles. L’esquisse par croquis [TWB+07] de
détails tels que le profil de bourrelets ou ceux des plis de tissus directement sur le modèle
permettrait un contrôle accru sur la réponse géométrique de nos modèles actifs. Également,
l’intégration de modalité de sculptures [SCC11] dans le cadre d’un modèle actif ouvrirait la
voie à la modélisation à l’aide d’outils encore inexplorés tels que la sculpture d’une forme en
papier ou en tissu.

Au final, nous espérons que le travail présenté ici puisse représenter un premier pas vers
des modèles virtuels convaincants déformables et animables, réagissant de manière autonome,
tout en restant contrôlables intuitivement afin de permettre le partage aisé de l’imagination
artistique.
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ANNEXE

A

CALCUL DU VOLUME DÉLIMITÉ
PAR UNE SURFACE

Cette annexe démontre les formules utilisées pour calculer le volume V délimité par une
surface S.

A.1 CAS CONTINU

Soit Ω un compact de R3 délimité par une surface S. Le volume V du domaine Ω est défini
par

V =

∫

Ω
dΩ . (A.1)

Le théorème de la divergence (ou théorème de Green-Ostrogradski) sur une fonction vec-
torielle f : p 7→ f(p) quelconque C1 sur le domaine Ω donne

∫

Ω
∇ · f(p) dΩ =

∫

∂Ω

〈

f(p),
n(p)

‖n(p)‖

〉

d(∂Ω) , (A.2)

où n correspond à la normale sortante de Ω situé au point p du bord ∂Ω. Considérons le cas
particulier où f(p) =< p, e > e, avec e vecteur unitaire quelconque. En remarquant que

∇· < p, e > e = ‖e‖2 = 1 ,

l’equation (A.2) s’écrit alors [GOCP97]
∫

Ω
dΩ =

∫

S
< p, e >

< n, e >

‖n‖ d(∂Ω) . (A.3)
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Ce qui, dans le cas d’une surface paramétrée suivant (u, v) permet de retrouver la formule
de l’eq. (1.21)

V =

∫∫

(u,v)∈D
< p(u, v), e >< n(u, v), e > du dv ,

avec la normale n telle que

n(u, v) =
∂p

∂u
(u, v)× ∂p

∂v
(u, v) .

A.2 CAS D’UNE SURFACE POLYGONALE

Dans le cas où S est représenté par un maillage polygonale à face planaires, on peut alors
décomposer cette intégrale en sommant la contribution de chacune des faces. Soit i l’indice
d’une face. Fi = (ki1, k

i
2, k

i
3, · · · , kip) le p-uplet d’indices de la face i de p sommets.

V =

Nf
∑

i=1

(

∫∫

(u,v)∈Di

< pi(u, v), e >< ni, e > du dv

)

,

avec Di le domaine de définition paramétrique du polygone i, pi un point de ce polygone, et
ni sa normale. Notons que les faces sont planes, et que les normales sont donc constantes sur
celui-ci. On a donc

V =

Nf
∑

i=1

< ni, e >

〈

∫∫

(u,v)∈Di

pi(u, v) du dv, e

〉

.

A.3 CAS DE POLYNOMES TRIANGULAIRES

Soit un maillage consitué exclusivement de triangles. On a alors pour tout i, Fi =
(ki1, k

i
2, k

i
3). Le triangle i est donc formé des trois positions spatiales pki

1
,pki

2
,pki

3
.

Paramétrons le triangle i par rapport au triangle isocèle unitaire. On a alors











D =
{

(u, v) ∈ R
2|u ∈ [0, 1] et v ∈ [0, 1− u]

}

∀(u, v) ∈ D , pi(u, v) = pki
1
+ (pki

2
− pki

1
)u+ (pki

3
− pki

1
)v .

D’où
∫∫

(u,v)∈Di

pi(u, v) =

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0
pki

1
+ (pki

2
− pki

1
)u+ (pki

3
− pki

1
)v du dv .

=
1

6

(

pki
1
+ pki

2
+ pki

3

)

.

(A.4)

De plus, la normale du triangle peut s’exprimer par

ni = (pki
2
− pki

1
)× (pki

3
− pki

1
) .



A.4. VOLUME ASSOCIÉ À UN CARREAU BILINÉAIRES 203

Le produit mixte < ni, e >peut s’exprimer sous forme d’un déterminant

< ni, e >= det(pki
2
− pki

1
,pki

3
− pki

1
, e) (A.5)

En combinant l’eq. (A.4) et (A.5), nous pouvons exprimer l’equation générale du volume
d’un maillage triangulé pour tout vecteur e unitaire

V =
1

6

〈

pki
1
+ pki

2
+ pki

3
, e
〉

det(pki
2
− pki

1
,pki

3
− pki

1
, e) .

Il est courant de considérer e = uz = (0, 0, 1), on a alors

V =
1

6

Nf
∑

i=1

(zki
1
+ zki

2
+ zki

3
)

∣

∣

∣

∣

∣

xki
2
− xki

1
xki

3
− xki

1

yki
2
− yki

1
yki

3
− yki

1

∣

∣

∣

∣

∣

A.4 VOLUME ASSOCIÉ À UN CARREAU BILINÉAIRE

Soit pa,pb,pc,pd les quatres sommets d’un carraux bilinéaire comme illustré en fig. 2.10.
Nous démontrons la relation donnée en eq. (2.1).

Soit

f

{

[0, 1]2 ⊂ R
2 → R

3

(u, v) 7→ f(u, v) ,

la fonction paramétrique associée au carreau bilinéaire. On a donc

∀(u, v) ∈ [0, 1]2 , f(u, v) = (1− u)(1− v)pa + u(1− v)pb + uvpc + (1− u)vpd .

Les dérivées partielles de f sont données par


















∂f

∂u
(u, v) = (1− v)(pb − pa) + v(pc − pd)

∂f

∂v
(u, v) = (1− u)(pd − pa) + u(pc − pb) .

La normale à la surface s’exprime ainsi également de manière bilinéaire

n(u, v) = ∂f
∂u × ∂f

∂v

= (1− u)(1− v) (pb − pa)× (pd − pa)
+ u(1− v) (pb − pa)× (pc − pb)
+ (1− u)v (pc − pd)× (pd − pa)
+ uv (pc − pd)× (pc − pb)

Nous pouvons désormais utiliser la relation de l’eq. (1.21), avec une direction e quelconque
donnant le volume associé au carreau.
Posons

qf =









< pa, e >
< pb, e >
< pc, e >
< pd, e >









qn =









< (pb − pa)× (pd − pa), e >
< (pb − pa)× (pc − pb), e >
< (pc − pd)× (pd − pa), e >
< (pc − pd)× (pc − pb), e >









.
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Le volume peut alors s’exprimer sous la forme matricielle :

V =

∫∫

(u,v)∈[0,1]
qT
f m(u, v) qn du dv ,

avec

m(u, v) =









(1− u)2(1− v)2 (1− u)u(1− v)2 (1− u)2v(1− v) (1− u)(1− v)uv
(1− v)2(1− u)u (1− v)2u2 (1− v)vu(1− u) (1− v)u2v
v(1− v)(1− u)2 uv(1− u)(1− v) v2(1− u)2 v2u(1− u)
uv(1− u)(1− v) u2v(1− v) u(1− u)v2 u2v2









.

En remarquant que seulm dépend de (u, v), on a

V = qT
f

(

∫∫

(u,v)∈[0,1]
m(u, v)du dv

)

qn ,

Notons M =
∫∫

(u,v)∈[0,1]m(u, v)du dv, on a alors tout calculs faits

M =
1

36









4 2 2 1
2 4 1 2
2 1 4 2
1 2 2 4









.

En considérant e = (0, 0, 1), on retombe sur l’expression donnée en eq. (2.1). Avec qf =
(za, zb, zc, zd) et qn revenant aux déterminants des coordonnées x et y.



ANNEXE

B

CALCUL DE LA CORRECTION DE
VOLUME

Cette annexe démontre les différentes relations de correction de volume.

B.1 CORRECTION APPROCHÉE SUIVANT LES TROIS AXES

(x, y, z)

Nous souhaitons résoudre le système de l’eq. (1.26) de la partie 1.4.2 et montrer que cette
solution s’exprime par la relation. (1.28).

On rappel que U = (u1, · · · ,uNs) ∈ R
3Ns sont les vecteurs inconnus de déformation à

appliquer. Ux ∈ R
Ns représentant les composantes x de U, et de manière similaire pour y et

z.
La minimisation sous contrainte est la suivante :

{

min ‖Ux‖2 + ‖Uy‖2 + ‖Uz‖2
contraint à V (Px

1 +Ux,P
Y
1 +Uy,P

Z
1 +Uz) = V(Px

0 ,P
y
0,P

z
0) ,

avec P0 et P1 les vecteurs des positions de la surface originale et déformée par skinning. Px

représentant le vecteur des composantes x, et de même pour y et z.

L’expression du volume est cubique suivant les inconnues Ux,Uy et Uz . En linéarisant
cette expression en considérant que les termes d’ordres supérieurs sont négligeables tel que
décrit en eq. (1.27), la contrainte de volume peut alors s’ecrire

< Ux,∇xV > + < Uy,∇yV > + < Uz,∇zV >= ∆V .

L’équation est désormais linéaire suivant chacun des axes, nous provons traiter ceux-ci de
manière indépendante. On considère désormais qu’un tiers de l’erreur en volume est corrigée

205



206 ANNEXE B. CORRECTION DE VOLUME

suivant chacun des axes (x, y, z). On peut alors scinder le système en 3 équations similaires :

{

min ‖Ux‖2
contraint à < Ux,∇xV >= ∆V/3 ,

et de même avec y, et z.
Nous montrons dans la suite, la résolution de cette relation sur l’axe x.

L’utilisation des multiplicateurs de Lagrange permettent d’écrire l’energie non contrainte à
minimiser associée

E(U, λ) = ‖Ux‖2 + λ (< Ux,∇xV > −1/3∆V ) .

L’annulation des dérivées partielles [QSS00] de E par rapport à Ux et λ nous donne le
système suivant à résoudre

{

2Ux + λ∇xV = 0
< Ux,∇xV >= ∆V/3 .

Nous tirons de la première égalité Ux = −λ
2∇xV . En injectant cette relation dans la

seconde égalité, il vient

λ = − 2∆V

3 (∇xV )2
.

Finalement, nous obtenons donc par ré-injection dans la première relation

Ux =
∆V

3

∇xV

(∇xV )2

En agissant de manière identique suivant y et z, nous retrouvons la solution attendue

(Ux,Uy,Uz) =
∆V

3

(

∇xV

(∇xV )2
,

∇yV

(∇yV )2
,

∇zV

(∇zV )2

)

.

B.2 CORRECTION APPROCHÉE PONDÉRÉE SUIVANT LA

DIRECTION NORMALE

Nous nous intéressons cette fois à l’eq. (2.3) en démontrant l’expression de sa solution
donnée par l’eq. (2.4) en partie 2.3.1.

Soit la relation à minimiser


















min

Ns
∑

k=0

‖ρk‖2
γk

contraint à V ((pi + ρini)i=[[1,Ns]]) = Vtarget .

En linéarisant l’expression du volume de la surface déformée suivant ρi, on a

V ((pi + ρini)i=[[1,Ns]]) ≃ V ((pi)i=[[1,Ns]]) +

Ns
∑

k=1

< ρknk,∇V (pk) > .
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La contrainte approximée s’exprime alors par

Ns
∑

k=1

< ρknk,∇V (pk) >= ∆V .

La fonctionnelle d’energie associé à l’utilisation des multiplicateurs de Lagrange est don-
née par

E((ρi)i=[[1,Ns]], λ) =

Ns
∑

k=0

‖ρk‖2
γk

+ λ

(

Ns
∑

k=1

< ρknk,∇V (pk) > −∆V

)

.

L’annulation des dérivées partielles de E donne le système d’équation à résoudre






















∀k ∈ [[1, Ns]] , 2
ρk
γk

+ λ < nk,∇V (pk) >= 0

Ns
∑

k=1

< ρknk,∇V (pk) >= ∆V

En isolant ρk dans la première relation et en l’injectant dans la seconde, nous tirons

λ = −2
∆V

∑Ns
j=1 γj < nj ,∇V (pj) >2

.

En remplacant cette valeur de λ dans la première relation, nous obtenons finallement l’ex-
pression analytique attendue

∀k ∈ [[1, Ns]] , ρk = ∆V
γk < nk,∇V (pk)

Ns
∑

j=1

γj < nj ,∇V (pj) >
2

.

B.3 CORRECTION APPROCHÉE PONDÉRÉE EN 3 ÉTAPES

SUCCESSIVES

Nous démontrons ici le résultat de l’eq. (2.6).
Pour cela, nous procédons en trois étapes :
– Une première correction le long d’un axe x corrigeant le volume par un facteur µx.
– À partir de ce résultat intérmédiaire, nous appliquons une seconde correction le long de
l’axe y corrigeant le volume par un facteur µy.

– Enfin, la dernière correction est appliquée le long de l’axe z corrigeant le dernier pour-
centage de volume, soit µz = 1− µx − µy.

Résolution suivant l’axe x

La minimisation à résoudre suivant l’axe x de variable (uxk)k∈[[1,Ns]] peut s’exprimer par


















min

Ns
∑

k=1

‖uxk‖2
γk

contraint à V (pxk + uxk, p
y
k, p

z
k) = µxVtarget + (1− µx)V (pxk, p

y
k, p

z
k) .
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En notant que la trilinéarité de l’expression du volume permet d’écrire

V (pxk + uxk, p
y
k, p

z
k) = V (pxk, p

y
k, p

z
k) +

Ns
∑

k=1

< uxk,∇xV (pk) > ,

il vient la nouvelle expression de la contrainte donnant ce système à minimiser :































min

Ns
∑

k=1

‖uxk‖2
γk

contraint à
Ns
∑

k=1

uxk∇xV (pk) = µx∆V .

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la fonctionnelle d’energie repré-
sentant l’équation non contrainte est donnée par

E((uxk)k∈[[1,Ns]], λ) =

Ns
∑

k=1

‖uxk‖2
γk

+ λ

(

Ns
∑

k=1

uxk∇xV (pk)− µx∆V

)

L’annulation des dérivées partielles de E implique


























∀k ∈ [[1, Ns]] , 2
uxk
γk

+ λ∇xV (pk)

Ns
∑

k=1

uxk∇xV (pk) = µx∆V

De la première relation, nous tirons

uxk = −λ
2
γk∇xV (pk)

Injectée dans la seconde égalitée, nous obtenons alors

λ = −2µx
∆V

∑Ns
k=1 γk (∇xV (pk))

2

Ce qui permet d’exprimer la valeur de uxk :

uxk = µx∆V
γk∇xV (pk)

∑Ns
j=1 γj (∇xV (pk))

2

En notant la norme modifiée ‖a‖21/γ =
∑Ns

k=1 γka
2
k, nous pouvons alors écrire

∀k ∈ [[1, Ns]] , uxk = µx∆V
γk∇xV (pk)

‖∇xV ‖21/γ
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Expression complète de la solution

Une fois cette solution trouvée, nous pouvons exprimer la nouvelle déformation à appliquer
suivant y. Le nouveau système à minimiser est alors donné par


















min

Ns
∑

k=1

‖uyk‖2
γk

contraint à V (pxk + uxk, p
y
k + uyk, p

z
k) = (µx + µy)Vtarget + (1− (µx + µy))V (pxk, p

y
k, p

z
k) .

Notons qu’ici uxk est désormais une variable connue, alors que uyk sont les inconnues.
En utilisant la trilinéarité de V dans la contrainte, on peut ré-écrire son expression en fonc-

tion du volume de V (pxk + uxk, p
y
k, p

z
k). On a alors































min

Ns
∑

k=1

‖uxk‖2
γk

contraint à
Ns
∑

k=1

uyk∇yV
⋆(pk) = µy∆V ,

en dénotant le gradient de l’expression du volume issu de la surface déforme par ux ∇xV
⋆,

nous pouvons écrire directement la solution par analogie à l’étude précédente

∀k ∈ [[1, Ns]] , uxk = µx∆V
γk∇xV

⋆(pk)

‖∇xV ⋆‖21/γ

De même, on retrouvera pour z le gradient après déformation suivant x et y que nous
nommons ∇zV

⋆⋆.
Nous retrouvons ainsi l’expression analytique exacte attendue

∀k ∈ [[1, Ns]] , uk = γk ∆V

(

µx
∇xV (pk)

‖∇xV ‖21/γ
, µy

∇yV
⋆(pk)

‖∇yV ⋆‖21/γ
, µz

∇zV
⋆⋆(pk)

‖∇zV ⋆⋆‖21/γ

)

B.4 CORRECTION APPROCHÉE ET PONDÉRÉE DE VOLUME ET

D’AIRE SUIVANT LA DIRECTION NORMALE

Nous démontrons dans cette partie la relation (2.13) de la partie 2.8.
Considérons la minimisation à résoudre de l’eq. (2.12) en exprimant les contraintes après

l’étape d’approximation linéaire :














































min

Ns
∑

k=1

ρ2k
γk

contraint à
Ns
∑

k=1

ρk < nk,∇V (pk) >= ∆V

contraint à
Ns
∑

k=1

ρk < nk,∇A(pk) >= ∆A .

(B.1)
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En suivant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, l’expression de cette minimisation
sous contrainte reviens à minimiser la fonctionnelle d’energie non contrainte

E((ρk)k∈[[1,Ns]], λ1, λ2) =

Ns
∑

k=1

ρ2k
γk

+λ1

(

Ns
∑

k=1

ρk < nk,∇V (pk) > −∆V

)

+λ2

(

Ns
∑

k=1

ρk < nk,∇A(pk) > −∆A

)

L’annulation des dérivées partielles de E implique que

∀k ∈ [[1, Ns]] , 2
ρk
γk

+ λ1 < nk,∇V (pk) > +λ2 < nk,∇A(pk) >= 0

En introduisant l’expression de ρk dans les deux contraintes, nous obtenons le système























λ1

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇V (pk) >
2 +λ2

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇V (pk) >< nk,∇A(pk) >= −2∆V

λ1

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇V (pk) >< nk,∇A(pk) > +λ2

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇V (pk) >
2= −2∆A

En introduisant les notations














































‖NV ‖21/γ =

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇V (pk) >
2

‖NA‖21/γ =

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇A(pk) >
2

< NV ,NA >1/γ=

Ns
∑

k=1

γk < nk,∇V (pk) >< nk,∇A(pk) >

on peut alors exprimer le système en (λ1, λ2) sous forme matricielle

(

‖NV ‖21/γ < NV ,NA >1/γ

< NV ,NA >1/γ ‖NA‖21/γ

)

(

λ1
λ2

)

= −2

(

∆V
∆A

)

La solution analytique est donc obtenue en ré-injectant la solution du système dans l’ex-
pression de ρk. On obtient alors bien la relation attendue :

∀k ∈ [[1, Ns]] , ρk =
γk

‖NV ‖21/γ‖NA‖21/γ− < NV ,NA >2
1/γ

[(

∆V ‖NV ‖21/γ −∆A < NV ,NA >1/γ

)

< n,∇V (pk) >

+
(

∆A‖NA‖21/γ −∆V < NV ,NA >1/γ

)

< n,∇A(pk) >
]

.



ANNEXE

C

RELATION ENTRE COMPRESSION
ET PROFONDEUR DU PLIS

C.1 RELATION ENTRE COMPRESSION ET PROFONDEUR DU

PLIS

Nous démontrons ici la relation de l’eq. (3.9) en partie 3.3.1.
Soit R(u) le rayon de courbure du plis situé sur la courbe paramétrée par u. Dans la suite,

nous nous placons à u constant. Nous omettons de mentionner ce paramètre pour simplifier la
notation.

Faisons la supposition que la compression v soit constante sur la largeur apparente du plis
que l’on notera 2r (voir fig. 3.15), avec

r2 = R2 − β2 .

Cette région de largeur 2r doit compenser la compression de (1−v). La longueur curviligne
du plis généré L doit ainsi être égale à

L = 2r/(1− v) ,

afin de compenser cette compression.
Notons également que d’après les critères géométriques et de trigonométrie sur la fig. 3.15,

l’arc curviligne possède une longueur

L = 2R acos

(

β

R

)

.

En égalisant les deux expressions de L, nous obtenons donc la relation à vérifier

(1− v)acos

(

β

R

)

−
√

1−
(

β

R

)

= 0 .
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PLIS

C.2 PONDÉRATION DU NOYAUX DE CAUCHY À RAYON FIXÉ.

Nous démontrons ici la relation de l’eq. (3.10). Considérons l’intégrale pondérée du noyaux
de cauchy

F (p) =

∫

u

ω(u)

(1 + s2‖c(u)− p‖)2
du .

Supposons que ω soit contant, et que la courbe soit un segment de longueur infinie par
rapport à la distance d’évaluation du potentiel en p. Considérons que cette courbe soit confondu
avec l’axe x = 0. On a alors

F (p) =

∫ +∞

−∞
ω

dx

(1 + s2(x2 + ‖p‖2))2
.

Le résultat de cette intégrale sur R est connue [BSMM04] et vaut

F (p) =
ωπ

2s(1 + s2‖p‖2)3/2 .

Nous souhaitons désormais que pour ‖p0‖ = R, nous ayant F (p0) = 1. Nous tirons donc
la relation attendue

ω =
2s

π

(

1 + s2R2
)3/2

.
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D

ECHANTILLONNAGE RÉGULIER
SUIVANT LA LONGUEUR

CURVILIGNE D’UNE COURBE
CUBIQUE

Longueur curviligne relative

Soit une courbe cubique (notons que la démarche présentée se généralise trivialement à des
polynome de degré quelconque) c telle que

c :

{

[0, 1] → R
3

t 7→ c(t) = At3 +Bt2 + Ct+D .

Soit Lc la longueur de cette courbe. On cherche le paramètre t0 tel que l’abscisse curviligne
relative soit donnée par la valeur souhaitée u0. C’est à dire que

u0 =
L(t0)

Lc
,

avec L(t) la longueur curviligne estimée au paramètre t. On a donc formellement

L(t) =

∫ t

x=0
‖c′(x)‖ dx .

L n’étant pas exprimable analytiquement, nous reformulons le problème sous forme de
la recherche d’une racine d’une fonction non linéaire. Trouver t0 étant donné la valeur de
l’abscisse curviligne relative u0 revient à trouver les zéros de la fonction F telle que

F (t) =
1

Lc

∫ t

0
‖c′(x)‖ dx − u0 .

213



214 ANNEXE D. ECHANTILLONNAGE CURVILIGNE D’UNE CUBIQUE

Racine de l’équation

Pour chercher les zéros de cette fonction, nous utilisons la méthode de recherche de racines
de Newton [QSS00]. Nous savons qu’il n’existe qu’une unique solution à l’équation F (t0) = 0
et nous savons que l’on a t0 ≃ u0 pour une courbe cubique.

L’algorithme consiste donc à itérer sur la valeur de t que l’on dénotera tn à l’itération n en
suivant

{

t0 = u0

tn+1 = tn − F (tn)
F ′(tn) ,

jusqu’à convergence, avec F ′(t) = ‖c′(t)‖/Lc.

Intégration numérique

On notera que, pour t donné, l’expression de F fait intervenir une intégrale non exprimable
analytiquement. Nous approximons celle-ci par une quadrature de Gauss-Legendre [QSS00].
C’est à dire que l’on considère

∫ t

0
‖c′(x)‖dx ≃ t

2

Ng
∑

k=0

ωk

∥

∥

∥

∥

c′
(

xk + 1

2
t

)∥

∥

∥

∥

,

où les xk sont les racines des polynomes de Legendre entre [−1, 1], et les ωk les poids de
pondérations associés. Ces valeurs sont tabulées dans la littérature.

En pratique, on utilisera Ng = 8 donnant une très bonne approximation de la longueur de
la courbe. L’évaluation de F reviens donc à 8 évaluations de la norme de la dérivée de c.

Algorithme d’évaluation

Nous avons donc détaillé une méthode d’échantillonnage de courbe cubique permettant de
repartir ceux-ci en fonction de leur abscisse curviligne.
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L’algorithme suivit est le suivant

function echantillonnage(c,x)

t0=x

Tant que non convergence

F=quadrature(c,t0)

F’=||c’(t0)||

t0=t0-F/F’

Fin tant que

Un exemple de résultat est montré en fig. D.1.

FIGURE D.1 – Échantillonnage d’une courbe cubique. La courbe de gauche correspond à
un échantillonnage uniforme dans l’espace des paramètres de la cubique alors que la figure
de droite est échantillonnée régulièrement suivant la distance curviligne. Dans le cas d’une
correspondance avec un segment de droite isométrique à la cubique, les sommets seront régu-
lièrement espacés sur le segment également.
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