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Le traitement du signal contemporain doit s’intéresser de plus en plus à des signaux irréguliers et non
stationnaires. L’utilisation d’ondelettes et d’outils d’analyse fractale est appropriée à l’analyse de tels
signaux. Plus précisément, de nombreuses applications montrent que la caractérisation de la régularité
locale obtenue via ces techniques est pertinente pour leur description et leur traitement.

En particulier, dans le cadre de l’application qui nous intéresse, la modélisation du frottement entre
un pneumatique et une chaussée, il semble intuitif que la notion de régularité est liée à la capacité d’un
profil routier à générer un frottement lors du contact avec unpneumatique. On montrera dans la deuxième
partie de la thèse que cette intuition se vérifie numériquement. C’est pour cette raison que la notion de
régularité constitue un des axes principaux de cette thèse.

Bien que l’étude de la régularité soit une problématique relativement récente en traitement du signal,
une branche de l’analyse fractale, l’analyse de la régularité Hölderienne, offre des outils mathématiques
permettant de caractériser la régularité d’un signal. Nousconcentrerons nos travaux sur l’un de ces
outils autour duquel plusieurs développements seront proposés dans ce document, à savoir l’exposant
de Hölder.

La première partie de cette thèse porte sur la régularité Hölderienne et son application au débruitage
et à l’interpolation. Dans le premier chapitre, nous commencerons par effectuer quelques rappels sur
l’analyse Hölderienne (section 1.1) et l’exposant de Hölder, qui constituera la base essentielle de la suite
du travail présenté ici. Ce chapitre se poursuit par la présentation de plusieurs techniques classiques
d’estimation de l’exposant de Hölder (section 1.2). Ces techniques sont ensuite comparées sur un large
panel d’exemples numériques afin de determiner leurs qualités et leurs limites.

A partir des techniques d’estimation de la régularité, nousprésentons dans le chapitre 2 une méthode
d’interpolation de points basée sur la conservation de la régularité Hölderienne. Cette technique a été
élaborée afin de compenser une éventuelle limite d’un capteur lors de la mesure de la micro-texture d’un
échantillon de chaussée. Les propriétés théoriques de convergence de cette méthode sont démontrées et
une section est consacrée aux applications sur des signaux 1D ou 2D permettant ainsi de comparer notre
méthode à une méthode classique d’interpolation.

Nous poursuivons la partie sur l’analyse Hölderienne en exposant de nouvelles méthodes de débrui-
tage avec contrôle de la régularité dans le chapitre 3. Les méthodes de débruitage désormais classiques
fondées sur le seuillage de coefficients d’ondelettes, telles que le Hard Thresholding, remplacent les
petits coefficients d’ondelette du signal bruité par des zeros. Ces méthodes ont dans de nombreux cas
des performances théoriques et pratiques excellentes. Cependant, elles ne permettent pas de contrôler
la régularité du signal débruité. Elles ne sont alors pas adaptées au traitement des profils routiers, pour
lesquels il est crucial qu’un débruitage ne lisse ni trop ni trop peu les signaux, faute de quoi les modèles
de calcul de frottement perdent leur pertinence. Or, lors des mesures de micro-texture, les signaux acquis
sont souvent entachés de bruit. Nous proposons donc quatre méthodes de débruitage à base d’ondelette
qui autorisent un contrôle précis de la régularité après débruitage. Ces méthodes présentent dans certains
cas des taux de convergence similaires à ceux du Hard Thresholding. Nous commençons ce chapitre
par une étude préliminaire déterminant l’impact du bruit sur la régularité d’un signal (section 3.2). La
première méthode de débruitage proposée est leWavelet Pumping (section 3.4) qui consiste à multi-
plier tous les coefficients d’ondelette d’une échellej par un même coefficientBj = 2−j(∆α) qui assure
une augmentation contrôlée de la régularité. On propose ensuite une extension de cette technique, ledé-
bruitage multifractal (section 3.6). Pour cette seconde méthode, la forme du coefficient multiplicateur
n’est plus prescrite. Ce coefficient est obtenue par minimisation du risque sous la contrainte d’obtenir en
sortie la bonne régularité. Il s’agit d’une méthode très complexe présentant certains inconvénients. Ces
deux méthodes de débruitage par ondelette sont linéaires, et donc pas toujours minimax selon l’espace
de Besov dans lequel on se trouve (e.g. si p<2). De plus elles sont non-adaptatives. On propose alors de
marier dans la section suivante l’une de nos méthodes évoquée plus haut, le multifractal pumping, avec
une méthode non-linéaire adaptative et simple, le Hard Thresholding. La méthode proposée, sous le nom
deWavelet Non-Linear coefficients Pumping(section 3.7), aura ainsi l’avantage d’être adaptative en
plus de contrôler la régularité du signal débruité. Pour conclure ce chapitre sur le débruitage, on présente
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une méthode dedébruitage multifractal Bayesien (section 3.8). Cette technique repose sur la connais-
sance de la régularité locale minimale du signal. Cette hypothèse se traduit sous la forme de contraintes
sur le spectre multifractal du signal. Ces contraintes sontensuite utilisées dans un cadre Bayesien pour
estimer les coefficients d’ondelette du signal original à partir de ceux du signal perturbé par du bruit.
Cette méthode est bien adaptée au traitement des signaux irréguliers tels que les signaux (multi-)fractals
et peut être utile pour le traitement de données de turbulences, bio-médicales, sismiques ou de profils
routiers comme nous le montrons par la suite.

Les divers outils développés dans cette première partie peuvent être appliqués aux signaux 1D ainsi
qu’aux images. Dans le cadre de cette thèse, ils seront plus particulièrement utilisés pour analyser des
profils routiers dans le but de mieux modéliser le frottemententre un pneumatique et une chaussée, ce
qui va constituer la deuxième partie de la thèse.

***

La deuxième partie de ce travail porte sur la compréhension des mécanismes d’adhérence. L’adhé-
rence d’une chaussée correspond à sa capacité à mobiliser des forces de frottement entre le pneumatique
d’un véhicule et la surface du revêtement de la chaussée sousl’effet des sollicitations engendrées par
la conduite : accélérations, freinages, changements de direction, etc. Elle permet : - de conserver à tout
moment la trajectoire désirée, notamment en virage ; - de réduire les distances de freinage et d’arrêt
d’urgence ; - de faciliter les manoeuvres d’évitement ou de récupération de trajectoire.

Le développement des forces de frottement dépend de la charge normale instantanée, de diverses
propriétés des pneumatiques, des caractéristiques géométriques de la route et des conditions de contact
(sec, présence de polluants et d’eau). La complexité des phénomènes mis en jeu explique l’absence de
modèle physique complet de calcul des forces de frottement d’un pneumatique sur une chaussée à partir
de paramètres liés à la route et au pneumatique.

Dans le cadre du programme de recherche "Infrastructure et sécurité routière" du Laboratoire cen-
tral des Ponts et Chaussées (LCPC), la section Surface des Chaussées et Dynamique des Véhicules a
proposé d’aborder le problème d’adhérence par une approchelocale visant à mieux comprendre et quan-
tifier les phénomènes au niveau du contact entre un pavé de gomme et des aspérités de la chaussée. Le
travail présenté ici s’appuie sur des connaissances acquises dans le cadre d’un thème de recherche du
LCPC, "Contribution de diverses échelles de texture routière à l’adhérence des chaussées" (CH12), et a
pour objectif de mieux comprendre et de quantifier le rôle desaspérités de dimensions micrométrique
à centimétrique, formant la texture des surfaces de chaussée, dans la génération du frottement pneu-
matique/chaussée. Les recherches sur le thème CH12 ont apporté plusieurs contributions à l’état des
connaissances actuelles sur le frottement que l’on peut résumer ici.

– la répartition des indenteurs, aspérités déformant les pavés de gomme du pneumatique, et la forme
locale des indenteurs influent sur le frottement à basse vitesse ;

– deux paramètres angulaires permettent d’expliquer l’influence de la texture de surface sur le frot-
tement : la forme, représentée par la cotangente du demi-angle des sommets d’indenteurs, et le
relief, représenté par la pente locale du profil enveloppe reliant tous les sommets d’indenteurs ;

– il existe au moins deux échelles de texture contribuant à lagénération du frottement à basse vi-
tesse : l’échelle " rugosité " formée par des indenteurs dontla taille est de l’ordre de 10 microns et
l’échelle " ondulation " formée par des indenteurs dont la taille est de l’ordre de 100 microns ;

– la génération du frottement à basse vitesse peut être modélisée simplement par le contact de rou-
lement entre un solide de Kelvin, simulant le comportement viscoélastique de la gomme, et un
"motif" de la surface de chaussée, représentant la répartition des indenteurs.

Le thème CH12 a ainsi permis de jeter une première base de travail vers un modèle multi-échelles
permettant de quantifier la contribution de diverses échelles de la texture des surfaces de chaussée au
frottement pneumatique/chaussée. On justifie ainsi le bienfondée d’une campagne d’étude utilisant des
outils d’analyse fractale. De plus, la validation de différentes approches dans le cadre du thème CH12
a été limitée par des difficultés d’ordre métrologique. Premièrement,la technologie actuelle des capteurs
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de distance ne permet pas de mesurer des profils de texture suffisamment longs incluant des informa-
tions sur toutes les échelles de texture. Il a donc été nécessaire de réfléchir à des méthodes permettant
de "construire" des profils complets à partir de données partielles livrées par les capteurs. La technique
d’interpolation détaillée dans le chapitre 2 de la premièrepartie trouve ici un parfait domaine d’applica-
tion dont les résultats sont présentés dans la section 7.1. D’autre part, lorsque l’on atteint les limites de
résolution du capteur, les profils obtenus sont détériorés et entaché de bruit. Le pré-traitement proposé
dans la seconde partie de la thèse (7.2) est l’application d’une méthode de débruitage que nous avons
élaborée (voir la section 3.8).

Cette partie commence par une partie bibliographique (chapitre 4) donnant en premier lieu un rappel
des principes de l’adhérence (section 4.2). Dans cette section sont détaillés les mécanismes d’adhésion
et d’indentation qui interviennent dans le phénomène d’adhérence et quelques notions relatives à la mo-
délisation d’un pneumatique par un solide de Kelvin. On justifie ici la confrontation de nos résultats
au frottement SRT car cette mesure est intimement liée au taux de glissement longitudinal. Puis nous
présentons dans ce même chapitre un exposé des travaux menésau préalable sur le site du LCPC sur
la technique d’indenteur et sa combinaison au modèle de frottement de Stefani (section 4.3). Les résul-
tats préliminaires sur les indenteurs, obtenus par Minh-Tan Do, publiés en 2001 [DZ01], et montrant
la pertinence des paramètres géométriques extraits des profils routiers pour décrire le frottement sont
présentés.

On s’attache dans le chapitre suivant à confirmer la fractalité des profils routiers (chapitre 5). Plu-
sieurs auteurs ont déjà montré que la plupart des profils routiers étaient fractals sur un certain nombre
d’échelles. On peut citer à ce sujet les travaux de Rado [Rad94], Heinrich [Hei97], Guglielmi et Levy-
Vehel [GV98a]. D’autre part il a aussi été montré que la fractalité avait des conséquences sur le frottement
ce qui est explicité dans [Rad94] et dans les travaux de Klüppel et Heinrich [KH00].

La fractalité des signaux nous conduit ensuite à tenter de trouver des paramètres fractals descrip-
teurs du frottement (chapitre 6) permettant ainsi de classifier les échantillons. Les meilleurs résultats
étant obtenus par une utilisation de l’exposant de Hölder, il est naturel d’utiliser les outils de régula-
rité Hölderienne pour compenser les limites du capteur (chapitre 7). La première technique appliquée
est l’interpolation Hölderienne (section 7.1) destinée à s’affranchir au mieux des limites de résolution
du capteur. La seconde, le débruitage multifractal Bayesien (section 7.2), permet de supprimer le bruit
d’acquisition sur des signaux très finement échantillonnés. Ces deux pré-traitements des profils routiers
permettent d’obtenir une meilleure corrélation entre le frottement calculé par la technique d’indenteur
et le frottement SRT mesuré. Pour conclure cette partie, on montre dans le chapitre 7.3 qu’un calcul in-
dépendant du frottement sur chacune des échelles de décomposition et une pondération des frottements
obtenus peut améliorer la corrélation avec le frottement SRT.



Première partie

Régularité Hölderienne et application au
débruitage et à l’interpolation





Chapitre 1

Estimation de la régularité
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La régularité d’un signal et son estimation constituent uneproblématique assez récente dans le do-
maine du traitement du signal. Pourtant il s’agit d’une des caractéristique fondamentale d’un signal même
s’il existe une infinité de signaux présentant la même régularité en chaque point.

Pour l’application à laquelle nous nous intéressons, c’està dire la modélisation du frottement d’un pneu-
matique et d’une chaussée, on comprend intuitivement que larégularité de la chaussée sera une compo-
sante importante dans les mécanismes du frottement. De plus, dans la partie consacrée à la modélisation
du frottement, on montre que l’irrégularité et l’aptitude d’un profil routier à générer du frottement sont
effectivement liés. C’est pour cette raison que la problématique de cette thèse est axée autour de la notion
de régularité. Ce concept est omniprésent, que ce soit dans le chapitre sur l’interpolation ou dans celui
sur le débruitage. En effet, on propose dans les chapitres suivants une technique d’interpolation de points
avec conservation de la régularité ainsi que des méthodes dedébruitage avec contrôle de la régularité
afin de les appliquer aux profils routiers.

On doit donc s’intéresser aux outils théoriques décrivant la régularité, ce qui constituera la première
partie de ce chapitre. L’analyse Hölderienne, par le bais del’exposant de Hölder, offre des objets ma-
thématiques caractérisant la régularité d’un signal. Notamment, l’exposant de Hölder correspond bien à
l’impression visuelle [Veh98] et auditive [VD96] de régularité.

Dans un deuxième temps, nous allons présenter trois méthodes d’estimation de l’exposant de Höl-
der. La construction de ces estimateurs sera décrite en détail et leur implementation nous permettra de
comparer numériquement les trois méthodes sur des signaux usuels.

1.1 Rappels sur la régularité Hölderienne

Nous allons commencer ce chapitre par quelques rappels sur la régularité Hölderienne. Pour des
exposés plus complets sur ce sujet, se référer à [JM96], [Mey97],[Jafar], [Tri95] ou [VS04].

1.1.1 Exposant de Hölder ponctuel

L’exposant de Hölder ponctuel est l’outil le plus couramment utilisé pour mesurer la régularité d’un
signal en un point donné. On rappelle ici quelques définitions concernant cet exposant.

Définition 1.1.1 Soitf une fonction deIR dansIR, s > 0, s ∈ IR\IN etx0 ∈ IR. Alorsf ∈ Cs(x0) si et
seulement si il existe un réelη > 0, un polynômeP de degré plus petit ques et une constantec telle que

∀x ∈ B(x0, η), |f(x) − P (x− x0)| ≤ c|x− x0|s (1.1)

Par définition, l’exposant ponctuel def enx0, notéαp(x0) est le supremum dess tels quef ∈ Cs(x0).

On peut donner une définition équivalente à la précédente sans faire apparaître directement l’espaceCs.

Définition 1.1.2

αp(x0) = liminf h→0

log |f(x0 + h) − f(x0)|
log |h| (1.2)

Cette définition est valable sif est non derivable enx0, sinon il faut lui enlever sa partie régulière, c’est
à dire son developpement de Taylor enx0 (voir [Jaf97]).

Géométriquement, l’equation 1.2 signifie que le graphe de lafonctionf autour dex0 s’inscrit dans une
enveloppe que l’on appellera l’enveloppe Hölderienne (voir figure 1.1). Pour toutǫ > 0, il existe un
voisinage dex0 tel que le graphe def dans ce voisinage soit tout entier inclus dans l’espace défini par les
deux courbes qui associent àx respectivementf(x0)+c|x−x0|αp(x0)−ǫ etf(x0)−c|x−x0|αp(x0)−ǫ et tel
que cette propriété ne soit plus vraie pour l’espace défini par les courbes qui associent àx respectivement
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f(x0)+c|x−x0|αp(x0)+ǫ etf(x0)−c|x−x0|αp(x0)+ǫ. On voit que plusαp(x0) est grand, plus le signal est
lisse et inversement que plusαp(x0) est petit plus le signal est irrégulier enx0. Par exemple,f continue
en zero impliqueαp ≥ 0 et f derivable impliqueαp ≥ 1.

FIG. 1.1: Enveloppe Hölderienne d’un signal au pointx0.

On dispose d’un coefficient donnant une mesure de l’irrégularité, toujours défini et calculable. De plus
sa définition s’étend sans difficulté dans les dimensions supérieures. Toutefois, l’exposant de Hölder
ponctuel n’est pas stable par opérateurs pseudo-différentiels.

Proposition 1.1.1
Soitα l’exposant de Hölder ponctuel de la fonctionf enx0 alors l’exposant de Hölder ponctuel def ′

enx0 est inférieur ou égal àα− 1.

L’égalité n’est vérifiée que dans certains cas, par exemple :

• Considéronsf(x) = x+ |x| 52
On enlève la partie régulière (en soustrayant àf son polynôme de Taylor) ce qui nous donne
α(0) = 5/2. Maintenant regardons la dérivée,f ′(x) = 1 + 5

2 |x|
3
2 .

L’exposant de Hölder ponctuel def ′ en zéro est donc32 c’est à dire5
2 − 1.

• Par contre, sif(x) = |x|λ sin 1
|x|β alorsα(0) = λ. Lorsque l’on dérivef , on obtient :

f ′(x) = λ|x|λ−1 sin
1

|x|β − β|x|λ−β−1 cos
1

|x|β

L’exposant de Hölder ponctuel def ′ en zero est donc

λ− β − 1 < λ− 1

On profite de ces rappels sur l’exposant de Hölder ponctuel pour rappeler la définition de l’espace
Cα

log(x0) qui nous servira dans la proposition 1.2.3 section 1.2.3.

Définition 1.1.3 [Jafar] La fonctionf ∈ Cα
log(x0) s’il existec > 0, δ > 0 et un polynômeP de degré

plus petit queα tel que :

Si |x− x0| ≤ δ, |f(x) − P (x− x0)| ≤ c|x− x0|α log

(
1

|x− x0|

)
(1.3)
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1.1.2 Exposant de Hölder local

Il est parfois nécessaire d’avoir des renseignements sur larégularité d’un signal non pas en un point
mais au voisinage de ce point, et c’est dans le but d’intégrerces informations dans un exposant que
l’on introduit l’exposant de Hölder localαl. L’exposant ponctuel s’attachait surtout à l’enveloppe du
graphe de la fonction, l’exposant local que nous allons définir dans ce paragraphe tient aussi compte
des oscillations. Plusieurs raisons motivent l’utilisation dans certains cas de l’exposant local [VL01].
Premièrement l’exposant ponctuel ne suffit pas toujours à donner une parfaite description de la régularité
d’une fonction. On peut citer comme exemple les fonctions cusp et chirp :

cusp : x 7→ |x|γ avecγ un réel positif (1.4)

chirp : x 7→ |x|γ sin

(
1

|x|β
)

avecγ etβ des réels positifs (1.5)

Ces deux fonctions ont le même exposant ponctuel en zero (γ), mais pourtant leur comportement est très
différent au voisinage de zero comme on peut le constater figure 1.2. L’exposant local va tenir compte
des oscillations.

FIG. 1.2: Fonctions cusp en pointillés et chirp en traits pleins.Ces deux fonctions possèdent un
exposant ponctuel identique en zero mais présentent des comportement foncièrement différents.

D’autre part, nous avons vu que l’exposant ponctuel n’étaitpas stable par opérateurs pseudo-différentiels.
L’exposant local n’a pas cette mauvaise propriété comme nous le verrons dans la proposition 1.1.2.

Rappelons la définition de la régularité Hölderienne globale.

Définition 1.1.4 Soit f : Ω → IR une fonction, avecΩ un ouvert deIR. On dit quef ∈ Cs(Ω), avec
0 < s < 1 s’il existe une constantec telle que pour tout couplex, y dansΩ,

|f(x) − f(y)| ≤ c|x− y|s (1.6)

Sim < s < m+ 1 (avecm ∈ IN ), alorsf ∈ Cs(Ω) signifie qu’il existe une constantec telle que pour
tout couplex, y dansΩ,

|f (m)(x) − f (m)(y)| ≤ c|x− y|s−m (1.7)

Rappelons aussi qu’une fonctionf est uniformément Hölderienne s’il existeε > 0 tel quef ∈ Cε(IR).

Pour définir l’exposant de Hölder local def enx0, nous allons simplement "localiser" la définition 1.1.4
autour dex0.

Définition 1.1.5 On définit

αf (Ω) = sup{s : f ∈ Cs(Ω)} (1.8)
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Lemme 1.1.1 Soit{Θi}i∈I une suite décroissante d’ouverts tels que

⋂

i

Θi = {x0} (1.9)

Alors supαf (Θi), i ∈ I est indépendant de la famille{Θi}i∈I choisie.

Nous pouvons donc définir l’exposant de Hölder local enx0 en utilisant une suite d’intervalles quel-
conque contenantx0 puisque celui-ci sera indépendant de la famille choisie.

Définition 1.1.6 Soit f une fonction définie au voisinage dex0. Soit {In}n∈IN une suite décroissante
d’intervalles ouverts convergeant versx0. L’exposant de Hölder local de la fonctionf enx0 est :

αl(x0) = sup
n∈IN

[αf (In)] = lim
n→+∞

αf (In) (1.10)

Définition 1.1.7 (définition équivalente)

Siαl < 1, alorsαl est le supremum desα tels que l’inégalité ci-dessous soit vérifiée :

∃c et ρ0 > 0 tels que∀ρ < ρ0 sup
x,y∈B(x0,ρ)

|f(x) − f(y)|
|x− y|α ≤ c (1.11)

Proposition 1.1.2
αl est stable par l’action d’opérateurs integro-différentiels. Plus précisément, sif a pour exposant local
αl enx0 alors f ′ a pour exposant localαl − 1 et

∫ t

0 f(x)dx a pour exposant localαl + 1.

Proposition 1.1.3 [GV98b]
Soitf : I → IR une fonction continue surI un intervalle deIR. Alors∀x ∈ I,

αl ≤ min

(
αp, lim inf

t→x
(αp(t))

)
(1.12)

Exemple :
Considérons de nouveau la fonction chirp qui àx associe|x|γ sin 1

|x|β avec0 < γ < min(1, β). Alors :

αp(0) = γ (1.13)

αl(0) =
γ

1 + β
(1.14)

1.1.3 Fonctions de Hölder

L’exposant de Hölder étant défini en tout point, on peut associer au signal sa fonction de Hölder. Cette
construction est possible aussi bien pour l’exposant localque pour l’exposant ponctuel ([SV02]).

On peut ainsi définir les fonctions de Hölder ponctuelle et locale. (Voir [DVM98] et [GV98b]).

Définition 1.1.8 Soit f une fonction continue. Les fonctions de Hölder respectivement ponctuelle et
locale def , αf

p etαf
l sont les fonctions qui à toutx associe l’exposant de Hölder ponctuel et local def

enx.

Théorème 1.1.1
Soitg une fonction deIR dansIR+. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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• g est la limite inférieure d’une suite de fonctions continues.

• Il existe une fonction continuef telle que la fonction de Hölder ponctuelleαf
p def vérifie

αf
p(x) = g(x), ∀x.

Théorème 1.1.2
Soitg une fonction deIR dansIR+. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

• g est une fonction semi-continue inférieurement.

• Il existe une fonction continuef telle que la fonction de Hölder localeαf
l def vérifie

αf
l (x) = g(x), ∀x.

Dans certains cas, il est possible de construire très simplement une fonction qui ait la fonction de Hölder
souhaitée.

Théorème 1.1.3
Soith une fonctionC1 à valeurs dans[0, 1]. Soit la fonction de Weierstrass généralisée :

Wg(x) =
∞∑

n=1

λ−n.h(x) sin(λnx) avecλ ≥ 2 (1.15)

Alors on a∀x :
α

Wg

l (x) = α
Wg
p (x) = h(x) (1.16)

1.2 Estimation de la régularité locale

Après avoir rappelé diverses notions sur l’exposant de Hölder et l’analyse Hölderienne en général,
nous allons maintenant présenter des méthodes classiques d’estimation de la régularité. Plusieurs mé-
thodes sont envisageables pour estimer l’exposant de Hölder. La plus naturelle, car elle suit la définition
de l’exposant, et qui consiste à étudier les oscillations autour du point considéré, sera présentée dans la
sous-section 1.2.1.

Nous poursuivrons cette section en détaillant deux techniques d’estimation à base d’ondelettes dis-
crètes (pour des rappels généraux sur les ondelettes, voir [Dau92] et [Mey90]). Ces techniques, qui
découlent de deux théorèmes de Stéphane Jaffard, seront privilégiées dans la suite de notre travail car
elles permettent un contrôle aisé de la régularité.

Notre contribution dans cette section sur le domaine de l’estimation de la régularité consiste en la
comparaison intensive dans la section 1.2.5 des trois méthodes présentées afin de mettre en évidence
leurs qualités et leurs limites.

1.2.1 Oscillations

L’estimation de la régularité par la technique d’oscillation est la plus naturelle puisqu’elle consiste en
l’application directe de la définition de l’exposant de Hölder (voir définition 1.1.7). Cette méthode donne
de bons résultats mais ne permet pas de manipuler la régularité du signal comme nous serons amenés à
le faire dans la suite de ce document dans les chapitres consacrés à l’interpolation et au débruitage. On
présente maintenant brièvement l’estimation de la régularité par oscillation (voir [Tri95]).

On rappelle qu’une fonctionf(t) est Hölderienne d’exposantα ∈]0, 1[ en t s’il existe une constantec
telle que pour toutt′ dans un voisinage det,

|f(t) − f(t′)| ≤ c|t− t′|α (1.17)
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En terme d’oscillations, cette condition peut s’écrire : Une fonctionf(t) est Hölderienne d’exposantα
ent, avec0 < α < 1 s’il existe une constantec telle que pour toutτ ,

oscτ (t) ≤ cτα (1.18)

avec

oscτ (t) = sup
|t−t′|≤τ

f(t′) − inf
|t−t′|≤τ

f(t′) = sup
t′,t′′∈[t−τ,t+τ ]

|f(t′) − f(t′′)| (1.19)

En effet,oscτ (t) ≤ cτα implique directement|f(t) − f(t′)| ≤ c|t − t′|α. Réciproquement, supposons
que|f(t)−f(t′)| ≤ c|t− t′|α pour toutt′. Soitt1 tel que|t− t1| ≤ τ etf(t1) = sup

|t−t′|≤τ

f(t′). De même,

soit t2 tel que|t− t2| ≤ τ etf(t2) = inf
|t−t′|≤τ

f(t′). Alors on a :

oscτ (t) = f(t1) − f(t2) = f(t1) − f(t) + f(t) − f(t2) ≤ 2cτα (1.20)

L’estimateur de la régularité sera construit en chaque point comme étant la pente de la régression du
logarithme de l’oscillation en fonction de la dimension de la boule dans laquelle on calcule l’oscillation.
Du point de vue algorithmique, on montre qu’il est préférable de ne pas utiliser toutes les tailles de
boule entre deux valeursrmin et rmax : de la même manière que pour la transformée en ondelettes
discrète qui ne considère que les échelles dyadiques, on ne va calculer l’oscillation au pointt que sur des
intervalles de la forme[t− baser : t+ baser]. On régresse ensuite le logarithme de l’oscillation selonr
qui prend toutes les valeurs entières comprises entrermin et rmax.

La méthode d’estimation par oscillation va donner de bons résultats sous trois conditions :

• P1 : α < 1 (sinon il faut remplacer l’oscillation par des modules de continuité d’ordre supérieur).

• P2 : La régression converge.

• P3 : La régression converge vers la bonne valeur.

1.2.2 Régression des coefficients d’ondelette dans le cône d’influence (RCO)

On présente maintenant une méthode d’estimation à partir des coefficients d’ondelette. Pour cette mé-
thode d’estimation de la régularité, nous allons nous servir d’un théorème de Stéphane Jaffard. Celui-ci
montre comment on peut estimer la régularité d’un signal en un point à partir des coefficients d’on-
delette (lorsque les ondelettes utilisées vérifient certaines conditions de régularité [Jafar]). SoitΨ une
ondelette telle que l’ensemble{Ψj,k}j,k forme une base orthonormée deL2. On notecj,k les coefficients
d’ondelette def avecj correspondant aux echelles etk correspondant à la location temporelle.

Théorème 1.2.1(S. Jaffard)

Soitf une fonction uniformément Höldérienne et soitα l’exposant de Hölder ponctuel def en t0 alors
il existe une constantec > 0 telle que les coefficients d’ondelette vérifient :

|cj,k| ≤ c2−j(α+ 1
2
)(1 + |2jt0 − k|)α ∀j, k ∈ Z

2 (1.21)

Réciproquement ;

Si ∀j, k ∈ Z
2 on a |cj,k| ≤ c2−j(α+ 1

2
)(1 + |2jt0 − k|)α′

(1.22)

pour unα′ < α alors l’exposant de Hölder def ent0 estα.
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La condition 1.22 a été introduite par J.M. Bony et est notéef ∈ Cα,−α′
(t0).

Que nous apporte ce théorème ? L’interprétation est la suivante ; les coefficients d’ondelette sont majorés
en valeur absolue par une quantité dépendant de l’exposant de Hölder et de plus il en existe une partie
qui est de l’ordre de cette quantité.

A partir de ce théorème, un estimateur classique de la régularité en un point est obtenu en se restreignant
au "cône d’influence" : pour le pointt0, on ne s’intéresse qu’aux indicesj, k tels que|k − 2jt0| < cste.
Donc on fait l’hypothèse qu’il existe dans le cône d’influence des coefficients de l’ordre de2−j(α+ 1

2
).

Cette hypothèse simplificatrice est vérifiée si et seulementsi l’exposant local est égal à l’exposant ponc-
tuel ent0 [VS04].

Sous cette hypothèse, un estimateur de l’exposant de Hölderest obtenu simplement via la pentep de la
droite de régression delog2 |Cj,k| en fonction dej (voir figure 1.3) :α(n, t0) = −p− 1

2 avecn le nombre
de niveaux de décomposition.
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FIG. 1.3: Régression au-dessus d’un point du signal. L’axe des abscisses porte les échelles.
Les ronds correspondent chacun aulog2 d’un coefficient d’ondelette situé "au-dessus" du point
considérét0 (c’est à direk = ⌊ t0+1

2n−j+1 ⌋).

Définition 1.2.1 En chaque pointt0 du signal, on estime la régularité par :

α(n, t0) = −p− 1

2
(1.23)

avecp la pente de la régression linéaire aux moindres carrés des logarithmes des coefficients d’ondelette
"au-dessus" de ce point(c’est à direk = ⌊ t0+1

2n−j+1 ⌋) en fonction des échelles.

Proposition 1.2.1
En chaque pointt0 du signal décomposé surn échelles, on estime la régularité par la formule suivante :

α(n, t0) = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sj log2 |cj,k| (1.24)

avecKn = 12
n(n−1)(n+1) etsj = j − n+1

2 . Lescj,k sont les coefficients d’ondelette situés "au-dessus" de
t0.

Dans la proposition précédente, on écritk par abus de notation mais en réalité la valeur dek est⌊ t0+1
2n−j+1 ⌋.

Pour une raison de simplicité d’écriture, cet abus de notation sera utilisé dans la suite de ce document.

Lorsque l’on considère des signaux de dimension supérieureà 1, le principe d’estimation de la régularité
est le même selon toutes les directions de la transformée en ondelettes séparables et identique à celui
décrit ci-dessus.

Preuve
La pentep de la droite de régression est donnée par :

p =
cov(Lt0 , S)

var(S)



1.2 Estimation de la régularité locale 25

avecS = [1..n] et Lt0 = [log2 |c1,k|.. log2 |cn,k|] les logarithmes des coefficients d’ondelette situés
"au-dessus" det0.

E[S] = n+1
2 et var(S) =

n∑
j=1

[
j − n+1

2

]2
= n(n+1)

12 .

De pluscov(Lt0 , S) = 1
n−1〈(Lt0 − Lt0)(S − S)〉 avecLt0 la moyenne deLt0 et S la moyenne deS.

Donc

cov(Lt0 , S) =
1

n− 1

n∑

j=1


log2 |cj,k| −

n∑
i=1

log2 |ci,k|

n



(
j − n+ 1

2

)
=

1

n− 1

n∑

j=1

log2 |cj,k|
(
j − n+ 1

2

)

Par conséquent

p =
12

n(n2 − 1)

n∑

j=1

log2 |cj,k|
(
j − n+ 1

2

)

On aα(n, t0) = −p− 1
2 ce qui nous permet de conclure.

Remarque 1.2.1Si l’estimateur présenté ci-dessus converge versαp = αl, alors il estime aussi un
exposant nommé l’exposant de Weak Scaling (voir [Mey97]) etnotéβw.

Définition 1.2.2 L’exposant de weak scaling du signalX ent0 est défini par :

βw(t0) = sup{s : ∃ l, X(−l) ∈ Cs+n(t0)} (1.25)

oùX(−l) représente une primitive d’ordrel deX etCs(t0) l’espace de Hölder ponctuel ent0.

On reviendra sur cet exposant dans le chapitre 2. En effet nous allons utiliser le fait que notre esti-
mateur, s’il converge, tend versβw. Nous avons aussi la proposition suivante (voir [VS04]) :

Proposition 1.2.2
Si l’exposant ponctuel et l’exposant local coincident, alors :

αl = αp = βw (1.26)

C’est précisément dans cette configuration que l’estimateur présenté ici est susceptible de donner de bon
résultats. Il faut avoir à l’esprit que l’on a fait l’hypothèse qu’il existait de gros coefficients dans le cône
d’influence au dessus du point considéré, par conséquent, lafaiblesse de cet estimateur réside dans les
signaux tels que les gros coefficients ne sont pas dans ce cône.

Pour la suite de ce document, lorsque l’on fera référence à cet estimateur, on parlera d’estimation de type
RCO.

Domaine de validité de la méthode

La méthode d’estimation décrite ci-dessus va donner de bonsrésultats sous trois conditions :

• H1 : Dans le cône d’influence il existe des coefficients de l’ordrede2−j(α+ 1
2
).

• H2 : La régression converge.

• H3 : La régression converge vers la bonne valeur.
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Nous allons présenter maintenant un cas favorable puis des cas défavorables afin de montrer les limites
de la méthode.

Cas favorable

Si on dispose d’un nombre suffisant d’échelles pour effectuer la régression alors on peut estimer correc-
tement l’exposant de Hölder dans des cas simples. Prenons l’exemple de la fonction de Weierstrass, pour
cette illustration nous choisissonsα = 0.5 et un pointt0 au hasard dans le signal de4096 points. On
applique l’estimateur sur cette fonction (figure 1.4) et on obtient0.51789.
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Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.51789

FIG. 1.4: Estimation de l’exposant de Hölder en un point d’une fonction de Weierstrass de
4096 points et de régularité0.5. L’estimateur nous renvoie la valeur0.51789.

Cas défavorable

Pour illustrer les cas défavorables, nous reprenons une parune les conditions qui devraient être vérifiées
et exhibons des exemples pour lesquels elles ne le sont pas.

H1 : Tous les gros coefficients sont à l’extérieur du cône d’influence.

On peut prendre l’exemple du chirp, d’équation|x|γ sin
(

1
|x|β
)

, représenté sur les figures 1.5 et 1.6

pour des paramètresβ différents. Plusβ augmente et plus les gros coefficients d’ondelette sont éloignés
du cône d’influence au-dessus de zero. C’est pour cette raison que l’estimation est moins bonne pour
β = 2.9 (estimation à 0.137 pour 0.3) que pourβ = 0.9 (estimation à 0.21 pour 0.3).

Notons que puisqu’il n’y a que de petits coefficients dans le cône d’influence, on s’attendait à estimer un
exposant de Hölder plus grand queγ. Le fait que l’on obtienne des valeurs plus faibles est dû au mauvais
alignement des logarithmes des coefficients d’ondelette comme on peut le constater sur les figures 1.5 et
1.6 en bas à gauche. La pente de la droite de régression n’a pasde sens ici.

H2 : La régression ne converge pas.
On peut construire un signal tel que la régression ne converge pas. Par exemple, prenons un signal pour
lequel les coefficients d’ondelette vérifientn1 échelles en2−j(α1+ 1

2
) puis2n1 échelles en2−j(α2+ 1

2
) puis

4n1 échelles en2−j(α1+ 1
2
), etc... Dans ces conditions, la pente de la régression ne converge pas avecn

et l’exposant estimé va osciller entreα1 etα2. Cet exemple est illustré sur la figure 1.7.

H3 : La régression converge mais pas vers la bonne valeur.

Pour présenter ce cas, on construit un signal tel que ses échelles impaires vérifient|Cj,k| = 2−j(α1+ 1
2
) et

les paires|Cj,k| = cte.2−j(α2+ 1
2
). On illustre le résultat obtenu avecα1 = 0.2 etα2 = 0.7 sur la figure

1.8.

On note que pour ces trois exemples, la méthode d’oscillation donne de meilleurs résultats.

On décrit dans les sections 1.2.3 et 1.2.4 le moyen d’améliorer les résultats lorsque les conditionsH1,
H2 et H3 ne sont pas vérifiées.

1.2.3 Régression des Wavelet Leaders

On présente maintenant une autre technique d’estimation très similaire à la précédente et basée sur les
Wavelet leaders [Jafar]. Cette méthode permet théoriquement de bien estimer la régularité même lorsque
la conditionH1 n’est pas vérifiée. On va comparer ce raffinement à la méthode décrite précédemment
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Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.20849
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FIG. 1.5: Estimation de la régularité d’un Chirp, d’équation|x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec iciγ = 0.3

etβ = 0.9 (un signal de 4096 points). En haut à gauche Chirp, et à droiteun zoom autour de
zéro. Deuxième ligne à gauche, estimation de la fonction de Hölder obtenue par une estimation
de l’exposant en chaque point par la méthodeRCO. Deuxième ligne au milieu, zoom autour
de zero. Deuxième ligne à droite, estimation de la régularité en zero, en abscisse les échelles
et en ordonnée les logarithmes à base deux des coefficients d’ondelette (méthodeRCO). L’ex-
posant de Hölder ponctuel est estimé à 0.21 alors que la valeur théorique est de 0.3. Troisième
ligne, estimation de la fonction de Hölder obtenue par une estimation de l’exposant en chaque
point par la méthode d’oscillation. En zero, avec une base de2.1,rmin = 1 et rmax = 12,
l’exposant de Hölder est estimé à 0.2290.

en terme de construction ainsi que dans plusieurs applications numériques. Nous montrerons ainsi que
cette technique permet en pratique d’améliorer les résultats lorsque les conditionsH2 et H3 ne sont pas
vérifiées.

Un cube dyadique de l’échellej est un cube de la forme :

λ =

[
k

2j
,
k + 1

2j

[
(1.27)

End dimensions, cet intervalle est étendu en un cube dansIRd.

Dans cette section, pour plus de lisibilité, on notecλ = cj,k.

Définition 1.2.3 Les Wavelet Leaders sont

dλ = sup
λ′⊂λ

|cλ′ | (1.28)

On noteλj(t0) le cube dyadique de l’échellej contenant le pointt0 de côté2−j .
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Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.13705
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FIG. 1.6: Estimation de la régularité d’un Chirp, d’équation|x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec iciγ = 0.3

etβ = 2.9 (un signal de 4096 points). En haut à gauche Chirp, et à droiteun zoom autour de
zéro. Deuxième ligne à gauche, estimation de la fonction de Hölder obtenue par une estimation
de l’exposant en chaque point par la méthodeRCO. Deuxième ligne au milieu, zoom autour
de zero. Deuxième ligne à droite, estimation de la régularité en zero par la méthodeRCO, en
abscisse les échelles et en ordonnée les logarithmes à base deux des coefficients d’ondelette.
L’exposant de Hölder ponctuel est estimé à 0.137 alors que lavaleur théorique est de 0.3.
Troisième ligne, estimation de la fonction de Hölder obtenue par une estimation de l’exposant
en chaque point par la méthode d’oscillation. En zero, avec une base de 2.1,rmin = 1 et
rmax = 12, l’exposant de Hölder est estimé à 0.2907.

Définition 1.2.4 Deux cubes dyadiquesλ1 et λ2 sont dit adjacents si ils sont à la même échelle et si
dist(λ1, λ2) = 0. On notera qu’un cube dyadique est adjacent à lui-même. On note adj(λ1) l’ensemble
des cubes dyadiques adjacents àλ1.

Soit

dj(t0) = sup
λ′∈adj(λj(t0))

|cλ′ | (1.29)

On notera que le fait de prendre les cubes adjacents est un choix qui conditionne la largeur du cône
d’influence, dans l’exemple qui suit, pour le processus de construction, on utilisera simplement le cube
dyadique à la place des 3 cubes adjacents dans un souci de simplicité.

Le théorème suivant permet de caractériser la régularité ponctuelle par une condition sur la décroissance
dedj(t0) avecj.

Proposition 1.2.3 (S. Jaffard)

Sif ∈ Cα(t0), alors

∃c > 0,∀j ≥ 0, dj(t0) ≤ c2−(α+ 1
2
)j (1.30)
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FIG. 1.7: Signal pour lequel la régression ne converge pas avec lenombren de niveaux de
décomposition. A gauche en haut, signal de 4096 points. A droite en haut, logarithme des
coefficients d’ondelette en fonction de l’échelle pour un signal du même type mais de 16000
points. Au milieu, la régularité estimée va osciller selonn entre les deux valeursα1 et α2.
Ici, α1 = 0.2 etα2 = 0.8. On applique l’estimation sur le signal de 4096 points, ce qui nous
donne avec la méthode d’oscillation une moyenne de 0.2419 pour la fonction de Hölder (en
bas à gauche) et pour la méthodeRCO la valeur 0.844 en chaque point (en bas à droite). On
rappelle que la valeur théorique est 0.2.

Réciproquement, si l’équation 1.30 est vérifié, et sif est uniformément Hölderienne, alorsf appartient
àCα

log(t0).

On adapte maintenant l’estimateur de la section précédenteen remplaçant dans la régression les coeffi-
cients d’ondelette au dessus det0 par les Wavelet Leaders.

Construction :

Les coefficients qui vont compter dans la régression ne vont par conséquent pas être les mêmes que
précédemment. Un exemple est donné sur la figure 1.9. Une grille dyadique est schématisée. Cette grille
contient les coefficients d’ondelette du signal considéré.Le coefficient des basses fréquence est en haut
et ceux des hautes fréquences sont juste "au-dessus" du signal. Considérons le point du signal encadré,
l’exemple décrit ici va porter sur l’analyse de la régularité en ce point.

• Estimation de type RCO:
Les coefficients d’ondelette concernant ce point sont notéA, B, C etD. Chacun de ces coeffi-
cient nous donne une information sur le contenu fréquentielen ce point.A représente les basses
fréquences etD les hautes. L’estimateur de la régularité va être obtenu en régressant le logarithme
à base2 de la valeur absolue de ces coefficients en fonction de l’échelle.
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FIG. 1.8: Estimation de l’exposant de Hölder en un point d’un signal de 4096 points et de
régularité0.2 pour les échelles impaires et0.7 pour les échelles paires. La valeur théorique de
l’exposant de Hölder ponctuel est 0.2. A gauche en haut, signal. A droite, l’estimateur effectue
une moyenne malencontreuse et nous renvoie la valeur0.38 en chaque point. En bas, fonction
de Hölder obtenue par oscillations dont la moyenne vaut 0.199.

• Estimation de type Wavelet Leader:
Pour effectuer une estimation de type Wavelet Leader, le cheminement est différent. On part du
point du signal et on regarde successivement les cubes dyadiques le concernant. D’abord le cube
contenant le coefficientD. Ce coefficient est l’unique coefficient du cube dyadique de ce niveau,
donc on le conserve. On remonte ensuite d’une échelle pour considérer maintenant le cube dya-
dique contenantC (ce cube contient évidemmentD et un autre coefficient. A ce niveau on conserve
le max parmi les3 coefficients de ce cube. Supposons que lemax soit le coefficientC, c’est donc
lui que l’on conserve pour la régression. On remonte à nouveau dans les échelles afin de prendre
en compte le cube dyadique contenantB, C etD. On regarde quel est lemax des coefficients de
ce cube. Supposons que cemax soit représenté parE, alors c’estE qui va "remplacer"B dans la
régression. Ce remplacement est illustré figure 1.10.

Modification pour les Wavelets leaders

Lemme 1.2.1
En chaque pointt0 du signalX décomposé surn niveaux, par les Wavelet Leaders, on estime la régula-
rité grâce à la formule suivante :

αX
WL(n, t0) = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sj log2

[
max
λ′⊂λ

(|xλ′ |)
]

(1.31)

Définition 1.2.5
Soit f : L∞(IRd) −→ L∞(IRd)

X 7−→ Y
(1.32)

On dit quef est croissante sur les coefficients d’ondelette si pour toutcouple de coefficients d’ondelette
(xj,k, xj′,k′) deX tel quexj,k ≤ xj′,k′ alors yj,k ≤ yj′,k′ .

Lemme 1.2.2 (P. Legrand) (Conservation des lieux des "Wavelet Leaders")
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FIG. 1.9: Arbre dyadique contenant les coefficients d’ondelettedu signal considéré. Illustration
de la technique de "Wavelet Leaders" pour l’estimation de larégularité.
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FIG. 1.10: Régression au-dessus d’un point du signal. L’axe des abscisses porte les échelles.
Les ronds correspondent chacun au log2 d’un coefficient d’ondelette situé au-dessus du point
considéré. La technique de Wavelet Leader remplace dans la régression le coefficient situé
au-dessus du point par son "leader". On notera que le logarithme de la valeur absolue du
coefficient remonte au moins aussi haut que ceux des coefficients des plus hautes fréquences
(flèches noires). Les flèches claires indiquent que les coefficients peuvent remonter un peu plus
haut selon les valeurs des autres coefficients du cube dyadique.

Soit f : L∞(IRd) −→ L∞(IRd)
X 7−→ Y

(1.33)

Sif est "croissante sur les coefficients d’ondelette" alors

∀t0 ∈ IR et ∀j ∈ [1..n], argmax
(j,k),yj,k∈λj(t0)

|yj,k| = argmax
(j,k),xj,k∈λj(t0)

|xj,k| (1.34)

Preuve
Trivial.

Corollaire 1.2.1 Si f est croissante sur les coefficients d’ondelette alors :



32 Estimation de la régularité

α
f(X)
WL (n, t0) = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sj log2

[
max
λ′⊂λ

(|yλ′ |)
]

(1.35)

Remarque :Par conséquent des techniques de débruitage telles que le Hard Thresholding conservent les
lieux des wavelets leaders. Bien que l’ensemble des calculssur la variation de régularité effectués dans
la partie portant sur le débruitage utilisent une estimation de de typeRCO, le lemme 1.2.2 nous permet
d’obtenir immédiatement les résultats équivalents avec latechnique d’estimation par "Wavelet Leaders".

Applications

La précédente méthode d’estimation fonctionnait bien lorsque les trois propriétésH1,H2 et H3 étaient
vérifiées. L’apport des Wavelet Leaders permet de s’affranchir deH1 d’un point de vue théorique puisque
la considération de l’ensemble des coefficients du cube dyadique et des cubes dyadiques adjacents permet
de récupérer certains gros coefficients d’ondelette. On illustre cet apport en reprenant l’exemple du chirp.
On rappelle sur les figures 1.11 à 1.14 les résultats obtenus sur ce signal avec les méthodesRCO et par
oscillation. Ces résultats sont désormais complétés par ceux obtenus par l’estimation par régression des
Wavelet Leaders. Cette méthode permet d’améliorer la simple régressionRCO sur ce signal bien qu’ici
on ne prenne que le cube dyadique et pas les cubes adjacents. On constate les bons alignements des
logarithmes des coefficients intervenant dans la régression sur les figures 1.12 et 1.14 ce qui indique que
la régression à un sens ici.

On applique ensuite ce raffinement de la méthode aux autres signaux pour lesquels l’estimation de type
RCO ne donnait pas de bons résultats. On commence par un signal pour lequel la régression ne converge
pas. Pour illustrer ceci, on reprend le signal que l’on a présenté précédemment qui ne vérifie pasH2
(figures 1.7 et 1.15). Le raffinement grâce au Wavelet Leaderspermet d’améliorer l’estimation de la
régularité dans certains cas mais pas toujours.

De la même manière, la méthode de Wavelet Leader peut améliorer l’estimation lorsque la régression ne
converge pas vers la bonne valeur (la conditionH3 n’est pas vérifiée). La méthode de Wavelet Leader
améliore l’estimation (figures 1.8 et 1.16) puisqu’on passed’une régularité estimée à 0.38 par la méthode
RCO à une régularité estimée à 0.19 (rappelons que la valeur théorique est 0.2 pour ce signal en chaque
point).

1.2.4 Régressions de type limite inférieure et limite supérieure

La définition de l’exposant de Hölder ponctuel comporte une limite inférieure plutôt qu’une limite, ce
qui permet à cet exposant d’être toujours défini même si la limite n’existe pas. C’est pour cette raison que
nous proposons maintenant un type de régression qui sous certaines conditions nous permet d’atteindre
la limite inférieure ou la limite supérieure. Cette technique nous permet de résoudre certains problèmes
rencontrés par notre estimateur sur des signaux du type décrit dans la section 1.2.2.

Principes des méthodes de régression limite inférieure et limite supérieure

Soit (lj)j≥1 une suite arbitraire de nombres réels, et on noteuj =
lj
j

. On définit,∀n ≥ 1 :

E0
n = {1, . . . , n} (1.36)

L0
n = {l1, . . . , ln} (1.37)

Soient(a0
n, b

0
n) les paramètres de la régression linéaire classique (moindres carrés) deL0

n en fonction
deE0

n, c’est à dire les réels qui minimisent
∑n

j=1(lj − aj − b)2 sur tous les couples(a, b). On note :



1.2 Estimation de la régularité locale 33

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

−0.1 −0.08 −0.06 −0.04 −0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

FIG. 1.11: Estimation de la régularité d’un Chirp, d’équation|x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec iciγ = 0.3

etβ = 0.9 (un signal de 4096 points). Rappel des résultats obtenus et ajout de l’estimation par
Wavelet Leaders. En haut à gauche Chirp, et à droite un zoom autour de zéro. Deuxième ligne,
estimation de la fonction de Hölder obtenue par une estimation de l’exposant en chaque point
respectivement par les méthodesRCO, Wavelet leaders et oscillation. Troisième ligne, zoom
autour de zero. En zero, les estimations de l’exposant de Hölder sont 0.21 parRCO, 0.2177
par Wavelet Leaders et 0.2290 par oscillation alors que la valeur théorique est de 0.3.

(a0
n, b

0
n) = Reg(E0

n, L
0
n) (1.38)

Soit :

E1
n = {j ∈ E0

n, lj ≥ a0
nj + b0n} (1.39)

L1
n = {lj , j ∈ E1

n} (1.40)

(a1
n, b

1
n) = Reg(E1

n, L
1
n) (1.41)

Récursivement on obtient pour touti = 2, . . . Nn (avecNn le premier index tel que#ENn+1
n < 2) :

Ei
n = {j ∈ Ei−1

n , lj ≥ ai−1
n j + bi−1

n } (1.42)

Li
n = {lj , j ∈ Ei

n} (1.43)

(ai
n, b

i
n) = Reg(Ei

n, L
i
n) (1.44)
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Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.20849
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FIG. 1.12: Estimation de la régularité en zero d’un chirp d’équation |x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec ici

γ = 0.3 et β = 0.9. Régression des logarithmes des coefficients d’ondelette en fonction de
l’échelle "au dessus" de zero à gauche. Régression des Wavelets Leaders à droite. La régression
des Wavelet Leader a un sens car ils vérifient un bon alignement. Les estimations obtenues sont
0.21 parRCO et 0.2177 par Wavelet Leaders.

L’interpretation géométrique de la série(ai
n, b

i
n) est simple. A la première étape, on conserve pour obtenir

(E1
n, L

1
n) tous les points qui sont situés au-dessus de la droite de régression deL0

n en fonction deE0
n. On

construit ensuite la régression deL1
n en fonction deE1

n pour obtenir(a1
n, b

1
n) et ainsi de suite jusqu’à ce

qu’il ne reste plus qu’un point au-dessus de la droite de régression.

La pente de la régression limite inférieure est alors donnéepar aNn
n . La méthode est similaire pour la

limite supérieure à ceci près qu’on conserve les points situés au-dessous de la droite de régression. Le
domaine de validité de cette méthode est en cours d’étude.

Applications

On applique cette nouvelle méthode de régression aux signaux qui mettaient en échec l’estimateur
de la régularité de typeRCO dans la section 1.2.2. On reprend tout d’abord l’exemple du Chirp. On
rappelle que pour ce signalH1 n’est pas vérifiée. La régression de type limite inférieure n’améliore pas
nécessairement l’estimation de la régularité en zero (voirfigures 1.17 et 1.18).

On montre sur la figure 1.19 comment cette méthode permet de résoudre le problème rencontré
lorsque la conditionH2 n’est pas vérifiée. De la même manière, cette technique compense les difficultés
d’une régression ne convergeant pas, c’est à dire lorsque laconditionH3 n’est pas vérifiée (voir figure
1.20).
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FIG. 1.13: Estimation de la régularité d’un Chirp, d’équation|x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec iciγ = 0.3

etβ = 2.9 (un signal de 4096 points). Rappel des résultats obtenus et ajout de l’estimation par
Wavelet Leaders. En haut à gauche Chirp, et à droite un zoom autour de zéro. Deuxième ligne,
estimation de la fonction de Hölder obtenue par une estimation de l’exposant en chaque point
respectivement par les méthodesRCO, Wavelet leaders et oscillation. Troisième ligne, zoom
autour de zero. En zero, les estimations de l’exposant de Hölder sont 0.137 parRCO, 0.286
par Wavelet Leaders et 0.2907 par oscillation alors que la valeur théorique est de 0.3.
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FIG. 1.14: Estimation de la régularité en zero d’un chirp d’équation |x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec ici

γ = 0.3 et β = 2.9. Régression des logarithmes des coefficients d’ondelette en fonction de
l’échelle "au dessus" de zero à gauche. Régression des Wavelets Leaders à droite. La régression
des Wavelet Leader a un sens car ils vérifient un bon alignement. Les estimations obtenues sont
0.137 parRCO et 0.286 par Wavelet Leaders.
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   linear
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Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.84406
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FIG. 1.15: Estimation de la régularité d’un signal dont la régression ne converge pas. En haut
à gauche, logarithme des coefficients d’ondelette en fonction de l’échelle au-dessus d’un point.
En haut à droite, avec l’estimation de type Wavelet Leader, tout va se passer comme si les
coefficients avaient cette forme. A gauche 2eme ligne : régression de typeRCO, estimation à
0.11 au lieu de 0.2. A droite 2eme ligne : régression de type Wavelet leader, estimation à 0.19 au
lieu de 0.2. A gauche 3eme ligne, illustration de la non-convergence avec la méthode deRCO
en enlevant une partie des échelles. A droite 3eme ligne, illustration de la non-convergence
également avec la méthode de Wavelet Leaders. Nous avons effectué la régression comme si
nous ne disposions plus d’autant d’échelles afin de montrer que la pente de la régression ne
tend pas vers une valeur limite. 4eme ligne, estimation en unpoint (l’estimation est identique
en chaque autre point) du signal de 4096 points par les méthodesRCO et Wavelet Leaders.
Les régularités estimées sont respectivement 0.844 et 0.871 au lieu de 0.2.



1.2 Estimation de la régularité locale 37

0 2 4 6 8 10 12
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0
Estimated Pointwise Holder Exponent = 0.38182
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FIG. 1.16: Estimation de la régularité d’un signal ayant "deux régularités". La valeur théo-
rique de l’exposant pour ce signal est de 0.2. A gauche : régression de typeRCO estimant la
régularité à 0.38. A droite : régression de type Wavelet leader. Comme on peut le constater,
les coefficients comptant dans la régression ne sont plus lesmêmes ce qui nous donne un esti-
mateur à 0.193 et améliore ainsi l’estimation. On rappelle que par oscillations, on obtient en
moyenne 0.199.
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FIG. 1.17: Estimation de la régularité en zero d’un chirp d’équation |x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec ici

γ = 0.3 et β = 0.9. En haut à gauche : estimation par la méthodeRCO au point zero. A
droite : estimation par la méthodeRCO avec une régression de type limite inférieure au point
zero. L’exposant de Hölder est estimé à 0.20 alors que l’on obtenait 0.21 par la régression
linéaire aux moindres carrés. Rappelons que la valeur théorique est 0.3. En bas, les fonctions
de Hölder obtenues, par régression linéaire au moindres carrés à gauche et par régression de
type limite inférieure à droite.
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FIG. 1.18: Estimation de la régularité en zero d’un chirp d’équation |x|γ sin
(

1
|x|β
)

avec ici

γ = 0.3 et β = 2.9. En haut à gauche : estimation par la méthodeRCO au point zero. A
droite : estimation par la méthodeRCO avec une régression de type limite inférieure au point
zero. L’exposant de Hölder est estimé à 0.33 alors que l’on obtenait 0.137 par la régression
linéaire aux moindres carrés. Rappelons que la valeur théorique est 0.3. En bas, les fonctions
de Hölder obtenues, par régression linéaire au moindres carrés à gauche et par régression de
type limite inférieure à droite.
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FIG. 1.19: Estimation de la régularité d’un signal ayant "deux régularités". A gauche : régres-
sion de type limite inférieure. A droite : régression de typelimite supérieure. L’exposant de
Hölder est estimé à 0.2 qui est la valeur théorique.
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FIG. 1.20: Estimation de la régularité d’un signal dont la régression ne converge pas. A
gauche : régression de type limite inférieure. A droite : régression de type limite supérieure.
Quelque soit le nombre d’échelle dont on dispose, la régression de type limite inférieure estime
parfaitement l’exposant de Hölder à sa valeur théorique de 0.2.
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1.2.5 Comparaison des méthodes d’estimation sur des signaux usuels

Dans cette section, nous allons comparer de manière intensive les méthodes d’estimationRCO,
"Wavelet leaders" et par oscillation sur des signaux déterministes et stochastiques. Les signaux que nous
utilisons sont desfonctions de Weierstrass généralisées, desfbm, desmbmet desgifs.

Signaux deterministes

Avant de commencer notre étude intensive, on montre juste quelques exemples sur une fonction de
Weierstrass déterministe de régularité 0.5 et sur deux fonctions de Weierstrass généralisées déterministes
(voir théorème 1.1.3).

Fonction de Weierstrass

On construit une fonction de Weierstrass déterministe pourlaquelle on prescrit un exposant de Hölder
de0.5 (figure 1.21). On estime ensuite la régularité par les méthodes de typeRCO et Wavelet Leaders
(WL).
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FIG. 1.21: A gauche en haut : Fonction de Weierstrass de 4096 points et de régularité0.5.
A droite en haut : Estimation de la régularité d’une fonctionde Weierstrass de 4096 points
et de régularité0.5 par la technique RCO. A gauche en bas : Estimation de la régularité
d’une fonction de Weierstrass de 4096 points et de régularité 0.5 par la technique de "Wavelet
Leaders". A droite en bas, méthode d’oscillation.

La technique de Wavelet leaders donne un meilleur résultat en terme de variance sur cet exemple mais
présente un biais supérieur à l’autre méthode.

Fonction de Weierstrass généralisée

On génère une fonction de Weierstrass déterministe de4096 points telle que l’exposant de Hölder soit
de0.2 sur la première moitié des points et0.8 sur l’autre moitié (figure 1.22).

La technique de Wavelet leaders donne ici encore un meilleurrésultat en terme de variance sur cet
exemple. Le biais est plus faible que pour l’autre méthode lorsque l’exposant estimé est petit et est
supérieur lorsque l’exposant est grand.

On construit maintenant une fonction de Weierstrass avec une régularité évoluant linéairement en fonc-
tion du temps (figure 1.23). Les conclusions sur la variance sont les mêmes pour cet exemple.

Generalized Iterated Function System (GIFS)

On construit des signaux déterministes : GIFS (GeneralizedIterated Function System) ayant les régula-
rités prescrites (et constantes) H=[0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9]. On représente sur la figure 1.24
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FIG. 1.22: A gauche en haut : Fonction de Weierstrass généraliséede 4096 points, de régularité
0.2 et 0.8 par morceaux. A droite en haut : Estimation de la régularité d’une fonction de
Weierstrass généralisée de 4096 points, de régularité0.2 et0.8 par morceaux, par la technique
RCO. En bas à gauche : Estimation de la régularité d’une fonctionde Weierstrass généralisée
de 4096 points, de régularité0.2 et0.8 par morceaux, par la technique de "Wavelet Leaders".
En bas à droite estimation par oscillations.

quatres signaux GIFS ayant respectivement pour régularité0.1, 0.4, 0.7 et 0.9. Voir [VD96] et [DVM98]
pour plus de renseignements sur les GIFS.

On applique à tous ces signaux les 3 méthodes d’estimation dela régularité présentées dans ce chapitre,
RCO, "Wavelet Leaders" (WL) et par oscillations (OSC). On obtient pour chacune des régularités pres-
crites trois fonctions de Hölder. On a regroupé dans les tableaux 1.1 et 1.2 les moyennes de ces fonctions
de Hölder ainsi que leur écart type pour les méthodes RCO, WL et OSC après une optimisation des
paramètres des méthodes d’estimation. Rappelons que les paramètres des méthodes d’estimation sont
l’échelle de début et l’échelle de fin pour les méthodes RCO etWL et l’évolution de la dimension des
boules de calcul de l’oscillation pour la méthode OSC. On aurait pu aussi effectuer une optimisation
sur l’ondelette de décomposition pour les méthodes RCO et WLmais ce travail n’a pas été effectué ici.
Notons simplement que l’ondelette utilisée est une ondelette de Daubechies 10. Le premier tableau (1.1)
correspond à une minimisation du biais||H − Ĥ||2 avecĤ l’estimation de la régularité prescrite (voir
figure 1.25) alors que le second (1.2) correspond à une minimisation du risque||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2
(voir figure 1.26). Comme on peut le constater, pour la méthode RCO, les paramètres minimisant le biais
sont aussi ceux qui minimisent le risque, ce qui explique queles courbes de gauche pour la figure 1.25
et la figure 1.26 soient identiques ainsi que les 2 premières colonnes des tables 1.1 et 1.2.

On construit ensuite un GIFS dont la régularité augmente linéairement avec le temps et un dont la régu-
larité évolue sinusoïdalement (voir figure 1.27).

Comme précédemment, on optimise les paramètres des méthodes d’estimation afin d’obtenir le biais le
plus faible possible. Les résultats sont regroupés dans le tableau 1.3 et illustrés sur les figures 1.28 et
1.29.
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FIG. 1.23: A gauche en haut : Fonction de Weierstrass généraliséede 4096 points, de régu-
larité h(t) = t. En haut à droite : Estimation de la régularité d’une fonction de Weierstrass
généralisée de 4096 points, de régularitéh(t) = t, par la techniqueRCO. En bas à gauche :
Estimation de la régularité d’une fonction de Weierstrass généralisée de 4096 points, de ré-
gularité h(t) = t, par la technique de "Wavelet Leaders". En bas à droite, estimation par
oscillation.

GIFS BIAIS

H RCO W L Osc

mean H std H mean H std H mean H std H
0.1 0.12282 0.061597 0.10115 0.11156 0.18158 0.12013
0.2 0.12576 0.028903 0.21194 0.13156 0.25476 0.1696
0.3 0.19943 0.018422 0.31637 0.14888 0.3334 0.22517
0.4 0.3697 0.035326 0.37873 0.14319 0.41577 0.27186
0.5 0.52539 0.091539 0.45433 0.10708 0.50782 0.30788
0.6 0.62531 0.0829 0.5778 0.11573 0.60125 0.33662
0.7 0.7251 0.094101 0.70151 0.1924 0.68937 0.35407
0.8 0.81019 0.089174 0.78691 0.25948 0.76652 0.35602
0.9 0.88856 0.097333 0.88373 0.28979 0.83487 0.36149

TAB . 1.1: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité constante. On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régula-
rité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ce tableau donne
les valeurs des moyennes et des écarts type de ces fonctions de Hölder en fonction de la régula-
rité et de la méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on
effectue l’estimation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé
les échelles 1 à 10 (biais=0.1386, risque=0.3571). Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL),
on a utilisé les échelles 4 à 7 (biais=0.0623, risque=0.5967). Pour la méthode d’estimation par
oscillations, on a utilisé une base de 3 et les "rayons" 4 à 5 (biais=0.1287, risque=0.9997). Ce
tableau correspond à la figure 1.25.
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FIG. 1.24: Exemples de signaux déterministes : GIFS avec une régularité constante. En haut à
gauche : signal de régularité 0.1. En haut à droite : signal derégularité 0.4. En bas à gauche :
signal de régularité 0.7. En bas à droite : signal de régularité 0.9.
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FIG. 1.25: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité constante. On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régula-
rité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. On a optimisé le
nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimationafin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2.
Pour la méthode de RCO , on a utilisé les échelles 1 à 10. Pour laméthode "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 4 à 7. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé
une base de 3 et les "rayons" 4 à 5. En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée
estimation de la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut
à gauche, méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas méthode OSC.

GIFS RISQUE

H RCO W L Osc

mean H std H mean H std H mean H std H
0.1 0.12282 0.061597 0.11353 0.014085 0.20751 0.022935
0.2 0.12576 0.028903 0.22044 0.016068 0.27147 0.028353
0.3 0.19943 0.018422 0.31823 0.015539 0.34573 0.034769
0.4 0.3697 0.035326 0.016228 0.016228 0.4259 0.042194
0.5 0.52539 0.091539 0.4819 0.021329 0.50737 0.051604
0.6 0.62531 0.0829 0.56695 0.031718 0.59124 0.062522
0.7 0.7251 0.094101 0.66768 0.040941 0.67269 0.074123
0.8 0.81019 0.089174 0.75792 0.049951 0.74858 0.086958
0.9 0.88856 0.097333 0.84085 0.058072 0.81618 0.10236

TAB . 1.2: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité constante. On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régula-
rité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ce tableau donne
les valeurs des moyennes et des écarts type de ces fonctions de Hölder en fonction de la régu-
larité et de la méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles
on effectue l’estimation afin de minimiser lerisque||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode
RCO , on a utilisé les échelles 1 à 10 (biais=0.1386, risque=0.3571, identique au précédent
tableau puisque on retrouve les mêmes paramètres d’estimation par optimisation). Pour la mé-
thode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 10(biais=0.0931, risque=0.1929).
Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utiliséune base de 3 et les "rayons" 1 à 7
(biais=0.1731, risque=0.3587). Ce tableau correspond à lafigure 1.26.
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FIG. 1.26: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité constante. On a généré 9 GIFS
présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estimation de la ré-
gularité, ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. On a opti-
misé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation afin de minimiser lerisque
||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode RCO , on a utilisé les échelles 1 à 10 (résultat
identique à celui obtenu lors de la minimisation du biais). Pour la méthode "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 1 à 10. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé
une base de 3 et les "rayons" 1 à 7. En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée
estimation de la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut
à gauche, méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas méthode OSC.
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FIG. 1.27: Exemples de signaux déterministes : GIFS avec une régularité augmentant linéai-
rement avec le temps et une régularité évoluant sinusoïdalement.
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GIFS

H RCO W L Osc

Biais Biais Biais
H(t) = t 8.1182 5.2321 5.0616

H(t) = 0.9 sin(4πt)/2 + .5 8.2133 7.1607 7.7064

TAB . 1.3: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité évoluant de manière linéaire ou
sinusoïdale au cours du temps. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce qui
nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ce tableau donne les valeurs
du biais et du risque en fonction de la méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre
d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. GIFS
linéaires: Pour la méthode de RCO , on a utilisé les échelles 1 à 10. Pour la méthode "Wavelet
Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 10. Pour la méthode d’estimation par oscillations,
on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 5 à 8.GIFS sinusoïdaux: Pour la méthode de
RCO , on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour la méthode "WaveletLeaders" (WL), on a utilisé
les échelles 1 à 12. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8
et les "rayons" 0 à 7. Ce tableau correspond aux figures 1.28 et1.29.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

FIG. 1.28: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité évoluant de manière linéaire. On
applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce qui nous renvoie pour le signal trois
fonctions de Hölder. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation
afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode de RCO , on a utilisé les échelles 1 à
10. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 10. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 5 à 8. En abscisse,
les points du signal. En ordonnée, la régularité estimée. Enpointillés, la régularité théorique.
En haut à gauche, méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas méthode OSC.
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FIG. 1.29: Signaux déterministes : GIFS avec une régularité évoluant de manière sinusoïdale.
On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, cequi nous renvoie pour le signal
trois fonctions de Hölder. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’es-
timation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode de RCO , on a utilisé les
échelles 1 à 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 0 à 7. En
abscisse, les points du signal. En ordonnée, la régularité estimée. En pointillés, la régularité
théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas méthode
OSC.
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Signaux stochastiques

Mouvement Brownien Fractionnaire

Le mouvement Brownien Fractionnaire (FBM) a été introduit par Kolmogorov en 1940 dans un
cadre Hilbertien [Kol40]. Ce sont B. Mandelbrot et J. Van Ness qui ont popularisé le FBM en montrant
sa pertinence pour la modélisation de phénomènes naturels tels que la finance ou l’hydrologie [MN68].
Pour des travaux plus récents, voir le livre de Samorodnitsky et Taqqu [ST94] et celui de J. Beran [Ber94].

Nous avons généré 10 réalisations de mouvements Browniens fractionnaires pour des régularités pres-
crites (et constantes) allant de 0.1 à 0.9 soit 90 signaux. (On a représenté sur la figure 1.30 un FBM de
régularité 0.2 et un FBM de régularité 0.5).
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FIG. 1.30: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité constante. A gauche, signal de
régularité 0.2. A droite, signal de régularité 0.5.

On applique ensuite les 3 méthodes d’estimation de la régularité puis on concatène les fonction de Höl-
der estimées des signaux ayant la même régularité, ce qui nous renvoie pour chacune des régularités
prescrites trois fonctions de Hölder. On a regroupé dans lestableaux 1.4 et 1.5 les moyennes de ces fonc-
tions de Hölder ainsi que leur écart type pour les méthodes RCO, WL et OSC après une optimisation
des paramètres des méthodes d’estimation. Le premier tableau correspond à une minimisation du biais
||H − Ĥ||2 avecH = [.1, .2, .3, .4, .5, .6, .7, .8, .9] la régularité prescrite et̂H son estimation (voir figure
1.31) alors que le second correspond à une minimisation du risque||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2 (voir figure
1.32).

Mouvement Brownien multifractionnaire (MBM)
et fonctions de Weierstrass généralisées stochastiques (GWEI)

Nous poursuivons notre étude sur des mouvements Browniens multifractionnaires (MBM) et sur des
fonctions de Weirstrass généralisées (GWEI). Pour les fonctions de Weierstrass généralisées, voir le théo-
rème 1.1.3 dans la première partie de ce chapitre. Le mouvement Brownien Multifractionnaire est une
extension du mouvement Brownien Fractionnaire de paramètreH au cas oùH n’est plus une constante
mais une fonction de l’index de temps du processus. On peut ainsi modéliser des processus continus
non stationnaires. De plusH(t) et 2 − H(t) sont, pour toutt, presque sûrement, l’exposant de Hölder
et les dimensions de boîtes et de Hausdorff locales au pointt. Des travaux récents fournissent une large
étude de ces signaux (voir [PV95], [AV99], [AV00] et [Aya02]. Du point de vue de l’estimation de la
régularité, il existe des méthodes d’estimation paramétrique spécialement adaptées au FBM et au MBM
(voir [AV04], [BBCI00], [BCI98], [Coe00], [GL89] et [IL97]).

On a représenté sur la figure 1.33 quatre réalisations différentes d’un MBM avec une régularité prescrite
sinusoïdale et sur la figure 1.34 quatre réalisations d’une fonction de Weierstrass généralisée avec la
même régularité prescrite sinusoïdale.

On effectue dix réalisations de MBM dont la régularité augmente linéairement au cours du temps et
dix autres dont la régularité évolue sinusoïdalement. De lamême manière, on construit dix fonctions
de Weierstrass généralisées dont la régularité augmente linéairement au cours du temps et dix autres
dont la régularité évolue sinusoïdalement. On applique surces signaux les trois méthodes d’estimation
de la régularité. Grace au processus d’optimisation sur leséchelles décrit précédemment, on obtient les
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FBM BIAIS

H RCO W L OSC

mean H std H mean H std H mean H std H
0.1 0.020379 0.25589 0.10863 0.22468 0.19456 0.050368
0.2 0.18611 0.22843 0.14664 0.30863 0.26518 0.060929
0.3 0.29255 0.25527 0.31473 0.32432 0.35343 0.073864
0.4 0.36586 0.27786 0.38112 0.38797 0.40611 0.089018
0.5 0.52057 0.25886 0.50989 0.35614 0.52788 0.11197
0.6 0.62581 0.275 0.65518 0.35092 0.61354 0.12212
0.7 0.77971 0.28991 0.73151 0.40398 0.70659 0.16377
0.8 0.88899 0.31565 0.84864 0.45299 0.8058 0.17344
0.9 1.002 0.30953 0.9229 0.52544 0.85666 0.17877

TAB . 1.4: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité constante. On a généré 10 réalisa-
tions de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estimation
de la régularité puis on concatène les fonctions de Hölder estimées, ce qui nous renvoie pour
chacune des régularités prescrites trois fonctions de Hölder. Ce tableau donne les valeurs des
moyennes et des écarts type de ces fonctions de Hölder en fonction de la régularité et de la
méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue
l’estimation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé les
échelles 4 à 11 (biais=0.1831, risque=1.009). Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on
a utilisé les échelles 1 à 4 (biais=0.1026, risque=1.2409).Pour la méthode d’estimation par
oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 3 à 7(biais=0.1378, risque=0.5065).
Ce tableau correspond à la figure 1.31.

résultats des tableaux 1.6 et 1.7 respectivement pour la minimisation du biais et la minimisation du risque.
Ces résultats sont illustrés sur les figures 1.35 à 1.42.

1.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un outil mathématique d’analyse fractale, l’exposant de Höl-
der. Autour de cet objet s’est développée une branche récente de l’analyse de la régularité des signaux,
l’analyse de la régularité Hölderienne. C’est dans ce cadreque nous avons détaillé trois méthodes d’es-
timation de la régularité. la première, notée OSC consiste en un calcul d’oscillations autour du point
considéré, les deux suivantes, notées RCO et WL et découlantde deux théorèmes de Stéphane Jaffard,
sont très similaires et à base de régression de coefficients d’ondelettes.

L’implementation des trois méthodes présentées et une étude numérique qualitative ont montré le
bon comportement de ces méthodes en général sur l’ensemble des signaux traités. Plus précisément,
l’estimation par le biais des wavelet Leaders supplante l’autre méthode à base d’ondelette dans la plupart
des cas. Ces méthodes donnent de meilleurs résultats que l’oscillation sur les fonctions de Weierstrass et
les GIFS. Ce résultat peut s’expliquer par la structure de ces objets, en effet, les fonctions de Weierstrass
sont pratiquement définies par leurs coefficients d’ondelette et les GIFS par des rapports de coefficients
d’ondelette. Si on considère le reste des signaux, la méthode d’oscillation fournit les meilleurs résultats.
Il est bon de noter que ces signaux, les FBM et les MBM, sont de plus en plus utilisés pour modéliser
des phénomènes naturels ([Man97b], [Ber94], [Man97a] en finances et [VR97] pour la modélisation du
traffic) et notamment dans le cadre de l’application qui nousintéresse, à savoir le frottement entre un
pneumatique et une chaussée [KH00].

Ces résultats nous inviteraient donc à utiliser la méthode d’oscillation pour la suite de notre étude
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FIG. 1.31: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité constante. On a généré 10 réali-
sations de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estima-
tion de la régularité puis on concatène les fonctions de Hölder estimées, ce qui nous renvoie
pour chacune des régularités prescrites trois fonctions deHölder. On a optimisé le nombre
d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour
la méthode RCO, on a utilisé les échelles 4 à 11. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL),
on a utilisé les échelles 1 à 4. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une
base de 2.8 et les "rayons" 3 à 7. En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée
estimation de la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut
à gauche, méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas méthode OSC.

puisqu’elle semble adaptée à l’analyse des profils routiersde part ses bons résultats sur les FBM, mais
cette technique présente un point négatif : la difficulté de modifier la régularité d’un signal en utilisant ce
schéma d’estimation. Dans la suite de ce document, plus précisément dans le chapitre consacré au débrui-
tage, nous allons nous attacher à modifier la régularité des signaux bruités. C’est pour cette raison que
nous allons estimer la régularité à partir des coefficients d’ondelette. Dans un souci de clarté de l’exposé,
on préférera utiliser la régression RCO dans les chapitres consacrés à l’interpolation et au débruitage.
On gardera à l’esprit que les résultats que nous donnerons sur la régularité et sur les convergences dans
le chapitre sur le débruitage sont valides avec l’estimation raffinée par les "Wavelet Leaders" d’après le
lemme 1.2.2.

On peut ajouter que l’étude des régressions des logarithmesdes coefficients d’ondelette et le souci de
raffiner les méthodes d’estimation nous ont permis de commencer à développer une nouvelle technique
générale de régression qui, sous certaines conditions, nous permet d’atteindre la limite inférieure (ou la
limite supérieure) d’un nuage de points.
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FBM RISQUE

H RCO W L Osc

mean H std H mean H std H mean H std H
0.1 0.020251 0.13171 0.019328 0.070383 0.19335 0.038272
0.2 0.14698 0.14306 0.16339 0.071761 0.26193 0.045673
0.3 0.31158 0.12569 0.29894 0.074412 0.34769 0.052647
0.4 0.37487 0.13536 0.37531 0.088823 0.39742 0.063024
0.5 0.52906 0.13739 0.5282 0.095763 0.50823 0.077101
0.6 0.64144 0.12156 0.64043 0.084312 0.58743 0.080335
0.7 0.78331 0.13205 0.77699 0.10727 0.6926 0.10053
0.8 0.8863 0.16325 0.89636 0.12587 0.77411 0.12066
0.9 0.98946 0.15184 0.98189 0.12962 0.82644 0.12871

TAB . 1.5: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité constante. On a généré 10 réalisa-
tions de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 à 0.9. On applique les 3 méthodes d’estimation
de la régularité puis on concatène les fonctions de Hölder estimées, ce qui nous renvoie pour
chacune des régularités prescrites trois fonctions de Hölder. Ce tableau donne les valeurs des
moyennes et des écarts type de ces fonctions de Hölder en fonction de la régularité et de la
méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue
l’estimation afin de minimiser lerisque ||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode de RCO,
on a utilisé les échelles 1 à 12 (biais=0.1868, risque=0.6024). Pour la méthode "Wavelet Lea-
ders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 11 (biais=0.1811, risque=0.4709). Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 2 à 8 (biais=0.1456,
risque=0.3984). Ce tableau correspond à la figure 1.32.
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FIG. 1.32: Signaux stochastiques : FBM avec une régularité constante. On a généré 10
réalisations de 9 FBM présentant des régularité de 0.1 à 0.9.On applique les 3 méthodes
d’estimation de la régularité puis on concatène les fonctions de Hölder estimées, ce qui
nous renvoie pour chacune des régularités prescrites troisfonctions de Hölder. On a opti-
misé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation afin de minimiser lerisque
||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour la
méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à11. Pour la méthode d’estima-
tion par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les "rayons" 2 à 8. En abscisse, régularité
du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régularité avec les barres d’erreur. En
pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthodeRCO. En haut à droite méthode WL.
En bas méthode OSC. En abscisse, régularité du signal en toutpoint, en ordonnée estimation
de la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

FIG. 1.33: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité évoluant sinusoïdalement. Quatre
réalisations différentes.



52 Estimation de la régularité

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−6

−4

−2

0

2

4

6

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

FIG. 1.34: Signaux stochastiques : fonction de Weierstrass Généralisée avec une régularité
évoluant sinusoïdalement. Quatre réalisations différentes.

MBM BIAIS

H RCO W L Osc

Biais Risque Biais Risque Biais Risque
H(t) = t 18.6598 41.9594 16.3121 33.9622 5.1866 12.0468

H(t) = 0.9 sin(4πt)/2 + .5 7.7671 17.6551 8.3865 23.1346 2.29 7.1266

GWEI Stochastique

H W S W L Osc

Biais Risque Biais Risque Biais Risque
H(t) = t 2.7331 10.1174 4.6011 9.9301 4.9404 12.1542

H(t) = 0.9 sin(4πt)/2 + .5 2.7615 12.0380 1.4883 6.3786 2.6172 8.3072

TAB . 1.6: Signaux stochastiques : MBM et Weierstrass généralisées avec une régularité évo-
luant linéairement ou sinusoïdalement au cours du temps. Ona généré 10 MBM de chaque type.
On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, cequi nous renvoie pour chacun des
signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite moyennées selon les 10 réalisa-
tions. Ce tableau donne les valeurs du biais (||H−Ĥ||2) et du risque (||H−Ĥ||2+||std(Ĥ)||2)
en fonction de la méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre d’échelles sur les-
quelles on effectue l’estimation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. MBM LINEAIRES :
Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 7 à 11. Pour la méthode "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 7 à 11. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a uti-
lisé une base de 2.2 et les échelles 2 à 5.MBM SINUSOÏDAUX : Pour la méthode de RCO, on
a utilisé les échelles 1 à 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles
6 à 12. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.1 et les rayons
4 à 11.GWEI LINEAIRES : Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour la
méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à11. Pour la méthode d’estimation
par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les rayons 5 à8. GWEI SINUSOÏDALES :
Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 2 à 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders"
(WL), on a utilisé les échelles 1 à 11. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a
utilisé une base de 2.4 et les rayons 5 à 9. Ce tableau correspond aux figures 1.35 à 1.38.



1.3 Conclusion 53

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

FIG. 1.35: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité évoluant linéairement. On a gé-
néré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation
afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 7 à
11. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 7 à 11. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.2 et les rayons 2 à 5. En abscisse, régu-
larité du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régularité avec les barres d’erreur.
En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à droite méthode
WL. En bas, méthode OSC.
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FIG. 1.36: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité évoluant sinusoïdalement. On a
généré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation
afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 1 à 12.
Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 6 à 12. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.1 et les rayons 4 à 11. En abscisse,
régularité du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régularité avec les barres
d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à droite
méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FIG. 1.37: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée avec une régularité évoluant linéai-
rement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce
qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite
moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisé le nombred’échelles sur lesquelles on ef-
fectue l’estimation afin de minimiser lebiais ||H−Ĥ||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé les
échelles 1 à 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 11. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les rayons 5 à 8. En
abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.



56 Estimation de la régularité

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

FIG. 1.38: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée avec une régularité évoluant sinu-
soïdalement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité,
ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont en-
suite moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on
effectue l’estimation afin de minimiser lebiais ||H − Ĥ||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé
les échelles 2 à 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 11.
Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utiliséune base de 2.4 et les rayons 5 à 9.
En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnéeestimation de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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MBM RISQUE

H RCO W L Osc

Biais Risque Biais Risque Biais Risque
H(t) = t 22.2299 30.2447 19.4629 30.4854 5.5482 10.4190

H(t) = 0.9 sin(4πt)/2 + .5 7.7671 17.6551 10.5043 17.6931 2.7091 7.0012

GWEI

H W S W L Osc

Biais Risque Biais Risque Biais Risque
H(t) = t 2.7331 10.1174 4.6011 9.9301 5.7668 11.0797

H(t) = 0.9 sin(4πt)/2 + .5 2.7615 12.0380 1.4883 6.3786 3.2751 8.2378

TAB . 1.7: Signaux stochastiques : MBM et Weierstrass généralisées avec une régularité évo-
luant linéairement ou sinusoïdalement au cours du temps. Ona généré 10 MBM de chaque type.
On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, cequi nous renvoie pour chacun des
signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite moyennées selon les 10 réalisa-
tions. Ce tableau donne les valeurs du biais (||H−Ĥ||2) et du risque (||H−Ĥ||2+||std(Ĥ)||2)
en fonction de la méthode d’estimation choisie. On a optimisé le nombre d’échelles sur les-
quelles on effectue l’estimation afin de minimiser lerisque ||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. MBM
LINEAIRES : Pour la méthode RCO, on a utilisé les échelles 2 à 11. Pour la méthode "Wavelet
Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 5 à 11. Pour la méthode d’estimation par oscillations,
on a utilisé une base de 2.1 et les rayons 1 à 7.MBM SINUSOÏDAUX : Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour la méthode "WaveletLeaders" (WL), on a utilisé les
échelles 1 à 12. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.1 et
les rayons 3 à 11.GWEI LINEAIRES : Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 1 à
12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 11. Pour la méthode
d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8 et les rayons 3 à 8.GWEI SINUSOÏ-
DALES : Pour la méthode de RCO, on a utilisé les échelles 2 à 12. Pour laméthode "Wavelet
Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 11. Pour la méthode d’estimation par oscillations,
on a utilisé une base de 2.5 et les rayons 4 à 9. Ce tableau correspond aux figures 1.39 à 1.42.
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FIG. 1.39: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité évoluant linéairement. On a gé-
néré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation
afin de minimiser lerisque ||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode RCO, on a utilisé les
échelles 2 à 11. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 5 à 11. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.1 et les rayons 1 à 7. En
abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FIG. 1.40: Signaux stochastiques : MBM avec une régularité évoluant sinusoïdalement. On a
généré 10 MBM. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité, ce qui nous renvoie
pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont ensuite moyennées selon
les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles on effectue l’estimation
afin de minimiser lerisque||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode de RCO, on a utilisé les
échelles 1 à 12. Pour la méthode "Wavelet Leaders" (WL), on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour
la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.1 et les rayons 3 à 11. En
abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée estimation de la régularité avec les
barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche, méthode RCO. En haut à
droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FIG. 1.41: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée avec une régularité évoluant li-
néairement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité,
ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont en-
suite moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles
on effectue l’estimation afin de minimiser lerisque||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 1 à 12. Pour la méthode "WaveletLeaders" (WL), on a utilisé
les échelles 1 à 11. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.8
et les rayons 3 à 8. En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée estimation de
la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche,
méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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FIG. 1.42: Signaux stochastiques : Weierstrass généralisée avec une régularité évoluant sinu-
soïdalement. On a généré 10 signaux. On applique les 3 méthodes d’estimation de la régularité,
ce qui nous renvoie pour chacun des signaux trois fonctions de Hölder. Ces fonctions sont en-
suite moyennées selon les 10 réalisations. On a optimisé le nombre d’échelles sur lesquelles
on effectue l’estimation afin de minimiser lerisque||H − Ĥ||2 + ||std(Ĥ)||2. Pour la méthode
RCO, on a utilisé les échelles 2 à 12. Pour la méthode "WaveletLeaders" (WL), on a utilisé
les échelles 1 à 11. Pour la méthode d’estimation par oscillations, on a utilisé une base de 2.5
et les rayons 4 à 9. En abscisse, régularité du signal en tout point, en ordonnée estimation de
la régularité avec les barres d’erreur. En pointillé, le résultat théorique. En haut à gauche,
méthode RCO. En haut à droite méthode WL. En bas, méthode OSC.
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On considère le problème de l’interpolation d’un signal dans IRd connu à une certaine résolution.
On suppose que le signal appartient à une classe de signaux caractérisée par des contraintes sur la
régularité locale, qui peuvent être traduites par un certain comportement inter-échelles des coefficients
d’ondelette. Ces contraintes permettent de prédire les coefficients de l’échellen+ 1 à partir de ceux des
échelles précédentes. Nous donnons quelques propriétés decette technique d’interpolation, concernant
en particulier la régularité Höldérienne du signal raffiné et son comportement asymptotique. Les résul-
tats théoriques et numériques montrent que notre méthode permet d’obtenir des signaux ou des images
interpolés de bonne qualité. En particulier, l’aspect visuel de régularité ou d’irrégularité est respecté
après interpolation.

Ce chapitre a fait l’objet de deux publications en congrès internationaux avec comité de lecture et actes :

– [LV03a] P. Legrand, J. Lévy Véhel, "local regularity-based interpolation", WAVELET X, Part
of SPIE’s Symposium on Optical Science and Technology, San Diego, CA, August 3-8, 2003,
proceedings of SPIE Vol. 5207.

– [LV03c] P. Legrand, J. Lévy Véhel, "Interpolation de signaux par conservation de la régularité
Hölderienne", GRETSI03, 19 th GRETSI Symposium on Signal and Image Processing, Paris,
September 8-11, 2003.

2.1 Introduction

Une préoccupation courante en traitement du signal et des images est l’obtention de données échantil-
lonnées avec la meilleure résolution possible. A l’étape d’acquisition, la résolution est limitée par divers
facteurs, tels que les propriétés physiques du capteur ou lecoût. Il est donc utile de mettre au point des
méthodes permettant d’améliorer la résolution après l’acquisition. Un cas favorable est celui où l’on dis-
pose de plusieurs signaux de faible résolution se recouvrant partiellement. L’interpolation (aussi appelée
super-résolutiondans ce contexte) consiste alors à combiner ces multiples signaux basse résolution afin
de former un signal haute résolution.

Dans le cas général, cependant, on ne dispose que d’un signalpour l’interpolation. Une approche natu-
relle consiste alors à compléter les informations issues dusignal basse résolution par des connaissances
a priori.

Diverses approches ont été proposées dans ce cadre. On peut grossièrement les séparer en deux types.
Dans le premier, on suppose que le signal appartient à une certaine classe fonctionnelle. Par exemple, on
admet que le signal original est à bande limitée, ou bien à support compact, . . . . Ces hypothèses imposent
des contraintes sur l’interpolation qui, en pratique, est souvent obtenue en minimisant une fonction de
coût composée de deux termes : le premier assure le fait que lesignal reconstruit à haute résolution est
compatible avec les données observées à basse résolution. Le second terme correspond à l’informationa
priori d’appartenance à la classe considérée. Parmi les très nombreux travaux qui suivent cette approche,
citons [DS89, Fer94, Pap75, SS82, SP61, YW82].

Le deuxième type d’approche constitue un nouveau paradigme, que l’on pourrait qualifier decontextuel.
Il a été proposé récemment dans des travaux provenant de communautés diverses (vision par ordinateur,
informatique graphique, IA)[CP99, BK01, FJP01]. Il découle de l’observation du fait que la plupart des
méthodes classiques ont tendance à trop lisser les signaux dès que l’on atteint de fort taux d’interpolation
(i.e. plus grand que 4). Les méthodes contextuelles essaient de remédier à ce problème en utilisant une
technique "d’apprentissage local" : le système commence par créer une base de données en "apprenant "
les caractéristiques locales de signaux pris dans une classe donnée, à laquelle on suppose que le signal à
interpoler appartient aussi. Il utilise ensuite cette information pour calculer l’interpolation, en comparant
les caractéristiques locales du signal à celle de la base de données. L’hypothèse sous-jacente est que
des voisinages, dans les signaux de la même classe, qui se ressemblent à la résolutionn, devraient se
ressembler à la résolutionn+ 1.
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La plupart des techniques développées jusqu’à maintenant souffrent d’un certain nombre de problèmes
communs : le signal interpolé est souvent trop lisse, mais ilarrive aussi parfois que trop de détails soient
ajoutés, en particulier dans des régions régulières. De plus, la création de détails n’est pas bien contrô-
lée, et on ne peut en général prévoir quel sera l’aspect du signal haute résolution. Enfin, les propriétés
théoriques de la méthode sont rarement connues.

Nous proposons une nouvelle méthode d’interpolation dont la caractéristique principale est de conserver
l’aspect visuel aussi bien des régions lisses que des régions irrégulières (e.g. ruptures ou textures). Notre
outil principal est l’analyse de la régularité locale : nouscommençons par définir une mesure de cette
régularité locale qui rend raisonnablement compte de l’aspect visuel tout en étant aisément manipulable
mathématiquement. Cette mesure correspond, à quelques restrictions techniques près, à la notion d’ex-
posant de Hölder. Il a été montré que les exposants de Hölder correspondent à une notion intuitive de la
régularité pour les images et les signaux 1D [Veh95].

Afin de contrôler l’interpolation et d’obtenir une implementation simple, nous avons besoin de supposer
que le signal appartient à une certaine classe de signaux, qui est assez générale. Cette hypothèse permet
d’estimer facilement l’exposant de Hölder à partir des coefficients d’ondelette, et assure de plus que cet
exposant permet de prédire de façon pertinente les coefficients des échelles plus fines.

Notre méthode permet alors de contrôler à la fois la régularité du signal interpolé et l’erreur de recons-
truction. Ces deux propriétés sont importantes en pratique: la régularité détermine l’apparence visuelle
de l’information ajoutée (c’est à dire le contenu hautes fréquences), et la convergence de l’interpolation
signifie que l’information ajoutée n’est pas trop différente de la réalité.

Nous expliquons maintenant heuristiquement le principe denotre méthode. SoitX le signal d’entrée et
xj,k ses coefficients d’ondelette, oùj correspond aux échelles etk à la position. Si un signal a la régularité

α au pointt, alors ses coefficients d’ondelettexj,k(j,t) "au-dessus" det sont bornés parc2−j(α+ 1
2
)) où c

est une constante (voir chapitre 1) :

∀j = 1 . . . n, |xj,k(j,t)| ≤ c2−j(α+ 1
2
)

On rappelle que l’exposantα mesure la régularité dans le sens suivant :α > 1 traduit un signal lisse,
tandis queα ∈]0, 1[ signifie que le signal est continu et non differentiable ent. Si le signal est discontinu
ent mais borné, alorsα = 0.

Ainsi, si nous souhaitons préserver la régularité, nous devons imposer le coefficient d’ondelette au dessus
det à l’échelle super-résoluen+ 1 de telle sorte que|xn+1,k(n+1,t)| ≤ C2−(n+1)(α+ 1

2
).

2.2 Méthode

SoitX le signal original, etXn = (xn
1 , . . . x

n
2n) son échantillonnage sur les2n points(tn1 , . . . t

n
2n).

Soitψ une ondelette telle que la famille{ψj,k}j,k forme une base orthonormale deL2. Soientxj,k les
coefficients d’ondelette deX. Pourk = 1 . . . 2n, on considère le pointt = tnk etxj,k(j,t) les coefficients
d’ondelette situés "au-dessus" de lui, i.e.

k(j, t) = ⌊(t+ 1)2j+1−n⌋

Soitαn(t) + 1
2 la pente de la régression de type limite inférieure du vecteur (log(x1,k(1,t), . . . xn,k(n,t)))

selon(−1, . . . ,−n) (voir [VL04] et le chapitre 1.2 section 1.2.4 sur l’estimation pour les régressions de

type limite inférieure). Lorsquen tend vers l’infini,αn(t)+ 1
2 tend vers la limite inférieure de

log dn,k(n,t)

−n
.

Ce nombreαn(t) a été considéré dans la littérature [Mey97] sous le nom d’exposant deweak scaling,
et notéβw. Il s’agit d’une mesure de la régularité locale comme nous l’avons exposé dans le chapitre 1
définition 1.2.2.

On rappelle que lorsque les exposants de Hölder localαl et ponctuelαp deX ent coïncident1, alorsβw

1Rappelons queαX
l (t) = inf{α : ∃δ > 0, X ∈ Cα([t − δ, t + δ])} et queαX

p (t) = liminf h→0
log |X(t+h)−Pt(h)|

log |h| , où

Pt est un polynôme de degré inférieur ou égal à⌊αX
p (t)⌋
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est aussi égal à leur valeur commune (voir [VS04]). Dans la suite nous supposerons que nous sommes
dans cette configuration.

En d’autres termes, on considère que notre signal appartient à la classeS définie de la manière suivante :

S = {X ∈ L2(IR),∀t ∈ IR, αp(t) = αl(t)}

La classeS contient de nombreux signaux et images "usuels", comme par exemple :

• Les signaux infiniment lisses (i.e. dansC∞)

• Les signaux à irrégularités isolées du type
∑

n∈IN |t− tn|γn , avectn ∈ IR, γn ∈ IR+.

• Un grand nombre de signaux partout irréguliers, tels que la fonction de Weierstrass

W (t) =
∑

n∈IN

2−nh sin(2nt), h ∈ (0, 1) (2.1)

Par contre, les signaux de type "chirp", de la forme|t|γ sin(1/|t|β), γ > 0, β > 0 ne sont pas dansS.

Si X ∈ S, alors en chaque pointt, les "plus gros" coefficients d’ondelette sont situés au-dessus det
dans le sens suivant. Considérons une suitexj,k de coefficients telle quek2−j tend verst. Alors, siX
appartient àS,

liminf j→∞
log |xj,k|

−j ≥ liminf j→∞
log |xj,k(j,t)|

−j (2.2)

Pour réaliser l’interpolation, on effectue au-dessus de chaque pointt la régression des coefficients d’on-
delette en fonction de l’échelle. Les paramètres de cette régression permettent de construire le coefficient
extrapolé. Après reconstruction, on obtient ainsi le signal "super-résolu". Dans un souci de simplicité
pour la suite de l’exposé, on effectue une régression simple(de type "RCO") telle qu’elle est décrite dans
le chapitre 1 section 1.2.2 sans faire appel au raffinement présenté dans la section 1.2.4 pour obtenir la
limite inférieure.

2.3 Construction des coefficients extrapolés

Comme nous venons de l’évoquer, on procède en plusieurs étapes ; tout d’abord on effectue une transfor-
mée en ondelette discrètes du signal que l’on souhaite étendre, puis on regarde comment se comportent
les différents coefficients concernant chacun des points dusignal. En effet, on sait que pour estimer la
régularité d’un signal en un point, on effectue la régression des logarithmes des valeurs absolues des
coefficients situés au-dessus de ce point en fonction de l’échelle (voir chapitre 1). La pente de cette ré-
gression nous donne alors l’information souhaitée sur la régularité (voir figure 2.1). Ensuite on construit
un nouveau coefficient d’ondelette tel que le logarithme de sa valeur absolue soit situé sur la droite de
régression (ainsi on conserve la régularité en ce point). Enfin on reconstruit le signal ainsi modifié. On
peut ensuite réitérer la méthode pour créer le nombre souhaité de niveaux.

2.3.1 Coordonnées du point ajouté

Lemme 2.3.1
A la positionn + 1, le point de la droite de régression linéaire deLi = [y1, ..., yn] en fonction de
V = [1, ..., n] a pour ordonnée :

yn+1 =
2

n(n− 1)

n∑

j=1

yj(3j − n− 2) (2.3)
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FIG. 2.1: Régression au-dessus d’un point du signal. L’axe des abscisses porte les échelles.
Les ronds correspondent chacun au log2 d’un coefficient d’ondelette situé au-dessus du point
considéré. Le point de droite est celui qui a été extrapolé.

Preuve
SoientV = [1, ..., n] etLi = [y1, ..., yn], la pente de la régression linéaire deLi selonS est donnée par
la formule suivante :

pente=
cov(Li, V )

var(V )

Or

var(V ) =
n(n+ 1)

12

et

cov(Li, V ) =
1

n− 1
〈(Li − Li)(V − V )〉 =

1

n− 1

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
yj

avecLi la moyenne deLi etV la moyenne deV .

Par conséquent, la pente de cette régression est donnée par

pente=
12

n(n2 − 1)

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
yj

Notre méthode consiste à ajouter un point sur la droite de régression, donc on ne change pas la pente de
cette dernière. En ajoutantyn+1 la pente est conservée donc :

cov(Li, V )

var(V )
=
cov(Li, V )

var(V )

avecV = [1, ..., n + 1] etLi = [y1, ..., yn+1]

D’où

12

n(n+ 1)(n + 2)

n+1∑

j=1

(j − n+ 2

2
)yj =

12

n(n2 − 1)

n∑

j=1

(j − n+ 1

2
)yj (2.4)

Par conséquent,

yn+1 =
2

n(n− 1)

n∑

j=1

yj(3j − n− 2)

Corollaire 2.3.1
Par le processus d’interpolation proposé, le coefficient d’ondelette ajouté au dessus du pointx0 à
l’échellen+ 1 vérifie :
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log2 |x̃n+1,k| =
2

n(n− 1)

n∑

j=1

log2 |xj,k|(3j − n− 2) (2.5)

Preuve
On applique simplement le théorème précédent aux logarithmes des coefficients d’ondelette au des-

sus du point considéré.

On a donc ajouté un coefficient d’ondelette à l’échellen + 1 dont le logarithme de la valeur absolue est
sur la droite de régression. Par conséquent, on peut écrire :

|x̃n+1,k| = K̃n+1,k2
−(n+1)β̃n,k (2.6)

avecβ̃n,k la pente de la régression linéaire etlog2

(
K̃n+1,k

)
l’ordonnée à l’origine.

D’après 2.5 et 2.6, on obtient l’expression deK̃n+1,k :

K̃n+1,k = 2

2
n(n−1)

"
nP

j=1
log2 |xj,k|(3j−n−2)

#
+(n+1) ˜βn,k

(2.7)

Proposition 2.3.1
L’ordonnée à l’origine de la pente de régression n’évolue pas avec le nombre de niveaux ajouté.

K̃n+m,k = K̃n+1,k ∀m ≥ 1 (2.8)

Preuve Puisque l’on ajoute des points sur la droite de régression, on ne modifie ni sa pente ni son
ordonnée à l’origine.

2.3.2 Choix algorithmiques

La contrainte de régularité vérifiée par le coefficient d’ondelette ajouté ne s’applique qu’à sa valeur
absolue, ce qui laisse une indétermination de signe pourx̃n+1,k. On a donc le choix lors de la construction
des échelles supplémentaires. Une étude qualitative nous aamené à attribuer le signe du coefficient père.

Le choix de l’ondelette est relativement important. On peutchoisir des ondelettes interpolatrices même
si elles donnent en général un moins bon résultat à l’estimation. Pour les résultats 1D que nous pré-
sentons en fin de chapitre, nous avons choisi ce type d’ondelette qui nous permet de mieux visualiser
les mécanismes de la méthode puisque les points ajoutés viennent s’intégrer exactement entre les points
d’origine. En ce qui concerne l’expérimentation sur les images, on choisit des ondelettes de Daubechies
qui nous donnent un résultat plus esthétique.

2.4 Régularité et propriétés asymptotiques

Nous donnons maintenant quelques propriétés théoriques denotre méthode d’interpolation.

On noteCη l’espace de Hölder d’exposantη, et Bs
p,q l’espace de Besov d’exposants(s, p, q). Nous

ferons souvent référence aux espaces de Besov car ces espaces donnent une description de la régularité
des fonctions qui leur appartiennent. De plus, les espaces de Besov admettent une caractérisation par les
coefficients d’ondelette. Avant de donner les résultats théoriques de notre méthode d’interpolation, on
rappelle la définition et quelques propriétés des espaces deBesov. Pour un exposé plus complet sur les
espaces de Besov, voir [Nik75], [Pee75], [VP88] ou [VL93]. Pour définir les espace de Besov, on doit
rappeler le r-module de régularité.
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Définition 2.4.1 SoitX une fonction de[0, 1] dansIR. Soit∆(r)
h X =

r∑
k=0

(
r
k

)
(−1)kX(t+ kh).

Le r-module de régularité deX dansLp[0, 1] est

wr,p(X;h) = ||∆(r)
h X||Lp[0,1−rh] (2.9)

Définition 2.4.2 La semi-norme de Besov d’index(s, p, q) est définie pourr > s par

|X|Bs
p,q

=

(∫ 1

0

(
wr,p(X;h)

hs

)q dh

h

) 1
q

si q <∞ (2.10)

et par |X|Bs
p,q

= sup
0<h<1

wr,p(X;h)

hs
si q = ∞ (2.11)

Définition 2.4.3 X ∈ Bs
p,q siX ∈ Lp[0, 1] et si |X|Bs

p,q
est finie.

Nous allons utiliser une définition à partir des coefficientsd’ondelette qui est équivalente à la précédente
sous certaines conditions sur la régularité de l’ondelette(voir chapitres 8 et 9 de [HKPT98]) .

Définition 2.4.4

X ∈ Bs
p,q si




2j−1∑

k

|αk|p



1
p

+




∞∑

j=1


2

j
“
s+ 1

2
− 1

p

”



2j−1∑

k

|xj,k|p



1
p




q


1
q

est finie (2.12)

avecαk =
∫
X(t)φk(t)dt et xj,k =

∫
X(t)ψj,k(t)dt. φ etψ étant respectivement l’ondelette "père" et

l’ondelette "mère" etφk(t) = φ(t− k) pour k ∈ ZZ etψj,k(t) = 2
j

2ψ(2jt− k).

Proposition 2.4.1 (Inclusions d’espaces de Besov)

Soients > 0, 1 ≤ p ≤ p′ ≤ ∞ et1 ≤ q ≤ q′ ≤ ∞, alors :

• Bs
p,q ⊂ Bs

p,q′

• Bk
p,1 ⊂ Bk

p,∞ pour toutk entier positif.

• Bs
p,q ⊂ Bs′

p′,q si s′ − 1
p′ ≤ s− 1

p
.

• Bs
p,q ⊂ C(IR) si s > 1

p
.

Nous allons maintenant donner les propriétés théoriques denotre méthode d’interpolation. Pour un signal
X, on noteXn le signal échantillonné sur2n points,X̃n+m le signal interpolé surm niveaux etX̃n+∞
sur une infinité de niveaux.

Théorème 2.4.1SiX ∈ Cα alors

‖ X − X̃n+m ‖2
2≤
(
c2

2

)
1

22α − 1
2−2αn +

K̂n

22β̂n − 1
2−2β̂nn − K̂n

22β̂n − 1
2−2β̂n(n+m) (2.13)

avec(K̂n+1, β̂n) le couple tel que :

K̂n+12
−2j(β̂n+ 1

2
) = max

( eKn+1,k ,β̃n,k)

[
K̃n+1,k2

−2j(β̃n,k+ 1
2
)
]

(2.14)
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Preuve
Par inégalité triangulaire, on a :

‖ X − X̃n+m ‖2
2≤‖ X −Xn ‖2

2 + ‖ Xn − X̃n+m ‖2
2 (2.15)

Première étape:

‖ X −Xn ‖2
2=

∞∑

j=n+1

2j−1∑

k=1

x2
j,k ≤

∞∑

j=n+1

2j−1∑

k=1

c2.2−2j(α+ 1
2
) (2.16)

‖ X −Xn ‖2
2≤

c2

2

∞∑

j=n+1

2−2jα (2.17)

‖ X −Xn ‖2
2≤

c2

2

2−2αn

22α − 1
(2.18)

Seconde étape:

‖ Xn − X̃n+m ‖2
2=

n+m∑

j=n+1

2j−1∑

k=1

x̃2
j,k =

n+m∑

j=n+1

2j−1∑

k=1

K̃n+1,k2
−2j(β̃n,k+ 1

2
) (2.19)

Soit (K̂n+1, β̂n) le couple tel que :

K̂n+12
−2j(β̂n+ 1

2
) = max

( eKn+1,k ,β̃n,k)

[
K̃n+1,k2

−2j(β̃n,k+ 1
2
)
]

(2.20)

Par conséquent on a :

‖ Xn − X̃n+m ‖2
2≤ K̂n+1

n+m∑

j=n+1

2−2jβ̂n (2.21)

D’où

‖ Xn − X̃n+m ‖2
2≤ K̂n

2−2β̂nn − 2−β̂n(n+m)

22β̂n − 1
(2.22)

Troisième étape:

‖ X − X̃n+m ‖2
2≤
(
c2

2

)
1

22α − 1
2−2αn +

K̂n

22β̂n − 1
2−2β̂nn − K̂n

22β̂n − 1
2−2β̂n(n+m) (2.23)

Corollaire 2.4.1 SiX ∈ Cα alors, quelque soit le nombre d’échellesm ajoutées :

‖ X − X̃n+m ‖2
2≤
(
c2

2

)
1

22α − 1
2−2αn +

K̂n

22β̂n − 1
2−2β̂nn (2.24)

Corollaire 2.4.2 SiX ∈ Cα alors :

‖ X − X̃n+∞ ‖2
2≤
(
c2

2

)
1

22α − 1
2−2αn +

K̂n

22β̂n − 1
2−2β̂nn (2.25)
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Lemme 2.4.1 Soitt ∈ [tn2p+1, t
n
2p+2] etX ∈ Cα, alors

α
eXn+m(t) = β̃n(tn2p+1) (2.26)

Preuve
Tous les pointst situés dans cet intervalle ont au-dessus d’eux les mêmes coefficients d’ondelettes à
partir de l’échellen.

Proposition 2.4.2 Soit X un signal deCη pour un η > 0. Alors, pour toutε > 0, il existeN tel

que pour toutn > N , tout p et tout t ∈ (tnp , t
n
p+1), α

X̃n
p (t) = αX̃n

l (t) ∈ [β − ε, β + ε], où β =
min(βw(tnl ), βw(tnl+1)).

Ainsi, l’interpolation conserve la régularité locale du signal : une zone lisse (resp. irrégulière) reste lisse
(resp. irrégulière) après sur-échantillonnage. D’autre part, l’erreur entre le signal interpolé et le "vrai"
signal tend vers 0 à une vitesse qui dépend de la régularité globale deX.

2.5 Résultats numériques

2.5.1 Résultats en une dimension

On a construit sur la figure 2.2 un signal tel que, à une échellej, les coefficients d’ondelette vérifient
xj,k = εj,k.2

−jα avec iciα = 0.8 avec lesεj,k uniformément distribués dans−1, 1. On a ensuite appliqué
l’algorithme sur le signal ce qui nous a permis d’obtenir la figure centrale après avoir effectué un zoom.
Après avoir itéré5 fois la méthode, on a obtenu la figure de droite.
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FIG. 2.2: A gauche : On a construit un signal tel que, à une échellej, les coefficientsxj,k =
εj,k.2

−jα. Ici α = 0.8. Au milieu : Zoom : Signal original en bleu, signal extrapoléen rouge
(une itération). A droite : Zoom : Signal original en bleu, signal extrapolé en noir (5 itérations).

On présente maintenant les résultats obtenus sur un step (figure 2.3) puis sur une fonction de Weierstrass
généralisée (figure 2.4). Cette dernière a la particularitéde voir sa régularité augmenter avec le temps.
L’utilisation de ce signal synthétique va nous servir à montrer le bon comportement de notre algorithme.
En effet la figure 2.4 illustre parfaitement la conservationlocale de la régularité.

Enfin, pour conclure nos résultats sur les signaux en une dimension, on applique la méthode sur un signal
réel en l’occurrence un profil routier (voir chapitre 7).

2.5.2 Interpolation d’images

La méthode que nous proposons donne aussi de bon résultats endeux dimensions. On présente l’inter-
polation d’un détail de l’image de Lena sur la figure 2.6.

Le dernier exemple est une image représentant une porte japonaise, dont un détail est zoomé par un
facteur 8. Notre méthode est comparée à une interpolation bicubique (figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10). On
peut remarquer que, par rapport à notre méthode, l’interpolation bicubique induit plus de perturbations
le long des contours, tout en lissant trop l’image dans certaines zones.
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FIG. 2.3: Interpolation d’une marche (de32 points à1024 points). A gauche : signal d’entrée.
Au milieu, interpolation linéaire. A droite : interpolation Hölderienne. Notons que la marche
n’est pas modifiée par notre technique d’interpolation.

2.6 Conclusion

Nous avons élaboré une méthode d’interpolation pour les signaux 1D et pour les images qui permet de
conserver la régularité Hölderienne en chaque point. On a montré que l’on pouvait majorer l’erreur entre
le signal interpolé sur un nombrem de niveaux et le "vrai" signal continu par une quantité qui tend vers
zero avecn (le logarithme à base 2 du nombre de points du signal discret de départ) et que l’on conservait
bien la régularité.

Cette méthode, à base d’ondelettes, est très simple à mettreen oeuvre d’un point de vue algorith-
mique. Les résultats obtenus au cours des applications numériques illustrent bien la propriété de conser-
vation de la régularité. En particulier, le traitement sur les images, même avec un grand nombre d’inter-
polations donne un résultat esthétique très convenable et supérieur aux techniques usuelles et classiques
d’interpolation (bicubique).

Nous appliquerons cette technique dans la partie consacréeà l’étude fractale de profils routiers et
à l’adhérence pour compenser les limites d’acquisition d’un capteur. Nous montrerons ainsi l’intéret de
cette méthode pour le traitement de signaux 1D réels.
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FIG. 2.4: Haut-gauche : fonction de Weierstrass généralisée de régularité h(t) = t, basse
résolution. Haut-milieu : interpolation linéaire. Haut-droite : interpolation Hölderienne. Bas-
gauche : Zoom d’une partie irrégulière, interpolation en pointillés. Bas-milieu : Zoom d’une
partie régulière, interpolation en pointillés. Bas-droite : fonction de Weierstrass généralisée
haute résolution. La régularité a été conservée.
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FIG. 2.5: Expérimentation sur un profil routier. Encore une fois,la régularité a été préservée.



74 Interpolation

FIG. 2.6: 4 interpolations d’un détail de Lena : interpolation bicubique (Photoshop) (haut),
interpolation Hölderienne (bas)
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FIG. 2.7: Image de porte japonaise. On a encadré en rouge la zone del’image sur laquelle
nous allons travailler par la suite.

FIG. 2.8: Détail de l’image qui va être sur-echantilloné.
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FIG. 2.9: Zoom d’un facteur 8 par interpolation bicubique.

FIG. 2.10: Zoom d’un facteur 8 par conservation de la régularité Hölderienne.



Chapitre 3

Débruitage
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3.1 Introduction

Le débruitage est une préoccupation classique en traitement du signal. Le bruit peut provenir d’une
faiblesse lors de l’acquisition des données (capteur...),de la détérioration d’un support (disque vinyl, cas-
sette...) ou d’autres facteurs (pertes lors de transmissions...). Dans le cadre de l’analyse des profils routiers
et de la modélisation du frottement, nous avons été amené à utiliser un capteur laser afin de mesurer la
micro-texture d’un échantillon de chaussée. Lors de ces campagnes d’acquisition de profils, effectuées
au Laboratoire Central des Ponts et chaussées de Nantes, nous avons effectué des mesures avec un pas
d’échantillonnage de 10 microns et d’autres, plus fines, avec un pas de 2.5 microns. Une analyse prélimi-
naire des signaux échantillonnés à 2.5 microns nous a montréqu’ils étaient bruités. Le bruit perturbant
ces signaux provient certainement du fait que l’on atteint les limites de fonctionnement du capteur. Ces
mesures constituent cependant les informations les plus fines dont on dispose, par conséquent il serait
dommage de ne pas les utiliser. Nous avons donc élaboré des méthodes de débruitage afin de compenser
les limites du capteur en essayant d’estimer les profils de chaussée réels à cet échantillonnage à partir
des données bruitées dont on dispose.

Un grand nombre de techniques a déjà été proposé pour le débruitage de signaux. Le problème se pose
de la manière suivante. On observe un signalY qui est la combinaisonF (X,B) du signal originalX et
d’un bruitB. En faisant des hypothèses sur le bruit, la structure deX et la fonctionF , on essaie de mettre
en place une méthode pour obtenir un estimateurX̂ du signal originalX qui soit optimal dans un certain
sens. La plupart du temps,B est supposé indépendant deX, et, dans le cas le plus simple, est choisi
blanc, Gaussien et centré. Les hypothèses surX sont presque toujours liées à sa régularité, par exemple,
X peut êtreCn par morceau, pour unn > 1, ou alorsX peut appartenir à un espace de BesovBs

p,q.
Durant les dix dernières années, les approches à base d’ondelettes [DL92, Don94, AB] ont eu un grand
succès dans le domaine du débruitage, à la fois du point de vuethéorique et du point de vue appliqué.
Sous des hypothèses classiques, il est possible de prouver que des techniques de seuillage simple sont
asymptotiquement minimax (voir suite) dans certaines situations. Les expérimentations sur des données
réelles donnent de bons résultats dans de nombreux cas. Toutefois ces méthodes ne permettent pas de
contrôler la régularité du signal débruité.

Pour notre étude, il est important de préserver la régularité du signal original. En effet, puisque les
profils routiers que nous étudions sont destinés à modéliserle frottement, il est fondamental de ne pas
trop les lisser, ni trop peu. En effet, le frottement, comme nous le montrons par la suite, dépend de
la régularité du signal et les modèles de frottement proposés relèvent aussi d’une certaine notion de la
régularité. Pour cette raison, les méthodes que nous proposons d’appliquer à l’étude du frottement offrent
un contrôle sur la régularité du signal débruité.

On développe dans ce chapitre un ensemble de techniques de débruitage basées sur la conservation
de la régularité locale. Ces techniques sont adaptées à un signalX ayant les caractéristiques suivantes :

• X est partout irrégulier
• La régularité deX peut varier très rapidement
• La fonction de Hölder deX contient une information importante

Dans l’ensemble des travaux présentés ici, on suppose que lebruit est blanc additif, centré et Gaus-
sien. De plus, on admet que l’écart type du bruitσ est connu. Dans le cas contraire, on peut estimer cette
quantité par la médiane des coefficients d’ondelettes du signal bruité au dernier niveau de décomposition
divisée par 0.6745 (voir [DJ94]).

3.1.1 Risque Minimax, taux de convergence optimal et adaptativité

Les rappels effectués dans ce paragraphe sont inspirés de l’ouvrage [HKPT98]. Une grande partie du
travail pour ce chapitre sur le débruitage a été consacré à l’étude du risque engendré par les méthodes
proposées. On rappelle donc la définition du risque avec une normeLp :
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Définition 3.1.1 SoitXn un échantillonnage deX sur2n points[t1, .., t2n ]. Le risqueLp d’un estimateur
X̂n deX basé sur l’échantillonnage[t1, .., t2n ] est défini par

E||X̂n −X||pp pour1 ≤ p <∞ (3.1)

Nous calculons ensuite le risque minimax, c’est à dire le risque généré par le "meilleur" estimateur
appartenant à une classeE que peut fournir une méthode sur le "pire" des signaux d’une classe de fonction
V fixée (typiquement une boule d’un espace fonctionnel) (voir[BH79, Sto82],...). Selon que la méthode
soit linéaire ou non, on appelle ce risque le risque linéaireminimax ou simplement le risque minimax.

Définition 3.1.2 (Risque minimax)

Le risque minimax dansLp est donné par :

Rn(V, p) = inf
X̂n∈E

sup
X∈V

E||X̂n −X||pp (3.2)

On décide queE est l’ensemble des estimateurs mesurables. SoitL ⊂ E l’ensemble des estimateurs
linéaires.

Définition 3.1.3 (Risque linéaire minimax)

Le risque linéaire minimax dansLp est donné par :

Rlin
n (V, p) = inf

X̂lin
n

sup
X∈V

E||X̂ lin
n −X||pp (3.3)

Nécessairement, le risque minimax linéaire est supérieur au risque minimax sur l’ensemble des estima-
teurs.

Rlin
n (V, p) ≥ Rn(V, p) (3.4)

Définition 3.1.4 (Taux optimal de convergence) La séquencern ≃ Rn(V, p)
1
p est appelée taux opti-

mal de convergence ou taux minimax de convergence sur la classeV pour le risqueLp. On dit qu’un
estimateurX̂n deX atteint le taux optimal de convergence si

sup
X∈V

E||X̂n −X||pp ≃ Rn(V, p) (3.5)

Cette quantité est définie à un facteur constant ou borné près.

Lorsqu’on calcule le risque minimax sur une classe de signaux, ce risque varie en fonction de la norme
Lp utilisée. Supposons que l’on se place dans la classe des espaces de BesovBs

r,q et que l’on calcule le
risque minimaxRn(V, p) (c’est à dire avec la normeLp), alors selon les valeurs der, le risque minimax
évolue (voir [DJKP96] pour les preuves et [HKPT98]).

• Si r ≥ p (zone homogène) le taux optimal est

2−
sn

2s+1 (3.6)

et les estimateurs linéaires atteignent ce taux optimal.

• Si p
2s+1 ≤ r ≤ p (zone intermédiaire) le taux optimal est encore

2−
sn

2s+1 (3.7)

et les estimateurs linéaires n’atteignent pas ce taux optimal mais atteignent

2
− (s− 1

r + 1
p)n

2(s− 1
r + 1

p)+1 (3.8)
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• Si r ≤ p
2s+1 (zone sparse), le taux optimal est :

(
n2−n

) (s− 1
r + 1

p)
2(s− 1

r + 1
p)+1 (3.9)

ce taux est plus faible que celui des deux précédents cas et dépend dep et der. Les estimateurs
linéaires n’atteignent pas le taux optimal.

Remarque 3.1.1Dans ce document, par abus de language, lorsqu’un estimateur atteint le taux de
convergence optimal, on dit de lui qu’il est minimax.

Nous avons restreint notre travail au casp = 2. Par conséquent il n’existe pas de zone sparse dans notre
étude puisques > 1

r
(pourBs

p,r ⊂ C(IR)) implique r > 2
2s+1 . Nous nous situons donc dans la zone

homogène sir ≥ 2 et dans la zone intermédiaire sir < 2. Les taux optimaux de convergence auxquels
on doit se référer pour les estimateurs linéaires sont donc :

Rn(V, 2)
1
2 = 2−

sn
2s+1 (3.10)

Rlin
n (V, 2)

1
2 = 2−

sn
2s+1 si r ≥ 2 (3.11)

Rlin
n (V, 2)

1
2 = 2

− (s− 1
r + 1

2)n

2(s− 1
r + 1

2)+1 si r < 2 (3.12)

Pour certain estimateurs, la possibilité d’atteindre le taux optimal de convergence nécessite la connais-
sance d’une information à priori sur le signal (en l’occurrence la régularité pour nous). Cette contrainte
constitue un inconvénient pour ces estimateurs. Dans le cascontraire on parle d’estimateur adaptatif.
Pour des résultats généraux sur l’adaptativité, voir entreautres les travaux de Lepskii ([Lep90], [Lep91],
[Lep92]...) et de Birgé et Massart ([BM97]). Plus précisément, soitFα une classe de fonction indexée par
un paramètreα appartenant à un espaceA donné. On noteRn(α, p) = inf

X̂

sup
X∈Fα

E||X̂ −X||pp le risque

minimax surFα pour le coûtLp.

Définition 3.1.5 estimateur adaptatif

L’estimateurX∗ est appelé estimateur adaptatif pour le coûtLp et la classe{Fα, α ∈ A} si pour
toutα ∈ A il existe une constantecα>0 telle que :

sup
X∈Fα

EX ||X∗ −X||pp ≤ cαRn(α, p) (3.13)

3.1.2 Quelques méthodes de débruitage par ondelettes

Après avoir rappelé la théorie générale, on va s’intéresseraux méthodes de débruitage par onde-
lettes. Les techniques de débruitage par ondelettes sont très populaires et les méthodes que nous avons
développées et que nous allons présenter dans la suite de la thèse sont elles aussi à base d’ondelettes.
L’idée de base du débruitage par ondelettes est la suivante.Pour un signal "structuré",X, il existe "peu"
de "gros" coefficientsxj,k et "beaucoup" de "petits" coefficients. Inversement, pour un bruit blancB,
les coefficients d’ondelettes sont uniformément distribués par définition (à condition d’utiliser une base
orthonormale d’ondelettes). Si on observeY = X+B, alors la plupart des coefficientsyj,k = xj,k +bj,k
sont faibles et quelques uns sont grands. Une idée naturellepour débruiter et obtenir un estimateurx̂j,k

de chacun des coefficientsxj,k est donc de mettre les petits coefficients à zéro et de conserver les gros
(ou les diminuer éventuellement). Nous expliquons rapidement quelques implémentations de cette idée
dans ce paragraphe inspiré de [AB] et [HKPT98].
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Il existe trois grandes classes de seuillage. Tout d’abord le seuillage local : chaque coefficient est sujet
à un seuillage indépendamment des autres coefficients. Les deux seuillages les plus connus de cette
catégorie sont le Hard et le Soft Thresholding dont on rappelle les règles de décision.

HT : x̂ = y.1|y|≥λ (3.14)

ST : x̂ = sign(y)(|y| − λ)+ (3.15)

De nombreuses variantes de ces seuillages existent. Plusieurs seuils sont envisageables (voir [AB] pour
un exposé plus complet). Si le seuil est identique pour tous les coefficients, alors on parle d’estimateur
avec seuil fixe, sinon on parle de seuillage local avec seuil variable. On donne les seuils les plus courants
et qui garantissent l’aspect minimax de ces estimateurs à unfacteurn prêt.

• Le seuil minimaxλM

λM = σ̂λ∗n

avec

λ∗n = inf
λ

sup
x

{
Rλ(x)

2−n +Roracle(x)

}

avecσ̂ l’écart type du bruit estimé,Rλ(x) = E(x̂λ(y) − x)2 etRoracle(x) le risque idéal obtenu
grace à un oracle. Les deux oracles les plus courants sont le DLP (diagonal linear projection) qui
nous indique si on doit conserver ou non un coefficient et le DLS (diagonal linear shrinker) qui
nous indique de combien on doit atténuer chaque coefficient.Les risques obtenus pour ces oracles
sont :

RDLP
oracle(x) = min(x2, 1)

RDLS
oracle(x) =

x2

x2 + 1

On ne peut utiliser le seuil minimax sous cette forme, ce seuil a été calculé (voir [DJ94]) et ses
valeurs selon le nombre de points du signal ont été regroupées dans des tables (voir [AB]).

• Le seuil universelλU = σ̂2−
n
2

√
2n

Le seuil universel est plus grand que le seuil minimax ce qui rend l’estimateur du signal original
plus lisse. Par contre ce seuil assure avec une haute probabilité que le signal nul perturbé par du
bruit sera correctement estimé à zéro. Ce résultat découle de la propriété suivante :
SiX1, ...,Xn sont i.i.d. etN(0, 1) alors,

P

(
max

1≤j≤n
|Xi|

√
2 log(n)

)
∼ 1√

π log(n)
qdn→ ∞

• Le seuil SURE
Le seuil SURE (Stein’s Unbiased Risk) est le seuil minimisant la quantité SURE :

SURE(λ,X) = S − 2.♯ {i , |Xi| ≤ λ} + [min(|Xi|, λ)]2

avecXi =
yj,k

σ̂
etS = 2j−1.

λS
j = argmin

0≤λ≤λU
j

[
SURE

(
λ,
yj,k

σ̂

)]
avecλU

j = σ̂
√

2 log(2j)
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D’autres seuils existent, notamment, certains sont obtenus par des techniques Bayesiennes (voir section
3.8.4).

Il existe une autre catégorie de seuillage, le seuillage global. Dans ce cas, un niveau entier de co-
efficient subit le même traitement (c’est à dire est conservéou non). Dans ce cadre, G. Kerkyacharian,
D. Picard et K. Tribouley ont proposé les deux seuillages suivant de forme similaire au Hard et au Soft
Thresholding respectivement :

GHT : x̂ = y.1
Sj(p)>2j−np

2
(3.16)

GST : x̂ = y.

(
Sj(p) − 2j−np

2

Sj(p)

)

+

(3.17)

avecp ≥ 1 un paramètre etS(p) une certaine statistique décrite dans [KPT96].

Enfin il existe des seuillages par blocs. Il s’agit d’une procédure intermédiaire entre le seuillage local
et le seuillage global introduite par D. Picard, G. Kerkyacharian et P. Hall. La technique consiste à diviser
les entiers en blocs ne se recouvrant pas et de longueurl. On définit le block par :

Bk = {m, (k − 1)l + 1 ≤ m ≤ k.l}, k ∈ ZZ (3.18)

On considère

bj,k =
1

l

∑

m∈Bk

x2
j,m

On estimebj,k par

b̂j,k =
1

l

∑

m∈Bk

x̂2
j,m

On effectue ensuite un seuillage sur ce coefficient pour traiter le bloc avec un seuil dec2−n (avecc une
constante paramétrant le seuil). La plupart du temps un seuillage par bloc donne de meilleurs résultats
asymptotiques qu’un seuillage local car il permet de s’affranchir du facteurn additionnel dans le taux de
convergence.

3.1.3 Structure du chapitre

Nous commençons ce chapitre par une étude préliminaire déterminant l’impact du bruit sur la régu-
larité d’un signal (section 3.2). La première méthode de débruitage proposée est leWavelet Pumping
(section 3.4) qui consiste à multiplier tous les coefficients d’ondelette d’une échellej par un même co-
efficientBj = 2−j(∆α) qui assure une augmentation contrôlée de la régularité. On propose ensuite une
extension de cette technique, ledébruitage multifractal (section 3.6). Pour cette seconde méthode, la
forme du coefficient multiplicateur n’est plus prescrite. Ce coefficient est obtenue par minimisation du
risque sous la contrainte d’obtenir en sortie la bonne régularité. Il s’agit d’une méthode très complexe
présentant certains inconvénients. Ces deux méthodes de débruitage par ondelette sont linéaires, et donc
pas toujours minimax selon l’espace de BesovBs

p,q dans lequel on se trouve (e.g. si p<2). De plus elles
sont non-adaptatives. On propose alors de marier dans la section suivante l’une de nos méthodes évo-
quée plus haut, le multifractal pumping, avec une méthode non-linéaire adaptative et simple, le Hard
Thresholding. La méthode proposée, sous le nom deWavelet Non-Linear coefficients Pumping(sec-
tion 3.7), aura ainsi l’avantage d’être adaptative en plus de contrôler la régularité du signal débruité. Pour
conclure ce chapitre sur le débruitage, on présente une méthode dedébruitage multifractal Bayesien
(section 3.8). Cette technique repose sur la connaissance de la régularité locale minimale du signal. Cette
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hypothèse se traduit sous la forme de contraintes sur le spectre multifractal du signal. Ces contraintes
sont ensuite utilisées dans un cadre Bayesien pour estimer les coefficients d’ondelette du signal origi-
nal à partir de ceux du signal perturbé par du bruit. Cette méthode est bien adaptée au traitement des
signaux irréguliers tels que les signaux (multi-)fractalset peut être utile pour le traitement de données de
turbulences, bio-médicales, sismiques ou de profils routiers comme nous le montrons par la suite.

Ce chapitre a fait l’objet de deux publications en congrès internationaux avec comité de lecture et
actes :

– [LV03b] P. Legrand, J. Lévy Véhel, "Local regularity-based image denoising", ICIP03, Barcelona,
Spain, IEEE International Conference on Image Processing,September 14-17, 2003.

– [VL03] J. Lévy Véhel, P. Legrand, "Bayesian multifractal signal denoising", ICASSP03, Hong
Kong, IEEE International Conference on Acoustics, Speech,and Signal Processing.

La plupart des méthodes de débruitage proposées dans ce document ont été implémentées dans la boîte
à outilsFracLab.
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3.2 Action du bruit sur la régularité Höldérienne d’un signal

Nous avons présenté trois estimateurs de la régularité Hölderienne dans le chapitre 1. Dans ce cha-
pitre, nous manipulons l’un d’entre eux (RCO) afin de remonter la régularité des signaux bruités. On
considère que le débruitage est équivalent à une augmentation de la régularité du signal observé. En effet,
il est généralement vrai que la régularité locale des observations bruitées est inférieure à celle du signal
original. C’est dans ce cadre que nous proposons une étude préliminaire dans cette section afin d’éva-
luer le comportement de notre estimateur lors de l’ajout de bruit sur un signal. On espère ainsi pouvoir
adapter les paramètres de nos méthodes de débruitage pour retrouver la régularité du signal original.

Dans cette section, on motive aussi l’utilisation de cet estimateur. En théorie, la régularité d’un si-
gnal bruité par un bruit blanc additif Gaussien vaut−1

2 en chaque point. Pourtant, lorsqu’on considère
un signal bruité par deux bruits de variances différentes, àrésolution finie, il existe visuellement une
différence de régularité (voir figure 3.1). L’estimateur que nous utilisons tient compte de cette différence
et estime deux régularités différentes pour ces signaux. D’autre part, si on ajoute un même bruit à deux
signaux de régularités différentes (voir figure 3.2), il existe là aussi visuellement une différence et l’es-
timateur parvient à dissocier les régularités comme nous allons le montrer dans cette section. On peut
noter que comme on le voit sur la figure 3.2, l’évolution de la régularité du signal bruité n’est pas linéaire
en fonction de la régularité de départ mais nous reviendronssur ce point.
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FIG. 3.1: Fonction de Weierstrass de régularité prescrite 0.4 (en haut à gauche) perturbée par
un bruit Gaussien additif d’écart type 0.5 (en haut à droite)et 2 (en bas à droite). Visuellement
ces signaux sont assez différents au point de vue de la régularité. L’estimateur de régularité
RCO donne respectivement les valeurs 0.4279 pour le signal original, 0.3371 pour le premier
signal bruité et 0.0269 pour le dernier signal.

3.2.1 Estimation de la régularité d’un signal bruité en un point

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, on peut estimer la régularitéαb en chacun des point du signal
bruité par la formule suivante, avecyj,k les coefficients d’ondelette du signal bruitéY obtenus par une
transformée en ondelettes discrète surn échelles,Kn = 12

(n−1)n(n+1) etsj = j − n+1
2 .

αb(n, x0) = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sj log2 |yj,k| (3.19)

On rappelle que l’on écrit l’indicek pour simplifier les notations et qu’en réalité les coefficients d’onde-
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lette au dessus dex0 vérifientk = ⌊ x0+1
2n−j+1 ⌋.

On rappelle que le modèle de bruit utilisé est un bruit blanc gaussien additif de varianceσ2. Ce qui
se traduit de la manière suivante pour les coefficients d’ondelette (on utilise des bases orthonormées
d’ondelettes).

yj,k = xj,k +
σ√
2n
zj,k (3.20)

avecxj,k les coefficients d’ondelette du signal non perturbé,yj,k les coefficients d’ondelette du signal
bruité. Les coefficients de bruitzj,k sontiid et N(0, 1) .

Dans cette section nous allons regarder l’espérance de la régularité au pointx0 du signal bruité.

E[log2 |yj,k|] = log2 |xj,k| + E

[
log2

(∣∣∣∣1 +
σ√
2n

zj,k
xj,k

∣∣∣∣
)]

(3.21)

Par conséquent, on peut faire ressortir la régularité estiméeα du signalX enx0 :

E[αb(n, x0)] = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sj log2 |xj,k| −Kn

n∑

j=1

sjE

[
log2

(∣∣∣∣1 +
σ√
2n

zj,k
xj,k

∣∣∣∣
)]

(3.22)

E[αb(n, x0)] = α(n, x0) −Kn

n∑

j=1

sjE

[
log2

(∣∣∣∣1 +
σ√
2n

zj,k
xj,k

∣∣∣∣
)]

(3.23)

Tout le travail repose sur l’évaluation de la quantitéE
[
log2

(∣∣∣1 + σ√
2n

zj,k

xj,k

∣∣∣
)]

.

Pour estimer cette quantité, nous allons utiliser le lemme 3.2.1.

Lemme 3.2.1

E[log2 |1 + a.z|] ∼ − a2

2 ln(2)
lorsquea→ 0 (3.24)

E[log2 |1 + a.z|] ∼ log2 |a| lorsquea→ ∞ (3.25)

Preuve

Lorsquea tend vers zero:

On s’interesse à la quantité

I =
1

a2 ln(2)

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
ln (|1 + az|) e− z2

2 dz +
a2

2

]
(3.26)

I =
1

a2 ln(2)

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
ln (|1 + az|) e− z2

2 dz +
1√
2π

∫ ∞

−∞

a2

2
z2e−

z2

2 dz

]
(3.27)

Car 1√
2π

∫∞
−∞ z2e−

z2

2 = 1.

I =
1

a2 ln(2)

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
ln (|1 + az|) e− z2

2 dz +
1√
2π

∫ ∞

−∞

a2

2
z2e−

z2

2 dz − 1√
2π

∫ ∞

−∞
aze−

z2

2 dz

]

(3.28)

Car 1√
2π

∫∞
−∞ ze−

z2

2 = 0.
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I =
1

a2 ln(2)

[
1√
2π

∫ ∞

−∞

[
ln (|1 + az|) +

a2

2
z2 − az

]
e−

z2

2 dz

]
(3.29)

On procède à une intégration par parties.

I =
1

a2 ln(2)
√

2π

[[
−ze− z2

2

[
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

]]+∞

−∞

]

+
1

a2 ln(2)
√

2π

[∫ ∞

−∞

[
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

]
e−

z2

2 dz

]
(3.30)

I =
1

a2 ln(2)
√

2π

∫ ∞

−∞

[
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

]
e−

z2

2 dz (3.31)

On poseu = az.

I =
1

a2 ln(2)
√

2π

∫ ∞

−∞

[
(1 + u) ln |1 + u|

a
− u

a
− u2

2a
+
u3

6a

]
u

a
e−

u2

2a2
du

a
(3.32)

On poseb = 1
a2 .

I =
1

ln(2)
√

2π

∫ ∞

−∞

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2
+
u3

6

]
ub2

√
be−

u2b
2 du (3.33)

On poseg(b, u) = b2
√
be−

u2b
2 .

lim
b→∞

g(b, u) = 0 (3.34)

On va majorer|g(b, u)| pour pouvoir appliquer le théorème de convergence dominée.

∂g

∂b
=

5

2
b

3
2 e−

u2b
2 + b

5
2 e−

u2b
2 (3.35)

Cette dérivée s’annule enb = 5
u2 . La fonctiong(b, u) est positive pourb ∈]0,∞[ avec un seul extremum

et
lim
b→0

g(b, u) = lim
b→∞

g(b, u) = 0

Par conséquent cet extremum est un maximum. Donc,

|g(b, u)| ≤ g

(
5

u2

)
=

25
√

5

|u|5 e−
5
2

On note

h(u, b) = g(u, b)

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2
+
u3

6

]
u (3.36)

la quantité sous l’intégrale 3.33.

On a : lim
b→∞

h(b, u) = 0 (3.37)

Et d’après ce qui précède,

|h(b, u)| ≤ 25
√

5

|u|5 e−
5
2

∣∣∣∣(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2
+
u3

6

∣∣∣∣ .|u| (3.38)
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Ce majorant de|h(b, u)| n’est pas integrable en l’infini et non-défini en zero. On ne peut donc pas
appliquer directement le théorème de convergence dominée.

Dans un premier temps, on prolonge cette fonction par continuité enu = 0. En effet,

(1 + u) ln |1 + u| = u+
u2

2
− u3

6
+
u4

12
+ o(u5) au voisinage de zero (3.39)

Ce qui entraîne le prolongement en zero par25
√

5
12 e−

5
2 .

Dans un second temps, nous allons nous affranchir du problème à l’infini.

Nous sommes dans le cas oùa tend vers zero alors on peut supposer quea < 1 ce qui impliqueb > 1.
Le maximum deg(b, u) est atteint enb = 5

u2 , qui sera supérieur à 1 si|u| <
√

5 et inférieur à 1 dans le
cas contraire. Donc, si|u| >

√
5, pourb ∈]1,∞[, le maximum est atteint pourb = 1.

Par conséquent,

|h(b, u)| ≤ 25
√

5
|u|5 e

− 5
2

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2 + u3

6

]
u si |u| ≤

√
5 (3.40)

≤ e−
u2

2

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2 + u3

6

]
u si |u| >

√
5 (3.41)

Par conséquent,|h(u, b)| est majorée par une fonction continue par morceau pouru ∈ IR\{0}. Cette
fonction est prolongeable par continuité enu = 0 et integrable. On peut par conséquent appliquer le
théorème de convergence dominée, ce qui nous donne :

lim
a→0

I(a) = 0 (3.42)

D’où

E[log2 |1 + az|] ∼ − a2

2 ln(2)
lorsquea tend vers zero (3.43)

Lorsquea tend vers l’infini:

On considère l’intégrale suivante,

V =
1√

2π ln(2)

∫ ∞

−∞
ln |1 + az|e− z2

2 dz − ln(a)

ln(2)
(3.44)

V =
1√

2π ln(2)

∫ ∞

−∞
ln

∣∣∣∣
1

a
+ z

∣∣∣∣ e
− z2

2 dz (3.45)

On effectue une integration par parties, ce qui nous donne :

V =
1√

2π ln(2)

[[(
z +

1

a

)(
ln

∣∣∣∣
1

a
+ z

∣∣∣∣− 1

)
e−

z2

2

]+∞

−∞

]

+
1√

2π ln(2)

[∫ ∞

−∞

(
z +

1

a

)(
ln

∣∣∣∣
1

a
+ z

∣∣∣∣− 1

)
ze−

z2

2 dz

]
(3.46)

V =
1√

2π ln(2)

[∫ ∞

−∞

(
z +

1

a

)(
ln

∣∣∣∣
1

a
+ z

∣∣∣∣− 1

)
ze−

z2

2 dz

]
(3.47)

On notef(a, z) =
(
z + 1

a

) (
ln
∣∣ 1
a

+ z
∣∣− 1

)
. On a
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lim
a→∞

f(a, z) = z(ln |z| − 1) (3.48)

Nous allons maintenant majorerf(a, z) pour appliquer le théorème de convergence dominée. Nous nous
intéressons au cas oùa tend vers l’infini donc on peut limiter l’analyse def(a, z) sura ∈ [1,∞[.

∂f

∂a
= − 1

a2
ln

∣∣∣∣z +
1

a

∣∣∣∣ (3.49)

∂f

∂a
= 0 ⇔ a =

1

1 − z
oua = − 1

1 + z
(3.50)

f

(
1

1 − z
, z

)
= −1 (3.51)

f

(
− 1

1 + z
, z

)
= 1 (3.52)

f(1, z) = (z + 1)(ln |z + 1| − 1) (3.53)

Par conséquent, àz fixé, poura > 1,

|f(a, z)| ≤ max (|z(ln |z| − 1)|, 1, |z + 1|.| ln |z + 1| − 1|) (3.54)

On poset(a, z) =
(
z + 1

a

) (
ln
∣∣ 1
a

+ z
∣∣− 1

)
ze−

z2

2 la quantité sous l’intégrale 3.47.

D’après la limite def lorsquea tend vers l’infini, on a :

lim
a→∞

t(a, z) = z2(ln |z| − 1)e−
z2

2 (3.55)

Et 1√
2π ln(2)

∫∞
−∞ z2(ln |z| − 1)e−

z2

2 dz = c1 (environ -0.916).

|t(a, z)| ≤
∣∣∣∣z +

1

a

∣∣∣∣
∣∣∣∣ln
∣∣∣∣
1

a
+ z

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣ |z|e−
z2

2 (3.56)

D’où, poura > 1,

|t(a, z)| ≤ max(|z(ln |z| − 1)|, 1, |z + 1|.| ln |z + 1| − 1|)|z|e− z2

2 (3.57)

Par conséquent, on majore|t(a, z)| par une fonction integrable, ce qui nous permet d’appliquerle théo-
rème de convergence dominée. Ce qui nous donne :

V →
a→∞

c1 (3.58)

D’où

E[log2 |1 + az|] ∼ log2 |a| lorsquea→ ∞ (3.59)

Revenons maintenant au calcul de l’estimation de la régularité du signal bruité. On utilise le lemme 3.2.1
aveca = aj,k = σ√

2nxj,k
.

Pour simplifier les notations, on ne mentionne pas l’indicek deaj,k.
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On noteQ(aj) = E [log2 (|1 + ajzj,k|)]. Q est paire, on peut donc supposer queaj est positif sans
perdre de généralité.

Soit une fonctionτ deIN surIR qui tend vers l’infini avecn.

E[αb(n, x0)] = α(n, x0)−Kn




n∑

j = 1
aj ≤ σ

τ(n)

sjQ(aj) +

n∑

j = 1
σ

τ(n)
≤ aj ≤ σ.τ(n)

sjQ(aj) +

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj)




(3.60)

Nous allons maintenant calculer la limite deE[αb(n, x0)] lorsquen tend vers l’infini.

Proposition 1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Soit une fonctionτ deIN sur IR qui tend vers l’infini avecn et telle quelog2(τ(n)) tend moins vite que
n vers l’infini. Si la limite

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj)




existe et si l’estimateur de la régularité appliqué au signal original α(n, x0) converge versα, alors :

lim
n→∞

E[αb(n, x0)] = α− lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj)


 avecaj =

σ√
2nxj,k

(3.61)

Preuve
On considère

(1) = Kn

n∑

j = 1
aj ≤ σ

τ(n)

sjQ(aj) (3.62)

|(1)| ≤ Kn

n∑

j = 1
aj ≤ σ

τ(n)

|sj|.|Q(aj)| ∼ Kn

n∑

j = 1
aj ≤ σ

τ(n)

|sj|
∣∣∣∣∣

a2
j

2 ln(2)

∣∣∣∣∣ lorsquen→ ∞ (3.63)

Or,

Kn

n∑

j = 1
aj ≤ σ

τ(n)

|sj|
∣∣∣∣∣

a2
j

2 ln(2)

∣∣∣∣∣ ≤
σ2Kn

2 ln(2)(τ(n))2

n∑

j = 1

|sj | ∼
σ2

8 ln(2)n(τ(n))2
lorsquen→ ∞ (3.64)

Par conséquent|(1)| tend vers 0 lorsquen tend vers l’infini.

On s’intéresse maintenant à :



90 Débruitage

(2) = Kn

n∑

j = 1
σ

τ(n)
≤ aj ≤ σ.τ(n)

sjQ(aj) (3.65)

On considère la fonctionQ(aj)
log2(aj ) . Cette fonction tend vers zero lorsqueaj tend vers zero puisqueQ(aj)

est équivalent à− a2

2ln(2) en zero. De plus, cette fonction tend vers une constante lorsqueaj tend vers
l’infini car Q(aj) est équivalent àlog2(aj) en l’infini. Q(aj) est continue surIR∗ et prolongeable par

continuité par zéro en zéro. DoncQ(aj)
log2(aj ) est bornée surIR∗. Il en est de même pour

∣∣∣ Q(aj)
log2(aj )

∣∣∣. Par

conséquent, il existe une constante positivecj telle que|Q(aj)| ≤ cj| log2(aj)|. On notec = max(cj).

On se sert de ce résultat pour majorer|(2)|.

|(2)| ≤ Kn

n∑

j = 1
σ

τ(n)
≤ aj ≤ σ.τ(n)

|sj||Q(aj)| ≤ Kn

n∑

j = 1
σ

τ(n)

|sj|.c.| log2(aj)| (3.66)

|(2)| ≤ Kn.c. log2(τ(n))
n∑

j = 1
σ

τ(n)
≤ aj ≤ σ.τ(n)

|sj | ≤ Kn.c. log2(τ(n))
n∑

j = 1

|sj| (3.67)

Or,

Kn log2(τ(n))
n∑

j = 1

|sj| ∼
log2(τ(n))

4n
lorsquen→ ∞ (3.68)

Par conséquent, silog2(τ(n)) tend vers l’infini moins vite quen, alors|(2)| tend vers zero lorsquen tend
vers l’infini.

Ces résultats nous permettent de dire que(1) et (2) ne comptent pas dans le comportement asymptotique
deE[αb] à condition que(3) = Kn

∑n

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj) ne tende pas vers zero. Dans ce cas, on a :

E[αb(n, x0)] ∼ α(n, x0) −Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj) (3.69)

lim
n→∞

E[αb] = α− lim
n→∞

Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj) (3.70)

Remarque 3.2.1Dans le cas où(3) tend vers0, on a :

lim
n→∞

E[αb] = α (3.71)

Corollaire 3.2.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Soitτ(n) une fonction qui tend vers l’infini et telle quelog2(τ(n)) tend moins vite quen vers l’infini. Si
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deux des limites suivantes existent

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sj log2(aj)




lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

j log2(aj)




lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

n+ 1

2
log2(aj)




et si l’estimateur de la régularité appliqué au signal original α(n, x0) converge versα, alors :

lim
n→∞

E[αb(n, x0)] = α− lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sj log2(aj)


 (3.72)

avecaj = σ√
2nxj,k

.

PreuveSi deux des limites suivantes existent

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

j log2(aj)




lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

n+ 1

2
log2(aj)




lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sj log2(aj)




alors on peut écrire que

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sj log2(aj)


 = lim

n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

j log2(aj)




− lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

n+ 1

2
log2(aj)
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Lorsque(aj) tend vers l’infini,Q(aj) est équivalent àlog2(aj). Les termes sous les deux sommes de
droite sont positifs donc on a l’existence des deux limites suivantes :

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

jQ(aj)




lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

n+ 1

2
Q(aj)




et on peut écrire :

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sj log2(aj)


 = lim

n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

jQ(aj)




− lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

n+ 1

2
Q(aj)




= lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
aj ≥ σ.τ(n)

sjQ(aj)




On se sert de la proposition 1 pour conclure.

3.2.2 Signal en2−j(α+ 1
2
)

On applique les résultats précédents sur un signal dont les coefficients sont en2−j(α+ 1
2
). Cette classe de

signaux, saturant l’espace de HölderCα et que l’on noteraPART (α), est définie maintenant.

Définition 3.2.1

PART(α) :=
{
X,W (X) = {εj,k.2−j(α+ 1

2
)}, εj,k iid dans {−1, 1}

}
(3.73)

Proposition 3.2.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour un signalX ∈ PART (α),

lim
n→∞

E[αb(n)] =
α− 2α2

(1 + 2α)2
(3.74)
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Preuve

SoitX ∈ PART (α), alorsaj > σ.τ(n) si et seulement sij > j1 = ⌊ log2(τ(n))

α+ 1
2

+ n
2α+1⌋. On rappelle

quelog2(τ) croît vers l’infini moins vite quen mais peut croître aussi lentement que l’on souhaite. Par
conséquent,aj > σ.τ(n) si et seulement sij > ⌊n(1+ε)

2α+1 ⌋ pour toutε. Donc on considère dans notre
somme les termes pour lesj supérieurs àj0 = ⌊ n

2α+1⌋.

lim
n→∞

E[αb] = α− lim
n→∞

Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(aj) (3.75)

Or pour un signal dans cette classe, on alog2(aj) =
[
log2(σ) − n

2 + j
(
α+ 1

2

)]
. Par conséquent, les li-

mites lim
n→∞

[
Kn

n∑
j = j0 + 1

j log2(aj)

]
et lim

n→∞

[
Kn

n∑
j = j0 + 1

n+1
2 log2(aj)

]
existent et leur différence

vaut

2(2α2 + 3α)α

(1 + 2α)2
(3.76)

Ce qui nous permet de conclure,

lim
n→∞

E[αb(n, x0)] =
α− 2α2

(1 + 2α)2
(3.77)

Remarque 3.2.2On constate queσ, l’écart type du bruit ne compte pas asymptotiquement. En effet,
dans lelog2(aj), le terme enσ est négligeable face à celui enn2 . Quelque soit la puissance du bruit

ajouté au signal, l’estimateur de la régularité du signal bruité converge versα−2α2

(1+2α)2
lorsquen tend vers

l’infini. Ce résultat est illustré figure 3.4).

Lorsqu’on regarde l’évolution deE[αb] avecα on constate que lorsqueα tend vers zero,E[αb] tend vers
zero et lorsqueα tend vers l’infini,E[αb] tend vers−1

2 .

Simulations

On illustre nos résultats théoriques en construisant des signaux appartenant àPART (α) avec des
régularité de départ différentes et en les dégradant par un bruit additif Gaussien. On estime ensuite la
régularité obtenue par une moyenne sur 100 réalisations de bruit. La simulation suit très bien la courbe
théorique (voir figure 3.5). On a mentionné précédemment le fait que la régularité du signal bruité n’évo-
luait pas linéairement en fonction de la régularité du signal original. Cette figure illustre parfaitement ce
propos. En effet, à partir d’une certaine valeur de la régularité du signal original, la régularité du signal
bruité décroît vers−1

2 . Donc à partir d’une certaine valeur de la régularité, plus un signal est régulier,
plus le signal bruité est irrégulier et inversement. Il existe cependant une zone, pour des régularité très
basses, sur laquelle la régularité du signal bruité croît avec celle du signal original.

3.2.3 Signal nul

On peut aussi appliquer notre estimateur au signal nul perturbé par un bruit.

Proposition 3.2.2 (Legrand, Lévy-Véhel)
Pour le signal nul, on a

E[αb(n, x0)] = −1

2
(3.78)
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Preuve
Pour le signal nul

E[αb(n, x0)] = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sjE[log2 |σ2−
n
2 zj,k|]

E[αb(n, x0)] = −1

2
−Kn

[
log2(σ) − n

2
− 1

2

(
1 +

1

e ln(2)

)] n∑

j=1

sj = −1

2

3.2.4 Conclusion

Suivant la classe de signaux considérés et le modèle de bruit, on peut donc estimer l’action du bruit
sur notre estimateur de la régularité du signal. Ce résultatva nous permettre par la suite d’adapter au
mieux nos paramètres de débruitage notamment lorsqu’on connaît la valeur de la régularité à obtenir.
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FIG. 3.2: Fonction de Weierstrass de régularité prescrite 0.4 (en haut à gauche). Fonction de
Weierstrass de régularité prescrite 1.5 (en haut à droite).Deuxième ligne ces mêmes fonctions
perturbées par un bruit gaussien additif d’écart type 0.1. Troisième ligne à gauche le bruit qui
a été ajouté. Les deux signaux bruités ont visuellement une régularité différente. L’estimateur
RCO nous donne respectivement pour les deux signaux bruités 0.49 et 0.59. On ajoute ensuite
un bruit d’écart type 0.5 représenté à la 3eme ligne à droite.Quatrième ligne : les deux signaux
bruités. A nouveau l’estimateurRCO rend compte de la différence visuelle de régularité et
nous renvoie les valeurs 0.37 et 0.27.
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FIG. 3.3: Signal de1024 points dont les coefficients d’ondelette sontεj,k2
−j(α+ 1

2
) à l’échelle

j. Ici α = 0.5.
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FIG. 3.4: Abscisse : régularité de départ, Ordonnée : écart type du bruit ajouté, Hauteur :
régularité après bruitage. Pour des signaux dont les coefficients sont de la formexj,k = 50 ∗
2−j(α+ 1

2
), on a représenté l’estimation de la régularité de leur version bruité en fonction deα

et deσ l’écart type du bruit ajouté (moyenne de 64 réalisations). Les résultats dépendent très
peu de l’écart type du bruit.
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FIG. 3.5: Abscisse : régularité de départ, Ordonnée : régularitéaprès bruitage. On représente
l’évolution de la régularité de signaux perturbés par du bruit en fonction de la régularité de
départ. Courbe théorique et simulation (moyenne de 100 réalisations).
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3.3 Débruitage automatique

Nous venons de voir comment le bruit influait sur notre estimateur de la régularité. Avant de rentrer
dans le vif du sujet des techniques de débruitage, on présente rapidement une méthode de débruitage
automatique simple et basée sur l’augmentation de la régularité. Cette étude est destinée à se familiariser
avec les mécanismes de modification de la régularité dans un objectif de débruitage.

3.3.1 Méthode

La plupart du temps, la perturbation d’un signal par un bruitse retransmet sur les hautes fréquences
par l’apparition d’un comportement classique des coefficients d’ondelette lors de la représentation du
logarithme de leur valeur absolue. En effet, d’une manière générale, les coefficients d’ondelette du bruit
sont du même ordre à toutes les échelles alors que pour un autre signal, les coefficients ont tendance
à décroître avec les échelles. Par conséquent, à partir d’une certaine échelle, les coefficients du signal
original deviennent négligeables face à ceux du bruit. Cet artefact se traduit par l’apparition d’un plateau
dans la représentation du logarithme des coefficients d’ondelette en fonction de l’échelle (voir figure
3.6).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

2

4

6

8

10

12
coefficients d’ondelette

FIG. 3.6: Logarithmes des coefficients d’ondelette d’un signal au dessus d’un point en fonction
de l’échelle. En pointillés, les regressions des logarithmes des coefficients d’ondelette selon
les échelles considérées. La régression sur les hautes fréquences donne une droite horizontale,
caractéristique de la présence de bruit.

Puisque ce plateau apparaît au niveau où le bruit commence à dominer les coefficients d’ondelette
originaux, on peut supposer que les échelles précédentes, représentant les basses fréquences ont été peu
affectées par le bruit. Ainsi l’estimation de la régularitédu signal original peut se faire en effectuant une
régression seulement sur ces échelles.

En ce qui concerne le niveau à partir duquel il faut remplacerles coefficients, il dépend évidemment
des caractéristiques du signal original. Pour un signalX ∈ Bs

p,q, le bruit domine les coefficients d’onde-
lette à partir du niveau n

2s+1 , donc pour s’affranchir au maximum du bruit, on régresse surles échelles1
à⌊ n

2s+1⌋. En particulier, sis est plus petit que 1, la régression des logarithme des coefficients du premier
tiers des échelles donne un bon estimateur de l’exposant de Hölder ponctuel du signal original.

On souhaite débruiter en retrouvant la régularité du signaloriginal donc la technique naturelle est de
remplacer les coefficients des hautes échelles par des coefficients situés sur la droite de régression. Voir
figure 3.7.

3.3.2 Applications

Nous présentons les résultats sur deux fonctions de Weierstrass. L’une est irrégulière (exposant de
Hölder égal à 0.5 en chaque point, figure 3.8) et l’autre au contraire est très régulière (exposant de Hölder
égal à 1 en chaque point, figure 3.9). Cette méthode simplistefonctionne bien sur les signaux présentant
de bons alignements des logarithmes des coefficients d’ondelette.
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FIG. 3.7: Débruitage automatique : Principe de la méthode. En chaque point du signal, on ef-
fectue une régression du premier tiers des logarithmes des coefficients d’ondelettes en fonction
de l’échelle. Ensuite on reconstruit des coefficients sur cette droite de régression.

3.3.3 Conclusion

On dispose d’une méthode simple de débruitage ne nécessitant aucun ajustement de paramètre si
ce n’est le niveau de départj0. Cette méthode est équivalente à une interpolation (telle que nous l’avons
décrite dans le chapitre 2) du signal échantillonné sur2j

0 points vers un signal à2n points. Cette remarque
nous permet d’étendre les résultats théoriques de l’interpolation à cette méthode.
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FIG. 3.8: Débruitage automatique d’une fonction de Weierstrassirrégulière. En haut à gauche
signal original, en haut à droite signal bruité. Deuxième ligne à gauche version débruitée
automatiquement, à droite superposition du signal original et du signal débruité (pointillés
clairs). En bas superposition du signal original et du signal débruité (pointillés clairs), zoom.
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FIG. 3.9: Débruitage automatique d’une fonction de Weierstrassrégulière. En haut à gauche
signal original, en haut à droite signal bruité. Deuxième ligne à gauche version débruitée
automatiquement, à droite superposition du signal original et du signal débruité (pointillés
clairs). En bas superposition du signal original et du signal débruité (pointillés clairs), zoom.
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3.4 Multifractal Pumping

3.4.1 Introduction

On considère que le débruitage est équivalent à une augmentation de la fonction de HölderαY du
signal observé. En effet, il est généralement vrai que la régularité locale des observations bruitées est
inférieure à celle du signal original. Alors,α

X̂
devrait être supérieur àαY . Si la fonction de Hölder de

X est connue, alors elle sera l’objectif à atteindre pour l’algorithme. Si ce n’est pas le cas, elle peut
être estimée à partir deY si on dispose de suffisamment d’informations sur le bruit. Onprésente ici la
méthode linéaire de débruitage la plus simple pour augmenter la régularité d’un signal. La méthode de
pumping a été conçue afin de faire remonter la régularité d’unsignal donné d’une quantitéδ = ∆α.
Le principe est de modifier la pente de la régression des coefficients d’ondelette en multipliant chacun
de ceux-ci par un terme ne dépendant que de l’échelle, que l’on noteraBj dans ce chapitre (voir figure
3.10). On considère un signal originalX échantillonné sur2n points et dont les coefficients d’ondelette
sont symbolisés parxj,k.

3.4.2 Expression des contraintes de régularité

Comme nous l’avons vu dans le chapitre portant sur l’estimation de la régularité, on estime l’exposant
de Hölder en effectuant la régression des coefficients d’ondelette en fonction de l’échelle au dessus de
chaque point du signal. On dispose des coefficientsyj,k du signal perturbéY par un bruit que l’on
suppose Gaussien. Au dessus du pointx0, pour le signal bruité, on a les coefficientsyj,⌊ i−1

2n−j+1 ⌋
pour j

allant de 1 àn. Encore une fois, par abus de notation, on notera ces coefficientsyj,k. Notre estimateur de
la régularité nous donne :

∀ x0 ∈ [1 : 2n],

αY (x0) = −1

2
− 12

(n− 1)n(n+ 1)

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
[log2 |yj,k|] (3.79)

Si on décide d’augmenter la régularité de∆α, en chaque point du signal, alors le signal de sortieX̂ de
notre algorithme de débruitage devra vérifier :

∀ x0 ∈ [1 : 2n],

α
X̂

(x0) = αY (x0) + ∆α = −1

2
− 12

(n− 1)n(n + 1)

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
[log2 |x̂j,k|] (3.80)

Or nous proposons une méthode qui multiplie les coefficientsde l’échellej par un réelBj compris entre
0 et 1. Par conséquent,

∀ x0 ∈ [1 : 2n],

α
X̂

(x0) = αY (x0) + ∆α = −1

2
− 12

(n− 1)n(n + 1)

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
[log2 |yj,kBj |] (3.81)

En combinant les deux équations 3.79 et 3.81, on obtient la contrainte de régularité qui devra être vérifiée
par nos coefficients multiplicateurs si l’on veut augmenterla régularité de∆α.

∆α+
12

(n− 1)n(n+ 1)

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
[log2(Bj)] = 0 (3.82)
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Remarque 3.4.1En prenant des coefficients multiplicateurs de la formeBj, on va évidemment produire
une augmentation de la régularité similaire sur l’ensembledes points du signal. Une modification de la
régularité adaptée à chaque point du signal n’est possible que si on utilise des coefficientsBj,k. Cette
technique est très compliquée à mettre en oeuvre de par le fait que certains coefficients d’ondelette,
notamment ceux des basses fréquences, sont au-dessus de plusieurs points du signal. Ainsi, la méthode
proposée ici consiste en un travail par bande de fréquences donc elle ressemble plus en un sens à un
filtrage de Fourier qu’à une technique de débruitage par ondelette. Toutefois les ondelettes nous sont
nécessaires pour l’estimation de la régularité et son contrôle.

En reprenant les notations du chapitre sur l’estimation, ona :

∆α+Kn

n∑

j=1

sj [log2Bj] = 0 (3.83)

3.4.3 Méthode

L’équation 3.110 présente une racine évidente, et c’est cette racine évidente qui va nous donner les
coefficients multiplicateurs pour la méthode de Multifractal Pumping. Il suffit de prendreBj = 2−j(∆α)

pour chaque échellej.

Définition 3.4.1 Soit Yn un échantillonnage de2n points de Y. L’estimateur deX par la méthode du
Multifractal wavelet Pumping,̂XMP est donné par :

MP : IRn −→ IRn

Yn 7−→ X̂MP avec W (X̂MP ) = {yj,k.2
−j∆α} (3.84)

FIG. 3.10: Méthode de multifractal Pumping : Racine évidente de la contrainte de régularité.
En abscisses les échelles et en ordonnée les logarithmes descoefficients d’ondelette situés "au-
dessus" du point considéré. La multiplication des coefficients d’ondelette d’un signal ayant
pour régularité alpha par les coefficients multiplicateursdu multifractal pumping fait passer
de la droite du haut à celle du bas les logarithmes des coefficients d’ondelette. Il s’agit ici
d’une illustration simplifiée, les coefficients ont été alignés pour une meilleure lecture.
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3.4.4 Aspect minimax de la méthode

On souhaite maintenant donner les propriétés asymptotiques de notre méthode. On espère atteindre
le taux de convergence obtenu par les techniques classiquesde Thresholding en choisissant d’appliquer
la méthode qu’à partir d’un certain niveau, que l’on noteraj0. La technique de Multifractal Pumping sera
donc modifiée de la manière suivante :

Définition 3.4.2 Soit Yn un échantillonnage de2n points de Y. L’estimateur deX par la méthode du
Multifractal wavelet Pumping,̂XMP est donné par :

MP : Rn −→ Rn

Yn 7−→ X̂MP avec W (X̂MP ) = {yj,k.1j≤j0 + 2−jδyj,k.1j>j0}
(3.85)

Le niveauj0 sera déterminé en minimisant le risque.

Définition 3.4.3 Le risqueRMP est donné par la quantité suivante :

RMP := E[(X − X̂MP )2] (3.86)

Risque dans un espace de Hölder

On montre dans cette partie les bonnes propriétés asymptotiques de notre méthode puisqu’elle présente
un taux de convergence optimal. On effectue cette étude pourun signalX ∈ Bs

∞,∞ = Cs.

Théorème 3.4.1(Legrand, Lévy-véhel)

SoitX ∈ Bs
∞,∞.

• Si s
2s+1 ≤ ∆α, alors

Si j0 =
n

2s+ 1
, RMP ≤

(
σ2 +

2−2s−1

1 − 2−2s

)
2−

2ns
2s+1 lorsque n −→ ∞ (3.87)

• Si s
2s+1 > ∆α, alors

Si j0 =
n

2s+ 1
, RMP ≤ σ2 21−2∆α

2−2∆α − 1
2−2n∆α lorsque n −→ ∞ (3.88)

Par consequent, notre estimateur est minimax. On pourrait penser que la méthode est adaptative dès
que∆α ≥ 1

2 (On n’a pas besoin de connaître la régularité du signal original pour avoir un taux de
convergence optimal) mais en fait la régularité est cachée dans le niveau optimalj0.

Preuve
On suppose que le bruit est Gaussien, centré et de varianceσ2. Les coefficients d’ondelette du signal
bruité vérifient, de part l’orthogonalité des bases d’ondelettes,

yj,k = xj,k + σ2−
n
2 zj,k avec les zj,k iid et N(0, 1)
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RMP = E




j0∑

j=1

2j−1∑

k=1

(xj,k − yj,k)
2


+ E




n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

(xj,k − yj,k2
−j∆α)2




= E




j0∑

j=1

2j−1∑

k=1

(σzj,k2
−n

2 )2


+ E




n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

(xj,k(1 − 2−j∆α) + 2−j∆ασ2−
n
2 zj,k)

2




= σ22−n−1
j0∑

j=1

2j +

n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

x2
j,k(2

−j∆α − 1)2 +

n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

2−2j∆α−nσ2

= σ22−n(2j0 − 1) +
n∑

j=j0+1

e2j (2
−j∆α − 1)2 + σ2

n∑

j=j0+1

2(1−2∆α)j−n−1

avece2j l’énergie du signalX à l’échellej.

e2j =

2j−1∑

k=1

x2
j,k

Le risque est constitué d’un premier terme correspondant à la variance pour les échelles entre1 et j0.
Pour ces échelles il n’y a pas de terme de bais car on n’effectue aucune transformation, ce qui se paye
en contrepartie en variance puisqu’on laisse le bruit sur ces échelles. Le deuxième terme est le terme de
biais pour les échellesj0 + 1 àn. Enfin le troisième terme représente la variance pour les échellesj0 + 1
àn.

On se place dans l’espace de BesovBs
∞,∞, s étant un réel positif. Donc il existe une constantec telle

que :∀j, k |xj,k| ≤ c2−j(s+ 1
2
)

Par conséquent, on a
e2j ≤ c22−2sj−1

On peut donc majorerRMP par la quantité suivante :

RMP ≤ σ2(2j0−n − 2−n) +

n∑

j=j0+1

2−2sj−1(2−j∆α − 1)2 + σ2
n∑

j=j0+1

2(1−2∆α)j−n−1

≤ σ2(2j0−n − 2−n) +
n∑

j=j0+1

2−2sj−1 + σ2
n∑

j=j0+1

2(1−2∆α)j−n−1

≤ σ22j0−n +
2−2s−1

2−2s − 1
(2−2sn − 2−2sj0) + σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)

Si ∆α ≥ 1
2 :

Alors on a

RMP ≤ σ22j0−n +
2−2s−1

2−2s − 1
(2−2sn − 2−2sj0) + σ22−n−1 21−2∆α

1 − 21−2∆α
2(1−2∆α)j0

On constate que asymptotiquement c’est le premier terme de variance qui domine le dernier. Et le seul et
unique terme de biais est de l’ordre de2−2s−1

1−2−2s (2−2sj0). D’où :

RMP ≤ σ22j0−n +
2−2s−1

1 − 2−2s
2−2sj0 lorsquen tend vers l’infini
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Le risque est minimum lorsque le biais est égal à la variance (en effet, le biais est ici une fonction
décroissante dej0 alors que la variance est une fonction croissante dej0 ). Le j0 "idéal" est donc donné
par la résolution de l’équation suivante :

σ22j0−n = 2−2s(j0+1) (3.89)

On obtient par conséquent :

j0 =
n

2s+ 1
(3.90)

Le risque se comporte alors asymptotiquement de la manière suivante :

RMP ≤
(
σ2 +

2−2s−1

1 − 2−2s

)
2−

2ns
2s+1 lorsque n −→ ∞ (3.91)

Si ∆α < 1
2 :

Alors asymptotiquement,

RMP ≤ σ22j0−n +
2−2s−1

2−2s − 1
(2−2sn − 2−2sj0) + σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1
2(1−2∆α)n

Le dernier terme de variance, n’est alors plus une fonction croissante dej0, mais une constante dépendant
des variablesσ, n et ∆α. Par conséquent lej0 optimal n’influe pas sur ce terme. Donc lej0 idéal est le
même que précédemment c’est à direj0 = n

2s+1 . Le risque se comporte alors asymptotiquement en

RMP ≤MAX

((
σ2 +

2−2s−1

1 − 2−2s

)
2−

2ns
2s+1 , σ2 21−2∆α

2−2∆α − 1
2−2∆αn

)
lorsque n −→ ∞

Conclusion:

• Si s
2s+1 ≤ ∆α, alors

RMP ≤
(
σ2 +

2−2s−1

1 − 2−2s

)
2−

2ns
2s+1 lorsque n −→ ∞

• Si s
2s+1 > ∆α, alors

RMP ≤ σ2 21−2∆α

2−2∆α − 1
2−2∆αn lorsque n −→ ∞

Par conséquent, puisques
2s+1 < 1

2 il suffit de prendre∆α > 1
2 pour être sûr d’obtenir la vitesse de

convergence souhaitée.

Remarque 3.4.2On determine unj0 qui minimise un majorant asymptotique du risque mais cela nous
suffit, en effet, comme on obtient pour ce majorant le taux optimum de convergence asymptotique, cej0
minimise aussi le risque asymptotique.
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Risque dans un espace de Besov

On rappelle brièvement la définition des espaces de Besov (voir la section dans le chapitre consacré à
l’interpolation).

Définition 3.4.4 Espaces de Besov (rappel)

Le signalX de coefficients d’ondelettexj,k appartient àBs
p,q si et seulement si il existe une constante C

telle que




2j−1∑

k

|αk|p



1
p

+




∞∑

j=1


2

j
“
s+ 1

2
− 1

p

”



2j−1∑

k

|xj,k|p



1
p




q


1
q

< C (3.92)

Cette définition implique que siX ∈ Bs
p,q, alors nécessairement on a2

j(s+ 1
2
− 1

p
)
(
2j−1∑
k=1

|xj,k|p)
1
p −→

j→+∞
0.

Par conséquent il existe une suite{dj}j danslq telle que

2j−1∑

k=1

|xj,k|p 6 dp
j 2−j(ps+ p

2
−1) ∀j avec dp

j −→
j→+∞

0 (3.93)

Pour montrer l’aspect minimax de la méthode, on va déterminer quel signal, dans l’espace de Besov
Bs

p,q, maximise le risque. On résout le LagrangienL suivant, qui consiste en la maximisation du terme
n∑

j=j0+1
(2−jδ − 1)2

2j−1∑
k=1

c2j,k sous la contrainte
2j−1∑
k=1

|cj,k|p 6 dp
j 2−j(ps+ p

2
−1). Le signal n’intervient que

dans le terme de biais du risque, c’est pour cette raison que l’on ne tient pas compte de la variance pour
cette maximisation, et que le Lagrangien a cette forme.

L =

n∑

j=j0+1

(2−jδ − 1)2
2j−1∑

k=1

x2
j,k + λ

[
|xj,k|p − dp

j2
−j(ps+ p

2
−1)
]

(3.94)

On suppose pour la suite des calculs que lesxj,k sont positifs car cela ne change rien au raisonnement et
simplifie les calculs.

On dérive le Lagrangien par rapport àxj,k :

∂L

∂xj,k

= 2xj,k(2
−jδ − 1)2 + pλxp−1

j,k

∂L

∂xj,k
= 0 ⇐⇒ x̂j,k =

(
−2(2−jδ − 1)2

pλ

) 1
p−2

On peut remarquer ici que si1
p−2 n’est pas un nombre entier, alorsλ est nécessairement négatif carx̂j,k

est un nombre réel.

On placex̂j,k dans la contrainte ce qui nous donne

(
1

λ̂

) 1
p−2

=
dj2

−j(s+ 1
2
− 1

p
)
P

1
p−2

2
j−1

p (−2(2−jδ − 1)2)
1

p−2

Ceλ̂ est ensuite inséré dans lex̂j,k et on obtient

x̂j,k = dj2
−j(s+ 1

2
)+ 1

p
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Le Lagrangien présente un extremum lorsquex̂j,k = dj2
−j(s+ 1

2
)+ 1

p mais rappelons que l’on cherche
un maximum. Or dans le cas oùp < 2, on peut montrer que le lieu d’annulation de la dérivée du
Lagrangien est un minimum et non pas un maximum. Du coup le minimum se situe sur "le bord". En
effet, si on prend un signalXsparse tel que ses coefficients d’ondelette sont nuls sauf un par échelle et
vérifiant la contrainte, on montre que le biais (notéBIAISsparse) est alors supérieur à celui engendré

par deŝxj,k = dj2
−j(s+ 1

2
)+ 1

p (notéBIAISdense) et ce signal maximise le Lagrangien pourp < 2. Les
coefficients d’ondelette deXsparse, xsparse

j,k vérifient pour toute échellej :

{
♯{xsparse

j,k , xsparse
j,k = 0} = 2j−1 − 1

♯{xsparse
j,k , xsparse

j,k = dj2
−j(s+ 1

2
− 1

p
)} = 1

Comparaison des biais :

BIAISsparse =
n∑

j=j0+1

(2−jδ − 1)2d2
j2

−j(2s+1− 2
p
) (3.95)

BIAISdense =

n∑

j=j0+1

(2−jδ − 1)2d2
j2

−2js−1+ 2
p (3.96)

OrBIAISsparse > BIAISdense équivaut à 2
−j(2s+1− 2

p
)
> 2

−2js−1+ 2
p c’est à direp > 2.

Par conséquent on va traiter les deux sous-cas,p < 2 etp ≥ 2.

Bs
p,q avecp < 2

Théorème 3.4.2(Legrand, Levy-vehel)

SoitX ∈ Bs
p,q avecp < 2, alors

⋆ Si∆α ≥ 1+2s− 2
p

2+2s− 2
p

1
2 , alors

Si j0 =
n

2 + 2s − 2
p

, RMP ≤
(
σ2 + d2

0

2−(2s+1− 2
p
)

1 − 2
−(2s+1− 2

p
)

)
2
−n

1+2s− 2
p

2+2s− 2
p lorsque n −→ ∞

⋆ Si∆α <
1+2s− 2

p

2+2s− 2
p

1
2 , alors

Si j0 =
n

2 + 2s− 2
p

, RMP ≤ σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n −→ ∞

Preuve
On reprend l’écriture du risque donnée plus haut pour les espaces de Hölder.

RMP = σ22−n(2j0 − 1) +

n∑

j=j0+1

e2j (2
−j∆α − 1)2 + σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)

Dans le casp < 2, on a vu que le risque était maximum lorsque un coefficient de l’échelle j vaut

dj2
−j(s+ 1

2
− 1

p
) et les autres0. Donc :
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RMP ≤ RMP
sparse = σ22−n(2j0 − 1) +

n∑

j=j0+1

d2
j2

−2j(s+ 1
2
− 1

p
)
(2−j∆α − 1)2

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)

RMP
sparse ∼ σ22j0−n +

n∑

j=j0+1

d2
j2

−2j(s+ 1
2
− 1

p
)
(2−j∆α − 1)2

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)
lorsque n −→ ∞

RMP
sparse ≤ σ22j0−n + d2

0

2
−(2s+1− 2

p
)

2−(2s+1− 2
p
)−1

(
2−n(2s+1− 2

p
) − 2−j0(2s+1− 2

p
)
)

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)
lorsque n −→ ∞

Or pour les espaces de Besov,s > 1
p
, par conséquent l’inéquation2s + 1 > 2

p
est toujours vérifiée, ce

qui entraîne :

RMP
sparse ≤ σ22j0−n + d2

0

2
−(2s+1− 2

p
)

1 − 2
−(2s+1− 2

p
)
2−j0(2s+1− 2

p
)

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)
lorsque n −→ ∞

• Si ∆α ≥ 1
2 , le premier terme de variance domine le dernier (comme on l’avu précédemment).

Donc lej0 optimal sera obtenu en résolvant l’équation suivante qui symbolise l’équilibre entre le
biais et la variance :

j0 − n = −j0(2s + 1 − 2

p
) ⇔ j0 =

n

2 + 2s− 2
p

Ce qui nous donne un comportement asymptotique pour le risque en :

RMP ≤
(
σ2 + d2

0

2−(2s+1− 2
p
)

1 − 2
−(2s+1− 2

p
)

)
2
−n

1+2s− 2
p

2+2s− 2
p lorsque n −→ ∞

• Si ∆α < 1
2 , alors le dernier terme de variance ne dépend plus dej0 asymptotiquement, il est de

l’ordre de

σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n −→ ∞

Comme pour le risque dans les espaces de Hölder, ce terme ne vapas servir pour determiner
le j0 optimal mais il va compter dans l’ordre du risque. Ainsi, lej0 optimal est les même que
précédemment c’est à dire :j0 = n

2+2s− 2
p

. Ce qui entraîne pour le risque :

RMP ≤ max



(
σ2 + d2

0

2−(2s+1− 2
p
)

1 − 2
−(2s+1− 2

p
)

)
2
−n

1+2s− 2
p

2+2s− 2
p , σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)

 lorsque n→ ∞
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Or

2
−n

1+2s− 2
p

2+2s− 2
p ≥ 2−2∆αn ⇔ ∆α ≥

1 + 2s− 2
p

2 + 2s− 2
p

1

2

• Conclusion:

⋆ Si ∆α ≥ 1+2s− 2
p

2+2s− 2
p

1
2 , alors

Si j0 =
n

2 + 2s− 2
p

, RMP ≤
(
σ2 + d2

0

2
−(2s+1− 2

p
)

1 − 2
−(2s+1− 2

p
)

)
2
−n

1+2s− 2
p

2+2s− 2
p lorsque n −→ ∞

⋆ Si ∆α <
1+2s− 2

p

2+2s− 2
p

1
2 , alors

Si j0 =
n

2 + 2s− 2
p

, RMP ≤ σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n −→ ∞

Bs
p,q avecp ≥ 2

Théorème 3.4.3(Legrand, Levy-Vehel)

SoitX ∈ Bs
p,q avecp ≥ 2, alors

⋆ Si∆α ≥ s
1+2s

, alors

Si j0 =
n

1 + 2s
, RMP ≤

(
σ2 + d2

02
2
p
−1 2−2s

1 − 2−2s

)
2−n 2s

2s+1 lorsque n→ ∞ (3.97)

⋆ Si∆α < s
1+2s

, alors

Si j0 =
n

1 + 2s
, RMP ≤ σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n→ ∞ (3.98)

Preuve

RMP = σ22−n(2j0 − 1) +

n∑

j=j0+1

e2j (2
−j∆α − 1)2 + σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)

Nous avons vu que les coefficients d’ondelette qui maximisent ce risque sont de la forme

xj,k = dj2
−j(s+ 1

2
)+ 1

p

L’énergie au niveauj vaut donc pour ce signal

e2j =
2j−1∑

k=1

d2
j2

−j(2s+1)+ 2
p ≤ d2

02
2
p
−12−2sj)
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Par conséquent,

RMP ≤ RMP
dense ≤ σ22−n(2j0 − 1) +

n∑

j=j0+1

d2
02

2
p
−12−2sj(2−j∆α − 1)2

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)

RMP ≤ σ22j0−n +

n∑

j=j0+1

d2
02

2
p
−1

2−2sj(2−j∆α − 1)2

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)
lorsque n −→ ∞

RMP ≤ σ22j0−n + d2
02

2
p
−1 2−2s

2−2s − 1

(
2−2sn − 2−2sj0

)

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)
lorsque n −→ ∞

RMP ≤ σ22j0−n + d2
02

2
p
−1 2−2s

1 − 2−2s
2−2sj0

+σ22−n−1 21−2∆α

21−2∆α − 1

(
2(1−2∆α)n − 2(1−2∆α)j0

)
lorsque n −→ ∞

• Si ∆α ≥ 1
2 , le premier terme de variance domine le dernier. Donc lej0 optimal sera obtenu en

résolvant l’équation suivante :

j0 − n = −j0(2s) ⇔ j0 =
n

1 + 2s
(3.99)

Remarque 3.4.3On constate que la forme dej0 varie selon selon la valeur de l’indicep de
l’espace de Besov considéré. Sip ≥ 2, alors j0 = n

1+2s
, sinonj0 = n

2+2s− 2
p

.

Ce qui nous donne un comportement asymptotique pour le risque en :

RMP ≤
(
σ2 + d2

02
2
p
−1 2−2s

1 − 2−2s

)
2−n 2s

2s+1 lorsque n −→ ∞

• Si ∆α < 1
2 , alors le dernier terme de variance ne dépend plus dej0 asymptotiquement, il est de

l’ordre de

σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n −→ ∞

Comme pour le risque dans les espaces de Hölder, ce terme ne vapas servir pour determiner
le j0 optimal mais il va compter dans l’ordre du risque. Ainsi, lej0 optimal est les même que
précédemment c’est à dire :j0 = n

1+2s
. Ce qui entraîne pour le risque :

RMP ≤MAX

((
σ2 + d2

02
2
p
−1 2−2s

1 − 2−2s

)
2−n 2s

2s+1 , σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

))
lorsque n −→ ∞

Or
2−n 2s

2s+1 ≥ 2−2∆αn ⇔ ∆α ≥ s

1 + 2s
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• Conclusion:

⋆ Si ∆α ≥ s
1+2s

, alors

Si j0 =
n

1 + 2s
, RMP ≤

(
σ2 + d2

02
2
p
−1 2−2s

1 − 2−2s

)
2−n 2s

2s+1 lorsque n→ ∞ (3.100)

⋆ Si ∆α < s
1+2s

, alors

Si j0 =
n

1 + 2s
, RMP ≤ σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n→ ∞ (3.101)

3.4.5 Augmentation de la régularité

Nous avons vu dans les sections 3.4.2 et 3.4.3 que l’on augmentait la régularité de∆α si on multipliait
tous les niveaux par la quantitéBj = 2−j∆α. Mais dans l’optique d’obtenir un processus atteignant le
taux de convergence optimal, on a choisi de prendreBj = 1 pourj ≤ j0. Bien évidemment si on modifie
seulement les échelles supérieures au niveauj0, alors il faut bien avoir à l’esprit que lesBj ne doivent
plus être en2−j∆α pour que la contrainte soit vérifiée. En effet, la pente ne serait pas augmentée de∆α
dans ce cas.

On peut calculer les coefficients multiplicateurs vérifiantla contrainte :

n∑

j=j0+1

sj log2(2
−jx) = −∆α

Kn

La résolution de la contrainte nous donne

x = ∆α

(
1 − j0(j0 + 1)(j0 − 1)

n(n− 1)(n + 1)

)

Si on prendj0 = n
2s+1 alors on obtient

x = ∆α

(
1 − (n− 1 − 2s)(n + 1 + 2s)

(1 + 2s)3(n − 1)(n + 1)

)
(3.102)

lim
n→∞

(x) = ∆α

(
1 − 1

(1 + 2s)3

)

Si on prendj0 = n
2+2s− 2

p

alors on obtient

x = ∆α


1 −

(
n− 2 − 2s + 2

p

)(
n+ 2 + 2s− 2

p

)

(
2 + 2s− 2

p

)3
(n− 1)(n + 1)


 (3.103)

lim
n→∞

(x) = ∆α


1 − 1

(
2 + 2s − 2

p

)3
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Conclusion : Si on multiplie les coefficients d’un signal par2−jx à partir du niveauj0 = n
2s+1 , alors

notre estimateur de la régularité augmente de∆α. Ceci ne modifie en rien tous les résultats sur le risque.
Il suffit juste de considérerx à la place de∆α.

3.4.6 Conclusion

Le multifractal pumping est une méthode de débruitage linéaire par augmentation de la régularité
Hölderienne, simple, et atteignant le taux de convergence optimal. Toutefois, l’inconvénient de cette
méthode est une modification de toutes les échelles selon un même schéma. Une application numérique
sur une image SAR (voir 3.6.6 pour des précisions sur les images SAR) d’un fleuve est représentée figure
3.11.
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FIG. 3.11: Débruitage d’une image SAR d’un fleuve par la méthode deMultifractal Pumping
(paramètre de débruitage égal à 0.7). Image originale à gauche, image débruitée à droite.
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3.5 Contraintes sur les multiplicateurs certifiant l’aspect minimax de la
méthode.

3.5.1 Position du problème

L’objectif de cette section est de fournir un résultat général sur la convergence asymptotique du
risque pour les méthodes linéaires de débruitage par ondelette. On considère les méthodes consistant en
la multiplication des coefficients d’ondelette de l’échelle j par un réelBj compris entre 0 et 1 (ainsi
un signal reste dans le même espace de Besov). Nous donnons les contraintes que doivent vérifier ces
coefficients multiplicateurs pour assurer l’aspect minimax de la méthode de débruitage proposée.

3.5.2 Risque

On suppose que l’on multiplie les coefficients d’ondelette de chaque échelle parBj une quantité
stochastique (ou non).
Le risque est alors donné par

R =

n∑

j=1

2j−1∑

k=1

(
xj,k −Bj

(
xj,k +

σ

2
n
2

zj,k

))2

(3.104)

En développant cette quantité on fait ressortir trois termes.

R =
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
x2

j,kE[(1 −Bj)
2] + σ22−nE[B2

j z
2
j,k] + 2σxj,k2

−n
2E[Bj(1 −Bj)zj,k

]
(3.105)

On raffine le calcul de telle sorte que l’on ne touche qu’aux échelles supérieures àj0 (quelconque dans
un premier temps). On va maintenant imposer des contraintessur lesBj pour que R soit minimax.

3.5.3 Première contrainte

On va étudier chaque somme indépendamment puisqu’il s’agitde termes positifs. Si chacune de ces
sommes se comporte comme nous le souhaitons, cela équivaudra à l’aspect minimax de la méthode.

(1) =
n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

x2
j,kE[(1 −Bj)

2] =
n∑

j=j0+1

e2jE[(1 −Bj)
2] (3.106)

On pose∆j = (1 − Bj). On suppose qu’il existe un réela tel que|E[∆2
j ]| < 2aj . On se place dans un

espace de BesovBα
∞,∞ donc on peut majorere2j parc2−2jα.

Proposition 3.5.1

Dès que|E[∆2
j ]| < 2aj aveca ≤ 2α(j0− n

2α+1)
j0

alors (1) atteint le taux de convergence optimal.

Preuve

|(1)| ≤
n∑

j=j0+1

2(a−2α)j =
2(a−2α)n − 2(a−2α)j0

1 − 22α−a

Si on veut que|(1)| ≤ 2−
2αn
2α+1 alors il suffit que

n∑

j=j0+1

2(a−2α)j =
2(a−2α)n − 2(a−2α)j0

1 − 22α−a
≤ 2−

2αn
2α+1
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• Si a > 2α
Alors a ≤ 4α2

2α+1 . Ce qui est impossible. En effet on ne peut avoir à la fois2α < a ≤ 4α2

2α+1 .

• Si a < 2α

Alors c’est le terme en2
(a−2α)j0

1−22α−a qui domine. Alorsa ≤ 2α(j0− n
2α+1

)

j0
. On voit bien que cette

quantité est plus petite que2α.

Bilan : Par conséquent, dès quea ≤ 2α(j0− n
2α+1

)

j0
alors (1) est minimax.

Remarque :Si j0 = n
2α+1 alors on obtient la conditiona ≤ 0.

3.5.4 Seconde contrainte

(2) =

n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

σ22−nE[B2
j z

2
j,k] (3.107)

On regarde le comportement deE[B2
j z

2
j,k]. Pour cela on utilise la formule de Cauchy-Schwartz.

E[B2
j z

2
j,k] ≤

√
E[B4

j ] ∗ Constante

Proposition 3.5.2

Supposons qu’il existea1 tel que
√
E[B4

j ] ≤ 2ja1 , alors pour que (2) atteigne le taux de convergence

optimal, il suffit quea1 ≤ − 2α
2α+1 .

Preuve

|(2)| ≤ σ22−n−1
n∑

j=j0+1

2j(1+a)

|(2)| ≤ σ22−n−1
2a1+1

((
2a1+1

)n −
(
2a1+1

)j0)

2a1+1 − 1

• Si a1 > −1
Alors pour que (2) soit minimax il suffit quea1 ≤ − 2α

2α+1 . Donc si−1 < a1 ≤ − 2α
2α+1 alors (2)

est minimax.
Remarque :−1 ≤ − 2α

2α+1 est toujours vrai donc on ne rencontre pas de problème d’existence
d’intervalle.

• Si a1 < −1

Alors |(2)| ≤ σ22−n−1−2a1+1(2a1+1)
j0

2a1+1−1
. Par conséquent, (2) est minimax dès quea1 ≤ 2α

j0(2α+1) −
1 ce qui est vrai dès quea1 < −1.

Bilan : Pour que (2) soit minimax, il suffit quea1 ≤ − 2α
2α+1 .

3.5.5 Troisième contrainte

(3) = 2σ22−
n
2

n∑

j=j0

2j−1∑

k=1

xj,kE[Bj(1 −Bj)zj,k] (3.108)
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Or par l’inégalité de Cauchy-Schwartz on a

E[Bjzj,k] ≤
√
E(B2

j )
√
E(z2

j,k) =
√
E(B2

j )

et on a aussi
E[B2

j zj,k] ≤
√
E(B4

j )

Par conséquent

|E[Bj(1 −Bj)zj,k]| ≤ 2
√
E(B2

j )

En effet

|E[Bj(1 −Bj)zj,k]| ≤ |E[Bjzj,k]| + |E[B2
j zj,k]| ≤

√
E(B2

j ) +
√
E(B4

j ) et 0 < Bj ≤ 1

On fait ici pour la première fois la supposition que lesBj sont compris entre 0 et 1.

Si de plus on se place dans un espace de BesovBα
∞,∞, alors on obtient la majoration suivante de |(3)|.

|(3)| ≤ 4σ2−
n
2

n∑

j=j0+1

2j−1∑

k=1

2−j(α+ 1
2
)
√
E(B2

j ) = σ2−
n
2
+1

n∑

j=j0+1

2j( 1
2
−α)
√
E(B2

j )

Proposition 3.5.3

Supposons qu’il existea2 tel que
√
E(B2

j ) ≤ 2(a2j).

Sia2 ≤ 1
2 min

(
4α2−2α
2α+1 , (1 − 2α)

(
n

j0(2α+1) − 1
))

alors (3) atteint le taux de convergence optimal.

Preuve

|(3)| ≤ σ2−
n
2
+1 2n(a2+ 1

2
−α) − 2j0(a2+ 1

2
−α)

2α−a2 − 2
1
2

• Si a2 > α− 1
2

Alors |(3)| ≤ 2 σ

2α−a2−2
1
2
2(a2−α)n

Pour que (3) soit minimax, il suffit donc quea2 ≤ 2α2−α
2α+1 . Donc siα− 1

2 < a2 <
2α2−α
2α+1 alors (3)

est minimax. Attention cet intervalle n’est défini que siα < 1
2 .

• Si a2 < α− 1
2

Alors |(3)| ≤ 2σ2−
n
2 2j0(a2+1

2−α)

−2α−a2+2
1
2

Pour que (3) soit minimax, il suffit quea2 ≤ n
j0(2α+1)

1−2α
2 − 1−2α

2

Par conséquent sia2 < α− 1
2 eta2 ≤ n

j0(2α+1)
1−2α

2 − 1−2α
2 alors (3) est minimax.

• Siα− 1
2 < a2 <

2α2−α
2α+1 alors (3) est minimax. (Attention cet intervalle n’est défini que siα < 1

2 .)
• Si a2 < min(α− 1

2 ,
n

j0(2α+1)
1−2α

2 − 1−2α
2 ) alors (3) est minimax.

Par consequent, pour que (3) soit minimax, il suffit que

a2 ∈] −∞,min(α− 1

2
, x1)]

⋃
[α− 1

2
,
2α2 − α

2α + 1
]

avecx1 = n
j0(2α+1)

1−2α
2 − 1−2α

2 = (α− 1
2)(1 − n

j0(2α+1) ).

Note : On a(α− 1
2) − x1 = (α− 1

2) n
j0(2α+1) .

Par conséquent
x1 < α− 1

2 si α > 1
2 (idem siα < −1

2 )
etx1 > α− 1

2 si −1
2 < α < 1

2 .
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De la même manière,

x1 − 2α2−α
2α+1 = (α− 1

2)

(
1 − n

j0(2α+1)− 2α
2α+1

)
= (α− 1

2) 1
2α+1

j0−n
j0

Par conséquentx1 < 2α2−α
2α+1 si α > 1

2 (idem siα < −1
2 )

etx1 > 2α2−α
2α+1 si −1

2 < α < 1
2 .

a2 ∈
(

] −∞, α− 1

2
]
⋂

] −∞, x1]

)⋃
[α− 1

2
,
2α2 − α

2α+ 1
]

D’où :

• Siα > 1
2 alorsx1 < α− 1

2 et

a2 ∈
(

] −∞, α− 1

2
]
⋂

] −∞, x1]

)

c’est à dire
a2 ≤ x1

• Siα < 1
2 alorsx1 > α− 1

2 et

a2 ∈] −∞,
2α2 − α

2α+ 1
]
⋂(

] −∞, x1]
⋃

[α− 1

2
,
2α2 − α

2α+ 1
]

)

Alors comme on a aussix1 > 2α2−α
2α+1 , on obtient :

a2 ∈] −∞,
2α2 − α

2α+ 1
]
⋂

] −∞, x1] =] −∞,
2α2 − α

2α+ 1
]

Pour conclure, dans tous les cas, sia2 ≤ min(2α2−α
2α+1 , x1) alors (3) est minimax.

3.5.6 Bilan

• SiE[(1 −Bj)
2] ≤ 2

j
2α(j0− n

2α+1 )

j0 alors (1) est minimax

• Si
√
E[B4

j ] ≤ 2−j 2α
2α+1 alors (2) est minimax

• SiE[B2
j ] ≤ 22j min( 2α2−α

2α+1
,x1) alors (3) est minimax.

Ces trois conditions peuvent s’écrire de la manière suivante :

• SiE[(1 −Bj)
2] ≤ 2

j
2α(j0− n

2α+1 )

j0 alors (1) est minimax

• SiE[B4
j ] ≤ 2−j 4α

2α+1 alors (2) est minimax

• SiE[B2
j ] ≤ 2j min( 4α2−2α

2α+1
,2x1) alors (3) est minimax.

Maintenant on regarde sous quelles conditions surα la seconde contrainte engendre directement la troi-
sième. On utilise pour cela l’inégalité de Jensen.

Inégalité de Jensen : Lorsqueφ est convexe, on aφ(E[x]) ≤ E[φ(x)]. Lorsqueψ est concave, on a
ψ(E[x]) ≥ E[ψ(x)].

La fonction racine carrée est concave par conséquent :

E[B2
j ] ≤

√
E[B4

j ]



118 Débruitage

Donc si on montre que22j min( 2α2−α
2α+1

,x1) < 2−j 2α
2α+1 alors la troisième contrainte sera implicite dès que

la seconde sera vérifiée.

Or

min

(
4α2 − 2α

2α + 1
, 2x1

)
=

4α2 − 2α

2α+ 1
si α <

1

2
et 2x1 sinon

On voit aisément du coup que

22j min( 2α2−α
2α+1

,x1) < 2−j 2α
2α+1

Ceci implique que l’on peut supprimer la troisième contrainte qui est inutile.

• SiE[(1 − Bj)
2] ≤ 2

j
2α(j0− n

2α+1 )

j0 alors (1) est minimax. Cette condition indique queBj doit être
proche de 1.

• SiE[B4
j ] ≤ 2−2j 2α

2α+1 alors (2) est minimax. Cette condition indique queBj doit être proche de 0.

Pour que ces deux conditions soient vérifiées, il faut que l’une des deux soit une condition vide. En
l’occurrence, la première contrainte peut être vide sij0 vérifie j0 = n

2α+1 . Il en découle la proposition
suivante.

Proposition 3.5.4 (Legrand)
Pour qu’une technique de débruitage par multiplication de l’échelle j par un coefficientBj compris
entre 0 et 1 atteigne le taux de convergence optimal, il faut et il suffit que :

• Le niveau de départj0 = n
2α+1 .

• E[B4
j ] ≤ 2−2j 2α

2α+1

3.5.7 Application :

Nous avons fourni un résultat général pour les estimateurs linéaires obtenus à partir de la multiplication
des coefficients d’ondelette bruité par un coefficient constant par échelle (déterministe ou non). Pour ce
type d’estimateur, il suffit d’appliquer la proposition 3.5.4 pour savoir si la méthode atteint le taux de
convergence optimal.

On applique la proposition au Multifractal Pumping et à sa version stochastique (c’est à dire que l’on
suppose que les coefficients multiplicateursBj sont stochastiques). On retrouve les résultats de la section

3.10 dans le cas déterministe. Dans le cas stochastique, on obtient la conditionE[2−j(4x)] ≤ 2−j 4α
2α+1 à

partir du niveauj0.
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3.6 Débruitage Multifractal

3.6.1 Introduction

Nous avons proposé dans la section 3.10 une méthode simple dedébruitage par augmentation contrôlée
de la régularité Hölderienne, le multifractal pumping. Le principe était de multiplier les coefficients
d’ondelette à partir d’un certain niveau par un coefficient multiplicateur dépendant uniquement du niveau
et de la formeBj = 2−jδ. Cette méthode modifie toutes les échelles selon le même schéma ce qui
constitue une faiblesse de la technique. Nous allons proposer dans cette section un raffinement de la
méthode de multifractal pumping. Comme pour la méthode de pumping, on multiplie les coefficients
d’ondelette du niveauxj par un réelBj compris entre0 et 1 mais cette fois lesBj pourraient s’écrire
Bj = 2−jδ(j). Ces nouveaux coefficients multiplicateurs n’ont pas de forme à priori. De plus on va
imposer au signal de sortie d’être le plus proche possible dusignal original non perturbé.

Avant de plonger dans le coeur du problème, et après avoir rappelé les contraintes sur la régularité (sous-
section 3.6.2), on présente une méthode de régularisation (sous-section 3.6.3) basée sur le même principe
à la seule différence qu’on demande au signal de sortie d’être le plus proche possible du signal observé.
Cette étude préliminaire nous permettra d’appréhender la complexité du problème abordé. Nous nous
intéresserons ensuite, sous-section 3.6.4 à la version simplifiée de la méthode de débruitage où l’on
ne requiert pas de conditions sur la variation de la régularité. Cette section se poursuivra par l’étude
du problème complet de minimisation du risque sous contrainte sous-section 3.6.5. Enfin, des résultats
numériques seront présentés sous-section 3.6.6.

3.6.2 Contrainte de régularité

On rappelle (voir section 3.4.2) la contrainte de régularité qui devra être vérifiée par nos coefficients
multiplicateurs si l’on veut augmenter la régularité de∆α.

∆α+
12

(n− 1)n(n + 1)

n∑

j=1

(
j − n+ 1

2

)
[log2(Bj)] = 0 (3.109)

En reprenant les notations du chapitre sur l’estimation, ona :

∆α+Kn

n∑

j=1

sj [log2(Bj)] = 0 (3.110)

On peut réécrire cette contrainte sous la forme :

n∏

j=1

B
sj

j = 2−
∆α
Kn =: Γ (3.111)

3.6.3 Méthode de régularisation

On propose maintenant une méthode destinée à augmenter la régularité du signal en multipliant les
coefficients d’ondelette de chaque échellej du signal observéY par un coefficientBreg

j compris entre
0 et 1. Cette méthode peut toutefois être considérée comme une méthode de débruitage puisque le bruit
diminue la régularité.

Le principe consiste à determiner le signal le plus proche ennormeL2 du signal d’entrée ayant la
régularité souhaitée. La contrainte de régularité est celle décrite dans l’équation 3.110. Le problème se
formalise de la manière suivante :
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Minimisation de A =
n∑

j=1

2j−1∑
k=1

y2
j,k(1 −Bj)

2 =
n∑

j=1

b
e
2

j(Bj − 1)2

Sous la contrainte
n∑

j=1
sj [log2(Bj)] = −∆α

Kn

(3.112)

Le coefficients multiplicateursBreg
j sont obtenus par minimisation du Lagrangien.

L =

n∑

j=1

b
e
2

j (Bj − 1)2 + µ




n∑

j=1

sj[log2(Bj)] +
∆α

Kn


 (3.113)

On poseλ = µ
ln(2) .

Ce problème est complexe à résoudre analytiquement, le détails des résultats intermédiaires ne sera pas
présenté dans ce document. Une résolution numérique est utilisée pour le moment.

3.6.4 Risque sans contrainte

On présente maintenant la méthode de débruitage mais pour l’instant sans contrainte sur l’augmentation
de la régularité. On travaille avec l’hypothèse d’un oraclequi nous donne l’énergie du signal original à
chaque échelle.

On suppose que l’on dispose d’un signal bruité,Y , par un bruit blanc Gaussien. On va essayer de de-
terminer par quels coefficientsBj on doit multiplier l’échellej pour obtenir le risque minimum lors de
l’estimation du signal originalX.

Lemme 3.6.1
Le débruitage d’un signal bruité par un bruit blanc Gaussienpar multiplication par un coefficientBj

déterministe à partir du niveauj0 engendre le risque :

Rj0 =
n∑

j=j0+1

e2j (Bj − 1)2 + σ22−n−1
n∑

j=j0+1

B2
j 2j + σ2(2j0−n − 2−n) (3.114)

avece2j l’énergie du signal original au niveauj.

Preuve
Si on décide d’appliquer la méthode à partir du premier niveau, c’est à dire que l’on touche aux basses
fréquences, alors le risque est donné par :

Rall = E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

(xj,k −Bjyj,k)
2




Rall = E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

(
xj,k −Bj

(
xj,k + σ2−

n
2 zj,k

))2




Rall =




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

x2
j,k(Bj − 1)2 +B2

jσ
22−n)
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Rall =
n∑

j=1

e2j (Bj − 1)2 + σ22−n−1
n∑

j=1

B2
j 2j (3.115)

avece2j =
2j−1∑
k=1

x2
j,k, l’énergie à l’échellej du signal original.

Si on choisit de n’attaquer les coefficients d’ondelette qu’à partir du niveauj0 + 1, alors le risque vaut :

Rj0 =
n∑

j=j0+1

e2j (Bj − 1)2 + σ22−n−1
n∑

j=j0+1

B2
j 2j + σ2(2j0−n − 2−n)

Le biais diminue alors que la variance se trouve augmentée.

Minimisation du risque sans contraintes

On calcule maintenant lesB∗
j minimisant le risque présenté plus haut. Le résultat suivant présente une

forme classique pour les travaux de débruitage avec oracle.

Proposition 3.6.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
LesBj minimisant le risque sont donnés par :

B∗
j =

2e2j
2e2j + σ22j−n

(3.116)

Preuve
∂Rall

∂Bj
= 2e2j (Bj − 1) + σ22j−nBj

∂Rall

∂Bj
= 0 ⇔ B∗

j =
2e2j

2e2j + σ22j−n

CesB∗
j sont des minimums puisque∂

2Rall

∂B2
j

= 2e2j + σ22j−n ≥ 0. De plus ce sont aussi des minimums

du risqueRj0.

Comportement asymptotique du risque sans contraintes

On note

R∗
j0

= Rj0(B
∗
j )

Nécessairementj0 = n
2α+1 pour que l’estimateur atteigne le taux de convergence optimal. (voir propo-

sition 3.5.4).

Proposition 3.6.2 (Legrand, Lévy-Véhel)
Le risque obtenu en multipliant les coefficients d’ondelette à partir du niveauj0 + 1 = n

2α+1 + 1 par
B∗

j est minimax dans tout espace de HölderCα.

R∗
j0

≤
[
c2

2

1

22α − 1
+
c4

σ2

1

2(4α+1) − 1
+ σ2

]
2−

2αn
2α+1 (3.117)
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Preuve

R∗
j0

=
n∑

j=j0+1

e2j

(
2e2j

2e2j + σ22j−n
− 1

)2

+ σ22−n−1
n∑

j=j0+1

(
2e2j

2e2j + σ22j−n

)2

2j + σ2(2j0−n − 2−n)

R∗
j0

≤
n∑

j=j0+1

e2j + σ22−n−1
n∑

j=j0+1

(
2e2j

2e2j + σ22j−n

)2

2j + σ2(2j0−n − 2−n)

On suppose queX ∈ Cα. Par conséquent il existe une constantec telle quexj,k ≤ c2j(α+ 1
2). Donc

e2j ≤ c2

2 2−2jα.

R∗
j0

≤ c2

2

1

22α − 1

(
2−2αj0 − 2−2αn

)
+ σ22−n−1

n∑

j=j0+1

(
2e2j

2e2j + σ22j−n

)2

2j + σ2(2j0−n − 2−n)

Or

(
2e2

j

2e2
j
+σ22j−n

)
est une fonction croissante dee2j . Ce qui nous permet d’écrire :

R∗
j0

≤ c2

2

1

22α − 1

(
2−2αj0 − 2−2αn

)
+ σ22−n−1

n∑

j=j0+1

(
c2.2−2jα

c2.2−2jα + σ22j−n

)2

2j +σ2(2j0−n − 2−n)

Considérons la quantité

Q =

n∑

j=j0+1

(
c2.2−2jα

c2.2−2jα + σ22j−n

)2

2j ≤
n∑

j=j0+1

(
c2

σ2
.2−2jα−j+n

)2

2j

Donc

Q ≤ c4

σ4
22n 2−j0(4α+1) − 2−n(4α+1)

2(4α+1) − 1

Q ≤ c4

σ4
22n 2−j0(4α+1)

2(4α+1) − 1

D’où

R∗
j0

≤ c2

2

1

22α − 1

(
2−2αj0 − 2−2αn

)
+ σ22−n−1 c

4

σ4
22n 2−j0(4α+1)

2(4α+1) − 1
+ σ2(2j0−n − 2−n)

R∗
j0

≤ c2

2

1

22α − 1

(
2−

2αn
2α+1

)
+
c4

σ2

1

2(4α+1) − 1
2−

2αn
2α+1 + σ22−

2αn
2α+1

R∗
j0

≤
[
c2

2

1

22α − 1
+
c4

σ2

1

2(4α+1) − 1
+ σ2

]
2−

2αn
2α+1

On obtient donc le taux de convergence optimal.
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Augmentation de la régularité parB∗
j

L’utilisation de ces coefficients multiplicateurs ne permet pas de contrôler la régularité du signal de sortie.
On rappelle que∆α est la différence entre la régularité du signal de sortie et celle du signal bruité en
chaque point.

Proposition 3.6.3 (Legrand, Lévy-Véhel)
Si X ∈ PART (α), la limite de l’augmentation de régularité obtenue en multipliant les coefficients
d’ondelette du signal bruité à partir du niveauj0 + 1 = n

2α+1 + 1 parB∗
j lorsquen→ ∞ est :

lim
n→∞

∆α =
(2α+ 1)(4α3 + 12α2 + 9α− 1)

4(α+ 1)3
(3.118)

Preuve
Nous avons vu dans la partie consacrée au multifractal pumping que l’augmentation de la régularité∆α
vérifiait :

n∑

j=j0+1

sj log2(B
∗
j ) = −∆α

Kn

Par conséquent,

∆α = −Kn

n∑

j=j0+1

(
j − n+ 1

2

)
log2

(
2e2j

2e2j + σ22j−n

)

SiX ∈ PART (α) alorse2j = c2.2−2jα. D’où :

∆α = −Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(2e
2
j ) +Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(2e
2
j + σ22j−n)

= −Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(2) −Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(e
2
j )

+Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(σ
22j−n) +Kn

n∑

j=j0+1

sj log2

(
1 +

2e2j
σ22j−n

)

= −Kn

n∑

j=j0+1

sj −Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(c
2.2−2jα)

+Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(σ
2) +Kn

n∑

j=j0+1

sj(j − n) +Kn

n∑

j=j0+1

sj log2

(
1 +

2c2.2−2jα

σ22j−n

)

= −Kn(1 + log2(c
2))

n∑

j=j0+1

sj +Kn

n∑

j=j0+1

sj(2jα)

+Kn

n∑

j=j0+1

sj log2(σ
2) +Kn

n∑

j=j0+1

sj(j − n) +Kn

n∑

j=j0+1

sj log2

(
1 +

2c2.2−2jα

σ22j−n

)

Or

lim
n→∞


Kn(−1 − log2(c

2) + log2(σ
2))

n∑

j=j0+1

sj


 = 0
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et lorsquej > j0 + 1 il existe une constantec1 telle que

0 = log2(1) < log2

(
1 +

2c2.2−2jα

σ22j−n

)
< log2(1 + c1)

Donc

lim
n→∞


Kn

n∑

j=j0+1

sj log2

(
1 +

2c2.2−2jα

σ22j−n

)
 = 0

Par conséquent,

lim
n→∞

∆α = lim
n→∞


Kn

n∑

j=j0+1

sj(2jα) +Kn

n∑

j=j0+1

sj(j − n)




=
(2α + 1)(4α3 + 12α2 + 9α− 1)

4(α + 1)3

Corollaire 3.6.1 (Legrand, Lévy-Véhel)
SiX ∈ PART (α), la limite de la régularité de l’estimateur obtenu en multipliant les coefficients d’on-
delette du signal bruité à partir du niveauj0 + 1 = n

2α+1 + 1 parB∗
j lorsquen→ ∞ est :

lim
n→∞

[
α

(n)
oracle

]
=

(4α2 + 3α+ 1)(8α4 + 28α3 + 32α2 + 10α− 1)

4(α + 1)3(2α+ 1)2
(3.119)

Preuve
Nous avons vu dans la section 3.2 proposition 3.2.1 que aprèsl’ajout d’un bruit Gaussien,lim

n→∞
E[αb(n)] =

α−2α2

(1+2α)2
. Par conséquent,

lim
n→∞

[
α

(n)
oracle

]
=

(2α + 1)(4α3 + 12α2 + 9α− 1)

4(α + 1)3
+

α− 2α2

(1 + 2α)2

=
(4α2 + 3α+ 1)(8α4 + 28α3 + 32α2 + 10α− 1)

4(α+ 1)3(2α+ 1)2

On ne retrouve donc pas la régularité du signal original maisune régularité proche du double de celle
attendue comme le confirme la figure 3.12.

3.6.5 Risque sous contraintes

Minimisation du risque sous contraintes

On s’interesse maintenant à la vérification de la contraintede régularité. On résout le Lagrangien.

Lj0 =




n∑

j=j0+1

e2j(Bj − 1)2 +
σ2

2
B2

j 2j−n


+ σ2(2j0−n − 2−n) + µ


∆α

Kn
+

n∑

j=1

sj [log2(Bj)]




On poseλ = µ
ln(2) .

Pour les mêmes raisons que celles évoquées lors de la résolution du problème de régularisation, une
solution numérique est utilisée.
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FIG. 3.12: Evolution de la régularité de l’estimateur en fonction de celle du signal original
pour un signal dansPART (α). En pointillé la première bissectrice. La courbe se comporte
très rapidement en2α donc on ne retrouve pas la régularitéα souhaitée.

Comportement asymptotique du risque sous contrainte

Nous cherchons à évaluer le comportement asymptotique du risque sous contrainte de régularité.

Rden = Rj0(B
den
j )

Théorème 3.6.1(Legrand, Lévy-véhel)

SoitX ∈ Bs
∞,∞.

• Si s
2s+1 ≤ ∆α, alors

Si j0 =
n

2s+ 1
, Rden ≤

(
σ2 +

2−2s−1

1 − 2−2s

)
2−

2ns
2s+1 lorsque n −→ ∞ (3.120)

• Si s
2s+1 > ∆α, alors

Si j0 =
n

2s + 1
, Rden ≤ σ2 21−2∆α

2−2∆α − 1
2−2n∆α lorsque n −→ ∞ (3.121)

Théorème 3.6.2(Legrand, Lévy-véhel)

SoitX ∈ Bs
p,q avecp < 2.

⋆ Si∆α ≥ 1+2s− 2
p

2+2s− 2
p

1
2 , alors

Si j0 =
n

2 + 2s− 2
p

, Rden ≤
(
σ2 + d2

0

2
−(2s+1− 2

p
)

1 − 2
−(2s+1− 2

p
)

)
2
−n

1+2s− 2
p

2+2s− 2
p lorsque n −→ ∞
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⋆ Si∆α <
1+2s− 2

p

2+2s− 2
p

1
2 , alors

Si j0 =
n

2 + 2s− 2
p

, Rden ≤ σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n −→ ∞

Théorème 3.6.3(Legrand, Lévy-véhel)

SoitX ∈ Bs
p,q avecp ≥ 2.

⋆ Si∆α ≥ s
1+2s

, alors

Si j0 =
n

1 + 2s
, Rden ≤

(
σ2 + d2

02
2
p
−1 2−2s

1 − 2−2s

)
2−n 2s

2s+1 lorsque n→ ∞ (3.122)

⋆ Si∆α < s
1+2s

, alors

Si j0 =
n

1 + 2s
, Rden ≤ σ2 2−2∆α

21−2∆α − 1

(
2−2∆αn

)
lorsque n→ ∞ (3.123)

On démontre très facilement ces 3 théorèmes en utilisant lesrésultats du chapitre sur le multifractal
pumping.

Preuve
Nous avons vu dans le chapitre sur le multifractal pumping que le risque généré par le coefficients
multiplicateurs du pumpingRMP était minimax. Or ces coefficients ne minimisaient pas le risque, par
conséquent :

Rden ≤ RMP

3.6.6 Résultats numériques

On présente des résultats sur des images de type synthetic aperture radar (SAR). Une large littérature
décrit la difficulté de débruiter ces images, où le bruit, appelé speckle, est non Gaussien, corrélé et
multiplicatif. Une analyse fine du speckle suggère qu’il suit une K-distribution [Oli91]. Les techniques
classiques appliquées aux images de type SAR sont souvent lefiltrage géométrique et le filtrage Kuan. Il
est à noté que des méthodes de wavelet shrinkage ont aussi étéadaptée pour ces images [GS96].

Le traitement des images de type SAR de paysages naturels fournit un très bon test pour notre méthode
puisque le signal original est très irrégulier. Bien que le bruit ne soit pas additif, il est intéressant de
voir comment notre technique de débruitage se comporte sur ce type de données. On représente sur
la figure 3.13 l’image de référence sur laquelle va être effectué le débruitage par a) Kuan Filtering b)
Hard Thresholding c) L’algorithme décrit dans ce chapitre.La figure 3.14 montre l’application de notre
méthode sur une autre image de type SAR.

3.6.7 Conclusion

On a présenté dans cette section une méthode de débruitage atteignant le taux de convergence optimal
des estimateurs linéaires. Cette méthode présente cependant des inconvénients, elle est très complexe, et
assez lourde algorithmiquement. On propose donc maintenant une autre méthode, simple, non linéaire
et adaptative provenant d’un métissage entre le Multifractal Pumping que nous avons développé dans la
section 3.4 et une célèbre méthode non-linéaire, le Hard Thresholding.
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FIG. 3.13: Image SAR originale (haut gauche), Kuan median filtering (haut droite), wavelet
shrinkage (bas gauche), notre méthode (bas droite). Remarquons que les régions texturées
(mer et parcelles de terre) ont été lissées tandis que les contours sont préservés dans l’image
de bas à droite.
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FIG. 3.14: Image SAR originale (left), débruitage par notre méthode (droite).
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3.7 Non-Linear Wavelet Coefficients Pumping

3.7.1 Introduction

Nous avons présenté dans ce chapitre des méthodes de débruitage par ondelette, linéaires, donc pas tou-
jours minimax selon l’espace de Besov dans lequel on se trouve (p<2) et non-adaptatives. Par conséquent
on se propose de marier dans cette section l’une de nos méthodes, le multifractal pumping, avec une mé-
thode non-linéaire adaptative et simple, le Hard Thresholding. La méthode proposée, sous le nom de
Wavelet Non-Linear coefficients Pumping, aura ainsi l’avantage d’être adaptative et de contrôler la ré-
gularité du signal débruité. Il est bien connu que le Hard Thresholding surlisse les signaux irréguliers
(voir section 3.7.3). En effet, le Hard Thresholding supprime tous les petits coefficients d’ondelette. Le
raffinement se situe sur ce point, plus précisément, on suggère de réduire ces coefficients plutôt que de
les supprimer.

La procédure que nous proposons dépend du paramètre global de débruitage de la méthodeδ ∈ R+ et
d’un seuilλ ∈ R+.

3.7.2 Rappels sur le Hard Thresholding (HT)

On rappelle dans cette section quelques propriétés du Hard Thresholding.

Le Hard Thresholding a été proposé par D. Donoho et I. Johnstone au debut des années 90 dans un cadre
de débruitage et par D. Picard et G. Kerkyacharian dans le cadre d’estimation de densité. Il s’agit d’une
des méthode de débruitage à base d’ondelette les plus utilisées. Le principe découle d’une constatation
sur les coefficients d’ondelette des signaux réguliers. Cessignaux présentent beaucoup de coefficients
d’ondelette nuls et quelques gros coefficients, à l’inversedes coefficients du bruits qui sont tous pe-
tits et répartis partout. La séparation se fait donc de manière naturelle par un seuillage des coefficients
d’ondelette.

On noteW (X) la transformée en ondelette discrète du signalX. On note respectivementxj,k, les coef-
ficients d’ondelette du signal originalX, yj,k ceux du signal bruitéY et x̂j,k ceux deX̂ , l’estimateur de
X, obtenu par débruitage.

Définition 3.7.1 Soit Yn un échantillonnage de2n points de Y. L’estimateur deX par la méthode du
Hard Thresholding,X̂HT est donné par :

HT (n, λ) : IR2n −→ IR2n

Yn 7−→ X̂HT
n avec W (X̂HT

n ) = {yj,k.1|yj,k |≥λn
} (3.124)

Cette loi de décision est illustrée figure 3.15.

Plusieurs extensions du Hard Thresholding ont été proposées dans la littérature avec des seuils di-
vers et variés (seuil sure, seuil minimax, seuils obtenus par méthodes Bayésiennes...). Pour le reste de ce
document et pour un souci de simplicité, nous allons utiliser le seuil universelλn = σ2−

n
2

√
2n. Comme

nous l’avons rappelé, la transformée en ondelette des signaux réguliers est très "sparse" et contient ma-
joritairement des zeros. Après la perturbation par du bruit, les coefficients sont tous non nuls. Le Hard
Thresholding avec le "seuil universel" garantit le retour de ces coefficients à zero.

La méthode de Hard Thresholding est adaptative et est "near-minimax" (voir théorème 3.7.1), c’est à
dire qu’elle atteint le taux de convergence optimal à un facteurn près (avec2n le nombre de points). En
raffinant cette méthode en effectuant un seuillage par blocs, P. Hall, G. Kerkyacharian et D. Picard ont
montré qu’il était possible de rendre la procédure minimax [HKPT98].
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FIG. 3.15: Représentation de la loi de décision du Hard Thresholding.

Théorème 3.7.1(D. Donoho)

SoitX ∈ Bs
p,q. Il existe une constanteC telle que :

RHT := ‖X − X̂HT
n ‖2 ≤ C.n.2−

2sn
2s+1 (3.125)

3.7.3 Considérations sur la régularité après Hard Thresholding

On étudie dans cette partie la modification de la régularité engendrée par l’application du Hard Thre-
sholding sur un signal dansPART (α) et perturbé par un bruit blanc gaussien. On montre en utilisant
l’estimateur de la régularité présenté dans le chapitre 1 que le Hard Thresholding surlisse le signal de
sortie.

On sait que l’algorithme de Hard Thresholding va remplacer certains coefficients d’ondelette par zero ce
qui risque de nous poser des problèmes pour estimer la régularité puisqu’on va obtenir des régularités
infinies. Cependant, on peut rappeler que lorsqu’on utiliseune ondelette avecp1 moments d’ordre nuls,
on ne peut estimer une régularité supérieure àp1. Par conséquent, il semble naturel de remplacer les
coefficients rendus nuls par2−jp avecp = p1 + 1

2 . On peut prendre une ondelette avec un nombre arbi-
trairement élevé de moments nuls et donc rendre ces coefficients aussi proche de zero que l’on souhaite.

Après ces considérations, on modifie en conséquence l’algorithme de Hard Thresholding afin de fournir
directement à notre estimateur des coefficients non-nuls.

Définition 3.7.2 SoitXn un échantillon de2n points, soitYn ce même échantillon perturbé par du bruit,
{xj,k} = W (Xn) et {yj,k} = W (Yn). L’estimateur deX par la méthode du Hard Thresholding,̂XHT

P

est donné par :

HTP (n, λ, p) : IR2n −→ IR2n

Y 7−→ X̂HT
n avec W (X̂HT ) = {yj,k.1|yj,k|≥λn

+ 2−jp.1|yj,k|<λn
}
(3.126)

On estime la régularité de cet estimateur par la méthodeRCO et on évalue son espérance.
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E[α
(n)

xHT ] = −1

2
−Kn

n∑

j=1

sjE[log2|xHT |]

= −1

2
−Kn

n∑

j=1

sjE[log2|y(n)
j,k |.1|y(n)

j,k
|≥λn

] −Kn

n∑

j=1

sjE[log2|2−jp|.1|y(n)
j,k

|<λn
]

= −1

2
−Kn

n∑

j=1

sjE[log2|y(n)
j,k |.1|y(n)

j,k
|≥λn

] +Kn

n∑

j=1

sjjp.P (|y(n)
j,k | < λn)

On s’abstient de noter les indicesk. D’autre part on a mentionné la dépendance des coefficients d’onde-
lette à l’échantillonnage utilisé à travers l’indice(n) dans cette section. Enfin le coefficient d’ondelette
x

(n)
j sera pris positif sans perdre de généralité.

Définition 3.7.3 Soitg une fonction positive qui tend vers l’infini avecn et majorée par
√

2n. Soitx(n)
j

une suite de nombre réels positifs. On définit les ensembles suivants :

In :=
{
j, x

(n)
j < 2−

n
2 σ(

√
2n− g(n))

}

Ln :=
{
j, x

(n)
j > 2−

n
2 σ(

√
2n+ g(n))

}

Sn :=
{
j, 2−

n
2 σ(

√
2n− g(n)) ≤ x

(n)
j ≤ 2−

n
2 σ(

√
2n+ g(n))

}

Dans la suite du document, on noteerf(x) = 2√
π

∫ x

0 e
−t2dt.

Théorème 3.7.2(Legrand, Lévy-Véhel)

Sig est telle quelim
n→∞

(
n

g(n)e
−g2(n)

)
= 0, alors :

lim
n→∞

(
E[α

(n)

xHT ] +
1

2
+Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sj log2 |x(n)
j | − p.Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

j.sj

− n

2
Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sj .ρ
(
x

(n)
j

)

− p.Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

j.sj

(
1 − ρ

(
x

(n)
j

))

 = 0

avec

ρ(x) = 1 − 1

2

[
erf

(√
2n+ 2

n
2 x
σ√

2

)
+ erf

(√
2n− 2

n
2 x
σ√

2

)]
= P (|y| ≥ λn)
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Preuve
La preuve découle des lemmes suivants et son examen montre que le résultat ne dépend pas deg dès que
les conditions suivantes sont vérifiées.

– lim
n→∞

(
n

g(n)e
−g2(n)

)
= 0,

– g une fonction positive qui tend vers l’infini avecn
– g(n) majorée par

√
2n

1ere étape : Travail sur le termeKn

n∑
j=1

sjjp.P (|y(n)
j | < λn)

Lemme 3.7.1

1. ∀j ∈ In, P (|y(n)
j | < λn) > 1

2

[
erf(

√
n) + erf

(
g(n)√

2

)]

2. ∀j ∈ Ln, P (|y(n)
j | < λn) < 1

2

[
1 − erf

(
g(n)√

2

)]

Preuve

P (|y(n)
j | < λn) =

1

2


erf




2
n
2

(
x

(n)
j + λn

)

√
2σ


+ erf




2
n
2

(
−x(n)

j + λn

)

√
2σ




 (3.127)

1. ∀j ∈ In,

erf




2
n
2

(
x

(n)
j + λn

)

√
2σ


 > erf(

√
n)

erf




2
n
2

(
−x(n)

j + λn

)

√
2σ


 > erf

(
g(n)√

2

)

2. ∀j ∈ Ln,

erf




2
n
2

(
x

(n)
j + λn

)

√
2σ


 < 1

erf




2
n
2

(
−x(n)

j + λn

)

√
2σ


 < erf

(
−g(n)√

2

)
= −erf

(
g(n)√

2

)

Corollaire 3.7.1

1. ∀j ∈ In, lim
n→∞

P (|yn
j | < λn) = 1

2. ∀j ∈ Ln, lim
n→∞

P (|yn
j | < λn) = 0

Lemme 3.7.2

lim
n→∞


Kn

n∑

j=1

sjj.P (|yj,k| < λn) −Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj −Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjj.P (|yj,k| < λn)


 = 0
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Preuve
On considère la grandeur

A = Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj −Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

sjj.P (|yj,k| < λn)

A = Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

sjj.(1 − P (|yj,k| < λn))

On peut majorer|A| par

|A| ≤ sup
j∈In

[1 − P (|yj,k| < λn)] .Kn.

n∑

j = 1
j ∈ In

j.|sj |

OrKn

n∑
j = 1
j ∈ In

j.|sj | = O(1) et en utilisant conjointement le lemme 3.7.1, il existe une constantec1 telle

que :

|A| ≤ c1

[
1 − 1

2

[
erf(

√
n) + erf

(
g(n)√

2

)]]
→

n→∞
0

On veut determiner la limite deB avec

B = Kn

n∑

j=1

sjj.P (|yj,k| < λn) −Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj −Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjj.P (|yj,k| < λn)

B = Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sjj.P (|yj,k| < λn) −A

D’où,

|B| ≤ |A| +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sjj.P (|yj,k| < λn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

or

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sjj.P (|yj,k| < λn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ sup
j∈Ln

[P (|yj,k| < λn)] .Kn.
n∑

j = 1
j ∈ Ln

j.|sj |

D’après le lemme 1, pour toutj ∈ Ln, P (|yj,k| < λn) ≤ 1
2

[
1 − erf

(
g(n)√

2

)]
.

De plusKn

n∑
j = 1

j ∈ Ln

j.|sj | = O(1), donc il existe une constantec2 telle que
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sjj.P (|yj,k| < λn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ c2
1

2

[
1 − erf

(
g(n)√

2

)]
→

n→∞
0

Par conséquentB tend vers zero lorsque n tend vers l’infini.

Deuxième étape : Travail sur le termeKn

n∑
j=1

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

Lemme 3.7.3

Pour toutj ∈ In, lim
n→∞

[
E

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]]
= 0 dès que n

g(n)e
−g2(n) tend vers zero qdn→ ∞

Preuve

I = E[log2 |y(n)
j,k |.1|y(n)

j,k
|≥λn

] =
2

n
2

σ
√

2π

∫ −λn

−∞
log |u|e−

2n(u−x
(n)
j,k

)2

2σ2 du

+
2

n
2

σ
√

2π

∫ ∞

λn

log |u|e−
2n(u−x

(n)
j,k

)2

2σ2 du

I est une fonction paire dexj,k donc on peut prendrexj,k positif sans perdre de généralité. De plus, pour
simplifier les notations, on ne précisera plus l’indicek.

On effectue un changement de variable : On posez =
(u−x

(n)
j )

σ
2

n
2 , ce qui nous donnedu = σ2−

n
2 dz.

I =
1√
2π

∫ ∞

√
2n− 2

n
2
σ

x
(n)
j

[log2 |x(n)
j + σ2−

n
2 z|]e− z2

2 dz

+
1√
2π

∫ −
√

2n− 2
n
2

σ
x
(n)
j

−∞
[log2 |x(n)

j + σ2−
n
2 z|]e− z2

2 dz

= (1) + (2)

Traitement de (1):

Nous allons commencer par minorer (1) par une quantité qui tend vers zero lorsquen tend vers l’infini.

Les bornes d’intégration nous donnentz >
√

2n − 2
n
2

σ
x

(n)
j ce qui implique quex(n)

j + σ2−
n
2 zj >

σ2−
n
2

√
2n donc cette quantité est positive et on peut enlever la valeurabsolue sous l’intégrale. Comme

le logarithme est une fonction strictement croissante surIR+,

log2

(
x

(n)
j + σ2−

n
2 zj

)
e−

z2

2 >

[
log2(σ) − n

2
+

1

2
log2(2n)

]
e−

z2

2

Par conséquent,

(1) >

[
log2(σ) − n

2
+

1

2
log2(2n)

]
1√
2π

∫ ∞
(λn−x

(n)
j

)

σ
2

n
2

e−
z2

2 dz =: T

Nous montrons queT tend vers zero lorsquen tend vers l’infini.

On travaille sur l’ensemble desj ∈ In doncx(n)
j < 2−

n
2 σ(

√
2n − g(n)). Cette propriété implique

√
2n − 2

n
2

σ
x

(n)
j > g(n). Par conséquent,
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|T | ≤
∣∣∣∣
n

2
+

1

2
log2(2n) + log2(σ)

∣∣∣∣
1√
2π

∫ ∞

g(n)
e−

z2

2 dz

Donc

|T | ≤
∣∣∣∣
n

2
+

1

2
log2(2n) + log2(σ)

∣∣∣∣

[
e−g2(n)

g(n)
√
π

]
lorsquen tend vers l’infini

Par conséquent, dès quen
g(n)e

−g2(n) tend vers zéro, alorsT tend vers zéro. Nous venons de minorer
(1) par une quantité qui tend vers zéro, maintenant nous montrons qu’on peut majorer (1) par une autre
quantité qui tend vers zéro.

j ∈ In etx(n)
j est positif donc

0 ≤ x
(n)
j < 2−

n
2 σ(

√
2n− g(n))

0 < σ2−
n
2 g(n) ≤ σ2−

n
2 z ≤ x

(n)
j + σ2−

n
2 z < σ2−

n
2 (z +

√
2n− g(n))

D’où :

|x(n)
j + σ2−

n
2 | ≤ σ2−

n
2 (z +

√
2n− g(n)) (3.128)

Le logarithme est une fonction croissante donc

(1) ≤ 1√
2π

[∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

[log2 |z +
√

2n− g(n)|]e− z2

2 dz

+
(
log2(σ) − n

2

)∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

e−
z2

2 dz

]

On montre que ce terme tend lui vers zéro. On a vu précédemment(dans la minoration de (1)) que

(
log2(σ) − n

2

) ∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

e−
z2

2 dz →
n→∞

0 dès que
n

g(n)
e−g2(n) tend vers zero

Il reste à étudier la quantité suivante :

(3) :=

∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

[log2(z +
√

2n− g(n))]e−
z2

2 dz

Soit h(n, z) = log2(z +
√

2n − g(n))e−
z2

4 . Cette fonction est derivable et continue sur l’intervalle

[
√

2n− 2
n
2

σ
x

(n)
j ,+∞[. De plus lim

z→∞
|h(n, z)| = 0 àn fixé.

∂h

∂z
=

1

ln(2)

1

z +
√

2n − g(n)
e−

z2

4 − z

2
log2 |z +

√
2n− g(n)|e− z2

4 (3.129)

S’il existe sur[
√

2n− 2
n
2

σ
x

(n)
j ,+∞[ desz tels que la dérivée∂h

∂z
s’annule, alors cesz vérifient

ln(z +
√

2n− g(n)) =
2

z(z +
√

2n − g(n))
(3.130)

Soit z̃ l’argument maximisant|h(n, z)| sur l’ensemble desz vérifiant l’équation 3.130. On a :
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|h(n, z)| ≤ max

(
|h(n, z̃)|,

∣∣∣∣∣h
(
n,

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣

)
(3.131)

sur[
√

2n − 2
n
2

σ
x

(n)
j ,+∞[.

|h(n, z̃)| =
2

z̃(z̃ +
√

2n− g(n))ln(2)
e−

z̃2

4 (3.132)

Si z̃ existe dans le domaine d’intégration, il est nécessairement supérieur à
√

2n − 2
n
2

σ
x

(n)
j qui est lui-

même supérieur àg(n) carj ∈ In. Par conséquent,lim
n→∞

|h(n, z̃)| = 0.

∣∣∣∣∣h
(
n,

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣ = log2

(
−

2
n
2 x

(n)
j

σ
− g(n) + 2

√
2n

)
e−

 

√
2n− 2

n
2

σ x
(n)
j

!2

4

Or pourj ∈ In, on a
2

n
2 x

(n)
j

σ
<

√
2n− g(n), donc,

√
2n ≤ −

2
n
2 x

(n)
j

σ
− g(n) + 2

√
2n ≤ 2

√
2n

et

∣∣∣∣∣h
(
n,

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣ ≤ log2(2
√

2n)e−
g2(n)

4 (3.133)

|(3)| ≤ max

(
|h(n, z̃)|,

∣∣∣∣∣h
(
n,

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣

)∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

e−
z2

4 dz

≤ max

(
2

z̃(z̃ +
√

2n− g(n))ln(2)
e−

z̃2

4 , log2(2
√

2n)e−
g2(n)

4

)∫ ∞

√
2n− 2

n
2
σ

x
(n)
j

e−
z2

4 dz

Le seul terme qui risque de ne pas tendre vers zero est

(4) := log2(2
√

2n)e−
g2(n)

4

∫ ∞

√
2n− 2

n
2
σ

x
(n)
j

e−
z2

4 dz > 0 (3.134)

Or on peut majorer ce terme par

(4) ≤ log2(2
√

2n)e−
g2(n)

4

∫ ∞

g(n)
e−

z2

4 dz)

≤ log2(2
√

2n)e−
g2(n)

4


2e−

g2(n)
4

g(n)


 lorsquen tend vers l’infini

≤ log2(2
√

2n)


2e−

g2(n)
2

g(n)


 lorsquen tend vers l’infini

Cette quantité tend vers zéro lorsqueg(n) vérifie une condition plus faible que "n
g(n)e

−g2(n) tend vers
zero". Par conséquent(4) tend vers zero lorsquen tend vers l’infini, ce qui entraîne le même résultat
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pour(3). On a donc majoré(1) par une quantité qui tend vers zero. Ce qui nous permet de conclure pour
(1).

lim
n→∞

1√
2π

∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

[log2 |x(n)
j + σ2−

n
2 z|]e− z2

2 dz = 0 (3.135)

Traitement de (2):

(2) =
1√
2π

∫ −
√

2n− 2
n
2
σ

x
(n)
j

−∞
[log2 |x(n)

j + σ2−
n
2 zj|]e−

z2

2 dz

On commence par minorer(2) par une quantité qui tend vers zero. Les bornes d’intégration nous donnent

z < −
√

2n− 2
n
2

σ
x

(n)
j ce qui implique|x(n)

j + σ2−
n
2 zj | > σ

√
2n2−

n
2 donc

(2) ≥
[
−n

2
+

1

2
log2(2n) + log2(σ)

]
1√
2π

∫ −
√

2n− 2
n
2
σ

x
(n)
j

−∞
e−

z2

2 dz := T2

Or

1√
2π

∫ −
√

2n− 2
n
2
σ

x
(n)
j

−∞
e−

z2

2 dz =
1√
2π

∫ ∞

√
2n+ 2

n
2
σ

x
(n)
j

e−
z2

2 dz

≤ 1√
2π

∫ ∞

√
2n

e−
z2

2 dz

<
e−n

2
√
π
√
n

lorsquen tend vers l’infini

Donc |T2| ≤
[
−n

2 + 1
2 log2(2n) + log2(σ)

]
e−n

2
√

π
√

n
lorsquen tend vers l’infini. On a donc minoré(2)

lorsquen tend vers l’infini par une quantité qui tend vers zéro.

On majore(2) par une quantité qui tend elle aussi vers zero. Le calcul est similaire à celui de la majoration
de(1).

(2) ≤ 1√
2π

max

[∫ ∞

√
2n+ 2

n
2
σ

x
(n)
j

[log2 |z|]e−
z2

2 dz,

∫ −
√

2n− 2
n
2

σ
x
(n)
j

∞
[log2 |z +

√
2n− g(n)|]e− z2

2 dz +
(
log2(σ) − n

2

)∫ ∞
√

2n+ 2
n
2

σ
x
(n)
j

e−
z2

2 dz




Le premier élément dans lemax tend vers zero lorsquen tend vers l’infini. On montre que le second
tend lui aussi vers zéro. On a vu précédemment (dans la minoration de (2)) que

(
log2(σ) − n

2

) ∫ ∞

√
2n+ 2

n
2
σ

x
(n)
j

e−
z2

2 dz →
n→∞

0

Il reste à étudier la quantité suivante :

(3)bis :=

∫ −
√

2n− 2
n
2

σ
x
(n)
j

−∞
[log2 |z +

√
2n− g(n)|]e− z2

2 dz
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Soit h(n, z) = log2 |z +
√

2n − g(n)|e− z2

4 . Cette fonction est derivable et continue sur l’intervalle

] −∞,−
√

2n− 2
n
2

σ
x

(n)
j [. De plus lim

z→∞
|h(n, z)| = 0 àn fixé.

∂h

∂z
=

1

ln(2)

1

z +
√

2n − g(n)
e−

z2

4 − z

2
log2 |z +

√
2n− g(n)|e− z2

4 (3.136)

S’il existe sur] −∞,−
√

2n− 2
n
2

σ
x

(n)
j ] desz tels que la dérivée∂h

∂z
s’annule, alors cesz vérifient

ln|z +
√

2n− g(n)| =
2

z(z +
√

2n− g(n))
(3.137)

Soit z̃ l’argument maximisant|h(n, z)| sur l’ensemble desz vérifiant l’équation 3.137. On a :

|h(n, z)| ≤ max

(
|h(n, z̃)|,

∣∣∣∣∣h
(
n,

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣

)
(3.138)

sur] −∞,−
√

2n− 2
n
2

σ
x

(n)
j ].

|h(n, z̃)| =

∣∣∣∣
2

z̃(z̃ +
√

2n − g(n))ln(2)

∣∣∣∣ e
− z̃2

4 (3.139)

Si z̃ existe dans le domaine d’intégration, il est nécessairement inférieur à−
√

2n − 2
n
2

σ
x

(n)
j qui est

lui-même inférieur à−
√

2n. Par conséquent,lim
n→∞

|h(n, z̃)| = 0.

D’autre part,

∣∣∣∣∣h
(
n,−

√
2n − 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣ = log2

∣∣∣∣∣−
2

n
2 x

(n)
j

σ
− g(n)

∣∣∣∣∣ e
−

 

√
2n+2

n
2

σ x
(n)
j

!2

4

∣∣∣∣∣h
(
n,−

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣ ≤ log2

(
2

n
2 x

(n)
j

σ
+ g(n)

)
e−

n
2

Or pourj ∈ In, on a
2

n
2 x

(n)
j

σ
<

√
2n− g(n), donc,

∣∣∣∣∣h
(
n,−

√
2n − 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣ ≤ log2(
√

2n)e−
n
2 (3.140)

|(3)bis| ≤ max

(
|h(n, z̃)| ,

∣∣∣∣∣h
(
n,−

√
2n− 2

n
2

σ
x

(n)
j

)∣∣∣∣∣

)∫ ∞

√
2n+ 2

n
2

σ
x
(n)
j

e−
z2

4 dz

≤ max

(∣∣∣∣
2

z̃(z̃ +
√

2n− g(n))ln(2)

∣∣∣∣ e
− z̃2

4 , log2(
√

2n)e−
n
2

)∫ ∞

√
2n+ 2

n
2

σ
x
(n)
j

e−
z2

4 dz

Cette quantité tend vers zéro lorsquen tend vers l’infini. Par conséquent(3)bis tend vers zero lorsque
n tend vers l’infini. On a donc majoré(2) par une quantité qui tend vers zero. Ce qui nous permet de
conclure pour(2).

lim
n→∞

1√
2π

∫ −
√

2n− 2
n
2

σ
x
(n)
j

−∞
[log2 |x(n)

j + σ2−
n
2 z|]e− z2

2 dz = 0 (3.141)
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Lemme 3.7.4

Pour toutj ∈ Ln, lim
n→∞

[
E

[
log2|y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
− log2 |x(n)

j |
]

= 0 dès que n
g(n)e

−g2(n) tend vers zero.

Preuve

I = E

[
log2|y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

=
1√
2π

∫ ∞

√
2n− 2

n
2

σ
x
(n)
j

[log2 |x(n)
j + σ2−

n
2 z|]e− z2

2 dz (1)

+
1√
2π

∫ −
√

2n− 2
n
2
σ

x
(n)
j

−∞
[log2 |x(n)

j + σ2−
n
2 zj|]e−

z2

2 dz (2)

On posea = σ2−
n
2

xj,k
> 0. Donc on peut écrire

I = I11 + I12 + I21 + I22

avec

I11 =
1√
2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

log2 |x(n)
j |e− z2

2 dz

I12 =
1√
2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

log2 |1 + az|e− z2

2 dz

I21 =
1√
2π

∫ −
√

2n− 1
a

−∞
log2 |x(n)

j |e− z2

2 dz

I22 =
1√
2π

∫ −
√

2n− 1
a

∞
log2 |1 + az| exp(−z

2

2
)dz

On a

∣∣∣I − log2|x(n)
j |
∣∣∣ ≤ |I − I11 − I21| +

∣∣∣I11 + I21 − log2|x(n)
j |
∣∣∣ (3.142)

1) On montre que|I − I11 − I21| tend vers zero lorsquen tend vers l’infini.

I − I11 − I21 = I12 + I22 (3.143)

Lorsquea tend vers zero, c’est à direj ∈ Ln, on cherche la limite deI12 et I22. On utilise la même
technique que dans la preuve du lemme 3.2.1.

Soit

X =
a

ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

ze−
z2

2 dz − a2

2ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

z2e−
z2

2 dz

Nous allons étudier

V =
[I12 −X]

a2
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V =
1

a2
√

2π ln(2)

∫ ∞

√
2n− 1

a

log |1 + az|e− z2

2 dz − a

a2ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

ze−z
2

2
dz

+
a2

2a2ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

z2e−
z2

2 dz

=
1

a2
√

2π ln(2)

∫ ∞

√
2n− 1

a

[
log |1 + az| − az +

a2z2

2

]
e−

z2

2 dz

On effectue une intégration par parties.

V =
1

a2
√

2π ln(2)

[[
−ze− z2

2

(
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

)]∞
√

2n− 1
a

]

+
1

a2
√

2π ln(2)

[∫ ∞
√

2n− 1
a

[
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

]
ze−

z2

2 dz

]

On note

A =

[
−ze− z2

2

(
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

)]∞
√

2n− 1
a

∀ a fixé, lim
n→∞

A = 0 et pour toutn fixé, lim
a→0

A = 0.

Par conséquent, on peut se contenter d’étudier la quantité suivante :

V 1 =
1

a2 ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

[
(1 + az) ln |1 + az|

a
− z − az2

2
+
a2z3

6

]
e−

z2

2 dz (3.144)

On poseu = az et b = 1
a2 .

V 1 =
1

ln(2)
√

2π

∫ ∞
√

2n√
b
−1

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2
+
u3

6

]
ub2

√
be−

u2b
2 du (3.145)

On poseg(b, u) = b2
√
be−

u2b
2 .1

u>
√

2n√
b
−1

.

lim
b→∞

g(b, u) = 0 (3.146)

On va majorer|g(b, u)| pour pouvoir appliquer le théorème de convergence dominée.

∂g

∂b
=

5

2
b

3
2 e−

u2b
2 + b

5
2 e−

u2b
2 si u >

√
2n√
b

− 1 (3.147)

= 0 sinon (3.148)

Si u >
√

2n√
b
− 1, cette dérivée s’annule enb = 5

u2 . La fonctiong(b, u) est positive pourb ∈]0,∞[ avec
un seul extremum et

lim
b→0

g(b, u) = lim
b→∞

g(b, u) = 0

Par conséquent cet extremum est un maximum. Donc,

|g(b, u)| ≤ g

(
5

u2

)
=

25
√

5

|u|5 e−
5
2 .1

u>
√

2n√
b
−1

≤ 25
√

5

|u|5 e−
5
2
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On note

h(u, b) = g(u, b)

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2
+
u3

6

]
u (3.149)

la quantité sous l’intégrale 3.145.

On a : lim
b→∞

h(b, u) = 0 (3.150)

Et d’après ce qui précède,

|h(b, u)| ≤ 25
√

5

|u|5 e−
5
2

∣∣∣∣(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2
+
u3

6

∣∣∣∣ .|u| (3.151)

Ce majorant de|h(b, u)| n’est pas integrable en l’infini et non-défini en zero. On ne peut donc pas
appliquer directement le théorème de convergence dominée.

Dans un premier temps, on prolonge cette fonction par continuité enu = 0. En effet,

(1 + u) ln |1 + u| = u+
u2

2
− u3

6
+
u4

12
+ o(u5) au voisinage de zero (3.152)

Ce qui entraîne le prolongement en zero par25
√

5
12 e−

5
2 .

Dans un second temps, nous allons nous affranchir du problème à l’infini.

Nous sommes dans le cas oùa tend vers zero alors on peut supposer quea < 1 ce qui impliqueb > 1.
Le maximum deg(b, u) est atteint enb = 5

u2 , qui sera supérieur à 1 si|u| <
√

5 et inférieur à 1 dans le
cas contraire. Donc, si|u| >

√
5, pourb ∈]1,∞[, le maximum est atteint pourb = 1.

Par conséquent,

|h(b, u)| ≤ 25
√

5
|u|5 e

− 5
2

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2 + u3

6

]
u si |u| ≤

√
5 (3.153)

≤ e−
u2

2

[
(1 + u) ln |1 + u| − u− u2

2 + u3

6

]
u si |u| >

√
5 (3.154)

Par conséquent,|h(u, b)| est majorée par une fonction continue par morceau pouru ∈ IR\{0}. Cette
fonction est prolongeable par continuité enu = 0 et est integrable. On peut par conséquent appliquer le
théorème de convergence dominée, ce qui nous donne :

lim
a→0

V = lim
a→0

V 1 = 0 (3.155)

Par conséquent, pour toutj ∈ Ln :

lim
n→∞

[
I12 −

a

ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

ze−
z2

2 dz +
a2

2ln(2)
√

2π

∫ ∞

√
2n− 1

a

z2e−
z2

2 dz

]
= 0 (3.156)

Maintenant on effectue le même travail surI22, ce qui nous donne pour toutj ∈ Ln :

lim
n→∞

[
I22 −

a

ln(2)
√

2π

∫ −
√

2n− 1
a

−∞
ze−

z2

2 dz +
a2

2ln(2)
√

2π

∫ −
√

2n− 1
a

−∞
z2e−

z2

2 dz

]
= 0 (3.157)

Par conséquent
lim

n→∞
|I − I11 − I21| = lim

n→∞
|I12 + I22| = 0 , ∀j ∈ Ln (3.158)
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2) On montre que
∣∣∣I11 + I21 − log2|x(n)

j |
∣∣∣ tend vers zero lorsquen tend vers l’infini si n

g(n)e
−g2(n) tend

vers zero.

Les quantitésI11 et I21 se calculent aisément quelque soit la valeur dea :

I11 =
1

2
log2 |x(n)

j |
[
1 − erf

(√
2n− 1

a√
2

)]

I21 =
1

2
log2 |x(n)

j |
[
1 − erf

(√
2n+ 1

a√
2

)]

Donc

I11 + I21 − log2 |x(n)
j | = −1

2
log2 |x(n)

j |
[
erf

(√
2n − 1

a√
2

)
+ erf

(√
2n+ 1

a√
2

)]

= − log2 |x(n)
j |.P (|y(n)

j | < λn)

Nous sommes dans le cas oùj ∈ n et on a vu dans le lemme 3.7.1 que dans ce cas

P (|y(n)
j | < λn) ≤ 1

2

[
1 − erf

(
g(n)√

2

)]

D’autre part, lorsquen tend vers l’infini,

1

2

[
1 − erf

(
g(n)√

2

)]
∼ 1

2

[
1√
π

e−g2(n)

g(n)

]

d’où

∣∣∣I11 + I21 − log2 |x(n)
j |
∣∣∣ <

∣∣∣log2 |x(n)
j |
∣∣∣
1

2

[
1√
π

e−g2(n)

g(n)

]
(3.159)

Le signalX est dansL2 et nous somme dans le cas oùj ∈ Ln donc il existe une constantec telle que :

c > x
(n)
j > 2−

n
2 σ(

√
2n + g(n))

Le logarithme est une fonction croissante donc

−n
2

+ log2(σ) + log2

√
2n + g(n) < log2(x

(n)
j ) < log2(c)

| log2(x
(n)
j )| < max

(
| − n

2
+ log2(σ) + log2

√
2n+ g(n)|, log2(c)

)

Par conséquent,
∣∣∣I11 + I21 − log2 |x(n)

j |
∣∣∣ est majoré par une quantité qui tend vers zero dès quen

g(n)e
−g2(n)

tend vers zero.
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Lemme 3.7.5
Sig est telle quelim

n→∞

(
n

g(n)e
−g2(n)

)
= 0, alors :

lim
n→∞


Kn

n∑

j=1

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
−Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sj log2 |x(n)
j |

−Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

 = 0

Preuve
Soit

A := Kn

n∑

j=1

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
−Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sj log2 |x(n)
j |−Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

A1 := Kn

n∑

j=1

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

A2 := Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sj log2 |x(n)
j |

A =


A1 −Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

S
Sn

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

 (B1)

+


Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
−A2


 (B2)

Donc|A| ≤ |B1| + |B2|.
D’après le lemme 3.7.3, on montre queB1 tend vers zéro sig est telle quelim

n→∞

(
n

g(n)e
−g2(n)

)
= 0.

B1 =


Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
−A2




|B1| ≤ sup
j∈In

(
E

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

])
Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

|sj |
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Or Kn

∑n

j = 1
j ∈ In

|sj| = o(1) et sup
j∈In

(
E

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

])
tend vers zéro d’après le lemme 3.7.3.

DoncB1 tend vers zéro lorsquen tend vers l’infini.

On montre grace au lemme 3.7.4 queB2 tend vers zéro sig est telle quelim
n→∞

(
n

g(n)e
−g2(n)

)
= 0.

|B2| ≤ sup
j∈Ln

(
E

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
− log2(x

(n)
j )

)
Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

|sj|

Or Kn

∑n

j = 1
j ∈ Ln

|sj| = o(1) et sup
j∈Ln

(
E

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
− log2(x

(n)
j )

)
tend vers zéro d’après le

lemme 3.7.4. DoncB1 tend vers zéro lorsquen tend vers l’infini.

3eme étape : Traitement du casj ∈ Sn

Lemme 3.7.6

lim
n→∞


Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
+
n

2
Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjρ
(
x

(n)
j

)

 = 0 (3.160)

avecρ (x) = 1 − 1
2

[
erf

(√
2n+ 2

n
2 x
σ√

2

)
+ erf

(√
2n− 2

n
2 x
σ√

2

)]

Preuve

On poseVj =
2

n
2 x

(n)
j

σ
.

I = E

[
log2 |y(n)

j |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]

=
1√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

[log2 |σ2−
n
2 (z + Vj)|]e−

z2

2 dz

+
1√
2π

∫ −
√

2n−Vj

−∞
[log2 |σ2−

n
2 (z + Vj)|]e−

z2

2 dz

= −n
2

1√
2π

[∫ ∞
√

2n−Vj

e−
z2

2 dz +

∫ −
√

2n−Vj

−∞
e−

z2

2 dz

]

+
1√
2π

∫ ∞
√

2n−Vj

[log2 |σ(z + Vj)|]e−
z2

2 dz +
1√
2π

∫ −
√

2n−Vjx
(n)
j

−∞
[log2 |σ(z + Vj)|]e−

z2

2 dz

= −n
2


1 − 1

2


erf



√

2n+
2

n
2 x

(n)
j

σ√
2


+ erf



√

2n− 2
n
2 x

(n)
j

σ√
2








+
1√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

[log2 |σ(z + Vj)|]e−
z2

2 dz +
1√
2π

∫ −
√

2n−Vjx
(n)
j

−∞
[log2 |σ(z + Vj)|]e−

z2

2 dz
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On considère l’intégrale

J1 :=
1√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

[log2 |σ(z + Vj)|]e−
z2

2 dz

Selon les bornes d’intégration,z >
√

2n − Vj doncσ(Vj + z) > σ
√

2n > 1 (à partir d’un certainn
pourσ non nul) ce qui entraîne0 < log2 |σ(Vj + z)| = log2(σ(Vj + z)) = log2(σ) + log2(Vj + z) ≤
log2(σ) + (Vj + z). Par conséquent

0 ≤ J1 ≤ log2(σ)√
2π

∫ ∞
√

2n−Vj

e−
z2

2 dz +
Vj√
2π

∫ ∞
√

2n−Vj

e−
z2

2 dz +
1√
2π

∫ ∞
√

2n−Vj

ze−
z2

2 dz

Il existe donc une constantec telle que

0 ≤ J1 ≤ Vj√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

e−
z2

2 dz + c ≤ Vj + c

Or pour toutj ∈ Sn, on a :

Vj ≤
√

2n+ g(n) ≤ 2
√

2n

donc,

0 ≤ J1 ≤ 2
√

2n+ c

On considère maintenant

J2 :=
1√
2π

∫ −
√

2n−Vjx
(n)
j

−∞
[log2 |σ(z + Vj)|]e−

z2

2 dz

Selon les bornes d’intégration,z < −
√

2n−Vj, doncσ(Vj +z) < −σ
√

2n < −1 (à partir d’un certainn
pourσ non nul) ce qui entraîne0 < log2 |σ(Vj +z)| = log2(σ)+log2(−Vj −z) ≤ −Vj −z+log2(σ) ≤
Vj − z + log2(σ) et par conséquent

0 ≤ J2 ≤ log2(σ)√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

e−
z2

2 dz +
Vj√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

e−
z2

2 dz − 1√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

ze−
z2

2 dz

Il existe donc une constantec2 telle que

0 ≤ J2 ≤ Vj√
2π

∫ ∞

√
2n−Vj

e−
z2

2 dz + c2 ≤ Vj + c2 ≤ 2
√

2n+ c2

Soit

W = Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjE

[
log2 |y(n)

j,k |.1|y(n)
j,k

|≥λn

]
− n

2
Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjρ(x
(n)
j )

W = Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sj(J1 + J2)
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|W | ≤ Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

|sj||(J1 + J2)|

≤ (4
√

2n + c+ c2)Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

|sj | = O(n−
1
2 )

Par conséquentW tend vers zero lorsquen tend vers l’infini.

Corollaire 3.7.2 (Corollaire du théorème 3.7.2) (Legrand, Lévy-Véhel)

Si ♯Sn = o(n), alors

lim
n→∞


E[α

(n)

xHT ] +
1

2
+Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sj log2 |x(n)
j | − p.Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

j.sj


 = 0 (3.161)

Preuve
On suppose que♯Sn = o(n),

n

2
Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sj.ρ
(
x

(n)
j

)
≤ n

2
Knρ

(
x

(n)
j

) n∑

j = 1
j ∈ Sn

|sj |

≤ n

2
Kn(♯Sn)sn ≤ n2

2
Kn(♯Sn) = o(1)

De la même manière,

Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

j.sj

(
1 − ρ

(
x

(n)
j

))
≤ Knn

2(♯Sn) = o(1)

On applique ce corollaire aux signaux dePART (α).

Proposition 3.7.1 (Legrand, Lévy-Véhel)

Pour un signalX dansPART (α), alors :

lim
n→∞

E[α
(n)

xHT ] = −1

2
− 6α + 1

2(2α + 1)2
+

8α3 + 12α2 + 12α

(2α + 1)3
p (3.162)

Preuve
On montre que pour les signaux de cette classe le cardinal deSn est eno(n). On rappelle que sij ∈ Sn

alors :

2−
n
2 σ(

√
2n− g(n)) ≤ x

(n)
j ≤ 2−

n
2 σ(

√
2n+ g(n))
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Ici, xj = εj2
−j(α+ 1

2), par conséquent, les échelles concernées sont celles qui vérifient :

1

α + 1
2

h

n

2
− log2(σ) − log2(

√
2n + g(n)) + log2(εj)

i

≤ j ≤ 1

α + 1
2

h

n

2
− log2(σ) − log2(

√
2n − g(n)) + log2(εj)

i

SoitDSn = sup{j ∈ Sn} − inf{j ∈ Sn} le diamètre deSn.

DSn ≤ 1

α+ 1
2

[
log2(

√
2n + g(n)) − log2(

√
2n− g(n))

]
=

1

α+ 1
2

log2

(√
2n+ g(n)√
2n− g(n)

)

On poseg(n) =
√

2n
2 . On vérifie que lim

n→∞

(
n√
2n
2

e−
n
4

)
= 0. On obtient alors :

DSn ≤ 1

α+ 1
2

log2(3) < 2

Par conséquent le cardinal deSn est 1.

On a donc exhibé une fonction positiveg(n) <
√

2n qui vérifie la condition lim
n→∞

(
n

g(n)e
−g2(n)

)
= 0 et

telle que le cardinal deSn est eno(n) sur un signal de cette classe donc on peut appliquer le corollaire
3.7.2.

lim
n→∞


E[α

(n)

xHT ] +
1

2
+Kn

n∑

j = 1
j ∈ Ln

sj log2 |x(n)
j | − p.Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

j.sj


 = 0 (3.163)

L’ensemble desj ∈ In pour un signal de la classePART (α) est l’ensemble desj supérieurs à
⌊

n
2α+1

⌋
+

1 et l’ensemble desj ∈ Ln est l’ensemble desj inférieurs à
⌊

n
2α+1

⌋
− 1. On posej0 =

⌊
n

2α+1

⌋
ce qui

nous donne :

−1

2
−Kn

j0−1∑

j=1

sj log2 |x(n)
j | + p.Kn

n∑

j=j0+1

j.sj = −1

2
−Kn

j0∑

j=1

sj(−j(α +
1

2
)) +Knp

n∑

j=j0+1

jsj

= −1

2
− 6α+ 1

2(2α + 1)2
+

8α3 + 12α2 + 12α

(2α + 1)3
p

Par conséquent,

lim
n→∞

E[α
(n)

xHT ] = −1

2
− 6α + 1

2(2α + 1)2
+

8α3 + 12α2 + 12α

(2α + 1)3
p (3.164)

Simulations

Les figures 3.16 et 3.17 nous montrent l’évolution de la régularité d’un signal dansPART (α) perturbé
par du bruit après débruitage par Hard Thresholding en fonction de la régularité de départα.

3.7.4 Méthode du Non-Linear Pumping (NLP)

Comme nous l’avons déjà précisé, la méthode que nous proposons est un raffinement du Hard Threshol-
ding dont l’intérêt réside dans le contrôle de la régularitéHölderienne du signal de sortie. Cette maîtrise
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FIG. 3.16: Evolution de la régularité après débruitage par Hard Thresholding en fonction de la
régularité de départ d’un signal dansPART (α). Courbe théorique en pointillés. Simulation
en trait plein (moyenne de10 réalisations). L’ondelette d’analyse est ici une "Daubechies 10",
par conséquent,p1 = 5.

de la régularité s’effectue grace au paramètreδ. Nous allons ainsi disposer d’une méthode ayant les
avantages du Hard Thresholding et ceux du Multifractal Pumping.

Définition 3.7.4 Soit Yn un échantillonnage de2n points de Y. L’estimateur deX par la méthode du
Non Linear wavelet Pumping,̂XNLP est donné par :

NLP : IR2n −→ IR2n

Yn 7−→ X̂NLP
n avec W (X̂NLP

n ) = {yj,k.1|yj,k |≥λn
+ 2−jδyj,k.1|yj,k|<λn

} (3.165)

Comme pour le Hard Thresholding, le seuilλ peut être choisi parmi les seuils classiques de débruitage :
seuil universel, sure, Bayesien, minimax, etc... On rappelle que pour le reste de ce document et dans un
souci de simplicité, nous allons utiliser le seuil universel λ = σ2−

n
2

√
2n. De plus, on va considérer que

δ le paramètre d’entrée est déterministe (le cas stochastique sera rapidement abordé section 3.7.8).

La loi de décision est représentée sur la figure 3.8.5 pour uneéchellej fixée. La partie centrale bascule
avec l’échelle considérée et avec le paramètre de débruitage : lorsqueδ ou (et/ou)j tendent vers l’infini
alors cette partie se confond avec l’axe des abscisses (HardThresholding). Quand un coefficient bruité
est inférieur àλ, plus la gamme de fréquence à laquelle il appartient est haute, plus il va être réduit par
notre méthode.

Nous montrons que cette méthode est near-minimax dans la section 3.7.5, et nous exhibons numérique-
ment des classes de signaux pour lesquelles notre méthode donne de meilleurs résultats que le Hard
Thresholding (section 3.7.7). Les résultats théoriques seront illustrés par des simulations effectuées sous
Matlabr.

3.7.5 Aspect minimax de la méthode

On souhaite montrer l’aspect near-minimax de notre méthode. On étudie donc dans cette section le
risque de notre estimateur.

RNLP := E[(X − X̂NLP )2] (3.166)



148 Débruitage

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

0

1

2

3

4

5

6

alpha

al
ph

a 
af

te
r 

de
no

is
in

g

FIG. 3.17: Evolution de la régularité après débruitage par Hard Thresholding en fonction de la
régularité de départ d’un signal dansPART (α), courbe théorique. La droite représente la ré-
gularité du signal original. Cette figure illustre le surlissage généré par le Hard Thresholding.
L’ondelette d’analyse est ici une "Daubechies 10", par conséquent,p1 = 5.

Puisque

RNLP ≤ E[(X − X̂HT )2] +E[(X̂HT − X̂NLP )2] = RHT + E[(X̂HT − X̂NLP )2

et queRHT est near-minimax, il suffit de montrer queE[(X̂HT − X̂NLP )2] est négligeable devant (ou
du même ordre que)RHT .

Théorème 3.7.3(Legrand, Lévy-Véhel)

SoitX ∈ Bs
p,q.

Si δ >
s

2s+ 1
, alors RNLP ≤ RHT +O(RHT ) (3.167)

Par consequent, l’estimateur NLP est near-minimax.

De plus,

Si δ >
1

2
l’estimateur est adaptatif. (3.168)

Preuve

E[(X̂HT − X̂NLP )2] = E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

(xHT
j,k − ˜xj,k)

2




E[(X̂HT − X̂NLP )2] =
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

2−2jδE[(yj,k)
21|yj,k|<λ]

E[(yj,k)
21|yj,k|<λn

] =
2

n
2

σ
√

2π

∫ λn

−λ

u2e−
(xj,k−u)

2
2n

2σ2 du
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FIG. 3.18: Loi de décision pour la méthode NLP. En abscisse la valeur du coefficient d’entrée,
en ordonnée la valeur du coefficient de sortie.

E[(yj,k)
21|yj,k|<λ] =

1√
2π

∫ √
2n− 2

n
2 xj,k

σ

−
√

2n− 2
n
2 xj,k

σ

(
xj,k + σ2−

n
2 z
)2
e−

z2

2 du (3.169)

D’après les bornes l’intégrale, on considère lesz tels que :

−
√

2n− 2
n
2 xj,k

σ
≤ z ≤

√
2n− 2

n
2 xj,k

σ

D’où

−σ2−
n
2

√
2n ≤

(
xj,k + σ2−

n
2 z
)
≤ σ2−

n
2

√
2n

Par conséquent

(
xj,k + σ2−

n
2 z
)2

≤ σ22−n2n

Donc

E[(yj,k)
21|yj,k|<λ] ≤ σ22−n2n

1√
2π

∫ √
2n− 2

n
2 xj,k

σ

−
√

2n− 2
n
2 xj,k

σ

e−
z2

2 du ≤ σ22−n2n (3.170)

Par conséquent

E[(X̂HT − X̂NLP )2] ≤
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

2−2jδn2−n2σ2 lorsquen→ ∞

E[(X̂HT − X̂NLP )2] ≤ 2σ2n2−n
n∑

j=1

2j(1−2δ)−1

E[(X̂HT − X̂NLP )2] ≤ 2σ2n2−n 1

2

2(n+1)(1−2δ) − 21−2δ

21−2δ − 1
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• Si δ > 1
2 , alors :

E[(X̂HT − X̂NLP )2] ≤ n2−n2
21−2δ

1 − 21−2δ

Or pour touts réel,2−n < 2−
2sn
2s+1 . Par conséquent, pour tout Besov notre méthode a le taux de

convergence souhaité dès queδ > 1
2 . La méthode du Non Linear Pumping est near-minimax et

adaptative dès queδ > 1
2 . C’est à dire que l’on a pas besoin de connaître la régularitédu signal

original pour être near-minimax.
• Sinon,

E[(X̂HT − X̂NLP )2] ≤ n2−n 1

2

2(n+1)(1−2δ)

21−2δ − 1

E[(X̂HT − X̂NLP )2] ≤ n2−2δn 2(−2δ)

2(1−2δ) − 1

Supposons queX ∈ Bs
p,q, alors pour que l’on soit near-minimax, il suffit que2−2δn < 2−

2sn
2s+1 .

Ce qui correspond àδ > s
2s+1 . Bien évidemment, dans ce cas la méthode n’est pas adaptative

puisqu’il faut connaître la régularité du signal pour être sûr d’être near-minimax.

On pourrait probablement rendre notre méthode minimax en effectuant le même raffinement par blocs
que celui appliqué au Hard Thresholding par P. Hall, G. Kerkyacharian et D. Picard. Cette piste fera
l’objet d’un travail futur.

3.7.6 Augmentation de la régularité

On propose une méthode permettant le contrôle de la régularité, on va dans cette section étudier
l’impact de la méthode NLP sur la régularité d’un signal.

Augmentation de la régularité en espérance

Cas général

Pour estimer la régularité du signal débruité, on utilise laformule suivante au-dessus de chaque point.
Voir section 1.2.

α
(n)

X̂NLP
= −1

2
−Kn

n∑

j=1

sjlog2|x̂NLP
j,k | avecKn =

12

n(n− 1)(n + 1)
et sj = j − n+ 1

2

On a pour le signal bruitéY une équation similaire.

Proposition 3.7.2 (Legrand, Lévy-Véhel)

lim
n→∞


E[α

(n)

X̂NLP
] − E[α

(n)
Y ] − δKn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj − δKn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjj.
(
1 − ρ(x

(n)
j,k )
)

 = 0

avecρ (x) = 1 − 1
2

[
erf

(√
2n+ 2

n
2 x
σ√

2

)
+ erf

(√
2n− 2

n
2 x
σ√

2

)]

La méthode NLP augmente la régularité Hölderienne proportionnellement au paramètreδ.
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Preuve

α
(n)

X̂NLP
= −1

2
−Kn

n∑

j=1

sjlog2|x̂NLP
j,k |

Or
n∑

j=1

sjlog2|x̂NLP
j,k | =

n∑

j = 1

|y(n)
j,k

| > λn

sjlog2|y(n)
j,k | +

n∑

j = 1

|y(n)
j,k

| < λn

sjlog2|2−jδy
(n)
j,k |

D’où
n∑

j=1

sjlog2|x̂NLP
j,k | =

n∑

j=1

sjlog2|y(n)
j,k | +

n∑

j = 1

|y(n)
j,k

| < λn

sjlog2|2−jδ|

Par conséquent, au dessus d’un point, on a :

α
(n)

X̂NLP
= α

(n)
Y +Knδ

n∑

j = 1

|y(n)
j,k

| < λn

jsj

Soit τ = Knδ
n∑

j = 1

|y(n)
j,k

| < λn

jsj l’augmentation de la régularité (pour cette branche).

On rappelle queδ est déterministe. La quantitéτ est aléatoire.

On a∆ := E[τ ] = Knδ
n∑

j=1
jsjP (|y(n)

j,k | < λn).

E[α
(n)

X̂NLP
] = E[α

(n)
Y ] +Knδ

n∑

j=1

jsjE[1|y(n)
j,k

|<λn
]

d’où

E[α
(n)

X̂NLP
] = E[α

(n)
Y ] +Knδ

n∑

j=1

jsjP (|y(n)
j,k | < λn)

On a vu précédemment (voir le lemme 3.7.2 et le lemme 3.7.6) que,

lim
n→∞


Kn

n∑

j=1

sjj.P (|y(n)
j,k | < λn) −Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj −Kn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjj.
(
1 − ρ(x

(n)
j,k )
)

 = 0

avecρ (x) = 1 − 1
2

[
erf

(√
2n+ 2

n
2 x
σ√

2

)
+ erf

(√
2n− 2

n
2 x
σ√

2

)]

Par conséquent :

lim
n→∞


E[α

(n)

X̂NLP
] − E[α

(n)
Y ] − δKn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj − δKn

n∑

j = 1
j ∈ Sn

sjj.
(
1 − ρ(x

(n)
j,k )
)

 = 0
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FIG. 3.19: Signal de1024 points dont les coefficients d’ondelette sontεj,k2
−j(α+ 1

2
) à l’échelle

j. Ici α = 0.5.

SignalX tel queW (X) = εj,k2
−j(α+ 1

2
) (voir figure 3.19).

On calcule l’augmentation de la régularité engendrée par notre méthode lorsque on l’applique à un signal
dePART (α) bruité. On rappelle la définition dePART (α).

PART(α) :=
{
X,W (X) = {εj,k.2−j(α+ 1

2
)}, εj,k iid dans {−1, 1}

}
(3.171)

Proposition 3.7.3 (Legrand, Lévy-Véhel)

Pour un signalX appartenant àPART (α) on obtient :

lim
n→∞

[
E[α

(n)

X̂NLP
] − E[α

(n)
Y ]
]

= δ

[
1 +

(6α − 1)

(2α+ 1)3

]
(3.172)

c’est à dire

lim
n→∞

[
E[α

(n)

X̂NLP
]
]

=
α− 2α2

(1 + 2α)2
+ δ

[
1 +

(6α − 1)

(2α + 1)3

]
(3.173)

Preuve
On rappelle que pour un signal de ce type, la zoneSn n’intervient pas (voir preuve de la proposition
3.7.1). On applique le théorème 3.7.2.

lim
n→∞


E[α

(n)

X̂NLP
] − E[α

(n)
Y ] − δKn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj


 = 0

Or pour ce signal, on a vu quej ∈ In ⇔ j ≥ ⌊ n
2α+1⌋ + 1 = j0 + 1 donc

Kn

n∑

j = 1
j ∈ In

jsj = Kn

n∑

j=j0+1

j.sj = 1 +
(6α − 1)

(2α + 1)3
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On sait que pour un signal dePART (α), on a lim
n→∞

E[α
(n)
Y ] = α−2α2

(1+2α)2
(voir chapitre 3.2).

On vient donc de montrer que lorsqu’on applique notre méthode sur ce signal, on peut determiner, en
fonction deδ, la régularité après traitement. L’objectif final étant d’atteindre la régularité du signal ori-
ginal non perturbé, on calcule le paramètre de débruitage idéalδideal.

Proposition 3.7.4 (Legrand, Lévy-Véhel)

Pour un signalX appartenant àPART (α), le paramètre de débruitage idéal est

δideal =
α(1 + 2α)(2α + 3)

2(2α2 + 3α+ 3)
(3.174)

Preuve
Pour un signalX appartenant àPART (α), on a :

lim
n→∞

[
E[α

(n)

X̂NLP
]
]

=
α− 2α2

(1 + 2α)2
+ δ

[
1 +

(6α − 1)

(2α + 1)3

]

Nous aimerions obtenirlim
n→∞

E[α
(n)

X̃
] = α. Pour cela il suffit donc de prendre

δideal(α) =
α(1 + 2α)(2α + 3)

2(2α2 + 3α+ 3)
(3.175)

Une simulation est représentée sur la figure 3.7.6. On utilise δideal sur les signaux générés avec des
régularité de base allant deα = 0 àα = 10 puis bruités (10 réalisations pour cette figure) et on montre
que l’on retrouve quasiment la régularité de départ (courbef(α) = α en pointillés).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7
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9

10
Courbes simulees et theoriques

alpha

FIG. 3.20: Evolution de la régularité après débruitage par la méthode du pont basculant en
fonction de la régularité de départ. Simulation en trait plein, courbe théorique en pointillés.

Signal nul

on peut effectuer le même type de travail sur le signal nul.
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∆ = Knδ erf

(√
n

σ

) n∑

j=1

jsj

En effet,P (|zj,k| < λ) = erf(
√

n
σ

)

Par conséquent

∆ = δ erf

(√
n

σ

)

Donc dans le cas du signal nul, on a

lim
n→∞

[
E[α

(n)

X̃
] − E[α

(n)
Y ]
]

= δ

La régularité du signal nul étant infinie, on doit prendreδ = ∞ pour obtenir la bonne régularité, ce qui
revient à effectuer un Hard Thresholding.

Signe de la variation de régularité

On montre qu’en moyenne la méthode proposée augmente la régularité.

Proposition 3.7.5 (Legrand, Lévy-Véhel)

SoitX ∈ Cα, et soitMn = Knδ
n∑

j=1
jsj l’augmentation de la régularité en espérance, alors

• Siα ≥ 1
2 :

lim(Mn) ≥ 0 (3.176)

• Siα < 1
2 et si ♯Sn = o(n) :

lim(Mn) ≥ 0 (3.177)

Preuve
On commence par traiter le casα ≥ 1

2 .

Mn = δKn

n∑

j=1

jsjP (|yj,k| < λ)

= δKn

∑

j≤n
2

jsjP (|yj,k| < λ) + δKn

∑

j> n
2

jsjP (|yj,k| < λ)

La première somme est négative et la seconde est positive.

Knδ
∑

j≤n
2

jsjP (|yj,k| < λ) = Knδ
∑

j> n
2

(j − n− 1)sjP (|yn−j+1,k| < λ) carsj = −sn−j+1

Cette quantité est négative donc,

Knδ
∑

j> n
2

(j − n− 1)sjP (|yj,k| < λ) ≥ Knδ
∑

j> n
2

(j − n− 1)sj
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Par conséquent,

Mn ≥ Knδ
∑

j> n
2

(j − n− 1 + jP (|yj,k| < λ)) sj (3.178)

Or j.P (|yj,k| < λ) = j + j (P (|yj,k| < λ) − 1). D’où,

Mn ≥ Knδ
∑

j> n
2

(2j − n− 1) sj +Knδ
∑

j> n
2

(P (|yj,k| < λ− 1)) j.sj

X ∈ Cα donc dès que n
2α+1 < n

2 alors la deuxième somme ne concerne que desj dansIn. Donc si
α > 1

2 , la deuxième somme tend vers zéro lorsquen tend vers l’infini. Donc dans ce cas,

limMn ≥ lim
n→∞


Knδ

∑

j> n
2

(2j − n− 1) sj


 = δ

Siα < 1
2 , on a besoin d’utiliser le cardinal de l’ensembleSn.

Mn = Knδ

n∑

j=1

jsjP (|yj,k| < λ)

= Knδ
∑

j≤n
2

jsjP (|yj,k| < λ) +Knδ
∑

j> n
2

jsjP (|yj,k| < λ)

Or

Knδ
∑

j≤n
2

jsjP (|yj,k| < λ) = Knδ
∑

j ≤ n
2

j ∈ In

jsjP (|yj,k| < λ)

+Knδ
∑

j ≤ n
2

j ∈ Ln

jsjP (|yj,k| < λ)

+Knδ
∑

j ≤ n
2

j ∈ Sn

jsjP (|yj,k| < λ)

De plus, d’après le lemme 3.7.1,

lim
n→∞


Knδ

∑

j ≤ n
2

j ∈ Ln

jsjP (|yj,k| < λ)


 = 0

et d’après l’hypothèse sur le cardinal deSn,

lim
n→∞


Knδ

∑

j ≤ n
2

j ∈ Sn

jsjP (|yj,k| < λ)


 = 0
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Donc la limite deMn (si elle existe) est la même que celle de :

Knδ
∑

j ≤ n
2

j ∈ In

jsjP (|yj,k| < λ) +Knδ
∑

j> n
2

jsjP (|yj,k| < λ)

La première somme est négative et la deuxième est positive. La quantité au total est positive de part le
plus grand nombre d’éléments dans la deuxième somme et lej qui est en facteur du termesj (qui est
plus élevé dans la somme de droite).

Donc, lorsquen tend vers l’infini,

lim(Mn) ≥ 0

3.7.7 Comparaison de notre méthode avec le Hard Thresholding

Cas général

Afin de justifier l’intérêt de la méthode, on aimerait dans un travail futur déterminer un critère qui
permet de savoir si notre méthode est meilleure (au sens du risque) que le Hard Thresholding. Le critère
sera fonction de l’écart type du bruit, du paramètre de débruitage ainsi que des coefficients d’ondelette
du signal original. Il faut mettre en evidence les cas pour lesquels le risque engendré par le Hard Thre-
sholding (RHT ) est supérieur au notre (RNLP ).

RHT ≥ RNLP (3.179)

Or,

RHT = E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
(yj,k − xj,k)

2.1|yj,k|>λ + x2
j,k.1|yj,k|<λ

]



RNLP = E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
(yj,k − xj,k)

2.1|yj,k |>λ + (xj,k − 2−jδyj,k)
2.1|yj,k |<λ

]



(3.179) ⇔ E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
x2

j,k.1|yj,k |<λ

]

 ≥ E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
(x2

j,k − 2−jδ2xj,kyj,k + 2−2jδy2
j,k).1|yj,k |<λ

]



(3.179) ⇔ 0 ≥ E




n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
(−2−jδ2xj,kyj,k + 2−2jδy2

j,k).1|yj,k |<λ

]



Ce qui nous amène à étudier le signe de la quantité suivante :

Q1 =

n∑

j=1

2j−1∑

k=1

2−2jδE[y2
j,k.1|yj,k|<λ] −

n∑

j=1

2j−1∑

k=1

2−jδ2xj,kE[yj,k.1|yj,k|<λ] (3.180)

Notre méthode est la meilleure lorsque Q1 est négatif.
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Q1 =
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

1

2
√

2

[
2−2jδ−nσ2 + x2

j,k(2
−2jδ − 2−jδ+1)

] [
erf

(
2

n
2 (xj,k + λ)

σ
√

2

)
− erf

(
2

n
2 (xj,k − λ)

σ
√

2

)]

+

n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
2−

n
2 σ√
2π

[
xj,k(2

−2jδ − 2−jδ+1) − λ2−2jδ
]]

exp

(
−2n(xj,k + λ)2

2σ2

)

−
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

[
2−

n
2 σ√
2π

[
xj,k(2

−2jδ − 2−jδ+1) + λ2−2jδ
]]

exp

(
−2n(xj,k − λ)2

2σ2

)

L’équationQ1 ≤ 0 n’est pas très explicite. Nous allons donc dans la suite voirà quoi cette équation
correspond pour des signaux classiques. Nous allons considérer des séries lacunaires, puis des signaux
dont les coefficients d’ondelette sont distribués de manière uniforme par échelle.

Séries lacunaires

Définition 3.7.5 [Jaf00]

Soit0 < γ < 1, etα > 0. Une série lacunaire est un processus aléatoireF défini à travers ses coefficients
de la manière suivante : Indépendamment à chaque échellej, on prend aléatoirement2jγ−1 coefficients
parmi les2j−1 de cette échelle, selon une distribution uniforme. On attribue à ces coefficients la valeur
2−j(α+ 1

2
). Les coefficients restant sont mis à zero. On noteL(α, γ) cette classe de signaux avecα la

régularité etγ la lacunarité.

Simulations

0 100 200 300 400 500 600
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FIG. 3.21: Série lacunaire et sa version bruitée. Lacunarité :0.9, régularité :0.5.

On génère une série lacunaire de régularité0.5 et de lacunarité0.9 (figure 3.21). Puis on représente le
terme d’erreur relatif à notre méthode moins celui du Hard Thresholding (trait plein sur les figures 3.22
et 3.23) en fonction du paramètre de débruitageδ après une moyenne sur 10 réalisations de bruit.

On vérifie bien sur ces 2 figures que les deux courbes, en pointillésQ1 et en trait plein la différence des
erreurs, coupent l’axe des abscisses en un même point.

La suite du processus expérimental consiste en la construction de séries lacunaires avec des paramètres
de lacunarité variant de0 à 1 et des régularitésα diverses. Ces séries lacunaires sont ensuite bruitées
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FIG. 3.22: Représentation de l’évolution de la quantitéRPB −RHT en trait plein, et de Q1 en
pointillés en fonction deδ. Série lacunaire bruitée, moyenne de 10 réalisations.

selon 10 réalisations de bruit. On applique sur ces signaux les deux techniques de débruitage. On re-
présente ensuite l’évolution des quantitésRPB etRHT en fonction de paramètre de débruitageδ. Bien
évidemmentRHT est une constante. La figure 3.24 donne le résultat pourα = 0.4 etγ = 0.9.

On représente sur les figures 3.25 et 3.26 deux series lacunaires avec des régularités différentes (0.2 et
0.9) très bruitées puis débruitées par notre méthode.

Distributions uniformes

On souhaite maintenant comparer les deux méthodes sur une autre classe de signaux que l’on notera
UW (α). On va considérer dans cette partie des signaux tels que leurs coefficients d’ondelette suivent une

distribution uniforme sur le support[−2−j(α+ 1
2
), 2j(α+ 1

2
)] à l’échellej. Ces signaux sont dans l’espace

de HölderCα.

Simulations

On génère des coefficients d’ondelette uniformément distribués sur le support[−2j(α+ 1
2
), 2j(α+ 1

2
)] puis

on construit le signal correspondant que l’on bruite avec unbruit blanc gaussien. On débruite ensuite le
signal par notre méthode et par le Hard Thresholding (pour lafigure 3.27,α = 1 et pour la figure 3.28,
alpha = 0.7). On représente aussi pour10 réalisations du bruit les quantitésRPB etRHT évoluant,
pourRPB, avec le paramètre de débruitageδ sur la figure 3.29. Et une moyenne sur l’ensemble des
réalisations est tracée figure 3.30.

3.7.8 Approche stochastique

Dans ce chapitre, on a toujours considéré queδ était une quantité déterministe ce qui provoquait une
augmentation de régularité stochastique. Il est nécessaire de préciser que l’on peut avoir une toute autre
approche qui serait de fixer de manière déterministe l’augmentation de régularité souhaitée. Dans cette
approche, on fait en sorte que pour une réalisationω du bruit,δ(ω) soit tel que

γ = Knδ

n∑

j = 1
|yj,k| < λ

jsj
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FIG. 3.23: Représentation de l’évolution de la quantitéRPB −RHT en trait plein, et de Q1 en
pointillés en fonction deδ. Série lacunaire bruitée, moyenne de 10 réalisations. Zoom.

soit une augmentation déterministe de la régularité. On obtient une formulation explicite deδ pour chacun
des points du signal.

δ =
γ

Kn

∑n

j = 1
|yj,k| < λ

jsj

Toutefois il est impossible de trouver unδ vérifiant ceci au dessus de chacun des points d’un signal (le
point est caché dans lek) donc on doit faire un choix. Les possibilités sont multiples, on peut décider
d’augmenter la régularité en prenantδ comme étant la moyenne desδ obtenus pour chacun des points
du signal, on peut aussi décider d’augmenter la régularité au minimum (ou au maximum) deγ, alors on
prendδ comme étant le maximum (respectivement le minimum) desδ obtenus pour chacun des points
du signal.

Cette approche stochastique est en cours d’investigation.

3.7.9 Conclusion

On a proposé dans cette section une nouvelle méthode de débruitage non-linéaire, à base d’ondelettes,
qui constitue une extension du Hard Thresholding et du Multifractal pumping. L’estimateur proposé
atteint le même taux de convergence que le Hard Thresholdinget la méthode est adaptative. De plus,
cette méthode simple permet le contrôle de la régularité du signal débruité.
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FIG. 3.24: Evolution des quantitésRPB etRHT en fonction de paramètre de débruitageδ.
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FIG. 3.25: Exemple de série lacunaire (en bleu) bruitée (en noir)puis débruitée, par notre
méthode (en rouge), par Hard Thresholding (en vert). Régularité : 0.2, lacunarité :0.7.
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FIG. 3.26: Exemple de série lacunaire (en bleu) bruitée (en noir)puis débruitée, par notre
méthode (en rouge), par Hard Thresholding (en vert). Régularité : 0.9, lacunarité :0.7.
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FIG. 3.27: Distribution uniforme des coefficients d’ondelette sur le support

[−2j(α+ 1
2
), 2j(α+ 1

2
)] avec α = 1. Signal original en bleu, bruité en noir, débruité par

notre méthode en rouge et par le Hard Thresholding en vert.
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FIG. 3.28: Distribution uniforme des coefficients d’ondelette sur le support

[−2j(α+ 1
2
), 2j(α+ 1

2
)] avecα = 0.7. Signal original en bleu, bruité en noir, débruité par

notre méthode en rouge et par le Hard Thresholding en vert.
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FIG. 3.29: Distribution uniforme des coefficients d’ondelette sur le support

[−2j(α+ 1
2
), 2j(α+ 1

2
)] avec α = 0.6. Représentation des risquesRHT et RPB après dé-

bruitage en fonction du paramètreδ et de la réalisation.
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)] avecα = 3. Représentation des risquesRHT etRPB après débruitage

en fonction du paramètreδ. Il s’agit d’une moyenne sur10 réalisations de bruit.
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3.8 Débruitage multifractal Bayesien

Cette section présente une nouvelle méthode pour le débruitage de signaux et d’image. Le modèle
repose seulement sur la régularité locale minimale. Cette hypothèse se traduit en tant que contraintes
sur le spectre multifractal du signal. Ces contraintes sontensuite utilisées dans un cadre Bayesien pour
estimer les coefficients d’ondelette du signal original à partir de ceux du signal perturbé par du bruit.
Cette méthode est bien adaptée au traitement des signaux irréguliers tels que les signaux (multi-)fractals
et peut être utile pour le traitement de données de turbulences, bio-médicales, ou sismiques.

3.8.1 Introduction

A la suite des travaux initiaux de D. Donoho, D. Picard, et d’autres sur le débruitage par seuillage des
coefficients d’ondelette, des méthodes de débruitage à based’ondelette utilisant des techniques Bayé-
siennes ont été proposés, permettant de prendre en compte des connaissancesa priori sur les signaux
traités. Lorsque de telles connaissancesa priori sont disponibles, ces techniques de débruitage semblent
être les plus efficaces. Les travaux de B. Vidakovic (voir [VR01, RV99]) qui ont initié cette approche,
supposent par exemple que les coefficients du signal original sont distribués à chaque échellej suivant
la loi a priori :

xj,k ∼ πjξ(xj,k) + (1 − πj)δ(0), k = 1..2j−1

avecδ(0) le point de masse en zéro etξ décrivant le comportement asymptotique dexj,k lorsqu’il est
non nul, ce qui arrive avec la probabilitéπj . Cette loi permet de tester l’hypothèseH0 : xj,k = 0 face à
H1 : xj,k 6= 0. De nombreux autres priors ont été testés (voir [AB] et [AS99]).

Dans cette section, on développe un estimateur sous l’hypothèse que le signal original appartient à
une certaine classe de signauxS décrite un peu plus loin. Les fonctions appartenant à cette classe ont une
régularité locale minimale mais peuvent avoir des exposantde Hölder ponctuels variant très rapidement.
On interprète l’hypothèse de régularité locale minimale comme une contrainte sur le spectre multifractal.
Cette contrainte, ajoutée éventuellement à d’autres conditions, fournit une forme paramétrique pour la
distributiona priori des coefficients d’ondelette deX. On obtient des estimateurs de ces coefficients en
utilisant une technique demaximum a posterioriclassique. Par conséquent, notre estimateur est défini
comme étant le signal le plus proche des observations avec lespectre multifractal désiré (ou une ver-
sion dégénérée de celui-ci, voir plus loin). Puisque le spectre multifractal regroupe toute l’information
sur l’exposant de Hölder ponctuel, cette procédure est naturellement adaptée au signaux présentant de
soudains changements de régularité. De la même manière, unetelle technique est appropriée lorsque
l’on essaie de restaurer des signaux très irréguliers et pour lesquels il est important que la procédure
renvoie la bonne structure de régularité (c’est à dire préserve l’évolution temporelle de la régularité). Par
exemple, on peut être confronté à cette situation lorsque ledébruitage est suivi par une procédure de
segmentation basée sur l’information texturale : supposons que l’on souhaite distinguer deux zones très
texturées (apparaissant par exemple en MR ou en imagerie radar) sur une image bruitée. L’application
d’une technique de débruitage qui suppose que le signal est,par exemple,C1, va engendrer la perte de
l’information qui justement serait nécessaire à la segmentation. En effet, l’image débruitée ne contiendra
plus beaucoup de texture. On rencontre le même genre de difficulté dans d’autres situations telles que
la détection de changement à partir d’images aériennes bruitées, l’analyse de données de turbulence,
ou la caractérisation des parties non voisées d’un enregistrement vocal. Dans tous ces cas, le critère de
décision est souvent basé sur la variation de l’irrégularité dans certaines régions, et par conséquent on
doit préserver cette information. Nous allons illustrer cepoint dans la deuxième partie de la thèse lors de
l’analyse des profils routiers et des mécanismes du frottement.

Comme nous le montrons par la suite, la technique présentée dans cette section est simple à mettre en
oeuvre d’un point de vue algorithmique et donne de bons résultats sur plusieurs types de signaux/images.

La suite de cette section sera organisée de la manière suivante : tout d’abord la section 3.8.2 rappelle
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quelques notions d’analyse multifractale qui seront, avecla régularité Hölderienne, les bases de notre
approche. Notre modèle sera décrit dans la section 3.8.3. Laméthode de débruitage sera détaillée dans la
section 3.8.4 ainsi que les résultats théoriques de convergence. Tout au long de ce chapitre, les coefficients
d’ondelette du signalX seront notésxj,k avecj l’échelle etk la localisation temporelle. Une ondelette
orthogonale avec suffisamment de moments nuls est utilisée pour effectuer cette décomposition.

3.8.2 Rappels sur l’analyse multifractale

On rappelle brièvement dans cette section quelques éléments basiques d’analyse multifractale. L’ana-
lyse multifractale consiste en l’étude de la structure de larégularité des processus, à la fois d’un point
de vue local et global. Plus précisément, on commence par mesurer la régularité ponctuelle, habituel-
lement par un exposant de Hölder. La seconde étape consiste àdonner une description globale de cette
régularité, ce qui peut être fait de manière géométrique en utilisant la dimension de Hausdorff ou de
manière statistique par une analyse des grandes déviations. Dans ce document, nous allons considérer
l’approche statistique et utiliser lespectre multifractal de grande déviation. On définit ce spectre de la
manière suivante.

SoitX(t), t ∈ T ⊂ R un processus stochastique sur un espace probabilisé (Ω,F , IP). Pour simplifier les
notations, on suppose queT = [0, 1].

Soit
N ε

n(α) = #{k : α− ε ≤ αk
n ≤ α+ ε} (3.181)

oùαk
n est l’ exposant de graincorrespondant à l’intervalle dyadiqueIk

n = [k2−n, (k + 1)2−n], c’est à
dire :

αk
n =

log |Y k
n |

−n (3.182)

Ici, Y k
n est une quantité qui mesure la variation deX sur l’intervalleIk

n.
Le choixY k

n := X ((k + 1)2−n)−X (k2−n) permet de mener simplement les calculs analytiques. Une
autre possibilité, qui sera celle utilisée ici, est de prendre pourY k

n les coefficients d’ondelettexn,k deX
à l’échellen et à la localisationk. Cette définition est pratique. Cependant, elle a aussi un désavantage,
en effet, le spectre multifractal ainsi obtenu va dépendre de l’ondelette choisieψ. Alors, si on prend
Y k

n := xn,k, il n’y a aucun sens à parler du spectre deX sans faire référence à l’ondelette d’analyse
choisie.

Définition 3.8.1 On définit le spectre de grande déviationfg(α) de la manière suivante :

fg(α) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

log N ε
n(α)

n
(3.183)

On note que quelque soit le choix deY k
n , fg est toujours à valeurs dansR+∪{−∞}. La valeur−∞ cor-

respond aux valeurs de l’exposant de grain qui ne sont pas observées à toutes les échelles suffisamment
petites.

Le sens intuitif defg est le suivant. Pourn assez grand, on a approximativement :

IPn(αk
n ≃ α) ≃ 2−n(1−fg(α)) (3.184)

avecIPn la distribution uniforme sur{0, 1, . . . , 2n − 1}. Alors, pour toutα tel quefg(α) < 1, 1− fg(α)
mesure le taux de décroissance exponentielle de la probabilité de renconter un intervalleIk

n avec un
exposant de grain égal àα lorsquen tend vers l’infini.

On considere la version déterministe defg :
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Fg(α) = 1 + lim
ε→0

lim sup
n→∞

log πǫ
n(α)

log(n)
. (3.185)

oùπǫ
n(α) := IP × IPn[αk

n ∈ (α− ε, α+ ε)]

3.8.3 Les classes parametréesS(g, ψ)

Soit F la classe des fonctions semi-continues deIR+ sur IR+ ∪ {−∞}. On considère la classe des
fonctions aléatoiresX(t), t ∈ [0, 1], définie sur (Ω,F , IP) et décrite par la definition 3.8.2 ci-dessous.
Chaque classeS(g, ψ) est caractérisée par le paramètre fonctionnelg ∈ F et une ondeletteψ telle que
l’ensemble{ψj,k}j,k forme une base deL2. SoitK une constante positive et

IP
ε
j(α,K) = IP × IPj(α− ε <

log2(K|xj,k||)
−j < α+ ε) (3.186)

Définition 3.8.2
S(g, ψ) = {X : ∃K > 0, j0 ∈ ZZ : ∀j > j0, xj,k etxj,k′

sont identiquement distribués pour(k, k′) ∈ {0, 1, . . . 2j − 1} et
log2 IP

ε
j(α,K)

j
= g(α) + Rn,ε(α)} où

Rn,ε(α) est tel que :lim
ε→0

lim
n→∞

Rn,ε(α) = 0 uniformément enα.

Le fait que, pourj assez grand, les coefficients(xj,k)k à l’échellej soient identiquement distribués
entraîne que :

πε
j (α,K) := IP × IPj(α− ε <

log2(K|xj,k|)
−j < α+ ε) (3.187)

= IP(α− ε <
log2(K|xj,k|)

−j < α+ ε) (3.188)

Par conséquent, la définition 3.8.2 a une interprétation simple en terme d’analyse multifractale : pour
une ondelette donnéeψ, on considère les signaux aléatoires tels que le signal normaliséKX a un spectre
multifractal déterministeFg(α) (en fonction deψ) égal à1+g, avec la condition suivante :Fg est obtenu
comme une limite enj plutôt que comme unelim sup, cette limite est atteinte uniformément enα. Cette
condition assure que pourj assez grand, les statistiques renormalisées desαj,k sont assez proches de
leurs limites et permettent ainsi une inference significative.

Les classesS(g, ψ) englobent une grande variété de signaux. La plupart des modèles de processus
(multi-)fractals et certains autres processus plus "classiques" appartiennent à de telles classes. Elles com-
prennent les IFS, les cascades multiplicatives, les mouvements Brownien fractionnaires et les processus
stables. De tels processus ont été utilisés pour la modélisation du traffic sur internet, des cours de la
bourse, de signaux de parole, d’images médicales, ...

3.8.4 Débruitage Bayésien dansS(g, ψ)

On rappelle ici les étapes principales de l’approche duMaximum a Posteriori(MAP) dans un contexte
Bayésien. On observe un signal bruitéY , et on suppose queY = X +B, oùB est un bruit indépendant
du signal originalX et de loi connue. Alors on a :yj,k = xj,k + bj,k. L’estimateur MAPx̂j,k dexj,k

obtenu à partir des observationsyj,k est défini comme un argument qui maximiseIP(xj,k/yj,k). D’après
la loi de Bayes, et commeIP(yj,k) ne dépend pas dexj,k, maximiserIP(xj,k/yj,k) revient à maximiser le
produit IP(yj,k/xj,k)IP(xj,k). L’estimateur MAP est alors :̂xj,k = argmaxx[IP(yj,k/x)IP(x)].
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Le termeIP(yj,k/x) est facilement calculé d’après la loi deB si on suppose queB est un bruit blanc
car lesbj,k ont la même loi queB (on rappelle que l’on utilise des ondelettes orthonormales). La loi a

priori IP(xj,k) est déduite en utilisant l’appartenance deX àS(g, ψ). Pourx > 0, soitαj(x) = log2(Kx)
−j

.

IP(|xj,k| = x) = IP

(
log2(K|xj,k|)

−j = αj(x)

)
≃ 2j(g(αj(x))−1)

Ceci nous conduit à définir un estimateur MAP Bayesienapproximépar :

x̂j,k = argmax
x>0

[
jg

(
log2(K̂x)

−j

)
+ log2(IP(yj,k/x))

]
sgn(yj,k) (3.189)

où sgn(y) est le signe dey et K̂ = (supj>j0
supk(xj,k))

−1. On peut justifier de manière heuristique

l’estimateur pris pourK : écrire log2(K|xj,k|)
−j

≃ α avecα > 0 implique queK|xj,k| < 1 pour chaque

couple (j, k). K̂ est choisi comme le plus grand facteur de normalisation vérifiant la dernière inégalité.

A partir de maintenant nous supposons que le bruit est centré, Gaussien et de varianceσ2. L’estimation
MAP donne alors :

x̂j,k = argmax
x>0

[
jg

(
log2(K̂x)

−j

)
− (yj,k − x)2

2σ2

]
sgn(yj,k) (3.190)

Bien que (3.189) donne une formule explicite pour débruiterY , son utilisation est peu pratique. En
effet, la plupart du temps, on ne connait pas le spectre multifractal deX et sans l’evaluation deg, il
n’est pas possible d’utiliser (3.189) pour obtenirx̂j,k. On rappelle de plus queFg dépend en général de
l’ondelette d’analyse.

On va utiliser une version dégénérée de (3.190) qui nécessite un seul paramètre en entrée à la place
du spectre en entier. Soitα0 la plus petite régularité observé dans le signal. Bien que les spectresFg

obtenus avec différentes ondelettes d’analyse dépendent de l’ondelette, leur support est toujours inclus
dans[α0,∞). Le spectre "plat"1[α0,∞) contient alors l’information intrinsèque. Il ne dépend quedu réel
positif α0. On résout (3.190) avec un spectre plat, ce qui nous donne la loi de décision utilisée dans le
paragraphe suivant :

x̂j,k = yj,k siK|yj,k| < 2−jα0 (3.191)

= sign(yj,k).2
−jα0 sinon (3.192)

C’est ce cas qui va être traité dans la section suivante.

Bien queα0 soit une informationa priori, cette valeur peut être estimée à partir des observations
bruitées (voir section 3.3.1). On peut ainsi la comparer au seuil utilisé dans les méthode de Hard et
de Soft Thresholding. Dans la suite, nous allons considérerα0 comme un paramètre de la méthode de
débruitage.

3.8.5 Loi de décision et fonction de coût

On noteδ la loi de décision que l’on applique aux coefficients d’ondeletteyj,k du signal bruité. Pour
simplifier les notations, on ne précisera plus les indicesj, k. On considère donc un coefficienty d’un
certain niveauj. On posem = m(j) = 2−jα0 . De plus, on suppose que les coefficients d’ondelette sont
normalisés par le réel̂K décrit dans la section précédente. Nous allons étudier la méthode de débruitage
Bayesien découlant de la loi de décision suivante.

Définition 3.8.3 La loi de décision est donnée par :
{
δm(y) = y si |y| ≤ m

= sign(y) ∗m si |y| > m
(3.193)
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D’après cette loi de décision, on peut calculer la fonction de coûtL(y, δm).

Définition 3.8.4 La fonction de coût est donnée par :
{
L(y, δm) = (y − x)2 si |y| ≤ m

= (sign(y) ∗m− x)2 si |y| > m
(3.194)

m −m 

yout = y 

FIG. 3.31: Représentation de la loi de décision. En abcisse, on a le coefficient d’entréey et
en ordonnée les valeurs correspondantes du coefficient de sortie de la loi de décision (noté ici
yout). Il est important de préciser ici que le paramètrem dépend du niveauj auquel se trouve
le coefficienty.

Nous verrons dans la partie consacrée au risque Bayesien quenous pouvons prendre comme loi à priori de
x une distribution uniforme sur l’intervalle[−m,m]. Ainsi, nous pouvons étudier les conséquences de la
loi de décision représentée figure 3.31. Si il n’y a pas de bruit, selon le modèle deX, les coefficients sont
tous sur l’intervalle[−m,m] donc on ne fait rien. Au contraire, plus il y a de bruit, plus les coefficients
d’entrée sont éloignés de la plage[−m,m], plus ils sont éloignés des coefficients de sortie.

3.8.6 Risque fréquentiste

Définition 3.8.5 Le risque fréquentisteR(x, δm) est calculé de la manière suivante :

R(x, δm) =

∫ ∞

−∞
L(y, δm)f(y/x)dy (3.195)

On suppose que le bruit est centré et suit une loi Gaussienne d’écart type σ√
2n

. La distribution condition-

nellef(y/x) est

f(y/x) =
2

n
2

σ
√

2π
e−

(y−x)22n

2σ2

Proposition 3.8.1 Le risque fréquentiste sous la loi de décisionδ vaut :

R(x, δm) = (x2 + m
2)

»

1 −
Z m−x

−m−x

f(z)dz
–

+ 2mx

Z m−x

m+x

f(z)dz+

Z m−x

−m−x

z2f(z)dz (3.196)
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Preuve

R(x, δm) =
∫∞
−∞ L(y, δm)f(y/x)dy

=
∫ −m

−∞ (m+ x)2f(y/x)dy +
∫m

−m
(y − x)2f(y/x)dy +

∫∞
m

(m− x)2f(y/x)dy

=
∫ −m−x

−∞ (m+ x)2f(z)dz +
∫m−x

−m−x
z2f(z)dz +

∫∞
m−x

(m− x)2f(z)dz

=
∫m−x

−m−x
z2f(z)dz + (x2 +m2)

(
1 −

∫m−x

−m−x
f(z)dz

)
+ 2mx

∫m−x

m+x
f(z)dz

D’après la forme du risque fréquentiste, on voit les valeursobtenues lorsque l’on prend des valeurs
particulières dem . En effet, lorsquem = 0, on aR(x, δm) = x2, ceci peut s’interpreter très facilement
d’après la loi de décision. Sim = 0 alors nécessairementδm(y) = 0, c’est à dire que l’on estime le
coefficient inconnux par la valeur0, bien évidemment le risque estx2. De même, lorsquem = ∞
(d’après la forme dem donnée au début de la section 3.8.5, ce nombre est compris entre 0 et 1 dans notre
exposé mais on peut imaginer un problème plus général), on aR(x, δm) = σ2

2n , ceci peut s’interpreter
aussi très facilement : d’après la loi de décision, sim = ∞, alors on estimex pary, le risque correspond
alors à la variance du bruit contenu dansy. On retrouve ces informations sur la figure 3.32.
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FIG. 3.32: Evolution du risque fréquentiste en fonction du coefficient non perturbéx. Les
différentes courbes sont obtenues en faisant varier le paramètrem, pour des valeurs fixées de
n etσ (en l’occurrencen = 5 etσ = 1).

Parité du risque fréquentiste

Proposition 3.8.2 Le risque fréquentiste de notre méthode de débruitage est pair.

Preuve

R(x, δm) = (x2 +m2)

[
1 −

∫ m−x

−m−x

f(z)dz
]

+ 2mx

∫ m−x

m+x

f(z)dz +

∫ m−x

−m−x

z2f(z)dz
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R(−x, δm) = (x2 +m2)

[
1 −

∫ m+x

−m+x

f(z)dz
]
− 2mx

∫ m+x

m−x

f(z)dz +

∫ m+x

−m+x

z2f(z)dz

Or ∫ m+x

−m+x

f(z)dz =

∫ m−x

−m−x

f(z)dz

−2mx

∫ m+x

m−x

f(z)dz =

∫ m−x

m+x

f(z)dz

Et

∫ m+x

−m+x

z2f(z)dz =

∫ m−x

−m−x

z2f(z)dz

Par conséquent

R(−x, δm) = R(x, δm) (3.197)

3.8.7 Risque Bayesien et convergence

Définition 3.8.6 Le risque Bayesienr(π, δm) sur un coefficient est donné par :

r(π, δm) =

∫ ∞

−∞
R(x, δm)π(x)dx (3.198)

avecπ(x) la loi à priori de la distribution dex.

Définition 3.8.7 Le risque Bayesien total est donné par :

Br(α0) =
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

r(π, δ2−jα0 )

On peut montrer que si on prend comme loia priori de x une distribution uniforme sur l’intervalle

[−m,m], c’est à direπ(x) = 1
2m

1[−m,m], alors le risque Bayesien total converge enc.2
−n

2α0−1
2α0 si

α0 ≥ 1
2 (signal dansL2). On peut montrer également que ce résultat reste vrai pour une distributiona

priori telle que le signal original soit une série lacunaire (voir 3.7.7). On rappelle que la règle de déci-
sion utilisée ici découle de l’informationa priori que le spectre est plat (c’est le modèle qui a le moins
d’hyper-paramètres :1, la régularité minimale). Si les coefficients sont effectivement distribués de ma-
nière uniforme, le taux de convergence atteint est optimal et s’ils sont distribués très différemment (séries
lacunaires) ce taux est atteint tout de même. Le corollaire 3.8.2 montre que ce résultat est généralisable
à l’ensemble des distributionsa priori à support dans[−m,m] et aussi à d’autres règles de décision.

Proposition 3.8.3 SoitX un signal dont les coefficients au niveauj ont pour support[−m(j),m(j)].
SoitX̂ un estimateur deX tel que pour tout couple d’indice(j, k) on ait :

• |xj,k| ≤ m(j)

• 2xj,k − yj,k ≤ x̂j,k ≤ yj,k si xj,k ≤ yj,k

• yj,k ≤ x̂j,k ≤ 2xj,k − yj,k sinon



3.8 Débruitage multifractal Bayesien 171

alorsL(y, δm) ≤ min(4m2, (yj,k − xj,k)
2).

Remarque 3.8.1En général, on ne peut pas vérifier les deux dernières hypothèses de la proposition
3.8.3 sans un oracle.

Preuve
On ne notera pas les indicesj, k.

1)L(y, δm) = (x̂− x)2 ≤ (x̂−m)2 + (m− x)2 ≤ 4m2

2)L(y, δm) ≤ (y − x)2 ⇔ (x̂− x)2 ≤ (y − x)2 ⇔ x̂2 − 2xx̂+ (2xy − y2) ≤ 0

Ce qui équivaut à̂x ∈ [2x− y, y] si x < y et x̂ ∈ [y, 2x− y] sinon.

Corollaire 3.8.1 Sous les mêmes hypothèses que la proposition 3.8.3, le risque fréquentiste vérifie

R(x, δm) ≤ min(4m2, (y − x)2)

Preuve

R(x, δm) =

∫ ∞

−∞
L(y, δm)f(y/x)dy

≤ min

[∫ ∞

−∞
4m2f(y/x)dy,

∫ ∞

−∞
(y − x)2f(y/x)dy

]

≤ min

[∫ ∞

−∞
4m2f(z)dz,

∫ ∞

−∞
z2f(z)dz

]

≤ min
[
4m2, σ22−n

]

Corollaire 3.8.2 Sous les mêmes hypothèses que la proposition 3.8.3 et sim = 2−jα0 , Le risque Baye-
sien total vérifie

Br(α0) ≤
[
σ2 +

4

2α0 − 2

]
2
−n

“
2α0−1
2α0

”

si α0 ≥ 1

2
(3.199)

pour toute loi a priori à support dans[−m,m].

Preuve
Le risque Bayesien sur un coefficient est majoré par

r(π, δm) =

∫ ∞

−∞
R(x, δm)π(x)dx

≤ min(4m2, (y − x)2)

∫ ∞

−∞
π(x)dx = min(4m2, (y − x)2)

Le risque Bayesien total est donc majoré par

Br(α0) =

n∑

j=1

2j−1∑

k=1

r(π, δ2−jα0 ) ≤
n∑

j=1

2j−1∑

k=1

min(4m2, (y − x)2)

Par conséquent,
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Br(α0) ≤
n

2α0∑

j=1

2j−1∑

k=1

σ22−n +

n∑

j= n
2α0

+1

2j−1∑

k=1

4m2 (3.200)

Br(α0) ≤ σ22−n−1

n
2α0∑

j=1

2j + 2

n∑

j= n
2α0

+1

2j(1−2α0)

Br(α0) ≤ σ22−n−1

[
2

n+2α0
2α0 − 2

]
+ 2

2
n

“
1−2α0
2α0

”
+1 − 2n(1−2α0)+1

22α0 − 2

Donc,

Br(α0) ≤
[
σ2 + 4

2α0−2

]
2
−n

“
2α0−1
2α0

”

si α0 ≥ 1
2

(3.201)

Remarque 3.8.2SiX ∈ Cα0 et est tel que||X||2 < K, alors on a le taux de convergence optimal.
L’information a priori est simplement l’appartenance du signal à une boule dans un espace de Hölder ce
qui implique que la méthode de débruitage proposée est "minimax". Toutefois elle est non adaptative car
elle dépend deα0 (à travers le paramètrem) et deK (le coefficient de renormalisation des coefficients
d’ondelette). Ce résultat donne l’impression que l’on a besoin d’un oracle mais on va voir que ce n’est
pas toujours nécessaire.

Applications

On montre aisément que la loi de décision donnée dans la section 3.8.5 vérifie bien les hypothèses de la
proposition 3.8.3. La méthode de débruitage ainsi définie atteint le taux de convergence optimale d’après
le corollaire 3.8.2. On obtient donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.8.3 Pour toute loi a prioriπ(x) à support dans[−m,m] avecm = 2−jα0 et pour la loi de
décision {

δm(y) = y si |y| ≤ m
= sign(y) ∗m si |y| > m

(3.202)

le risque Bayesien total vérifie

Br(α0) ≤
[
σ2 +

4

2α0 − 2

]
2
−n

“
2α0−1

2α0

”

si α0 ≥ 1

2
(3.203)

On peut construire une infinité de lois de décision vérifiant les hypothèses de la proposition 3.8.3. Par
exemple,





δm(y) = y si |y| ≤ m
= sign(y) ∗m si m < |y| ≤ 2m
= 0 sinon

(3.204)

Plus généralement, toutes les lois de la forme





δm(y) = y si |y| ≤ m
= sign(y) ∗m si m < |y| ≤ 2m
∈ [0,m] si y > 2m
∈ [−m, 0] si y < −2m

(3.205)

engendrent un risque Bayesien convergeant avec le taux optimal.
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3.8.8 Simulations

Risque fréquentiste

Nous allons maintenant illustrer dans un cas réel les résultats théoriques obtenus. Pour cela, nous prenons
des coefficientsx sur [−1,+1]. Puis nous construisons cent réalisations différentes descoefficientsy en
sommant lesx à cent bruits indépendants d’écart typeσ√

2n
. La loi de décision est ensuite appliquée a

cesy, afin d’obtenir un estimateur dex. On effectue ensuite une moyenne des100 résultats obtenus. Les
résultats sont représentés sur la figure 3.33.
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FIG. 3.33: Simulation du risque fréquentiste en fonction du coefficient non perturbéx. Les
résultats théoriques sont en traits pleins et les résultatsexpérimentaux sont en pointillés. Les
différentes courbes sont obtenues en faisant varier le paramètrem, pour des valeurs fixées de
n etσ (en l’occurrencen = 5 etσ = 1).

Résultats numériques

On donne quelques résultats sur des signaux synthétiques. Les signaux originaux sont perturbés par
un bruit blanc Gaussien additif. On montre compare dans chacun des cas notre méthode avec le Hard
Thresholding. Pour chaque procedure, on choisit manuellement les paramètres donnant les meilleurs
résultats. On peut tirer de ces applications numériques lesconclusions suivantes. Premièrement, pour les
signaux irréguliers considérés ici appartenant àS(g, ψ), on voit que la méthode Bayesienne donne de
meilleurs résultats que le Thresholding.En particulier, cette méthode préserve la régularité, tandis que
le seuillage renvoie un signal présentant à la fois des régions trop lisses et des région trop irrégulières.
Deuxièmement, il apparaît que l’utilisation de l’information dégénérée fournie par le spectre "plat" ne
dégrade pas la qualité du débruitage.

Un type général de signaux dansS(g, ψ)

On considère les signaux suivant :

S = {X : |xj,k| = Kǫj,k2
−jγ} (3.206)

OùK et γ sont des constantes positives et chaqueǫj,k est une variable aléatoire à support dans[0, 1].
Lesǫj,k sont indépendants et sont distribués identiquement par échelle, c’est à dire queǫj,k et ǫj,k′ sont
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distribués identiquement avec la distribution de probabilité pj pour toutj, k, k′. De plus, on suppose que
pj(0) < 1 pour un grand nombre dej.

En terme de régularité, le comportement des fonctions dansS peut être très variable en fonction de la
loi pj . Ici nous allons considérer en particulier des signaux avecdes coefficients d’ondelette distribués
uniformément. Plus précisément, pour toutj, on prendpj la loi uniforme sur[0, 1], c’est à dire que les
ǫj,k sont iid et uniformément distribués sur sur[0, 1]. Il est aisé de voir que, pour toutt, presque sûrement
α(t) = γ − 1/2. De plus,Fg(α) = 1 pourα = γ − 1/2 etFg(α) = −∞ sinon.

Les résultats sur ces types de signaux sont présentés figure 3.34.

Mouvement Brownien fractionnaire

Nous allons maintenant appliquer notre méthode sur l’un desprocessus stochastique fractal les plus
simples, le mouvement Brownien fractionnaire (fBm). Le fBmest le processus Gaussien de moyenne
nulle X(t) ayant pour fonction de covarianceR(t, s) = σ2

2 (|t|2H + |s|2H − |t − s|2H), oùH est un
nombre réel dans[0, 1] et σ est un réel. Le fBm présente en tout point presque sûrement l’exposant de
HölderH. Comme on l’a dit précédemment, le spectre de grande déviation dépend de la définition de
Y k

n : Si on considère les incréments, alors, presque sûrement, pour toutα :

fg(α) =





−∞ if α < H
H + 1 − α if H ≤ α ≤ H + 1
−∞ if α > H + 1

En outre, bien que l’on calcule le spectre en utilisant les incréments des coefficients d’ondelette,fg(α)
est donné par une limite enj plutôt que comme une limite supérieur. Ce qui entraîne avec les proprié-
tés des coefficients d’ondelette l’appartenance du Fbm à la classeS(g, ψ). Si on définit lesY k

n comme
étant les coefficients d’ondelette, le spectre va dépendre de l’ondelette d’analyseψ. Tout spectre présen-
tant comme enveloppe supérieure la fonction caractéristique de[H,∞) peut être obtenu avec un choix
adéquat deψ. Le résultat de notre débruitage doit alors être en principedépendant de l’ondelette. L’in-
fluence de l’ondelette est contrôlée grace au choix du prior,c’est à dire le spectre multifractal parmi tous
les admissibles. En pratique, on observe quelques variations si l’on utilise une ondelette de Daubechies
de longueur comprise entre 2 et 20, et un spectre non-croissant de support[H,∞) avecfg(H) = 1.
En particulier, prendrefg comme spectre théorique obtenu par incréments, ou prendrefg(α) = 1 pour
α ≥ H et−∞ sinon (le spectre plat), conduit à des résultats comparables (voir figure 3.35).
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FIG. 3.34: Première ligne : signal avec desǫj,k uniformément distribués,K = 32 et γ = 1.3
(gauche), version bruitée avec un bruit Gaussien additif (droite). Seconde ligne : Débruitage
par Hard Thresholding (gauche), Débruitage Bayesien (droite).
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FIG. 3.35: Première ligne : fBm avecH = 0.6 (gauche) et version bruitée avec un bruit
Gaussien (droite). Seconde ligne : Débruitage par seuillage classique ; Hard Thresholding
(gauche), Soft Thresholding (droite). Troisième ligne : Débruitage Bayesien avec le spectre
par incréments (gauche), avec le spectre plat (droite).
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Deuxième partie

Etude fractale de profils routiers et
application à l’adhérence





Chapitre 4

Etat de l’art



180 Etat de l’art

4.1 Position du problème

L’adhérence d’une chaussée correspond à sa capacité à mobiliser des forces de frottement entre
le pneumatique d’un véhicule et la surface du revêtement de la chaussée sous l’effet des sollicitations
engendrées par la conduite : accélérations, freinages, changements de direction, etc. Elle permet :

• de conserver à tout moment la trajectoire désirée, notamment en virage ;

• de réduire les distances de freinage et d’arrêt d’urgence ;

• de faciliter les manoeuvres d’évitement ou de récupérationde trajectoire.

Le développement des forces de frottement dépend de la charge normale instantanée, de diverses
propriétés des pneumatiques, des caractéristiques géométriques de la route et des conditions de contact
(sec, présence de polluants et d’eau). La complexité des phénomènes mis en jeu explique l’absence de
modèle physique complet de calcul des forces de frottement d’un pneumatique sur une chaussée à partir
de paramètres liés à la route et au pneumatique.

Dans le cadre du programme de recherche "Infrastructure et sécurité routière" du LCPC, la section
Surface des Chaussées et Dynamique des Véhicules a proposé d’aborder le problème d’adhérence par
une approche locale visant à mieux comprendre et quantifier les phénomènes au niveau du contact entre
un pavé de gomme et des aspérités de la chaussée.

Le travail présenté ici a pour objectif de mieux comprendre et de quantifier le rôle des aspérités de di-
mensions micrométrique à centimétrique, formant la texture des surfaces de chaussée, dans la génération
du frottement pneumatique/chaussée.

Cette partie commencera par une section bibliographique donnant un bref rappel des principes de
l’adhérence. Puis nous présenterons un exposé détaillé destravaux menés aux LCPC [DZ01] sur la tech-
nique d’indenteur et sa combinaison au modèle de frottementde Stefani. Ensuite on montrera la fractalité
des profils routiers puis l’apport des techniques d’interpolation Hölderienne et de débruitage multifrac-
tal sur le calcul du frottement. Enfin un nouveau modèle de frottement, provenant d’un raffinement du
modèle Do/Stefani, sera explicité.

4.2 Les principes de l’adhérence

On rappelle dans cette section les principes du mécanisme d’adhérence entre un pneumatique et une
chaussée.

4.2.1 La gomme

La gomme qui constitue les pneumatiques est un élastomère vulcanisé, c’est à dire un ensemble de
polymères mélangé à la cuisson avec une quantité de soufre. Les propriétés moléculaire de cet objet ainsi
constitué lui confère un comportement visco-élastique. Onrappelle qu’un matériau visco-élastique est
un matériau deformable dont le comportement est intermédiaire entre celui d’un solide élastique et d’un
liquide visqueux. En particulier, lorsqu’on déforme un corps visco-élastique, il reprend sa forme initiale
(phénomène de relaxation) mais seulement au bout d’un certain temps, c’est le phénomène d’hysté-
rèse, ce retard s’accompagne d’une déperdition d’énergie sous forme de chaleur. Dans la littérature, il a
été montré que le phénomène d’hystérèse est à l’origine des mécanismes d’adhérence du pneumatique
([Mic01],[Heg69],[SWL70]). Le pneumatique, en tant que matériau visco-élastique, peux donc être mo-
délisé par un couple ressort + piston, appelé solide de Kelvin. C’est sous cette forme que le pneu est
symbolisé dans le modèle décrit par la suite (section 4.3).

Lorsque le pneumatique heurte des aspérités de la route, il est sollicité. La fréquence de ces solli-
citations va jouer sur le caractère du matériau. Pour les basses fréquences, le matériau se comportera
de manière élastique (comportement caoutchoutique) et présentera une hystérèse faible. Par contre, pour
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les hautes fréquences, le matériau se comporte de manière visco-élastique. Dans ce cas, l’hystérèse sera
maximale et donc on se situera dans les conditions les plus favorables à l’adhérence. toutefois, si la fré-
quence augmente de trop, on peux passer à un comportement vitreux, c’est à dire que le matériau devient
quasiment indéformable.

De la même manière, la température influe sur la consistance du pneumatique. Pour une température
faible le matériau est rigide et pour une température élevée, le matériau est élastique. Il existe donc une
température intermédiaire autour de laquelle le pneumatique à le comportement idéal garantissant une
hystérèse élevée. On appelle cette température la température de transition vitreuse.

4.2.2 Le frottement gomme/sol

Comme le détaille une littérature abondante ([Mic01],[Heg69],[SWL70],[Dij74], ...), deux méca-
nismes de sollicitations de la gomme interviennent dans le phénomène d’adhérence, l’indentation et
l’adhésion.

L’indentation

L’indentation est la déformation de la gomme par glissementsur les aspérités du sol dont la taille varie
du centimètre (macrorugosité) au micron (microrugosité).La souplesse de la gomme va lui permettre
d’épouser les aspérités du revêtement routier. Le matériauva venir heurter une aspérité et se déformer,
toutefois, par le phénomène d’hystérèse, il ne va pas recouvrir immédiatement l’autre coté de l’aspérité
sur la même surface. Ce recouvrement dissymétrique de l’aspérité va générer une force de réaction qui
s’oppose au glissement comme on peut le voir sur la figure 4.1.Pour que l’indentation entre en jeu
dans les mécanismes de frottement, le revêtement routier doit nécessairement présenter des aspérités de
dimension comprises entre quelques microns et quelques millimètres.

FIG. 4.1: Modélisation de l’indentation par un ensemble ressort-amortisseur qui subit un cycle
de compression-détente à déformation imposée. Dans l’amortisseur, la déformation génère de
l’hystérèse (donc une perte d’énergie) à chaque cycle. La déformation dissymétrique du pain
de gomme autour de l’aspérité génère un champ de forces, dontla composante tangentielle X
s’oppose au glissement. (Source Michelin)

L’adhésion

L’adhésion est un phénomène résultant d’interactions moléculaires, les liaisons de Van Der Waals.
Ces liaisons se forment, s’étirent puis se coupent (voir figure 4.2). Pour que le phénomène d’adhésion
se produise, il est nécessaire que la distance entre le sol etla gomme soit inférieure à10−6mm, ce qui
exclut les sols mouillés et sales.

Pour ces deux mécanismes, on peut remarquer que si la gomme neglissait pas sur le sol, les forces
de réaction à la déformation et l’adhésion ne seraient pas tangentielles mais seulement verticales. La
génération des forces s’opposant au glissement est dépendante d’un début de glissement. On peut dire que
l’adhérence met en jeu des phénomènes de microglissement s’opposant au macroglissement du véhicule.
C’est pour cette raison que l’on va s’intéresser au taux de glissement dans la section 4.2.4.
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FIG. 4.2: Mécanisme D’adhésion. 1-la liaison se crée. 2-la chaîne moléculaire est étirée : son
caractère visqueux (représenté par le piston) résiste à la déformation, générant une force de
frottement X qui s’oppose au glissement. 3-La liaison se rompt, pour se reformer plus loin.
(Source Michelin)

4.2.3 Le revêtement routier

Pour qu’il y ait adhérence, le pneumatique doit entrer en contact avec le revêtement de chaussée.
Le mécanisme d’indentation requiert la présence d’indenteurs (aspérités qui vont s’enfoncer dans la
gomme) et le mécanisme d’adhésion nécessite un contact direct avec le pneumatique. Par conséquent, le
phénomène d’adhérence passe par la géométrie de la surface de chaussée, notamment la macrorugosité
et la microrugosité. La macrorugosité est une caractéristique liée à la dimension des granulats entrant
dans la composition de la chaussée. Cette composante concerne des objets de dimension comprise entre
100 microns et 10 millimètres et participe au drainage et à l’indentation. La microrugosité, qui concerne
les petites aspérités de la route (entre 1 et 100 microns) estla composante principale du phénomène
d’indentation.

En présence d’eau, l’adhérence est diminué car la composante d’adhésion sera inexistante. Toutefois
le mécanisme d’indentation sera toujours actif, notammentgrace aux micro-indenteurs qui vont rompre
la pellicule d’eau. Cependant, si la hauteur d’eau est trop importante, les micro-indenteurs peuvent être
recouverts mais les macro-indenteurs continuent à assurerleur rôle dans l’indentation. D’une manière
générale, puisque l’eau réduit l’adhérence, le revêtementdoit la drainer au maximum pour que la zone
de contact soit la plus sèche possible.

4.2.4 Taux de glissement et frottement longitudinal

En condition normales d’utilisation, lorsqu’un véhicule avance, ses roue progressent uniquement par
roulement. Par contre, lors d’un freinage, la vitesse de roulement des roue diminue et donc, pour pouvoir
suivre l’avancée du véhicule, au roulement s’ajoute un glissement sur le sol. On définit alors le taux de
glissementG.

G =
vitesse de glissement pneu/sol

vitesse du véhicule
(4.1)

Le glissement engendre alors une force de frottementX provenant des mécanismes d’adhésion et
d’indentation et qui est proportionnelle au poidsZ du véhicule. C’est ce coefficient de proportionnalité
µ qu’on appelle le coefficient de frottement longitudinal.

µ =
X

Z
(4.2)

Remarque 4.2.1On remarque queµ peut être rattaché a une grandeur peut-être plus explicite que la
force de frottement, l’acceleration du véhiculea. En effet, en appliquant le principe fondamental de la
dynamique, on obtientµ = a

g
.
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Le coefficientµ va dépendre de la nature du sol, de la gomme, de la présence de polluants ou d’eau,
etc... Il a été montré queµ varie très peu en fonction de la chargeZ mais varie beaucoup en fonction
du glissementG. On a représenté sur la figure 4.3 l’évolution du coefficient de frottement du couple
gomme/sol en fonction du taux de glissement à une certaine vitesseV . Cette courbe a deux comporte-
ments typiques : Tout d’abord, la montée vers un coefficientsde frottement maximalµmax atteint pour
un taux de glissement voisin de0.1. A ce moment il y a une décroissance du frottement qui va jusqu’à
une valeurµbloque correspondant au blocage des roues (0.2 secondes). La pente à l’origine semble être
une caractéristique intrinsèque à la gomme.

FIG. 4.3: Coefficient de frottement du couple gomme/sol en fonction du taux de glissementG à
la vitesseV . (Source Michelin).

On propose de s’intéresser àµbloque dont l’évolution est représenté en fonction de la vitesseV sur la
figure 4.4. Ce coefficient peut être modélisé de la manière suivante :

µbloqué = µ0 exp

[
−
(
V

S0

)α]
+ γV (4.3)

FIG. 4.4: Evolution deµbloqué avec la vitesse V. (Source Do)

Le termeµ0 est représentatif de la microtexture de la chaussée et est très corrélé avec le frottement
SRT décrit ci-dessous.
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4.2.5 La mesure de frottement d’un couple gomme/sol

Les mesures de frottement sont effectuée à l’aide d’un pendule SRT (Skid Resistance Testeur)(voir
[GSC64]). Il s’agit d’un pendule portant à son extrémité un patin de gomme et oscillant à partir d’une
hauteur fixe. Le pendule est laché sans élan et le patin en caoutchouc vient frotter contre la surface de
chaussée à analyser que l’on aura préalablement mouillée. La vitesse de glissement est de l’ordre de
3m/s. La hauteur de remontée du pendule, qui dépend de l’énergie absorbée lors du frottement, donne
une mesure de la qualité d’adhérence du couple gomme/chaussée. On peut ajouter que l’estimation du
frottement par cette méthode donne des valeurs bien corrélées avec celles de distance d’arret nécessaire
à un véhicule freinant à 50 km/h.

Le frottement SRT, de part sa forte correlation avec la valeur µ0, va être la valeur de référence
pour toute la suite du travail. L’objectif va être de déterminer des paramètres explicatifs de la chaussée
qui soient aussi explicatifs du frottement. La pertinence des paramètres proposés sera décrite par la
corrélation au frottement SRT. La section suivante présente de tels paramètres explicatifs sur lesquels
nous allons nous appuyer pour la suite des travaux.

4.3 La méthode d’indenteurs

On présente maintenant les résultats d’un travail effectuéen collaboration par Minh-Tan Do au LCPC
de Nantes et Hassan Zahouni au LTDS de Lyon [DZ01] sur la determination de descripteurs pertinents
permettant d’étudier l’influence de la microtexture des revêtements routiers sur le frottement. Ces des-
cripteurs sont ensuite introduits dans un modèle de contact, le modèle de Stéfani afin d’estimer le frotte-
ment à partir des informations issues du revêtement routier.

4.3.1 Profils d’étude et capteur utilisé

Les échantillons utilisés sont des plaquettes dont la surface est constituée de gravillons fixés par
de la résine. Le principe de fabrication de ses plaquettes est détaillé dans [Del92]. Les gravillons, de
taille variable, proviennent de carrières diverses. On dispose ainsi de plusieurs surfaces de test présentant
des microtextures très différentes. La microtexture sera ensuite mesurée par un capteur tactile du LTDS
fournissant des profils échantillonnés à 4 microns et de longueur variant entre 12 et 25 mm.

4.3.2 Paramètres descripteurs

Les auteurs de [DZ01] ont déterminé les zones du profil susceptibles d’entrer en contact avec le
pneumatique. Il s’agit des indenteurs. Un indenteur rompt l’éventuel film d’eau et déforme la gomme du
pneumatique pour générer le frottement. Bien évidemment, la magnitude de ces deux propriétés, dépend
de la forme des indenteurs ([TY81] et [GT58]), mais aussi de leur densité et du relief crée par leurs
positions relatives.

On représente sur la figure 4.5 un indenteur. Un indenteur estdéfini comme le triangle formé par
un sommet et les deux vallées voisines. La forme de l’indenteur est caractérisée par la cotangente du
demi-angle (α) au sommet. Le relief est quant a lui représenté par l’angleθ.

Les formules de calcul deθ etα sont les suivantes :

• θ = tan−1
∣∣∣ Zs+1−Zs

Xs+1−Xs

∣∣∣ avecZs,Xs : hauteur et abscisse duSieme sommet.

• α = 1
2

[
tan−1

∣∣∣Xe−Xe−1

Ze−Ze−1

∣∣∣+ tan−1
∣∣∣Xe+1−Xe

Ze+1−Ze

∣∣∣
]

avecZe, Xe : hauteur et abscisse dueieme extre-
mum.

Les valeurs moyennes decotan(α) etθ sont ensuite corrélées aux valeurs de frottement SRT. Comme
on peut le voir sur la figure 4.6, les descripteurs de forme et de reliefs sont très corrélés au frottement
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FIG. 4.5: Définition des paramètres de forme et relief. (Source Do)

SRT.

FIG. 4.6: Relation entre la forme des indenteurs et le frottement(à gauche) et relation entre le
relief créé par les indenteurs et le frottement (à droite). (Source Do).

4.3.3 Modèle de contact de Stéfani

Le modèle de Stéfani décrit le contact entre un solide de Kelvin (on a vu section 4.2.1 que le solide
de Kelvin modélisait bien un pneumatique) et un motif de profil de chaussée. De part sa simplicité,
ce modèle va permettre aisément de prendre en paramètre d’entrée les paramètres descripteurs de la
microtexture définis ci-dessus.

Un motif est constitué de deux sommets séparés par une vallée. Les paramètres determinant le motif
sontα1, α2, les largeursl1,l2 et θ1,2 (voir figure 4.7 à gauche).

On suppose que le solide se déplace à la vitesseV . Le modèle suppose que le frottement provient
uniquement de la déformation du solide. C’est une hypothèseréaliste en cas de présence d’eau sur la
chaussée, en effet comme nous l’avons vu dans la section 4.2.2, en présence d’eau sur la chaussée, les
liaisons moléculaires sont inexistantes ainsi que la composante d’adhésion.

En étudiant la cinématique du contact, on peut calculer les efforts et le coefficient de frottement.
L’effort vertical et l’effort horizontal sont donnés respectivement par les expressions suivantes (Stéfani
et [DZ01]) :

fv =
1

T

0

@

t1
Z

0

E

tan(α1)
[h0 tan(α1) + l1 − V (t + τ )]dt

1

A +
1

T

0

@

t2
Z

0

E

tan(α2)
[h0 tan(α2) + l2 − V (t − τ )]dt

1

A
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FIG. 4.7: Gauche : Géométrie de base du modèle de Stéfani. Droite :Cinématique du contact
solide de Kelvin - " motif ". (Source Do)

fh =
1

T

0

@

t1
Z

0

− E

[tan(α1)]2
[h0 tan(α1) + l1 − V (t + τ )] dt

1

A +
1

T

0

@

t2
Z

0

E

[tan(α2)]2
[h0 tan(α2) + l2 − V (t − τ )]dt

1

A

µ =
fh

fv
(4.4)

avecT : durée globale du passage du solide de Kelvin sur le motif, soit T = l1+l2+l3
V

(voir figure 4.7).
Avech0, la hauteur de départ du solide etE le module de la gomme (le module caractérise la rigidité du
matériau, le module est faible pour un matériau mou et élevé pour un matériau dur) et enfinτ le temps
de relaxation de la gomme.

4.3.4 Combinaison des descripteurs de microtexture et du modèle de contact

Pour chaque échantillon de route, un motif moyen est défini caractérisant la texture de cette surface.
Puis les paramètres de ce motif sont introduits dans le modèle de stéfani. Ce qui nous permet de calculer
l’effort verticaux et l’effort horizontal. Après quelqueshypothèses simplificatrices (h0 = 0, l1 = l2 et
l3 = 0), on obtient :

fv =
V E

2L

»

Lt1

tan(α1)
+

Lt2

tan(α2)
− V

2

„

t21

tan(α1)
+

t22

tan(α2)

«

− V τ

„

t1

tan(α1)
− t2

tan(α2)

«–

et

fh =
V E

2L

»

Lt2

(tan(α2))2
− Lt1

(tan(α1))2
− V

2

„

t22

(tan(α2))2
− t21

(tan(α1))2

«

+ V τ

„

t1

(tan(α1))2
+

t2

(tan(α2))2

«–

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 4.8. Il existe une forte correlation entre le frottement
SRT et le frottement estimé par le calcul (points noirs). Le calcul en ne prenant en compte que l’échelle
de rugosité (celle du profil mesuré) sous-estime la valeur defrottement. En considérant aussi l’échelle
d’ondulation (échelle du profil enveloppe de tous les sommets d’indenteurs), on améliore grandement
le résultat. Le frottement calculé à partir du motif moyen del’échelle d’ondulation est ajouté à celui
obtenu sur le motif moyen de l’échelle de rugosité (points gris). On retrouve donc dans [DZ01] les
mêmes conclusions que celles proposées dans [YS94]. En effet, Yandell, dans sa théorie sur le frottement
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d’hystérésis, suppose que le frottement est la somme de frottements élémentaires générés par le contact
entre la gomme et diverses échelles de texture.

FIG. 4.8: Validation du modèle de Stéfani. Source Do.

4.3.5 Conclusion

On a rappelé dans cette section le modèle du frottement généré par le glissement d’un pain de gomme
sur une chaussée mouillée tel qu’il est proposé par Minh-TanDo et Hassan Zahouani. Le résultat primor-
dial est la confirmation d’une contribution multi-échelle de la texture au frottement. Cette constatation
nous amène naturellement à utiliser des techniques fractales pour analyser les profils routiers et les mé-
canismes du frottement.

Cette méthode a totalement été ré-implémentée sous Matlab.Une extraction automatique de l’échelle
d’ondulation fait partie des fonctions disponibles. Les dernières acquisitions de profils ont ainsi pu être
exploitées pour nous donner ce que nous allons appeler les valeurs de références de corrélation.
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Chapitre 5

Caractérisation fractale des profils
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Ce chapitre a fait l’objet d’une publication en congrès international avec comité de lecture et actes :

– [LVD04] P. Legrand, J. Lévy Véhel and M.-T. Do, "Fractal Properties and Characterization of
Road Profiles", FRACTAL04, Complexity and Fractals in Nature 8th International Multidiscipli-
nary Conference 4 - 7 April 2004, Vancouver.

Les expérimentations avaient alors été menées sur une autregamme de données.

5.1 Fractalité : Etat de l’art

De nombreux auteurs ont montré que la plupart des profils routiers étaient fractals sur un certain
nombre d’échelles ([Rad94], [Hei97], [GV98a]). Une telle propriété a des conséquences sur la friction.
Quelques unes de ces conséquence sont étudiées dans [Rad94]et [KH00]. L’idée principale est de dire
qu’en présence de revêtements fractals, toutes les échelles d’irrégularité contribuent à la friction.

Dans ce chapitre, nous vérifions que les profils routiers donton dispose sont fractals. Plus précisé-
ment, on montre que leur énergie suit une certaine loi d’évolution dans les échelles et qu’ils présentent
des exposants de corrélation et des dimensions de régularisation bien définis sur une grande gamme
d’échelles.

Plusieurs campagnes d’acquisition de profils ont été effectuées pendant la durée de cette thèse. Nous
avons pu ainsi disposer d’un large éventail d’objets d’analyse. Ces campagnes diffèrent par la provenance
des échantillons et par le capteur utilisé (tactile ou laser).

La majeure partie des résultats présentés ici porte sur la dernière campagne de mesure de micro-
rugosité. Nous avons utilisé un capteur laser (imagine optic) sur des échantillons de chaussée circulée.
Deux passages du capteur sont effectués, un premier avec un échantillonnage à 10 microns et un second
avec un échantillonnage à 2.5 microns. Cette double mesure nous sera très utile par la suite, notamment
dans le chapitre portant sur l’interpolation de profils routiers (7.1).

5.2 Comportement fractal

Dans cette section, on donne un bref descriptif d’une méthode de quantification de l’énergie d’un
signal et de deux outils d’analyse fractale, l’exposant d’échelle et la dimension de régularisation. Ces
trois objets sont ensuite utilisés pour montrer la fractalité des profils routiers.

5.2.1 Energie et CWT

Cette partie est consacrée à l’étude de la répartition de l’énergie selon les fréquences (ou les échelles).
L’objectif est de vérifier si les signaux présentent une structure quant à l’évolution de l’énergie dans les
échelles.

L’énergie du signal à une échelle donnée peut être obtenue à partir de la transformée en ondelettes
continue du signal (CWT), plus précisément, on obtient l’énergie de l’échellea en sommant les carré des
coefficients d’ondelette de la transformation continue à cette échelle :

E2
a =

∫
[CWT (a, b)]2db oùE2

a est l’énergie à l’échellea (5.1)

Rappels sur la transformation en ondelettes continue

Définition 5.2.1 La transformée en ondelettes continue d’un signalf est donnée par :

CWT (a, b) =
1√
a

∫ ∞

−∞
f(t)ψ

(
t− b

a

)
dt (5.2)
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Dans cette expression,ψ est une fonction de moyenne nulle, l’ondelette mère,a est le facteur d’échelle
et b est le paramètre de translation (décalage temporel). La variable a joue le role de l’inverse de la
fréquence ; plusa est petit, moins l’ondelette (la fonction analysante) est étendue temporellement.

Par conséquent, on peut voir cette expression comme la projection du signal sur une famille de
fonctions analysantes

ψa,b =
1√
a
ψ

(
t− b

a

)

construites par dilatation et translation à partir de l’ondelette mèreψ.

Remarque 5.2.1La norme est conservée lors du changement d’échelles : En effet,

‖ ψa,b ‖2=

∫ ∞

−∞

1

a
×
∣∣∣∣ψ
(
t− b

a

)∣∣∣∣
2

dt =
1

a

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2adx =‖ ψ ‖2 (5.3)

Calcul de l’energie

On applique aux signaux une transformée en ondelettes continue à l’aide du logiciel FracLab. On
représente sur la figure 5.1 les CWT d’un même profil acquis à deux échantillonnages différents. On
retrouve sur l’axe des abscisses la localisation temporelle et sur l’axe des ordonnées les fréquences (128
niveaux différents).

FIG. 5.1: CWT d’un profil de l’échantillon 03-0035 acquis à la résolution 10 microns (à
gauche) et à la résolution 2.5 microns (à droite).

Une relation du typeE2
a ∼ aγ pour unγ et poura dans une gamme de fréquence donnée indique une

décroissance de l’énergie en loi de puissance dans les échelles et par la même occasion un comportement
fractal fort.

Le figure 5.2 montre qu’une telle relation est approximativement vérifiée pour la plupart des profils
pour une grande gamme d’échelles. On a représenté ici deux échantillons différents et les résultats pour
l’échantillonnage à 10 microns et celui à 2.5 microns. Les résultats sur les autres échantillons sont simi-
laires. On a isolé sur la figure 5.3 l’énergie du 5ème profil de l’échantillon 03-0035 acquis à la résolution
10 microns qui présente un bel alignement.

5.2.2 Loi d’échelle globale

La fractalité peut aussi être montrée en essayant de détecter une loi d’échelle globale. On s’intéresse
pour un signal X(t) à la quantité

C(t, l) = E[X(t)X(t + l)] (5.4)
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FIG. 5.2: Représentation de l’énergie du signal en fonction des échelles considérées. En haut à
gauche : profils de l’échantillon 03-0024, acquis à la résolution 10 microns. En haut à droite :
profils de l’échantillon 03-0024, acquis à la résolution 2.5microns. En haut à gauche : pro-
fils de l’échantillon 03-0035, acquis à la résolution 10 microns. En haut à droite : profils de
l’échantillon 03-0035, acquis à la résolution 2.5 microns.
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FIG. 5.3: Evolution de l’énergie d’un profil de l’échantillon 03-0035 acquis à la résolution 10
microns.

Si X est stationnaire,C(t, l) ne dépend que del et si de plus, on suppose que X est ergodique, alors on
peut approximerC(l) par

Ĉ(l) =
1

N − l

N−l∑

t=1

X(t)X(t + l)

Dans beaucoup de situations classiquesĈ(l) décroît de manière exponentielle vers zero.

Définition 5.2.2
On dit dit qu’un signal suit une loi d’échelle globale si

Ĉ(l) ∼ l−β pour l dans une certaine plage de valeurs (5.5)

etβ positif.

L’exposantβ est appelé exposant d’échelle.
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Les résultats précédents sur l’énergie sont confirmés par ceux obtenus lors des calcul des exposants
de corrélation. La figure 5.4 montre que pour les profils d’étude, le logarithme de la corrélationC(l) de
retardl se comporte de manière linéaire en fonction delog(l) sur presque toutes les valeurs possibles de
l. Encore une fois, le même type de résultat est obtenu sur l’ensemble des échantillons sauf sur quelques
profils. Nous avons encore exhibé un comportement fractal pour l’ensemble des profils.
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FIG. 5.4: A gauche : 5eme profil de l’échantillon 0035 échantillonné à 10 microns. A droite :
log-correlation en fonction du logarithme du retard pour ceprofil.

Par contre, les valeurs des exposants d’échelle mesurés surles divers profils varient beaucoup (voir
figure 5.5) dans un même échantillon. Pour quelques profils les valeurs sont négatives, ce qui montre que
le logarithme deC(l) de ce comporte pas de manière linéaire en fonction delog(l) pour ces profils.
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FIG. 5.5: Exposants d’échelle des profils échantillonnés à 10 microns en fonction du frottement
SRT. A droite, moyenne sur les échantillons (corrélation avec SRT = 0.3589).

5.2.3 Dimension de régularisation

Enfin le dernier outil que nous allons utiliser pour faire ressortir la fractalité des profils routiers est
la dimension de régularisation [RV98]. Nous utilisons cette dimension car elle conduit à des estimations
plus précises que la dimension de boîte (voir [Tri95] et [Fal90] pour d’autres dimensions fractales).

Cette dimension est définie de la manière suivante : on construit des versions de plus en plus lisses
du signal étudié par une simple convolution par un noyau (voir figure 5.6). Si le signal original est
"fractal", son graphe a une longueur infinie alors que ses versions lissées auront une longueur finie.
Lorsque le paramètre de lissage tend vers zero, la version lissée tend vers le signal original (au sens des
distributions) et sa longueur tend donc vers l’infini. La dimension de régularisation mesure la vitesse à
laquelle la convergence vers l’infini se produit.

Plus précisément, soitΓ le graphe d’une fonction bornéef : R → R de support K compact. Soit
χ(t) une fonction dans la classe de Schwartz etχa(t) = 1

a
χ( t

a
) la version dilatée deχ à l’échellea. Soit
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FIG. 5.6: Lissages successifs d’une fonction de Weierstrass afinde calculer sa dimension de
régularisation

fa = f ∗ χa. La longueur de son grapheΓa sur K est donnée par

La =

∫

K

√
1 + (f ′

a(t))
2dt

Définition 5.2.3 La dimension de régularisation du graphe def est

DimR(Γ) = 1 + lim sup
a→0

log(La)

− log(a)
(5.6)

Proposition 5.2.1
Sif est continue, alors on a

1 ≤ DimR(Γ) ≤ 2 (5.7)

La figure 5.7 illustre le comportement typique de la dimension de régularisation sur les échantillons
dont on dispose. Comme on peut le voir, le graphe delog(La) en fonction delog(a) est linéaire, aussi
bien pour une faible régularisation (c’est à dire les hautesfréquences) que pour un grand lissage (les
basses fréquences).

On note que la dimension de régularisation varie entre1.1 et 1.7 sur nos profils. Ce résultat indique
que ces profils sont situés entre presque lisse et moyennement irrégulier.
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FIG. 5.7: Evolution du logarithme des longueurs des versions lissées pour un profil de l’échan-
tillon 03-0035 acquis à 10 microns (à gauche) à 2.5 microns (àdroite) en fonction du paramètre
de lissage.

5.3 Conclusion

Les résultats exposés dans ce chapitre nous ont permis de faire ressortir les caractères fractals des
profils routiers dont on dispose. Les outils utilisés nous donnent des caractérisations globales des profils.
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FIG. 5.8: Dimension de régularisation des profils acquis à 10 microns en fonction du frottement
SRT. Moyenne par échantillon à droite (corrélation avec le frottement SRT = 0.3495).
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FIG. 5.9: Dimension de régularisation des profils acquis à 2.5 microns en fonction du frotte-
ment SRT. Moyenne par échantillon à droite (corrélation avec le frottement SRT = -0.2218).

La prochaine étape consiste à réussir à séparer les profils selon leur frottement SRT. Nous verrons que
les caractérisations globales ne permettent pas de séparerdirectement les échantillons.
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Chapitre 6

Séparation des profils
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6.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les profils routiers présentent un caractère fractal
prononcé. Cet argument justifie l’utilisation d’outils d’analyse fractale pour l’étude de ces profils. On
espère ainsi exhiber des paramètres fractals discriminants permettant de classifier les profils selon le
frottement, ce qui fera l’objet de ce chapitre. Les illustrations de ce chapitre portent principalement
sur une ancienne campagne d’acquisition de la micro-texture même si des résultats comparables sur la
dernière campagne (imagine optic) sont aussi présentés. Les échantillons utilisés lors de cette précédente
mesure de micro-texture sont des plaques de laboratoire construites selon le cheminement détaillé dans
[Del92]. Il s’agit de plaquettes rectangulaires de100 × 150 mm2 dont la surface est constituée de
gravillons fixés dans une matrice de résine. Ces gravillons proviennent de carrières différentes et leur
taille varie entre 6 et 10 mm.

On dispose de mesures tactiles et de mesures laser de la micro-texture sur ces plaquettes.

6.1.1 Mesures tactiles

Les mesures de microtexture sont faites à l’aide d’un capteur tactile du LTDS. Le rayon de la pointe
de contact est de2 µm. La profondeur de champ du capteur est de6mm. Pour éviter un blocage éventuel
de la pointe de contact lors de son déplacement sur les surfaces à tester, l’espace entre les gravillons est
rempli avec une résine. Sur chaque plaquette, 15 profils sontmesurés dans une zone correspondant à
l’aire de frottement du pendule SRT soit environ75 × 125mm. La longueur des profils varie entre
12 et 25 mm en fonction de la nature des surfaces à mesurer, cumulant unelongueur totale d’environ
300 mm. Le pas d’échantillonnage est de4µm (voir figure 6.1).
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FIG. 6.1: Profils tactiles normalisés de l’échantillon BAR et Profils tactiles normalisés de
l’échantillon GRA.

6.1.2 Mesures laser

On dispose aussi de mesures effectuées grace à un laser avec un échantillonnage de1µm ; 24 échan-
tillons sur lesquels on effectue 15 mesures de profil soit 360signaux de 5001 points (voir figure 6.2).

6.2 Echec des caractérisations globales

Bien que les profils manifestent un comportement fractal, nous avons remarqué que ni l’exposant
d’échelle ni la dimension de régularisation n’étaient capables de caractériser une classe donnée de profils.
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FIG. 6.2: Profils laser normalisés de l’échantillon BAR et de l’échantillon GRA

Par conséquent, ces paramètres ne sont pas indiqués pour expliquer les différences de friction des divers
profils avec un pneumatique. Ceci est montré de manière qualitative sur la figure 6.3 à gauche. Les
exposants de d’échelle sont représentés pour tous les profiles tactiles de l’échantillonBOU . Bien que les
profils présentent un excellent comportement linéaire, lespentes varient beaucoup. Ainsi, il n’y a pas un
exposant pouvant caractériser un échantillon tout entier.De plus, une analyse quantitative montre que les
valeurs des divers échantillons se chevauchent (voir figure6.3 à droite). Il est donc impossible de séparer
les échantillons à partir des informations fournies par l’exposant d’échelle. Il en est de même pour la
dimension de régularisation (en bas de la figure 6.3).
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FIG. 6.3: Haut gauche : pentes donnant l’exposant d’échelle des 15 profilsBOU tactiles. Haut
droite : exposants d’échelle des profils échantillonnés à 10microns en fonction du frottement
SRT. Bas : dimension de régularisation des profils imagine optic acquis à 10 microns en fonc-
tion du frottement SRT.

Ceci nous amène à la conclusion suivante : Si la fractalité des profils est liée au frottement, alors les
informations pertinentes sont probablement situées dans des caractérisations locales plus que dans les
globales. Cette proposition est justifiée par le fait que le frottement est principalement un phénomène
local. Par conséquent, des mesures globales de l’irrégularité telles que le dimension de régularisation ou
l’exposant d’échelle ne seront que très peu corrélées au coefficient de friction. Par contre, des mesures
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locales de la régularité telles que l’exposant de Hölder devraient l’être fortement.

6.3 Fonction de Hölder

Sur la figure 6.4 sont représentées les fonctions de Hölder d’un profil de l’échantillonBOU tactile
et d’un profil de l’échantillonLRA tactile. Les estimations des fonctions de Hölder sont effectuées en
utilisant l’estimateurRCO du chapitre 1.
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FIG. 6.4: Fonctions de Hölder d’un profil de l’échantillonBOU tactile et d’un profil de
l’échantillonLRA tactile.

La fonction de Hölder fournit de trop riches informations pour notre étude. Nous allons commencer
par examiner la pertinence de l’utilisation de sa médiane pour caractériser les profils. Bien que la médiane
de la fonction de Hölder nous donne une information sur le signal tout entier, il s’agit toujours d’un
paramètre local. L’utilisation de la médiane (ou de la moyenne) de la fonction de Hölder est compatible
avec le fait que le frottement résulte de la somme de nombreuses interactions locales.

6.4 Combinaison de la dimension de régularisation et de la médiane de la
fonction de Hölder

Puisque la classification des échantillons avec un seul paramètre fractal ne donne pas de bons résul-
tats, on essaie maintenant de combiner deux paramètres. Nous commençons par calculer les fonctions
de Hölder pour tous les profils de chacun des échantillons. Onextrait ensuite leur médiane. La figure
6.6 représente une tentative de classification de deux échantillons basée sur la médiane de la fonction
de Hölder combinée à la dimension de régularisation. Il est difficile de séparer les échantillons si leur
nombre est supérieur à 2.

Remarque 6.4.1Pour des signaux très simples d’un point de vue fractal (monofractals) comme par
exemple une fonction de Weierstrass, on a approximativement H = 2−D, avecH l’exposant de Hölder
etD la dimension de régularisation. On retrouve ce comportement pour les profils de chaussée étudiés
(voir figure 6.5).

Bien que cette procédure donne de bon résultats pour les profils laser en mode pas à pas asservi et
les profils imagine optic, elle n’est pas satisfaisante pourcertains autres modes d’acquisition de profils.

C’est pour cette raison que nous présentons maintenant une technique qui fait une utilisation plus
complète des informations fournies par la fonction de Hölder.
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FIG. 6.5: Moyenne par échantillons des dimensions de régularisation en fonction des moyennes
des médianes des fonctions de Hölder pour les profils de type laser imagine optic.

6.5 Histogrammes des fonctions de Hölder

Nous étudions maintenant les histogrammes des fonctions deHölder. Plus précisément, pour chaque
échantillonE, on calcule dix histogrammesHE(α) des fonctions de Hölder évaluées pour dix profils
"test" choisis aléatoirement parmi les quinze profils de l’échantillonE. On effectue ce travail sur deux
échantillons laser mode pas à pasBOU et CLE, et pour trois échantillons laser sans asservissement
BOU ,CLE etQB. Voir figure 6.7.

La seconde étape est de modéliser ces histogrammes comme desdistributions Gaussiennes. En
d’autres termes, pour chaque échantillon donné et pour chaque valeur deα, on calcule la moyenne
MP (HE(α)) et la varianceVp(HE(α)) deHE(α) évaluées sur les dix profils test de cet échantillon. Soit

GE(HE(α)) = N (ME(HE(α)), VE(HE(α))) (6.1)

la distribution gaussienne obtenue pour l’histogramme de l’échantillonE à la valeur de l’exposantα.
Pour verifier si un nouveau, inconnu, profil appartient à l’échantillon E, on calcule d’abord l’histo-
grammeh(α) de sa fonction de Hölder. Si l’échantillon appartient àE, GE(h(α)) sera "grand". La
quantité suivante mesure si le profil est "près" de l’échantillon E :

TE(h) =

∫

R

GE(h(α))dα (6.2)

Un profil inconnu est alors attribué à l’échantillonE qui maximiseTE(h).

Cette méthode classifie avec succès 100% des profils restants. Si la médiane de la fonction de Hölder
ne suffit pas à caractériser les échantillons, la distribution complète nous fournit l’information suffisante
pour les séparer.

6.6 Conclusion

Nous avons confirmé que les profils routiers présentent bien des comportements fractals ce qui justifie
l’utilisation de techniques d’analyse fractale pour les étudier. Toutefois, des mesures fractales globales
telles que l’exposant d’échelle et la dimension de régularisation ne permettent pas de caractériser les
profils en terme de frottement. Par contre les informations fournies par la fonction de Hölder permettent
de classer les profils par une procédure statistique simple.

Nous avons confirmé l’intuition selon laquelle la régularité d’un profil était liée à sa capacité à géné-
rer du frottement lors du contact avec un pneumatique. L’analyse Hölderienne peut donc nous aider à
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FIG. 6.6: Classification des échantillons par combinaison de la médiane de la fonction de
Hölder (abscisses) avec la dimension de régularisation (ordonnées). En haut à gauche les
échantillons laser pas à pas asservisCLE (cercles) etBOU (étoiles). En haut à droiteCLE
(cercles) etBOU (étoiles) en mode laser pas à pas sans asservissement. En basà droite,
séparation des échantillons 03-0024 et 03-0032 de type laser imagine optic.

comprendre les mécanismes de l’adhérence. Par conséquent,il est naturel d’appliquer les techniques
développées dans la première partie (interpolation et débruitage) pour améliorer la compréhension des
mécanismes de frottements.
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FIG. 6.7: Gauche : moyenne des histogrammes des fonctions de Hölder pour les profils de type
BOU (trait plein) etCLE (étoiles) mode laser pas à pas asservi. Droite : profilsBOU (trait
plein),CLE (étoiles) etQB (pointillés) mode pas à pas sans asservissement.
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Chapitre 7

Utilisation de la régularité Hölderienne
pour améliorer les corrélations avec le
frottement
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7.1 Interpolation de profils routiers

Nous disposons de plusieurs campagnes d’acquisition de profils sur lesquelles nous avons pu ap-
pliquer la méthode d’indenteur en vue d’estimer le frottement. Cependant, la technique d’indenteur ne
fournit pas de bon résultats sur tous les profils, selon la technique d’acquisition. Nous avons supposé
que le problème venait de l’échantillonnage. Le capteur ne nous fournit pas assez d’informations pour
appliquer la méthode d’indenteur. Nous avons donc proposé une méthode d’extrapolation pour générer
les points manquants à partir de l’information fournie par les profils échantillonnés à10 microns. Cette
méthode est détaillée dans le chapitre 2.

Vu les résultats encourageants et les nouvelles perspectives offertes par cette méthode, une nouvelle
campagne d’acquisition de profils a été menée sur les mêmes plaques que précédemment. L’originalité
de cette campagne consiste en deux passages successifs du capteur sur chacune des zones sélectionnées
(de longueur variable). Un passage avec un échantillonnageà 10 microns et un passage avec un échan-
tillonnage à 2.5 microns, la plage du capteur est de350µ. Cette technique nous permet de comparer de
manière précise tout résultat obtenu sur les profils à 10 microns extrapolés deux fois avec le résultat
correspondant sur les profils à 2.5 microns.

7.1.1 Méthode :

Nous avons montré que la régularité locale joue un grand rôledans la séparation des profils entre échan-
tillons distincts. Par conséquent, nous nous proposons d’augmenter le nombre de points du profil tout en
conservant la régularité locale selon la méthode décrite dans le chapitre sur l’interpolation Hölderienne
2.

Pour illustrer la technique utilisée, nous prenons comme exemple un profil échantillonné à 10 microns
et provenant de l’échantillon03-0035-10. Sur cet échantillon, on a mesuré grace au capteur laser 16
profils. Le profil présenté ici est le 5eme réalisé. On extrapole 2 fois ce profil pour générer un pseudo-
profil échantillonné à 2.5 microns. Puisque nous disposons d’un profil réel échantillonné à 2.5 microns,
on se propose de comparer visuellement (voir figure 7.1) et enterme de régularité Hölderienne le profil
réel et le synthétique provenant de l’interpolation de celui à 10 microns.

Visuellement, le signal interpolé est très proche du signaloriginal échantillonné à 2.5 microns ce qui
signifie que l’information ajoutée est sensée, toutefois lesignal original semble présenter des zones plus
irrégulières. Cette propriété est confirmée par l’analyse de la régularité Hölderienne, on constate que le
signal original est plus irrégulier (voir figure 7.2 sur laquelle la fonction de Hölder du signal original est
légèrement plus faible que celle du signal interpolé). Nousreviendrons sur ce phénomène dans la section
7.2 consacrée au débruitage des profils.

On représente sur la figure 7.3 la construction telle qu’elles’effectue au niveau local pour un point
du profil routier. Cette figure représente les logarithmes des coefficients d’ondelette au dessus d’un point
du signal (ici il s’agit du 256ème point) en fonction de l’échelle, ainsi que la droite de régression cor-
respondante (voir chapitre 1). Dans un souhait de clarté de l’exposé, on n’a représenté qu’une seule
interpolation sur la figure 7.3, c’est à dire seulement la synthèse de la 10eme échelle correspondant à des
micro-rugosités de l’ordre de 5 microns. Le niveau suivant est construit selon le même schema.

7.1.2 Application au calcul de frottement

Avant d’appliquer la technique à l’ensemble des échantillons dont nous disposons, on présente le
cheminement suivi sur le profil qui nous sert d’exemple. On illustre sur la figure 7.4, le mécanisme
d’acquisition des indenteurs et par la même occasion des paramètres d’entrée du modèle de Stéfani afin
de calculer un frottement estimé sur ce profil. L’échelle d’ondulation est définie par la courbe reliant les
sommets des indenteurs.

On rentre ensuite les paramètre angulaires obtenus dans le modèle de Stéfani. On peut ainsi comparer
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FIG. 7.1: Extrapolation Hölderienne d’un profil routier échantillonné à 10 microns vers un
profil à 2.5 micron. Haut gauche : profil original à 10 microns.Haut droite : profil interpolé.
Bas gauche : superposition du profil original et de sa versioninterpolée, zoom. Bas droite :
profil original à 2.5 microns.

les estimations de frottement obtenues sur l’échelle de rugosité (on néglige l’échelle d’ondulation pour
le moment).

• Profil à 10 microns : mu = 0.3417

• Profil à 2.5 microns : mu= 0.62955

• Profil interpolé : mu = 0.4258

Pour cet échantillon (03-0035), le frottement SRT est de 0.76. On rappelle que, pour deux raisons, on
ne cherche pas à retrouver la valeur du frottement SRT par le calcul. La première c’est qu’on ne consi-
dère que l’échelle de rugosité donc le frottement calculé sera inférieur au frottement réel puisqu’il nous
manque les contributions des autres échelles ([YS94], [DZ01]). La seconde, c’est que l’objectif principal
est de corréler le frottement calculé avec le frottement SRTce qui suffira à prédire le comportement d’un
type de chaussée et à la classer par rapport aux autres.

Après avoir détaillé le processus expérimental sur un profil, on effectue le travail sur l’ensemble des
profils, le frottement calculé est alors moyenné par échantillon. Le vecteur de frottement calculé ainsi
obtenu est ensuite corrélé avec le frottement SRT mesuré surchacune des plaques constituant un échan-
tillon. Le tableau 7.1 regroupe les valeurs de frottement SRT mesuré sur l’ensemble des échantillons.

On applique aux signaux échantillonnés à 10 microns une extrapolation sur 2 échelles ce qui nous fournit
des signaux avec un échantillonnage (virtuel) de 2.5 microns. Ensuite on estime le frottement à partir
de la méthode d’indenteurs et on corrèle ces résultats avec le frottement SRT mesuré. Les résultats de
frottement estimé sont illustrés sur la figure 7.5 et représentés en fonction du frottement mesuré. Il s’agit
d’une moyenne par échantillon. Les détails pour chacun des profils des échantillons sont regroupé dans
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FIG. 7.2: Extrapolation Hölderienne d’un profil routier échantillonné à 10 microns vers un
profil à 2.5 micron. Haut : Fonction de Hölder du profil original à 10 microns. Bas Gauche :
Fonction de Hölder du profil interpolé. Bas Droite : Fonctionde Hölder du profil original à 2.5
microns.
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FIG. 7.3: Extrapolation Hölderienne d’un profil routier échantillonné à 10 microns vers un
profil à 5 micron. Détail du mécanisme au-dessus d’un point duprofil routier. Logarithmes
des coefficients d’ondelette au-dessus du point considéré en fonction de l’échelle et droite de
régression correspondante. Le coefficient d’ondelette synthétisé représentant la 10ème échelle
est symbolisé par l’étoile. On note qu’au dessus de ce point la régularité Hölderienne est
estimée à 0.79.

les tables 7.6, 7.7 et 7.8. Les corrélations sont présentéesdans le tableau 7.2.

On a une bonne corrélation de base avec les signaux à 10 microns (ce qui s’explique par le fait que
l’on prenne que le sommet des graviers, l’information intéressante se trouve dans les350µ supérieurs) et
mauvaise avec ceux à 2.5 microns. L’extrapolation des signaux à 10 microns pour les faire passer à 2.5
microns améliore la corrélation.

Remarque 7.1.1 Il est important de remarquer qu’une interpolation linéaire d’un profil routier ne mo-
difie pas le frottement estimé par la méthode d’indenteurs. En effet, une interpolation linéaire conserve
les indenteurs présents et n’en crée pas de nouveaux. Il est nécessaire dans de futurs travaux de faire des
essais avec d’autres méthodes d’interpolation afin de justifier l’intérêt de la notre.

7.1.3 Conclusion

L’interpolation par conservation de la régularité Hölderienne nous permet de créer deux échelles
(ou plus) de micro-texture. L’information ajoutée est visuellement très proche du profil original. En
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FIG. 7.4: Detection des indenteurs et de l’échelle d’ondulation. En haut à gauche : signal
original à 10 microns. En haut à droite : signal original à 2.5microns. En bas signal interpolé.
Courbe bleu : profil routier, courbe rouge : échelle d’ondulation, ronds verts : extrema locaux,
points noirs : maxima locaux, points rouges : minima locaux.indenteur est défini comme le
triangle formé par un sommet (point noir) et les deux valléesvoisines (points rouges).

TAB . 7.1: Valeurs des frottements sur les échantillons

Echantillons 03-0007 03-0009 03-0011 03-0013 03-0015 03-0017 03-0020 03-0021
Frottements 0.57 0.73 0.53 0.73 0.64 0.76 0.58 0.68

Echantillons 03-0022 03-0024 03-0027 03-0028 03-0030 03-0032 03-0033 03-0035
Frottements 0.52 0.64 0.49 0.63 0.60 0.68 0.59 0.76

terme de frottement, l’ajout de ces nouvelles échelles améliore la corrélation entre le frottement SRT
et le frottement estimé par le calcul selon le modèle de Stéfani. On a constaté que les signaux à2.5µ
donnaient de très mauvais résultats. Mais il serait dommagede ne plus s’en servir alors qu’il s’agit des
mesures les plus fines dont on dispose. C’est pour cette raison qu’on propose de les pré-traiter dans le
chapitre suivant.

signaux echantillonnés à 10 microns 0.7770
signaux echantillonnés à 2.5 microns 0.47171

signaux à 10 microns extrapolés à 2.5 microns0.7900

TAB . 7.2: Ensuite on estime le frottement à partir de la méthode d’indenteurs et on corrèle ces
résultats avec le frottement SRT mesuré. Les corrélations sont présentées dans ce tableau.
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FIG. 7.5: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. Chaque étoile représente un échan-
tillon. Le calcul est effectué pour chacun des profils puis moyenné pour obtenir la valeur
de l’échantillon. En haut à gauche, profils originaux échantillonnés à 10 microns. En haut
à droite : profils originaux échantillonnés à 2.5 microns. Enbas à gauche : profils échantillon-
nés à 10 microns puis interpolés à 2.5 microns. Même si les signaux à 2.5 donnent des résultats
proches de la première bissectrice, c’est la famille de profils qui donne la plus faible corréla-
tion avec 0.47171. Pour les signaux originaux à 10 microns, la corrélation est de 0.7770. Et
enfin pour les signaux interpolés, on obtient 0.79.
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FIG. 7.6: Estimation du frottement par la méthode d’indenteur sur les profils originaux échan-
tillonnés à 10 microns.
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FIG. 7.7: Estimation du frottement par la méthode d’indenteur sur les profils originaux échan-
tillonnés à 2.5 microns.
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FIG. 7.8: Estimation du frottement par la méthode d’indenteur sur les profils à 10 microns
après interpolation vers 2.5 microns.
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7.2 Débruitage

7.2.1 Position du problème

On dispose de profils routiers échantillonnés à 2.5 microns.L’estimation du frottement sur ces profils par
la méthode d’indenteur conduit à une correlation médiocre avec le frottement SRT. Toutefois il s’agit des
mesures les plus fines dont on dispose puisqu’on atteint les limites de résolution du capteur. Pour que ces
données soient utilisables, il est nécessaire d’envisagerune technique de pré-traitement avant d’utiliser
le modèle de frottement.

En observant les coefficients d’ondelette de ces signaux, ondétecte un comportement caractéristique
des signaux bruités. En effet, d’une manière générale, les coefficients d’ondelette du bruit sont du même
ordre à toutes les échelles alors que pour un autre signal, les coefficients ont tendance à décroître avec
les échelles. Par conséquent, à partir d’une certaine échelle, les coefficients du signal original deviennent
négligeables face à ceux du bruit. Cet artefact se traduit par l’apparition d’un plateau dans la représenta-
tion du logarithme des coefficients d’ondelette en fonctionde l’échelle. Les coefficients d’ondelette des
signaux à 2.5 microns dont on dispose présentent ce comportement caractéristique (voir figure 7.9).
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coefficients d’ondelette

FIG. 7.9: Logarithmes des coefficients d’ondelette d’un signal échantillonné à 2,5 microns au
dessus d’un point en fonction de l’échelle. En pointillés, les regressions des logarithmes des
coefficients d’ondelette selon les échelles considérées. La régression sur les hautes fréquences
donne une droite horizontale, caractéristique de la présence de bruit.

On peut donc espérer que des techniques de débruitage vont pouvoir améliorer les résultats de corrélation
entre les frottements SRT et le calcul de frottement par la technique d’indenteurs. Les signaux "brut"
donnent une corrélation de0.476 ce qui est une corrélation très médiocre.

Plusieurs techniques de débruitage présentées dans le chapitre 3 on été essayées : le Multifractal Pum-
ping, Le débruitage Multifractal et le débruitage multifractal Bayesien. La technique classique de Hard
Thresholding a aussi été utilisée. Les meilleurs résultatsen terme de corrélation avec le frottement SRT
sont obtenus grace à une technique développée dans ce document, le débruitage multifractal Bayesien
(3.8.4 et [VL03]). La technique classique de Hard Thresholding donne tout de même de bons résultats
(voir figure 7.14 à droite).

A l’encontre de la méthode d’interpolation présentée précédemment, les méthodes de débruitage néces-
sitent en général un paramètre, le paramètre de débruitage.Ce paramètre doit être optimisé ce qui sera
présenté dans la section 7.2.2.

Nous reprenons le profil qui nous avait servi d’exemple dans la section 7.1.1. Pour illustrer la mé-
thode, on applique sur ce profil un débruitage Bayesien avec un paramètre de débruitage égal à 1. Le
profil est très lissé comme on peut le voir sur les figures 7.10 et 7.11. La régularité du profil est fortement
augmentée. Les fonctions de Hölder confirment ce résultat (voir figure 7.12).

On applique maintenant à ce profil le calcul du frottement parla méthode d’indenteur. Puisque le
profil a été très lissé par le débruitage, de nombreux indenteurs inventés par le bruit ont été supprimé.
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Superposition du profil à 2.5 microns et de sa version debruitée

FIG. 7.10: Débruitage d’un profil routier échantillonné à 2.5 micron. Haut gauche : profil ori-
ginal à 10 microns. Haut droite : profil débruité. Bas gauche :superposition du profil original
et de sa version débruitée, zoom.

7.2.2 Application au calcul du frottement

Après avoir montré sur un profil en particulier les modifications engendrée par la technique de dé-
bruitage que nous proposons, on applique maintenant à l’ensemble des profils un débruitage afin de tenter
d’augmenter la corrélation entre le frottement SRT et le frottement calculé par la méthode d’indenteur.

Seuil optimal de débruitage

Comme nous l’avons mentionné, il va falloir déterminer le seuil optimal de débruitage. On se sert des
signaux dont on dispose comme d’une classe d’apprentissage. On fait varier le paramètre de débruitage
et pour chaque valeur on calcule le frottement sur les profilsobtenus. Ce frottement est ensuite corrélé
avec le frottement SRT. Le seuil optimal est celui nous donnant la meilleure corrélation. L’évolution de
la corrélation en fonction du paramètre de débruitage est représentée figure 7.14. On montre cette courbe
seulement pour le débruitage Bayesien qui donne la meilleure corrélation et pour la méthode classique
de Hard Thresholding. Pour ces deux méthodes, l’évolution de la corrélation en fonction du paramètre de
débruitage présente un maximum qui détermine le paramètre optimal de débruitage. Comme on peut le
constater, pour la méthode de débruitage Bayesien, le paramètre optimal de débruitage est 1 ce qui donne
une corrélation de 0.86 et pour le Hard Thresholding le seuiloptimal estλ = 18 pour une corrélation de
0.81.

Corrélations

Maintenant que le paramètre de débruitage est déterminé, onconsidère la nouvelle famille de profils
obtenue après débruitage multifractal Bayesien. Ces profils sont ensuite soumis au calcul de frottement
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par la technique d’indenteurs. On représente sur la figure 7.15 les divers résultats obtenus (voir table 7.16
pour les détails des valeurs). Ces résultats sont comparés àceux obtenus sur les signaux à 10 microns,
ceux à 2.5 microns et ceux sur les signaux interpolés. La corrélation obtenue avec le frottement SRT est
de 0.8565 (comme on pouvait le voir en considérant le maximumsur la figure 7.14). Le pré-traitement
proposé est donc très adapté à l’amélioration du calcul du frottement.

Echelles les plus modifiées

Comme on obtient de bons résultats après le débruitage des signaux échantillonnés à2.5 microns, il
est naturel de se demander quelles sont les fréquences qui ont été le plus modifiées par notre technique
de débruitage. Pour pouvoir mener cette étude on doit nécessairement travailler sur des profils ayant la
même longueur (et ainsi le même nombre d’échelles de décomposition). Un compromis a donc été fait
entre le nombre de profils étudiés et la longueur de ces profils. On n’a conservé pour notre étude que
les profils ayant plus de210 points et on les a ramené à cette dimension. Bien entendu, il en découle
que les corrélations avec le frottement SRT sont modifiées ainsi que le seuil optimal de débruitage. Les
signaux ne sont débruités que sur les échelles 7 a 10 (pour garantir le caractère minimax de la méthode
de débruitage). Par conséquent on ne touche qu’aux fréquences (hautes) correspondant aux longueurs
2.5µ− 30µ. Le seuil optimal passe de 1 à 1.2 et la corrélation obtenue est de 0.9 (voir figure 7.17).

Pour déterminer les fréquences les plus modifiées par le débruitage, on débruite tous les signaux avec
le seuil optimal1.2, puis on compare le signal original au signal débruité échelle par échelle. Encore
une fois, pour illustrer le cheminement observé, on représente le 5ème profil de l’échantillon03-0035
décomposé en somme de contributions d’échelles sur la figure7.18. De la même manière, on décompose
le signal débruité. La figure 7.19 présente les échelles 7 à 10du signal original et du signal débruité.

On calcule ensuite l’écart normalisé entre chacune des échelles pour évaluer les plus modifiées par
le débruitage. Sur ce profil, on obtient :

– Echelle 7 : 0.0429
– Echelle 8 : 0.0254
– Echelle 9 : 0.0179
– Echelle 10 : 0.0123

On effectue ce travail sur l’ensemble des profils, ce qui nouspermet d’obtenir les résultats suivants
en moyenne.

échelle 7 8 9 10
ecart 0.1380 0.1006 0.0766 0.0732

La fréquence la plus modifiée est la 7ème en partant des bassesfréquences, c’est à dire que l’on modifie
des longueurs entre 15 et 30 microns (autour de 20 microns).

7.2.3 Conclusion

Le capteur utilisé en limite de résolution (2.5 microns) donne des profils entachés de bruit et les
rendant inutilisables pour le calcul du frottement. Le débruitage de ces signaux permet de retrouver les
bonnes propriétés des indenteurs et améliore ainsi la corrélation entre le frottement SRT mesuré et le
frottement estimé. Certaines échelles sont plus sensiblesau pré-traitement proposé ce qui pourrait laisser
penser que le bruit d’acquisition se situe dans des longueurs d’onde de l’ordre de 20 microns.
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FIG. 7.11: Comparaison des diverses version d’un même profil, zoom. Haut Gauche : profil
original à 10 microns, haut droite : profil interpolé, milieugauche : profil original à 2.5 mi-
crons, milieu droite : profil débruité. En bas à gauche : superposition des diverses versions
à 2.5 microns. Traits pleins : signal original à 2.5 microns,tirets : profil à 10 microns extra-
polé vers un profil à 2.5 microns, pointillés : signal à 2.5 microns débruité. En bas à droite :
débruitage par Hard Thresholding.
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FIG. 7.12: Fonctions de Hölder. Haut gauche : fonction de Hölder du profil à 10 microns
(moyenne 0.6428). Haut droite : fonction de Hölder du profil original à 2.5 microns (moyenne
0.6169). Milieu gauche : fonction de Hölder du profil à 10 micron interpolé (moyenne 0.9127).
Milieu droite : fonction de Hölder du profil débruité (moyenne 1.2684). Bas droite : fonction
de Hölder du profil débruité par Hard Thresholding. Les ordonnées de cette figure ne cor-
respondent pas à celles des autres figures car le Hard Thresholding a trop lissé le profil. Par
conséquent, la fonction de Hölder prend des valeurs très élevées.
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FIG. 7.13: Detection des indenteurs et de l’échelle d’ondulation. En haut à gauche : signal
original à 10 microns. En haut à droite : signal original à 2.5microns. En bas à gauche,
signal à 10 microns interpolé vers un signal à 2.5 microns. Enbas à droite signal à 2.5 mi-
crons débruité. Courbe bleu : profil routier, courbe rouge : échelle d’ondulation, ronds verts :
extrema locaux, points noirs : maxima locaux, points rouges: minima locaux. indenteur est
défini comme le triangle formé par un sommet (point noir) et les deux vallées voisines (points
rouges). Le débruitage supprime un grand nombre d’indenteurs et modifie fortement l’échelle
d’ondulation.
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FIG. 7.14: Evolution de la corrélation frottement SRT / frottement mesuré en fonction du pa-
ramètre de débruitage pour le débruitage multifractal Bayesien (corrélation maximum 0.86 à
gauche) et le Hard Thresholding (corrélation maximum 0.81 àdroite).
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FIG. 7.15: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. Chaque étoile représente un
échantillon. Le calcul est effectué pour chacun des profils puis moyenné pour obtenir la va-
leur de l’échantillon. En haut à gauche, profils originaux échantillonnés à 10 microns (corré-
lation : 0.777). En haut à droite : profils originaux échantillonnés à 2.5 microns(corrélation :
0.47171). En bas à gauche : profils échantillonnés à 10 microns puis interpolés à 2.5 microns
(corrélation : 0.79). En bas au milieu, profils échantillonnés à 2.5 microns et débruités par dé-
bruitage Bayesien (corrélation : 0.8565). En bas à droite, profils échantillonnés à 2.5 microns
et débruités par Hard Thresholding (corrélation : 0.8149).
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FIG. 7.16: Estimation du frottement par la méthode d’indenteur sur les profils à 10 microns
après interpolation vers 2.5 microns.



222 Utilisation de la régularité Hölderienne pour améliorer les corrélations avec le frottement

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Paramètre de débruitage

C
o

rr
é

la
ti
o

n
  

S
R

T
 /

 c
a

lc
u

l

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Frottement   SRT

F
ro

tt
e

m
e

n
t 

c
a

lc
u

lé

AVANT 

APRES 

FIG. 7.17: A gauche : Evolution de la corrélation SRT / calcul indenteur en fonction du seuil
paramétrant la méthode de débruitage. A droite : En abscisseSRT, en ordonnée le frottement
estimé par le calcul. Signaux à 2.5 microns (ronds) et débruités avec le seuil 1.2 (étoiles).
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FIG. 7.18: Decomposition d’un profil en somme de profils par échelle. A gauche signal original
à 2.5 microns et à droite signal débruité. Le débruitage n’a été appliqué que sur les hautes
fréquences par conséquent les basses fréquences sont identiques à gauche et à droite.
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FIG. 7.19: Decomposition d’un profil en somme de profils par échelle. Echelles 7 à 10. En bleu
signal original à 2.5 microns et en noir signal débruité.



224 Utilisation de la régularité Hölderienne pour améliorer les corrélations avec le frottement

7.3 Corrélations Multi-échelle

Le frottement découle de la contribution de plusieurs échelles de micro-texture. Ces contributions ne
sont pas forcément équivalentes. Dans ce chapitre, on envisage une technique pour faire apparaître les
échelles les plus importantes dans le frottement. K. Himeno, Y. Nakamura, A. Kawamura et K. Saito ont
montré par analyse spectrale dans [HNKS00] que la plage de longueur d’onde la plus importante pour le
frottement était comprise entre 10 microns et 1000 microns.Les profils sur lesquels nous travaillons font
une longueur d’environ 2500 microns et on dispose d’un échantillonnage à 2.5 microns. Par conséquent
nous recouvrons la gamme de fréquences étudiée dans [HNKS00] et nous allons essayer de determiner
dans cette zone les échelles prépondérantes.

7.3.1 Précision sur les corrélations de référence

Certains profils avaient été mis de cotés pour l’étude des échelles les plus débruitées. On avait alors
évoqué le fait que les corrélations entre les frottements calculés sur les profils restant et les frottement
SRT étaient modifiées. De la même manière on souhaite maintenant disposer d’un nombre suffisant
d’échelles à étudier, ce qui nous a amené une nouvelle fois à ne pas tenir compte de ce nombre négligeable
de signaux possédant trop peu de points. Nous avons donc re-calculé nos correlations "de reference"
(originaux à 10 microns, originaux à 2.5 microns, extrapolés, débruités) pour ces mêmes signaux afin de
pouvoir comparer nos résultats, en terme de corrélation, entre les techniques "multi-échelle" et les autres.

Les profils considérés par la suite sont classés par échantillons et par numéro d’acquisition dans le
tableau suivant :

03-0007: [1 :18] 03-0009: [2, 6, 7, 10 :15, 17, 19, 20, 22 :25, 27, 28]
03-00011: [1 :20] 03-0013: [1 :3, 6 :17]
03-0015: [1 :16] 03-0017: [1 :22]
03-0020: [1 :16] 03-0021: [1 :14]
03-0022: [1 :15] 03-0024: [1 :16]
03-0027: [1 :4, 6 :19] 03-0028: [1 :19]
03-0030: [1 :18] 03-0032: [1 :4, 6 :16]
03-0033: [1 :16] 03-0035: [1 :16]

Les nouvelles corrélations de référence sont recalculées :

signaux echantillonnés à 10 microns 0.81
signaux echantillonnés à 2.5 microns 0.41

signaux à 10 microns extrapolés à 2.5 microns0.81
signaux à 2.5 microns débruités 0.90

7.3.2 Position du problème

On propose une technique pour maximiser un critère multi-échelle par pondération selon les échelles.
En effet, on pense que les échelles ne contribuent pas toutesde la même manière au frottement. C’est un
résultat très général car applicable à n’importe quelle autre technique de calcul de frottements, ainsi qu’à
n’importe quel critère susceptible d’avoir des propriétésdifférentes selon l’échelle considérée.

L’échantillonE contientp profils. Chacun de ces profilsi présente un frottement moyen à l’échellej

pour j = 1..n que l’on noteµE,i,j. On obtient un frottement moyenµE,j = 1
p

p∑
i=1

µE,i,j à l’échellej

pour l’échantillonE.

On définitµE,global comme étant une combinaison linéaire desµ par échelle.
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µE,global =

n∑

j=1

λjµE,j =
1

p

p∑

i=1

n∑

j=1

λjµE,i,j (7.1)

A partir de cette écriture, on souhaite maximiser la corrélation de notre frottement estimé avec le frotte-
ment SRT mesuré en effectuant une optimisation sur le vecteur Λ = [λ1, λ2, ..., λn].

Critère à maximiser

Proposition 7.3.1
Le vecteurΛ = [λ1, ..., λn] maximisant la corrélation entre

Y = [Y1, ..., YNe ]

et X =




n∑

j=1

λjX1,j, ...,
n∑

j=1

λjXNe,j


 est

Λ = P−1(∆)−1PT (7.2)

avec

T =

[
Ne∑

e=1

[Ye − 〈Y 〉]
[
Xe,1 −

1

Ne

Ne∑

e1=1

Xe1,j

]
, ...,

Ne∑

e=1

[Ye − 〈Y 〉]
[
Xe,n − 1

Ne

Ne∑

e1=1

Xe1,j

]]

∆ =

(
Ne∑

e=1

[
Xe,j −

1

Ne

Ne∑

e1=1

Xe1,j

][
Xe,k − 1

Ne

Ne∑

e1=1

Xe1,j

])

j,k

etP la matrice de passage de la diagonalisation de∆ vers∆.

Corollaire 7.3.1
Le vecteurΛ = [λ1, ..., λn] maximisant la corrélation entreSRT = [SRT1, ..., SRTNe ] et µglobal =[

n∑
j=1

λjµ1,j, ...,
n∑

j=1
λjµNe,j

]
est

Λ = P−1(∆)−1PT (7.3)

avec

T =

[
Ne∑
e=1

[SRTe − 〈SRT 〉]
[
µe,1 − 1

Ne

Ne∑
e1=1

µe1,j

]
, ...,

Ne∑
e=1

[SRTe − 〈SRT 〉]
[
µe,n − 1

Ne

Ne∑
e1=1

µe1,j

]]

∆ =

(
Ne∑
e=1

[
µe,j − 1

Ne

Ne∑
e1=1

µe1,j

] [
µe,k − 1

Ne

Ne∑
e1=1

µe1,j

])

j,k

etP la matrice de passage de la diagonalisation de∆ vers∆

Preuve
On prouve le corollaire. Maximiser la correlation reviens àmaximiser la quantité suivante.

CORR =

COV ([
n∑

j=1
λjµe1,j,

n∑
j=1

λjµe2,j, ..,
n∑

j=1
λjµen,j], [SRT1, SRT2, ..., SRTn])

σ[SRT1,...,SRTn] × σ
[

nP
j=1

λjµe1,j ,
nP

j=1
λjµe2,j ,..,

nP
j=1

λjµen,j ]

(7.4)
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On peut se contenter de maximiserA puisque l’écart type du vecteur de frottement SRT est une constante.

A =

COV ([
n∑

j=1
λjµe1,j,

n∑
j=1

λjµe2,j , ..,
n∑

j=1
λjµen,j], [SRT1, SRT2, ..., SRTn])

σ
[

nP
j=1

λjµe1,j ,
nP

j=1
λjµe2,j ,..,

nP
j=1

λjµen,j ]

(7.5)

A =

Ne∑
e=1

[(
n∑

j=1
λjµe,j − 1

Ne

Ne∑
e=1

n∑
j=1

λjµe,j)(SRTe − 〈SRT 〉)]
√

Ne∑
e=1

(
n∑

j=1
λjµe,j − 1

Ne

Ne∑
e=1

n∑
j=1

λjµe,j)2

(7.6)

avecNe le nombre d’échantillons. On pose

se = SRTe − 〈SRT 〉 et µe,j = µe,j −
1

Ne

Ne∑

e=1

µe,j (7.7)

On obtient donc :

A =

Ne∑
e=1

(
n∑

j=1
λjµe,j)se

√
Ne∑
e=1

(
n∑

j=1
λjµe,j)2

(7.8)

Enfin on pose

Tj =

Ne∑

e=1

seµe,j (7.9)

D’où

A =

n∑
j=1

λjTj

√
Ne∑
e=1

(
n∑

j=1
λjµe,j)2

(7.10)

A =

n∑
j=1

λjTj

√
n∑

j=1

n∑
k=1

λjλkδj,k

avec δj,k =

Ne∑

e=1

µe,jµe,k (7.11)

On peut réécrire sous forme matricielle.

A =
〈Λ, T 〉√
tΛ∆Λ

(7.12)

Or ∆ est symétrique et définie positive. Par conséquent∆ est diagonalisable. Ainsi∆ = P−1∆P , avec
P−1 = tP (puisqueDelta est symétrique) et∆ diagonale à valeurs propres positive. Ainsi, on peut
définir la matriceΘ =

√
∆.

On peut donc écrire

A =
〈Λ, T 〉√

tΛP−1ΘΘPΛ
(7.13)
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Or tΘ = Θ etP−1 = tP donc

A =
〈Λ, T 〉√

tΛ tP tΘΘPΛ
(7.14)

A =
〈Λ, T 〉√

t(ΘPΛ)ΘPΛ
(7.15)

On poseν = ΘPΛ doncΛ = P−1Θ−1ν.

Ainsi on obtient

A =
〈P−1Θ−1ν, T 〉

||ν|| (7.16)

Or 〈P−1Θ−1ν, T 〉 = 〈ν, t(P−1Θ−1)T 〉 = 〈ν,Θ−1PT 〉
Par conséquent, si on poseΓ = Θ−1PT , on obtient

A =
〈ν,Γ〉
||ν||

A est donc maximum lorsqueΓ et ν sont colinéaires.

ν = Γ ⇔ ΘPΛ = Θ−1PT ⇔ Λ = P−1(∆)−1PT

Donc leΛ qui maximise A est donné par

Λ = P−1(∆)−1PT (7.17)

Résolution sous contrainte de positivité

Les racines maximisant notre critère peuvent être négatives numériquement. ToutefoisΛ est un vecteur de
pondération, ce qui pourrait impliquer que ses composantessoient positives. On résout donc le problème
sous contrainte. On doit toutefois s’interroger sur le sensd’un poids négatif pour une échelle. Cela
pourrait correspondre à une échelle de relaxation de la gomme et qui donc, au lieu de contribuer au
frottement, le diminue.

7.3.3 Application au frottements

On ne démarre le processus qu’à partir de la 3ème échelle. Ceci est dû au programme d’indenteurs. En
effet, pour fonctionner, il faut être sûr de détecter des indenteurs sur le profil. Or lorsqu’on considère
les signaux reconstruits à partir des basses fréquences, cen’est pas évident. Précisons que pour obtenir
µE,i,j, le frottement correspondant à l’échellei du profil j de l’échantillonE, on decompose le profil en
somme de profils (de la même manière que dans la section 7.2), chacun correspondant à une fréquencej
déterminée. Ensuite on applique la technique d’indenteurs.

Corrélations

On obtient donc de nouvelles valeurs de référence en terme decorrélation, celles correspondant aux
échelles 3 à 8 pour les signaux échantillonnés à 10 microns, et aux échelles 3 à 10 pour les autres. Ces
valeurs se retrouvent dans la 1ère colonne du tableau suivant sous l’appellation "Orig". Il faut avoir
à l’esprit que non seulement on ne considère que les dernières échelles mais que de plus la méthode
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de calcul de frottement par indenteurs est non-linéaire. C’est pourquoi ce sont de nouvelles valeurs de
référence. Nous sommes déçu par la valeur de référence "orig/signaux débruité" car on ne s’explique pas
cette valeur relativement faible. Après notre optimisation, on obtient les corrélations suivantes :

orig plus/moins plus
signaux echantillonnés à 10 microns 0.7155 0.8747 0.7957
signaux echantillonnés à 2.5 microns 0.577 0.9441 0.7284

signaux à 10 microns extrapolés à 2.5 microns0.7275 0.945 0.8207
signaux à 2.5 microns débruités 0.607 0.9243 0.6617

La colonne "plus/moins" correspond au corrélations obtenues grace à nos vecteurs de pondération issus
de l’optimisation. La colonne "plus" correspond à celles obtenues après résolution sous contrainte de
positivité. La méthode d’extrapolation combinée à la technique multi-échelle donne un excellent résultat.

Vecteurs de pondération

poids obtenus plus/moins plus moins fréquence longueur
1.0793 0.21506 0 échelle 3 320 microns
3.6703 0.73133 0 échelle 4 160 microns

10 microns -1.2794 0 -0.30406 échelle 5 80 microns
-4.0086 0 -0.95265 échelle 6 40 microns
3.2248 0.64257 0 échelle 7 20 microns
0.38906 0.077524 0 échelle 8 10 microns

poids obtenus plus/moins plus moins fréquence longueur
1.3391 0.17051 0 échelle 3 320 microns
6.3315 0.80622 0 échelle 4 160 microns
-1.8882 0 -0.33562 échelle 5 80 microns

2.5 microns -4.069 0 -0.72324 échelle 6 40 microns
1.0572 0.13462 0 échelle 7 20 microns
4.1518 0.52867 0 échelle 8 10 microns
-3.3956 0 -0.60356 échelle 9 5 microns
1.1992 0.152700 0 échelle 10 2.5 microns

poids obtenus plus/moins plus moins fréquence longueur
0.16168 0.02925 0 échelle 3 320 microns
3.7499 0.67842 0 échelle 4 160 microns
-2.0222 0 -0.51892 échelle 5 80 microns

extrapolés 0.37814 0.068413 0 échelle 6 40 microns
0.63128 0.11421 0 échelle 7 20 microns
-3.3111 0 -0.84965 échelle 8 10 microns
3.9903 0.72192 0 échelle 9 5 microns

-0.36589 0 -0.09389 échelle 10 2.5 microns
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poids obtenus plus/moins plus moins fréquence longueur
0.76503 0.077791 0 échelle 3 320 microns
4.1845 0.4255 0 échelle 4 160 microns
-2.3321 0 -0.223 échelle 5 80 microns

débruités 0.94747 0.096343 0 échelle 6 40 microns
-3.876 0 -0.37064 échelle 7 20 microns
8.7663 0.89139 0 échelle 8 10 microns
0.93471 0.095046 0 échelle 9 5 microns
-9.4287 0 -0.90161 échelle 10 2.5 microns

Stabilité

Le poids des contributions des échelles au frottement a été obtenu par apprentissage sur l’ensemble
des profils de chaque échantillon. La corrélation entre le frottement SRT et les frottements calculés puis
pondérés par échelle

On va maintenant regarder quelles sont les échelles qui comptent pour le frottement et si elle sont stables.
On effectue cent tirages aléatoires. On prend au hasard3

4 des signaux de chacun des échantillons et
on effectue la pondération des échelles. Ensuite on compte combien de fois chacune des échelles est
considérée comme une échelle qui "compte", c’est à dire que son poids est parmi les 3 plus gros.

échelle 10 microns 2.5 microns extrapolés débruité longueur

3 63 49 12 15 320 microns

4 98 95 84 76 160 microns
5 10 7 5 8 80 microns

6 0 11 32 52 40 microns

7 98 30 61 2 20 microns

8 31 84 3 91 10 microns

9 2 95 11 5 microns
10 22 8 11 2.5 microns

Conclusion : On constate un excellent résultat pour la technique d’interpolation. En effet la première
échelle créée (passage de 10 à 5 microns) semble très explicative du frottement. D’autre part le débruitage
provoque un décalage d’importance vers les hautes fréquences (entachées de bruit auparavant).
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Chapitre 8

Conclusions et Perspectives
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8.1 Résultats obtenus

Le premier résultat est simplement la confirmation d’une propriété déjà évoquée dans plusieurs tra-
vaux. On se sert d’outils d’analyse fractale pour montrer lafractalité des profils routiers. Bien que ce
résultat soit connu, il fallait en avoir la confirmation pourjustifier notre étude.

Dans la partie théorique de cette thèse, nous avons proposé une méthode d’estimation de l’exposant
de Hölder. Les résultats numériques présentés dans ce chapitre montraient un bon comportement de notre
estimateur. Dans la partie appliquée, cette méthode d’estimation combinée à une utilisation appropriée
des résultats obtenus (histogrammes des fonctions de Hölder) permet de classifier en terme de frottement
les échantillons de profils routier dont nous disposons.

Puisque l’exposant de Hölder donne de bons résultats pour lacaractérisation des profils, nous avons
appliqué naturellement les apports théoriques de cette thèse à l’analyse de la régularité Hölderienne sur
les profils routiers. La méthode d’interpolation Hölderienne et ses bonnes propriétés théoriques permet
de magnifier la technique de calcul de frottement initiée parMinh-Tan Do sur le modèle de Stéfani. Cet
outil semble donc constituer un pré-traitement spécialement adapté aux signaux pour lesquels le capteur
n’a pas renvoyé les échelles les plus fines (signaux à 10 microns).

D’autre part, lorsque l’on se place aux limites de résolution du capteur (signaux à 2.5 microns), l’ac-
quisition est perturbée par un bruit. Cet artefact peut êtresupprimé en appliquant une des techniques de
débruitage pour laquelle on a montré dans la partie théorique un bon comportement théorique. Une nou-
velle fois, ce pré-traitement des signaux améliore la corrélation entre le frottement calculé et le frottement
SRT.

On a donc deux solutions de pré-traitement des profils pour continuer à analyser les mécanismes
du frottement entre un pneumatique et une chaussée. Soit on choisit de mesurer des profils avec une
relativement faible résolution puis on les interpole, soiton décide de se placer aux limites du capteur
puis on effectue un débruitage multifractal Bayesien.

8.2 Perspectives

Les perspectives ouvertes par cette thèse sont premièrement une caractérisation locale du frottement
et deuxièmement une caractérisation complète, locale et multi-échelle. Les résultats préliminaires sur la
caractérisation locale sont très prometteurs ce qui justifierait une étude plus approfondie. On rappelle
dans cette section le modèle original puis on décrit les raffinements conduisant au modèle local. Les
premiers résultats sur les profils imagine optic sont regroupés sur les figures 8.1 et 8.2.1. Ensuite on
propose une caractérisation complète d’un profil en terme defrottement et enfin le moyen de synthétiser
des profils ayant le frottement calculé souhaité.

8.2.1 Raffinement du modèle de frottement

Modèle original

Le modèle tel qu’il a été conçu par Minh-Tan Do prend en compteun indenteur moyen (voir section
4.3.4). c’est à dire que pour l’implémentation, le cheminement est le suivant :

L’algorithme comprend l’analyse du profil routier et l’extraction des indenteurs. Les anglesθ sont moyen-
nés pour obtenir unθ1,2 global et représentatif du profil analysé.

On récupère tous les angles de forme des indenteurs (α) et on assigne àα1 le vecteurα/2. Le vecteur des
co-tangentes est ensuite calculé puis moyenné. Nous obtenons donc une co-tangente moyenne de l’angle
α1, notécotan_α1 et à partir de cette valeur une tangente "moyenne" (plus précisément, l’inverse de
la co-tangente moyenne)tan_α1. Le calcul decotan_α2 découle deθ1,2 et decotan_α1. De la même
manière que pourα1, on obtienttan_α2.

On détermine les largeurs d’indenteur, en simplifiant le problème, c’est à dire quel3 = 0 et l1 = l2 = L.
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La largeur moyenneLi_moy est obtenue par la moyenne des distances entre les minima locaux. Le temps
de passaget1 sur la partie descendante du motif est calculé à partir detan_α1 et de la largeur moyenne
Li_moy. Alors que le tempst2 de passage sur la partie montante du motif est obtenue par optimisation
et à partir deLi_moy.

On dispose donc d’un motif moyen et de temps de passage moyenspour caractériser le profil d’analyse
en terme de frottements.

Modèle local

On propose un raffinement de la méthode avec pour objectif la determination d’un frottement local
afin de mieux caractériser chaque profil. Par conséquent on vacalculer un frottement sur chaque motif
du profil. Aucune moyenne n’est pratiquée. Les anglesθ, α1 et α2 sont mesurés directement ainsi que
les largeursl1 et l2 qui peuvent désormais varier indépendamment.

Le nouvel algorithme fournit en sortie un vecteur de frottement regroupant les frottements locaux esti-
més.

On compare sur les figures 8.1 à 8.2.1 les deux méthodes. Pour pouvoir établir une comparaison, on
moyenne le vecteur de sortie du raffinement présenté ci-dessus. Par conséquent, on évalue les deux
possibilités : 1) Frottement sur un motif moyen ou 2) Moyennedes frottements sur chacun des motifs.

Comme le lecteur pourra le remarquer, les corrélations originales sont quelques peu différentes de celles
données dans les chapitres précédents. Ces nuances sont dues à l’adaptation de l’algorithme original afin
de traiter les éventuels plateaux de manière plus appropriée au modèle de Stéfani combinée à la prise en
compte de motifs entiers (modifications sur les bords).
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FIG. 8.1: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. Les étoiles sont obtenues par la
méthode originale et les ronds par le modèle local. A gauche,profils échantillonnés à 10 mi-
crons. A droite les profils échantillonnés à 2.5 microns. En terme de corrélation, le nouveau
modèle fait passer de 0.8185 à 0.8205 pour les signaux à 10 microns et de 0.4444 à -0.0682
pour les signaux à 2.5 microns.

8.2.2 Combinaison avec le modèle multi-échelle

Dans la section 7.3.2, on décrit une technique donnant les contributions au frottement des échelles
de décomposition d’un profil. On propose maintenant de combiner cet outil avec le modèle local dans
le but de donner un pavage de l’espace temps-fréquence similaire à celui d’une grille dyadique mais
comportant des valeurs de frottements (voir figure 8.2.2).

On obtient ainsi une description complète d’un profil en terme de frottement. Ce type de représen-
tation me parait parfaitement adaptée pour fonder une technique de classification des profils dont les
critères seraient le comportement inter-échelle et le comportement intra-échelle.
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FIG. 8.2: Frottement calculé en fonction du frottement SRT. Les étoiles sont obtenues par la mé-
thode originale et les ronds par le modèle local. A gauche, profils échantillonnés à 10 microns
interpolés. A droite les profils échantillonnés à 2.5 microns débruité. En terme de corrélation,
le nouveau modèle fait passer de 0.8483 à 0.6240 pour les signaux interpolés et de 0.8881 à
0.9148 pour les signaux à 2.5 microns débruités.
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FIG. 8.3: Combinaison du modèle multi-échelle avec le modèle local. A gauche, profil d’ana-
lyse. A droite, représentation des coefficients de frottement dans un pavage temps fréquence.
En abscisse les lieux des indenteurs, en ordonnée les échelles.

On peut se demander alors comment serait constitué un profil maximisant toutes les échelles de
frottement. Une fois ce problème résolu, on peut très aisément synthétiser un profil ayant ces propriétés
à partir du modèle local.

8.2.3 Synthèse de profils routiers

Les résultats sont présentés seulement sur une échelle maisla technique serait la même sur plusieurs
échelles avec la méthode de décomposition présentée dans lechapitre 7.3.

La méthode de calcul de frottement, présentée dans la section 4.3, est liée directement à la géométrie
des indenteurs présents sur le profil. Ainsi, on peut réduireune classe de profils à un seul signal, consti-
tué des indenteurs seulement. Tous les profils de cette classe présenterons le même frottement calculé
par la méthode d’indenteur. Maintenant, si on modifie l’ordre des indenteurs, l’échelle d’ondulation est
modifiée, mais le frottement généré par l’échelle de rugosité reste le même.

On propose dans cette partie de générer des signaux avec l’échantillonnage souhaité à partir de la
distribution des demi-angles des indenteurs et des demi-largeurs. Les paramètres d’entrée du modèle
peuvent être déterministes ou stochastiques. On noteα1 etα2 les demi-angles de l’indenteur etl1 et l2
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les demi-largeurs.

Exemples déterministes

Pour le premier exemple, on génère des indenteurs symétriques.

l1(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;

l2(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;

echant=10 ;

N=300 ;

alpha1=ones(1,N) ;

alpha2=ones(1,N) ;

Ce profil est illustré sur la figure 8.4.
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FIG. 8.4: Exemple déterministe de synthèse de profils.

Exemples stochastiques

On a généré deux signaux avec les distributions suivantes (figure 8.5.

alpha1=ones(1,N).*abs(rand(1,N)) ;

alpha2=ones(1,N).*abs(rand(1,N)) ;

l1(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;

l2(t)=floor(10*abs(rand(1))+1) ;

A partir des vrais profils

On peut récupérer les valeurs des paramètres de chacun des motifs (en sortie de l’algorithme du
modèle local par exemple) puis reconstruire ce profil directement en mode indenteur (figure 8.6, ou
après mélange de ces paramètres (par 4-uplet, alors le signal synthétisé appartiendra à la même classe de
frottement), par mélanges croisés (alors le frottement change), ou enfin avec la même distribution de ces
paramètres.
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FIG. 8.5: Exemples stochastiques de synthèse de profils. Les deuxsignaux présentés sont syn-
thétisés à partir de la même distribution des angles et des demi-largeurs des indenteurs.
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FIG. 8.6: Synthèse de profil en mode indenteur. Zoom et superposition à droite.
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FIG. 8.7: Mélange des paramètres d’angle et de densité puis synthèse de profil.
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