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Introduction générale

¢ Motivations

Les études de stabilité et de bifurcation des solides et des structures sont des sujets d’im-
portance capitale en mécanique, tant sur le plan théorique que sur leurs aspects pratiques. En
effet, de nombreuses structures usuelles élancées présentent des phénomenes d’instabilité ayant
lieu bien avant leur limite de rupture conventionnelle. Il est alors impératif d’éviter la ruine de
ces structures, et donc de connaitre les charges critiques permettant leur dimensionnement au

flambage.

D’autres problémes d’instabilité peuvent également étre rencontrés dans les procédés de mise
en forme de pieces métalliques & haute température. Ces procédés sont utilisés dans de multiples
domaines : industrie automobile, aéronautique, génie civil, ..., etc. Ils nécessitent, en général,
des outillages de formage tres coiiteux et souvent délicats a concevoir. Il parait donc essentiel
d’arriver & prévoir les risques d’instabilité des pieces traitées avant méme la réalisation de leurs

outillages de formage.

Par ailleurs, la bonne réalisation de structures ou d’ouvrages n’écarte pas le risque de les
voir se rompre a plus longue échéance de temps. C’est, 1a encore, une source de préoccupations
majeures pour les constructeurs et plus particulierement dans le domaine du nucléaire. En effet,
pour leur bonne tenue en service, certaines installations sensibles (cuves de réacteurs nucléaires,
réacteurs chimiques, ..., etc) doivent répondre & des normes de sécurité draconienne exigeant

des prédictions précises quant a leur durée de vie avant rupture par instabilités de fluage.

¢ Bref état de ’art

Pour les raisons évoquées précédemment et bien d’autres, la théorie de la stabilité et de
la bifurcation des solides élastiques a suscité I'intérét de chercheurs, ingénieurs et constructeurs
depuis plus d’un siecle. Des études tres diverses ont ainsi été menées dans ce cadre, et ont conduit
a un trés grand nombre d’ouvrages et de publications. Des criteres énergétiques de la stabilité ont
été formulés et programmés dans différents codes de calcul. Il est d’ailleurs difficile de donner une
liste exhaustive de références, parmi les plus marquantes on peut citer [83, 87|, [205], [204], [20],
[167]. Malgré quelques problemes d’ordre mathématique restés en suspens, la stabilité élastique

est considérée a I’heure actuelle comme une théorie bien perfectionnée.
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En contraste avec le cas élastique, les travaux sur la stabilité et la bifurcation des solides
élasto-plastiques ont connu un démarrage plus tardif et un développement beaucoup plus lent.
Ce retard est principalement di aux difficultés qu’entraine la prise en compte de déformations
irréversibles présentes dans une structure. Ces derniéres conduisent a des problemes de type
frontiere libre en ce qui concerne le flambage plastique [191], [113], [40]. De plus, I’évolution du
domaine plastique aprés bifurcation rend plus complexe la détermination de la réponse post-
critique 73], [74], [144]. Notons que des criteres de stabilité, sous certaines conditions, ont été
proposés en plasticité [65] , [143], [157], mais n’atteignent pas le méme degré de généralité qu’en
élasticité. Malgré des progres récents dans ce domaine, nombre de problémes concernant les

instabilités plastiques restent encore ouverts.

Si la position des problemes de stabilité et de bifurcation est actuellement clairement exposée
en plasticité, il n’en est pas de méme pour les solides comportant une certaine viscosité. Cette
derniére est particulierement importante dans les métaux et alliages opérant aux températures
élevées. Des analyses préalables de stabilité visco-plastique sont donc nécessaires lors du formage
a chaud de pieces métalliques ou pour la conception d’appareils fonctionnant a haute tempéra-
ture (turbines, réacteurs, ...). En dehors des métaux, les phénomeénes visqueux sont également
rencontrés dans les résines et les polymeres, ou encore dans les sols, roches et dans la glace,
lorsque ’on étudie ’évolution mécanique sur de longues échéances de temps. Cette viscosité
de basse température justifie la nécessité d’un retour sur les études existantes de stabilité, ou
I’hypothese de plasticité indépendante du temps, habituellement adoptée, ne constitue qu’une

premiere approximation.

Les analyses classiques de bifurcation, issus des travaux de Hill, appliquées & des solides visco-
plastiques & élasticité instantanée conduisent a des charges critiques complétement irréalistes car
de type flambage élastique. Pour expliquer les instabilités observées dans de tels matériaux,
plusieurs auteurs préconisent de prendre en compte les effets des petites imperfections présentes
dans les structures. Cette prise en compte d’imperfections a pour effet de faire chutter les charges
critiques de flambage, les rendant comparables aux valeurs expérimentales. Dans cette optique,
les problemes de flambage sous fluage de colonnes, plaques et coques ont fait I’objet de plusieurs
études dans la littérature [210], [211], [153], [30]. A la différence de ces travaux, nous proposons

une approche completement différente pour I’étude de la stabilité de ces solides visqueux.

¢ Principaux objectifs
L’objectif de la présente étude est double :

D’une part, une modélisation théorique du probleme de stabilité des solides visqueux est
proposée. Cette modélisation a pour but de poser le probléeme étudié comme un probléeme de

stabilité de I’évolution quasi statique du solide visqueux considéré. En effet, I’absence d’équilibres
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pour de telles structures visqueuses nous ameéne naturellement a étudier la stabilité de leurs
évolutions quasi statiques. Ces derniéres dépendent bien entendu de la vitesse du chargement, ce
qui constitue une source de difficultés dans une telle analyse. Cette fagon de poser le probleme en
termes de stabilité de trajectoires est, a notre connaissance, originale et généralise la notion plus
classique de la stabilité d’un équilibre. Elle consiste, en quelque sorte, & mesurer la sensibilité
des mouvements aux perturbations extérieures. Ainsi, ’étude de la sensibilité d’une structure
visqueuse aux imperfections géométriques entre dans le cadre de notre approche. En effet, ces
imperfections de formes peuvent étre vues comme une perturbation appliquée au solide a I'instant

initial, cas particulier d’une perturbation beaucoup plus générale.

D’autre part, la recherche de criteres assurant la stabilité de I’évolution visqueuse est menée
en étroite liaison avec les résultats mathématiques relatifs aux équations différentielles non au-
tonomes. Il est mis en évidence, notamment, que la principale difficulté dans cette analyse vient
du caractére non autonome des équations différentielles régissant I’évolution quasi statique vis-
queuse. Les conditions suffisantes de stabilité auxquelles on aboutit sont obtenues principalement
par deux méthodes. La premiere consiste & construire des fonctionnelles de Lyapunov adéquates
a la physique du probleme ou a utiliser la méthode de linéarisation autour de la réponse quasi
statique. L’autre démarche est plus directe et permet d’établir le critere de stabilité de I’évolu-
tion par des considérations de continuité de la réponse par rapport aux données initiales. Cette
deuxieme démarche a I’avantage de s’appliquer aussi bien aux évolutions visco-plastiques qu’aux
évolutions élasto-plastiques. Enfin, 'application de ces différents résultats aux modeles de tiges
de Shanley et pour le cas des poutres permet d’illustrer notre méthodologie sur des exemples

concrets et de comprendre la portée des criteres de stabilité ainsi obtenus.

¢ Organisation du document
Ce mémoire est composé de deux parties de volumes inégaux dont voici les contenus :
Partie I

Elle concerne principalement les problemes de stabilité et de bifurcation rencontrés dans les
matériaux indépendants du temps physique (i.e., élastiques ou élasto-plastiques). Cette partie

est divisée en trois chapitres.

» Le premier chapitre est principalement introductif et contient quelques rappels sur la sta-
bilité des états d’équilibre d’un solide. La présentation de la stabilité qui y est effectuée
se place dans le contexte général d’une équation différentielle autonome. Les principaux
résultats obtenus par la premiere ou seconde méthode de Lyapunov concernant la stabi-
lité de Dorigine dans une équation différentielle autonome ou périodique y sont fournis.
Cette présentation permet de faire un parallele pour expliquer les raisons mathématiques

de ce que 'on sait faire relativement bien dans le cas autonome, voire périodique, et ce que
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I’on ne fait que de maniere beaucoup plus embryonnaire dans le cas non autonome étudié
au chapitre 4. Le lien est ensuite fait avec les problemes de stabilité en mécanique et en

particulier pour justifier les criteres énergétiques dans le cas conservatif.

» Le second chapitre traite du flambage des structures élastiques ou élasto-plastiques. Apres
une analyse bibliographique des différentes études dans ce domaine, la théorie de la bifur-
cation élasto-plastique est présentée en suivant la démarche de Hill. Une modification du
critere de Hill moyennant la méthode du module tangent est également discutée en vue
des applications pratiques en calcul des structures. Dans ce chapitre, nous avons volontai-
rement retenu la formulation & un champ, ici le champ de déplacement, car elle est bien

adaptée au logiciel de calcul utilisé dans la suite de cette premiere partie.

» Le troisieme chapitre est une illustration de la théorie du flambage plastique & travers un
cas concret posé par la S.N.E.C.M.A. On y effectue des simulations numériques du formage
des aubes de réacteurs d’avions accompagnées d’analyses des états critiques de flambage.
Cette étude montre que, si les résultats obtenus par des modélisations élasto-plastiques sont
intéressants, ils posent cependant clairement la nécessité de tenir compte du comportement
visqueux du matériau traduisant les effets dépendant du temps. Ces conclusions ont motivé

d’une certaine maniere la seconde partie de cette these.

Partie 11

La deuxieme partie de ce mémoire représente la contribution principale de la these. Elle
concerne les problemes de stabilité des matériaux dépendant du temps physique (i.e., visco-

élastiques ou visco-plastiques). Elle est constituée de six chapitres.

» Le chapitre quatre est un chapitre clé de cette these. Placé en téte de la seconde partie, il
permet d’introduire certaines notations, définitions et conventions. La question de la stabi-
lité d’une évolution y est d’abord ramenée a celle de la solution zéro d’une certaine équation
différentielle non autonome. Nous y effectuons ensuite une synthése assez exhaustive de ce
que 'on peut dire sur la stabilité d’une équation différentielle non autonome par la mé-
thode directe de Lyapunov ou par celle de linéarisation. Certains des résultats répertoriés
dans ce chapitre nous semblant peu connus, des exemples et contre-exemples sont fournis
pour montrer la nette différence avec le cas autonome. L’originalité de ce chapitre tient au
fait que les résultats rassemblés a partir des traités mathématiques y sont reformulés sous
une forme directement exploitable en mécanique. De plus, dans la recherche de conditions

suffisantes d’instabilité, certains des contre-exemples construits sont propres a ’auteur.

» Dans le cinquieme chapitre, nous développons une méthode d’analyse de stabilité pour des
solides visqueux discrets quelconques a travers I’étude détaillée de la colonne de Shanley
discrete ayant différents comportements visco-élastiques ou visco-plastiques. Nous discu-

tons d’abord du choix des bonnes variables principales a retenir pour I’écriture de I’équation




INTRODUCTION GENERALE 11

différentielle gouvernant I’évolution quasi statique. Ce choix est déterminant : nous mon-
trons notamment que la formulation & deux champs (u, ) ne permet pas de conclure sur
la stabilité de I’évolution. La suite de I’étude est basée sur la formulation & un champ, ici

la variable interne a.

» En suivant un ordre de complexité croissant, le chapitre six traite du cas de la colonne
de Shanley visqueuse continue. Ce modele, malgré sa simplicité, contient les ingrédients
essentiels d’un vrai probleme continu. En effet, faisant varier continiment 1’état de défor-
mation dans les ressorts, cette colonne continue permet de simuler le comportement d’une
section de poutre et fait ainsi ressortir toutes les spécificités de la stabilité de 1’évolution
quasi statique rencontrées dans des solides continus visqueux. Comme dans le chapitre pré-
cédent et les deux suivants, la formulation utilisée dans ce chapitre est celle & un champ

que représente la variable interne a.

» L’étude du cas des poutres menée dans le septieme chapitre va permettre ensuite une avan-
cée conséquente dans la compréhension du phénomene de la stabilité des solides visqueux.
On mettra accent, en particulier, sur les analogies observées dans 1’étude de ces trois
exemples structuraux. En effet, la charge critique du module tangent apparait naturelle-
ment dans tous ces cas comme la charge pertinente de stabilité de 1’évolution visqueuse.
Le cas d’un comportement visco-élastique permet de comprendre la signification de cette
charge critique du module tangent pour un solide visco-élastique obéissant au modele de

I’écrouissage cinématique.

» Le huitieme chapitre est une généralisation des résultats précédents au cas des milieux
continus tridimensionnels. Le critere de stabilité portant sur la seconde variation de ’énergie
libre totale y est établi pour des solides visco-élastiques. Ce critere, dit du module élastique
limite, est explicité en vue des applications numériques. Dans le cas visco-plastique, deux
autres conditions suffisantes de stabilité sont proposées et comparées au critere précédent.
Une autre démarche est discutée et permet d’établir directement le critere de stabilité de
la seconde variation de I’énergie libre pour une évolution visco-plastique mais aussi pour

une évolution élasto-plastique.

» Dans le neuvieme et dernier chapitre de cette these, une autre approche d’analyse de sta-
bilité est présentée. Cette approche consiste a éliminer la variable interne a pour garder
comme variable principale le seul champ de déplacement w. Avec cette formulation, un
critere de stabilité est proposé pour un solide visqueux tridimensionnel quelconque. Pour
comparer les résultats des deux approches, on effectue un retour sur les exemples structu-
raux que sont les colonnes de Shanley discrete et continue ainsi que le modele de poutre.
Les résultats obtenus permettent alors de réconcilier ces deux approches : approche en

variable principale u et approche en variable principale a.
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Chapitre 1

Stabilité d’un équilibre

1.1 Introduction

On consideére dans ce chapitre un systéme mécanique décrit par un nombre fini de parametres
indépendants (ensemble de corps rigides ou systeme mécanique discret). Le couple de vecteurs
(q(t), ¢(t)) caractérise la position et la vitesse du systéme a I'instant ¢ dans I’espace des phases.
Le vecteur ¢(t) = (q1(t), q2(t),...,¢n(t)) est le vecteur des coordonnées généralisées, ¢(t) =

(G1(t),G2(t), ..., 4n(t)) est celui des vitesses généralisées.

On rappelle les équations différentielles qui régissent ’évolution dynamique d’un tel systéme.
Les positions d’équilibre étant les solutions stationnaires de ces équations, on s’intéressera a la

stabilité de ces équilibres.

La théorie de la stabilité présente ainsi un intérét capital lors de ’étude de la plupart des
systemes différentiels. En effet, une position d’équilibre n’est intéressante que si elle est réalisable
pratiquement et si pour des perturbations suffisamment faibles par rapport aux données initiales,

le systeme ne s’en écarte pas trop.

On se restreindra dans ce chapitre a I’étude de stabilité d’un systéeme autonome. Quelques
résultats de stabilité concernant les systéemes périodiques sont rapidement évoqués au travers de
la théorie de Floquet. Le cas général d’un systeme différentiel non autonome sera étudié en détail

dans le chapitre 4.

Notons que la notion de stabilité d’un équilibre a fait I'objet de larges études dans le passé, et
a conduit a différents ouvrages et traités mathématiques d’acces plus ou moins facile. Aussi, nous
avons fait le choix d’en donner une présentation simple et unifiée aux dépens de quelques aspects
marginaux de cette théorie qui seront volontairement laissés de c6té. Une liste de références est

fournie, donnant un apercu des travaux provenant de différents auteurs.

15
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1.2 Equation du mouvement
L’évolution dynamique du systeme est donnée par le principe des travaux virtuels :
OWe + 0W; + W, = 0 pour tout mouvement virtuel dq

o W, = Q(q,q¢,t).0q , $W; = L(q,¢,t).5q et SW; = J(q,q,G,t).5q désignent respectivement, le
travail des efforts extérieurs, des efforts intérieurs et des efforts d’inertie.

L’équation du mouvement s’écrit donc :

Q(q7Q7t)+L(q7Q7t)+J(qvq7ij7t):O (11)

ol les efforts d’inertie J sont donnés par les formules de Lagrange :
or doT
T 0q  dtog
et T’ représente ’énergie cinétique du systeme.
Cette équation du mouvement (1.1), du systeme a n degrés de liberté, représente un systeme
de n équations différentielles du second ordre et nécessite 2n données de conditions initiales pour

étre résolue. Si 'on fixe la position et la vitesse initiales :
q(0) = qo , (0) = po

la solution est une courbe ¢(¢) dans R™
Dans le cas d’un systeme tel que le paramétrage des points (m de masse p,,, ) et ’expression des

forces intérieures et extérieures ne dépendent pas explicitement du temps (systéme autonome)! :

rm=Xn(q(t), Q=0Q(q(), (), L=L(qt) q(t))

. 0X,, . 0X, . 1

Cette énergie cinétique peut se mettre sous la forme :

T(q,q) = %q’T-M(q)-q‘

ot M (q) désigne la matrice de masse qui est symétrique, définie positive (d’une maniere générale
lorsque la répartition de masse est physique).
Les équations dynamiques (1.1), compte tenu des équations de Lagrange et de ’expression

de I’énergie cinétique, peuvent s’écrire plus explicitement :

M.+ (Mg.4).G - 5qT-M,q-q— F(g,4)=0 (1.2)

ot F(q,q) = Q(¢,q) + L(q, ¢) désigne I"ensemble des forces intérieures et extérieures.

Le cas d’un systeme non autonome général sera étudié au chapitre 4.
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Le systeme (1.2), de n équations différentielles du second ordre, peut étre écrit comme un
systeme de 2n équations différentielles du premier ordre en posant :
q

; fz) = [ M= [3¢Y M 4.4 — (M4.4).4+ F]

Ainsi, les équations dynamiques s’écrivent :
dz
— = fl(z 1.3
) (13)
Cette équation différentielle générale sera discutée dans la section suivante au travers du

théoreme de Lyapunov.

1.3 Equilibre et stabilité

Une position du systéme correspondant au point g, est une position d’équilibre si la fonction
constante ¢(t) = ¢. est solution de ’équation (1.1) avec les conditions initiales particulieres

suivantes :
q(0) = ¢ , q(0) =0

Ainsi, les positions d’équilibre sont les solutions stationnaires de (1.1) ou (1.3) du type :

z(t) =z, = [ (i)e ] , avec f(z.)=0<= F(g,0)=0
Souvent en mécanique, les efforts extérieurs dépendent d’un parametre réel monotone A appelé
parametre de controle et I’évolution dynamique de tels systémes, non autonomes en général, est

régie par I’équation différentielle la plus générale :

'f:f(xvtv/\)

La fonction vectorielle réelle f dépend implicitement du temps & travers x et explicitement par
la variable ¢ qui représente le temps physique. Ce systeme est dit autonome si f est indépendante
de t. Une position d’équilibre correspond & une solution stationnaire (indépendante du temps)
z. telle que f(zc,t, A) = 0 et lorsque A varie cela engendre une courbe d’équilibre z§ définie dans
'espace R™! des couples (position d’équilibre 2§ et charge A). Cette courbe d’équilibre a pour

équation d’apres (1.3) :
F(¢,0,A)=0

Sil'on fixe la valeur de A, ce qui revient a oublier la dépendance éventuelle de f et de z. en
A, on dira que la position d’équilibre g. est stable si une perturbation quelconque suffisamment

faible de position ou de vitesse initiale donne un mouvement perturbé qui reste toujours proche de
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cette position d’équilibre. Autrement dit, si I’on part d’une position proche du point d’équilibre
g avec une vitesse suflisamment faible, on reste toujours au voisinage de g.. D’un point de vue
mathématique, cela se traduit par la continuité uniforme du mouvement par rapport aux données

initiales pour ¢ € [0, +oc], et I'on écrit que ’équilibre ¢, est stable si :
Ve>0,3n>0 / D(go—qe,po) <=1, d(q(t) —qc) <¢
ol ¢(t) est la solution de (1.1) avec comme conditions initiales :
q(0) =g et ¢(0) = po,

D désigne une mesure de la perturbation initiale et d une mesure de la distance dans R”.

En général, on prend pour d une norme quelconque de R™ (en dimension finie toutes les
normes étant équivalentes) et I'on définit D a partir de cette norme.

L’équilibre est dit asymptotiquement stable si en plus, pour tout mouvement perturbé, on a
la condition d’attractivité :

lim ¢(t) = q.

t—+oo

Pour des systemes autonomes, la stabilité et la stabilité asymptotique sont toujours uni-
formes? puisque ces systémes sont invariants par une translation par rapport au temps. On
montre qu’il en est de méme pour les systémes réductibles au sens de Lyapunov, et en particulier
les systemes périodiques.

Dans le cas général, I’étude de la stabilité est un probleme difficile a résoudre avec de telles
définitions. En effet, méme pour des systémes mécaniques simples, I’équation du mouvement
est le plus souvent non linéaire et il est pratiquement impossible de calculer explicitement les

mouvements perturbés.

1.4 Analyse de stabilité d’un équilibre

1l existe deux principales méthodes qui permettent de conclure quant a la stabilité d’un équi-
libre dans certains cas précis. Comme on va le voir, ces méthodes ont des domaines d’application

différents mais d’intersection non vide :

— La méthode directe de Lyapunov donne des résultats de stabilité lorsqu’il existe une fonc-
tionnelle (dite de Lyapunov) vérifiant certaines propriétés. Les origines historiques de cette
fonctionnelle du mouvement remontent aux systéemes mécaniques conservatifs ou elle prend
la forme de I’énergie du systeme. Le grand handicap de cette méthode vient de la construc-
tion méme de cette fonctionnelle de Lyapunov. En effet, il n’existe pas de méthode simple

et systématique permettant la fabrication de telles fonctionnelles.

2Voir les définitions de : stabilité uniforme et stabilité uniforme asymptotique dans le chapitre 4 consacré aux

systémes non autonomes.
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— L’autre méthode, dite de linéarisation, s’appuie sur les résultats puissants du théoreme de
Lyapunov. Elle permet, lorsque cette linéarisation est possible, de répondre & la question
de stabilité en étudiant I’équation du mouvement linéarisée. Cette derniére est obtenue
en remplacant I’équation du mouvement réel par son expression linéarisée autour de la
position d’équilibre. Cette méthode est basée sur le fait que les mouvements perturbés
doivent étre, a priori, des petits mouvements autour de I’équilibre. Son grand intérét est
qu’il suffit d’étudier la stabilité des solutions des équations linéarisées pour conclure aux
mémes résultats sur la stabilité des solutions des équations non linéaires. La stabilité des
solutions des mouvements linéarisés est beaucoup plus facile a résoudre comme on le verra

plus loin dans I’énoncé du théoreme de Lyapunov.

1.4.1 Meéthode directe de Lyapunov

On a vu dans ce qui précede que I’équation du mouvement pouvait se mettre sous la forme :

&= f(z) (1.4)

et que les équilibres du systeme sont les solutions stationnaires z. de cette équation différentielle
autonome. Par un changement de variable z(¢) = z(¢) —z., on peut toujours se ramener & l’origine
des coordonnées. L’étude de stabilité des équilibres de (1.4) se trouve alors équivalente & I’étude

de stabilité de la solution z = 0 pour le systéme autonome :
z=g(z) (1.5)

ot g(z) = f(z + z.) et g(0) = 0.

Aussi, on peut se borner & donner les conditions suffisantes de stabilité ou d’instabilité relati-
vement & la solution nulle de (1.5). La méthode directe, dite aussi seconde méthode de Lyapunov,
fait usage d’une fonction auxiliaire V' (2) scalaire dont la dérivée le long des trajectoires de ’équa-

tion (1.5) se calcule par :

. dV
Viz)= P gradV.g(z)

Pour le calcul de cette dérivée le long des solutions de (1.5), on n’a pas besoin de calculer
ces solutions puisque 'on remplace 2 par ¢g(z). On dira que la fonction V(z), telle que V(0) = 0,
est définie positive dans un certain voisinage U de origine, si V (z) > 0 dans U\{0}. Elle sera
dite semi-définie positive si V(z) > 0 dans U. Les définitions de fonctions de signe défini ou
semi-défini sont données en détail dans le chapitre 4.

Cette méthode directe de Lyapunov est considérée comme une généralisation du théoréme
de Lejeune-Dirichlet valable pour les systemes conservatifs. Elle est utile & I’étude des systemes
dissipatifs simples, lorsque la fonction de Lyapunov peut étre construite simplement & partir de

considérations énergétiques sur I’évolution mécanique.
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1.4.1.1 Conditions suffisantes de stabilité

Théoreme 1.1 Sl existe une fonction V(z) ayant des dérivées partielles premiéres continues
sur un voisinage U de Uorigine, telle que V(0) = 0 et V (z) est définie positive sur U tandis que

sa dérivée V(z) y est semi-définie négative, alors la solution z =0 de (1.5) est stable.

Une fonction scalaire V (z) vérifiant les hypotheses du théoreme 1.1 est appelée fonction de
Lyapunov faible. Ce théoreme permet de conclure a la stabilité de la solution z = 0 du systéme
(1.5), des lors que pour ce systéme il existe une intégrale premiere du mouvement qui soit définie
positive dans un certain voisinage de ’origine. Il est ainsi & la base du théoréme de Lejeune-

Dirichlet.

Théoreme 1.2 S7il existe une fonction V(z) ayant des dérivées partielles premiéres continues
sur un voisinage U de lorigine, telle que V(0) = 0 et V(z) est définie positive sur U tandis
que sa dérivée V(Z) y est définie négative, alors la solution z =0 de (1.5) est asymptotiquement

stable.

Une fonction V/(z) qui satisfait aux hypotheses du théoreme 1.2 est dite fonction de Lyapunov

forte.

1.4.1.2 Conditions suffisantes d’instabilité

Théoreme 1.3 S7il existe une fonction V(z) possédant des dérivées partielles premiéres conti-
nues sur un voisinage U de Uorigine, telle que V(0) = 0, sa dérivée V(Z) est définie positive sur
U et dans tout voisinage de l'origine U C U il existe au moins un point z tel que V(z) > 0 alors

la solution z =0 de (1.5) est instable.

1.4.1.3 Application de la méthode directe au systéme variationnel

Si la fonction f du systeme (1.4) est continiment dérivable dans un voisinage de I’équilibre
z., (ce qui entraine que le second membre g de (1.5) est continiment dérivable au voisinage de

lorigine), alors I’équation du mouvement s’écrit d’une maniére équivalente :
2= B.z+ h(z) (1.6)

avec B =y¢,,(0) = f,; (z¢) et h(z) = g(z) — B.z vérifiant % — 0 lorsque z — 0.

Le systeme (1.6) est appelé systéme variationnel associé a I’équation différentielle (1.4) et a
sa solution stationnaire z.. On va voir comment le théoreme 1.2 permet de trancher la question
de stabilité de cet équilibre lorsque la matrice B n’a que des valeurs propres de parties réelles
strictement négatives. Pour cela construisons une fonction de Lyapunov forte pour le systeme
(1.6). On va chercher cette fonction sous une forme quadratique : V(z) = 21.G.z ot G est

symétrique. La dérivée de V(z) le long des trajectoires de (1.6) s’écrit :

V(z) =21 (BT.G+ G.B).2+2:1.G.h(z)
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Pour se mettre dans les hypotheses du théoreme 1.2, il faut choisir G' définie positive de sorte

que (BT.G + G.B) soit définie négative. Pour cela posons :
+oo
G = /eBTt.C'.eBt dt
0

avec C' une matrice symétrique définie positive quelconque. Cette intégrale converge puisque
les valeurs propres de B ont des parties réelles strictement négatives. De plus, si C est définie

positive alors G est définie positive. On a aussi la relation :

+oo
d
B'.G+G.B= / %(eBTf.C.er) dt = —C
0
1l suffit alors de choisir C' = I pour obtenir : V(2) = —||2||?+227.G.h(z). Grace a 'hypothese

sur h(z), il existe un voisinage de l'origine dans lequel V'(z) est définie négative. Il vient alors
par le théoreme 1.2 que la solution z = 0 de (1.6) est asymptotiquement stable.

Il est & noter que l'on obtient les mémes conclusions de stabilité en remplagant, dans le
systeme (1.6), h(z) par une fonction dépendant explicitement du temps h(z,t) et vérifiant :

A (z,0)]]

RIE — 0 lorsque z — 0, uniformément par rapport au temps pour ¢ € [0, +o0].

1.4.2 Méthode de linéarisation

Cette méthode consiste a linéariser les équations du systeme non linéaire autour de I’équilibre
et a étudier, dans un premier temps, la stabilité du systeme linéarisé. Ensuite, en s’appuyant
sur le théoreme de Lyapunov, on remonte a la stabilité du systéme réel (non linéaire). Notons
que le théoreme de Lyapunov est un cas particulier du théoreme d’Hartman-Grobman qui est
beaucoup plus général mais qui ne sera pas utile & notre exposé. Rappelons simplement que ce
théoreme montre qu’au voisinage des points singuliers hyperboliques (points ol 'opérateur de
linéarisation ne contient pas de valeurs propres a partie réelle nulle), les solutions ont le méme
comportement topologique que celles d’une équation linéaire : z = B.z.

De méme, nous n’aborderons pas les concepts d’orbites, d’ensembles limites, de flot et de
portrait de phase qui sont utiles pour I’énoncé du théoreme de redressement qui permet de décrire
le comportement des solutions au voisinage d’un point non singulier et de montrer ’existence de
I’application de Poincaré.

On a déja montré que ’on pouvait toujours ramener, par une translation, le point d’équilibre
a Dorigine. Ainsi, ’équation du mouvement peut se réécrire d’une maniere équivalente, et ’on

est amené a étudier la stabilité de la solution z = 0 du systeme :
Z=B.z+ h(z) (1.7)

oll 'opérateur linéaire B représente le jacobien du second membre au point d’équilibre, et le

terme non linéaire vérifie h(z) = o(z) lorsque z — 0. Notons que dans tous les développements




22 STABILITE D’UN EQUILIBRE

qui vont suivre, on peut remplacer h(z) par une fonction h(z,t) vérifiant : h(z,t) = o(z) lorsque

z — 0, uniformément par rapport au temps.

1.4.2.1 Stabilité du systéme linéarisé

Les systemes linéaires autonomes provenant d’une linéarisation sont du type :
2= B.z (1.8)

La théorie de Jordan, qui est une branche de I’algebre linéaire, permet de résoudre comple-
tement ces systemes. En effet, 'unique solution de (1.8) passant par (zp,0) est donnée par :
z(t) = €Bl.z. En utilisant le théoreme de Jordan, on montre qu’elle s’écrit comme combinaison

lindaire des termes :

t* eit[cos Bt Z(j,k) T 8in Bt Z(Lk)o]

"

oll sz,k)o’ 2k € R”, A; = a; £i83; est valeur propre de B d’indice n; et 0 < £k < n;. On
voit ainsi que si la valeur propre A; est semi-simple (sa multiplicité algébrique est égale a sa
multiplicité géométrique), alors n; = 1, k = 0 et le terme polynémial t* n’apparait pas. Cette

remarque permet de résoudre complétement la question de stabilité de (1.8) :

— Une condition suffisante et nécessaire de stabilité asymptotique de (1.8) est que toutes les

valeurs propres de B soient de partie réelle strictement négative.

— Une condition suffisante et nécessaire de stabilité de (1.8) est que toutes les valeurs propres
de B soient de partie réelle négative ou nulle, et que celles ayant une partie réelle nulle

soient semi-simples.

On peut donner un peu plus de précisions a ces résultats. Si B possede une valeur propre de
partie réelle positive ou une valeur propre de partie réelle nulle non semi-simple, alors (1.8) est
instable. Si parmi les valeurs propres de B (toutes de partie réelle négative ou nulle) certaines
ont une partie réelle nulle mais sont semi-simples, alors (1.8) est stable mais non asymptotique-
ment. Notons que lorsque B dépend du temps (non périodiquement ), il n’existe pas de condition

spectrale suffisante et nécessaire de stabilité de (1.8) comme on le verra dans le chapitre 4.

1.4.2.2 Stabilité du systéeme réel

Revenons maintenant au systeme initial non linéaire (1.7) et discutons sa stabilité. On dispose

du théoreme suivant :

Théoreme 1.4 (de Lyapunov) (z) St toutes les valeurs propres de B ont une partie réelle

strictement négative, alors la solution z = 0 est asymptotiquement stable pour le systéme (1.7).




1.4 — Analyse de stabilité d’un équilibre 23

(i1) St B posséde une valeur propre a partie réelle strictement positive alors la solution z = 0
de (1.7) est instable.

(i2) St parma les valeurs propres de B (toutes de partie réelle négative ou nulle) certaines
ont une partie réelle nulle, alors on ne peut pas conclure sur la stabilité de (1.7) (tout dépend du

terme non linéaire h(z)).

La démonstration du point (z) est un cas particulier de celle relative au cas non autonome
traité dans le chapitre 4. En effet, dans ce cas la matrice fondamentale de (1.8) : Z(t,s) =
Z(t).Z271(s) = =98 varifie : || Z(t,s)|| < ke=@("%) avec k > 1, a > 0 et 0 < s < t. La suite de
la preuve est la méme qu’au chapitre 4 paragraphe 4.6.1.1.

Une démonstration de (7z) est donnée dans [46] (voir aussi E.A. Coddington and N. Levinson
[27] ou M. Roseau [178]).

On remarquera que lorsque la stabilité du systéme linéarisé n’est pas asymptotique, on ne
peut pas conclure sur la stabilité du systeme réel (1.7).

Le cas (322), dit critique, est traité dans 'ouvrage de I.G. Malkin (1959) [124] complété par
V.A. Pliss (1966) [159] mais aussi par d’autres auteurs.

On peut donner quelques extensions concernant la stabilité du systeme :
2=B.z+C(t).z (1.9)

olt B est constante et C'(t) devient petite en un certain sens lorsque ¢ — +o00. Il semble raisonnable

de penser que la stabilité de (1.9) va dépendre de la stabilité du systeme :
2=B.z (1.10)

Théoréme 1.5 5i les valeurs propres de B sont a parties réelles négatives et celles ayant une

partie réelle nulle sont semi-simples, alors le systéme (1.9) est uniformément stable pourvu que

SEENC@)) de < 4o,

L’hypothese faite sur B est équivalente a 'uniforme stabilité du systeme (1.10) puisqu’il est
autonome, la suite de la preuve est la méme que pour le théoreme 4.11 du chapitre 4, sous-section

4.5.2.

Théoréme 1.6 5i les valeurs propres de B sont a parties réelles strictement négatives, alors le
systéme (1.9) est uniformément asymptotiquement stable pourvu que ||C(t)|| < ¢ pour t assez

grand, ot ci est un nombre ne dépendant que de B.

L’hypothése sur le spectre de B est équivalente a I'uniforme et asymptotique stabilité du
systeme (1.10) puisqu’il est autonome, on est ainsi dans les hypotheses du théoreme 4.12 du
chapitre 4, sous-section 4.5.2. La condition sur C'() est a fortiori satisfaite si [|C'(¢)[] — 0 &

I’infini.
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Théoréme 1.7 5t l'une au moins des valeurs propres de B a une partie réelle strictement posi-
tive et su ||C'(¢)|] < ¢y pourt > T, ot ¢y est un nombre ne dépendant que de B, alors le systéme

(1.9) est instable.

On peut trouver une démonstration de ce théoréeme dans M. Roseau [178]. L’hypotheése sur

C'(t) peut étre remplacée par C'(¢) — 0 lorsque ¢ — 400 qui est une condition plus forte.

1.4.2.3 Systémes périodiques

On va montrer que lorsque les ceefficients de la matrice B ne sont plus constants, mais
dépendent continiiment et périodiquement du temps, alors il existe des nombres appelés exposants
caractéristiques qui jouent le méme role que les valeurs propres de B, en ce qui concerne la
stabilité. Les systemes périodiques sont ainsi un cas intermédiaire important entre les systéemes
autonomes et ceux non autonomes, complétement généraux, traités dans le chapitre 4. Cette étude
permet une bonne transition, en ce qui concerne la difficulté, entre le cas ou B est constante et
le cas ou sa dépendance en temps est tout & fait quelconque, comme ’avait déja mentionné H.

3

Poincaré-.

Considérons pour commencer le systeéme linéaire :
2= B(t).z (1.11)

avec B(t) continue et T-périodique (i.e., B(t + 1) = B(t) pour tout t). Ce systéme peut pro-
venir, par exemple, de la linéarisation d’une équation différentielle dont le second membre est
T-périodique, autour d’une solution également T-périodique.

Soit Z(t) une matrice fondamentale de (1.11) (i.e., elle vérifie 'équation matricielle Z(t) =
B(t).Z(t) avec det Z(t) # 0). Il est clair que Z(t+7) est aussi une matrice fondamentale, et donc
il existe une matrice constante non singuliere M telle que Z(t + 1) = Z(t).M. Cette matrice
M sera appelée matrice de monodromie associée a I’équation (1.11) et & Z(¢). Montrons que le
spectre de M est indépendant du choix de la matrice fondamentale Z(t), et représente ainsi une
propriété intrinseque de I’équation (1.11). Si 'on part d’une autre matrice fondamentale Z(t), il
lui correspond une autre matrice de monodromie M telle que Z(t +T) = Z(t).M. D’autre part,
il existe une matrice constante réguliere N telle que Z(t) = Z(t).N. On arrive alors 2 la relation
M=N"1MN qui montre que les matrices de monodromie sont semblables. Il est souvent utile
de choisir pour Z(t) la matrice fondamentale principale en ¢t = 0 (i.e., Z(0) = I) de sorte que la
matrice de monodromie soit égale & M = Z(T'). Les valeurs propres A; de M sont les facteurs
caractéristiques de I’équation (1.11) et ne dépendent que de B(t).

Cette théorie est due & G. Floquet (1883) [41], qui a établi que I’équation (1.11) possede au

moins autant de solutions z(t) € C* vérifiant z(t + 1) = Az(t), qu’il n’y a de valeurs propres

%« Ce qui nous rend ces solutions périodiques si précieuses, c’est qu’elles sont, pour ainsi dire, la seule bréche

par ol nous puissions essayer de pénétrer dans une place jusqu’ici réputée inabordable. » Henri Poincaré.
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distinctes A € C de M. Il en résulte que (1.11) possede une solution 7'-périodique si et seulement
si A = 1 est valeur propre de M.

Puisque M est non singuliere, il existe alors une matrice D telle que M = ePT. Les valeurs
propres p; de D sont appelées les exposants caractéristiques de I’équation (1.11). La relation entre
les facteurs caractéristiques A; et les exposants caractéristiques p; est : A\; = el 1 < i< n.
Notons que les exposants caractéristiques ne sont définis qu’a un multiple de iw (w = 2%) pres.
Ceci n’affecte que la partie imaginaire des exposants caractéristiques. De la relation Z(t + 1) =

Z(t).M, on tire : det M = exp[fOT trB(t) dt] = [[—, Ai. Ce qui donne la somme des exposants

caractéristiques :

T
ZW = %/trB(t) dt mod(iQ%)
0

=1

Si l'on pose P(t) = Z(t).e~D?, alors on vérifie aisément que P(t+7) = P(t). Ainsi, la matrice
fondamentale Z(t) de (1.11) s’écrit : Z(t) = P(t).eP* ot la matrice P(t) est T-périodique,
continiment dérivable, réguliere pour tout ¢ et bornée ainsi que son inverse. Ce résultat est
important car il permet de résoudre complétement la question de stabilité du systeme (1.11). En

effet, la solution de (1.11) passant par (zo, %) est :
2(t) = Z(t).Z 7 to).20  t >t

avec Z(t).Z7(s) = P(t).eP(=5). P=1(s), pour 0 < s < t. Puisque P(t) et P~'(¢) sont bornées,

on obtient les résultats suivants :

— Une condition suffisante et nécessaire de stabilité asymptotique de (1.11) est que tous les

exposants caractéristiques soient de partie réelle strictement négative.

— Si tous les exposants caractéristiques sont de parties réelles négatives ou nulles, et s’il y a
des exposants & partie réelle nulle mais qui sont semi-simples, alors le systeme (1.11) est

stable mais non asymptotiquement.

— S’il y a au moins un exposant caractéristique a partie réelle positive, ou a partie réelle nulle

et non semi-simple, alors le systéme (1.11) est instable.

Rappelons que pour le systeme périodique (1.11), le caractere stable ou asymptotiquement
stable est sous-entendu uniforme également. On a ainsi épuisé tous les cas de figures pour le
systéeme (1.11) en raisonnant sur les valeurs propres de D, (exposants caractéristiques), qui
jouent un role analogue a celui des valeurs propres de B dans le cas autonome.

On aurait pu procéder différemment pour montrer les résultats ci-dessus. En effet, les systemes
périodiques sont un cas particulier des systemes réductibles au sens de Lyapunov. Ainsi, si z(t)

est solution de (1.11), alors par le changement de variable régulier z(¢t) = P(¢).y(t) on montre
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que y(t) est solution du systéeme autonome :
y=D.y (1.12)

Il suffit pour cela de remarquer qu’entre D et P(t) il y ala relation : D = P=1(¢).[B(¢).P(t) -
P(t)]. Comme dans les transformations z(t) = P(t).y(t) et y(t) = P~'(t).2(t) les matrices P(t)

et P~1(¢) sont bornées, on a :
Fallyll < [l2[ < ko[lyl]

et les systemes (1.12) et (1.11) ont les mémes propriétés de stabilité ou d’instabilité.

Revenons maintenant aux systémes non linéaires du type :
z=B(t).z + h(z,t) (1.13)

ol h(z,t) = o(z) lorsque z — 0, uniformément par rapport a ¢ (¢ € [0, +oo[). Montrons que le
théoreme 1.4 de Lyapunov est susceptible d’une généralisation importante et quasi immédiate

lorsque B(t) est périodique.

Théoréme 1.8 (7) Si tous les exposants caractéristiques de (1.11) sont a parties réelles stric-
tement négatives, la solution z = 0 est uniformément asymptotiquement stable pour le systéme
(1.13).

(i) Si l'un au mowns de ces exposants caractéristiques est a partie réelle strictement positive,

la solution z =0 de (1.13) est instable.

Par la substitution réguliere z(t) = P(t).y(t), ou P(t) est continue, réguliere et périodique

ainsi que son inverse, le systéme (1.13) est transformé en :
y=D.y+h'(y,1)

otl les valeurs propres de D représentent les exposants caractéristiques de (1.11), et hl(y,t) =
P=Y(t).h(P(t).y,t) vérifie : hl(y,t) = o(y) lorsque y — 0, uniformément par rapport a ¢ (¢ €
[0, +00]). Le théoreme ci-dessus résulte du fait que la stabilité ou I'instabilité de 'origine ne
sont pas affectées quand on passe des z aux y par la transformation réguliere et périodique
z(t) = P(t).y(t).

De méme, les théoremes 1.5, 1.6 et 1.7 concernant la stabilité du systéme :
2=B(t).z4+C(t).z (1.14)

ont leurs équivalents dans le cas ou B(t) est T-périodique. La matrice C'(¢) devenant petite
lorsque t — 400, elle apparait comme une matrice de perturbation et 'on peut comparer le

systeme (1.14) au systéme :

i=B(t).z (1.15)
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Théoreme 1.9 Si les exposants caractéristiques de (1.15 ) sont a parties réelles négatives et
ceur ayant une partie réelle nulle sont semi-simples, alors le systéme (1.14) est uniformément

stable pourvu que f+oo IC(8)]] dt < Fo0.

Par la tranformation réguliere z(t) = P(t).y(t), le systéme (1.14) est transformé en :
y=Dy+ P t).C1).Pt).y (1.16)

ol les valeurs propres de D sont les exposants caractéristiques de (1.15), les matrices P(t) et
P~1(t) sont continues, T-périodiques donc bornées. En notant m = sup{||P(¢)|], [|P~L(¢)]}, il
vient alors que : f+oo |P~1(t).C(t).P(t)] dt < m? f+OOHC(t)H dt < 4oo. L’application du

théoreme 1.5 achéve alors la démonstration.

Théoreme 1.10 Si les exposants caractéristiques de (1.15) sont a parties réelles strictement
négatives, alors le systéme (1.14) est uniformément asymptotiquement stable pourvu que ||C(t)]| <

c1 pour t assez grand, ou ¢y est un nombre ne dépendant que de B(t).

La méme transformation z(¢) = P(t).y(t) qu’auparavant nous améne & étudier, d’une maniére
équivalente, la stabilité du systeme (1.16). Comme || P~ (¢).C'(t).P(t)|| < m?[|C(t)|| < m*cy pour

t grand, I'application du théoreéme 1.6 permet de conclure.

Théoreme 1.11 Si l'un au moins des exposants caractéristiques de (1.15) a une partie réelle
strictement positive et si ||C(t)|| < ¢q pourt > T, oti ¢y est un nombre ne dépendant que de B(t),

alors le systéme (1.14) est instable.

Encore une fois, ’étude du systeéme (1.16) au lieu de (1.14) ot D posséde une valeur propre de
partie réelle strictement positive, et ot ||[P71(¢).C'(t).P(t)|| < m?|C(t)|| < m2¢q, pour ¢ grand,
nous met dans les hypotheses d’application du théoreme 1.7. En particulier, le théoreéme ci-dessus

est opérationnel lorsque C'(t) — 0 a l'infini.

1.4.3 Conséquence de la méthode de linéarisation sur la stabilité

On revient ici sur I’équation (1.1) du mouvement d’un systéme mécanique décrit par les
parametres ¢(¢). On suppose de plus que I’ensemble des forces intérieures et extérieures : F' =
L + @ dépend d’un parametre de controle A; F' = F(q, ¢, A), de sorte que 1’équilibre soit donné

par I’équation F(g.,0,A) = 0. On avait réécrit ’équation du mouvement comme :

&= f(z,\)

g
[ M7V [56" Mgeg = (Mg.).q+ F]
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Sous cette forme, on peut appliquer directement les conséquences du théoreme de Lyapunov

lié a la méthode de linéarisation, en effet :

0 1

B=[o(te,N) =0 =
wlee )=/, ~-M~YK -M-'N

K = _Eq (q67 07 A) = _Eg
N = _Eq (q87 07 A) = _E?]
M = M(q)=M"

Il apparait donc que la position d’équilibre ¢. est asymptotiquement stable si toutes les
valeurs propres de la matrice B sont & partie réelle strictement négative. 5i I’on pose ’équation

aux valeurs propres généralisée suivante :
[sM +sN + K] . X =0 (1.17)

Les valeurs propres s de (1.17), qui sont complexes conjuguées, sont valeurs propres de B
et réciproquement, aussi la discussion sur les parties réelles de s est la méme. Notons que les
matrices K et N ne sont pas nécessairement symétriques.

En général, les valeurs propres de B sont fonctions du parametre A. Lorsque A varie, on décrit
une courbe d’équilibre ¢.()) et I'on peut ainsi discuter (comme pour la recherche des charges
critiques de perte de stabilité) la premiere valeur de A pour laquelle I’équilibre correspondant
est instable. Cette valeur A, correspond a la premiere fois que la valeur propre dominante de la

matrice B traverse I’axe imaginaire.

1.5 Systéemes conservatifs

1.5.1 Définitions

On dira qu’un systeme de forces F'(q) est conservatif s’il existe une fonction V' (g) telle que :

F = —%Z. Autrement dit, I’ dérive du potentiel V(g) et donc le travail virtuel associé & ces

forces est : W = F.éq = —%—Z.(gq = —4V.

Un systeme mécanique discret est dit conservatif si les efforts intérieurs et extérieurs sont

conservatifs. Il existe donc une fonction Vi,¢(q) telle que : L = —%Z” et une fonction V,z¢(q)
telle que : Q = —8‘8,—";}”. L’énergie potentielle totale du systeme est par définition la fonction :

V(q) = Vine(q) + Vexe(q)

L’équation du mouvement d’un systeme conservatif devient alors :

L OV
J(q,4,4) — %(q) =0
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Ainsi, les positions d’équilibre statique sont données par I’équation :

oV
%(QS) =0

Ce sont donc les extrémas de I’énergie potentielle totale.

1.5.2 Méthode de linéarisation et stabilité

Pour le systéme conservatif, I'application de la méthode de linéarisation a I’équation du

mouvement :
A%
(0:4.) = (o) (118)
ou d’une facon équivalente a ’équation :
&= f(z)

e |1 2 = q
- [ ] e [M‘l-[%q‘T-M,q-q'—(M,q-q')-q’—v,q]

nous amene a étudier les valeurs propres de la matrice B définie par :

B =

0 1
-M'K 0
ou encore, ce qui est équivalent, a la résolution du probléme aux valeurs propres généralisé :
[K +s°M].X =0 (1.19)

La matrice K est donnée ici par la seconde variation de I’énergie potentielle V' au point ¢, :

%
K= m(%)

La matrice K est ici symétrique. Puisque M est symétrique définie positive, il existe alors une
base de vecteurs réels X (k=1,...,n) qui soit & la fois K-orthogonale et M-orthogonale (i.e.,
X' K.X; =X M.X; =0, i+#j),et des réels py tels que : K. X}, =, M. Xy (k=1,...,n).

Le probleme aux valeurs propres généralisé (1.19) est ainsi completement résolu avec s? =
—ux (k=1,...,n). De plus, K est définie positive si et seulement si ux > 0 pour k =1,...,n.

On en déduit alors que :

, XPKX,
XMy, T
i M XE
Les nombres (X,CT.M.X;C) sont strictement positifs car M est définie positive. Il en résulte que
s'il existe un indice k tel que (X .K.X}) < 0 alors Re(sg) > 0 et I'équilibre est nécessairement

instable. En revanche, si K est définie positive alors les s; sont tous imaginaires purs et la
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méthode de linéarisation ne permet pas de conclure. En résumé, la conséquence de la méthode

de linéarisation est la suivante :

St la matrice K posséde au moins une valeur propre négalive ou, ce qui revient au méme, s
la seconde variation de l’énergie potentielle totale 6*V =V ,,(¢e)[8q, 8q] peut étre négative alors
[’équilibre est nécessarrement instable.

On écrit alors que st :

38¢#£0 | 8°V =68q.K.5g <0 = Equilibre instable (1.20)

1.5.3 Meéthode directe et stabilité

La méthode directe consiste a rechercher une fonction de Lyapunov vérifiant les hypotheses
du théoreme 1.1. Pour ce systéeme conservatif, I’équation du mouvement (1.18), compte tenu des
formules de Lagrange, peut se mettre sous la forme :

oL doL_
dq dt 0q
ol L =T — V désigne le lagrangien du systéme. Ce systeme de n équations différentielles du

second ordre peut étre transformé en un systeme de 2n équations différentielles du premier ordre

donné par :
. OH . oH
q= %7 p= —%
Les équations de Hamilton ci-dessus sont obtenues par 'introduction des quantités : p =
% appelées les moments généralisés et H = T + V représentant le hamiltonien du systeme.

L’avantage de cette formulation est que la fonction de Hamilton H(p, q¢) = T'(p, ¢)+V (¢) apparait
comme une quantité qui se conserve au cours du temps (puisque, H(p7 q) = 0). Cette propriété

conduit au théoréme suivant :

Théoréme 1.12 (de Lejeune-Dirichlet) Si l’équilibre q. réalise un minimum local au sens

strict de Uénergie potentielle totale V(q), alors il s’agit d’un équilibre stable.

Ce théoréme peut aussi s’énoncer :

St la seconde variation de énergie potentielle totale §*V =V ,,(q.)[dq, 8q] est définie positive,
alors U’équilibre est stable.

On écrit alors que si :
Véqg#0 | 6V =6q.K.6¢>0 = Equilibre stable (1.21)

Pour démontrer ce théoreme, on va montrer que le hamiltonien H(p,q) est une fonction
de Lyapunov faible pour le systéme. Par un déplacement, on peut toujours ramener le point

d’équilibre ¢. a origine. De plus, le potentiel étant défini & une constante additive pres, on peut
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le choisir nul en ce point. On est ainsi dans le cas ol le couple (p,q) = (0,0) est solution de
I’équation différentielle du mouvement avec : V/(0) =0, V,,(0) = 0 et H(0,0) = 0. Si le potentiel
V a un minimum local strict au point d’équilibre, alors la fonction H(p, ¢) est définie positive
dans un certain voisinage de l'origine des (p, ¢). Ainsi toutes les hypotheses du théoréme 1.1 sont
vérifiées : H(p, q) est nulle & l'origine, définie positive dans un voisinage de ’origine et sa dérivée
H(p, q) v est semi-définie positive. On conclut donc & la stabilité de 1’équilibre.

L’ensemble des propositions (1.20) et (1.21) constitue le critere de seconde variation tres utile
pour I’étude des systémes conservatifs.

Notons que P'application du théoreme de Lejeune-Dirichlet est limitée aux cas des charges
conservatives et lorsqu’il existe un potentiel des forces intérieures (cas de ’élasticité), il ne peut
donc s’appliquer au cas de la plasticité.

En plasticité, des criteres de stabilité sous certaines hypotheses ont notamment été formulés
par R. Hill (1958) [65], puis Q.S. Nguyen et D. Radenkovic [150] ; cependant, une approche unifiée
identique a celle de I’élasticité n’est pas apparue.

Sous les hypotheses de comportement des matériaux standard généralisés, (B. Halphen et Q.S.
Nguyen [62]), des criteres de stabilité ont été proposés en plasticité par Q.S. Nguyen (1984) [143].
La démarche repose sur la notion d’énergie associée a un état donné, et sur la loi de normalité
exprimée sous la forme du principe du travail maximal. Ainsi I’évolution quasi statique, de
systemes matériels ayant de telles lois d’évolution, peut étre décrite par un ensemble d’équations
ayant la méme structure; la seule différence réside dans le choix des variables d’état. Dans le cas
de la mécanique de la rupture fragile ou ductile, des travaux (Q.S. Nguyen (1978) [148], C. Stolz
et Q.S. Nguyen (1985) [152]), ont montré que le formalisme des équations est identique.

Remarque 1.1 Le critére de la seconde variation de [’énergie potentielle, démontré pour les
systémes conservalifs discrets, semble donner des résultats satisfaisants lorsqu’il est appliqué auz
milieux continus. W.T. Koiter a souligné a ce propos [85] qu’il n’y a aucun doute quant a la
validité pratique de ce critére, méme st sa justification pose un probléme mathématique délicat.
En effet, une difficulté fondamentale persistante pour ces solides continus est liée a la dimension
wnfinie de Uespace des phases. Ainst, la structure topologique de cet espace n’est plus définie d’une
maniére unique et la définition méme de la stabilité va dépendre de la norme retenue. Dans celte
définition de la stabilité, on doit se donner une norme sur l'espace de départ (espace des per-
turbations) el une autre norme sur Uespace d’arrivée (espace des mouvements), si bien qu’il a
été montré qu’un équilibre pouvait étre stable par rapport a une certaine norme et instable par
rapport a une autre [18], [168]. Malgré l’absence de résultats généraux, des études toul a fait
rigoureuses ont ét€ menées dans certains cas particuliers mais restent souvent difficiles faisant
intervenir Uanalyse fonctionnelle M. Potier-Ferry [167], [168], [169]. Elles montrent en particu-
lier la dépendance de la notion de stabilité, pour les milieur continus, des choix de la norme et
du systéme dynamique. Nous n’insisterons pas plus sur ces difficultés rencontrées lors du passage

du discret au continu.
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Chapitre 2

Flambage des structures élastiques ou

élasto-plastiques

2.1 Introduction

L’étude de la bifurcation des solides et des structures a de nombreuses applications dans le
domaine de la mécanique de I'ingénieur. En effet, certaines structures usuelles élancées sont su-
jettes a des phénomenes d’instabilité ayant lieu bien avant leur limite de rupture conventionnelle.
Ces instabilités sont connues en mécanique des milieux continus sous le nom de flambage ou de
bifurcation. Le formage des pieces métalliques & haute température est un autre exemple ot 'on
peut rencontrer ces phénomenes. Il est alors important d’éviter le flambage des pieces traitées,
et donc de connaitre les charges a appliquer pour que celui-ci ne se produise pas.

La théorie de la bifurcation des structures élastiques en petites déformations est a I’heure
actuelle une théorie bien connue. La détermination de la charge critique de flambage et du
mode, ainsi que ’étude de la réponse post-critique ont fait I’objet d’importants développements
théoriques (W.T. Koiter [83], [86], [87], M. Poitier-Ferry [166], [167], [170], ... ) et numériques. En
particulier, pour les systémes conservatifs, la bifurcation s’accompagne d’une perte de stabilité.
Dans ce cas, la définition de la stabilité repose sur des considérations énergétiques et est donnée
par le critére de la seconde variation de I’énergie potentielle totale.

La situation est différente dans le cas des structures élasto-plastiques. La présence des défor-
mations plastiques conduit & des non-linéarités plus difficiles & résoudre, et les méthodes d’analyse
fondées sur le potentiel élastique ne sont plus valables. Ainsi, pour ces systemes dissipatifs, la
bifurcation survient avant la perte de stabilité. Les discussions de F.R. Shanley [191] et de T. Von
Karman [216] (1947) ont considérablement éclairci le probleme de bifurcation élasto-plastique en
distinguant la stabilité de la bifurcation.

R. Hill (1958) [65] a ensuite donné & la théorie du flambage plastique les fondements né-
cessaires & un développement cohérent en milieu continu par sa formulation mathématique du

critére d’unicité. La non-satisfaction de ce critére d’unicité est une condition nécessaire de bifur-
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cation. Ce critere énonce que ’on peut calculer la charge critique de flambage élasto-plastique
en remplacant le matériau par un matériau fictif dans lequel toute décharge élastique est exclue,
“solide élastique de comparaison”, ramenant ainsi le probleme de charge critique & un probleme
de valeurs propres formellement identique & ceux issus du critere de la seconde variation en
élasticité.

Les travaux de J.W. Hutchinson (1973-1974) 73], [74] ont apporté les résultats décisifs de
I’analyse post-bifurcation en flambage élasto-plastique. En particulier, en ce qui concerne le déve-
loppement asymptotique du parametre de chargement, qui admet des puissances fractionnaires au
point de premiére bifurcation, et dont la forme dépend fortement de la géométrie de la structure.
Ces points particuliers sont essentiellement dus a I’évolution d’une zone de décharge élastique,

inexistante en élasticité.

Plus récemment, sous le formalisme des matériaux standard généralisés (B. Halphen et Q.S.
Nguyen, [62]), un critére de bifurcation en plasticité a été proposé par Q.S. Nguyen (1984) [143].
Cette démarche repose sur la notion d’énergie associée a un état donné, et sur la loi de normalité
exprimée sous la forme du principe du travail maximal. De méme, une méthode d’approche du
probléme de développement asymptotique en élasto-plasticité a été développée par Q.S. Nguyen

[144]; elle s’inspire de celle de W.T. Koiter en élasticité.

Les premiers résultats fournis par Hutchinson et relatifs au comportement post-critique ont
été ensuite largement prolongés par les travaux de A. Léger et M. Potier-Ferry [110], [111], [113].
Ces derniers ont notamment proposé de nouvelles méthodes pour le calcul du post-flambage
plastique. Ces analyses post-critiques, bien que plus rarement mises en ceuvre par les ingénieurs,
peuvent apporter des réponses essentielles en ce qui concerne ’estimation de la charge maximale
que peut supporter une structure, ainsi que pour ce qui est de sa sensibilité aux imperfections.
Outre le calcul post-critique, un autre théme de recherche associé a ces auteurs concerne la

classification des bifurcations génériques (A. Léger et M. Potier-Ferry [109], [111], [112]).

La présentation donnée dans ce chapitre concernant le probléeme du flambage élastique ou
élasto-plastique est loin d’étre exhaustive. En effet, I’objectif ici est d’introduire les fondements
théoriques nécessaires aux analyses numériques de flambage que ’on effectuera dans le chapitre
qui va suivre. Ces calculs numériques concernent une application industrielle dans le cadre du
formage des aubes de turbines d’avions. Nous tenterons donc, dans un premier temps, de mettre
en évidence la transition entre ces résultats essentiels théoriques et les applications numériques

qui en découlent.

Pour les raisons évoquées plus haut, nous limitons notre analyse aux bifurcations de type
flambage. Plus précisément, on ne s’intéressera pas aux instabilités ayant pour conséquence I’ap-
parition de modes localisés. Ces derniéres peuvent se produire a des niveaux de charge suffisam-
ment élevés pour qu’une loi de comportement usuelle conduise & une perte d’ellipticité, entrainant
la localisation de la déformation plastique en bandes de cisaillement. De méme, on restreint notre

analyse aux bifurcations de type angulaire. Un exemple de bifurcation tangente a notamment été
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donné par N. Triantafyllidis [206]. La détection de ces bifurcations tangentes nécessite ’analyse

du probleme d’équilibre en vitesses & des ordres plus élevés.

2.2 Flambage des structures élastiques

On présente dans cette section quelques rappels sur la théorie du flambage des structures
élastiques usuelles. Ces structures correspondent & des systeémes conservatifs dépendant d’un pa-
rametre de controle A. En ’absence de non-linéarités matérielles, loi de comportement élastique,

les non-linéarités géométriques sont les principales causes de la bifurcation.

2.2.1 Le probléeme d’évolution

On se place dans le contexte habituel des études de flambage qui est celui des petites dé-
formations, grandes rotations. On considere un solide élastique occupant dans sa configuration
non déformée un volume V' de frontiere V. Ce solide est soumis a des efforts T'(A) sur la partie
0Vr de sa frontiere et & des déplacements nuls sur la partie complémentaire 9V,. En description
lagrangienne, I’état naturel non déformé étant pris comme état de référence, ce solide est carac-
térisé par une densité d’énergie élastique w (e), ol la déformation de Green-Lagrange s’exprime

en fonction du gradient lagrangien du déplacement par :

(Vu +vly+ VTu.Vu) (2.1)

e =

N | =

En petites déformations, on limite souvent le développement de w (e) au second ordre pour

en adopter 'expression quadratique :

w(e):%e:E:e (2.2)

Cette linéarisation physique de la loi de comportement nous permet d’écrire le tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff sous la forme :

n=we=F:e (2.3)

)

ol E désigne le tenseur du quatrieme ordre des modules d’élasticité. Ici, méme si la déformation
reste petite, le déplacement ne I’est pas nécessairement et il est essentiel de distinguer la configu-
ration initiale V de I’état courant V;. Le systeme décrit précédemment est conservatif d’énergie

potentielle totale :
W (u, /\):/ w (e) dv—/ T (M) u ds (2.4)
v aVr

Cette fonctionnelle de degré quatre en u est composée de I’énergie de déformation élastique
W(u) = [,w(e(u)) dv et du travail des efforts extérieurs Wepy (w,A) = [op, T (N) . ds.

L’évolution quasi statique du solide est paramétrée par le scalaire A (£) qui fixe & chaque instant
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le niveau du chargement. Cette évolution représente une succession d’états d’équilibre et est
régie par le principe des travaux virtuels écrit sous forme de stationnarité de I’énergie potentielle

totale :

W (u, ) du= / 7 :de dv — / T (A .buds=0 Vou C.A. (2.5)
v AV

2.2.2 Analyse de bifurcation

Lorsque le parameétre A varie, la résolution de I’équation d’équilibre (2.5) nous fournit w en
fonction de A. Cette relation u () décrit une ou plusieurs courbes d’équilibre que I’on peut para-
métrer par un temps fictif £ : (w (¢) , A (t)). Souvent, on connait une courbe d’équilibre particuliere
u® = u® (\), appelée solution fondamentale, et I’on cherche alors & déterminer les points de bifur-
cation de cette courbe. On dira qu’un point d’équilibre (uo, /\0) est un point de bifurcation, s’il est
le point d’intersection d’au moins deux courbes d’équilibre. L’analyse de bifurcation revient alors
a détecter les points d’intersection de cette solution triviale avec d’autres courbes d’équilibre.
Cette bifurcation sera angulaire ou tangente selon que ces courbes se coupent transversalement
ou tangentiellement. On se limitera ici & la recherche des points de bifurcation angulaire. Pour
cela, on dérive I’équation (2.5) par rapport a ¢ pour obtenir I’équation donnant les directions

tangentes au point (uo, /\0) :
bu - (W (w%,0%) -+ W (u”,0%) 4] =0 ¥ ou (2.6)

Sile point (uo, /\0) de la solution fondamentale correspond & un point de bifurcation angulaire,
alors en ce point le probleme en vitesses (2.6) admet au moins deux solutions wu; et w,. Avec la

notation Ad = %y — 4y, ’équation en vitesses (2.6) conduit a :
bu-Woy, -Au=0 Vou, (2.7)

ce qui montre que W ,,, est nécessairement singuliere en ce point. L’équation caractérisant les

points critiques (u., A.) s’écrit donc :
du - Wy, (uc, Ac) - X =0 vV du (2.8)

ol A, désigne la charge critique et X le mode propre associé. Cette condition nécessaire de
bifurcation angulaire (2.8) n’est pas suffisante : il reste & montrer que ces points critiques sont
effectivement des points de bifurcation par la construction explicite de la courbe bifurquée au
voisinage du point critique.

Il apparait donc qu’une condition suffisante de non-bifurcation au point (uo, /\0) est que la

forme quadratique W?uu [6u, du] soit définie positive, soit :

(5u-W?uu-5u>0 Véu#0 (2.9)
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En utilisant les relations (2.1), (2.3), (2.5) et les symétries classiques (Eyju = Ejint = Eriij)

du tenseur E, on peut écrire W?uu [6u, du] de maniere plus explicite :
W?uu [bu, du] = K° [bu, du] + K9 [du, du] (2.10)
avec :

K°[bu,0u)= [ Vou: (Vu+1I).E.(I+V7Tu"): Viéu dv
‘7
(2.11)

K? [u, bu] = / Véu : R®: VI6u dv
14

oit le tenseur d’ordre quatre R est défini par : R?jkl = ﬂ'?k&l.

La forme bilinéaire symétrique K° [Su,dv] est appelée habituellement : rigidité élastique du
solide associée a 1’état de déplacement u’. Elle est définie positive compte tenu de I’hypothese
de stabilité du matériau élastique linéaire. La forme bilinéaire symétrique K9 [du, §v] est dite,
quant 2 elle, rigidité géométrique du solide associée & ’état de contrainte w°. Sous cette écriture,
la condition suffisante de non-bifurcation au point (uo, /\0) revient & exiger la définie positivité
de la forme quadratique (K° + K9) [du, du).

Il arrive parfois que la réponse triviale u® soit petite et obtenue en hypotheses des petites
perturbations (H.P.P.). Dans ces conditions, (||[Vu’|| < 1), on peut assimiler dans les relations
(2.11) le gradient de la transformation F° = Vu® 4 I au tenseur identité d’ordre deux I, et
cette condition suffisante de non-bifurcation s’écrit simplement :

W?uu [bu,éu]= [ Véu: (E+8°):Viudv>0 Véu#0 (2.12)
‘]

N 0 14.¢ 0 _ 0z
ol S” désigne le tenseur Sijkl = 77]‘15216-

2.3 Bifurcation élasto-plastique

L’analyse de la bifurcation des structures élasto-plastiques est nettement plus complexe que
celle relative aux structures élastiques. Les difficultés majeures rencontrées dans une telle analyse
sont dues a la présence de déformations permanentes, conduisant a des non-linéarités plus difficiles
a résoudre, et a l'apparition dans la structure de zones de décharge élastique, dont la prise
en compte est indispensable & I’étude de la bifurcation et du post-flambage. Pour toutes ces
raisons, cette théorie a connu, en contraste avec celle du flambage élastique, un démarrage et un
développement beaucoup plus lents.

Les discussions de F.R. Shanley et de T. Von Karman (1947) [191], [216] constituent un
fondement solide a la reflexion en distinguant la notion de bifurcation de celle de perte de
stabilité. En effet, si ces notions se confondent pour les systémes conservatifs, Shanley a mis en
évidence, sur un exemple simple et discret, que la bifurcation est possible sur une portion stable

du trajet fondamental. Le modele utilisé est constitué d’une tige rigide, ayant la forme d’un
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1, reposant sur deux ressorts élasto-plastiques. Il est alors facile de voir sur ce modele que la
bifurcation survient avant la perte de stabilité. Il vient ainsi que la charge critique de premiere
bifurcation élasto-plastique Ap, appelée charge critique du module tangent, est inférieure a la
charge critique de perte de stabilité Ar, dite charge critique du module réduit.

L’analyse énergétique de R. Hill (1958) [65] a ensuite donné a la théorie du flambage élasto-
plastique les fondements nécessaires & un développement cohérent en milieu continu, par la
formulation du critere d’unicité. Il est parfois utile de rappeler que ce critere, di a Hill, représente
en toute rigueur une condition suffisante de non-bifurcation.

Dans cette section, nous analyserons I’état critique de bifurcation élasto-plastique en petites
déformations par le calcul de la charge critique et du mode de flambage. Une modification du
critére de non-bifurcation de Hill est discutée moyennant la méthode du module tangent. Cette
méthode est associée a I’hypothese de charge plastique dans tout le volume plastique actuel.
Pour la théorie incrémentale de la plasticité, apres une analyse de bifurcation, nous calculerons
les modules tangents dans le contexte des matériaux élasto-plastiques obéissant au critere de Von

Mises en écrouissage cinématique.

2.3.1 Evolution quasi statique élasto-plastique

On va établir les équations qui régissent I’évolution quasi statique d’un solide élasto-plastique
soumis & un trajet de chargement. En description lagrangienne, ce solide occupe un volume
V' de frontiere V. Il est soumis a des forces volumiques F' (}), et surfaciques T (A) sur la
partie OVr de sa frontiere. En petites déformations, la décomposition additive de la déformation
de Green-Lagrange, notée e, en parties élastique e® et plastique e est admise. On associe a
ce solide une énergie libre volumique w (e, a), olt o désigne la déformation plastique ef. La
loi de comportement élasto-plastique incrémentale avec écrouissage cinématique est décrite par

I’ensemble des équations :

Jw
W_a—e_E. (e —a)
ow
A_—a—a_ﬂ'—ha (2.13)
of

dzua—ﬂ (p>0, f<0, puf=0)

dans lesquelles 7 et A désignent, respectivement, le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et
la force généralisée associée a la variable interne a.. Les ccefficients p et h sont le multiplicateur
plastique, pour le premier, et le module d’écrouissage pour le second. Enfin, la fonction critéere f
définit dans I’espace des contraintes un domaine élastique convexe : f(m, a) < 0.

Si l’on connait I’état des contraintes et d’écrouissage, on peut calculer 7 en fonction de €. En
effet, pour ce cas de potentiel plastique simple, le multiplicateur plastique est explicite et s’écrit :
1 J
B g—f < a—‘f_ :

T T

E:é> (2.14)
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oll <> désigne la partie positive. Dans ces conditions, on peut définir un potentiel des vitesses

U (é) de sorte a écrire la loi de comportement comme :

. o0U ., P
=22 (é) (comportement hypo-élastique)
] 1. . <N:E:é>? ) )
Ué)= 5 |€: E:ée— TN Ee: N (pseudo-potentiel des vitesses)
N = g_f (normale extérieure au convexe d’élasticité)
T
(2.15)
On voit ainsi apparaitre les modules tangents ET définis comme :
EFE:NQN:FE
E'"=E - 2.16
h+N:E:N ( )
et résumant le comportement incrémental du matériau élasto-plastique par :
7 =FE:é (en charge ou décharge élastique ) (2.17)
#=ET:¢é (en charge plastique stricte) .

Le solide ayant un tel comportement évolue sous ’action d’un chargement paramétré par A (t),
et les états d’équilibre successifs qu’il occupe sont décrits par le principe des travaux virtuels :
/ w:dedv= [ F(X).du dv —I—/ T (A .buds Véu C.A. (2.18)
v v aVr
La nature incrémentale du comportement élasto-plastique nous incite a dériver cette équation
d’équilibre par rapport au parametre ¢ pour en déduire ’équation d’équilibre écrite en vitesses :

/ [#:6e+m: V4. Véu] dv= / F () .bu dv —I—/ T (\) .0u ds Viéu c.a. (2.19)
v v Vi

2.3.2 Analyse de bifurcation

Partant d’un état initial donné, la résolution des équations (2.13),(2.17) et (2.18) nous fournit
une évolution quasi statique du solide sous la forme (u (t) , e (t)), t > 0. Notons que le probleme
étant non linéaire, U (€) n’étant pas quadratique, cette résolution nécessite un calcul incrémen-
tal. Supposons qu’une solution particuliere désignée par (uo (t),a° (t)), AY (1), soit connue et
étudions alors la possibilité d’une bifurcation & partir de ses points courants.

En un point d’équilibre (uo, /\0), I’équation donnant les directions tangentes est écrite en
(2.19). De plus, en ce point d’équilibre (uo,)\o), I’état de contrainte et de déformation est
connu, ainsi que les zones élastiques et plastiques du solide V. Une condition suffisante de non-

bifurcation, d’aprés le critere de Hill, est donnée par la définie positivité de la fonctionnelle :

92
7—[(&):/ [éo:;,g, €): 2+ 7" :VIavVal dv>0 VYa#0 (2.20)
v eoe

Sous cette formulation, ’obtention de la charge critique de flambage plastique apparait comme

étant formellement identique au cas élastique ol I’on a remplacé les modules élastiques par les
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modules tangents. Cependant, dans l'opérateur (2.20) intervient une frontiere qui sépare les
parties élastiques des parties plastifiées de la structure, rendant ainsi ce probleme de valeurs
propres fortement non linéaire. En effet, sous cette forme, les calculs numériques sont tres coiiteux
du fait de cette frontiere libre.

Une alternative rendant les calculs numériques moins cotiteux a donc été proposée par certains
auteurs. Cette méthode du module tangent consiste & supposer que le volume plastique actuel

est en charge lors de 'analyse de I’équation en vitesses (2.19). Autrement dit, on écrit que :

{ L= E=E (en zone élastique actuelle)

E = E”  (en zone plastique actuelle)

Dans ces conditions, on peut associer a l’équation en vitesses (2.19) les formes bilinéaires
symétriques suivantes :
K% [bu,u] = 5’ E:e° dv = Viu : (Vuo + I) E. (I + VTuO) VT4 dv
14 14
K° [bu, 4] = / 7 VI4.Véu dv = / Véu: R : VT4 dv
1% 1%
ot R® est défini par : R?jk! = ﬂ'?k&l. Il apparait alors qu’une condition suffisante de non-

bifurcation au point (uo, /\0) est que (K% + K?r) [6u, du] soit définie positive, c’est-a-dire :
K9 [6u, du] + KO [6u, du] > 0 Véu#0 (2.21)

Notons bien que la condition (2.21) garantit aussi la condition (2.20). Elle consiste, en fait, &

remplacer le potentiel non quadratique des vitesses U (é) par le potentiel quadratique : U (&) =

1

;€ E : é. Pour les problémes de flambage usuels, cette méthode du module tangent ne s’avere

pas beaucoup plus restrictive, et en particulier les potentiels U (€) et U (é) se confondent pour
un mode de chargement radial.

En résumé, la méthode du module tangent permet de ramener le probleme de bifurcation
plastique & un probléme de valeurs propres généralisé formellement identique & celui obtenu en

élasticité. On associe a ce probléme de valeurs propres le quotient de Rayleigh :

L o T 1,
——m :V'v.Vod — v v d
R oy - K [0 /x pm v /V 341 VkVk
A ST R R = max
v#£0 T[’Ua'U] v /§é0 (U):E:éo (’U) dv /U(éo) do
1% v

On montre que si ¢f* < 1, alors la condition de non-bifurcation (2.21) est vérifiée au point
(uo, /\0). Les points critiques de bifurcation sont caractérisés par ¢ = 1.

Comme pour le flambage élastique, intéressons-nous au cas ol la solution fondamentale
(u® (), A" (t)) est obtenue sous les hypotheses des petites perturbations (H.P.P.). Dans ces condi-
tions, on peut opérer des simplifications dans les différentes rigidités, et la condition suflisante
de non-bifurcation (2.21) devient :

K9 [bu, 6u] + KC [bu,u] = | Viu: (E n 50) Veudv>0 Viuo0
‘/
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ot SV désigne le tenseur S?jkl = ﬂ'?l&k. De méme, le quotient de Rayleigh relatif & cette solution

fondamentale (H.P.P.) s’écrit simplement :

1
/ —Eﬂ'?jvmvm dv
¢" = max 2¥ (2.22)

0 1 ~
vF / §'Ui,jEijklUk,l dv
‘7

2.3.3 Calcul des modules tangents

On se propose d’examiner en détail une loi de comportement élasto-plastique incrémentale
particuliere. Comme on vient de le voir, le calcul du module tangent constitue une étape im-
portante dans ’analyse de bifurcation par la méthode du module tangent. Intéressons-nous tout
d’abord aI’élaboration de ces modules tangents en vue des applications pratiques dans le contexte
des matériaux élasto-plastiques a écrouissage cinématique.

Le modele usuel d’écrouissage cinématique linéaire correspond au systéme d’équations sui-

vant :
ow
= = E: (e-a)
ow
A_—a—a_ﬂ'—ha (2.23)
_of

dzua—ﬂ (>0, f<0, ©f=0)

dans lequel les modules élastiques E et la fonction critere f(m, ), de type Mises en écrouissage

cinématique, sont donnés par :

E:2uI4+AI2®I2

J (m@) = |l ~ hed]| = 3o, 221)

ot I4 et I, désignent les tenseurs identités d’ordres quatre et deux respectivement, A, u et o,
représentent, dans 'ordre, la constante de Lamé, le module de cisaillement et la limite élastique

en traction simple.

2.3.3.1 Module tangent pour un solide tridimensionnel

Il est donné d’une fagon directe grace au caracteére incrémental de la loi de comportement.

En effet, par combinaison des équations suivantes :
#=E: (é—-a&) (comportement incrémental)
T — hé) = (loi de normalité)

(
o == (regle d’écoulement)
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on obtient le multiplicateur plastique sous la forme :

_ 2u of .
= ——:é
2u+h \ 0w
En utilisant I’expression de la normale unitaire extérieure au convexe d’élasticité donnée en

af A

un point de charge plastique par : —— = ———, le tenseur & s’écrit :

o \/%Uy

a= (N (LGl o (2 \ARA
A\ 2u+h om ~om) " \2u+h %05 ’

On en déduit alors le module tangent pour un milieu élasto-plastique tridimensionnel :

2 ! !
ET:E—( du >A®A (2.25)

2uth/) 3o}

ou en notation indicielle :
(21)* Al AL
2u+h) o2

37y

Egkz = X604 1 (Oirbj1 + 61djn) — (2.26)

A — o (L L .
avec : Ay = m — hayj = 7y (37kk)0i; — hoy;.

2.3.3.2 Module tangent pour un solide bidimensionnel

Les plaques et les coques sont souvent considérées comme des structures bidimensionnelles ou
régne un état de contraintes planes. Il est intéressant de dégager le module tangent correspondant,

noté LT. Ce dernier découle directement de celui tridimensionnel ET. En effet, la condition de

contraintes planes donne :

E
733 = 0 soit : €33 = — ETaﬁéaﬁ Oé,ﬂ - 17 2
3333
On obtient donc :
ET BT
T T 33a5133~6
Lapys = Eagys — % a,B,7,8=1,2 (2.27)
3333

Dans le cas des contraintes planes, les relations de comportement se mettent sous la forme

matricielle :
. T T T .
m11 Liyyy Lirge Ly €11
. _ T T T .
T22 | = | Lagnn Lazee Laona €22 (2.28)
. T T T .
T12 Lisiy Lisgs Lo 2é12

Pour passer aux contraintes généralisées (N, M), il suffit d’intégrer dans I’épaisseur de la
structure :
My
Ny | = T22 dz My | =
Nig 5 | 12 My

..
<
=
=
[
=
=
=

dz (2.29)

|
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oll e est ’épaisseur de la structure bidimensionnelle, soit :
[N] —HT[3] , [M] — DT [¥] (2.30)

Dans ces dernieres équations, [¥] est le tenseur vitesse de déformation du feuillet moyen alors
que [x] est le tenseur vitesse de courbure. Les deux matrices tangentes H' et DT servent a la
construction de la matrice de rigidité tangente K. Cette derniére apparait dans le calcul du

quotient de Rayleigh :
1
q

olt K est la rigidité géométrique. Le probleme étant non linéaire, la valeur propre ¢t = 1 est

atteinte incrémentalement apres plusieurs calculs.

2.4 Quelques aspects numériques du flambage

On a vu dans ce qui précede que les charges critiques A. et les modes de flambage X sont

caractérisés par :
bu- | K (ug, Ae) + K (ug, A)| - X =0 Véu (2.32)

ot K représente la rigidité élastique K ou tangente K7 selon que la structure soit constituée d’un
matériau élastique ou élasto-plastique. Le plus souvent, il n’est pas possible de mener des calculs
analytiques, et le recours au calcul numérique est systématique dans la plupart des applications.
Dans I’équation (2.32), les formes bilinéaires symétriques /IEO et K2 calculées sur la solution

fondamentale sont données par :
/IZO [bu, X] = ; Viu : (Vuo + I) E. (I + VTUO) VT X dv

K% [bu,X]= | Véu:R°: VIX dv
‘/’

(2.33)

En pratique, lorsque A croit & partir de 0, on essaie de suivre une branche d’équilibre en
calculant ses points par des incréments successifs (AX, Au) & partir de ’état initial considéré.
A chaque étape (u’, \), on peut vérifier si I’équilibre correspondant est un point régulier ou
point critique de cette branche fondamentale. En effet, il s’agit d’un point critique si le probleme

variationnel suivant admet une solution X non nulle :
K [bu, X]+ K% [Ju, X]=0 Y du (2.34)

Le fait que K soit définie positive nous incite & associer a cette équation le probleme aux

valeurs propres généralisé qui consiste a rechercher les couples (i, X) tels que :

WK’ [bu, X]+ K° [fu, X]=0 ¥ 6u (2.35)
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Soit py la plus grande valeur propre, associée au vecteur propre X, de ce probléme aux

valeurs propres généralisé. On sait que :

KO
= max—# (2.36)
v K (v,
On a alors :
,ulff/o [v,v] + K% [v,0] > 0 Vv (2.37)
Par conséquent, il vient que :
— Sipy <1, alors:
f(/o[v,v]—}—Kgr [v,v]>,u1f(/0[v,v]—|—K9r [v,v] >0 Vo#0 (2.38)

Il en résulte que le point d’équilibre (u®, \) considéré correspond & un point régulier.
— Sipg > 1, alors:
K [X1, X+ K% (X1, X,] < K [X1,X1] + K°[X,,X1] =0 (2.39)
Le point d’équilibre (u%, A) considéré est donc un point singulier.

Les points critiques “points limites ou points de bifurcation” sont associés a la valeur py = 1.
La construction de la courbe pq(A) point par point puis son intersection avec la droite u; = 1
nous donne la premiere charge critique de flambage. Dans les situations pratiques de calcul des
structures, lorsque A croit & partir de 0, on dispose souvent d’une courbe fondamentale ()
réguliere pour 0 < A < A, et qui devient singuliere pour A > A.. En d’autres termes, la valeur
propre minimale de (fIZO + K?r) est positive au départ puis s’annule pour A = A, avec une pente
non nulle.

Dans la pratique, la résolution numérique du probleme aux valeurs propres généralisé se fait
par discrétisation, puis résolution par la méthode des puissances inverses. La valeur propre pq,
définie par (2.36), est appelée quotient de Rayleigh. Dans le cas élastique, la premiere charge
critique de flambage Ag = A. est appelée charge critique d’Euler. Pour des structures élasto-
plastiques, cette premiere charge de flambage Ay = A, est connue sous le nom de charge crtitique

du module tangent.

2.5 Discussions et conclusions

En vue des applications pratiques en calcul des structures, surtout par les moyens numériques,
la méthode du module tangent est un moyen simple et efficace pour caractériser ’état critique

par la détermination de la charge critique de flambage et du mode de bifurcation. Cette méthode
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nous ramene a 1’étude d’un probléme aux valeurs propres géneralisé du méme type que ceux
obtenus par le critere de seconde variation pour les systémes conservatifs.

Rappelons que "approximation du module tangent est une modification du critere de Hill qui
consiste a faire ’hypothese que le volume plastique au moment de la bifurcation est en charge.
En d’autres termes, on ne tient pas compte de la décharge élastique éventuelle au moment de
la bifurcation. Il apparait donc que si cette méthode permet une bonne estimation des charges
critiques de flambage, elle ne donne cependant pas de réponse au probleme post-critique. En
effet, la connaissance de I’évolution de la frontiere libre qui sépare les zones de charge plastique
des zones de décharge élastique est un ingrédient indispensable au calcul du post-flambage.

Certains auteurs préconisent d’utiliser la méthode du module tangent avec une théorie de
déformation totale & la place de la théorie incrémentale. En effet, bien que la loi de déformation
totale soit une fausse modélisation de la plasticité, elle présente toutefois certains avantages vis-
a-vis de la loi incrémentale [4]. C’est ainsi qu’une étude comparative (S. Akel (1987) [4]) a montré
qu’avec la loi de déformation totale la méthode était plus simple d’utilisation et conduisait & des
charges critiques estimées par défaut, donc dans le sens de la sécurité. Le fait que les calculs
soient moins coiiteux qu’en incrémental tient au caracteére élastique non linéaire de la loi de
déformation totale. De plus, dans certains cas, les charges critiques obtenues par la théorie de
déformation totale, qui n’est pas sensible aux imperfections, sont plus conformes aux résultats
expérimentaux. C’est en particulier le cas pour I'exemple classique de ’éprouvette cruciforme
[75], [4].

Notons que d’autres formulations du probleme de bifurcation plastique ont été proposées dans
la littérature depuis les travaux de Hill. Rappelons que la discussion donnée par Hill est basée sur
la formulation du probleme, en termes de vitesses de déplacement. Q.5. Nguyen a proposé ensuite
une formulation de I’évolution quasi statique, unifiée pour différents types de systémes dissipatifs,
sous la forme d’une inéquation variationnelle sur un cone pour la seule variable interne [142],
[143]. Cette formulation du probleme, en vitesses de déformation plastique, présente certains
avantages par rapport a celle de Hill, et en particulier dans le cas de potentiel plastique multiple.
Par ailleurs, d’autres auteurs ont proposé de conserver les deux champs que sont le déplacement
et le multiplicateur plastique (A. Léger et M. Potier-Ferry [109], [111]). I est & souligner que
toutes ces formulations, & un ou deux champs, sont équivalentes du point de vue de ’obtention
de la premiere charge de flambage. Nous avons retenu la formulation & un champ, ici le champ
de déplacement, car elle est adaptée au logiciel de calcul que 'on utilisera dans le chapitre qui

suit.
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Chapitre 3

IMlustration : simulation du formage des

aubes et analyse de bifurcation

3.1 Introduction

Ce chapitre s’inscrit dans le cadre de collaborations de recherche entre la s.N.E.C.M.A.!
(service Etudes et Mise en Forme) et le L.M.S. (Opération de Recherche stabilité). Il s’agissait de
faire des simulations numériques des opérations de formage des pales de réacteurs d’avions, et
d’analyser simultanément les états critiques de flambage. Les résultats de ces simulations sont
ensuite comparés a ceux des expériences réalisées sur plusieurs sites industriels.

L’un des problemes majeurs qui s’est posé lors des opérations mécaniques diverses de formage
et de soufllage concernait la prévision du flambage local de ces coques métalliques. En effet, dans
la conception d’une nouvelle gamme de pales de réacteurs d’avions, plusieurs problemes ont été
rencontrés, et en particulier 'apparition d’ondulations localisées dues au flambage pendant la
mise en forme & haute température. Outre ces problemes de flambage, cette étude avait pour

objectif d’approfondir un certain nombre de points, parmi lesquels on peut citer :

— L’étude de I'influence des épaisseurs des pieces, en particulier lorsque le contour de la pale

est renforcé par une surépaisseur.

— L’exploration des avantages, d’un point de vue mécanique, d’une modification des condi-
tions aux limites, en bloquant par exemple le déplacement de quelques points sur le bord

de la pale.

— L’analyse des états de contraintes et de déformations au cours de ces différentes opérations,

et la définition de la géométrie initiale des pieces a partir de la forme finale souhaitée.

— L’examen des avantages, d’un point de vue mécanique, d’une opération de formage en deux

étapes avec une étape ébauche. La description de ces étapes de formage étant effectuée en

1Société Nationale d’Etude et de Construction des Moteurs d’Avions.
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liaison avec la S.N.E.C.M.A.

— La mise en forme d’une pale composée de trois toles soudées pour tester I'influence d’une
permutation des étapes que sont le formage (cambrage-vrillage) et ’assemblage (soudage-

diffusion).

— L’étude de I’apport de la visco-plasticité sur I’évolution quasi statique de la pale et sur les

risques d’instabilité au cours d’une opération de mise en forme.

Toutes ces simulations numériques ont été réalisées au moyen du code de calcul par éléments
finis “CASTEM 2000”. Ce code est développé au Département des Etudes Mécaniques et Thermiques
du C.E.A.2, et présente I'avantage de laisser & l'utilisateur la possibilité de programmer et de
rajouter ses propres procédures afin de I’adapter & son calcul. Rappelons que ’objectif premier
était d’arriver & des méthodes opérationnelles d’analyse permettant au stade du projet de détecter
les points faibles et de prévoir les risques de flambage local, et cela en tenant compte des effets
de changement de géométrie et de plasticité.

Il est & noter que les résultats de ces travaux contractuels, désignés sous le titre de “Flambage
des coques élasto-plastiques”, sont donnés en détail dans un rapport interne [1]. Aussi, pour
des raisons de simplicité et d’unité de la présentation, nous nous limitons ici & exposer les seuls
résultats relatifs au flambage plastique de ces pales de réacteurs. De méme, faute de place et pour
garder sa cohérence a notre exposé, nous abondonnons plusieurs questions techniques concernant
la réalisation pratique des diverses opérations industrielles de formage.

Enfin, la derniére partie de ce chapitre concerne une étude analytique qui vient en complément
de ces résultats de simulation du formage. Cette étude complémentaire consiste a rechercher les
zones de compression d’une plaque en torsion. Le chargement appliqué a cette plaque se veut
proche de celui provoqué par le formage, et il est tenu compte dans cette analyse des effets
des grands déplacements. La principale motivation de cette analyse vient du fait que les aubes
formées présentent une zone de forte compression, située au centre de la pale, ou 'on a retrouvé
les ondulations. Méme si cette étude concerne une plaque idéalisée, possédant des symétries,
et le comportement simplifié, les résultats obtenus confirment néanmoins les grandes tendances
et mettent en évidence de facon qualitative la zone dangereuse ol le flambage est susceptible

d’apparaitre.

3.2 Moyens utilisés et parametres du probleme

Avant de passer a la simulation numérique, on commence par décrire brievement les princi-
pales étapes du formage d’une pale de réacteur d’avion. Cette derniere est constituée, en fait, de
trois toles minces, dites pieces primaires, assemblées par soudage pour former ce que ’on appelle

“I’aube finie”. La figure 3.1 ci-aprés montre un exemple d’une aube finie.

2Commissariat 4 I’Energie Atomique.
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Fic. 3.1: Exemple d’une aube finie.

Les pieces primaires peuvent étre formées séparément, cambrage du pied de la toéle puis
vrillage, et ensuite soudées entre elles par diffusion et gonflées pour donner I’aube finie. A I'inverse,
on peut commencer d’abord par souder les trois toles entre elles pour obtenir un sandwich, et
ensuite seulement effectuer I'opération de formage (cambrage et vrillage) puis celle de gonflage.

La figure 3.2 ci-dessous représente des pieces primaires ayant subit un flambage lors du formage.

F1G. 3.2: Pieces primaires ayant subit un flambage lors du formage.
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Les pieces métalliques & former correspondent & des plaques de tres faible épaisseur relati-
vement & leurs dimensions longitudinales et transversales. Le matériau constitutif de ces pieces
est un alliage du titane (TA6V). L’opération de mise en forme d’une piéce primaire consiste en
deux phases. Tout d’abord, on effectue un cambrage du pied de la tole en la mettant sur la zone
cuiller de 'outillage de cambrage. Ensuite, on compléte par un vrillage de toute la piece en la
faisant passer dans 'outillage V1. La figure 3.3 ci-dessous représente un outillage de cambrage

du pied, tandis que la figure 3.4 donne un exemple d’outillage de vrillage.

F1G. 3.3: Outillage de cambrage du pied : (a) Trois toles soudées posées a plat sur I'outillage de

cambrage, (b) Gros plan sur le pied de I"aube & cambrer.

Pour rester bref, nous passons rapidement sur les considérations relatives a la manipulation
d’un code de calcul, la réalisation d’un maillage qui soit un modele convenable et & la facon
d’imposer des conditions sur ce maillage qui soient représentatives du chargement réel de la
structure. On considere donc que 'opération de formage peut étre simulée par un déplacement
imposé aux différents points de la structure, qui fait passer de la forme initiale de la piece “plaque”
a la forme finale souhaitée de I'aube “coque”.

On suppose également que la température ne varie pas pendant 'opération de formage, et
qu’elle est maintenue & la valeur de 750 ° C. Les caractéristiques mécaniques du (TA6V) & cette

température sont :

E = 38000 MPa (module d"Young)
v=20,36 (ceefficient de Poisson) (3.1)
oy, =90 MPa (limite élastique)

La vitesse du formage étant relativement faible, les effets de viscosité du titane a cette tempé-

rature seront négligés et I’on adoptera pour cet alliage une loi de comportement élasto-plastique
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F1G. 3.4: Outillage de vrillage V1 : (a) Gros plan sur outillage V1, (b) Trois toles soudées posées
a plat sur outillage V1.

incrémentale avec un écrouissage cinématique linéaire. Le ccefficient d’écrouissage h est pris égal
a 90 MPa.

Pour effectuer les analyses numériques du flambage, nous avons utilisé le code de calcul par
éléments finis (CASTEM 2000). La formulation utilisée est de type coques minces, et la discréti-
sation par éléments finis utilise des éléments D.K.T. (Discrete Kirchhoff Triangle) dans la surface
moyenne de la plaque. L’épaisseur de cette derniere étant prise comme une caractéristique de

sorte a pouvoir lui attribuer différentes valeurs.

3.3 Rappels sur les équations non linéaires des plaques

On se place dans le contexte des petites déformations, grands déplacements en description
lagrangienne. Le cadre général de la théorie de Von Karman est adopté, avec une cinématique de
Kirchhoff-Love qui consiste a supposer qu’un segment, initialement normal & la surface moyenne,
reste normal & la surface moyenne dans la configuration déformée.

Le champ de déplacement se met alors sous la forme :

Ul (377 Y, Z) =uU (x7 y) — ZU3,1 (x7 y)
U2 (CL‘, Y, Z) = U2 (‘Tv y) — 2U3,2 (‘Tv y) (32)
U3 (CL‘, Y, Z) = us (‘Tv y)

oll u1, uy et ug représentent les composantes du déplacement d’un point du plan moyen de la
plaque.
En utilisant la théorie de Von Karman, qui suppose que les termes quadratiques autres que

2 2 put . . e
u3 1, U3 et uzuso sont négligeables, le tenseur des déformations de Green-Lagrange s’écrit
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classiquement en cinématique de Kirchhoff-Love comme :
_ 2
€11 = u1,1 — 2uz 11 + §u371

_ 2
€29 = U2 — ZU322 + 53,2 (3.3)

€12 =35 (1,2 + w21 — 22u3,12 + us,1u3,2)

On peut décomposer ce tenseur de déformation e,g en une déformation du feuillet moyen

Nap €t un tenseur de courbure Kqp en écrivant :

€ap = Tap + ZRag o, ﬁ = 17 2 (34)
avec :
1 2~ .
g = 5 (a8 + ug,0 + Us,aUs,g) (déformation de membrane) (35)
3.5
Kaf = —U3.08 (flexion de membrane)

Les efforts de tension et moments de flexion (contraintes généralisées) sont obtenus ensuite

par I'intégration des contraintes dans ’épaisseur e de la plaque, soit :

iagz/ Tapg dz

3
M,p :/ 2T dz

Nl

o

a,f=1,2 (3.6)

Wl

3.4 Méthode adoptée pour la simulation

En vue des calculs numériques, la connaissance de la forme finale souhaitée des pieces est
obtenue en liaison avec le service “Mise en Forme” de la S.N.E.C.M.A. Cette forme des pieces finales
correspond a leur définition C.A.0., et est fournie par un logiciel 3D donnant les coordonnées d’un
grand nombre de points de la surface moyenne de ces pieces. Ces données nous permettent ainsi
d’effectuer le maillage de la forme finale de la piece.

Plusieurs maillages plus ou moins fins ont été essayés pour tester I'influence de la finessse de
la discrétisation sur la précision des résultats. La taille de maillage optimale retenue du point de
vue de la précision et du coiit des calculs est donnée par I’exemple de la figure 3.5.

Une mise a plat incrémentale dans un plan approprié nous donne alors la forme initiale de la
piece dont on veut simuler le formage. Cette mise a plat, ol les conditions aux limites sont de type
déplacements imposés, correspond en fait & 'opération inverse de celle de formage moyennant la
prise en compte d’un faible retour élastique.

A partir de cette forme initiale plane de la plaque, on effectue des simulations du formage
par incréments successifs. Comme signalé précédemment, le comportement du matériau consti-
tutif est donné par une loi élasto-plastique incrémentale avec un écrouissage cinématique, et les

conditions aux limites correspondent a des déplacements imposés.
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Fia. 3.5: Exemple de taille de maillage.

L’analyse de bifurcation que nous utilisons est celle donnée par la méthode du module tan-
gent pour une loi élasto-plastique incrémentale (voir paragraphe 2.3.2 du chapitre 2). A chaque
incrément de chargement, I’état des contraintes et des déformations est connu, ainsi que les zones
plastique et élastique de la plaque. On calcule alors les matrices de rigidité tangente et géomé-
trique en ce point d’équilibre. L’analyse du probléme aux valeurs propres généralisé nous fournit
ensuite le quotient de Rayleigh ¢*. Ce calcul nous permet de voir si ’on est en présence d’un

point régulier ou d’un point critique. L’état de bifurcation est atteint pour ¢ = 1.

Pour tester 'influence de I’épaisseur des pieces sur le risque de flambage, des simulations ont
été faites pour des aubes ayant différentes épaisseurs. Les résultats des analyses de bifurcation
pour trois toles d’épaisseurs respectives 2mm, 4mm et 8mm sont regroupés dans la table 3.1
ci-apres.

Cette table nous indique I’état de bifurcation de chacune des trois téles en fonction du niveau
de chargement appliqué. En effet, si ’on note par Uy le déplacement total imposé par I'outillage
de vrillage a l'issue du formage, alors un calcul incrémental, tous les 0.1Uy, nous permet de
calculer le quotient de Rayleigh a ces différents états, et donc de déceler le chargement critique

de flambage.

Il apparait ainsi que la piece d’épaisseur 2mm flambe un peu avant le niveau de chargement
de 0.5Up, alors que les pieces d’épaisseurs 4mm et 8mm flambent a peu prés a 0.5Uy et 0.7Uy,

respectivement.
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Déplacement imposé Quotient de Rayleigh qR
Niveau de chargement || Epaisseur : 2mm | Epaisseur : 4mm | Epaisseur : 8mm
0.1U, " =0.0007 ¢ = 0.0008 ¢™ = 0.0006
0.2Uy ¢ = 0.0226 ¢t = 0.0405 ¢ =0.2611
0.3Up ¢® =0.0776 ¢ = 0.5506 ¢ =0.5282
0.4Up " = 0.8766 ¢ =0.9222 ¢™ = 0.6855
0.5Up " =1.0882 ¢ =1.0307 ¢™ =0.8028
0.6Uy ¢ =1.1269 ¢ =1.1010 ¢t =0.9109
0.70y ¢ =1.2502 ¢ =1.1706 ¢t =1.0321
0.80, ¢t =1.3027 ¢t =1.3223 ¢t = 1.1500
0.90, ¢ =1.3515 ¢t = 1.4661 ¢t =1.2730
Us ¢ =1.4085 ¢t =2.1101 ¢t = 1.6897

TAB. 3.1: Quotient de Rayleigh ¢’ en fonction du niveau de chargement pour trois aubes d’épais-

seurs différentes.

D’autres analyses de flambage ont été réalisées pour voir 'influence d’une modification des
conditions aux limites sur ’apparition d’instabilités. Ainsi, le bloquage du déplacement de cer-
tains points du bord de la pale a montré que le risque de flambage n’était pas écarté, en revanche,
cela a eu pour effet de déplacer les modes de flambage dans la structure.

Enfin, des simulations du formage accompagnées d’analyses de bifurcation ont été réalisées
pour une pale composée de trois toles soudées, avec ou sans surlargeurs. Les figures (3.6), (3.7),
(3.8) et (3.9) représentent les isovaleurs des composantes (N11,N22,N12) des contraintes généra-
lisées, ainsi que le mode de flambage pour la pale sans les surlargeurs. Par ailleurs, les figures

(3.10), (3.11), (3.12) et (3.13) sont relatives a la pale présentant des surlargeurs.

3.5 Discussions des résultats de la simulation

Comme on pouvait s’y attendre, les analyses de bifurcation concernant I'influence des épais-
seurs des pales formées montrent bien que le chargement critique de flambage est plus élevé
pour des pieces plus épaisses. Cependant, cette propriété n’est pas toujours trés manifeste si au
lieu d’imposer un chargement, on impose un déplacement. En effet, s’il apparait que les pales
d’épaisseurs 2mm et 4mm flambent & peu pres au méme déplacement imposé, en revanche,
I’effort provoquant ce déplacement est bien plus élevé pour la pale d’épaisseur 4mm.

En ce qui concerne la modification des conditions aux limites, les analyses relatives a des
bloquages différents du déplacement de certains points du bord de la pale montrent que les

modes de flambage se décalent dans la surface de la structure. Ainsi, la bifurcation a toujours
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lieu, mais les ondulations apparaissent & des endroits différents.

Par ailleurs, la prise en compte de surlargeurs sur les bords de la pale n’écarte pas les risques de
flambage. Les figures (3.6) et (3.10), donnant les isovaleurs de la composante Ny; des contraintes
généralisées, mettent en évidence une zone de forte compression dans laquelle le flambage est
susceptible d’apparaitre. De plus, il a été montré que, quel que soit le chemin de mise en forme
adopté, vrillage/assemblage ou assemblage/vrillage, le flambage avait toujours lieu mais que la
position des ondulations était différente.

Enfin, ne disposant pas de résultats relatifs a la stabilité des structures visco-plastiques au
moment de cette étude, I’apport de la viscosité sur les risques d’instabilité n’a pas pu étre exploré.
Il serait intéressant de reprendre ces analyses a la lumiere des résultats récents de stabilité d’une

évolution visco-élastique ou visco-plastique obtenus en seconde partie de ce mémoire.
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FiG. 3.7: Isovaleurs de la composante Ngy pour I'aube sans surlargeurs.
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VAL - 150

FiGc. 3.8: Isovaleurs de la composante N5 pour I'aube sans surlargeurs.
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FiG. 3.9: Mode de flambage pour I'aube sans surlargeurs.
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Fic. 3.11: Isovaleurs de la composante Ny pour ’aube avec surlargeurs.
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VAL - 150

Fic. 3.12: Isovaleurs de la composante Ny pour ’aube avec surlargeurs.
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F1G. 3.13: Mode de flambage pour I"aube avec surlargeurs.
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3.6 Détermination des zones comprimées d’une plaque en torsion

Comme signalé auparavant, on poursuit dans cette section les simulations du formage en
apportant un complément aux résultats précédents. L’objectif étant de retrouver qualitativement
les zones de compression d’une pale vrillée en étudiant un probleme annexe ou la cinématique

est proche de celle d’une aube ayant subit un formage.

3.6.1 Position du probleme

On désigne par Ozyz le systeme des coordonnées cartésiennes du repeére orthonormé utilisé.
Soit une plaque de peau moyenne initialement dans le plan Ozy, infinie suivant Oz, de largeur
2l et d’épaisseur 2h. Cette plaque est soumise & une rotation d’angle A par unité de longueur
suivant Oz. On s’intéressera dans la suite & la portion de cette plaque de longueur deux unités
centrée en O, et I’on notera par V et V;, respectivement, le domaine initial et actuel occupé par
cette portion (F1G. 3.14).

Un point matériel m de la plaque, de vecteur position O = z dans la configuration de
référence (configuration initiale non déformée), se transforme en un point m; de vecteur position
O—m; = ;. On se donne ainsi une description lagrangienne du mouvement de la plaque, fonction

du parametre de chargement A, par la donnée de la fonction vectorielle ¢ telle que :

= ¢ (z, ) , z=¢(x,0) (3.7)

Pour que cette transformation ait un sens, la fonction bijective ¢ doit satisfaire aux conditions
mathématiques de continuité et de continue dérivabilité par rapport a I’ensemble des variables
d’espace et de chargement. Ceci implique, en particulier, que le jacobien de ¢ noté .J (z, ) doit

étre continu par rapport a @ et A et doit vérifier :
J(z,0)=1 ) 0<J(z,A) <40 VeeV, VA (3.8)
Par ailleurs, on sait que J (2, A) désigne la dilatation volumique comme le montre la formule :

dve = J (z, A) dv (3.9)

3.6.2 Cinématique du probléme

La symétrie du probleme fait que le champ de déplacement u (2, A) posseéde certaines pro-
priétés. En particulier, la plaque étant infinie suivant Oz, uy (2, \) ne dépend que de z et de A,

et 'on écrit :
u (2, \) =a(z, ) —z

ol a(z, \) est une fonction paire en A et impaire en z.
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Un point m (z,y,0) de la peau moyenne, avec y > 0, se transforme en un point m; (zy, ys, 2¢)
tel que la distance de m; a I'axe Oz soit donnée par une fonction f (y, A) indépendante de z,

paire en A et impaire en y. On a alors :

a(z,\)—z
w(z,y,0,\)= | f(y,A\)cosAz —y
f(y, A)sin Az

De méme, un point m (z,y, z), avec z > 0, se transforme en un point my (z¢, ys, 2¢) tel que la
distance de m; a la peau moyenne déformée soit donnée par une fonction g (y, z, A) indépendante
de z. On fera I’hypothése qu’une normale a la peau moyenne avant déformation reste normale &
la peau moyenne déformée, et ’on négligera la dépendance de g en y. Il est clair que la fonction

g est paire en A et impaire en z. Le champ de déplacement est alors donné en tout point par :
a(z,A)—a
w(z,\)=| f(y,A)cosAz — g (z,\)sin Az —y (3.10)
fly,AN)sin Az + g (z,\)cos Az — 2
Le gradient de la transformation F' (z,\) = V¢ (z,\) = Vu (z, ) + I s’écrit :
o (z, ) 0 0
F(z,A)=| =A[f(y,A\)sin Az + g (2,\)cos Az] f'(y,A\)cos Az —g' (2, A)sin Az
Af(y, A)cos Az — g (z,A)sinAz] [/ (y,A)sin Az ¢’ (2, A) cos Az

ot o (z,A), f'(y,A) et ¢’ (2,A) désignent, respectivement, les dérivées par rapport a z, y et z

des fonctions «, f et g. Le jacobien est ensuite donné par le déterminant de F et s’écrit :

J (2, A) =o' (2,7) [ (y, N g’ (2,7) (3.11)
z
A ‘Y
! /
L +
[
””””””””””””””” [ f
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, (/ &
| /
|/
1 h 1
——————— T e LY
j /]
/
/o
+h /|
s S
Th |
/

FiG. 3.14: Portion de la plaque étudiée en configuration initiale non déformée.
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D’apres les relations (3.7) et (3.8) on a :

a(z,0) ==z f(y,0)=y g(z,0)=2 V (z,y,2) € [-1,1] x [={,{] x [=h, h]
o (z,A) >0 ’ 'y, A) >0 ’ g (z,A\)>0 VA

~—~

(3.12)

On en déduit que les fonctions «, f et g sont strictement croissantes, paires en A et impaires,
respectivement, en z, y et z. On ramenera donc ’étude de «, f et g sur [0,1], [0,1] et [0, A],

respectivement.

3.6.3 Etude des déformations

On travaillera en description lagrangienne et I'on notera par e (x, A) le tenseur des déforma-

tions de Green-Lagrange donné par :

e(z,\) == (Vu(z,\)+ Viu(z,\)+ Viu(z,)).Vu(z,\)) (3.13)

N | =

En utilisant 'expression de u (2, A) donnée en (3.10), on trouve :

1 M WN+ 62 N +a? (@) =1 =Mg(z,A) [/ (y,A) Af (5, M) g (2,)
e(z,A) =3 =Ag (2, A) [/ (y, A) 2y, A) -1 0
A (y, N g (z,N) 0 g% (z,\) -1
(3.14)

On supposera que le matériau constitutif est élastique, homogene, isotherme et isotrope. Le
potentiel thermodynamique associé, énergie libre volumique w (e), nous permet de calculer le
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff par :

Jw (e)

w(xz,\) = e

(3.15)

L’isotropie du matériau entraine que w (e) est une fonction symétrique des invariants du
tenseur e. Sous I’hypothese des petites déformations, ||e|| < 1, il est légitime de linéariser la loi
de comportement (3.15), c’est-a-dire de limiter le développement de w (e) au second ordre en e.

On écrit donc :

w(e) = %e cE:e (3.16)

ol E est le tenseur des modules d’élasticité ne dépendant, compte tenu de l'isotropie, que des

deux parametres A’ et u’, appelés ceefficients d’élasticité de Lamé, et vérifiant les symétries :
Eiin = Ejipr = Fr;
Les équations (3.15) et (3.16) conduisent & :

n=FE:e (3.17)
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avec Fijp = N0 + 1/ (81051 + 8:651).
Rappelons qu’une condition nécessaire de stabilité du matériau élastique linéaire est que w (e)
soit strictement convexe par rapport a e, ce qui entraine une correspondance biunivoque entre

7 et e. Cette définie positivité de E est équivalente a :

3N 424 >0 E>0
{ Tep @{ (3.18)

p >0 -1<v<i

ol F est le module d’Young et v le coefficient de Poisson (’expérience montre que v est toujours

positif).

3.6.4 Résolution du probleme d’équilibre
3.6.4.1 Solution en hypothése des petites perturbations (H.P.P.)

— Hypothese de transformation infinitésimale.
Cette hypothese est définie par :
[Vul|| < 1 (3.19)

On peut alors, en négligeant les termes du second ordre, écrire le tenseur de déformation
e sous sa forme linéarisée € et, dans ’écriture de celle-ci, confondre le gradient lagrangien du

déplacement Vu avec le gradient eulérien grad u :

1
€=3 (grad u + grad 'u) (3.20)
On a également :
d
P20 1 tre (3.21)
P dvy

Les contraintes de Cauchy et de Piola-Kirchhofl sont reliées par :

o=LFrF’ (3.22)
p

Le caractere infinitésimal de la transformation implique celui de la déformation, et permet
donc la linéarisation de la loi de comportement lagrangienne sous la forme générale (3.17). En

ne conservant dans cette relation que les termes du premier ordre, on obtient compte tenu de

(3.20), (3.21) et (3.22) :
c=F:¢ (3.23)
Cette formule eulérienne est identique, au changement de notations pres, a 'expression (3.17).

— Hypothese des petits déplacements.
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Cette hypothese a pour but d’assurer que I’on puisse confondre dans la position du probleme,
au méme ordre d’approximation que celui accepté par les hypothéses précédentes, la géométrie
actuelle du solide avec sa géométrie initiale. On confondra coordonnées actuelles et initiales dans
I’écriture des divers champs, c’est-a-dire confondre les variables @ et x;.

Ces deux niveaux d’hypotheses énoncées ci-dessus sont regroupés sous le nom d’hypothese
des petites perturbations (H.P.P.) autour de I’état d’équilibre initial. Dans ces conditions, on peut

écrire les équations d’équilibre dans la géométrie initiale sous la forme :
dive =0 (3.24)
ou encore par I’équation de Navier :
(M + ') grad (divu) + ¢/ div (gradu) =0
ce qui nous donne trois équations scalaires :
(/\’ + ;/) wj i+ puij; =0 1=1,2,3 (3.25)

D’apres (3.10) et (3.19), pour étre dans les hypotheses (H.P.P.) il faut satisfaire : (|A] < 1),
(lo/ =1 < 1), (|[f = 1| < 1) et (J]¢' — 1| < 1). Ainsi, le tenseur de déformation linéarisé s’écrit :

. 2 -1) —Ag A
€= —Ag 2(f' -1 0
i 0 2(¢-1)

Les équations d’équilibre (3.24) ou (3.25) donnent :

(N +p) o (z) +p'a’ (z) =0
N+ ) [ (y) + 1 [ (y) = Azg” (2)] =
(N +u)g" (2) + 1 [g" (2) + Aa f" (y)] =

Ce qui devient compte tenu de (3.12) et du fait que les fonctions «, f et ¢ soient impaires :

alz)==z
fly)=y (3.26)
9(z) ==
La solution (H.P.P.) est donc donnée par :
. 0 =Xz XMy 0 Az 'y 0
€=3 -z 0 0 |,o=| —u')\z 0 0 ,u= | =dzz |,J(z,A)=1
Ay 0 0 wAy 0 0 Azy

On remarquera que dans cette solution (H.P.P.), outre I'incompressibilité de la plaque, il n’y

a pas de compression des fibres suivant ’axe Oz.
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3.6.4.2 Solution dans le cas de transformation finie
Dans ce cas, les équations d’équilibre s’écrivent soit en notations eulériennes par :
dive (x4, A) = 0,
soit en notations lagrangiennes par :
Divb (z,\) =

ol b(x, ) représente le tenseur non symétrique des contraintes de Piola-Lagrange ou de Bous-

sinesq défini par :
b(z,\)=F (z,\) .7 (z, )

D’une maniere équivalente, nous allons employer la méthode énergétique qui consiste a mi-
nimiser 1’énergie potentielle pour trouver le champ de déplacement solution. En utilisant (3.16),

cette énergie potentielle totale s’écrit :

W(u,/\):/vw(e) dv:/v [u’(e:e)—l—%/(tre)Q dv

Compte tenu des symétries du probleme et de la relation (3.14), on trouve :

W (u,))

W = ot e (@) + (/%) + (%)) +e2 (@) + () + (6))
+es ((F2) + (9%) +ea (5 + (") +2(/)(9%) +es ((F21?) + (9%9™))
+es [(@%) ((F2) +(9) + (I + @D +er [(@) ((FP) + (¢") + () (g™)]

oll :
o) = [La (2,)) de, =27 yN dy, (@=Ll (20 d=
e0=3(1427), e1=-2(14+27), e3 =1, 63:—2/\2(1—}—27), eq = A1 (3.27)
es = 2%y, g =2\, er =27, Woz%hl T=15

On peut remarquer que ’expression de ’énergie potentielle reste inchangée si ’on remplace
[ par g et g par f. Cette symétrie de W en f et g va faire que dans la résolution du probléme
d’équilibre de cette plaque, les fonctions f et g vont étre données par des systémes différen-
tiels similaires. [’équilibre de ce systéme conservatif est obtenu par la stationnarité de I’énergie

potentielle, soit :
W =W, - du=0 vV éu (3.28)

Cette équation variationnelle, apres toutes les dérivations, intégrations par parties et simpli-

fications, conduit au systeme de trois équations différentielles du second ordre couplées et non
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linéaires suivantes :

a(0)=0

1+2y —a (1) = X ((f2) + (¢%) =7 ({(/?) +(g?)) =0

(1427 =30 (2) = X (/) + (¢)) =7 () + (g™)] o () = 0

f(0)=0

L2y = f2 () = A2y f2 (1) — 7 (@) + (9%)) = A2g*) =0

872 () = S (1) = Ny 2 O] S () + Xy [F2 ) £ () + f (v ) I (y)]

(- D) =20+ () - P O) X (1= 1) (6B F ) =0

9(0)=0

1+2y = g% (k) = Nyg? (B) — v (@) + (/7)) = A{[*) =0

[39’2(2)—9’2() g* (W] g" (2) + N7 [9% (2) 9" (2) + 9 (2) 9" (2)]

~[e(1-2+ ) k g2 () + X (g (2) = g% (1) + 2 (1= 2) ()] 9 (=) = 0
(3.29)

La résolution de ce probleme d’équilibre statique de la plaque revient & déterminer les trois
fonctions «, f et g strictement croissantes et impaires, vérifiant le systeme différentiel ci-dessus.
L’équation différentielle en « s’integre et nous donne la fonction « (z, A) sous une forme linéaire

en r .

a(z,A) = V1427 = A2 ((f2) +(g%) = 7 (J2) + (9)) = (3.30)

On retrouve aussi, comme le laissait prévoir la forme de I’énergie potentielle, que 1’équation
différentielle en ¢ est identique a celle en f, dans laquelle on remplace f par g, [ par h et
y par z. Dans le systeme (3.29), la multiplication des équations donnant f et g par f' et ¢/,
respectivement, nous permet de les intégrer une fois pour obtenir des équations différentielles non
linéaires du premier ordre. Cependant, une résolution analytique compléte n’est pas possible, et
’on se propose alors de faire un développement asymptotique des fonctions f (y, A) et g (y, A) en
fonction du parametre de chargement A.

Commencons d’abord par vérifier que l'on retrouve bien la solution (H.P.P.), calculée au
paragraphe 3.6.4.1, si 'on se place dans ces hypotheses. En effet, dans ces conditions on a

|A\| < 1, et en ne gardant que les termes d’ordre zéro et un en A, le systeme (3.29) devient :

=VI+2y =7 (I +(9?) =
f(©0)=0
L2y = f2(1) =7 (@) +(¢7)) =
(3% () = 2] " (y) =0
g(0)=0
1+2y— g% (h) =7 () + (f?) =0
397 (2) — ¢ (W)] g" (2) = 0
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Ces équations s’integrent aisément et donnent compte tenu de (3.12) :

alz) ==z
) =y
g9(z) ==

Ainsi, on retrouve bien la solution (H.P.P.) obtenue dans le paragraphe 3.6.4.1, celle-ci repré-
sente le terme d’ordre zéro du développement asymptotique en A\. Comme les fonctions f (y, A)
et ¢ (y, ) sont paires en A, il n’apparait donc dans leur développement asymptotique que des

termes d’ordre paire, et ’on écrit :

{f(yw\):y+f2(y)k2+f4(yﬂ4+'” (3.31)
9(27/\):Z+92(2)/\2—}—g4(2),\4+...

L’identification de ce développement asymptotique avec les équations (3.29) et (3.30) donne :

Y =(3+1-%)y
4 (Lo1)+ 40 20 q—q)2f =
)= (3+5-%)
By (% — 1) + &0 yeB) 1) 20 =g
Ces équations s’integrent en :
{ f2(y) = ary + azy’® (332
g2 (2) = byz + b3z

avec |

a3263:11—2<1+%—37)
(1+v) ) |:212 + (_673+1172_3W_6) h2:|

U= ) 7

by = (14+~) ) |:2h2 + (_6W3+Hw2_37’_6) 12:|

= A (1427) v

Notons que v est une fonction strictement croissante de v, nulle pour v = 0 et vérifiant :
(—1 <v< %) & (—% << 1). En adoptant la méme démarche pour le calcul des fonctions
fa (y) et g4 (z) par 'identification des termes d’ordre quatre, on obtient deux systemes d’équations

qui, apres intégrations et simplifications, se mettent sous la forme :

f1(y) = 1y + e3y® + e5y° (3.33)
g4 (2) = dy2 + d32® + d52° '

avec

2

C5 = a5 = 33 |3 2
3 =1 [18(1;12 + 3as <12 (7 - %) - 4“1) - (57+
: 7

o= e (12 (1 2) ) (3

1 {l _ (15W—1)b3 _ 54b:2))}
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et :

c1 = sy (L +7)p = 7d)
di = g5y [+ v 0 — 7]

ou :

R? 47 (y = 1) [2 (dsh® + dsh*) + (b] + 201b3R% + 203h*)]
(v2 = 1) a2 +2 (v* - 3) (cs + aras) I* + (v = 5) (2c5 + 2a3) 1*
L) 24y (v = 1) [2 (sl + esl*) + (af + 201050 + 2a1*)]

—ay (B YR (92 = 1) 02+ 2 (2 = 3) (ds + bub) h% + (72 — 5) (2d5 + 263) h*

On peut a ce stade écrire le développement asymptotique de 71y (2, A), (premiére composante

du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff), en utilisant les relations :

1 (2, 0) = sy [ (@A) + 7 (e22 (=, A) + 33 (, A)]
€11 (CIZ, A) = % [AQ (f2 (y7 A) + g2 ('Z7 A) + o'? (x7 A)) - 1] (3 34)
€22 (CIZ, /\) = % [le (y7 /\) - 1]
esz (@, ) =5 [97 (2,)) — 1]
Ce développement asymptotique se met alors sous la forme :
eii (®,\) = eg?) () + egf) () A\* + egf) (®) AT i=1,2,3 (3.35)
m(@ ) = 7 (@) + 7 (@) A2+l (@) A (3.36)

En identifiant les relations (3.32), (3.33) et (3.34) on obtient :

e (i) (x)=0 (solution H.P.P.)
2 [(v7+2%) = 5 (B4 1%) = 27 (a1 + b+ asl? + bsh?)]

—3 (af + 2a1a3l* + 2a3l* + b7 + 2b1b3h? + 2030%)

—7 (e1 + esl? + c5l* + dy + dsh? + dsh?)

6(22) ()=0 (solution H.P.P.)

6(222) (z) = 5 [2 (a1 + 3asy?)]

6(2? () = L [(a] + 2¢1) + 6 (aras + ¢3) y* + (9a3 + 10cs5) y*]
eg%) ()=0 (solution H.P.P.)

e$3) () = 5 [2 (b1 + 3b527)]

el (@) = L[(b2 4 2dy) + 6 (bybs + ds) 2% + (962 + 10ds) 2*]
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Puis :

© (z)=0 (solution H.P.P.)
1 (@) = qrpgiemy (12 +27) = 5 (4 h?) = 2 (a1 + by + al? + bh?)
+2v (a1 + 3613@/2) + 2y <b1 + 35322)]
7V (@) = et [2 (ary? + asy?) — 2 (1 + el + esl* + dy + dsh® + dsh?)  (3.37)
42 (b122 + b3z4) — 7 (a% + 2aqa3l? + %a%l‘l + b% + 2b1bsh? + %b%h‘l)
+v ((a% + 261) + 6 (a1a3 + c3) y? + (9a§ + 1005) y4) -2 <a1§ + as%)
7 (03 4+ 2d1) + 6 (bibs + ds) 22 + (963 + 10d5) 1) — 2 (by 5 + b2 ) |

Notons que les termes d’ordre zéro : e(l(i) (=), e(zg) (x), eg%) (x) et ﬂ'ﬁ) (z) correspondent a
la solution (H.P.P.) obtenue dans le paragraphe 3.6.4.1. Les autres termes non nuls 7Tﬁ) () et

(4)

7, (&) du développement de 711 (2, A) se mettent sous la forme :

Ty (@) = b [k (2 - ) 3.38
@) = b [ra (- 8) + ke (- B) b (e eg)] O
ou :
{ b= mnnemy  R=6retl k=206 (6t e) (3.39)
kq = 2by + 67 (b1bs + d3) , ks = 2a3 + v (9(1:2)) T 1065)

En vue d’une application numérique, on prendra pour matériau un alliage du titane (TAG6V)

avec les caractéristiques mécaniques (& la température de 800 ° C) suivantes :

{ E =73000 MPa  (module d’Young)

v=20,3 (ceefficient de Poisson)
Pour la géométrie de la plaque, on retiendra les dimensions suivantes :
[=0,2m (demi-largeur de plaque)
{ h=0,01 m (demi-épaisseur de plaque)
Dans ces conditions, un calcul des différents ccefficients donne :

k1 =4,91E+03, ky=1,94, ks=—0,40
ks = —4,85E — 03, ky=17,22E — 03

L’expression de 711 (2, A) dans (3.36) et I’équation (3.38) nous permettent de comparer les
termes d’ordre deux a ceux d’ordre quatre. Avec une rotation de 40° par unité de longueur, soit

A= %ﬂ = 0.698 m™!, on trouve :
kX2 = —1,2E-03
2

HA?=1,88-03
BEN2 — 4 0E - 03
2
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Ainsi, il apparait clairement que les termes d’ordre quatre sont négligeables devant ceux
d’ordre deux. Dans le cas présent, [ < 1, h € 1, A < 1 et v < 1, on peut vérifier aisément que
les autres termes d’ordres supérieurs sont également tres faibles. On peut donc conclure que le
terme prépondérant dans le développement asymptotique de 71 (@, A) est le terme d’ordre deux
(voir FIG. 3.15).

On met ainsi en évidence une zone de compression qui n’apparaissait pas dans la solution
(H.P.P.). Cette zone de compression suivant I’axe Oz se situe au centre de la plaque, et s’étend

a peu pres entre —% et % suivant Oy. Au dela de ces limites, la plaque est en traction.

Contrainte 1t,(MPA) en peau moyenne

A=Q9)m™*
2000.0 : : ;

1500.0 :

1000.0

500.0

1, (MPA)

0.0

-500.0

-1000.0 : : : : : : :
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Fic. 3.15: Composantes 71{‘;) et 7Tﬁ) du développement asymptotique de 7q1.

3.7 Conclusions et motivations

Les simulations du formage des aubes effectuées dans ce chapitre et les analyses de bifur-
cation menées simultanément ont répondu a la plupart des objectifs attendus de cette étude
contractuelle. En particulier, concernant I'influence des épaisseurs des pieces et des conditions
aux limites, les résultats obtenus sont cohérents avec ceux issus de 'expérimentation. De méme,
pour ce qui est des modes de flambage, les résultats numériques mettent en évidence des ondu-

lations dans la zone centrale et proche du pied de I’aube, conformément a celles décelées sur les
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pieces traitées a la S.N.E.C.M.A. Cette zone centrale fortement comprimée, ot apparaissent les
ondulations, a par ailleurs été retrouvée par des calculs analytiques sur un probleme annexe d’une
plaque soumise & un chargement de flexion. Enfin, d’un point de vue purement économique, la
réalisation d’une campagne d’essais se révélant, compte tenu du matériau utilisé (TA6V ), tres cod-
teuse ; effectuer des simulations numériques nous a semblé étre une alternative assez attrayante.

Cependant, si les modes de flambage obtenus semblent bien correspondre aux ondulations
observées expérimentalement, les charges critiques associées restent, quant a elles, trop élevées.
En effet, la confrontation avec les essais réalisés a la S.N.E.C.M.A. montre bien que les charges
de flambage calculées numériquement sont surestimées. D’un autre coté, cette surévaluation des
charges critiques ne peut pas étre imputée a la méthode utilisée puisque la méthode du module
tangent, pour le calcul du flambage plastique, donne des charges critiques estimées par défaut.
Il vient alors que I'un des principaux enseignements tirés de cette étude est que I'hypothese
de plasticité indépendante du temps adoptée dans cette analyse ne constitue qu’une premiere
approximation. Il est donc nécessaire de tenir compte des effets visqueux qui ont été négligés
dans cette premiere analyse.

On va donc tenter d’expliquer ces différences en adoptant une loi de comportement visco-
plastique qui rende compte de la viscosité du titane aux températures du formage. Cependant,
I’adoption d’un comportement visqueux a élasticité instantanée n’est pas de nature a faire baisser
les charges critiques car, au contraire, une analyse classique de bifurcation montre que de tels
matériaux bifurquent comme en élasticité, Obrecht [153]|, Tvergaard [209]. C’est ainsi que plu-
sieurs auteurs préconisent de faire des analyses de flambage basées sur les imperfections contenues
initialement dans ces structures visqueuses, Hoff [71, 72|, Tvergaard [210]. En effet, partant du
constat que des analyses classiques de flambage donneraient des charges critiques complétement
irréalistes, ces auteurs se sont tournés vers les imperfections géométriques pour expliquer les
instabilités rencontrées dans ce type de matériaux. De nombreuses études ont ainsi été menées
dans cette optique, et ont conduit & des estimations de la durée de vie de colonnes, plaques et
coques avant leur flambage sous fluage [171], [71], [210], [76], [133], [30]. A la différence de ces
travaux, nous proposons une approche complétement différente pour étudier ces problemes de

stabilité des solides visqueux. C’est 'objectif méme de la seconde partie de ce mémoire.
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Chapitre 4

Résultats préliminaires de stabilité de

systemes non autonomes

4.1 Introduction

L’étude de la stabilité de solutions non stationnaires de certaines structures mécaniques nous
amene a considérer des probléemes non autonomes. C’est en particulier le cas pour des solides
mécaniques visqueux. Beaucoup d’efforts ont été consacrés, depuis quelques décennies, a généra-
liser les conditions suffisantes de stabilité et de stabilité asymptotique des théoreémes originaux de
Lyapunov. Il est & noter cependant qu’une théorie générale de stabilité des systemes différentiels
non autonomes, ayant le méme degré de généralité que celle relative aux cas autonomes ou pé-
riodiques, n’est pas apparue. Parmi le nombre considérable d’ouvrages traitant de la théorie des
équations différentielles, rares sont ceux qui abordent la stabilité des systemes différentiels non
autonomes. La plupart des ouvrages classiques tels que E.A. Coddington et N. Levinson (1955)
[27] ou V. Arnold (1974) [6], (1976) [7], (1980) [8], s’arrétent aux cas autonomes et périodiques

tout en soulevant la difficulté inhérente au cas général non autonome.

Ce chapitre se veut d’abord pédagogique et répond a plusieurs objectifs. Il contient tous
les théorémes et résultats fondamentaux nécessaires & argumenter nos propos dans les chapitres
suivants consacrés aux applications mécaniques. Pour préserver ’'unité de la présentation, nous
avons jugé utile de les mettre une fois pour toute dans cette partie du mémoire, afin d’y faire
simplement référence a chaque fois que cela sera nécessaire dans la suite. Les lecteurs avertis
peuvent commencer & lire directement les autres chapitres quitte a ce qu’ils s’y réferent en cas

de besoin.

Apres une note historique et bibliographique, nous rappellerons sans démonstration les prin-
cipaux théorémes d’existence et d’unicité des solutions d’équations différentielles ordinaires. Nous
donnerons ensuite quelques propriétés fondamentales de régularité des solutions, essentiellement

celles de continuité et de dérivabilité. Méme si ces notions sont largement abordées dans la littéra-

75
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ture, nous avons pensé que c’était un bon investissement que de les présenter, méme brievement,
afin de bien les distinguer de la notion de stabilité abordée a la suite. Les deux principales mé-
thodes pour I’étude de la stabilité seront alors exposées. La premiere utilisant la linéarisation
et s’appuyant ensuite sur des théoremes similaires & celui de Lyapunov permettant de remon-
ter a la stabilité du systeme de départ qui est non linéaire. La seconde, dite méthode directe
ou deuxieme méthode de Lyapunov, consiste en la considération d’une fonction auxiliaire et de
sa dérivée, ayant des propriétés de définie ou semi-définie positivité. Notons que la recherche
de fonctions auxiliaires appropriées a des cas d’espéce demeure hasardeuse, méme si beaucoup
d’efforts ont été fournis récemment pour assouplir et rendre plus systématique cette deuxieme

méthode de Lyapunov.

4.2 Note historique et bibliographique

De nombreuses lois de la physique, notamment en mécanique, s’expriment en langage mathé-

matique sous la forme d’équations différentielles ordinaires :

dy _

AU (4.1)

Le but de ce chapitre est de faire I’état des lieux des principaux résultats existants, concernant
la stabilité des systémes différentiels non autonomes. Il vient compléter en quelque sorte le
chapitre 1, relatif au cas autonome.

Historiquement, le concept d’équations différentielles apparait au 17°"¢ siecle avec le calcul
différentiel et intégral découvert par Leibnitz et Newton. Au 18°™¢ siacle, ce concept s’est pré-
cisé avec le développement de ces disciplines. Les méthodes classiques de résolution de types
particuliers d’équations différentielles (linéaires, de Clairaut, de Bernoulli, de Ricatti ...) furent
alors découvertes. C’est avec Euler, Lagrange, Laplace que la théorie des équations différentielles
devint une des branches les plus importantes des mathématiques.

Avec les progres de I’analyse au 19°7¢ siecle (notions de limites, dérivées, séries de fonctions
...), les problemes rencontrés dans cette théorie sont alors exprimés en langage « moderne »,
par exemple, le probleme (de Cauchy) de I’existence et de 'unicité d’une solution vérifiant une
condition initiale fixée.

L’impossibilité de calculer en termes de fonctions connues et de quadratures les solutions de
la plupart des équations de type (4.1) amena Poincaré et Lyapunov, & la fin du 19%¢ siecle, &
essayer de déduire le comportement géométrique de ces solutions des propriétés de la fonction f.
Avec son célebre « Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle » (1881) [160],
Poincaré! lancait les bases de la théorie qualitative des équations différentielles en étudiant les

problemes fondamentaux de stabilité et de comportement asymptotique des solutions.

1« Cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét du premier ordre. » Henri Poincaré 1881.
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Le théoreme dit de Lagrange-Dirichlet a été énoncé en 1788 par Lagrange (1853) [96], 1¢" vol.,
p. 61. Il n’en a pourtant pas donné de démonstration correcte, sauf pour le cas ou le potentiel
est une forme quadratique. Pour un potentiel développable en série de puissance, il a erronément
supposé négligeables les termes d’ordre supérieur au second. Poisson (1838) [163] a tenté en vain
de corriger cette erreur en supposant, ce qui n’est pas le cas, que chacun des termes du second
ordre surpasse la somme de tous les termes de degré supérieur. Ces deux points d’histoire sont
rappelés par G. Lejeune-Dirichlet (1846) [116], qui a donné la premiere démonstration rigoureuse
du théoreme en question. Il y est arrivé sans plus considérer de développement en série, mais en
raisonnant directement sur la notion de minimum.

A. Lyapunov (1907) [119], p. 259 signale que c’est la démonstration de Dirichlet qui lui
a inspiré les théoremes démontrant la stabilité et I'instabilité & 1’aide de fonctions auxiliaires
appropriées. C’est ce tres important mémoire de Lyapunov qui a fondé la théorie moderne de la
stabilité. Il existe, en fait, de nombreux exposés d’ensemble sur ces problemes de stabilité. Parmi
les textes récents consacrés en tout ou en partie a la stabilité, on pourra consulter comme ouvrages
de difficulté moyenne W. Hahn (1959) [53] et (1967) [54], R. Bellman (1953) [14] (n’aborde pas
la méthode directe de Lyapunov), H. Leipholz (1968) [114] (contient beaucoup d’applications),
N. Rouche et J. Mawhin (1973) [183], I.G. Malkin (1959) [124], J. LaSalle et S. Lefschetz (1961)
[101], N.G. Tchetaev (1961) [201] (contient beaucoup d’applications & la mécanique) et parmi
les ouvrages plus difficiles M. Roseau (1966) [178], L. Cesari (1963) [22], A. Halanay (1966) [55],
N.N. Krasovski (1963) [90], V.I. Zubov (1964) [224], V. Lakshmikantham et S. Leela (1969) [98],
T. Yoshizawa (1966) [218]. Cette liste n’est pas exhaustive, une liste plus complete est fournie

dans la partie références bibliographiques.

4.3 Cadre théorique de I’étude

4.3.1 Quelques notations et définitions

La mécanique classique est historiquement une des motivations principales de ’étude des
équations différentielles. Aussi, de nombreux concepts et définitions pour une équation différen-
tielle : % = f(y,t) en sont issus. Par exemple, en supposant que 2 est un ouvert de R" x R,

f(y,t) une application de 2 C R™ x R dans R" :

— La variable ¢ est souvent appelée le temps, la dérivée de y par rapport & ¢t peut étre notée
simplement . Le systéme (4.1) est par définition sous forme normale, parce qu’il est résolu

par rapport aux dérivées.

— On appelle probléme de Cauchy relatif aux conditions initiales (yo,%o) € 2, la recherche
des solutions y(t) telles que y(ty) = yo. Si y(¢) est une solution définie sur un intervalle non
vide I C R, 'ensemble {(y(t),t) : t € I} est appelé la trajectoire de la solution, I’ensemble
{y(t) : t € I} est dit 'orbite de la solution.
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— Le sous-espace de R™ décrit par la variable y est I’espace des phases de I’équation (4.1), le

sous-espace des (y,t) est celui des mouvements.
— L’équation (4.1) est dite autonome ou indépendante du temps si f(y,t) = f(y).

— Un point yo de I'espace des phases est un point stationnaire ou singulier de (4.1) si f(yo,t) =
0 pour tout ¢ € R; ’application constante { — yg est alors évidemment une solution de

(4.1).

— On dit que la fonction f : Q2 — R™ est lipschitzienne par rapport a y s’il existe un nombre
strictement positif k tel que : || f(y1,t) — f(y2, t)|| < kllya — y2|| quels que soient (y,t),
(y2,t) dans Q. Elle est dite localement lipschitzienne par rapport & y si tout point de

possede un voisinage appartenant a €2 et dans lequel f est lipschitzienne par rapport a y.

Remarque 4.1 Les théoremes de stabilité qui seront énoncés dans ce chapitre sont démontrés
rigoureusement en dimension finte. Ces résultats s’appliquent alors sans difficulté, dans le cadre
de la mécanique, a des systéemes discrets. Pour des milieur continus, les difficultés mathématiques
liées aux choix des normes sur les espaces de départ et d’arrivée sont les mémes qu’en théorie
de stabilité élastique (cf. W.T. Kouter [85], R.J. Knops & E.W. Wilkes [82]). Rappelons que
la justification mathématique du critére de ’énergie pour la stabilité de ’équilibre d’un solide

élastique tridimensionnel est réputée étre difficile (cf. M. Potier-Ferry [169]).

4.3.2 Existence et unicité des solutions

Pour une équation différentielle ordinaire de type (4.1), il existe des conditions suffisantes
d’existence et d’unicité des solutions. La méthode des approximations successives, qui est de
type constructif, fournit un théoreme local d’existence. On peut établir ensuite I'existence de
solutions maximales, c’est-a-dire définies sur ’intervalle le plus grand possible : il s’agit donc

d’un théoreme global.

Théoréme 4.1 (d’existence de Peano) Si f est une application continue sur un ouvert €,
alors pour tout (yo,to) € 2, il existe au moins une solution de ’équation (4.1) passant par (yo, to).

Cette solution sera notée : y(t;to,yo) et vérifie y(to;to, Yo) = Yo-

Ce théoreme montre que la continuité de f suffit pour qu’il existe localement des solutions
passant par un point donné. Ces solutions peuvent étre prolongées en une solution maximale

comme le montre le théoreme d’existence globale suivant :

Théoréme 4.2 Si f est continue sur un ouvert  de R™ x R, et ¢(t) une solution de (4.1) sur
un certain intervalle, alors il existe un prolongement de ¢ sur un intervalle mazimal d’existence.
De plus, si |a,b[ est un intervalle mazimal de définition d’une solution y de (4.1), alors (y(t),t)

tend vers la frontiére de €2 lorsque t — a et t — b.
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On sait cependant que la continuité de f ne suffit pas pour assurer 'unicité de la solution,

comme le montre I’exemple suivant :
Exemple 4.1 Soit Q = R?, f(y,t) définie sur Q par :

f(y)z{ Vst y20

0 s y<0

Le probléeme de Cauchy donné par y = f(y,t), y(0) = 0, a pour solutions une famille de

fonctions a un paramétre définies par :

(t—c)? S >
oull) = 7 pour t>c>0
Pell) =
0 pour t<ec
o
0 t

FiG. 4.1: Exemple de non-unicité.

La fonction identiquement nulle y = 0 sur | — oo, 4o00|, est également solution du probléme
(vour F1G. 4.1). Dans cet exemple méme si f est continue, il n’y a pas unicité de la solution ; le

caractére lipschitzien de [ en y = 0 fait visiblement défaut.

En revenant sur la notion de bifurcation vue dans le chapitre 2, cet exemple peut étre donné
pour mettre en évidence que 'unicité de I’évolution est plus forte que 'unicité en vitesses. En
effet, dans ’exemple ci-dessus le probleme en vitesses a une solution unique (pas de possibilité
de bifurcation angulaire). Par contre I’évolution n’étant pas unique, des bifurcations tangentes

sont alors possibles.

Théoreme 4.3 (Existence et unicité de Picard-Lindel6f) S f(y,t) est continue sur un
ouvert Q et localement lipschitzienne par rapport a y sur 2, alors pour tout (yo,to) dans £,
il existe une unique solution y(t;to, yo), avec y(to;to, yo) = yo, de U’équation (4.1) passant par
(Yo, o). De plus, le domaine E dans R™"? de définition de la fonction y(t;to, yo) esl ouvert et

y(t;to, yo) est continue sur E.
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On voit ainsi apparaitre la notion importante de fonction lipschitzienne, et ’on peut se poser
la question du lien qu’elle entretient avec les notions voisines de continuité et de différentiabilité.

On peut montrer aisément les propriétés suivantes :

— Si une fonction f(y,t) définie sur un ouvert Q est lipschitzienne par rapport a y, elle est

uniformément continue par rapport a y.

— Si une fonction f(y,t) définie sur un ouvert €2 est localement lipschitzienne par rapport a

y, elle est continue par rapport a y.

— Les deux propositions précédentes ont des réciproques fausses. En effet, ni la continuité, ni
méme la continuité uniforme par rapport & y d’une fonction f(y,t), n’entrainent I’existence

d’une inégalité de Lipschitz pour cette fonction.

Pour bien s’en convaincre, reprenons ’exemple 4.1 avec la restriction de la fonction f sur
Vintervalle | — 1,1[ définie par f(y) = /y pour 0 < y < let f(y) = 0 pour =1 < y < 0.
Bien que cette fonction soit uniformément continue, elle n’est ni lipschitzienne, ni localement

lipschitzienne. En revanche on dispose des propositions suivantes :

— Si une fonction f(y,t), définie sur un ouvert €2, possede des dérivées partielles premieres

continues par rapport a y, elle est localement lipschitzienne dans €.

— Si une fonction f(y,t) définie sur un ouvert convexe Q a des dérivées partielles en y conti-

nues, elle est lipschitzienne si et seulement si ces dérivées sont bornées.

— Si une fonction f(y,t) est localement lipschitzienne sur un compact, elle est lipschitzienne

sur ce compact.

Les théoremes d’existence et d’unicité sont démontrés de maniere trés compléte et générale
dans G. Sansone (1956) [186] et E.A. Coddington et N. Levinson (1955) [27]. On montre en
particulier que la continuité du second membre suffit & assurer I’existence d’une solution, et que
la condition de Lipschitz n’est pas nécessaire pour assurer 'unicité. Ces mémes théoremes sont
traités par F.G. Tricomi (1961) [208], L.S. Pontryagin (1969) [165], S. Lefschetz (1963) [105] et
dans bien d’autres ouvrages, a un niveau de généralité un peu moindre. Dans J.K. Hale (1969)
[58] et L. Schwartz (1967) [188], I'existence et |'unicité sont démontrées a partir du théoreme du
point fixe. Il en va de méme dans L.S. Pontryagin (1969) [165].

Nous n’avons examiné que des équations ou systemes d’équations ol les dérivées de 'ordre
le plus élevé étaient explicitées dans le premier membre. On trouvera quelques commentaires sur
des équations plus générales dans L.S. Pontryagin (1969) [165].

Les théoremes d’existence s’étendent sans peine au cas ol le second membre f(y,t) et les
solutions de I’équation différentielle prennent leurs valeurs non plus dans R"™, mais plus généra-

lement dans un espace vectoriel normé complet. On pourra consulter sur ce point N. Bourbaki
(1961) [17] ou M. Choquet (1961) [24].
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4.3.3 Reégularité des solutions, continuité et dérivabilité

Les solutions d’une équation différentielle sont des fonctions de ¢, mais elles dépendent aussi
des conditions initiales tg et yg. De plus, si le second membre de I’équation différentielle dépend
d’un parametre A, ses solutions en dépendront aussi. Cette sous-section répond a la question de
savoir a quelles conditions les solutions dépendent continiiment des quantités tg, yo et A, et &
quelles autres conditions elles possedent des dérivées d’un ordre donné par rapport a ¢, to, yg et
A

Le théoreme 4.3 montre que si f(y,t) est continue et localement lipschitzienne par rapport a
y, alors la solution de (4.1) notée y(¢; 4, yo) est continue par rapport a ses arguments. On peut

étendre cette propriété au cas ol la fonction f dépend d’un parametre A € R¥,

Théoreme 4.4 Si la fonction f(y,t,\), dépendant d’un paramétre X\ dans un ensemble fermé
G C R*, est continue par rapport a (y,t) dans Q, X dans G, et posséde une constante de Lipschitz
locale par rapport a y indépendante de A € G, alors pour tout (yo,to) € Q, et tout X € G, il existe
une unique solution y(t;to,yo, A), y(to;to, Yo, A) = yo, de (4.1) passant par (yo,to) et continue

par rapport a (t;to, yo, A) dans son domaine de définition.

En ce qui concerne la dérivabilité des solutions, il existe de nombreux théoremes avec diffé-

rentes variantes, nous avons retenu les deux suivants :

Théoreme 4.5 Sout la fonction f(y,t) définie sur un ouvert Q de R™ x R, de classe C™, et sout
(4.1) Uéquation différentielle associée. La solution y(t;to, yo) exprimée en fonction des données

initiales est alors de classe C™ par rapport a yg, to et de classe C™ 1 par rapport a t.

Théoreme 4.6 Soil f(y,t,\) une fonction définie sur un ouvert £ de R” xR x R*, et de classe
C™. La solution y(t;to, yo, A) de (4.1) exprimée en fonction des données initiales et du paramétre,

est alors de classe C™ par rapport a yg, g, A el de classe C™T' par rapport at.

Il existe également des conditions d’analycité de f sous lesquelles la solution de 1’équation
(4.1) est analytique. On voit ainsi que les solutions de I’équation différentielle (4.1) héritent en
quelque sorte de certaines propriétés de la fonction f.

La plupart des traités sur les équations différentielles contiennent les démonstrations de ces
propriétés de régularité des solutions. L’exposé le plus complet est sans doute celui de E.A.
Coddington et N. Levinson (1955) [27]. Les ouvrages de N. Rouche et J. Mawhin (1973) [183], et
S. Lefschetz (1963) [105] sont assez complets. Sur les problemes de continuité et différentiabilité
des solutions, L.S. Pontryagin (1969) [165] est particulierement minutieux et clair. Il en va de
méme pour la continuité dans L. Schwartz (1967) [188]. Ces deux auteurs utilisent le théoreme
du point fixe. Le lemme de Gronwall est traité par G. Sansone (1956) [186] avec un peu moins

d’hypotheses que chez les autres auteurs.
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4.3.4 Discussion de la dépendance continue par rapport aux données initiales

Pour bien comprendre la signification de la dépendance continue par rapport aux données
initiales et le lien qu’elle peut entretenir avec la question de la stabilité, nous allons étudier

I’exemple trés simple suivant :

Exemple 4.2 Soit l’équation différentielle scalaire j = y*, avec la donnée initiale y(to) = yo.
Pour une condition initiale nulle, la fonction identiquement nulle est la solution sur | — oo, 400,
c’est-a-dire que y(t;tg,0) = 0, t € R. Pour yo # 0, la solution est donnée par y(t;to,yo) =
Yo/ (1 = yo(t — to))-

F1G. 4.2: Trajectoires de I’équation y = y2.

Flle est définie (F1G. 4.2) sur | — oo, tg + 1/yo[ pour yo > 0, et sur Jto + 1/yo, +00[ pour
Yo < 0. Fizons tg = 0 et intéressons-nous auz solutions définies sur |1/yo, +00[ correspondant
donc a yo < 0. Il est clair que cette solution y(t;0,y0) = yo/(1 — yol) est continue en t, yo sur
tout son domaine de définition. Puisque y(t;0,0) = 0, la continuité par rapport a yo entraine que
pour tout T' > 0 et tout € > 0, il existe un 6 = §(g, 1) > 0 tel que | y(¢;0,y0) |< € sur [0,7]
pourvu que | yo |< 8. On a donc la continuité uniforme de la solution par rapport & la donnée
initiale yo sur tout intervalle compact [0,T] du temps. La plus grande valeur de § correspond a
8/(1=0T) = . On voit bien que lorsque T augmente § décroit, et en fait 6 tend vers zéro lorsque
T — 4o0. Ceci montre que la continuité de y(t;0,yo) en yo n'est pas uniforme par rapport at

sur tout "intervalle [0, +00].
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Ainsi, méme dans le cas le plus courant ot 'on suppose que f(y,t) est suffisamment réguliere
pour avoir existence, unicité et continuité de la solution par rapport aux données initiales ; il reste
que cette continuité ne nous renseigne sur le comportement des solutions que sur des intervalles
finis de temps. Pour avoir des informations pour n’importe quelle valeur de ¢, on a besoin de la

continuité uniforme par rapport aux données initiales sur des intervalles de temps infinis.

Exemple 4.3 Soit un seau d’eau, au fond duquel on a percé un trou de diamétre § (Fi1G. 4.3).
Quel que soit T il existe un & ausst petit que 'on veul tel que dans un espace de tempst < T le
seau reste presque plein. Néanmoins, quelle que soit la valeur de § > 0, le seau se vide de son

eau au bout d’un temps infini. Autrement dit 6 — 0 lorsque T — +o0.

Fic. 4.3: Comportement asymptotique pour { — +oo.

Dans le cas général, plagons-nous dans les hypotheses du théoréme 4.3. On suppose que pour
la donnée initiale (yo,%o), 'équation (4.1) posséde une solution y(¢;tg, yo) définie sur R telle que
y(to;to, yo) = yo. La dépendance continue en yg implique que pour tous nombres ¢y dans R et
T > 0,1l existe un §(7") > 0 tel que la solution y(¢;to, y1), ||y1 — vol| < 8(T) existe sur [to, to+T].
De plus, [|y(¢;to, y1) —y(t; to, yo)|| — 0 uniformément en ¢ sur [tg, to+7] lorsque ||y1 —yo|| — 0. En
d’autres termes, étant donnés des nombres T' > 0 et € > 0 quelconques, il existe un & = §(e, 7', to)
tel que la solution y(¢;to,y1) existe sur I = [to,to + T, et vérifie ||y(t;to,y1) — y(t;to, yo)|| < €
sur I pour |ly1 — yol| < (e, T, to) (voir Fi1G. 4.4).

On voit ainsi que la continuité uniforme des solutions par rapport aux données initiales est
acquise sur un intervalle fini du temps, pourvu que la fonction f(y, ) soit suffisamment réguliere.
Cependant il est excessivement dangereux d’étendre ce résultat a un intervalle de temps infini,

car ceci est loin d’étre vrai comme le montrent les deux exemples traités ci-dessus.

En résumé, la dépendance continue des solutions par rapport aux conditions initiales ne peut
nous renseigner sur le comportement asymptotique des solutions pour des temps infinis, et ’étude
de la stabilité d’une solution recevra une approche différente comme on le verra dans les sections

suivantes.
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FiG. 4.4: Conséquence de la dépendance continue.

Remarque 4.2 On pourrait étre tenté de définir une notion de stabilité locale : c’est-a-dire lors-
que des petites perturbations des conditions initiales donnent des solutions perturbées qui restent
proches de la solution de départ sur un wntervalle de temps fini. Au vu de ce qui précéde, il
est clair qu’une telle définition de la stabilité n’est pas pertinente. D’ailleurs cette notion n’est
rencontrée dans aucun des traités mathématiques. Dans toute la suite, et pour nos applications
a la mécanique, nous n’utiliserons que la définition de stabilité de Lyapunov présentée dans la

section sutvante.

4.4 Stabilité

4.4.1 Présentation intuitive du concept de stabilité

Soit y(¢;t0, yo) une solution d’une équation différentielle représentant un phénomeéne phy-
sique ou I’évolution d’un systéme quelconque. Il existe toujours deux causes d’incertitude sur les
conditions initiales. En effet, quand on tente de répéter une expérience donnée, la reproduction
des conditions initiales n’est jamais entierement fidele. De plus, méme si ’on ne considére qu’une
seule expérience, les conditions initiales sont connues par des mesures entachées d’erreurs.

Il est donc fondamental de pouvoir reconnaitre les circonstances dans lesquelles de petites
variations des conditions initiales n’introduiront que de petites variations dans la suite du phéno-
mene. Que dit & ce sujet le théoreme de continuité par rapport aux conditions initiales ? Il affirme
que, pour maintenir la perturbation de la solution jusqu’a un instant 7" dans une limite ¢, il suffit
de maintenir la perturbation des conditions initiales dans une limite 5(7’,¢). Il est bien naturel
que 7 soit une fonction croissante de . Mais il est fort génant qu’il soit une fonction décroissante
de T, et puisse méme tendre vers zéro quand T — 4o0. La continuité par rapport aux condi-
tions initiales n’empéche en aucune fagon deux solutions aussi voisines que ’on veut au départ de
s’écarter indéfiniment 'une de "autre quand ¢t — +oo. Il suffit de regarder 'exemple banal fourni
par I’équation y = y. Si 'on perturbe sa solution donnée par y(t) = ypexp(t —tg) d’une quantité

initiale Ayg, on obtient comme écart au temps ¢ entre les deux solutions Ayg exp(t—tp). On devra
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donc choisir < eexp(ly — ¢). Or des que 7 devient inférieur a I'incertitude sur les conditions
initiales, le praticien n’en a plus que faire. D’ol le grand intérét de la notion de stabilité.

En résumé, une solution sera dite stable si, pour maintenir la perturbation qui Daffecte a
un instant ¢y donné dans une limite £ sur tout l'intervalle [{g,+oo[, il suffit de maintenir la
perturbation des conditions initiales dans une limite 7(e).

Nous venons d’introduire, en termes non rigoureux et a ’aide d’exemples, quelques concepts
de stabilité. On donnera ci-aprés les définitions de la stabilité, attractivité,...etc, d’'une maniere
plus formelle, en utilisant systématiquement les quantificateurs 3 et V. Méme si elle va paraitre
un peu rébarbative, cette formulation est probablement celle qui minimise le risque d’erreurs de
raisonnement.

Soit f(y,t) une fonction continue sur Q@ = U X I ou I = [0,4o0[, U un ouvert de R",
et localement lipschitzienne par rapport a y sur €. Considérons encore ’équation différentielle

ordinaire associée :

y=f(yt) (4.2)

Soit y°(¢) 'unique solution de 1’équation (4.2) passant par (y°(0),0) et supposée définie sur
I tout entier. Si I’on note yg la valeur que prend cette solution y° & 'instant ¢y quelconque (i.e.,

y°(to) = yo) alors y°(t) s’identifie & y(;to, yo)-

Définition 4.1 La solution y°(t) est stable au sens de Lyapunov st :
Ve>0,Vitgel, A neto) >0 tel que ¥ y1 : ||y — ol < 7
alors ¥ t > to, |ly(t; Lo, y1) — y(t5to, o)l < .

Autrement dit, pour toute perturbation Ayy = y1 — yo suffisamment faible appliquée a cette
solution & un instant ¢y quelconque, 'écart Ay(t) = y(¢;to, y1) —y(¢; Lo, yo) entre les deux solutions
reste faible pour toute valeur ultérieure du temps ¢t > 3. Mathématiquement parlant, cela se
traduit par la continuité uniforme de la solution y°(t) = y(¢;to,y0) par rapport a la donnée
initiale yo sur U'intervalle [tg, +00].

Schématiquement, la stabilité est illustrée par la méme figure que précédemment (voir FIG.
4.4), mais avec un écart de solutions qui doit rester a I'intérieur du cylindre infini, de rayon ¢
pour ¢ > to. Notons que 'on est assuré que les solutions y(¢; tg, y1), partant de conditions initiales
proches, sont définies pour tout ¢ > ¢g; puisque la solution y°(¢) étant stable ces solutions restent
confinées dans un intervalle compact, et donc indéfiniment prolongeables vers la droite (voir le
théoreme global d’existence et d’unicité).

On montre, L. Cesari (1963) [22], que cette définition de la stabilité est indépendante du
choix de tg, au sens ou si elle est réalisée pour un certain ¢y, alors pour un ¢; # tg elle est
encore satisfaite. Ceci est dii aux théoremes de continuité vus précédemment. Ainsi, une solution
stable pour des perturbations qui lui sont appliquées & un instant ¢y donné, est stable pour

des perturbations appliquées a tout autre instant ¢;. Cependant il faut garder a I’esprit que la
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constante 7 qui apparait dans cette définition peut dépendre de {y. S’il en est ainsi, on dira que
la stabilité n’est pas uniforme.

Dans certaines situations, on veut s’assurer qu’un systéme stable, ne devienne pas “moins
stable” pour des perturbations intervenant & des instants de plus en plus grands. En effet il est
possible qu’un systeéme, techniquement stable, voit sa sensibilité aux perturbations augmenter
au cours du temps; la raison a cela est que 7(e, {y) peut décroitre vers zéro lorsque ¢y augmente.

L’exemple suivant montre justement un tel systeme, qui est stable mais non uniformément stable.

Exemple 4.4 On considére la famille de courbes a un paramétre c :

Ye(t) exp{(? = 1)t} , >0

141t

L’élimination de la constante ¢ entre l'expression de y. et celle de sa dérivée temporelle .
nous fournit ’équation différentielle du premuer ordre dont y.(t) est solution. La forme explicite
de cette équation différentielle ne nous est pas utile puisque l'on peut appliquer la définition de
la stabilité sur ses solutions y.(t). On peul remarquer que la solution y.(t) est associée a la
condition nitiale y.(0) = ¢, et peut donc étre écrite comme y.(t) = y(t;0,¢). Pour une donnée
wnitiale nulle ¢ = 0, la solution qui lur correspond est la fonction identiquement nulle, c¢’est-a-dire
que yo(t) = y(t;0,0) = 0. La figure 4.5 montre que la courbe qui sépare celles qui tendent vers
Uinfini (¢ > 1) de celles qui tendent vers zéro (| ¢ |< 1) correspond a ¢ = 1 et est donnée par
y1(t) = 1/(1 4 t). Cette courbe y;(t) tend aussi vers zéro lorsque t — +o00. On voil clairement
de la figure 4.5, que la solution yo(t) = 0 est stable; elle est méme asymptoliquement stable
(vour la définition de la stabilité asymptotique). Cependant la dépendance de la constante 1(e, to),
menlionnée dans la définition de la stabilité, en tg ne peut étre éliminée. En effet, n doil vérifier
n < min(e, 1/(1 4 to)) ce qui entraine que n — 0 lorsque to — +oo. Ainsi la stabilité de la

solution yo(t) = 0 n'est pas uniforme.

VAU

Courbes tendant vers I’ infini

c=l o

Courbes tendant vers zero

c=0—= t

—

FiG. 4.5: Exemple de solution stable mais non uniformément stable.
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On dira que la solution y°(t) du systeme (4.2) est uniformément stable, si elle est stable et si la
constante (e, tp) qui apparait dans la définition de la stabilité peut étre choisie indépendamment

de tg, ou plus précisément :

Définition 4.2 La solution y°(t) du systéme (4.2) est uniformément stable si :
Ve>0,3n()>0tel queVito eI,V y:l|lyr— ol <n
alors ¥ t > to, |ly(t;to, y1) — y(t;to, yo)|| < e.

Dans le cas autonome, f indépendante de ¢, une solution étant stable (asymptotiquement
stable) alors elle est uniformément stable (uniformément asymptotiquement stable). En effet le
systéeme est dans ce cas invariant par translation par rapport a ¢. Ceci est encore vrai dans le cas
périodique ( f périodique en t).

Une autre notion importante concerne 'attractivité d’une solution donnée. Notion qui est

indépendante de celle de stabilité comme on va le voir.

Définition 4.3 La solution y°(t) du systéme (4.2) est attractive si :
Vigel,35(to) >0, tel que ¥ yy :||lyr — yol| < & alors
y(tito,y1) est definie pour t > o, et lim |ly(t;to, y1) = y(tito, yo)|| = 0

Cette méme solution est dite uniformément attractive, si elle est attractive et si la constante

d(to) qui intervient peut étre choisie indépendamment de Z.

Définition 4.4 La solution y°(t) du systeme (4.2) est asymplotiquement stable si elle est stable
et attractive.
Elle est uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et uniformé-

ment attractive.

On a cru longtemps que Pattractivité impliquait la stabilité, et donc la stabilité asymptotique.
Il n’en est rien : il existe des équations différentielles y = f(y) avec y et f dans R?, oii la solution
zéro est a la fois attractive et instable. Notons que pour trouver de tels contre-exemples il faut se
mettre au moins en dimension 2, car ceci n’est pas possible si y est scalaire. Un contre-exemple
montrant que l'attractivité n’implique pas la stabilité a été donné par R.E. Vinograd (1957)
[215]. 11 est repris par W. Hahn (1967) [54], p. 191.

Il est plus simple de voir que la stabilité n’implique pas ’attractivité. Il suffit de prendre
I’exemple trivial de ’équation différentielle y = 0, dont la solution zéro est stable mais non
attractive. L’oscillateur harmonique §j + w?y = 0 est également stable sans étre asymptotique-
ment stable. Notons simplement au passage qu’une équation différentielle d’ordre n peut étre
transformée en un systeme de n équations différentielles du premier ordre.

Enfin une solution est dite instable si elle n’est pas stable. La définition explicite s’obtient

par la regle d’échange des quantificateurs :
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Définition 4.5 La solution y°(t) du systeme (4.2) est instable si :
de>0,3tp€el, tel queVn>0,Ty:|lyr — ol <n
el 3t > to, |ly(tito, 1) — y(t;lo, yo)|| = €.

On remarquera que, dans cette opération de négation, la quantité n ne dépend plus de ¢ et

to.

4.4.2 Changement de variable, retour a l’origine

On considere encore I’équation différentielle ordinaire :

y=r(y,1) (4.3)

Avec f(y,t) définie et continue sur @ = U x [ ot I = [0,+o0[, U un ouvert de R", et possédant
des dérivées partielles en y continues.

Soit y°(t) I'unique solution de 1’équation (4.3) passant par (y°(0),0) et supposée définie sur
I tout entier. Si I’on note yo la valeur que prend cette solution y° & l'instant ¢y quelconque (i.e.,
y°(to) = yo) alors y°(t) s’identifie & y(¢; Lo, yo)-

On va montrer que la question de stabilité de la solution y°(¢) du systeme (4.3) peut se réduire
a la question de stabilité de la solution zéro d’un nouveau systeme. En effet si y(t) = y(¢;to, y1)
est une autre solution de (4.3) partant d’une condition initiale (yi, o) proche de (yo, o) ; alors

en posant z*(t) = y(t) — y°(t), Péquation différentielle vérifiée par 2* est :

o= F(z%t) t>t (4.4)
F(z"t) = f(Z*‘}'yO(t)vt) —f(yo(t),t)
Z*(to) = y1— Yo

Notons que la dépendance temporelle de F' provient a la fois de la variable ¢ et de la fonction
y°(t) supposée connue. La quantité 2*(tg) = 2 représente la perturbation initiale appliquée &
la solution y°() & I'instant ¢y arbitrairement choisi; alors que z*(t) décrit 1’évolution de cette
perturbation au cours du temps ¢t > tg.

Il est clair que la fonction identiquement nulle z* = 0 est solution de I’équation différentielle
(4.4), elle correspond & une donnée initiale nulle (absence de perturbation appliquée & y°(t)). 1l
vient alors que I’étude de la stabilité (stabilité asymptotique) de la solution y°(¢) du systéme
(4.3) est équivalente & I’étude de la stabilité (stabilité asymptotique) de la solution zéro du
systéme (4.4). Aussi dans la suite, on donnera les théoremes concernant les conditions suffisantes
ou nécessaires de stabilité relativement & la solution zéro d’un systeme différentiel non autonome
de type (4.4), puisque le cas d’une solution générale instationnaire s’y rameéne par un changement
de coordonnées.

Les définitions de (stabilité, stabilité uniforme, stabilité asympotique, stabilité uniforme et

asymptotique, instabilité), de la solution zéro d’un systeme de type (4.4), se déduisent de celles
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données pour une solution non stationnaire y°(¢) dans la sous-section précédente, en y remplagant

Y1 — Yo par 2 et y(t;to, y1) — y(¢;to, yo) par 2*(t) = 2*(¢; o, 25). Ce qui donne :
Définition 4.6 La solution z* =0 de (4.4) est :

(i) Stable, si pour toute > 0 et tout ty > 0 il existe un n(e,tg) > 0, tel que pour tout = vérifiant
251l < n alors [|z"(t)]| < & pour t € [to, +oo[ ;

(ii) Uniformément stable, si elle est stable et si la quantité n(e,ty) mentionnée dans celte

définition de stabilité est indépendante de tg ;

(iii) Asymptotiquement stable, si elle est stable et s’il existe un 6(ty) tel que pour tout zj

L. * . * _
vérifiant ||z5|| < & alors tli?oo Iz (¢)|| = 0.

Puisque F(0,¢) = 0 pour tout t > to, et f(y,t) possede des dérivées partielles en y continues
(donc de méme pour F(z*,t) en 2*), le systeme (4.3) transformé par translation en (4.4) peut

encore s’écrire sous la forme équivalente :

Z* — B(t)'z* —I—g(,.z*,t) (45)
B(t) = gi(o,t):g—‘;(yo(t)vt)
g(z*,t) = F(z*,1)— B(t).2"

L’opérateur linéaire B(t) = f,(y°(¢),t) dépend du temps & travers la variable ¢ mais aussi via la
solution y°(t). Le reste g(z*,¢) du développement de Taylor de F’ au voisinage de z* = 0 est une
fonction vectorielle continue en ¢ et z*, et vérifie ||g(z*,¢)||/]|2*|| — 0 lorsque z* — 0. On peut
méme affirmer que :

llg (=" D

" — 0 lorsque z* — 0
|2l

et ceci uniformément par rapport a ¢ sur tout intervalle compact [to, to + 1.

En résumé, & partir d’un systeme différentiel de type (4.3) et de I'une de ses solutions y°(¢),
on peut associer un systeme différentiel (4.5) de solution triviale zéro et dont les éléments B(¢)
et g(z*,t) sont définis ci-dessus & partir de f et de sa solution y°.

L’intérét de cette transformation est qu’il sufflit d’étudier la sabilité de I'origine z* = 0 du sys-
teme (4.5) pour en conclure aux mémes résultats (stabilité, stabilité uniforme, asymptotique,...)
pour la solution y°(¢) du systeme (4.3) de départ.

Le systeme différentiel (4.5) est appelé équation variationnelle relative a I’équation différen-
tielle (4.3) et & sa solution y°(¢).

Il est naturel d’associer au systeme (4.5) le systeme linéaire suivant :

2 = B(t).2" (4.6)
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qui est dit systéme variationnel linéaire relatif & la solution y°(t) de I’équation (4.3). Ainsi le
passage de I’équation différentielle (4.3) et de sa solution y°(¢) & ’équation linéaire (4.6) est
appelé linéarisation autour de la solution y%(¢), puisqu’il consiste a rejeter le terme non linéaire
g(z%,1t).

Il est naturel aussi de se poser la question de savoir, si la stabilité ou I'instabilité de la solution
zéro de (4.6) impliquerait la stabilité ou I'instabilité de la solution nulle de (4.5). Dans le cas le
plus général, il n’y a aucun rapport d’implication quant a la stabilité de ’origine dans le systéme
linéaire (4.6) et dans le systeme non linéaire (4.5), comme le montrent les deux exemples triviaux

suivants :

Exemple 4.5 Dans le systeme z* = F(z*) avec F(z*) = z*%, Uorigine est stable pour le systéme

linéarisé 2* = 0 mais instable dans le systéme non linéaire 3* = 2*? de départ (voir Uezemple

(4:2)).

Exemple 4.6 Dans le systéme z* = F(z*,t) avec F(z*,t) = z* — e'2*3, lorigine est instable
pour le systéme linéarisé z* = z* (puisque les solutions sont de la forme z*(t) = Ce'); mais
asymptotiqguement stable pour le systéme non linéaire de départ (car les solutions sont données

par z*(t) = Ce'[l + 2C*(e® — 1)]72 et tendent vers zéro lorsque t — +00).

En revanche, sous certaines hypotheses sur les fonctions f et sa jacobienne f, par rapport &
y; la stabilité ou I'instabilité de la solution zéro de (4.6) entraine la stabilité ou I'instabilité de la
solution zéro de (4.5). Cette étude sera faite un peu plus loin dans la suite de notre exposé, mais
notons simplement que 'une des hypotheses qui est souvent utile & ces études de comparaison
est :

lg (=" 1)l

= — 0 lorsque z* — 0
z

uniformément par rapport a ¢ sur [tg, +00[.

Cette hypothese est évidemment respectée dans le cas ot la fonction f(y,¢) du systéeme (4.3)
admet par rapport a ¢, la période T > 0, et si la solution y°(¢), dont 1’étude de stabilité est
en question, est 7'—périodique. En effet, dans ces conditions le vecteur g(z*,¢) et la matrice

B(t) = f,(y°(t),t) sont aussi T—périodiques.

4.4.3 Cadre de la mécanique

Pour les applications en mécanique, la notion de stabilité introduite ci-dessus mesure la
sensibilité des mouvements aux perturbations extérieures. Elle peut se traduire sous plusieurs
formes mathématiques. La définition la plus pertinente correspond probablement & la stabilité
au sens de Lyapunov donnée précédemment, et proposée initialement par A. Lyapunov [119].

En effet considérons un systéeme mécanique discret ou discrétisé dont I’évolution y(t), sous 'effet
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d’un chargement imposé, est décrite pour ¢ > 0 par le systeme différentiel :

y=[f(yt) (4.7)

Pour se fixer les idées, on peut supposer par exemple que 'instant initial £ = 0 correspond
a linstant ou l'on applique ce chargement. On suppose que f a la régularité suflisante pour
qu’a une condition initiale donnée, il existe une unique solution de (4.7) définie pour ¢ > 0. Soit
y°(¢) une solution particuliere de I’équation (4.7) associée & une certaine condition initiale y°(0).
Il arrive souvent que cette solution y°(¢), dite fondamentale, possede certaines propriétés de
symétrie mais ceci n’est pas indispensable pour étudier sa stabilité. Cette solution fondamentale
y°(t) est stable si pour toute perturbation 2* (o) = y(to) — y°(to), suffisamment faible, appliquée
au systéme & un instant {y > 0 quelconque, la trajectoire perturbée y(t) reste proche de la courbe
fondamentale y°(¢) pour toute valeur ultérieure du temps (¢ > tg).

Si 'on note par z*(¢) = y(t) — y°(¢) I’écart entre ces deux solutions pour ¢ > tg, on a vu que
la stabilité de la solution fondamentale y°(¢) du systeme (4.7) est équivalente & la stabilité de la

solution z* = 0 de son systéme variationnel suivant :
2= B(t).2" + g(z%,¢t)

ot B(t) = £,(5°(1),1) et g(=*,1) = F(=" + 500, 1) — F(50(0), ) — Blt).2".

De ces expressions de B(t) et g(z*,t), on voit que leur dépendance temporelle provient de
la dépendance explicite de f en ¢; mais aussi de la solution fondamentale y°(¢). Poussons en-
core cette remarque en considérant le cas particulier d’un systéme mécanique conservatif dont

I’évolution est régie par le systéme autonome :

y=[(y) (4.8)

Une position d’équilibre pour ce systeme conservatif correspond & une solution stationnaire
y. de I’équation (4.8). En se ramenant a l'origine des coordonnées par la translation 2* = y — y.,
la stabilité de cet équilibre est ainsi équivalente & la stabilité de l'origine pour son systéme

variationnel :
2= B.2" +¢(2")

la matrice B et le vecteur ¢ ne dépendent pas du temps puisque B = f,(ye) et g(2*) = f(z* +
Ye)— f(ye) — B.z*. On voit ainsi que ’étude de stabilité d’un équilibre, pour un systéme autonome,
nous conduit & des systemes : variationnel et variationnel linéaire qui sont également autonomes.

De plus I’hypothese :

llg (=)l

W — 0 lorsque z* — 0
z

uniformément par rapport a ¢ sur [tg, +00[ est toujours satisfaite puisque g ne dépend pas de t.
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Il n’en est cependant pas de méme si, au lieu d’analyser la stabilité d’un équilibre y. pour
le systéme autonome (4.8), on étudiait la stabilité d’une solution non stationnaire y°(¢). En
effet les systemes : variationnel et variationnel linéaire associés a I’équation autonome (4.8) et
4 sa solution y°(¢) sont non autonomes puisque B(t) = f,(y°(t)) et g(z*,t) = f(z* + y°(1)) —
J(W°(t)) — B(t).2* dépendent de ¢ & travers y°(t).

Ainsi, méme si ’on part d’un systeme différentiel autonome au départ, I’étude de stabilité de
solutions instationnaires de ce systéme nous amene a considérer des systeémes : variationnel et
variationnel linéaire qui ne sont plus autonomes.

Considérons maintenant un systéme mécanique non autonome dont I’évolution est gouvernée

par I’équation :

y=rf(y,A) (4.9)

On verra dans la suite que I’évolution quasi statique d’un systéme mécanique visqueux peut
s’écrire sous la forme de I’équation différentielle (4.9). Le parametre A intervenant dans cette
équation représente par exemple le chargement et vérifie A(t) € [0, Aps]. Intéressons-nous a la
stabilité de la solution fondamentale y°(¢) supposée bornée. Le systéme variationnel associé a

cette solution y°(¢) de I’équation (4.9) est :
2= B(t).2" + g(z", 1)

ot B(t) = £,(5°(1), A) et g(*,0) = [(="+3°(8), N) = F(5°(1), A) = B(t).=""
Il est alors clair que les systemes : variationnel et vartationnel linéaire sont non autonomes;
de plus I’hypothese :

lg (=" 1)l

W — 0 lorsque z* — 0
z

uniformément par rapport a ¢ sur [tg, +0o[ est satisfaite puisque la solution fondamentale y°(t)

et le parametre A(¢) sont bornés.

Remarque 4.3 — Les perturbations appliquées au systéme peuvent se traduire sous diffé-
rentes formes : légére perturbation du déplacement ou modification d’un paramétre inter-
venant dans ’équation (le chargement par exemple). Etant supposées de durée limitée en
temps, par les théorémes de continuité on a vu que ’on pouvail les ranger sous la méme
étiquette. Ainsi, ces perturbations se réduisent toutes a une simple perturbation des données

nitiales a instant tg.

- On n’a imposé aucune restriction quant a Uinstant tg ou l'on applique la perturbation a

notre solide. Flle peut donc wntervenir a tout instant de ’histoire de son évolution.

— L’étude de stabilité d’un solide en présence d’imperfections entre dans le cadre de notre
étude. En effet, ces imperfections peuvent étre vues comme une perturbation appliquée a la

structure parfaite a Uinstant initial t = 0, cas particulier d’une perturbation plus générale.
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4.4.4 Méthode directe de Lyapunov

On a montré dans les sous-sections précédentes que la question de stabilité d’une solution
instationnaire d’un systéme non autonome de type (4.3), pouvait toujours se ramener a ’étude
de stabilité de l'origine (i.e., de la solution zéro) d’un systeme non autonome de type (4.4). Ce
systeme (4.4) est completement déterminé par la donnée de I’équation (4.3) et de la solution
dont on veut étudier la stabilité. Ainsi, sans aucune perte de généralité, on peut se restreindre
a donner les conditions suffisantes de stabilité et d’instabilité relativement & la solution zéro du

systeme suivant :
2= F(z",1) (4.10)

avec I fonction définie et continue sur U x [ ou I = [0,4o00[ et U un ouvert de R™ contenant
lorigine. La fonction F' vérifie F'(0,¢) = 0 pour tout ¢ € I, elle est supposée suffisamment
réguliere pour qu’a toute donnée initiale au voisinage de l'origine il existe une unique solution
définie sur I et dépendant contintiment des conditions initiales.

Dans son célebre mémoire, qui a fondé la théorie moderne de la stabilité, A. Lyapunov (1907)
[119] donne quelques théoremes géométriques simples (connus sous le nom de la méthode directe
de Lyapunov), pour décider de la stabilité ou de I'instabilité d’une solution stationnaire d’une
équation différentielle générale. Il reconnait s’étre inspiré de la démonstration de Dirichlet [116]
pour mettre en place ces théoremes démontrant la stabilité a ’aide de fonctions auxiliaires appro-
priées. L.’idée est une généralisation du concept d’énergie pour construire de telles fonctions, et
la puissance et I'utilité de la méthode tiennent au fait qu’il suffit d’analyser seulement I’équation
différentielle (4.10) pour conclure a la stabilité ou 'instabilité, il n’y a pas besoin de calculer
les solutions de cette équation. Cependant, la difficulté pratique de cette méthode directe de
Lyapunov réside dans la détermination de la fonction auxiliaire appropriée. En effet il n’existe
pas de méthode générale et systématique pour construire de telles fonctions. On trouve dans la
littérature des ouvrages entierement consacrés a cette méthode directe, et & la fabrication de
ces fonctions de Lyapunov. Le recours a des considérations physiques est parfois utile & I'iden-
tification de la fonction de Lyapunov. C’est notamment le cas pour les systémes mécaniques
conservatifs, pour lesquels une fonction de Lyapunov possible est 1’énergie totale du systéme
(somme de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle). Un autre moyen d’anticiper la forme de
la fonction auxiliaire qui convient, est de s’inspirer du systeme variationnel linéaire (4.6) associé
a ’équation différentielle (4.4). Lorsque toutes ces méthodes sont épuisées vainement, il reste
encore le hasard ou le recours a l'intuition qui ont un réle non négligeable dans la recherche de
telles fonctions.

Notons que la méthode directe de Lyapunov et la méthode de linéarisation ont des domaines
d’applications différents mais d’intersection non vide. Dans cette section, nous traiterons de la
stabilité de la solution zéro de 1’équation (4.10) sans interprétation physique. Nous donnerons

des conditions suffisantes de stabilité et d’instabilité faisant usage d’une fonction scalaire V' (z*, ¢)
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qui jouera dans le probleme abstrait un role analogue & celui du potentiel en mécanique, mais
qui ne pourra plus s’interpréter en termes d’énergie.

Soit donc une fonction V' (2*,t) a valeurs scalaires, définie et continue sur U'x I ot Uest un
voisinage de zéro contenu dans U, et vérifiant V' (0,¢) = 0 sur /. Introduisons quelques définitions

relatives aux fonctions de signe défini ou semi-défini :

Définition 4.7 Une fonction V(z*,t) ci-dessus, continue telle que V(0,t) = 0 est dite :
- semi-définie positive si ¥V (z*,t) e Ux I : V(2*,¢) >0 ;
- semi-définie négative si ¥ (2*,t) e Ux I : V(z*,t) <0 ;

- de signe semi-défini st elle est soit semi-défimie positive, soil semi-définie négative.

Définition 4.8 Une fonction W (z*) continue sur U, telle que W(0) = 0 est dite :
- définie positive si ¥V z* € U\ {0} : W(z*) > 0;
- définie négative si ¥ z* € U\ {0} : W(z*) <0;

- de signe défini si elle est soit définie positive, soit définie négative.

Définition 4.9 Une fonction V(z*,t) vue ci-dessus, continue telle que V (0,t) = 0 est dite :

- définie positive s’il existe une fonclion W définie posilive au sens de la définilion ci-dessus,
telle que ¥ (2*,t) e U'x I : V(z*,t) > W(z*) ;

- définie négative sl existe une fonction W définie négative au sens de la définition ci-dessus,
telle que ¥ (2*,t) e U'x I : V(2*,1) < W(z") ;

- de signe défint si elle est soit définie positive, soit définie négative.

Si V(z*,t) est pourvue de dérivées partielles premieres continues dans U’ x I, alors I’étude de
sa variation le long des trajectoires 2*(¢) de I’équation différentielle (4.10) peut aisément se faire
en étudiant le signe de :

v _ov
dt ot

Cette quantité est appelée la dérivée temporelle totale de la fonction V le long des solutions

(2*(1), 1) + grad V(2* (1), 1) - F(z*(t), 1)

de (4.10). On s’attendait, pour calculer cette dérivée en un point ¢, & devoir connaitre la solution
z*(t) sur un voisinage de £. Or il n’en est rien, car on a remplacé 2*(¢) par sa valeur F(2*(¢),¢)

et I'on écrira :

V(2" t) = aa—‘t/ +grad V- F

que 'on appellera dans la suite, pour des raisons de simplicité, la dérivée de la fonction V.

4.4.4.1 Conditions suffisantes de stabilité

Théoréme 4.7 Sl existe une fonction scalawre V(2*,t) possédant des dérivées partielles pre-
muéres continues sur un domaine U'X I, telle que V(0,t) =0, et V(2*,t) est de signe défini sur

U x I tandis que sa dérivée V(z*,t) y est de signe semi-défint opposé, alors la solulion z* = 0

de (4.10) est stable.
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Le domaine U’ ci-dessus peut étre n’importe quel voisinage de l'origine de la forme {z* /
|z*]] < a, @ > 0} contenu dans U ol F est définie. Une fonction V(2*,t) vérifiant les hypo-
theses du théoreme 4.7 est appelée fonction de Lyapunov faible. Sans perdre de généralité, nous

supposerons dorénavant que les fonctions de Lyapunov sont définies positives.

Corollaire 4.1 St l'on ajoute auzx hypothéses du théoréme 4.7 que V(z*,t) — 0 quand z* — 0,

uniformément pour t € I, alors lorigine est une solution uniformément stable pour l’équation

(4.10).

On peut remplacer ’hypothese supplémentaire ci-dessus par : il existe une fonction définie

positive W (z*) telle que V(2*,t) < W (2*) sur U'x I.

Théoreme 4.8 S7il existe une fonction scalaire V (2*,t) possédant des dérivées partielles pre-
muéres continues sur un domaine U X I, telle que V(0,t) = 0, V(2*,t) est définie positive sur
U'x I tandis que sa dérivée V(z*, t) y est définie négative, si de plus V(z*,t) = 0 quand z* — 0,
uniformément pourt € I, alors la solution z* = 0 de (4.10) est uniformément asymptotiquement

stable.

Une fonction V (z*,t) vérifiant toutes les hypotheses du théoreme 4.8 sauf la derniere, est
appelée fonction de Lyapunov forte. Comme précédemment on peut remplacer, dans le théoréme
ci-dessus, ’hypothese de continuité uniforme de V' (z*,¢) en z* = 0 par : il existe une fonction
définie positive W (z*) telle que V(2*,t) < W(z*) sur U x I. Une autre variante du théoreme
4.8 faisant moins d’hypotheses sur V mais avec une hypothése sur F’ est donnée par le corollaire

suivant :

Corollaire 4.2 St F(z*,t) est bornée, et s’il existe une fonction de Lyapunov forte (V(z*,t)
définie posilive sur U x I tandis que sa dérivée V(z*, t) y est définie négative), alors la solution

z* = 0 de l’équation (4.10) est asymptotiquement stable.

Par bornée, on entend que la fonction F vérifie : il existe b > 0 et M > 0 tel que [|F(z*, 1) <
M pour ||z*]| < bett € I. Une conséquence immédiate du corollaire 4.2 est que si le systeme
(4.10) est périodique ou autonome, et s’il existe une fonction de Lyapunov forte, alors ’origine
est asymptotiquement stable.

On a vu dans ce qui préceéde que I'un des handicaps du recours a cette méthode directe
pour étudier la stabilité, réside dans la recherche de la fonction de Lyapunov adéquate. Un
cas important ou cette méthode est efficace, est celui des systemes possédant une intégrale
premiere. En effet un systéme dynamique conservatif posséde un hamiltonien de la forme :
H(p,q) = T(p,q) + U(q) ou T(p,q) est 'énergie cinétique, U(q) I’énergie potentielle, p le vec-
teur des moments conjugués et ¢ le vecteur des coordonnées lagrangienne. Si p, ¢ € R”™ alors

le systeme obéit aux équations de Hamilton : ¢ = dH/dp , p = —0H/dq qui représentent un
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systeme de 2n équations différentielles du premier ordre. A une constante additive pres, on peut
toujours supposer que U(0) = 0, ce qui entraine que H(0,0) = 0 puisque T'(p, q) est une forme
quadratique définie positive relativement & la variable p. Supposons que 'origine (p = ¢ = 0)
soit une solution de notre systéme, ce qui est équivalent & (0U/dq =0 en ¢ = 0). Notons que la
fonction de Hamilton H (p, ¢) représente une intégrale premiere puisque sa dérivée H(p7 q) le long
des trajectoires est nulle. Dans ces conditions, si le potentiel U(g) posséde un minimum relatif
strict & l'origine (i.e., la forme quadratique ¢7.U 4, (0).q est définie positive au voisinage de ¢ = 0)
alors la solution (p = ¢ = 0) est stable. En effet, toutes les hypothéses du théoreme 4.7 sont
réunies : H(0,0) = 0, H(p, q) est définie positive dans un voisinage de 'origine des (p, q) et sa
dérivée H(p7 q) y est semi-définie négative puisqu’elle est nulle. Plus généralement, le théoreme
4.7 nous permet de conclure a la stabilité de la solution z* = 0 de I’équation (4.10) des lors que
pour cette équation, il existe une intégrale premiere V (z*,¢) qui soit définie positive dans un
certain voisinage de ’origine.

Les théoremes 4.7 et 4.8 se trouvent dans le mémoire de A. Lyapunov (1907) [119]; le corollaire
4.1 sur la stabilité uniforme est da a K.P. Persidski (1946) [155]. Le corollaire 4.2 est une extention
de V. Marackov [127]. On notera que les théoremes ci-dessus ont été largement améliorés par V.
Marackov, I.G. Malkin et J.L.. Massera dans les dernieres décennies, ils ont été mis notamment
sous la forme de conditions suffisantes et nécessaires de stabilité. Beaucoup d’efforts ont été aussi
consacrés au probleme inverse : c’est-a-dire le probleme de détermination d’une V-fonction pour

un systeme (4.10) dont on sait que la solution z* = 0 est stable.

4.4.4.2 Conditions suffisantes d’instabilité

Théoreme 4.9 S7il existe une fonction scalaire V (2*,t) possédant des dérivées partielles pre-
miéres continues sur un domaine U x I, telle que V(2*,t) — 0 quand z* — 0, uniformément
pourt € I, 1 V(Z*,t) est de signe défint et s’il exste T > 0 tel que pour tout t > T el tout
n posilif aussi petit que U'on veut, on peut trouver au moins un a tel que |la|] < n et V(a,t) de

méme signe que V, alors la solution z* = 0 est une solution instable pour U'équation (4.10).

Le théoreme 4.9 sur I'instabilité est di & A. Lyapunov [119]. Il existe d’autres théoremes
donnant des conditions suffisantes d’instabilité et utilisant des fonctions auxiliaires, les plus
répandus sont dus & N.G. Tchetaev (1934) [199]. Nous n’énoncerons pas ces théoremes car ils
restent difficiles d’application.

On peut citer, concernant ces études de stabilité grace & des V-fonctions, les travaux de
I.G. Malkin, V. Marackov, et J.L. Massera déja mentionnés, voir aussi N.G. Tchetaev [199] [200]
[201], G.N. Dubosin [34], A.P. Duvakin et A.M. Letov [36], A.D. Gorbunov [47] [48], S.V. Kalinin
[80] [81], N.N. Krasovski [88] [90], A.L. Lure [118], A.D. Maizel [121]. Pour le probleme inverse,
on peut consulter H.A. Antosiewicz (1958) [5], .G. Malkin et J.L. Massera, A.D. Gorbunov et
V. Marackov, N.N. Krasovski [89], E.A. Barbasin [12], N.G. Tchetaev [200] [201], T. Yoshisawa
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[217], J. Kurzweil [91] [92].

4.4.4.3 Application de la méthode directe au systéme variationnel

1l est parfois intéressant de s’inspirer du systéme variationnel, associé a ’équation différentielle
et a la solution dont on veut étudier la stabilité, pour construire la fonction auxiliaire appropriée.

Considérons a cet effet le systéme variationnel suivant, associé a I’équation (4.10) :
2= B(t).2" + g(z%,¢t) (4.11)

On supposera que le terme non linéaire ¢(z*,¢) vérifie 'hypothese :

Z* 1
W — 0 lorsque z* — 0 uniformément par rapport a ¢ sur [0, 4o0]. (4.12)
z
On s’était déja posé la question, dans les sous-sections précédentes, de savoir dans quelles

conditions la stabilité de la solution zéro dans le systéme variationnel linéaire :
2= B(t).z" (4.13)

impliquerait la stabilité de I'origine dans le systéme (4.11). La réponse a cette question est possible
si ’on pouvait trouver une fonction de Lyapunov qui conviendrait a la fois au systéme variationnel
linéaire (4.13) et au systéme variationnel (4.11). On va alors construire explicitement une fonction
de Lyapunov quadratique pour le systéme linéarisé, puis on va montrer qu’elle marche aussi pour
le systéme variationnel (4.11) de départ.

Commengons par traiter le cas ot le systéme variationnel linéaire (4.13) est autonome (voir
plus généralement le chapitre 1). Dans ce cas, B(t) = B est constante et on va chercher une

fonction de Lyapunov forte sous la forme :
V(") =162 (4.14)

ol G est une matrice constante symétrique définie positive. La dérivation de V(z*) le long des

trajectoires du systeme linéarisé (4.13) donne :
V(i) = 2»T.Ce
on,C = BT'.G+G.B
1l est alors clair que on peut construire une fonction de Lyapunov forte si, pour la matrice

B on peut associer une matrice G définie positive et une matice C' définie négative vérifiant :

C = BT.G + G.B. Introduisons i ce stade le lemme suivant :
Lemme 4.1 Soit B une matrice réelle d’ordre n. L’ équation matricielle :
C=BT'G+G.B
admet une solulion définie positive G pour loule matrice définie négative C' si et seulement s

Re < 0.
#ESp(B)M
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Dans le lemme ci-dessus, Re p désigne la partie réelle de la valeur propre p lorsque cette
derniére parcourt le spectre de B noté Sp(B). Notons que cette hypotheése sur les parties réelles
des valeurs propres de B est moins restrictive que 'hypothese de définie négativité de B voir
'inégalité (4.15).

En d’autres termes on vient de montrer par la méthode directe que si, les valeurs propres
de B ont toutes des parties réelles strictement négatives, alors 'origine est asymptotiquement
stable pour le systeme linéarisé (4.13). Bien que ce résultat soit par ailleurs connu, cette méthode
directe a ’avantage de montrer que la fonction de Lyapunov (4.14) construite pour le systeme
linéarisé (4.13) convient également pour le systeme initial non linéaire (4.11). Pour s’en convaincre
choisissons C' = —1, par le lemme 4.1 on lui associe une matrice G définie positive de sorte que

la dérivée de la fonction V(z*) = 2*T.GG.z* le long des trajectoires de (4.11) s’écrive :

V(25 t) = 2T 2" + 22°T.G g (2% 1)

Par 'hypothese (4.12), on peut choisir ¢ = ;& (a = [|G||) auquel correspond n(s) > 0 tel
que, [lg(z*,t)|| < 4|27 pour ||z*|| < net t € [0,+00[. Il existe alors un voisinage de l'origine
U = {l|2*|| / |lz*]| < n} de sorte que V (z*,t) soit définie négative sur U'x I, I = [0,+oc[. En
effet, pour (2*,¢) € U'x I, V(2*,1) < —1|]z*[.

En résumé, par la méthode directe on prouve relativement facilement que si les valeurs propres
de B ont toutes des parties réelles strictement négatives, alors 'origine est uniformément asymp-
totiquement stable pour le systeme non linéaire (4.11). Ce résultat est par ailleurs obtenu, moins
simplement, en faisant des estimations sur la formule de la variation de la constante et en utilisant
le lemme de Gronwall (voir chapitre 1).

Intéressons-nous maintenant au cas général de systémes : variationnel (4.11) et variationnel

linéaire (4.13) non autonomes. On va définir, pour commencer, le caractere défini ou semi-défini

d’une matrice symétrique réelle dépendant du temps G(¢).
Définition 4.10 Une matrice réelle symétrique G(t) définie sur I = [0,+oo] est dite :
— définie positive s’il existe une matrice constante définie positive Gy telle que ¥V (2*,t) €
R*x I: 21.G(t).z" > 2T.Go.2* ;
— définie négative sl existe une matrice constante définie négative Gy telle que ¥V (z*,1) €

Rx I: zT.G(t).2" < 2T.Go.2*

D’une maniere équivalente, G/(¢) est définie positive s’il existe une constante g > 0 tel que

min u(t) > pp pourt € I. Elle est définie négative s’il existe un g < 0 tel que max pu(t) < o
Sp(G(2)) © Sp(G(t)) )
pour ¢ € I. Ceci est di aux inégalités classiques :

V (25t € R"xI:

pnW|27* < 2 TG().2" < pa ()]
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ol Uy, (t) = min u(t) et par(t) = max u(t).
= gty O O = syt

Notons aussi que I'on peut montrer aisément que : G(¢) est définie positive Ssi la forme
quadratique associée V (z*,t) = 2*T.G(t).z* est définie positive au sens de la définition 4.9. Il en
est de méme pour la définie négativité.

Enfin, la matrice G(t) est semi-définie positive Ssi V(z*,t) = z*T.G(t).2* est semi-définie

)
)

positive sur R™ x I ; semi-définie négative Ssi V(z*,¢) = z*T.G(t).2* est semi-définie négative sur

2"

R”™ x I. Cela se traduit au niveau du spectre de G(¢) par : y,,(¢) > 0 pour ¢t € I dans le premier
cas, fipr(t) < 0 pour ¢ € I dans le second.

Pour une matrice B(f) non symétrique, le caractére défini ou semi-défini est donné par celui
de sa partie symétrique : B (t) = %BTU).

La relation d’ordre qui existe entre les parties réelles de la matrice B(t) et les valeurs propres :
la plus petite de la partie symétrique B%(t) notée ., (t) et la plus grande notée ups(t) est :

pm (1) < Sp(f]iae(t))u(t) < par(t) (4.15)

L’inégalité ci-dessus montre que si la matrice B(t) est définie négative alors les parties
réelles de ses valeurs propres sont majorées par une constante strictement négative uniformé-
ment par rapport a . Si elle est définie positive, ces parties réelles sont minorées uniformément
par une constante strictement positive. Les réciproques de ces deux implications sont bien en-
tendu fausses.

Reprenons maintenant les systémes : variationnel (4.11) el variationnel linéaire (4.13) avec

I’hypothese (4.12); et donnons quelques conditions suffisantes de stabilité et d’instabilité.

Proposition 4.1 Si la matrice B(t) est semi-définie négative alors Uorigine est une solution
uniformément stable pour le systéme linéarisé (4.13) mais on ne peut rien conclure quant a la
stabulité de lorigine dans le systéme non linéaire (4.11) de départ (tout peut arriver stabilité ou

instabilité en fonction du terme non linéaire g(z*,t)).

La condition de semi-définie négativité de la matrice B(t) équivaut a ce que la valeur propre
maximale ups(t) de sa partie symétrique B (¢) vérifie ups(t) < 0 pour ¢ € I. Dans ce cas en
prenant pour fonction de Lyapunov V(z*) = 2*7.2* = ||2*||2, sa dérivée le long des solutions de

(4.13) vérifie :
V(2" t) =21 B(t).2* = 2*T.B%(1) .2

ce qui donne %HZ*HQ < 0 indiquant que toute perturbation appliquée au systeme linéarisé (4.13) &
partir de la solution zéro, voit sa norme décroitre au cours du temps. Si 2*({) est la perturbation
appliquée a 'instant ¢y alors on a [|2*(¢)|| < ||z*(to)|| pour ¢ > tg et il suffit de prendre n = ¢
dans la définition de stabilité pour conclure a la stabilité uniforme du systéme linéarisé. On peut
aussi appliquer le corollaire 4.1 pour arriver & cette méme conclusion. L’exemple qui suit montre
que la semi-définie négativité de B(t) ne suffit pas pour pouvoir conclure quant a la stabilité de

lorigine dans le systéme non linéaire (4.11).
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Exemple 4.7 Soit le systéeme 2x 2 :

g = a(t)z; +b(t) (57 + 23°) 2
%= —a(t)2] +b(1) (2% + 257) 23

on peut mettre ce systéme sous la forme (4.11) en posant :

&= (4 )
0 a(t
s 0
—a(t) 0
g(z",t) = b()l[="||*="
En prenant pour fonction auziliaire V(z*) = 2*T.2* = ||2*||?, sa dérivée sur les trajectoires

du systéme linéarisé est nulle. En effet B(t) étant antisymétrique, la forme quadratique associée
est nulle et donc semi-définie négative. Il vient alors que la solution zéro est uniformément stable
pour le systéme linéarisé. Cependant la variation de V(z*) le long des solutions du systéme non
linéaire s’écrit : V (2*,t) = 2b(t)||2*||* et entraine la stabilité ou Uinstabilité de Uorigine selon le
signe de b(t). Si b(t) < 0 l'origine est uniformément stable pour le systéme non linéaire d’aprés
le corollaire 4.1. FElle est uniformément asymptotiquement stable st b(t) < a < 0 en vertu du

théoréme 4.8. Enfin elle est instable si b(t) > o > 0 en vertu du théoréme 4.9.

Proposition 4.2 Si la matrice B(t) est définie négative alors Uorigine est une solution unifor-

mément asymptotiquement stable pour le systéme linéarisé (4.13) et pour le systéme non linéaire
(4.11).

T 2¢ = ||2*||? le long des solu-

Pour s’en convaincre, la dérivation de la fonction V(z*) = z*
tions du systeme linéarisé et I’exploitation de ’hypothese sur B(t) nous met dans les conditions
d’application du théoréme 4.8 et entraine 'uniforme et asymptotique stabilité de I'origine. D’une
maniere équivalente, on sait qu’il existe une constante g < 0 telle que la valeur propre maximale
de la partie symétrique B (t) vérifie pps(t) < po < 0 pour ¢ € I. Par dérivation de V (2*) sur le
systeme linéarisé on obtient £||z*(|2 < 2u0|z*|| et donc, en notant 2*(fo) la perturbation appli-
quée a linstant {g, on a [[z*(¢)|| < ||2*(to)|| exp po(t — to). Ceci montre que toute perturbation
appliquée au systeme linéaire a un instant £y donné, décroit exponentiellement vers zéro a partir
de ce méme instant.

On va montrer maintenant que la fonction auxiliaire V (2*) = ||2*||? est également une fonction

de Lyapunov pour le systéme non linéaire (4.11). En effet sa dérivation le long des trajectoires

de (4.11) vérifie :
V(z*,t) = 22T B(t).2" + 22" g (2%,1)

Comme 2*T.B(t).2* = 2*T.B3(t).2* < pup (8)]]2%]]* < pol|2*]]? (avec pg < 0) et compte tenu

de ’hypothese (4.12), il existe un voisinage U’ de ’origine tel que V(Z*, t) soit définie négative sur
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U'x I.On a donc stabilité uniforme asymptotique de 'origine dans le systéme non linéaire par le
théoreme 4.8. On a montré plus précisément qu’il existait une constante ¢ < 0 et un voisinage U’
de l'origine tel que Z||z*[|2 < 2¢||z*||? sur U" Ce qui montre que toute perturbation z*(to) € U’
conduit & ||z*(¢)|| < [|z*(t0)|| exp c(t — to) pour t > tg d’ou la stabilité exponentielle de 1'origine
pour le systeme (4.11).

Proposition 4.3 St la matrice B(t) est semi-définie positive on ne peut rien conclure sur la

stabulité ou linstabilité de Uorigine pour le systéme linéarisé (4.13).

En effet si la valeur propre minimale de la partie symétrique BS(t) vérifie u,,(¢t) > 0 pour
t € I, alors la dérivation de V(2*) = ||z*||* le long des solutions du systeme linéarisé donne :
%HZ’*HQ > 0. Cela montre que toute perturbation appliquée & un instant ¢y donné, voit sa norme
augmenter au cours du temps. On peut juste conclure dans ce cas que 'origine ne peut pas étre
attractive et que s’il y a stabilité elle ne sera pas asymptotique. Cependant on peut avoir stabilité

ou instabilité du systeme linéarisé comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 4.8 Soit le systéme linéarisé 2* = B(t).z* (L € I) avec :

B = [ N %]

(1+2)*

—
jem)

Bien que B(t) soit semi-définie positive, l'origine est uniformément stable car toutes les solu-
tions de ce systéme linéaire sont bornées. En effet puisque B(t) est diagonale, on peut expliciter

sa matrice fondamentale (ou résolvante) :

exp(arctant) 0
Y(t) = [ .
0 exp(l—H)
de sorte que toute solution partant de condition initiale (z*(tg) = z3) s’écrive : z*(t) =

Y (t — to).25 pour t > tg. La stabilité uniforme vient du fait que Y (¢t — to) soit bornée pour
0<ty<t.

Pour donner un exemple de matrice semi-définie positive et ot [’origine est instable, rem-
plagons le second cefficient diagonal de B(t) par une constante a > 0. Il vient alors que deuz
solutions linéairement indépendantes sont : ( exp(arctant) 0 ) et (0 exp(at) ), la deuriéme

étant non bornée el donc instable.

Remarque 4.4 [l est a noter que bien que les valeurs propres de B(t) soient toutes positives
dans le premuer exemple ci-dessus, origine est néanmoins stable. Il est excessivement dangereux
de faire un rapprochement hdtif avec le cas autonome ot une seule valeur propre a partie réelle

positive entrainait ['instabilité.

Proposition 4.4 Si la matrice B(t) est définie positive alors lorigine est une solution instable

pour le systéme linéarisé (4.13) et pour le systéme non linéaire (4.11).
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En considérant comme précédemment la fonction auxiliaire V(2*) = ||2*[|?, on montre que
sa dérivée le long des solutions du systeme linéarisé est définie positive entrainant I’instabilité
par le théoreme 4.9. De méme, il existe un voisinage U’ de ’origine tel que V(z*, t) soit définie
positive sur U’ x I conduisant & I'instabilité du systéme non linéaire par le théoreme 4.9.

Notons que I’hypothése sur B(t) est trop restrictive. En effet, elle exige ’existence d’un
to > 0 minorant toutes les valeurs propres de B®(t) pour ¢ € I. Dans ce cas () > po et
L112*]|? > 2puo||z*||* entrainant l'estimation suivante pour les solutions du systeme linéarisé :
[[2(0)|] > ||z*(to)|| exp po(t — to). Cette analyse n’est pas fine puisqu’elle montre que toutes les
solutions non nulles du systeme linéarisé explosent, alors que dans la définition de 'instabilité il
suffit de trouver une solution instable, il n’y a pas besoin qu’elles le soient toutes. En définitive,
cette condition suffisante d’instabilité est grossiere et ne conduit pas a un critére opérationnel
dans la pratique.

Intéressons-nous maintenant au cas particulier ot I'opérateur linéaire B(t), des systémes
(4.11) et (4.13), s’écrit : B(t) = —M~(¢).K(t). Les matrices M(t) et K(t) étant symétriques,
M (t) est bornée, contintiment dérivable et définie positive. Cela correspond & un systeme linéarisé
de la forme : M(t).2* + K(t).z* = 0. D’apres la proposition 4.2, une condition suffisante de
stabilité uniforme asymptotique de 'origine pour le systéme (4.11) est donnée par la définie
positivité de M~1(t).K(¢).

Notons que la définie positivité de M~1(¢).K(t) (ou de sa partie symétrique) est une condi-
tion plus restrictive que la définie positivité de K (¢). En effet, on montre que pour K symétrique,
M symétrique définie positive, la définie positivité de M~1(¢).K (¢) implique celle de K (¢). La
réciproque de cette assertion est fausse : le produit de deux matrices symétriques définies po-
sitives n’est pas toujours défini positif. Cette remarque peut étre utile, dans certains cas, pour
essayer d’affaiblir cette condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique. En particulier
lorsque M est constante, on montre que la définie positivité de K (t) suffit pour que lorigine soit
uniformément asymptotiquement stable dans le systeme (4.11).

Pour le voir, il suffit de prendre pour fonction auxiliaire V' (2*,¢) = z*T.M(t).z*. Sa dérivée

le long des trajectoires du systeéme linéarisé s’écrit :

V(z5t) = 22T H(t).z"
oul, H(t) = %—K(t)

On est bien dans les conditions d’application du théoreme 4.8; et la définie positivité de
[K(t) — %] représente une condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique de 'origine
pour le systeme non linéaire (4.11). En particulier, si M est constante cette condition se réduit
a la simple définie positivité de K (¢).

On peut résumer tous ces résultats en une seule condition suffisante donnée par la proposition

suivante :
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Proposition 4.5 Sl existe un opérateur G(t) borné, continiment dérivable el symétrique défin
positif, tel que Uopérateur G(t) + BT (t).G(t) + G(t).B(t) soit défini négatif alors lorigine est

uniformément asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire (4.11).

Si 'on dérive la fonction auxiliaire V (z*,¢) = z*7.G(t).2* le long des solutions de (4.13) on

obtient :

V(i) = 22T H(t).2"

o, H(t) = G(t)+ BT(1).G(t) + G(t).B(t)
la définie négativité de H(¢) donne la condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique
d’apres le théoréme 4.8.

Pour retrouver les résultats précédents concernant la stabilité de I'origine pour le systéme

non linéaire (4.11) :

1. Lorsque M (t) dépend du temps :

— En prenant G = Id, une condition suffisante de stabilité uniforme asymptotique est
donnée par la définie positivité de M~1(t).K(¢).

— En prenant G = M, une autre condition suffisante de stabilité uniforme asymptotique

est donnée par la définie positivité de [K () — X].

2. Lorsque M est constante :

— Avec G = M, une condition suffisante de stabilité uniforme asymptotique est donnée

par la définie positivité de K (t).

4.4.5 Meéthode de linéarisation

Les équations linéaires constituent pratiquement I'unique importante classe d’équations dif-
férentielles dont la théorie est relativement complete. Cette théorie qui en fait est une branche
de l'algebre linéaire permet de résoudre totalement les équations linéaires autonomes.

La théorie des équations linéaires est par ailleurs utile comme premiére approximation dans
la résolution de problemes non linéaires. En effet la linéarisation fournit une solution approchée
satisfaisante, sur des intervalles de temps finis, dans bon nombre de problemes non linéaires.
Ainsi, I’étude du probleme linéarisé est souvent le premier pas que I’on entreprend pour vérifier
la conformité des mouvements du systéme non linéaire avec son modele linéaire.

Cependant, méme si les solutions de I’équation linéarisée et celles de ’équation initiale ont un
comportement semblable pour des temps finis, on ne peut pas en dire autant si I'on s’intéresse
a leur comportement asymptotique lorsque ¢ devient grand. En particulier pour ’analyse de

stabilité, ’étude du probléme linéarisé ne rend pas toujours compte de la stabilité du probleme
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initial. Une étude spéciale est nécessaire pour établir le lien existant entre la stabilité des solutions
de I’équation initiale et celle de I’équation linéarisée, étude qui repose sur une analyse détaillée de
I’équation linéaire. C’est par cette analyse que nous allons commencer dans la section suivante.

Notons que I’étude du probleme linéarisé n’est qu’un moyen d’accéder simplement a la sta-
bilité du probléeme initial et ne constitue pas une fin en soi. En effet lorsque cette méthode de
linéarisation est opérationnelle, elle nous permet par la seule analyse du spectre de 'opérateur
linéaire de remonter a la stabilité des solutions du probleme non linéaire. Dans certains cas cri-
tiques, cette méthode de linéarisation ne permet pas d’avoir des informations sur la stabilité du
systeme initial ; il faut alors recourir & d’autres moyens comme par exemple la méthode directe

que 'on a vue précédemment.

Remarque 4.5 Certains auteurs en mécanique [207] parlent de stabilité linéaire. Terme qui
signifie que le systéme variationnel linéaire (4.13) ou probléme linéarisé est stable. Le terme
mathématique exact est stabilité infinitésimale et correspond au cas ou le systéme linéarisé est
stable mais ne permel pas de remonter a la stabilité du probléme non linéaire de départ. Ces
auteurs [207] étudient la stabilité du probléme linéarisé puis préconisent de faire des simulations
numériques afin d’analyser la stabilité du probléme wnitial, chose qui n’a pas €été possible par
la méthode de linéarisation. Dans ce cas, on ne voit pas l'intérét d’uliliser la linéarisation qui
d’aprés les auteurs ne permet pas de conclure, pour finalement faire des analyses non linéaires
(numériques). En effet, st Uon doit faire de telles analyses numériques pour étudier la stabilité,
autant les faire dés le départ et ainst €viter de rallonger le processus par une linéarisation non
concluante.

Dans toutes les applications en mécanique que ['on fera dans les chapitres suivants, on n’uti-
lisera la méthode de linéarisation que st elle permet de trancher la stabilité du probleme non

linéaire wnitial.

4.5 Systeme linéaire non autonome

4.5.1 Propriétés des solutions

On considere dans cette section le systeme différentiel linéaire et homogene suivant :
2 = B(t).z" (4.16)

Cette équation (4.16) peut provenir par exemple d’une linéarisation d’un systeme différentiel
non linéaire général.

On suppose que la matrice B(t) est continue sur I = [0, +oo[. Les théoreémes d’existence et
d’unicité nous assurent que par tout point (zf,%g) € R™ x I passe une seule solution maximale
définie sur I tout entier. Les solutions de I’équation (4.16) obéissent au principe de superposition

et forment un espace vectoriel de dimension n sur R. Pour obtenir toutes les solutions de (4.16), il
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suffit de trouver n solutions linéairement indépendantes. Si (z*(l), ey z*(”)) sont n solutions telles
que, pour un certain {o € I, les 2*(?) (to) = zg(i) (¢=1,...,n) soient linéairement indépendants
alors elles constituent une base de I'espace des solutions.

Une matrice Z(t) vérifie '’équation différentielle matricielle suivante :
Z=B().Z (4.17)

si et seulement si chacun de ses n vecteurs colonne est solution de (4.16). Si Z(t) est solution
non singuliere de (4.17), toutes les autres solutions sont de la forme Z(¢).C' ot C' est une matrice
constante quelconque. En notant Z(t) = (2*(V,...,2*(") ou les vecteurs colonne z*() sont
solutions de (4.16), il vient que les z*(*) sont linéairement indépendants Ssi det Z(t) # 0. Puisque
le déterminant de Z(t) vérifie I’équation de Jacobi-Liouville :

t

det Z(t) = det Z(to) exp (/t trB(7) dT)

0
alors si la matrice Z(t) est non singuliere a g, elle n’est jamais singuliere. Une telle matrice,
constituée de n vecteurs colonne formant une base des solutions de (4.16), est appelée matrice
fondamentale ou résolvante. Toutes les autres matrices fondamentales sont de la forme Z(¢).C' out
Z(t) est une matrice fondamentale connue et C' une matrice constante non singuliere. La matrice
fondamentale vérifiant Z(tg) = Id est dite matrice fondamentale principale en #y. Elle sera
notée Z(t,tp) et s’obtient & partir d’'une matrice fondamentale Z(t) quelconque par : Z(¢,1y) =

Z(t).Z7(tg). Dans ce cas, la solution de (4.16) passant par (z5,o) s’obtient simplement par :
25 (t) = Z(t, to).25

Notons que pour un systéme différentiel linéaire non autonome de type (4.16), il n’existe pas
de formule explicite donnant la matrice fondamentale associée. Cependant dans le cas ol B(t)

commute avec f;’; B(7) dr alors la matrice fondamentale principale en ¢y est donnée par :

Z(t, o) = exp ( /t: B(r) dr)

D’autre part, méme si I’on ne sait pas toujours 'expliciter, la matrice fondamentale vérifie la

relation importante :
Z(t, to) = Z(t,t1).Z(t1,t0)
pour tous t,tg,t; dans I. En particulier on a :
Z7 Nt ko) = Zl(to,t)
Z(t,to) = Z(1,0).2(0,t0) = Z(t,0).Z7(to,0)

La derniere formule montre que la famille de matrices a deux parametres Z(t,%y) peut étre

exprimée en termes d’éléments de la famille & un parametre Z(¢,0) et de leurs inverses. Si
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l'on connait une matrice fondamentale Z(¢) quelconque de (4.16) alors la solution du systeme

inhomogene 2* = B(t).z* + h(t) passant par (z5,%o) est :

ZX(t) = Z(¢). [Z_l(to).zg—}—/ Z7Y(7).h(T) dT

to

t
ou encore, z*(t) = Z(t,to).zg—l—/ Z(t,7).h(r) dr

to
4.5.2 Stabilité des solutions

Nous allons caractériser la stabilité d’un systéme linéaire non autonome de type (4.16). Re-
marquons d’abord que pour un tel systeme, toutes les solutions ont les mémes propriétés de
(stabilité, stabilité uniforme, attractivité,. .., etc). Ainsi la stabilité de n’importe quelle solution
est déterminée par la stabilité de la solution zéro. C’est pourquoi, il est permis de dire que le
systéme (4.16) est stable, instable, attractif,. .., etc, sans préciser de quelle solution il s’agit.

Pour un systeme différentiel non linéaire général, la stabilité et le caractere borné des solutions
sont des concepts indépendants. En revanche pour un systéme linéaire de type (4.16), ces deux
notions sont étroitement liées. Le systeme (4.16) est ainsi stable Ssi toutes ses solutions sont
bornées. Il est attractif Ssi toutes ses solutions tendent vers zéro lorsque ¢ — +oc. Le théoreme

suivant caractérise la stabilité du systeme (4.16) en termes de sa matrice fondamentale Z (¢, tg).
Théoréme 4.10 Le systéme différentiel linéaire (4.16) est :

(1) Stable, si et seulement si Z(t,tq) est bornée par rapport a t pour 0 <ty < t.

(ii) Uniformément stable, si et seulement si Z(t,tg) est bornée par rapport a t et ty pour 0 <

to < t.
(iii) Asymptotiquement stable, si el seulement si ||Z(t,to)|| — 0 lorsque t — +o0.

(iv) Uniformément asymptotiquement stable, si et seulement s’il est exponentiellement stable ;
cest-a-dire qu’il existe k > 0 et o > 0 tels que : || Z(t,7)|| = [|Z(t).Z271(7)|] < ke=2(=7)
pour 0 < 17 < t.

Les assertions (i), (ii) et (iii) se montrent facilement. La propriété (iv) repose sur la linéarité

de 'opérateur Z(t, ), voir la démonstration dans W. Hahn (1967) [54].

4.5.2.1 Conditions suffisantes de stabilité

Avant de donner quelques conditions suffisantes de stabilité pour le systeme (4.16), on va
montrer les principales différences qui existent avec le cas autonome. Alors que le cas ou B est
constante est completement traité par une condition suffisante et nécessaire de stabilité, on est
loin d’approcher la stabilité du cas non autonome général de facon aussi optimale. En effet, on

va voir que 'on ne dispose pas de condition spectrale de stabilité du systeme (4.16) qui soit
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a la fois suffisante et nécessaire. Montrons d’abord que continuer a raisonner sur le signe des
parties réelles des valeurs propres de B(t), comme dans le cas autonome, n’est pas la bonne
fagon d’obtenir une condition suffisante de stabilité. En effet, dans les exemples suivants, bien
que toutes les valeurs propres de B(t) ont des parties réelles strictement négatives, le systeme

linéaire associé est néanmoins instable.

Exemple 4.9 Soit le systéme linéaire 2* = B(t).2* avec :

—1—9cos?6t + 6sin 12t  12cos® 6t + I sin 12¢
—12sin® 6t 4+ §sin 12t —1 — 9sin? 6¢ — 6sin 12¢

B(t) = [

Le polynéme caractéristique de B est A* + 11\ + 10 = 0 et les valeurs propres de B(t) sont
les constantes négatives —1 et —10. Cependant, deux solutions linéairement indépendantes de ce

systéme sont :

«(1) 9¢ | cos 6t + 2sin 61 | @) _13¢ | sin6t — 2 cos6it
ZV=e el 2% =e

2 cos 6t — sin 6t 2 sin 6t + cos 6t
la solution z*(V) est non bornée indiquant que le systéme est instable.

Exemple 4.10 Un autre systéme avec des valeurs propres complexes constantes est :

2

-1 - %sintcost -1+ %sith

B(t) =

—1+%C082t 1—§costsint]

Les valeurs propres Ay = (—1 +1v/7)/4 et Ay = Ay ont des parties réelles négatives et pour-

tant le systéme est instable puisque l'une de ses solutions est non bornée et s’écrit : z*(t) =

t | —cost
ez .
sin ¢

Les exemples ci-dessus sont dus & Vinograd [213] pour le premier et Markus et Yamabe [128]
pour le second. Notons qu’une propriété des systémes non autonomes est que non seulement les
valeurs propres peuveut étre des fonctions de ¢t mais aussi les vecteurs propres. Ainsi la recherche
de solutions exponentielles du type, e’z (si A est constante) ou eJeo M) deS (si A dépend de t),
oll A est valeur propre de B(t) et 2 un vecteur constant, n’a pas de sens dans le cas général.

Pour obtenir une condition suffisante de stabilité dans le cas général, on va raisonner sur la

partie symétrique de B(t) notée : B (t) = [B(t) + BT (t)]/2. En notant par pi,, () = (mlsn( ) p(t)
Sp(B=~(t

et pp(t) = {n&g}({))u(t) la plus petite et la plus grande des valeurs propres de B (t) respective-
Sp(B=(t

ment, on obtient 'encadrement suivant pour les solutions du systeme (4.16) :

127 (to) || exp (/t:um(T) dT) <O < {127 (to) [ exp (/t pn (7) dT) (4.18)

to
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On a donc stabilité si lim sup fg pa () d7 < 4o00. Le systeme (4.16) est uniformément stable
t—4o00

si par(t) < 0 pour t € I. 11 est asymptotiquement stable si tl}?oo fg pap (1) dr = —oco. Enfin ce
systéme (4.16) est uniformément asymptotiquement stable s’il existe & < 0 tel que pps(t) < a < 0
pour t € 1.

On retiendra donc qu’une condition suffisante de stabilité uniforme du systéeme (4.16) est que
B3 (t) soit semi-définie négative (toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles pour ¢ € I).
Une condition suffisante de stabilité uniforme asymptotique est que B (t) soit définie négative
(toutes ses valeurs propres sont majorées par une constante strictement négative pour ¢t € I).
On peut comparer cette derniere condition avec celle qui exige que les parties réelles des valeurs
propres de B(t) doivent étre négatives strictement. En effet, la relation :

=)< R t) < ¢
fom () Sp(B%)u() o (t)

montre que la condition de définie négativité de Bs(t) est plus restrictive puisqu’elle implique que
toutes les parties réelles des valeurs propres de B(t) sont majorées par une constante strictement
négative sur I.

Dans les exemples 4.9 et 4.10, la condition de définie négativité de B5(¢) n’est bien entendu
pas vérifiée. En effet, dans ces exemples 4.9 et 4.10, le déterminant de la matrice B>(t) est
constant égal respectivement & —26 et —1/2 ce qui montre que 'une des deux valeurs propres de
B5(t) est positive.

Notons également que si la condition suffisante de stabilité, exigeant que toutes les valeurs
propres de Bs(t) solent négatives sur I, a I’avantage de convenir qu’elle que soit la forme de
B(t) dans le systeme (4.16), elle peut paraitre cependant un peut restrictive dans certains cas.
En effet si la matrice B(t) = Diag [di(t),...,d,(t)] est diagonale, alors sa matrice fondamentale
principale en ¢y est Z(t,{y) = Diag [exp(fti dy(7) dr),... ,exp(f;’; d,(7) dr)] et il suffit que ’on
ait tli?oo fti d;(1) dT < 400 (i = 1,...,n) pour avoir stabilité. En particulier, avec des termes
1

1-|}t2 OU [y ON a stabilité sans que la matrice BS(t) ne soit semi-définie

diagonaux du type
négative.

On peut donner quelques théoremes concernant le systeme différentiel 2* = [B(t) + C'(¢)].2*
ot C'(t) devient petite en un certain sens quand ¢ — 4oco. On pourra par exemple supposer
que [|C(¢)]] = 0 quand ¢t — 400, ou que f0+°o |IC(¢)|] dt < 4o00. De facon intuitive, il semble
raisonnable de penser que les solutions de ce systéme auront certaines propriétés de celles du

systéme (4.16) en ce qui concerne leur comportement asymptotique pour ¢t — +oo0.

Théoréme 4.11 Si le systéme (4.16) est uniformément stable (resp. uniformément asymptoti-

quement stable) alors il en est de méme du systéme :
Z=[B(t)+C(t)].2" (4.19)

pourvu que 0+Oo |C(¢)] dt < +o0.
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En effet si Z(t) est une matrice fondamentale de (4.16), alors toute solution de (4.19) est de
la forme :
t
) = Z().Z7 to) .2 —I—/ Z(t).Z7H1).C(r).2%(7) dr (4.20)
to
L’uniforme stabilité de (4.16) implique qu’il existe une constante K telle que || Z(¢).Z71(7)|| <
K pour 0 < 7 <t (théoreme 4.10). Par conséquent :

t
17O < KHZSHJr/t K[C@ =)l dr
0

Et par le lemme de Gronwall on obtient :

[2"()I < K exp (K/t: I dT) Izl

ce qui montre I"'uniforme stabilité du systeme (4.19).
Pour montrer que I'uniforme asymptotique stabilité de (4.16) implique celle de (4.19), remar-

quons que c’est un cas particulier du théoreme suivant :

Théoreme 4.12 Si le systéme (4.16) est uniformément asymptotiquement stable, alors il en sera
de méme du systéme (4.19) pourvu que ftl; [|C(7)]] dT < e1(t — to) + ¢3 ot ¢z est une constante

et ¢; un nombre positif que on peut choisir suffisamment petit.

Avec Z(t) matrice fondamentale de (4.16), le théoreme 4.10 montre qu’il existe des constantes
K > 0et a>0 telles que ||Z(t).Z7'(7)|| < Ke=*(#=7) pour 0 < 7 < ¢. Utilisant la forme (4.20)
des solutions de (4.19) il vient :
t
I ()] < Kem=U=)||25]| + K/ eI 2 (r)]) dr
to
Avec u(t) = e**||z*(¢)||, cette inéquation devient :
t
u(t) < Ku(ty) —}—/ K| C(r)|| u(r) dr
to

et par ’application du lemme de Gronwall :
u(t) < Kexp (K /t [|C(7)]] dr) ulte) < Kyefert=)y(1y), K, = KeXe
to
ce qui donne finalement :
27O < KyemleRe)t=o)z)

Il suffit alors de choisir ¢; < aK~! pour conclure & 'uniforme et asymptotique stabilité du
systeme (4.19). En particulier, on voit que ce résultat est sirement acquis si C'(t) — 0 quand
{ — 4o0.

Notons que dans les théoremes (4.11) et (4.12) le caractére uniforme de la stabilité est es-
sentiel. En effet 'exemple suivant qui est da & O. Perron [154] montre que si 'on remplace,
dans les théoremes (4.11) et (4.12), ’hypothese de stabilité uniforme asymptotique par stabilité

asymptotique, on ne peut plus conclure.
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Exemple 4.11 Sout le systéme différentiel 2* = B(t).z* avec :

—a 0
B(t) =
0 sinlogt + coslogt — 2a

e~ T

ell <2a< 1+ 3

. Les solutions de ce systéme sont de la forme { zi(t) 0 } et [ 0 z3(1) }
avec z5(t) = cyexp(—at) et z5(t) = caexp(tsinlogt — 2at). Il est clair que ce systéme est stable

(méme asymptotiquement stable) mats il n’est pas uniformément stable. St lon choisit pour C'(t)

c() = [ e ]

alors elle vérifie bien les hypothéses des théorémes 4.11 et 4.12 puisque fo_l_oo |C(t)] dt < +o0
et |C)|| = 0 quand t — +4o0. Cependant on va voir que le systéme 2* = [B(t) + C(t)].2*

la matrice :

est instable. En effet, les solutions de (4.19) sont données par z7(t) = cjexp(—at) et z3(t) =

[CQ +a fot exp(—7sinlog ) dr} exp(tsinlogt —2at) ; et limsup ||25(¢)|| = 400 si ¢q # 0. Pour le
i—+oo

voir, prenons la suite t, = exp[(2n + %)77] de sorte que sinlogt, = 1 pour n entier posilif. Pour

trexp(—m) <7 <t, exp(—%ﬂ), on a —sinlog T > % Ainsi pour co =0, ¢y =1 on a:

2w

tne” 3 .
”Zg(tn)u > / 65 dr 6(1_2a)tn >ty (6_2% _ €—7r> €(1+62 —2a)tn
t

ne” "

ce qui montre bien que ||z5(t,)|| = 400 quand n — +oo.

Enfin, on peut remplacer dans le théoreme 4.11 I’hypothese de stabilité uniforme par celle de
stabilité mais il faut alors rajouter une hypothese sur la tr[B(¢)] comme le montre le théoréeme

suivant :
Théoréme 4.13 Si le systéme (4.16) est stable alors il en est de méme du systéme (4.19) pourvu
que : f+oo [|C(t)] dt < o0 et ltim_&nf fttI’B(T) dr > —oo.

—+00

Partant de I’équation intégrale que vérifient les solutions de (4.19) :

)= Z(t).Z7 to) .2 —I—/ Z(t).Z7 (1).C(1).2*(7) dr

to
avec Z(t) bornée par hypothese de stabilité de (4.16).
Comme det Z(t) = exp fg trB(7) dr, on voit alors que Z71(t) est bornée et donc :

=" < kHzélHk/t ICO == ()]} dr

par "application du lemme de Gronwall :

t
=0l < kesp (& [ el ar) 1]
0
ce qui montre que le systeme (4.19) est stable.
Notons au passage que dans ’exemple 4.11 "'hypothése ltim_gnf fttI‘B(T) dr > —oo n’était
—+00

bien entendu pas vérifiée.
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4.5.2.2 Conditions suffisantes d’instabilité

La recherche de conditions suflisantes spectrales d’instabilité dans le cas général pour le
systeme (4.16) se révele beaucoup plus difficile. En effet on va voir que de telles conditions sont
en général trop restrictives, ne permettant pas une bonne approche du domaine de stabilité dans
la pratique.

Une condition suffisante d’instabilité du systeme (4.16) vient naturellement de I’encadrement
(4.18) de ses solutions. Elle est donnée par I'existence d’une constante a positive telle que p,, (¢) >
a > 0 pour ¢t € I. Cette analyse est trop grossiere : ’encadrement (4.18) n’étant pas assez fin.
En effet, cette condition exige que toutes les valeurs propres de la partie symétrique Bs(t) soient
minorées, pour ¢ € I, par une constante strictement positive. Elle implique ainsi que toutes les
solutions non nulles de (4.16) divergent, alors que dans la définition de l'instabilité une seule
solution non bornée suffit, il n’y a pas besoin qu’elles le soient toutes.

Essayons d’affiner notre analyse de l'instabilité en cherchant des conditions moins fortes.
Est ce que I'existence d’une valeur propre positive pour la matrice Bs(t) entraine I'instabilité du
systeme (4.16) 7 La réponse est immédiate et négative. En effet dans I'exemple suivant le systeme
est stable (il est méme uniformément asymptotiquement stable), alors que B®(t) possede une

valeur propre constante positive.

Exemple 4.12 Soit le systéme différentiel linéaire 2* = B(t).z* avec :

-1 2a(?)
0 -3

B(t) = [

Pour toute valeur constante de a le systéme est autonome et stable puisque ses valeurs propres
sont négatives. Pourtant si l’on choisit a = 2+/2, les valeurs propres de B(t) sont —5 et 1, la

seconde est positive.

Puisqu’une valeur propre positive de B (t) ne permet pas de conclure & Iinstabilité, essayons
d’imposer une condition un peu plus restrictive. Une valeur propre de B(t) a partie réelle positive
constitue-t-elle une condition suffisante d’instabilité 7 Cette nouvelle condition est plus restrictive
que la précédente puisque d’apres la relation :

=)< R t) < t
fom () Sp(Be(t))u() o (t)

une valeur propre a partie réelle positive de B(t) entraine ’existence d’une valeur propre positive
pour BS(t). L’exemple trivial suivant montre que B(¢) peut avoir une valeur propre a partie

réelle positive avec pourtant un systéeme associé stable.

Exemple 4.13 Soit le systéme différentiel linéaire 2* = B(t).z* avec :

B(t) = Diag [di(1),. .., dn(t)]
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La matrice fondamentale principale en ty est Z(t,tg) = Diag [exp(ﬁ; dy(7)dT),... ,exp(ﬁ; d,(7)
dr)]. Il suffit alors que les cefficients diagonauz d;(t) vérifient : tli?oo ftl; di(7) dr < 400 (i =

1,...,n) pour avoir stabilité. En particulier, méme avec des valeurs propres toutes positives de
B(t) du type ﬁ ou W, on a néanmoins stabilité.

Dans I'exemple ci-dessus, on peut reprocher aux valeurs propres, positives pour tout ¢ de
B(t), de tendre vers zéro lorsque ¢ — 4o0o0. On peut ainsi se demander si, en écartant cette
possibilité, on ne parviendrait pas a une condition suffisante d’instabilité. Est ce que la condition
suivante : il existe une valeur propre de B(t) de partie réelle supérieure a une certaine constante
strictement positive pour tout ¢, implique-t-elle que le systéme (4.16) est instable ? La réponse
a cette question est moins triviale. Nous avons consacré ainsi un certain temps & essayer de
montrer que ce qui précede est bien une condition suffisante d’instabilité. Nous sommes parvenu
finalement a infirmer cette proposition en construisant un contre-exemple reposant sur une idée
simple. L’idée est de construire une matrice B(t) avec des valeurs propres qui se croisent pour des
valeurs de ¢ aussi grandes que ’on veut. On peut toujours le faire avec une matrice 2 x 2 telle que,
pour une suite ¢, tendant vers l'infini, B(t,) a une valeur propre double. Cela permet, quand
on suit un vecteur propre (qui peut étre indépendant du temps), que sur certains intervalles
de temps la valeur propre associée est légerement positive et que sur d’autres intervalles cette
valeur propre est fortement négative. Cette compensation produit des solutions bornées et donc
un systeme (4.16) stable, avec néanmoins pour tout ¢ une valeur propre de partie réelle supérieure

a une constante strictement positive.

Exemple 4.14 Commencons par construire une fonction scalaire continue a(t) de période 10

telle que :
1. a(0) = a(10) = =C' (C' une constante positive a choisir),
2. pourt € [2,9], a(t) =1,
3. a(t) est croissante sur [0,2] et décroissante sur [9,10],
4. Uintégrale de a(t) est nulle sur une période (ceci fize le choix de C').

Avec la matrice B(t) suivante :

a(t) 0
0 a(t+3)

B(t) = [

le systéme (4.16) est stable (il est méme uniformément stable), et pourtant 1 est valeur propre
de B(t) quel que soit t.

De méme, si Uon choisit C' telle que lintégrale de a(t) soil strictement négative sur une
période, alors le systéme (4.16) est uniformément asymptotiquement stable avec toujours 1 comme

valeur propre.
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Remarque 4.6 Certains auteurs en mécanique [207] affirment que Uexistence d’une valeur pro-
pre a partie réelle positive de B(t) ou d’une valeur propre positive de B (t) est suffisante pour
entrainer linstabilité du systéme (4.16). lls prétendent ainst avoir établi une condition suffisante
d’instabilité du systéme linéarisé. Au vu des exemples précédents, qui sont en fait des contre-
exemples, il n’en est rien. Pour plusieurs raisons, notamment celle donnée par les contre-exemples
ci-dessus pour n’en citer qu’une, cette condition suffisante d’instabilité proposée dans cet article

[207] ne nous semble pas fondée.

On peut cependant obtenir une condition suffisante spectrale d’instabilité pour le systéme
(4.16) mais avec des conditions supplémentaires sur les vecteurs propres. Ainsi, dans le cas trés
particulier ou le vecteur propre associé a la valeur propre de partie réelle strictement positive
est constant, on a instabilité du systeme (4.16). En effet, supposons que p(t) = pq(t) + ¢ pa(?)
soit une valeur propre de B(t) avec un vecteur propre constant z. Dans ce cas, une solution
triviale de (4.16) passant par (zg,{p) est donnée par : 2*(t) = exp[fti p(r) dr] 2. Puisque
lz*(®)]] = HzéHexp[ﬁ; p1(7) dr], il vient que le systeme est instable si fti p1(7) dr est non
bornée par la droite. C’est en particulier le cas si la partie réelle de la valeur propre p(t) est

supérieure a une certaine constante strictement positive pour tout .

4.6 Systeme non linéaire non autonome

4.6.1 Linéarisation

On a montré dans la sous-section 4.4.2 que la question de stabilité d’une solution non sta-
tionnaire d’un systeme différentiel quelconque pouvait se ramener & la question de stabilité de

I’origine pour le systeme différentiel suivant :
2= B(t).2" + g(z%,¢t) (4.21)

Ce systeme (4.21) représente le développement de Taylor de I’équation différentielle initiale
au voisinage de la solution dont I’étude de stabilité est en question. Le premier terme de cette
série de Taylor est linéaire. On dit qu’on opére une linéarisation lorsque 1’on rejette les autres

termes. L’étude de stabilité de I’équation linéarisée :
2= B(t).z" (4.22)

a été faite en détail dans la section 4.5. Cette étude va nous servir a remonter a la stabilité du
systéme non linéaire (4.21), puisque la linéarisation n’exclut que les termes d’ordre supérieur.
Notons que la linéarisation est une opération intrinsequement définie (i.e., ne dépend pas du
systeme de coordonnées). L’étude de stabilité de Iorigine pour le systeme (4.21) sera faite dans
cette section, sous I’hypothese suivante sur le terme non linéaire :

lg (=" D)

=l — 0 lorsque z* — 0 uniformément par rapport a ¢ sur [0, 4o0]. (4.23)
z
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4.6.1.1 Conditions suffisantes de stabilité

On va montrer que le seul cas olt ’analyse de stabilité du systeme linéarisé (4.22) nous permet
de conclure aux mémes résultats pour le systeme initial (4.21) est celui ot la stabilité est uniforme
et asymptotique. En d’autres termes il sera montré que si le systeme linéarisé (4.22) est seulement
uniformément stable ou asymptotiquement stable, alors on ne peut rien conclure sur la stabilité

de lorigine dans le systéme non linéaire de départ.

Théoreme 4.14 Si le systéme linéarisé (4.22) est uniformément asymptotiquement stable, alors
la solution z* = 0 du systéme non linéaire (4.21) est uniformément asymptotiquement stable sous

Uhypothése (4.23).

En effet soit Z(t) une matrice fondamentale de (4.22), alors toute solution de (4.21) est de
la forme :
t
() = Z(t).Z27  (to) .25 —I—/ Z(t).Z27 (1) .9(z* (), 7) dr
to
L’uniforme asymptotique stabilité de (4.22) implique qu’il existe des constantes K > 1 et
a > 0 telles que ||Z(t).Z~1(r)|| < Ke=*(t=7) pour 0 < 7 < t (théoreme 4.10). Par conséquent :
t
IO < Ke™ g0+ K | lgte(r), ) ar
to
L’hypothese (4.23) permet de trouver un 7; tel que, si ||2*|| < 7y alors ||g(2*,1)|| < 53|27
pour tout ¢ € I. Tant que ||z*|| reste inférieur ou égal a 7y, on a la majoration :
o [t
=0l < K05+ 5 [ ez () dr
to

et par ’application du lemme de Gronwall :

(O] < K i)

slle”

On voit ainsi qu’il suffit de choisir K||z3|| < n si’on veut que ||z*|| reste inférieur ou égal a
n1. En prenant n = inf(np K~!,e K1), dans la définition de stabilité, on conclut & I'uniforme et

asymptotique stabilité du systeéme initial (4.21).

Proposition 4.6 Si la partie symétrique de B(t), notée B (t), est définie négative alors l'origine

est uniformément asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire (4.21).

En effet, dans ce cas il existe une constante négative « telle que pp(t) < a < 0 pour
t € I (ol upr(t) est la plus grande valeur propre de B (t)). Ceci montre que le systeme (4.22) est
uniformément asymptotiquement stable et ’utilisation du théoreme 4.14 acheve la démonstration.
Montrons enfin, par deux exemples, que si I’on remplace dans le théoreme 4.14 ’hypothese
de stabilité uniforme asymptotique de (4.22) par la simple stabilité uniforme ou stabilité asymp-

totique, alors on ne peut plus conclure quant a la stabilité du systeme (4.21).
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L’exemple 4.7, traité dans la sous-section 4.4.4.3, montre que lorsque la stabilité du sys-
teme linéarisé est seulement uniforme alors tout peut arriver pour le systeme initial (stabilité,
instabilité,. .. ,etc), en fonction du terme non linéaire g(z*,¢) vérifiant (4.23).

Dans I’exemple suivant, di a O. Perron, le systéme linéarisé est asymptotiquement stable

mais le systéme non linéaire (4.21) est instable.

Exemple 4.15 Considérons le systéeme (4.22) avec la matrice :

—a 0
B(t) =
0 sinlogt + coslogt — 2a

e—T

ell <2a< 1+ 5

. Les solutions de ce systéme sont de la forme { 25(t) 0 } el [ 0 23(¢) }
avec z{ (t) = cy exp(—at) et z5(t) = cyexp(tsinlogt — 2at). Il est clair que ce systéme est asymp-

toltiguement stable maus il n’est pas uniformément stable. St 'on chowsil comme terme non linéaire

dans (4.21) :
g(z"1) = [ 0*2 ]

21

alors il vérifie bien Uhypothése (4.23). D’un autre c6té, les solutions de (4.21) sont données par
21 (t) = crexp(—at) et z5(t) = {02 + ¢ fg exp(—7sinlog7) dr} exp(tsinlogt — 2at). Se référant
a Uexemple 4.11 de la sous-section 4.5.2.1, on montre que le systéme non linéaire (4.21) est

instable.

4.6.1.2 Conditions suffisantes d’instabilité

Comme il a été mentionné dans la sous-section 4.5.2.2 de la section 4.5, la recherche de condi-
tions suffisantes spectrales d’instabilité se révele moins fructueuse. En effet, de telles conditions
sont en général soit trop restrictives, ne permettant pas une approche raisonnable du domaine de
stabilité, soit difficilement réalisables dans la pratique. On va donner deux conditions suffisantes
d’instabilité pour le systeme (4.21) qui sont d’ailleurs celles retenues pour le systéme linéarisé

(sous-section 4.5.2.2).

Proposition 4.7 Sila partie symétrique de B(t), notée B5(t), est définie positive alors Uorigine

est instable pour le systéme non linéaire (4.21).

Une démonstration de cette proposition, utilisant la méthode direct de Lyapunov, a déja été
donnée en sous-section 4.4.4.3. On va donner ici une démonstration par I’absurde s’inspirant de
celle du théoreme de Lyapunov dans le cas autonome (voir chapitre 1).

Si Z(t) est une matrice fondamentale de (4.22), alors les solutions de (4.21) sont données

par :
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Comme la valeur propre minimale de B () est minorée par une constante positive (g, (t) >
a > 0), on a alors [|Z(t).Z7 (to).25]| > ||25]|e*=%) pour 0 < £y < t. Avec P un majorant
de pp(t), il existe K > 1 tel que ||Z(¢).Z~(r)|| < KeP¢=7) pour 0 < 7 < t. Pour conduire
cette démonstration par I'absurde et mettre en défaut ||z*(¢)|| < € pour tout ¢ € I, il faut une

minoration de ||z*(¢)|| qui s’obtient par :

t
=20l 2 5" = [ R0 lg(z" ).l ar

to
On peut choisir tg = 0, la suite de la démonstration s’obtient exactement en suivant les étapes
de la démonstration du théoreme d’instabilité de Lyapunov dans [46] (voir chapitre 1).
Notons d’autre part que la condition suffisante d’instabilité donnée par la proposition ci-
dessus est beaucoup trop exigente, si bien qu’elle est souvent non opérationnelle dans la pratique.

On lui préferera la condition suffisante d’instabilité ci-apres :

Proposition 4.8 5i la matrice B(t) posséde une valeur propre de partie réelle supérieure a une
certaine constante strictement positive ; si de plus, le vecteur propre associ€ a cette valeur propre

est constant alors l'origine est instable pour le systéme non linéaire (4.21).

En effet, supposons que p(t) = p1(t) 4+ @ p2(t) soit une valeur propre de B(t) avec un vecteur
propre constant z5. Dans ce cas, une solution triviale de (4.21) passant par (z3,%o) est donnée

par :

2*(t) = exp[/ p(r) dr] = —I—/ Z(t).Z27 (r).9(z*(7),T) dr

to to
ol Z(t) est une matrice fondamentale de (4.22). Avec P un majorant de uas(¢), il existe K > 1
tel que || Z(t).Z71(r)|| < KeP=7) pour 0 < 7 < t. Si a > 0 est le minorant de y(t), alors on
obtient la minoration suivante :

t
=20l 2 5" = [ B0 lg(e" ).l a

to
En remarquant que ||z|| peut étre choisie arbitrairement petite, il suffit de suivre & ce stade

les étapes de la démonstration du théoreme d’instabilité de Lyapunov dans [46] (voir chapitre 1)

pour conclure & l'instabilité de (4.21).

4.7 Conclusion

De cette étude de stabilité des systemes différentiels non autonomes, on peut tirer certaines
remarques et conclusions. Tout d’abord, en faisant un parallele avec le cas autonome ou pério-
dique, il vient que ces résultats sont loin d’étre transposables aussi facilement au cas général
non autonome. En effet, toute tentative de rapprochement hatif avec les résultats du cas auto-

nome peut conduire & des résultats erronés. De plus, les quelques résultats de stabilité existants
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dans le cas non autonome sont moins optimaux que ceux du cas autonome. La méthode directe
de Lyapunov permet d’avoir des conditions suffisantes et nécessaires de stabilité mais dans la
pratique, ces résultats restent difficilement applicables. L’absence de conditions spectrales a la
fois suffisantes et nécéssaires de stabilité fait qu’il est difficile de parler de vrai critere de stabi-
lité pour les systemes mécaniques visqueux. En effet, pour de tels systémes paramétrés par un
chargement, on peut approcher le domaine de stabilité par I'intérieur ou par ’extérieur mais il
reste difficile de trouver la charge critique de perte de stabilité dans le cas général. Les raisons
principales, nous semble-t-il, pour lesquelles il existe trés peu de résultats de stabilité pour des

solides visqueux, méme discrets, sont :

— L’absence de résultats théoriques de stabilité ayant le méme degré de généralité et aussi

optimaux que dans le cas autonome.

— La grande dispersion et le morcellement de ces résultats partiels et restrictifs dans la litté-

rature des systemes différentiels.

Nous allons donc, dans les chapitres suivants consacrés a la mécanique, utiliser les quelques
résultats répertoriés dans ce chapitre pour approcher la stabilité des systémes mécaniques vis-
queux. Méme si la théorie dans le cas non autonome n’est pas aussi perfectionnée que celle
relative aux systémes autonomes, il reste qu’il existe des résultats, certes, partiels et moins op-
timaux mais tout a fait rigoureux. Les remarques 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6 résument ’essentiel de

la différence de notre approche avec les résultats antérieurs sur le sujet.
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Chapitre 5

Stabilité d’une structure visqueuse a

variable interne discrete

5.1 Introduction

On étudie dans ce chapitre la stabilité d’un modele simple & nombre fini de degrés de liberté.
Ce modele, connu sous le nom de colonne de Shanley, a été tres fréquemment utilisé dans la
littérature. La plupart des analyses de cette colonne dans le passé se sont limitées & des problemes
indépendants de la vitesse de déformation et plus particulierement & des comportements élasto-
plastiques. Malgré la simplicité de sa géométrie, ce systéme est assez riche pour bien expliquer les
phénomenes d’instabilité intervenant dans des solides et des structures plus complexes. En effet,
grice a ses modes de stabilité découplés, cette structure permet une analyse compléte et détaillée
de la stabilité. De plus, la version continue de cette colonne (avec une distribution continue de
ressorts) posseéde tous les ingrédients d’un vrai probleme continu.

Sous D’effet d’un chargement quasi statique déterminé par un parametre de controle A, la
réponse de la colonne est instationnaire. Ceci est une particularité des systeémes visqueux pour
lesquels la réponse & une sollicitation est en partie différée dans le temps. L’absence d’équilibre
pour de telles structures nous suggere d’étudier la stabilité de leur évolution quasi statique. Cette
notion de stabilité au sens des trajectoires, moins classique que la stabilité des équilibres, nous
amene a considérer des problémes complexes car non autonomes. Ce type d’approche de la sta-
bilité est rencontré également dans les domaines des systemes dynamiques ou de "automatisme,
lorsque 'on s’intéresse au controle des objets en mouvement. Les principaux résultats de sta-
bilité des systémes non autonomes répertoriés dans le chapitre précédent seront ainsi utilement
exploités.

Par cette étude complete d’un modele simple, on essayera de faire ressortir toutes les spécifici-
tés de la stabilité visco-plastique. Cela va nous permettre de comprendre les diflicultés attachées
a la stabilité des structures visqueuses, sur un exemple relativement simple, avant de s’attaquer

a des structures plus complexes puis de généraliser aux milieux continus tridimensionnels. Rap-
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pelons qu’il existe trés peu d’études sur ce sujet difficile. Les quelques études existantes sont soit
completement linéarisées ne répondant pas au probleme non linéaire initial, soit postulant des
solutions de type exponentiel ne tenant ainsi pas compte du caractére non autonome du pro-
bleme. Aussi, notre approche se veut-elle globale, faisant clairement le lien avec les procédures

mathématiques habituelles de linéarisation des systemes différentiels non autonomes.
Notre analyse de stabilité passe essentiellement par quatre étapes :

1. Le choix des variables principales a retenir pour I’écriture du probleme d’évolution quasi

statique.

2. La mise de ce probleme d’évolution sous la forme d’une équation différentielle, fonction de

la seule variable principale retenue et du parametre de chargement.

3. La linéarisation de cette équation différentielle autour de I’évolution quasi statique insta-

tionnaire dont I’étude de stabilité est en question.

4. L’application des résultats de stabilité au systeme différentiel non autonome ainsi obtenu

par cette linéarisation.

On montrera notamment que, pour un certain choix de variables principales, cette méthode de
linéarisation ne permet pas de conclure sur la stabilité du systeme visqueux étudié. Par ailleurs,
avec d’autres choix de variables principales, cette méthode donne des résultats qui, a premiere
vue, peuvent paraitre différents. On tentera d’expliquer ces différences et de réconcilier ces deux

derniers choix de variables principales.

5.2 Description du modele de Shanley discret

5.2.1 Géomsétrie de la structure

Le systeme de la colonne de Shanley est constitué de deux barres rigides AB et C'D, de
longueurs respectives L et 2, liées rigidement (AB L C'D) au point B milieu de C'D. Ce cadre
indéformable, ayant la forme d’un L, repose sur deux ressorts identiques C'F et DFE & comporte-
ments visco-élastiques ou visco-plastiques. Le point B est astreint & se déplacer sans frottement
sur I’axe Oy.

Sous ’effet d’une charge verticale descendante d’amplitude A appliquée a 'extrémité A de
la colonne, les ressorts ont pour role de maintenir cette colonne dans sa position verticale (F1aG.
5.1). On notera par v le déplacement vertical du point B et par 6 la rotation de la colonne a

partir de sa position droite.
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¢ I
B
v
sl
F > E X

FiG. 5.1: Colonne de Shanley discrete et visqueuse.

5.2.2 Relations cinématiques

Le modele décrit ci-dessus est un systéeme discret & deux degrés de liberté (v, ), représentant
le déplacement vertical v de B et la déflexion latérale 6.

Les élongations des ressorts notées (e, €3) sont reliées aux degrés de liberté (v, ) par les

relations cinématiques :
€6 = v—Isind (5.1a)
€2 = v+lsind (5.1b)
Le déplacement vertical de A, point d’application du chargement, est :
us =v+ L(1 - cosb) (5.2)

Dans les relations cinématiques (5.1) et (5.2), on a fait le choix de garder toutes les non-
linéarités géométriques. Notons qu’il y a une relation biunivoque entre les variables (€1, €3) et

(v,0), puisque la relation (5.1) peut s’inverser pour donner :

€1+ €
v =
2
sing = 29
2l
Ce qui permet d’exprimer u 4 en fonction des seules variables ¢; et € :
€1 + € (€2 — €1)?
ug=—-"+L[1—4/1 - =—+"
4 y g

Ceci montre que 'on peut prendre indifféremment comme degrés de liberté le couple (v, 8)

ou le couple (e, €2). Dans la suite on gardera comme variables cinématiques le couple (v, 6).
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5.3 Evolution quasi statique

5.3.1 Variables et équations d’état

On associe au systéme précédent les variables d’état (€1, €q, a1, @3). Les élongations des res-
sorts €; et €5 représentent les variables observables. Les parametres internes ay et g sont les
variables cachées et s’identifient aux déformations visco-élastiques €¥ ou visco-plastiques €’ dé-
crivant le comportement irréversible des ressorts.

On adoptera la notation vectorielle : w = (uy,u2) = (v,0), €(u) = (€1, €2), a = (o, az),
o = (01,07) et A= (A1, Az).

L’énergie potentielle totale du systeme W(e, e, A) s’exprime en fonction du potentiel d’énergie

libre W (e, o) et du potentiel des efforts extérieurs Wegs(u, A) par :
W(e,a, A) = W(e,a) — Wegi(u, A)
Avec :

Wi(e,a) = %E(el —ap)? + %E(ég —ag)? + %ha% + %ha%
Wept(u, A) = Ao+ L(1 — cos8)]

Les constantes positives E et h désignent respectivement le module d’Young et le ceeflicient
d’écrouissage. En exploitant la relation (5.1) : € = €(u), on peut écrire I’énergie potentielle totale

en fonction des variables u, a et X :
1 _ , 1 _ o1, 1,
W(u,a, A) = §E(U—lsm0—a1) —|—§E(v—|—lsm0—a2) +§h041—|—§h0z2 — Ao+ L(1 — cos 8)]

Les équations d’état donnant les forces thermodynamiques associées aux ressorts sont :

o; = %Z:E(ei—ai) 1=1,2
A, = —(_?W:Ui—hozi 1=1,2
Jdoy;

En fonction des seules variables (u, a) ces forces s’écrivent :

o;i = Efv+(=1)1sinf — o] i=1,2 (5.3)
A = Elo+(-1)4sin6] —(E+h)a; i=1,2 (5.4)

Les équations (5.3) et (5.4) ci-dessus se résument en o = o(u,a) et A= A(u, ).
5.3.2 Equations d’équilibre
On sait que I'équilibre statique du systéme rend stationnaire ’énergie potentielle totale :

Wy -du=0 Viu (5.5)

)
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Ainsi les équations d’équilibre s’écrivent :

WU = 0'1—|-O'2—>\:0

’

Wy = (02— 01)lcosf — ALsinf =0

traduisant respectivement 1’équilibre des forces et 1’équilibre des moments.

En ne gardant que les variables u, a et A les équations d’équilibre deviennent :

2Ev— E(lon+az) = A
. AL
2Elsinf — F(az — ay) = Ttan@

Il est & noter que les variables qui apparaissent dans I'expression de I’énergie W(u, a, A) ne
sont pas completement indépendantes. En effet, I’équilibre (W, - du = 0, V du) fournit une
relation entre les variables (u, o, A). Sous la condition de stabilité élastique (6w - W 4y - du > 0,V
du # 0), 'équation d’équilibre (5.5) permet d’écrire w comme une fonction de a et A (théoreme
des fonctions implicites). Cette inversion u = u(a, A) n’est pas completement explicite si I'on

garde les non-linéarités en sin # et tan . On obtient ainsi :

A o + a;
. A Qg — Q)
oll—-—— ) = —— 5.6b
s ( A COSH) 21 ( )
Dans les expressions ci-dessus, Ag = % représente la charge critique de perte de stabilité

élastique. Elle correspond aussi & la charge de bifurcation de cette colonne de Shanley élastique
et coincide avec la perte de définie positivité de la seconde variation Wy, [du, du] sur la solution
fondamentale # = 0. Notre étude concerne la stabilité de la colonne visqueuse, si bien que ’on
restera a des niveaux de charges bien en deca de la perte de stabilité élastique, de sorte que
I'inversion u = u(a, A) soit toujours possible.

On peut remarquer aussi que I’équation d’équilibre (5.5) nous permet d’écrire a comme une

fonction de u et de A. Cette relation a = a(u, A) est cette fois explicite :

A ) A

@ = v Isin 6 (1 " Npcosd COSH) (5.7a)
A ) A

Qg = U — ﬁ + [sin @ (1 - m) (57b)

En résumé, I’équilibre relie les variables u, a et A par les relations u = u(a, A) : équations
(5.6) ou a = ax(w, A) : équations (5.7). Ceci permet d’exprimer les forces thermodynamiques soit
en termes de (a, \) seulement : o = o (u(a, ), a) et A = A(u(a, ), a), soit en fonction de
(u, ) seuls : 0 = o (u,a(u,N)), A = A(u,a(u,N)). La relation donnant A (u(e, A), ) peut
étre directement déduite de I'expression de I’énergie a 1’équilibre. Si ’on note par W" (a, A) cette
énergie a ’équilibre ou énergie réduite :

W (a, \) = W (u(a, A), o, A) = min W(u, a, A)

u
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alors la force généralisée A (e, A) s’obtient par :

A=-W, ()

5.3.3 Regle d’écoulement

Pour résoudre completement le probleme de 1’évolution quasi statique, il nous faut une re-
lation supplémentaire décrivant le comportement irréversible. Cette relation est obtenue par la
donnée d’un second potentiel, appelé potentiel de dissipation, donnant les relations entre forces
thermodynamiques et flux. En supposant que la déformation n’est pas un parametre dissipa-
tif!, ce potentiel de dissipation sera noté D(c&) et relie les forces généralisées & la vitesse des

parametres internes par :

A=Dg

)

Il est parfois plus commode d’utiliser le potentiel dual au potentiel de dissipation noté Q(A)

et obtenu par la transformation de Legendre-Fenchel :
QA=A -a-D(a)
L’évolution des parameétres internes sera ainsi donnée par la loi complémentaire :
a=Q4

Cette méthode des deux potentiels, potentiel d’énergie libre et potentiel de dissipation, a un
caractere systématique et permet I’écriture des problemes d’évolutions avec la plupart des lois de
comportement usuelles. Les matériaux entrant dans le cadre de ce formalisme sont connus sous
le nom de matériaux standard généralisés (B. Halphen et Q.S. Nguyen (1975) [62]).

La forme du potentiel (A) dépend du comportement visqueux que ’on cherche & modéliser.
Pour un comportement visco-élastique de type Maxwell, le potentiel dual de dissipation Q(A)
est donné par :

2
QA) = ;1—77

ol 7 est un parametre de viscosité. La régle d’écoulement s’écrit alors :

On utilise parfois le potentiel de Norton-Hoff généralisé pour modéliser le comportement

visqueux non linéaire. Le potentiel dual correspondant sera :

o =e[(2)"+(2)] > oo iy

!Le cas ot la déformation est aussi un parametre dissipatif n’ajoute pas de difficultés particulieres et sera traité

ultérieurement.
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L’écoulement visqueux s’écrit alors :

. m (AN .
aZ_QAz._cA—C (A_c) 1=1,2

Notons que 'on retrouve le comportement visco-élastique de Maxwell (a4 potentiel quadra-
. A2
tique) en posant : m =2, ¢ = 2—;

Enfin pour un matériau a seuil, le potentiel visco-plastique de Perzyna, par exemple, est

donné par :

(| AL ] —A)? | ([ Aa] —A)?
_|_
27 2n

Q(A) =

ol ( ) désigne la partie positive. L’écoulement visco-plastique s’obtient alors par :

(1 Ai| —Ac)

sign(A;) i=1,2
n

& =

5.3.4 Equations d’évolution

Sous l'effet d’un chargement défini par un parametre de contrdle A(t) € [0, Ap], t € [0, +o0],
la colonne visqueuse a une réponse instationnaire w(t), a(t) dépendant de la vitesse d’application
de ce chargement.

Cette réponse représente 1’évolution quasi statique du systéme sous le controle du charge-

ment : A = A(¢), et est régie par 'ensemble des équations :

Wy-du = 0 Y du Equilibre,
A = —Wgy(u,a ) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (5.8)
a(0) = ag Donnée initiale.

On peut éliminer I’équation d’équilibre en introduisant 1’énergie réduite de sorte que ce sys-

téme devienne équivalent au systeme suivant :

Wia,A) = W(u(a,N),a, ) Energie réduite,

A = -W,(e,}) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (5.9)
a0) = ag Donnée initiale.

La résolution de I’équation différentielle (5.8) ou (5.9), pour une fonction de chargement A(t)
donnée, détermine completement I’évolution quasi statique du systéme sous la forme u(t), a(t),

t €10, +o0].
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5.4 Solution fondamentale visco-€élastique

Dans cette section et la suivante on va calculer analytiquement, lorsque c’est possible, cer-
taines solutions fondamentales correspondant a des lois de comportement visqueuses particulieres.
La solution fondamentale correspond, en fait, & I’évolution quasi statique dont on veut étudier
la stabilité.

Le qualificatif “fondamentale” vient du fait que certaines solutions se distinguent des autres
par des propriétés particulieres. Ces propriétés peuvent étre des symétries remarquables auquel
cas une bifurcation, a partir de ces branches, peut s’effectuer par rupture de symétrie.

Intéressons-nous a la solution fondamentale #(¢) = 0, V ¢, correspondant & une colonne qui
reste droite tout au long de son évolution sous I’effet du chargement. Nous allons considérer deux
types de lois de comportement visqueuses, I’'un & potentiel quadratique alors que 'autre est non
linéaire.

Le comportement visco-élastique de Maxwell est représenté par le modeéle rhéologique de la

F1G. 5.2. Ce modele est un assemblage en série d’un ressort et d’un piston visqueux (amortisseur).

FiG. 5.2: Modéle rhéologique du comportement visco-élastique de Maxwell.

Le potentiel d’énergie libre associé a ce modele est :
1
Wi(e, a) = 5(6 —a).F.(e—a)
Les lois d’état sont alors :

o = W.,=FE.(c—a)
A = -W,=o0

La donnée du potentiel de dissipation ou, d’une maniere équivalente, son potentiel dual :
. . . .
D(a) = JGnb = Q(A) = §A.77 A

permet de déterminer completement cette loi de comportement par les relations complémen-

taires :

A=Dgs=na<=a=Qr=n"1A
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Par une combinaison de ces équations, on peut obtenir la relation reliant la vitesse de défor-

mation a la contrainte et & son taux de variation :
é=F'o+nto (5.10)

Dans ces formules, i représente un parametre de viscosité, scalaire dans le cas unidimen-
sionnel. Dans la généralisation de cette loi au cas tridimensionnel,  apparait comme un tenseur
d’ordre quatre, tout comme les tenseurs des modules d’élasticité F ou d’écrouissage h.

Dans ce modele rhéologique, si l'on suppose connu le trajet €(t), ¢ > 0, (¢(t) = 0 pour ¢ < 0)

alors I’équation (5.10) s’integre en :

Ce matériau a une mémoire puisque la valeur de ¢ a 'instant ¢ dépend des valeurs de € aux
instants précédents. Cette mémoire est évanescente a cause de I’exponentielle décroissante qui
figure dans I’expression ci-dessus. Cette propriété vaut, a ces milieux, ’appellation de matériaux
dépendant du temps physique (ou dépendant de la vitesse de déformation).

Pour retrouver le comportement visco-élastique de Maxwell avec écrouissage cinématique, il
suffit de rajouter au modele précédent un ressort en parallele au piston visqueux. Le modele

rhéologique associé est donné par la FiG. 5.3.

h

AN

Fic. 5.3: Modele rhéologique du comportement visco-élastique de Maxwell avec écrouissage ci-

nématique linéaire.

Les potentiels d’énergie libre et de dissipation sont :

1 1
Wi(e,a) = 5(6 —a).E.(e—a)+ Ea.h.a
1 1
D(a) = gén.d < QA) = 5A.n—l.A

Les équations d’état et les lois complémentaires sont :
o = W.,=FE.(e—a), A=-W,=0-ha
A = Dy=néa<e=a=Qs=n"A
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La solution fondamentale # = 6°(t) = 0 associée & la colonne reposant sur des ressorts a

comportement visco-élastique de type Maxwell avec écrouissage cinématique linéaire vérifie :

A
0o _  0_ .0
R Y 5
A9 B (E+h)a®  h pY
& = A_BUZ(EdMer | o Aoy
n n n 27

Lorsque A(t) croit a partir de zéro, ces équations s’intégrent pour donner :

Q@) = ag(t):/e—%“—“;;) ds (5.11)
e = a0

°t) = 0 Vt>0

A partir de ces expressions donnant u%(¢) = (v°(t),6°(t)) et &°(t) = (a(t), a3(t)), on déduit

les autres variables d’état par :

Q) = &) =0
A = o=
A = 30 =Yty

On peut remarquer que pour un chargement A(¢) € [0, Aps], cette solution fondamentale est

bornée. En effet, d’apres (5.11) on a :

AMm
Oy 1< 224

5.5 Solution fondamentale visco-plastique

Par convention, nous appellerons visco-plastiques les lois de comportement visqueuses véri-

fiant :
Y

oar? =0
et par visco-élastiques celles qui vérifient :

0?Q

gar %0

Méme si cette convention ne fait pas ’unanimité dans la littérature, elle est au moins commune
a F. Sidoroff et a P. Suquet. Ce choix est d’ailleurs sans conséquences sur la généralité des résultats
qui vont suivre.

Avec cette convention, les comportements visqueux linéaires (& potentiel de dissipation qua-
dratique) seront dits visco-élastiques. En revanche, ceux non linéaires (& seuil ou & potentiel de

dissipation non quadratique) seront appelés visco-plastiques.
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Considérons alors la colonne précédente reposant sur des ressorts a comportement visco-
plastique. Le modele de Bingham, par exemple, est décrit par le modeéle rhéologique de la FiG.

5.4 et représente un matériau a seuil.

FiG. 5.4: Modele rhéologique du comportement visco-plastique de Bingham.

Dans ce modeéle rhéologique, on a placé en parallele un piston visqueux et un patin de frot-
tement solide ; le tout est en série avec un ressort. Les potentiels d’énergie libre et dual de

dissipation sont :

Wi(e,a) = %(e —a).F.(e-a)
(| A]-0c)
2

Les lois d’état et les relations complémentaires s’obtiennent par :

o = W.,=F(c—a), A=-W,=0
ol —-o.) .
@ = Qu= Mszgn(a)
n
Ce comportement ainsi défini est sensible a la vitesse de déformation puisque le piston impose
une contrainte proportionnelle & sa vitesse d’allongement. Remarquons que si ’on tire infiniment
vite, ou si le parametre de viscosité n devient infiniment grand, alors le piston est bloqué et le
comportement est purement élastique (voir le diagramme de la FiG. 5.6). A Iinverse, si I’on tire
infiniment lentement ou si la viscosité tend vers zéro, le piston reste “mou” et I'on retrouve le

comportement élasto-plastique parfait donné par le modele rhéologique de la FiG. 5.5.

FiG. 5.5: Modele rhéologique du comportement élasto-plastique parfait.
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N3

ou
vitesseinfinie
N,

Ny

n—2~0 ou vitesse nulle

Plastique parfait

Fi1G. 5.6: Modele de Bingham, cas limites : n — 0 et n — 4o0.

Pour obtenir un matériau écrouissable, il suffit de rajouter au modele de Bingham un ressort
en parallele avec le piston et le patin. On obtient ainsi le comportement visco-plastique de Perzyna

donné par le modele rhéologique de la FiG. 5.7.

FiG. 5.7: Modeéle rhéologique du comportement visco-plastique de Perzyna.

Les potentiels d’énergie libre et dual de dissipation associés sont :

Wi(e, o) = %(e —a).E.(e—a)+ %a.h.a
<| A | _Ac>2
21
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De la méme fagon, on retrouve un comportement purement élastique pour une vitesse de
chargement, ou une viscosité, infiniment grande (voir le diagramme de la F1G. 5.8). A I'opposé,
si la vitesse de chargement, ou la viscosité, tend vers zéro, on obtient un comportement élasto-

plastique & écrouissage cinématique linéaire (voir le modele rhéologique de la FiG. 5.9).

N3
N2

n =+ M
ou
vitesseipfinie
Visco-plastique

n—
itesse nulle

Elastiq
Elasto-plastique

Eh
Et+h

FiGg. 5.8: Modele de Perzyna, cas limites : n — 0 et n — 4-o0.

Fic. 5.9: Modele rhéologique du comportement élasto-plastique & écrouissage cinématique li-

néaire.

On peut remarquer que les potentiels visqueux définis précédemment sont différentiables :
ce sont des potentiels réguliers. D’un point de vue mathématique, les potentiels de Bingham

et de Perzyna apparaissent comme une régularisation des potentiels élasto-plastique parfait et
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élasto-plastique avec écrouissage cinématique respectivement. Ces derniers sont bien entendu non

réguliers.

Revenons maintenant & la colonne de Shanley a supports ayant un comportement visco-

plastique de Perzyna, et calculons sa solution fondamentale § = 6°(¢t) = 0. Cette solution sera

calculée pour un chargement croissant A(t) € [0, Aps] tel que Ay > 2A.. Elle contient deux

phases : une phase élastique pour A(¢) < 2A. et une phase visco-plastique pour A(t) > 2A..

-t e[0,t.] < At) €[0,24,] :

= aY(1)=0
_ A0

2F
= 0 V>0

Ces expressions de u(t) = (v2(t),0°(1)) et a®(t) = (a(t), a3(t)) permettent de calculer les

autres variables d’état par :

80 = dn =)
0 YR ()
or(t) = 02(t)_T
AY(t) = AY(t) = A
2
-t >t e At) > 24,
ad(t) = aS(t) = / o~ E(t-9) (/\(8)2—77 240
v’(t) = % +ad(t)
eo(t) =0 Vi>0
Ensuite :
)y = () =20
al(t) = o3(t) = %
A(l)(t) = Ag(t) = % _ hOJ?(t)

(5.12)

On remarquera aussi que cette solution fondamentale reste bornée pour toute valeur de ¢. En

effet, d’apres (5.12) on a :

ol (1) <

Am — 24,
- 2h
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De la méme facon, on peut calculer la solution fondamentale #° = 0 associée & un comporte-

ment visco-plastique de type Norton-Hoff. Cette résolution passe par 'intégration de I’équation

différentielle :

-~

o\ m—1
.0 m [ A; .
o = Cc— —_— 1=1,2
(1) v
At
42 = Mg
2
Pour m > 2, une résolution numérique immédiate donne af(t) = a3(t) et permet de remonter

aux autres variables par :

e = AWy
Q) = &=
A0 = o=
A0 = A0 =" hat(r

Cette solution fondamentale est également bornée si A(t) € [0, Aps]. On notera aussi que dans
cette loi de Norton-Hoff, le parametre régularisant est le ceeflicient % qui joue le méme role que
la viscosité n du comportement de Perzyna. Ainsi lorsque m — +00, cette loi visco-plastique de

Norton-Hoff donne le comportement élasto-plastique avec écrouissage cinématique linéaire.

5.6 Analyse de bifurcation

Dans cette section, nous allons discuter la bifurcation d’un solide quelconque ayant un com-
portement visqueux et dont la déformation n’est pas un parametre dissipatif. Nous particula-
riserons ensuite ces résultats a la colonne de Shanley dont les supports ont un comportement
visqueux.

Soit donc un solide occupant un volume V' dans sa configuration naturelle libre de contraintes.
Ce solide est soumis a des forces volumiques b(X), et surfaciques T'(A) sur une partie 9V de sa
frontiere. L’équilibre statique du solide, sous I'effet du chargement contrélé par le parametre A,

est donné par le principe des travaux virtuels :

/ 7 :de dv= / b(X).bu dv —}—/ T(X).0u ds (5.13)
|4 \4 oVr

En notant par w(e, a) la densité volumique d’énergie libre, les équations d’état sont :

_ Ow A ow

=9 A7 ta

Les tenseurs du second ordre 7, e et A représentent respectivement le tenseur des contraintes

™

de Piola-Kirchoff, la déformation non linéaire de Green-Lagrange et les forces généralisées asso-
ciées aux parametres internes a. Ces derniers décrivent le comportement irréversible du solide

et s’identifient aux déformations visqueuses.
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Ce solide possede une énergie potentielle totale, fonction du potentiel global d’énergie libre

W(e(u),a) et du potentiel des efforts extérieurs W, (u, A), qui s’écrit :
W(u, o, \) = W(e(w),a) — Wenr(u, \)

oll :

w ( ) dv

Wie(u),a) =

Wezt (”LL, A) =

<\<\

b(A udv—l—/ T(N).uds
Vi

Avec ces notations globales condensées, 1’équilibre statique (5.13) peut se réécrire sous la

forme abstraite :
Wy -du=0 vV du (5.14)
Le probleme d’équilibre en vitesses s’obtient alors par :
S Wy 4+ Wya - &+Wun A =0 Viu (5.15)

Pour compléter le probleme d’évolution quasi statique, on introduit le potentiel dual au

potentiel de dissipation, noté Q(A), qui décrit 'évolution des parametres internes :
a=Q4(A) (5.16)

La résolution du systeme formé par les équations (5.14) et (5.16), pour une fonction de
chargement donnée, nous fournit une solution fondamentale : u°(¢), @®(¢). En un point de cette

évolution fondamentale, supposons qu’il existe deux solutions au probleme en vitesses (5.15). En

! 1 _ &2 la différence entre ces deux solutions, il vient :

notant par At = u! — 4? et Ad = &

u - [Woyy - A+ W o - Aa] =0 Y du

Or de ’expression (5.16) de &, il vient que :

Et donc :
ou Wy - Au=0 Y du
Une bifurcation, a partir d’une branche fondamentale, est donc exclue si ’on a :
0w W yy - 0u > 0 Véu#0

On voit ainsi qu’une condition suffisante de non-bifurcation angulaire, a partir d’une évolution

donnée, est que I’évolution en question soit stable élastiquement. En d’autres termes, on a unicité
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en vitesses sur une branche visqueuse tant que la condition de stabilité élastique est satisfaite
sur cette méme branche.

Ce résultat est obtenu aisément pour tout solide dont la vitesse des parametres internes &
ne dépend que de ’état courant sur la solution fondamentale. On peut méme montrer, ce qui est
plus fort, que I'on a unicité de I’évolution tant que la condition de stabilité élastique est vérifiée.
En effet, sous cette derniere condition, I’équilibre (5.14) permet de tirer w comme une fonction
de o et de A : w = u(a, A). En remplagant dans 1’équation (5.16), on obtient une équation

différentielle en la seule variable ¢ :

a = Qa(A(u(a,N),a))

a0) = ap

Sous les conditions de régularité du potentiel de dissipation, satisfaites pour les potentiels vis-
queux, le probleme de Cauchy ainsi obtenu posséde une solution unique tant que la stabilité élas-
tique est vérifiée. L'unicité de I’évolution a(t) entraine ensuite I'unicité de w(t) = u (a(t), A(t)),
et donc de I’évolution globale.

Méme si ’analyse de bifurcation ne constitue pas I'objectif de ce chapitre, on sait néanmoins
que D’existence et 'unicité d’une évolution est un pré-requis nécessaire a toute étude de sa sta-
bilité. Ce petit détour nous a donc permis de nous assurer qu’une telle étude de stabilité peut
étre faite sans préjudice. C’est ce dernier objectif que 'on tentera d’atteindre dans les sections
qui vont suivre.

Avant de fermer cette section, appliquons rapidement cette analyse de bifurcation a notre
colonne de Shanley. L’équilibre statique de la colonne a déja été écrit précédemment : ce sont les

équations (5.5), (5.6) ou (5.7). Le probleme en vitesses est donné par I’équation (5.15) avec :

W 2F 0 W —-F —F W -1
’ = cos” 00— ? ’ = ’ JuX = .
e 0 w ue Flcos® —Flcosb “ —Lsin#

Il vient alors qu’une bifurcation, & partir d’une branche (t), est exclue si A < Apcos®#.
En particulier pour I’évolution fondamentale 8°(t) = 0, cette bifurcation est écartée si la charge
appliquée est en dessous de la charge critique de perte de stabilité élastique (ou de bifurcation

élastique).

5.7 Choix de variables principales

Dans cette section on va montrer que le choix des variables principales pour ’écriture de
I’équation différentielle, dont on va étudier la stabilité, est déterminent. On explorera trois possi-
bilités : une ne permettant pas de conclure, les deux autres seront retenues. Les résultats obtenus
par ces deux derniers choix présentent quelques différences, on tentera de les expliquer et de

réconcilier ces deux approches.
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5.7.1 Etude formelle

On reprend ici le cas d’un systéme mécanique quelconque muni d’une énergie potentielle
totale W(u,a, A) et d’un potentiel dual de dissipation ©(A). Pour permettre de se fixer les
idées, on peut considérer qu’un tel systéme est constitué de la colonne de Shanley visqueuse.
Cette analyse sera faite formellement afin de lui préserver son caractére tout a fait général. Le

systéme d’équations régissant 1’évolution quasi statique d’un tel solide est :

Wau(u,a,X)-0u = 0 vV ou Equilibre, (5.17)
A = —Wg,(u,a,)) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (5.18)
a0) = ag Donnée initiale.

De plus, cette évolution quasi statique vérifie ’équation d’équilibre écrite en vitesses :

bu [Waw i+ Woag &+ War A =0V bu (5.19)
On voit ainsi apparaitre trois possibilités :

(i) Prendre comme variables principales le couple y = . Dans ce cas, le probleme d’évolu-

@

tion peut se mettre sous la forme d’une équation différentielle en y. En effet, la combinaison

des équations (5.18) et (5.19) donne :

avec

. —W_ulu . W7ua . Q7A(A) + W7u,\.;\
fl (y7 Av A) — ’ ( )
2.4(A)

Notons que l'opérateur W ,,, est inversible puisque ’on suppose étre en dessous de la
charge critique de perte de stabilité élastique. Dans ce cas, on peut appliquer la méthode
de linéarisation au systeme différentiel (5.20 ) et en déduire directement les conséquences

au niveau de la stabilité. C’est I'objectif de la sous-section suivante.

(ii) Une autre possibilité est d’éliminer la variable interne e et de ne garder que la variable
cinématique w. Ceci peut étre fait par combinaison des équations (5.17) et (5.18). En
tirant de I’équation d’équilibre la relation @@ = a(u, A), et en remplacant dans I’équation

(5.19) on obtient une équation différentielle en la seule variable w :

= fy(u, AN (5.21)
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ol :
f2 (’LL7 /\7 /\) = _W,_ulu ' <W,ua ' Q,A(A) + W,uA-;\>

Dans les expressions de W 4, W ya, Wy et A, on a remplacé a par son expression
a(u,)). A ce stade, on peut appliquer la méthode de linéarisation & 1’équation différentielle
(5.21) et en déduire des résultats sur la stabilité de I’évolution fondamentale u°(¢). Cette

approche en u sera exploitée dans le chapitre 9.

(iii) Enfin, la derniére possibilité consiste & éliminer la variable w de sorte a écrire le probleme
d’évolution comme une équation différentielle en la seule variable a. Sous la condition
de stabilité élastique, 1’équilibre permet d’écrire w comme une fonction de « et de X :

u = u(e, A). Sil'on remplace cette expression de w dans I’équation (5.18) on obtient :
& = fale)) (5.22)
ol :
fsla,A) = Qa(A(u(a,)), a)

C’est essentiellement cette derniere possibilité qui sera exploitée dans ce chapitre, a travers

la linéarisation de ’équation différentielle (5.22).

5.7.2 Variables principales (u, a) et stabilité

Avant d’exploiter I’approche en la variable e (décrite ci-dessus par la possibilité (iii)) et qui
sera faite dans les sections suivantes, nous allons montrer dans cette sous-section que ’approche
en (u,a) ne permet pas de conclure, par la méthode de linéarisation, sur la stabilité.

Considérons la colonne de Shanley reposant sur des supports visco-élastiques de type Maxwell
avec écrouissage cinématique linéaire. Utilisons la linéarisation du systeme différentiel (5.20)
pour étudier la stabilité de la solution fondamentale 8° = 0. Avec la notation y? = (u,a) =
(v,0, a1, az), 'équation différentielle (5.20) s’explicite en :

A L 2B - (E+ ) (o1 4 ay)

2F 27
i - Ap cos? @ itane_l_QElsinH—(E—I—h)(ozg—ozl)
(Agcos3f—X) | Ag 2nl
4 E(v—Isinf) — (F+ h)oy
1 —_—
n
) E(v+41sinf) — (E+ h)ay
o =
’ 7
uO(t .
En posant z* = y — y°, ot ¥°(¢) = o est la solution fondamentale calculée précé-
a”(t

demment, le systeme ci-dessus s’écrit :
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ou :
E 0 _(E+h) _ (E+h)
. A ; A 2Z7E-|-h) A 277(E+f)
_0f1 (o 10 A Y S e sy e
B) =5 (0 0, 0) = | TeV et T BT Ge
B Bl 0 _(B+h)
n n n

et h(z*,t) = f, (z* +4°(t), A(t), A(t)) - <y0(t), A(t), A(t)) — B(t).z* vérifie clairement 1’hy-
pothese :
h(z*,t
W — 0 lorsque [|z¥|| — 0, uniformément par rapport au temps, ¢ € [0, +o0].
z

T
Si I'on note par B5(t) = w la partie symétrique de B(t), il vient que deux des

valeurs propres de B () sont :

—2h —\6V3E2+ 2FEh + h2

po = 2
—2h +V6V3E2+ 2Eh + h?
H2 =
4

Ces valeurs propres sont constantes et vérifient : yy < 0, gz > 0. Puisque BS(t) possede deux
valeurs propres indépendantes de ¢ et de signe opposé, elle n’est donc pas de signe défini (i.e.,
elle n’est ni définie négative ni définie positive). On ne peut donc pas conclure sur la stabilité
de ce systéme par cette méthode de linéarisation : (on ne vérifie pas les hypotheses d’application
des propositions 4.6 ou 4.7 du chapitre 4).

Pour ce qui est de I'instabilité de ce systeme, on a vu (chapitre 4) qu’il faut raisonner direc-
tement sur la matrice B(t). En effet, 'exemple 4.12 montre qu’une valeur propre positive dans
B5(t) n’implique pas l'instabilité du systeme. Examinons donc le spectre de B(t). Si I’on note

par &; (¢ =1,...,4) les valeurs propres de B(t), on a :

Sy

6 = 0 associée au vecteur propre

—_ = o T+

dg = —h associée au vecteur propre

[ = R

Les valeurs propres d3 et 04 ainsi que leurs vecteurs propres sont variables, fonctions de A(%)
et /\(t) Ces deux dernieres valeurs propres prennent des valeurs positives ou négatives selon les

domaines de variation de A(£) et A(t). Puisque leurs vecteurs propres sont variables au cours du
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temps, on ne peut rien conclure sur l'instabilité de ce systeme (voir les exemples 4.13 et 4.14 du
chapitre 4).
En conclusion, en prenant pour variables principales le couple y! = (u,a), la méthode de

linéarisation ne permet pas de trancher la question de stabilité du systéme visqueux étudié.

Remarque 5.1 Si l'on en croil les résultats de Uarticle [207], et puisque B®(t) posséde une
valeur propre positive ¥ t, on wviendrait & conclure que celle solution fondamentale de la colonne
de Shanley est instable quel que soil le niveau de chargement. Or l’étude qui va suivre montre
que cette solution fondamentale est stable dans un certain domaine de variation du chargement,

instable dans un autre domaine de variation.

5.7.3 Variable principale u et stabilité

Cette approche en u correspond a l'alternative désignée sous le numéro (ii) dans ’étude
formelle précédente. Pour préserver 'unité de la présentation, nous exploiterons cette approche
dans le chapitre 9 seulement.

Passons donc directement, dans la section ci-dessous, & 1’étude de stabilité via la méthode

(ii).

5.8 Etude de stabilité

Dans cette section, on exploitera I’écriture du probleme de I’évolution sous la forme d’une
équation différentielle en la seule variable a. Cela correspond a la possibilité (iii) décrite dans
la section 5.7. L’élimination de uw a partir de 1’équation d’équilibre permet d’écrire I’énergie
réduite : W (e, \) = W (u(a, M), a, A). La force généralisée A s’exprime alors en fonction des

seules variables a et A. Le probleme d’évolution est alors donné par :

Wia,A) = W(u(a,A),a, ) Energie réduite,

A = -W,(a,}) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (5.23)
a(0) = ag Donnée initiale.

La linéarisation de I’équation différentielle (5.23) autour de I’évolution fondamentale a(t)

donne :

a* =Q44(A% A" = —Q 44(A%) W, (@’ )) - a (5.24)

ao

De la relation donnant I’énergie a I’équilibre W' (a, A), on en déduit :

W

,oo

= W,aa - W,au . W_l

,ul

W ua
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L’équation linéarisée (5.24) devient alors :
& =—Q44(A%)  [Waa = Wau Wiy Waa] - (5.25)

D’une maniere équivalente, on arrive au méme résultat en linéarisant directement les équa-

tions suivantes :

Wy-du = 0 Y du Equilibre,
A = —Wgy(u,o, ) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire,
a(0) = ag Donnée initiale.

En effet, en combinant les équations :

0 = W,uu cut 4+ W,ua cat
A" = —(Woa-a"+ Wy -u”)
& = Q.aa(A%) - A"

on obtient encore ’équation linéarisée (5.25).
L’étude de cette équation linéarisée, pour différents cas de potentiels de dissipation, permet

d’avoir des résultats sur la stabilité de cette évolution.

5.8.1 Cas d’un comportement visco-élastique

On prendra ici pour comportement des supports de la colonne, le comportement visco-
élastique de Maxwell a écrouissage cinématique linéaire. Cela correspond & un potentiel dual
de dissipation :

A?

24) =5

5.8.1.1 Linéarisation

Dans la linéarisation de I’équation (5.23) sous la forme (5.24) pour la colonne de Shanley, a*
apparait comme le vecteur (af, o) et © 44 comme %Ig, ot I, est la matrice identité d’ordre 2.

Cette équation de linéarisation s’écrit donc :

1
& =——W aa(aov/\) o’
77 kl
En utilisant la relation :
Weoo =Waa — Wau Wi W (5.26)
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on obtient pour la colonne de Shanley :

E —FEl 2K 0 .
Woaa = (E+ h)I27 Woau = = ’ uu ’ Wouoz = (Woau)T
' ' E FEl ' 0 L(Ag-—2X) ' '
et donc :
h—p p A
W, (@ \) = , avec p=F—-—"-— 5.27
' ( ) [ P h—p ] 2(Ag — A) ( )

5.8.1.2 Analyse de stabilité

On a écrit le probleme d’évolution sous la forme de I’équation différentielle :

&* = B(t) - + h(a, 1)

ou :
1 0
B(t) = _;Waa(a 7/\)
et :
[h(a”, 1) ; e .
o] — 0 lorsque ™ — 0, uniformément par rapport a ¢ sur [0, +oo].
«

A ce stade, on peut appliquer directement les résultats du chapitre 4 concernant la stabilité des
systemes différentiels non autonomes. D’apres la proposition 4.2, ou la proposition 4.6, I’évolution
quasi statique (u%(t),a’(t)) est uniformément et asymptotiquement stable si la matrice B(t)

est définie négative. Les valeurs propres et vecteurs propres de B(t) sont :

h 1
ur = —— associée au vecteur propre ( ) )
]
hdg Ar— A .. . 1
e _ assoclee au vecteur propre
M2 WAE A — A prop 1
2E71? Eh
oA — t Fp= —".
on AT L & "TTETh

Dans les formules donnant les valeurs propres de B(t), on reconnait la charge critique du
module tangent Ap. Cette charge correspond a la premiere possibilité de bifurcation de la colonne
dont les supports ont un comportement élasto-plastique a écrouissage cinématique linéaire.

On peut donc conclure que si Ay < Ar alors évolution fondamentale (u’(t), a’(t)) est
uniformément et asymptotiquement stable.

Comme le vecteur propre associé a g est constant, on peut également affirmer d’apres la
proposition 4.8, que cette évolution fondamentale est instable si Ays > Arp.

En d’autres termes, I’évolution fondamentale (u®(t),a’(t)) est uniformément et asymptoti-

quement stable si le chargement appliqué reste inférieur a la charge critique du module tangent,
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elle est instable autrement. Il apparait donc, pour cette colonne de Shanley discréte et visqueuse,
qu’une condition suffisante et nécessaire de stabilité uniforme et asymptotique est donnée par la
charge critique du module tangent Ap.

Il est & noter que ce résultat de stabilité uniforme et asymptotique est obtenu en exhibant
une fonction de Lyapunov pour la variable a*. Cette fonction de Lyapunov est explicite et se
réduit & [|a*||? = a*T - a* dans ce cas particulier. La continuité de u comme fonction de e :
u(a, A), sous la condition de stabilité élastique, montre alors que 'on a stabilité uniforme et

asymptotique de I'évolution globale (u’(t), a’(t)).

5.8.2 Cas d’un comportement visco-plastique

On prendra ici deux types de comportements visqueux non linéaires. Le premier est & seuil et
correspond & des supports ayant un comportement visco-plastique de type Perzyna. Le potentiel

dual de dissipation associé est :

(| Ar] —A)? (| Ay | —A)?
+
2n 2n

Q(A) =

Le second est a potentiel non quadratique et correspond a des supports ayant un comporte-

ment non linéaire de type Norton-Hoff. Le potentiel dual de dissipation associé est :

Q(A) = ¢ [(%)m + (ﬁ—i) m] (¢ >0, m : paire)

5.8.2.1 Linéarisation

On a déja calculé la solution fondamentale visco-plastique (u°(t), a’(t)) de cette colonne de
Shanley dans la section 5.5. Pour un chargement croissant A € [0, Aps], cette solution fondamen-
tale contient une premiere phase élastique, puis une phase visco-plastique. La linéarisation de
I’équation d’évolution (5.23) dans le domaine visco-plastique donne :

NeZe" (OLO, A) ot

1
at=—-W,
n

Dans cette formule, €2 44 est égal & %Ig, et la forme de W', (@® ) est donnée par les
équations (5.26) ou (5.27).
Dans le cas d’un comportement visqueux de type Norton-Hoff, la linéarisation de I’équation

(5.23) autour de la solution fondamentale (u’(t), a’(¢)) donne :

o omm=1) (AN o
a*=—c yE (Ac Wi (@A) o

m—2
En effet, il suffit de reporter dans I’équation (5.24): Q 44 = cm(zgl) <%(:)) I5. On peut

remarquer que pour retrouver le comportement visco-élastique de Maxwell, il suffit de mettre

A2
m=2,c= o Dans ce cas, 2 44 redonne %Ig.
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5.8.2.2 Analyse de stabilité

Comme dans le cas visco-élastique étudié précédemment, on a écrit ’équation d’évolution

linéarisée sous la forme :

Dans le cas visco-plastique de type Perzyna on trouve :

B(t) = — W, (%))
77 9

Pour un comportement de type Norton-Hoff, il vient que :

B(t) = _mm = 1) (A?(t)>m—2w

A2 A oo (aO? A)

La matrice de seconde variation W', est donnée par les équations (5.26) ou (5.27). Comme

oo
dans la section précédente, 'application directe des résultats du chapitre 4 pour ce systéme
différentiel non autonome nous conduit aux mémes résultats.

Cette colonne de Shanley visco-plastique possede donc une solution fondamentale (uo(t), a’ (t))
uniformément et asymptotiquement stable si Ap; < Ap. Cette évolution fondamentale est instable

pour Ay > Ar.

5.9 Conclusion

Pour ce modeéle simple de la colonne de Shanley discréte, une étude de stabilité visqueuse
approfondie et rigoureuse a été menée. Cette analyse de stabilité a été faite pour différents
comportements visco-élastiques ou visco-plastiques des supports de la colonne. Elle a le mérite
de prendre en compte le caractere instationnaire de 1’évolution fondamentale, conduisant & des
problemes de stabilité non autonomes. De plus, il a été tenu compte de toutes les non-linéarités
a la fois géométriques et matérielles. Ainsi la réponse de stabilité qui est donnée par cette étude,
méme si elle utilise le systéeme linéarisé, concerne le vrai probleme non linéaire de départ.

Pour des supports de la colonne ayant les comportements suivants : visco-élastique de Maxwell
a écrouissage cinématique, visco-plastique de type Perzyna ou de type Norton-Hoff; les mémes
résultats concernant la stabilité sont trouvés. La solution fondamentale est uniformément et
asymptotiquement stable pour Ay; < Ap. Elle est instable si Apy > Ap. Cette étude suscite les

remarques suivantes :

— Une généralisation immédiate au cas d’une colonne reposant sur n supports visqueux est
susceptible d’étre faite. En effet, il suffit de remplacer la matrice Iy intervenant dans
I’expression de Q _44(A") dans (5.24) ou (5.25), par la matrice I,, et les vecteurs o et A

de R? par des vecteurs dans R™.
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— Le cas ol la déformation est également un parametre dissipatif peut étre envisagé et n’ap-

porte pas de difficultés supplémentaires. Ainsi "analyse de la stabilité de cette colonne,
reposant sur des supports visco-élastiques de type combiné Maxwell et Kelvin-Voigt, donne
des résultats de stabilité parfaitement similaires. Cette étude ne sera pas présentée pour

éviter d’alourdir I’exposé.

Enfin, le critere de stabilité uniforme et asymptotique de 1’évolution de la colonne porte

sur la définie positivité de la seconde variation suivante :

— -1
Wioa = Waa = Wau W - Waa

Ce critere exige que : da - (W@a - W au qulu -W,ua) Sa > K||Sal* (k> 0). 1l est

intéressant de remarquer que ce critere est équivalent & la définie positivité de la forme

T
ou Wuu Waa ou
do Wau Waa do

sous la condition de stabilité élastique (i.e., du - Wy - du > 0V du # 0). On reconnait

quadratique :

dans la forme quadratique ci-dessus, la seconde variation de 1’énergie potentielle totale. Ce

critere est encore équivalent a la définie positivité de la fonctionnelle :
I(6u) = 6u - (Wuu — Wua - Way - Wauy) - du

Cette fonctionnelle I(du) sera appelée dans la suite : fonctionnelle élastique limite.




Chapitre 6

Structure visqueuse a variable interne

continue unidimensionnelle

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’étude de la stabilité visco-élastique ou visco-plastique du modele
de la colonne de Shanley continue. Par colonne continue, on entend que la variable interne a
intervenant dans ce modele prend ses valeurs continiiment dans un certain ensemble. En effet, la
colonne reposant sur deux ressorts, étudiée dans le chapitre précédent, est remplacée ici par une
colonne a distribution continue de ressorts. Bien que ce nouveau modele soit encore simple (a
nombre fini de degrés de liberté); il contient néanmoins les difficultés essentielles rencontrées dans
un vrai probleme continu. Il permet en effet de faire varier continiiment ’état de déformation dans
les ressorts simulant ainsi le comportement d’une section de poutre. Ainsi, I’étude de ce modele
va permettre une avancée conséquente dans la compréhension du phénomene de la stabilité
des solides visqueux. De plus, respectant un ordre de complexité croissant, ce chapitre aura un

caractere didactique.

Cette étude sera menée dans le méme esprit que le chapitre précédent. Sous ’effet d’un
chargement contrélé par un parametre A, cette structure visqueuse ne peut étre en équilibre
méme pour un chargement constant. Il est alors naturel d’envisager ’étude de stabilité de son
évolution quasi statique. Cette étude de stabilité des évolutions est plus générale que celle relative
aux équilibres qui apparaissent comme des cas particuliers de solutions instationnnaires. Les
équations qui régissent I’évolution quasi statique de la colonne peuvent étre mises sous la forme
d’une équation différentielle en la variable a. On montre ensuite que sous la condition de stabilité
élastique, ce probleme de Cauchy posséde une solution unique définissant cette évolution quasi
statique. La linéarisation de cette équation d’évolution autour de la solution fondamentale dont
on veut étudier la stabilité nous renseigne alors sur le caractére stable ou instable de cette

évolution.

145
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6.2 Description du modele de Shanley continu

6.2.1 Géométrie de la structure

La colonne de Shanley, dite continue, est formée de deux barres rigides AB et C'D liées
rigidement au point B milieu de C'D. Ce cadre indéformable, sous forme d’un L, repose sur une
distribution continue de ressorts. L’extrémité A de la colonne est soumise & une charge verticale
descendante d’amplitude A. Les ressorts, supposés tous identiques, tentent de maintenir le cadre
dans sa position droite (F1G. 6.1).

Le point B est astreint a se déplacer sur I’axe Oy et ’on notera par v son déplacement

vertical. La déflexion de la colonne a partir de sa position verticale sera mesurée par I'angle 6.

FiG. 6.1: Colonne de Shanley continue et visqueuse.

6.2.2 Relations cinématiques

La colonne de Shanley décrite ci-dessus représente un systeme discret & deux degrés de liberté
(v,0). En effet, si ’'on connait le déplacement vertical v de B et la déflexion latérale # alors on
en déduit ’état de déformation dans les ressorts. La relation donnant les élongations e(z) des

ressorts est :
e(z) =v+ xsind z e[, +] (6.1)
Le déplacement vertical de A, point d’application du chargement, est :
ug =v+ L(1 - cosb) (6.2)

Notons que dans les relations cinématiques (6.1) et (6.2), on a fait le choix de garder toutes

les non-linéarités géométriques. En notant par w le couple (v,8) et par e la variable globale
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représentant le champ (e(z) z € [—I,+{]), on voit qu’il y a une relation biunivoque entre € et u.

En effet, la relation (6.1) donnant € = €(u) s’inverse pour donner :

1 [
vo= — e(z) dx
2 ), (z)
3 [T
sinf = YE ze(z) da

Dans la suite, on gardera comme variables cinématiques le couple (v,8) et I’'on remplacera

systématiquement la variable € par sa représentation €(u) fournie par (6.1).

6.3 Evolution quasi statique

6.3.1 Variables et équations d’état

On associe au systéme précédent les variables d’état globales (€, ) représentant respective-
ment les variables observables et les variables cachées. Ces dernieres décrivent le comportement
irréversible du systeme et s’identifient aux déformations visco-élastiques €' ou visco-plastiques
€P.

On utilisera des caracteres gras pour désigner les variables globales : €, a, o et A. Ce sont
des champs de variables d’état définies localement en tout point par : €(z), a(z), o(z) et A(z)
ot z € [—1,+I]. De la méme maniere on peut définir des potentiels thermodynamiques globaux.
L’avantage de cette écriture est de permettre une formulation globale des lois de comportement.
Cette idée n’est pas nouvelle dans la littérature voir Q.S. Nguyen [141], P. Germain [45].

Le systéme est doté d’une énergie potentielle totale W(e, a, \) qui s’obtient en fonction du

potentiel global d’énergie libre W (e, a) et du potentiel des efforts extérieurs Wz (u, A) :
W(e,a, ) = W(e,a) — Weze(u, A)

En utilisant la densité linéique d’énergie libre w(e, @), dite aussi énergie libre locale, on

obtient : . . 1
Wie,a) = /_l / [ (2) = al2))’ + 3ha’ (@) | do

l
Wezt(u,A) = Xv+ L (1 —cosb)]
Les constantes F et h représentent respectivement le module d”Young et le ceefficient d’écrouis-
sage. L’utilisation de la relation (6.1) : € = €(u) permet d’exprimer ’énergie potentielle totale
en fonction de u, av et A :

W(u, a, \) :/

-

! 1
[§E (v+ zsind — afx))® + 5h042(x) de — A[v+ L (1 —cosf)]

Les équations d’état s’obtiennent soit globalement par :

o = We=FEle—a) (6.3)
A = —Wa=0-ha (6.4)
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soit localement pour z € [—, +{] :

o(z) = w,.=F(e(z) —a(z))=F(v+asind — a(z))

’

Alz) = —wgy=o0(z)—ha(z)=E(w+asinb) — (E+ h)a(z)

Avec la relation € = €(u), les équations (6.3) et (6.4) se résument en : ¢ = o(u,a) et
A = A(u,a). On peut remarquer que cette derniere relation peut s’écrire en terme de I’énergie

potentielle totale comme : A = —W 4 (u, a).

6.3.2 Equations d’équilibre

L’équilibre statique du systéme minimise I’énergie potentielle totale sur ’ensemble des u

cinématiquement admissibles. Il s’obtient par :
Way(u,a,X)-du=0 Viu (6.5)

Ce qui donne les deux équations traduisant respectivement ’équilibre des forces et 1’équilibre

des moments :

+

W, = / o(z)de —A=0
-
+

Wy = / zo(z) decosd — ALsinf =0
-

En termes des seules variables u, a et A, ces équations s’écrivent :
+
2Flv — E/ afz)dz = A
]

2E13

+
sinH—E/ za(z) de = ALtanf
—

Comme dans le chapitre précédent, on voit que les variables u, a et A ne sont pas tout a fait
indépendantes. En effet, ’équation d’équilibre (W, - du = 0, V du) permet d’écrire u comme
une fonction de a et A. Sous la condition de stabilité élastique (du - W 4y - du > 0, V du # 0),
I’équation d’équilibre (6.5) fournit la relation w = u(a, A) (théoreme des fonctions implicites).

Cette inversion u = u(ex, A) s’écrit :

A I
V= op + 2/, a(z) dx (6.6a)
A 3 [T
sin 0 (1 — m) = 5B g ro(z) de (6.6b)
elle n’est pas complétement explicite si I’on garde les non-linéarités en sin 8 et tané.
Dans cette derniere formule, A = % désigne la charge critique de perte de stabilité élas-

tique. Elle correspond a la perte de définie positivité de la seconde variation W 4, [du, du] sur la




6.3 — Evolution quasi statique 149

solution fondamentale # = 0. Comme signalé dans le chapitre précédent, notre objectif est d’étu-
dier la stabilité de cette structure visqueuse; on restera a des niveaux de charge bien inférieurs
a cette perte de stabilité élastique.

On peut résumer I’équation d’équilibre par la relation qui relie les variables u, a et A :
u = u(a, A) donnée par I’équation (6.6). Ceci permet en particulier d’exprimer les forces ther-
modynamiques en fonction des seules variables a et A : o(a, ) = o (u(a, A),a) et A(a, A) =
A (u(a, M), a). Cette derniere relation donnant les forces généralisées A(a, A) peut étre direc-
tement déduite de I’expression de I’énergie a ’équilibre. En effet, en notant par W’ (e, A) cette

énergie réduite :
W (a, A) = W (u(a, A), o A) = mgn W(u, a, A)
il vient que la force A(a, \) s’exprime globalement par :
A= W, (o)
Cette relation globale se traduit au niveau local par :

+1 +1
/ A(z) - da da = / —w, ((la,N),a) - da dx V da
—1 —1

ou encore :

N E [t x 3E [T

St ya(y) dy — (E + h)a(z)
- " Mg cosf(a,N)

Cette derniere relation serait completement explicite si la relation (o, A) ’était également.
Ceci est possible si les fonctions sin 8 et cos @ sont remplacées par leurs développements au second

ordre. Ce choix ne sera pas fait dans cette étude, et ’on gardera toutes les non-linéarités.

6.3.3 Regle d’écoulement

Pour finir de décrire la loi de comportement des ressorts, on a besoin d’une relation sup-
plémentaire. Cette relation s’obtient par I'introduction d’un potentiel de dissipation et relie les
forces thermodynamiques aux flux. On supposera pour simplifier que la déformation n’est pas
un parametre dissipatif et 'on notera par D(&) le potentiel local de dissipation. Dans ce cas, les

forces thermodynamiques associées aux parametres internes « s’obtiennent par :

A=D,

)

En utilisant le potentiel dual au potentiel de dissipation, noté £2(A) et obtenu par la transfor-
mation de Legendre-Fenchel, on peut écrire d’une maniére équivalente I’évolution des parametres

internes au niveau local :

d =04
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Cette loi complémentaire locale peut s’écrire globalement comme :

/o’z-cSozdx:/Q’A-(Sadx V b (6.7)
4 4

En notant par Q(A) = [;, Q(A) dz le potentiel dual global de dissipation, la regle d’écoule-

ment s’écrit globalement :
a=Q4 (6.8)

Il est clair que les définitions de la regle d’écoulement données par les équations (6.7) et (6.8)
coincident.

Pour I’étude de la stabilité de cette colonne de Shanley continue, on utilisera deux lois de
comportement visqueuses différentes. La premiere est visco-élastique et correspond au modele de
Maxwell avec écrouissage cinématique linéaire, dit aussi modele de Zener. Le potentiel dual de

dissipation associé est :

AQ
QA) = —
2n
ol 7 représente un parametre de viscosité. La regle d’écoulement s’écrit :
. A
o= —
N

La seconde loi est visco-plastique & seuil et correspond au modele de Perzyna. Le potentiel
dual de dissipation est donné par :
(| Al-A:)
2n
ce qui donne pour la régle d’écoulement visco-plastique :

Q= Wsign(/l)

Q(A) =

6.3.4 Equations d’évolution

La méthode des deux potentiels décrite précédemment permet de définir entierement 1’évolu-
tion du systeme. La donnée d’un potentiel d’énergie libre et d’un paramétrage A(¢) du chargement
fournit I’énergie potentielle totale et conduit aux lois d’état et a ’équation d’équilibre. L’intro-
duction du potentiel de dissipation donne les lois complémentaires et finit de poser le probleme
d’évolution.

Cette évolution quasi statique de la structure est obtenue sous la forme d’une solution insta-

tionnaire u(t), a(t) et est régie par ’ensemble des équations :
Waulu,a,X)-du = 0 vV éu Equilibre,
A = —Wg,(u,a,A) Loid’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (6.9)

a0) = ap Donnée initiale.
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Cette formulation globale des équations d’évolution peut s’écrire d’une maniere équivalente

en utilisant I’énergie réduite :

W (a,)\) = W(u(a,A),,)) Energie réduite,

A = —W,(a, 1) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (6.10)
a(0) = ag Donnée initiale.

La résolution de I’équation différentielle (6.9) ou (6.10), pour une fonction de chargement
A(t) donnée, détermine I’évolution quasi statique d’une maniere unique sous la forme u(t), e (),

t €10, +o0].

6.4 Solution fondamentale visco-€élastique

Le comportement visco-élastique de Maxwell avec écrouissage cinématique linéaire, dit aussi
modele de Zener, est donné par le modele rhéologique de la FiG. 5.3 du chapitre précédent.
La solution fondamentale §# = 6°(¢t) = 0 de la colonne de Shanley, dont les ressorts ont un tel

comportement, vérifie :

At

(z,t) = a°@1) =v@t) - %
a® = _an i
U 2l

Par intégration de cette équation différentielle, on obtient la solution homogene :

t

aO(t) = /e—%“—s)/\(‘s) ds (6.11)

2nl
R0 = 2+ a)

°t) = 0 Vit>0

Cette connaissance de u®(t) = (v9(1),6°(t)) et a®(t) nous permet de déduire les autres

variables d’état par :

i) = @)
Uo(t) = %
w = Mo

Lorsque le chargement A(¢) varie dans l'intervalle [0, Aps], cette solution fondamentale reste

bornée. En effet, d’apres (6.11) on a :

AM
0

< —
a() |< 21




152 STRUCTURE VISQUEUSE A VARIABLE INTERNE CONTINUE UNIDIMENSIONNELLE

6.5 Solution fondamentale visco-plastique

Considérons cette colonne de Shanley reposant sur une distribution continue de ressorts
visco-plastiques. Le comportement visco-plastique a seuil de Perzyna est illustré par le modele
rhéologique de la FI1G. 5.7 du chapitre précédent. Sous 'effet d’un chargement croissant A(¢) €
[0, An], Aar > 2[A,, la solution fondamentale §# = 6°(¢) = 0 contient une phase élastique suivie

d’une phase visco-plastique. Cette solution homogene a deux phases est donnée par :

-t e[0,t.] < At) €[0,2lA,] :

) = 0
oo = 5

°t) = 0 Vt>0

La connaissance de u%(t) = (v°(t),6°(t)) et a®(t) nous permet de déduire les autres variables

d’état par :
i)y = W@
oy — A
oo(t) = >
oy _ AW
A = 57
St ML) > 2A,
aO(t) = /e—%@‘—s)% ds (6.12)
00 = 294 a0

Puis :
i) = W@
a(t) = %
At = % — ha®(t)

Comme précédemment, cette solution fondamentale est bornée pour tout ¢. En effet, d’apres

(6.12) on a :

Av — 2lA
o) |< =——=
(1) |< 2
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6.6 Analyse de bifurcation

L’équation d’équilibre (6.5) peut s’écrire d’'une maniere incrémentale, c’est ce que ’on appelle

le probleme d’équilibre en vitesses :
S [ Woy 0+ Wae - d+Wan A =0 Véu (6.13)

La formulation globale des équations d’évolution, donnée par (6.9) ou (6.10), nous définit
une évolution quasi statique (u (), a(t)). Supposons qu’en un point de cette évolution il existe
deux solutions au probleme en vitesses (6.13). En notant par Au = @' — 4%, Ad = &' — &% la

différence entre ces solutions, il vient que :
u - [Woyy - A+ W yo - Aa] =0 Y du
Mais comme & d’apres (6.8) ne dépend que de ’état actuel, on a : A& = 0 et donc :
du Wy - Au =0 Y du

Une bifurcation angulaire est donc exclue tant que la condition de stabilité élastique est

satisfaite, c’est-a-dire :
du W gy - du >0 Véu#0

Pour cette colonne de Shanley continue on a :

W 2F1 0 W -1
’ = cos” — ’ uA = .
“ o L /\ECOSZQ A * —Lsinf

+ +l
du - Wyn a0 = v [—E/ a(z) dx] + 46 [—E 6080/ za(z) dm]
1 _

l

Sur la branche fondamentale § = 8°(¢) = 0, il y a unicité du probleme en vitesses tant que la

charge appliquée reste en dessous de la charge critique de perte de stabilité élastique : Ap = QleS .

On peut montrer plus généralement que I’évolution est unique tant que la stabilité élastique
est assurée. En effet, sous cette condition, on peut tirer de I’équilibre la relation u(a, A) permet-
tant d’écrire le probleme d’évolution sous la forme d’une équation différentielle en « : équations

(6.9) ou (6.10).

6.7 Etude de stabilité

Dans cette section, on exploitera la formulation globale des équations d’évolution pour étudier

la stabilité de I’évolution fondamentale quasi statique. L’élimination de w & partir de I’équilibre
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permet d’écrire ’énergie réduite puis I’équation d’évolution :

W (a,\) = W(u(a,N),e,\) Energie réduite,

A = —W,(a,)) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (6.14)
a(0) = ag Donnée initiale.

En linéarisant 1’équation différentielle (6.14) autour de 1’évolution fondamentale a®(¢) on

obtient formellement :

&*=Qaa(A% A" = —Q 4a(A°) - W

,oo

(@® ) -a” (6.15)

La variation seconde de I’énergie réduite s’obtient de ’expression de I’énergie a 1’équilibre et

s’écrit :
Woa =Waa = Wau Wy - Waa (6.16)
Ce qui donne pour I’équation linéarisée (6.15) :
& =—Q44(A%)  Waa = Wau Wiy Waa] - (6.17)

Cette équation globale linéarisée (6.17) sera explicitée ci-dessous pour le cas de la colonne de

Shanley continue.

6.7.1 Linéarisation

Pour la colonne de Shanley visco-élastique définie précédemment, I’équation différentielle

(6.14) s’écrit :
+1 1 [+
/ d-(Sad:L‘:—/ Ala, A) - da da V da
—1 nJ-

Elle se formule globalement comme :
Par linéarisation on obtient :

ou encore :

;oo

+
/ a* o de = —EW (@®, ) ber, @] Vo
-1 Y

L’étude de stabilité de I’évolution fondamentale a®(t) s’effectue ensuite par I’analyse de la
définie positivité de la forme quadratique W, (@® A) [0, da]. On utilisera les résultats réper-
toriés dans le chapitre 4 concernant la stabilité des équations différentielles non autonomes. Cette

analyse de valeurs propres sera faite dans la sous-section suivante.
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6.7.2 Analyse de stabilité

En utilisant la proposition 4.2 ou la proposition 4.6 du chapitre 4, on montre que 1’évolution
quasi statique (uo(t), ao(t)) est uniformément et asymptotiquement stable si la forme quadra-
tique W, (a 9 X) [6a, ba] est définie positive. En effet, en prenant o = a*, on exhibe pour le
systeme une fonction de Lyapunov qui n’est autre que la norme [|a*||? = f+l - a* dz. Com-

mengons d’abord par expliciter la forme quadratique W', (@, \) [6a, 6a]. Utilisant la formule
(6.16) on obtient :

+1 +1

W uo [u,00] = ov [—E 5a(z) dm]—l—&‘) [—ECOSO / 260(z) dm]

- -

+l +l
W ou [0, du] = [—E da(z) dx] dv+ [—ECOSO/ zéa(z) dac] 56
—1 -1
l
W oo [0, 68] = (E+h) i da(z)dp(x) dx
~1
W, [&L, M] — Su(2E1)80 + 69 [L(Ag — \)] 66
et donc :
+ E +
Wia [0, 68] = (E+h) da(z)ép(z) do — 3 da(z) dx 8p(z) da
—1 — —

2 +1 +l
ﬁ/_l zéa(z) dz /—1 z60(z) dx (6.18)

Cette forme quadratique peut étre obtenue directement en partant de la définition de la force

généralisée a I’équilibre :

qui se traduit au niveau local par :

+l
/ Ala, A)(z) - b dz = =W, (e, A) - bax Vo

o
-

A B H x 3E
AaN@ =2+ 5 [Cat ay+ _
(1 T g Cos@(a,/\))

!
TR ya(y) dy — (E+ h)a(z)

Ainsi on obtient directement :

+1
Wiaa [50‘7 6ﬁ] = = da - A@g(a, /\) (.T) . (Sﬁ dx
~1

qui, calculée sur la solution fondamentale § = 0, redonne 1’équation (6.18).
L’analyse spectrale de la forme quadratique W', [0, d3], donnée par I’équation (6.18),

passe par la recherche de ses valeurs propres. Si p est une valeur propre de W', associée au

oo

vecteur propre X alors elle vérifie :

W o [ba, X] = pul ba, X] Vo
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ou encore :

+1 . E2 +! +I
(E+h) g da(z)X (z) dx — m/_l zéa(z) dx /_l yX(y) dy

E +1 +1 +l
~5 da(z) dx/ X(y) dy = p da(z) X (z) da Via
—1 — —1

Ce qui entraine au niveau local :

+1 2 +
(E+h)X () - % g X(y) dy - ﬁx /_l yX(y) dy = pX ()

Lorsque la charge appliquée n’est pas nulle (A # 0), alors les valeurs propres de la forme

g

quadratique W', sont :

+1

+
po = F + h, associée aux vecteurs propresX (z), // X(y) dy = / yX(y) dy=0
-1 -1

p = h associée au vecteur propre : X (z) =1
A At — A
py = hiEZL associée au vecteur propre : X (z) =z
AT A — A
h
¢ Ap = A
oll T Fr e

On peut vérifier sans peine que ces vecteurs propres sont deux a deux orthogonaux. Ainsi, la

forme quadratique W', (@’ A) [ba, ba] est définie positive si Ay < Ap. Cette charge critique

2E713
3L

de Shanley élasto-plastique.

du module tangent Ay = correspond a la premiere charge de bifurcation de cette colonne

On peut alors conclure que 'évolution fondamentale (u’(t),a’(t)) est uniformément et
asymptotiquement stable si le chargement ne dépasse pas la charge critique du module tangent
(i.e., Ay < A7),

Puisque le vecteur propre associé & uz est constant (indépendant de t), on peut aussi conclure,
d’apres la proposition 4.8 du chapitre 4, que cette évolution est instable pour Ay > Ar.

En résumé, il apparait qu’une condition suffisante et nécessaire de stabilité uniforme et asymp-
totique pour cette colonne de Shanley visco-élastique est donnée par la charge critique du module
tangent Ap.

Pour ce qui est de 1’évolution fondamentale visco-plastique (uo(t),ao(t)), calculée précé-
demment pour un chargement croissant, la linéarisation des équations d’évolution dans le do-
maine visco-plastique nous donne la méme équation linéarisée avec la méme forme quadratique
Wr

"wa (@, X) [6ax, 8a]. Les conclusions concernant la stabilité de cette évolution fondamentale

visco-plastique sont trouvées donc identiques a celles relatives au cas visco-élastique précédent.

6.7.3 Autre méthode

On va donner dans cette sous-section une autre preuve concernant les résultats de stabilité
de I’évolution trouvés ci-dessus. La structure des équations de ce modele de Shanley se préte bien

a cette nouvelle démonstration qui s’avere plus simple mais moins générale.
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Considérons de nouveau les équations d’équilibre que nous avions écrites, sous la condition

de stabilité élastique, sous la forme u = u(a, A) :

A I A
o - d
v=5m t o), o@de
A 3 [
sinf|1l——— ] = — za(z) dz
( /\ECOSO) 203 ), (z)
Sil’on note par:p = f_-l_ll a(z) de,q = _+ll za(z) dz,on se ramene & un systéme complétement
discret comme dans le chapitre précédent. En effet, avec u = (v,0) et y = (p,q) Iéquilibre

s’écrit comme u = u(y, A) et 'on montre que ’équation d’évolution est donnée par un systeme
différentiel en la variable y dans R2.
Pour le modele visco-élastique de Zener, I’évolution des parametres internes des ressorts
s’obtient par :
a:é:z—ﬁa z e[, +]
non 7
L’intégration entre —[ et 4+ de cette équation d’évolution et de celle obtenue par la multipli-

cation par x nous donne le systeme différentiel suivant :

/_Ha(g;)dx = 5_9/_+la(g;)dx

! noonJu
+ AL ho [T
/ za(z)de = —tanf — —/ za(z) dz
—1 n nJ-
En utilisant la notation (p, ¢) et la relation 8 = (g, ), cette équation d’évolution s’écrit :
. A h
p = —=—-P
non
AL h
i = Liano(gn-24
1 n

Ainsi sous la condition de stabilité élastique, I’équation d’évolution s’écrit :

v = [y} (6.19)

P 7/\:[f1(207/\)]:[ o= tp
[q] f(y ) f2(q7/\) %tang(%A)_%q

Cette autre méthode d’analyse de stabilité a ’avantage de montrer en méme temps 'unicité

ou vy

du probleme d’évolution. En effet, le probleme de Cauchy ci-dessus possede une solution unique

en y, ce qui détermine v = wu(y,A) d’'une maniére unique. L’unicité de v(t) et 6(¢) entraine

ensuite celle de a(t) puisque :

E(v+ zsinf) B E+ ha
n n

Si I'on note par y°(t) I’évolution fondamentale qui correspond & 6° = 0 et par y*(t) =

o=

z e [—1,+]

y(t) — y°(t), alors on peut écrire I’équation différentielle (6.19) comme :

¥ = B(t).y" + h(y", 1)
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|

et h(y*,t) = o(y*) au voisinage de y* = 0 uniformément par rapport a ¢.

Avec :

>

u 0
B(t)=| 7
o 0 _hAgAr—
N AT Ap—

S

On retrouve encore les valeurs propres de la forme quadratique —%Wf’aa (a® A). L’évolution
yY(t) est ainsi uniformément et asymptotiquement stable pour Ap; < Ar, instable autrement.
Comme u® = u%(y% A) est une fonction réguliere en y°, on en déduit alors la stabilité de
I’évolution globale u®(t) sous les mémes conditions.

Pour un comportement visco-plastique de type Perzyna, cette méme méthode s’applique
d’une maniére analogue. La linéarisation de I’équation différentielle en y dans le domaine visco-
plastique fournit la méme matrice B(t) que ci-dessus. L’application des résultats du chapitre
4 concernant les systemes différentiels non autonomes conduit ensuite aux mémes conclusions

concernant la stabilité de cette colonne de Shanley visco-plastique.

6.8 Conclusion

Dans le méme esprit que dans le chapitre précédent, cette étude de stabilité de la colonne de
Shanley continue visqueuse a été menée. Cette version continue est plus riche que le modele a
deux ressorts et permet d’augmenter progressivement la difficulté avant d’aborder des structures
tridimensionnelles quelconques. De plus, faisant varier continiment I’état de déformation dans

les ressorts, cette colonne continue simule le comportement d’une section de poutre.

Pour un comportement visco-élastique de type Zener ou visco-plastique de type Perzyna, les
mémes conclusions concernant la stabilité sont trouvées. L’évolution fondamentale quasi statique,
paramétrée par le chargement A(t) € [0, Ay, est trouvée étre uniformément et asymptotiquement

stable si Aps < Ap, instable pour Aps > Ap.

Dans le cas d’un comportement visco-plastique de type Norton-Hoff, des résultats similaires
sont obtenus. En effet, le fait que la solution fondamentale associée corresponde a un état de
contrainte et de déformation homogene permet de traiter de fagon analogue la stabilité de ce

modele visco-plastique de Norton-Hoff.

Cette stabilité de I’évolution est comprise par rapport a des perturbations qui peuvent étre
appliquées aussi bien au chargement qu’au champ de déplacement. Supposées étre de durée
limitée dans le temps, ces perturbations peuvent se réduire toutes & une simple perturbation
des conditions initiales (voir chapitre 4). Notons que ces perturbations peuvent étre appliquées

a n’importe quel instant de ’évolution de cette structure.

Ainsi, une colonne de Shanley présentant des imperfections entre dans le cadre de cette étude.

En effet, ces imperfections peuvent étre vues comme une perturbation de la condition initiale &
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Iinstant initial ¢ = 0, cas particulier de perturbations plus générales.

Notons également que ’étude de la stabilité de cette colonne continue, avec un comportement

visco-élastique combiné Maxwell et Kelvin-Voigt, conduit & des résultats tout a fait identiques.

Enfin, comme dans le chapitre précédent, le critere de stabilité auquel on aboutit peut étre
écrit comme la définie positivité de la seconde variation de ’énergie potentielle totale :
T
ou Wuu Waa ou
5a] '[W@u W aa ]'[5(1

< >
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Chapitre 7

Structure visqueuse a variable interne

continue bidimensionnelle

7.1 Introduction

On poursuit dans ce chapitre "analyse de stabilité des structures visqueuses a travers I’étude
compléte d’un troisieme exemple. Ici, I'objectif est d’étendre les résultats de stabilité obtenus pour
les exemples simples précédents & des modeles de poutres visco-élastiques ou visco-plastiques.
Comme il a été noté auparavant, nous avons choisi un ordre de difliculté croissant afin de donner
un caracteére pédagogique a notre exposé. Ainsi, cette étude de stabilité de modeles de poutres

constitue la derniere étape avant de généraliser aux milieux continus tridimensionnels.

Comme dans ’exemple étudié dans le chapitre précédent, le champ a représente une variable
continue scalaire. Cependant, par rapport & la colonne de Shanley continue, cette variable a varie
ici continiment dans les deux directions : longitudinale et transversale de la poutre. En d’autres
termes, les parametres internes sont représentés par une variable continue bidimensionnelle a.
De plus, a la différence des deux exemples précédents, ce nouveau modele représente un vrai

probleme continu.

Sous l’effet d’une compression axiale, cette poutre ayant un comportement visqueux posséde
une solution instationnaire. Cette réponse quasi statique sera décrite par une équation différen-
tielle globale que I’on appellera équation d’évolution. Sous la condition de stabilité élastique,
I’'unique solution de ce probleme d’évolution correspond & une poutre comprimée qui subit éven-
tuellement une flexion plane. La solution fondamentale associée & une poutre en compression
simple qui reste droite sera calculée analytiquement et 'on s’intéressera a sa stabilité. De la
méme fagon que précédemment, ’équation d’évolution sera linéarisée autour de cette solution
fondamentale instationnaire et des résultats concernant la stabilité de cette évolution seront ainsi

établis.

161
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7.2 Description du modele de poutre et de son chargement

7.2.1 Géomsétrie de la structure

On considére dans cette étude une poutre droite de section quelconque mais constante. Cette
poutre est encastrée en sa partie inférieure z = 0 et est libre en son extrémité z = L (voir FIG.
7.1). Dans sa configuration initiale non déformée, cette poutre est de longueur L, de section
uniforme S et de moment d’inertie I. De plus, pour des raisons de simplicité de I’exposé, nous

supposerons que la section est symétrique par rapport a son axe médian.

X

U(TJ)
m(x) v(x,t)

y

1/ 77777777]

Fig. 7.1: Poutre dans sa configuration initiale non déformée.

Rappelons que ce modele de poutre non linéaire a été fréquemment utilisé dans la littérature
pour modéliser le flambage en flexion de poutres a comportement élasto-plastique.

Sous l'action d’une charge de compression axiale d’amplitude A, chaque point de la poutre
possede deux degrés de liberté qui sont le déplacement longitudinal selon I’axe (Oz), qui est I’axe
de la poutre, et le déplacement transversal selon 'axe (Oy) (F1G. 7.2).

Compte tenu de la géométrie du probleme et du chargement, ce probleme est plan ou bidi-
mensionnel. Cela revient & étudier le probleme dans la partie [0, L] x [-{,{] du plan (Oz,Oy)
initialement occupée par la poutre (F1G. 7.1). Dans la suite, on notera respectivement par u(z, )
et v(z,t) les déplacements longitudinaux et transversaux du point de la fibre neutre situé a

I’abscisse z et a l'instant ¢.

7.2.2 Hypotheses et relations cinématiques

La poutre décrite ci-dessus représente un modele continu. Le chargement imposé est tel que,

outre la compression simple de la poutre, il peut y avoir flexion dans le plan (Oz,Oy). Ce
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v(L,b)

/7

FiGg. 7.2: Poutre en flexion plane sous 'effet du chargement.

probleme plan est caractérisé par le champ de déplacement u de la fibre moyenne :
u(z,t) = u(z,t)e, +v(z,t)e, z €0, L]
Les conditions aux limites d’encastrement et de bord libre imposées se traduisent par :

v(0,¢) = v'(0,1)=0 (7.1a)
u(0,t) = 0 (7.1b)

On conviendra de noter par v’ la dérivée de v par rapport & z et par © sa dérivée par rapport
au temps ¢. Un champ de déplacement u cinématiquement admissible! doit donc vérifier les
relations (7.1).

La solution fondamentale de cette poutre & comportement visqueux correspond a la position
droite. C’est une solution de compression simple ot le déplacement transversal est nul (v(z,t) = 0,
xz € [0,L],t > 0). Les autres évolutions quasi statiques, autres que la solution de compression
simple, correspondent & des positions fléchies de la poutre.

On se place dans I’hypothése d’Euler-Bernouilli : c’est-a-dire que les sections initialement
droites et perpendiculaires a la fibre moyenne, le restent apres déformation. De méme, on se met
dans le cadre des grands déplacements et petites déformations, et 'on adoptera une approche

totalement lagrangienne pour I’écriture du principe des puissances virtuelles.

1Le probleme se traiterait de la méme facon si la poutre était libre i ses deux extrémités, soit :

u(0,t) =0, v(0,t) =v(L,t) =0
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De ces hypotheéses, il vient que le champ de déformation € est uniaxial. Cette déformation

non linéaire s’obtient classiquement en fonction du déplacement de la fibre moyenne par :

€(w,y,t) = c(v,y,t)e; e, xe0,L], ye[-11] (7.2a)
/ ‘U/Q(xj) "
€($7 yvt) = u (.f,t) + T - yv (xvt) (72b)

On voit ainsi que la connaissance du champ de déplacement w de la fibre moyenne suffit a
connaitre ’état de déformation en chaque point de la poutre par la donnée du champ e. Cette
relation (7.2) se résume globalement par € = €(u).

Dans la suite, on gardera comme variables cinématiques le champ de déplacement w défini
par (u(z,t) et v(z,t), « € [0,L]). On remplacera donc systématiquement la variable € par sa

représentation €(u) fournie par (7.2).

7.3 Evolution quasi statique

7.3.1 Variables et équations d’état

La poutre & comportement visqueux décrite précédemment possede comme variables d’état
globales le couple (€, a). La variable observable € désigne le champ de déformation défini loca-
lement en chaque point de la poutre par : €(z,y,t), 2 € [0, L], y € [-1,]]. La variable interne at
représente le champ des déformations visco-élastiques €” ou visco-plastiques €”.

On utilisera les mémes notations qu’auparavant et l'on notera par des caractéres gras les
variables d’état globales : €, a, o et A. La géométrie de la poutre et son chargement rendent
le probleme bidimensionnel. Les variables d’état sont donc uniaxiales et leur seule composante
suivant (Oz) est définie localement en chaque point de la poutre par : e(z,y), a(z,y), o(z,y) et
A(z,y) o z € [0, L],y € [-I,]]. Ces composantes ne dépendent pas de la troisieme coordonnée
comme c’est le cas pour les problemes de flexion plane, mais dépendent de la variable ¢ que I’on
ne mettera plus explicitement pour ne pas alourdir la notation.

Avec ces notations, on peut définir I’énergie potentielle totale W(e, a, \) du systéeme. Elle
s’obtient a partir du potentiel global d’énergie libre W (e, at) et du potentiel des efforts extérieurs

Wegt(u, A) par :
W(e,a, ) = W(e, o) — Wepe(u, A)
Si I'on note par w(e, o) ’énergie libre volumique, dite aussi énergie libre locale, on obtient :
1 s 1.
W(G, Oé) = w(€7 Od) dv = §E(€($, y) - Oé(.f, y)) + §h04 (.f, y) dv
14 1%
Wezt(u, A) = —Au(L)

Les constantes F et h désignent respectivement le module d’Young et le ccefficient d’écrouis-

sage. En utilisant la relation (7.2) donnant € = €(u), on peut écrire I’énergie potentielle totale
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en fonction des variables (u, a, A) :

W(w, a, ) = /V

A partir du potentiel d’énergie libre, on obtient les équations d’état globalement par :

v ()

%E (u’(m) + — yov”(z) — a(z, y)) + %hoﬁ(.r, y)| dv+ Au(L)

o = We=FEle—a) (7.3)
= _W,a =0 — ha (74)

ou localement pour z € [0, L], y € [-1,{] :

,U/2 (w)

o(oy) = we=B(eey) - alenn) = B () + T (@) - aleny) )

T8 @) - (B4 Dae,)

Alz,y) = —wqy=o0(z,y)— ha(z,y)=FE (u’(m) +

En utilisant la relation € = €(u), les équations (7.3) et (7.4) se réduisent & : 0 = o(u, a) et

A = A(u,a). Cette derniere relation s’obtient directement de I’énergie potentielle totale par :

A=-W,(u,a)

7.3.2 Equations d’équilibre

L’équilibre statique de la poutre rend minimale ’énergie potentielle totale sur I’ensemble des

w cinématiquement admissibles. Il s’écrit donc :
Wy(u,a,X)-du=0 Vdéu C.A. (7.5)
ce qui donne :

/0' de dv+ Adu(L) =0 Vdéu C.A.

En utilisant I'effort normal N (z) et le moment de flexion M (z) définis par :

nyds_// o(z,y) dydz
yoxyds_// o(z,y) dydz

L L
/0 N(z) [5e'(2) + o'(2)80'(2)] de + Abu(L)— /0 M (2)80" () da = 0
Véu tel que du(0) = 0, dv(0)=45v(0)=0

[,)\m\

I’équation d’équilibre (7.5) s’écrit :

Par intégrations par parties, on obtient les équations d’équilibre locales traduisant respecti-

vement ’équilibre des forces et 1’équilibre des moments :

N(z) = - z € [0, L]
M(z) = Xv(z)—v(L)] z € [0, L]
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En remarquant que :

N(z) = ES (u’(m)—l— @) = E/Sa(x,y) ds

M(z) = —-EI"(2) —E/Sya(:c,y) ds

ol S:/a’.ydz, I:/y2 dydz
S S

les équations d’équilibre s’obtiennent en termes des seules variables uw, a et A par :

u'(z) + ol 2(30) = _ELS + %/Sa(x,y) ds (7.6a)
V)t gy o) o= = [ aley) ds (7.6b)

De la méme fagon que dans les chapitres précédents, ’équation d’équilibre (W, - du =0, V
du) relie les variables u, a et A. En effet, sous la condition de stabilité élastique (du-W 44 -du > 0,
V du # 0), 'équation d’équilibre (7.5) fournit la relation © = u(a, A) (théoreme des fonctions
implicites). Cette inversion w = u(a, A) s’obtient par la résolution des équations différentielles?

en la variable 2 données en (7.6). L’intégration de I’équation différentielle (7.6b) donne :

v(z) = v(L)[l - cosQa] — % /Oz q(&)sin Q(z — &) d¢

. A
o Q=4 7, q(ﬂf)—/sya(w,y)ds

Pour (cos QL # 0), ce qui est équivalent & (A # Ag(1+ 2k)%, k € N), la relation v (e, A) (z)

fournie ci-dessus est uniquement déterminée par :

~1 L I
v(a, M) (@) = (m JRGETTES df) (1 cos @] = oz [ a(€)sin @ - )
(7.7)
Notons au passage que Ag = ”jL%I est la charge critique de perte de stabilité élastique et

coincide avec la perte de définie positivité de la seconde variation W 4, [du, du] sur la solution
fondamentale v = 0. Elle correspond aussi a la premiere charge de bifurcation de la poutre

élastique ; les autres charges de bifurcation sont Ay = Ag(1+ 2k)2, k € N, et sont associées aux

modes : Ug(z) = 0, Vi(2) = Vi(L) [1 — cos 7 (1 + 2k)z].

2Notons la différence avec le probleme de la colonne de Shanley oil cette inversion nécessitait la résolution d’un

probleme algébrique plutét qu’un probleme différentiel.
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Cette détermination de v (e, A) (z), sous la condition de stabilité élastique, permet de calculer

u (e, A) (z) en intégrant I’équation :
v (a,\) () A 1
— 3 psts®

ot : p(x):/soz(ac,y) ds

u(z) = -

Cette derniere relation u (e, A) (z) n’est pas completement explicite si 'on garde les non-

linéarités en v'?(z). Elle se met néanmoins sous la forme intégrale :

waN) (@) =~ pgat g [ pO a5 [ @@ de (7.8)

On peut résumer ’équation d’équilibre par la relation © = u(a, ) qui relie les variables u,
a et A. Cette relation est donnée par les équations (7.8) et (7.7). Ceci permet en particulier
d’exprimer les forces thermodynamiques en fonction des seules variables a et A : o(a, ) =
o (u(a, ), a) et A(a,A) = A (u(a, A), a). Cette derniere relation donnant les forces générali-
sées A(a, A) peut étre directement déduite de I’expression de ’énergie a ’équilibre. En effet, en
notant par W" (a, A) cette énergie réduite :

W (a, \) = W (u(a, A),a, A) = min W(u, a, A)

u

il vient que la force A(a, A) s’exprime globalement par :
A=-W, (e, A)
Cette relation globale se traduit au niveau local par :

/ A(z,y) - da dv = / —w, ((a,A),a) - dadv VYV da
Vv Vv

ou encore :

Aa M@ = - 5+E (7 [ vaten) ds+ 2 0l @ - ol 1)

E
T E/Sa(x,y) ds — (E+ h)a(z,y)

Dans cette derniere relation, le terme (v (e, A) (z) — v (a, A) (L)) peut étre remplacé par son

expression donnée par I’équation (7.7).

7.3.3 Regle d’écoulement

Aux équations d’équilibre précédentes, il faut ajouter les lois d’évolution des variables in-
ternes. En supposant que la déformation n’est pas un parametre dissipatif, ces lois complémen-
taires s’obtiennent classiquement par I'introduction du potentiel de dissipation D(é). Ainsi, les

forces thermodynamiques associées aux parametres internes « s’obtiennent localement par :

A=D,
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1l est parfois plus commode d’utiliser le potentiel dual au potentiel de dissipation obtenu par
la transformation de Legendre-Fenchel. Si I'on note par Q(A) ce potentiel dual local, la regle
d’écoulement des parametres internes s’écrit :

& =Q 4

ou encore :

/d-5ad'v:/Q7A-5ad'v Y da
14 14

Cette derniere relation représente une écriture globale de la régle d’écoulement et peut se

mettre sous la forme condensée :
a=Q4 (7.9)

ot Q(A) = [, Q(A) dv est le potentiel dual global de dissipation.
Dans notre étude de stabilité de ce modele de poutre, on considerera deux lois de comporte-
ment visqueuses distinctes. La premiére correspond au modele visco-élastique de Maxwell avec

écrouissage cinématique linéaire. Le potentiel dual de dissipation associé est :

AZ
QA) = —
2n
ol 7 est un parametre de viscosité. La régle d’écoulement est alors :
. A
&= —
n

La seconde loi de comportement est visco-plastique a seuil de type Perzyna. Son potentiel
dual est donné par :
(| Al-A.)
2n
et I’écoulement visco-plastique est décrit par ’équation :
<| A | _Ac>

a=——""Lsign(A
p (4)

Q(A) =

7.3.4 Equations d’évolution

L’utilisation de potentiels thermodynamiques globaux permet d’obtenir une formulation glo-
bale de ’évolution du systeme. Sous l'effet d’une charge de compression paramétrée par A(t) €
[0, Apm], le systeme possede une solution instationnaire (w(t), a(t)), ¢t > 0.

Cette évolution quasi statique de la structure dépend de la vitesse du chargement et est
obtenue par la résolution de ’ensemble des équations :

Waulu,a,X)-du = 0 vV éu Equilibre,
A = —Wg,(u,a,A) Loid’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (7.10)

a0) = ap Donnée initiale.
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Par élimination du champ de déplacement w & partir de 1’équilibre, ce systeme d’équations

est équivalent au systéeme suivant :

W (a,)\) = W(u(a,A),a, ) Energie réduite,

A = —-W,(a,}) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (7.11)
a0) = ag Donnée initiale.

La résolution de I'équation différentielle (7.10) ou (7.11), pour une fonction de chargement

A(t) donnée, détermine I’évolution quasi statique d’une maniere unique sous la forme u(t), e (),

€ [0, 4o0].

7.4 Solution fondamentale visco-€élastique

La solution fondamentale de compression simple : v = v%(z,¢) = 0 correspond & un état
de déformation et de contrainte homogenes. Le comportement visco-élastique de Maxwell avec
écrouissage cinématique linéaire, dit aussi modele de Zener, est donné par le modele rhéologique
de la F1G. 5.3 du chapitre 5. Pour une poutre ayant un tel comportement, la solution fondamentale

vY = 0 est définie par :

At
oapt) = o) =i+ 3
h A
@ = ——a’ - =
n nsS

En intégrant cette équation différentielle, on trouve la solution suivante :

t
_hgony AT
Q) = —/e 7(=7) )a’.r (7.12)
0
Wz, t) = ( 0
VO(z,t) = Vi>0, z€l0,L]
Cette détermination de u%(z,t) = (u(z,t),v%(z,t)) et a®(t) nous permet de calculer les
autres variables d’état par :
At
o) = P =aP) - 2
A)
0
) = -2
o) =
A1) = —%—hao(t)

Pour un chargement A(¢) variant dans l'intervalle [0, Aps], cette solution fondamentale reste

bornée. En effet, d’apres (7.12) on a :
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7.5 Solution fondamentale visco-plastique

Nous allons calculer dans cette section la solution fondamentale de ce modeéle de poutre
visco-plastique. Le modele rhéologique de la F1G. 5.7 du chapitre 5 illustre le comportement visco-
plastique & seuil de Perzyna. Pour un trajet de chargement croissant A(t) € [0, Ap], A > S A,
la solution fondamentale v = v°(z,¢) = 0 est composée d’une phase élastique suivie d’une phase

visco-plastique. Cette solution de déformation homogene & deux phases est donnée par :

-te[0,t.] e A(t) e[0,SA] :

() = 0

A(t)

“ES”

Wz, t) = 0 Yi>0, z€]0,1]

Cette détermination de u®(t) = (u%(z,t),v%(z,t)) et a®(z,t) nous permet de déduire les

autres variables d’état par :

) = u’oz—/\E(—g

>

al(t) = —%
A%(t) = —%

>

-t >t AMt) > SA.

aO(t) = _/6_%(,5_7)@(7)77;55%10) dr (7.13)

Puis :

On retrouve comme précédemment le caractére borné de cette solution fondamentale. Effec-

tivement, I’équation (7.13) donne :

v — SA
0 < C
() g M2
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7.6 Analyse de bifurcation

L’équation d’équilibre (7.5) peut se mettre sous une forme incrémentale ; c’est 1’écriture en

vitesses du probleme d’équilibre :
S (Wou 0+ Wae - ad4+Wan A =0 Véu caA. (7.14)

On a vu que la formulation globale des équations d’évolution, donnée par (7.10) ou (7.11),
nous fournit une évolution quasi statique (w(t),(t)). Supposons qu’en un point de cette évo-
lution il existe deux solutions au probleme en vitesses (7.14). Si I'on note par Ad = ' — @2,
1

Aé = &' — é&? la différence entre ces solutions, il vient que :

u - Wy A+ Wy - Aa] =0 Véu C.A.

Cependant comme le flux & d’aprés la régle d’écoulement (7.9) ne dépend que de I’état actuel,

on a: Aa =0 et donc :

ou Wy A =0 Véu C.A.

)

Ainsi, une bifurcation angulaire est exclue tant que la condition de stabilité élastique est

satisfaite, c’est-a-dire :
ou Wy - 0u >0 Véu#0 C.A.

Pour ce modele de poutre continue on trouve :

L
Su Wy, - = / (ESWéu'+ EIV"60" — A\o'6v') da
0
5u-W7OuA = du(l)

L L
5”'W,Oua a = —/ Ebsu’ (/ézds) dac—}—/ Esv" (/ Yo ds) dz
0 S 0 S

On a donc unicité du probléme en vitesses, sur la branche fondamentale v = v%(z,t) = 0,

tant que la charge appliquée reste en dessous de la charge critique de perte de stabilité élastique :

_ @wEI
Ap =75

De fagon plus générale, on peut montrer que I’évolution est unique tant que la stabilité

élastique est assurée. En effet, sous cette condition, on peut extraire de I’équilibre la relation
u(a, \) qui permet d’écrire le probleme d’évolution sous la forme d’une équation différentielle

en a : équations (7.10) ou (7.11).

7.7 FEtude de stabilité

Nous allons exploiter dans cette section la formulation globale des équations d’évolution pour

étudier la stabilité de I’évolution fondamentale quasi statique. L’équilibre nous permet d’éliminer
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la variable u et d’écrire ainsi ’équation d’évolution en termes de 1’énergie réduite :

W (a,)) = W(u(a,)),e, ) Energie réduite,

A = -W,(a,)) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (7.15)
a(0) = ag Donnée initiale.

La linéarisation de I’équation différentielle (7.15) autour de I’évolution fondamentale a(t)

s’écrit formellement :
a* =Q44(A% - A" = —Q 44(A%) W, (a’}) - a (7.16)

L’expression de I’énergie a I’équilibre nous permet d’obtenir la variation seconde de I’énergie

réduite qui s’écrit :

W W,aa - W,au ) WTqu ) W,ua (717)

oo —
On trouve donc pour I’équation linéarisée (7.16) :
& = -0 44a(A%) [Waa —Wau Wiy Waal -a® (7.18)

Cette équation globale linéarisée (7.16) sera explicitée ci-dessous pour le cas de la poutre

continue.

7.7.1 Linéarisation

Pour la poutre & comportement visco-élastique définie précédemment, I’équation différentielle
(7.15) s’écrit :
1
/d-&adv:—/A(a,/\)-(sadv V do
14 nJv
Sa formulation globale est la suivante :

&= —1W(a, )
1'7 b

La linéarisation de I’équation ci-dessus donne :
¢k 1 Wr 0 A *
o — _; NeTe" (a ) ) T
soit :

(@®, ) bar, @] Vo

,oo

/ a* - da dv:—lW
v n

Comme précédemment, I’étude de stabilité de 1’évolution fondamentale a®(t) s’effectue en-
suite par ’analyse de la définie positivité de la forme quadratique Wf’aa(ao, A) [dex, da]. Les
résultats répertoriés dans le chapitre 4, concernant la stabilité des équations différentielles non
autonomes, seront alors exploités. La sous-section suivante va aborder cette analyse de valeurs

propres.
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7.7.2 Analyse de stabilité

En appliquant la proposition 4.2 ou la proposition 4.6 du chapitre 4, on montre que 1’évo-
lution quasi statique (uo(t),ao(t)) est uniformément et asymptotiquement stable si la forme
quadratique W', (o 9 X) [6a, ba] est définie positive. En effet avec da = a*, on exhibe pour le
systeme une fonction de Lyapunov qui n’est autre que la norme [|a*||? = fV - dv. Expli-
citons d’abord la forme quadratique W', (@®, A) [fe, dax]. Cette variation seconde de I'énergie

réduite peut se calculer par la formule (7.17) et les relations :

WO, [bu,6a] = — /0 " o) [ /S sa(z,y) ds] do + /0 " psot(a) [ /S yda(z, y) ds] d

W, [ba,6u] = - /OLE [/S da(z,y) ds] Su'(z) dx + /OLE [/S yoa(z,y) ds] §v"(z) dz
L

W?aa ba,88] = (F+ h)/o [/S da(z,y)dp(z,y) ds] dz

WO, [0u, 6U] = /OL (ESU'(z)6u/(z) + EIV"(2)60" (z) — AV'(2)60'(2)) da

On peut aussi calculer W7, (@, X) [far, 6a] en partant directement de la définition de la

force généralisée a 1’équilibre :

qui se traduit au niveau local par :
/ Ala, A)(z,y) - da dv = -W, (e, A) - bex Vo
‘7
avec :
A F M
A(OL, /\)(l‘, y) = _§ + § Sa(x’ y) ds — Eyv (OL, /\)(.f) - (E+ h)a('rv y)

Ainsi on obtient directement :
W oo ba,08] = — [ da-Aq(a,A)(z,y)- 88 dv
‘7

et donc :

W, b, 58] = _g OL [/Scsa(g;,y) ds] Uscsg(g;,y) ds] dz (7.19)

b O(E+h) /L U selz, y)85(x, y) ds] da

_ E/ [/yéam y)d] [/Syw(x,y)ds] dz
_ 7/0 [/ yda(z,y) ds] [6v(88, A)(z) — 6v (58, A)(L)] da

Notons que les relations v”(ex, A) et [0v(83, A)(z) — dv(88, A)(L)] qui apparaissent dans les

expressions ci-dessus sont données par I’équation (7.6b).
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L’analyse spectrale de la forme quadratique W, [der, 3], donnée par I’équation (7.19),

passe par la recherche de ses valeurs propres. Si p est une valeur propre de W', associée au

,oo

vecteur propre X alors elle vérifie :
W o [da, X] = pul o, X] Via

soit :

L[/(Sa(:v,y)ds] [/SX(x,y)ds] de + E—|—h/ [/5axy C(x,y) ds| da

—|—E/ [/ ydo(z,y) ds] [0v"(X, M) (2)] de = | da(w,)X (a,y) dv Y da

Ce qui entraine au niveau local :

/X z,y) + (E+h)X(z,y)+ Eysv" (X, N\ (z) = uX(z,y)

o SN 4 BeX N () - 8] = -1 [ X (e ds
et, sv(0) = 6&'(0)=0

Pour une charge appliquée non nulle vérifiant (0 < A < Ag), les valeurs propres de la forme

quadratique W', s’obtiennent par la résolution simultanée des deux équations ci-dessus et ’on

oo

trouve :

o = FE+h de vecteurs propres : X_z(z,y), // X_o(z,y)ds= / yX_o(z,y)ds=0
S S
)= X_ (@)

o1 = h de vecteurs propres : X_;(z,y

B AE /\T(1+2k)2—/\ o
pe = hE o152k = de vecteur propre : X (z,y) = Cj |:COS ﬁ(l + 2k)x } y, ke N
h
Ar = A
T E+h E

La valeur propre positive u_y = E + h posséde comme vecteur propre toute fonction X (z,y)
vérifiant : [ X (z,y) ds = 0 et [4yX(z,y) ds = 0. La valeur propre constante u_y = h a pour
vecteur propre toute fonction indépendante de la variable y de la forme X (z). Les autres valeurs
propres puy d’indice k ont un signe qui dépend du niveau de chargement. On vérifie sans peine

que les vecteurs propres de cette forme quadratique W’ sont deux & deux orthogonaux.

oo

Lorsque la charge A ne dépasse pas Ar, ces valeurs propres u; (k € N) sont toutes positives.

La forme quadratique W', (@’ \) [da, 8a] est donc définie positive si Ayy < Ap. Cette charge

WQETI
4L2

poutre a4 comportement élasto-plastique.

critique du module tangent Ay = correspond & la premiére charge de bifurcation de cette
On peut alors conclure que 'évolution fondamentale (u’(t),a’(t)) est uniformément et
asymptotiquement stable si le chargement ne dépasse pas la charge critique du module tangent

(i.e., A < /\T)-
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Puisque la valeur propre ug devient positive lorsque le chargement dépasse la charge critique
du module tangent, on peut conclure également, d’apres la proposition 4.8 du chapitre 4, que
cette évolution est instable pour Ay > Ar.

En définitive, il apparait qu’une condition suffisante et nécessaire de stabilité uniforme et
asymptotique pour cette poutre visco-élastique est donnée par la charge critique du module
tangent Arp.

En ce qui concerne ’évolution fondamentale visco-plastique (uo(t),ao(t)), calculée précé-
demment pour un chargement croissant, la linéarisation des équations d’évolution dans le do-
maine visco-plastique nous donne la méme équation linéarisée avec la méme forme quadratique
Wpa (@A) [ber, 6a]. Les conclusions concernant la stabilité de cette évolution fondamentale

visco-plastique sont trouvées donc identiques a celles relatives au cas visco-élastique précédent.

7.7.3 Autre méthode

Cette sous-section donne une autre preuve des résultats de stabilité de I’évolution ci-dessus
mentionnés. La structure des équations de ce modele de poutre se préte bien a cette nouvelle
démonstration qui s’avere plus simple mais moins générale.

Considérons de nouveau les équations d’équilibre que nous avions écrites, sous la condition

de stabilité élastique, sous la forme u = u(a, ) :

u'(z) + *v’;x) = _ELS + %/Sa(x,y) ds
o)+ g ole) o= = ;[ aley) ds

Si l'on note par : p(z) = [qa(z,y) ds, q(z) = [qya(z,y) ds, on se ramene & un probleme
continu unidimensionnel comme dans le chapitre précédent. En effet, avec u = (u(z),v(z)) et
y = (p(z), q(x)), 'équilibre s’écrit comme u = u(y, A) et 'on montre que 1’équation d’évolution
est donnée par un systéme différentiel en la variable y.

Pour le modele visco-élastique de Zener, I’évolution des parametres internes s’obtient par :
a z€e[0,L], yel-11]

L’intégration sur la section de la poutre S(z) de cette équation d’évolution et de celle obtenue

par la multiplication par y nous donne le systeme différentiel suivant :

A h
alz,y)ds = ————/aw,y ds
[ te.w) =2 [ atey)

) A h
/Syoz(x,y) ds = ;(v(ac) —v(L)) - ;/Syoz(ac,y) ds

En utilisant la notation (p, ¢) et la relation v(z) = v(g, A)(z) donnée par (7.7), cette équation
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d’évolution s’écrit :

p

> | >
=

[v

—

0N () — v (g, ) (L)] - %q

Ainsi sous la condition de stabilité élastique, I’équation d’évolution s’écrit :

v = [y, A) (7.20)

ol _ |7, 7/\:[f1(p,/\)]:[ .
’ [ ] o) fa(g;A) 2o (@A) (2) —v (g, M) (D)] - 2q

Cette autre méthode d’analyse de stabilité a ’avantage de montrer en méme temps 'unicité
du probleme d’évolution. En effet, le probleme de Cauchy ci-dessus possede une solution unique
en y, ce qui détermine w = u(y, A) d’'une maniére unique. L’unicité de u(z,t) et v(z,t) entraine

ensuite celle de a(t) puisque :

E(v+5-y") pin
— (87
l U

= .TG[O,L], yE[—l,l]
Si I'on note par y%(z,t) I’évolution fondamentale qui correspond & v® = 0 et par y*(z,t) =

y(z,t) — y°(x,t), alors Péquation différentielle (7.20) s’écrit comme un systeme linéaire en y* =

(r*,q%) :

P = ——Pp
n
i = %[uq*,wx)—v<q*,A><L)]—%q*

Notons que la linéarité de v (¢, A) en ¢ a permis de remplacer v* (¢, A) par v(¢*, A). Nous
allons déterminer les valeurs et vecteurs propres de ce systeéme linéaire mis sous la forme globale :

y* -0y = L[y*, dy], V dy. Si p est valeur propre associée au vecteur propre y* alors elle vérifie :

Ly, dy]l = plly", 0yl VY oy

L’équation donnant I’évolution de p* est :

L h L
/ p*.ép de = ——/ p*.op dz Y ép
0 mJo

Il lui correspond la valeur propre p = —% de vecteur propre toute fonction de la variable z
de la forme p*(z).

L’équation donnant I’évolution de ¢* est :

/OLQ*.(S(] dw:/oL{%[U(q*’A) (2) = v(¢", \) (D)] - %q*}.&] de ¥ 5q
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La recherche d’une valeur propre p associée a un vecteur propre ¢* se fait en résolvant

simultanément les deux équations :

S - (W] - 20 ) = (o)
V(@) + (@) (D) = ()

Un calcul immédiat donne :

B h Ag /\T(1+2k)2—/\
B = 3 e+ 2k)2 — A

associée au vecteur propre : ¢;(z) = Cj cos %(1 + 2k)x

On vérifie que ces vecteurs propres sont deux & deux orthogonaux. Ainsi, on retrouve encore
les valeurs propres de la forme quadratique —%Wf’aa(ao, A). L’évolution y°(¢) est donc unifor-
mément et asymptotiquement stable pour Aps < Ar, instable autrement. Comme u® = u°(y°, A)
est une fonction réguliere en y°, on en déduit alors la stabilité de I’évolution globale u®(¢) sous
les mémes conditions.

Cette méthode s’applique d’une maniére similaire pour un comportement visco-plastique de
type Perzyna. La linéarisation de ’équation différentielle en y dans le domaine visco-plastique
fournit le méme opérateur linéaire £(¢) que ci-dessus. L’application des résultats du chapitre

4 concernant les systemes différentiels non autonomes conduit ensuite aux mémes conclusions

concernant la stabilité de cette poutre visco-plastique.

7.8 Conclusion

L’étude de stabilité de ces modeles de poutres continues visqueuses a été menée dans le
méme esprit que dans les deux chapitres précédents. Méme si ce probleme bidimensionnel est
plus complexe que les deux précédents, on s’apercoit cependant que la structure des équations
est similaire. L’analogie retrouvée dans les trois exemples étudiés nous permet d’en déduire
une méme méthodologie pour 1’étude de stabilité des systemes visqueux. Ainsi, "application de
cette approche a des structures visqueuses tridimensionnelles quelconques sera proposée dans le
prochain chapitre.

Pour un comportement visco-élastique de type Zener ou visco-plastique de type Perzyna, les
mémes conclusions concernant la stabilité sont trouvées. L’évolution fondamentale quasi statique,
paramétrée par le chargement A(¢) € [0, Aas], est trouvée étre uniformément et asymptotiquement
stable si Aps < A, instable pour Ay > Ar.

L’étude de stabilité de cette poutre avec un comportement visco-plastique de type Norton-
Hoff conduit aux mémes résultats mentionnés ci-dessus. En effet, ceci est possible grace au
caractere uniforme de la solution fondamentale associée.

Notons que ’analyse de la sensibilité aux imperfections de ce modele de poutres entre dans

le cadre de cette étude. En effet, ces imperfections peuvent étre vues comme une perturbation
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appliquée a la structure parfaite a l'instant initial £ = 0, cas particulier de perturbations plus
générales.

Il est a noter également que 1’étude de la stabilité de cette poutre continue, avec un com-
portement visco-élastique combiné Maxwell et Kelvin-Voigt, conduit a des résultats tout a fait

identiques.
On peut remarquer enfin, comme dans le chapitre précédent, que le critere de stabilité auquel

on aboutit peut étre écrit comme la définie positivité de la forme quadratique suivante :

T
ou Wouu Waua ou
W,au W,aa

< >

oo oo

Cette forme quadratique représente la variation seconde de I’énergie potentielle totale du

systeme.




Chapitre 8

Etude générale de stabilité de solides

visqueux tridimensionnels

8.1 Introduction

L’étude de la stabilité de I’évolution quasi statique des solides visqueux, menée & travers les

trois exemples précédents décrivant respectivement :

e Un systeme mécanique visqueux discret, représenté par la colonne de Shanley & deux ressorts,

e Un systeme visqueux a variables continues unidimensionnelles, représenté par la colonne de

Shanley a distribution continue de ressorts,

e Un systéme visqueux & variables continues bidimensionnelles, représenté par le modele de

poutre en flexion plane,

a montré l'existence d’une certaine analogie tant sur le plan de la méthodologie que sur le plan
des résultats observés.

En effet, les équations qui régissent I’évolution quasi statique de ces systemes se mettent d’une
maniére compacte sous une méme forme mathématique abstraite. Ainsi, par linéarisation de ces
équations d’évolution autour de la solution fondamentale, on obtient des équations linéarisées
gouvernant le probleme de stabilité tout a fait similaires.

Cette approche unifiée de la stabilité, qui se dégage de I’étude de ces exemples, nous suggere
d’en faire une généralisation aux milieux continus visqueux tridimensionnels. C’est I’objectif que
I’on se propose d’atteindre dans le présent chapitre.

Il est intéressant de noter que la méthodologie que nous proposons pour étudier la stabilité
des solides visqueux peut s’appliquer & d’autres systemes dissipatifs dépendant du temps phy-
sique, pourvu que la description mathématique de leur évolution quasi statique soit similaire &
celle obtenue dans le cas visqueux. Dans ces conditions, ’approche de stabilité de ces systemes

dissipatifs dépendant du temps peut étre obtenue dans le méme esprit que dans le cas visqueux.

179
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Rappelons également que le probleme de bifurcation des solides visqueux a été discuté, cha-

pitre 5 section 5.6, dans le cas général de milieux continus tridimensionnels.

8.2 Cadre général de I’étude

8.2.1 Description du solide et de son chargement

On considere un solide déformable occupant dans sa configuration naturelle libre de contrain-
tes un volume V de frontiere dV. Ce solide est soumis a des forces volumiques F()), des forces
surfaciques T'(A) sur la partie 0V de sa frontiere et & des déplacements imposés ug4(A) sur
la partie complémentaire. Ces efforts extérieurs sont introduits par le biais d’un parametre de

controle A définissant & chaque instant le niveau de chargement (F1G. 8.1).

T dr

u )

FiG. 8.1: Solide visqueux en description lagrangienne.

On adoptera une description totalement lagrangienne : la configuration de référence sera la
configuration initiale non déformée du solide (F1G. 8.1). Cette approche lagrangienne est bien
adaptée aux problemes de stabilité et de bifurcation en mécanique des milieux continus. En
effet, elle conduit & ’écriture des équations d’équilibre sur un domaine fixe permettant ainsi de
commuter les dérivées par rapport au temps et les dérivées par rapport a ’espace. En particulier,
I’écriture du probleme en vitesses s’obtient d’une maniere systématique et se met sous une forme
relativement simple. Il en va de méme pour les dérivées successives du principe des travaux

virtuels ou encore de I’écriture linéarisée des équations d’équilibre.

8.2.2 Hypotheses et contexte thermodynamique

Bon nombre de matériaux sont connus comme étant sensibles a la vitesse du chargement ;
leur réponse & une sollicitation étant en partie différée dans le temps. C’est en particulier le
cas des polymeres et de beaucoup de métaux et alliages sollicités aux températures moyennes
et élevées. Ces solides, dits visqueux, sont sensibles & I’échelle de temps et la donnée du seul
chargement ne suffit pas a paramétrer leur évolution quasi statique. En effet, si ’'on recommence

I’expérience pour plusieurs vitesses de chargement, on obtient autant d’évolutions quasi statiques
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que de vitesses différentes. De plus, ces solides ne sont jamais en équilibre statique car ils évoluent
constamment par fluage via leur temps de relaxation défini & partir du parametre de viscosité.

1l est actuellement bien connu qu’une description satisfaisante des lois de comportement doit
s’'inscrire dans le cadre de la thermodynamique macroscopique des milieux continus. Ainsi, en
tant que transformation thermodynamique particuliere, la déformation du milieu doit s’opérer
en accord avec les deux principes de la thermodynamique dont on admet la validité. Le premier
principe traduit la conservation de ’énergie a travers le bilan énergétique et la possibilité de
transformation de chaleur en énergie mécanique et réciproquement. Le second principe traduit
la non-négativité de la dissipation et s’exprime par une inégalité lorsque la transformation est
irréversible, et par une égalité lorsqu’elle est réversible.

On émet souvent I’hypothese que I’état thermodynamique d’un systéme dissipatif peut étre
correctement décrit par la connaissance d’un nombre fini de variables d’état dont une partie est
observable (la déformation par exemple), les autres variables étant cachées. Ce postulat de ’état
local est largement admis dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus. Il permet
en particulier une modélisation des lois de comportement par variables internes. Ces variables
ont le plus souvent une signification physique, déformation anélastique, écrouissage,. .., etc. Le
lecteur intéressé pourra consulter & ce propos les exposés classiques sur les matériaux standard
généralisés (B. Halphen et ).S. Nguyen [62], P. Germain [43], F. Sidoroff [192]).

On se placera désormais dans ce cadre bien connu des matériaux standard généralisés. La
méthode des deux potentiels : potentiel d’énergie libre et celui de dissipation, nous permettra
d’identifier automatiquement les variables internes nécessaires a décrire le phénomene dissipatif
étudié et d’écrire leur loi d’évolution. Comme précédemment, on conviendra d’appeler visco-
élastiques les matériaux dont le potentiel de dissipation est quadratique, visco-plastiques pour
les autres cas. Ce potentiel de dissipation dépend des flux des variables internes mais sera pris
indépendant de ’état actuel.

Par opposition & une transformation infinitésimale, nous supposerons que notre solide subit
une transformation finie. Dans ce cas, le champ de déplacement u ainsi que son gradient lagran-
gien Vu ne seront pas supposés petits. De plus, I’état courant du solide ne peut plus s’identifier
a sa configuration non déformée. En d’autres termes, dans ce cadre de transformation finie, on ne
peut pas négliger les termes quadratiques dans le tenseur de déformation de Green-Lagrange, et
il est nécessaire de distinguer les configurations : naturelle libre de contraintes V et actuelle V;.
On gardera donc toutes les non-linéarités géométriques, et on écrira le tenseur de déformation

sous la forme :

(Vu + vy 4 VTu.Vu) (8.1)

e —

N | =

Cette déformation non linéaire peut, quant a elle, étre petite ou pas. Certaines structures
élancées : poutres, plaques, coques,..., travaillent dans I’hypothese des petites déformations

et grands déplacements. Ceci permet des simplifications notables dans I’écriture de la loi de
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comportement reliant le tenseur des contraintes a cette déformation non linéaire. Ce cadre est

bien connu dans les études de flambage des structures usuelles.

8.3 Solides visco-€élastiques en transformation finie

On s’intéressera dans cette section a une classe particuliere de matériaux dissipatifs. Ce sont
des solides visqueux & potentiel de dissipation quadratique. Avec la convention et les notations
introduites au chapitre 5, section 5.5, ces matériaux seront appelés visco-élastiques et vérifient :

0%Q

8.3.1 Exemples de modeles rhéologiques visco-€élastiques

On utilise souvent des modeles rhéologiques simples pour décrire les lois de comportement
usuelles. En effet, ces modeles rhéologiques aident & comprendre et & identifier les parametres
importants mis en jeu dans les phénomenes que ’on cherche & modéliser. De plus, ils conduisent
a des lois de comportement unidimensionnelles, premier pas vers une généralisation au cas tridi-
mensionnel.

Ces modeles sont des assemblages en série, en parallele ou en pont de Wheastone d’éléments
simples : ressorts, pistons visqueux (amortisseurs), patins,. .., etc. Les modeles visco-élastiques

les plus répandus sont :
e Modele de Kelvin-Voigt :

Ce modele correspond & une variable interne nulle, & = 0. Le seul mécanisme dissipatif est
dans ce cas la déformation €. Le modele rhéologique de la (F1G. 8.2) illustre un tel comportement.

Il est formé d’un ressort en parallele avec un piston visqueux.

Fic. 8.2: Modeéle rhéologique du comportement visco-élastique de Kelvin-Voigt.
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On associe & ce modele un potentiel d’énergie libre :

1
Wi(e) = §e.E.e

Les équations d’état sont donc :

oft = W,.= FE.€

A = -W,=0

Le potentiel de dissipation s’écrit :
1
D(é) = —é.n.€
(€) = 5én

conduisant aux lois complémentaires :

ol® = D,.= 7.€

A = Dygy=0

La relation qui relie la contrainte & la déformation s’obtient par la résolution de I’équation

différentielle :
o= OR+ ol = E.e+n.€

Par exemple, si la contrainte o(¢) est donnée pour tout ¢, avec : (¢(t) = 0 pour ¢ < 0), alors

on obtient :

€(t) =

1
n

¢
/ 6_%(t_s)o(s) ds
0

La valeur de la déformation a I'instant ¢ dépend ainsi de toute I’histoire du chargement.
e Modele de Zener :

Ce modele correspond, en fait, au modele de Maxwell avec écrouissage cinématique linéaire.
Il lui correspond, tout comme au modeéle de Maxwell, une contrainte irréversible nulle, /% = 0.
Le seul mécanisme dissipatif est la déformation visco-élastique «, et la contrainte s’identifie donc
a la contrainte réversible : o = off. Ce modele est constitué d’un ressort en parallele avec un
piston visqueux, le tout placé en série avec un ressort élastique (Voir F1G. 8.3).

Les potentiels d’énergie libre et de dissipation sont :

Wi(e,a) = %(e —a).E.(e—a)+ %a.h.a
D@) = ama

2
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Fic. 8.3: Modeéle rhéologique du comportement visco-élastique de Zener.

Les équations d’état et les lois complémentaires s’obtiennent par :

oft = W= E.(e— a), A= -W,,=0—huao
ol® = D.=0, A=D,,=n.d

Pour retrouver le modele de Maxwell, il suffit de mettre & zéro le module h dans ’expression
de D’énergie libre, ce qui conduit & A = . Cela revient a supprimer le ressort de rigidité h placé
en parallele avec 'amortisseur (FI1G. 8.3).

De méme, pour obtenir des lois de comportement tridimensionnelles, il convient de remplacer
les parametres scalaires de rigidité ou de viscosité par des tenseurs d’ordre quatre. Ainsi, on

écrira pour ’énergie libre volumique :
1 1
w(e, a) = 5(62']‘ — i) Eijpi(ep — o) + 5 Qijhijr e

et pour le potentiel de dissipation local :
1

D(a) = §dij77ijklé4kl

Ces tenseurs d’ordre quatre, F;;i ou 7;;k, vérifient les conditions classiques de symétrie et
de positivité :
Eiirw = Ejiw = Eyij
2
EirGiiCr > |IC]% V¢, (e>0)

V

e Modele combiné de Maxwell et Kelvin-Voigt :

Ce modele consiste en la combinaison du modele de Maxwell a écrouissage cinématique (dit
aussi modele de Zener), et du modele de Kelvin-Voigt définis précédemment. Dans ce cas, la
déformation € et la déformation visco-élastique « sont toutes les deux des mécanismes dissipatifs.

Ce modele est illustré par I’assemblage donné par la FiG. 8.4.
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Fic. 8.4: Modele rhéologique du comportement visco-élastique combiné de Maxwell et Kelvin.

On associe a ce modele le potentiel d’énergie libre :
1 1
Wi(e, ) = 5(6 —a).E.(e—a)+ §a.h.a
ce qui donne pour les équations d’état :

o = W,.=FE.(e-a)
A = —W’QIUR—h.OJ

La donnée du potentiel de dissipation :

permet d’établir les lois complémentaires :

A = Dyy=na
La contrainte totale s’obtient alors par :
o=ct 1L olf = Ele—a)+&é=na+hat+l.é

Comme il a été montré précédemment, ces lois unidimensionnelles peuvent étre généralisées

au cas tridimensionnel. Elles peuvent aussi s’écrire sous forme duale par inversion des tenseurs
Nijkl et &nt-

8.3.2 Evolution quasi statique

8.3.2.1 Equations d’état et d’équilibre

On associe au solide précédemment défini le couple de variables d’état normales (e, a) en

respectant le postulat d’Helmholtz. La transformation subie par le solide est en effet supposée
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isotherme et la température uniforme. La variable observable e représente la déformation non
linéaire de Green-Lagrange donnée par I’équation (8.1). La variable interne a désigne la défor-
mation visco-élastique e décrivant un parametre dissipatif. On considére ici que la déformation
e peut représenter un éventuel mécanisme dissipatif au méme titre que la variable a.

On suppose que le solide possede une énergie libre volumique w(e, a), fonction convexe des
variables d’état. Si 'on note par m le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhofl, c’est en fait la
variable duale de la déformation dans I’expression de la puissance volumique des efforts intérieurs

p; = —@ : é, la dissipation intrinseéque volumique s’obtient par :
dip=m:€—w

L’inégalité de Clausius-Duhem exige que cette puissance intrinseéque dissipée par unité de
volume de référence vérifie : d;;, > 0. Les équations d’état donnant les forces thermodynamiques

associées aux variables d’état sont :

Jw
R _
o= Oe

Jw
4= "5a

En utilisant ces relations d’état, la dissipation intrinseque volumique s’écrit :
din =(m—7f):é +A:a
ou encore :
dip =764+ A: 6
oti I'on a noté par 7'% = (7 — xF) la contrainte irréversible.
L’équilibre du solide sous 'effet du chargement controlé par le parameétre A s’obtient par le
principe des travaux virtuels :

/ 7 : de dv:/ F()\).bu dv—}—/ T(X).0u ds Vou C.A.
v v vy

ot la contrainte @ = wf + wlF est la somme de la contrainte réversible et de la contrainte
irréversible.
L’énergie libre volumique peut aussi étre vue comme une fonction du couple (Vu,a). En

effet, la déformation e apparait comme une fonction quadratique en Vu ou en F :
1 T
e:i(F F 1), F=Vu+1I

ol F désigne le gradient de la transformation, et I le tenseur identité d’ordre deux. Ainsi, 'énergie
libre volumique se met sous la forme : w = w(Vu,a). Si 'on désigne par b la variable duale
du gradient de déplacement dans I’expression de la puissance volumique des efforts intérieurs :

p; = —m:é = —b:Vu, on obtient la relation classique :

b=F.xn
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Le tenseur des contraintes b est appelé, selon les auteurs, contrainte nominale, tenseur de
Piola-Kirchhoff de premiere espece, tenseur de Piola-Lagrange ou encore tenseur de Boussinesq.

Avec ces notations, la dissipation intrinseéque volumique s’écrit d’'une maniere équivalente :
dip, =b:Vu—w

De méme, les équations d’état deviennent :

ow

ow
A= — (8.3)

oil la contrainte réversible b apparait comme Popposé de la force thermodynamique associée i
Vu. Il vient également que la relation entre les contraintes réversibles b et 7w/t est : b = F.x !,

La dissipation intrinseque s’écrit alors :
din=(b-b):Va+A:6=0b"":Vi+ A:a& (8.4)

Lorsque I'on travaille en variables de Lagrange, il est équivalent d’utiliser le tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhofl 7 ou le tenseur de Boussinesq b. Ce dernier tenseur, contrairement
a 7, est non symétrique. Cependant il vérifie la relation : b.F1 = F.b",

En variables eulériennes, lorsque ’on écrit les équations d’équilibre sur la configuration ac-
tuelle V4, on utilise souvent le tenseur des contraintes de Cauchy . Ce tenseur eulérien est sy-
métrique tout comme le tenseur de Piola-Kirchhoff 7. Les relations entre ces différents tenseurs
de contraintes peuvent étre obtenues en écrivant 1’égalité de la puissance des efforts intérieurs

d’un élément de volume dv transporté sur la configuration actuelle en dv;. On a ainsi :
(o:d) dvy=(mw:é) dv=(b:Va) dv

Le tenseur d désigne le taux de déformation eulérien. La conservation de la masse entraine

que : pdv = pdvs, ce qui donne :

o _pTpr_bpr
Pt P P

Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons le tenseur des contraintes de Boussinesq b,
et nous prendrons comme variables d’état le couple (Vu,a). Les équations d’état se déduisent
alors de I’énergie libre volumique w(Vu, a) par les relations (8.2) et (8.3).

L’équilibre du solide s’écrit alors en termes du tenseur des contraintes de Boussinesq comme :

/ b:Véudv= | F()).du dv—l—/ T(X).buds  Vdéu C.A. (8.5)
v v oV

avec toujours la méme décomposition de la contrainte en partie réversible et en partie irréversible :

b= b" 1 bR,
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8.3.2.2 Lois complémentaires

On a vu que la connaissance de I’état thermodynamique d’un solide nécessitait la donnée
d’un systéme de variables d’état normales. .’énergie libre ainsi définie, fonction de ces variables
d’état, permet de décrire le comportement réversible du systéme. Cependant, pour accéder a son
comportement irréversible, il nous faut compléter ces équations d’état par des relations qui relient
les forces thermodynamiques aux flux des variables internes associées. La loi de comportement
est donc completement déterminée des lors que 'on connait les lois complémentaires liant les
vitesses (Vii, &) et les forces (b, A), et respectant la non-négativité de la dissipation. Ainsi,
si les relations b'F = bIR(ViL, a) et A= A(Vau,a) sont connues, la dissipation intrinseque d;,
donnée par (8.4) apparait comme une fonction positive de (Va, &).

Pour ce faire, on se donne une fonction D(V, &) positive, nulle a l'origine (0, 0) et convexe

par rapport a ses arguments. Les lois complémentaires se déduisent alors par :

oD

IR __

R (8.6)
oD

A= oo (8.7)

Il est clair que les relations (8.6) et (8.7) traduisent la normalité des mécanismes de dissipa-
tion. La convexité de la dissipation D(Vu,&) ajoutée a ces hypotheses de normalité assurent
alors la positivité de la dissipation intrinseque volumique d;,, donnée par (8.4).

Il est parfois plus pratique d’écrire ces lois complémentaires sous une forme duale. En effet,
I'introduction du potentiel dual Q(bIR7 A), obtenu a partir de D(Va, &) par la transformation

de Legendre-Fenchel, permet d’écrire d’une maniére équivalente la regle d’écoulement :

. 09
. 1Y)

Notons que les potentiels D et 2 sont, dans le cadre des solides visqueux, des fonctions diffé-
rentiables. Dans ce cas, on parle de potentiels réguliers. On verra dans la suite que ces propriétés
de régularité vont nous permettre d’écrire le probléeme d’évolution sous la forme d’une équa-
tion différentielle. La linéarisation de cette équation de I’évolution quasi statique nous permettra
ensuite d’obtenir des renseignements concernant la stabilité de cette réponse visqueuse.

Il est intéressant de rappeler que ceci n’est pas le cas pour les matériaux dissipatifs indépen-
dants du temps physique. En effet, dans le contexte de la plasticité non visqueuse par exemple,
le potentiel de dissipation D(c&) est une fonction convexe positivement homogene de degré un
en « et n’est pas différentiable & l'origine & = 0. En revanche, les dérivées directionnelles du
pseudo-potentiel D(a) existent et définissent un domaine convexe C, appelé domaine d’élasti-
cité. Le pseudo-potentiel 2(A) apparait alors comme la fonction indicatrice de ce convexe C des
forces admissibles. Les relations (8.7) et (8.9) traduisant I’écoulement plastique restent valables

si 'on introduit la notion de sous-gradient (voir J.J. Moreau [135], H. Brézis [19]). Il convient




8.3 — Solides visco-élastiques en transformation finie 189

donc d’écrire la régle de normalité comme : & € IQ(A) ou A € dD(&)'. Ainsi, le probleme
d’évolution quasi statique de tels matériaux indépendants de I’échelle de temps ne conduit qu’a
une équation différentielle multivoque ou encore inéquation variationnelle Q.S. Nguyen [143],
[145], [146], traduisant le principe de dissipation maximale. De ce fait, la méthode de linéarisa-
tion que nous utilisons pour étudier la stabilité des solides visqueux ne peut étre appliquée a ce
type de matériaux. On verra dans la suite comment on peut approcher la stabilité de ces solides
élasto-plastiques.

Apres cette courte remarque, nous reconsidérons dans toute la suite des lois de comporte-
ment visqueuses qui apparaissent, sur le plan mathématique, comme une régularisation des lois

plastiques Prager (1931), J.J. Moreau [135], H. Brézis [19], P. Suquet [197, 198|.

8.3.2.3 Equations d’évolution

L’adoption du formalisme des matériaux standard généralisés nous a permis de définir les
variables d’état spécifiques a notre probleme et d’écrire leur loi d’évolution. Le potentiel d’énergie
libre w(Vu, a) décrit le comportement réversible du solide et fournit les relations d’état donnant

les forces thermodynamiques associées & ces variables d’état :

ow
R _
b = oVu
ow
4= "5

La donnée du potentiel de dissipation D(Vu, &) détermine completement la loi de compor-

tement du solide par les lois complémentaires :

oV
oD
4= 5%

Ces dernieres relations définissent le comportement irréversible du solide par la donnée des
regles d’évolution de ses parametres dissipatifs.

Ainsi, si 'on reprend I’équation d’équilibre du solide obtenue par le principe des travaux
virtuels :

/ b:Véudv= | F(X).dudv —I—/ T(X).6u ds vV du
|4 |4 oVr

avec b = b+ b'F = w, vy +D,va, 'évolution quasi statique peut s’écrire sous la forme globale :

/ (wywu+D,va): Véu dv = F(X).bu dv —}—/ T(X).6u ds Véu (8.10)
v % Vi

/ (w,a+D,a) : dax dv 0 Vo (8.11)
|4

!Notation d’analyse convexe qui désigne le sous-différentiel de D au point é. Ainsi, 9Q(A) représente le cone

des normales extérieures en A au convexe C, noté parfois N¢(A).
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On peut obtenir une formulation globale condensée de ces équations d’évolution si ’on définit
I’énergie potentielle totale W(Vu, o, A) et le potentiel global de dissipation D(Vu, &).
L’énergie potentielle totale W(Vu, e, A) s’écrit en fonction du potentiel global d’énergie libre

W(Vu,a) et du potentiel des efforts extérieurs Weys(u, A) comme :
W(Vu,a, X)) = W(Vu,a) — Weze(u, A)
avec :
W(Vu,a) = / w(Vu,a) dv
‘]
Wept(u, A) = F(A).udv+ / T(N).uds
v Vi
Le potentiel global de dissipation est défini par :
D(Vi,a) = [ D(Va,a) dv
‘f

Avec ces définitions et en adoptant les notations : ¢ = (u,a), W = W(g, ), D = D(q),

I’équation d’évolution se met sous la forme globale condensée :
(qu —I_]qu ) (‘5(]) =0 v ‘5(] (812)

Cette équation différentielle globale (8.12) résume les équations (8.10) et (8.11) traduisant
I’équilibre du solide, pour la premiere, et I’évolution des variables irréversibles pour la seconde.
Notons que cette équation globale d’évolution (8.12) est connue en mécanique des milieux

continus sous le nom d’équation de Biot [16].

8.3.3 Solution fondamentale visco-€élastique

La formulation globale de ’évolution quasi statique du solide visco-élastique nous a conduit

a I’équation différentielle abstraite :

(W,4+D,5)(0g) = 0 Y dq (8.13)

q(0) = q

Dans cette équation, ’énergie potentielle totale du systeme : W(g, A) = W(q) — Weui(g, A),
est composée du potentiel global d’énergie libre et du potentiel des efforts extérieurs. La quantité
D(g) qui intervient dans cette équation représente le potentiel global de dissipation. Le couple
qg = (u,a) désigne les variables globales : champ de déplacement et champ de déformation
visco-élastique.

Sous l’effet d’un chargement controlé par le parametre A, (A(¢) € [0, Aas]), la résolution de
’équation (8.13), pour une condition initiale g(0) = (u(0), «(0)) donnée, nous fournit une évo-

lution quasi statique q(¢) = (u(t), a(t)), t > 0.
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Dans la suite, on désignera par q°(t) = (u%(t),a’(t)) la solution fondamentale dont I’étude
de stabilité est en question. Il est & noter que cette notion de stabilité est comprise vis-a-vis des
perturbations appliquées au systéme en évolution quasi statique. Ces perturbations peuvent se
traduire sous différentes formes : perturbation du déplacement, ou modification du parameétre
de chargement,. .., etc. Cependant, étant de durée limitée dans le temps, ces perturbations se
réduisent toutes a une simple modification de la condition initiale (voir les théorémes de continuité
du chapitre 4).

De plus, cette étude de stabilité est valable quel que soit I'instant g ou cette évolution fon-
damentale q°(t) est perturbée. Ainsi, "analyse de la sensibilité aux imperfections des structures
visqueuses entre dans le cadre de notre étude. En effet, ces imperfections peuvent étre vues
comme une perturbation appliquée a la structure parfaite a l'instant initial ¢ = 0, cas particulier

de perturbations plus générales.

8.3.4 Linéarisation

On reprend ici ’équation d’évolution (8.13) et on lui associe une solution fondamentale g°(¢),
t > 0. Cette trajectoire quasi statique est modifiée & partir d’un instant ¢, quelconque par
I'introduction d’une légere perturbation g*(tg). On notera par g*(t) = q(t) —q°(t), t > to, lécart
par rapport a la solution fondamentale. La linéarisation de ’équation différentielle (8.13) autour

de cette solution fondamentale g°(¢) conduit & I’équation linéarisée :

W,qq 09,971+ D,44[0q,¢7] =0 Y dq (8.14)
dans laquelle les formes bilinéaires symétriques W,qq = W,44 (g°(£), M) et D,44 sont calculées sur
la solution fondamentale et s’obtiennent explicitement par :

W,qq [0g,q"] = / [Véu: (w,vuvu: VU + W0, vua: ") +0a: (W,qve: VU + 0,00 )] dv
Vv

(8.15)

]D),q’q [5(1, q*] = / [V5u : (D,Vava Vau* + Dded : d*) + b : (D,dva vVu* + D,dd : a*)] dv
14

(8.16)

On peut remarquer que la seconde variation de I’énergie potentielle totale W, 44 [0q, ¢*] s’iden-
tifie ici & la variation seconde du potentiel global d’énergie libre. En effet, ceci découle de la
relation W(Vu,a, A) = W(Vu,a) — Wep(u, ), et de la linéarité de Wey¢(u, A) par rapport a
w. Ainsi, on peut remplacer ici la forme quadratique W, 44 [0g, ¢*] par la forme W, 44 [dq, ¢*] avec
qg = (Vu,a).

De plus, la positivité stricte de la variation seconde du potentiel de dissipation, supposé

convexe par rapport a ¢ = (Vu, &), conduit a :
Dvdé [5(17 (SQ] > ClH"Sq”2 ) v ‘5(] y (Cl > O)

Notons que cette forme bilinéaire D, 44 [0g, 6g] symétrique et coercive définit ainsi une norme.
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8.3.5 Analyse de stabilité

Dans le cadre des matériaux visco-élastiques, le potentiel de dissipation D(V 4, &) est quadra-
tique par rapport & ¢ = (Va, ). Dans ce cas, la forme bilinéaire D, 44 [0g, 6q] est indépendante
du temps ¢. Elle définit aussi une norme compte tenu de sa coercivité.

Pour simplifier les écritures (8.15) et (8.16), il est parfois plus commode d’adopter la notation

par blocs :
Vé g Vu*
W.qq [0g,47] =< u] [ Ovuvue G Vue ] [ “ls (8.17)
b W,aVu W oo a*
Vv ! D D Vu*
Dv(jtj [5(1’(}*] —< u yVaVa sV .”LL > (818)
b D,ave  D,aa a”

Dans ces conditions, on peut appliquer directement les résultats du chapitre 4. En utilisant
la proposition 4.5 du chapitre 4, avec M = D,44 et K(t) = W,44 (g°(¢),A), on montre que la
solution fondamentale g°(¢) est uniformément et asymptotiquement stable si la seconde variation

de I’énergie potentielle totale est définie positive. Cette positivité est comprise au sens :
W,qq [0g,0q] > CQH(SQHZ , Vég , (c2>0)

En effet, en prenant g = ¢* dans I’équation (8.14), on exhibe pour le systéme une fonction
de Lyapunov explicite qui n’est autre que la norme : D44 [q¢*, ¢*] = g .M .q*.

On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 8.1 Pour un potentiel de dissipation quadratique, la définie positivité de la seconde
variation de Uénergie potentielle totale du systéme, (W,qq (¢°(1),X) [0q,dq] > c2|/0q||?, ¥ dq,

cg > 0), en tout point de I’évolution, assure uniforme et asymptotique stabilité de celte évolution
q°(t).

Cette condition suflisante de stabilité, donnée par la définie positivité de la seconde variation
de I’énergie totale du systeme par rapport aux variables ¢ = (u, a), peut s’écrire sous d’autres
formes équivalentes. Par exemple, sous la condition de stabilité élastique (W,yq [du,du] >
cl|éu||?, V Su, ¢ > 0), la définie positivité de W, 44 [dq, 5g] écrite par blocs en (8.17) est équiva-

lente a la définie positivité de la forme quadratique globale suivante :
Waa [‘5047 ‘504] = (Waaa —W,avau 'Waeluvu ‘W,vua ) [50‘7 50‘] (819)

On reconnait ici la variation seconde de 1’énergie réduite, obtenue par élimination de la

variable u.
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8.3.5.1 Critere du module élastique limite

On peut aussi éliminer la variable a dans I’équation (8.17), de sorte a écrire cette condition de
positivité en termes d’une forme quadratique en . En effet, en remarquant que da : w,qq : da
est strictement positive, cette condition de stabilité (proposition 8.1) est équivalente & la définie
positivité de la forme quadratique suivante :

1 ~1
[(bu)== [ Viu: (w7VuVu — W, Vua ' Wyggy w,avu) : Véu dv (8.20)
‘/

On appellera cette forme quadratique I (du), la fonctionnelle élastique limite [2]. En effet,

elle correspond a un comportement élastique non linéaire particulier. Ce comportement incré-

.. e . ;IR H ., .
mental est obtenu en écrivant la nullité des vitesses des forces, b et A, associées aux variables

irréversibles :
. oR . .
b = b = W, WuVy ' VU + W, Vya: &
A = 0=—(0,qvu: VU+ W00 Q)
Ce qui conduit & :
b= (w7VuVu — W, Vua * wvgzla : w,aVu) :Va (8'21)

La relation (8.21) ci-dessus définit le comportement élastique limite du matériau par la donnée
de son module élastique limite. La fonctionnelle I (du) apparait alors comme la seconde variation
limite du systeme.

La définie positivité de cette seconde variation limite I (du) du systéme est une condition
suffisante de stabilité uniforme et asymptotique de son évolution g°(¢). Cette condition est équi-

valente & la proposition 8.1.

8.3.5.2 Cas ou la déformation n’est pas un mécanisme dissipatif

Il est & noter que, dans le cas ol la déformation e (Vu) n’est pas un mécanisme dissipatif :

D = D(&), b’ = 0, les équations d’évolution (8.13) se réduisent 2 :

W (Vu,a,A)-du = 0 Y Su (8.22)
W.o (Vu,a,A) + Dy (&)] -6 = 0 Vo (8.23)

L’équation d’équilibre (8.22) conduit & I'inversion locale u = u (e, A), lorsque la condition
de stabilité élastique est satisfaite, (théoreme des fonctions implicites). En remplagant dans

I’équation (8.23), on obtient :
W (@) + Dy (&)] - da=0  Via

ot W' (e, A) désigne ’énergie & I’équilibre.
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Par linéarisation de cette derniére équation d’évolution, on obtient :

Wia (@°(1), A1) [bor, @]+ Dyq [bor, ] = 0 Via
avec W7, [da, a*] donnée par I’équation (8.19).

La définie positivité de la variation seconde de I’énergie potentielle totale, (proposition 8.1),
apparait encore comme une condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique de I’évo-
lution a®(t). En effet, la quantité D,44 [@*, a*] représente une fonction de Lyapunov pour la
variable a. La relation w = u (e, A), exprimant que u est une fonction réguliere en a, montre

alors que l'on a stabilité asymptotique de ’évolution globale g°(¢) = (u°(t), a’(t)).

8.3.5.3 Cas ol la déformation est le seul parametre dissipatif

Considérons maintenant le cas ol la déformation e (Vu) représente le seul mécanisme de
dissipation. C’est le cas d’un modele de Kelvin ou les parametres internes sont nuls : & = 0.
Dans ces conditions, on a w = w(Vu), D = D(Va) et ’équation d’évolution (8.13) du systeme

se réduit a :
W,vu (Vu,A) + Dy (Va)]- Véu =10 vV éu

La linéarisation de cette équation d’évolution, autour de la solution fondamentale u°(t),

conduit & I’équation linéarisée :
W,vuva (w2(t), A(t)) [Viu, Vu* ]+ Divava [Vou, V'] =0 V¥ du

Lorsque la dissipation D(V ) est quadratique et convexe, une condition suffisante de stabilité
uniforme et asymptotique de I’évolution u°(¢) est donnée par la définie positivité de la seconde
variation de ’énergie potentielle totale : (W7VuVu [Vu, Viu] > c||Vul|?, V du, ¢ > 0). En
effet, en posant du = u*, la quantité D,yvyvye [Vu™, Vu*] apparait comme une fonction de
Lyapunov pour ce systéme.

Notons que cette condition suffisante de stabilité asymptotique de I’évolution revient & satis-

faire la condition de stabilité élastique. On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 8.2 Pour un solide qui suit le modéle de Kelvin, ’évolution quasi stalique est
uniformément et asymptotiguement stable si la condition de stabilité €lastique est satisfaite aux

points courants de cette évolution.

Ce résultat peut se déduire directement de la considération du module élastique limite. En
effet dans ce cas, la seconde variation limite, donnée par I’équation (8.20), s’identifie & la condition

de stabilité élastique. On obtient alors :

Wuw [0, du] = Wyyvy [Viu,Viu] = | Viu: w,yvyve: Vou dv
‘7
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En réintroduisant le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff donné par : o = w,. (e),

e= %(FTF — I) étant la déformation de Green-Lagrange, on trouve :

Wuu [du, du] = / [56 W0t b€ + VT5u.V5u] dv
14

Si 'on adopte une expression quadratique pour w(e) de sorte que le tenseur des modules

d’élasticité w,ee = E vérifie les symétries classiques : E;ji = Ejipr = Eyiij, alors on obtient :

W,vuvu [Véu, Viu] = / [V5u : (FEFT) A VAU PYRNE VT5u.V5u] dv
‘/

Avec F =Vu+1, Rjjp = ﬂ'ﬁ&l, (8,1 : indices de Kronecker), on trouve :
W,vuva [Viu, Véu] = /V Viou: [(Vu+1I).E.(Viu+1I)+R]: Véu dv
Ainsi, ce module élastique s’écrit en notation indicielle :
Wi [6u, 6] = /‘ {8 (i + ) Eron (e + 810) + Rigul Sun s} do
Si la solution fondamentale u®(t) vérifie : [|[Vu®(t)|| < 1, alors ce module devient :

W,uu [0, d0u]l = [ Véu: (E+S): Viudv= / {8u; ; [Eijrr + Sijrr) dug,} dv
14 v

- _ R
ot : Sijp = ﬂ'jl&k.

Par ailleurs, dans une approche lagrangienne actualisée, ce module se réduit a :

Wi [u, 6] = /

graddu : (E+ S): grad du dv, = / {5ui7]~ [Eijkl + Uﬁ&k] 5uk7l} dvy
Vi Vi

Notons que, dans cette derniere écriture sur la configuration actuelle V;, le terme du;; =

(grad 5“)2']' désigne le gradient eulérien, o;; est la contrainte de Cauchy.

8.3.5.4 Comparaison des modules

On a établi que pour un potentiel de dissipation quadratique, une condition sufflisante de
stabilité uniforme et asymptotique de 1’évolution ¢°(¢) = (u®(t), a’(t)) est donnée par la définie
positivité de I’énergie potentielle totale W,44 [dq, dq] écrite par blocs en (8.17).

Par ailleurs, on a montré que cette condition était équivalente a la définie positivité de la
seconde variation limite, ou fonctionnelle élastique limite, du systeme I (du) écrite en (8.20).

Cette condition de stabilité présente une certaine analogie avec la condition de non-bifurcation
de Hill (1958) [65]. En effet, ce critere de la fonctionnelle élastique limite évoque fortement la
fonctionnelle de Hill donnant un critere de non-bifurcation pour les solides élasto-plastiques. Il
suffit pour cela de comparer le module élastique limite trouvé en (8.21) avec le module tangent

associé au solide élastique de comparaison de Hill.
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Dans le cas général, la condition suffisante de stabilité que I'on vient d’établir est plus restric-
tive que la condition de non-bifurcation de Hill. Ceci est di au fait que cette condition de stabilité
exige la définie positivité sur un espace plus grand des variables internes. En effet, dans la condi-
tion de non-bifurcation de Hill, la définie positivité de W,44 [6q, dq] est exigée sur 'ensemble
8q = (du,éa) € Uy x Nc(A). En revanche, dans la condition suffisante de stabilité ci-dessus
établie, espace vectoriel N¢(A) engendré par le cone des normales extérieures est remplacé par

I’espace tout entier. La proposition suivante découle de ce qui précede :

Proposition 8.3 La condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique d’une réponse
quast statique visco-élastique, donnée par la fonctionnelle élastique limate, est identique a la condi-
tion de non-bifurcation de Hill st ’espace vectoriel engendré par le cone des normales extérieures

au convexe de plasticité est égal a ’espace toul entier des variables internes.

Sous cette derniere condition, le module élastique limite, donné en (8.21), s’identifie au mo-
dule tangent élasto-plastique. C’est par exemple le cas pour les monocristaux ou les parametres
internes sont des glissements, les forces associées sont des contraintes de scission. C’est également
le cas lorsque I’état de contrainte et de déformation est unidimensionnel comme pour les poutres

ou les modeles rhéologiques. On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 8.4 L’évolution quast statiqgue d’un modéle de poutres visco-élastiques est unifor-
mément et asymptoliguement stable st la condition de non-bifurcation de Hill est satisfaite aux

points courants de cette évolution.

Pour des systemes plus complexes, et lorsque ’espace vectoriel engendré par le cone des
normales extérieures est inclus strictement dans ’espace de variation des parameétres internes, le
critere du module élastique limite est plus restrictif que le critere de Hill. Dans ce cas, la charge
critique de stabilité obtenue par la fonctionnelle élastique limite est inférieure a la charge critique
du module tangent.

Proposons-nous maintenant de calculer le module élastique limite ainsi que la fonctionnelle
élastique limite I (du) associée.

Pour un solide visqueux a écrouissage cinématique de module h et a élasticité isotrope, le

comportement élastique limite s’obtient en écrivant :

o= A= Wi €4 Wea: & (8.24)
= 0=— (W,qe: €+ W,qa: Q) (8.25)

Le comportement élastique limite s’écrit alors formellement :

-~ . -1, .2
T = <w7ee _w7ea . wvaa . w7ae) B =4

Ce qui donne pour la fonctionnelle élastique limite :

[ (0u) = / [56 : (w,ee —Wope Wy - w,ae) :de + VT&L.V&L] dv
%
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Si I'on adopte pour le potentiel d’énergie libre ’expression suivante :
1 1
w(e,a):i(e—a) B (e—a)+§a:h:a

avec : E = M, @ Iy 4 2ply <= Ejjp = A0 + (8651 + 6udx), h = hls, X : constante
de Lamé, p : module de cisaillement, Iy et I, les tenseurs identité d’ordres deux et quatre

respectivement ; I’équation (8.24) s’écrit :

# = E:(é—a&)=A(tré)I2+2u(é — &) =K (tré) I, + G (¢' — &) (8.26)
¢ = é—%(tré)Ig

ol : K et GG sont les modules élastiques de compression et de cisaillement, 3K = 3A+2u, G = 2u.

L’équation (8.25), quant a elle, donne :

A=0=E: (6 —c&)—hc =\ (tré) I+ 2u (é — &) — héx (8.27)

La combinaison des équations (8.26) et (8.27) fournit le module élastique limite :

La fonctionnelle élastique limite s’écrit alors :

I(bu) = /v [56 : (2/:_ hE) de+ 7 VIsu.Véu| dv

Avec les notations : EV = ﬁE, Rir = m;56;1, ce module se réécrit :

I(0u) = / Véu: [(Vu+I).EL (Viu+ 1)+ R] : VIsu dv
\4
Si la solution fondamentale vérifie : || Vu®|| < 1, le module élastique limite devient :

I(0u)= | Vou: (E*¥+S): Viu dv
‘7
ol : Sijkl = ﬂjl&k.

Dans une approche lagrangienne actualisée, ce module élastique limite se réduit a :

[ (u) = /V grad du : (EL + S) : grad du dv; = ’ {(S’U,Z'd‘ [Ez%kl + aﬂ&k] 5uk7l} dvy
t t
Dans cette derniere écriture sur la configuration actuelle V;, le terme du;; = (graddu),;

désigne le gradient eulérien, o;; est la contrainte de Cauchy.
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8.4 Solides visco-plastiques en transformation finie

Dans cette section, nous nous intéresserons a une autre classe de matériaux dissipatifs. Ce sont
des solides visqueux a potentiel de dissipation non quadratique. Avec les notations et conventions
du chapitre 5, section 5.5, ces matériaux seront dits visco-plastiques et vérifient :

0*Q
NV (0) =0
0A

Ces matériaux peuvent avoir un seuil comme c’est le cas du modele de Perzyna. Dans ces
conditions, le potentiel dual de dissipation est nul en dessous d’un certain seuil. Ils peuvent aussi

étre non linéaires sans seuil comme par exemple pour le modele de Norton-Hoff.

8.4.1 Evolution quasi statique

Dans le méme esprit que ce qui précede, nous allons établir les équations d’évolution d’un
solide visco-plastique soumis & un chargement. On supposera pour simplifier que la déformation

n’est pas un mécanisme dissipatif.

8.4.1.1 Equations d’état et d’équilibre

Sous le formalisme des matériaux standard généralisés, le solide visco-plastique étudié est
caractérisé par une énergie libre volumique w (e,a) = w (Vu,a). La déformation non linéaire
de Green-Lagrange e (Vu) est donnée par I’équation (8.1). La variable interne a désigne la
déformation visco-plastique e” et représente le seul mécanisme de dissipation.

La dissipation intrinséque volumique est donnée par :
din=0b:Vu—w

oll b désigne le tenseur des contraintes de Boussinesq. L’inégalité de Clausius-Duhem, traduisant
le second principe, exige que cette puissance intrinséque dissipée par unité de volume de référence
vérifie : d;, > 0.

Les équations d’état donnant les forces thermodynamiques associées aux variables (Vu, o)

sont :
Jw
ow
A = _8_(1 (8.29)

En utilisant ces relations d’état, la dissipation intrinséque volumique devient :
din = A:
L’équilibre du solide sous I’effet d’un chargement controlé par le parameétre A est donné par

le principe des travaux virtuels :

/ b:Véudv= | F(\).dudv+ T(X).6u ds Viéu C.A. (8.30)
|4 |4

AV




8.4 — Solides visco-plastiques en transformation finie 199

Dans cette équation d’équilibre, la contrainte totale b s’identifie & la contrainte réversible,

puisque b'F = 0.

8.4.1.2 Lois complémentaires

Pour définir completement la loi de comportement visco-plastique du matériau, on se donne
une fonction D (&) positive, minimum et nulle en 0 appelée potentiel de dissipation. Les lois

complémentaires, reliant les forces aux flux des parametres internes, sont alors données par :
A =Dy, (8.31)

On a bien entendu : /% = 0, puisque D ne dépend que de la vitesse des parametres internes c.
Si I’équation d’équilibre (8.30) fournit la relation w = u (a, A), alors la combinaison des équations

(8.29) et (8.31) nous donne ’équation différentielle régissant I’évolution de a (équation de Biot) :
D, (&) + w,q (a,A) = 0
a(0) = ap

La relation complémentaire (8.31) peut aussi s’écrire d’une maniére équivalente sous une

forme duale, donnant ainsi la régle d’écoulement des parametres internes & :
o= Q7A

Le potentiel dual €2 (A) est obtenu & partir du potentiel de dissipation D (¢) par la transfor-
mation de Legendre-Fenchel. De la méme facon, si I’équilibre (8.30) permet d’écrire la relation

u=1u(a,)),alorson a A= A (a, ) et 'équation de Biot est équivalente & :

& = Qa(Aa,N)

a(0) = ap

8.4.1.3 Equations d’évolution

Le solide visco-plastique précédemment décrit évolue sous ’effet d’un chargement controlé
par le parametre A. Son évolution quasi statique est completement définie par 'expression des
deux potentiels : w (Vu,a) et D (at).

En utilisant les équations d’état et les lois complémentaires, on peut écrire globalement les

équations d’évolution :

/ w,wy: Véudv = F()\).bu dv+ / T(N).buds Véu
v v vy
/ (w,a +D,a ) 10 dv =0 Vo

‘/

Comme précédemment, on peut écrire ces équations d’évolution sous une forme globale
condensée en utilisant 1’énergie potentielle totale W(Vu, e, A) et le potentiel global de dissi-

pation D(a).
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L’énergie potentielle totale se compose du potentiel global d’énergie libre W(Vu, a) et du

potentiel des efforts extérieurs W, (u, A) et s’écrit :
W(Vu,a, X)) = W(Vu,a) — Weze(u, A)
avec :

W(Vu,a) = /Vw(Vu7 a) dv

Wezt(u, A) = F(A).udv+ / T(N).uds

v Vi

Le potentiel global de dissipation est défini par :

D(c) = /VD(d) dv

Avec les notations : ¢ = (u,a), W = W(q, \), D = D(g), ’équation d’évolution se met sous

la forme globale condensée :
(qu —I_]qu ) (5(1) =0 v '5q (832)

Il est & noter que, puisque e (u) n’est pas un parametre dissipatif, cette équation d’évolution

globale condensée doit étre comprise au sens suivant :

W,u (Vu,a,A)-du = 0 Y du
W.a (Vu,a,A) + Dy (&)] -0 = 0 Vo

traduisant I’équilibre du solide, pour la premiere équation, et I’évolution des parametres irréver-
sibles pour la seconde.
Au lieu de I’équation (8.32), on peut écrire d’une maniére équivalente I’équation globale

d’évolution en utilisant le potentiel dual de dissipation :

W,u (Vu,a,A)-0u = 0 Y du Equilibre,
A = —-W, (Vu,a, ) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (8.33)
a(0) = ag Donnée initiale.

Il est & noter que la loi d’état et la relation complémentaire écrites ci-dessus sont a regarder

comme des lois globales et signifient :

A:badv = —/ wo (Vu,a) : da dv Vo
v v

/d:éadv = /Q7A:5adv VY b
14 14
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On peut également écrire ces équations d’évolution d’une maniére plus compacte en éliminant

le champ de déplacement u et en introduisant ’énergie réduite :

W (a,)) = W(u(a,A),a,\)  Energie réduite,

A = W, ,(a,1) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (8.34)
a0) = ag Donnée initiale.

8.4.2 Solution fondamentale visco-plastique

On a vu que ’évolution quasi statique du solide soumis & un chargement controlé par le

parametre A, A(t) € [0, Apz], était régie par I’équation :

(W, +D,4)(dg) = 0 V éq (8.35)
q(0) = 4qq

La résolution de cette équation différentielle, pour une condition initiale g (0) = (u(0), «(0))
donnée, nous fournit une évolution q(t) = (u(t), a(t)), t > 0.

Cette évolution quasi statique g(t) peut s’obtenir de facon équivalente par la résolution de
I’équation différentielle (8.33) ou (8.34).

Dans la suite, on désignera par g°(t) = (u°(t),a’(t)) I’évolution fondamentale dont I’étude

de stabilité est en question.

8.4.3 Linéarisation

A un instant ¢ arbitraire, le solide qui est en évolution quasi statique est perturbé. Cette
petite perturbation g*(fp) injectée dans le systéme a pour effet de ’écarter de sa trajectoire
fondamentale ¢°(¢). On notera par q*(t) = q(t) — q°(t), t > to, cet écart par rapport a la
solution fondamentale.

La linéarisation de I’équation différentielle (8.35) autour de cette solution fondamentale g (t)

conduit a I’équation linéarisée :

W,qq 09,q" ]+ D,44[0q,¢7] =0 Y dq (8.36)
dans laquelle les formes bilinéaires symétriques W,5q = W,44 (¢°(¢), A) et D, ;4 sont calculées sur
la solution fondamentale et s’obtiennent explicitement par :

W,qq [0g,q"] = / [Véu: (w,vuvu: VU + 0, vua: ") +da: (W,aqve: VU + 0,00 )] dv
1%

(8.37)

]D)ﬂlq [5‘17 d*] = do : D;déz tat dv (838)
‘7
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Comme précédemment, on peut remarquer que la seconde variation de ’énergie poten-
tielle totale W, 44 [0q, g*] s’identifie ici & la variation seconde du potentiel global d’énergie libre
W.qq [0q,q7].

Au lieu de (8.36), on peut obtenir une autre forme équivalente de cette équation linéarisée

en partant de ’équation (8.34). Cette équation d’évolution linéarisée s’écrit :
&* =0Q44(A% A" = -Q 44(A%) W ,(a® )) -a (8.39)

En linéarisant directement les équations d’évolution (8.33), on obtient ’expression équivalente

suivante :
& =—Q44(A%)  [Waa = Wau Wiy Waa] - (8.40)

L’exploitation de ces équations linéarisées (8.36), (8.39) ou (8.40), dans la sous-section sui-

vante, va nous renseigner sur le caractere stable ou instable de 1’évolution fondamentale g°(t).

8.4.4 Analyse de stabilité

Pour des matériaux visco-plastiques, le potentiel de dissipation D(c&) n’est pas quadratique
en &. Dans ces conditions, a la différence du cas visco-élastique, la forme bilinéaire symétrique
et définie positive D, ;4 [0g,dq] n’est pas constante. Il en va de méme pour la forme bilinéaire
Q,44. En effet, les relations &™ = Q 44 - A" et A" = D 54 -™ montrent que 2 44 = Du;i‘z'

Pour pouvoir appliquer directement les résultats du chapitre 4, il faut adopter des notations
similaires. Ainsi, avec M (t) = D44 et K(t) = W,4q (¢°(t), A), on se trouve dans les hypotheses
d’application des propositions 4.2 et 4.5 du chapitre 4. L’exploitation de ’équation linéarisée
(8.39) montre qu’une condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique de I’évolution
q°(t) est donnée par la définie positivité de la forme Q 44(A°) - W', (a® X). Cette condition
est plus restrictive que la définie positivité de la forme W', (@’ )\).

Une autre condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique est obtenue a partir de
’équation linéarisée (8.36). Elle exige la définie positivité de la forme |K(t) — %M(t) . On se
propose ci-apres d’écrire ces deux conditions de stabilité sous des formes plus explicites.

L’équation linéarisée (8.39) ou (8.40) peut s’écrire sous la forme :

b i o dv = —/ ba:Q a4 (Wave: VU + W00 a”) + Viu: (w,vyve: Vu©
14 14
tw,vua )] dv VYV éq = (du,da)

Pour simplifier cette écriture, on peut adopter la notation par blocs :

Viu

oo

b dv=—-<
‘f

>,V dq = (du, da)

*
W, VuVu W, Vua Vu
(8%

Qa4 wave 244000
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Ainsi, la condition suffisante de stabilité asymptotique portant sur la définie positivité de la

forme 2 44(A%) - W', (a”, \) s’obtient par symétrisation de la matrice B ci-dessus qui s’écrit :

BS - [ W, VuVu % (w7Vuoz +W,Vya Q,AA) ]
|
3 (

. 1 . .
W,ave +2,44 Wava) 5 (2,44 Waa+W,aa: 2 44)

En effet, la norme [|a*[|? = [y @ : @ dv apparait comme une fonction de Lyapunov pour
le systeme, et I’on écrit :

T
d * (|2 VYu* Vu*
L o e A T

Cette condition suflisante de stabilité uniforme et asymptotique peut s’énoncer sous la forme

>

de la proposition :

Proposition 8.5 Pour un solide visco-plastique en évolution quasi statique, la définie positi-
vité de la forme quadratique B®[q,q], par rapport auz variables ¢ = (u,a) en toul point de

[’évolution, assure 'uniforme et asymptotique stabilité de cette €volution.

Comme précédemment, on peut écrire cette condition suflisante de stabilité asymptotique sous
la forme équivalente d’une forme quadratique en la seule variable w. Ainsi, lorsque la matrice
(244 W00 +W,aa: 2 44) est définie positive, cette condition de stabilité est équivalente a la

définie positivité de la fonctionnelle élastique limite Iy (du) suivante :

1 1 _
I (0u) = 5/ Viu : |:w7VuVu ~3 (0, Vuo +0,vua: 2,a4): (.44 Uaa F 0,00 Laa) " :
v

(W,avu +2,44 1 Wavy )] 1 Vou dv

Une autre condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique est déduite de 'examen

de ’équation linéarisée (8.36). Cette condition est donnée par la définie positivité de la forme

quadratique {W,qq _%ng} (6q,0q). En effet, si 'on note par |la*||, = [, & : D,aa: a* dv, il
* (]2 .
vient que %% = - [W,qq _%ng} (g*,q*). La norme ||a*||3, joue alors le role d’une fonction

de Lyapunov pour le systeme et vérifie :

d (lleslnY _
ﬁ( 2 =-<

On peut alors énoncer la proposition suivante :

>

* *

a a

T
Vu* ] [ W, VuVu W,Vua ] [ Vu*

Ly
Wy,avu W)aa _§D7do'z

Proposition 8.6 L ’évolution quasi statique d’un solide visco-plastique est uniformément et asymp-

totiquement stable si la forme quadratique |W,4q _%ng

(g, q), écrite ci-dessus, est définie po-

sitive en tout point de cette évolution.
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De la méme fagon, on peut éliminer la variable ev pour écrire cette condition de stabilité
en termes d’une forme quadratique en w. Ainsi, lorsque la matrice (w,aa —%D,aa) est définie
positive, la condition de stabilité ci-dessus est équivalente a la définie positivité de la fonctionnelle

élastique limite I (du) suivante :

1

1.
I, ((S’LL) = 5 Viu : [w7VuVu — W, Vua - (waaa -

-1
—D,aa) : w,avu] : Viu dv

‘/ 2

Il est & noter que les conditions de stabilité portant sur I (du) et I3(du) sont obtenues
en exhibant des fonctions de Lyapunov pour la variable a. La continuité de u (a, A) comme
fonction de a, sous la condition de stabilité élastique, montre alors que ’on a stabilité uniforme
et asymptotique par rapport au couple ¢ = (u, o).

Dans le cas général, la condition de stabilité portant sur la définie positivité de Iy (du) est
plus restrictive que celle portant sur la définie positivité de la fonctionnelle élastique limite I (du),
trouvée dans le cas visco-élastique.

La condition suffisante de stabilité donnée par la fonctionnelle I (du) montre que, pour une
faible vitesse de chargement, D,4q devient négligeable devant les autres termes, et ’on retrouve

la fonctionnelle I (§u) obtenue pour un potentiel de dissipation quadratique.

Remarques :

— On a vu que la condition de stabilité asymptotique donnée par la fonctionnelle Iy (du)
était toujours plus restrictive que celle donnée par I (du), obtenue pour un potentiel de
dissipation quadratique. Ceci est di au fait que la fonctionnelle Iy (du) a été obtenue par

symétrisation, conduisant & une condition qui ne soit pas toujours la plus optimale.

— La fonctionnelle I3 (du), quant & elle, permet de retrouver la fonctionnelle I (§u) obtenue
pour les solides visco-élastiques. En effet, dans le cas d’une dissipation quadratique, D,sa

est constante entrainant la nullité du terme D,s4 dans lexpression de la fonctionnelle

— Les résultats obtenus dans ce chapitre, concernant les solides visqueux tridimensionnels,
généralisent ceux trouvés dans les trois chapitres précédents. Ils permettent en particulier
d’interpréter les conclusions obtenues lors de I’étude des trois exemples : colonne de Shanley

discrete, colonne continue et poutre en flexion plane. Ces interprétations sont les suivantes :

* Pour des solides visco-élastiques de type Maxwell, la seconde variation de la dissipation :
D.aa = m est constante. Ainsi, la fonctionnelle I3 (du) s’identifie & la fonctionnelle
élastique limite I (). Si de plus I’état de contrainte et de déformation est unidimen-
sionnel, cas de la colonne de Shanley et de la poutre étudiées précédemment, la fonc-
tionnelle I (du) donne le critere de non-bifurcation de Hill. Ceci explique Iobtention

de la charge critique du module tangent lors de I'étude de ces exemples structuraux.
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* Le modele visco-plastique de Perzyna, lorsque 1’état de contrainte et de déformation est

unidimensionnel, conduit & :

Das = 71 en zone visco-plastique

Daa = 0 en zone élastique

Dans ces conditions, le critere de stabilité portant sur la fonctionnelle I3 (du), pour
des structures en charge visco-plastique partout, conduit au critére de non-bifurcation
de Hill. C’est ainsi que ’on a obtenu la charge critique du module tangent pour les

trois exemples étudiés.

* Enfin, pour des solides visco-plastiques oll ’état de contrainte et de déformation est uni-

dimensionnel, et ol la solution fondamentale est homogene, I’équation (8.38) s’écrit :

]D,q‘q [5(], q*] = D,sa (t) da.a” dv
‘7
Ce qui conduit a :
d .

— o dv) = [ o .a" dv=—Q aa(t) W,yq[a*, q7]
th ‘7 ‘f ’
Comme Q g4(t) est strictement positif, la définie positivité de W,44 [dq, dq], ou de
la fonctionnelle I (Ju), assure encore la stabilité uniforme et asymptotique de cette
évolution homogene g°(¢). Ainsi, 'analyse de stabilité des structures étudiées dans les
chapitres précédents, avec un comportement visco-plastique de Norton-Hoff, conduit

a la charge critique du module tangent.

Proposons-nous maintenant de calculer la quantité €2 4 4 pour des solides tridimensionnels
visco-plastiques de type Perzyna ou Norton-Hoff (voir F1G. 8.5).

Le comportement visco-plastique de Norton-Hoff correspond au potentiel dual de dissipation :

AN
QA) = C(HA—H) , ¢>0, m:paire

1
Ay = Aij = 3 Ak

1A’

Si l'on note par : f (A) = ||A|| — A, la régle d’écoulement s’écrit :

A/ m—1
d = QvA: CABC (—HAC”) f,A

Al
fia = 7
1A]|

Notons que ce comportement permet de retrouver I’élasto-plasticité avec écrouissage cinéma-

tique linéaire lorsque le parametre régularisant % tend vers zéro (F1G. 8.5). Par ailleurs, pour

2

A . , .
m=2,c= 3, » on retrouve le comportement visco-élastique de Maxwell.
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FiG. 8.5: Potentiels élasto-plastique et visco-plastiques.

La variation seconde du potentiel 2 (A) s’obtient par :

m (14"
9an=c (B0) it -2 raora)

ol I, est le tenseur identité d’ordre quatre. On voit ainsi que pour m = 2, ¢ = 21_57 la condition
de stabilité de I’évolution est donnée par la fonctionnelle élastique limite I (du). En effet, dans ces
conditions, le comportement est visco-élastique de type Maxwell avec Q2 44 = %I4 et D,as = nly.
La foctionnelle I, (du) s’identifie dans ce cas & la fonctionnelle I (du).

Pour un comportement visco-plastique de type Perzyna, le potentiel dual de dissipation s’ob-
tient par :

<A - A > < f(A) >?

Q(A
(A) o o

ol <> désigne la partie positive. La regle d’écoulement s’exprime alors par :

. < f(A) > < ||A'|| - A, > A’
PEPNIEY IC\ e VY

U U 4]

Il est & noter également que le modeéle de Perzyna permet de retrouver le comportement élasto-

plastique avec écrouissage cinématique linéaire lorsque 1’on fait tendre le parametre régularisant
n vers zéro (F1G. 8.5).




8.5 — Critére de stabilité du module élastique limite 207

La variation seconde du potentiel dual 2 (A) s’écrit :

1 1 A, . .
Qaa —I4+ ——-[f,a®f,a—14] en zone visco-plastique
n o A
Qaa = 0 en zone élastique

A partir du modele de Perzyna, on retrouve le comportement visco-élastique de Maxwell en

mettant & zéro le seuil A.. Dans ce cas, la seconde variation €2 g4 o se réduit a %I4.

8.5 Critere de stabilité du module élastique limite

Dans le cadre des solides visco-élastiques en évolution quasi statique, nous avons montré,
section 8.3, qu’une condition suffisante de stabilité uniforme et asymptotique de I’évolution était
donnée par la définie positivité de la fonctionnelle élastique limite I (du).

Pour des solides visco-plastiques, la méme démarche a conduit & deux conditions suffisantes
de stabilité uniforme et asymptotique données par les fonctionnelles I; (du) et I3 (du) respective-
ment. Nous avons vu que la condition donnée par Iy (du) était plus restrictive que celle relative
a la fonctionnelle I (du).

Ces résultats de stabilité ont été établis en utilisant la méthode de linéarisation, rendue
possible griace au caractére régulier des potentiels de dissipation. Cette méthode de linéarisation
n’est cependant pas possible dans le cadre de la plasticité non visqueuse.

Bien que, dans le cas d’un potentiel de dissipation non quadratique, la méthode de linéari-
sation ne nous a conduit qu’a une condition de stabilité portant sur Iy (du), plus restrictive que
celle obtenue dans le cas visco-élastique, il nous a semblé toutefois raisonnable de penser que
la définie positivité de I (du) préserverait la stabilité de I’évolution quelle que soit la forme du
potentiel de dissipation supposé convexe, indépendant de I’état actuel et comportant un certain
seuil.

Une réflexion dans ce sens a donc été menée, (Q.S. Nguyen et l'auteur), et a conduit au
critere de stabilité de la fonctionnelle élastique limite I (du), valable encore lorsque le potentiel
de dissipation n’est pas quadratique mais supposé convexe, a seuil et indépendant de I’état
actuel. Il est & noter cependant, que cette stabilité, donnée par la définie positivité de la seconde
variation de I’énergie potentielle totale, n’est pas nécessairement asymptotique lorsque le potentiel
de dissipation n’est pas quadratique.

Ces derniers résultats sont obtenus par une méthode directe, différente de celle de linéarisation
utilisée jusqu’a présent. Cette méthode consiste a faire des estimations directes sur I’évolution de
la perturbation. Elle s’inspire, en quelque sorte, des méthodes de régularisation visco-plastique
visant & montrer 'existence et 'unicité de 1’évolution élasto-plastique avec écrouissage, ainsi que
sa continuité par rapport aux données initiales (P. Laborde et Q.S. Nguyen [94]). Notons que
I’intérét mathématique de cette méthode de régularisation de Yosida est connu depuis Prager

(1931), voir aussi J.J. Moreau [135] ou H. Brézis [19].
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Pour préserver 'unité de la présentation, nous ne donnerons que les grandes lignes de la
démonstration du critere de la fonctionnelle élastique limite I (§u) dans le cas d’un potentiel visco-
plastique a seuil. Il sera montré également que ce critére est encore valable pour une évolution
élasto-plastique, pourvu que le pseudo-potentiel de dissipation soit indépendant de 1’état actuel
(voir Q.S. Nguyen et F. Abed Meraim [149]).

Comme pour les méthodes visant & prouver ’existence et ’unicité d’une évolution, nous nous
placerons dans le cas ou I’espace des variables d’état peut étre muni d’une structure hilbertienne.
On notera par H ’espace de Hilbert des variables d’état avec les notations connues W1 (0,7T; H),
p > 1. Dans notre étude de stabilité, I'intervalle de temps considéré sera [0, +oo[ (cela revient &
prendre pour 7' la valeur +00). Nous allons traiter d’abord le cas d’une évolution visco-plastique

a potentiel de dissipation comportant un seuil.

8.5.1 Solides visco-plastiques a seuil

Pour de tels matériaux, les équations d’évolution se résument globalement par :

q. - QvQ (Q)7 Q - _qu (q7 A)v q(O) =4qy

On reconnait dans ces équations d’évolution les variables internes représentées par g, les forces
thermodynamiques @ associées et I’énergie a I’équilibre W(g, A). Le potentiel dual de dissipation
Q(Q) est supposé convexe, a seuil et indépendant de I’état actuel. Pour exprimer cette notion de
seuil visco-plastique, ce potentiel dual de dissipation 2(Q) est identiquement nul dans un certain
sous-ensemble convexe de H contenant l'origine. On notera par B(0,r) la boule de centre 0 et
de rayon r > 0 contenue strictement dans ce domaine convexe.

Pour ce qui est du chargement appliqué au solide, on fera ’hypothese que la fonction /\(t) est

dans L(0,400), c’est-a-dire que :

oo |
/ | A(t) | dt < 400
0

Par exemple, un chargement consistant en deux phases : une phase de montée A(t) € [0, Aps],
puis une phase de maintien & la valeur constante Aps, vérifie les hypotheses précédentes. Tout
autre type de chargement vérifiant A(¢) € L(0,+c0) conviendrait aussi.

Nous allons faire I’analyse de stabilité de la solution fondamentale g°(¢) associée a ce charge-
ment et & la condition initiale g°(0) = g, et supposée bornée (i.e., ||g°(¢)|| < Mo, ¢ € [0, +o0).
Nous ferons les hypotheses classiques concernant 1’énergie W (g, A) dans un voisinage de cette
solution fondamentale g° (i.e., (g,A) € HxR / ||g—¢°|| < M, | A|< M). Parmi ces hypotheses,
outre la différentiabilité de 1’énergie et la coercivité de sa seconde variation par rapport a g, il
est supposé que ses dérivées sont bornées au voisinage de g° (voir pour plus de détails [143] ou
[94]).

Soit g(t) une autre évolution quasi statique associée a une condition initiale g(0) = qq,

(g, # qp)- On va établir la stabilité de la solution fondamentale ¢°(¢) en montrant que ’écart :
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Aq(t) = q(t) — q°(t) reste faible au cours du temps pour un écart initial : Ag(0) = g, — g,
sufisamment faible. La premiere étape consiste & montrer que ¢° € L(0,4o00; H). Si l'on utilise

les équations d’évolution, on trouve que :

. - d \
Q- ¢=2q(Q) Q= di Q)] = —W.qq [d: 4] = Wigr-gA
Ce qui donne :

oo d .
W,qq [qv Q] + % [Q(Q)] = _qu/\ 'q/\

L’exploitation de cette derniere équation pour la solution fondamentale gV, en tenant compte
de la convexité stricte de I’énergie W (g, A) et du fait que ses dérivées soient bornées sur des
bornés, conduit a :

) d .. ;
k11|1g°)% + 7 [2(Q%)] < Kua|g°l] | A

K%,

ol les constantes k11 et K19 sont strictement positives. En posant Cy = , cette inégalité se

transforme aisément en :

d

7 Q)] < Co| AP

kll <012
THQ I”+
Utilisant la positivité du potentiel de dissipation, on montre qu’il existe une constante a; > 0

telle que :

[ s <al [130 1 are@ o)

Ceci montre que ¢° est dans L?(0, 4-00; H) des lors que I’on suppose que A est dans L2(0, +00).
Une estimation similaire a celle ci-dessus est valable pour la réponse g(t), pourvu que g(t) reste
au voisinage de g"(t) (c’est-a-dire pour : ||q(t) — q°(¢)|| < M).

Si l'on se restreint & un intervalle de temps fini [0,77], comme il est classiquement d’usage
dans les méthodes de régularisation visco-plastique (cf. [94], [197]), alors ces estimations suffisent
a montrer que ¢° € L(0,7; H). Il n’en est cependant pas de méme dans notre étude de stabilité
ol T est pris égal a +o0.

Pour montrer que la solution fondamentale vérifie g° € L(0,+o0; H), on va exploiter la notion

de seuil visco-plastique. La convexité du potentiel dual de dissipation (Q) conduit & :

[Q0(Q) -2, (@] (@-Q7) 20 ¥V (Q,Q)

Lorsque la force Q* reste dans la boule B(0,r), le flux de la variable interne associée ¢* =

Q2,0 (Q") est nul. Ceci conduit a 'estimation suivante concernant la puissance dissipée P(q) :

P@)=Q-¢=2Q"-q VQ €B(0,r)
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En prenant Q* = r-L [ € B(0,r), il vient que :

||tI|
Pl@)=Q -4 =>r|dq
Combinant cette inégalité avec I’équation d’état : Q@ = —W,, (g, A), on trouve :

T Wg, N+ W

rldll < -

L’exploitation de cette inégalité pour la solution fondamentale g°(¢) donne :

. d :
gl <~ W, )]+ kz | A

En tenant compte du fait que A€ L(0,400), on montre qu’il existe une constante ¢; > 0

telle que :

1% 20,400y < €1 {1 A (o400 +W (4°(0), A(0)) }

La méme estimation est obtenue pour une solution g(¢) restant au voisinage de la solution

fondamentale (i.e., ||g(¢t) — g°(t)|| < M). On peut résumer ces estimations par :

1% 20,4y € €1 {1 A 2go,400) +W (6°(0), A(0)) }

et :
t -
[ ldllds < e {13 oy +¥ a(0). 20D}
s llas) - q°(s) < M, pour (0<s<1)
D’autre part, la convexité du potentiel dual de dissipation donne :
[20(Q) -2 Q"] (@-Q°) >0
Ce qui montre que :
[Wog (@,2) = Wig (g%, V)] (4 - ¢°) = (W,g ~Wg) - AG <0
Si 'on note par h(t) la quantité : W,qq [Ag, Ag], il vient que :
. d
i0) = 205, 180,24+ {5 [W8,] | (30, 2q
D’un autre coté on a :
(qu _W72> “Ag = Wvgq [Aqv A(ﬂ +7r
avec | ri|< L]Ag[|Ag]* < L([1¢°] + ll4]) [|Agl®

et :

{@ [quq]} (Ag, A < L ([1¢°]1+ | A1) 1 Ag]P
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Ce qui entraine que :
h(t) < m(t)h(t)
L .
m(t) = — (2|4 I+ | A
m(t) = 7= (20dl+ 314°1+ 1 A1)

En notant par M(t) = fg m(s) ds, on trouve :

h(t) < h(0)exp M(t)

Enfin, en utilisant la convexité stricte de ’énergie et le caractere borné de sa seconde variation,
il vient que :

lagIP <
11

1Ag(0)[|* exp M(2)

D’apres les résultats établis précédemment, la fonction positive m(t) est intégrable tant que
|[Ag(t)|] < M. 1l existe donc une constante B > 0 telle que : M(t) < B tant que |[[Aq(t)|| < M.

Dans ces conditions, on a :

K
IAqg®I* < ﬁHAQ(O)HQeXPB (8.41)
tant que :  [|Agq(t)]| < M

Si l'on choisit [|[Ag(0)] tel que : %HAq(O)HQexpB < M?, alors I'estimation (8.41) sera
vérifiée quel que soit ¢ € [0, +oo].

Ainsi, pour vérifier :

Ve>0,36>0:|Aq(0)]| <= |Aq(t)]] <e pourte|0,+o0]

il suffit de prendre § = min {,/%exp (—%) M, 1/%exp (—%) 5}.

On vient ainsi de montrer que la définie positivité de la seconde variation de I’énergie assure
encore la stabilité (non nécessairement asymptotique) de I’évolution g°(¢), avec les seules hypo-
theses de convexité du potentiel de dissipation, comportant un seuil, et de son indépendance par
rapport a ’état actuel. La définie positivité de la fonctionnelle élastique limite I (du) apparait

encore comme une condition suffisante de stabilité pour les solides visco-plastiques & seuil.

8.5.2 Solides élasto-plastiques

Dans le cas des matériaux élasto-plastiques, lorsque le convexe de plasticité ne dépend pas de
I’état actuel, on montre dans le méme esprit que précédemment que I’évolution quasi statique du
solide élasto-plastique est stable si la seconde variation de ’énergie W (g, A) est définie positive.

Avec les mémes hypotheses concernant le chargement et ’énergie au voisinage de la solution
bornée ¢°(t), la démonstration de la stabilité de cette évolution s’obtient d’une fagon analogue.

Rappelons que les équations d’évolution dans le cas indépendant du temps physique sont :

d = 4VC(Q)7 Q = _qu (q7 A)v Q(O) =9
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ol N¢(Q) désigne le cone des normales extérieures au convexe de plasticité C supposé indépendant
de ’état actuel. Pour un trajet de charge A(¢) et une donnée initiale g, les forces @ doivent
vérifier la condition d’admissibilité @ € C, alors que les parametres internes g associés évoluent
selon le principe de dissipation maximale que traduit la régle de normalité écrite ci-dessus.

Notons que ces équations d’évolution représentent une équation différentielle multivoque dite
encore inclusion différentielle. Rappelons aussi que le cas particulier d’une énergie W (g, A) qua-
dratique entre dans le cadre des opérateurs maximaux monotones et a été étudié par H. Brézis
[19], ainsi que par J.J. Moreau [137]. Nous nous intéresserons dans notre étude de stabilité au
cas plus général d’une énergie non nécessairement quadratique mais fortement convexe.

Pour un convexe de plasticité indépendant de I’état actuel, la vitesse des forces généralisées

Q est orthogonale au flux des variables internes :

Q-g=0
conduisant & :
Waqq [‘L ‘I] = _Wan q/\
On obtient ainsi pour la solution fondamentale ¢V :
Fua|g°)) < Kaz | A

L’estimation ci-dessus est encore valable pour la solution g(t) si cette derniere reste au voi-

sinage de ¢°(¢). En définitive, on a :

K .
.0 < 12 A
41 < 32 1A
et :

gl < Kz
kll

sio: Jlgt) —q"()I < M

| Al

D’autre part, la loi de normalité entraine que Aqg - AQ > 0 qui se traduit par :
(qu _Wvg) "Ag <0
La méme analyse conduit ensuite & I’estimation :
h(t) < m(t)h(t)
L . . ;
m) = (2dl+314°1+ | A1)
11

et donc :

h(t) < h(0)exp M(t)
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ot M (t) vérifie :

! v L Ky,
M(t) = /m(s)dggC/|/\|dS§B7 C:—(5—+1)
0 0 ki \ kn
tant que :  [[Aq(¥)|| <M

Enfin, en utilisant la convexité stricte de ’énergie et le caractere borné de sa seconde variation,
il vient que :

laaI < -
11

1Aq(0)[|* exp M ()
A ce stade de la démonstration, la suite de la preuve s’obtient en suivant les mémes étapes

que précédemment.

On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition 8.7 La définie positivité de la seconde variation de [’énergie du systéme, ou de sa
fonctionnelle élastique limite I (Su), auz points courants d’une évolution visco-élastique, visco-

plastique a seuil ou élasto-plastique, assure la stabilité de cette €volution.

Nous avons vu, paragraphe 8.3.5.4, que cette condition était en général plus restrictive que
la condition de non-bifurcation de Hill. Cependant, cette condition de positivité s’identifie a la

condition de non-bifurcation de Hill dans le cas des poutres. La proposition suivante en découle :

Proposition 8.8 L’¢volution quasi statique d’un modéle de poutres élasto-plastiques ou visco-
plastiques a seutl est stable st la condition de non-bifurcation de Hill est satisfaite auzr points

courants de cette évolution.

On voit ainsi que le critére de la seconde variation de ’énergie libre est optimal dans le cas

des poutres.

8.6 Conclusions et problemes ouverts

L’analyse de la stabilité d’une évolution quasi statique par la méthode de linéarisation ou par
la méthode directe nous a fourni une condition suffisante de stabilité. Cette condition est donnée

par la définie positivité de ’énergie totale du systéme :
W,qq (a(t), A(1)) [0q, q] > kulldg|* ¥ éq = (du,da)

Ce critere de la seconde variation de |’énergie libre du systeme assure la stabilité d’une
évolution visco-élastique, visco-plastique a seuil ou élasto-plastique. Dans le cas visco-élastique

(potentiel de dissipation quadratique), la stabilité obtenue est asymptotique.
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Par ailleurs, nous avons vu que ’on pouvait éliminer la variable interne a pour écrire cette
condition suffisante de stabilité sous la forme d’une fonctionnelle en la seule variable w. Ceci est

équivalent a exiger la définie positivité de la fonctionnelle élastique limite I (§u) suivante :
1 ~1
I(bu) = 5 y Viu: (w,vuvu — W, Vua: Wy : w,avu) : Véu dv

Quelques expressions explicites du module élastique limite et de cette fonctionnelle I (Ju)
sont fournies au paragraphe 8.3.5.4.

Il est & noter que pour un matériau a densité volumique d’énergie libre w (€, ) strictement
convexe par rapport aux variables (€, a), la condition de positivité de la seconde variation de
I’énergie libre conduit & un critere opérationnel. C’est en particulier le cas du modele de I’écrouis-
sage cinématique. Ce critere est en revanche inopérant pour des matériaux a densité d’énergie
non strictement convexe.

En petite transformation, les hypothéses de différentiabilité de I’énergie et sa convexité stricte
et globale sont vérifiées si la densité volumique d’énergie libre w (€, a) est strictement convexe
par rapport aux variables (€, ). Ceci n’est pas le cas par exemple pour la plasticité parfaite.

En transformation finie, on peut continuer & supposer la convexité locale de I’énergie. Sa
différentiabilité dans les espaces fonctionnels usuels H = H! () est obtenue dans le cas des
poutres ou des arcs (voir Como & Grimaldi [31]). En revanche, pour des solides tridimensionnels,
le probleme reste ouvert (voir W.T. Koiter [85], P.G. Ciarlet [25]).

Remarquons enfin que pour des solides élastiques ou élasto-plastiques, I’existence de bifurca-
tions caractérise en quelque sorte les réponses quasi statiques instables. Dans le cas des solides
visqueux, le probleme est différent. En effet, dans ce dernier cas, la réponse quasi statique associée
a une condition initiale donnée est unique. Ainsi, le critere de la seconde variation de I’énergie
libre, introduit précédemment, ne fournit qu’une réponse partielle. Le probleme qui reste ouvert

concerne la bonne caractérisation des évolutions instables de tels matériaux visqueux.




Chapitre 9

Autre approche de stabilité : variable

principale le déplacement

9.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de compléter ’analyse de stabilité d’une évolution quasi statique
visqueuse entreprise dans les chapitres 5, 6, 7 et 8. Il constitue, en quelque sorte, une suite
directe de la méthode de linéarisation pour I’étude de stabilité d’une évolution visco-élastique ou
visco-plastique.

Nous avions discuté au chapitre 5, section 5.7, du probleme crucial du choix des bonnes
variables principales pour ’étude de la stabilité d’un solide visqueux. De ce choix va dépendre
I’écriture de ’équation différentielle dont I’étude de stabilité est en question. Nous avions réper-
torié principalement trois possibilités dont I'une ne permettait pas de conclure. Cette derniere
consistait a écrire le probleme d’évolution comme une équation différentielle de la variable prin-
cipale y = (u,a), en combinant le probleme d’équilibre en vitesses et la loi d’évolution des
parametres dissipatifs. Nous avions tout de suite écarté cette possibilité en montrant son ineffi-
cacité sur I’exemple simple de la colonne de Shanley a deux degrés de liberté (chapitre 5).

Une autre possibilité revient & écrire le probleme d’évolution comme une équation différen-
tielle de la variable principale e, par élimination de u a partir de ’équation d’équilibre. C’est
essentiellement ce deuxieme choix de variables principales qui a été exploité dans les chapitres
5, 6, 7 et 8 Notons que cette deuxieme approche revient a étudier conjointement 1’équation
d’équilibre et la regle d’écoulement de la variable dissipative a.

Enfin, une derniere possibilité consiste a retenir comme variable principale le champ de dé-
placement w pour ’écriture de I’équation différentielle traduisant I’évolution quasi statique. Ceci
est possible si 'on combine ’équation d’équilibre, le probleme en vitesses et la loi d’évolution
des variables internes. Notons que ce dernier choix avait été laissé provisoirement de coté dans le
chapitre 5. Nous revenons donc, dans ce chapitre, sur cette possibilité qui n’avait pas été explorée

jusqu’a présent.

215



216 AUTRE APPROCHE DE STABILITE : VARIABLE PRINCIPALE LE DEPLACEMENT

Il est intéressant de remarquer que ce probleme de choix de variables principales ne se serait
pas posé si I'une de ces possibilités avait conduit & une condition & la fois suffisante et nécessaire
de stabilité. Cependant, les conditions de stabilité obtenues en général sont des conditions suffi-
santes, a ’exception de quelques cas simples. Il est donc intéressant de comparer cette approche
de stabilité, ol le champ de déplacement w est pris comme variable principale, avec les résultats

jusque la obtenus.

9.2 Etude formelle

Pour bien expliquer notre démarche, on reprend brievement I’étude formelle d’un systeme
mécanique quelconque, muni d’une énergie potentielle totale W(wu, e, A) et d’un potentiel dual
global de dissipation ©(A). En supposant que la déformation n’est pas un mécanisme dissipatif,

I’évolution quasi statique d’un tel systéme visqueux est régie par le systeme d’équations :

Wau(u,a,X)-0u = 0 Y du Equilibre, (9.1)
A = —Wg(u,o,)) Loi d’état,
a = Q4(A) Loi complémentaire, (9.2)
a(0) = ag Donnée initiale.

En plus de ces équations d’évolution, ce systeme mécanique vérifie I’équation d’équilibre écrite

en vitesses donnée par :
S (W 4+ Wa - d+Wan A =0 Véu (9.3)
Les trois possibilités que ’on vient d’évoquer sont alors :

(i) Retenir comme variables principales le couple y = (u, ). Cela revient a écrire I’évolution
quasi statique du systéeme comme une équation différentielle en la variable y. En effet, par
combinaison des équations (9.3) et (9.2), traduisant le probleme d’équilibre en vitesses et

I’évolution des parametres dissipatifs respectivement, on trouve :

y. = .fl(y7 >‘7 A)
avec !

. —W_ulu . W7ua . Q7A(A) + W7u,\.;\
fl(y7 Av A) — ’ ( )
Q.a(A)

Il est & noter que 'opérateur W ,,,, est inversible puisque 1’on suppose rester a des niveaux

de charge inférieurs a la charge critique de perte de stabilité élastique.

Rappelons que ce choix de variables principales est inopérant par la méthode de linéa-
risation. En effet nous avions conclut, chapitre 5, sous-section 5.7.2, a son incapacité a
répondre a la question de stabilité de I’évolution sur I’exemple simple de la colonne de

Shanley discrete.
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ii) Une deuxiéme possibilité consiste & prendre pour variables principales les parameétres internes
p p p p p p

a. L’élimination de w a partir de ’équation d’équilibre (9.1) permet d’écrire u = u(a, A),

et de considérer ’équation (9.2) comme une équation différentielle en la seule variable a.

On écrit ainsi :
a = fila, )
ot :
Fala,2) =Qa(A(u(a,}),a))

Ce choix d’approche a été largement exploité dans les chapitres 5, 6, 7 et 8. Il consiste
a étudier simultanément 1’équation d’équilibre (9.1) et la régle d’écoulement (9.2). 1l a
conduit notamment au critere de stabilité de la seconde variation de I’énergie potentielle
totale du systéme. Nous ne reviendrons sur ce choix que pour en comparer les résultats a

ceux de ’approche ci-apres.

(iii) La derniere possibilité est de prendre pour variable principale le champ cinématique u.
C’est I'objectif méme de ce présent chapitre. Ceci se fait par la combinaison des équations
(9.1),(9.2) et (9.3). En effet, I’équilibre (9.1) permet d’extraire la relation o = a(u, A). En
remplagant cette expression de e et de son flux obtenu par I’équation (9.2) dans I’équation

d’équilibre en vitesses (9.3), on obtient :
w = f3(u, A /\)
ol :
Falw, A0 = =Wl - (Waa - Q4(4) + W A) (9.4)

Dans les expressions de W 4, W 4o, Wy et A ci-dessus, on a remplacé a par son ex-
pression a(u,A). A ce stade, on peut appliquer la méthode de linéarisation & 1’équation
différentielle (9.4) et en déduire des résultats sur la stabilité de ’évolution fondamentale
u®(t). Cette approche en u sera exploitée ci-apres, dans le cas général, puis sur des exemples

concrets.

9.3 Solide visqueux en transformation finie

9.3.1 Cadre de ’étude

On reprend dans cette section le cas général d’un solide tridimensionnel occupant dans sa
configuration naturelle, libre de contraintes, un volume V de frontiere V. Ce solide est soumis
a des forces volumiques F()), a des forces surfaciques T'(A) sur la partie dVr de sa frontiere et &

des déplacements imposés u4(A) sur la partie complémentaire. Le parametre scalaire A détermine
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a chaque instant le niveau de chargement et joue ainsi le role d’un parameétre de controle (cf.

F1Gg. 9.1).

T dr

u )

Fi1G. 9.1: Solide visqueux en description lagrangienne.

On adoptera une description totalement lagrangienne : la configuration de référence sera la
configuration initiale non déformée du solide (F1G. 9.1). De méme, on se placera dans le cadre bien
connu des matériaux standard généralisés. La méthode des deux potentiels, potentiel d’énergie
libre et celui de dissipation, va nous permettre d’écrire les équations d’équilibre et d’évolution

de fagon systématique.

9.3.2 Evolution quasi statique

Dans ce paragraphe, nous allons écrire les équations qui régissent 1’évolution quasi statique
du solide soumis & un trajet de chargement. De méme, nous formulerons le probléme en vitesses
associé. Ce sont les équations (9.1) et (9.3) écrites précédemment d’une fagon globale.

Si 'on note par w(e,a) la densité volumique d’énergie libre du solide, alors les équations

d’état s’écrivent :

T = We (9.5)
= —W,qy (9.6)

Dans ces relations, A est la force thermodynamique associée a la variable interne a.. Cette
derniere s’identifie & la déformation visco-élastique e¥ ou visco-plastique e? et représente le seul
parametre dissipatif. La variable = représente le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et
apparait comme ’opposé de la force thermodynamique associée a la variable e. Cette déformation
non linéaire de Green-Lagrange est obtenue en fonction du gradient lagrangien du déplacement

Vu par la relation :

(Vu + v©iu + VTu.Vu)

e —

N | —

L’équilibre du solide sous l'effet d’un chargement paramétré par A(t), A € [0, Aps], est donné
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par le principe des travaux virtuels :

/ w:dedv= [ F(X).udv —I—/ T(X).bu ds Véu C.A. (9.7)
v v avVr

Il est parfois plus commode d’écrire ’équation d’état (9.5) sous la forme équivalente :

b= W, Vu

en introduisant le tenseur des contraintes de Boussinesq b. En effet, il suffit de remarquer que

I’énergie libre volumique est aussi une fonction des variables d’état : (Vu, o) puisque :

e =

% (FT.F - I)
F = Vu+lI

ol F est le gradient de la transformation et I désigne le tenseur identité d’ordre deux. Le
tenseur non symétrique de Boussinesq est relié a la contrainte symétrique de Piola-Kirchhoff par

la relation :
b=F.m
Dans ces conditions, on peut écrire I’équation d’équilibre sous la forme équivalente :

/ b:Véudv= [ F(N).dudv —I—/ T(N).buds Vdéu C.A. (9.8)
v v vy

On peut aussi écrire les équations d’équilibre (9.7) ou (9.8) sous la forme globale condensée

(9.1) en considérant I’énergie potentielle totale :
W(u, o, ) = W(Vu,a) — Wep(u, A)

Dans l’expression ci-dessus de I’énergie potentielle totale, W (Vu, a) et W,y (u, A) désignent
respectivement le potentiel global d’énergie libre et le potentiel des efforts extérieurs. Ils sont

donnés par :
W(Vu,a) = / w(Vu,a) dv
‘/
Wezt(u, A) = F(A).udv+ / T(N).uds
v Vi

Par dérivation de ’équation d’équilibre que ’on écrit désormais de facon condensée comme :
Wa(u,a,X)-du=0 vV du
on obtient I’équation incrémentale globale décrivant le probleme en vitesses :

S [ Woy 0+ Wy - d+Wan A =0 Véu (9.9)
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Cette équation en vitesses s’écrit plus explicitement :
/ Véu: (w,vuvu: VU + W, vya: &) dv = / F(\).6u dv —}—/ T (\).6u ds (9.10)
14 14 oV

Pour définir completement ’évolution quasi statique du solide, il nous faut donner la loi
d’évolution de ses variables irréversibles a. Cela peut étre fait au moyen du potentiel dual de

dissipation ©Q(A). Cette relation complémentaire s’écrit alors :
a=Q4(A)

En remplagant I'expression du flux de a dans I’équation d’équilibre en vitesses (9.9), cette

approche en la variable principale u revient a étudier conjointement les deux équations suivantes :

Wa(u,a,X)-du=0
. Y du
ou - W7uu-iL+W7ua-Q7A+W7u)\./\ =0

La linéarisation de ces équations autour de la solution fondamentale sera faite au paragraphe
suivant dans le but d’étudier sa stabilité.

Avant de passer a cette étape de linéarisation, on se propose d’expliciter ’équation d’équi-
libre en vitesses pour une densité d’énergie libre donnée. Pour un solide visqueux & écrouissage
cinématique de module h et & élasticité isotrope, on se donne une énergie libre volumique de la

forme :

w(e,a):%(e—a):E: (e—a)—}—%a:h:a

Le tenseur d’ordre quatre des modules d’élasticité : w,.. = F vérifie les symétries classiques :
q ) y q
Eijki = Ejint = Egij

Dans ces conditions, I’équation d’équilibre se met sous ['une ou I’autre des formes équivalentes
(9.7) ou (9.8), avec les expressions suivantes des relations d’état :
m = we=FE: (e—a)

= —wa=F:(e—-a)-h:a
Quant & ’équation d’équilibre en vitesses (9.9) ou (9.10), elle peut se mettre sous la forme :

Véu: (Le:Via+ Ly é) dv= F(\).6u dv + / T(\).0u ds (9.11)
|4 |4 oVr

avec
L.=(Vu+I).E.(I+V'u)+R

Li=-(Vu+1).E
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Dans 'expression du module L., le tenseur d’ordre quatre R est défini par :
Rijrl = mjkda

Rappelons que dans les analyses de bifurcation élastique, c’est ce module L. qui controle la
possibilité de flambage. Il résulte des termes d’élasticité et de changement de géométrie. En effet,
cements qui est définie positive. La seconde partie de ce module désigne la rigidité géométrique
associée a I’état de contrainte .

De méme, on reconnait dans les tenseurs d’ordre deux (Vu + I) et (I + VTu) le gradient

de la transformation F et son transposé F1.

9.3.3 Linéarisation

Pour un trajet de chargement fixé, la résolution des équations d’évolution (9.1) et (9.2), pour
une condition initiale donnée, nous fournit une évolution quasi statique (u(t), ex(t)). Dans la suite,
on notera par (u”(t),a’(t)) la solution fondamentale dont on cherche & étudier la stabilité. Cette

évolution quasi statique est solution de I’équation différentielle formée par le systeme :

Wa(u,a,X)-du=0
. vV é
ou - [W,uu cu+ W,ua : Q,A + W,u/\)\ =0 “ (912)

u(0) = ug

Pour obtenir cette équation différentielle de la seule variable u, il faut extraire de la premiere
équation d’équilibre la relation @ = a (u, A) que I'on injecte ensuite dans la seconde équation
traduisant le probleme d’équilibre en vitesses.

Cette solution fondamentale (u®(t), a’(t)) sera perturbée & un instant arbitraire ¢o par l'intro-
duction d’une petite perturbation : (u*(¢g), a*(fp)). Dans la suite, on notera par (u*(¢), a*(t)) =
(u(t) —u’(t), a(t) —a’(t)), t > to, Uévolution au cours du temps de I’écart par rapport & la
solution fondamentale.

La linéarisation de I’équation différentielle en u formée par le systeme (9.12) ci-dessus, autour
de cette solution fondamentale, s’obtient par la linéarisation simultanée de I’équation d’équilibre
et de I’équation en vitesses respectivement.

La linéarisation de I’équation d’équilibre donne :
/ Véu: (w,vuve: VU 4+ W,vya:a”) dv=0
1%
Cette équation linéarisée peut s’expliciter en :

Viu: (Le VT + Ly a*) dv=20
‘7
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ol :
L.=(Vu'+1I).E.(I+V'u’) +R°
Li=-(Vu’+1).E

L’équation d’équilibre en vitesses combinée & celle donnant I’évolution des parametres dissi-

patifs donne apres linéarisation :
Véu : (Le VI + Ly : Vi + Ly a*) dv=0
‘7

avec :
Ly=(Vu+I).EVTW' + Val.E. (I + Viu) + R’ — (Vu+1).E: Qaa: E. (I+ V)

Ly=(Vu'+1).E:Q%,: (E4+h)- Vu'.E

La seconde variation du potentiel dual de dissipation €2, 4 4 qui apparait dans les expressions
ci-dessus a été calculée dans le chapitre 8, sous-section 8.4.4, pour différents comportements

visco-élastiques et visco-plastiques.

9.3.4 Analyse de stabilité

Dans cette approche de stabilité ou le champ de déplacement w est pris comme variable

principale, I’équation différentielle implicite & linéariser est :

U= fa(u, XN

f3(’LL, >‘7 A) = _W,_ulu ' (W,ua ' Q,A(A) + W,u/\-A)

Dans les expressions de W 4, W o, W\ et A ci-dessus, on a remplacé a par son expres-
sion a(u, A) donnée implicitement par 1’équation d’équilibre. Par linéarisation de cette équation

différentielle autour de la solution fondamentale u°(¢), on obtient formellement :

ot : L(t) = % (uo(t), A(t), ’A(t)).

A ce stade, on peut appliquer les résultats du chapitre 4 concernant la stabilité des systemes
différentiels non autonomes. La définie négativité de la partie symétrique L° de Iopérateur
L, aux points courants de ’évolution, fournit une condition suffisante de stabilité uniforme et
asymptotique de cette évolution.

Une expression explicite de 'opérateur L ne pouvant étre calculée dans le cas général, il est

préférable de mener cette analyse de valeurs propres d’une maniere équivalente sur le systeme
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suivant :

Viéu : (Le V0w 4+ 14 :a*) dv=20
M ‘ (9.13)
Viu : (L6 VT + Ly : Vi + Ly a®) dv=0
‘7
avec :

L.=(Vu'+1I).E.(I+V'u’) +R°
Li=-(Vu’+1).E

Ly=(Vu+ ) . EV'a'+ Vi’ E. (I+ Viu) + R — (Vu+I) .E: Qa4 E. (I + V)

Ly=(Vu’'+1).E:QY%,: (E4+h)—-VW"E

Une telle analyse de valeurs propres s’effectue en général par un recours aux moyens nu-
mériques. Une approche classique par éléments finis consiste a discrétiser la structure puis a
calculer les différentes rigidités, générées par les tenseurs d’ordre quatre L;, le long de la solution

fondamentale. Dans ces conditions, le systeme (9.13) se met sous la forme matricielle suivante :
Ee'u*—|—£1 -a* =0
,Ce'”l..L*—FEQ'”LL*—FEg'a* =0

Par combinaison des équations du systéme ci-dessus, on arrive & une relation exprimant

I’évolution de la perturbation au cours du temps et reliant @* & u* par :
w* = Lu*

Si I’on note par £ la partie symétrique de £, alors une condition suffisante de stabilité
uniforme et asymptotique de I’évolution est que la valeur propre maximale de 'opérateur £ soit

majorée par une constante strictement négative tout au long de cette évolution.

9.3.4.1 Cas ou la solution fondamentale est obtenue en H.P.P.

Dans le cas o la solution fondamentale u°(¢) vérifie : ||Vu®|| < 1, alors on peut opérer des
simplifications dans les opérateurs ci-dessus, et I’analyse de valeurs propres décrite précédemment
doit étre effectuée sur le systeme suivant :

Véu: (H.:Vu"+ Hy:a™) dv=0
‘/

(9.14)
/V5u: (He:V'iL*+H2:VTU*+H3:a*) dv=0
14
avec :
H.=E+S°
H,=-F

Hy=EV'W' 4V E+R —E: Q% E

H;=E:Q%,: (E+h) - VI.E
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Dans le terme H, provenant de I’élasticité, le tenseur d’ordre quatre S° donnant la rigidité

géométrique est défini par :
0 _ p0 _ 05
Sz’jkl = Rijlk = 7Tj15zk

Notons que dans le cadre des hypotheses de petites perturbations, on peut confondre les
configurations V et Vi, les contraintes 7 et o ainsi que les gradients lagrangien et eulérien.
Dans le méme esprit que précédemment, ce systeme conduit & une relation entre @* et u* de

la forme :
wr=H- u*

ol l'opérateur H, non nécessairement symétrique, est obtenu par combinaison des équations du
systeme donné en (9.14).
La définie négativité stricte de la partie symétrique H° de Iopérateur H fournit une condition

suffisante de stabilité uniforme et asymptotique de I’évolution.

9.3.4.2 Approche lagrangienne actualisée

Dans la pratique et en vue des applications numériques, il est souvent plus intéressant d’adop-
ter une approche lagrangienne actualisée. A cet effet, le probleme aux valeurs propres relatif a
la condition suffisante de stabilité précédemment obtenue doit étre reformulé. En effet, dans
une description lagrangienne actualisée, on doit écrire les équations linéarisées précédentes sur la

configuration actuelle V; avec des quantités actualisées. Le systeme précédent sera donc remplacé

par :
/‘ graddu: (LY : gradu™+ L{:a”) dv;, =0
/t
/‘ grad éu : (LZ :gradu” + LS : grad” u* + L} :a*) dv; = 0
/t
ol
L*=E+S°
L{=-F

It — E dT -0 -0 .0_ . o . (915)
g=FE.grad" w +gradu .E+ R E:Qu.: E

S=E:Q%,: (E+h) —grad4’.E

Dans les équations ci-dessus écrites sur la configuration courante, le terme grad désigne le

gradient eulérien. De méme, le tenseur d’ordre quatre S° est donné par : S?jkl = U?l&k ol les O'?l

représentent les composantes de la contrainte de Cauchy.
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. L. ., =0 . p
En ce qui concerne I’écriture actualisée du terme R intervenant dans l'opérateur Lj, cela
passe par l'écriture du flux 7 sur la configuration actuelle. On sait que la relation entre le tenseur

des contraintes de Piola-Kirchhoff 7 et celui de Cauchy o est donnée par :
x=JF o F T (9.16)

Lorsque I'on écrit ce tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff sur la configuration actuelle,
cela revient a mettre w# = o mais 7 # &. Pour écrire le taux de contrainte 7 sur la configuration

actuelle, il faut d’abord dériver I’expression de w donnée dans (9.16). On obtient ainsi :
*#=JF'e" F T
ol :
6" =({trD)o+6 - Lo —o.LT
L =grada = F.F!
9.17
D=L°=1/2 (gradiL+gradTiL) ( )
J =det F, trD =diva

On reconnait dans cette expression de 1" la dérivée de Truesdell du tenseur de contrainte
de Cauchy. Une autre dérivée objective de la contrainte de Cauchy est obtenue par la dérivée

convective qui est définie par :
6°=6—-Lo—o.L"
Ainsi, on peut réécrire la dérivée de Truesdell comme :
61" = (trD) o + 6¢

En définitive, en description lagrangienne actualisée, on doit remplacer la contrainte de Piola-
Kirchhoff @ par la contrainte de Cauchy o et le taux de contrainte de Piola-Kirchhoff  par la

r

dérivée de Truesdell de la contrainte de Cauchy 61" exprimée en (9.17). Ainsi, les tenseurs S°

et R qui apparaissent dans (9.15) doivent étre assimilés a :
S’iojkl = U?z(sz‘k
R'ngkl - O'};:(SZ]
9.4 Colonne de Shanley discrete

9.4.1 Description du modele

Pour illustrer ce qui précede sur des exemples concrets, on reprend le modele de la colonne de

Shanley représentée par la figure 9.2 ci-apres. Ce systeme discret est constitué d’un cadre rigide,
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FiG. 9.2: Colonne de Shanley discrete et visqueuse.

ayant la forme d’un L, reposant sur deux ressorts identiques a comportements visco-élastiques
ou visco-plastiques.

Cette colonne est soumise & une charge verticale descendante d’amplitude A appliquée a son
extrémité A. On notera par v le déplacement vertical du point B et par  la rotation de la colonne
a partir de sa position droite.

En gardant toutes les non-linéarités géométriques, les élongations des ressorts notées (e, €3)

sont reliées aux deux degrés de liberté (v, 6) de la structure par les relations cinématiques :

€6 = v—Isinf (9.18a)
€2 = v+lIsinf (9.18b)

Le déplacement vertical de A, point d’application du chargement, est :

us=v+ L(1—cosb)

9.4.2 Equations d’évolution

On adoptera la notation vectorielle : w = (v, 6), € (u) = (€1, €2) et @ = (g, az). Les a; repré-
sentent les parametres dissipatifs (déformations visco-élastiques ou visco-plastiques). L’énergie
potentielle totale W (€, ax, A) du systeme s’exprime en fonction du potentiel global d’énergie libre

W (e, a) et du potentiel des efforts extérieurs Wy (u, ) :

W(e, a,X) =W (e,a) = Wey (u, A)
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avec :
2 4 ,
(€, :z;ﬁE i —}— ha

Wezt (u, ) = Av+ L (1 — cosb)]

ol les constantes F et h désignent respectivement le module d”Young et le ceeflicient d’écrouis-
sage.
En exploitant la relation cinématique € = € (u) donnée par I’équation (9.18), cette énergie

potentielle totale s’écrit :

: 2
E[ (=1)"Isin 0 — oy —I—%ha?—/\[v—l—L(l—cosﬁ)]

]
N | =

W (u,a, ) =
=1

Les équations d’état donnant les forces thermodynamiques o = (01,03) et A = (A4, A3)

s’obtiennent par :
c=We=FE(e-—a) , A=-Wqoy=0—-ha

Utilisant la relation (9.18) donnant € = € (u), ces forces s’expriment en termes des seules
variables u et a par: o0 = o (u, ) et A = A (u,a).

L’équilibre du systeéme rend stationnaire I’énergie potentielle totale, soit :
W (w, 0, ) - 6u =0 vV du (9.19)
ce qui donne :

W, =01+0,-2=0 (Equilibre des forces)
) (9.20)
Wy = (02 —01)lcosf —ALsinf =0 (Equilibre des moments)

Les équations d’équilibre ci-dessus permettent d’exprimer e en fonction des variables (u, ).

Cette relation @ = a (u, A) est ici completement explicite et s’écrit :

= i [sinf |1 7/\
a=v 2F St Ap cos@

A A
=v——+Isinf|1- ——
2= 2E+ sm( /\ECOSH)
2812

ol A\p = =7~ représente la charge critique de perte de stabilité élastique. Dans ces conditions, les

(9.21)

forces généralisées A apparaissent comme des fonctions de w et A : A (u, ) = A (u, o (u, N)).
Pour définir completement I’évolution quasi statique du systeme, il nous faut une relation
supplémentaire décrivant son comportement irréversible. L’introduction d’un potentiel de dissi-

pation D (&) permet de relier les forces aux flux par :

A=Dg,
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Il est parfois plus pratique d’utiliser le potentiel dual de dissipation €2 (A), obtenu par la

transformation de Legendre-Fenchel, pour écrire I’évolution des parametres dissipatifs comme :
a=Q4

L’exploitation de cette derniere équation dans le probleme d’équilibre en vitesses nous fournit

I’équation différentielle suivante :
bu W 4 Waa - Qa+Ward| =0 Vou

En utilisant la relation e« = ex (u, A) donnée par (9.21), I’équation ci-dessus apparait comme

une équation différentielle en la variable u et se met sous la forme :
a=f <u A ;\)

Pour la colonne de Shanley discrete, cette équation différentielle s’explicite en :

2F 0 v
0 L(A\gcos” 6—1) P +

-F -F
Flcosf —Flcost

Q7A1
Q7A2

1
Lsiné

] (9.22)

cos 0
Dans le cas d’un comportement visco-élastique de Maxwell avec écrouissage cinématique

linéaire correspondant au potentiel de dissipation :

1 1
D(d):—d-n-d@Q(A):EA-n_l-A

2
I’équation d’évolution (9.22) devient :
h 1 [E+h :

Vo= ——v4-—|—A+A

’ PR [ T ]

. cosfsinf h Ag .

b = ———|———( 0—X)+ A

(Apcos? 8 — A) [ U/\T( Teos )+

R

9.4.3 Linéarisation

Pour un trajet de charge A (¢) € [0, Aps], la résolution des équations d’évolution précédem-
ment établies nous fournit une évolution quasi statique (w (¢),a (¢)). La solution fondamentale
6 = 6° (1) = 0, correspondant & une colonne qui reste droite tout au long de son évolution, a
été calculée dans le chapitre 5, section 5.4. Il avait été montré notamment que cette solution
fondamentale était bornée. On s’intéresse dans ce paragraphe a la stabilité de cette évolution
particuliere notée (u® (¢),a’(t)).

Dans cette approche de stabilité ot w = (v, 6) est pris comme variable principale, I’équation
différentielle régissant cette évolution est donnée par :

W= (u A ’A)

(9.23)
u (0) = ug
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avec

| B (0,0, 8) = =Bo+ g [Ea 4
A A DR I MNPV

Il
—~
<

o
—_
o~
~—
e
o
~—
o~
~—
~—

En notant par u* = u—u® I’écart par rapport i la solution fondamentale u° (¢)

I’équation différentielle précédente devient :

ou :

o
—~—
o~
S—’
>
—
o~
S’
g
o~
o~
Se—’
N———
|
—~—
o~
S—’
g
*
<
[N
—
—_-
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@
o
—
&
=.
=
=
@
=
-+

et h(u,t) = f (w +u’ (1), A1), A1) - f (u
I’hypothese :
A (u”, 1)

T — 0 lorsque [|u”|| = 0, uniformément par rapport au temps, ¢ € [0, +00].
u

Le premier terme de I’équation (9.24) représente ainsi la forme linéarisée de I’équation diffé-

rentielle (9.23).

9.4.4 Analyse de stabilité

L’écriture de I’équation d’évolution (9.23) sous la forme (9.24) va nous permettre de déduire
des résultats concernant la stabilité de cette évolution. En effet & ce stade, on peut appliquer
directement les résultats du chapitre 4 relatifs & la stabilité des systemes différentiels non auto-
nomes. D’apres la proposition 4.2 ou la proposition 4.6, I’évolution quasi statique (uo (t),a’ (t))
est uniformément et asymptotiquement stable si la matrice D (¢) est définie négative.

— _*k — _hdpAr=A A ié i
Les valeurs propres de D (t) sont p; = p et po = pal yl e + TL_ associees respectl

vement aux vecteurs propres constants (1,0) et (0,1). On peut donc conclure que si ps (1) est
majorée par une constante négative pour tout ¢, alors I’évolution fondamentale (uo (t),a’ (t))
est uniformément et asymptotiquement stable.

De méme, puisque le vecteur propre associé & s (t) est constant, la proposition 4.8 permet
d’établir que I’évolution fondamentale (u® (), a (¢)) est instable si po (t) devient minorée par
une constante positive a partir d’un instant ¢; donné.

En d’autres termes, s’il existe une constante ¢; < 0 telle que (x\ < At — EL-}-}LA 4+, V t)
alors I’évolution fondamentale (u®(t),a® (t)) est uniformément et asymptotiquement stable.
Par ailleurs, cette évolution fondamentale est instable s’il existe une constante ¢ > 0 et un

temps tg tels que (x\ > A\p — ELHLA + ¢y, pour t > to).
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Notons que ces résultats de stabilité peuvent étre obtenus en exhibant une fonction de Lya-

punov pour la variable u*. Cette fonction de Lyapunov est explicite pour ce cas particulier de

T

la colonne de Shanley et se réduit & ||u*||* = w*!.u*. La continuité de @ comme fonction de u,

o = a (u, A), montre alors que l'on a stabilité de 'évolution globale (u® (t),a® (¢)).

Il apparait ainsi qu’une charge critique de stabilité pour cette colonne de Shanley visqueuse

n
E+h

du domaine de chargement en un domaine stable et un domaine instable.

est donnée par A, = Ay — A Schématiquement, la figure 9.3 ci-dessous montre la séparation

Domaine Stable Ap- %} A N Domaine d'instablilite
+ T
1 1 At

F1G. 9.3: Domaine de stabilité.

On peut remarquer que cette charge critique A, = Ay — EL—HLA tend vers la charge critique
du module tangent Ay, pour une viscosité ou une vitesse de chargement tendant vers zéro. En

notant par ¢ le temps de relaxation du matériau et par ¢; le temps de chargement, on

_
T E+4h
peut résumer ce qui précede par : A — Ar lorsque le temps adimensionnel T = ’;—; — 0.

L’exemple d’un chargement & vitesse constante consistant en une phase de montée pour
t € [0,4] et une phase de maintien & la valeur constante A\y; pour ¢ > t; est illustré par la figure

9.4 ci-apres.

AD

FiGg. 9.4: Exemple de chargement croissant.

Pour ce cas particulier de chargement, la charge critique A; se réduit & : A\, = Ap — Ap7,

tr

~ a été défini précédemment.

(pour t € [0,¢]), ol le temps adimensionnel 7" =

Dans le cas général d’un chargement croissant, si I’on compare ces résultats de stabilité
avec ceux trouvés dans le chapitre 5, on est tenté de dire que la charge critique de stabilité a

été diminuée de la valeur EL—HLA En effet, "approche de stabilité menée dans le chapitre 5 avait
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montré que la charge critique de stabilité pertinente pour cette colonne de Shanley est donnée par
la charge du module tangent A (voir F1G. 9.5). Cette derniére a I’avantage de ne pas dépendre
de la vitesse de chargement. On va donc essayer d’expliquer ces légeres différences apparentes et

de réconcilier ces deux approches de stabilité.

Domaine Stable A Domaine d'instablilite
T

| A()
Approche de stabilite en o

E+h A
1 1 AY)
Approche de stabilite en u

Domaine Stable Ar n A Domaine d'instablilite

FiG. 9.5: Domaines de stabilité donnés par les deux approches.

Montrons d’abord que les résultats de stabilité obtenus par ces deux approches ne sont pas
contradictoires. En effet, si 'on pouvait construire un chargement vérifiant a la fois (A (¢) < Ap—
co, ¥V t,co>0)et (x\ (t) > Ar — EL—HLA + ¢q, pour t > tg, co > O) on arriverait alors & une contra-
diction. Dans ces conditions, la premiére hypothése sur le chargement montre que ’on a stabilité
uniforme et asymptotique en utilisant ’approche de stabilité du chapitre 5, (voir FI1G. 9.5). La
seconde hypothese sur le chargement montre, d’apres les résultats précédents, que la solution
fondamentale est instable.

Pour montrer que ces résultats sont cohérents, on va établir que s’il existe un instant g tel que
</\ (t) > Ar — EL—HLA + ¢9, pour t > tg, c3 > O), alors il existerait un instant f; et une constante
c1 > 0 tels que (A () > Ar + ¢y, pour t > t1). En effet :

/\(t) > /\T—Oz;\+62, t >ty <c2>0’a:L>

F+h
N ’\_ATMEZ—Z, t> to
- [LATV\]e(t_;O) > 2,(50) 15y,
(8 (8
d = d [ (=u
= ai [(/\—/\T)e( ao)] > o [02€< "0)]7 t > 1o

t—tg

= /\—)\TZ(/\(to)—/\T—CQ)e_< a )—|—62

Le second membre de cette derniere inégalité tend vers ¢y lorsque ¢ — 400, il existe donc un

temps ¢; et une constante positive ¢; = %2 tels que :

A(t) > Ar+ 1, pour t >ty
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On a ainsi montré que les résultats de stabilité donnés par ces deux approches sont bien
cohérents. Fn effet, pour un chargement croissant, la figure 9.5 montre que si I’'on a stabilité
par I'approche en la variable principale u </\ < Ar — E-|-hA + ¢g, pour tout ¢, ¢ < 0) alors il en
est de méme par Iapproche en a, car a fortiori (A < Ay + ¢, pour tout ¢, ¢g < 0). D’un autre
coHté, si la condition (A (t) > Ar — ELMA + ¢9, pour t > tg, cg > O) est vérifiée indiquant que ’on
a instabilité par I'approche en la variable principale u, alors cela entraine qu’une condition
du type (A (t) > Ar + ¢y, pour t > ty, ¢1 > 0) est également satisfaite traduisant I'instabilité via
I’approche en la variable principale c.

Pour réconcilier completement ces deux approches de stabilité, remarquons que la condi-
tion suffisante de stabilité portant sur la définie négativité de D (¢) parait un peu restrictive
pour ce cas particulier du modeéle de Shanley. En effet, puisque la matrice de linéarisation
D (t) = Diag[u1 (), 2 (t)] est diagonale, la matrice fondamentale (dite aussi principale) as-
sociée est completement explicite et 'on peut ainsi effectuer une analyse plus fine de la sta-
bilité de I’évolution en étudiant directement cette matrice principale. Cette matrice principale
en tg est donnée par : P (1) = Diag {exp (ft g ( dT) exp <ft pa ( dr)}. Il vient alors
que 1’évolution fondamentale ( 1), a’ (t)) est uniformément et asymptotiquement stable si
fto pa (1) dr < ag+ ay (t —tg), oy < 0. Au contraire, cette évolution fondamentale est instable
si ft p2 (1) dr > Bo+B1 (t —to), f1 > 0. Comme ft Py 5 d7 est bornée, alors on peut conclure
que la solutlon fondamentale ( 1), a® (t)) est un1f01mement et asymptotiquement stable si
A(t) < Ap, V t; instable s’il existe un instant ¢y tel que A (£) > Ap, pour ¢ > tg.

En définitive, cette approche de stabilité ou u est pris comme variable principale montre que
la charge critique de stabilité de 1’évolution fondamentale (u® (), a (¢)) est encore donnée par
la charge critique du module tangent Ap. Cette charge critique ne dépend pas de la vitesse du
chargement. Ces résultats sont alors conformes & ceux obtenus au chapitre 5 en utilisant une
autre approche basée sur la méthode de linéarisation.

Pour un comportement visco-plastique a seuil de type Perzyna, la linéarisation de I’équation
d’évolution dans la partie visco-plastique conduit au méme systeme linéarisé que précédemment
avec la méme matrice D (t). Les résultats de stabilité de cette évolution visco-plastique sont donc
trouvés identiques au cas visco-€élastique précédemment étudié.

Enfin, pour un comportement non linéaire de type Norton-Hoff, la méme analyse de stabilité

nous a conduit a des résultats parfaitement similaires & ceux obtenus pour le cas visco-élastique.

9.5 Colonne de Shanley continue

9.5.1 Description du modele

La colonne de Shanley, dite continue, est constituée d’un cadre rigide ayant la forme d’un L
et reposant sur une distribution continue de ressorts. L’extrémité A de cette colonne est soumise

a une charge verticale descendante d’amplitude A. Les ressorts, supposés tous identiques, tentent
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de maintenir le cadre dans sa position droite (FIG. 9.6).

FiG. 9.6: Colonne de Shanley continue et visqueuse.

Le modele décrit ici représente un systeme discret a deux degrés de liberté (v, ) désignant,
respectivement, le déplacement vertical du point B et la déflexion latérale de la colonne. En
effet, la connaissance du vecteur w = (v,6) permet de déduire ’état de déformation dans les
ressorts. Si 'on garde toutes les non-linéarités géométriques, les relations cinématiques donnant

les élongations € (z) des ressorts s’écrivent :
e(z)=v+asinb z e [-1,1] (9.25)
Le déplacement vertical de A, point d’application du chargement, est :

ugs=v+ L(1—cosf)

9.5.2 Equations d’évolution

On associe au systeme précédent les variables d’état globales : €, a, o et A. Ce sont des
champs de variables d’état définies localement en tout point par : €(z), a(z), o(z) et A(z) ou
z € [—Il,4!]. De la méme maniere, on peut définir des potentiels thermodynamiques globaux.
L’avantage de travailler avec des variables globales est de pouvoir obtenir une formulation globale
des lois de comportement ou d’évolution.

Le systeme est ainsi doté d’une énergie potentielle totale W(e, a, A) qui s’obtient en fonction

du potentiel global d’énergie libre W (e, a) et du potentiel des efforts extérieurs Wz (u, A) :

Wi(e,a, ) = W(e,a) — Wepe(u, A)
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En utilisant la densité linéique d’énergie libre w(e, @), dite aussi énergie libre locale, on

obtient :

W(e, o) = /+lw(e,a) do = /H [%E(e(m) — (@) + %hoﬂ(x) da

— —1
Wept(uw, ) = Av+ L (1 — cosb)]

Les constantes F et h représentent respectivement le module d”Young et le ccefficient d’écrouis-
sage. L’utilisation de la relation (9.25) : € = €(u) permet d’exprimer ’énergie potentielle totale

en fonction de u, a et A :
i _ s 1.,
W(u,a, A) = §E (v+zsinf — a(z))” + ihoz (z)| de — A[v+ L (1 —cos8)]
—

Les équations d’état s’obtiennent alors globalement par :

o = We=FEle—a)
A = Wag=0-ha

Utilisant la relation € = €(u) donnée par (9.25), ces forces thermodynamiques se résument
en:o =0 (u,a) et A= A(u,a). L’équilibre du systéeme minimise 1’énergie potentielle totale

sur ’ensemble des u cinématiquement admissibles, soit :
Way(u,a,X)-du=0 vV du

ce qui donne :
+l .
W, = / o(z)de —A=0 (Equilibre des forces)
-1

+! .
Wy = / zo(z) dzcosf — ALsinf =0 (Equilibre des moments)
-l

Ces équations d’équilibre permettent d’exprimer e en fonction de u et de A. Cette relation

a = a (u, A) s’écrit globalement :

1 [t A
2 ), Yo

3 [t : A
ﬁ/—l za(z) dm:smt‘)(l—m)

désigne la charge critique de perte de stabilité élastique.

(9.26)

s _ 288
ou AE = 37
L’évolution quasi statique du systéme est completement définie si l'on se donne la regle

d’évolution des parametres dissipatifs . L’introduction d’un potentiel global de dissipation €2 (A)

permet d’écrire globalement les lois complémentaires :

6=04
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L’écriture du probleme d’équilibre en vitesses ol 'on a utilisé cette derniére équation nous

fournit I’équation différentielle globale suivante :

Su- [ Wy @+ Woaa - Q4+ wm.x} =0 Vou (9.27)
avec :
W 2K 0 - -1
auu  — cos® 0— ; Ul — .
0 w —Lsin6

+1

+
du W ya Qa4 = v [—E/ Q4 (A) dx] + 40 [—ECOSO/
~1

24 das]

En exploitant la relation o« = ex (u, A) donnée par (9.26),1’équation ci-dessus apparait comme

une équation différentielle en la variable u et se met sous la forme :
w=f (u A ;\)

Pour un comportement visco-élastique de type Maxwell avec écrouissage cinématique linéaire

caractérisé par le potentiel dual local :

AQ

24) =3,

ol 7 désigne un parametre de viscosité, ’équation différentielle (9.27) s’explicite en :

h 1 [E :
0 o= _[i)\_}_/\]
7 2F! n
. cosfsinf h Ag .
b = ————|-———(A -2+ A
(Agcos3f — ) [ 77/\T( Teos )+ ]

2808 p . Eh

ou Ay = 3> Iah

9.5.3 Linéarisation

Nous avons écrit le probleme d’évolution de cette colonne de Shanley continue sous la forme
d’une équation différentielle non autonome. Pour un chargement A (t) € [0, Aps] donné, 'inté-
gration de cette équation différentielle nous fournit une évolution quasi statique (w (), (¢)).
La solution particuliere 6 () = 0, V ¢, correspondant & une compression simple de la colonne, a
été calculée dans le chapitre 6 pour différents comportements visco-élastiques et visco-plastiques.
L’objectif ici est d’étudier la stabilité de cette solution fondamentale notée (u® (t),a (¢)).

Cette évolution fondamentale est solution de I’équation différentielle non autonome suivante :

= f(u,2))

(9.28)
u (0) = ug
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avec !

fi (02 2) = ko by [E22a 4 4]

) n
P = 003) - s [ 435 oreme— 3

La linéarisation de cette équation différentielle autour de la solution fondamentale conduit

au systeme linéarisé :
w' =Dt u" (9.29)
ou :

) : — 0
D<t>=a—£(u0<t>,A<t>,A<t>)=[ o _hiedoy
TN A=A + Ag—X\

et u* = u — u® désigne I’écart par rapport & la solution fondamentale.

9.5.4 Analyse de stabilité

L’élimination des variables internes e nous a permis d’écrire le probleme d’évolution sous la

forme du systeme différentiel :
w* =D(t) . u" + h(u",t) (9.30)

ou :

0 3 -4 0
D (t)= At), A = K :
() =55 (w0, A1), A0) [ . —%i—iigziﬂ;—_J
et h(u*,t) = f <u* +ul (1), A1), A (t)) - f <u0 ), A (), A (t)) — D (t) .u* vérifie clairement
I’hypothese :

— 0 lorsque [|u*|| = 0, uniformément par rapport au temps, ¢ € [0, 400

Comme précédemment, ’exploitation des résultats de stabilité des systémes différentiels non
autonomes, répertoriés dans le chapitre 4, va nous permettre de trancher la question de stabilité
de cette colonne continue.

Puisque la matrice de linéarisation D (¢) est identique & celle obtenue pour la colonne discréte,
les résultats de stabilité sont alors rigoureusement les mémes. En d’autres termes, 1’évolution
fondamentale de cette colonne continue est uniformément et asymptotiquement stable pour Ay; <
A7, instable si Aps > Ar.

Il est & noter également que pour un comportement visco-plastique de type Perzyna ou de
type Norton-hoff, les conclusions concernant la stabilité de 1’évolution fondamentale sont les

mémes que ci-dessus.
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9.6 Poutre en flexion plane

9.6.1 Description du modele

On reprend dans ce paragraphe ’exemple d’une poutre droite de section quelconque mais
supposée constante et symétrique par rapport a son axe médian. Cette poutre est encastrée en sa
partie inférieure z = 0 et est libre en son extrémité = L (voir F1G. 9.7). Dans sa configuration

non déformée, cette poutre est de longueur L, de section uniforme S et de moment d’inertie I.

U(TJ)
m(x) v(x,t)

y

1/ 77777777]

Fi1Gg. 9.7: Poutre dans sa configuration initiale non déformée.

Sous 'action d’une charge de compression axiale d’amplitude A, la poutre se déforme en
déviant par rapport a sa position droite (F1G. 9.8). Compte tenu de la géométrie et du charge-
ment, ce probleme est plan et I'on peut ainsi mener ’étude dans la partie [0, L] x [, ] du plan

(Oz,Oy) initialement occupée par la poutre (F1G. 9.7).

9.6.2 Equations d’évolution

Ce probléme bidimensionnel est caractérisé par le champ de déplacement u de la fibre

moyenne :
u(z,t) = u(z, t)e, +v(z,t)e, z € [0, L]

ot u(z,t) et v(z,t) désignent le déplacement longitudinal et transversal, respectivement, d’un

point de la fibre neutre situé a ’abscisse z et a I’instant ¢.
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v(L,b)

/7

Fi1G. 9.8: Poutre en flexion plane sous ’effet du chargement.

Les conditions aux limites d’encastrement et de bord libre imposées se traduisent par :
v(0,8) = V(0,¢)=0 (9.31a)
uw(0,t) = 0 (9.31b)

On conviendra de noter par v’ la dérivée de v par rapport & = et par © sa dérivée par rapport au
temps t. Un champ de déplacement u cinématiquement admissible doit donc vérifier les relations
(9.31).

Avec les hypotheses précédentes, il vient que le champ de déformation € est uniaxial. Cette
déformation non linéaire s’obtient classiquement en fonction du déplacement de la fibre moyenne
par :

e(z,y,t) =e(z,y,t)ez e, z€[0,L], y€[-1]]

v2 (2, 1) (9.32)

e(z,y,t) =u'(x,t) + 5 —yv"(z,t)

On utilisera les variables d’état globales (€, ) ou la variable interne a représente le champ
des déformations visco-élastiques €¥ ou visco-plastiques €”. Avec ces notations, on peut définir
I’énergie potentielle totale W(e,a, A) du systeme. Elle s’obtient & partir du potentiel global

d’énergie libre W (e, a) et du potentiel des efforts extérieurs Wez¢(u, A) par :
W(e,a, ) = W(e, o) — Wepe(u, A)
Si I'on note par w(e, o) ’énergie libre volumique, dite aussi énergie libre locale, on obtient :

Wi(e,a) = /Vw(e,oz) dv:/v[%E(e(m,y)—a(m,y)f—l—%hoﬁ(m,y) dv
Wezt(u, A) = —Au(L)
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Les constantes F et h désignent respectivement le module d’Young et le ccefficient d’écrouis-
sage. En utilisant la relation (9.32) donnant € = €(u), on peut écrire I’énergie potentielle totale

en fonction des variables (u, a, A) :

Wi, o, ) :/V

A partir du potentiel d’énergie libre, on obtient les équations d’état globalement par :

v ()

%E (u'(x) + — yv'(z) — a(z, y)) + %hoﬁ(m‘, y)| dv+ Au(L)

o = We=FEle—a)
= —W@:G—ha

Avec la relation € = €(u) donnée en (9.32), ces forces thermodynamiques se réduisent & :
oc=oc(u,a)et A= A(u,a).
L’équilibre statique de la poutre rend minimale I’énergie potentielle totale sur I’ensemble des

w cinématiquement admissibles. Il s’écrit donc :
Wa(u,a,X)-du=0  Vdou C.A. (9.33)
ce qui donne :

/0' de dv+ Adu(L) =0 Vdéu C.A.

En utilisant I’effort normal N (z) et le moment de flexion M (z) définis par :

Umyds_// o(z,y) dydz
yaxyds_// o(z,y) dydz

L L
/0 N(2) [5e'(2) + o'(2)80'(2)] de + Abu(L)— /0 M(2)80" (2) da = 0
Véu tel que du(0) = 0, dv(0)=245v(0)=0

N(z) =

M(z) =

(,)\m\

I’équation d’équilibre (9.33) s’écrit :

Par intégrations par parties, on obtient les équations d’équilibre locales traduisant respecti-

vement ’équilibre des forces et 1’équilibre des moments :

N(z) = -A z €0,L]
M(z) = Xv(z)—v(L)] z €[0,L]

N(z) = ES (u'(:c)+ @) —E/ a(z,y) ds

M(z) = —-El'"(z E/ya z,y) ds

ou S:/dydz, I:/y dydz
S S
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alors ces équations d’équilibre permettent d’exprimer a en fonction de u et A. Cette relation

a = a (u, A) s’écrit globalement comme :

%/a(m,y) ds:u/(w)—l-l 2 +E—S
S s \ (9.34)
_j /S ya(x, y) ds = v”(m) + E [v(x) - ’U(L)]

avec les conditions aux limites :
u(0) =0, v(0) =v'(0) =0

Comme précédemment, pour définir completement le probleme d’évolution, on se donne la
regle d’évolution des parametres dissipatifs a. Cette loi complémentaire peut s’obtenir & 'aide

d’un potentiel de dissipation global Q2 (A) et s’écrit sous forme duale :
a=Q4

Le probleme d’équilibre en vitesses combiné avec cette derniere équation nous fournit ’équa-

tion d’évolution quasi statique écrite sous forme incrémentale :
Su - [wuu A+ Wy - Qa+ wm.;\] =0 Vou (9.35)

avec

L
du Wy - / [ES (5u’ + 'U’(S'U’) (a’ + v"i)’) + EI50"0" — /\5'0"1}’] dz
0

/ ’ o0 ([ 52 ds) = 6+ o150 ([ 00 05) | e
(L)

u Wy Qa4 = F
5

u (L) A

du - W7UA.;\ =

En utilisant la relation @ = e (u, A) donnée par (9.34), ’équation ci-dessus peut alors étre

vue comme une équation différentielle en la seule variable u et s’écrit formellement :
w=f (u A }\) (9.36)

L’équation différentielle globale (9.35) conduit ensuite aux équations locales (ou équations
d’Euler associées & cette forme variationnelle). Par exemple, pour un comportement visco-
élastique de type Maxwell avec écrouissage cinématique linéaire caractérisé par le potentiel dual
local :

A2
= %

ol 7 désigne un parametre de viscosité, les équations différentielles locales associées a ’équation

Q(4)

(9.35) s’explicitent en :

T = e L [EERy
U@ = — UG ES[ ; /\+/\] |
)+ g @) 0] = =2 @)+ o) - (0] - 5 o) -0 (0]

avec les notations : U (z) = o' (2) + o) of pr = b
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9.6.3 Linéarisation

La premiere étape dans cette approche de stabilité, ot le champ de déplacement u est pris
comme variable principale, est de mettre le probleme d’évolution de cette poutre continue sous la
forme d’une équation différentielle non autonome. Pour un chargement A (¢) € [0, Aps] donné, I'in-
tégration de cette équation différentielle nous fournit une évolution quasi statique (u (t) , e (¢)).
La solution particuliere vérifiant v (z,¢) = 0, V ¢, a été calculée dans le chapitre 7 pour diffé-
rents comportements visco-élastiques et visco-plastiques. Nous avions montré en particulier que
cette solution fondamentale, notée (u®(t),a® (¢)), était bornée et correspondait & un état de
déformation homogene de cette poutre qui subissait une compression simple.

Cette évolution fondamentale est solution d’une équation différentielle formelle de type (9.36).

Avec u = (u (z,t) ,v(z,t)),z € [0,L], U (z) = ' (2)+ U/zﬂ, cette équation différentielle s’écrit :

Ta) = P - L[ EER L
U() = LU ES[ ; /\+>\] |
)+ @) = 0] = =2 @)+ Sl (a) - (0] - 2 o) - 0 (1)

avec les conditions aux limites :

En notant par u* (t) = u (t) — u° (1), la linéarisation de cette équation d’évolution autour de

la solution fondamentale u° () conduit & :

e _ _Q * T

0" (@) = -0 (@) |
Y] A .k . h *11 A * * A * *
@) (@) =8 (0] = =2 [ )+ g 7 ) = (D] = 5 7 ) = o7 (1)

L’étude de stabilité de la solution fondamentale u° () passe ensuite par une analyse spectrale

de ce systeme linéarisé.

9.6.4 Analyse de stabilité

Pour déterminer les valeurs et vecteurs propres du systéme linéaire précédent, nous commen-
cons par le mettre sous la forme globale : @* - du = £ [u*, du], V du. Dans ces conditions, si p

est valeur propre associée au vecteur propre u* alors elle vérifie :
Lu™, du] = plu*, du] Vou
L’équation différentielle linéaire donnant 1’évolution de U* est :

L X h L
/ U*.0U dz = ——/ U*6U dz ¥V 6U
0 nJo
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Il lui correspond la valeur propre p = —% de vecteur propre toute fonction de la variable z
de la forme U*(z).

L’équation différentielle linéaire donnant I’évolution de v* est :
L A
/0 {1}*” (z) + ol [0* (z) — 0~ (L)]} dv dx =

L h *1! A * * /\ * *
/0 {—; [v (x)—I—ETI[v (z)—w (L)]] _E[U (z) —v (L)]}‘SU dx

La recherche d’une valeur propre p associée a un vecteur propre v* se fait par la résolution

Y v

de I’équation locale :

A

o )+l o) = o 0] = = o o) +

avec les conditions aux limites :

Ce qui donne :

~ hAp [Ar(142k)% - N A
B 0 e 1202 — X)) T Ap(1+2k)2 — A

associée au vecteur propre v} (z) = vj(L) [1 — cos %(1 + 2]6)37} ,keN

On vérifie sans difficulté que les vecteurs propres de I'opérateur linéaire £ sont deux a deux

orthogonaux. Notons ’analogie avec la colonne de shanley discrete et continue puisque ’on

retrouve les valeurs propres pertinentes pour I’étude de la stabilité : —% et —%i—i [i;:ﬂ + AE/\—A'

Cette derniere est obtenue pour la valeur k = 0.

On obtient ainsi les mémes résultats que pour les deux exemples précédents. L’évolution
fondamentale (uo (t),a° (t)) est uniformément et asymptotiquement stable pour Ay < Arp,
instable autrement.

Notons que les mémes conclusions sont trouvées pour le cas d’une poutre ayant un com-
portement visco-plastique & seuil de type Perzyna ou un comportement non linéaire de type

Norton-Hoff.

9.7 Conclusion

Une autre approche pour 'analyse de la stabilité des solides visqueux a été proposée dans
ce chapitre. Cette approche consiste & éliminer la variable interne a pour écrire le probleme
d’évolution sous la forme d’une équation différentielle de la seule variable u.

Cette approche a d’abord été développée dans le cadre général d’un solide continu tridi-

mensionnel soumis & un trajet de charge. Elle a conduit & une condition suffisante de stabilité
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portant sur la définie négativité d’un certain opérateur obtenu par linéarisation. Cette analyse
de valeurs propres consiste a résoudre le probléme aux valeurs propres généralisé donné par le
systeme (9.13).

Une écriture plus simple de ce probleme aux valeurs propres généralisé a été donnée dans
le cas ou la solution fondamentale était obtenue sous les hypotheses des petites perturbations.
De méme, et en vue des applications numériques, une formulation de ce probleme aux valeurs
propres a été effectuée dans le cadre d’une description lagrangienne actualisée.

Pour comparer les résultats de stabilité obtenus par cette approche avec ceux donnés par
I’approche développée dans les chapitres précédents, nous avons choisi de reprendre les exemples
structuraux de la colonne de Shanley discréte ou continue et de la poutre continue en flexion
plane.

L’application de la condition suffisante de stabilité donnée en (9.13), et portant sur la définie
négativité de 'opérateur £, donne des résultats qui, au premier abord, semblent présenter une
légere différence avec les résultats obtenus aux chapitres précédents. Cependant, une analyse plus
fine pour ces cas particuliers de structures, pour lesquels 1’étude spectrale fournit des résultats
analytiques, nous permet de réconcilier les résultats de stabilité obtenus par ces deux approches.

Dans le cas général, et pour des structures plus complexes, il serait intéressant de comparer
les résultats de stabilité donnés par ces deux approches. Une telle étude ne peut étre menée,
en général, sans le recours aux moyens numériques. Une approche classique par éléments finis,
consistant a discrétiser la structure puis a étudier le probleme aux valeurs propres généralisé
donné par le systeme (9.13) aux points courants de la solution fondamentale, permettrait de
faire une comparaison avec le critere de stabilité de la seconde variation de I’énergie potentielle

totale obtenu au chapitre précédent.
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